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ПРЕДИСЛОВИЕ 
По теплопередаче имеет·ся большое количество учебников и 

учебных пособий, но ни один из них не отражает специфических 
проблем современной авиационной и ракетной техники, где роль 
этой дисципли.ны особенно велика. 

Данная книга представляет собой изложение учебного курса 
теплопередачи применительно к задачам авиационной и ракет
но-космической техники. 

Задачами курса теплопередачи являются: ознакомление сту
дентов с ·современным состоянием теории теплообмена; изучение 
основных законов, управляющих процессами теплообмена; раз
витие навыков применения законов теплообмена к решению 
практических задач, встречающихся в современной Инженерной 
практике и, в частности, в авиационной и космической технике. 

Для расширения кругозора ·студентов по оонременным проб
лемам теплопередачи в конце каждой главы приводится реко
мендуемая литература. 

Учебник составлен коллективом авторов. 
Введение, гл. 1 и 11 написали проф., д-р техн. наук В. К. Кош

кин, гл. 111 - проф., д-р техн. наук Ю. А. Кошмаров и доцент, 
канд. техн. наук М. М. Михайлова, гл. IV, V, VII- проф, . д-р 
техн. наук Э. К. Калинин, гл. VI - проф. , д-р техн. наук 
Ю. А. Рыжов, гл. VIII - доцент, канд. техн. наук Г. А. Глебон 
и доцент, канд. техн. наук Ю. С. Михеев, гл. IX - проф., д-р 
техн. наук Э. К. Калинин, а разд. 9.5 -- доцент, канд. техн. на
ук Ю. И. Данилов, гл., Х написали доценты, кандидаты техн. 
наук Ю. С. Михеев и Т. В. Михайлова, гл. Xl, XII, XIII, XV -
чл.-кор. АН СССР, д-р техн. наук, проф. В. С. Авдуевский, гл. 
XIV, XVIII- проф., чл.-кор. АН СССР, д-р техн. наук В. С. Ав
дуев,ский и доцент,-�канд. техн. наУ'к Г. А. Глебов, гл. XIX -
чл.-кор. АН СССР, д-р техн. наук, проф. В. С. Авдуевский, а 
ра'Зд. 19.6 - доцент, ,канд. техн. наук Б. М. Галицейский, ГJI. 

XVI- доцент, канд. техн. ·наук В. П. Солнцев и гл. XVII-
проф., д-р техн. наук Ю. А. Кошмаров. 
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ВВЕДЕНИЕ 

Теорией теплопередачи или теплообмена называется наука, 
изучающая процессы переноса тепла в пространстве с неодно
родным температурным полем. Проце·ссы т.еплообмена возника
ют между различными телами или отдельными частями одного 
и того же тела при наличии разности температур. 

Наука о теплообмене насчитывает несколько столетий, но на
стоящего расцвета она достигла лишь в ХХ веке, най.ця широкое 
применение при решении назревших практических задач техни
ки. Из раздела теоретичеакой физики учение о теплообмене 
превратилось в самостоятельную научно - техническую ди•сцип
лину. 

Особенно сложJiые и важные прорлемы стоят в области изу
чения теплообмена в современной авиационной, ракетной и КОL
мической технике. При •сверхзвуковых скоростях полета значи
тельно изменяются условия теплопередачи в отдельных элемен
тах конструкции летательного аппарата. При этом существен
но·е значение приобретает вопрос о необходимости его охлажде 
ния шш защиты от аэроди�:�амического нагрева, возникающего 
вследствие трения между поверхностью летательного аппарата и 
набегающим потоком воздуха или потоком каких-либо других 
газов, соста1вляющих атмосферы [JЛанет. 

Не менее важные и сложные проблемы теплообмена возника
ют при кюнструировании современных авиационных и ракеr
ных двигателей. Высокая на!Пряженность в тепл01вом отношении 
реактивных двигателей, использование криогенных то!Плив и 
многие другие важные !ВОПросы требуют от •Современного кон
струк'I'ора этих двигателей умения произвести 'Сложный инже
нерный ра,счет теплообмена в них и их агрегатах. 

' Кроме того, на теории т·еплопередачи базируются расчеты 
тепловых режимов .внешних поверхностей космических летатель
ных аппаратов и ·искуоственных ·спутников Земли, а также теп
ловые расчеты ядерных энергетических установок. 

Основоnоложником современной теории теnлоты является великий оусскиrй 
ученый М. В. Ломоносов (17!1:1-1765). В своей диссертации «Размышления о 
nричине теnлоты и холода», наnисанной в 1747-1748 гг. и наnечатанной в 
1750 г., М. В. Ломоносов четко сформулировал механическую теорию тепла и 
кинетическую теорию материи. Ему прина.nлежит заслуга установления закона 
сохранения и поевращения движущейся материи, из которого естественно вы
текает закон сохранения и nоевращения энергии. 
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Русский академик Г. В. Рихман (1711--11758) провел ряд эксnерименталь
ных работ по теплопередаче и калориметРии; наблюдая за охлаждением тел. 
он nравильно подметил связь между основными характеристиками процесса; к 
таким же результатам значительно позже пришли Дюлонг и Пти во Франции. 
Рихман разработал метод смешения для определения теnлоемкости тел. про
вел опытное исследование скорости испарения воды, открыл эФФект «мокрого 
термометра», лежащий в основе современного метода определения влажности 
воздуха. 

Французские ученые-математики Ж. Б. Фурье в 1828 г. и затем С. Д Пу
ассон в 1835 г. создали основы математической теории теплопроводности. 

Основной закон излучения был открыт экспериментально в 1872 г. авст
рийским ученым И. Стефаном, а теоретически был выведен на основе вто
рого закона термодинамики ученым Л. Больцманом в 1884 г. 

Русский ученый Б. Б. Голицын ( 1862-1916) на основании в1;:,рого закона 
термодинамики доказал, что излучение оказывает давление на облучаемую по
верхность. Экспериментально это явление (эффект световоГо давления) блес
тяще подтвердил в своих опытах П. Н. Лебедев (1866-1912). 

Русский ученый В. А. Михельсон (1860-1927) был первым исследователем, 
nоставившим в 1889 г. вопрос об изучении зависимости лучеиспускания от 
температуры и длины волны. В 1893 г. В. Вин, пользуясь методами тер
модинамики, установил один из законов теплового излучения, связывающий 
длину волны, соответствующую максимальной интенсивности излучения черно
го тела, с абсолютной температурой излучающей поверхности. 

Немецкий ученый М. Планк в 1902 г. теоретическим путем нашел закон 
распределения интенсивности теплового излучения по длинам волны при раз
личных температурах, а Р. Э. Ленц (1833-1903) nровел в 1869 г. эксперимен
'Тальные исследования, подтвердившие связь между коэффициентами тепло
проводности и электропроводности металлов. 

Интересные результаты получил в 1899 г. русский ученый С. Я. Терешин 
(186�1921) на основе сравнения теплоотдачи платиновой проволоки, окру
женной воздухом и помещенной в вакуум. 

Теплоотдача при свободной конвекции оказалась пропорциональной тем
пературному напору в степени 5/4, что совпадает с современными данными, 
nолученными при исследовании теплоотдачи тел в условиях свободноrй кон
векции окружающего их газа. 

Важные исследования в области лучистого теплообмена были проведены 
В. А. Ульяниным (1863-1931). 

Недостаточная разработка механичес�<'ОЙ теории тоолоты ог
раничила возможности ее использования при исследовании раз
личных случаев теплообмена. В связи с этим теория теплооб
мена •строила.сь на так называемой феноменологической основ�::, 
заключающейся в рассмотрении отдельных явлений только лишь 
как некоторых изолированных закономерностей, могущих быть 
мат-ематически описанными, без раскрытия физической сущно
ст.и этих явлений. Примерам такого феноменологического рас
смотрения явлений теплообмена может слуЖить формальнаq 
математическая теор,ия теплопроводности, созданная Фурье n 
1828, г. и развитая Пуассоном в 1835 г. 

Однако успехи физи.�и ·последних десятилетий и, IB ча•стно
сти, изучение ламинарного и турбулентного движения жиююсти, 
nозволили глубже выявить физическую сущность процесса те"!l
лообмена. Од'н.овременно с этим была разработана общая мето
дология исследования, обрабо·тки и обобщения опытных данных, 
основанная на теории цодобия. 
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Большие успехи в развитии теории теплообмена достигнуты в 
Совет.СI.Ком Союзе. _ 

Идеи, определившие общие принципы построения исследова
тельской работы, были сформулированы совет.скими учеными к 
1930 г. При их изложении подчеркивалось, что в противоiПолож
ность 'Старым, феноменологическим, методам исследований, оспа
ванны� н� изучении тепловых машин и аппаратов в целом, в но
'ВЫХ работах по теплообмену необходимо не только аналитиче
ски, но и экспериментально исследовать детально физичеСК'�'Н� 
явления, из которых складываются рабочие процессы изучаемых 
машин и аппаратов. 

:Конец двадцатых ·и начало тридцатых годов являются периодом широкого 
развития ·учения о теплообмене. Важное значение имели работы чл.-корр, Ака
демии Наук СССР А А. Радцига (18бhl941), который IТравильно оценил зна
чение явлений теплообмена в технике 

С 120-х годов развитие учения о теплообмене в СССР возглавил акаде
мик М. В. :Кирпичев, школа которого является ведущей в области разработки 
теории подобия и ее приложеимя к вопросам теплопередачи. Этой школой бы
ли разработаны оригинальные методы как исследования физической сущности 
отдельных процессов теплообмена, так и изучения работы тепловых устройст:в; 
в целом. Многие из работ ученых этой школы определили собой дальнейшее 
развитие учения о теплообмене. Большое развитие иолучила теория подобия, 
разработкой которой у нас занимались еще В. Л. I(ирпичев (1845--1913) и: 
А. Федерман. 

Сове:гскими учеными были разработаны оригинальные и эф
фективные способы расчета процесса теплопроводности с по
мощью теории регуляР'ного режима и метода элементарных ба
лансов; были предложены .расчет конвективного теплообмена по 
методу теплового пограничного слоя, ра·счеты теnлоотдачи при 
кипении жидкостей и конденсации паров, ра.счеты различных 
случаев теплоотдачи и, в частности, теплоотдачи перегретого 
пара при высоких давлениях, расчеты взаимной облученпасти 
тел в задачах радиационного теплообмена. Были разработаны 
также оригинальные методы экспериментального изучения про
цессов теплоотдачи и теплопроводности различных жидкостей. 
газов и водяног,о пара; определены их коэффициенты теплопро
водности при высоких давлениях и темпера·турах, .составлены 
таблицы водяного пара и других рабочих веществ и разработа
ны нормы теплового расчета паровых котлов. Были разработаны 
также вопросы нестационарной теплопроводности, исследованы 
явления теплопередачи в двигателях внутреннего -сгорания и 
теплообмена при изменении агрегатного состояния. 

Большое значение в технике приобрели процессы теплооб

мена в движущихся средах. Как известно, течение любой жид

кости или газа может быть разделено на ·принципиально раз

личные области ламинарного и турбулентного. течения. Тепло
обмен при ламинарном и турбулентном течениях имеет разли'I
ный характер. Теплообмен в движущейся среде (жидкость или 

газ) представляет собой коннективный теплообмен, или, короче. 
конвекцию. При этом перенос теnла осуществляется путем пере-
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мещения объемов жидкости или газа, а ·Следовательно, эrот вид 
теплообмена неразрывно связан ·С переносом самой среды. 

Обычно при технических расчетах теплообмен между пото
ком жидкости, газа и поверхностью твердого тела называщт кон
вективной теплоотдачей. Различают с в о б о д н у ю (г р а в и
т а ц и о н н у ю) и в ы н у ж д е н н у ю конвекции. 

Свободная, или гравитационная, конвекция осуществляется в 
поrоке жидкости ·или таза в поле массовых сил при наличии раз
ности плотностей; вынужденная конвекция - в потоке жидкосrи 
или газа. создав•аемом внешними воздействиями (насос, вентиля
тор, статическая разность давлений и др.). 

При промышленном использовании теплопередачи наиболь
шее значение имеет вынужденная конвекция при турбулентном 
течении, хотя в приложении к задачам авиации и космонавтики 
важны оба вида кон�тивного теплообмена и при ламинарном, 
и турбулентном течениях. Скорости, возникающие при свободной 
конвекции, сравнительно малы, так что при наличии вынужден
ной конвекции, последняя и определяет картину течения ·И теп
лообмена. 

Теплопередача при .вынужденной Iюнвекции в турбулентном 
потоке зависит от распределения осредненно'й 'СКорости 1И пуль
саций скорости. Однако эти вопросы исследованы еще далеко 
не полно. 

До начала развития учения о турбулентных течениях жидкостей и газов, 
7 е. примерно до 1925 г., исследования теплопередачи при турбулентном тече
нии основывались на предположении, сделанном О. Рейнольдсом, о том, что 
7еплопередача и перенос количества движения осуществляются одним и тем 
же механизмом. Отсюда О. Рейнольдс пришел к выводу, что теnлопередача 
пропорциональна поверхностному трению. 

В дальнейшем матем'атический анализ осредненных уравне
ний движения и теплообмена в турбулентном потоке показал, 
что эти уравнения оказываются .незамкнутыми, так как в них 
появляются члены, содержащие неизвестные величины пульса
ций скорости и температуры. До сих пор не удалось по,строить 
теорию, позволяющую вычислить эти величины, не прибегая к 
эксперименту. Поэтому в настоящее .время широкое распрост
ранение получили так называемые п о  л у э м п и р  и ч е ·С к и е 
теории турбулентности, в основу которых положено предполо
жение о том или ином !Виде связи между переносимой турбу
лентными пульсациями величиной (количеством движения, ко
личеством теплоты и т. п.) и осредненными параметрами rпоrо
ка. Основы полуэмпирической теории теплообмена в турбулент
ном потоке были заложены Л. Прандтлем и К. Тейлором. В тру
дах академика Л. С. Лейбензона была разработана гидродина
мическая теория теплообмена, получившая применение при ис
следовании теплообмена в трубопроводах. 

Современные научно-технические проблемы теплообмена в 
nотоках жидкости, газа и плазмы на.стоятельно требуют знания 
законов турбулентного движения для определения как интег-
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ральных, так и локальных характеристик. Можно утверждать. 
что двадцатое столетие !ВЫдвинуло как одну из крупнейших нз
учных 'Проблем современности - ооздание теории турбулент
ности. 

В обла.сти теплообмена во второй половине ХХ столетия на
метил·ся также определенный пересмотр взглядов на явленик 
теплообмена и методов ·их изучения. Так, наряду со среднеинтег
ральными характеристиками (средними по времени и простран
ству) наметилось использование мгновенных локальных значе
ний температур, ·коэффициентов теплоотдачи и трения. Появи
лись теоретические обобщения перехода от среднеинтегральныл 
соотношений к отдельным локальным переменным характерис
тикам теплообмена. 

В работах ряда советских ученых были широко развиты фи
зические основы теплообмена в газовых потоках. Различные ви
ды теплообмена имеют различную физическую сущность. Кроме 
того, эти процессы представляют ·собой сложные физические яв
ления, в ряде слУ,чаев еще недо.статочно изученные. Все э·ю за
ставляет исследователей в обла·сsrи теплообмена обращаться к 
непосредственным экспериментам. 

В настоящее время .основные проблемы расчета различных 
видов теплообмена (решение сложных задач теплопроводности. 
ра.счет ламинарного пограничного слоя , расчет теплообмена при 
наличии химических реакций и др.) более эффективно, а в ряде 
случаев - исключительно, решают·ся с помощью быстродейст
вующих электронно-вычислительных машин (ЭВМ). Пр именение 
ЭВМ позволило значительно расширить и угл)llбить теорию теп
лообмена. 

Современное развитие молекулярио-кинетической теории так
же способс11вовало развитию ряда разделов учения о теплообме
не (переносные свойства газов и газовых ·смесей при :высоких 
тем:пературах, разреженные газы и др.). 

Большие задачи в области теории и практики теплообмена 
лежат в направлении создания комmакт.ных теплообменников 
различного назначения, начиная от ·стационарных установок и 

. кончая тешлооб!\!енника.ми на космическ·их летательных аш!па
ратах. 

Для решения этой важной проблемы требует.ся применение 
всего ·современного а.пmарата теории теm,11опередачи, дальней
шая •разрабо'ГIКа 1методов инт·енсификации процессов теплообме
на ;В них и получение надежных �анных, обеспечивающих бы
строе 1проектирование теnлообм-енникоо методами машинного 
проектирования. 

Таким образом курс теплопередачи являет.ся одной из важ
нейших теплотехнических дисциплин, необходимых для совре
менного инженера в обла·сти авиационной, ракетной и космиче
ской техники. 



ГЛА ВА 1 

ВИДЫ ТЕПЛООБМЕНА. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ 

И ОПРЕДЕЛЕНИЯ 

. 11 1.1. ВИДЫ ТЕПЛООБМЕНА 

Понятие теплообмена (теплопередачи) о:юватывает весь ком
nлекс явлений переноса тепла между телами или между ча.стя
ми одною и того же тела, обусловленных -разностью температур. 
В общем случае перенос тепла •представляет собой �ложное яв
ление, •СВяэанное с различными физическими процессшми. 

Различают три основных вида теплообмена: 
1. Теплопроводность. 
2. Конвективный теплообмен. 
3. Лучистый теплообмен. 
Теплопроводность представляет собою передачу тепла между 

непосредственно соприкасающимися частями тела. Теплопро 
водность не связана с макродвижением тел или частей тела и 
осуществляется путем передачи энергии от одних элементарных 
частиц тела к другим вследствие микродвижения этих элемен
тарных частиц. Для газов, например, такими частицами явля
ются молекулы. 

Молекулы газа в той его ча.сти, которая имеет более высокую 
температуру, обладают большей средней кинетической энерги
ей. При столкновениях молекул газа происходит обмен кинети
ческой энергией, в результате чего тепло передается от более 
нагретых частей газа к более холодным. 

В чистом виде я·вление теплопроводности наблюдается в ·  
твердых телах, в абсолютно неподвижных газах и жидкостях 
при условии невозможно.сти возникновения в них конвективных 
токов. 

В газах и жидкостях явление теплопроводности обычно со
nр01вождается рядом других физических явлений, например, мак
родвижением массы газа или диффузией и связанным •С этим 
nереносом тепла. Изуt,�ение явления теплопроводности в метаJI 
лах показывает, что в них ме�анизм переноса тепла аналогичен 
механизму электропроводности. 

Согласно ·современным воззрениям электропроводность ме
таллов связана rc налиЧJием в них свободных электронов, а, 'сле
довательно, 1в металлах процесс теплопроводности также связан 
с движением электронов, которые играют роль передатчиков 
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тепла. В про·стейшей теории теплопроводности металлов принЛ"
мается, что свободные электроны в металлах ведут себя подоб
но молекула1м газа, т. е. перемещают.ся между атомами твердого 
тела и осуществляют перенос энергии, а ,следовательно, переда
чу тепла тепЛопроводностью. 

Конвективным теплообменом называют процесс переноса теп
ла в жидкой или газообразной среде с неоднородным распреде
лением температуры и скорости, осуществляемый макроскопи
ческими частями среды при их перемещении. Конвективный теп
лсюбмен всегда ·сопровождается теплопроводностью. 

· 

Рис. IJ. К: понятию естест
венной конвекции 

Рис 1.2. К понятию тепло
передачи 

В зависимости от причины, вызывающей движение жидкости 
или газа, различают: 

а) конвективный теплообмен при свободнам ,щвижении среды 
(свободная, или травитационная, конвекция) ; 

б) конвектИJвный ·теплообмен при вынужденном движении сре
ды ('вынужденная конвекция) . 

С в о б о д н а я конвекция, как уже было сказано, имеет ме
сто тогда, когда движение жидкости или газа осуществляется в 
поле массовых сил при наличии разности плотностей среды в 
ра·ссматриваемом объеме, что в СIВою очередь может быть обус
ловлено неоднородностью температурного 1поля этого объема. 
На:пример, если нагревать сосуд с жидкостью (рис. 1.1), то ча
стицы жидiюсти, имеющие более высокую температуру (T2>Tt), 
вследС11вие уменьшения их плотности (e2<et) будут всплывать, 
т. е. вытесняться более холодными ·слоями жидкости, и перено
сить с ·собой теплоту; в сосуде возникнут конвективные токи. 
Очевидно, интенсивность переноса тепла при прочих ра1Вных ус
ловиях будет зависеть от коэффициента объемного ра,сширения, 
плотности и вязкости среды. 

В ы н у ж д е н н а я 1<о н в е.к ц и я  имеет место тогда, когда 
движение жидкости или газа вызвано ·внешними причинами (на-
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сооом, компре,ссором, !Вентилятором, движением летательного ап
парата в воздухе и т. д.). В одной и той же �среде теплообмен 
при вынужденной конвекции tпротекает значительно интенсивнее, 
чем при .овободной конвекции, и ,поэтому в технике при решении 
ВОПрОСОIВ, СВЯЗаННЫХ >С необХОДИМОСТЬЮ передаЧИ бОЛЬШИХ КОЛИ• 
чеСТ/в тепла, использует,ся 'Вынужденная конвекц;ия. 

Лучистым теплообменом называется перенос ·тепла излуче
нием, обусловленный способностью нагретого тела превращать 
-часть принадлежащей ему внутренней энергии в лучистую или в 
энергию электроJrtагнитных колебаний, испускаемых нагретым 
телом. В стречая на своем пути другое тело (вещество) тепловые 
лучи частично 1поглощаются, и их энергия ·снова превращается ·в 
теплоту, а частично отражаются и проходят СК'возь тело. 

Тепловое ,излучение подчиняеТ·СЯ основным законам распрост
ранения света, т. е. законам отражения, преломления и погло
щения. В чисто,м виде лучистый теплообмен имеет место лишь в 
услов:f!ЯХ глубокого !Вакуума, например, между поверхностью 
летательного аппарата, соtвершающего полет в дальнем космосе, 
и окружающими его пространством и телами. Чаще же мы име
ем дело со всеми тремя видами теплообмена одновременно, т. L'. 
на практике обычно имеет место сложный теплообмен. Однако 
компле�сное математическое изучение закономерностей, управ
ляющих сложным теплообменом, затруднено, ,поэтому часто !пред
варительно изучают каждый вид теплообмена в отдельности, а 
затем переходят к ра·счету сложного теплообмена (рис. 1.2). 

При решении конкретных практических задач К'Оличеств::> 
тепла, переданное теплопроводностью, излучением и конвекци
ей, может быть весьма различным, поэтому в расчетах часто 
пренебрегают видами теплообмена, роль :rююрых в рассматри
ваемом случае несущественна, и !Весь процесс сводят к основно
му определяющему виду теплообмена. 

Для удобства технических расчетоtв .вводятся понятия о двух 
видах теплообмена, которые называют т е п л о о т д а ч е й  и 
т е п л о п е р е д а ч е й. 

Теплоотдачей называют процесс теплообмена, возникающиit 
.между твердым телом и омывающей его жидкой или газообраз
ной средой. 

Теплопередачей называется процесс теплообмена, возникаю
щий между жидкими или газообразными средами, разделенны
.ми твердой стенкой. 

Этим же термином иногда пользуются и 'В качестве обобщаю
щего, наряду с термином «теплообмен». 

1.2. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ И ОПРЕДЕЛЕНИЯ 

Процессы теплообмена возникают между телами, если тем
пература их различна. Тело или среда, имеющие более высокую 
температуру Tt, называют�ся т е п л о о т д а ю щ и  м и. Соответст-
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венно тело или среда •С температурой Т2<Т1 называются тепл о в о с п р и н и м а ю щ и  м и. 
Разность температур l!.T=Tt-T2>0, вследствие которой воз

никает процесс теплообмена называется т е м пер а т у р н ы  м 
н а п о  р о м. 

l(оличество тепла, проходящее через данную контроль ную 
пов·ерхность в единицу времени, называет.ся т е п л ·о 1В ы м п о-

т о .к о м и обозначается Q и из•меря-
z ет·ся .в ваттах. Тепловой 1поток, при

ходящийся на единицу плоЩади 
поверхности, называется п л о т
но с т ь ю  т е п л о в о г о  п о т о ка 
или у д е л ь н ы м т е п л о в ы м п о
т о к о м, обозначается q и имееr 
размерность Вт/м2• 

Всякое ' физическое явление про
текает в пространстве и во времени . ,�.....,.J----1-8000'!t>--. Поэтому изучение физического яв

х ления может быть сведено к изуче-
нию пространствеино-временных из
менений величин, его характеризую
щих. 

Математическая физина вводит Рис. 1.3. К. понятию темпе· 
ратурного поля понятие п о л я ф и з и ч е с к о й в е-

л и ч и н ы, под которым понимается 
совокупность мгновенных значенюi 

этой величины во всех точках рассматриваемой области. Так, на 
пример, совокупность значений температур во всех точках како
го-то тела в данный момент времени -r называется температур
ным полем этого тела. 

Температурное поле (рис. 1.3� в декартовой системе· коорди· 
нат задается уравнением вида --

T=f(x, у, z, 't'). ( 1. 1) 

Здесь Т - температура, завися щая от пространствеиных ко
ординат данной точки х, у, z и времени т. 

Тем·пература Т является с к а л я р  о м, поэтому и поле тем
ператур - с к а л я р н о е п о  л е .  

Приведеиное определение nоля сnраведливо и для векторных физических 
величин, показывающих не только величину, но и направление (скорость, ус· 
корение, сила). Такое поле называется в е к т о р н ы м полем величш·ы. 

В некоторых задачах теплообмена уравнение температурного 
·поля удобнее записывать в цилиндрической или сферической си
стеме координат. В первом СJ!УЧ•ае уравнение ( 1. 1) имеет iВИд 

T=f(r, rp, z, т). (1. 2) 
Здесь Т- температура; 

r- рас-стояние от оси z до данной точки ; 
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qJ- угол отклонения рад�уса r от �выбранного начально

го направления: 
т- время. 

Во втором случае 

T=f(r, ер, ф, т), (1. 3) 
где r- радиус- ве:к:тор ; 

<р и 'Ф- полярный и азимутальный углы. 

Перемещение Из �какой-либо точки температурного поля в 
произвольнам направлении будет характеризоваться некоторым 

изменением температуры. Если бесконечно малым приращениям 

пространствеиных координат соответствуют бесконечно малые 

изменения температуры, то такое температурное поле называет

ся н е п р  е р ы  в н ы м. В этом случае производпая от температу

ры по любому направлению имеет конечную величину. Бели бес
конечно малым приращениям хотя бы в одной точке поля отве
чает конечное или бесконечно большое изменение температуры, 
то поле называется р а з  р ы в н ы м. Последующие ра-ссуждения 

будут относиться только к непрерывным температурным поляы . 
Тепловые режимы, характеризуемые изменением температу

ры во времени, носят название н е с т а ц и о н а р н ы х, И.'IИ 
н е у с т а н о в и в ш

· 
и х  с я.. Такому тепловому ·реж:иму �соответс-r

вует нестационарный , или неустановившийся, тепловой поток, 
изменяющийся по времени. Нестационарным тепловым режимам 
отвечают нестационарные температурные поля. 

Уравнения (1.1) - (1.3) нестационарного температурного 
поля являются наиболее общими и 'Соответствуют случаям, ког
да температуры различных точек поля изменяются во времени . 

Тепловые режимы, характеризуемые неизменностью темпера
туры во времени, носят название с т а ц и о н а р н- ы х, или у с
т а н о в и в ш и х 'С я. Такому тепловому режиму соответСТ'Вуют 
стационарные или установившиеся тепловые потоки, не изменяю
щиеся по времени. Стационарным тепловым режимам отвечают 
стационарные температурные поля. 

У·равнением стацио�арного температурного поля будет урав
нение вида 

T=f(x, у, z), (1. 4) 

которое получается благодаря условию неизменности температу
ры по времени 

дТ/дt=О. 
В соответсmии с приведеиной клаосифик·ацией тепловых ре

жимов и отвечающих им температурных полей принципиально 
_iJазличают два кла<сса задач теплообмена: нестационарные » 
стациана рные. 
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Температурные поля, характеризуемые )"равнениями ( 1.1-
1.3) называются т р е х м е р  н ы м и, так как температура Т 
изменяется вдоль каждой из трех пространствеиных координат. 
В практике встречаются •случаи двухмерного и одномерного по
ля, где по одной или двум из пространствеиных координат тем
пература не изменяется. 

Так, например, уравнениевида 

T=f(x, у, t) (1. 5) 
.есть уравнение нестационарного (дТ/дt=I=О) дсrJухмерного 
· (дТjдz=О) температурного поля. Уравнение ви;ца 

T=f(r) (1.6) 
есть ура·внение ·стационарного (дТjдт:=О) одномерного (дТjдrр= 
=дТ/д-ф=О) сферически-симметричного температурного поля. 

Поверхности, представляющие собой геометрическое .место 
точек с одинаковой температурой, называются изотермическими 

Q поверхностями. Таких изотермических по-
верхностей в рассматриваемой области 
поля можно провести сколько угодно. ВеР 
совокупность изотермических поверхно
стей однозначно определяет�температур

Т+JТ ное поле в данный момент времени. 
Уже из самого определения изотер

мической поверхности вытекают два ее 
свойства, а именно. 

1. Изотермические поверхности не мо-
е гут пересекаться друг с другом, так как 

линия пересечения характеризовалась бы 
Рис. 1.4. К понятию тем- неоднозначностью температуры, что фи-
пературного градиента 

зичес•юи невозможно. 
2. Изотермические поверхности не мо

гут обрываться внутри поля- они либо dамкнуты, либо обры
ваются на наружных границах тела. 

При пересечении изотермических поверхностей какой-либо 
плоскостью мы получим на ней следы .в ·виде семейств•а изо
терм. Для примера на рис. 2.1 даны такие изотермы как ре
зультат пересечения изотермических поверхностей плоскостью 
хОу. Температуры на изотермах отл.ичаются друг от друга на 
величину �Т. 

Рассмотрим две !Весьма близкие изотер.мичосrкие :поверхности 
с температурами Т и Т +�Т (рис. 1.4). Из второго за1кона тер
модинамики и свойства изотермичеокой поверхности ка.к геомет
рического места точек, имеющих одинаковую темnературу, сле
дует, что тепловой поток не может ра.спространятыся вдоль 
изотермической поверхности. Перемещаясь из точюи А по какому
либо направлению s, пересекающему изотермы, мы обнаружим 
изменение температуры. При этюм наибольшее изменение вели-
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чины Т ·на единицу длины будет, очевидно, наблюдаться при пе� 
ремещении по направлению нормали n к изотермической по� 
верхности. 

Предел отнQiШения !1Т/!1п в К/м nри dn-+0 называеТ�ся т е м
пе р а т у рн ы м г р а д и ент о м, т. е. 

gradT=lim l..E....J=..E... (1. 7) 
An-+0 An дп 

Температурный градиент есть вектор, напра!Вленный ·по нор
мали к изотермической поверхности в точке А. Величина этого 
вектора определяет приращение температуры на единицу длины 
нормали rK изотермической поверхности. За положительное на
правление ·вектора градиента принимают направление в.озраста
ния температуры. Для разных точек, лежащих на одной и той 
же изотермической поверхности, •величина температурного гра
диента неодинакова: она будет больше там, где меньше рас·стоя
ние !1п между изотермическими поверхностя.ми. 



ГЛА ВА II 
ТЕПЛОПРОВОДНОСТЬ ПРИ СТАЦИОНАРНОМ РЕЖИМЕ 

11 2.1. ОСНОВНОЯ ЗАI(ОН ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ 
Количественная оценка тепл.а, проходящего внутри данного 

тела ,вследствие теплопрО'водности, базируется на законе фран
цузского ученого Фурье, сформулированном им в 1822 г. 

Элементарное количество тепла dQ, проходящее через эле
мент изотермической поверхности dF за промежуток времепи 
dт, пропорционально температурному градиенту дТfдп: 

dQ= -л ат dFdт. (2. 1) 
дп 

Уравнение (2.1) представляет основной заiКОН теплопроводно
сти Фурье, где коэффициент пропорциональности Л называется 

grati Т 

Рис 2. 1. Линии 
потока 

Вектор
� 

т 

Т-АТ 

ТеП.'IОВОГО 

к о э ф ф и ц и е н т о м т е п л о
п р о в о д н о с т и; знак мину<. 
в правой части уравнения стоит 
потому, что в направлении рас
пространения тепла температура 
убывает и, следовательно, темпе
ратурный градиент дТ/дп являет
ся величиной отрицательной. 

Если отнести количество теп
ла, переданное посредством теп
лопроводности, к единице пло
щади изотермической поверхно
стн и к единице времени, то по
лучим п л о т н о с т ь т е п л о
в о г о п о т о к а или у д е л ь
ны й т е п л о в о й  п о т о к  1:1 
Вт/м2: 

.... dQ q= dFd-o. (2. 2) 
_,. дТ q= -Л - = -Л·g-radT 

дп . (2. 3) 

нормален к изотермической поверхности и ·направ�ен в сторону 

убывания температуры. Следовательно, векторы q и grad Т ко
линеарны, но напра1влены в разные стороны (рис. 2.1). 
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.. 
Проекци.и вектора q на оси координат х, у, z соответственн� 

будут:· 

дТ дТ дТ 
qх=-Л-; qу=-Л -; qz=-Л - . (2.4) 

дх ду дz 

Бели в .каждой тоЧке изо11ропного тела (т. е. имеющего оди
цаковые свойства по всем напра,влениям) построить элементы 
нормалей !ln к изотермическим поверхностям, то СО/ВО!Купность 
этих нормалей дает семейство кривых, называемых л и н и я м и 
т е п л о в о г о т о к а. Они ук

_
азывают направление тепло:вого 

потока. 
Касательные к линии тока показывают линии дейсrnия век-_.. 

торов q и grad Т, Наiправленных в прямо противополо·жные сто
роны. 

2.2. КОЭФФИЦИЕНТ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ 

Из основного уравнения (2. 1) определим значение коэффи
циента теплопроводности 

Л=--d-'Q '---
(дTjдn)dFd'fJ 

его размерность - Вт/ (м·К). 

(2. 5) 

Численно ,коэффициент теплопроводности Л. равен количеству 
тепла, проходящего в единицу времени через единицу площа
ди изотермической поверхности при условии, что градиент тем
ператур в рассматриваемой точке равен единице (одному Кель
вину на едiиницу длины нормали •К изотермической поверхности). 

Коэффициент теплопроводности является одной из фиЗиче
ских характери·стик ,вещества: он характеризует способность 
данного вещества проводить тепло. Для различных веществ ве
личина Л. различна. Лучшими проводниками тепла являются ме
таллы и худшими - газы. 

С помощью коэффициента теилопроводности Л. •и удельной: 
ма•ссовой теплоеМ1КО·С11И с вещества •С плотностью Q может быть 
определено другое его важное теплофизичеакое свойство -
т е м п е р а т у р о п  ро в о д н о •с т ь. 

Температурапроводность характерИзует тепловую инерцион
ность те,'! а и 'выражается через к о э ф ф .и ц и е н т т е м п е р  а
т у р о п р о в о д н ост и 

размерность коrорого 
'
м2/с. 

л 
а= - , CQ 

Действительно, скорость !выравнивания температуры в теле 
зависит не только от того, к а к тело проводит тепло (Л.), но н 
от того, н а с к о л ь.к о изменится температура единицы объ-
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ема тела при передаче ему данного количества тепла. А это по
следнее свойство зависит от удельной объемной теплоемкости 
вещес'IIв а ( CQ) • 

В зависимости от строения вещества и механизма процесса 
распространения тепла различных тел значения коэффициента 

.А.,Вт/(м.К) 
500 

lf.DO \ 
,.. .... � 2. 

JDO 

............ 3 

......._ r--Zf 
-:.! 

200 

6 
7-

'?-�- 10 
!Ofl 

12- !1 
о 

о 

Рис. 2.2. Коэффициент 
теплопроводности метал

лов: 
!-медь чистая; 2-медь 
99,9%; 3-алюминий 99,7%; 
4-алюминий 99,0%; б-мар
ганец чистый; 6-lll!apraнeц 
99,6%; 7-цннк 99,8%; В
платина чистая; 9-никель 
99%; !О-никель 99,2%; 11-
железо 99,2%: 12-свинец чи-

стый технический 

теплопроводности также различны. 
Коэффициент теплопроводности мате
риала определяется экспериментально 
на соответствующих лабораторных 
установках, конструкция которых за
висит от рода материала и его агрегат
ного состояния. Зависимость коэффи
циента теплопроводности некоторых 
металлов от температуры приведена 
на рис. 2. 2 {5, 39, 82]. 

· 

В технических расчетах зависимость 
коэффициента теплопроводности от 
температуры t0 С приближенно выра
жают в виде линейной функции 

где Л.0- значение коэффициента теп
лопроводности при 0° С; 

Ь -- постоянная, определяемая 
опытным путем в заданно!d 
диапазоне температур. 

Зависимость 'Л. от Т может быть для 
различных материалов и в различных 
диаiiазонах изменения температуры 
как возрастающей, так и убывающей 
функцией. 
· Большинство теплоизоляционных 
материалов в авиационной и ракетной 
технике им•еет 1пор·истую структуру. 
Сложный процесс распространения 
тепла в таких телах оценивается неко
торым средним значением коэффti· 

циента теплопроводности, увеличение которого с ростом темпе
ратуры объясняется не только увеличением Л., свойственным га
зам, заполняющим поры, но и возрастанием лучистого, а ВО1· 
можно и конвективного, теплообмена в порах. В ряде практиче
ских случаев зависимостью 'A.=f(T) можно пренебречь, проводи 
расчет по некоторым средним значениям коэффициента тепло
проводности Лер· 

Согласно простейшей .кинетической теории газов теплопро
водность в них ·О'сущест.вляе11ся путем молекулярного переноса 
энергии при соударени·и молекул. Коэффиц�ент молежулярного 
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пе�реноса тепла � газ·е определяется следующим соотношением: 
1 

Л=- WмLC'vQ. 
_3 

Здесь Wм- средняя скорость движения молекул газа в м/с или 
м/ч; 

L- •срещrяя длина IС!Вободного пробега молекул газа 
меж�у их •соударением в м; 

cv- массовая удельная теплоемкость таза при V =•const 
в Дж/ (.кг·К) ; 

Q- ПЛО'ТНО•СТЬ газа 'Б КГ/М3. 
Д.'! я идеальных газов LQ = const, так •как с увеличением дав

ления в равной мере повышается Q и уменьшается L. Поэтому 
коэффициент теплопроводности для Газов заметно не изменяет
ся при изменении давления. Однако для очень малых давлений, 
когда длина L свободного пробега молекул •станови'l\СЯ больше, 
чем расстояние б между теплообменивающимися поверхностями 
(L>б), коэффициент теплопроводности такого !Разреженного га
за существенно зависит от давления, уменьшаясь с понижение:м 
давления. При высоких давлениях теплопроводность газов уве
iJИЧивается •с ростом павления [2]; так как при этом начинают 
оказывать заме-гное влияние силы 1межмолекулярного взаимо
действия. 

Температура газа влияет на среднюю скорость движения мо
лекул Wм и теплоемкость cv, в результате чего коэффициент теп
лопроводности газов �озрастает с ув-еличением температуры. 

На рис. 2.3 представлены экспериментальные значения коэф
фициентов теплопроводности различных газов*. Гелий и водо
род отличаются высокой теплопроводностью (рис. 2.4)- в 10 
раз большей, чем у других газов. На рис. 2.5 представлена за
висимость коэффициента те-пЛопроводности жид,ких металлов и 
мх сплавов от температуры. 

Характер за,висимости коэффициента теплопроводности жид
костей от температуры может быть объяснен на основе принято
го представления о механизме распространения тепла в капель
ных жидко·стях как о переносе энергии путем нестройных упру
гих колебаний. 

Такое представление, предложенное М. Ф. Широковым, и тероетические 
положения А. С. Предводителева были использованы Н. Б. Варгафтиком при 
анализе и обобщении опытных данных по теплопроводности различных жид
костей. Из этих положений была получена следующая формула для коэффи
циента теплопроводности жидкостей: 

CpQ4/3 

Л=А173 /L 
тде Ср- массовая удельная теплоемкость жидкости при p=const; 

р - плотность жидкости; 
J.1. -молекулярная масса. 

* Получены Н. Б Варгафтиком во Всесоюзном Теплотехническом Инсти
'Jуте. 
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Рис. 2.4. Коэффициенты теп
лопроводности гелия и во

дорода 

А., Вт/(м.-1(} 
90 
во 
70 
50 

50 
40 

J'O 

20 
10 

-

........... 
........... 

....... 

8 8 
9 

1 

r-.. i 

'� 1 i 
i г-, 

г 1 
1'-..... ' i 

>. .-1--4 1 1--- ,, 5 
i -з 

7 

i 1 О � !00 200 300 'tOO 500 6'00 700 тоr: 

Рис. 2:1). Зависимость коэффициента 
теплопроводности жидких металлов и 
их сплавов от температуры, опреде
.'!енные методом последовательных 

стационарных состояний· 
М кривой 1 1 2 1 3 4 
Металл '1 (сnлав) Na 1 Ll 1 к Sn 
тпл• к 1 370,3 1 459 1 336,7 1 504.9 

ткиn' к 1 1151 1"1590 1 1033 1 2543 

Про�олжение 
М кривой 1 5 1 6 1 7 1 8 1 9 

Металл 1 0,25Na+ l Bl 1 РЬ 144,5РЬ+ 1 Hg (сnлав) +75К +55,6BI 

Т пл' К 1 262 15441600,41 396,5 1235 
т к кип• 1 1057 1176фОt31 1943 \63(} 



Коэффициент А пропорцнонален скорости распространения упругих 
волн в жидкости и не зависит от ее природы. С изменением температуры ко
:�ффициент А изменяется по соотношению Acp:::<const. Для t=O"C А= =3,58·10-3• 

Ввиду того, что молекулы ряда жидкостей склонны к ассоциации,  их мо
лекулярная масса может изменяться, а потому данные по 'А для жидкостей 
дополняются еще данными по коэффициенту ассоциации молекул в жидкости. 

Более подробные данные по коэффициентам теплопроводно
сти различных материалов приведены в соответствующих сnра
•вочниках и учебниках [35, 39] .  

2.3. ВЫВОД О С Н О В Н О ГО Д И Ф Ф ЕР Е Н ЦИ АЛ Ь Н О ГО УРА В Н Е Н И Я  
ТЕ П Л О П РО ВОД НОСТ И  

При решении всех без исключения задач теплопроводности 
как при ·стационарных, так и при нестационарных тепловых ре
жимах обязательным является знание поля температур , т. е. 
пространственно-в•ременного р аспределения темпер атуры в ин
тересующей нас  области. Это распределение подчиняется основ
ному ,цифференциальному уравнению теплопроводности, к выво
ду которого мьr и приступим. 

z 

v 
Рис. 2.6. :К выводу дифференциального уравнения тепло

проводности 

Выделим в пространстве, занятом рассматриваемым •вещесr
вом (рис .  2 .6) , элементарный параллелепипед с ребрами dx, dy� 
dz, параллельными соответствующим осям координат, и соста
вим для него )'!равнение баланса тепла .  

Для этого сначал а подсчитаем количество. тепла, подведен
ного и отведенного через грани процес·сuм теплопроводности. ·  
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Тепло dQx, , воше:дшее в параллелепипед через грань АА1А2Аз в направлении оси х ·равно 

dQx, =qx�dF dт=qx,dydzdт, 
где qx, - удельный тепловой поток в •сечении АА1А2А3, которы'I 
можно выразить по закону Фурье (2.2 ) , через значение Градиен
-та температур в этом сечении (дТfдх)�,. 

Аналогично выразит.ся и тепло dQx:.. покинуJВшее пар алле
Jiепипед через гр а.нь ВВ1В2В3, с той •р азницей, что удельный теп
Jiовой поток qx. здесь будет иным, а именно : 

и, следовательно, 

+ дqх d qx.=qx, ----;;;- Х 

dQx.=qx.dydzdт. 
Вычитая из тепла dQx, тепло dQx •• получим тепло dQx, о�

-тавшееся ·в элементе объема за время dт в результате движения 
-тепла вдоль оси х: -

dQx=dQx,-dQx.=- дqх dxdydzdт, 
дх 

или после подстановк.и qx через з акон Фурье (2 .3) , 

- д ( дТ dQx=- Л-) dxdydzdт. 
дх дх 

(2. 6) 
Выполняя те же операцwи для направлений у и z, получим 

и 

dQu=- д- (л дТ ) dydxdzdт 
ду ду 

dQz=-д- (л дТ ) dzdxdyd..:. 
дz дz 

(2. 7) 

(2. 8) 

Общее количество тепла dQ'A., аккумулированное в силу тепло
проводности в р ассматриваемом элементар 1ном объеме за  время 
dт, определи'ГСЯ как сумма выражений (2 .6) , (2 .7) и (2 .8): 

dQ'A.=dQx+dQu+dQz=[_!_ (л дТ )+ 
дх дх 

+_!_ (л_!!_)+-д (л.!!_)] dVdт, 
ду дJI дz дz 

(2. 9) 

где dV = dxdydz - объем ра.ссматриваемого элемента .  
{Удельный тепловой поток q, как ·всякий вектор, может быть 

предста•влен через свои проекции на оси координат: qx, qy и qz 
см. (2.4 ) ] . 
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Если 1раосматриваемое вещество изотропно и однорощю, т . .а. 
если ,  в частности, Л =const, dQл вырази11ся через оператор Лаn-
ласа 

· · 

в виде 

\12 = �+�+� 
дх2 ду2 дz2 

dQл=Л \12TdV d-r:. (2. 10) 
В самом веществе могут протекать процессы, связанные с вы· 

делени�м или ноглощением тепла  (экзо- или эндотермические 
химические ·реакцИи) , физические явления, сопровождающиесп 
выделением или логлощением энергии (джоулево нагревание� 
ядерные процессы, конденсация и т. п . ) . Если известна ха рак· 
терист.ика этих прощ�осов - ·интенсивность рбъемного тепловы
деления - т. е. количе·ство тепла ,  выделяющеося в единице объ
ема в единицу времени qv в Вт/м3, то з а  время d-r: в объеме dV 
выделится тепло 

(2. 1 1) 

Согласно з акону сохранения энергии количество тепл а dQv, 
аккумулированное в элементарном объеме dV, вызовет в нем 
соот,ветствующее повышение температуры вследствие нагрева 
тел а от !Внутренних источников те:пла. 

Тем пература твердого тела является в обще1м случае функци
ей четырех переменных х, у, z и т. Однако для твердого тела 
простр анствеиные координаты точек поля х, у, ·z не ·связаны с 
координатой ·времени*. Поэ11ому, при рассмотрении явления 
теплопроводности в твердом теле изменение температуры бТ за 
бесконечно малый отрезок В!ремени dт выр ажается через част
ную производную 

д Т 'ВТ =-d-.:. 
д "О 

(2. 1 2) 

Таким образом, тепло, аккумулированное в объеме dV в си
лу теплопроводности (dQл) и объемного тепловыделения 
(dQv) , можно выразить через изменение температуры объема 
бТ в виде 

dQл + dQv= cedV'8T. (2. 13) 
Под:ставляя сюда выражения (2.9) и (2. 1 1 ) ,  •С учетом равен

ства (2. 12), получим 

.!!_ = _l [..!.._ (л .!!._)+_д (л.!!._)+ -1.... (л..!!._) + q v]. (2. 14) д"О CQ дх дх ду ду дz дz , 
* В движущейся жидкости или газе такая связь существует. Этот случай 

будет рассмотрен в гл. 111. 
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В ·случа.е твердого тела � изотропными .и однородн ыми свой
ствами вид ур авнения упрощается: 

дТ =а \J2T + qv . (2. 15) д� CQ 
Уравнение (2. 15) называется о с н о в н ы  м д и ф ф е р  е н

ц и а л ь н ы м у р а ·В н е н и е м т е п л о п  р о в  о д н о с т и 1при 
наличии внутренних источников тепла. Оно устанавливает связь 
между временными и простра.нственными изменениями темпера
туры в любой точке поля, а .коэффициент температуропроводно· 
сти а является коэффиц,иентом пропорциональности между эти
ми изменениями, что отчетливо видно из формы уравнения 
(2. 15) при  от�утствии объемного тепловыделения : 

дТ =а \72Т. (2 16) д� v � 
Можно ·Сказать также, что в то ·время как коэффициент теп

лопроводности ').. характеризует теплопроводящую · способносrь 
тел, коэффициент температуро[Jроводности а характеризует теп-
лоинерционные свойства этих тел. 

· 

Рис. 2 7 Схема ци
линдрической сис
темы координат 

точки 

!1 м 

х 
Рис 2.8. Связь между пря
моугольной и цилиндриче
ской системами координат 

Уравнения (2. 1 5) - (2. 16) относятся к случаю нестационар
ного теш10вого режима .  Для стационарного теплового режима 
(дТ/дт: = О) ура,внение (2. 16) перепишется ·в виде a"V2T=O или 

д2Т + д2Т + д2Т =О . 
дх2 ду2 дz2 ' 

В технике ча.сто возникает необходимость иссле�ования теп
лообмена и распределения темпер атур ,в телах цилиндрической 
форм ы, плоских дисках, цилиндрических оболочках, круглых 
стержнях и др. В этих случаях удобнее записать основное диф
ференциальное уравнение теплопроводности не в декартовой, а в 
цилиндрической системе координат. 

Для фиксированного момента времени температур а Т явю1-, 
ется функцией трех аргументов - координат х, у, :z: 

T=f(x, у, _z). 
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В цилиндрической аистеме координатами являются: r - ра
диу.с-ве.кrор точки, qi - nолярный угол, z - а1ппликата точки 
(ра·сстояние от основной плоскости) (рис. 2.7). 

Декартовы координ аты х, у, z связывают •С цилиндрическими 
(рис. 2.8) следующие выражения : 

X=r coscp; У=Г sin '!'; z=z. 
Подставив х и у как функции от г .и qJ в выр ажение для тем

пературы, получим 

T=T[x(r, '!'), y(r, 'J'), z]=T(r, '�'• z). 
Таким обр азом, темпер атур а может быть nредставлена как 

некоюр ая ·функция от цилиндр.ических координат. Выведем вы
ражение для оператора Лапласа в дилиндричес�их координатах. 

Так как координата z в декартовых и в цилиндр.ических ко
ординатах одна и та  же, то достаточно найти выражения для 
частн:ых производных д2Т/дх2 и д2Т/ду2 в цилиндрических коор
динатах. 

Составляя выр ажения первой и ·второй производных д•1Я 
функции T= T(r, qJ, z) и учитывая,  что 

получи� 

дz -о· дz -о· .ic_-o· -д<р -о 
дх 

-
' ду - ' дz - ' дz - ' 

д2Т -j- д2Т = д2Т -j--1 дТ -j- _1 д2Т
. дх2 ду2 дr2 r дr r2 дrр2 

Следовательно, в цилиндрических координатах оператор Лап
л аса примет вид · 

\}2 =�+-1 �+-1 �-�-�· дr2 r дr r2 дrр2 дz2 (2 . 17) 

В случае использования сферической системы координаr, 
ко г да Т = Т ( r, qJ, 'Ф) , г де r - р ад�иус-вектор точки, а qJ и 'Ф - по
лярный и азимутальный углы ·соотве'IIственно, оператор Лапласа 
аналогичным путе1'4 л егко приводится к виду 

\}2 =_!!____+ _1 �-�- 1 
_!!__ + .2_ _д_+ cos 'f д (2. 18) дr2 r2 дrр2 r2 sin2 <р до/2 . r дr r2 s in <р д<р 

2.4. УСЛ О В И Я  ОДНОЗ НА Ч Н О СТ И. УРАВ Н Е Н И Е  ТЕ П Л ООТДАЧ И 

Основное дифференциальное ур авнение теплопроводности ха
р а·ктеризует пространствеино-временное изменение темпер атуры в любой точке поля, объединяя нее без исключения явления теп
лопроводности независимо от геометрической формы тела ,  его 
физических свойств и условий взаимодействия с окружающей 
средой . 
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Это дифференциальное уравнение описывает к л а с с явле
ний теплопрово,щности. Для выделения ·из целого кла'Сса е д ин и ч н о г о явления необходимо к дифференци альному ура<Вне
нию присоединить дополнительные условия , специфические для 
данного конкретного 1случая .  

В эти дополнительные ча.стные данные, хар актеризующие 
рассма'Fриваемое единичное явление, .входят форма  и размеры 
рассматриваемого тела ,  его -теплофизичес�ие свойства и крае
вые условия. Со<Вокупность перечисленных данных называется 
уел о в и я м и о д н о з н а ч н О·С т и. 

Таким образом, условия однозначности подр азделяются: на 
геометрические, хар актеризующие форму и размеры тела, в ко
тором протекает процесс; на физические, характеризующие фи
зические свойства тела, й' на  кр ае<Вые, хар актеризующие особен
ности .протекания проце.сса в начальный момент времени (на
чальные условия) и на границах тела (граничные условия). 

Условия однозначности позволяют выделить конкретный про
цесс · �  однозначно его опред елить, т. е. дать полное ех:о м ате
матическое описание. В задачах теплопроводности начальные 
условия определяются заданным р а спределением температур в 
изучаемом теле для какюга -либо момента времени т, предшест
вующего р ассматриваем·qму и принимаемому за начальный мо
мент времени (-r=O). Уравнение темпер атурного поля для этого 
случая запишется в виде 

Т (х, у, z, О)=Т (х, у, z) . 
В целом ряде практических задач н ачальные усло·вия имеют 

более !Простой вид: 
Т(х, у, z, О) =To=coпst, 

т. е. температура тела в начальный момент ·времени [lостоянна 
по .всему его объему. 

Гр аничные условия связаны с взаимодействием тела с окру
жающей средой и для однородных тел могут быть заданы тре
мя опособами *. 

1. Граничное условие первого рода задается в виде распре 
деления температуры iПО поверхности в любой момент времени: 

Т w = T (x', у', z', 't')=f(x', у', z', t), 
(х', у', z')E F**, 

где F - поверхность тела. 
В стационарных задачах, а также в таких нестационарных 

задачах, когда при -r--+oo тело стремится к векоторому стап:ио-

* В действительности имеют место еще и задачи с граничными услови
ями 4-го рода, но о них специально будет сказано в разделе 4.6. ** Здесь и далее символ Е означает, что точки с координатами х', у', z' 
nринадлежат nоверхности тела F. 
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нарному состоянию, функция Т ( ... ) не зависит от времени,  т. е. 
темпер атура каждой точки паверхности тела постоянна. В част
ном, но весьма распростр аненном случае граничное условие 1 -г(} 
рода может иметь вид 

Т w=const. 
В более общих нестационарных задачах важными частнымк 

случаями являются линейная и гармоническая зависимости тем 
пературы поверхности от времени :  

Т w=T wo+b't, 
где Ь -постоянный коэффициент, и 

Т w=T wo+A0cosooT, 
где А0 - ампл'итуда и Ul - частота изменения температуры .  

2 .  Г,раничное условие второго рода задается в виде удельногt> 
теплового потока в каждой точке паверхности тела в любой мо
мент времени: 

q=f(x', .у', z', 't'); 
(х', у', z')EF. 

Причем ,  поскольку удельный теплавой поток, осущест.вляемыit 
посредством теплопроводности, ,согласно за.кону Фурье можнQ; 
представить в виде 

дТ , 
q=-Л.-, 

дп 

где дТ/дп - значение производной от температуры тела по 
нормали к его поверхности нетюсредственно у ,самой поверхно
сти тела ,  а 'А - коэффшr,иент теплопроводtюсrn тела, то гра
ничные условия 2-го .рода эквивалентны заданным значениям 
производной дТfдп в любой момент времени: 

дТ q 1 f ( , , , ) ( , , , ) -- = - -=-- х ' у ' z ' 't' =ер х ' у ' z ' 't' ' дп л л 

где IP (х', у', z', 't) -заданная функция . 
Этот случай гр аничных условий и.меет ме-сто при нагревании 

(охлаждении) тел посредством излучения и учитывается, напри
мер,  при расчете режимов р аботы радиационных холодильнико;J 
космических летательных аппаратов и т. п. 

3 .  Граничное условие 3-го рода задается в виде температуры 
окружающей среды и закона теплообмена между поверхн01стью 
тела и окружающей средой .  Этот процесс, как указывалось, но-
сит название теплоотдачи. ' 

Интенсивность теплообмена между средой и телом зависи·r от 'СЛожных физико-механических процеосов, протекающих у 
27 



гр а�ницы раздела .  Их можно достаточно точно описать )'\Про
щенной формулой теплоотдачи, предложенной Ньютоном :  коли
чество тепла dQ, отдаваемое или воспринимаемое элементо,'!f 

. поверхности твердого тела dF за время dт, пропорционалыю 
разности температур поверхности Т w и окружающей среды Т1, 
величине dF и промежутку времени dт, т. е .  

dQ=a(Tw-T1)dFdт, 

где а= dQ коэффициент теплоотдачи в Вт/(М2·К). (Tw-Tt)dFd'IJ 
Коэффициент теплоотдачи равен количеству тепла ,  отда

ваемого или воспринимаемого единицей площади поверхности в 
единицу времени при р азности тем,пер атур между ·стенкой и теп
ловоспринимающей ·средой, р авной одному гр аду·су. В этот ко
эффициент в.ключена вся сложность явления теплоотдачи. От1 
должен учитывать все особенности теплообмена и является функ
цией большого числа переменных, как-то : скорости движения 
среды, темпер атур Т w и Т1, положения тела в потоке, р азмеров 
тела, физиче·ских параметров среды (теплопроводности,, вязко
сти, теплоемкости и др.). 

Пр·и практическом использовании уравнения теплоотдачи 
пр.иходится проводить ряд сложных экспериментов и из [Jолу
ченных опытных данных находить для исследованных явлениii 
теплоотдачи значения :Коэффициента а. Поэтому все трудно·сти 
ра.счета теплоотдачи, заключающие.ся в обилии влияющих на 
нее факторов, сосредоточены в коэффициенте теплоотдачи а, так 
что ра·счетное уравнение теплоотдачи Ньютона,  несмотря на свою 
кажущуюся простоту, по. существу не вносит особых упрощений. 

Итак, в случае гр аничных условий 3-ro рода по з акону Нью
тона 

q:._a[Tw (x', у', z', t)-T1], 

где а известно (задан закон теплообмена и физические условия 
одноз.начности) ,  а Tt=f(x', у', z', t) - известная функция коор
динат и врем.ени, тогда ,как q 1и Т w неизвестны. 

С другой ·ст.ороны, конвективный удельный тепловой поток у 
поверхности в любой момент времени р а.вен потоку тепла внутрь 
тела, осуществляемому посредством теплопроводности : 

q=a (T w-T1)=- Л_!!_, дп 
откуда д Т Л дп +а(Т w-T1) =0. 

Таким обр азом, математически граничные условия 3-го 'РОда 
представляют собой заданные фу;нкциональные ,связи между не
Известными значениями функции Т и ее произ•водной (дТ/дп)w 
н а  поверхности тела F. 
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Хотя значение коэффициента теплоотдачи а зависит 01 мно
гих факторов, при решении не-стационарных задач с граничными 
условиями 3-го рода часто приближенно принимают a=const. 

К гр аничным усло,виям 2-го и 3-го рода относятся те же за
мечания о возможном хар актере зависимости заданной функции 
f(x', у', z', т) от времени (линейный и гармонический закон) ,  что 
И ДЛЯ уrСЛОВИЙ 1 -го рода . 

Важным для понимания дальнейших р азделов курса,  в част
ности - главы, <посвященной нестационарной теплопроводности, 
является то обстоятельство, что при очень больших значениях а или м алых Л задача с граничными условиями 3-го рода пере- ; 
ходит в задачу с гр аничными условиями 1-го рода . 

В самом деле: 

Л дТ Т -T1=----w а дп 

и если (Л./а)-0 (т. е. а-->оо или Л.-->0), 
то T�v=Tt =f(x', у', z', т), т. е. темпер атура поверхности тела в 
любой момент вр емени задана и равна темпер-атуре окружаю· 
щей среды Т 1. 

Ниже мы рассмотрим некоторые .простейшие задачи стацио
нарной теплопроводности в твердых телах. 

2.5. ПЛОСКАЯ СТ Е Н КА. КОЭ Ф Ф И ЦИ Е НТ Т ЕПЛ ОПЕР ЕДА Ч И. 
Т Е РМ И ЧЕС КО Е СОПРОТ И ВЛЕН И Е 

Если плоское тело (пластина) имеет толщи,ну 6, значителЬН'J 
меньшую двух других хар актерных линейных р азмеров (ширины 
и длинь'I), можно пренебречь отводом или подводом тепла через 
торцы, считая,  что тепловой поток напра,влен перпендикулярно 
поверхности пластины (р ис. 2 .9). Задача в этом ,случае является 
простр анственно одномерной, а следовательно, темпер атурное 
поле зависит только от одной координаты х, поскольку 

дТ = дТ =О. 
ду дz 

При отсутствии объемного тепловыделения (q1т = О) и посто
янном 'Л уравнение тепJ1опроводности (2 . 1 6) имеет вид 

(2 .  19) 

З акон распределения температур по толщине стенки найдет
ся двойным интегриров анием выражения (2 . 1 9) 

Т=С1х+·С2• (2 .  20) 
Здесь ci и с2 - �остоянные ИНТеi1рирования .  
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Из уравнения (2.20) видно, что распределение температур в 
-стенке следует линейному закону. Изотермические поверхностt� 
представляют собой плоско·сти, параллельные поверхностям стенки и нормальные к оси х. 

т 

Рис. 2.9. Распределение 
температуры в плоской 

стенке 

А, 

Рис.· 2 . 1 0. Распределение темпе
ратуры при теплопередаче че

рез плоскую стенку 

Для опре1делен.ия ПОIСТОЯННЫХ интегрирования Ct И С2 В урав
нении (2 .20) воспользуемся граничными условиями первого рода. 
т. е. зададимся следующим законом распределения температур 
на поверхности тела для любого момента времени: 

при 
при 

Х=О T=Twl; 
Х=В T=Tw2• 

Здесь Т w1 - тем1Пература более нагретой поверхности стенки и 
Т w2- температура другой, более холодной поверхности стенки. 
следовательно, Twt>Tw2· 

,.Подставляя заданные значения температур на  границах з 
уравнение (2.20), найдем C2=Tw1 и Ct<>+Twt=Tw2, откуда 

С _ Tw2- Tw1 
1- 1) • 

Подставляя значения С1 и С2· в уравнение 
т _ Tw2- Tw1 -/-Т - Х Wl' 1) 

(2. 2 1) 
(2 .20)' получим 

(2. 22) 
Выражение (2 .22) ·и есть решение задачи, так как описывае

мое .им распределение тем1ператур удовлетворяет ка1к диффе
ренциальному уравнению (2 . 19), так и поставленным гранич
ным усло.виям. 
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: Для определения количества тепла,  проходящего через эле
мент стенки в единиду времени ( dт: = 1), •воспользуемся законом 
Фурье (2 . 1), .согласно :которому 

dQ=-'л :: dF. 
, dT С Tw2-Tw1 

Из уравнений (2 . 19) и (2 .  2 1) имеем dx = 1 = 11 • 

следовательно ,  dQ='л Tw1- Tw2 dF. 11 
Для участка повер�ности площадью F находим 

л Q=�(T w1-Tw2)F. 

Обозначим 

Тогда 

Twt- Tw2. д.Тw. 

л Q =- д.TwF . 11 

(2 . 23 ) 

(2 .  24) 

(2 . 25) 

Количество тепла,  прохЬдящее через единицу поверхности 
стенки за единицу 'Времени, определяется соотношением 

q=.9__=�(Tw1- T2), (2 . 26) F 11 
или с учетом выр ажения (2.24), 

л q=-д. Tw. 11 (2 . 27) 

Из формул (2.23) и (2 .26) в·идно, что количество те111ла ,  про
ходящее сквозь стенку, зависит от разности температур на  по-
верхностях !1Т w. 

' 

Отношение 'А/б обычно называется т е п л о :в о й  п р о в о д и
м о с т ь ю с т е н к и, а обратная ей ·величина б/'А - с о 111 рот и в
л е н и е м т е п л о п р о в о д н о с т и п л о с к о й с т е н к и. 

В •случае граничных у•словий 3-го рода в р ассматриваемой: 
задаче должны быть заданы температуры •сред, омЫ>вающих стен
ку Т11 и. Tiz (Tft>Tf!.) , и \Коэффициенты теплоотдачи аt'И а2• Этот 
процеос (ом .  2 .2) носит н азвание теплопередачи через стенку и JJ 
стационарном случае распределение температур в средах и 
rтлоской •стенке ·показано н а  рис.  2.10. Темnературы среды и 
стенки в точке их ·соприкосновения совпадают. В :качестве Tt 
прiИнимается температур а ·среды на достаточном удалении or 
стенки. 

Удельный тепловой поток, который получает стенка, опреде
ляется законом Ньютона q =•at (Т  11-Т wt ) , но JИЗ условиs_r непре-
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рывности теплового потока он должен равняться тепловому по
току, отводимому в силу теплопроводности внутрь стенки.  В ста
ционарной задаче для плоской стенки этот поток, как было по
казана, может быть запи сан ·в 1виде (2 .26): 

л 
q=-0 (Т Wl- Т W2), 

но здесь, в отличие от задачи •С граничными у.слов!Иями 1 -го рода, 
температуры T�v1 и Т w2 нам неизвестны.  

Тепловой поток, отводимый тепловоспринимающей средой, 
по закону Ньютона может быть представлен в виде q=a2( T  w2-
-Tt2); он та.кже ра•вен потоку, идущему через ·стенку посред
ством ТеПЛО'ПрОiВОДНОСТИ. 

Полученная •система 

(2. 28) 

где изве·стны Т wt, Т w2 и q, л·егко может быть решена путем де
ления обе.их ча.стей уравнений (2.28) на  а1, Л/б и а2 соот�тст
венно. Преобразованная таким образом ·система примет вид 

о 
q -·-=Twl-TW2; л 

Складывая почленно отдельно левые и шравые части уравне
ний, получим 

откуда (2. 30) 

где 

К= ----=---
1;а1 + в;л + 11а2 

Величина К н азывается к о э ф ф и ц и е н т о м т е п л о п  е
р е д а ч и и имеет размерность Вт/ (м2·К) , а обр атная ей вели
чина 

-по л н ы м  т е р м и ч е ски м с опр о т и в л е н и е м  с 
размерностью м2·К/Вт. Это полное сопротивление является сум
мой уже изве·стного нам сопротивления теплопроводности 6/Л и 
двух •Сопротивлений теплоотдачи 1 /at и 1 /а2• 

Выражение для теплового потока при теплопередаче через 
стенку (2.30), шользуясь шонятием полного термиче·ского со про: 
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ТИ'вления, можно переписать в виде 

т fl- т f2 
q·= R 

(2. 31) 

Все неличины, входящие в ;правые части выр ажений (2.30) и 
(2 .3 1 ), з аданы условиями однозначности. 

Неизвестные зн ачения температур поверхностей стенки Т tvt 
и Т w2 могут теперь быть определены с помощью первого и треть
его уравнения системы (2.28) , поскоЛьку величина q вычисляет
ся по формулам (2.30), (2.3 1). 

Например 

(2. 32) 

Полученные выше решения задачи о теплопроводности плос
кой однородной стенки с граничными условиями 1-го и 3-го ро
дов легко р аспространяются 
н а  случай,  когда стенка состоит 
из ряда слоев различных мате
риалов .  

Пусть многослойная стенка 
состоит из n плотно прилегаю
щих друг к другу слоев (рис. 
2. 11) , коэффициенты тепло-

Tw1 
проводности которых р авны Тх1 
1\.l, 1\.z, . . . ' Л.п, а толщины --
<'>1, бz, . . .  , бп, соответственно.  
Вследствие стационарности за
дачи удельный тепловой поток, 
проходящий через каждый 
слой, для всех n слоев будет 
одинаков.  Если бы было иначе, 
то теплосодержание какого-то 
слоя или нескольких слоев из
менялось бы во времени, по
скольку входящее в него в еди-

т 

ницу времени количество тепла Рис. 2.11. Распределение температуры 
было бы отлично от выходя- в многослойной плоской стенке 
щего. Это привело бы к изме-
нению во времени его температуры, что противоречит принятому 
в этом р азделе условию стационарности температуры поля 
дТ/дт=О. 

В случае граничных условий 1-го рода, т. е. когда заданы ТеМiпер атуры на  внешних поверхностях многослойной стенки Т w1 и Т W(n+f), можно заЩiсать для удельных тешловых лотоков в каждом из слоев следующее: 
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q = �: (Т Wl- Т w2); 
Л2 q=---r;; (T w2- T ws); 

о • • • • • • • • • • • •  
q= �n ( Twn- TW(n+l)). n ) 

(2. 33) 

Напомним, что ·в этой системе нам заданы лишь температуры 
Т wt и Т w<n+t>• остальные величины пока неизвестны. 

Перепишем уравнения (2 .33) в следующем виде : 

1 (2. 34) 

) 
Производя почленное сложение, найдем 

откуда (2. 35) 

или, что то же, 

где i - .номер слоя. Очевидно, ·сумма,  ·стоящая в знам·енателе, 
есть суммарное .сопротивление теплопроводности многослойной 
стенки. 

Иногда при расчете многослойной стенки вводят в р а-ссмот
рение э к в и в а л е н т н ы й ,к о э ф ф и ц и е н т т е п л о л р о
в о д н о с т и Лэкв, который р авен коэффициенту теплопро•водно
сти фиктивной - однослойной .стенки, толщина  которой равна 

n 

сумм арной толщине исследуемой многослойной стеН'ки!б1, и npki 
i-1 

УСЛОВ'ИИ, ЧТО р аЗНОСТИ ТеМоПератур на границах 0,/JJНОСЛОЙ'НОЙ 1{ 
многослойной стенок одинаковы, а количества тепла,  проходя
щие через них в един.ицу времени, совпадают. 
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Таким обр азом, для вообр ажаемой однослойной стенки 

q=-
Л
-=э::::кв ::__ [Т Wl - Tw(n+l>] , n 
� ��i l-l 

(2. 36) 

где Лэкв - эквивалентный коэффициент теплопроводности, опре
деляемый. из равенства ур авнений (2.36) и (2 .35): 

(2. 37) 

Э�ВИВаЛеНТНЫЙ КОЭффициент ТеПЛОПрОВОДНОСТИ дает ВОЗМОЖ· 
ность сравнивать теплопроводящие свойства многослойной стен
ки, составленной из разнородных м атериалов, с одно�лойноi'r 
стенкой, '!Jыполненной. из однородного материала. 

Графичес·ки распределение температ,ур по сечению многослой
ной 'Стенки (см .  рис. 2 . 11) представляется ломаной линией, при
чем внутри каждого слоя это р аспределение описывается уря.в
нением 

(2 . 38) 

Здесь Xi - расстояние от начала i-го слоя, т. е. от плоско
сти его соприкосновения с ( i-1)-м слоем, где температура р ав
на  Twi· 

Пользуясь этим выр ажением, по аналогии с выр ажением 
(2.32) можно последовательно найти неизвестные температуры 
на гр аницах всех слоев Т w2, Т wз, . . . , Т wn. 

Абсолютная величина тангенса угла наклона зависимости 
Т (х) в каждом из ·Слоев тем больше, чем меньше коэффициент 
теплопроводности данного слоя Л. Это ,вытекает из закона Фурье 

qi=- Лt grad Т, 
так как при постоянстве q во всех слоях величины Л и grad Т 
связаны обр атно пропорциональной зависимостью. 

Это р а,осуждение распространяется и на случай однослойной 
стенки с nеременным, з ависящим от координаты или от темпе
ратуры, значением Л. Легко показать, что если в однослойной: 
стенке ( ом . рис. 2. 9) Л=Ло( 1+ЬТ) и Ь>О, то распр·еделение тем
ператур в ней не будет носить линейный характер, как пр<� 

Л=·сопst, а будет представляться кривой, наклон которой 1 �: 1 
будет возрастать с ростом координаты х, поскольку ·коэффици
ент теплопроводности с приближением к более холодной поверх-
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ности такой -стенки уменьшается. К аналогичному выводу мож
но прийти, если условно разбить однослойную стенку на  ряд 
гонких слоев, теплопроводность каждого из которых принять по
стоянной. 

Если в задаче о теплоf!роводности плоской многослойной 
стенки заданы граничные условия 3-го рода, то расчетное урав
нение теплового потока через такую стенку легко получить, до
бавив к си стем·е (2 .33) выражение для конвектwвных тепловых 
потоков между внешними поверхностями стенки и омывающими 
ее средами, аналогично выражению (2.28): 

q=a1 (TJ1 - T w1); q= a2[Tw(n+I)- TJ2] .  
В этом случае удельный тепловой поток также выразится соот· 
ноше-нием q=К.( Т11-Т12), толь.ко в знаменатель выражения дл>I 
коэффициента теплопередачи 

1 К=--------n 
lfal + � 'f'i/Лt + 1/az i=l 

(2. 39) 

войдет сумма -сопротивлений теплопроводности в·сех n слоев . 
Полное термическое сопротивление ·в этом случае будет рав

но 
n 

R=-=-+ -+-· 1 1 � !Jl 1 

К а1 lч az 1-1 
2.6. ЦИЛ И НДР И Ч ЕС КАЯ СТЕНКА 

(2. 40) 

Если предположит� что круговая цилиндрическая оболочкз 
имеет длину достаточно •большую, чтобы теплоотводом ·с торцов 
можно было лренебречь, и что граничные условия не зависят or 
полярного угла IP и продольной координаты z, то задача, как и в 
предыдущем разделе, становится пространственно-одномерной. 
Поле температур в стационарном -случае изменяется только по 
радиусу r, а следовательно, основное дифференциальное урав
нение теплопроводности в цилиндрической ·системе координат 
(2. 17) .примет вид 

d2T + 1 dT -О 
dг2 7 dг - · 

Обозначая dT/d r через и, получим 
du 1 -=--U, 
dг г 

откуда, разделяя переменные, 
- du dг - = --

и г 

(2.41) 



или 

Интегрируя последнее выр ажение, получим 

1пи= -1n?"+C 

1nU=-1nr+1nC1, 

откуда dT Ct -=U=--. 
dr r (2. 42) 

_ П осле повторного интегрирования выр ажения (2 .42) общее 
решение уравнения (2.41) nолучим в виде 

Т =C11n r+ С2• (2. 43) 

Из двух последних выражений ви.zr.,но следующее. 
1. Удельный тепловой поток в цилиндрической стенке q= 
,М б • =-"- непостоянен по толщине и у ывает к ·внешнеи поверх-дr 

ности трубы ---- . Это •связано с тем,  что в стационар-
( dT 1 ) 

. dr r 
ных условиях должен быть постоянным .полный тепловой поток, 
проходящий через участок цилиндрической трубы длиной l и 
равный qF, где F=2nrl; поскольку же F увеличивает•ся с радиу
сом ,  то, естественно, удельный тепловой поток должен убывать. 

Рис. 2.12. Распределение 
температуры в цилиндри

ческой стенке 

Рис. 2.13. Граничные ус
ловия третьего рода 

2. Температура по :голщине цилиндрической ·стенки изменяет
ся нелинейно - по л огарифмическому закону (2.43) (рис. 2. 12).  

Постоянные интегр ирования С1 и С2 находим из граничных 
условий. Граничные условия 1 -го рода для р а·осма_триваемой за-
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дачи можно записать в виде 

Т w1 =Т (r1)=C11nr1 +С2; } 
Т w2=T(r2)=C11nr2+C2• 

Решая эту ·систему ОТНОСИТ>ельно с1 и С2, получим 

с_ Tw1-Tw2 С _ITw1Inr2-Tw21nrl 
1- и 2- . 

ln (r1/r2 ) ln (r1/r2) 

(2.44) 

(2. 45) 

Под'ставляя эти выр ажения в решение (2.43) ,  получим сле
дующее выражение для распределения температуры в цилиндри-
ческой •стенке: 

Т =Tw1In(r2/r) + Tw2In(rjrt)
. ln (r2jrt) 

(2. 46} 

Лег.ко убедиться , что это решение удовлетворяет заданным. 
гранич-ным условиям (2 .44). 

Количество тепла, проходящее через уча•сток IliИЛиндрической 
стенки длиной l в ·единицу времени, согласно законv Фурье будет
равно 

dT Q=- Л - l· 2:лr. 
dr 

Подставляя в это выражение значение.d Т/dr из ·выражениw. 
(2.42) и учитывая равенства (2.45), найдем: 

Q =
Л (Tw1- Tw2) 2nl. 

ln (r2/rд 
' (2.47)' 

Из формулы (2.47) видно, чrо Q действительно не зависит
от текущего р адиуса •и определяется отношением наружного ра
диуса к внутреннему. 

В пр актике технических расчетов обычно относят тепловой: 
поток Q к единице длины цилиндрической трубы: 

Q 2nl 
-=qц= (Twl-Tw2). l In (r2/r1) 

(2. 48}' 

Эта величина,  в отличие от удельного теплового потока, не за- . 
висит от текущего радиу.са и хара·ктеризует погонный тепловоit 
поток, ее размерность Нт/м. 

В задаче с гр аничными услО'виями 3 -го рода (рис. 2 . 13 )  з а
даны температуры ·сред, омывающих трубу с внутренней (T1t) и
наружной (Т12) ·сторон, а также соответствующие значения коэф
фициентов теплоотдачи а1 и а2. 

Конвективный тепловой IIIoroк на  единицу длины трубы с на
. ружной и внутренней сторон может быть выражен согл асно з а

�ону Ньютона и должен р авняться погонному тепловому потоку,. 
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осуществляемому теплопроводностью через циЛиндрическую 
стенку (2.48). Выписав все эти выражения, получим систему: 

qц=a1 (Tfl-T w1)·2nr1; 
л 

qц= (Т Wl- Т W2)·2n; ln (r2/r1) 

qц=а2 (Т w2 -T12)·2nr2, 1 l2 .  49) 

решая которую уже известным [.с.м.  'ВЫражения (2.28) и (2 .29 )] 
м·етодом найдем 

где 

qц=nКц (Т11-Т12), 

пК =-----....:.п:___ ___ _ ц 1 1 ,2 1 -- + - I n - + --
2atrl 2Л r1 2a2r2 

(2 .  50) 

(2 . 5 1) 

Коэффициент Кц называется коэффициентом теплопередачи 
цилиндрической стенки. Его размерность ,Нт/ (м·К) и отличается 
от размерности коэффициента теплопередачи для плоской: •стен
ки Вт/(м2·К). Коэффициент Кц численно равен количеству тепла, 
проходящему через •Стенку трубы длиной в 1 м в единицу вре
мени от одной среды ,к другой:, если температурный напор меж
ду ними равен 1 К. 

Рис. 2. 14. Распределение Тw(n+!) 
температуры в много
с.'!ойной цилиндрической 

стенке 

Величина, обр атная коэффициенту тепло1Передачи 

_1_=_1_+_1 ln�+ -1 _ 
К ц 2аtГ1 2Л Гt 2a2r2 

(2 .  52) 

называется п о  л н ы м т ер м и ч е с  к и м с о п  р о т и в л е н и
е м т р у  б ы, причем •слатаемые 1/ (2atr1} и 1/ (2a2r2) назы'Ваются 
'Термическими оооротивлениями теплоотдачи, а слагаемое 
l/2}...ln (r2!r1) - термическим .сопротивлением теплопроводности 
стенки трубы. .. 
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Итак, в <Случае цилиндр иче·СКОЙ стенки СОIПротивление теnло
отдачи зависит не только от величин а1 и а2 , но также и от диа-
метров dt =2ri и d2=2r2. , 

Для случая многослойной цилиндрической •стенки (р.ис. 2 . 14) 
и гра.ничных условий первого рода методами, совершенно анало
гичными тем, которыми мы пользавались пр.и ра.осмотрении мно
гослойной плоской стенки,  можно получить следующее выраже
ние для- погонного т�плового потока: 

_ [Tw1- Т W(n+l)] Л: gц = n • 
� lj2Лi·ln (dt+lldi) l-1 

(2 .  53) 

Точно так же для цилиндрич•еской многослойной С'тенки оста
ет·ся в силе то понятие эквивалентного коэффициента теплопро
водности, котор·ое было введено для многослойной плоской 
стенки: 

2Л:kэкв (Tw1- Т W(n+l)] qц= ln (dпн/dд 
' (2.54) 

Прир авнивая .правые части уравнений (2.53) и (2.54), будем 
иметь 

ln (dn+lld!) Аэкв= -----'-"-'с..:::......::.;_ __ n 
� 1/Л.i·ln(di+lldi) 
i=l 

(2 . 55) 

Пользуясь выражением (2. 50) , напишем ура'Внение для опре
деления температуры Т W(i+1) на гр анице между i-м и (t+ 1) -м 
слоями : ' 

т т qц ( 1 1 d2 + 1 1 dз + + 1 1 dl+l ) 
W(l+l>= w1--- n- - n- ... - n-. - . 2n Л1 d1 Л2 dz Л1 .dt 

(2. 56) 

В случае многослойной цилиндрической •стенки, состоящей из 
плотно прилегающих друг к другу ·слоев с ·соответствующими 
коэффициентами теплопроводности Л.1, Л.2, Лз по аналогии с плос
кой многослойной стенкой, можно написать выражения для ко
эффициента теплопер<едачи -

(2. 57) 
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и для теплового ·сопротивления -
n 

Т w(l+t>=T wt_...!L (-1-+ � -1-In�+ 1 ) 
11' a1d1 � 2>ч di azdn+l • 1=1 

(2 . 58) 

Темпер атура Tw(i+1) на границе между i-м и (i+I) -м  слоями 
определяется из уравнения 

(2 . 59) 

2.7. I() Р И Т И Ч ЕСКИ П  ДИАМ ЕТР Т Е П Л О ВО Н  И ЗОЛ Я ЦИ И 
ТРУБО ПРО ВОДА 

- В технической практике часто возникает необходимость 
уменьшить теплопередачу между средой, движущейся по трубо
проводу, и окружающим трубоiпро,во.д пространством.  Эта необ-

Рис. 2.15. К определению 
·критического диаметра теп

ловой изоляции трубы 

Rц 

Ltкp 
tiJ 

Рис. 2.16. Изменения ко
эффициентов nолного 
термического сопротив
ления и теплопередачи в 
зависимости от внешнего 

диаметра  ИЗОЛЯЦИИ 
ходимость может быть �связана оо стремлением уменьшить поте
ри тепла горячего теплоносителя, переда1ваемого по трубопро
воду от одного агрегата к другому (JЗ этом 'случае тепловой по
ток направлен от трубы в окружающую среду) , так и 'сохр а
нить в заданном фазовом 'Состоянии криогенное р абочее тело, 
например, сжиженный газ, при подаче его из баков. В nослед
нем случае следует уменьшить поток тепла из окружающей сре
ды внутрь  трубопровода и предотвратить возможность вскипа
ния жидкости. 
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В обоих случаях внутренний диам•етр трубопровода d1, .как 
пр авило, задае'I'Ся исходя из потребного ра.схода, а толщина 
стенок (d2-di)/2 и материал (Л1) трубопровода определяются 
из расчета на прочность. Теrмпературы внуТiренней и внешней 
сред Т11 и Т12, а также соотвеТIСтвующие rюэфф�циенты тепло
отдачи а1 и а2 также полагаем заданными. 

Рассмотрим, как будет изменяться полное терм ическое сопро
тивление трубы при  нанесении на ее внешнюю поверхность слоя 
тепловой изоляции (рис . 2.15), коэффициент теплопроводности 
ко11орой Лиз=Л2 и задан выбр анным нами теплоизоляционным 
ма11ериалом (асбест, фrороплас·т, пенопла•ст и т. п. ) . Согласно 
выр ажению (2.58) для двух.слойной трубы можно запwсать 

Rц =-1-=-1 - + -1- In .!!:!:_ + -1- In � +-1-, (2. 60) 
К ц a1d1 2Л1 d1 2Л2 d2 а2dз 

где d3 - внешний. диаметр трубы со .слоем изоляции. 
В выр ажении (2.60) от толщины слоя изоляции (диаметра 

d3) зависят два 1последних ·Слагаемых. Т�рмическое сопротивле
ние теплопроводно•сти изоляции ln (dз/d2) / (2Л2) р'астет с увели
чением толщины теплоизоляционного покрытия, а термическое 
сопротивление теплоотдачи l/(a2dз) - уменьшается. Последнее 
связано .с увеличением по.верхности теплоотдачи при увеличении 
внешнего диам·етра трубы d3• Очевидно, что ,при таком хара'Кте
ре изменения двух ·слагаемых выражение_ (2.60) может иметь 
экстр •емум . 

Исследуем на эк:стремум функцию Rц(dз). Приравняем нулю 
первую производную от равенства (2.60) по d3: 

( �ц ) ' = 2:2dз 
-

а2:� =О . 

Из полученно:го уравнения найдем значение внешнего диа
метра d3, при котором Rц принимает эк·с11ремальное значение: 

d _ 2Л2 
кр- • 

а2 
(2. 61) 

Важно отметить, что критическое значение dз не зависит от 
внешнего диаметра изолируемого трубопровода d2, а определяет
ся лишь коэффициентом теiПлопроводности выбр анного тепло
изолятора Л2 и .коэффициентом теплоотдачи с внешней IПо·верх
ности трубы а2*· 

Для того чтобы определить является ли термическое сопро
тивление Rц при d3=dнp максимальным или минимальным, най-

* В проводимом анализе а2 приближенно считается независящим от 
внешнего диаметра dз и температуры наружной поверхности Тwз. В действи
тельности в ряде случаев между этими величинами имеет место взаимозависи
мость, о характере которой см. r.'l. VI. 
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дем зснак .в11орой производ'ной от Rц 1по d3 в данной точке (dз= 
=dнр). Для э·юго подставим .в выражение 

(К�)"=- 2Л2�� + a:d: = :� ( а�з-
2л

1
2 ) 

критическое значение диаметр а (2.6 1) .  Тогда 

(_1 )" - а� (1--1 )-�>О 
Кц da-dкp- 4Л� 2 -

8Л� 
. 

Это означает, что при d3=dнp полное тер мическое сопротивле-
ние системы Rц миним ально (рис. 2. 1 6). 

· 
Сле-довательно, если диаметр изолируемой трубы d2 больше 

dнр, найденного для iВЫбранного изоляци.онного материала (1 .. 2) 
· и  условий теплообмена с окружающей средой (2 .6 1 ), то покры· 
тие трубы ·с.'!оем такой изоляции уменьшит теплопередачу череd 
цилиндриче.скую стенку. В случае же, когда d2<dнp, нанесение 
на поверхность трубы выбранного изолятора первоначально 
приведет ·к ·возрастанию теплопередачи и л.ишь после того, как 
наружный диаметр достигнет и превысит критическое значение, 
тепловой поток через стенку начнет убывать, затем достигне'( 
исходной величины, которая была при отсутствии слоя изоляции, и лишь затем ста,нет меньше ее. · 

В последнем ·случае следует аопытаться подобрать другой 
теплоизоляционный .материал и (или) •сделать многослойную 
изоляцию так, чтобы Лэнв>Л2, и только если это не удастся, 
пойти 'На •снижение теплопередачи путем значительного увеличе
ния ТОЛЩИНЫ ИЗQЛЯЦИОННО<ГО •СЛОЯ (dз�dнр). 

2.8. ШАР О ВАЯ СТЕ Н КА 

Раесмотрим пространственно одномерную ·стационарную за
дачу теплопроводности в шаровой стенке •с радиусами 'Внутрен
ней и внешней поверхностей r1 и r2 (рис. 2 . 1 7) и коэффициентом 
теплопроводности материала 'сrеНJКи Л. Од,номерность задачи оз
начает, что распределение температуры в стенке зависит только от р адиуса, а потому основное дифференциальное уравнение теп
лопроводности в сферической ·системе координат [см. (2.18)] при-
мет вид 

· 
( 2 .  62) 

По аналогии •с nринятым в р азд. 2 .6, обозначим dTfdr ·через и. 
Тогда 

du 2 - =--U dr r 
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или du. 2dr --= - --, и r 

о:гкуда после интегрирования 

или 

где 

ln u = - 2 1nr+C 

dT с1 -=- , dr г2 

После повторного интегрирования получим 

T (r)= _ s_ + C2• г 

. (2 .  63) 

(2. 64) 

Это и есть искомое решение уравнения (2 .62). Отметим,  что 
здесь, в силу тех же причин, что и в случае цилиндрической тру 
бы (см. р азд. 2.6) , ра·спределение темпер атуры нелинейно.  Од
нако в отличие от трубы это р аспределение представляет собой 
гипер болу. 

r 
Рис. 2 17. Распределение 
температуры в шаровой 

стенке " 

r 

Рис. 2.18. Теплопровод
ность стержня бесконеч· 

ной длины 

В случае граничных условий 1-го рода, когда заданы темпе
р атуры внутренней Т w1 и наружной Т w2_ поверхностей шаровой 
оболочки, постоянные интегрирования С1 и С2 определяю-ося из 
системы ура·внений 
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т .  е. 
cl = Tw i - Tw2 ; С2 = r2TW2 - ГtTw t

. (2 . 66) 
l/r2 - 1/Гt Г2 - Гt 

После подстановки · этих констант в выражение (2.64) получим 

· Т (r) = Tw t  ( 1 /r - 1/r2) + Tw2 ( 1 /rt - 1 /r) . (2 . 67) 
1/r1 - 1/r2 

В стационарной задаче полный тепловой поток 

Q = - л  dT 4nr2 
dr 

не зависит от радиуса, так как общее количество тепла, прохо
дящее в единицу времени через изотермическую поверхность, 
какой здесь является любая ·сфера ·С радиусом r1 �r� r2, должно 
быть одинаково при любом r. Пользуясь выражениями (2 .63 )  и 
(2.66), rполучим для Q следующее выражение :  

-
Q = 4:n:Л (Т - Т ) ( "  68) 

1 /Гt - 1/r2 Wl W2 • "' ·  
Для многослойной шаровой стенки в случае граничных усл:>

вий 1 -го рода методами, изложенными в разд. 2 .7,  2.8, легко по
лучить следующее ·выражение для теплового потока :  

Q = 4:n: (Tw t - Т W(n+I ) )  ' (2. 69) n 
� I/Л 1 ( 1/rl - 1 /rн t) 1 = 1  

где Ai и ri - коэффициент теплопроводности и внутренний р ади
ус i-го слоя.  

Ра·спределение темпер атур внутри i-го слоя шаровой стенкн 
определяется соотношением (2.67) · с  заменой Т w1, Т w2, r1 и r2 
на Т vr"i, Т W(i+t), ri и riн. 'Соответственно.  

Задачи о теплопроводно·сти однослойной и многослойной ша
ровой стенки с граничными условиями 3-го рода решаются ана 
логично тому, как это делалось в разд. 2 .7 и 2.8, а потому здесь 
не рассматриваются . Получить соответствующие решения пред
лагается читателю самостоятельно. 

2.9. СТЕРЖЕ Н Ь  БЕСI(О Н Е Ч НО И  ДЛ И Н Ы 

Раосмотрим стационарную задачу о теплопроводности стерж
ня бесконечной длины (рис. 2.18). Температур а одного конца 
стержня .поддерживается постоянной, равной Tt . Стержень омы
вается •средой с постоянной температурой Т1. Коэффициент теп
лоотдачи от стержня к ·среде а вдоль 13сей ef1o боковой поверх
ности будем считать постоянным. Коэффициент теплопроводно
сти материала стержня Л предполагается достаточно большим,  а 
поперечные размеры стержня по сра.в�ению с длиной настолько 
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малыми,  что изменением температуры в нем можно пренебречь. 
Температур а •стержня Т, та.ким образом, ·считае11ся функцией 
только одной координаты 

T = f (x) . 
Разно·с·ть между мостной температурой <стержня и температу

рой - окружающей среды Т (х) -То обозначим через е (х) . В на
чальной точке стержня (х = О) 

Т1 - Т1 = в!.  
Раесмотрим тепловое равновесие элемента стержня, удален

ного от его начала на расстояние х, имеющего длину dx, пло
щадь поперечного сечения F и периметр сечения V. 

Количество тепла, входящее в ·силу теплопроводности в рас
см атриваемый элем·ент стержня через сечение /-/ за единицу 
В'Ремени, согласно закону Фурье равно 

Qх = - л (�) F .  
dx х (2 .  70) 

Аналогичная величина 'В rсечении II-Il, расположенном н а  
расстоянии x+dx от начала ·стержня, будет равна 

Qx+dx= - Л (�) F · 
dx x+ dx 

(2 . 7 1 )  

З а  это ж е  <время, согласно за�ону Ньютона (2. 18) , боковой 
поверхностью •стержня Udx будет отдано количество тепла 

dQ = a6Udx. (2 . 72) 

Составляя тепловой баланс для элемента стержня, получим 

- л (�) Р + л (�) F = a6Udx. dx х dx x+dx 
Принимая во внимание, что 

получим 

Вводя обозначение 

находим 
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(dбjdx)x+dx - (dбjdX)x d26 
dx dx2 ' 

d26 лF--= ави. 
dx2 

�2 == аи , 
ЛР 

�= �2в .  
dx2 

(2 .  73) 

(2. 74) 

(2 . 75) 

(2 . 76) 

(2. 77) 

(2 . 78) 



Таблица 2.1 
1 Высота Толщина �=v�� · Материал k ' 

ребра k ребра & ,  ' �k ' "'p ребра мм мм мм мм- 1 

Алюминий 25 2 , 3  22 , 8  0 , 026 1 ' 0 , 595 0 , 9  

Сталь 1 6  0 , 8  83 0 , 0 1 64 1 , 36 0 , 65 

Медь 25 , 4  0 , 5  36 , 4  0 , 0256 0 , 93 0 , 75 

С точки зрения теплоотдачи, •Прююдящейся на единицу мас
сы, выгодно иметь большое число тонких и легких ребер . Эт:> 
справедливо до тех пор , пока поток, обтекающий ребро, не на.чи 
нает искажаться под .влиянием ооседних ребер . 

При  конструировании оребрения основным является вопрос о 
том, насколько близко _.можно ра·сполагать ребра друг iК другу 
без серьезного снижения их эффективности в•следствие умень
шения количества протекающею между ними воздуха. 

2. 12.  ТЕ П Л О П РО ВОДНОСТЬ В ТЕЛАХ СЛОЖ НО й ФОРМЫ 

Выше мы рассмотрели задачи стационарной теплопроводно
сти для простейших тел. В •случаях, когда форма тела не явля
ется столь прос-гой, а условия на границе зависят от рассм ат• 
риваемой точки поверхно·с�и. задача существенно усложняется, 
и для ее решения ча.сто требуе'Гся привлечение анг.логовых или 
цифровых вычислительных машин. 

Однако в •ряде случаев для приближенной оценки тепловых 
потоков, передаваемых теплопроводностью в довольно ·сложных 
телах, можно воопользоваться уж·е полученными .в этой гла•ве 
результаТ<:tМИ . 

Для этого представим выражения (2.23 ) , (2.47), (2.68), при
ведеиные �ыше, для стационарного теплового потока через плос
кую, цилиндрическую и сферическую стенки в единой фор.ме :  

л 
Q =- ATFx, (2. 1 05)  8 

где Л. - коэффициент теплопроводно·сти матер иала; 
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·б - толщина плоской, цилиндрической или сферической сте
нок ; 

Fx - пекоторая фиктивная расчетная теплоотдающая по
верхность, выражение для которой во всех трех рас
сма'Гри•ваемых случаях мы и пытаем•ся здесь получить ;  

А. Т = т.,;.l-:- т W2' 



Количество тепла, отдаваемого ребром в окiружающую сре
ду за единицу времени, можно определить путем интегрирова
ния уравнения (2. 1 00 ) : 

h'  
\ 2a:n:dcp61 

Q = 2andcp _\ Bdx = th (f'oh ' ) .  � f1. о 
(2 . 1 0 1 )  

Если бы ребро имело по .всей поверхности 'по·стоянную избi .I
точную температуру, равную 81, то количество тепла, отданно� 
ребром в окружающую 'среду в единицу времени, выражалось 
бы в следующем ·виде : 

(2 .  ' 1 02) 

Отношение тепла, действительно рассеиваемого ребром, к теп
лу, которое ребро могло бы рассеять, есл и  бы разность темпе
ратур по В'сей высоте ребра была постоянна и р авна 81,  назы
вается к о э ф ф и ц и е н т о м э ф ф е к т и в н о с т и р е б р а 
('УJр), т. е .  

�р ��---.г-------.-------� 
�� г---����--------�--------� 

Рис. 2.2 1 .  Зависимость коэФФициента эФФектИвности ребра от величины JJ.h' 

(2. 103) 

Под:ставляя в ура.внение (�.1 03) значения Q и Qt из уравне
ний (2 . 1 0 1 ) и (2 . 1 02), .получим 

11 - th (fl.k ' ) 
р - fLk ' • (2 . 104) 

Графическое ,выр ажение функциональной зависимости коэф
фициента эффективности ребра 'YJp от величины Jth' приводится 
на р ис. 2.2 1 .  Кроме того, 'В табл. 2 . 1 приведены значения коэф
фициента эффективности ребра 'YJp для различных ребер, при
чем величина коэффициента теплоотдачи а принята одинако
вой для В'сех ребер и равной 1 25 Вт/ {м2·К), что соответсrвуег 
скорости обтекающего поверхность •потока ,воздуха 40 м/�. 
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4. Если h - высота ребра и б - его толщина, . то потеря 
тепла с торца шириной б может быть учтена путем замены дей
ствительной высоты h в·еличиной h' = h+б/2. 

5. Вследствие того, что толщина б м ала по ·ср авнению с др у- . 
гими р азмерами ребра, будем считать, что температура зависит 
лишь от одной координаты х (текущее значение высоты ребра). 
т. е. будем иметь дело с одном ерным стационарным темпер а
турным полем T = f(x) . 

Обозначим через е р азность температур какой-либо точки 
ребра· Т (х) n окружающей •с.р еды Tt. Тогда 

6=Т - Т1/1 (х) . 

т 

Рис. 2.20. Расчетная схема охлаждающего ребра 

Сделаем р аз.нертку круга плоского ребра по его с·реднемt 
диаметру dcp (рис.  2.20) . В дальнейшем задача, очевидно, све
дется к рассмотр енной выше задаче о стержне конечной длины 
h' = h+б/2, периметр которого И р авен 2ndcp, а площадь попе
речного сечения F = ndcpб. Тогда роль � •в показателях экспо
ненты общего решения (2.79) будет 'согласно выражению (2 .77) 
играть величина 

�=v �� . (2 . 99) 

и распределение температуры по высоте ребра выразится 1t 
виде 

6 (х)=б Ch [fL (h ' - х)] 1 Ch (!Lk ' ) ' (2 . 100) 



В случае круглого стержня диаметром d 

4а , 1 -- :rtd , /-�2 = - ;  v aЛUF = - v а'лd;  
Лd 2 

(2 .  97) 

:rtd , �  Q = 91 - th (�L) v а'лd. 
2 

(2 . 98) 

2. 1 1 .  КРУГЛ Ы Е  ПЛ О СК И Е  Р ЕБРА 

З адача правильного конс'Dруирования ребер для авиацион
ных и косм ических теплообменников, цилиндров двигателей воз
душного охлаждения, экономайзеров, калориферов и других 
теплообменных аппар атов, где теплоотдающая поверхность раз
ви,вается путем оребр·ения, состоит в 
том ,  чтобы получить .при данном ра  
охлаждающего агента м аксим альный 
вод тепла при минимальных массе и 
барите самого аппарата . 

Определению подлежат форма ,  вы
сота и расстояние между ребр ами. а) 

Вопрос о наивыг6днейшей форме реб-� 
р а  дамной ма·осы или да'нной высоты мо-
жет быть разрешен математическим пу- �'Ф 
тем. При постоянных массе и площади о) •по·пер ечного сечения ребр а ,м ак·сим аль-
ный отвод тепла будет, если �боковые по-� 
верхиости ребр а имеют вогнутую парабо-
лическую форму (рис. 2. 19, а). В таком )"����� 
ребре темпер атурный градиент будет по-
стоянным по его высоте. Однако из-за О) 
трудностей технологического хар актера 
на практике применяются ребра с попе- Рис. 2. 1 9. Форма ребер 

речным сечением, выполiJенным в виде 
трапеции (рис. 2. 19, б) или прямоугольника · (рис.  2. 19, в) . 

Аналитическое решение задачи о 'стационарной теплопровод
ности для ·р ебра параболической формы и ,  следовательно, о теп
лоотдаче с его наружной ,поверхности встречает ряд трудно
стей, главнейшая из которых заключается в необходимости знать 
за.кон распределения коэффициента теплоотдачи а по поверх-

. ности ребр а .  
Рас·смотрим задачу о �стационарном р а,спределении темпе

ратуры в ребре прямоугольной формы при ·следующих условиях. 
1. Температур а осно.вания ребра постоянна и р авна Т1. 
2 .  Количество тепла,  р ас-сеиваемого з а  единицу времени с ка

кой-либо части поверхнос·ти ребр а,  пропорциональiю р азности 
темпер атур ребра и окружающей среды. 

3. Коэффициент теплоотдачи а одинак.ов во всех точках по
верхности ребр а .  
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в = С1еРх + С9е-Рх 
получено без .каких-либо 1предположений о длине стержня, а по
тому применимо И к стерЖJню конечной длины. 

Гр аничные же условия изменяю11ся : при х = О  8 = 81 = С1+ С2, 
или С2 = 81-С1 ; (2.86) 
при x = L, пренебрегая теплоотдачей ·С торца ·стержня, т. е .  пр и
р авнивая нулю тепловой поток, обусловленный теплопроводно
стью, в сечении x = L  

QL= - Л (�) F = O, 
dx L 

получим (�) - о · dx x- L
- ' (2. 87) 

(�) ·= �C1ePL - �C2e-PL = 0: (2. 88) 
dx x-L 

По уравнениям (2.86) и (2 .88) '  найдем 

С1 (ePL + e-PL ) - в1е-РL = 0, (2 . 89) 
6 -PL e-PL 

откуда cl = 1е = вl (2 . 90) e PL + e-PL 2 Ch (�L) 

С - в - С - в (1 - e-PL )- в e PL 
(2  9 1 ) 2 - \ 1 - 1 ePL + e-PL - 1 2 Ch (�L) ' 

. 

Подставлпя найденные значения С1 и С2 в ур авнение (2.79) 
и переходя •к гиперболиче·ским функциям * ,  !получим 

в =  . 6 1 ( ePxe-PL + e-PxePL) (2. 92) 2Ch (�L)  

ИЛИ 6 = 6 1 ,(e- P< L-x ) + e P <L-x_)J 6 Gh [ � ( L - х)) . 
2 Ch  (�L) Ch (�L) ' (2 . 93) 

при x·= L получаем 

· C h (� L) 
(2. 94) 

Тепловой поток, ·ВХОДЯЩИЙ в •стержень и передаваемый бо
ковой поверхностью стержня окружающей среде, найдем те
перь, пользуясь ур авнениями (2 .79) и (2 .80) 

Q=-ЛF (�) = - АР� (С - С ) = ЛFР. 6 1 (e-PL - ePL) 
dx х - о  1 2 , 1' 2 Ch (�L) 

или 
1 -- Sh ( � L) , 1 --

Q = 61 } ЛFaU = 61 th (�L ) у aUЛF" 
Ch (�L)  

(2 . 95) 

(2 . 96) 

"' Напомним, что Ch (x) = (ex + e-x) j2; Sh (x) = (eX-e-X) /2; th (x) = 
=Sh (x) /Ch (x) . 
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Решение полученного линейного дифференциального уравне� 
ния второго порядка можно представить в общем виде: 

6 = С1е�х + С2е-�х. ( 2 . 79) 
Постоянные . С1 и С2 могут быть найдены с помощью гранич

ных услооий : 

при х = О  6 = 61 = С1+ С2; 
при Х= оо 6 = 0 = С1е00• 

Последнее р авенство выполняется только при у·словии С1 = 0, 
следовательно, С2 = 81 и 8 = 81е- �х . (2 .80) 

К:оличес"гво тепла,  отдаваемое всей боковой поверхностью 
стержня, можно получить как тепловой по'Гок, входящий в .стер
жень через его основlfние 

Q1= - ЛF (�) . (2 .  8 1 }  dx х •о 
Так ка/К согласно равенству (2.80) 

(�) = - �61, d.X Х "'" О 
то Q1 = )..F�в1 , (2 . 82) 

(2 . 83) или 

Если теплоотдача от стержня к ·среде идет не по всей ·поверх
ности стержня, то под величиной U надо понимать ту ча,сть пе
риметра сечения, по которой осуществляет.ся теплообмен.  Дл>I 
стержня круглого сечения с диаме'Гром d при теплоотдаче п3 
в·сей .поверхности получим 

� = 2 , / а ; (2 . 84) 
V· Ad 

(2 . RS) 

2. 1 0. СТЕРЖЕ Н Ь  КО Н ЕЧ НО П  ДЛ И Н ЬI 

Если длина ·стержня конечна, то темпер атур а на  его конце н е  
будет р авна темпер атуре окружающей среды, а потому выведен� 
ные выше формулы не будут спр аведливы . 

· 
Пу,сть длина стержня равна L, а превышение температуры 

холодного конца ·стержня над окружающей ·Средой - eL.  Тепло
отдачей ·с торца ·Стержня будем пренебрегать или учт�м ее уве
личе.нием длины стержня ·с таким р асчетом,  чтобы бОIКовая по� 
верхиость уд.1иненного стержня равнялась бы полной боковой 
и тор цовой поверхностям реального стержня. 

Общее решение (2.79) диффер енциального ур авнения (2 .78) 
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/ 
Выр ажение (2 . 105) практически совпадает с формулой 

(2.23) для плоской стенки. Следовательно, 13  этом случае F"' 
есть не что иное, как .площадь плоской стенки F, поток тепла 
через ·которую мы рас-см атриваем, и мож·ет быть описана так: 

(2.  1 06) 

где Ft и F2 - площади более нагретой и более холодной поверх
ностей .  (Очевидно, что для плоской Пл астины F1 == F2) . 

В случае цищшдрической трубы согла.сно выражению (2 .47) 
тепловой поток р авен 

- 2:rr.Лl 
Q = (Tw1 - Tw2) · ln (r2/r 1) 

Помножив числитель и знаменатель этого выр ажения н а  
r2-r1 = б, а числитель и знаменатель выр ажения под знаком 
логарифма  - на 2лl, получим 

Q = Л 2:rr.l (r2 - r1) 

Это выр ажение сводится к выражению (2 . 1 05) , если поло-
жить 

F = 2:rr.lr2 - 2:rr.lrt F2 - F 1 (2  107) хц l n  (2:rr.lr2/2:rr.lrt) ln (F2/F 1)' • 
где F1 и F2 - площади внутренней и наружной поверхностеИ 
цилиндрической трубы. 

Аналогично можно преобразо·вать выражение (2 .68) для ша 
ровой стенки : 

Q -- 4:rr.Л (Т Т ) -
11 1 1 

Wl - W2 • 
Гt - r2 

Проведя вычитание в знаменателе, после простых преобр азо·  
ваний получим 

Q (2 .  108) 

Поскольку шлощадь сферы равна  лd2, то диаметры d1 и d2 
можно выразить через площади внутренней F1 и внешней F2 
поверхностей шаровой ·стенки в виде 

d1= V = 1 И d2 = V :2
• (2 .  1 09}  

Подставляя выражение (2 . 109) в р аве.нст:ва (2. 108) , получим 

Q = ..2_  :rt .. f F1F2 t:.T . 
а V :rr.2 
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Это выражение с.води11ся к формуле (2 . 1 05) , если положи rь 
; --F х шар = V FlF2. (2. 1 1 0) 

Итак, мы получили выр ажения для площади фиктивной р ас
четной •Поверхности Fx, которые позволяют р а•ссчитывать тепло- · 
вой поток в рассмотренных трех случаях по единой фор муле 
(2 . 1 05) . Преимуще·ства такого подхода в ·случае правильных 
пластины, цилиндр а  и шар а •весьма относительны. Однако, поль 
зуясь фор мулой (2 . 1 05)  и одним из ·выведенных выше выр аже
ний для Fx- (2 . 1 06) , (2 . 1 07) или (2 . 1 1 0) ,  можно приближенно 
р ассчитать •стационарный тепловой поток в тел ах более сложной 
формы .  

Так, по формул а м  (2 . 1 05) и (2 . 1 06) можно оценить Q для 
плиты, представляющей собой усеченный конус или пир амиду, и вообще для элемента пластины произвольной формы в плане 
со скошенным ср·езом .  

В совокупности с выражением (2 . 1 07) п о  формуле (2 . 1 05) 
можно приближенно .рассчитать тепловой поток через цилиндр и
чеокую стенку некруглого •сечения.  

Та  же формул а  (2 . 1 05) , но с Fx, вычисленной по формуле 
(2 . 1 1 О) , позволит оценить тепловой поток через стенки замкну
той несфер мческой оболо.чки, обр азованной, I!'апр имер , эллипсо
идами вр ащения и т. п .  

В ряде практических случаев темпер атур а н а  поверхности 
Т w не является постоянной, а следов ательно, непостоянна и ве-

. .личина темпер атурного н апор а !!Т в формуле  (2 . 1 05) . При не 
слишком больших изменениях темпер атуры по поверхнос rи 
м.ожно воспользоваться усредненными значениями тем .ператур поверхностей 

Бели же изменения велики, то •р асчет теплов.оrо потока следует 
вести по уча·сткам,  ра·ссчитывая величину Qi н а  участке !!Fi , где 
( Tw) 1_2 = •const. Для •получения ·суммарного 'Потока останется 
nросуммировать локальные тепловые потоки Qi по ·в.сей поверх
ности рассматриваемого тел а .  

П р и  значительных изменениях темпер атуры 11вердых тел не
'Обходимо учиты•вать также и зависимость Л. = Л.  (Т ) ; Легко пока
зать, что полученные ;выше ф01рмулы расчета теплопроводности 
при постоянном Л. могут быть р аспрост.р анены и н а  случаи ,  ког
да Л. = л.( Т) , если в эти соотношения 'ПОДtставить среднее значе
ние коэффициента теплопроводности по фор муле 
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2.1 3. СТАЦИО НА Р НАЯ Т Е П Л О П РО ВОД НОСТЬ П Р И  НАЛ И Ч И И  
О БЪЕ М Н О ГО Т Е П Л О В ЫДЕЛ Е Н ИЯ (qv +О)  

Как уже говорилось ( см .  р азд. 2 .3) , в веществе наряду с 
проЦеесом теплопроводности может протекать выделение или по
глощение тепла,  связанное • С  .юакими-ли-
бо физико-химическими явлениями:  ,кон
денсац:ией , джоулевым нагрооан.ием , 
ядерными реакция-ми, э:к:зо- или эндотер 
мическими химическими реакциями и т.  п .  

С позиции теплообмена такие явления 
могут быть охарактеризованы количест- Tw,; 
вом тепла , выделяющегося или погло- TIJ;,d, 
щающегося в .  единице объема вещества · 
в единицу времени qv Вт/м3• Эта харак
теристика носит название и н т е н с и в н о-
с т и о б ъ е м н о г о т е п л о в ы д е л е-
н и я .  

х 

Рассмотрим простейшие задачи ста
ционарной теплопроводности при нали
чии объемного тепловыделения, полагая, 
что величина q-т,· не зависит от времени 
и координат. 

Рис. 2.22. Распределение 
температvр в пластине 
при объемном тепловы-

делении 

2 . 1 3. 1 .  Бесконечная плос·кая пл астина 

Основное дифференциальное уравнение теплопроводноСТif 
(2 . 1 5 ) для э11ой одномер ной задачи будет иметь вид 

а d2T + Qv = 0. 
dx2 CQ 

Принимая во вним ание, что а = Л/ (сQ ) , получим 

(2 .  1 1 1 ) 

Перено·ся qv/"A в правую часть и считая qv = coпst, после перво
го интегри•рования получим 

а после второго -

dT = - Qv х+ С 
dx Л 1 ' (2 .  1 1 2} 

(2 . 1 13) 
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Выр ажение (2 . 1 1 3 ) является общим решением ур авнениq 
(2 . 1 1 1 ) .  Постоянные интегр':ирова,ния находятся из граничных 
)'IСЛОВИЙ .. 

Рассмотрим вначале з адачу ·С гр аничными условиями 3-ro ро
да .  Пусть слева пл а-С'тина  омывается средой •с �мпе1р атурой Т11 и коэффициент теплоотдачи между пластиной 1и средой р авен а1 ; 
те же парамеТJры спр ава от пластины обозначим через Т12 и а2 
соответственно (рис.  2.22) . 

При интенсивном тепловыделении внутри пл а•стины тепло мо
жет отдаваться в омывающие ее среды ,с обеих поверхностей, т .  е .  кривая р а•спределения темпер атур по толщине пластины 
будет 11меть м аюсимум. 

Пусть ось ординат проходит через этот максимум на  р ас
стоянии б2 от 'П!раJвой поверхнос:ги пластины . (Величину 62 мы 
определим позднее) . Тогда из р авенства нулю производной 
dTfdx при х = О  (условие максимума )  следует, что С1 = 0, и ре
шение (2. 1 1 3 ) примет 'Следующий вид 

f (x) = - qvx2 + с2. (2 .  1 14) 2Л 
Гр аничное условие 3-го рода на  этой поверхности, 

а2 (Т W2 - Tf2) = - л  
дТ 1 ' дх 

в
. 

после подстановки Т w2 и 
дТ 1 из

-
выражения (2 .  1 14) примет 

дх а. ВИ Д 

или а2 ( С2- q;:� -_т,2)= q;в2 . - (2 .  1 15) 

Последнее •выр ажение можно интерпретировать, исходя из фи
зического содержания рассматриваемой задачи.  Поскольку плос
кость х = О можно считать теплоизолированной [ (dT/dx) x=o= O], 

следовательно, q = - Л  - = 0, т. -е. в�се тепло, выделившее-1 dT 1 
-

dх х �о 
�я в пл а.стине апр а.ва от э·юй плоокосrи в •единицу времени, 
должно бытi>отведено в окружающую среду посредством тепло
отдачи с правой поверхности стенки. В противном ·случае будет 
нарушено условие .стационарности процесса ,  и темпер атур а в 
стенке вслед·ствие изменения ее теплосодержания будет\ изме
няться.  Величина qvб2 и представляет ·собой количост.во тепла ,  
выделяющееся в единицу времени в объеме .пластины с толщи
ной 62 и 1площадью, ра·вной единице. Слева же в уравнении 
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(2 . 1 1 5) стоит выр ажение для потока теплоотдачи с единицы 
площади поверхности пластины.  

Аналогичные раосуждения для слоя .Пластины, р аспQложен
ного ·слева и имеющего толщину бt = 15-152, приводЯт к ур а'Вне-
нию 

( 
'qv ( 11 - 1l2)2 

) а1 С2- 2л � Т11 =qv (B - 82). (2 . 1 1 6) 

Из ур авнений (2 . 1 1 5 ) и (2 . 1 1 6) константа С2 выр ажается 
следующим обр азом : 

q � 1 С - qv !\2 + __..!:::...!.. + Т . 2 - а2 2Л 12' 

с2 = qv (!i - о2) + qv ( 11 - !12)2 + Т11• а1 2Л 
Решая систему (2 . 1 1 7 )  относительно 152, получим 

(2 .  1 17) 

2Ла1а2�Т 1 + qv 1\a2 ( !la 1  + 2Л) л т  Т Т (2. 1 1 8) 82= , где u t = 11- f2· 2qv [ 1\а 1а2 + Л (а1 + а2)] 

Этим выр ажением определяется положение м аксимума !Кривой 
распределения т�мпер атуры по толщине пластины * .  

Постоянную С2 в решении (2 . 1 1 4 )  найдем подстановкой вы
ражения (2 . 1 1 8) в любое  из уравнений ·системы (2 . 1 1 7) . 

Решение задачи �принимает особо про·стой вид в случае сим
метричного теплосъем а  с пл астины, т. е. когда а1 = а2 = а и 
Tf1 = T12 = T1. Физичесхи очевидно, да и из 'Выр ажения (2 . 1 1 8) 
следует, что б2 = б2/2 , т. е. м аксимальная темпер атур а достига
ется в плоскости симметрии пластины. 

Тогда Из формулы (2 . 1 1 7) находим 

С = qv 11 + qv !\2 + Т 2 2а . 8Л 1 

и Т (х) = qv [(-11 )2 - х2 ] +  qv !l + Т1. (2. 1 1 9)  
2Л  2 . 2а • 

Из решения (2. 1 1 9) •видно, что р аспределение  тем1Пературы 
имеет вид .квадр атичной параболы, а мак·симальная · темпер а туJра  

Tmax=T / = qv !\2 + qv !l + Т1 (2. 120) 
х � о  8Л 2а 

при постоянных qv и б будет тем больше, чем меньше теплопро-
* При не слишком интенсивном тепловыделении и большой разности тем

ператур сред !).Tt =Т w 1-Т wz величина l>z может оказаться больше толщины 
пластины ll.  Это означает, что внутри пластины нет максимума и результиру
юший тепловой поток направлен через пластину от горячей (Tt 1 )  к хоЛодной 
(T1z)  среде, а координата l>z указывает положение фиктивного максимуми.  
В пределе, при Q v = O, l>z - oo , что естественно, так как в этом случае рас
nределение температуры линейно (см. 2 7) . 
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водность пластины Л. и чем хуже теплоотдача -с ее поверхности. 
т. е.  чем меньше 'а. 

Темпер атур а на поверхности пластины (x=,f,/2) , р авная 

Tw = qv ll + Tt, 2а 
(2 .  1 2 1 ) 

также р астет с ухудшением теплоотдачи .  
Решение задачи с гр аничными условиями 1 -го рода легко по

лучить, опре�елив ()2 и постоянную с2 из решения енетем ы 
qy ll� J ---+C2= Tw2 ; 2Л (2 . 1 22) 

- qy ( 11 - 112)2 + с  -т 2Л 2- Wl •  
являющеИ,ся м атем атической записью гр аничных условиИ . 

Максимум тем1Пер атуры будет р асполагаться н а  р асС'тоянии  
� 2  от правой поверхности ,стенки , причем 

8. =� ( t + 2Л11Тw ) 
(2 .  1 23) 2 2 qy !\ 2 ' 

где А.Т =Т w1-Т w2• Решение же з адачи примет такой вид: 

Т (х)=Т w2 + qv { [-11 ( t + 2ЛАТ ) ]2 - х2 } · (2 . 1 24) 2Л 2 qy l\2 
При очень больших значениях коэффициента теплоотдачи гр аничные условия 3-го рода переходят ,в гр а'Ничные У'словия 

1 -го рода с Tw = Tt (2 .4 ) . Это позволнет 1получить формулы рас
пределения темiПер атур и ма.�симальцой темпер атуры пл а,стины 
при симметр ичном теплосъеме и гр,аничных у�словиях 1 -го рода 
(Tw1 = TW2 = Tw) из выражениИ (2 . 1 1 9 ) и (2 . 1 20) , считая а�оо 

и 

Тогда Т (х)= �� [ (+/-х2 ]+ тw (2 . 1 25) 

, qv 112 Tmax=--+Tw. 8Л , 
(2 . 1 26) 

2 . 1 3.2. Бесконечный цилиндр с объемным тепловыделением 

Дифференциальное ур авнение теплопроводносg-и при наличии  
объемного тепловыделения для одномерной стационарной заца
чи запишется в цилиндричеоких координатах [см.  выр ажение 
(2 . 1 7 ) ] в виде 
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(2. 1 27) 

З аменяя dT/dr на и и умножая все члены на  r, получим 
r du + и + qvr = 0. (2 .  1 28) dr Л 



Два первых члена этого ур авнения можно представить 
d (ru) da + как 

производную от .произведения ru : ---;_;;:-= r dr и, 

d (ru) qyr а ур авнение (2 . 1 28)  переписа·ть •в виде -- = - -, - . dr л 

Интегрируя •ПО r, н айдем ru = - q-�;2 +С1, 
откуда обр атной заменой и н а  dT/dr получим 

dT = _ qyr + _9_· dr 2Л г 
(2 .  1 29) 

Общее решение задачи н айдем повторным интегрированием : 

. T (r) = - q�;2 + C1 1n r + C2• (2 . 130) 

Из осевой rСИмметрии задачи ( дТfдr) r=o = О, следосrзательно. 
С1 ==: О .  

В задаче с гр аничными условиями 3-го рода постоянная Cz 
найдется из ур авнения 

а [Т (R) - Т1] = - Л � 1, , (2 . 13 1 ) dr r=R 
где R - наружный р адиус цилиндр а, а Т1 и а - заданные зна
чения темпер атуры окружающей среды и коэффициента тепло
отдачи.  

Подставим в выражение (2 . 1 3 1 )  значения Т (R) и !!!..._\ и.3 dr r=R 
р авенств (2 . 1 29 )  и (2 . 1 30) : · а ( С2 - qvR2 - Tj)= - л ( - qvR ) · . - \ 4Л _ 2Л 
Тогда С = qvR + qvR2 + Т . 2 

2а 4/.. 1 
Таким обр азом, р аспределение темпер атуры по р адиусу цилинд
ра выр азится формулой 

T (r) =  qv (R2 - r2) + qvR + Т . 
4/.. 2а f (2 . 132) 

Максимальная темпер атур а (на  оси стержня) будет р авна  

Т = Т 1 = qyR2 _l _ qv R ' Т 
max 4, Г 2 Т /• r=O л а 

а температур а н а  поверхности 

Т w = T (R) = qvR + Т1 . 
2а 

( 2 .  1 33) 

(2. 134) 

Решение для случая гр аничных условий 1 -го рода получим из 
формулы (2 . 1 32) , положив а-+оо ( Tw = Tt) · 
Рекомендуемая литература :  [5, 35, 39, 82] 



Г Л А В А  1 1 1  
О Б ЩИ Е П ОЛОЖЕ Н ИЯ Т ЕО Р И И  КО Н В Е КТ И В Н О ГО 
Т Е П Л О О БМЕ НА И ТЕО Р ИЯ П ОДО Б ИЯ 

1 1 3. 1 .  УРАВ Н Е Н ИЯ К О Н В Е КТ И В Н О ГО Т Е ПЛ ОО БМ Е НА 

Особенностью процесса кон·вектнвного теплообмена (теплоот
дачи) является то, что среда, в которой происходят процессы 
ра.спро·стр анения тепла,  движе'l'ся. В результате д13ижения, вме
сте с .ма,ссой жидкости (газа) переносится и тепло. Очевидно , 
что этот процесс переноса тепла определяет.ся свойс·твами  пото
ка - ра·спределением скоростей, режимом течения.  

Динамические свойства потока описываю'Гiся уравнениями 
движения и неразрывности . Эти уравнения являются следствие:\1 
приложеимя осно·вных з аконов механики - з акона сохранения 
импульса и закона сохр анения массы - к задаче о движени "' 
жидкости (газа ) . Дополнительно при выводе ур авнений движе
ния используются р е  о л о г и ч е с  к и е законы, под которыми 
понимают ур авнения, связывающие сл агающие тензоров напрп
жений, дефор м аций и скоростей деформаций. 

Для большинства жидкостей (газов) реологический з акон 
состоит в утверждении, что между тензором палряжений и тен- _ 
зором скоростей деформаций имеет место линейная связь. Этот 
закон носит наименование о б о б щ е н н о г о з а-к о н а Н ь ю
т о· н а . Жидкости , для которых справед'лив эrот закон, называ
ются ньютонов-скими . Вывод ур авнений движения и неразрывно
сти пр иведен во многих учебниках по гидродинамике ( напри
мер, в книге [97] ) . Выпишем эти ур авнения для ньютонавекой 
жидкости, поскольку в дальнейшем они потребуются нам .  

В случае, ,когда жидкость можно считать несжимаемой (Q = 
=oonst) , а изменением вязкости с темпер атурой можно пренеб
речь, уравнения движения и нер азрывности •в векторной форме 
записываются следующим обр азом : 

-

дv - 1 • 
- = F - - grad p +'V" \J2 V  
d'U Q 

Здесь V - вектор скорости ; v - коэффициент кинематической вязкост� ;  
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р - давление ;  .. . 
F - О'бъемные ·силы ;  
Q - плотность жидкости; 
't - время. 

Уравнению (3 . 1 )  в декартовой системе координ ат соответствует 
следующая •система ур авнений в проекциях: -

ди -L и �+v ди + w ди = F - -1 др + v v2 и ;  ' 
д,; 1 дх дУ. дz х Q дх 1 дv +и дv + v  дv +w _дv = F _ _  1 др +vv2v; 

, 

д'О дх ду дz у Q ду � 
дw +и дw +v дw + w дw =Fz _ _  1_ др +v v2 w.  J д'О дх дJI. дz Q дz 

(3. 3) 

Ура1Внение нер азрывности (3 .2}  ·В декартовой системе координат 
имеет вид 

(3 . 4) 

В случае  вязкого сжимаемого газа ур авнения движения и не
р азрывности имеют более ·СЛожный .вид [97]: 

е iy =QF - grad ( Р+_!_ tJ. div ii ) +2 div (�); � 3 . 

дQ .... 

д-о 
+div (QV)=O, 

где S- тензор скоростей деформаЦий ;  1.1. - �оэффициент динамической вязкости. 

(3 .  5) 

(3. 6) 

Ур авне11ию (3.5) соответствует •следующая •система уравнений в 
проекциях:  

Q .!!!!_= QF х - �+ 2 _д (�"'..!!!!__) +_д [�'- ( �+ �)] + 
d'IJ дх дх дх ду ду дх 

+ - tJ. -+- ---- (tJ. div V) ; д [ ( ди дw )] 2 д ... 
дz дz дх 3 дх 

Q ..!!!!_ = QFu - !1!_+ ..:=!.__ [�'- (�+�) ]+ 2 -д (11 �)+ 
d'O ду дх ду дх ду ду 

+-д [ 1"' (�+
· дw ) ] - .!.. !__ (!"' dlv Й; дz д z  ду 3 дi!J 

Q dw =eFz - �+� [ �"'  ди + !!!!....)]+ � [�"' ( дv + 
d'O дz дх дz дх ду дz 

+ дw )]+ 2 -д- (1"' дw ) _:__!_ _!_(!"' div V). де дz дz 3 дz (3 . 7) 
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Уравнение нер азрывности в декартовой системе координат  бу
дет иметь вид 

дQ + д (QU) + д (Qtl) + д (QW) = О. д"О дх дg дz 
При исследованиях пространствеиных течений приходится поль- · 
зоваться не только декартовыми координатами.  В некоторых 
случаях удобнее ·использовать цилиндрические, •сферические, эл 
ЛGfптичес.кие и другие ·криволинейные ортогональные координа
ты * .  

Ур авнения движения и неразрывности описывают .свойства 
потока во внутренних его точках. Для описания с·войств потока 
на  поверхности твердого тела (т. е .  на  гр а1нице потока) привле-
каются дополнительные соображения.  , 

На поверхности тела выполняются , так н азываемые, условия 
«полного прилипания». Согла·сно этим условиям частицы жид
кос'rи (газа ) , непосредственно прилегающие к поверхности тел а.  
как бы прилипают - их скорость относительно поверхности рав 
на нулю.  Эти частицы образуют н а  .поверхности тела бесконеч
но-тонкий неподвижный слой .  Таким обр азом, на т•вердой непро
ницаемой поверхности всегда выполняется условие 

(и)w = (v)w= ( w)w =0. 
Если поверхность проницаемая,  то  в этом случае равна  нулю 
лишь составляющая скорости, касательная к поверхности . Нор 
м альная ·составляющая может отличаться от нуля  ( вдув, от
сос) .  

Течение жидкости (газа )  может быть л а м и н а р  н ы м И Л J.f  т у р б у л е н т н ы м .  Пр иведеиные выше уравнения,  описываю
щие р аспределение мгно•венных скоростей в потоке, справедливы 
как для ламинарного, так и для тур булентного движения . O:.J.· 
нако структур а турбулентного потока чрез·вычайно сложна .  Тр а
ектории отдельных частиц ( комков ) жидкости весьма запу
танны. Поэ·юму интегрирование ур авнений ·с целью определения 
мгновенных значений и, v, w и т. д . .  становится при тур булен r
ном движении настолько ·сложным, что ·пр актически оно невы
полнимо.  Поэтому при изучении турбулентных потоков прихо
дится огр аничиваться р ассмотрением осредненной картины 
течения.  Таким обр азом, для описания тур булентных по·юков ис
пользуются осредненные ура1Внения, выт.екающие из вышепри
веденных ур авнений. Эти ур авнения носят имя О.  Рейнольдса .  

Ур авнения Рейнольд•са для несжимаемой жидкости (Q = 
=;oonst) при условиях, . когда можно принять v = const имеют в 

* Подробное изложение теории ортогональных криволинейных координаr и полная сводка формул, необходимых для перехода от прямолинейных коор
динат к криволинейным содержатся, например ,  в книге Н. Е .  Кочина « Вектор
ное исчисление и н ачало тензорного исчисления».  М. ,  ОНТИ, 1 934 г. 
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декартовой системе координат 'Следующий вид: 

iu = F - др + vv2u - [� (u'u' ) + � (u'v' ) + � (u'w')] ; 
d'IJ .х дх дх ду дz 
dv = F - др + vv2v - [� (u'v') + � (v'v' )+ � (v''lel')] ; 
d11 у ду дх ду, дz 
дw = F - др + vv2w- [� (u'w') +�(v'w') ..L �  (w'w')] . д'U z дz дх ду 1 дz 

Здесь и ,v,w - осредненные значения составляющих ско
рости; 

р- осредненное давление;  
u'v'w' - пульсации составляющих скорости; 

(u'v' ) ,  (w'v' ) и т . д . - осредненные произведения пульсаций ско
рости ;  

Ур авнения Рейнольдса (3 .8)  описывают р а спределение сред
них значен�:й u, v, w,  р и по ср авнению с ур авнениями (3 .3)  со
держат в ,квадр атных скобках дополнительные члены, обуслов-
ленные наличием пуль·саций. _ 

Оср едненное движение так же, как и ламинарное, расома г
р ивае'!'ся как слоистое. Каждому слою ооредненного пото.ка со
ответствует некоторое ·среднее значение скорости. Из слоя в слой 
перебр асываются 'Вследствие тур булентного перемешивания ком
ки или, как их называют, м о л и  ж и д к о с т и * . Эти комки 
переносят J!З слоя в слой некоторое количество движения .  Есл :-�  
в двух соседних слоях осреЩ'ненная скорость р азличная, то и ко
л ичест.ва движения (импульс) , получаемые и отдава·емые этими 
слоями ,  будут р азличными.  Этот обмен количеством движения и 
хар актеризуется дополнительными членами .  Процесс обмена ко
личеством движения .между слоями осредненяого потока в силу 
турбулентного пере.мешивания .молей называется турбулентным 
трением. • 

В близи поверхности тела (·стенки) , как показывает экспери
мент, тур булентные пульсации гасятся , и хар актер течения ста
новит•ся близким к ламинарному. Вблизи стенки существует топ
кий слой, где влиянием •r1ульсаций на  перенос импульса можно 
пренебречь. Этот ·слой, J'д� напряжение тpelrirя обусловлено обыч
ной (молекулярной) вязкостью, получил название д и н а-м и ч е
с к о г о  л а м и н а р н о г о п о д с л о я . Говорить о толщине 
ламинар ного подслоя можно лишь условно, так как за·тухание 
пульсаций по мере приближения к стенке Пlроисходит посте
пенно. 
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Описание темпер атурного поля в движущейся жидкости . (или 
газе) дает в общем виде ур авнение энергии (или баланса теп
л а ) , которое выводится н а  основе з акона  ·Сохранения энергии ;  
при этом привлекается доцолнительно закон теплопро·водности 
Фурье. Подро9ный вывод у•р авнения энергии дается во многих 
учебниках и моногр афиях по механике жидкости .  Опуская вы
вод этого ур авнения,  выпишем его для идеального газа при ус
ловиях, когда необходимо учитывать сжимаемость газа и р а боту 
сил трения (внутренние источники т·епла от.сутс·твуют ) : 

dT - -
ecv -= div q + p.Ф + p div V, (3 . 9) 

d'll 

г де Ф = [ ( да + дv ) 2 + (� + �) 2 + ( дv + _!!!!.__ ) 2 ) + 
д!/, дх дz дх дz дz 

+2 ( ( :: ) 2 + (:; ) 2 + ( �: ) 2 ]  -+ [div V]2; (3 . 10) 

div q= � (л.!!_)+� ( л!!_)+..i.. (л!!__) .  � � - � � h h 

Член div q в ·Пр авой части ур авнения (3 .9 ) учитЫiвает тепло ,  по
ступающее .в ·силу тепло!Проводности ; член JА.Ф учитывает н агре
вание жидкоости от внутреннего трения.  Функцию Ф называют 
д и •с с и п а  т и в н о й ф у н к ц и е й . Она учитывает тот факr ,  
что из - за  внутреннего тре'Ния механическая энергия рассеива -_,_ 
ется и частично переходит в те!Пло . Член р div V учитывает ра
боту ·сил давления.  

Из ур авнения неразрывности следует, что 

d iv V = -1 dQ • (3. 1 1 ) 
" Q d'll 

Следовательно, член, учитывающий р аботу сил давления, мож
но представить в виде . - р dQ p dtv V = - - .  

Q d'll 
(3 . 1 2) 

Для ·оовершенных газов, как известно, выполняется соотноше
ние 

P = eRI. 
С учетом последнего, работу •сил давления можно представить 
следующим выр ажением : 

р div V = dp - eR dT • (3 .  1 3) 
d"U d'll 

С учетом этих замечаний ура,внение энергии примет вид 
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П олученное уравнение энергии (3 . 1 4 )  описЫвает р а спред€лен ие 
мгновенных значений 'I'емператур . Оно спр аведливо как для л а 
минарного, так и для турбулентного течений . Однако при изуче
нии тур булентных потоков ,приходится органичиваться осреднен 
ной картиной ра·спредел'ения темпер атур . Пр ичины этого обеуж
дались выше. 

Ооредненное уравнение энергии,  описывающее распределение 
осред:н€нных температур в тур булентном потоке', можно полу
чить из ур авнения для мгновенных величин м етодом Рейнольд
са .  Выписывая конечный результат, мы огр аничимся случаем, 
когда можно пренебречь диссипацией энергии и р аботой си.'l 
давления.  !\роме того, будем полагать, что Л. = сопst ,  Q = Const ,  
с Р = coпst .  Для этих условий осрецненное уравнение энергии бу-
дет иметь вид -

- Q CP dT = ЛV2Т - QCP [_!_ (Т'u') + � (Т'v' ) + � (Т'w' ) ] , (3 .  1 5) d'U дх ду дz ' 

где dT = дТ + u  дТ + V дТ + W дТ ; 
d'IJ д u дх ду дz 

t\� 
Т' и' -1- S (T'u')d'f - оср едненное произведение пульсаций /11! 

о 
темпер атуры и составляющей скорости. 

Осредненное ур авнение энергии по ср авнению с ур а в нением 
для мгновенных значений содерЖ!fТ дополнИ'тельные члены , 
обусловленные пульсациями темпер атуры и скорости. 

Поскольку осредненное движение так же, как и ламинарное, 
р ассм атривается как слоистое, каждому сдою осредненного по
_тока соответствует некоторое осредненно€ значение темпер атуры,  
и перебрасываемые из слоя . в  слой комки (моди)  жидкости пе
реносят вместе с м а ссой из слоя в ·слой некоторое количество 
тепд а .  В резуд ьтате между слоями осредненного потока имеет 

место тепдообмен .  Процесс обмена теплом между слоями осред
ненного потока в силу турбулентного перемешивания молей на
зывается турбулентной теплопроводностью. 

При исследовании теплообмена в тур будентных потоках не
обходимо иметь в виду, что в непосред:ственной близости от 
стенки существует тонкий ламинарный поделай.  Передача теп
ла  через этот подсдой осуществляется тодыю путем обычной модекулярной теплопроводности. Эк·спериментами  у.становлено, что 
толщина подслоя, где основную роль играет .молекулярная (а н� 
тур булентная)  теплопровод'ность, в оrбщем случае отличается от 
толщины динамического ламинарного подслоя .  
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Рассм атривая уравнение энергии, мы можем заметить, что 
оно содержит в се.бе ·составляющие скорости и, v, w и их произ
водные, а также плотность Q и давление р. Эти вел и ч и н ы  я в л я 
ются функциями координат и времени . Для того чтобы выпол
нить интегриронание ур авнения энергии и найти распределение 
темпер атуры в потоке , необходимо знать р аспределеюrе состав
ляющих скорости и, v ,  w давления р и плотности Q в потоке . 
Ра-спределение •составляющих скорости и давлений описывается, 
как уже отмечалось, ·совокупностью--трех ур ав нений движения и 
уравнения нер азрывности. Бели к пяти уравнениям - ур авне
нию энергии, ур авнению нер азрывности и трем ур авнениям дв и 
жения - добаВiИТЬ шестое - ур авнение ·состояния f (p, Q , Т) =U, 
то получим совокупность шести уравнений для шести неизвест
н ы х  и, v, w, Q, р, Т. Бели при этом заданы функции Ср =с ( Т ) , 
f..t = f..t ( T) ,  Л = Л ( Т) ,  то мы р асполагаем з амкнутой системой ур а в
нений.  Совместное решение этих ур�внений пр и з а да н н ы х  ус,•ю 
виях однозн ачности дает искомое температурное поле в потоке 
После того, как будет найдено р аспределение 

'темпер атур ы в 
жидкости , мы мож·ем вычислить коэффициенты теплоотд а ч и  дл я 
всех точек поверхности тела,  привпекая для этого ур авнение 
конвективного теплообмена 

· 

а = л ( дТ )  , (T. - Tw) 
д
п J w 

где « - коэффициент · теплоотдачи в векоторой точке по
верхности омываемого жидкостью тела ; 

Т w - темпер атур а стенки ; 
Т . - хар актерная  температур а жидкости ; n - нор м аль к поверхности ; 

(дТ/дn) w - ·  градиент темпер атуры у стенки ; 
Л - коэффициент теплопроводности жид:кости . 

Совокупность упомянутых уравнений называется о б щ и  м: 
а н а л и т и ч е с  к и м о п  и ·с а н и е м т е п л о о т д а ч и .  

Явл ения теплоотдачи конкретизируются п р и  помощи усло в И Ji 
однозначности. В них входят: 

1 )  геометрия (фо_рма_ и р азмеры)  поверхности тел а ; 
2 )  физические условия [ (род жидкости, зависимости f..t (Т ) , 

Л ( Т ) , с ( Т ) ] ;  
3 )  начальные условия ( ра·спределение Т ,  и, р 'В нач ал ьный 

момент времени, т. е. при -r = O) ; 
· 

4)  гр аничные условия (значения Т, и, v, w, р на гр аницах 
потока ) . 

3.2. ПОДО Б И Е  Ф И З И Ч ЕСI(ИХ Я ВЛЕНИЯ 
Р анее было показано, что  конвективный теплообмен пред · 

стаiВляет собой класс сложных физических явлений , математи
ческое описание которых может быть представлено системой 
дифференциальных УJра'Внений . Эти уравнения, составленные н з  
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основаниИ законов физики, отражают свойства явлений общие 
для всего класса,  и .содержат большое количество р азнородных 
взаимосвязанных физических величин.  Решение такой системы 
дифференциальных уравнений в-стречается с м атематическими  
трудностям,и . Только в некоторых случаях и при целом ряде уп· 
рощающих предпосылок удается получить аналитиЧ·еское (или  
численное) решение. 

Х'  х -
t b  UJ . 

::.. [ "=* 
t- ·  • а · - - ·  г-и а 

11 и/. � -t--� r-ii и а - -r-- - г-
L l '  

!J ц "  � "' 
и; ::.. - 1--- - izu - --- - - f-' "=* 

!. "  
Рис. 3. 1 .  К понятию подобия физических явлений 

В овязи с этим ча сто приходиТ>ся обращаться к экспери ментам. При постановке ЭК'сперимента должно быть заранее известно, как построить модель для исследования явления, какие величины измерять при пронедении опытов, как обр а батывать полученные данные и на какие группы явлений можно р аспростр анить результаты . 
Ответы на  эти вопросы могут быть получены при и спользовании т е о р и и п о  д о б и я , .  которая дает метод иоследования сложных явлений, зависящих от большого коЛичества р азнородных. физических величин .  
Методы теории подобия применяются в аэродинамике, газодинамике, гидравлике и других отраслях науки. К исследова нию процессов конвекти вного теплообмена теория подобия была впервые применена Нуасельтом в 1 9 1 0  г. В последующие годы А. А. Гухманом , М. В. Кирпичевым, М. А. Михеевым, Л. И .  Седовым и другими советскими учеными была проведена бо 1Jьшая работа по дальнейшему развитию теории подобия. 
Напомним, что в геометрии  подобными называют фигуры, имеющие одну и ту же форму и обладаtощие свойством пропорциональности сход·ственных линейных р азмеров .  
Рассмотрим такой пример : если· изобр аженные на  рис .  3 . 1 три цилиндрические трубы с диаметр ами d; d' ; d" и длинами L; 
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L'; L" геометр ически подобны, то для них м огут быть составле
ны соотношения : 

Такие отношения .сходственных линейных р азмеров двух гео· 
метр ичее-ки подобных систем обозначают С и называют к о н
с т а н т о й  или м а •с ш т а б о ,м г е о м е т р  и ч е с к о г о п о д о
б и я .  

Очевидно, численные значения этих констант при пер емене 
систем отличны друг от друга : Ct =I= C2• 

Свойство пропорцион альности линейных р азмеров р ассма1 · 
риваемых систем позtволяет составить и другие соотношения.  
Н апример,  значения •отношений диаметров труб к их длинам бу
дут одинаковы для ·всех трех труб : 

d d ' d" . - = -- = -- = l .  L ·L ' L" 
Это отношение двух линейных р азмеров в одной и той же 

систем е  обозначают i и называют и н в а р  и а н т о м г е о м е т
р и ч е с  к о г о п о  д о б и я (инвариантность означает неизмен
ность ) .  Как .константы , так и инварианты геометр ического подо
бия являю'Гся величинами безр азмерными .  Нетрудно видеть, чтn 
при перемене систем зн ачение константы подобия изменяется, а 
значение ин:Варианта подобия остается неизменным, в то время 
как при  перемене л инейных р азмеров в одной и той же системе 
значение константы подо бия 'Сохр аняе'J\ся , а значение инвариан 
та подобия изменяется . 

По аналогии ·с геометр ическим подобием м ожет быть ввсде· 
но понятие подобия ф изических явлений. 

Ф изические явления одного кл асса могут р ассм атриваться 
как ·подо бные, если они проrекают в геометр ически подобных си- . 
стемах таким обр азом, что подобны поля всех однородных фи
зических величин, .  хар актеризующих эти явления , например :  
поля темпер атур , скоростей, плотностей, · давлений и т .  п .  Это 
означает, что в сходственных точках изучаемого простр анств а в 

сходственные моменты ,времени однородные tвеличины первого 
явления пропорциональны однородны м  величинам второго явл е 
ния .  Под однородными  следует понимать вел ичины,  имеющие 
один и тот же физический смысл и одну и ту же р азмер ность. 
Как уже упоминалось, геометрическое подобие является необхо
димой предпосылкой подобия физических я.влений.  

�· еловне подобия .полей физических величин также может 
быть выр ажено через константЫ и инварианты ф изического по
добия . · 

Константой физического подобия называется отношение од
нородных величин ·в двух сходственных точках расс.м.атривае-
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.мых систем.. При этом каждая физическая вел ичина имеет своКJ 
константу подобия ,  которая снабжается специальным подстроч
ным индексом .  Например ,  Си - константа подобия тю скоро
сти, CQ - константа подобия по плотности и т.  д. 

Если по ,трем геометрически подобным трубам ,  представлеп
ным на  р ис. 3 . 1, протекают физически подобные потоки, то усло
вие их физического подобия может быть выр ажено следующим 
образом . 

В сечениях потоков, р асположенных от начального на  р ас
стоянию{ х, х', х", возьмем точки а· н а  осях потоко/В и точ.ки Ь -
на р а сстояниях от осей у, у', у". Условие одноименности этих то
чек овязано с константа м и  геометрического подобия : 

x'jx = y'jy = C1; х"/Х = У"/у = С2.  

Бел и  в намеченных точках а и Ь значения �скоростей и ,плот
ностей потоков обозн ачить сооТ!Ветственно Ua, иь, Qa, Qь,  то кон
станты подобия по скорости и плотности будут иметь вид: 

, , ,, " 
cQt = � = � ; c�2 = � = � -Qa Qь Qa Qь 

Аналогичные соотношения могут быть соста,влены для всех 
физических ,величин,  хар актеризующих р ассм атриваемое явле
ние.  

Очевидно, при перемене ср авниваемых систем численные 
значения ,констант физического подобия р азличны : 

Cul ::j:: Cu2 ; CQl ::j:: CQ2 · 

Итак,  подобие полей физических ,величин в геом етр ически по
добных систем ах означает ·пропорцИональность однородных ф.и
зических величин в �сходственных тччках этих 'систем .  Иначе го
воря ,  подобные поля однородных физичеок,их величин 1В сход
ственные моменты времени р азличаются только неодинаково
стью их м а�сшта'бов .  

Следствием 1подо6ия tполей однородных физических �величин 
являет�ся tподобие оср�едненных зн ачений этих величин,  а та1кже 
подобие их гр адиентов.  

У�словия физического подо бия полей однородных величин мо
жет быть ,выр ажено и через инварианты подобия .  

Для систем, изобр аженных н а  рис .  3. 1, инвар ианты подобия 
физических величин могут быть представлены как отношения 
значений этих tвеличин в точ,ках «а>> и «Ь» ,к значению на  осях 
потоков.  Так,  например,  инвар и анты подобия по скорости и 
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плотности будут иметь вид 
1 • l . иь иь иь . ,.= - = -- = --, и 1 • 

а ua ua 
. Qь Q; Q; 
lQ = - = - = -- . 

Qa Q� Q: 
Очевидно, значения инвариантов подобия 'од

-
нородных вел и

чин при перемене си,стем остаются неизменными .  ,Е<;ли р ассмат
риваются осредненные значения физических величин, то в каче
с�ве инвариантов подобия может быть принято, н а пр и мер,  отно
шение осредненного значения какой-либо физической величины 
в рассматриваемом ,сечении к ооредненному значению этой же 
величины в начальном сечении  потока . 

З начения конста нт и инвариантов подобия р азнородных ф и
зических величин в общем случае численно нердин аковы : C" =l= 
=I= CQ ; iu = l Q , но они связ аны между собой, если эти физические 
величины зависят друг от друга .  В о  м ногих случаях связ'ь м еж
ду физическими величинами  может быть представлена в вид� 
ур а1внений (в  том числе и дифференциальных) , которые назы
ваются у р а  в н е н и я м и с в я з  и .  С их помощью инварианты 
подобия могут быть получены не только в виде симплексов (т .  е. 
отношений двух однородных величин ) ,  но и в виде безразмер
ных комплек,сов, составленных из р азнородных ф изических ве 
личин .  Такие безр азмерные инварианты-комплексы и являютс.п 
к р и т е р и я м и * , или ч и с л а м и п о  д о б и я, характеризую
щими р а ссм атр!Иваемое явление.  Очевидно, количество их всег
да окаже11ся М'еньше количества р азмер ных физиче·ских величин_ 

3.3. Т Р И  Т ЕОР ЕМЫ ПОДО Б И Я  

Пр именяя теорию [JОдобия для исследования сложных явле
ний, используют три' основных теоремы подобия.  

Первая  теорема подобия фор мулируется следующим образом_  
Для подобных между собой явлений одноименные критерии по
добия численно одинаковы. Н а,пример,  

Re = idem; Pr = idem ; Nu = idem и т. д. 
Р авенство одноименных критериев п одобия,  представляющих 

собой один аковые инварианты-ко мплексы, является следствием 
подо�ия физических явлений и п одтверждается возможностью 
получения критериев подобия из уравнений связи.  Критер ии по
добия всегда безр азмерны и имеют определенный физический 
смысл. 

Критерии,  составленные из физических величин, входящих в. 
усло.вия однозначности,  н азываются о ·п р е д е Л я ю щ и  м и .  О п-

* Критериям подобия принято присваивать имена известных ученых; 
обозначают их обычно двумя первыми латинскими буквами этих имен. На
пример: Re - критерий Рейнольдса ;  Pr - критерий Прандтля; Кi - крите
рий Кирпичева. 
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р е д е л я е м ы м и называются кр итер ии,  в которые входит ис
комая величи н а ;  н апр имер : коэффициент теплоотдачи, н апряже
ние трения и т.  д.  Деление кр итер иев подобия н а  определяющие 
и определяемые в известной мер е условно.  В некоторых случа�х 
они могут меняться местами .  

Втор ая теорема подобия может быть сфор мулиров ана следу
'ющим образом.  Между определяе.мьt.ми и определяющими крите
риями существует определенная связь, .математически выражен
ная в форме однозначной функциональной зависимости. На
пр имер , 

Nu = f ( Re, Pr, G r  . . . ) . 
Значение этой теоремы з а ключается в том,  что она указывает 

на возможность представить матем атическое описание р ассм ат
риваемых физических явлений в виде функцион альной з ависи
м ости между критериями подобия,  что придает всему анализу 
обобщенный хар актер . 

Функциональная з ависимость определяемого критерия от дру
гих критериев, хар актер изующих р ассматр иваемое явление, на 
зывается к р и т е р  и а л ь н ы м у р а в н е н и е м . 

Втор ая теорема  подобия указывает, как должньr быть обр або
таны р езультаты экспериментальных исследований ' изуча.емого 
явления, т .  е . они должны быть представлены в виде зависимо
�ти между безр а�мерными критериями подобия,  а не  между от
дельными р азмерными величинами .  

В есь класс явлений можно р азделить н а  ряд отдельных 
групп, отличающихся друг от друга условиями однозначности. 
Совокупность процессов, описываемых одина ковыми по фор ме и 

�одерж анию р азмерными ур авнениями и одинаковыми по форме 
и содержанию условиями однозначности, называют г р у п п о й  
(или  родом) я в л е н и й .  Явления,  'ВХодящие •в одну группу, мо
гут ·р азличаться л ишь тем, что вел�чины, входящие в р азмерные 
у•словия однозначности, могут иметь р азные численные значе
ния (и  вследстви·е этого могут быть р азными определяющие 
критер.ии) . 

Кр итериальные уравнения не  являются универсальными з а 
висимостя м и ;  о н и  спр аведливы только для группы явлений, и 
область их применения огр аничен а .  Отсюда следует, что для 
пр а ктического использования кр итериальных ур авнений должны 

б ыть установлены !Пределы их применимости . Это означает, что 
н адо уметь р аспознавать группу явлений.  

Третья теорема  фор мулируется следующим обр азом.  
Условия, необходимые и достаточные для подобия физических 

явлений, заключаются в подобии условий однозначности и ра
венстве одноименных определяющих критериев подобия. 

Н а  положениях третьей теоремы основан метод исследования 
сложных явлений на моделях, в котор.ых изучаемое явление дол
жно осуществляться подобно тому, как оно прот�ка ет в образце. 
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Необходимые и достаточные условия дл я выполнения такой 
модели з а ключаются в подобии условий однозн ачности и р авен 
ства одноименных определяющих критериев подобия в обр азце 
и модели .  · 

Из изложенного следует, что экспериментальному исследова
н ию должен предшествовать теоретический ан ализ,  н а  основа 
нии которого должны быть установлены физические величины,.. 
характер изующие р ассм атриваемое явление,  составлены условия 
однозначности и сфор мулированы ур авнения связи,  если . явле
ние исследуется впервые.  З атем должны быть выявлены крите
р ии подобия , среди которых следует выделить определяемый 
критерий,  содержащий искомую величину. Далее ,  при  проведе
нии экспериментов должны быть измерены величины, входящие
в установленные критерии подобия.  Результаты обр аботки опыт
ных данных должны быть представлены в критер и альной форме,  
т. е .  в виде з ависимости определяемого критерия от определяю
щих.  НайденнаЯ з ависимость может быть аппр оксимиров ана в. 
виде соответствующего эмпирического ур авнения ( критериал ь-
ное ур авнение) с указ анием пределов его применимости. 

3.4. П О Л УЧ Е Н И Е  I(Р ИТЕР И Е В  П ОДО Б И Я  

Для п
_
олучения кр итериев подобия из диффере�циальных: 

ур авнении существует несколько м етодов ;  к ним относятся : ме
Т()Д п р  е о б р а· з о в  а н и й подобия,  м етод п р  и в е д е н и я 'ур ав
нений к безр азмер ному виду и метод и н т е г р  а л ь н ы  х а н а 
л о г о в .  В тех случаях когда вследствие  сложности явлений
ур авнения связи отсутствуют, н о  и меется перечень физинеских: 
величин, характеризующих явление,  вид кр итериев подобия и не
обходимое число их могут быть установлены с помощью метода 
анализа р азмерностей. 

Р ассмотрим получение критериев подобия м етодом пр еоб р а 
зований подобия.  Возьмем из дифференциальных ур авнений: 
связи для процесса теплоотдачи при  отсутствии внутренних ис
точников тепла и умеренных скоростях движения жидкости, т.  е. 
без учета сжим аемости и диссипации кинетической энергии. 

Представим,  что плоская поверхность твердого тел а омыва
ется жидкой или газообр азной средой, темпер атур а которой от
личается от темпер атуры поверхности. Вс.'Iедствие этой р азности 
темпер атур возникает процесс теплоотдачи,  и количество тепл а ,  
проходящее чер ез едияицу поверхности в единицу времени, т. е .  
плотность теплового потока (удельный тепловой поток) ,  н а  осно
вании ур авнения Ньютон а может бьrть представлено так :  

qw = a/!.T. 

Р ассмотрим двухмерный случай и р асположи� прямоуголь
ные оси координат так,  что ось Х совпадает с поверхностью тел а .  
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Ур авнение теплоотдачи в этом случае  запишется следующим об
р азом : 

ад..Т = -л (_!I_) . au w (3 . 1 6) 

В соответствии с положениями, изложенными в р азд. 3 . 1 ,  для 
аналитического описания р ассматриваемого явления должны 
быть составлены также уравнения энергии, движения и нераз
рывности (сплошности ) ,  кЬт�рые н а  основании ур авнений (3 .3) , 
(3 .8 )  могут быть представлены для р ассматриваемого случая в 
следующем виде : 

уравнение энергии -
дТ +и дТ + v  дТ = а [ д2Т + д2Т ] ' (3 . 17) 
д� дх ду дх2 ду2 

где a = 'A/ (CpQ) - �коэффициент темпер атуропроводности; 
ур авнения движения -

Q да +Q (
и�+v !!!:..)=Qgx-�+t-L ( д2а + д2а ) ; 1 

д� дх ду дх дх2 ду2 

Q :� +Q (и :; + v :; ) =Qgy- :; +t-L (:; + :U�) , 
(3 . 1 8) 

где pgx и Qgy - проекщш массовых сил (н�пример,  сил тяже
сти ) , оп1есенных к единице объема ;  

уравнение нер азрывности -
да + дv = 0. (3 . 1 9) 
дх ду 

Ур авнения (3 . 1 6 )  -;-(3. 19 )  являются для р ассматриваемого 
случая ур авнениями связи. Из этих ур авнений следует, что ос
новными физическими величинами,  влияющими на процесс теп
лоотдачи, являются те:пло!Проводно.сть (Л) , теплоемкость (ер ) ,  
плотность (Q ) ,  вязкость ( f.-t) , время ('r) и скорость (и ,  v ) , причем 
влияние темпер атуры проявляется через физические пар аметры 
среды ( Л, Ср, р и 11) . 

Представим себе две геометрически nодобные системы, в ко
торых осуществляются подобные явления конвективного тепло
обмена .  Очевидно уравнения связи для обеих систем буквенно 
одинаковы .  Так, если ур авнения (3 . 1 6 ) - (3. 1 9 )  являются урав
нениями связи для первой системы,  то для второй системы дол
жны быть составлены такие же ур авнения, в которых, одн ако, 
все физические величины должны быть отмечены одним штри
хом . Например,  уравнение конвективного теплообмена для вто
рой системы будет иметь вид 

а' М= -Л' ( :: )w· 
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Аналогично могут быть записаны ур авнения энергии, движения 
и неразрывности . 

Поскольку у подобных явлений поля однородных физических 
величин отличаются только их масштабом,  все физические вели
чины, входящие в уравнения связи второй системы, могут быть 
выр ажены через физические величины первой системы, умно
женнЬiе на соотве'Гствующую константу !Подобия.  

Обозн ачив отношение сходственных линейных размеров,  т. е. 
константу геометрического подобия Cz = x'fx = y'/y, константу 
подобия по скорости Cu= и'/и= v'/v и все констанп;.I подобия 
других физических величин С с соответствующими подстрочными 
индексами,  получим уравнения связи для второй системы в сле
дующем виде : 

уравнение конвективного теплообмен а  -

Са.Ст (аА.Т) = Сл Ст [-л ( дТ ) ] ; · (3. 20) Cz ду w 
ур авнение энергии -

Ст ( дТ ) +  CuCт (u дТ + v дТ )= СаСт (а д2Т + а�д2Т) ; 
С� д11 Cr дх ду с' дх2 ду2 

ур авнение движения для оси х -
С Са ( !!!.. )+ CQC� (Qи ди + Qv !!!..)= Q с� Q д'ТJ -с1 дх ду 

: , Ср ( др ) C11Cu ( д2u д2и ) . =CQCg (QgxJ - с, дх + с� р. дх2 + р. ду2 ' 

(3 . 2 1 ) 

(3 . 22) 

аналогично может быть составлено ур авнение движения и 
для оси у ;  

уравнение неразрывности -

CQ (�)+ CpCu [д (QU) + д (Qv) ]= О. (3: 23) 
� � � � � 

Из ·сравнения ур а1внений (3 . 1·6) и (3 .20 )  .следует, что, · по
с.кольку оба ур авнения .спр аведливы, ком,плексы, обр азова1вшие
ся из констант 1подобия в уравнении (3 .20) , должны •сокр атить
ся, т . -е .  они численно равны: 
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З аменив константы подобия отношением соответствующих 
физических величин, получим безразмерный инвариант-комп
лекс :rt1, численно одинаковый для обеих •систем : 

al a ' l ' - - -- - :rt  Л - Л ' - 1 ' 

tде l - некоторый линейный р азмер,  характеризующий рассмат
риваемую си'Стему, так называемый о п р е д е л я ю  пi и й р а эм е р . 

Полученный инвариант носит название к р и т е р и я (числа )  
Н у с с е л ь т а  

Nu =� .  л 
На основании таких же сообр ажений из сравнения уравнений 
(3 . 1 7 )  и (3 .2 i ) могут' быть составлены следующие выражения : 

Ст СuСт СаСт - = -- = --
с"С с, с� 

Сравнивая их попарно и приводя к единице, получим 

СаС-с С с,_ --2-= 1 ; -"- =  1 .  
С1 Са 

З а меняя константы подобия отношением переменных вели
чин, получим инварианты-:компл·е�сы 

а12 ul - = :rt2 ; - = :П:в, [2 а 

которые также являются критериями подобия. Пер:аый - крите
рий (число) Фурье 

Fo = а-о 

[2 
' 

второй - критерий (число) Пекле 

Ре = � .  
а 

Из ср авнения уравнений (3 . 1 3 )  и (3 .22) получим равенство 
следующих комплексов,  составленных из констант пещобия : 

CQCu = -CQc; 
= CQCg= Ср . ср.;и 

С-. С1 Cz С1 
�алее следует р ассмотреть р авенства полученвых комплексов 
nопарно и привести их к единице. 
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. Разумеется, сопоставить комплексы попарно можно любым 
образом, однако удобнее пользоваться уже принятыми и вошед
шими в практику следующими комбинациями :  

CrPu = С0С� 
с'С с, 

Cu C 
отсюда r--'C = 1 ; 

с, 

СоС� � С С 
с, - Q g• отсюда с� -- 1 ,· CgCz 

2 • CQCU Ср -- = -- ,  с, � 1=-� Cz 
Ср - . отсюда -- -- 1 ,  

с0с; 
с
0

с; Cp.Cu 
--= -- ,  с1 с2 • l 

1 . 

Заменив в полученных выр ажениях константы подобия отно
шением переменных величин, получим следующие критерии по
добия : критерий Струхаля 

Sh= U11 
' l 

который часто н азывают критерием гомохронности и обознача
ют Но ;  

u2 • 
критерий Фру да Fr = - ; ' gl 
критерий Эйлера Eu = � ; 

, Qu2 

критерий: Рейнольдса Re = 
иlQ • /1. 

Ур авнение неразрывности не дает новых критериев подобия и 
может не р ас·сматриваться . 

Напомним,  что последние четыре критерия ( Sh, Fr, Eu, Re) 
получены из ур авнений движения, составленных без учета влия
ния свободной 1юнве.кции. Однако, если движение среды обус
ловлено свободной конвекцией, возникающей вследствие разно
сти плотностей нагретых и холодных частиц среды, в уравнении 
движения (3. 1 8) вместо силы тяжести, отнесенной к единице 
объема (Qg) , ·следует учесть действие подъемной силы,  вызван
ной р азностью плотностей. Такая замена позволит получить но
вый критерий подобия, учитывающий влияние свободной кон
векции.  Рассмотрим пример получения этого критерия для ста
ционарного процесса свободной конвекции. Итак, под действием 
подъемной силы нагретые частицы начнут подним аться вверх, а 
холодные будут опускаться вниз. Величин а этой силы, отнесен-
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на я к единице объема,  р авна g (р0-р) , где р0 и р - плотность 
холодных и н агретых частиц среды. 

Поскольку ,в  данном случае давление среды остается посто
янным. и разность плотностей возникает только вследствие раз 
ности темпер атур , подъемная сила может быть выражена через 
коэффициент объе�ного р асширения �· Плотность холодных ча
стиц Qo= Q ( l  + fi.L1T) , следовательно Qo-Q= p�L1T, и выр ажение 
подъемной силы, отнесенной к единице объема ,  примет вид 
g(l�L1T, 'где L1T - разность температур , rвсле.LI;ствие ,ко�юрой воз
никает свободная конвекция (L1T= Tw-T1) . 

Ур авнения (3 . 1 8 ) с учетом действия этой силы при безнапор
ном движении носят н азвание у р а в н е н и й с в о б о д н о й 
к о н в е к ц и и и при стационарном процессе теплообмена 
(дТfд,; =О ;  ди/дт = дv/дт: =О) и меют следующий вид: 

Q (и �+v �)=QgxMT+ p. ( д2u + д2и ) ; 1 
дх дg дх2 ду2 

Q (и _дv_+v _дv_ ) =Qgy�llT+ р. (-д2_v +-д2_v ) . 
дх ду дх2 ду2 

(3 . 24) 

З аметим, что из сравнения ур авнений (3 . 1 8 )  и (3 .24) видно, 
как могут измениться уравнения связи в зависимости от усло
Rий однозначности . Так, уравнения (3 . 1 8) составлены для неста
ционарного движения,  перемениого давления и с учетом действия 
си.т1ы тяжести, а ур авнения (3 .24) - для стацион арного движе
ния, постоянного давления и с учетом действия подъемной силы 
вместо силы тяжести. 

Для получения критериев подобия из ур авнений (3.24) мето.: 
дом преобр азований подобия можно р ассмотреть одно из этих 
ур авнений  и получить следующие р авенства : С� C�'-Cu 

CQ -= C,pgC�CAТ =-- . _Cz с� 
Ср авнивая полученные комплексы попарно и приводя их к 

единице, получи м  

1 ;  1 . 

Есл.и заменить константы подобия отношением однородных 
физических величин,  из первого р авенства получим критерий по
.J.Обия Рейнольдса Re= ulQ/J1, а из второго может быть получен 
критерий 

л: .  
- Одн ако при движении среды, вызванном только свободной кон

векцией, значение скорости не  входит в условия однозначности, 
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так как р аспределение скоростей всецело з ависит от распределе
ния темпер атур , следовательно, полученные критерии . нельзя 
рассматривать как определяющие при чисто свободном движе
нии. Мы должны получить критерий подобия,  в который не вхо
дит скорость, и можем это сделать, р азделив Re на :rt. 

Полученное таким образом выражение носит название к р и
т е р  и я Г р а с г о ф а и имеет следующий вид: 

G r = Q2g�11Tlз • • 1-'-2 
Принимая во вним ание, что !1/Q=V критерий Gr представляют 
обычно в таком виде : 

G r 

Из р ассмотр-енного пример а следует, что при получении кри
териев подобия допускается несколько изменять вид их. Можно, 
например ,  перемножить или р азделить два критерия друг на дру
га и пqлучить новый критерий. Целесообразность таких видоиз
менений обусловливается возможностью определения величин, 
входящих в критерии подобия. Так, в некоторых случаях при ис
следовании процессов теплообмена,  вводится критерий Стантона 
St, который получается в результате деления критерия Нусеель
та на критерий Пекле :  St= Nu/Pe. 

Принимая во внимание, что 
al ul Nu = - ;  Ре = - ,  Л а 

где а = -л _ _  коэффициент температуропроводности, CpQ 
получим 

St = -a- .  QUCp 

Как уже упоминалось, метод иреобразований подобия не  яв
ляется единственным способом получения критериев подобия из 
ур авнений связи. 

В гл. XI приводится пример получения к-р.итериев подобия 
приведением ур авнений связи к безразмерному виду. 

В тех случаях кьгда исследователь не р асполагает уравнени
ями связи, критерии подобия могут быть установлены методом 
анализа размер ностей ,  изложенным 'В р аботе [ 1 22]. 

3.5. Ф И З И Ч ЕС К И й СМЫСЛ I()Р ИТ ЕР И ЕВ ПОДО Б И .Я 

Рассмотрим физический смысл всех полученных нами крите
риев подобия, из которых критерии  Sh, Fr, Eu, Re называют 
к р и т е р и  я м и г и д р  о д и н а м и ч е с  к о г о п о  д о б и si, а Nu, 
Ре, St, Fo, Gr - к р и т е р  и я м и т е п л о в о г о п о  д о б и я .  
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Критерий Струхаля Sh = ит:/l (или ;критер ий гомохронности 
Но= ит:l) . Этот критерий можно р ассматри!3ать как отношение 
времени протекания процесса т: к времени, в течение которого 
элемент р ассматриваемой среды, движущийся со скоростью и, 
проходит р асстояние l. _ 

Как уже указывалось, этот критерий н азывают критерием го
мохронности, т.  е .  временной однородности. 

Критерий Sh является определяющим при исследовании не
стационарных или периодически повторяющихся явлений в гид
родинамических 'Системах (например,  отрыв вихрей ) . 

Критерий Фруда Fr = и2/ (gl) . Его физический смысл может 
быть пояснен, если умножить и р азделить его выражение н а  Q · 
Тогда Fr = Qи2/ (Qgl) и полученное выражение можно р ассматри
нать как меру отношения кинетической энергии потока к работе 
силы тяжести. Таким обр азом критерий Fr характеризует относи
тельную величину сил тяжести. Поэтому он входит в число опре
деляющих критериев,  когда существенны гравитационные эффек
ты. Когда движение совершается в горизонтальной плоскости и 
действием сил тяжести можно пренебречь, критерий Fr выпада
ет из числа определяющих. Если движение среды возникает 
вследствие свободной конвекции, то, как было ш;>казано выше, 
вместо Fr в число определяющих вводится критерий Gr= 
= g�i'1Tl3/v2, учитывающий влияние подъемных сил, обусловлен
ных р азностью плотностей нагретых и холодных частиц среды. 

Критерий Эйлера Еи= р/ (Qи2) . Он представляет собой отно
шение статического давления к скоростному н апору. Легко пока
зать, что он связан с числом Ма_ха М, которое, как известно, яв
ляется отношением скорости движения среды к скорости распро
странения звука в этой среде. 

Если  !Принять во внимание, что Q = 1 /V  и умножить числитель 
и знамен атель на показатель адиабаты k, получим 

Eu = 
pvk = kRT = -1 - . 
ku2 ku2 . kM2 

При теплообмене в дозвуковых течениях (М< 0,7 ) статиче
ское давление изменяется м ало и критерий Eu не  является опре
деляющим. Пр и  теплообмене в потоках, движущихся с больши
ми скоростями,  как будет показано в последующих главах,  вли
яние числа М существенно сказывается .  

При исследовании гидр авлических систем критерий Eu пред
ставляют иначе,  з аменяя абсолютное значение статического дав
ления р р азностью статических давлений 1'1р в других точках сис
темы. Тогда э110т кр итер ий mринимает ·вид Eu = i'1p/ (Qи2) и пред
ставляет собой меру отношения перепада статических давлений 
к скоростному напору. В таком виде критерий Эйлер а является 
определяемым при исследовании гидродинамических сопротивле
ний в каналах.  
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Критерий Рейнольдса Re = иlfv может быть представлен в 
иной форме, если умножить числитель и знаменатель н а  ско
рость и и пр инять во внимание, что v = �t/Q : 

Qa2 
",. (U/l) Re 

Это выр ажение можно р ассматривать как отношение инерцион
ных сил к силам  вязкого тр ения, что и является одной из основ
ных хар актеристик движущейся жидкости. 

Силы вязкого трения упорядочивают движение жидкости и 
nротиводействуют возмущениям,  которые нарушают форму те
чения;  соответствующую геометрии русла .  Нарушения упорядо
ченной формы течения способствуют возникновению инерцион
ных сил, которые в свою очередь усиливают неупорядоченность 
движения . 

Таким обр азом , силы вязкого трения и инерционные силы яв
.1яются фактор ами,  оказывающими на течение жидкости nроти
воnоложные влияния, и р азвитие хара ктера движения зависит 
от интенсивности влияния этих факторов . 

Если преобладают силы трения - движение жидкости упоря
доченное, ламинарное;  если преобладают инерционные силы -
движение жидкости неупорядоченное, турбулентное. 

Итак, хар актер движения жидкости связан  с численным зна
чением критерия Re - малым значениям его соответствует ус
тойчивое ламинарное движение, с возр астанием Re устойчивость . ·  
этого движения уменьшается ; при некотором критическом зна
чении Re ламинарное движение переходит в турбулентное. 

Изменение характер а движения жидкости влечет за  собой из
менение физического механизма переноса количества двиясения 
тепла и м ассы. Пр и  ламинарном течении ясидкость двиясется па 
р аллельно поверхности и механизм переноса осуществляется 
микропроцессами мо.1екулярной nрироды. При турбулентном 
движении возникают м акроскопические, молярные процессы пе
реноса,  вызванные смешением конечных м асс в виде отдельных 
КОМОЧКОВ >КИДКОСТИ,  МОЛеЙ . 

Из из.1оясенного -следует, что критерий Рейнольдса представ
ляет собой меру относительной величины потоков количества 
двиясения , осуществляемых молекулярным и молярным процес
сами переноса .  

Критерий Нуссельта Nu = al/Л. Физический смысл критерия 
Nu моясет быть пояснен, если умноясить и р азделить его выр аясе
ние на  некоторый темпер атурный н апор /1Т: 

Nu аАТ 
АТЛ/l 

Полученное выр аясение моясно р ассматривать как отношение ве
личины плотности теплового nотока,  переданного в процессе теп-
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лоотдачи, к величине плотности теплового потока, прошедшего 
через слой толrциной l вследствие его теплопроводности.  

Следовате.'Iьно, если бы значение Nu было р авно единице, это 
означало бы, что процесс передачи тепла через слой жидкости 
то.'Irциною l осуrцествляетсЯ только теплопроводностью. 

Физический смысл критерия Nu можно пояснить иначе, если 
р ассматривать Nu как отношение коэффициента теплоотдачи а к тер мической проводимости слоя' жидкости толrциной l :  

Nu =� . 
afl 

Таким образом кр итерий Nu характеризует увеличение интенсив
ности теплообмен а  действием конвекции .  При �сследовании яв
лений конвективного теплообмен а  критерий Nu является опреде
ляемым,  так как в него входит искомая величина а.  

Критерий Стантона St = а/ ( с;иQ ) также является определя
емым и вводится в некоторых случаях вместо критерия Nu. Фи
з ический смысл критерия St может быть установлен, если умно
жить и р азделить его выр ажение на некоторый темпер атурный 
напор !J.T:  

St= --aд_T_ UQCpдT 
Тогда в числителе получится плотность теплового потока ,  пере
данного в процессе теплоотдачи, а в знаменателе - удельный 
тепловой поток, переносимый жидкостью, Движуrцейся со

. 
скоро

стью и. 
Критерий Пекле Pe = иlfa. Для выЯ'вления физического 

смысла этого критерия заменим в его выр ажении коэффициент 
темпер атурапроводности а соотношением параметров а = 
=Л/ (СрQ ) .  Тогда критерий Ре  примет вид 

UCpQ 
Ре = -- . 

Лjl 

Далее, аналогично предыдуrцему, умножим и р азделим это выра
жение н а  величину темпер атурного н апор а !J.T. Тогда в числите
л е получится величина теплового потока ,  переносимого жидко
стью, движущейся с_о ·скоростью и через единицу 1плоrцади, а n 
знамен ателе - величина теплового потока,  проходяrцего через 
с.1ой толrциной l вследствие его теплопроводности . В таком ви
де критерий Ре  можно р ассматривать как меру относительной 
р оли молярного и молекулярного переноса тепла .  

СопоставлЯя выр ажение критерия Пекле Pe = иlfa с выра
жением крИтерия Рейнольдса R.e = 'иl/v, з аметим,  что числители 
их тождественны,  а знамен атели представляют собой физиче
ские параметры жидкости, в первом случае - коэффициент 
темrп·ер атуропроводности а, во втор ом - коэффициент ,кинема·ти
ческой вязкости v . Обrцность структуры этих критериев объясня-

8 1  



ется тем, что они представляют собой аналогичные хар актери
стики процессов переноса тепла (Ре )  и количества движения 
(Re) . 

Поскольку р азличие критериев Ре  и Re проявляется только 
в физических параметр ах а и v, целесообразно выделить эти па
раметры в самостоятельный критерий.  В связи с этим критерий: 
Пекле р азделяют на два критерия путем умножения и деления 
его выр ажения на коэффициент кинематической :аязкости v :  
величина . иl/v является критерием Рейнольдса ,  а отношение 
v/a н азывают критерием Прандтля.  

Критерий Прандтля Pr =v/a. · 
Если принять во· внимание, что v =  JA./Q, а = Л! (CpQ ) ,  выраже

ние критерия Pr может бы_ть представлено так :  

р.Ср Pr = - · л 
Характерной особенностью этого критерия является то, что 

он построен из физических параметров и поэтому для данной 
жидкости он сам представляет некоторый безразмерный физиче
ский пар аметр , имеющий определенное значение, зависящее от 
температуры .  

Для капельных жидкостей значение Pr больше единицы и 
для очень вязких жидкостей достигает больших значений, поряд-

, ка 1оз. Для жидких металлов значение Pr м ало (порядка 10-2 и· 
меньше)  вследствие их высокой теплопроводности. Для газов 
значение Pr порядка единицы. Для идеальных газов оно может 
быть вычислено согласно кинетической теории,  причем у газов 
одинаковой атомности численные значения Pr одинаковы и не за
висят от давления темпер атуры.  

Значения критер.ия Pr для идеальных газов нижеследующие. 
Атомность газа Pr 1 . . . . 0,67 2 . . . . 0,73 3 . . . . 0,80 4 и более 1 ,00 

Для воздуха Pr � 0,7 и это значение мало изменяется с · и з 
менением темпер атуры .  

Хар актерной особенностью газов, у которых Pr = 1 ,  является 
одина:ковый закон изменения скорости и темпер атуры в без
гр адиентном rпограничном слое. 

Критерий Фурье Fo = a-r:/12 можно р ассм атривать как отно
шение времени протекания процесса 't' к времени перестройки 
температурного поля среды 12/а, пропорциональному квадр ату 
линейных р азмеров системы и обр атно пропорциональному тем
пер атурапроводности среды. 

Критерий Fo называют к р и т е р  и е м т е п л о в о й г о м ох р о н н о с т и и включают в число определяющих при исследо- . 
вании нестационарных процессов теплообмена .  
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Подводя итоги изложенному, следует отметить, что крите
рии гидродинамического подобия Fr, Eu, Re являются мер ами 
соотношения сил ,  действующих в движущейся жидкости. 

Критерии теплового подобия Nu, St,  Ре являются мер ами со
отношения тепловых потоков в движущейся жидкости: .  Критерий 
подобия Gr хара ктеризует действие подъемных сил, но р ассмат
ривается как критерий тепловОiо подобия,  так как эти подъем
ные силы возникают вследствие теплообмена .  

Гидродинамический критерий Sh (Но)  и тепловой критерий 
Fo являют-ся мер ами  соотношения отрезков времени и характери
зуют протекание нестационарных процессов.  

Напомним , что р ассмотренные критерии подобия получены 
для определенных, сфор мулированных нами условий ;  поэтому 
перечень их не  является исчерпывающим для все* многообр аз
ных явлений конвективного теплообмена .  В этой главе показавы 
только способ получения критериев подобия и их физический 
С МЫС,/1 . 

Некоторые из критериев подобия содержат линейный р азмер 
1, который н азывают определяющим,  или хар актерным,  р азме
ром.  В зависимости 9т геометрических условий р ассматривае
мой задачи определяющие р азмеры могут быть р азличны.  Так,  
если исследуется теплообмен в круглых каналах, то определяю
щим размером является внутренний диаметр канала ( l = d) ;  ес
ли канал некруглого сечения,  обычно за ·  определяющий р азмер 
принимают эквивалентный диаметр : 

�;"Де F - поперечное сечение канал а ;  
И - периметр- канала .  

Если исследуется теплообмен при продольном обтекании 
плоской пластины,  l р авно р асстоянию от передней кромки 
( l = x) .  Могут быть и другие случаи выбор а определяющего р аз
мера ,  что всегда должно быть указано при составлении критери
альных уравненИй. 

в_ некоторых случаях для указания опреде.тшющего р азмер а  
используются подстрочные индексы . 

3.6. GОСТАВЛ Е Н И Е  КР И Т ЕР И АЛ Ь Н ЫХ УРА В Н Е Н И Я 

Н а  основании положений первой теоремы у подобных явле
ний конвективного теплообмена одноименные крИтерии подобия 
должны быть численно одинаковы. 

Следовательно, если в геометр ически подобных системах 
протекают физически подобные процессы теплоотдачи, то во всех 
сходственных точкцх этих систем должны быть численно одина-
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ковы все критерии подобия - Nu ( или St) , Re , Pr, Gr,  Fo, Sh 
и т. д .  

По положениям второй теоремы подобия описание явления 
конвективного теплообмена может быть представлено в виде 
функциональной зависимости между критериями подобия.  При 
этом в качестве определяемого следует выделить критерий Nu 
или критерий St, так как в них входит искомая величин а - ко
эффициент теплоотдачи а. 

Однако установить вид функции при таком большом количе
стве переменных практически невозможно. Пользуясь положени
ями третьей теоремы подобия , можно уменьшить чис.10  
определяющих критериев, р азделив явJ)ения конвективного теп
лообмена на ряд групп, отличающихся друг от друга усложне
ниями · однозн ачности. Так, н апример,  отдельно р ассматривают
ся группы явлений при стационарных и нестационарных процес
сах теплообмена .  При стационарных процессах dT fd-r: = O, 
dufd-r:= O  и ,  следовательно, из числа определяющих выпадают 
критер,ии по�обия, •содержащие фа1к1'ор времени 1:,  т.  е . .критер ии 
гомохронности Fo и Sh (Но) . 

Кроме того, отдельно р ассматривают группы явлений кон 
веКТJfВНОГО теплообмена в зависимости от  причины возникнове
ния движения среды, т .  е .  при свободном и · вынужденном дви
жениJI.  · 

Если при стационарном режиме наряду с вынужденным дви
жением имеет место свободная конвекция (например,  для случая 
теплообмена в каналах при  малых значениях Re) , то составле
ние критериального ур авнения сводится к отысканию функции 
следующего вида : 

Nu = f (Re ,  Pr, Gr) 
или 

St = cp (Re,  Pr, O r) .  

Если движение возникает только вследствие свободной кон
векции, из числа определяющих выпадает критерий Re; СJiедова
тельно, критер иальное ур авнение должно иметь вид 

Nu = f (Pr, O r) .  

Если при  вынужденном движении свободная конвекция не  
развивается, критерий Gr не является определяющим, а крите
риальное ур авнение может быть представлено так :  
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Многочисленные исследования различных видов конвективно
го теплообмена показывают, что зависимость между критериями 
подобия может быть часто представлена в виде степенной функ
ции. 

Например,  если критерий Nu зависит только от критериев 
Re и Pr, критериальное ур авнение имеет следующий вид: 

Nu = c Rem . prп, 

где с, т и n - безразмерные величины, значение которых долж
но быть выявлено при обработке опытных данных. 

В этом случае легче всего решить задачу для таких жидко
стей ,  у которых зн ачение критерия Pr практически постоянно, 
т: е. для воздуха и двухатомных газов, бл агодаря чему крите
риальное ур авнение может быть упрощено:  

Nu = c' Rem, 
где 

c' = c Prn. 

На основании опытных данных следует вычислить значения 
критериев Nu и Re на р азличных режимах и представить зави
симость между ними в лог<J.· 
рифмических координатах.  

Если зависимость между 
этими  критериями степенная,  
то в лог

_
арифмических коордн

натах все экспериментальнш� 
точки должны укл адыватьс}, 
на  одну прямую, как показано 
на  рис.  3. 2 .  

Показатель степени т мо
жет быть вычислен как та!-i 
генс угла н аклона этой прямО!"' 
(tg ер) , а значение с' опред�
лится из соотношения с

'
= 

= Nu/Rem, которому удовлетво-

Lg Nц 

L 
Рис. 3 2. Зависимость 
1:; Nu = f ( l g  Re) при Pr = 

= const 

Lg Re 

ряет любая точка этой прямой.  Для определения показателя сте
пени n при критерии Pr следует провести опыты с разными 
жидкостями (Pr =F coпst) при одинаковых значениях Re и по
строить в логарифмических координатах гр афик зависимости 
lg ( Nu/Rem) = f ( lg Pr.) . Значение n может быть вычислено по 
этому графику аналогично предыдущему. 

З атем можно определить значение с из соотношения 
Nu C = ----Rem . prn 

Аналогично выявляется и зависимость Nu от Gr при наличии 
свободной конвекции.  
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При составлении критериальных ур авнений должны быть уч
тены все существенные особенности рассматриваемой задачи.  

3.7. О П Р ЕД ЕЛ Я ЮЩАЯ Т ЕМ П Е РАТУРА И Т ЕМ П Е РАТУР Н Ы П ФАКТО Р 

Ранее неоднократно упоминалось, что физические пар аметры 
газов и капельных жидкостей изменяются с изменением темпе
р атуры .  Учесть 'Полностью влияние температуры rпри составле
нии уравнений связи чрезвычайно трудно ,потому, что темпер а
тур а среды 'При  наличии теmЛообмена rпеременна .  Кроме того, 
р азличны зависимости отдельных физических пар аметров от 
темпер атуры, и, как rпр авило,. они устанаrвливаются э�сперимен
тально. В таких случаях приходится обращаться к некоторым 
искусственным приемам .  Одним из них является введение так 
называемой о п р е д е л я ю щ е й т е м п е р  а т у р ы ,  т. е .  некото
рой постоянной, наиболее характерной для р ассматриваемого 
процесса темпер атуры,  по котор0й устан9вливается значение 
всех физических _лараметров жидкости (газа )  по 'Справочным 
данным.  

Определяющая темпер атура подбирается экспериментально и может быть р азличной в зависимости от условий поставленной 
задачи. В некоторых случаях в качестве определяющей прини
мается средняя темпер атур а жидкости Т1, в других случаях 
среднеарифметичесrкая темпер атур а Tm = (Tw + Tt) /2, иногда оп
ределяющей считают темпер атуру поверхности теплообмена Т w. 

При составлении критериальных ур авнений указывается, ка
кая температур а была принята за  определяющую, что обычно 
часто обозначается соответствующими подстрочными индекса
ми . Например,  Num означает, что в качестве определяющей бы
ла  принята темпер атура Т т, Nut означает, что определяющей 
является темпер атур а Т1 и т. д. Метод определяющей темпер ату
ры дает ·вполне надежные результаты при небольших . темпер а
турных напор ах. 

Другим р ешением, учитывающим влияние темпер атуры, яв
ляется введение в критериальное ур авнение наряду с определя
ющей темпер атурой еще так называемого т е м п е р  а т у р н  о г о 
ф а к т о р а, как дополнительного аргумента. 

Темпер атурный фактор представляет собой степенное отно
шение двух абсолютных значений темпер атуры, например 
( TtfTw) a. 

При исследовании теплообмена в газовых средах введение 
темпер атурного фактор а в таком виде вполне опр авдано, - так 
как физические параметры газов хорошо аппроксимируются сте
пенными функциями в широком интерваJ!е изменения темпер а
туры . Физические параметры капельных жидкостей зависят от 
темпер атуры более сложно. Исследование некоторых процессов 
теплообмена капельных жидкост�й будет р ассмотрено в последу
ющих главах. 
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Введением в 'критериальное уравнение темпер атурного фак
тора учитываются также эффекты влияния н аправления тепло
вого потока и величины темпер атурного t�апор а .  Напр авление 
теплового потока зависит от вопроса, является ли темпер атур
ный фактор Т1/Т w правильной или непр авильной дробью. Нап
ример, если Т1/Т w< 1 - тепловой поток идет от поверхности к 
жидкости, если Т1/Т vv > l - тепловой поток напр авлен противо- -
положно .  

Очевидно, чем больше величина темпер атурного напор а, тем 
больше эти отношения отличаются от единицы. Таким обр азом, 
критериальное уравнение, описывающее процесс теплоотдачи 
при стационарном тепловом режиме с учетом темпер атурного 
ф актора ,  в некоторых случаях м ожет иметь вид 

N·u, = c Rej Prj (T1!T w)a. 

Следует отм�тить, что такие форм ы  решения н адо р ассмат
ривать только как эмпирический прием, не  обоснованный глубо
кими физическими сообр ажениями, но достаточно удачный, по
скольку его применение дает практически хорошие результаты. 

Рекомендуемая литература :  
основная:  [5, 97] 
дополнительная :  [59, �о. 122] 



Г Л А В А  I V  
Т Е ПЛ О О БМ Е Н  П Р И  С В О Б ОД Н О й  ГРА В ИТАЦИ О Н Н О й  
КО Н ВЕ I( Ц И И 

1 1 4 . 1 .  ФО РМУЛ И Р О В КА П Р О БЛ ЕМЫ 

Свободной (гравитацио'Н.ной) конвекцией называется движе
ние среды, возникающее в поле массовых сил при наличии гра-
диентов температуры. 

· 
Так как плотность жидкости (газа )  зависит от темпер атуры,  

то при наличии гр адиентов темпер атуры м ассовые силы FQ в 
р азличных точках жидкости р азные. Это вызывает движение 
жидкости, которое определяется напр авлением силового поля, 
распределением темпер атур •в жид.кост.и и геометрией объема .  
При свободной конвекции поля скоростей и темпер атур �ущест-
венно зависят друг от друга .  Следовательно, для описания сво
·бодной конвекции уравнения движения и энергии должны р ас
сматриваться совместно .  Свободная кщшекция очень широко 
распростр анена в природе и в технике. Ею определяется цирку
ляция воздуха в атмосфере земли, циркуляция воды в океане, 
циркуляция воздуха и теплообмен в жилых и производственных 
помещениях, в топливных баках ракет и самолетов, во многих 
технологических процессах в самых р азличных областях техники. 

Движение при свободной конвекции может быть л а м и н а р н ы м и т у р б у л е н т н ы м .  При ламинарном движении линии 
тока представляют собой определенные тр аек:rории.  При стаци
онарном .течении они также стацион арны. При нестационарном 
процессе они меняются во времени в прямой зависимости от из·· 
менения гр аничных условий или силового поля. Таким образом,  
при ламинарном движении скорость в каждой точке среды всег
да может быть определен а .  При турбулентном движении линии 
тока колеблются во времени и могут пересекаться друг с другом .  
Скорость жидкости в каждой точке среды пульсирует. При тур 
булентном течении рассматривают обычно среднестатистиче
ские значения скоростей и температур , используя осредненные 
ур авнения движения и энергии. 

На  рис.  4. 1 дана фотогр афия течения около вертикальной 
пластины в большом объеме, сделанная с помощью интерферо
метр а .  Видно, что около стенки образуется сначала ламинар
ный тюгр аничный слой, затем переходящий в тур булентный. 
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Рис.  4 .2 .  Р аспределение 
скорости и температуры 
в ламинарном погранич
ном слое на расстояниях 
1 и 24 см от начала обо
грева вертикальной пла
стины при свободной кон
векции,в большом объеме 

воздуха :  

--'Температура 
- - - -скорость 

Рис. 4. 1 .  Интерферометрическая Фотография лами
нарного и турбулентного течения при свободной 
конвекции около вер-тикальной пластины в боль
шом объеме (цифры указывают расстояние от 

нижней кромки в дюймах) ( 1 "=2,54 см ) 

/( 

Z70 L----L---1--....i---.L.....---L--J О О О, г 0,4 С', 5 t�ll U J  см 

89 



Распределение темпер атурЫ и скорости для двух р асстояний 
от начала вертикальной пластины представлено на  рис. 4 .2 .  

В общем случае однокомпонентной среды свободная конвек
ция описывается обычной системой основных ур авнений вязкой 
жидкости : 

ур авнение неразрывности -
dQ .... -+ Q div u = O; (4. 1 )  
d'JJ • 

уравнение движения (Навье-Стокса)  -

d7z .... 2 .. . 
Q - = FQ - grad p - - grad (!'- div u) + 2 d iv (!'-S), 

d'JJ 3 . (4. 2) 

где S - тензор .скоростей деформации, ком.поненты которого 

sl = -1 ( дut + дuj ) ; 
1 2 дх1 дхi 

уравнение энергии -
dT d iv Л d T + 1 dp + fJ-Ф + qv с - =-- gra - - - - ,  р d"IJ Q Q d"IJ Q Q 

(4. 3) 
где Ф - диссипативн ая функция, определяемая уравнением 
(3 . 1 0) . 

Здесь 9 неизвестных:  Q - плотность, ;; - скорость, F - плот
ность массовых сил, р - давление, f..t - коэффициент динамиче
ской вязкости, ер - удельная теплоемкость, Т - температур а ,  
'А - коэффициент теплопроводности и qv - плотность р аспреде-
ления источников тепла в среде. • 

Чтобы замкнуть ·систему, к ней необходимо добаiВить еще 
шесть уравнений : 

F = f (;,-.:) ;  Л= Л (Т) ;  !Jo = !'- (T); Ср = Ср (Т) ; .... 
qv = qv (r, -r) .... 

и ур авнение состояния f (P� Т) Q )  = 0  (Здесь r - радиу.с-вектор 
точки) .  

Для того чтобы р ассмотреть конкретное явление, з адаются 
начальные и гр аничные условия. 

Н ачальные условия включают задание р аспределения основ
ных параметров в начальный момент времени.  Гр аничные усло
вия обычно включают условия на  стенке : 

или 
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.... .... U =Uw= O ; 
Т = Т w=T w (;.'"w, -.:) 

т - т - т - Л ( дТf дп)w - w - 1 а • 

(4. 4) 
(4. 5) 

(4. 6 )  



или 
... 

q = qw = qw (Гw, t). (4. 7) 
При анализе свободной конвекции удобней в ур авнении дви

жения член с массовыми силами связать с коэффициентом объ-
емного р асширения среды � = - -1- (�) = -1- (!!!...) и разно-

Q дТ р v дТ р 
стью между темпер атурой в данной точке Т и среднем ассовой 
темпер атурой жидкости в объеме Т1 ( или темпер атурой вне пог
раничноrо слоя т оо ) . Тогда !ПЛ ОТНОСТЬ в данной точке Q МОЖН() 

выр азить через 1плотность Qo в неподвижной жидкости 1при изо -
термических у.словиях. Та:к ·как � = 2  ( ди )  , то, полагая � = ·const в 

v дТ р 
пределах д.Т= Т-Т0 (или беря среднее �  н а  Д.Т) , имеем v-v0 =  
= �Vof!T или v = vo ( 1  + jM:[) . Заменяя v = 1 /Q ,  получим 

Q = 1 +Q�AT или Q = Q0 - Q��т.  (4 . 8 )  

где f!T = T-Tt или д.Т = Т-Тоо. ... 
Но из ур авнения движения (4 .2 )  при и = О и T= const 

FQ0 = grad р0, (4. 9) 

где р0 - гидростатическое давление. 
С учетом выражений (4 .8)  и (4 .9) ур авнение движения будет 

d7z ... 2 ... ;, Q - = -F��TQ - grad (р - р0) - - grad (11 div и) + 2  div {р..> ) . d11 • 3 
(4. 10) 

.... .... 
Для гр авитационного поля F =.g-ускорению <:илы тяжести (на .... ... 
поверхности Земли F=go) . ПJютность массовых сил н а  лета
тельных аппар атах при их движении с ускорением р авна сумме ... 
ускорений полета а н плотности массовых сил гр авитационного 
поля в данной точке простр анств а :  

-р .  �+g. 
Часто в литер атуре в обоих случаях плотность массовых сил 
обозначают вместо F через g, понимая под ни� ускорение сило
вого поля, действующего в системе координат, связанных с лета
тельн�м аппар атом или другим рассм атриваемым объектом.  

Для л аминарной свободной конвекции приведеиная выше сис
тем а в конкретных случаях при ряде упрощений может быть ре 
шена численными методами н а  ЭВМ. Проверка допущений в чис
ленных решениях и самих решений, а также изучение более 
сложных случаев ламинарной свободной конвекции и турбулент-
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ной свободной конвекции проводится с помощью эксперимен
тальных методов исследования. 

Для обобщения результатов экспериментов и численных р ас
четов необходимо установить систему безр азмерных парамет
ров,  определяющих теплоотдачу при свободной конвекции. Из 
анализа системы ур авнений и граничных условий (4 . 1 ) -;- (4. 1 0 ) ,  
описывающих свободную конвекцию, можно получить, что коэф
фициент теплоот�ачи а есть функция следуЮщих независимых 
параметров :  

[ 
д (g�4Т) ] a= f l,g�!:!.T, 

д't1 , A,f'-, Cp,Q, "t',xw, Yw .  zw . (4. 1 1 ) 

Здесь l - хар актерный р азмер замкнутой области или тела ;  

AT = Tw - T1; 
Xw, Yw. zw - координаты точки поверхности, в которой рас
сматривается теплоотдача.  

Для характеристики нестационарности процесса введена ве
личина д (g��T) fд,; - скорость изменения движущей силы про
цесса g��T. происходящего вследствие изменения во времени си-
лового поля g .... g (-r:) И' температуры стенки Т w-

Для приведения р азмерной зависимости (4 . 1 1 )  к безр азмер
ному виду можно либо использовать л:-теорему теории р азмер
ностей, либо привести к безразмерному виду систему уравнений 
(4 . 1 ) 7 (4. 1 0 )  (см. гл. 1 1 1 ) . Любым из этих способов из уравне
ния (4. 1 1 )  получим следующее ур авнение в безр азмерном виде : 

д (g�AT) [5 
д't1 

xw !:lw zw
l 
] · 

-[ -, -[-, 
В стационарном случае оно упростится * :  

Nu=f1 (0r, Pr, xw , !:lw , zw ) . 
l l l 

(4. 1 2) 

(4. 1 3) 

Если теплоотдача меняется только по одной координате (напри
мер,  вертикальная стенка или цилиндр и т. п . ) , то з а  характер 
ный р азмер примимается координата х. Тогда ур авнение (4 . 1 3 )  
будет 

(4. 14) 

* Еслк задан не температурный напор !!Т, а тепловой поток на стенке 
q w ,  то удобней пользо:��аться модифицированным числом Гр асгофа Gr* = 
=ltfJqwl4Q2f (j.t2f..) . 
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а для средней-н а  длине l теплоотдачи 

Nu = - = f g �D.T - , al ( r zзQ2 
л fl-2 

Cpflo ) . 
л . 

4.2 .  Т Е ПЛ ООТДАЧА П Р И С ВО БОД НО й КО Н ВЕ КЦИ И НА 
В Е РТ И КАЛ Ь Н О И П О В ЕРХНОСТИ * 

(4 . 1 5) 

Как уже отмечалось. ( см .  рис. 4 . 1 и 4 .2 )  при свободной кон 
векции у вертикальной поверхности основные изменения полей 
скоростей и темпер атуры сосредоточены в ср авнительно тонких 
погр аничных слоях. Погр аничный слой, в котором сосредоточено 
из менение поля скорости, называется г и д р.о д и н а м и ч ес к и м , а поля темпер атур - т е п л о в ы  м .  В общем случае 
( Pr=#= 1 )  толщины этих слоев б и бт могут не -совпадать. Расче
ты и эксперимент показывают, что при Pr � 1 и бт :::::::: 6, а при 
Pr> 1 6т < 6. В турбулентном пограничном слое при  Pr > 1 обыч
но бт � б  и 6 не з ависит от координаты х. 
При Pr � 1 возможно 6т > 6. 

4 .2 . 1 .  Л аминарная свободная конвекция 
Наличие тонкого погр аничного слоя позволяет существенно 

упростить систему ур авнений, воспользовавшись обычными при
ближениями погр аничного слоя. Так, для ламинарной свободной 
конвекции на плоской пластине в стационарном случае. при 
f.l = const и Л = cons·t уравнения (4 . 1 ) ,  (4 .2 )  и (4 .3)  соответствен
но будут: 

дих + дuу = 0; 
дх uu. 

дТ . дТ д2Т и - -t- и - - а - ·  х дх у ду - ду2 ' 
дих + дих г.! л r  + д2их и -- и - = gt'... v � .  

х дх у ду ду2 
Гр аничные условия 

У = О; Ux = Uy = O; Т=Т w ; 

У =  о ;  Ux = Uy = O; Т=Т оо •  

( 4. 1 6) 

(4. 1 7) 

(4. 1 8) 

Результаты численного р асчета Остр аха По местной и средней 
тешюотдаче аппроксимируются соответственно в виде зависимо
стей (4 . 1 9 )  и (4 .20) : 

Nu - _х_ ' · ( Gr ) 1/4 О 676 · Pr112 

• х -
4 

(0 , 86 1 + Pr)114 ' ' 

Nu = ( Or ) 114 0 , 902 · Pr1f2 
4 (0 , 861 + Pr)l/4 · 

(4. 1 9) 

(4.  20) 

* Подробное изложение этого вопроса см. в обзорной статье : А. Д. Ид 
«Свободная конвекция» в сб.  «Успехи теплопередачи», «Мир» М., 1 970, с. 380. 
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Эти ур авнения хорошо согласуются с экспериментальными дан
ными при Tw = coпst и даже qw = conэt во всем диапазоне чисел 
Pr. Они справедливы 'пр и  1 0" < GrxPr <  1 09 и для интервала тем 
пер атур дТ, в котором � и Л изменяются мало, так как в р асчете 
они приняты 

_
постоянными.  Однако Ji для больших дТ, если фи

зические 'Своиства относить к темпер атуре Tm = (Tw + Too) /2, 
оО'Вiп аден и е  с эксперимен11ом получаеrея удовлетворительное_ 

х 

j --
!о 

Q 

Рис. 4.3. Схема р азвития 
теплового погоаничного 
слоя во воемени н а  вер
тикальном цилиндре по 
данны м  киносъемки 
( большой объем, масло ) :  · 

- - --' -из отермы в р азные 
моменты времени периода 
теплопроводности ('t1 <'t2 <  
<'tз) ; 
- -изотерм а  в переход
н�й период;  
- .- - ->гра н и ца теплового 
ногр а нячного слоя при ста 
ционарной свободной кон-

векции 

При GrxPr =  1 0Ч- 1 010  ламинарный погр аничный слой пере
ходит в турбулентный. В качестве гр аницы принимают GrxPr= 
= 1 09• При GrxPr < 1 04 приближение  пограничного слоя уже не
приемлемо, ибо толщина его становится большой, так как она 
пропорциональна x · Gr::;-'1 • .  Эксперименты показывают, что в диа-
пазоне Pr= 0,7--;- 1 0  вместо уравнения (4 .20)  можно с _ точностью 
до ± 20 %  пользоваться более простым ур авнением для средней 
теплоотдачи : 

Nu = 0, 56 (Gr ·  Pr)l/4, (4. 2 1 )  

которое так ж е  хорошо согласуется с экспериментальными дан
ными для вертикальных пластин и труб, включая и свободную 
конвекцию в криогенных жидкостях. Оно спр аведливо и для го
ризонтальных цилиндров и сфер в диапазоне 1 03 <  (Gr · Pr)  < 1 09, 
если длину l заменить на лD/2. 

Для жидких металлов эксперименты по Na, NaK, РЬ, Pb-Bi 
и Hg н а  горизонтальных цилиндрах с характерным р азмером -
диаметром D обобщаются уравнением 
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При м алых зн а.чениях Gr · Pr =  I Q-3--;- 5 - 1 02 можно пользоваться 
эмпирической формулой М. А. Михеева 

Nu = 1 , 1 8 (G r · Pr)l/8 . (4. 23) 

Значительный интерес представляет процесс р азвития сво
бодной конвекции во времени. Рис. 4.3 иллюстрирует схем атиче
-ски, что если скачком изменить· тепловыделение, то сначала (за  
время Тt-тз ) теплообмен 9существляется только теплопровод
ностью, затем по мере прогрева среды и увеличения м ассовых 

сил g�AT на�инает р азвиваться свободная конвекция, которая 
со времеl:lем выходит на  стационарный режим .  

Времена существования р ежима теплопроводности и установ
ления ста ционарной свободной конвекции растут с ростом Pr и х, 
но убывают с ростом g�AT. 

4.2.2.  Турбулентная свободная конвекция 

Для турбулентной свободной �онвекции в приближении по
граничного слоя решение было получено Эккертом и Джекео
ном интегральным методом для постоянной темпер атуры стен 
ки. Они приняли б = бт ,  постюянные физиче"жие ·свойства и эмшr · 
рические зависимости для р аспределения скорости и темпер а 
туры .  

Обобщение р ешения имеет вид 

(4.  24) 

для местной теплоотдачи в сечении х и 

(4. 25) 

для средней на  длине l теплоотдачи. 
Эти уравнения хорошо согласуются с результатами экспери 

мента н а  воздухе и в·оде (Pr= 0,7--;- 1 0 )  в диапазоне Gr · Pr= 
= 1 09--;- l 0 1 2  и могут быть рекомендов�ны для более широкого ди
апазона чисел Pr за исключением, по-видимому, жидких мета�
лов ( Pr «: l ) .  

В диапазоне Pr= 1 --;- I  О можно пользоваться и более про
стым уравнением для средней теплоотдачи 

Nuz = O, 13  (G r1 Pr)1fз, (4. 26) 

Из уравнения ( 4.26) следует, что т. к. Nu "' l, а Gп "' [J, то а в турбулентном режи�е практически не зависит от l. Ур авне
ния ( 4.24) --;- ( 4.26) также успешно · описывают свободную кон
векцию и в кри_огенных жидкостях. 
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4.3. С ВО БОД НАЯ I(О Н В ЕI( ЦИЯ НА ГОР И ЗО НТАЛ Ь Н ЫХ 
П О В ЕРХ НОСТЯХ 

Н а  горизонтальной поверхности движение жидкости при сво
бодной конвекции носит сложный ячеистый характер . Теоретиче
ский р асчет его зн ачительно сложнее, чем движения на вертп
кальных поверхностях, так К 3 К  требует решения полной систеыы 
ур авнений (4 . 1 ) -;- (4. 1 0 ) .  

Результаты экспериментов н а  квадр атных пластинах со сто
роной / ,  обр ащенных поверхностью вверх при н агреве и вниз при  
охлаждении,  обобщаются следующими уравнениям и :  

Nu1 = 0,54 (G rl ' Pr)114 (4. 27) 

для ламинарной конвекции в диапазоне 1 05 ::;:;; Gr1 · Pr ::;:;; 2 · 1 07 и 

Nн1 = 0, 14 (G r1 · Pr)113- (4. 28) 

для турбулентной конвекции в диапазоне 2 · 1 07 ::;:;; Gr1 · Pr ::;:;; 3 · 1 0 1 o. 
Они спр авед.1J ивы также и для криогенных жидкостей при  уско
рениях afgo = 1 -;-20 { 1 54]. Однако на  пластине,  огр аниченной по 
бокам вертикальными стенками,  видимо, из-За р азвития вихре
вого движения в жидкости теплоотдача оказывается выше [ 1 54], 
чем IПО ур а1внению ( 4.28) . Эти данные обобщаются ур авнением 

Nu = 0,0505 (Or · Pr)0;396 • (4 . 29) 

Если поверхность при нагреве обращена вниз или при охлажде
нии - вверх, то в диапазоне 3 · 1 05 ::;:;; Gr · Pr�3 · 1 0 1 0 теплоотдача 
при свободной конвекции описывается эмпирическим уравнени 
ем { 1 54] 

Nu1 = 0 ,27 (G r1 • Pr) l/4• (4. 30) 

Как показали результаты летного экаnеримента [ 1 54], р асчетные 
зависимости, приведеиные в разд. 4.2 и 4.3, можно применять 
для р асчета теплоотдачи в большом объеме водорода и кислоро
да при поиижеиных ускорениях до afgo= 8 · 1 0-4. 

4.4 . С ВО БОД НАЯ I(О Н В ЕI( ЦИ Я В ГАЗО ВЫХ И ЖИД I()И Х  ПРОСЛ О й КАХ 
МЕЖДУ СТЕ Н КАМИ 

4.4. 1 .  Горизонтальные прослойки 

Рассмотрим сначала горизонтальную прослойку, обр азован
ную двумя бесконечными пластинами  с постоянными по поверх
ности темпер атур ами и з аполненную жидкостью или газом.  
Обозначим температуру верхней пластины Т1, нижней Т2, а р ас
стояние между ними D. Рядом исследователей, н ачин ая с Релея 
( 1 9 1 6) , для м алых D и постоянной Л, было показано,  что свобод
ная конвекция в прослойк� не  возникает, если Т1> Т2. При подо-
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греве снизу ( Т1 < Т2) возникновение свободной конвекции опре
деляется безр азмерным параметром,  н азываемым числом Релея : 

. Cpg��Q2 
Ra=Gr · Pr = (Т2 - Т1) .  • (4. 3 1 ) fi-A , 

Численными р асчетами  для этого случая было установлено, что 
свободная конвекция возникает лишь при Ra � Raкp � 1 700. Ког
да верхняя гр аница жидкости свободн а и имеет постоянную тем
пер атуру Т1, то численные р асчеты дают меньшее значение кри
тического числ а  Релея ; Rакр � 1 1 00 .  

В частном случае нагрева снизу очень толстых слоев совер 
шенного и идеального газа ,  когда изменение плотности от давле
ния ,существенно. (например ,  атмосфер а ) , у,словием устойчивос
ти ,среды будет 

dT <. ....f. или k =  g >- 1 , 
d,y. Ср Ср (dTfd!l) 

где CF - критерий снимаемости . 
Гр адиент дTfдy = gfCF н а з ы в а е т .с я ад и а б а т и ч е с к и м  
г р а д и е н т о м т е м п е р  а т у р ы.  Возникающая при k < 1 сво
бодная конвекция стремится перемешать газ так,  чтобы устано
вился в среднем адиабатический гр адиент темпер атуры.  В об
щем случае сжимаемого и вязкого газа ,  как показал В .  И .  Поле
жаев, критическое число Релея является функцией параметр а k, 
числа Прандтля и н�которых других параметров .  

При Ra > Raкp возникает свободная конвекция, которая име
ет ячеистую структуру. Это могут быть двухмерные ячейки,  в ви
де вр ащающихся в противоположные стороны «валиков», или 
трехмерные ячейки. Последние в плане могут иметь форму шес
тигр анника,  квадр ата, треугольника и т. д.  Горячая среда подни
м ается В13ерх в центре  ячеек, а холодная опускается 13 Н И З  по их 
кр аям или наоборот. 

Реализация того или иного вида ячеистой структуры зависит . 
от ряда причин (начальных условий, геометрии прослойки, неод
нородности р аспределения темпер атуры и т. п . ) . Пока этот воп
рос изучен недостатоЧно. Имеющиеся численные решения полу
чены для заданных фор м  ячеек. 

При увеличении числа Релея упорядоченная ячеистая струк
тур а постепенно разрушается, проходя ряд дискретных проме
жуточных состояний (в диапазоне R a  � 3· 1 04-7- 1 07) , пока .конвек
тивное движение не ·становится полностью тур булентным .  

Для  инженерных расчетов переноса тепла через прослойки 
вводят понятие среднего числа Нуссельта 

- fiwD N u = ---'-'"----
л (Т2 - Т1) 

(4. 32) 

Здесь ijw - осредненная по поверхности прослойки плотность 
теплового потока .  
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Иногда величину qwD! ( Т2-Т1) н азывают э ф ф е к т  и в н о й 
т е п л о п р о в о д н о с т ь ю п р о с л о й к и и обозначают ЛЭФ и 
тогда Nu = JvэФ/Л. На рис.  4.4 представлены р езультаты экспери
ментов и численных расчетов теплоотдачи через тонкие (запол
ненные несжим аемой средой ) горизонтальные прослойки, выпол
ненных В. И. Полежаевым и М. П.  Власюк. Здесь число Релея 
Ram определено по ур авнению (4 .3 1 )  при средней Ifo толщине 
прослойки темпер атуре среды Т т = ( Tt + Т2) /2 . 

Nи ш-' 
� б 5 � 
3 
2 

l -4. � 

--... . 
l"o'-'o'+ 

� � � 

., о � • ..9- 1 '-'  ,, ' . 
""" " . �-· io 

-f 

Рис. 4.4. Зависимость теплоотдачи через тонкие горизонтальные про
слойки от числа Релея : 

о-вода; +-rептан;  x-ГJIRKOJIЬ: 8 -CИJIИKOROBOe масло АI<З; .. -силиконовое 
м а сло AI< 350; А-воздух; $ -'Расчеты В. И. Полежаева н М. П.  Власюка 

Как видно из рис. 4.4, при Ram< (Ram) кp Nu = Лэф/Л = 1 ,  т. е. 
перенос тепла осуществляется только теплопроводностью. 

По мере роста Ram (nри  Ra�>Raкp) вклад свободной конвек
ции в перенос тепла непрерывно возр астает. 

4.4.2. Вертикальные прослойки 

Пусть в вертикальной прослойке температур а одной из боко
вых стенок (холодной ) Т1 ниже другой (горячей ) Т2. Тогда ха
рактер свободной конвекции в среде, заполняющей прослойку, 
определяется главным образом числом PeJieя и отношением вы
соты L к толщине прослойки D. Кроме того; н а  теплоотдачу и 
характер конвекции влияют сжимаемость среды, зависимость 
теплофизических свойств среды от темпер атуры и характер р ас
пределения темпер атуры по поверхности стенок. 

При малых значениях числа Релея, определенного уравнени
е м  ( 4 .3 1 ) ,  свободная конвекция практически не играет роли и 
теплообмен определяется теплопроводностью. С ростом числа 
Релея возникает конвективное движение.  Около горячей стенки 
жидкость движется вверх, а у холодной возвращается вниз. Это 
увеличивает теплоотдачу, но лишь в области, где пограничные 
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слои н а  горячей и холодной стенках не касаются друг друга .  При 
постоянных Т1  и Т2 смыкание погр аничных слоев происходит в 
плоскости симметрии,  причем в области сомкнутых погр аничных 
слоев профиль температур линейный. Это означает, что тепло пе-- ЛЭФ редается здесь только теплопроводностью и Nu =- = 1 .  При л (L/D)-+oo вклад площади прослойки, где пограничные слои 
еще не сомкнулись, будет пренебрежимо мал. Следовательно, 
среднее значение Nu = (Лэф/Л) -+ 1 .  

ни 
Юс-----------.--------------т------------� 
6,0 

3, 0  

t, o L--A�����й----L���LUuL--�--���� 
0, 1  1,0 10 . .  l /  .о 100 

Рис. 4.5. З ависимость теплоотдачи от отношения длины к ширине 
прослойки для Фиксированных чисел Релея : 

е =о 

О -экспери мент :  --- -теория 

{) =!,0  

а) t5) D) 
Рис 4.6. Стационарное распределение : 

а-изотер м О :  б-линий тока -ф; в-скорости; L JD=\ ,5;  Ra=\0 000 
Очевидно, что при  (L/D) --+-0 и тетюизолированных торцо

вых стенках теплообмен будет происходить тоже только тепло
проводностью. Поэтому можно ожидать, что при конечных зна
чениях L/D теплоотдача при ламинарной свободной конвекции 

4* 99 



имеет м аксимум при пекотором значении L/ D, что теоретически 
и экспериментально было проверено в р аботах В. И. Полежаева,  
Хирата и др . Рис.  4 .5 иллюстрирует, как изменяется число Nu в 
зависимости от L/D для двух значений Ra = Gr · Pr ;  м аксималь
ное значение Nu приходится на  L/D = 1 ,5. Для этого значения на 
рис. 4 .6 показаны изотер мы 6 = ( Т1-Т) / ( Т1-Т2) , линии тока 'Ф 
и профили скоростей для ламинарной свободной конвекции .  
В этом случае возникает двухмерный вихрь. В ажно, что по высо
те в средней части прослойки имеется четко выр аженная стр ати
фикация , т .  е .  гр адиент темпер атуры по высоте : горячая среда 
р асполагается выше, а холодная ниже. 

Существует достаточно много расчетных зависимостей для 
определения теплоотдачи в вертикальных прослойках. С учетом 
р аботы Хир ата и других можно рекомендовать в диапазоне 
L/D = 1 +20, P r = 1 + 1 000 и Ra = 1 03-;- 1 07 ур авнение Эмери и 

. Чу : 

(4 . 33) 

В первом приближении оно применимо и для горизонтальных 
прослоек. Из сказанного следует, что в случае экр анпои изоля
ции,  заполненной воздухом,  лучше иметь длинные прослойки, не  
р азделенные гор изонтальными перегородками .  

4.5. С ВОБОД НАЯ КО Н В Е КЦИЯ В ГО Р И З О НТАЛ Ь Н ЫХ 
Ц ИЛ И НД Р И Ч ЕСКИХ ЕМКО СТЯХ 

Практическое значение исследования свободной конвекции 
в замкнутых объемах непрерывно возр астает. Она определяет 
тепловые и гидродинамические процессы в баках самолетов и 
ракет, в хр анилищах жидкостей и газов и во многих промыш
ленных технологических процессах. Однако теоретический ана
л'из и экспериментальные исследования свободной конвекции в 
замкнутых объемах, т. е. при внутренней задаче, значительно 
сложнее, чем при внешней. При внешней задаче (свободная кон
векция на  пластине, шаре,  цилиндре и т. п . ) часто можно огра
ничиться приближением погр аничного слоя .  При внутренней за 
даче, как пр авило, приходится р ассматривать всю область, что 
значительно усложняет теоретический анализ и эксперимент. 
Ур авнениями пограничного слоя м ожно пользоваться лишь в 
первом приближении для некоторых частных Задач. 

В качестве пример а  р ассмотрим ламинарную свободную кон
векцию в горизонтальной цилиндрической емкости. Ряд теорети
ческих и экспериментальных р абот показали,  что хар актер цир 
куляции жидкости и поля температур и скоростей очень чувстви
тельны к темпер атурным граничным условиям.  

Н а  рис .  4 .7 ,  4 .8 ,  4 .9 представлены линии тока, профили скоро
стей и температур для линейного (по окружности стенки цилин-
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Рис. 4 .7 .  Линии тока при совпадении 
максимума и минимума темпер атур 
стенки с горизонтальным диаметром 

цилиндра (8 = 0°) :  
Полное время Тm<п 

Номер линии Интервал меж- движения по ���,w:=.-.-,;.z---f':..-Jl__�,;;-;т'-!f-lt-<= 
тока ду точками линии тока 

1 1 м ин 71 мин 2 1 ,. 98,5 » 
3 4 »  235 » 
4 8 ,. 100 ,. 
5 &, » 86 » 

VPr иу roj(v Gr) 
о, в 

�� L-��--L-��--�--�--J---�--�--�--� 
Vi'F u ., r0jV Gr) 

Рис. 4.8.  Профили тангенциальной скорости Vo при 8 = 0° 

2T-(Tmax +Tmtn) Tmax - Tmtn 

1 о, 8 

'/' "f- 180°-==---o-...:::::::... У=О 0  
'f-i:•"--+---+--� у =225 ° -··-l:r--·- f'=45°1-----l---+--� -o,z,. 

1,0 

У=270° - '17=90° +-----1----1 1----+---1----1 -0., 8 Y=11J5° --..s::r-·- У=13� 
о, в 0, 8  o, z,.  0, 2  о 0, 2  0, 4 0, 5  0, 8 Г/Го 

Рис. 4.9. Профили темпер атуры при 8 = 0° 
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Рис. 4 . 10. Линии тока при р асполо
жении Т ш а х  и Т mln плоскости, име- · 
ющей угол с горизонталью 8=45�: 

Полное времв Номер ливни Интервал меж- движения 
пе> 

тока ду точками линии тока 1 1 мни 5О мин 
2 1 ,. 51 » 
3 1 ,. 68,5 » 4 4 " 60 " 

2T-(Tmu. + Tm"') . Tmax - Tmin 

--�� 
0, 8  

� �  � r:� 
��\ �??""j �� �� • .s:z_ ..... · -о- -"  � •"С::" • -...;J. . о r-• •  \ 1.,. '1'=180° - - -о- - - " = о о - -

�l 
- ··-&- · · - -'1'=225° - - 'l' = 'f50 

'1'=270° --о--- '1' = 90° l i  - -
11 - · Jil- · - -lf'=f350 '1'=315� ' � 0, 8"  

т, о_ 0, 8  0, 6  0,4 {1,2 о 0, 2  0, �  ll, li  {/,8 r/r0 
Рис. 4. 1 1 . Профили температуры при 8 =45° 

v-p,:-и !"  !Q fv 11 r) О, б' 'I' = O • 
о, ч. 
o, z 

о о, в о 

�6L---L---�--�---L---L--�--�----L---�� 
flr и 9' 10 f(v Gr) 

Рис. 4. 1 2. Профили тангенциальной скорости при 6=45° 
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др а )  р аспределения температуры стенки с максимумом Т max и 
минимумом Т mm,, расположенными н а  горизонтальном диаметре. 
На рис. 4 . 1 0, 4 . 1 1 , 4 . 1 2  представлены р аспределения тех же вели: 
чин,  но для случая,  когда Т max и Т mln н аходятся в диаметр альнон 
nлоскости, имеющей н аклон 6 = 45° к горизонтальной. Эти ре
зультаты получены в опытах на силиконовом м асле при Pr = 
= 1 9;55 и Gr = 1 , 1  в стационарном режиме. 

Из рисунков видно, что при 6 = 0° жидкость вращается мед
леннее, чем при 8 = 45° и картина линий тока существенно раз
лична .  Так как поле скоростей охватывает всю жидкость, в этих 
условиях нельзя использовать приближение погр аничного слоя . 

Важно, что 1при 8 = 0° (рис. 4.9) в центральной ча·сти цилин
дра  имеет место существенная тепловая стр атификация жидко
сти ( слоистое р аспределение более горячей жидкости над более 
холодной ) .  При 8 = 45° стратификация в · два раза  меньше, чем 
при 6 = 0°. 

Дальнейшее увеличение угла ·е ведет к дальнейшему умень
шению стратификации в центр альной части цилиндр а .  

Таким образом, увеличение угла 6 , т. е .  перемещение диамет
ра,  соединяющего Т max и Т min от горизонтали к вертикали, умень
шает стратификацию центр альной части цилиндр а .  При боль
ших углах 45°< 8 < 90° центральная часть жидкости вр ащается в результате свободной конвекции, оставаясь пр актически изо
термической.  

Экспериментально было проверено · влияние н ачальных условий н а  ста
ционарную свободную конвекцию при 8 = 0°, в одном случае нагрев с 8 = 0° 
начинался из изотер мического состояния жидкости, в дрУгом случае - из 
предварительно установившегася режима с 8 = 45°. После выхода на стацио
нарный режим с 8=0° картины линий тока, профилц скорости и температур ':>! 
оказались идентичными. Это является интересным результатом, но еще не до
казывает, что начальные условия вообще не могут влиять на стационарную 
свободную конвекцию. Необходимы дальнейшие исследования. 

4.6. П Р И БЛ ИЖЕ Н Н Ы й _РАС Ч ЕТ Т Е П Л О ВО Н  СТРАТ И Ф И КАЦИ И 
В В ЕРТИ КАЛ Ь Н ЫХ ЦИЛ И НД Р И Ч ЕСКХХ ЕМКО СТЯХ 

В предыдущем р азделе было показано, что для горизонтальН11!Х цилиндров наибольшая тепловая стр атификация возникает 
при подводе тепла к боковой поверхности цилиндр а .  Как пока
зывает опыт применения криогенных топлив [ 1 54], тепловая 
стратификация в ба1ках ра1Кет ,И:  в хр анилищах также оказыи3ает
ся наибольшей, когда тепловюй поток 1Подводится ·сбоку. Она 
может быть значительной и 1пр и  подогреве емкости снизу, при 
тепловыделении · В  •Самой жидкости, и 1при  теплома·ссообмене на 
свободной 'Поверхности жидкост.и. Стр атификация, на.пример, в 
баках двигателей летательных аппаратов ,  работающих на  крио
генных то:пливах, обычно является весьма межелательным явле
нием. Поэтому нужно уметь р а.ссчитывать ее ·и  бороться •С ней, 
оснОIВывансь на изучении механизма  явления. 
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При стр атификации верхние слои жидкости имеют темпера туру выше средней темпер атуры жидкости . Давление в баке следует за давлением насыщения паров жидкости, соответствующим тем!Пературе жид,кости на  поверхно•сти раздела фаз .  Бслп эта темпер атур а существенно больше среднемассовой темпер а 
туры жидiюсти Т1, т о  и давление в 
баке будет намного больше давле
ния, соответствующето Т8 = Т1. Так. 
например,  для жидкого водорода 
увеличение тем•пер атур ы насыще
ния Ts на поверхности на 1 К приве
дет к увеличению давления насыще
ния Ps, а следовательно, и давления 
в баке н а  0,4 · 1 05 Па  (при началь
ном давлении порядка 1 . 1 05Па ) . 

' 

Рис. 4 1 3  Типичная расчет-
ная схема для определения 
Т. и толщины слоя тепловой 

с'rратиФикации :  
1-на ддув _ 2-газ н аддува , 3-
поверхность р аздела жидкость
г аз ; 4-страти фнцнр ованная 
жидкость ; 5-профиль скор ости u (y ) ; 6-неперем ешанная жид-кост ь :  7-к турбон асосу 

При длительном хранении топ
лив,  в условиях притока тепла,  по
требуется р ассчитывать бак на более 
высокое давление или стравливать 
из бака значительное количеств3 
паров топлива .  Кроме того, сильно 
нагретые верхние слои криогенного 
топлива,  попав в магистр али и на 
сос двигателя, могут а,казаться iПе
регретыми  ( T1> Ts) относительно 
локального давления и вскипеть. 
что недо·пустимо по условия м ра.бо
ты на·соса .  Это ведет к увеличению 
неиспользуемых остатко1в топлива в. 
б аках.  Процеос •Стр атификации в 
ба,ках, являющийся след·ствием •сво-
бодной 1конвекции,  весьма сложен Jr 

еще недостаточно хорошо изучен.  На основании анализа ряда 
иоследований,  включая и летные эк•сперименты, большинство. 
авторов для р а.счета тем,пер атуры на  поверхности раздел а Ts и 
толщины стр атифицированного •слоя � ("t) применяют р асчетную 
схему, показанную на рис .  4 . 1 3  [ 1 54}. Эта схема базируется на  
приближении погр аничного слоя и 1Применима  ·гл авным обр азоl\-1 
для ламинарной и тур булентной •Свободной конвекции при боль
ших числ ах Р.елея (Ra * > 1 06) . Она оснО!Вана на  •следующих до
пущениях:  

1 ) подогрев сбоку с постоянным тепловым потоком Qw на 
длине Н; 

2 )  тепло- и массаобмен н а  поверхности раздела фаз  отсутст
вуют; 

3 )  ускорение .силы тяжести g пос11оянно и на,пр а:влено по 
оси бака вниз ; 

4 )  темrпер атур а жидкости Т ж постоянна ;  
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5 ф б • ,,, __ Тz - Тж 
) про иль езр азмернои темпер атуры т есть Тs - Тж 

функция только безр азмерной координаты 'I'J =  __:_ и не зависит 
A("D) 

от времени и радиуса [� ('t') - толщина стратифицированного 
слоя, 't' - время] ;  

6)  погр аничный слой около стенок квази,стационарен и такой 
же, как при свободной конвекции у вертикальной пластины ;  тол
щина его 6 4:.R;  

7) влияние переходиого режима  не  учnтывается . 
J 

0,8 
о [) 

0,8 
X _rn  \! ' "  

о ""C8i' u [) 

""' о "' 'iS( 
vooo · a Q:5> � �  ё.\.>о o f} fD' 

о 

1 
Рис. 4.14. Зависимость интеграла 1=.\'ФdТJ от модио 
фицированного числа Грасгофа при H/R. = 2,3 и 

Pr= 1 ,3+32 
Pr 

При этих допущениях, считая,  что все тепло, подведенное к 
баку через боковые стенки за  время 't', пошло на  нагрев стр ати
фицированного слоя жидкости, получим 

А ( � )  
qw2nRH-r: = QCPnR2 � (Т - Т ж) dz 

о 
или в безр азмерном ·виде ( 1 54] -

(Ts - Т ж) Л 2 (H/R.) v 
1 r,H2 

А (11) ( Рr -н � ljid"l) . , о 
Значения интеграла J = \ �d'I'J = \ (Т z - Т ж) dz 

� � Ts - Т ж А (r-) о о 
были определены экспериментально и представлены 
4. 1 4  в функции модифицированного числа Грасгофа 

(4. 34) 

на рис.  
Gr* = 
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Н4 = g�Qw - , которое обычно используется, когда задается не раз-
Лv2 

ность темпер атур, а плотность теплового потока qw. В этом слу
чае переход от ламинарного течения к турбулентному на верти-· 
кальной стенке происходит при Ra * = Gr* · Pr ::::::: 1 011 • 

Значение 11 {-t) /H, входящее в уравнение (4.34) , находится в 
предположении, что скорость роста м ассы стр атифицированного 
слоя жидкости определяется втекающей в него из погр аничного 
слоя нагретой жидкостью в сечении Н -11 (т:) ( ,см . рис. 4. 1 3) . 
Тогда 

nl(' d [Q:.(<)[ [ 2nl( f f!l' (Y) dy 1-Н-'1•; 
Интегрирование этого уравнения при подстановке соответствую
щего профиля скорости по толщине погр аничного слоя и позво� 
ляет найти значение 11 (т:) /Н. Для турбулентного погр аничного 
слоя в предположении постоянной плотности интегрирование 
дает 

А (-с) = 1 - (1 + О  0924 � v"D/H'l ' Gr� )-7• 
Н ' R ,Pr'213 1 + 0 , 443 Pr2f3 (4. 35) 

Сопоставление расчета по ур авнению (4.35) с экспериментом при 
замерах температуры н а  осевой линии бака и отсчете времени  
от начала включения обогрева показало хорошее качественное 
совпадение, но количественно р асчет дает заниженные зна
чения . Экспериментальные точки располагаются выше р асчет
ной кривой с р азбросом 0+ 1 00 % .  В то же время р асчет ( Т8-Т ж ) 
по фор мулам (4.34) и (4 .35) удовлетворительно совпадает с экс
периментом. 

4.7. Н ЕСТАЦИО НАР НАЯ ЛАМ И НАР НАЯ С ВОБОДНАЯ К\О Н В ЕКЦИЯ 
В В ЕРТ И КАЛ ЬНОМ ЦИЛ И НДР И Ч ЕС КОМ БАКЕ 

Исследование нестационарной свободной конвекции весьм а 
важно, так как большинство процессов, определяемых свобод
ной конвекцией в баках летательных аппар атов, нестационар
ные. Это связано с частыми изменениями величины и хар актер а 
теплопритоков к баку, н апр авления и величины действующих ус
корений и т. п. 

Экспериментальные и теоретические (численные) исследова
ния этих процессов связаны с большими трудностями.  Поэтому 
нестационарная свободная конвекция изучена еще недостаточно 
полно.  

Для понимания физических особенностей этого процесса р ас
смотрим некоторые резулЬ'Fаты численных расче�ов ламинарной 
нестационарной свободной конвекции в цилиндрических верти-
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кальных баках [ 1 54]. На  рис. 4 . 1 5  представл.ены р аспределения 
линий тока ('Ф ) и изотерм для воды в вертикальном баке с бо
ковым нагревом (qw =  1 1 ,4 кВт/ (м2·К) при земном у,скорении 

а) о) 
Рис. 4. 1 5 .  Развитие свобод
ной .'!аминарной конвекции в 
цилиндрическом вертикаль-

ном баке: 
<Z-профил ь  температур (чис
ленный расчет; -r=60 с) ; б-ли

нии тока 

силы тяжести спустя 60 с после 
начала н агрева .  Начальная тем 
пер атур а .бака Т0 = 44,5°. Хор.ошо 
видно, что в нижнем и верхнем 
углах (А и В) имеется существен
ное отклонение от м атематиче
ской модели, использующей ур ав
нения погр аничного слоя. На это 
же указывает наличие двух вих 
рей у стенки и в ядре. 

d, 8т/(м 2 · К) 120 
80 
40 

о 

J 
\. с( 1, 2  

\ " -..... NLL/Ifa. rt+o 0,8 

0,4 4/J 80 !20 !50 "' r. 
Рис. 4 1 6. Характер изменения 
средней по высоте бака теплоотда

чи во времени 

По данным упомянутоtо р асчета были определены мвгновен
ные зн ачения комплекса Nu/Ra 114 , осредненные по обогреваемой 
высоте Н стенок бака. 
Здесь Nи = аН/Л, 
где L 

а = � � adx; 
о 

a = -----=-q __ _ 
Tw (х) - Т0 (х) 

Tw (x) , То (х) - локальные значения температуры у стенки и на  
оси цилиндр а .  

Результаты р асчета представлены н а  рис. 4 . 1 6  для Rан � 
< 6  · 1 09• Теплоотдача довольно быстро падает и затем колеблет
ся около векоторого среднего значения. Среднее значение отно-
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шения Nu/Ra1 •4 приблизительно равно 0,54, что довольно близко 
к значению константы 0,56 в ур авнении (4.2 1 )  для стационарной. 
ламинарной конвекции н а  вертикальных поверхностях. Колеба
ния теплоотдачи соответствуют колебаниям полей скорости и 
темпер атуры, связанным с возникновением и исчезновением 
вторичных вихрей около оси бака. При прогреве неподвижной 
жидкости в цилиндрическом баке радиуса R, приложеиным в 
момент 1:'= 0 к его боковой поверхности тепловым потоком Qw. 
темпер атур а стенки сначала растет, а в массе жидкости распро
стр аняется темпер атурная волна и достигает оси  з а  время по
рядка Fo = a't'/R2 � 0, 1 .  После этого р азность между темпер ату
рами  жидкости на стенке T1v и на оси Т0· стремится к постоянно
му значению. Режим нестационарной теплопроводности, при ко

' 
' 

6' Lg Ra."' 
Рис. 4. 1 7. Гр аницы режимов 
нестационарной свободной 
конвекции и теплопроводно
сти в вертикальном цилинд-

рическом баке : 
!-гр а ница кв азистационар
ной теплопроводно сти; 2-грани -
ца квазиста цнонарноi! конвек-

тором Tw - To � coпst называется 
к в а з и с т а ц и о н а р н ы м. Он до
стигается при Fo ;;;:::: 0 ,5 .  

Рис .  4 . 1 8. Зависимость средней теп.1о· 
отдачи от модиФицированного числа 

Реле я :  
1-по уравнению (4 51 ) ;  2-режи м  тепло
п роводности неподвижной жидко сти ; о

квазиста циоиарныi! р ежи м  

ц и и ;  3-м аксимальная скорость 
конвективного движен и я ;  4-на- в поле массовых сил эта картине! 
чало свободной конвекции , б-
вр емя распростр а нения темпе- прогрева теплопроводностью нару-
ратурной во.1ны от стенки до шается возникновением свободной 
оси в случ а е  прогрен а  тепло-

проводностью конвекции .  Как показало численное 
. исследование [1 1 1 ] , выполненное для 

вертикального цилиндрического бака с Н 1 (2R) = 1 и Pr= 1 ,  при 
р азвитии свободной ковекции скорость движения жидкости сна
чала нар астает, проходит через максимум и затем падает до 
пекоторога .стационарною значения. Вынос конвективным дви
жением горячей жидкости вверх искажает поле температур . Оно 
становится двух- и даже трехмерным . Появляется тепл овая  
стратификация жидкости. Со временем разности температур в 
фиксированных точках стабилизируются и наступает квазиста
ционарный режим прогрева в условиях свободной конвекции. 
Однако в процессе выхода на этот режим в верхней части бака, 
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куда устремляется горячая жидкость, темпер атур а стенки мо-· 
жет быть выше, чем при прогрене только теплопроводностью· 
[ 1 1 1  ] .  

Н а  рис.  4. 1 7  [ 1 1 1 ] даны времена начала свободной конвекции 
(кривая 4) , достижения максимума скорости конвективного 
движения (кривая 3)  и установления квазистационарной конвек
ции (кривая 2)  в зависимости от Ra* =g�H4qw/ (v2'Л) .  Из  рис .  
4 . 1 7  видно, что все эти времена уменьшаются с ростом числ а Ре
лея.  Для ср авнения даны времена прохода темпер атурной вол
ны  от стенки до оси (кривая 5) и установления квазистацион ар
ного режима при прогрене неподвижной жидкости теплопровод
ностью (кривая 1 ) . 

Н а  рис. 4 . 1 8  представлены результаты р асчета [ 1 1 1 ] средней 
теплоотдачи Nu на квазистационарном режиме в функции моди
фицированного числа Релея. Кривая 1 соответствует зависимости 

Nu = 0,55 (Ra*)0•2 , (4. 36) 

полученной для стационарного режима свободной конвекции на  
вертикальной пластине при qw= const и Pr= 1 .  Как  видно, при 
Ra* > 1 05 зависимость (4 .36)  удовлетворительно аппроксимирует 
р асчет для бака [ 1 1 1 ] .  Квазистационарный режим в замкнутой 
области, совпадающий по теплоотдаче с режимом в погр аничном 
слое на вертикальной пЛастине или описываемый степенной за 
висимостью, принято называть р е ж и м о м п о г р  а н и ч н о г о 
с л о я .  И мешrо в этом режиме поле темпер атур в средней и ниж
ней частях цилиндр а р азделяется на  ядро с р авномерной темпе
р атурой по горизонтали и погр аничный слой у стенки, в кото
ром происходит основное изменение темпер атуры (см .  рис .  
4 . 1 3 ) . 

При Ra* < 1 05 зависимость Nu = f ( R a * )  отклоняется от урав
нения (4 .36) и стремится к горизонтальной линии 2 (см .  рис.  
4 . 1 8 ) , соответствующей квазистационарному режиму теплопро
во:дности неподвижной жидкости .  Это 1промежуточный режим 
свободной конвекции,  в котором погр аничный слой у стенки сли
вается с ядром.  В промежуточном режиме темпер атурное р ас
слоение по вертикали (стратификация ) р астет с ростом Ra* , до
стигает м аксимума при Ra* = 1 05 и убывает в режиме погр анич
ного слоя . 

В р аботе [ 1 1 1 ] показано также, что с ростом высоты цилинд
рического бака величина стратификации тоже растет, но значи 
тельно медленнее ч ем  H/R. 

Многие важные вопросы свободной конвекции в замкнутых 
областях изучены еще недостаточно. Однако быстрое совершен
ствование вычислительных машин и экспериментальной техники 
позволяет надеяться, что эти исследования будут проведены и 
обобщены в самое ближайшее время.  

Рекомендуемая литература :  [ 1 1 1 , 1 54]. 



Г Л А В А  V 

О СО Б Е Н Н О СТ И КО Н В Е КТ И В Н О ГО Т Е ПЛ О О БМЕ НА 
В КА НАЛАХ 

При внешнем обтекании пластины вязкой жидкостью ее !ВЗ а
имодействие с поверхностью .пл а,стины ра·спростр аняется н а  оп
ределенную обла,сть потока,  ,которую называют гидродинами
ческим п о  г р  а н и ч н ы м • с  л о е м .  В погр аничном слое �ско
рость изменяется от нуля  н а  стенке до величины на  внешней 
гр анице погр аничного слоя,  ·близкой к ·скорос'IIи набегающего 
потока .  

Толщина погр аничного слоя р а·стет по длине пл а,стины.  Дело 
в том,  что изменение импул ьса ламинарного потока вслед:ствие 
торможенюr у стенки передается вглубь потока 1со скоростью, 
пропорциональной коэффициенту КiИнематической вязкости v. 
А так ка� поток сам движется вдоль стенки 'с определенной 
скор остью, то более удаленные от етенки ·слои воспринимаюr 
это изменение, пройдя больший путь вдоль ·стенки, чем близко 
р а сположенные ·слои.  Поэтому толщина погр аничного слоя р а с
тет по длине тем быстрее, чем больше кинем атическая вяз
кость v и чем меньше скорость течения пото1ка .  Тур булентный 
аналог кинематической !Вязкости в � ,  называемый к о э ф ф и ц и-' 
е н т о м т у р б у л е н т н о .г о п е р е н о ·С а и м п у л ь с а ,  много 
больще чем v, что определяет 'более быстрый рост толщины тур
булентного погр аничного •СЛОЯ,  чем ла минарного. 

При течении .в трубе гидродинамический пограничный ·слой: 
во входной части трубы р астет кольцеобр азно по восей поверх· 
ности трубы.  На векотором удалении от входа погр аничные 
слои смыкаются и восе ,сечение .пото,ка ка,к бы становится погра
ничным 'СЛоем.  Это означает, что в каждой его точке, кроме 
оси потока, производная сК!орости по р адиусу трубы отлична 
от нуля .  

Расстояние о т  входа, н а  котором происходит смыкан!Ие по
гр аничных слоев, называется участком г и д р  о д и н а м и ч е
с к о й  с т а б и л и з  а ц и и. В отличие от пласт.ины, в трубе на 
начальном уча<с'flке поток вне погр аничного 'Слоя ускоряется, так 
как в погр аничном слое он тормозится. 

В трубе смыкание погр аничных слоев происходит на оси ка
нала в конце учас11ка •стабилизации. В каналах некруглой фор
мы смыкание пограничных слоев происходит постепенно Hli 
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всей длине уча·стка стабилизации и начинается с угло.в канала .  
Это значительно усложняет картину течения.  

Если  температур а стенки отличается от темпер атуры потока,  
Т? между ними возникает ·теплообмен. Однако поле темпер атур в потоке возникает не .ср азу: оно так же, ,как и поле скоростей , 
формируется на определенной длине канала .  Прогрев жидкостп 
по норм ал и  к стенке происходит с конечной скоро·стью, проПор 
циональной коэффициенту тем;пер атуропроводности а в лами
нарном потоке и коэффициенту тур булентного переноса тепл а Bq в тур булентном.  Так как жидкость движется, то по аналогии с гидр одинамиче.ским погр аничным ·слоем возникает т е п л о
в о й  п о г р  а н и ч н ы й с л о й. Длина входного уча.стка K C:J. ·  
пала,  н а  котором происходит ·смыкание тепловых погр аничных 
слоев, назЬ!Iвает.ся участком т е п л о ·в  о й ·с т а б . и  л и з а � и и.  
Толщин а  гидродинамического и теплового погр аничных слоев, 
та<К же как и участки гидродина,мической и тепловой ста б или
зации, обычно не совпадают, даже если они начинаются в од
ном сечении. Обычно v ==/= a, ·или,  другими словами,  число Пр анд
тля Pr = v/a =F l ;  то .же самое имеет место и при тур булентном 
течении, так как тур булентный аналог числ а Прандтля,  назыв а 
емый турбулентным числом Прандтля Рrт = в. /еq обычно отли-
чается от единицы .  · 

В силу этих особенностей начальных учасТrков теплообмен и 
гидродинамика на  них существенно отличаются от теплообмен.:: 
в области гидродинамической и тепловой ·стабилиза ции течения 
в канал ах. 

В гл . 1 1 1  го·ворилось, что решение замкнутой .системы ур ав
нений для любого Iюнкретного случая конвективного теплообме
н а  в принципе позволяет н айти поля всех параметров.  Однако 
а налитическое р ешение такой системы ур авнений (в  общем слу
чае т1рехмер ной)  даже для л аминарного течения возможно в 
редких случаях.  Пр авда, быстрое р азвитие ЭВМ все время р ас
ширяет круг задач, где р ешение этой ·оистемы может быть полу
чено численными методами .  

Для тур булентных течений, как отмечалось в ГJI . I I I ,  систем а 
ур а·внений в общем случае получается незамкнутой .  Ее удается . 
замкнуть лишь с ·помощью ча.стных ооотношений для распреде
ления тур булентных параметров, получаемых в полуэмпириче
ской теории тур булеJ!тности. 

В т.о же время в инженерных пр!Иложениях при р а счете т� п
лообменных устроikтв ча·сто и не нужно знать распределени� 
всех пар а,метров ·  по ·сечению •канала .  Достаточно знать лишь, 
как изменяются интегральные характеристики течения Т1, Т w 
и qw по длине ,канал а .  Поэтому в большинстве инженерных при 7  
ложений р а·счет теплообмена и гидр авлических ·потерь ,в ка'Налах  
теплообменных устройств ведется н а  основе одномерного, т. е. 
го сути дела интегр ального (по сечению) описанич теплообмен
ных пр.оцессов. 
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Тогда основные ур а·внения упрощаются : 
уравнение нер азрывности -

д 
' 

f _!!!_ + дО = 0; 
дu дх 

ур авнение движения -

.!2_ ди + O �= jQFx - ( 1 - �) f 
др , 

и дu дх дх 

где F х - проекция плотност.и ма,осовых сил на  ось х; 
f - площадь поперечного ·сечения канала .  

уравнение- энергии -

(5 . 1 ) 

(5 . 2) 

а дi 1 д ( дТ 1 )  dp 7 а:; = Иа (Т w - T1) +  f дх ЛэФ дх + f--;ц+ JT1a, (5 . 3) 

где U - периметр канала .  
При  одномерном описании пр едпол агается, что :все параметры 
потока изменяются ,во времени и лишь в одном измерении по 
длине канала,  т .  е .  по х, а по сечению канала они постоянны и 
р авны некоторым средним значениям .  В качестве этих 'средннх 
значений принимают :  

а )  среднемассовую энтальпию 

s QUi df f - 1 
J Qи df - а ' 
f 

где Q, и и i - плотность, скорость и удельная энтальпия в струй
ке потока,  протекающей через данный элемент ·сечения кана
л а  df; 

1 - полная энтальпия потока, а G - м ассовый р асход; 
б) среднема-ссовую темпер атуру Tt. сооттве'I'ствющую 'if ; 
в )  среднер асходную скорость 

а U = -- , 
Qj/ 

где QJ - плотность теплоносителя при темпер атуре Tf. 
Кроме того, в ур авнении (5 .2)  'Ф �  1 - доля градиента давле· 
ния, расходуемая н а  проодоление сил вязiюсти, т. е. н а  преодо
ление трения теплоносителя о стенки, и на  перестройку р а,опре
деления 'Скорости. При этом 

1 1 2 

ljl др = -1 - \ [grad (-� p. div �)+ 2 div p.S] dl/ . (5 . 4) 
дх fdx j 3 fdX 



Здесь S - тензор скоростей дефор маций ; 
а = qw - коэффициент теплоотдачи ; 

Tw - Tf 

- ЛэФ Qx · - средний эффекmвный коэффициент теплопро-/(дТ 1;дх) 
водности, определяющий перетеч,ки тепла по 
т·еплоносителю вдоль оси канала ;  а - ·средняя. •скорость роста энтропии в единице объ
ема теплоносителя из-за необр атимости перехо
да кине11ической энергии в тепло, т. е .  в сил у 

'ВЯЭIЮГО треНИЯ,  

. S fLФdV 
а = _J,__d_:_:_x __ 

fdx 
где Ф - диссипативная функция [см .  (3 . 1 0) ] . 

Для большинства теплообменных процессов в каналах пер
вый член пр авой части ур авнения энергии много больше осталь
ных трех. Поэтому ур авнение (5 .3)  можно уnростить : 

а дi1 -;; д-о = Иа (Т w - T1) . (5. 5) 

Если dpfdx м ало ил и т.еплоноситель - .совершенный газ (р = 
· = QRT) ,  то diJ = CpfdTf и 

Ocpf дТ1 дТ1 
-и - - д-о + ОсР1 ---а;- = Иа (Т w - T1). (5 . 6) 

Основные три ур авнения (5 . 1 ) ,  (5 .2)  и (5.6) содержат 12 неиз
вестных : Qf, G, и, f, Fx, -ф, р, Ср,  Tf, и, а, Tw. Чтобы получить 
одномерную .м атем атическую модель процесса,  удобную для ин
женерных расчетов,  следует замкнуть •систему уравнений и сфор 
мулировать гр аничные у.словия.  

Из у.словий однозначности задачи должны быть заданы : по--+ 
ле плотнос11и массовых ·сил F (обычно это гр авитационное поле 
F=g) ; площадь поперечного ·сечения канала f; периметр ка
нал а и. 

Выпишем недостающие 6 ур аsнений :  

0 = Q!Uf ; cpf= Cpf (TI) ;  Qt = Qf (p,T) ; }, (5. 7) 
a = a (x,t) и ф= ф (х,t ) . 

Кр аевые условия : 
-r = О -- эадаются Т1 =Т1 (х) и О = О (х) ;  -r > О - задаются О = О ( t) при х = О, а также температура стен-
ки Т w = T w (t ,x) или плотность теплового потока на стенке 
qw = qw (t,x) .  
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Таким обр азом получается замкнутая ·система  уравнеНJИЙ, т. е. 
одномерная математическая модель тепловых процессо'В в кана
лах. Простота этой модели по ср авнению с трехмерной достига· 
ется ценой введения двух коэффициентов а и '1/J. Появление этих 
коэффициентов в одномерных уравнениях как раз и есть след- . 
ст.вие одисания реальных трехмерных процессов одномерной 
теорией.  Поэтому они не могут быть определены в рамках одно� 
мерной модели и находятся либо из экспер,имента,  либо из ре
шения трехм-ерной системы ур авнений с помощью их определе
ния и одномерных ур авнений (5 . 1 ) - (5 .3) . 

Для обобщения эrоспериментов или численных р ешений трех
мерной системы ур авнений сначала устанавливают, от каких 
параметров зависят а И 'Ф· Это можно сделать для каждого 
конкретного случая на основе анализа трехмерной сист·е,мы урав
нений (или особенностей механизма  процесса)  и ур авнений 
(5. 1 )  - (5 .3) . За  те� пр ед:ставляют размерную зависимость в 
безр азмерном виде, используя методы подобия и размерностей. 
и лишь после этого подбирают безразм-ерную эмпирическую 
функцию, наилучшим обр азом обобщающую э'ксперименталь-
ные данные или результаты численных р асчетов .  

· 
Нахождение зависимостей для определения а и '1/J, таким об

р азом, является основной задачей прикладных ис•следований теп- . 
лообменных процеосов при течении одноф азных теплоносителей 
в каналах .  

З аметим ,  что аналогичное положение наблюдает·ся. и при 
внеШнем обтекании тел в погр аничном слое. Интегрируя урап
нения погр аничного слоя по толщине, переходят к интегральным 
(т. е. одномерным )  ур авнениям погр аничного слоя. В них та.кже 
появляются коэффициенты теплоотдачи и трения, которые нахо
дят либо из эксперимента,  либо из решения дифференциальных 
ур авнений погр аничного слоя.  

5. 1 .  Т Е П Л ООБМ Е Н  В ТРУБАХ ПРИ Т ЕЧ Е Н И И  Т Е П Л О IJОСИТЕЛ Е П  
С П Е Р ЕМЕ Н Н ЫМ И  П О  С Е Ч Е Н И Ю Т Е ПЛ О Ф И З И Ч ЕСКИМИ 
С В О ИСТ ВАМИ 

В этой Г;Лаве р а:Ссматриваю'ГСя лишь некоторые специальные 
случаи конвективного теплообмена в каналах, ко11орые часто 
встречаю11ся в практике расчета теплообменных устройсrn двига
телей и р азличных систем летательных аппаратов .  

В теплообменных устройствах летательных аппар атов часто 
передаются большие удельные тепловые потоки .  Интенсивный 
теплосъем ·с поверхности обычно достигается при значительных 
гр адиентах темпер атуры теплоноси11еля по радиусу .канала,  т. е.  
пр и больших темпер атурных напорах Т w-Tf. Теплофизические 
свойства теплоносителей (коэффициент теплопроводности Л, ко· 
эффидиент динамичес.кой вязкости J.L, плотность Q, удельные 'Геll
лоемкости Ср и cv) зависят от темпер атуры.  Поэтому, чем боль-
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ше темпер атурный напор,  тем •сильнее изменение теплофизиче
ских •свойств теплоносителя по сечен:ию канала .  Это в свою 
<>чередь ведет к перестройке профилей темпер атуры и -cкopocrn и, 
-следовательно, к изменению теплоотдачи и гидр авлического со :I
ротивJiения.  

Анализируя систему дифференциальных ур авнений вязкоil 
жидкости при наличии теплообмена и гр аничные условия, изло
женные в гл . 1 1 1 ,  а также ур авнения· (5 . 1 )  - (5.3) , можно ус
"Тановить, от каких разм.ерных параметров зависит коэффициент 
"Теплоотдачи. Ма·сштаб изменения теплофизичес:кшх параметро11 
учитывают введением их значений при среднемассовой темпера
"Туре теплоносителя в данном сечении трубы диаметром d и при 
темпер атуре стенки Т w. Такой анал,из для стационарного тече
ния теплоносителей дает следующую р азмерную зависимqость для коэффициента теплоотдачи : 

а = 1 [d ,x,u , �g (Т w - Т 1) ,  Q1 ,Qw,A_t,Лw ,t-J.1,f!.w, ( ср)1 , (cp)w] · 
Применя я к этой зависимости n-теорему теории  размерностей 
или приводя си·стему уравнений к безразмерному виду (см. гла
ву 1 1 1 ) , получим соответствующую безр азмерную зависимость: 

N 1 [ х R р Qw Лw f'.\'1? (cp)w 
J u1 -:- - , е1, r1 , G r1, -, -, -, -- . (5 .  8) 

d Qj "-1 /Lf (cp)f 
Аналогично для коэффициента гидр авлического сопротивления 
найдем 

Здесь Nu = аd.{Л - число Нуссельта ; 
Q2 dз 

Gr 1 = �g (Т w - Т 1) -1- - число Грасгофа ; 
fL2 

QjUd 
Re1 = __ ._ число Рейнольдса ' /Lf 

.ходная скорость) ;  
Рr = р.1 (ср)1tл1 - число Прандтля; 

. (5. 9) 

( 40 и =--- среднерас
QЛ:d2 

�� = -ф(др{дх)2d/(Q1и2) - коэффициент гидравлического сопротив-
ления .  

В большинстsе случаев для газов и капельных жидкостей вдали от критической точки з ависимость тешюфизических свойств от 
температуры можно представ.ить · ,в виде ·степенной функции :  

_g_=(I_)nQ ; 2._= (I_)nл ; .J:...= (_I.._)np. ; ...!!..!_ =
(_I_ )nc , Qo То Ло То /Lo То сРо То 

тде п 0 , пл, пр. . пс - константы, в общем случае зависящие от 
рода  теплоносителя и интервала темпер атур , причем п0 может 
зависеть и от давления. 

1 15 



5. 1 . 1 .  Капельные жидкости 

У р азличных теплоносителей не все физические свойсТtва из
меняются с темпер атурой одинаково.  Например ,  у капельных 
жидкостей наиболее сильно изменяет·ся вязкость, т. е .  отношение 
J.twiJ.tf, и гораздо слабее плотность Qw/Qf, теплопроводность 
'Aw/'Ai и теплоемкость (cp ) w/ ( cp) J . 

Следовательно, можно ожидать, оставаясь достаточно точ
ными, для ;Капельных жидкостей ур авнения (5 .8 )  и (5 .9) , упрос
тят·ся соответственно : 

Nu1 = ! (�. Or1, Re1, Pr1, ""w ) ; d f.L/ 
�1 = f (�. Or1, Re1, ""w ) .  

d '  f.L/ 
У капельных жидкостей изменение темпер атурных напоров 

( Tw-T1) в сечении канала в пер·вую очередь приведет к изме
нению профиля скоростей (поскольку наиболее 'Сильно изменяет
ся вязкость) и ,  как следствие  этого, к дополнительной деформа
ции  профиля температур . Изменения профилей '<жорости и тем
пер атур будут большими в ламинарных потоках и меньшими в 
тур булентных. В тур булентных потоках профиль скорости зави
сит от J.t лишь около стенки, где динамическая вязкость и тур бу
лентная динамическая вязкость !!т (см .  гл . 1 1 1 )  соизмеримы или 
!! > J.tт · В ядре потока J.tт > !J.. Одна,Iю интенсивность тур булент
ности, а значит величина и р аспределение J.tт по р адиусу трубы 
косвенно зависят от fl ,  та.к как от него зависит гр адиент скоро
сти около стенки дих/дr, который входит множителем в слагае-
мое ур авнения баланса тур булентной энергии - еих'иr' ( дихfдr) . 
определяющее переход �инетической энергии осредненного дви
жения потока в кинетическую энергию турбулентных пульсаций, 
т. е. определяющее порождение тур булентности . 

На  рис .  5 . 1 [ 1 1 2] показаны типичные изменения скорости, мае-· 
совой ·скорости QUx, температуры и плотности теплового потока 
по р адиусу трубы при ламинарном течении масл а  МС -20 в ус
ловиях нагрева (кривые 1 и 2) и в усJiовиях охлаждения (кри
вые 3 и 4) . 

Как видно, пр и  нагреве, когда темпер атур а масла  растет ·ОТ 
оси к стенке, а ,вязкость наоборот падает ( !A-wiJ.ti < 1 ) , профиль 
скорости ,становится более заполненным (кривые 1 и 2) в,сJiед
ствие того, что касательное напряжение -r: = !! ( дихfдr) изменяется 
Jiинейно по р адиусу трубы от -r:w на стенке до нуля на оси. При 
нагр еве, несмотря на  не1которое уменьшение плотности масла  с 
ростом темпер атуры,  профиль массовой скорости QЩ тоже ста
новится более заполненным.  Теплоемкость Ср капельных жидко
стей при нагреве изменяется мало, а у ма,сла даже немного р ас
тет.  Следовательно, количество тепла ,  переносимое жидкостью 
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o rL.-.L.-......L---L-___.J 
,о lLx/(/Jr и} а) 

0, 5  r/ro fJ 
d} 

!f) 

0 �---L----L---�--� 
1, 0  О, 5 r/r;, 

?} 
о 

Рис. 5J . Расnределение свойств мас
ла МС-20 по радиусу трубы при ла-

минарном течении :  
а-темпер атуры;  б-скор ости ,  в-м ассовой 

скорости ; г-плотности теплового потока , 
То и И о-зн ачения на оси трубы ; - - - -

постояиные ф изические свойства 

Кривая ! т w  1 т! 1 То 1 P.wi"'J 

1 150 81 32 0, 163 
2 150 115 91 0,460 
3 20 38 49 3 ,82 
4 20 97 131  51 ,3  1 
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CpQUx, протекающей около стенки, при  нагреве возр а·стает, что 
улучшает съем тепла .  Поэтому р аспределение удельного тепло
вого потока по р адиусу приближается к л инейному, а профиль 
темпер атуры станови1'ся более заполненным .  При охлаждении 
(JA.wl�tt> 1 )  ·картина будет ·существенно отличной (кривые 3 и 4) 
.в силу обр атного изменения упомянутых свойств . 

В л аминарном потоке влияние изменения •вязкости  на  тепло
обмен мало зависит от характер а темпер атурного граничного ус
Jiовия - щ> длине трубы. Это влияние !)о чти одинаково при Т w = 

=·coпst и qw = coпst и в первом fflр,иближении может быть учте
но зависимостью 

(5. 1 0) 

где n = 0, 1 4+0, 1 6 ; 
Num соответствует оnределению теплофизических свойств среды 
nри  осредненной темпер атуре Т т=+(Т w + T 1) , а Nuo - пр 11 

nостоянных ф изических свойствах (малые значения T;v-Tt) � .  
- При  тур булентном 1'ечении капельных жидкостей качественно 

картина изменения профилей скорости и других параме1'ров на
поминает рис .  5 . 1 .  Ка.к •в  л а минарном, так и в тур булентном по
токах при нагреве теплоотдача р а·стет, а сопротивление падает. 
При охлаждении - наоборот. 

По данным эксперимента для турбулентного течения в диапазоне значе
flий � ,v f�t = 0,08+40; Re =•104+ 1 ,25 · 1 05 и Pr=l2+ 140 

Nu1 = ( fLw )-n, 
Nuo fL! 

где n=0, 1 1  при нагреве и n=0,25 при охлаждении [76]. Аналогично в диапа
зоне j.tw/�t = 0,35+2; Re =·104+2.3 · 105 и Pr = 1 ,3+ 1 0  при нагреве капельных 
жидкостей ( �w/�t < 1 ) 

3!._=_1 (7 _!:!__) ;  
Ео 6 fJ-w 

nри охлаждении (P.wiP.t > 1 ) 

:5. 1 .2.  Газы 

iL= ( fLw ) 0,24 . 
Ео fL! 

Кривые изменения по р адиусу ·скорости и других �парамет
ров при лам.инарном течении газов вдали от· входа в трубу изо
бр аж·ены на рис. 5.2 (кривые 1 - нагрев, 2__,охлаждение) [ 1 1 2]. 
Качественно они аналогичны кривым на рис. 5. 1 ,  но по эффе.к-

* Подробно тепЛообмен и сопротивление при лами�арном течении в тру'бах р ассмотрены в книге Б . С. Петухова [ 1 1 2] 
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Рис. 5 .2 .  Распределение свойств 
воздуха по радиусу трубы при 

ламинарном течении : 
а-температуры; б-оскорости;  в
массовой скорости ;  г-плотности 

теплового потока: 
- - - -постоянные физические 
свойства 1-Т w=l 1000 К. То=226 К; 

2-То=989 К;  Т w JTo=0,404 



'ТУ нагрев у газов совпадает с охлаждением ка пельных жидко
.стей, а охл аждение - •с их нагревом.  

Различное протекание кривых для газов и жидкостей о бъ
ясняется противоположным характером завИ·симости вяз!Кости от 
'Темпер атуры.  

У двухатомных газов, как ·показали численные р а•счеты ( 1 1 2], 
"Влияние всех физичеоких свойст.в при ламинарном течении с хо
рошим приближением может быть учтено введением в уравне
ниях (5 .8 )  и (5.9) лишь одного температурного фактор а Т w!T1. 

Анализ исследований теплообмена и ·оопротивления на участ
ке тепловой ст&t>илизации трубы при ламинарном течении газов 
12] показал следующее. 

1 .  Влияние переменных физических свойств на теплоотдачу и ·оопротивление м ало  зависит от характера изменения темпер а
'Турноrо граничного условия по длине трубы ('при из•менении Т 1v от T1v = const до qw = ·const ) . 1 х 2 2 . При - -- < IO- ( где Pe = Re·Pr) число Nu медл·енно ра -Ре d 
.стет с ростом Т w/Ti при нагреве. По-видимому, это •связано с 
'Тем , что при очень тонком тепловом пограничном слое в уже 
тидродинамичеоки стабилизированном потоке преобладающее 
1Злияние на  теплоотдачу оказывает рост в этом слое теплопро
водности. 

1 х 2 3. При Ре� d > 10 число Nu начинает медленн.о уменьшать-

-ся с ростом Т w!T1 по тем же причинам ,  что и :в .ста билизирован
ной области (в  о·сновном, из-за падения массовой скорости и 
р а�схода газа у стенки) . , 

4 . Коэффициент сопротивления тр�ния при всех значениях 
( 1 /Ре)  (x/d) увеличивается с ростом TwfTt и xfd ( гор аздо ·силь
нее, чем число Nu) , сохраняя эту тенденцию вплоть до област11 
"'Тепловой стабилизации .  Основная причина - ро.ст J.t 'пр и  увели 
чении темпер атуры .  

5 .  Длина терrмичеокого начального участка при переменных 
физических свойствах приблизительно такая же, как и при по
стоянных. 

В тур булентном течении газов изменение теплофизических 
.свойств , особенно плотно�ти, ·существенно :влияет на  Интен�сив-

б . • -, -, дих ность порождения тур улентных пульсации - QUxur дr -
Порождение тур булентных пульсаций, т. е. переход кинетиче

-ской энергии осредненного потока ,в кинетическую энергию тур 
булентных пульсаций, происходит гла.вным обр азом около стен- .  
ки и определяется в трубе nроизведением тур булентного каса-
тельного напряжения -Qи;и; на  гр адиент ооредненной ·скорости: 

дих/дr, то есть членом - Qи;и; дих . Характер изменения профи-
дr 
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лей темпер атуры, скорости, плотности теплового потока, массо_
вой скорости и коэффициента тур бул·ентного переноса импульсэ 
пр.и нагреве и охлаждении воздуха в трубе по данным числен
ного ·р асчета [ 1 57] прещставлены на  рис .  5 .3 .  
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Рис 5.3. Влияние н а грева и охлажден и я  воздуха на р аспределение по р а 
диусу трубы без р азмерных п а р а метров потока п р и  Re,v =4,3 1 04 ,  P r =  = 0,7-7-0,7 1 :  
/-'нагрев при Т w JT 1=3, 1 1 ,  2-охлаждение пр и  Т w JT 1 =  0,383 : - - - -постоя н н ы е  

ф из ические свой ств а 

При нагреве газа Т w!T1 > 1 и плотность его около стенки п а 
дает, что ·снижает интенсивность порождения тур булентности и 
значение турбулентной теплопроводности Лт ; з ато Л около стен
ки возрастает .  Поэтому тепловое сопротивление· тонкого слои 
около стенки (где Л � Лт )  уменьшается ,  а ·  воеего остального пото
ка ( где Л � Лт )  - возр а•стает. 

Доля тепл а ,  воспр инимаемая газо!М , протекающим около стеч
ки (где Л � Лт ) , вообще не велика,  а из-за падения плотности 
при нагреве она становится еще меньше. Этот тонкий ·Слой газ�t 
о:�юло стенки при нагреве играет роль своеобр азной изоляции 
для теплового потока,  .который проходит через него и в основном 
р асходуется на  нагрев более удаленных от ·стенки слоев газ а .  
Поэтому некоторое увел ичение теплопроводности в тонком слое 
около стенки не может компенсир'овать уменьшение Лт .в осталь
ном потоке. Результатом является падение коэффициента тепло
vтдачи пр.и нагреве газа .  
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Б. С.  Петухов и В .  А. Курганов рекомендуют для расче rа 
теплоотдачи при нагреве простых и многоатомных газов в диа
пазоне Tw/T1 =  1 +6 и Re = 7· 1 03+ 1 ,25· 1 04 зависи�ость 

Nul = 0,022e, · Reo;в . pr0,4 [(cp)w ]1/4 ( Лw )1/З ( Tw )-[ о,sн 1 (�) lg :;] ' 1 1 (cp)f Лt Tt 
. (5 . 1 1 ) 

где влияние р асстояния от начала обогрева учитывается двумя 
поправками : f (xfd) и 

· 

е1= 1 + 0 • 5� 4 ехр ( -0, 17...!!... ) . (5. 1 2) (xfd) ' d 

�� учитывает большее значение теплоотдачи на  участке тепло
вой стабилизации длиной (20-25) d, имеющее место и при м ало
меняющихся теплофизичесюих свойствах, а f (x/d) учитывает из
менение влияния значения (Т w!T1) на теплоотдачу следующим 
образом : 

X/d 10 1 20 1 30 1 40 1 50 1 60 1 70 1 80 1 90 1 100 

1 ( ; ) 1 0 , 1 1  1 0 , 24 1 0 , 38 1 0 , 55 1 0 , 73 1 0 , 89 , 1 , 02 1 1 , 13 1 1 , 2 1 1 1 , 27 

Подобное влияние объясняется отчасти тем, что среднемассовая 
температур а теплового погр аничного •слоя Тт.п .существенно о r
личается от Т1, приближаясь к ней с ростом x/d. Поэтому, пр и: 
нагреве газа ( TwfTJ> Tw/Tт.п) и нужно бр ать TwfTJ в меньшеИ 
степени, чтобы получить тот же эффект влияния .на теnлоотдачу, 
как если бы мы взяли Т w/T т.п· 

Для нагрева одно- .и двухатомных газов проведено много ис
следований, результаты которых сравнительно близко совпада
ют. Например [ 1 58], для Re = 7· 1 03+2· 1 05, xfd = 1 ,2 + 1 44 и Т w!Tt = 
= 1 +7,5 

Nu1 = 0,024 Re�8 - Pr�·4 (т;, Г0'7 [ 1 + ( ;  Г0'7 (;; )0'
7
] . (5 . 1 3) 

Гидр авлическое сопротивление при нагреве газов падает, так 
как уменьшается интенсивность порождения турбулентности. 
Авторы •р а.боты ( 1 58] реко'Мендуют 

е =�( Tw )-0,6 [ 1 + (�)-0,9 ( Tw )0,6] . 1 ReJ25 Т 1 . d Т 1 (5. 14) 

При охлаждении двухатомных газов эксперименты (например , в 
р аботе (27] при Tw/T1 = 0, 1 5+ 1 )  не обнаруживают влияния тем-
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пературиого фактор а ни на  теплоотдачу, ни на гидр а,влическо� 
сопротивление, если за  определяющую темпер атуру принята Tt. 
Это можно объяснить возра·стающей ролью тонкого пристенного 
слоя. При охл аждении газа в нем р а.стут плотность и доля вос
принимаемого им тепла .  Поэтому падение в нем '}" л ишь компен-
сируется ростом Лт в остальном потоке. � -

По-видимому, аналогично, падение гидр авлических потерь из
за  уменьшения !.! оiюло - ·стенки лишь компенсируется ростом ин
тенсивности порождения турбулентности. 

В околокритичес-ком области состояния вещества, где все 
физические свойства изменяю11ся существенно и в р азной сте1Jе
ни, обобщать экспериментальные данные приходится в виде 
ур авнений (5 .8)  и (5 .9) . Т.ак же можно обобщать данные для 
р авновесна диссоциирующих газов, если под их теплофизически
·ми свойствами понимать так называемые эффективные значения. 
р а·ссчитанные с учетом реа>кции диссоциации. 

5.2. И НТ Е Н С И Ф И КАЦИЯ ТЕПЛОО БМЕНА В КА НАЛАХ 

Перед конструкторами теплообменных аппаратов (ТА) всег
да •стоит главная з адача :  дообиться минимальных габаритов и 
массы аппар ата при з аданных суммарном тепловом потоке Q. 
гидр авлических потерях, темпер атур ах и �асходах теплоносите
л ей. 

Если поверхность теплообмена выбрана ,  то заданные у·сло
вия однозначно определят габариты и массу ТА и темпер атуру 
стенки ТА или генерирующего теплоустройства .  

Естественно, конструктор 'СТремит·ся выбр ать такую форму 
каналов, чтобы в единице объем а поверхность теплообмена бы
ла максимальной. В каждом конкретном ·случае это стремление 
огр аничено соображениями надежности, технологичности и удоб
ства эксплуатации конструкции Т А. В результате учета всех со 
обр ажений и требований конструктор приходит к векоторому 
компромиссному решению. 

Следовательно, выбор теплообменной поверхности - один из 
важнейших моментов создания любого теплообменного устрой
ства .  Лучшей будет та поверхность, котор ая при прочих р авных 
у�словиях обеспечит наибольший тепловой поток с единицы пло
щади, т .  е .  наибоЛьший коэффициент теплоотдачи. Позтому ин
тенсификация теплообмена в каналах - реальный путь к умень
шению габаритов и массы Т А и к снижению тем'Пературы стенш< 
при охлаждении элементов конструкции или атомного реактора .  

Метод интенсификации определяется характером течения 
(однофазное или двухф азное, л аминарное или туробулентное 
и т. п . ) . В данном разделе будут ра>ссмотрены м етоды интенси
фикации теплообмена тол:ько при тур булентном течении одно
фазного теплоносителя в прямых каналах.  
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Ltля таких течений часто возникает идея интенсификации 
теплообмена путем иску·сственной турбулизации пото•ка .  Этого 
можно достигнуть за,круткой потока,  созданием в нем вихр�й. 
отрывных зон и т. п .  Но в·се эти способы ·связаны с увеличением 
гидр авлических потерь в канале, поэтому важно иметь крите
рии для оценки целесообр азности методов интенсификации теп
лоотдачи.  Удобно ср авнивать каналы, имеющие устройства для 
иску·сственной тур булизации потока,  с такими же гл адкими ка
налами без этих устройс'tв .  Те_пловой и гидравлический р а счеты 
теплообменных устройств ( ам . гл . IX)  для выбр анных типов н: 
эквивалентных диаметров гладких каналов однозначно опреде
лят их р азмеры, чИiсла Рейнольдса в них и темпер атуры стенок. 

Интенсификация теплообмена в этих канал ах увеличит по 
ср авнению с гладкими как число Нуосельта Nu/Nu0, та'к и коэф
фициент гидр авличес.Iюго сопротивления G/so. 

Важно найти такие их значения, при которых по·верхносrь 
теплообмена (габариты и м асса ) уменьшится, что при задан
ных габаритах обе·спечит и уменьшение темпер атуры •стенки . 

Для определенности р а1осмотрим трубчатый ТА, в котором 
один теплоноситель течет в трубах, а другой - между ни,ми в 
пар аллельном напр авлении .  Пусть теплоноситель в трубах име
ет меньший коэффициент теплоотдачи при допустимом значении 
гидр авлических потерь.  В этим примере в первую очередь следу
ет интенсифицировать теплообмен в трубах . 

. lkпользуем соотношения (см .  гл . IX) : 

Q = Fa [Tw - T1i = kFt:.T"i l 
t:.p = A� Re2 -1 ; 

d 

О . B Re dn. 1 1 J 

(5. 1 5) 

Здесь А и В для данного теплоносителя и диаметра трубы -
размерные константы; n - число трубо·к .в пучке; l - длина 
трубок. 

Тогда .при заданных значениях Q, 1!1, р, G можно полу
чить [62] . 

(5 . 1 6} 
. 

Бели интенсификация 1В .каналах сопровождается выполнением 
условия (5. 1 6) ,  она обеспечивает уменьшение габаритов тепло
обменного аппарата .  
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Вез учета термического сопротивления стенки коэффициент теп- аа2 лопередачи k = --"--а + а2 
где а2 - коэффициент теплоотдачи в межтрубном пространстве. 
Тогда Tw - T1=- _!!:1_6.f и нер авенство (5 . 1 6) будет иметь вид а + а2 

( Nu )2 ( е ) ( Re )1 ,2 ( Nu20 
J 
2 1 а + а2 )2 Nu0 1> � 1 Re0 Nu2 , ( а0 + а20 • (5. 1 7) 

Таким обр азом, интенсификация теплоотдачи внутри труб наи
более эффективна,  если она сопровождается такой же или боль
шей интенсификацией теплоотдачи в межтрубном простр анстве 
или если а2� а.  Помимо удовлетворения условию (5 . 1 7) метод 
интенсификации теплоотдачи должен быть технологичным как 
при изготовлении поверхности теплообмена,  так и при сборке, и 
не должен снижать н адежность и эксплуатационные качест-
ва  ТА. 

· 
� давлетварить в-сем этим требованиям не так про·сто . Поэто

му из большого числ а описанных ·в литературе [27, 62] методов 
интенсификации на пр актике используются лишь немногие . Ос
тальные либо не технологичны, либо не удовлетворяют неравен
ству ( 5 . 1 7 ) . 

Найдем, каким должен быть метод интенсификации теплооб· 
мена,  чтобы наилучшим обр азом удовлетворять 'нер авенству 
(5. 1 7 ) .  

Из ур авнения для плотности теплового потока в н аправлении 
дТ дТ 

р адиуса трубы q = (Л.+Л.т) дr = СрQ (а + еq) дr и рис .  5.3 нетруд-

но прийти к .выводу, что боЛьшая часть р а1сполагаемого темпер а
турного напор а срабатывае11ся •в тонком пристенном слое. В нем q 
близок к qw, а Bq м ало.  Этот ·слой тем тоньше, чем больше чис
ло Прандтля.  В ядре потока, где наоборот q м ало, а Bq веJiи
ко, ср абатывает.ся не оболее 20-30 % р асполагаемого темпер а 
турного напор а у газов и не более 5% у жидкостей с Pr > 1 .  

Значит, искусственная тур булизация должна увеличивать ин
тенсивность турбулентных пульсаций и Bq только в тонком •слое 
около ·стенки. Нет смысл а  затр ачивать энергию на увел ичение 
�q в ядре потока.  Дополнительная тур булизация в-сего потока 
значительно увеличит s и очень м ало УJВеличит число Nu. Пока
жем, 1Ка1ким обр азюм можно )'lв-еличить значение Bq около .стенки, 
практически не изменяя е·го 'В ядре потока . 

Анализ показывает [62, 1 07], что этого можно доб.ить·ся •созда
нием небольши� отрывных зон (вихрей ) , р асположенных око.1о 
<:тенки на  определенных р асстQяниях по длине канала .  При об
р азовании вихря около стенки на  его верхней гр анице градиент 
скорости имеет 1максимум, а тур булентное касат·ельное напряже· 
ние QUx'иr' - достаточно большое значение. Поэтому i:юрожде· 
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б u -, -, дих u ние тур улентных пульсации - r;;_u и - на верхнеи гр анице 
х r дr 

вихря происходит весьма интенсивно. 
Возникшие Продольные пульсации скорости, р а•спадаясь, пе

р едают свою энергию более мел,ким пульсациям.  Причем энер
гия проходит сложный путь через пульсации давления к попе
речным пульсащиям и т. д . ,  пока не произойдет ее диосипация. 
За это время пульсации ·скорости переносятся ооновным потоком 
вдоль линий тока и диффундируют в стороны от них. 

Если вихрь м ал и его граница р асположена близко к стенке,. 
то возникшие на ней пульсации скорости увеличат Bq вблизи 
стенки .и тем самым интенсифицируют теплоотдачу. 

При •слишком частом р асположении таких вихрей энергия 
возникших на них пульсаций �скорости не успевает затухать па 
пути до следующего вихря и ,  в основном, диффундирует в ядро 
потока. Так происходит в шероховатых канал ах, в которых Е '1'  
увеличивается по всему сечению канала .  Это нерациональный 
метод интенсиф икации теплоотдачи, так как дополнительная 
турбулизация ядр а потока. почти не увеличивает теплоотдачу,. 
ибо в ядре потока Eq и так достаточн·о велико, а q - м ало, но 
ведет к большим гидр авлическим потерям .  

Целесообр азно вихри около стенки ра·сполагать на  таком 
раостоянии друг от друга (порядка 10 высот тур булизатор а и 
больше) , чтобы кинетическая энергия возни:Кших на  вихрях 
пульсаций частично успевала диссипировать на пути до следую
щего вихря .  Тогда ее диффузия в ядро потока будет несуще
ственна .  

Большие вихри также не р ациональны. Они .ведут к большиr.t 
гидр авлическим потерям,  а возникшие на  их верхней границе 
пульсации переносятся потоком да,ztеко от ·стенки и турбулизи
руют, в основном, ядро потока.  

В ихри можно обр азовать, р азместив на стенке поперек по
тока небольшие выступы или канавки. В случае выступов неко
торую роль в интенсификации теплоотдачи будет играть подвод 
теплоносителя .из ядр а потока к ·стенке .в зоне присоединения 
потока.  

' в качестве пример а  метода интенсификации теплоотдачи,. 
разработанного ·с учетом' с,казанноrо выпiе, можно привести ме
тод, описанный в р аботе [62] и предназначенный для интенсифи
кации теплообмена в трубах .и трубных пучках при их продоль
ном омывании.  

Предварительно откалиброванная трубка по специальной тех
нологии накатывается роликами .  fla .ее внешней поверхности о_б
разуются периодически ·ра•сположенные поперечные канавки,  а 
на внутренней - выступы (диафр агмы)  с плавной конфигураци
ей (рис .  5 .4) . Эта трубка при оптим альных типах накатки сохра
няет прочность, обеспечивает юiтенсификацию теплоотдачи с 
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.двух ·сторон и .не изменяет технологии сборки ; стоимость ее на
катки низкая. 

Для определения соотношений Nu/Nu0 и 6/so !Внутри таких 
накаtанных труб были проведены исследования на  газах, воде и водно-глицериновых смесях при р азличных сочетаниях d/D и t/D. 

Н а рис . 5.4 представлена зависимость Nu/Nuo от числа Re 
для р азличных р азмеров диафрагм. 

Nu /Nu 0  3, 8 

2, 2 

(\ 

� 5 
'1 

.J, O  

".....-- 4 
..--

.J.. -2 
O, ll  0, 2  0, 5  1,0 z 

'.Z. 
1-"" 

Рис. 5.4. Влияние числа Re на эффективность ин
тенслФикации теплообмена : Nu 

1-�е = �е•-гр аница слабой зависимости - от �е Nu0 
Кривая 1 2 1 

3 1 4 1 5 1 6 1 7 
d{D 1 0 , 983 1 0 , 966 1 0 , 943 1 0 , 912 l 0 , 92 1 0 , 875 

Шаr, t{D 1 
0, 5 1 ' 1 , 0 1 0 , 5 

При л аминарном течении между выступами диафр агм ·созда
ются застойные зоны. Они служат дополнительным термически,м 
сопротивлением и ухудшают теплоотдачу. Но ·с ростом xfd этот 
эффект уменьшается, благодаря возр астающему влиянию сво· 
бодной конвекции .  

При увеличении числа Рейнольдса з а  диафр агмами возникают вихри,  ч·ю приводит к росту уровня возмущений в потоке и 
переходу к тур-булентному течению при меньших, чем .в гладкой 
трубе, критических числах Рейнольдса .  Заметное ум-еньшение 
значения Rеир н-аблюдается при d/D < 0,94. Например,  при 
d/D = 0,875 Rеир = · 1 580 вместо Rеир= 2300 для гладкой трубы. 

Переход к тур булентному течению, как и в гладких трубах, 
rопровождается возникновением тур булентных пробок. Возник
нув в начальных сечениях трубы, эти турбулентные пробки, че
редуясь с ламинарными (п е р е м е ж а е м о с т ь  т е ч ·е н и я ) ,  
движутся вниз по течению. В этом движении они непреры!Вно 
увеличивают свою длину; теплоотдаqа в них почти в 2 р аза вы-
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ше, чем в ламинарных nробках. Диап_азон чисел Re, в котором 
наблюдае11ся перемежаемость, меньше, чем в гладких трубах. 

Как видно из рис.  5.4, теплоотдача в переходной области те
чения (Reнp � Re � Re *) выше, чем в гладких трубах, особенно 
при dfD < 0,94. При развитом тур булентном течении (Re> Re * )  
отношение Nu/Nu0 ·слабо за:висит о т  Re. П р и  больших числах 
Re это отношение может уменьШаться . 

С ростом чисел Re или Pr толщина слоя , в котором сраба 
тывается в гладкой трубе основная часть (напр имер , 90-99 % )  

Nu /Nu a  темпер атурного наiПора ,  все  врем.1 
2, 5 уменьшается . 

Когда верхняя гр аница вихря ,  при
иерно совпадающая с верхней крамкоИ 
диафрагмы, достигает гр аницы этого 
слоя (линия 1 на рис .  5.4 ) ,  эффектив
ность интенсификации максимальна .  
Если гр аница- вихря выходит з а  это1· 
слой (дальнейший рост Re или P r, ил� 
увеличение высоты диафр агмы) , то 
турбулизируются слои с малым гр ади-lfJ б • о, 88 o,go ·  • о,9� о,98 tt/.ll ентом температуры и достаточно оль-

Рис. 5 .5 Влияние высоты 
турбулизаторов на эФ
Фективность интенсиФи
кации теплообмена (шаг 

t/D=0,5) : 
!-Pr=5; Де=4 . IC3 ;  2-Pr=5; 

Де=4 . 1 04;  3-'Pr=0,7; де= 

=4 . 1 04 

шим Bq .  Дополнительная интенсифи
кация тешюотдачи в этом случае мала,  
а гидр авлические потери продолжают 
расти.  На  рис .  5.  4 это область 
с Re > Re * . 

Сказанное хорошо иллюстрируе r 
рис .  5. 5 [62], на  котором ·видно, каь. 
с ростом чисел Re и Pr наступает «на
сыщение» · роста Nu/Nuo [lрИ  увеличе
нии высоты диафр агм d/D * .  

Экспериментально было установлено, что с уменьшением 
d/D влияние темпер атурного фактор а  при течении газов осл абе
вает, так как плотность газа около стенки ·с  ростом тур булиза
ции  приближается к ·средней для в-сего сечения .  Для жидкостей 
при нагреве влияние изменения физических свойств также осла
бевает с ростом высоты диафрагмы.  

Для определения отношений Nu/Nu0 и s/so в продольно омы
ваемом пучке труб • с  поперечными  канавками также были про 
ведены экспер.именты · [62], г�е было установлено, что rnp и  лами
нарном течении канавки не влияют ни на  теплоотдачу, ни  H d  
гидр авлическое сопротивление. 

С ростом числ а  Re в широкой ча-сти ячейки ( расстояние 2--3 
на рис .  5.6,  б) поперечного сечения пучка труб,  где наиболь
шие гр адиенты скорости, .в канавке возникает вихрь. Он  обусла:<\ -

* Р асчетные зависимости для определения числа N u  и коэффициента соп
ротивления 6 -при  использовании этого и других методов интенсификации, 
теплообмена см.  в работе [62]. 
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ливает более раннее, чем в гладкой трубе, возникновение тур бу
лентного течения в широкой части ячейки. Вначале турбулент
ное течение оХ'ватьrвает м алую часть периметра трубки (три 
р айона точ,ки 3 на  рис. 5 .6 ,  6) , поэтому оно больше сказыва
ется на  увеличении �/�о, чем на  Nu/Nu0. 

С дальнейшим увеличением R.e мощность вихря р астет, и он . постепенно распростр аняется по всему периметру канавок. След
ствием этоrю является быстрый рост теплоотдачи,  который за
тем стабилизируе'I'Ся [62] . Увеличение шага ра·сположения кана
вок t (см.  рИс. 5 .4)  з аметно снижает Nu/Nu0 и �/�0. 

Интенсификация теплоотдачи в межтрубном простр анстве 
так же, как и в трубах, уменьшает влияние темпер атурного 
ф актор а на теплоотдачу и гидр авлическое сопротивление.  

Опыты на шахм атных пучках при нагре·ве воды при шаге 
пучка sfdн = 1 , 1 6 ; 1 ,2 ;  1_ ,34 ; 1 ,4 показали,  что эффект интенсифи
кации убывает с ростом шага (здесь . s - р а сстояние между ося
ми трубок пучка,  а dн - наружный диаметр трубки ) . 

В пучках труб с большим шагом эффективной будет интен
сификация путем создания поперечных небольших ребер на 
внешней поверхности трубок. 

Применеине р ассматриваемого выше (см.  р ис. 5.4 ) метода 
интенсиф икации теплоотдачи (полученной внутри трубок и сн а
ружи трубок) позволяет при прочих равных условиях уменьшить 
габариты и массу трубного пучка в 1 ,5-2 раза  по ср авнению с 
гладкотрубным, что при дешевизне накатки, сохр анении надеж
ности и без усложнения сборки Т А, позволяет рекомендовать его 
для трубчатых Т А. 

Для других типо1в каналов на  основе изложенного анализа и 
пример а можно выбрать свой технологичный метод интенсифи
кации теплоотдачи, учитывающий специфику р а боты и производ
ства теплообменного устройства [62]. 

5.3 Т Е ПЛ ОО БМЕ Н В КА НАЛ АХ Н Е КРУГЛ О ГО С Е Ч Е Н И Я  

Исторически исследования теплообмена и гидродинамики про
водились сначала в круглых трубах.  

Когда возникла  потребность в расчете теплообменных процес
сов в каналах некруглого сечения, исследователи сделали попыт
ку р а•спростр анить на них уже известные данные для .круглых 
труб. Для этого предлагалось использо·вать формулы для труб, 
заменяя в них диаметр трубы аа эквивалентный диаметр рас
считываемого канал а dэ = 4f/U. Последний был определен как 
учетверенная площадь поперечного сечения f, деленная на пери-4:n:d2 метр канала И. Для трубы d3 = -- = d. 4:n:d 

Так как канаJrы с различной формой сечения геометр ически 
не подобны, то из теории подобия следует, что и тепловые, и 
гидродинамические Я1вления 'В них не будут подобны. 
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Однако еще р аботы Л .  Шиллера ,  Д. Никур адзе и других, от
носящиеся, соответственно,  к 1 923 и к 1 930 гг. ,  показали , что в 
области р аЗ!витого тур булентного течения в каналах без остр ых 
углов р асчет по формула м  для труб 'с заменой диаметр а  трубы 
на dэ=4f/U дает удовлетворительные результаты для определе
ния коэффициента гидравлического оопротwвления . 

В тур булентном потоке гидр авлические потери главным об
р азом обусловлены переходом энергии осредненного потока в 
кинетическую энергию тур булентных пульсаций. Этот переход 
осуществляется, в основном, около стенки, ибо порождение тур 
'булентности, равное для несжимаемой жидкости произведению 
тур булентных 1ка сательных напряжений - QUx'иy' н а  гр адиент 
скорости дихfду (ось у - 1по нормали к стенке, ось х - 1вдол ь  
стенки) ,  обычно максимально оiюло стенки. 

Пр авило э.квивалентного диаметра обеспечивает приближен 
ное поДобие л ишь по переходу энергии осредненного движения в 
тур булентные пульсации при р а·вном с трубой отношении площа 
ди  •сечения к периметру канала и примерно одинаковом значенип 
порождения тур булентности на  этом периметре.  Поэтому оно не 
может р аспростр аняться на  каналы, у которых значительная 
ч а сть периметр а  приходится на узкие области с м алым значен и---,-, дих ем - сих ии � . 

Расчет для таких каналов дает завышенные значения �. что 
заметил еще Д.  Никур адзе 'В 1 930 г. 

Наоборот, в каналах с более эффективным,  чем в трубе, ис
пользованием периметр а (продольное обтекание пучков с боль
шим шагом sfdн, кольцевые каналы с большим отношение-.! 
Rвн!Rн и т .  п . )  такой р а счет дает заниженные значения �-

Применение пр авил а экв·ивалентного диаметра для р а·счета 
теплоотдачи тур булентного потока может быть эффективно дш1 
еще более узкого круга типов каналов, ибо требует наложения 
дополнительных условий н а  приближенное подобие полей тем пе
р атур около стенки. 

В на·стоящее 1Время, когда требования к точности расчета ·� 
возросли ,  ·следует применять это правило с осторожностью. На
пример , при продольном обтекании тур булентным потоком шах
матных пучков труб и стержней (см.  р ис. 5.6, 6) оно дает удо'3-
летворительное совпадение · с  эк·спер иментом лишь в узком диа
пазоне изменения шага пучка sfdн = 1 , 1 5-7- 1 ,2 .  

Для л аминарных течений пр авило ЭКjвивалентного диаметр а 
вообще неприемлемо . Следовательно, строго говоря , гидродина
мика и теплообмен теоретически или экспериментально должны 
исследоваться дJ!Я каждого типа некруглого канала отдельно с 
последующим р а·спростр анением результатов на  близкие типы 
{например , шахматные пучки труб с р азными sfdн) . 

При изучении теплообмена в таких каналах вопрос оказыва· 
ется еще более сложным, так как в некруглых каналах темпе-
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р атур а стенки по периметру, в отличие от круглой трубы, суще
ственно изменяется . З аконы распределения темпер атуры по пе
р.иметру стенки зар анее неизвестны.  Они зависят не только от 
гидродинамики и физических •свойств теплоносителя ,  но и о г 
стенки - •ОТ ее конфигур ации, р азмеров,  физических овойств, а 
также от р аспределения источников тепла в ней. Это вынуждает 
раосм атривать с01nряженные задачи, ,когда ,'К ·си·стеме ур авнений, 
описывающих поток, добавляются ур авнения теплопроводносги 
для стенки канала и условия сопряжения, т .  е .  условия равен
ства температур и тепловых потоков на  гр анице с двух ее сто
рон, а гр аничные условия задаются на  внешней по отношению к 
потоку поверхности стенки канала .  . 

Решение сопряженных задач, хотя принципиально и .возмож
но, но оно еще сложней, чем нахождение полей С'Корости и тем
пературы только в потоке при известных граничных условиях 
(т. е. решение системы ур авнений только для пото.ка ) . 

Опубликовано много аналитических исследований ламинар 
ного течения в некруглых каналах с известными гр аничными ус
ловиями .  Они достаточно ·сложны, хотя .выполнены с рядом уп
рощающих допущений:  физические свойства ·считаются постоян
ными, свободная кон1векция не учитывается, течение в гидроди
намическом и тепловом отношениях стабилизировано, гр анич
ные условия по длине и периметру либо Т w = const, либо q�v = 
= const, либо их сочетание [ 1 1 2] .  

-

Анализируя ·сопряженную задачу для треугольных . каналов, 
Е.  Р. Ж. Эккерт и Т. Ф .  Ир·вин показали, что в этом .случае ре-
шение будет содержать дополнительный параметр Фк= Лw ow 

Ajdэ 
( где dэ - эквивалентный диаметр, 'At и 'Aw - коэффициенты теп
лопроводности жидкости и материала стенки, 6w - толщина 
стенки канала ) . Пр и  переменной по nериметру температуре 
стенки возникнут перетечки тепла,  как по самой стенке (пропор
циональные 'Aw·6w) , так и по теплоносителю (пропорциональные 
'At·dэ) .  Параметр Фи хар актер изует отношение этих перетечек . 
При Фи----+0 перетечки тепл а по стенке отсутствуют. Это соот
вет·ствует гр аничному у•сл овию Tw = const, а Фи----+оо (Лw-+оо ) 
соответствует гр аничному условию Tw = const по периметру ка
нала .  В реальных каналах параметр Фк имеет некоторое проме
жуточное 1Iюнечное значение, обычно заранее неизвестное . 

Для круглой трубы при р авномерном распределении по пер и-
, метру наружной температуры стенки и источников тепловыделе

ния и при отсутствии свободной конвекции для любого значения  
параметра Фк одновременно по  периметру имеют место оба  гра -
яячные условия Tw = const и qw = ·COnst . ,' 

Таким обр азом, круглая труба - частный случай пекруглы !{ 
-каналов при полной ·оимметрии по углу, но и в круглой трубе 
при нарушении симметричности граничного условия на  наруж
ной стенке (трубы ·с продольными ребрами и .т. п . )  или симмет-
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ричности условий · теплосъем а внутр и (свободная  конвекция в 
горизонтальной трубе и т. п . ) , гр аничное условие на  внутренней 
�тенке перестанет быть симметр ичным.  Оно также будет зави 
�еть от Фк и не  будет известно заранее . 

Итак, в общем случае  некруглых каналов при  строгом под· 
ходе надо решать •сопряженные задачи .  Это сложно, хотя и воз 
можно для л аминарных потоков. 

Для тур булентных по'Гоков решение сопряженной з адачи еще 
сложней,  та.к как систему ур авнений для потока удается замк-
нуть, лишь используя различные при бл иженные методы по.'Iуэ м 
пирической теории тур булентности . Однако решение этой задачи 
можно упростить, если р азделить ее на  две - для потока и д,'I q  
стенки, что сводится к следующему.  · · 

Вводятся понятия местного коэффициента теплоотдачи 

a (x,yw,zw) = qw (x , gw , zw )  (5 . 1 8 ) 
Tw (x , gw , zw) - TJ (х) 

и местного числа  Нуссельта 

N 
( 

) a (x , yw , zw) dэ u1 x,yw,zw = , ..,.,, ( 5 .  1 9 )  

которые учит.ывают изменение теплоотдачи ( а ,  следовательно,  и 
плотности теплового по'Гока н а  поверхности стенки qw и темпе
р атуры стенки Т w) не только по дл·ине .канала ,  но и в данноч 
сечении х в любой точке (yw, zw) по периметру канала .  

Исследования показывают, что при р азвитых тур булентных 
течениях и Рг ;;;;::: О,7 ( и  даже при Pr < 0,7 вплоть до Pr = 0,0 1 )  в 
большинстве практически важных типов каналов и при возмож
ных граничных у,словиях понятия а и Nu rпо .выр ажениям (5 . 1 8 )  и (5 . 1 9 ) имеют смысл и сла бо зависят не только от  предыстор 1и 
изменения T1v по длине канала (до данного сечения х) , но и о г 
р а,спределения Т w по периметру канал а .  

· -
Р аспределение теплоо!дачи по длине и периметру ,канала в 

р азвитом тур булентном течении и при Pr ;;;;::: 0,7 (и  даже прч  
Рг ;;;;::: О ,О 1 )  главным обр азом определяется гидродинамикой пото
ка. Однако если з а1висимость а от р аспределения гр аничного ус
ловия (Т w ) по периметру канала все же 'Существенна ,  то эта за 
висимость должна быть найден а  экспериментально для основных 
типов гр аничных условий.  

Если  зависимости для локальной теплоотдачи и для коэфф и
циента гидр авлического сопротивления известны (из эксперп
мента или,  когда это 'Возможно, из теоретического решения ) , 1 0  
м атематическая постановка УlfiОМянутой выше сопряж·енной з а 
дачи коренным обр азом упрощается . Вместо трехмерных основ 
ных ур авнений становится 1возможным испол ьзовать· одномерные 
уравнения неразрывности, движения и энергии ( 5 . 1 )  - (5 .3) , з а 
писав их для стационарного течения и добавив к ним ур авнение 
теплопроводности для стенки.  
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Решение такой з адачи, по кр айней мере - численное н а  
ЭВМ, не представляет серьезных трудностей для инженерных 
приложений, даже если а известным образом за,висит от распре
деления по периметру канал а .  

Ознакомимся теперь кратко с особенностями  гидродинамики 
в некруглых .канал ах .  Теоретические р асчеты гидродинамики 
некруглых каналов при  л аминарном течении [ 1 1 2] показывюр r, 
что при  наличии .в канале острых углав или сужений поперечно
го cet;reниn в узких местах скорость и гр адиент скорости у стен 
ки меньше, чем в широких. Т аким обр азом,  р а сход теплоноси 
теля на  единицу площади сечения в уз.ких местах канала мень
ше, чем в широких;  касательное напряжение на  ·стенке в узких 
местах также меньше, чем в широких. Ф изически это очевидно. 
В узких местах перепад давлений,  действующий на поток, мень
ше, чем в широких, а поверхность стенок, где действуют ур авно
вешивающие этот перепад ,касательные н а'Пряжения, больше. 

При увеличении ра·схода или числ а Рейнольдса в таких кана
л ах возникновение тур булентных пульсаций н ачнется ·сначал а 
окоJю стенок в широких местах (в зоне точки 3 на  рис. 5.6 ,  6) , где 
большой гр адиент скорости. Возникнув в не�отором сечении ,  в 
н аиболее широком месте, эти  пульсации ниже по течению в силу 
диффузии в тангенциальном напр авлении ·вызовут возникновение 
новых тур булентных пульсаций и в более узких местах с мени
шим градиентом скорости . Как уже отмечалось, порождение тур-

б " --, -, дu r  улентных пульсации определяется выр ажением типа - с.ихи У ау• 
Поэтому, раз  возникнув в силу случайной корреляции w ;w ' У •  
порождение пульсаций начнется и в соседних местах, куда про
никнут возникшие пуль·сации ,  создавая там уже значительно 
большие значения и; и�. Но для каждого числа Рейнольдса 
и д.'Iя кажд:ой формы канала на  определенно� длине наступит 
стабилизация. Поэтому в широких местах канала поток может 
быть тур булентным,  а в узких местах - лам·инарным,  так как  
в узких местах ·слишком м ал гр адиент скорости . Диффундирую
щие сюда из тур булентной зоны пульсации не о беспечивают 

б 
--,-, дwх б нео ходимого значения -QWxwy -- , что ы вызв ать порож де-

дху 
ние новых пульсаций и, р аспадаясь по дороге на более мелкие 
пульсации,  диссипируют (т. е .  их .кинетическая энергия перехо
дит в тепловую) . Поэтому в некруглых каналах с узкими  места 
:ми  возможно одноврем·енное существование в одном сечени11 
тур булентных и л аминарных зон течения .  

Как показали визуальные исследования и изучение ·структу
ры потока ,  эти зоны отделены переходной зоной с правильны м 'f 
синуооидальными колебаниями скоро·сти .  Ламинарная зона убы
вает (1по напр авлению к точке 1 на  р ис.  5 .6 ,  6) • С  ростом числ а  
Рейнольдса в данном •сечении канала .  Такое течение в некруг-
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лых каналах прИrводит обычно к появлению поперечных гр адi! 
ентов давления и может существовать при наличии обмена ко
-личе·ством движения между зонами.  Возникает ·система поlпер�ч -
ных вихрей.  

Структур а uотока определяет и характер р аспределения ко
эффициента теплоотдачи по периметру канал а .  В широкой ч а 
сти канала (особенно п р и  турбулентном течении) теплоотдача 
выше, а в уз,ких зонах - ниже. 

Пример р аспределения локального числ а Нусселъта по пери 
метру канала ,  образО'Ванного плотной упаковкой стержней ( р и : . 
5.6, в для sfdн = 1 ) ,  для р азличных р а,осrояний от 1входа в кана"1 
xfdз ,представлен н а  рис . . 5.7 [73]. Эти данные получены в опыт а х  н а  воде при гр аничном условии qw = const. 

Для проверки предположения о практической независимосн 
р а·спределения теплоотдачи по периметру канала от распреде
ления граничного условия Т w (при Pr ;;;;:::: 0 ,7) по этим данным 
бы.1 проведен расчет поля темпер атур в �стенках такого же ка 
нал а  [ 1 24], но меньщих р азмеров и с гр аничным условием бо
лее близким к Т w = const, чем qw =,const .  З аметим, что пар аметр а Лw Ф к = �  в р аботе (73] р авнялся 0, 1 2 , а 'В р аботе [ 1 24] Ф.к = 1 9 , 

dэAf · 
т. е. отличался почти в 1 60 р аз .  В качестве теплоносителя в опы
тах [ 1 24] также использовалась вода (Pr > I ) .  

Так как Т1 в этих опытах изменял а,сь мало, то з адача свел ась 
к решению ур авнения теплопроводности ,с  граничным условием 
3 - го рода . Результаты расчета в работе [73] в пределах точност� 
эк·сперимента совпали с экспериментально замереиным р аспре
делением Т w ·в оп-ытах [ 1 24], что под-гверждает сделанное выше 
предположение о практической независимо·сти теплоотдачи o r  
р а спределения Тw , при  Pr ;;;;:::: 0 ,7. 

Экспериментальное щ:следование сопряженных з адач обычно  
нецелесообр азно.  Моделирование их · практически невозможно ,  
так  как не удается . обеспечить р авенство всех определяющих 
кр итериев подобия и нужно проводить э�сперимент на натуре "' .  

Расчеты ·с применением среднего по периметру числ а  N u  д.1я 
кан алов с узкими зонами не годятся, так как это не позволяет 
на йти истинное распределение темпер атур в стенке. 

Следует иметь в виду, что среднее значение числ а  Нуссельта 
Nu существенно з а'висит от закона осреднения. Так, например,  
дл я условий,  принятых ·в  р а боте [73], законы 

a == --���q�w�------30 
3� � Tw (tp) dtp - Т1 

о 
* Это убедительно показано П. А. Ушаковым [ 1 30] .  Им же разработан ме

. то д приближенного теплового моделирования цилиндрических тепловыделя ю .  
щих элементов при течении жидких металлов. 
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и 30 
а* = ;о � a (cp) dcp 

о 
дали различие до a*ia = 2.  

В каналах некруглой формы • с  относительно небольшИми су
жениями ,  когда по периметру канала одновременно приближен-
но выполняется qw = ·const и Tw = const, значения Nu удобны 
д.'Iя  · р а•счетов . К таким каналам принадлежат, например , про
дольно обтекаемые пуч.ки труб при шаге пучка s(d� 1 , 1  и коль
цевые каналы. В этом случае локальное число Nu мало из·ме
няется по периметру. 

За последние годы появцлось много исследований теплоотда
чи и гидр авлического сопротивления для каналов р азличной 
формы и пр и  течении в них р азных типов тешлоно.сителей (жид
ких металлов, газов и капельных жищкостей ) . Н аметил ись и 
пути их абобщения .  

Наиболее простой эмпирический путь обобщения использует
ся для близких типов каналоо . Это .каналы, которые, не являясь 
геометр ически подобными,  имеют много общего . К ним относят
ся,  например ,  продольно обтекаемые шахм атные или кор идор
ные пучки труб с р азным шагом sfd, кольцевые каналы с раз 
ным отношением наружного Rн и внутреннего Rвн р адиусов , пря 
моугольные каналы с р азным отношением сторон и т. п .  

В частности, экспериментальные данные по теплоотдаче про
дольно обтекаемых шахматных- пучков труб с sjd = 1 , 1 -7- 1 ,5 и 
большим числом трубок (т. е. когда 'Влияние кожуха на гидроди
нам ику пучка невелика) можно обобщить фор мулой 

Nu = (о 032 � - О 0 144) Re0•8 · Pr 113 • (5 .  20) � т э  ' d ' т э  т 

Она получена для Pr� 0,7 и тур булентной области течения 
(Remэ > 1 ,3 · 1 04 при sfd = 1 , 1 -7- 1 , 1 6 ; Remэ > 2· 1 04 при  s(d =  1 ,2 -7- 1 ,4 ;  
Rem > 3· 1 04 пр.и sfd = 1 ,5 ) . Определяющей темпер атурой в ур ав 
нении (5 .20 ) является Tm = ( Tw + T1) !2, а хар а'КТерным р азме
ром - эквив алентный диаметр d3• 

При  числе труб ( или стержней ) в пучке, стремящемся к бес
.канечно•сти 

[ 2 -,13 ( s )2 J . (d9)00 = -n- d - 1 d,  

для шахматного пучка и для коридор ного пучка (оси труб рас
положены по вершинам квадр ата)  
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Если ввести понятие пористости 8 как отношение площал:п 
сечения, по которой протекает теплоноситель между труб, к пло· 
щади всего пучка,  то фор мула  (5 .20) имеет вид 

N - (' 0 , 0304 О 0 144) Reo,s Prttз. 1 Umэ - , ,rт--: ' 1\I Э  m r 1 - в 
(5 .  2 1 ) 

В этом виде она  также удовлетворительно оnисывает опытные 
данные для .кор идорных пучков с большим числом трубок и в 
тур булентной области 1;ечения при  Prm;;;:::0,7 и sfd = 1 , 1 + 1 ,5 .  

Для шахматного пучка е оо =  1 - у3л: , а для коридорного 
6 (s/d)2 

еоо = 1 - у'Зл: 4(s/d)2 
Опытные данные для коэффициента гидр авлического сопро

тивления шахматных пучков с большим числом трубок можно 

обобщить в диапазоне 3,23 ...!..... - О, 1 1 6 � 1g Re � 3 ...!..... + О, 76 d d 
фоiрмулами :  

;т э = ( 0,3 1 6 ; - о
_
, 1 76) Re;;;-�2 

для s/d =  1 + 1 ,5 вли более точно 

� =(о 273 ...!..... _ о 1 02) Re-o,2 "m э ' d ' т э  

(5 .  22) 

(5 .  23) 

ДЛЯ sfd = 1 ,02+ 1 ,5, так КаК ГИдраВЛИЧеСКОе СОПрОТИВЛеНИе О СО ·  
бенно сильно изменяется именно в узком диапазоне s/d = 1 + 1 ,02 
(р а·стет на 40-45 °� ) .  . 

Если в фор муле (5 .23) выразить sfd через пористост
·
ь 8 по вы

р ажению sfd = 0,95/V 1 - e , то в диа пазоне 8 = 0, 1 3+0,6 ее мож
но рекомендовать и для расчета гидр авлического сопротивлення 
в кор идорных пучках.  

Для кольцевых каналов,  как показали опыты Бр айrона  и 
Джонса,  коэффициент гидр а·влического сопротивления, опреде
л енный по dэ, сл а.бо зависит от отношения р адиу•сов Rвн/Rн. Он 
удовлет.ворительно описывается пр� Rеэ = 4· 1 03+3 ,2 · 1 05 и 
Rвн/Rн � О,О625 зависимостью 

(5 . 24) 

Н аоборот, теплоотдача в кольцевых каналах существенно за 
висит от отношения Rвн/Rн. Б.  С. Петухов и Л. И.  Ройзен обоб
щили опытные данные по теплоотдаче в кольцеJВых каналах п р и  
тур булентном течении теплоносителей с Pr� 0,7 в области теп
ловой и гидродинамической стабилизации •следующими зависи 
мостями .  
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Для н агрева внутренней стенки трубки 
{NUвн)э 0,8б ( Rвн )-0, 16 С , 

Nuтp Rн 1 (5 .  25) 

где С = 1 + 7,5 { Rн!Rвн - Б  ) 0'6 при Rвн1Rн <!:. О,2 и C = l \ Rеэ 
при Rвн!Rн';i::: О,2 ; Nuтp - чисЛо Нуесельта для круглой трубки 
при том же числе Re ;  

Для газов ( Pr � 0,7) рекомендуе'I'Ся 

Nuтp = 0,0 1 86 Re0•9; (5 .  26) 
дая капельных жидкостей (Pr> 1 )  

Nu = 1/Ве Re · Pr 
(5 27) 

тр 4 ,5 Jfё (Pr�!fЗ _ l ) + l , 07 
' 

где G - коэффиццент гидр авлического сопротив.'Iения гладкой 
трубы,  опред_еляемый по фор муле 

1 Уё = 1 ,82 1g Re - 1 ,64 . 

Ур а,внение (5 .25)  можно рекомендовать при Rвн/Rн = 0,032-7- 1 . 
Для нагрева наружной стенки кольцевого канала ( при 

Rвн/Rн = О-7- 1 )  
(Nuн)э = l - О, l4 ( Rвн )0,&. 
Nuтp Rн (5 .  28) 

Более сложные пути обобщения экспериментальных данны JС 
основаны н а  использовании особенностей тур булентного течения 
при Pr ';i::: 0,7 и Pr � 1 .  

При Pr ';i::: 0,7, как  уже отмечалось, распределение локальной 
теплоотдачи по пер иметру канала при тур булентном течении оп
ределяется главным обр азом гидродинам�кой потока и пр акти
чески не  зависит от распределения Т w по периметру канал а .  

В этом случае можно использов ать аффинное подобие.  Для 
этих условий С. Н .  Царев·ский-Дякин р азвил метод р а счета гид
р авлического сопротивления и локальной теплоотдачи каналов 
некруглого сечения .  Метод основан  н а  предположении сущест
вования системы Iюординат, в которой универ·сальный проф иль 

скорости у и f ( У  Y:tOJQ ) (здесь -r0 - касательное н а пряже-
"о/Q v 1 

ние н а  .стенке) инвариантен no отношению к форме поперечного 
сечения канала .  Тогда и обр атное nреобр азО'В ание круга в упо
мянутой системе координ ат прообр азует известные для круглой 
трубы поля скоростей и темпер атур из поля скоростей и темпера
тур канала з аданного �сечения . Это позволяет найти р аспределе
ние локального коэффициента теплоотдачи по пер иметру некруr
лого канала. 

138 



Сопоста'Вление расчетов по этой методике с экспериментом , 
например ,  для шах.матного пучка стержней с sfd = 1 , юодтердил::> 
правильиость этого метода и допущений, на  которых он постро
ен . П .  А. Ушаков в р а боте { 1 30] и последующих р а ботах для 
жидких металлов (Pr--0) р азвил метод при ближенного тепло
вого м оделирования и обобщения численных решений сопряжен
ных задач 1в пучках ·стержней. Метод основан на  вв·едении безраз 
мерного параметра ,  объединяющего характеристики теплоноситс
ля  и конструкции стержней (теплопроводность .и геометрические 
р азмеры) . Этот параметр р ассчитывается по основной гармонпке 
разложения темпер атурного поля в ряд Фурье. Для жидких ме
таллов (Pr«: 1 )  это возможно, так ка.к вкл ад от молекуляр ного 
переноса тепла даже пр и  тур булентном течении являе'Гся опр� 
деляющим .  Существуют и другие пути обобщения и расчета гид
равлического сопротивления и теплоотдачи в каналах некругло
го сечения (см . ,  н апример,  работы [58, 1 25]) . 

Наконец, р азвиваются и методы р а счета теплоотдачи и ги.J:
р а·влических потерь в каналах некруглого •сечения,  основанные 
на  численном решении треХJмерной системы ур а1внений для тур 
булентного течения в некруглых каналах, в ·осно.вном,  пр и задан
ных гр аничных условиях. 

Все уже опубликованные методы р азвиты для ста билизирJ 
ванного течения несжимаемой жидкости с постоянными физиче
скими свойствами .  Так как распределение тур булентных п а р а 
метров  и вообще структур а тур булентных потоко'В в каналах н е 
круглой фор мы еще почти не изучены, т о  во всех этих методэ.х 
замыкание осредненной системы ур авнений достигается пока � 
помощью различных гипотез и данных о распределении тур бу
лентных параметро.в в круглой трубе. 

Очевидно, что исследование 1структуры тур булентных течений  
в каналах некруглой формы является актуальной проблемой.  

Рекомендуемая литература :  
основная :  [76, 1 1 2] 
дополнительная :  [27, 58, 6 1 ,  62, 73, 1 07, 1 24, 1 25, 1 30, ·1 57, 1 58]. 



Г Л А В А  V I  

Т Е П Л О П Р О В ОД Н О СТ Ь П Р И Н ЕСТА Ц И О НА Р Н ОМ 
Р ЕЖ ИМЕ 

1 1 
Ранее в гл . I I  были р а осмотрены стационарные задачи теп

.1ообмена , т. е .  такие ,  в которых темпер атурное поле по време
ни не изменяется и в дифференциальном уравнении теплопро
водности Фурье - Кирхгофа производная д Т /дт:== О. 

Однако целый ряд важных практических з адач теплообмена 
не может быть р ассмотрен в р амках предположения о неизмен
ности параметров процесса во времени .  К таким относи'Гся боль
шинство задач о прогреве теплозащитных оболочек и конструк
тивных элементов скоростных летательных аппар атов, о н агреве 
стенок сопел р акетных д·вигателей твердого топлива ,  о р асчете 
поля темпер атур в энергетических ядерных реакторах  при изме 
нении режима р аботы, о тепловом режиме искусственного спут
ника Земли (ИСЗ ) . В этой гла·ве будут рассмотрены нестацио
нарные процессы теплопроводности в неподвижных средах 
(твердых телах) и даны аналитические и численные методы .Р е
шения дифференциального ур авнения Фурье - Кирхгоф а в не
стационарном случае с р азличными кр аевыми условиями . 

Нестационарные тепловые процессы сопровождаются не ТО/Iь
ко изменением темпер атурного поля во времени,  но почти всег
.J,а связаны с изменением энтальщш тела ,  т .  е .  с его нагревом и 
охл аждением . 

Практические з адачи нестационарной теплопроводности мож
но р аздел.ить на две основные группы.  

К первой группе относя'J\ся процессы, происходящие при п�.:
реходе тела из некоторого н ачального теплового состояния в 
иное стационарное, обычно р авновесное теплов.ое состояние .  

Примерами  могут служить изменение темпер атурного поля 
в теле, помещенном :в ·ср еду, темпер атур а .которой отличается от 
начальной темпер атуры тел а ,  или выр авнивание темпер атур в 
теле с заданным н ача.'Iьным р а:спределением температур . 

Ко второй группе можно отнести процессы, происходящие в 
тел ах, испытывающих тепловое 'Воздействие извне,  изменяющее
ся во времени по некоторому закону. Здесь можно н азвать про
цессы пер иодического изменения темпер атуры при движении 
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ИСЗ по ор бите, часть кот.орой пролегает в тени Земли,  суточ
ные и годовые колебания темпер атуры в верхних слоях земной 
коры ,  тепловые ре?КИМЫ аппар атов, находящиХiся н а  поверхнастА 
Луны,  процоссы в р егенер ативных теплообменниках и т. п. 

В большинстве нестац.ионарных тепловых процессо·в можно 
выделить три этапа, характер изующиеся р азличными режима 
ми ,  и з  которых собс'Гвенно нестационарными будут лишь  дв.з. 
первых. Н а  первом этапе поле темпер атур в теле определяется 
не только изменившимен тепловым воздействием, напр имер,  из 
менением темпер атуры о·кружающей ·среды, но и н ачальным р ас
пределением темпер атур в теле [То (х, у, z) ]  при 't' = О. Поскольку 
начальное темпер атурное поле в общем случае может быть весь
ма произвольным,  то и тепловой режим на  этом пер·вом этапе 
носит характер неупорядоченного процесса .  

В последующем влияние начального состояния все  более и 
более осл а бевает и дальнейшее цротекание процесса упр авляет
ся лишь условиями на  границе тела ,  т. е. наступает режим упо
рядоченного пр оцесса,  в частности, регулярный режим (см .  
р азд. 6 .5) , теор ия которого дана. в моногр афиях Г .  М.  Кондр ать-
ева �� 6�. · 

Для большинства процессов первой группы характерно еще 
и третье состояние,  в котором темпер атур а тел а во всех точках 
одИ!накова и р а'вн а  темпер атуре окружающей: среды . Это состоя
ние называют состоянием т е п л о в о г о р а в н о в е с и я .  

Строго говоря ,  это новое р авновесное тепловое состоS!ние на 
ступает лишь �по прошествии бесконечно большого промежутка 
времени .  Однако на пра.ктике тело относительно быстро дост fi 
гает со·стояния,  несьма  близкого к состоянию тепловоГо р авно
весия, поэтому и интересующие нас  длительности нестационар 
ных  режимов отнюдь не бесконечны.  

6. 1 .  ПО СТА Н О ВКА ЗАДАЧ И Н ЕСТА Ц И О НАР НО И  
Т Е П Л О П РО В ОД Н О СТ И 

Выведенное в р азд. 2.3 Диффер енциальное ур авнение тепло
проводности Фурье - КирхГофа  (2 . 1 6 ) в •с.1учае неподвижной 
среды и отсутствия внутренних источников тепл а имеет вид 

дТ = aV2T, 
д'tl (6 . 1 )  

где a = 'A/ (cQ ) и V'2 - опер атор Л алла·са ,  записанный в !Прямо
угольной, цилиндр ической,  сферической или иной системе коор
динат .  Это уравнение устан авливает зависимость между темпе
р атурой:, врем·енем ,и координатами тела ,в элементарном о бъеме,  т.  е .  ·связывает временные и простр анствеиные изменения тем 
пер атуры тел а .  
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Если заданы форма  и размеры тела ,  а также его физические 
свойства (Л, с, Q, . . .  ) , т. е. геометрические и физические усло
вия однозначности, то для решения уравнения (6. 1 )  необходи
мо  з адать еще начальные и гр аничные, или кр ае!Вые, условия .  

Поскольку темпер атур а тела в общем случае является функ
цией координат  и времени f (x, у,  z, т) , то начальные условин,  
т. е .  распределение темпер атур в теле в начальный момент, за 
даются в виде 

f (х, у ,  z, 0) =  /0 (х, у ,  z) , 

где fo - известная функция, которая не обязательно должн а 
быть задана аналитически, а может быть представлена числен
но или гр афически . 

В целом ряде пра.ктических задач начальное условие имеет 
более простой вид: 

f (x, у ,  z, 0) = T0 = const . 
Для однородных тел граничные условия могут быть, .как уже 

г.оворилось 1в р азд. 2.4, трех родов :  может быть задана либо тем
пер атур а любой точки .поверхности тела в любой момент време
ни ,  либо тепловой поток у поверхности, либо температура сре
ды, омывающей тело, и условия теплообмена тела с окружаю 
щей 'Средой. 

_В отличие от стационарных задач все вел ичины, входящие в 
гр аничные условия, могут изменяться во времени по заданному 
зююну. На простейшие пример ы  таких изменений (линейный п 
rарм•нический законы изменения темпер атуры среды во време
ни )  указывало·сь в р азд. 2.4 .  

6.2. А НАЛ ИТ И Ч ЕСК И Е  М ЕТОДЫ Р Е Ш Е Н И Я ЗАДАЧ 
Н ЕСТАЦИО НА Р Н О А  Т Е ПЛ О П РО ВОД НОСТИ 

Классическим методом решения задач, описываемых ур авне ·  
ни  ем 

дТ = av2T д-о 
является метод р азделения переменных (метод Фурье) * .  

Основ·ная идея метода ·состоит в отыскании частных решени \f 
этого ур авнения tn ,  удовлетворяющих исходному ур а'внению и 
:гр аничным условиям, но не  удовл·етворяющих начальным усло
виям.  З атем, пользуясь линейностью ур авнения,  решение з адачн 
находят как линейную •суперпозицию этих ча,стных р ешений 

* Здесь за недостатком места не рассматривается один из эффективных 
методов - операционный . С этим методом можно ознакомиться, воспользо
вавшись известными монографиями А. В .  Лыкова [ 1 0 1 ]  и Гребера и Эрка [39]. 
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00 
Т (х, у ,  z, 't')= � Сiп (х , у,  z, т), причем такую, которая удов-

п - t 
летворнет уже и начальным условиям путем соответствующего 
выбор а коэффициентов Сп. Это значит, что при -r = O  выполняет
ся р авенство 

00 
Т (х, у ,  z, 0) = /0 (х, у,  z) = � Cin (х, у,  z,  0) .  п-1 

Ра·ссмотр им конкр·етный пример примоепения этого метода в 
простом случае простр анственпо-одномерной задачи об измене
нии темпер атур в плоской бесконечной стенке толщиной б ;с на 
чальной темпер атурой Т (х, О) = Т0 (х) , на  поверхностях которой в 
течение всего времени поддерживается постоянная темпер атур а 
Tw = T (O, -r) = Т (б ,  -r) . Величину Tw, не уменьшая общности,  мож
но положить р авной нулю (гр аничное условие 1 -го рода ) . Эта 
з адача может быть интерпретирована и .как охлаждение (нагре
вание) стержня длиной б,  с начальной темпер атурой Т0 (х) .  не 
имеющего теплообмена через боковую поверхность, если темп�
ратур а н а  его торцах .поддерживается равной Т w .  

Частное решение tn ур а•внения 

дТ д2Т 
- = а - , ( 6 . 2) д'IJ дх2 

удовлетворяющее гр аничным условиям 

Т (0, 't') = T  ( 8 ,  't') = O , 
ищем в виде произведения двух функций : 

tп (Х, 't') = бп ('t') · &п (х) ,  ( 6 .  3) 

одна  из которых (8n )  зависит только от времени, другая (itn ) -
только от простр анствеиной координа·ты. 

Подстапавка ур авнения (6.3) в выр ажение (6 .2 )  дает 

или 

откуда 

&n (х) dBn = абп ('t' ) d2&n 
d'IJ dx2 

&n (х) б� ('t') = аэп (т) &� (х) , 
в '  &" n n - -= - ( 6 .  4) 

Здесь слева функция только времени, спр ава  - координаты х. 
Ра•венство (6.4) возможно лишь в случае, если как левая, т а l{  
и правая его части - одинаковые постоянные величины, незави
сящие ни от х, ни от времени. 
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Обозначим константы через -�п (знак минус перед �n пр и
нят для удобства последующих преобр азований,  что о11нюдь не 
н алагает каких-либо огр аничений н а  знак самой константы �n) . 

Тогда исходная задача сводится к следующим двум :  

1 )  

2 ) 

&�+ �п&п = О 
&п (О) = &п (В) = О; 
в� + а�пвп = О. 1 ( 6. 5) 

Пр и  этом,  поскольку частное решение tn не обязано удовлет,во
р ять начальным условиям,  то втор ая задача не имеет .краевых 
условий. 

Первая задача,  очевидно, будет иметь столько решений, 
сколько значений мы придадим постоянной �n- Одпако не  вся
кое значение �n = const дает возможность получить не  нулеr:ое 
решение задачи, сформулированной ур авнениями (6 .5 ) . 

В. самом деле, пусть �n < 0, тогда общее решение первой за 
дачи имеет вид 

&п (х) = С1еУ -�пх + С2 е- У - � пх. (6 .  6) 
Подставляя это выр ажение в гр аничное условие для 1J-n, получим 

Ct = Cz = O, откуда 1J-n = O. 

При �n = O  ур авнение (6 .6)  обращается в 1J-n" (x) = 0, решение ко
торого 1J-n (х) = ах+Ь, Подставленное в граничные условия, вновь 
даст а = Ь = О  и 1J-n =O. Лишь при  �п > О  общее решение (6.6) бу
дет содержать мнимые показатели ,  а следовательно, его можно 
будет переписать в виде 

&n (x) = D1 cos ( V �nx) + D2 s in CV�x) . 
Лодставляя это выр ажение в граничные условия, найдем посто
янные D1 и Dz: 

&п (0) = D1 = 0; 
&n (B) = D2 sin ( VrпB) = O. 

Цоследнее условие показывает, что при D2 o:!= O  (при Dz = O  вновь 
получим тривиальное решение 1J-n = O) не все положительные 
значения �n позволяют удовлетворить граничным условиям, а 
лишь те, для которых выполняется 

или 
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Эти значения постоянной �n, при которых пер'вая вспомогатель
ная задача (6 .5)  имеет не нулевые решения, удовлетворяющf!е 
граничному условию, на�ываются с о б с т в е н •н ы м и з н а ч е-

н и я м и, а функция s in (n; х) - с о б с т в е н н ы м и ф у н к-

ц и я м и эадачи (6 .5) . 
· 

Вторая В'спомогательная з адача имеет решение вида 

ln Bn = - а�п't'+ С 

или 
-а�п"' + С -а�п"' С С' -а�п"' вп = е - е е = е . 

Таким образом, частное решение ур авнения (6 .2) , удовлетворяю. 
щее гр а ничным условиям, имеет вид 

-а� "' - -а (� )• "' (nn ) tп (х, т ) = Вп{}п = D2С'е n s in (У�пх) = Апе 8 s in &"" Х , 
где A n - произвольная постоянная .  

Из полученного вида частного решения ср азу видна непри
годность значений �n < О в р ассматриваемой з адаче, так как е n 
оказывается непрерывно р а с'Fущей функцией времени, что про
тиворечит. физическому смыслу задачи, согласно которому тело 
стремится к тепл01вому р авновесию, т. е .  I im -T (x, у, z) = Tw =O. 

'1: -> 00  
Располагая бесконечным числом частных решений, найдем 

такую их линейную .комбинацию, которая  удовлетворяет и на
чальным условиям,  поскольку при произвольнам виде з ависимо
сти Т (х, О) = То (х) ( например,  при To = const) ни  одно из частных 
решений само по себе начальному условию не удо:влетворяет. 

Пусть 
· 

00 00 
Т (х, т) = � tn (х, 't') =  � Ane -а�п "' sin (n; х) . 

n= ! n= ! 

Тогда при -r = O  должно выполняться р авенство 
00 

Т0 (х)= � An sin (:t; х ) •  
n= ! 

(6 .  8)  

и задача  ·сведется к нахождению коэффициентов An, удовлетво-
ряющих условию (6 .8) . . · 

Последнее достигается р азложением из•вестной нам  функции 
То (х) в ряд по  собственным функциям [в рассматриваемом при -
мере - по sin (n; х)} и приравниванием между собой коэф 

фициентов при собственных функциях одного порядка ( с  одина-
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ко·вым значением п) . В нашем примере коэффициенты Bn раз
ложения То (х) в ряд Фурье по синусам на интерв але (0,  6)  
будут 

3 
Bn =f 5 То (е) siп С'; е) de , 

о 

причем А п = Вп, и та·ким 'обр азом окончательное решение задачи 
о ·стенке с То = То (х) и Tw = O  имеет вид 

Т (х, t)= � [f S T0 (�) s in (л; е ) d�J e-a ( �; )\ & in (л; х) . п-1 О 
(6 . 9 ) 

На р ассмотренном простом примере  показан ход р ешения за
дач нестационарной теплопроводности методом Фурье. По ана 
логии легко показать, что в простр анственно-одномерной з адаче 
о теле, обладающем цил индрической симметрией (нагрев, охлаж
дение кругового цилиндра ) , для которой ур авнение (2 . 1 6) в ци-

. линдрических .координатах имеет вид 

дТ = а ( д2Т + _1_ дТ ) ' д'U дr2 r дr 

задача (6 .5)  о собственных функциях и собственных значениях  
(первая вспомогательная задача ) будет уже описываться ур ав
нением 

которое Я'вляется уравнением Бесселя.  
Таким обр азом, решение исходной з адачи будет представ 

ляться ,в виде р азложения в ряд по Беоселевым (цилиндр иче
ским) функциям, для н ахождения коэффициентов которого н а 
чальное условие, т. е .  р аспределение темпер атуры по радиу�у 
при  t = O, также .следует представить .в виде ряда по •соответст
вующим собственным функциям (в  данном случае - Бесселс
вым ) . 

Полученное та.ким путем решение з адачи о бесконечном ц и 
л·индре с гр аничными услов!Иями первого рода Т w =  Т (R,  t) = '-! 
(где R - наружный р адиу:с цилиндр а )  и начальным условием 
T (r, О) =f (r) имеет вид 

. � [ 2 R5 ( 'V� ) ] J0 CVrrzr) -a � n �  T (r , t) =  � l(l 0 Qj Q) f0 , t'п fJ. dQ J� ("V�пR) е ' 

где /0 и /1 - функции Бесоеля первого рода нулевого и первого 
порядка, а собственные значения �n определяются из ур авнения 
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J0 ( V�nR) = 0, являющегося аналогом ур авнения (6 .7) в р ас
смотренной выше задаче о пластине. 

Аыалогично может быть получено решение з адачи о нагреnе 
(охлаждении шар а ) , когда исходное ур авнение имеет вид 

дТ =а (д2Т + .2__ д.!._) ' 
д'V дr2 r дr 

n собст венными фу нк циями являются фу н rщии вида sin ( V�r );г . 
В этом случае при Т w=T (R, 't')= O  решение имеет вид 

Т (г , <) � � [ � J Qj (Q) s in ( V 1.R) dQ] ' 1 "  (;"г) е �•. ',  
где (:rт;п )2 T0 (r , 0)= f (r ) и �п = R , n = 1 , 2, 3 . . .  

Кр оме метода р азделения переменных, в з адачах нестацио
нарной теплопроводности широко применяется так называемый 
м е т о д и с т о ч н и к о в ,  предста,вление о котором легко со
ставить, исходя из полученного выше решения задачи о стен:�е 
( 6 .  9) .  

. 

В выр ажении (6 .9)  поменяем местами  знаки суммы и интеr
рир,ования .  Эта опер ация законна для конечных ,сумм и 'р авно
мерно сходящихся рядов [ 1 27]. Тогда� 

2 
:rт;
п -а - � t :rт; n 

оо [ 8 ] ( "n )' • 
Т (х, t) = � а J T0 Щ sin (-0 .�) de е 8 s in �а�)= 

Sa [ � '{1 - (�) · 
а• 

( :rт;п ) { :rт;п )] = 0  7 �
е 8 s in �-0 х s in \ -о е Т0 (е) d� . 

Если обозн ачить через G (х, 6, т) выр ажение в квадр атных скоб
ках , то 

б 
Т (х, t) = S О (х, �. 't') T0 (e) de . (6 .  1 О) 

о 
Ф ункцию 

О (х, е , 't')=+ � е -а (
"
: У � s in (п; х ) s in  (п; е) (6 .  1 1 ) 

n= l 

называют ф у н к ц и е й  т е м п е р  а т у р н о г о в л и я н и я 
мгновенного точечного источника тепла (иногда просто функци
ей источника ) .  Можно показать, что она представляет собой 
распределение темпер атур в стержне длиной б в момент време-
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ни т, если ·В начальный момент т = О, когда темпер атура его бы
л а  То = О, в точке с координатой x = s  мгновенно выделилось не
которое количе�ство тепла, а на концах все время поддержива
лась 'нулевая тем ператур а ( Т  w = O ) . Здесь удобнее для нагляд
ности воспользоваться интерпретацией этой задачи как з адачи 
о стержне длиной б ,  у которого бсжовая поверхность теплоизо
лирована .  

Как обычно, мы понимаем под теплом Q в точке s тепло ,  вы ·  
деляющееся н а  небольтом отрез.ке с центром в точке 6 ,  т .  е .  н а  
ИНТервале (6-в;  6+в) , где ' В  начаЛЬНЫЙ МОМеНТ времеНИ ВСЛед
СТВИе выделения тепJiа Q изменится темпер атур а .  Распределение 
темпер атуры на  этом инт.ерв але в начальный момент времен i1 
Т0 • ( 6 )  (вне этого интервала  темпер атур а стержня пока остаеr 
ся пр·ежней, т . е .  р авной нулю) легко связать через теплоем
кость стержня с величиной Q:  

Н •  
cQF S То. Щ de = Q .  

�-· 
Здесь F - площадь поперечного сечения стержня.  
Тогда соглаiсно решению (6 . 1 0) процесс распростр анения тем

пер атуры из этой точки 6 с течением вре'Мени описывается вы
р ажением 

8 
т. (х , t) S О (х, � . t) То. Щ d�; 

о 
но Т0• ( 6 )  отлично от нуля лишь в м алом интервале ( 6-в, 6 + в) . 
где функцию влияния G (х, 6 ,  т) можно заменить постоянной, со
ответствующей ее значению при пекотором 'значении 6* из этого 
интервала .  Поэтому 

� + ·  
Т. (х, t) = O (х ,  е* , t) � То. ( е) de = O  (х, ;* , t) _g_ ,  J CQF �-· 

и тогда,  устремляя в к нулю * ,  получим 

Q Т (х, t) = - О (х, е, t) .  CQF 
Из последнего выр ажения видно, что G (х, 6, т) действитель

но описывает темпер атурное влияние мгновенного источника теп
ла ,  помещенного в момент т = О  в точку 6 (рис .  6. 1 ) .  

Таким обр азом, физическая сущность метода источников со
стоит в представлении любого нестационарного процесса рас· 
.пространения тепл а в теле как совокупности процессов ,вьrравни-

* При этом пользуемся непрерывностью функции влиянпя G по перемен
ной s. 
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вания темпер атуры от множества элементарных источник<_>в,  р ас
пределенных в этом -геле в начальный момент времени таким об
р азом, чтобы удовлетворялись начальные условия (рис .  6.2) . 
Следует, однако, помнить, что вид функции источника G для 
р азличных з адач р азличен . 

&(х, � .  'i:) 

Рис. 6. 1 .  Вид функции темпе
р атурного влияния мгновенdо
го точечного источника геnла 
для задачи о стержне беско-

нечной длины (1:1 < 1:2 < 't'з )  

т 

Рис. 6 2. Расnределение 
интенсивности мгнорен
ных источников теnла .  
Удовлетворяющее задан
ному начальномУ р ас
пределению температур 

Т (х, О) = fo (x) 

Полученное нами  выр ажение (6 . 1 1 )  применимо к одномерной 
з адаче о пл астине  конечной толщины (стержне конечной длины) . 
Для неогр аниченного стержня (телло.изолированного с боковой 
поверхности)  функция влияния имеет ·вид 

а ( t .,., , _ 1 е-( Х - 0 2/ (4
а

' )  \х, � . • ! - , ;- . . r 4na-& 
Д�я этого случая на рис .  6. 1 привещ�ны распределения темпер а 
тур от мгновенного источника,  р асположенного в точке 6 ,  для 
р азличных моментов времени т> О, а также пример представле
ния начального р аспределения темпер атур в стержне совокупно
стью мгновенных •источников (см . рис .  6.2) . Описанный мето J. 
р аспростр аняется на  плоский и пространственный случаи [ 1 0 1 ] .  

Мы р ассмотрели  в качестве примера аналит1iческого реше
ния з адачу с гр аничными условиями 1 -го рода. Покажем, что 
случай граничных условий 2-го рода может быть •сведен к уже 
,р ассмотренному. 

Граничное условие 2-го рода - это задание теплового пото
ка к поверхност-и тел а :  

Qw = - 'J... дТ / ' 
дп w 

т. е. з адание значения производной от темпер атуры тела по 
нормали к его поверхности непосредственно у самой поверхно
сти в любой момент времени.  
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Пусть р ассматриваемая з адача одномерна  и 
qw = - Л дТ 1 . д.х w 

Введем вместо переменной Т (х, t) _ новую переменную - плот
ность теплового потока в данном сечении в данный момент rвр� 
мени q (х, t) .  Связь •старой и новой переменных ·согла.сно законv теплопроводности имеет вид 

• 

q (x, t) = - Л дТ (х , -с) . 
дх 

Если  теперь продифференцировать одномерное уравнение 
Фурье - Кирхгофа (6 .2)  

дТ д2Т -= а - по х, получим д-с дх2 
д� (� J = д� (а �;2)  

или , меняя порядок операций , 

Следо ватель но,  

д дТ д2 ( дТ ) 
д; д.х = а дх2 дх , · 

дq д2q - = а - .  д-u дх2 
Последнее ур авн;ение ничем не отличается от исходного (6 .2 ) , 

однако гр аничным условием для него будут qw = f (x, t) , т. '-' ·  з адание самой искомой функции q на  поверхности тела .  А это, 
как  известно, r;р аничное условие 1 -го рода .  Таким образом,  за 
дача свелжь к уже р а.ссмотренной.  

На пример� плоской неогр аниченной пластины р ассмотрим  
применение метода разделения переменных к р ешению з адач н�
стационарной теплопроводности с гр аничными условиями  3-ro 
рода . Пл астина  ,в момент t = O  помещается в среду с т.емпер ату
рой Т1 меньшей, чем н ачальная темпер атур а пл ас11ины Т0• 

Условие Т1< Т0 нисколько не уменьшает общности 'ПО•следую
щих р а·ссуждений, так rкаiК з адача на·грева  пл астины решаетсq 
совершенно аналогично . 

Пусть толщина пластины 26,  а н ачало координат пом.естим в .  
ее центр альной плоскости (рис.  6.3) . Для простоты допу.стим,  что 
интенсивность теплоотдачи на обеих поверхностях пла•стины оди 
накова и начальное. р аспределение темпер атур в пластине Т0 (х) 
симметр ично относительно •начала координат, т. е .  fo (x) = 
= Т  (х, О) - четная функция и 

дfо (О) = О . Тогда математиче-
дх 
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екая формулировка задачи сведется к следующему: 

ат = а аzт (t > O; - о < х < о) ; д'li дх2 (6 .  1 2) 

(6 .  1 3) Т (х, 0) = /0 (х) ; 
- Л. дТ ( '6 , -r) + а [Т1 - Т (о ,  t)] = O; \ дх 

л ат <- 8 •  "> + а [Т , - т  ( -о, tJ] = O. дх 
(6. 14) 

Из симметрии р ассматриваемой з'адачи следует, что р аспре
деление темпер атур ' В  стенке будет симметричным относительне> 
плоскости х = О  не только при t = O  Uo (x) ], но и >В любой момент 
времени . Поэтому в 'плоскости симметрии ,в,сегда будет 

-х 

дТ (0 , 1i)l 

дх 

Рис. 6.3 .  З адача об ох
л аждении плоской стенки 
( граничные условия 3-ro 

рода) 

о. (6 .  1 5) 

f y1 - ctg р 

Рис. 6 4 К графическому 
методу отыскания корней 

хар актеристического 
уравнения (6 . 1 9 )  

Это условие позволяет освободиться от 2-го гр аничного условия
(6. 1 4 )  при х = -б 1 И  свести з адачу к з адаче об  одностороннем 
нагреве или охл аждении пластины толщиной б, теплоизолиро
ванной с поверхности х = О. 

Не �снижая общности решения, положим Т1 = 0. Можно по:ка
зать, что частное решение .исходного ур авнения (6 .2) , удовле r 
воряющее гр аничному условию (6. 1 4 ) ,  имеет вид 

Тп (Х, t) = Dn .COS ("V�пx} e-a�n � .  ( 6 .  1 6) 
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Граничному условию при х = б, которое теперь ( Т1 = 0) примет 
вид 

дT ( 'fJ , -с) +НТ (13 , t) = O, (6 .  1 7) дх 

где Н =  а/Л - относительный коэффициент теплоотдачи, это ча
стное решение будет удовлетворять, если 

Это ур авнение получается подстановкой р авен•ства (6 . 1 6) в усло
вие (6 . 1 7) .  Далее, сокр ащая на  Dn и экспоненту, получим 

ctg ( v �n � )= V�n = V�n O . 
н Но 

Это характер исти ческое ур авнение, аналогичное по смыслу полу
ченному нами ,пр и  р асомотр·ении задачи с гр аничными у.словия
ми 1 -го рода (6 .7) , позволяет найти ·собственные значения, а сле
Довательно, и •собственные функцИи р ассматриваемой задачи.  

Обозначая V �na через 1'-п • получим 

t !1-п С g r-п = H 'fJ '  (6 . 1 9) 
г де на = аагл. - заданная велиqина . 

На  рис. 6.4 показан  гр аф:!fческий метод отыскания корней 
хар актеристического ур авнения как координат точек пересечения 
котанГ!енсоид Yt с прямой У2 = 11! (Н б ) (как показано ·выше, � 
нсегда больше .нуля, следовательно ,  и корни !1п также больше 
нуля) . Очевидно, что чиJСло корней бесконечно, причем каждый 
последуюЩий корень больше предыдущего : 

l'-1 < l'-2 < 1'-s < · · · < 1'-п ·  

Таким обр азом,  общее решение будет р авно сумме  всех частных 
решений, удовлетворяющвх гр аничным условцям (6 . 1 4 )  и (6 . 1 5 ) : 

2 оо �'-п оо 
,_, ( х ) -а т." � ( �гr:г ) -а� .. Т (х, t) =  � Dn COS 1'-n � е = � Dn cos у t'nX е n .  

_ n = l  n=l 

Постоянные D� определяются из начального у�словия (6 . 1 3 )  

00 
j0�X) = � Dn COS (r-п f) 

n=l 
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и р а'вны соответствующим коэффиц,иентам р азложения функции f::J 
в ряд по ·собственным функциям нашего ур а,внения (ряд Фурье) : 

s 

S j0 (x) cos (!J-n : J dx 

l)n --�5-тs--------------
5 cos2 (!J-п : ) dx 
-5 

s !J-n + S fo (х) cos (ttn f) dx. !J-n+ s in  !J-n cos !J-n u -5 
(6. 20) 

Вид решения упрощается, если пла,стина в 1н ачальный момент 
времени имела пов,сюду одинаковую темпер атуру To = fo (х) = 
= const :  

00 � 2  

т ( ) - Т 
� 2 s in !J-n ( х )  -а s:< 

х' 't' - о -------'-"'----- cos f1 n -;- е . !J-n + s i n  !J-n cos [Lп u п� 1 
Если T1 =i= O, то заменой переменной Т на  ( T-Tt) в исходном 
уравнении (6.2) легко показать, что 

00 

Т (х,  т) - Т1 = (Т0 - Т1) � 
r.� 1  

�2 
2 s i n  fLn cos (ttn 4-) е -а 

в
:' .  fLn + s in  !J-n cos !J-n u _ 

( 6 .  2 1 )  

6.3. БЕЗ РАЗМ ЕР НАЯ ФО РМА Р Е Ш Е Н И й 

Приведеиные в р азд. 6 .2 мето:Цы и примеры а налитического 
решения з адач нестационарной ' теплопроводно�сти показывают,  
что даже в простейших 'р ассмотренных случаях (одномерные, 
симметричные) расчет темпер атурного поля вес·ьма  трудоемок. 
Однако р езультаты решения ряда простейших, но  важных для 
практ:ики задач могут быть представлены в безр азмерной 
фор ме, в виде номограмм ил.и таблиц, облегчающих их пр акти 
че.ское использование .  

Продемонстрируем возможность такого представления реше
ний на только что р ассмотренном примере бесконечной пл асти
ны, имевшей одинаковую н ачальную тем пературу Т0 и погружен
ной ш момент времени т = О. в среду с температурой T0 =f=O. 
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п Т (х , 1:) - Т 1 ' Т  1 - Т (х , ,;) 
усть безразмерная темпера-

Т0 - Т1 Т1 - Т0 
тура стенки в сечении х в момент t'. Согласно решению (6 . 2 1 ) , 

где 

6 = 1 - Т (х , -c) - Tf =Та-Т (х ,  ") = 
Т0 - Т1 Т0 - т1 

2 а-е 
_ T (x, ,;) - T0 _ l - � A ( х ) -P.n """8i" -- т - n cos 1-'-n - е ' 

! - То !\ 
А _ 2 si n fLn 

п -
fLn + sin �n cos fLn 

Значение безр азмерной темпер атуры е, как видно из приве
деиного выр ажения, зависит от величин /..tn, х/б, ко11орые не за
висят от времени,  и комплекса ат/б2, .который есть не что иное 
как  кр итерий тепловой гомохронности Фурье Fo = aтffJ2 ( см .  
гл . 1 1 1 ) .  

Как  видно из рис.  6 .4 корни характеристического ур а,внения /..tn зависят от угл а наклона прямой Yz= r..t/ (Hб ) ,  т. е .  от Нб.  · Обозначим комплекс Нб = аб/Л через Bi .  Безр азмерный ко�ш
ле.кс Вi = аб/Л, как и Fo, является критерием 1подо•бия .процессов 
нестационарной теплопроводности, 'В  ча.стности, · rподобия гр анич
ных условий 3-го рода .' По •Своему физиче.скому ·смыслу он х а 
р актер·изует отношение тер мичеоког.о сопротивления 'Гffiiлопро
водности ·стенки (б/Л) к тер миче·скому оопротивлению теплоот
дачи на  гр анице между теплом и окружающей средой 1 /а. Вели
чина критерия Bi  целиком определяет·ся условиями  од,нозначно
сти (б, а, Л.) , а потому в рассматриваемой задаче он является 
определяющим .  

Легко показать, что ур авнение нестационаrрной теплопровод
ности (6 .2) путем ·В�едения безр азмерных темпер атуры е и пе
ременных х/б и т/ ( б2/а) можно записать в виде 

д6 д26 
д Fо 

=д (х/'6)2 ' 
а безр азмерные гр аничные условия 3-го рода - в виде 

�=Вi б .  
д (xjo) ' 

ОчевИдно, что в этой постановке задачи при T0 ,.;"oconst безр аз-
мерная темпер атур а е будет функцией лишь трех безразмерных 
величин хj.б , Fo, Bi, а если учесть, что Fo и х/б определяют ко· 
ординаты точки во времени и простр анстве, то можно сказать, 
что безразмерные температуры двух плоских бесконечных пла
стин, р авномерно нагретых в начальный момент времени т = О, 
в сходственных тоttках простр анства и време!Ни будут одинако 
вы ,  если один аковы критерии Bi  этих пластин.  (Этот вывод мож-
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1 

о.  

т 5 

aJ 

6 7 
о) 

8 !ll 12 ff !(j �8 Z/!2224-25283/l Fo= �� 

Рис. 6 .5 .  Номогр аммы для определения безр азмерной избыточной температуры T - TJ -
1 - 8 = плоской бесконечной пластины : T0 - Tf 

а-в плоскости симметри и ;  б-'на поверхности 
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о} 
Рис. 6.6. Номоrраммы JUIJI оnреп,епеиия безразмёрной избыточной темnеРатvnы Т - Т! 

1 - fl = Т Т бесконечного цилиндра: о - 1 
а-на оси; б-на поверхности 
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но р а·спростр анить и на  ряд других задач нестационарной теп
лопроводности с граничными  условиями 3-го рода ) . 

{1, 05 J 1, 5 z 2, 5 ,J 5 J(J !5 l'o 
;v Рис. 6 .7 .  Номогр аммы для определения безразмерной избыточной темпер атуры 

1 -О= T - TJ 
шара :  

Т0 - Т1 
а-в центре ;  6-на поверхности 

В критериалыной форме безр азмерная темпер атура стенки 
может быть записана  в виде 

где 
n+ l 2Bi V Bi2 + !'-; А - ( - 1 )  п - fJ-n (Bi2 + Bi + !'-;) 

Таблицы значений первых шести корней характеристического уравнения 
(6.119) , а также коэффициентов An приводятся в монографии [ 1 01 ]  для ряда 

значений критерия Bi .  
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Возвр ащаясь к 1решению задачи о пластине с граничными ус
ловиями 1 -го рода .видим,  что , поскольку там процесс не зависит 
от условий теплообмена с окружающей средой,  в случае То = 
= const безр азмерная темпер атур а е будет за•висеть лишь от х/б 
и Fо = ат:/62• 

В задаче ·с гр аничными  усЛовиями 2-го рода хар а.ктерной ве· 
личиной является тепловой поток на поверхности тела qпт, по· 
этому здесь

. 
безразмерное решение будет зависеть еще и от но-

б qwB вого езр азмерного пар аметр а Ki = , который, следуя 
f.. (T* - T0) 

монографии [ 1 0 1 ] ,  назовем .к р и т е р и е м К и р п и ч  е в а "" . 
Здесь Т* - средняя темпер атур а излучающей ( создающей луч и 
стый тепловой поток , к поверхности р ассматриваемого тел а )  
среды или повер:х,ности . В этом ·случае безр азмерная темпер ату
ра пл астины е будет функцией параметр•ов Ю, Fo, (х/6 ) . 

J,.>" 
� .v v 

&J�'/,�� }t,F- �'\; ��� r .of II 1/ 
у ..... 

у-у ..-у / v v  / А  J'1 у 1/' J.,...oo ...  
,% к�,� - .. 

� �� I I 

I ", �у a ol- ... 
" � · -

z 5 2 5 Z .f co  

Q/Q ' 1,0  

0,5 

IJ, O  г 5 z 5 
0, 001 

2 5 
0, 01  17, 1  ! 70 В � =  GtJf/Л 

Рис . 6 8 Номограмма для 
определения количества 
тепла.  отданного ( вос-

принятого) шаром · 
Q �  � "R 'cQAT ( , ) , 3 4 Q ' �3 r.R•cQAT max ; 

АТ ( , ) �Т0-Т, АТ max �To-T f 

Аналогичные выводы могут быть сдел аны из р а·ссмотрения 
аналит,ических решений задач о нестационарной тепло·провод
ности цилиндр а ,  шара  и некоторых других с гр аничными  усло
виями всех трех родов .  

В задачах нестационарной теплопроводности часто пр актичt.:
ский интврес представляет количество тепла Q, отданное или 
воспринятое р а•ссматриваемым телом в данном нестационарном 
процессе к тому или иному моменту времени .  Так, для участка 
неогр аниченной пластины 'Голщиной 6 и площадью S это .количе
ство твпла можно выразить через теплоемкость пла·ст,ины и сред
нюю ее тем·пературу в данный момент времени Т в виде 

t:,.Q (t) = CQ8S (Т0 - f) . 

При этом количество тепла,  отданное ( воспринятое) единице й 
объема,  .будет р авно 

* В. М. l(ирпичев - видный советский ученый, известный, в частности, 
своими работами в области теории теплового моделирования. 
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а 

3 
- 1 r T (t) = r; j Т (х, t) dx . 

о 
-

В случае тел конечного р азмер а 

Т (-т) = � j.\j T (V, т) dV, 
v 

где V - объем тела . 
Безразмерное представление решений нестационарных зада :J 

позволяет дать таблицы или номогр аммы для расчета темпер а 
тур , а та:кже количества отданного ('В'оспринятого )  тепла для 
тел простейшей формы.  , 

Н а  рис. 6.5-6.8 приведены примеры номогр амм для расчета 
процессов нагрев а  и охлаждения простейших тел в среде с по 
стоянной темпер атурой * .  

Пример {. 
Стальная плита толщиной 21'1 = 200 мм с начальной температурой То = 

= 955 К опущена в масляную ванну (температура масла принимается посто
янной и равной Т 1 = 355 К) . Считая коэффициент теплоотдачи постоянНЫ\1 
[а = 40 В т/ (м2 · К) ], определить температуру в плоскости симметрии и на по
верхности плиты через 24 мин и через 1 ч.  

Решение. 
Пренебрегая в первом приближении зависимостью теплофизических 

свойств стали от температуры, примем в р ассматриваемом интервале темпера 
тур Л � 40 Вт/ ( м · К) и а � О.О5 м2/ч. Тогда значения определяющих критериев Fo и Bi будут 

а" 5 · 1 0-2 · 2  
Fo1 = - = = 2 при 'С =  24 мин 

!12 5 · 10-2 

и Fo2 = 5  при Т= 1 ч; Bi = 0, 1 .  
Пользуясь номограммами, приведеиными н а  рИс. 6.5, а, б, находим :  через 

24 мин 
Тц - Тf 

1 - Оц = 0 , 87; 
To-Tt 

Tw - Tt 
1 - ow = = 0 , 82 ,  

To-Tt 
где ец - безразмерная температура в плослости симметрии,  а e w - на поверхности пластины. 
Через 1 ч 

1 - 0ц = 0 , 67; 1 - &w = 0 , 65 .  

Следовательно, через 2 4  мин температура в плоскости симметрии плиты будет: 

Тц = 0,87 (Т0-Тt) + Т1 = 0,87 (955-355) + 355 =87!7 К. 

а на поверхности 
·Tw =0,82 600 + 355=847 К. 

* Более полно такие номограммы для различных родов граничных усло
вий приведены в работах [59, 85, 86, 101] и др . 
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Через час соответствующие температуры будут 

Тц=757 К и Т w = 745 К. 

Пример 2. 
Какую минимальную толщину должна иметь стенка дозвукового соnла, 

дЛя того чтобы за  5 с р аботы двигателя температура nоверхности, омываемой 
nродуктами сгорания с Tt = 2500 К, не nревысила доnустимой - Tw = 1 300 К. 

Указания. Стенку рассматривать как nлоскую nластину ;  отводом тепла с 
наружной nоверхности соnла nренебречь; 

а='! ООО Вт/ (м2 К) ; Л=30 Вт/ (м К) ; а=0,05 м2/ч ; 
начальная темnература стенок То · 300 К. 

Решение. 
Согласно номограмме 6 .5 , б для поверхности nластины, nри доnустимом 

значении Т w безразмерной темnер атуре 

1 300 - 2500 � о  545 
300 - 2500 

' 

соответствует совокупность значений Fo и B i ,  некоторые из которых nриведе
ны в следующей таблице : 

Fo 2 3 4 5 6 

Bi 0 , 5  0 , 28 о ,  1 9  о ,  1 4  0 , 1 1  0 , 095 

В то же время, между B i = ai\/A. и Fo = a-r:/б2 можно записать связь, выражая 
iJ через Bi: [iJ = Bi (Л/a) ] и подставляя в критерий Фурье : 

а,;а2 
Ро - --- Вi2Л2 • 

Для условий р ассматриваемой задачи 

0 , 05 · 5 · 1 0002 
Ро = Bi2 3600 302 

= 0 • 093 Вl-2 . 

Построив графически эту зависимость и н анеся на тот же график з а в и с и 
мость Fo=f (Bi) , заданную таблицей значений, взятых из номогр аммы 6.5,  б, 
в точке nересечения двух кривых nолучим совокуnность ' значений Fo и B i ,  
удовлетворяющую требованию задачи. Этими значениями являются Fo = 4 ,5 и 
Bi=O, l З. По любому из них найдем потребную толщину стенки сопла 

Пример 3. 

л 30 
II = Bi - = 0 , 1 3 -- = 3 , 9  мм . 

а 1 000 

Какое количество тепла потеряет шар из теплоизо.'!яционного материала 
диаметром 2R = O, l  м за  время nолета в воздухе 1:= 6 мин , если начальная 
темnература шар а  р авнялась То = 600 К, темnература воздуха Tt = 250 К, 
а �  1 00 Вт/ (м2 · К) . Теплофизические константы материала, из которого изго
товлен шар :  

a= l ,25 1 0-3 м2/ч ;  Л = 0,5 Вт/ (м К) . 

(Из а='Л/ (ср) следует, что удельная объемная теплоемкость cp='Afa = 
=400 Вт · ч/ ( м3К) . 
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Решение. 
Зн ачения определяюrцих критериев Bi и Fo в р ассматриваемой з адаче 

равны 

Bi = aR = 100 · 0 , 05 
= 1 0; 

л 0 , 5  

а11 · 1 , 25 . 1 о-з . О ,  1 
0 5 Fo = 

R2 
= 

25 - 1 0-4 = , О  . 

По номогр а м ме рис.  6.8 н аходим для этих зн ачений Bi и Fo отношение 
f)JQ' = 0,47, 

4�t;R3 rде Q '  = CQ -
3

- (To - Tt) = 

4 · 3 , 14 · 125 - 1 0-6 = 400 
3 

(600 - 250) ::::: 73 Вт.ч = 2 , 63 - 1 05 Дж . 

Следов ательно, отданное за вре:\!я полета количество тепл а  Q будет р а вно 

Q =0,47Q' = 1 ,2'3 · 105 Дж . ' 
Интересно р а·ссмотреть качественный характер и некоторые 

предельные случаи  изменения безр азмерной избыточiНой темпе
р атуры по безр азмерному време
ни  (Fo ) при гр аничных условиях 
3-го рода . Очевидно , .  что при ф ик
сираtванном числе Bi температу
ра поверхности Т w быстрее ,приб
лижается к темпер атуре окружа
ющей .среды Т1, чем темrпер атура 
в точках, р асположенных глубоко 
IВнутри тел а (см . , наrпример, рис .  
6. 7) . Степень этого р азличин 
в скоростях зависит, однако, от 
Вi = аl/Лт . Так, rпри  Bi-+0 темпе
р атуры центр а ,и на ,поверхности 
в течение всего процесса можно 
считать один аковыми,  так как 
приток тепла к телу вследствие 
конвекции м ал (мало  а) и темпе
ратура  внутри тела успевае г 

+z 

-х 

-z 

11 

+х & 
R � lf/ 

IIJtJmt:,oмы 

Рис.  6 9 К задаче о н а греве 
(охл аждении)  цилиндр а ко

нечной длины. Граничные 
УСЛОВ ИЯ 3-ГО РОда 

в каждый мом�нт выравняться в силу большой его теплопровод
ности ( большое Л) . В случ ае же Вi�оо отличие в темпер атур ах 
внутренних точек тел а и его []Оверхности будет ма,к•симальным, 
так как з адача,  как уже говорилось, стремится к задаче с гр а 
ничными условиям и  1 -го рода,  когда T1v = T1 в течение всего про
цесса .  Это легко обнаружить и н а  номогр а м м ах рис . 6.5-6 . 7, 
ср авнивая зависимости безразмерной темпер атуры от Fo 
в центре и н а  поверхности при  м алых и больших значениях B i .  

В практике часто нельзя воспользоваться решениями для тел 
бесконечной протяженности (пластина,  цилиндр ) в •силу того, 
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что продольный р азмер реального объекта (например,  дл·ина 
цилиндр а )  ср авним с поперечным (его диаметррм ) .  В этих слу
чаях задача ·сущес11венно неодномерна .  

Ниже будет показано, что для ряда  простейших тел конечных 
р азмеров решение может быть получено комбинацией �имею
щихся решений для тел бесконечной протяженности. 

Рассмотрим цилиндр р адиусом R и длиной 26, температура 
которого в начальный момент времени Т (z, r, О) = T0 = ,const 
(рис .  6.9) . Цилиндр помещается 'В среду с Т =  T1 = ·const ;  задается 
коэффициент теплоотдачи а, .:�юторый приближенно принимается 
постоянным и одинаковым для бо.ковой и торцовых поверхнос
тей цилиндр а .  

Дифференциальное ур ав1нени.е задачи в цилиндрических ко
ординатах имеет вид 

. д Т ( z ,  r ,  т) [д2Т ( z , r ,  1i) 1 
--'--'----'-___с_ = а + -

д-v дr2 r 
дТ (z ,  r ,  1i) + д2Т (z ,  r ,  1:)] . 

дr дz2 
(6. 22 ) 

Гр аничные у·словия (3-го рода ) задачи запишутся в виде 
- дT (z�

r
R , т) + Н [Т1 - Т (z, R, т)] = О ) 

(на боковой поверхности) ;  

дТ � z ' 0 ' 't') = О ( иg симметрии на оси) : 
дr 

дТ (о , r 1i) - ' + Н [Т1 -- Т (8,  г, 't'J] = O (на торцах) ;  
дz 

дТ (0 , r , 1i) 
дz 

О (из симметрии в плос кости z = O) . 

(6 .  23) 

Докажем, что безразмер н ая избыточная темпер атур а  в любой 
точке в момент времени т, р авнаrя 

Tt - T (z ,  r , 'V) & =  ' Tt - To 

определится произведением безр азмерных темпер атур бесконеч
ного цилиндра того же р адиуса 

& =·Т! - Тцил (r , 1i) 
цил т т 1 - о 

и бе·сконечной пластины толщиной 26 
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& =
Тr - Тпл (z , 11) 

пл 
Tt - To 



т. е .  

T1 - T (z , r , 11) ТJ - Тцил (r , ..:) Тt - Тпл (Z , 11) 

Tt - To Т1 - Т0 Т1 - Т0 
где Т цил удовлетворяет ур авнению 

dТцил __ а ( д2 Тцил + _1_ дТцил )= О, 
д'D дr2 r дr 

н ачальному условию Т цил (r, О) = Т0 и гр аничным условиям :  

_ дТцил�: · ") + Н [Тf-Тцил (R, t)] = О; 

дТ цил (0 , -n) 

дr 
а Т1111 - уравнению 

О (иэ симметрии) , , 

тому же начальному условию и гр аничным у·сл·овиям 

дТнл (0 , 'С) 

дz О (иэ симметрии ) . 

( 6 .  24) 

Выразим T = T (z, r, ,;) иэ равенства (6 .24) , для кр аткости 
опу;ская аргументы и абозначая Т1-Т0 через !1Т :  

(6 .  25) 

По�ставляя это выражение в ур авнение исходной задачи (6 .22) , 
получим 

(Т _ Т ) { дТ nл _ а д2Т пл } 1 
f ци.л д11 дz2 Т 

+ (Т _ Т
nл) { дТцил - а  (д2Тци л + -1 дТцил" )}= О. 1 д11 \ дr2 r дr 

Выражение (6.25) удовлетворяет ур авнению (6.22 ) , обр ащая его в тождество , так .как  'Выр ажения в фигурных скобках тождест
венно равно нулю по определению функций Т цил и Т пл· Таким 
образом '6- = {}пл-6-цил удовлетворяет ур авнению задачи. 
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Подставим решение (6 .25) ·  в начальные условия исходной 
задачи :  

T (z , 1 
. 

r , О) . Т1 - д.Т [Т1 - Тцил (r , О)] [Т1 - Тпл (z, OJ] = 

= Т1 - t:.T = T1 - T1 + T0 == T0, 
так как Тцип (r, О) = Тпл (z, О) = То по определению. Остаетtя про
верить, удовлетворяет ли  предложенное решение (6 .25) гр анич
ным условиям исходной з адаЧ!f (6 .23) . Подстапавка решеняя 
(6.25) в выр ажение (6 .23 ) дает 

{ _ дТцил (R ,  -v) + Н [Т - Т (R ,;)) } ТJ - Тпл (r , ,;) 0 
дr f цнл ' !::.. Т • 

поскольку выр ажение в фигурных скобках р авно нулю по опре
делению функции Т цил ·  Аналогично и 

( - дТпл ( '6 , ,;) +Н [Т -Т а ,;' )} ТJ - Тцнл (r , ,;) 0 
l дz f ПЛ l ' ) !::..Т • 

Таким образом,  решение (6 .24 ) удовлетворяет ур авнению, на
чальным и гр аничным условиям поставленной задачи, а ,следu
вателыно, по теореме о единственности и является искомым, т. е. 
дает темпер атур ное поле внутри цилиндр а конечной длины.  

Таким же обр азом можно получить решение для пар аллеле
пипеда с ребрами 2б1 ; 262 и 2бз, где безр азмер ное решение бу
дет р авно 

{} = &1&2&3 . 

Здесь tti - безразмерное решение соотве�ствующей задачи о 
бесконечной пластине толщиной 2бi .  

- Построение комбинированных решений для тел конечно!1 
протяженности, продемонстрированное здесь на  примере задачи 
с гр аничными усло1виями 3-го рода,  возможно и в задачах с гр а
ничными условиями  других родов .  Следовательно, номогр аммы 
типа ,  приведеиных на  р ис. 6.5-6.7 для определения темпер атур 
простейших' тел в 'Нестационарных процессах, применимы к весь
ма  широкому кругу неодномерных задач. 

Следует учитывать, что полученные 'С помощью номогр амм ре
шения носят приближенный хар актер в том смысле, что они 

_
по

лучены в предположении постоянства а по поверхности, неиз
менности теплофизических свойств тела ПQ темпер атуре и т. д. 
6.4 Ч И СЛ Е Н Н Ы Е  М ЕТОДЫ Р Е Ш Е Н И Я  ЗАДАЧ Н ЕСТА ЦИО НА Р НО И  

Т Е П Л О П РО ВОД НОСТИ 

Упоминавшисся выше решения простейших задач, которые 
удается затабулировать или свести к р асчетным номогр аммам,  
получены для неизменной во времени темпер атуры о�ружающей 
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среды Т1 ( или температуры стенки Т w, или теплового потока 
qw) , а также при одинаковой по в-сему о бъему тела начальной 
темпер атуре в момоот 'Т = О. 

В виде рядов выписывается решение в <:лучае произLВольнv 
заданного р а•спределения темпер атур при 't' = O для тел простей· 
шей формы и одномерных з адач (см .  р азд. 6.2) . Однако и в этом 
случае вычисление коэффициентов ряда является ча·сто весьм а 
трудоемким .  В связи с этим наряду с аналитическими р азвивз 
лись и чиGленные методы р ешени� нестационарных з адач тепло
проводности, причем с появлением электр01нных счетных м ашин 
эти методы приобрели  решающую роль в nроведении точных ин
женерных тепловых р асчетов (прогрев теплозащитных покры
тий,  камер сгорания и сопел ЖРД, тепловые р ежимы ИСЗ ) 
{ 1 1 8, 1 20 и др .] . 

Идею одного из простейших и наиболее р а·спространенных 
численных методов проде'Монстрируем на  примере одномерной 
задачи прогрева (охлаждения) плоской стенки с гр аничными ус
ловиями  3-го рода . Этот метод н азывают м е т о д о м к о н е ч
н ы х р а з н о с т е й  1или м е т о д о м Ш м и д т а .  

З аменим дифференциальное ур авнение Фурье - Кирхгофф а  
уравнением в т а к  называемых конечных р азностях, т .  е .  вместо 
дифференциалов дТ, д"Т и дх ·введем м алые коне�ные прираще-
ния !J.T; IJ.'t' и /J.x: 

· 
!:!Т f:!2T -- = а -- .  А11 (Ах)2 

( 6 .  26) 

Р азо�ье� стенку изотер мическими поверх!Ностями (в  р а<есмат
р иваемои з адаче они параллельны поверхностям стенки) на  
слои р авной толщины IJ.x. Темпер ату.ру .каждого слоя в данный 
момент времени будем приним ать одинаковой по толщине слон и р авной темпер атуре в центре его . Перенумеровав слои и ра�
делив интересующий на<: период времени на  р авные м алые ин
тервалы 11'Тt, IJ."tz, д.'Тз, IJ.'t'k и т. д . ,  темпер атуру п-го ·Слоя в тече
ние k-го интервал а  времени будем сч,итать . равной Т nk (р�;�с .  
6. 1 0) (в  течение k-го интервала времени темпер атура также счи
тается постоянной) .  Таким обр азом, непрерывный процесс мы 
заменили ступенчатым, или скачкообр азным как в пространст
ве, так и во вр емени. Заданное 'начальное р аспределение темпе· 
р атуры To =f (x, О)  также заменяем ломаной ( Tno) . Если теперь, 
опир аясь н а  ур а·внение в конечных р азностях ( 6.26) и на_чально� 
р а с!Пр·еделение Т п о ,  уда•стся получить ·р а·спределение в следую
щий момент Т nt ,  то з адачу можно считать решенной, 'поскольку, 
приняв р аспр еделение Т nt за новое начальное и повтор ив п,роце
дуру, мы с;можем найти р аспределение темпер атур в любой мо
мент времени.  Таким обр азом,  з адача сводится к отысканию р ас
пределения т n(k+t) по заданному т nk· Выр аженное в IЮНечных 
р азностях значение произв·одной IJ.Tf!J.'t' в точк� n в момент вре-
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мени k можно представить в 1виде 

АТ Tn (iH l ) - Tnk 
A'V A'V 

Величине tпервой производной 11Т/11х iВ той же ·ючtке можно при

писать два значения, так .как непрерывное р а·спределение заме
нено ломаной линией и излом р асполоЖен в центр е п-го интер
вала, т. е. в точке n. Поэтому введем производную спр ава от 
точки n (11Т/11х) +  и 1производ.ную ·слева от rой же точки 
(11Т/11х) _: 

T(n+ ! ) k - Tnk
..'.x 

Рис. 16  1 0. К решению з а 
дач нестационарной теп 
лопроводности методом 

конечных р азностей 

(�: ) _ 

Рис 6 1 1 . Гр афический метод 
решения з адачи нестационар
ной теплопроводности плоской 
пластины с гр аничны ми усло-

виями 3-го рода 

Из этих выр ажений найдем 2-ю производную 

!3!_= _1 [ ( АТ ) - (АТ \ ]=-1- [Т + Т _ 2Т J (Ах)2 АХ Ах + АХ ) - (Ах)2 ( n+ l )  k (n-l )k nk . 
Подставляя · полученные выражения в ур авнение (6.26) , полу
чим �l T<n+ l )k + T( n-l ) k  -Т J (Ах)2 2 

nk • 
откуда неизвестное_ значение температуры в п-й точке в (.k+ 1 )  -й 
момент времени получится из так называемого с е т о ч н о г о 
у р а в н е н и я  
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Сеточным оно называется потому, что связы\Вает значения 
исiюмой функции 'В узлах 1пространственно-временной ·сетКiи n, k. 
Таким обр азом температура Т n(k+t> найдена нами в ·виде явной 
функции * темпераТУiР в трех смежных точках в предыдущий 
момент •времени :  

Т n (k+ l )  = f [Тсп-1 ) " ;  Т nk ;  T(n+ l ) k] ·  
Вслед•ствие этого такой простейший меТод численного решения 
получил название т р е х т о ч е ч н о й  с х е м ы. Сеточное ур ав
нение (6 .27)  суще·ственно уцроща·еТiся, е�сли выбр ать ilт .и ilx так, 
чтобы 2а11т/ (11х) 2 =  1 .  

· 
Тогда 

(6. 28) 

т.  е. искомая темпер атура ,в точке n становится .средней арифме
тической темпер атур в смежных точках ,в ,пр·едше·ствующий мо
мент 1вр емени .  

На Э'ГОМ ,своjkтве основан пр·остой графический метод реше
ния •сеточного уравнения, т. е. задачи в ,конечных р азнос
тях (рис. 6. 1 1 ) .  При и.апользовании этого метода, выбр ав  
интервал ilx, определяют Llт из  у·сло·вия 2a11:r/ (11x) 2 = 1 :  

�t' = (Ах)2 • 
2а 

Бели ломаная линия О, 1, 2, 3, 4 . . . .  аппроксимирует начальное 
р аспределение те1'1ператур в пла·стине, а значения Т1о; Т20; Тзо и т. д. - тем,пер атуры в каждом из ·слоев 'в момент времени 
-r = O, то температур а, например , .в слое 2 ,в •следующий момент 
времени т2.1 получится простым пересечением линии, соединяю
щей Т10 и Т 30 с осевой .линией 2-·го слоя (2-2") .  Аналогично 
найдут·ся и темпер атуры в слоях 3, 4 и т. д. 

Соглаоно геометрической интерпретации граничных условий 
З-го р ода,  данной 'В  гл . 11 ,  .ка,сательная к профилю темпер атур у 
поверхно·сти тел а  в любой момент времени должна П,Роходить 
через rочку А ( полюс) с координатами T = Tt и х = I Л/a l . Это об
стоятельство используется в гр афическом м•етоде для определе
ния температуры :в 1 -м слое 1И на поверхности пластины. ПроВО.ztИМ вспомогательную пунктирную линию MN на расстоянии 
Ll.x/2 от поверхности. Затем, соединив точку О с полюсом А, че
р ез точку пересечения линии ОА со вспомогательной пункт.ирной 
линией MN (точку а} и точку 2 проводим nрямую. 

* Существуют и другие методы аппроксимации распределений температур 
в теле, кроме р_ассмотренного нами. При аппроксимации параболами (а не ли
нейными отрезками, как здесь) , что более точно, искомая температур а  полу
чается не в виде явной функции, а как решение системы алгебр аических урав
нений. 
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Пересечение этой прямой с осе-вой линией 1 -го слоя 1-1" в 
rочке 1 '  даст темпер атуру Т11 • Соединив точку 1' с полюсом А 
получим тем пер атуру поверхности пласт.ины 'В следующий за  на 
чальный момент 1времени как пересечение линии 1'А •С этой по
верхностью. Отсюда видим, что уже в момент времени, сле
дующий за  началом процесс а ('t = О) , гр аничное условие 3-го рода 
(прохождение касательной к профилю темпер атур через полюс) 
соблюдено. Находя затем Т22, Тз2, Т42 и т.  д. , температуру в слое 
1 во второй .интервал времени (Т  12.) найдем, соединяя точку а '  
с точкой 2' ,  а температуру поверхности - ·как точку О" пересече
ния поверхности пла·стины ·с линией 1"А .  Продолжая последов а 
тельно этот процесс, можно найти поле температур в пластпне в любой последующий момент времени.  

Следует иметь 'В виду, что с течением времени процесс ох
лаждения (нагрева )  будет идти все медленнее (по экопоненте) 
и гр афическое построение ·станет затруднительным ,  так как кри
вые для данного и последующего моментов В'ремени будут р ас
пол агаться все  ближе друг к др.угу. Чтобы избежать этого на  
определенном этапе гр афического счета , можно увеличить ш аг по 
времени .il't, но так, чтобы не нарушить условия 2a.il't/ (.ilx) 2 = 1 .  
Для этого, очевидно, придется )'IВеличить и интервалы Llx. Н а -
пр имер ,  увеЛИЧИВ .il't' rB 9 р аз ,  .ilx нуЖНО увеЛИЧИТЬ В )'9 = 3  р а з а .  

Для применения р асомот_ренного метода н е  требуется по·ста
янства Т1 и а во ·времени, так как задачу можно решать и п р 1I 
«плавающем» полюсе, т. е. когда Т1 и а •изменяются во времени: 
по известному закону. Если изменяется .кюэффициент темпер а
турапроводности а, то будет изменяться .интервал времени, т .  е .  
полученные распределения темпер ат)'iр будут отстоять по време- .  
ни друг от друга не  на .il't = const, а на  .il't = (.ilx) 2/ (2а) ,  опреде
ляемое ·В зависимости от. значения а. 

До появления быстродействующих счетных м ашин задачи 
методом конечных разно·стей решались либо гр афически, либ� 
путем счета <�на руках». Пр:е: этом,  чтобы трудоемкость не пре
вышал а  р азумных пределов,  огр аничивались ср авнительно не
большим числом шагов rпо оси 't. С поя•влением машин появи
лась возможность резко увеличить число ш агов по х и 't (до ве
личин порядка 1 03 ) . При этом обнаружилось, что в некоторых: 
случаях округление численных значений, · а также аппроксим а
ция истинных р а·спределений ломаной линией или иной кривой� 
дает .н акопление малых погрешностей, приводящее к неустойчи
вости решения сеточного ура1внения и ко все большему удалению 
его от истинного по мер е  роста времени 't. Однако можно подоб
р ать некоторые 'Параметры,  ·ВХодящие в сеточное уравнение, так 
чтобы погрешности округления не накапливались и не искажала 
р езультатов счета . 

Теор етические исследования устойчивости р азличных сеточ
ных ур авнений в ряде случаев позвол.или установить условия .. 
пр и  которых не происходит накопления ошибки или потери ус-
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тойчивости . Так, для раесмо11р енного выше трехт:очечного ур авнения оказалось, что услов,ие устойчивости имеет вид 

2ад,; � 1 
( дх)2 '<::::: ' (6 .  29) 

т.  е. выбор интервалов времени и длины должен удовлет�орять 
записанному нер авенству. На рис .  6. 1 2, а показ алы результаты 
численного и аналитического решения з адачи остывания пла - . 
стины при граничных условиях 1 -го рода (Т w = const) при  соб
людении условия (6.29) :  2а�тf (�х) 2 =  1 0/ 1 1 ,  а на рис . 6. 1 2, б -
при нарушении его : 2а�т/ (�х) 2 = 1 0/9 . В идно, что уже к безраз
мер·ному мо�енту времени а�/ (�х) 2 = 1 О (это критерий Фурье,  
вычисленныи по характерпои длине �х) пр,и нарушении усло
вия (6 .29)  решение потеряло устойчивость, чего не отмечает::я 
при соблюдении условия устюйчивости даже [!Р И ат/ (�х) 2 = 40 
(рис. 6. 1 2 ) . -

T(x,'i)-Tw 
af'j(i1X} 2 =OJ" �� 

о 
а) 

Рис. б 1 2 .  Изменение температуры во 
времени для п.1оской пл астины с гр а-

ничны ми VС.1 0 В И Я М И  } -ГО РОд а :  
а-при соблюдени и  условия устойчивости 
(6 29 ) -2aj,тj ( L'1x) 2= 1 0/ 1 1 ,  б-при н аруше

инн уСJ!овия устойчивости ; -- анал и
тиче ское решени е ; С -р асчет м етодом ко� 

нечных разностей 

T(x, f') -Tw 

х 

2at:.r: 10 
(t:.X) 2 = 9 

х 

х 

Существуют и иные методы численного решения задач неста 
ционарной теплопр·оводности, позволяющие рассчитывать темпе
ратурное поле в телах сложной фор,мы с учет:ом зависимоста 
теплофизических конста,нт от темпер атуры . Одним из первых 
таких методов был метод, носящий название м е т о д а э л е
м е н т а р н ы х б а л а н с о в .  

Для численного решения нестационар ных задач теплопровод
ности используются также методы моделирования процесса, ос
нованные на аналогии физических Я'Влений . В природе ·сущест
вуют целые клас-сы явлений и процессов,  отличающихся- по cвocif 
физической :природе, но описываемых одними и теми же по фор
ме дифференциальными уравнениями. Такие процессы называют
ся а н а л о г и ч н ы м и .  Так, дифференциальным ур авнением в 
частных произво:цных типа Фурье - К:ирхгофа, могут описы-
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вать·ся некоторые электрические и гидр авлические явле,ния * .  
Это обстоятельство использовалось при создании электроинтег
р аторов и гидр а!Влических интеграторов. 

6.5. Р Е ГУЛЯ Р Н Ы Е  Т Е П Л О В ЫЕ Р ЕЖ ИМЫ 

Для того чтобы ввести понят.ие р�гулярного теплового ре

жима,  р ассмотрим процесс охлаждения (нагрева)  в ·среде <: по
стоянной темпер атурой произвольнаго по форме однородного и 
изотропного тела, начальное р а-спределение температур в кото
ром (при 't' = O) задано известной функцией координат f (x, у, 
z) = Т0• В целях упрощения записи будем, не уменьшая общно
сти,  считать темпер атуру окружающей среды Tt = O. 

В этом 'случае гр аничное условие задачи можно записать в 
виде 

или 

Л дТ j + а [Т w (х' , у' , z' , 't') - T1] =· дп w 

= Л  дТ 1 + аТ w (х' ,  у' , z' , t) = O; 
дп rw 

(х' , у ' ,  z' ) E W 

(дТ + НТ) . О, , an w 

где H = a/'J.. - от�осительный коэффициент теплоотдачи. Общее 
решение уравнения 

с этими гр аничными условиями можно представить в виде 
00 

Т (х, у,  z, 't') = � Сп&п (х, у, z) е-а�п '" , 
n = 1  

l 6 .  30) 

где Сп - постоянные коэффициенты, независящие от времени <I 
координат, а t}n (х, у, z) - собственные функции задачи, являю
щиеся решениями так н азываемого характеристического . ур ав
нения (см. р азд. 6.2) 

(6. 3 1 )' 

удовлетворяющими гр аничным условиям вида 

( 6 .  32) 

* Подробнее об аналоговых моделях см.  работы, напри мер [4-2, 1 01 ,  1 50. 
1 55]. 
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�n - ряд дискретных чисел, называемых собственными значе
ниями задачи, при которых характеристическое ур авнение (6 .3 1 )  с гр аничными условиями (6 .32) имеет неиулевые решения * .  

З аменяя a�n на  тп, решение (6 .30) можно переписать в виде 
бескоJНечного ряда 

(6.  33) 

где m1, mz, тз . . . - ряд возр астающих дискретных чисел ( по
скольку они л.ишь на  по·стоянный коэффициент а отличаются от 
возр астающей по·следовательности собстненных значений �1 ,  
13z · · . ) · 

. Постоянные коэффициенты Сп определяю'Г'Ся при подчинении 

общего решения начальным условиям Т0 =  f (х, у, z) = � Cn&n, n= l 
т. е. их нахождение •с.вязано · •с р азложением функции f (x, у, z) 
( в  общем ·случае •В·есьма произвольной)  в ряд по собственньаi 
функциям данной задачи 'f}n, оnределение •Кiоторых в •случае тела 
сложной формы часто iПредста•вляет непреодолимые м атематиче
ские трудности. Теория регулярного режима ,  как м ы  увидим да
лее,  открывает лр а.ктическ,ие пути к их преодолен.ию. 

Р а·ссматривая поведение ряда (6 .33) с ростом времени т, 
убедим-ся, что все его члены убывают по времени, хотя и с не
одинаковой •СКоростью. Причем, посi!Qольку mt < mz< m3< . . . член ы  высших порядковых номеров убывают быстрее и уже очень 
скоро •становятся пр актически пренебрежимо малыми.  Поэтому 
темпер атур а Т ка.кой -либо произвольной точки тела задолго до 
достижения ею температуры окружающей среды (в н ашем слу
чае Т1 = 0) будет определять·ся iiiO существу первым членом ря
да (6 .33) , т. е. следовать простому экспоненциальному за.кону: 

( 6 .  34) 

Момент, когда изменение темпер атуры в-сех точек тела можно 
считать Следующим этому простому закону, называют н а ч ал о м регулярного, т. е. упорядоченного режима .  Функция 
'\'t1 (х, у, z) по опр еделению не з ависит от начальных у•словий, а 
С1, хотя и определяется из rначальных условий, но не зависит от 
координат  точк,и и является постоянной для всех точек тела .  
Поэтому по наступлении регулярного режим а  можно считать , что 
н ачальное тепловое состояние тела 1не оказывает более влияния 
на  закон изменения температур по времени во в-сех его точках. 

* Сказанное является обобщением уже полученных нами для простей· 
ших тед резудьтатов_ в р азд. 6.2 и 6.3 н а  случай теда произвольной формы. 
Это обобщение известно как основная теорема теории регулярного режнма 
(см . [65]) . 
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Логарифмируя выр ажение (6.34) , получим 

In T = ·- т1t + F (x, у, z), 
а следовательно, 

д ln T - -- = тl, д 'О 

т. е. за,висимость ln Т от ,; в обла•сти регулярного режим а  дл·я 
всех точек приобретает линейный характер , 'Причем ее угол на�  
клона одинаков для всех точек тел а и р авен -arctg т1 (рис .  
6.  1 3 ) . 

1 t.g .,S=m 
Рис. 6. 1 3. Изменение во 
времени логариф м а  избы
точной темпер атуры двvх 
ТОЧеК ПРОИЗВОЛЬНОГО тела 

Величину т (индекс далее опускаем) называют т е м п о  м 
о х л а ж д е н и я .  

Существенно, что пол·е температур в теле в процессе регуляр
ного охл аждения остается подобным •Самому себе, п·оскольку а г
ношение температур любых двух точек тела становится постоян
ным и независящим от времени, а определяется лишь коорд!j:на
тами этих точек. В этом легко убедиться, поделив полученное 
из р авенства  (6 .34 )  выр ажение для т1 (х1 ,  Yt , Zt ,  ,;) на  выражени� 
для Tz (Xz, Yz, Z2, т) : 

Т1 31 (х1 , У1 •  zt) - = --'-'--=...о_.::....::.___;;;... Tz 32 (xz , У2 • z2) 
Темп охлаждения т = а�1 зависит от формы, ,р азмеров 1И м а те
р иала тела ,  а таiКже от гр аничных услов.ий задачи [собственные 
значения �n определялись из IВ·стюмюгательной задачи, формули
руемой ур авнением (6 .3 1 )  с гр аничным условием (6 .32) ] .  Значе
ние т моЖ'но определить, замеряя в эксперименте изменение тем 
пер атуры какой-либо точки ·охлаждаемого тела во времени.  Для 
этого, построив гр афик зависимости ln Т от 1:, следует ,взять н а  
прямолинейном ·его участке (область регулярного режим а )  д в е  
точки и тогда 

т 
1 72 

ln Т (111) - ln Т (,;z) 
1)2 - 1)1 

(6 . 35) 



Если Т1 =/= О, то под Т с.1едует понимать р азность температур те
ла и среды. 

Наглядную интерпретаци!? становления регулярного режи
ма охл аждения можно дать, раосмотрев р аспределение темпер а
туры по толщ�не плоской стенки, помещенной в среду с постоян 
ной темпер атурой (р ис. 6. 1 4 ) . Есл и  в н ачале (-t = O ) распределе 

ние тем1Пер атуры имело вид, изобр аженный кривой А 'А,  то з 
ближайшие за  начальным моменты т 
времени -t1 и 't2 изменения темпер атуры 
от.дельных точек по времени во многом 
еще определяются не внешними усло 
виями [Т1 < Т (х, у, z, 0) ] ,  а самим на- А '  чальным распределением.  Так, в не
которых сечениях ( близких к Xt ) тем- � : 
ператур а сначал а начинает даже воз- JJ '  
р астать. Но постепенно влияние на - t '  
чальных условий ослабевает и ,  н ачиная  

t 

в �= '[,> 0 
С 'Г= f"г>f', lJ ':= f'3>T2 Е �= �>�з 

х 

с 't :::::::: -t4,  темпер атур а всех точек тел а 
начинает п адать по одинаковому экс
поненциальному з а кону. т.  е .  насту
пает регулярный режим .  Выше быт.> 
дано представление о регулярном ре
жиме охлаждения (нагрева )  тела 
в среде с постоянной темпер атурой Т1• Рис. 6 1 4 . Распределен ие 

п темпер атуры по толщине онятие регулярности режима может плоской стенки ( гр аничные 
быть обобщено · и на случай изменения vс.�овия 3-го рода)  для р а з
Т1 во времени по  таким простейшим личных мо ментов вре ,1ени 
законам ,  как линейный и гармониче- п р и произвольно м н ач аль-

ский .  (При рассмотрении регулярных но м р а спределении А 'А 
режимов здесь не  делается различия 
между задач ами с гр аничн ы м и  условиями 1 -го и 3-го рода,  по
скольку р анее было показано ,  что при стремлен ии Л/а. к нулю 
(Н-+-оо ) обе задачи эквивалентны ( T1 = Tw) ,  а зн ачит, и все  вы
воды, полученные из р ассм отрения вадачи с граничными усло 
виями 3-ro рода, л егко обобщаются н а  случай  г,р аничных усло
вий 1 -го рода ) . 

Исходя из сказанного, регулярным можно назвать режим,  
матем атически описываемый законом изменения темпер атурного 
поля во времени, не зависящим от начал ьных условий и общим 
для всех точек р ассматриваемого тел а .  

В соответствии ·с названными выше тр·емя типичными з а ко
нами изменения Т1 .во в1р е•мени р азличают регулярные режимы 
трех родов. Ра•ссмотренный нами  в начале этого р аздел а ( Т1 =  
=•const) н азывается регулярным режимом 1 -го рода . Признак 
регуляризации режима 1 -го рода состоит в том,  что изменение 
-гемпературы в каждой точке системы происходит по э.кспоненте, 
одинаковой для всех точек : 

Т = С1&1е-т� ; С1 = COnst ; & = &  (х, у , z). 
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Регудярный режим 2-го рода (дT1/дt = const = b )  наступает, 
когда скорость изменения темпер атуры становится, 'ВО-пер•вых, 
постоянной , общей для 'ВСех -точек тела и ,  во -вторых, р авrной ско
рости изменения темпер атуры внешней среды : 

т. е .  

дТ dTJ 
- = - = Ь, 
д-v d-v 

Для регулярного режима 3-го рода (когда Т1 = Т10+А cos ro,;) 
характер но, что темпер атура любой точки тела .колеблется около 
своего среднего значения с тем же периодом, что и температура 
окружающей среды, т.  е .  с периодом, одина1ювым для всех точек 
те.'! а :  

'( = Р s in wt + Q  cos wt = T0' + А ' cos (wt - fji),  
где Р, Q, Т0 ' ,А '  и ер - функции координат. (Очевидно, эти коле
бания ,  вообще говоря,  происходят с иной амплитудой,  а также 
могут быть ·смещены по ф азе по ср а,внению с колебаrниями тем
пературы окружающей ·среды) . 

6.5. 1 .  Регулярный режим 1 -ro рода 

В некоторых случаях регулярный режим может на•ступить 
ср азу после н ачал а процесса охлаждения или нагрева тела .  
Пусть тело произволыной формы, с объемом V и поверхностью Р 
обла,J,ает высокой теплопроводностью Л, а коэффициент тепло
отдачи у поверхности а мал.  Это означает, что ·критерий B i = 
= ( аL/Л) � 1 , и можно считать, что темпер атур а ·внутри тела 

.очень быстро выр авнивается и в каждый данный момент време-
ни близка к постоянной, р авной темпер атуре его поверхности 
Т w .  Тогда уравнение тепло1вого баланса ,  прир авнивающее .коли
чество тепл а ,  поступившее через поверх·ность тела ,  изменению 
его энтальпии, запишем 11  виде 

dT a (T1 - T) F = QCV � .  (6 . 36) 
d-v 

В этом уравнении Т - темпер атура тела не зависит от коорди
нат (х, у, z) в ·силу предположения, что B i �  1 .  Считая теплофи
зические характеристики системы постоянными и вводя новую 
пер еменную 8 = Т1-Т, легко проинтегрировать это выр ажение : 

Или 

d ln б = aF = - т 
d-v QcV 

6 = 60e-m� (60 = Tf - Т0) ,  

(6 . 37) 

где m = const - темп охлаждения ('см.  начало этого р аздела) . 
Таким образом,  ·при  B i �  1 регулярный р ежим устанавливается 
ср азу п о сле начал а процесса . 
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Уравнение, а·налогичное ур а.внению (6 .36) , можно составить-' 

и для случая,  когда Bi  произвольно, т. е .  температур а в �р азлич
ных rочках тела в данный момент времени различна. Только при 
этом пришлось бы 'ВОспользоватьсЯ понятиям.и средней по объ-

ему изб�точной температуры Ov = � 5.\5 OdV 
v 

и средней по поверхности избыточной темпер атурЪ! 

Ow = � � .\ OdF, , F 
где 8 = Т1-Т (х, у, z) - местная избыточная температур а в дан
ный момент времени.  В этом произвольнам случае  темп  охлаж
дения т отличал-ся бы от выр ажения (6.37) при  Bi � l на коэф
фициент 

V SJ бdF 
бw F 

Ф=о; =-F-7.-,\' \=J-бd-V ' 
v 

( 6 .  38) 

представляющий отношение средней поверхностной темпер атуры 
к средней по объему [очевидно, что пр и  Bi  � l ,  когда Т (х, у, z) = 
= Tw, 6 w = 6 v и 'ljJ = l .  Другой предельный случай,  когда 'ljJ = O, 
соответос�вует В i--ню, т. е. максимальной нер а1вномерности тем
ператур'Ного поля rвнутр и тел а] .  

Коэффициент 'ljJ, таким обр азом, характеризует нер авномер 
ность темпер атурного поля в теле и потому, естественно, зависи r 
от .критерия Bi .  Из выражения (6.38) видна  также его зависи
мость 9т формы те.,'Iа  (от F .и V) . К тому же выводу можно при�
ти, р ас•сматривая mi в ур авнении (6 .33 ) как af3i , где �i - собст
венные значения, определяющиеся фор мой тел а и гр аничными 
условиями.  Одна'Ко,  как уже говорилось, н айти �i  для тел, более 
или менее сложной формы, весьма трудно. 

Итак, при произвольнам Bi  темп охл аждения равен 

aF 
m = ф -

cQV 

:и при Bi�oo ( а-+оо ) 'Ф стремится к tНулю. Однако в этом пре
дельном ·случае, который, очевидно, сводит з адачу с гр аничными 
ус.ловиями 3-го рода к задаче •с  граничными условиями 1 -го рода 
( Tf = Tw) ,  темп охлаждения (moo = O· oo )  стремится к определен - 
ному .конечному пределу, независящему от Bi  * и прямо пропор 
циональному коэффициенту темпер атурапроводности тел а а (это 
утверждение н азыв ают 1 -й теоремой I(iондр атьева  [65]) : 

l6 . 39 ) 

* В задаче с гр аничными условиями ! - го !)ода критерий Bi вып адает из 
числ а  определяющих (см.  р азд 6 3) . 
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В этом выр �жении коэффициент пропорциональности К зависит 
лишь от фор мы и размеров тел а и для з адач ·С граничными ус
ловиями 1 -го рода,  . где доступно аналитическое решение (пла
стина ,  шар,  цилиндр, пар аллелепипед и т. д . ) , может быть полу
чен из показателя экспоненты первого члена ряда, представляю
щего соответствующее решение. Та,к, для шар а р адиусом R 

к - R2 . - :rt2 ' 

для цилиндр а р адиусом R. и длиной l 

К = 1 
(2 , 4048/ R)2 + (:rt/1)2 

для п ар аллелепипеда со ·сторонами 11, 12, .[3 

Его размерность - м2• 

К = , 1 
� (:rt ll i ) 2  
j - 1  

В ажным с точки зрения 111р актики является то обстоятельство, 
что с увеличением Bi те>мп охлаждения т очень быстро !Прибли
жается к своему предельному значению тоо, ·соответствующему 
Bi = оо . 

Исходя .из •сказанного, укажем на  некоторые пр актичеакие 
приложения теор ии регулярного р ежима 1 -го рода .  

В теплофизическом эксперименте часто необходимо экспери
ментально найти коэффициент теплоотдачи а 1н а каком-то участ
ке поверхности. В этом случае удобно воспользовать�я тем об
стоятелЬ'ством,  чrо при Bi--+0 'ljJ-+1 ,  а ·СЛедователыно, 

. QCV a = m  -- . 
F 

(6 .  40) 

З аде:шв в интересующей ча·сти ,поверхно·сти тел а датчик в в·иде 
тонкой п.1астины из теплопр оводного м атер иала (медь, ·серебро) 
и подсоединив к нему термопару, связанную с регистрирующим 
устройством (например,  осщиллогр афом) ,  можно получить з ави
симость темпер атуры датчика от времени, после того как тело, 
на поверхности которого у·становлен датчик, поместили в поток 
или среду ·С постоянной темпер атурой Т1. Вследствие м алости 
Вi = а6/Л (толщина датчика б мала ,  а коэффициент "л - ·Велик) 
темпер атуру в данный момент· времени_ можно считать одинако
вой по в�ему датчику и р а,вной измеренной с помощью термопа  · 
ры .  Перестр аивая полученную зависимость в полулогарифмиче
ских координатах [ln ( T1 -T) = f ('t) ] определим т н а  участ.ке ре
гуляр ного режима 1по формуле  (6 .35) (см .  р ис. 6. 1 3) . А затем, 
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пользуяось выр ажением (6 .40) , легко найти а. В этом случае в 
качестве F должна бр·аться лишь та площадь поверхности датчи
ка, котор ая воспринимает конвективный тепловой поток. Осталь
ную часть его поверхности •при установке датчика <стремятся 
-тщательно теплоизолировать, пос.кольку важно быть у;веренным, 
что за  время измерений f (,;) утечки тепла от датчика в заделку 
или иным путем пренебреж,имо малы в ср авнении с конвекти.вным потоком Q = a ( T1-T) F. Основное преимущества данного м е тода регуляторного режима состоит в том, что при очень малых, а следовательно, малоинерционных датчиках время измереютя 
:можно сокр атить до ,...., 1 с и .менее, что важно 'В эксперименталь 
ных установках .кр атковременного дей·е11вия, та:юих, на1Пример,  
как аэродинамические трубы больших ·скоростей и т. п. 

Другой 'пример практ.ического использования регуляр1ного ре
жима относится .к экспериментальному определению теплофизи 
ческих констант матер,иала .  Пос.кольку при Bi---+oo a = /(fnco, то, 
найдя экспериментально тоо и зна'я коэффициент формы !( (если обр азцу придана простая геометрическая форма ) , можно опр е
делить коэффициент темпер атурапроводности 1материала а. Как 
уже говорилось, т быстро приближается к тоо с ростом 1B i ( ил ч  
(1) . Поэтому <С достаточно высокой точностью при больших, но конечных Bi  можно принять m = moo.  Поместив обр азец в водя
ной термостат, где темпер атур а поддерживается постоянной .и 
.идет интенсивное вынужденное перемешивание, обеспечивающее 
высокое значение .коэффициента теплоотдачи а, измеряют заде
..ланной внутрь образца тер машарой ·величину Т через опреде..леИ<ные промежутки времени. Из построенной для участка регу
лярного 'Режима зависимости ln 8 =f (,;) , находят m = mao и,  зн ая 
К.. вычисляют коэффициент тем uер атуропроводности а по фор 
:муле (6.39) . 

Бели форма  тела такова ,  что !( неизвестно, то тем же мето
дом, изготовив обр азец точно такой же формы, но из м атер иал а с известным а. можно определить коэффициент формы !( из со
отношения a = l(moo. Такой метод может использоваться и для nриближенного р асчета нагрева  или охлаждения тел •сложной 
.формы в области регулярного 1реж�ма . 

С».5.2. Регулярные режимы 2-ro и 3-ro родов 

Пусть темпер атура окружающей :гело среды меняется во •времени по линейному _закону: 

а все подводимое к телу тепло идет на его нагрев. Тогда ·в предnоложении 'Малост.и .критерия Bi = аl/Л .по аналогии с ур авнением 
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(6.36) можно записать уравнение теплового баланса в следую
щем виде : 

(6 . 4 1 )  

где Т - мгновенная температур а тела ,  одинаковая при  B i  � 1 по 
всему его объему, вклю'!ая и поверхность . 

Обозна�ая через е = т -Tto разность ,между МГНОВ·енной тем
пер атурой те:ла  Т и н ачальной темпер атурой среды Т1о ур а·вне
ние (6 .4 1 )  можно пер еписать в фор ме 

� +  aF е =  aFb 't' 
d'IJ CQV CQV 

dб или - + тв = mЬт: . 
d'IJ 

Рис. 6. 15 .  К теории ре
гулярного режима 2-го 
рода. Изменение темпе
ратуры тела во вре
мени при Bi � l . To = Tto 
и линейной зависимости 
темпер атуры среды от 

времени 

Решение этого линейного неоднородного уравнения 1 -го порядка 
имеет вид 

6 = е-т� (ть � 't'em�d� + C1)= bt - � + C1e-m� . 

. Если предположить, что в начальный момент времени темпер а
туры тела и среды были одинакоВI?IМИ (Т0 = Т1о) , то е <�=о) = О и 
постоянная интегрирования Ct = b/m . Следовательно, 

T - Tto = b't' - !!_  ( 1 - e-m�) = b't' - hcQV ( 1 - е- ;;v .. ) . 
т aF 

Второй член полученного решения при 't'--+OO стремится к посто
янной .величине bcQ V / ( аР) , .следовательно ,  темпер атур а тела п о  
прошесmии векоторого времени начинает изменяться по тому же 
линейному закону, что и тем·пература среды, что •свидетель·ствует 
о наступлении регулярного режима 2-го рода (рис.  6. 1 5) .  Еслr� 
кр итерий B i  не мал ,  to в теле также наступит ре-гулярный ре
жим, отличающийся от рассмотренного лишь тем,  что каждой. 
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точке тела будет соответствовать своя линейная зависимость, 
пар аллельная T1 ('r) . В р ассмотренном же примере они ,слились в одну вследствие малости критерия Bi .  При конечном Bi поле 
температур в теле после установления регулярного режима  2-го 
рода может быть предста!Влено в виде 

Т (х, у, z, t) = T1o + bt + W (х, у, z) , 
где W � · функция, не  з ависяща_я от �ремени. Таким обр азом, в 
этом случае поле температур становится квазистационарным, т. е. изменяются лишь значения тем1Ператур , тогда как их про
филь сохр аняе�ся . 

Регуляр ный режим 3-ro рода,  ка.к уже говорилось, н а ступ ает •в теле, испытывающем периодическое тепловое воздейст
вие. Такое воздействие обеспечивается , н а·пример, если темпер а
тура омывающей тело среды (граничные условия 3-ro рода) или 
самой поверхности тела  ( гр аничные условия 1 -ro рода )  изменя
е'Гся во вр емени по гармоническому закону. 

Рассмотрим ,  как и р анее, случай м алых Bi, что существенно 
упрощает математическую задачу. В этом случае уравнение ба 
ланса тепла можно записать в виде 

a.F (Tto + A sin wt - T) = CQV dT . (6 . 42) 
d'fJ 

где Tto - среднее значение темпер атуры среды, вокруг которого 
она колеблется с амплитудой А ;  ro - частота колебаний. 

Таким образом, ма.кс8м альная (минимальная ) · rемператур а 
среды за  период р авна Tto+A. Вводя обозначения 8 = Т -Т10 :и: 
m = a.F/cg_ V, ур авнение (6.42) пер епишем в виде 

б '  + тб = mА sin oot . 

решение которого имеет вид (64] 

б = е-т� [с + тА em� 
Jfm2 + ro2 

где <:p = arctg (ro/m) , а .постоянную С легко определ iИТЬ, если поло
жить, что начальная темпер атура тела р авнялась Т10, т. е. е (О) = 
= 0. В этом случае C = mroA/ (m2+ro2) . Тогда 

(6 .  43) . 

при t�oo второй член выр ажения (6.43) стр емится к нулю, а 
следовательно, тело !Вступает в р егулярный режим 3-го рода, т. е. начинает изменять свою температуру во времени с той же 
частотой ro, что и темпер атур а окружающей ' среды , но ,с запаз
ды�а�ием по ф азе t'p = arctg (ro/m) и амплитудой,  меньшей А в 
в (т; V m2 + oo2)-1 раз.  
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Из последних выр ажений следует, что с ростом ч астоты !JJ 
сдвиг по фазе р астет. В то же время уменьшение амплитуды ко
лебаний температуры тел а будет тем ,большим,  чем выше часrо
та .  При очень низких частотах (ffi � m) тело будет изменять свою 
темпер атуру с той же амплитудой, что и среда, а з апаздывание 
по фазе будет оrеутствовать. 

Если не •налагать условия малости критерия Bi, общая ма
тем атическая задача зам_етно усложняется . Поэтому ра·ссмотрим 
простейщий пример такой задачи в другом предельном случа� 
(B i---+oo ) .  Найдем распределение темпер атуры в полубесконеч-

- ной среде, на паверхности которой температур-а изменяется по 
гар моническому закону (гр а,ничные условия 1 -го рода} : 

Т w = Two + A  s in w't' 
или 

Поскольку среда полубесконечна и задача одномерна ,  дифф ер ен
циальное ур авнение Фурье - Кирхгофа имеет вид 

д6 д2б - = а а" дх2 

и его решение может быть найдено методом р азделения пере
менных (см .  р азд. 6.2) . Опуская подробности этой процедуры. 
приведем окончательный вид зависимости температуры от вре
мени на  глубине х от поверхност,и полупростр анства [ 1 55] :  

6 = Ae-x Vwf2a sin (wт - x Vw!2a ) .  (6. 44) 
В идно, что температур а всех точек тела колеблется с той же 
частотой ,  что и темпер атур а поверхности, однако амплитуда этих 
колебаний убывает по экспоненте с удалением от поверхности� 
вместе с которым увеличивается и �апаздывание этих колеба
ний по фазе. 

Сущест,венно, что с ростом частоты ffi растет запаздывание а 
быстр ее затухает ампЛ'итуда.  

В практике мы встречаемся ' С  телами конечных размер ов. 
Однако пр иведенное здесь решение для полубесконечного тела _ 
часто может быть использовано и в этих случаях бл агодаря бы-· 
строму затуханию амплитуды темпер атурных волн с удалением 
от поверхно-сти тела .  

Примем, что теМ'пературной волной с амплитудой,  р а вной 
kA (k < 1 ) ,  можно пренебрегать, и найдем расстояние от поверх
ности Xk, где такое затухание (в  1 /k р аз )  имеет место из р а

вен•ства 

получим 

(5. 45) 
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С р егулярным режимом 3-го рода встречаются при р а<:чете 
суточных и годовых .колебаний темпер атуры Земли,  сооружений,  
при р ассмотрении тепловых режимов ИСЗ и \ВО многих други.{ 
пр актичес�и важных задачах. 

Существуют также экспериментальные методы определения 
теплофизических констант вещества ,  основанные н а  использови 
нии регулярного тепловоrо режима 3-го рода [92] . 

Пример. Лунный грунт н а  некотором участке поверхности имеет темпера
турапроводность а= ю-• м2/ч .  Максимальная температура nоверхности дости
гает здесь 375 К, а минимальн;;�я - 170 К. 

Найти амплитуду колебания темпер атуры и ее запаздывание по времени 
на глубине 33 см.  

Указание. Период колебаний принять равным 29,5 земных суток, а изме
нение температуры поверхности во времени - гар моническим . 

Решение. Из выражения ( 6.44) 
-z у wf2a 375 - 170 ( -. / :n: 

) � 6max = А е = 2 
ехр -0 , 33 

V 29 ,5 · 24 · 10-4 -

� 102 · 0 , 109 ::::::: 1 1  к .  
Из уравнения ( 6  44) получа,ется сдвиг п о  времени 

х 0 , 33 А11 = --=- = � 1 0 суток. У2аю -. j _4 2:n: v 2 · 1 0 29 ,..5 · 24 

6.6. Н ЕСТАЦ ИО НАР НАЯ Т Е П Л О П Р О ВОДНО СТЬ П Р И  
НАЛ И Ч И И О БЪ ЕМ Н О ГО Т Е П Л О В ЫД ЕЛ Е Н И Я 

В гл . 1 1  было показано, что пр и  наличии объемного тепловы-
деления ур авнение теплопроводнос-ги в твердом теле имеет вид 

дТ 1 -= aV2T +- qv, д11 CQ 
где qv - .известная функция,  характеризующая объемную плот
ность tепловыделения,  т. е .  количест.во тепла ,  выделяющееся в 
единице объема тела в единицу времени.  

В о бщем случае qv может быть функцией .как координат, та ,{ 
и времени.  Нестацоионарные задачи этого типа значительно слож
нее рас·с.мотренных р анее, поэтому в р амках этой главы мы про
демонстрируем подход к их решению н а  простейшем примере 
простр анственно одномерной задачи с одноР'одными гр аничными 
условиями 1 -ro рода.  

Матем атическая формулировка задачи ·о бесконечной 111Ласти-
q v  не толщиной l при - =  f (х , t )  сводится к дифференциально: C Q  

му ур авнению 

дТ д2Т - = а - + j (х, t) д,; дх2 ( 6 . 46 ) 
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с начальным условием 

Т (х, 0) = 0 

и гр аничными условиями 

Т (0, 't') = O; Т (l ,  't') = O. 

(Однородность начальных и граничных условий припята здесь 
для упрощения) . 

Пользуясь методом р азделения ·переменных, будем искать ре-
шение в -виде ряда Фурье по sin (zn х) : 

00 
Т (х, 't') =� tп ('t') s in lп.zn х) . 

n - l  

Для решения задачи нужно· .найт.и функции tn (,;) . Представи\1 
заданную функцию f (x, -r) также 1В виде ряда по s in ( п.ln х) : 

00 
f (x, 't') = � fп ('t') s in (nzn х) , 

п � l  

rде коэффициенты fn определяются по известным соотношениям и р авны 
l 

fп ('t') =+ 5 f (� , t) s in (п.zп �) d; .  
о 

Подставляя предполагаемую форму решения в исходное ур авне
ние задачи (6.46) , получим 

00 � s in п.lп Х [ ( nln У atn ('t') +  dt��т,) - f n ('t')] =0. 
п-1 

Эrо уравнение удовлетворяется, если все коэффициенты ряда, т. е. выражен�ия в квадр атных скобка'Х, р авны нулю 

dtn = - а (�) 2 tn (t) + f n ('t') .  d'IJ l (6 .  47) 

Это обыкновенное дифференциальное ур авнение для функций 
fn ('t') . Н ачальные условия для него найдем из начального усло
вия исходной задачи 

.. 
Т (х, 0) = � tn (0) sin (nzn х) = 0. 

n= l  
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Отсюда следует, что ,все 

tп (О) = О. 

Решение обыкновенного дифферендиального уравнения (6 .47) с: 
этим начальным условием имеет вид (64] 

S 
.. - (� ) ·а с  .. - .. , > tn ('t')= е l lп (-r) d-r' . о 

Та.ким обр азом , решение исходной задачи представляется в виде 
ряда 

Т (х, 1:) = � [� е- (";)•а с  
.. 
� 

.. · >, ln (1:) d-r' ] sin (:rr.zn х ) 
n=l О 

или ,  'Подставляя сюда функции fn (т) , в виде 
.. l [ "" ("г. ) .  1 

] · 2 - - а ( .. -.. ) :rtn :rtn 
Т (х, 1:) = � \ -1 � е z sin (-1 х) sin l-1 � ) Х О О n= l 

где 

.. l 
х 1 (е ,  т') dedt' = s s о (х, е, " - 1:' )  1 (� . -r' )  d� d-r' '  

о о 
-

� ("п ) " 2 - - а ( .. _,., > :rtn :rr.n O (x, e, t - -r' )= -1-� e - 1  s in (-1 х) s in (-1- �) 
n� l 

совпадает с фуНiкцией источника (6. 1 1 ) ,  полученной нами в 
разд. 6 .2 .  . 

В качестве пример а  мы р ассмотрели неоднородное ур авнешrе 
[с функцией f (x, т) 'В пр авой части] , но с однородными (нулевы
ми ) начальными уславиями .  Если начальные условия отличны 
от нуля,  то к nолученному р ешению следует прибавить решение 
однородной задачи ( без ,внутренних источников тепла ) с задан
ными начальными условиями Т (х, О) = q> (x) ,  полученное нами в 
р азд. 6.2 .  Что касается нулевых граничных условий, то к ним 
может быть сведена задача с Т (О, т) = T (l, т) =const :;6: 0  простой 
заменой переменной. 

6.7. ГРА Н И Ч Н Ы Е  УСЛ О В И Я 4-ro РОДА 

В практике встречаются задачи, ,когда теплообмен тела с ок
ружающей средой 'Происходит не излучением или конвекцией 
(гр аничные условия соответсmенно 2-го и 3-ro рода ) , . а при по
мощи теплопроводности. Такой случай встречается, например ,  
при теплообмене тела с очень вязкой жидкостью или- в системе 
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тел, н аходящихся в тепловом .контакте . Здесь для каждого из 
тел такой системы имеют место та.к называемые гр аничные усло
вия 4-го рода, т .  е . теплообмен между телом и окружающими его 
телами ИЛ'И средой пр оисходит по закону Фурье. Эти условия,  
при  идеальном тепловом контакте "' 1соприкасающихся тел , требу
ют р авенства темпер атур обоих тел ( или тела и среды) на по
верхности .контакта, а ,  кроме тата, тепловые оотоки в обоих т е ·  
лах у са•мой поверхности должны быть р авны между собой. Ма
тем атическая формулировка гр аничных условий 4-го  рода имее·; , 
таким обrр азом,  следующий вид: 

Т1 (0, 't') = T2 (0, 't') ; 
_ Л дТ1 (0 , ") 1 дп 

_ Л  дТ2 (0 , -r) 
2 дп ' (6 . 48 ) 

где индекс 1 относи11ся к телу, а 2 - к окружающей среде или 
nримыкающему телу; граница р аздела усло:вно помещена в на 
чале координаты n - нормали к поверхно.сти контакта . 

т 

Тz(x, 'i") / _ _ _  .." 

z 1 

Рис. 6J 6. Граничные ус
ловия 4 -го рода при иде
аJiьном тепловом кон-

такте 

Для иллюстр ации этого случая р а•ссмотр.им nростую одномер
ную задачу. Пусть два полубесконечных тела ,  обладающих р аз 
личными теплофизическими свойствами ,  привеДЕ�ны в момент 
времени 't' = O в идеальный тепловой контакт по плоскости yz 
(х = О) . Протяженность первого тела не ограничена  по осям у и z  и в положительном напр авлении оси х. Второе тело 'Простир ается до + оо по осям у и z и от О до - оо - по оси х (рис , 6 . 1 6) . 

Температур а первого тела  в начальный момент времени раЕ 
на Т0, а втор ого - нул_ю .  З адача состоит в отыскании р аспре
деления темпер атуры в телах в любой момент времени и фор
мулируется ·следующим оlбразом (рис. 6. 1 6) * * :  

дТl (х , ") al д2Тl (х , -v) ('t' > O, х > О);  д" дх2 -

* Подробно о контактном теплообмене см. гл . Х * *  Эта задача может быть интерпретирована и как задача о двух полубес
конечных стержнях, контактирующих торцами и теплоизолированных по боко-
вой поверхности. 

· 
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Начальные условия к этой системе ур авнений 

Т1 (х, 0) = Т0; Т2 (х, 0) = 0; 
гр аничные условия 

т (о ) _ _  Т (О ) . 2!_ дТ 1 (О , 11) _ дТ 2 (О , 11) 
1 , t' - 2 , t' , - . л2 дх дх 

Эта задача,  ' 1как  и р анее р ассмотренные, допу•скает аналитиче
ское решение р азличными методами (р азделением переменных, 
опер ационным и т .  д. ) . Приведем здесь лишь окончательный вид 
этого решения [ 1 0 1 ] : 

где 

к ' 1 х ) Т1 (Х, t) = T0 -- (1 +- erf -у (х >О > 
1 + К  К 2 а111 

К = К л = ' ( ЛlclQl ; Кл = !:l ; Ka = !!l ; 
VKa v A2C2Q2 л2 а2 

(6 . 49) 

(6 .  50) 

(величину К иногда называют отношением .коэффициентов теп
ловой активности ) ;  
Ct и с2 - удельные теплоемкости первого и второго тел, соот-
ветственно ;  

· 
� 

erf е = :п � e-�·de - интеграл вероятности
_ 

гаусса .  
о 

Н а  р ис .  (6. 1 6) приведен характер зависимостей t• (x, -r) , описывае-
мых этими р·ешениями .  · 

Устремляя -r--н:ю , можно н айти ту единую температуру, ко
торая у•стано.вится в обоих телах в стационарном состоянии .  Так 
как erf (O) = 0, 

(6 . 5 1 )  
. При К =11  (одинаковы тепло�ые а.ктивности тел ) у.становится 
средняя арифметическая темпер атур а 

Т (х, оо) = Т0/2 . 
В ажно отметить, что на  гр анице раздела (х = О ) это равновесное 
значение темпер атуры установится уже с самого н ачала процес
са ,  т. е. в любой момент времени :  

(6 .  52) 
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6.8; К ВАЗ И СТАЦ И О Н А Р Н Ы Я  П РО Г Р Е В  ТЕЛА С П ОД В ИЖ НО й 
ГРА Н И ЦЕ й 

В ряде пр актичес.ких случвев, например,  при  прогреве уносимых теплозащитных покрытий, :в обла,сти критичесюого сечения 
сопел ракетных двигателей на  поверхности тв-ердого тела можеr 
устанавливаться темпер атур а , при которой происходит унос ве
щества .  Материал либQ оплавляется и затем испаряется или сно 
сится !Потоком, либо переходит непосредственно из твердой ф азы 
в газообр азную ('сублимирует) . Возможны и более сложные :ме
ханизмы уноса м аосы с по!Верхности (см . rл . XVI I I ) . Во всех слу
чаях гр аница тела со временем пер емещается в системе коорди 
нат, связанной с телом . Если ,скорость уноса, а следовательно , и 
скор ость движения гр аницы постоянна и р а·вна v, то в теле ус
танавливается :некое квазистационарное р аспр еделение темпера
тур , не зависящее от ·времени в подвижной системе простр анrr
венных координат, связанной с поверхностью тела .  

Рис. 6. 1 7. К задаче о 
температурном поле в 

х, � �е с подвижной гр ани· lw �-----1'�--....:..;;:.. цей;  nоказавы nоложе-

о lJ 

ния границы в моменты 
времени 1:' = 0  и 1:' = 1:'1 

Рассмотр им такой процесс на простом примере одномерной 
задачи для полупространства .  Пусть к начальному моменту 
(т = О) тело, р асполагавшееся в полупространстве х;;;:::: О достигл :> 
у пов.ерхности темпер атуры Tw = const. До э·юго, очевидно, про
исходил обычный проце.сс нестационарного прогрева тела с по
стюянным !Положением г,р аницы. С этого мом ·ента · начинается 
унос вещества с м ассовой скоростью G кг/ (м2 · с ) . Температур а 
Т w �мож·ет быть , на1Пример ,  темпер атурой ·плавления или субли
м ации . · 

Если  G = const, то ·скорость движения границы тела будет 
р авна в м/с v =  G/Q = const, где Q - массовая. плотность вещества 
в кг/м3• Следовательно, по прошествии ·времени 'tt (рис.  6. 1 7) 
гр аница тела перемесТiится из положения х = О  в положениё х1 = 
= vт1 и т. д. ·Р аспределение температур для 'Произвольного мо
мента времени т > О  в этом ·случае, .ка;к и обычно, опр ·еделяется 
ур а,внением 

дТ д2Т 
- = а -- , д-о дх2 (6 .  53) 

а начальное р а·спределение температур задает·СЯ решением зада
чи о прогреве тела с неподвижной гр аницей до достижения по-
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верхиостью х = О температуры Tw. При этом . Т (х--+оо) = То и. 
начиная с ,; = 0, Т (х* , ,;) = Tw, где x* = V't'. З адача сущест.венно 
упрощает·ся, если ввести систему координат, начало .которой все
гда находится на поверхно,сти тела .  

Пусть G = X-V't, а отсчет ·времени •В новой и ·старой сист.емах 
совпадает. Тогда после замены переменных (6.53)  превр ащается в обыкновенное дифференциальное ур авнение 

. dT = - !!_ d2T 
(6 .  54) 

d� v d�2 

для которого Т (О) =  Т w, Т ( оо )  = Т0• (6 .55) 
Решение ур авненИ'Я (6 .54) , имеет !ВИд 

Из второго условия (6.55) С2 = Т0, а из первого находим 

(То - т,г ) v 
Cl = . 

а 

Таким образом избыточная относительная температур а в полу
пространстве епр ава от поверхности Х = v,; равна 

Т Щ - Т0 - � � 
__:_:..:.._---" = е а ' Tw- To (6 .  56) 

т. е. не зависит от времени в •системе координат, движущейс11 
вместе с поверхнщ:тью тела .  В исходной же системе координат 
(х, т) это р аспределение получим переходом от G К' х, ,; в выра 
жении (6.56) , учитывая, что 6 = x--v-r. 

Рекомендуемая литература :  
основная:  [W. 65, 66, 101 ] ;  
дополнительная:  [39, 42 ,  64, 85 ,  86, 92 ,  1 1 8, 1 20, 1 27, 1 50, 1 55] . 



Г Л А В А  V I I 

Т Е П Л ООБМ Е Н П Р И К И П Е Н И И  И КО НД Е Н СА Ц И И 
1 1  

Теплообменные процессы, сопровождающиеся кипением и \КОН
денсацией, широко распростр анены в технике. Они в'стречаются 
во  многих типах энергетических установок летательных аппара 
тов, в системах кондиционирования воздуха в кабинах, при тер
мостатировании баков, отсеков с аппар атурой и отдельных при
боров .  Применеине криогенных топлив для д:вигателей летатель
ных ацп ар а1'ов также сопряжено с большим р азнообр азием 
теплообменных процессов 'с кипением и конденсацией в области 
низ.ких темпер атур . 

Несмотря на  достаточно широкое р а спростр анение этих про
цессов наши знания о них и умение их надежно р ассчитывать в 
ряде случаев еще существенно отстают от �современных требо
ваний .  Это объясняется большой сложностью рассматр иваемых 
процессов, состоящей в многообр азии способов,  при которых про
исходит фазо:вС><е превр ащение .  

7. 1 .  О С Н О В Н Ы Е  П О НЯТИЯ И О П Р ЕД ЕЛ Е Н И Я 

Для лучшего поним ания процессов кипения и конденсации 
р ассмотрим их некоторые термодинамические особенности. 

Н а  рис .  7 . 1 построено в 'безразмерных К:оординатах ур авнение 
состояния л =f (r:p,  't) , которое называется П 'р и в е д е н н ы м . 
Здесь л = р/р11р, r:p = V/Vкp и 't = Т/Ткр, где Ркр. Vкр и Тнр - соответ
ственно давление,  удельный объем и темпер атур а в критической 
точке. В термодинамике установлено, что вещества ·с близкими  в критической точке значениями комплекса N = RT кр/ (РкрVкр )  
(N - называется к р и т и ч е с к и м  к о э ф ф и ц и е н т о м ) опи
сываются одинаковыми пр иведеиными ур авнениями.  Такие ве
щества н азываются т е р м о д и н а м и ч е с .к и п о  д о б н ы м и ,  
а их состояния с одина!Ковыми значениями любых двух приведец
ных параметров - �с о о т в е т с т в е н н ы м и  с о с т о я н и я м и . 

Из табл .  7. 1 видно, что, в частности, юриогенные жидкостfl 
имеют близкие значения критического коэффициента N. Они от
носятся к термадинамически подобным веществам .  

Термодинамическое подобие следует учитывать пр и  обобще
нии экспериментальных данных по теплообменным процессам с 
фазооыми переходами .  
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Рассмотрим процесс нагрева  жидкости при постоянном привщенном давлении :rt1 (линия 1-6) . Жид:кость в точке 1 ,  имеющая температуру ниже температуры н а·сыщения пр и  данном давлении, называе11ся н е д о г •р е т о й  ж и д к о с т ь ю, а разность 
т.-т. где т. - темпер атур а н а.сыщения, 1н азывается н е д о г р  е-

!(:!!. Ркр 1, 1 
1 

0, 8 
О, б 

Л:=Pi5fo1�rFt�����o?o....;;:;��-0.4 

1 {]  
lf 5 Sf1 = lJ /Uкр 

Рис. 7. 1 .  Графическое nред
'
ставление приве

деиного уравнения состояния 

Критические параметры некоторых веществ 

Вещество 
Ткр• К 

Ркр. 
М Па 

Qкр
1 кг;мз 

Азот 126 3 , 28 3 1 1 

Аммиак 405 , 5  1 0 , 93 235 

Арrои 1 50 , 7  4 , 7 1  53 1 

Вода 647 , 3  22 , 1 3 307 . 
Водород 33 , 2  1 , 25 3 1  

Телий 5 , 2  0 , 225 69 , 3  

Кислород 154 , 3  4 , 87 430 

$реон - 1 2  384 , 7  3 , 9  

Фреон- 1 3  487 , 3  3 , 3  

Таблица 7. 1 

N= RТкрQкр 
Ркр 

3 , 54 

4 , 2 1  

3 , 49 

4 , 1 3  

3 , 35 

3 , 35 

3 , 34 

3 , 7  

3 , 7  
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в о м ж и д к о с т и .  Жидкость в точке 2, лежащей на линии на
сыщения (-r = тs и T = Ts) называется н а с ы щ е н н о й  ж и д к о
с т ь ю  при данном давлении (n1 = ns) . Процесс 2-5 от нижней 
погр аничной кривой (точка 2) до верхней пограничной кривой 
(точка 5) , происходящий при постоянной температуре р авной Тв. 
предста,вляет собой .испарение со свободной поверхности жидко
сти .  Как известно, пар при тем·пературе Т8 называется насыщен
ным, а при темпер атуре выше (например ,  точка б) - п е р  е г р  е
т ы  м ,  а разность Т-Тв называется п е р е г р е в о м  п а р а . 
Таким обр азом, в процессе испарения со ·с:вобод'ной поверхности 
жидкости температур а ее остается постоянной и р авной Т8• По
этому изотерм а  't's = const между точками 2 и 5 совпадает с изо
барой n1 =·const .  

Если процесс происходит р авновесно, то каждой точке на 
участке 2-5 соответс�вует определенное значение м ассо:вого 
парасодержания х, р авного отношению м ассы вновь обр азовав
шегося пара  Ми к первоначальной массе жидкости Мжо=Мж+ 
+Ми. Очевидно, что в точке 2 х = О, а в точке 5 Х = 1 .  Пар между 
точками 2 и 5 (при О<х< 1 )  !Называется в л а ж н ы .м н а с ы
щ е н н ы м паром. Процеос �онденсации, т. е. превр ащения пара в жидкость будет идти в обратном н апр авлении :  от точки 5 к. 
точке 2. 

Однако все .реальные процессы протекают тер мадинамически 
неравновесно. В частности, при испарении, чтобы обеспечить 
теплоподвод к поверхности р аздела ф аз ,  необходимо создать 
гр адиент темпер атуры по нормали .к поверхности жидкости, тем 
больший, чем интенсивней процес·с парообразования .  

Если подвод тепла .к поверхности р аздела фаз  осуществляет
ся через жидкость, то для создания Г);Jадиента температур жид
кость должна быть на пекотором удалении от поверхности раз
дела фаз перегрета до темпер атуры Т ж > Тs. Такая жидкость на
зывается п е р  е г 'Р е т о й, а р азность Т ж-Т 8 называется п Р.
р е г р е в о м жидкости. 

Жидкость в перегретом •состоянии может существо:вать л ишь 
вдали от поверхности раздела ф аз .  Такое ·со.стояние возможно 
только для неравновесных пр,оце•ссов ; оно называется м е т а 
с т а б и л ь н ы м. Ему  соответст.вуют область А-К-С, а при  
:л: 1  = cohst - л иния 2-3. При перемещении по  шюба  ре · от точка 
2 .к точке 3 будут пересекатыся изотермы (т = const) со нее боль
шим значением -r. Температур а ,  соответствующая точке 3, назы
вается п р  е д е л ь  н о й т е м п е р  а т у р о й . п е р  е г р  е в а 
ж и д к о •С т и т пр ·ИЛИ 't'цр (для при:вед'енного давления Лi) . При 
достижении Т пр для данного давления жидкость неминуемо ·спон
танно вскипает по всему объему. Тер мадинамически это объяс
няется невозможностью сущ·ествования участков изотерм 3-3' с 
(дрfдv) т> О. Для р авновесного •существования парового пузыря 
в жидкости давление ·в нем Рп из-за  поверхностного н атяжения 
должно быть :выше, чем в окружающей его жидкости Рж· По 
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уравнению Лапласа 

Рп -Рж = а ( �1 + ;2 ) • 
где R.1 и R.2 - главные р адиу·сы кривизны поверхности р аздел а ;  а - поверхностное натяжение. 
Для ·сферического !Пузыря Р.адиуса R перепад давлений на гр а
нице р аздела · 

2а flРгр = Рп - Рж = R 
• l7 .  1 ) 

. Кр·оме того, кривизна поверхности раздела влечет дополнитель
ное увеличение темпер атуры на·сыщения по сра·внению 1С Т8 при 
давлении пара Рп для плоской поверхности на величину, экви
в алентную пр ир ащению давления на  

!:;.р = Qп !:;.р . ж Qж - Qп гр 
(7 .  2) 

Тогда температуру насыщения на  гр анице раздела фаз пузыря 
можно найти по зависимости Ts = T8 (Ps) для данной жидкосн 
при д8Jвлении Рж+�Ргр + �Рж или ·приближ.енно с учетом ур ав
нений (7. 1 )  и (7 .2) : 

Ts (Pж + flPгp + flPж) = Ts (Pж) + d
dTs (flPгp + flPж) =  
Ps 

· · = Тs (Рж) + dTs 2аQж 
dps R (Qж - Qп) 

По ур авнению Клапейрона - Клаузиуса 

dTs Ts (Qж - Qп) 
dps ГQжQп 

(7 . 3) 

(7 . 4) 

Тогда из ур авнений (7.3) и (7.4) минимальный радиу;с равновес 
ного пузыря,  соответствующий данному перегрену жидкости, 
6удет 

R . n = 2аQж dT s 2Т s (Рж) а IП I АТ (Qж - Qп) dps ГQuAT 
(7 . 5) 

где �Т � Т  ж-Тв - перегрев жидкости. При предельном перегре
ве жидкости Т пр-Тs fРж) радиус непрерывно спонтанно возни-

. кающих паровых обл астей имеет порядок Rmm по ур авнению 
(7.5) пр и �Т = Т пр-Тв. _Если при з аданном пере·греве �Т R < 
<.Rmш, то ,возникающий пузырь захлопнется ; если R.>Rmш, он 
будет расти за счет 'испарения в него окружающей жидкости.  
Такой пузырь называе-Dся з а р о д ы ш  е м п а р  а .  · 
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На основании молекулярио-кинетической теории ча·стота об
р азования зародышей пар а z в единице объема при данной тем
пер атуре Т ж мотет быть подсчитана  по фор муле Деринга-Фоль
гер а :  

Qж -. j ба [ m r l б:rtaЗ 1 
z = ---;;; V (2 + PIPs) :rtm 

ехр 
- kT ж

-
ЗkТ ж (Ps - р)2 - (7. 6) 

Здесь k = 1 ,38· 1 0-23 Дж/К: - постоянная Больцмана ;  
m = 1 ,66 · 1 0-27 М - масса молекулы в кг, где 

М - молекулярная м асса . 
. При пр иближении темпер атуры жидкости к Тпр частота ,спон
танного · обр азования зародышей резко возр а·стает, а время -r 

т /Тк существования жидкости в 
1, 1  объеме V в перегретом со-

2 
0,9  �"'>" � 

/ 

1( 
--� стоянии 't =  1 / (zV) падает. 

Эксперименты В .  П. Скри
пава и других показали хо
рошее совпадение Т пр с рас
четом по уравнению (7. 6) 

о, г 0, 4  0, 5  0, 8  Р!Ркр при Z =  1 037 1 / (мз ·с) . 
На рис .  7. 2 в безразмер

ных термодинамических ко
ординатах представлены 
расчетная зависимость Тпр 
от · давления и эксперимен
тальная для ряда термади
намически подобных жидко
стей . Как · видим ,  для термо
зависимости Ts/T к и Т пр/Т к 

Рис. 7 2. Зависимость приведеиных тем
ператур предеJiьного перегрена и насы
щения термадинамически подобных жид-

костей от приведеиного давJiения :  
/-линия н асыщения Т, ; 2-ра счет Т п р  п о  
уравнению (7.6) ; о-Н-пентан; L'.-Н - гексан ;  

0 -Н-гептан;  V" -этиловый эфир 

динамически подобных жидкостей 
от р/рк совпадают. 

Процесс, при 'Котором паровая фаза вт�никает внутри жид
кости или на греющих ·стенках, :в отличие от испарения называ
ют к и п е н и е  м.  

Аналогичный анализ позволяет объяснить ·существование ме
тастабильной обла.сти B-K-D на  рис. 7. 1 .  Пар в этой области 
называется п е р е о х  л а ж д е н н ы м п а р  о м. Температура 
Тпро, ·соответствующая изотерме т ='tпpo = const, которая касает
ся изобары :rtt =•const в точке 4 и называется п р  е д е л ь  н о й  
т е м п е р а т у р о й п е р е о х л а ж д е н и я  пара  для приведеи
ного давления :п;1 .  При этой темпер атуре вероятность спонтанно
го обр аз·ования капель с р адиусом порядка р авновесного Rmrn 
будет близка к единице. Следовательно,  переохлаждение пара 
Тs-Тпро >будет ·с учетом кривизны и других эффекто:в обеспечи
вать конденсацию на каплях жидкости R >Rmiп, которые ,в боль
шом количестве образуются при Тпро- Такая конденсация буде r 
происходить по нсему объему пар а •С большой .скоростью, пока 
вьщелившееся при конденсации тепло не нагреет пар  и жищкость 
ДО Ts.  

192 



Опыт •показыва-ет, что в подавляющем большинстве случаев 
конденсация возникает при переохлаждениях, много меньших 
предельного.  Аналогично кипение возникает при перегревах 
жидкости, н амного меньших н:редельного, т .  е .  меньших Т пр-Т� 
Т ак, н а  греющей поверхности в :в-оде при  атмосфер ном давлении 
кипение н ачинается при перегревах Тж-Тs порядка  1 6- 1 7  К, 
тогда как для этого давления Тпр-Тs = 202 К. Для перегрева в 
1 6- 1 7  К фор мул а (7 .5)  дает Rm1n ::::::: 2 ,5 · 1 0-3 мм,  что пр имерно в 
1 04 р аза  больше радвуса спонтанных зародыШей, ·возникающих 
при предельном пер егреве жидю?сти . 

Это обънсняется тем, чrо в реальных у:словиях помимо спон
танного возникновения паровых зародышей в толще жидкости 
существуют и другие возможности их возникновения, требующие 
меньшего перегр ева (обр азование пузырей на твердой стенке, 
наличие примесей других газов в жидкости) . 

7.2. РОСТ ПАРО В ЫХ П УЗ ЬIР Е А В БОЛ ЬШОМ ОБЪ ЕМЕ Ч И СТО А 
П Е РЕ Г Р ЕТО А ЖИДI(iОСТ И  
Процесс обр азования и роста паровых пузырей в большом 

объеме жидкости пре,д.ставляет довольно сложное явление и оп
р еделяе'Гся взаимодейст:гием таких фак'I'оров,  как инерционное и 
вязкое сопротивления жиююсти росту пузыря и возможности 
подвода тепла к поверхности ·пузыря в количеств-е , обеспечиваю
щем испарение жидкости . 

Так как обычно процесс роста пузыря лимитирует·ся каким
то одним из этих факторов,  то для наглядности целесообразно 
р ассмотреть предельные ·схемы  роста пузыря .  В этих ·схемах по
очередно рассм атриваются влияние лишь одного из фак'I'оров  в 
предположении, что остальные отсутствуют. 

На рис .  7.3 даны р аспределения температуры и давления по 
р адиусу в пузыре и окружающей его жидко·сти для каждой из 
этих схем . -

Бели подвод тепла Для испарения при Т8 = Т"" обеспечен, а 
скорость расширения огр аничена только инерционными  силами 
со  стороны жидкости (рис .  7 .3 ,  а) , то решение задачи · имеет 
в,ид 

ч-rо при др/Qж = coпst дает после интегрирования 

где 

7 2676 

R (-r) = .. / 2 t1p -r, 
V 3 Qж (7 . n 
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Учитывая сопротивление расширения пузыря только в силу 
вязкости жидкости (рис.  7.3 ,  6) , получим R (т:) = � R (t) ИЛ JI 

�ж 
пр и Llp//lш =const 

1 1 1 � 1 

Р, Т 1 

1 1 ' \ 

" 1 

l1JYO 
R p:) = exp -. 

4/Lж 

' ' " ' \ 
1 1 _.::.::: ·:·.-· . .-__ ::: : .. \ \ \ 1 1 о о о о о о о о о о о \ 1 1 
"/ /�)· · · · - . 

' \  \ 

: : : : · ,. : -�·...:...:.:.. . - ...... . 1 1 · · · · ·. · = · ·. · : · : · -1 -t , Ра.. , Т.,  \ - \ ·::: - : :·: - · . · . - : R 1 1 � \ \ о .. _ .... : : : : - . .  1 1 1 
\ ' • • • • • о о / 1 1 ' , 1 1 

- --r - - - - - - - -1 Р,.. R; T 1 - - - - -1 " , - т... 1 

R 
а) р -"т , ' 1 т.. - - -+- - - - - - :-· 1 1 

5) 

Tv-t 1 Р.,. 
R 

6) 
Р,"Т 1 Т.. L - - - - --�-1 1 Ту 1 
- - -, 1 Р .. 

R 
г) 

(7 . 8 ) 

Рис. 7.3. Распределения 
давления и температуры 
в предельных схемах рос
та сферического пvзыря 
в бОльшом объеме пере-

mетой жидкости : 
Pv =P8 (Too)• Tv =Tp (Poo) 

В случае, когда 'скорость роста пузыря огр аничена только 
скоро-стью испарения жидкости в него, т .  е. возможностями  под
вода тепла к межфазной границе путем теплопроводности от 
внешних перегретых слое:в жидкости (рис. 7.3, в) , численное ре
шение ур авнения теплового баланс-а может быть ап.проксими
ровано в виде 

(7 .  9) 

где число Якоба, или безразмерный перегрев 
жидкости; 
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В предельных случаях это решение имеет вид 

R (<) � 2

.

J. y : а. т;  ] 
R (-r) = V 2 Jжаж't'. 

(7 .  1 0) 

Если весь перегрев жидrкости ср а б атывается на  преодолен и е 
межф азного сошрот.ивления (рис .  7.3,  г ) , то на  основе молекуляр
но-кинетической теории можно получить 

. � R (..:)= 1 - о,з99� 

Здесь R - газовая постоянная ;  

Ар ( 7 .  1 1 ) Qп V2nRT 

j3 - коэффициент испарения (или конденсации /3к) , ино•
да называемый к о э-ф ф и  ц и е н т о м а к к о м о д а
ц и  и .  

При испарении f3 является отношением числ а молекул, действи
тельно по.кинувших жидкость, к числу молекул , 'Подошедших _'{ 
границе раздел а фаз  с избыточной составляющей скорости.  В ре
ал ьных условиях рост ·пузыря определяется одновременным вл и 
янием всех рассмотренных факторов , но реальная скорость роста 
всегда будет меньше ( или в пределе равна)  наименьшей из ве
личин,  определяемых этими  предельными соотношениями . 

Сопоставление этих предельных оценок с экспер иментом ука
зывает н а  преобл адающее влияние инерционных сил жидкости 
( см .  ри с .  7 .3 , а)  в области малых р азмеров пузыря и при низ
ких давлениях.  Пр и больших р азмерах пузыря ,  а также прм 
больших давлениях определяющей являетtся энер гетичес·кая  схе
ма (см .  рис .  7.3, в) . Влияние вязкости может проявиться лишь 
при больших ее значениях в начальный период роста пузыря .  
Молекуляр но -,кинетическая  схема ( см .  рис .  7.3, г)  может ста1 1� 
определяющей при очень ' низких значениях коэффициента испа рения j3. 

7 3. РОСТ ПАРО В ЫХ Л УЗ ЫР Е Я  НА ПО В ЕРХ НО СТ И  НА ГР Е ВА 
П Р И  К И П Е Н И И  

В р е м е н е м р о с  т а парового пузыря 't'p считают время о т  
момента активации парового зародыша до отрыва парового пу
зыря от стенки .  З атем в течение векоторого времени тв , назы
ваемого в р е м  е н е м в ы ж и д а н .и я ,  происходит восстанов
ление перегрева жидкости о'коло стенки, необходимого для н о 
вой активации парового зародыша . 

В настоящее время еще нет единой точки зрения на  механизм 
теплообменных процессов , определяющих рост паровых пузырЕ.й 
на  стенке,  однако уже н акопленные опытные данные позволяюТ' 
следующим обр азом описать этот механизм.  
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При отрыве паравой пузырь 
.
Увлекает з а  •собой слой пере

rретои жидкости, и стенка в раионе центр а  параобр азования 
приходит в контакт с холодной жидкостью. При этом темпер а 
тур а •стенки и жидкости в месте их контакта (на  гр анице ) при 
мет  некоторое промежуточное значение Тгр между начальны:vш 
темпер атурами жидкости Т жо и стенки Two. 

Из решения одномерной задачи нестационарной теплопровод
ности для полубесконечных ·слоев жидкости и стенки найдем 

Тгр - Тжо 1 
Two - Т жо 

1 + • f (QсЛ)ж 
v (QcЛ) w 

(7 . 1 2 )  

Слой жидкости � и  стенку можно считать полубесконечными, 
если з а  рассматриваемое время контакта t'к их толщины аж и aw 

таковы ,  что критерий Fo = ажтк < 0, 25 и Fo = aw'tlк < 0,25 . 02 - 02 
. -- ---

ж w 

Рис. 7 4. Упрощенная схема роста Рис. 7-Б. Схема роста полусферического 
nарового пузыря на стенке с испа пузыря с испарением из микрослая жид-
vение..м из перегретого наружного кости на стенке (Tt < т2 < Тз) : 

слоя жидкести :  /-жидкость; 2-nap 
1-жидкость; 2--'СJ!ой nерегретой жИд-

кости; 8-n ap 

Однако за •счет под;вода тепла от ·соседних участков стенкп 
или тепловыделения в ней темпер атура стенки и прилегающей к 
ней жидкости будет р а•сти в течение времени выжидания .  З а  это 
время прогревается слой жидкости толщиной а =  -у :rtaжt'в ,  и снова воостановятся условия. необходимые для активации центр а 
парообр азования . 

З ародившийся пар авой пузырь отталкивает от  стенки перегре 
тый слой жидкости и р астет в его окружении.  В период рос1 а 
nузыря тепловой поток для испарения жидкости может подnо
диться следующими путями . 

1 .  В силу не-стационарного подвода тепла от 1Переrретых ·сло
ев жидкости и ,  окружающих паравой пузырь с внешней по  отно
шению .к стенке •стороны (рис. 7.4) . 

2. В силу нестациQнарного охлаждения перегретого слоя 
жидiюсти, р а сположенного между поверхностью пузыря и стен
кой ( если этот слой достаточно толстый, см. рис. 7.7) . 
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3. Теплопроводностью через тонкий слой жидкости, отделяю
щий пузырь от •стенки (рис .  7 .5) , в •силу нестационарного ох
лаждения ·стенки под пузырем.  · 

В действительности могут реализовываться все три способа 
подвода тепла ср азу, но чаще кююй-либо из них преобладает. 
Так, при малых давлениях в жидкости из-за м алой плотности 
пара пузырь р астет быстро и под действием инерционных сил 
деформируется из сферического в полусферический, .как показано на  р ис. 7.5 .  В этом случае преобл адающим являет.ся третий 
путь подвода тепл а ,  который дополняется пер'ВЫМ.  Тогда зави
симость радиуса полусфер.ического •пузыря от времени мо�но 
представить ур авнением Коппе и Виджика : 

Здесь 

J = Qж (ср)ж (Т жо - - Ts) 
ж 

T�vo и Т жо начальные температуры стенки и жидкости. 
Первое •слагаемое - ·вкл ад от · испарения микрослая под пузы-

Рис. 7.6. Схема роста и 
исчезновения парового 
пvзыря на поверхности 
нагрева в недогретой 

жидкости 

Uж Uж Uж rж 

;,�;. ;ят ����О� 
а) · о) с) d) е) f'J 

-:"'t f J/'ж Uж • lJж lJж'•\ 

�а: -!:!л;.�;;�;;; �t�;, ,;,�/ 
5') !т) i) J) k) l) 

р ем (3 - й путь подвода тепла ) , а второе слагаемое - от охлаждения перегретой жидкости н а  внешней поверхности пузыря ( 1 -й путь) . · 
При увеличении давления скорость роста пузырьков суще.с rвенно падает, так как растет •плотность пара  ;В них и снижается влияние инерционных сил. Пузыри ,в•се время сохр аняют •сфер ическуl? форму. В этом случае подвод тепл а к ним на  испарение осуществляется, главным обр азом , . первым и  двумя путями.  А тепло на  перегрев жидкости, в основном, отбир ается от стенки: путем ее охлаждения в пер иод выжидания после отрыва пузыря.  Есл и  жидiюсть, в которой происходит кипение,  в целом не д:огрета до темпер атуры на·сыщения, то .в процеосе роста пузыря его внешняя поверхность со :временем попадает в ледогретые 
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слои жидкости ,  и тогда на  внешней, «холодной», гр анице пузыря 
будет происходить конденсация пар а .  Это может привести к 
уменьшению и захлопыванию пузыря после его отрыва или даже 
до отрыва .  Схем а такого процесса · и;юбр ажена на  ршс .  7.6,  где 
Vж - ,скорость жидкости около пузыря ;  q - тепловой поток;  
Ts - темпер атур а насыщения .  

7.4 Д ИАМ ЕТР ПАРО В ЫХ П УЗ Ы Р Е й П Р И  ОТРЫ В Е ОТ СТЕ Н I( И 
И ЧАСТОТА ИХ ОТР Ы ВА 

В ряде ра бот для определения отрывного диа:vrетра пузыр ! . 
ка ,  р а,стущего н а  поверхности, выписываю'Гся условия равно
весия сил,  действующих на  пузырь (или части ·из  них) : архиме

дона ,сила ;  сила ,сцепления с поверх
ностью из-за поверхностного н атяже
ния ;  сила инерции со стороны жидко . 
сти ; сила лобового сопротивления и т. д. Из условия р авновесия всел 
этих сил н аходят отрывной диаметр 
пузыря .  Это удается сделать в силу 
приближенного хар актера выражениii: 
для перечисленных сил . 

��������W,�:;-; Д. А. Лубенцов показал, что такой 

Рис. 7.7 Схема роста 
сферического парового 

пvзыря на стенке 

подход ошибочен, так как согл асно 
принципу Даламбера сумма всех сил, 
действующих на  пузырь, включая силы 
инерции, должна р авняться нулю в те
чение  всего периода его роста .  По
этому он предложил две предельных 
оценки отрывного диаметр а пузыря.  

1 .  При больших давлениях, когда динамические эффекты ма
лосущественны, ,следует использовать аналогию с отрывом газо
вого 'пузыря,  медленно вдуваемого в жидкость через отверстие 
диаметром d0 (р ис . 7 .7) . 

По данным опытов для вдува газа отрывной диаметр пу-
зыря 

Do = К .. з/ 6 
ado • 

V g (Qж - Qп) 

Здесь коэффициент пропорциональности К немного меньше ед!I: 
ницы, а d0 - ра•сстоянnе между шеJЮХОВатостями поряДка нес 
кольких микрон .  

2 .  При очень малых давлениях определяющим я,вляется инер 
ционная реакция жtидкости . Тогда баланс  сил инерции и подъ
емных 
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Здесь т =  Qж V /2 - мгновенная присоединенная м асса жидко
·сти ·  

V ('t) - пер
'
еменный во  .времени объем �сфер ическо

го пузыря ;  
Wц= d>h/d-т: - скорость перемещения центр а пузыря,  где 

h - высота центр а пузыря .  

Полагая R � ,;n и {:11 « Qж• получим 

..!!.___ (-rзп d h ) = 2g,;зn .  
dlJ d'IJ 

Решая это уравнение, находим 
g1J2 

h (t) = 1 + 3n 

Принимая .в момент отрыва то условие 

h (1:0) = R0 = D0/2 

и полага$1 n =  l /2, нююдим 

Эюспериментальные данны� ряда авторов лучше согла·суются с ЭТIИ М ур авнением, есл и  вместо 0,4 принять коэффициент 0,6. 
Частота о'ГрЫiва паровых пузырей з а�ис.ит от многих факто

ров .  К ним относятся : l )  не,стационарные процессы теплообмеца 
между жидкостью и стенкой в период ожидания ; 2)  нестацио
нарные гидродинамические и тепловые процессы при росте пузы
ря;  3) процоссы, определяющие существо.ваНJие паровых зароды
Шей (угол смачивания,  м атериал и качество обр а ботК!и поверх
ности и т .  д. ) ; 4 )  гидродинамичес:rюе и тепловое ·взаимодействие 
соседних центров парообр азования ; 5 )  гидрощинамичес.кие и теп
ловые процессы в объеме жидкости и ее потоке и т .  п .  

Частота отрыва  ro= l / (т0 + тв )  носит статистический характер и имеет закон р а спредеJ,Iения,  близкий к нормальному. Экспери
ментальные исследования * ,  'Выполненные на  ;воде, показали,  чтJ (J) практически не з ависит от теплового потока и сла бо зависит 
от давления (при  давлении O, l -2,0 МПа среднее значение ro-
35 Гц, а пр и 5,2 МПа - около 45 Гц) . Однако при поиижеиных 
давлениях ( 1 0-50 кПа для воды) частота отрыва  ·существенно 
снижается (до l -20 Гц) и заметно р астет , с ростом теплового 
потока .  

При кипении щелочных металлов ' ffi  значительно меньше, чем 
на  воде при одинаковых q и РIРнр, очевидно, из-за большего зна
чения (QсЛ.) ж/ (QсЛ.) w. С увеличен ием тепJFового потока, а точнее, 

* Мамонтова Н. Н . Изучение механизма кипения при больших тепловых 
потоках посредством киносъемки. ПМТФ, 1 963, N!! 3, с .  1 35-- 1 37. 
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с увеличением Т w-Ts, ·возникают условия для активациiе� новых 
центров парообр а�ования и ,  следовательно, их число р а:стет. 

7.5. ТЕ П Л ООТДАЧА П Р И  П УЗ Ы Р ЬКО ВО М  КИ П Е Н И И  
В БОЛЬШОМ О БЪ ЕМЕ 

Процесс пузырькового кипения определяется сложным взаи
модействием нестационарных процессов роста ,  отрыва и в-сплы
тия паровых пузырей, теплоотдачи свободной и :вынужденной 
конвекцией от стенок к ж,идкости, нестационар ной теплопрова1I,
ности в зоне центров параобр азования и т .  п .  

Не  все эти процеосы достаточно хорошо изучены, даже для 
отдельного пузыря .  Еще менее изучено их ·взаимодействие при 
одновременном росте большого числ а  паровых пузырей. Поэтому 
построение р асчетных зависимостей опир ается, главным образом� 
на представление о ф:изиче<:ком механизме процесса ,  на методы 
подобия и эк,спер имент. Суще,ствуют р азличные способы построе
ния эмпирических зависимостей . 

Способ, предлqженный С. С. Кутателадзе [85], основан н а  предположении,. 
что весь сложный процесс пузырьковоГо кипения описывается в конечном ито
ге теми же уравнениями, что и для· системы с одной непрерывной поверхно
стью раздела. Поэтому критерии подобия могут выводиться и;з этих уравнеииw 
для всего процесса пузырькового кипения. Дополнительно необходимо лишь. 
ввести уравнения или параметры,  определяющие размеры паровых пузырей и 
вероятность их р аспределения в пространстве._ С. С .  Кутателадзе исходит из того, что сначала все тепло от стенки пере-. 
дается жидкости, а затем, в процессе испарения, в паровые пузыри. Поэтому 
предполагается, что решающее значение имеют условия распростр анения теп-
ла в жидкой фазе. · 

В систему уравнений с: С. Кутателадве включает: 
а )  уравнения энергии, движения и неразрывности для несжимаемой жид

кой фазы; 
б ) уравнения движения и - неразрывности для несжимаемого пара ; 
в) условия теплового взаимодействия на границе р аздела  фаз (индекс s) : 

( 
дТ ' 

- Аж -- ) = ГQnUnп; дп s 

в которых уравнение (7. 1 3) представляет собой равенство тепловых 

(7.  1 3} 

(7. 14) 

потоков -
по обе стороны границы раздела фаз , где Uп n - скорость пара по нормали n 
к поверхности раздела, а уравнение (7. 14)  определяет температуру насыще
ния на границе с учетом кривизны nоверхности R и кинетики испарения; 

г) условия механического воздействия на границе раздела фаз : 

( дun ) ( дuж ) • !Ln дп s = fLж дп s: 
2а ..,. Psn = Рsж + R; Uns = Uжs• 

rде Uпs, U ж s - скорости пара и жидкости на  границе р аздела ;  
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д) масштаб для отрывного радиуса пузырей Ro 

V Qм- Qп ( и� ) . R0 g 
= f 6, -, • .  • , 

а gl0 
е) величину микрошероховатости б; и ее распределение по размерам n; 

no поверхности и т. п. ; тогда, riренебрегая влиянием вязкости пара, С. с: Ку· 
тателадзе получает при заданном АТ=Т w-T, 

а 
Nu=/1 Рrж, -- , 1- -- , { g l а ] 3/2 ( Qп ) 

'V� g (Qж- Qн) Qж 2 ' g(Qж- Qн) lo 

(7. 15) 

При задании плотности теплового 
ГQп 

потока qw на стенке в уравнении (7.15) 
вместо параметра войдет 

qw 1 а -- v ----- =Ре •. 
ГQнаж g (Qж- Qп) 

В уравнении (7.15) 

Wож -характерная скорость жидкости; 
8 - угол смачивания; 
l0- характерный раЗ!мер; r- теплота парообразования. 

В большом объеме обычно принимают 

Здесь 

lo = " ( а • 
V g (Qж- Qп) 

al0 qw Nu =-- ; а= . 
Аж Tw -Ts 

Ряд авторов строит расчетные ура_внения из р азличных упрощенных, но конк
ретных представлений о механизме пузЬJрькового кипения. Такие формулы но 
сят полуэмпирический характер - содержащиеся в них константы находятся 
из эксперимента. Дополнение уравнения типа (7.1 5) законом соответственных 
состояний приводит для случая развитого пузырькового кипения в большом 
<>бъеме к уравнению В .  М. Боришанского: 

а 
q2tзр1f2т-Бfб м-1/6 W кр кр 

где М - молекулярная масса. 

( р ) 1/10 [ ( р )1,16 ] 190· -- 1 + 4,65 - ' 
Ркр Ркр' 

По методу В. И. Толубинекого одной из важнейших характеристик явля
ется средняя скорость роста паровых пузырей, равная произведению отрывно
го диаметра 2Ro=Do на частоту отрыва пузырей О>. Тогда для кипения в боль
шом объеме 

а .. ( а 
Л V g(Qж-Qп) 
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Здесь экспериментально определяемой величиной для конкретных условий как 
раз и является Doffi. 

Каждый из р ассмотренных методов обобщения опытных дан
ных по теплоотдаче при пузырьковом кипении в большом объ
еме насыщенной жидкости фактически основан на учете лишь 
отдельных сторон процесса кипения при  игнорировании других 
его сторон. Поэтому несмотря на то, что результаты такого обоб
щения представляются часто в критеризльном (безр азмерном ) 
виде, они носят достаточно частный хар актер,  зависящий от ус
ловия проведения экспериментов. Так, н апример,  все р ассмот
ренные методы не учитывают нестационарного тепЛ<шого взаи
модействия жидкосrи со стенкой в процессе роста паровых пу
зырей на  стенке. Поэтому р асчеты по ним р асходятся с опытом 
для сочетания м атериала стенки и жидкости с заметно отличны
ми  значениями отношения (QсЛ)ж/(рсЛ)w. 

Рассмотренные зависимости, как пр авило, н е  учитывают ше,_. 
р оховатости поверхности и угла смачивания и т. п. 

В р аботе В, И. Субботина и др .  * для развитого кипения натрия, калия и 
цезия в большом объеме на металлических стенках даются единые эмпиричс.
ские зависимости: 

где 

а ( Ps ·)n 
q2f3 ( ArgQ ·)t/3 =С Ркр , 

аТ2 s 
С= 8 и n = 0,45 при р�/Ркр = 4·10-5 + 10-3; 

С= 1 и n = О , 16 при PsiPкp = 10-3 + 2·10-2. 

Заметным шагом вперед является полуэмпирическая зависимость, полу
ченная для насыщенных обыкновенных и криогенных жидкостей Е. В. Аметис
товым и В. А. Григорьевым .  Эта зависимость получена ' на основе анализа 
развитой ими модели роста парового пузыря, учитывающей тепловое нестаци
онарное взаимодействие пузыiJя со стенкой и н аличие парового пятна в осно
вании пузыря. Сочетание анализа этой модели с приближенной теорией д. А. Лабунцова позволило получить с точностью до коэффцциентов вид рас
четной зависимости. Коэффициенты были найдены из экспериментов авторов и 
других работ, что позволило Е. В. Аметистову и В. А. Григорьеву представить 
расчетную зависимость для qw в Вт/м2 в следующем виде: 

9 АЗ :ЛwtQп(Tw--'-Ts)2 [ 
qw =0, ·10-4 -- 1 + 

А+ С 'VжажТs _ 
Аж Здесь с = 712 �� о ) J' (QCA W 

и Аж (Tw- Т8) Л"'·200 
А = 0 ' 5 ГQп Y(QcA)w + 

(7. 16) 

* Субботин В. И. и др. Теплообмен при кипении металлов в условиях ес
тественной конвекции. М. , «Наука», 1969, 208 с. 
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где 

V Х (1 - К + 0,5 -. 1 (QсЛ)ж 
Jf sin 6 V (Qcf..)w 

( Qп )0,125 О 25· К = -- ·Pr� , Qж 

. \ SIП 61 ) ' 
sin 61 

!2 (61) = и /1 (01) = !2 (О!} sin 61; (1 + cos 0!)2 (2- cos О!) 

61- динамический (в процессе роста пузыря на границе сухого пятна) угол 
смачивания Из опытов для обыкновенных и криогенных жидкостей 81�60°. 

Эта формула получена для достаточно толстых ( а��Р < О , 25 ) поверхно

стей нагрева с техническим классом чистоты. Она  хорошо учитывает влияние 
сочетания теплофизических свойств жидкости и стенки, что особенно сильно 
сказывается при кипении криогенных жидкостей. 

7.6. Р ЕЖИМЫ Т ЕПЛОСЪЕМА П Р И  ПАРООБРАЗО ВА Н И И  
В УСЛ О В ИЯ Х  С ВОБОД Н О й  I(О Н В ЕI(Ц И И  

В предыдущих р азделах было показано, что  процесс пузырь
кового кипения определяется многими факторами ( количеством 
растворенного газа в жидкости, адсорбцией газа н а  стенке, ше
роховатостью стенки, сочетанием теплофизических свойств жид
кости и стенки, углом смачивания, давлением , взаимодействием 
растущих пузырей друг с другом,  хар актером свободной конвек
ции, недогревом жидкости, р азмером и ориентацией в гр авита
ционном поле поверхности нагрева и т. д. ) .  При таком множестве 
определяющих параметров и сложном характере влияния их н а  
процесс пузырькового кипения точный учет влияния каждого из 
них пр актически невозможен, тем более, что многие из опреде
�'!яющих параметров зар анее вообще бывают неизвестны .  Поэто
му к исследованию пузырькового кипения с самого начала при
ходится подходить как к случайному процессу, реализация кото
рого в том или ином виде носит вероятностный хар актер . Следо
вательно, важно изучать механизм пузырькового кипения и в ря 
де случаев методами матем атической статистики оценивать ус
ловия. реализации р азличных его р ежимов и границ их сущест
вования.  Именно это позволит с достаточной для практики на 
дежностью построить инженерные методы р асчета теплоотдачи 
в каждом из режимов кипения и методы определения условий 
перехода одного р ежима в другой.  

Режимы теплосъема  при параобр азовании в условиях свобод
ной конвекции обычно иллюстрируют с помощью кривой кипе
ния насыщенной жидкости в координатах 1gqw, lg (Tw-T.), по
казанной на рис.  7.9 . Однако эта кривая не  исчерпывает возмож
ных р ежимов кипения, особенно пузырькового . Она соответству
ет кипению таких жидкостей, как вода и наиболее вероятным в 
обычных условиях хар актеру р азвития и смене режимов кипе-
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ния .  В области температурных напоров 1 при небольших пере
гренах жидкости у стенки теплосъем осуществляется свободной 
конвекцией. Нагретая жидкость всплывает к свободной поверх
ности р аздела ф аз и там охлаждается пу:rем испарения .  

Область темпер атурных напоров Ila - нер азвитое пузырько
вое кипение с малой плотностью действующих центров парообр а
зования .  Здесь роль теплосъем а  конвекцией еще достаточно ве
лика. 
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Рис. 7.8. З ависимость доли 
теплового потока, идущего 
на парообразование. от дав
ления и qw /qкр при кипении 
воды н а  горизонтальном ци
линдре диаметром 0.5 мм: 
q2-плотность теплового по
тока на  парообр азование. 
qкр-критическая плотность 

теплового потока 
О р-68 кпi; • -29 кПа: 

0-102кПаО-29кПа; А=6,6кПа 

1 �Р.!_ ____ 1 С 

zra 05 

Рис. 7.9. Кривая кипения насы
щенной ЖИДКОСТИ В УСЛОВИЯХ 

свободной конвекции : 
/-теплосъем конвекцией при не
больших перегренах жидкости на 
теплоотдающей поверхности; IJ
теплосъем nри пузырьковом кипе
нии· IIa и IIб-при небольшой к 
большой плотности действующих 
центров параобразования соответ
ственно; II/-теплосъем при пе
реходном кипении; /V-rгеплосъем 
при пленочном кипении; !Va к 
/Vб-вклад в перенос тепла излу
чением мал и значителен, соответ
ственно; С-переход от пузырьково
го кипения к пленочному; D-'Пере
ход от пленочного кипения к пу· 
зырьковому при q=const; :п:-грани
ца между развитым пузырьковым 

кипением и переходным 

Область Ilб __..: р азвитое пузырьковое кипение, характерное 
большой плотностью центров параобр азования и пренебрежи
мой ролью конвекции в сумм арном теплосъеме. В этой области 
тепло в основном переносится паровыми пузырями и увлекаемой 
ими горячей жидкостью. С ростом перегрева стенки, т. е. величи
ны темпер атурного напор а Т w-Ts, число центров параобр азо
в ания р астет, р астет и доля тепла , переносимая паром (эта до-
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ля тепла всегда меньше единицы, как видно из р ис.  7.8). При 
достижении точки :rt (см .  рис .  7 .9) на части поверхности возника
ет неустойчивая паровая пленка,  что ведет к снижению темпа 
роста qw rnpи увеличении Tw-Ts. Так как теплосъем с поверх
ности, з аиктой паравой пленкой, резко падает по мере ее роста, 
то и qw, пройдя через максимум в точке С, начинает падать. 
С ростом !>..T=Tw-Ts тепловой поток достигает минимума в 
точке D, когда н а  всей поверхности имеет место пленочное ки
пение . 

. Точка С, где qw достигает максимума ,  называется т о ч к о й 
к р и з и с а п у з ы р ь к о в о г о к и п е н и я или п е р в ы м 
к р и з и 'С о м .  Соответствующую ей п л о т н о с т ь т е п л о в о
г о п о то к а н азывают к р и т и ч е с к о й  qнр 1 шш м а к с и
м а л ь н о й qmax· Т е м п е р а т у р н ы й н а п о  р ,  при котором 
достигается кризис, н азывают к р и т и ч е с к и м !>.Т нр 1 = 
=Tнpl-Ts. 

Аналогично, точку D называют к р и з  и с о  м _п л е н о ч н о г о 
к и п е н и я или в т о р ы м к р и з  и с о м .  Соответствующие ей 
значения qw и !>.Т обозн ачают qmin или qнр п и АТнр п=Тнр п - · 
-Ts. 

Область 11/ между точками С и D н азывается п е р е х о д
н ы м к и п  е н и е м * . В этой области сильно колеблющаяся гра 
ница р аздела ф аз периодически в р азных местах кр атковремен
но касается стенки. За время , контакта 't'н в этих местах осу
ществляется интенсивный тещюсъем путем нестационарной теп
лопроводности и успевающего р азвиться пузырькового кипения .  
Доля площади, н а  которой жидкость контактирует со стенкой f, 
с ростом !>.Т непрерывно падает от 1 в точке :rt до О в точке D. 
Переходвый режим характерен резкими падениями темпер атуры 
стенки в местах контакта с жидкостью. Интенсивность этих пуль
саций темпер атуры стенки, главным обр азом, определкется зна-
чением Т -Т и (QсЛ)ж • W ж (QcЛ)w 

Область IV устойчивого пленочного кипения условно р _азби
вается н а  два участка :  !Va, где вклад излучения в общий тепло
вой поток пренебрежимо мал,  и !Vб, где перенос тепла излуче
нием уже необходимо учитывать. 

Полностью кривая кипения, изобр аженная на рис. 7.9 , мо
жет быть реализована ,  если процесс определяется изменением 
!>.Т. Когда же з адано изменение тепловой н агрузки (электронаг
р ев, атомный реактор и т.  п . ) , то при увеличении qw выше qmax 
процесс из точки С с большой скоростью (определяемой тепло
емкостью поверхности н агрев а )  перейдет в точку Е, которой 
соответствует значительно более высокое значение t>,.T. Переход 
из точки С в точку Е при кипе�ии воды, жидких металлов и ор-

* Фактически переходное кипение охватывает область между точками n 
и D. 
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ганических теплоносителей опасен, так  как приводит к р асплав
лению и р азрушению поверхности н агрева .  В этом и заключает
ся одн а из причин интенсивного изученйя кризиса пузырькового 
кипения в последние 1 0-20 лет. 

Н аоборот, при уменьшении Qw процесс из точки D, минуя 
переходную область, перемещается прямо в точку F, т. е .  в об
ласть пузырькового кипения с малыми !:!Т. Конечно, р еальные 
Процессы, особенно в области пузырькового кипения , гор аздо 
многообр азней, чем это следует из анализ а  кривой кипения на  
рис .  7.9. 

7 7. ТЕПЛ ООТДАЧА ПРИ ПУЗ Ы Р ЬI(О ВОМ I( И ПЕН И И  
В УСЛ О В ИЯ Х  В Ы Н УЖД Е Н Н ОГО Т Е Ч Е Н И Я  

Влияние скорости вынужденной конвекции и недогрева жид
кости на кривую кипения Qw=f(T w-T8) иллюстрируется рис. 
7. 1 0. На нем шшия BCDE- кривая кипения в большом объеме 
насыщенной жидкости, а линия АВС'- кривая кипения в боль
шом объеме ведогретой жидкости . Недогрев жидкости увеличи
вает тепловой поток путем свободной конвекции .  Р аз•витое киiПе
,ние ·Возникает ·при  больших Т w-T8, но и кризис .кипения на •сту
п ает прu больших Т w-Ts и ему соответствует большее значение 
Qw. В зоне р азвитого пузырькового кипения влияние недогрева 
оказывается значительно меньше. 

P=const 

l!J Tw- ТS) 
Рис. 7.1 О. Влияние недогрева 
жидкости и вынужденной кон

векции н а  кривую кипения  

о ?.О в, о 12,0 р, мnа. 

Рис. 7.11. Зависимость 
коэффициента С от дав· 
ления по опытам с кипе-

нием воды в трубах 

Аналогичное влияние оказывает вынужденная конвекция 
(линии 1, 2, 3) .и ведогрев при вынужденной конвекции (линия 
4) . Пр и Т w:::::;;; Т8  тепловой поток определяется только вынужден
ной конвекцией одноф азной ж;идкости и ее недогревом (точнее
темпер атурным напором Т w-T ж ) . 
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При Т �>Ts начинает добавляться тепловой поток от пу· 
зырькового кипения .  Чем выше скорость течения жидкости Иж 
( кривая 3, 2, 1) или ее ведогрев Т8-Т ж ( кривые 3 и 4), тем вы
ше р асполагается соответствующая кривая кипения на рис. 7. 10  
и тем при больших значениях Tw-Ts она выходит на  кривую 
р азвитого пузырькового кипения ВС". 

Существуют р азличные приближеннЫе способы расчета теп
лоотдачи при пузырьковом кипении в условиях вынужденной 
конвекции. 

С. С. Кутатещщзе предложил простую интерполяционную формулу [85]: 

Здесь qw арасч = т т коэффициент теплоотдачи к вынужденному �отоку 
w- ж 

кипящей жидкости; 

ао = Т Т - коэффициент теплоотдачи при вынужденном тече· 
w- ж 
qwв 

нии без кипения; 
qwк аоо = Т Т - коэффициент теплоотдачи при развитом кипении, 

w - s 
когда уже нет влияния скорости течения жидко
сти. 

Коэф:jшциент аоо для течения воды в трубах рекомендуется определять 
по формуле 

а Cq
o,7 с1о1з (Т т )7/3 оо= = w- s ' 

где коэффициент С находится по эмпирической: кривой на рис. 7 ·11 . 
Однако в ряде работ показано, что такой р асчет справед�ив лишь при 

малом паросодержании. В. М. Боришанский и дР. реком�ндуют следующую 
эмпирическую зависимость для р асчета теплоотдачи параводяной смеси в ка
налах в диапазоне значаний р=0,2+1 7  МПа,  q=112 10'+8 103 кВт/м2, 
Wсм= 1+300 м/с: 

а [ ( WсмГQ11 )3{2]1/2 -- = 1 + 1 ·  10-10 · 
а�� q 

Здесь а:расч в Вт/ ( м2 К) находится по формуле С. С. Кутателадзе; 
Wсм = w0[ 1+( Qж 

Q
� Qп )х]- приведеиная скорость двухфазной системы 

в м/с; 
w0 - скорость жидкости на входе в обогреваемый: 

канал в м/с; 
х -массовое паросодержание; 
r- теплота параобразования в кДж/кг, 

Qn и Qж- плотность паравой и жидкой фаз в кг/м3; 
q - плотность теплового потока в кВт/м2 . 

Однако нет данных о применимости этой формулы к течению других ки
пящих жидкостей. 

По-видимому, н аиболее правидьно обобщать данные по теп
лоотдаче и гидравлическому сопротивлению при пузырьковом ки-
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nении в условиях вынужденного течения в каналах на  основе од
номерных систем уравнений для жидкости и пара ,  как это пока
зано ниже для пленочного кипения в каналах .  

7.8. К Р И З И С  ПУЗ Ы РЬКО ВОГО I(JИПЕ Н И Я  В БОЛ ЬШОМ О БЪЕМЕ 
И ПРИ ВЫ Н УЖД Е Н НОМ Т Е Ч Е Н И И  В КАНАЛАХ 

В разд. 7.6 отмечалось, что пузырьковое кипение отделено от 
пленочного областью п е р  е х о д  н о г о к и п е н и я ,  характернос 
го одновременным существованием на поверхности участков, где 
жидкость смачивает стенку и где происходит пузырьковое кипе
ние, и участков, покрытых паром ,  где происходит пленочное ки- · 
пение. В фиксированной точке поверхности эти процессы смеFя
ют друг друга во времени .  

Поэтому физически правильно считать кризисом пузырько
вого кипения левую границу области переходнога кипения (точ
ку :rt на  рис. 7 .9) . Начиная с этой точки при увеличении ДТ теп
ловой 1потсэк р а,стет медленнее, чем по закону р азвитого пузырь
кового кипения, а з атем , пройдя м а ксимум, даже начинает па
дать вследствие того, что тепловой поток н а  участках поверхно
сти ,  покрытых паром, много меньше, чем на  участках, покрытых 
жидкостью, а доля площади, покрытая паром,  растет с ростом 
t!T. 

Таким образом, появление п аровых пятен в количестве, за  
метно влияющем н а  характер изменения q w  ( точка n н а  рис.  
7 .9) , и следует считать к р и з  и с о м п у з ы р ь  к о в о г о к и п  е
н и я . 

Ан алогично, к р и з  и с о м п л е н о ч н о г о  к и п  е н и я следу
ет считать правую границу переходнога кипения ( точка D на  
рИс. 7 .9 ) . Эту границу практически можно определить тогда, ког
да теплосъем в местах контакта ,жидкости со стенкой н ачинает 
существенно изменять закономерность теплового потока при пле
ночном кипении ( заметно увеличивая его при уменьшении ДТ). 

В литературе исторически принято считать кризисом пузырь
кового кипения точку qw=qтax (по новым исследованиям в этой 
точке уже заметная доля поверхности покрыта п аром) , а кризи
сом пленочного кипения - точку qw= qmln· 

Если гидродинамика -взаимодействия пара и жидкости тако
ва , что жидкость не допускается к поверхности нагрева ,  то кри
зис пузырькового кипения н азывают г и д р  о д и н а м и ч е
с к и м. 

Если же контакт жидкости с поверхностью невозможен из-за 
сильного перегрева этой поверхности з а  время роста· парового 
пузыря, то такой'кризис пузырькового кипения н азывают т е р
м о д и н а м и че с к и м (температура поверхности в месте кон
такта больше Т пр ) . 

В действительности оба  вида кризиса могут проявляться не  
только обособленно, но и в сочетании.  
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Одной из первых и наиболее распространенных теорий кризиса кипения 
является гидродинамическая теория кризиса, впервые предложенная С . С. l(у
тателадзе в 1951 г. [81] и з атем развитая в работах других исследователей. 

В основе этой теории лежит предположение о том, что кризис кипения 
есть следствие нарушения гидродинамической устойчивости процесса и что су
ществует гидродинамическая аналогия между пузырьковым кипением и барбо
тажем жидкости газом, вдуваемым через пористую поверхность с достаточно 
малыми размер ами отверстий. Метода ми теории подобия С С. l(утателадзе 
получает критерий гидродинамической устойчивости. 

Далее рассматриваются уеловыя устойчивости двухфазного граничного 
�лоя над неограниченной горизонтальной пористой поверхностью. Предполага
ется, что объем жидкости не ограничен, она неподвижна, а ее вязкостые 
можно пренебречь. В этом случае могут воздействовать только кинетическая 
энергия вдуваемого гаЗа РпWп2/2, гравитационные и поверхностные силы в 
двухфазном граничном слое . 

За кризис принимается возникновение газовой или паравой пленки по 
всей поверхности. Р абота оттеснения жидкости из это!ii паравой nленки толщи
ной б будет gб(рж-Qп). Возникновение кризиса (nотеря устойчивости пузырь
ковой структуры двухфазного граничного слоя) в рассматриваемой модели 
равновероя.тно в любом месте бесконе"!ной пористой поверхности . Тогда отно
шение рассматриваемых величин должно быть постоянной величиной (полагая 
в момент кризиса Wп=Wкр ) : 

2 !!п.Wкр ---...:...- = coпst. g8 (Qж- Qп) 
Из соображений теории р азмерности толщина п аравой nленки 

V = coпst. 
ga (Qж- Qп) 

Или, извлекая квадратный корень, получим критерий устойчивости в виде 

Wкр JfQп 
k1 = 4 

if,...g-a-;(- Qж--Qu""") 
При кризисе кипения, полагая что здесь тепловой поток !/кр r идет на испаре
ние, найдем, критическую скорость п ар а  · 

qкр/ 
Wкр = ---,.-, 

ГQп 
Тогда критическая плотиость теnлового ПО'r'(>ка в большом объеме жидкости с 
J.t:;:::: О при свободной конвекции находится из выражения 

(7. 17) 
Из эксnериментов k1=0,!4-;-0,l6. 

Н. Зубер * н а  основе анализа :jJотографических исследований nостроил 
другую гидродинамическую модель кризиса. При киnении на горизонтальной 
nоверхности вверх от нее подымаются струи пара, а к ней идут струи жидко
сти. З а кризис были приняты условия, когда жИдкие струи теряют устойчи
вость и р аспадаются на капли. Исnользуя решение Релея, он нашел 

* Zuber N. Оп the Stability of Boiling Heat Transfer. Trans. of ASME. 
vol. 80, N 3, рр . 711-720, 1958. 

209 



qкр 1 = 2
Л
4 r У Qп }" gcr (Qж - Qп) 1 / Qж 

V Qж + Qп 
(7. 18) 

Это выражение близко к уравнению (7. 17), полученному С. С. Кутателадзе. но константа в уравнении (7.18) k,=n/24 определен а  теоретически. Позднее Н. Зубер в модифицированном решении получил для нее пределы 0,12<k,� 
�0,157. В. Розенау и П. Грифитц * в качестве условия возникновения кри
зиса приняли такую плотность теплового потока, цри которой образующиеся 
на поверхности пузыри до отрыва  касаются друг друга и сливаются в п аро7 вую пленку. На основе этой модели после обработки получено 

� = 1 ,21·10-2 ( 
Qж- Qп )0'6 (...!L), 

QпГ Qн go 
Все теории гидродинамического кризиса, естественно, не учитывают многих 
сторон этого сложного явления и не могут объяснить влияние многих факто
ров на значение qкр r . 

Формулы типа (7 . 1 7) не согласуются и с опытами ·  при кипении жидких 
металлов ни по величине, ни по характеру зависимости qкр r от давления . Ос
новную причину этого расхождения В. И. Субботин и др. видят в том, что по 
гидродинамической теории кризиса весь тепловой поток qкр r идет на испаре
ние и отводится паром. На рис. 7.8 было показано,  что это даже для водьi 
приближенно справедливо лишь при. достаточно высоких давлениях. Жидкие 
металлы кипят обычно при давлениях, много меньших критического, и обпа
дают большой теплопроводностью. Следовательно, даже при кризисе зн ачи
тельная доля тепла отводится жидкостью. 

Тогда, предположив, что формула (7. 1 7) определяет Лишь тепловой поток, 
отводимый паром, можно ее модифицировать так:  

qкр/= (1+ �:)klrYQпVgcr(Qж- Qп)· (7. 19) 

Из сопоставления уравнения (7.19) с опытами по кризису в больШом объ
еме н атрия, калия, цезия и рубидия при р= (10-3+0,35) МПа было н айдено 

.!!..?!5_ - ....!2_ (А)-т qп - Рк Рк ' 

где Рк- критическое давление (точка К н а  рис. 7.1); С=4,бi МПа для разви
того кипения и С= 1,8 МПа для неустойчивого кипения; 

kt=0,14 и m=0,4. 
Последнее время все больше исследуется термодинамический 

характер кризиса пузырькового кипения.  Эти исследования по
казывают, что в околокритических режимах центр альная часть 
поверхности под р астущим пузырем высыхает. Отвод тепла па
ром от этой части поверхности много ниже, чем жидкрстью, и ее 
темпер атур а р астет тем быстрее, чем (при заданном тепловыде
лении)  тоньше стенка ( меньше ее теплоемкость) и хуже перетеч
ки тепла теплопроводностью в область, смоченную жидкостью. 

Если темпер атур а сухого пятн а превысит Tnp за время роста 
пузыря,  то последующий контакт с жидкостью в этом месте, да-

* Rohsenow W. М., Griffith Р.  Correlation of 
boiling of saturated liquids, Chemf Eng. Progr., 
рр. 47-49. 
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же после отр.ыва пузыря,  о�ажется невозможным,  пока из-за пе
ретечек тепла и охлаждения через пленку пар а· локальная тем
пер атур а поверхности не упадет до значений, допускающих кон
такт с жидкостью. 

Эксперименты показали, что при Qw, близких к Qнр 1, цент
ральная часть парового пятна может оставаться несмочеИной в 
10 и более р аз дольше времени роста пузыря.  

Ана.'Iиз этих экспериментов с учетом нестационарного взаи
модействия жидкости и пара со стенкой позволяет заключить, 
что Qнр 1 должно, н апример ,  быть пропорционально бwQC/'tm, 
a1vr:m!Rm2, (рсЛ)ж/(QсЛ)w, а также зависеть от р аспределения 
исто�шиков тепла в н агревателе и его геометрии .  
Здесь Rm - м аксимальный р адиус сухого пятна под nузырем; 

'tm - время его достижения ; 
бw - толщина стенки.  

Когда кризис определяется тер модинамическими пр ичинами, 
то он характеризуется не  значением Qнр 1, а значением Тнр 1-Ts . 
Таким образом,  кризис пузырькового кипения, как и само пу
зырьковое кипение ,  помимо гидродинамических явлений в значи
тельной мере определяется условиями локального. нестационар
ного теплообмен а  между стенкой, жидкостью и паровым пузы
рем и возможностью контакта жидкости со стенкой .  

В свете сказанного о механизме кризиса пузырькового кипе
ния можно объяснить влйяние недогрева жидкости на  Qнр 1· 

Из экспериментов известно,  что отрывной диаметр Do и вре
мя жизни пузыря 'tp н а  стенке с увеличением недогрева жидкости 
убывают. Следовательно ,  для возникновения паровых пятен и 
увеличения темпер а}уры стенки в них выше Т пр требуются значи
тельно большие тепловые потоки. Поэтому qнр 1 р астет с ростом 
недогрева жидкости как по этой причине, так и вследствие ро
ста теплового потока ,  идуЩего только н а  нагрев жидкости. 

Огр аниченность гидродинамически-х теорий кризиса проявля
ется и в хар актере з ависимости Qнр 1 от величины ускорения гр а 
витационного поля. Существующие эксперименты показывают, 
что теплоотдача в области р азвитого пузырькового кипения 
пр актически не  зависит от величины ускор.ения g гр авитацион
ного поля. Это объясняется тем, что подъемные силы игр ают 
второсrепенную роль в процессе роста и отрыва паровых пузы-:· 
рей .  

Отношение влияния инерционных и подъемных сил в этом 
процессе можно характеризовать числом Фруда : 

Fr = 3R2R2 + яз"R 
RЗg 

Здесь R, k и R, соответственно, текущий р адиус, скорость и ус
корение роста парового пузыря.  Даже в земных условиях при 
gfgo= 1 p=O,l МПа,  Т w-Ts=9K и R=0, 127 мм значения чис-
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ла Фруда по данным Кларка для жидких водорода , кислорода, азота и воды соответственно будут: 352, 546, 452 и 13 900. Следов ательно, для представляющих пр актический интерес ускорений 
gfgo=0-;- 1 5  в;rшяние подъемных сил на рост пузыря пренебре
жимо мало, и поэтому влияние ускорения на  qкр 1 не  должно 
проявляться. 

Гидродинамические же теории возникновения кризиса приво
дят к следующей зависимости : 

qкр/ (g) = (..L)I/4. 
(7. 20) 

qкр/ (go) go 
Эти соотношения построены для горизонтальной бесконечной 
пластины и для других случаев могут иметь более сложную зави
симость. 

УШS ? lii!-!XI 
2 в 

2Е3 у ��!;:ф:;j! 
3 7 

!lomoк 

Рис. 7. 12 .  Режимы течения 
двухфазного потока в гори-

зонтальной трубе: 
!-nузырьковый; 2-nробковый; 
3-стратифицированный (рас
слоеный) ; 4-волиовой ; 5->сна
рядиый; б-кольцевой; 7-дис-

nерсный 

-- 1 2 3 5 
Рис. 7.13. Режимы течения двухфазного 

потока в вертикальной трvбе: 
!-nузырьковый; 2-снарядный ; 3-nолуколь· 

цевой;  4--<кольцевой: б-дисnерсный 

В з а,ключение отметим,  что при р езком )'IВ·еличении qw усло
виями кризиса кипения являются слияние пузырей и высыхание 
жидкой микрапленки под ними .  Значение qкр оказывается тем 
выше, чем быстрее р астет qw, чем больше ледогрев и чем мень
ше начальный уровень теплового потока ; qкр 1 при быстром уве
личении qw может в несколько раз превышать стационарное зна
чение. При вынужденном течении qкр 1 зависит от гор аздо боль
шего числа параметров, чем в большом объеме.  Значительное 
влияние, в частности, на  значение qкр 1 оказывают гидродинами
ческая структур а двухфазного потока (так называемые режимы 
течения)  и гидродинамика конкретной магистрали (возникнове
tше колебаний р асхода и т. п . ) . · Наиболее типичные режимы течения соответственно в гори
зонтальной и вертикальной трубах представлены на  рис. 7 . 1 2 ;  и 
7. 1 3 . На  р ис. 7 . 1 4  изображена типичная кривая кипения, котор ая 
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может быть существенно р азличной для различных режимов те
чения .  Из него видно ,  что при вынужденном течении  само опре
деление критической плотности теплового потока qнр1 (точка А 
на рис .  7 . 14 )  требует уточнения,  ибо кривая q=f(!1T) может и 
не иметь максимума . В этом случае за 
qнр 1 принимают такое значение qw, н а- I л ЛI л 
чиная с которого Т w резко возр астает. 
Более того,  при вынужденном течении 
различают кризис п е р  в о г о и в т а
р о г о р о д а .  Под кризисом первого 
рода понимают начало п

ен
ер

0ч
ех
н

о
о
д
е

а
в 

п
у
у
с
- ·1 зырькового кипения в пл · 

ловиях, когда поверхность н агрева 
омывается жидкостью. Под кризисом 
второго роща поним ают !Переход к ffТЛе- _] ночному кипеuию в результате высы- u,90 о,9� !,О �,05 i,!U 1/5 'l.w хания пленки жидкости в кольцевом 1 
режиме течения . Это обычно происхо- Рис. 7_14 Типичная кри
дит, когда ·паросодержание х достигаеr вая кипения при вынvж-
некоторого граничного зн ачения Хгр· денном течении в трубе: 
Это значение тем меньше, чем больше 1-конвективный теплооб

мен: Н-пузырьковое кипе-
расход теплоносителя и давления, т. е. ние; 1//-переходное кипе

ние; /V-пленоч ное кипение чем лучше условия для срыва и испа-
рения пленки жидкости.  

Ниже мы будем р ассм атривать только- кризис первого рода, 
обозначая соответствующую ему плотность теплового потока по
прежнему qнр 1· 

В н астоящее время накоплен достаточно большой экспери
ментальный материал. Однако он не получил еще удовлетвори
тедьного обобщения из-за недостаточной изученности механизма 
кризиса и зависимости его от многих ф акторов.  

Состояние вопроса кризисов при кипении воды в трубах наиболее по.�НО· 
изложено в работе В . Е. Дорошука [Б!] 

Существующие эмпирические зависимости применимы лиш9 для частных 
случаев, но даже при этом они не всегда между собой согласуЮтся. Имеются 
попытки составления таблиц для н аиболее распространенных каналов и теп
лоносителей (например, для в9ды в трубах) . Использование критериальных 
зависимостей, полученных на воде для криогенных жидкостей, дает резуль
таты, на порядок щ5евышающие экспериментальные значения. 

Исследование кризиса пузырькового кипения при вынужден
ном течении является актуальной задачей дальнейших исследо
ваний .  

7.9. К Р И З И С  ПЛ Е Н О Ч НО ГО К И П Е Н И Я  

Кризис пленочного кипения (или  «второй кризис кипения»} 
обычно регистрируется в координатах qw, Ттv-Тв (см .  р ис.  7 . 1 0 )  
как минимальный тепловой поток qw=qm;n=qнp н или как на
чало участка (при  уменьшении Т w-T8 из области пленочного 
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кипения) , н а  котором н ачинается заметный рост qw [ т .  е. 

дq <о]. Физически это озн ачает, что при уменьшении 
д(Тw- Ts) 
qw толщина  1пленки ·пара  уменьшается . Возникает возможность 
ка ·сания стенки жидкостью. В местах конта1кта ж:идкости со 
стенкой тепловой поток от стенки к жидкости qж.R намного боль
ше, чем на поверхности, покрытой паром,  от стенки к п ару qпл· 
Следовательно,  в качестве кризиса пленочного кипения фиксиру
ются такие условия, при которых теплосъем с доли площади 
стенки f, контактирующей с жидкостью, н ачинает заметно уве
личивать среднюю плотность теплового Потока.  Для возникно
вения кризиса пленочного кипения необходимо наличие, по кр ай
ней мере, двух условий: гидродинамической и тер модинамиче
ской возможностей контактов жидкости со стенкой. Если термо
динамические условия допускают контакт жидкости со стенкой 
(температур а стенки ,в месте кюнта,кта жидкости со •стенкой Т гр 

ниже предельной темпер атуры перегрева жидкости Т пр), но кон
такт не происходит по гидродинамическим причинам (паровая 
пленка еще не потеряла устойчивости ) ,  то кризис пленочного ки
пения будет иметь гидродинамический характер . Наоборот, ес
ли пленка пара  уже не устойчива ,  а Т w в местах контакта  еще 
больше TnP• то кризис будет иметь термодинамический харак
тер . Он произойдет лишь тогда,  когда н ачнет выполняться усло
вие  Тгр<Тnр· Все это еще усложняется 'нестационарными тепло
физическими  процессами взаимодействия жидкости со стенкой. 

Естественно, что в р азличных условиях может реализоваться 
какой-либо один из возможных механизмов кризиса . Н апример, 
на горизонтальной nоверхности в большом объеме сnокойной 
жидкости кризис пленочного кипения будет иметь гидродин ами
ческий хар актер , а на  вертикальной - термодинамический ха
рактер . 

В литературе наиболее распространенной является гидродинамическая 
-теория кризисов пленочного кипения, предложенная С. С. l(утателадзе и раз
витая  в работах В. М. Ббришанского, Н. Зубера ,  Л. Веренеона и др. 

С. С. Кутателадзе полагает, что при кризисе пленочного кипения устойчи
вость п аровой пленки связана с соотношением динамических воздействий (nро
uорциональных QпWn2), сил тяжести и nоверхностного натяжения. Поэтому, 
для определения q"P r r применим критерий устойчивости kz, аналогичный ко
эффициенту kt в уравнении (7.17) , полученному для кризиса пузырькового ки
пения в большом объеме насыщенной жидкости н а  rоризонтальной поверхно
<:ти 

Но при nленочном кипении поверхность ,раздела фаз, а следоватеJiьно, и 
<:вободная энергия двухфазного гр аничного слоя меньше, ч-ем при пузырько
вом кипении. Поэтому, если скорость параобразования достаточна для равно· 
мерного питания уже возникшего сплошного парового слоя, 'последний более 
устойчив, чем двухфазный слой при пузырьковом кипении. 
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Это позволяет С .  С l(утате.rшдзе предположить, что 

qкpl/ k2 --- = -- = const < !. 
qкр 1 k1 . 



Сопоставление с экспериментом дает q,.p н/q,.р 1 �0,2. Н. Зубер проанализи
ровал механизм отвода пара от горизонтальной поверхности в боЛьшом объ
еме, опираясь на теорию неустойчивости поверхности раздела, развитую Тей
лором, и на результаты ее экспериментальной проверки. 

Пренебрегая вязкостью и скоростью движения пар а и жидкости, он полу
чил 

где 

[ag (Qж- Qп) ] qкp/J = k*QпГ (Qж + Qп)2 ' 

л: л: 
ki: =-4- + 2 = 0 , 099 + О, 131.  

24 :;rз 4 

(7. 21) 

Сопоставляя уравнения (7.21) и (7.17), находим, что критерий устойчиво
сти Н. Зубера k* и С. С. Кутателадзе k2 разлИчаются н а  множитель :  

k -k v Qп-+-Qж * - 2 • 
Qп 

Однако значение k* найдено теоретически, а k2=0,02+0,42 получено из сопо
ставления с экспериментом . Между собой они согласуются, когда 

"11 / flп + Qж = 5 + 3, 1. 
v Qп 

В последующих р аботах Н. Зубера и других авторов этот подход нашел 
дальнейшее р азвитие. 

При пленочном кипении в условиях вынужденного течения 
и на вертикальных поверхностях в условиях свободной конвек
ции поверхность р аздела фаз почти всегда неустойчива .  Неустой
чива она и на горизонтальной поверхности в большом "объеме,  
если жидкая фаза неспокойна (интенсивное перемешивание 
вследствие бурного парообр азования,  конвекция и т .  п . ) .  
Поэтому гидродИнамически возможность контакта капель и греб
ней волн со стенкой обеспечена даже при достаточно толстой 
плен ке пара ,  когда температур а стенки Т"'- может значительно 
превышать темпер атуру предельного перегрева жидкости Т пр· 

В этом случае кризис пленочного кипения определяется тер
модин амическими условиями возможности контакта жидкости 
со стенкой,  т. е. носит тер модинамический хар актер . 

Темпер атур а стенки и жидкости в месте их случайного кон
такта Тгр и в его окрестности будет определяться их теплофизи
ческими свойствами ,  начальными темпер атур ами стенки Т wo и 
жидкости Т жо. геометрией и толщиной стенки бw, конфигур а 
цией площади контакта и рядом других пар аметров .  

Для выявления качественного влияния р азличных парамет
ров на  темпер атуру в зоне контакта примем физические свойства 
постоянными,  слой жидкости, который успевает прогреться за 
время контакта ,- неподвижным,  начальные темпер атуры стен
ки и жидкости - постоянными по толщине. 

При этих условиях из решения одномерной з адачи нестаци
онарной тешюпроводнос.ти имеем, что температур а в месте кон-

215 



такта жидкости со стенкой приближенно определится уравнени
€М (7 . 1 2 )  

Т гр- Т жо 

Тwо-Тжо 1 (QсЛ)ж 1 + 1;1 Ji (QcЛ)w 
Из ур авнения (7 . 1 2 )  видно, что Trp тем ближе к Т жо, чем 

больше (рсЛ) ж/ (QСЛ) w. Если Т гр> Т пр, то происходит взрываоб
разное вскипание тонкого слоя коснувшейся стенки жидкости за 
счет тепла стенки.  Естественно, что взрываобр азное вскипание 
также р азвивается во времени и ему может предшествовать кон 
такт жидкости со стенкой. Контакт будет длиться до тех пор,  по
ка спонтанно образующиеся в прогретом у стенки слоя зароды
ши не  сольются друг с другом ,  обр азуя сплошную пленку пара .  
Так, например ,  исследования показывают, что время ,  потребное 
на обр азование,  рост и слияние пузырей, т.  е .  н а  прекр ащение 
контакта жидкости, при Т w;;;::::: Т пр составляет для криогенных 
жидкостей 1 о-з- 1  Q-7 с. · 

При этом от стенки отнимается некоторое количество тепла 
на прогрев и испарение жидкости в тонком слое-:- Следует учиты
вать, что и после взрываобр азного вскипания интенсивный теп
лообмен не прекр ащается до тех пор,  пока силы давления обра
зующегося пара не  преодолеют сил инерции жидкости, т .  е .  по
ка снова не возрастет толщина пленки пара .  

Если Тгр<Тпр, то жидкость будет находиться в контакте со 
-стенкой определенное время 'tн,, которое будет р авно наименьше
му из следующих времен : или сумме времен,  определяемых гид
родинамикой движения гребня волны и высыханием остатков 
жидкости, или же времени, необходимому для прогрева жидко
-сти, активации центров параобр азования и росту паровых пузы
рей до момента их слияни�, т. е .  времени, необходимому для воз
никновения кризиса пузырькового кипения в месте контакта .  

Реальн ая картина носит трехмерный хар актер , но выражение 
для Т гр будет за·висеть от тех же величин .  Более того , оценюи по
казывают, что если минимальный линейный р азмер площади кон-
'Такта lmln)) V aw'tк или lmtn)) Бw (при V aw't'к > Бw ), то пере
течки тепла по  стенке из области паравой пленки, где Т w >Т гр, 
будут м ало влиять н а  Тгр· Из ур авнения (7 . 1 2 )  ясно, что вероят
-ность контактов жидкости со стенкой будет тем выше, чем ниже 
Тжо и Two и чем больше (QСЛ)ж/(QсЛ)w. 

Поэтому, для заданных условий пленочного кипения будет 
существовать определенное значение Т wo= Т нр _н , при котором 
q,v в силу интенсивного теплосъема  в местах контактов начнет 
з а метно возр астать. Таким образом,  Тнр н считается температу
рой н ачала кризиса пленочного кипения .  

Как показано в ряде исследований,  колебания поверхности 
раздела фаз , особенно, низкочастотные, соизмеримые по ампли-
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туде с толщиной пленки пара ,  оказывают влияние на теплоотда
чу даже в далекой от кризиса области р азвитого пленочного ки
пения.  В этой области Т гр> Т пр, н.о даже близкий подход гребня 
к стенке и ,  особенно, мгновенные касания ее со взрываобр азным 
вскипанием вызывают существенные колебания темпер атуры 
стенки и теплового потока.  Средняя теплоотдача при  наличии 
крупных волн на поверхности раздела ф аз возрастает, но  этот 
рост мало зависит от изменения Т w-Ts. 

Когда материал стенки имеет низкий коэффициент темпер а
турапроводности а, то локальные падения темпер атуры стенки, 
вызванные касанием ее гребней волн, будут медленно восстанав
ливаться . Поэтому, прf! повторном касании, если оно произой
дет до восстановления локальной темпер атуры,  Тгр может ока
з аться меньше Т пр· Следовательно, на матери алах с малым ко
эффициентом темnер атурапроводности возможно наступление 
кризиса пленочного кипения, даже когда при первом касании 
Тгр>Тпр, но при повторном Тгр<Тпр· 

Если предположить, что Т нр п �Т wo, при которой Т гр= Т пр. 
то из ур авнения (7.12) получим 

Т кр н - Т s <;: _т_пр� --Т_s_...L._, ....:.(Т_s_-_ Т_ж....:.о_) ( l +-. ( 
Т кр - Т жо Т кр - Т s V 

где Тнр- критическая температур а жидкости. 

(QСА)ж 
(QcЛ)w }. 

Так как Т пр- Ts = f (-Р-) , то структурныlj: вид искомой зави-
Ткр- Ts Ркр 

симости для Т нр п будет 

Ткр/l- Ts = j [ (QсА)ж ; _!!_; 
Ткр- Т жо (QcЛ)w Ркр 

Тs-Т жо 
Ткр- Ts 

(7. 22) 

В общем случае ур авнение (7.22) может содержать также 
параметры,  хар актеризующие гидродинамическую вероятность 
контакта ,  его р азмеры и продолжительность К ним относятся 
угол см ачивания 6 и безразмерные комплексы, содержащие 
6w, aw ( особенно, если aw't'н/бw2>0,25), режимные параметры 
и шероховатость. 

Если в каком-либо конкретном случае нет уверенности, что 
поверхность р аздела фаз заведомо будет неустойчива, то урав
нение (7 .22)  должно быть дополнено уравнением для определе
ния условий наступления гидродинамической неустойчивости по
верхности р аздела ф аз .  Экспериментально термодинамический 
кризис пленочного кипения в большом объеме и при вынужден 
ном  течении в каналах был исследован н а  криогенных жидко
стях. Основная специфика этих жидкостей состоит 1В том ,  что 
они имеют угол смачиванйя, близкий к нулю для всех исследо
ванных поверхностей. 
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В оПытах исследовалось влияние н а  Т 11.р п шероховатости 
поверхности, эквивалентного диаметр а канала d3, р асстояния 
от н ачала опытного участка zfdэ, давл�ния pjp11.p, недогрева 
жидкости (Т8-Т жо}/(Т11р-Т8) , теплофизических свойств, толщи
ны стенки cSw и толщины покрытия металлической стенки низко
теплопроводным м атериалом .  

Было установлено, что при  обобщении опытных данных в 
координатах уравнения (7.22 ) (Т11р п-Тв) / (Tll.p-T ж) з ависит 
только от (QсЛ}ж/(рсЛ)w и безразмерного недогрева (ср)ж(Тs
Т ж)/r. Это позволило опытные данные по Т11р п для криогенных 
жидкостей в условиях свободной конвекции обобЩить с р азбро
сом ± 1 5% уравнением 

Ткр// -Ts 
Ткр-Тж О, 1 65 ' 2 ,5  [ (QСА)ж ]0,25 + (QСА)ж • 

Т (QcЛ)w (QcЛ)w 
(7. 23) 

Оно получено в следующем диапазоне изменения параметров : 

(QсЛ)ж 
(QcЛ)w 

L=0,02-+-0,63; 
Ркр 

Тs- Тж 
О-+-1,5 при (QсЛ)ж < 1 0-1. 

Ткр- Т8 (QcЛ)w 
При вынужденном течении криогенных жидкостей в каналах 

опытные данные с р азбросом ±22% обобщаются этим же  урав-
нением.  · 

Таблица 7.2 
Для азота при 105 Па 

Материал Ткр// • К 
Тгр• К (QсЛ)ж стенки по уравне- Тпр, К Ts, К нию (7.12) (QcЛ)w 

Медь 100 99,7 109 78 1,96·10-4 

Нержавею- 118 114 109 78 10-2 
щая сталь 

Фторопласт 184 166 109 78 0,5 

В табл.  7.2 дано ср авнение р ассчитанных по уравнению (7. 1 2 )  
значений Trp для р�зличных материалов со  значением Т np для 
азота.  Как видно, все они, кроме меди, имеют Тrр> Тпр, тогда 
как н а  основе изложенного выше механизма  кризиса пленочного 
кипения можно было ожидать Trp�T np· Это несоответствие мож
но объяснить тем, что при уменьшении (Qc.Л.)w возр астает влия-
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ние на  снижение Тгр теплосъема  из-за пузырькового кипения. 
Кроме того, возможно, что у м атериалов с малым значением 
(QCA)w медленно восстанавливается темпер атур а после наруше
ния контакта с жидкостью . Поэтому у таких материалов локаль
ное снижение T1v 

'при касании жидкости со взрываобр азным 
вскипанием (при Т гр> Т пр) может не  успеть восстановиться к мо
менту повторного касания.  Тогда при повторном касании может 
оказаться, что Т гр< Т пр и контакт может продолжаться. При 
реализации этого механизма  роль недогрева жидкости может 
падать. В' действительности возможно -влияние обоих факт.оров_ 

(ткрП -тs};(!кр-Тж) l!,г 

Рис 7 15 Обобщение опытных данных по 
температуре кризиса пленочного кипения: 

6-естествен н а я  конвекция; о-вынуждена я  кон4 
векция. О-вода 

Сравнение ур авнения (7 .23) с опытными данными дано на  
р ис .  7 . 1 5 . Как  видно, опытные данные для воды р асполагаются 
МНОГО НИЖе расчеТНОЙ :крИВОЙ. У ВО'J.Ы угол ·СМаЧИВаНИЯ 8 = 
=40--;.-45°. По-видимому, это снижает площадь контакта жидко
сти со стенкой и проявляет влияние шероховатости . Влияние 6 
на  1нр 11 еще требует своего исследования.  

Сильная зависимость темпер атур ы кризиса пленочного кипе
ния от (QСЛ}ж/(рсЛ}1г указывает путь упр авления значением 
Тнр н, например,  увеличивая Тнр н в широких пределах путем 
нанесения на металлические поверхности тонких покрытий из 
м атериала с м алым значением (QсЛ) w. Между прочим,  окисные 
пленки и загрязнения, имеющие (рсЛ) меньше основного мате
риала ,  увеЛичивают Тнр li· 

Было специально исследовано влияние толщины таких по
крытий <">п на Тнр н: Результаты опытов , проведеиных при захо
лаживании вертикально р а.спюложенных трубок из нержавеющей 
стали с покрытием из фторопласта -III в большом объеме насы
щенного жидкого азота ,  представлены на  р ис .  7. 1 6 . С ростом <">п 
величина Тнр н р астет, но при 6п;::,90 мкМ' зависимости Тнр н от 
<">п уже нет. Такой хар актер зависимости можно объяснить тем ,  
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что при <>п< 90 мкм в этих опытах число Фурье для покрытия 
Fo11 = � :;;::::. 0,25. Тогда за время контакта жидкости со стен�2 n 
кой 't'к покрытие уже нельзя р ассматривать как полубесконеч
ное. За это время успевает проявиться тепловое влияние стенки. 
Если (рсЛ)п/ (QCЛ)w< 1 ,  то установившееся в первый момент 
значение Тгр з атем увеличит.ся . Контакт при этом может ·нару
шиться, что уменьшит снимаемое ,количеств.о тепла .  Следова
тельно, наступление кризиса будет з афиксировано при меньшей 
темпер атуре стенки Тир н , когда контакт не будет н арушаться 
даже при росте Т гр· 

i'Крг!s , К  
250 �-------,,--------.--------� 

�0 �--------�--------�--------� 
о 50 !00 t:fh,  МК/1 

Рис. 7. 1 6. Зависимость темnературы кризи
с а  nленочного киnения от толщины низко

теплопроводного покрытия бп 

Полагая, что при толщине покрытия <>п= 90 мкм для опытов 
на р ис. 7. 1 6  выполняется условие ап't'к/<>i= 0,25, можно получить 
для времени контакта 't'11=0,01 с. Непосредственные измерения 
дали среднее значение 't'к= 0,008 с. 

Следует заметить, что по приведеиным выше сообр ажениям 
значения Ткр п на тонких металлических стенках без покрытий 
(при Бw < 2 V aw-rк) будут, наоборот, выше, чем на таких же 
толстых стенках. 

При 't'11= 0,01 с этот эффект может проявляться н а  стенках 
для меди тоньше 6,5 м м, алюминия тоньше 1 ,3 мм,  нержавею
щей стали -тоньше 0,4 мм. В пределе при бw-+0 для любой на 
чальной темпер атуры стенки в месте контакта с жидв:остью поч
ти мгновенно будет устанавливатьtя Т гр � Т ж .  т. е .  конта'кт бу
дет всегда возможен. 

В ажно подчеркнуть, что уравнения (7. 1 9) и (7.20) обобщают 
опыты с покрытиями  и толщинами стенок, для которых ( кроме 
медной с бw= 1 ,5 мм) влияние толщины покрытия, а без него -
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толщины стенки, уже не сказывалось, т. е . число Фурье для по
крытия Fоп � О,25 или число Фурье для стенки Fow � 0,25. 

7. 10. П Е Р ЕХОД Н О Е  К И П Е Н И Е  

, Переходное кипение принадлежит к одному из н аиболее ин
тересных режимов кипения, в котором тепловой поток р астет, 
когда темпер атурнЬ{Й напор падает (см .  рис. 7.9) . Однаrко дол
гое время этот режим не представлял практического интереса и 
поэтому он мало изучен . 

Лишь в последние годы в связи с р азвитием криогенной тех
ники и широким rприменением кр иогенных топл.ив в ракетной т�ех
нике, использованием эффекта сверхпроводимости в электрома
шинах, в магнитах, а та:кже потребностями расчета полей тем
пер атур изделий при закалке и т. д. возникла необходимость в 
расчете теплоотдачи в режиме переходнога кипения . Поэтому ис
следование этого режима стало более интенсивным. 

Переходное кипение хар актерно сложным сочетанием на  по
верхности нагрева пленочного и пузырькового режимов кипения 
и непрерывной сменой их в данной точке. 

В силу ярко выраженного н,естационарного, вероятностного 
хар актер а процесса большую роль в теплосъеме игр ает неста
ционарная теплопроводность в местах контактов жидкости со 
стенкой. 

Обозначим через f �среднестатистическую долю поверхности 
нагрева 1в данный момент времени, контактирующую с жидко·
стью,  а 't"к - среднестатистическую !Продолжительность отщель
ных !Контактов .  

Как было показано в р азд. 7 .6  и 7 .8 ,  еще до возникновения 
кризиса пузырькового кипения (за который обычно принимается 
Т w= Т кр 1 соответствующая максимуму Qw) появляются участ
ки поверхности, временно занятые пленочным кипением. Таким 
образом, более точно областью переходиого кипения считать 
область между точками :n; и· D на р ис. 7.9. В этой области Т,. � 
� Т1v ,;;;;;Jкр п , 1 �f> O соответ,ственно. 

В области переходнаго кипения �среднестатистическая плот
ность теплового потока 1Представит�ся 'след�ющей �суммой : 

(7. 24) 

В этой сум ме :  
Qт  - Gредняя з а  время  контакта 't"к плотность теплового пото

ка , создаваемого нестационарной теплопроводностью в местах 
контакта жидкости со стенкой. 

Qк - плотность теплового потока при р азвитом пузырьковом 
кипении в местах контакта .  

Qпл - плотность теплового потока в местах поверхности, где 
существует пленочное кипение. 
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и� решения одномерной з адачи теплопроводности , уже р ас
смотренной в р азд. 7.9, средний за 't'н тепловой поток в жидкость 

q - 2 V'- (Q CA)ж (T - Т  ) т - :П:l1к гр ж · (7 . 25) 

Для определения qн предположим,  что з акономерности теп.по
отдачи при р азвитом пузырьковом кипении ,  полученные в об.'Iа 
сти В *л, Тв < Тv,т � Т"' (•см . р.ис .  7 .9) , будут опр аведлины и п р и  
Т w > Т"' в течение всего времени  контакта 't'н· Это предположение 
хор ошо согласуется с р.езультатами исследований пузь1рькового 
кипения и его кризиса при быстрых изменениях qw и Тп·, опи
санных в р азд. 7 .8 .  

Тогда qк = ак (Тгр - Т8) = ср (Тгр - Т8) , (7 . 26) 

где ан или функция qJ ( Trp-Ts) в каждом конкретном случае бе
р ется как экстр аполяция соответствующей кривой для р азвито
го кипения из области Тв � Т1v � Т" на область Т " � Тw � Тгр
Для н ахождения . qн можно р екомендовать также форму.1у 
(7. 1 6 ) .  Для вычисления qпл используем выр ажение 

(7 .  '27} 
где апл находится по фор мулам  для режи м а  пленочного кипе
ния,  который должен быть при Тw ;;:;::: Тнр I I ·  Эти формулы  экстр а 
полируются н а  область Т те < Тw < Т  кр II · 

Теперь ур авнение (7.24) с учетом ур авнений (7.25 ) - (7 .27) 
можно з аписать в виДе 

qw = [2 1 f (QсЛ)ж (Т гр - Т жН- ак (Тгр - Ts) ] J + 
V (QcЛ)w , 

+ [<Iuл (Tw - T8)] ( 1 - /) . ( 7. 28) 

Но для пр актического использования этого ур авнения необходи
мо знать, .как  за-висят от Т w в обла-сти •Переходного кипения 'tн и 
f, а также Тгр· 

Н а  рис .  7. 17  представлен ряд кривых кипения, полученных в 
большом объеме жидкого азота при  захолаживании в нем верти
кально р асположенных трубок и шаров из р азного м атериала .  

Анализ этих и большого числа других экспериментов, вы
полненных при захолаживании р азличных образцов в большом 
объеме и при вынужденном течении криогенных жидкостей, поз
волил установить инт�ресный ф?,кт, что с р азбросом ± 25 %  

Т кр /1 - Т s Т кр /1 - Т s 1 , 65 ,  а 2, 2 . · 
T" - Ts (7 . 29} 

При вынужденном течении криогенных жидкостей в каналах 
эти отношения будут р авны соответственно 1 ,5 и 2,5. 
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Поскольку непосредственные измерения 't'н и f пока неизвест
н ы ,  то для их определения были приняты следующие допуще
ния . 

1 .  На учасТJке Тнр i < Тw �;;;.Тнр п, Тн = ,оопst для КИiпения в 
большом. объеме криогенной жидкости н а  основании оценки, опи
санной в р азд. 7 .9 ,  было принято Тн = О, О l  с .  

кВт 
q, ь;т zoo .-----.-----.-----.-----.---� 

Рис 7. 1 7. Кривые кипе
ния. полученные в боль
шом объеме азота при 

1 

захолаживании шаров м 100 1--f---ll--:::;;ooo..t-+----t\-----t------J 
вертикальных трубок из  
р азличных материалов : 
1--�медь: 2-сталь; 3-титан;  

4-фтороnласт 

о 

r г---------.-------� 

о 0, 5  
(тw - тzj /(ТкРл -т.,.) 

1, 0  

Рис. 7. 1 8. Зависимость 
безразмерной площади 
КОНТаКта f ОТ безразмер-

НОЙ температуры :  
@-140 мкм;  О -80; Х -БО :; 

6 -20; О-120; Х1б0; о -90; 
,&-70; 8 -40, 8-1 мм; 

t -2 м м  

2 .  В области Т" � Т  ·и: � Т1,р 1 время контакта меняется по за 
кону 

1 - = 10 
У 'Ок 

Tw - T" 
(7 . 30) 

Ткр / - Т " 

223 



3. Темпер атур а поверхности конта1кта Тгр определяется по 
формул е  (7.12) . 

При этих допущениях по экспериментальным данным из урав
нения (7.28) можно найти площадь контакта f как функцию Т w• 

Результаты такой обр аботки опытных данных представлены 
н а рис. 7.18. Как видно,  опытные точки для существенно р азлич
ных материалов с небольшим разбросом группируются около 
кривой, описываемой ур авнением 

j - 1 - " 1 + 3 " ( Tw - т )/( Tw - т ) 
-

Tкp ll - Т" Tкp ll - Т" 
. (7 . 3 1 ) 

Таким обр азом,  ур авнение (7.28) с учетом уравнений (7.12) , 
(7 .23), (7.29 ) -т (7.31 ) и соответствующих зависимостей для ак и 
апл может быть рекомендовано как р асчетное для опреде.'!ения 
теплоотдачи при переходнам кипении в большом объеме .  

В ыполненные по этому уравнению расчеты дают -вполне 
удовлетворительное совпадение с экспериментом ,  если использу
ются достаточно точные з ависимости для р азвитого пузырьково
го кипения (для ак ) . 

7.1 1 .  ПЛ Е НОЧ Н О Е  КИПЕ Н И Е  В БОЛ ЬШОМ О БЪЕМЕ . 
Большинство опытных данных по теплоотдаче при пленочном 

кипении в большом объеме  обычных и криогенных жидкостей 
получено при кипении н асыщенных жидкостей (Т ж = Тs) и на  
поверхн_остях (шары,  горизонтальные и вертикальные цилиндры,  
пластины и т. п . )  нагрева ,  хар актерный р аз мер которых превы
шает критическую длину волны колебаний р аздела ф аз :  

ll = 2rc ... 1 а • 
V g (Qж - !lп) 

(7. 32) 

Все эти опытные данные могут быть удовлетворительно (со 
среднеквадр атической погрешностью 25 %) обобщены единой 
формулой : 

N Utt = О, 1 55 О ап ---==-- Pr п _.;__.;____.:.;.... ( 1 Q 1 + 0 ,3400 )l/З. 
- Q Оп 

Здесь число Нуссельта Nuп = alt = qwlt ; . Ап Ап (Т w - Т s) 
gl� G au = - - число Галилея ; Vп 

(7 . 33) 

fJп= (cp)n (T w - T8)/r - безр азмерный температурный напор ; 
Pru = P.tt (cp)u/Лu - число Пр андтля ;  

g - ускорение гравитационного поля ;  
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[1 - длина критической волны по ур авнению (7 .32 ) ; 
r - скрытая теплота парообр азования ; 

Q = Qп/Qж · 
З а  определяющую темпер атуру в фор муле (7 .33 ) принята 

Тп = ( T1v + Т. ) /2 .  Формула верна  в следующем диапазоне изме
нения пара метров 

-Ь-. 1 oи -< G ait l -=- Q Pr11 -< 5,3 - 1 0 9 ;  
;) Q 

О, 1 2 -< бп ·-< 8 ,5 .  

Влияние недогрева жидкости 11Тн= Т.-Т ж н а  теплоотдачу 
при пленочном кипении в большом объеме исследовано факти':'е
ски лишь качественно. Трудность заключается в определении 
теплового потока qж, идущего на  прогрев жидкости. 

Распределение сум марного теплового потока qпr на  испаре
ние жидкости, н а  прогрев пара qn и на  прогрев ведогретой жид
кости qж всегда саморегулируется так, чтобы при любых значе
ниях темпер атурного напор а Т-.,v-Ts и недогрева 11Тн= Т.-Т ж 
обеспечить на поверхности р аздела фаз  темпер атуру насыщения 
( или свести к минимуму колебания ее около Ts ) . 

Чем больше недогрев, тем больший тепловой поток должен 
быть пропущен транзитом через пленку пара .  Это требует умень
шения ее теплового сопротивления,  что можно достигнуть либо 
уменьшением толщины, либо увеличением уровня турбулентно
сти в пленке пар а .  

Величина qж помимо недогрева определяется хар актером сво
бодной конвекции в жидкости, скоростью движения границы 
р аздел а фаз ,  увлекаемой паром,  интенсивностью и хар актером 
ее колебаний .  

Интенсивные колебания поверхности раздела  фаз турбул и
зируют прилегающие слои жидкости, увеличивая эффективную 
теплопроводность в них и ,  следовательно, qж. С другой стороны, 
большие недогревы и qж оказывают сильное демпфирующее воз
действие н а  колебани-я поверхности раздед а фаз .  Когда значе
ние qж соизмеримо с qw, изменения толщины пленки пара при 
колебаниях гр аницы раз·дел а фаз  ведет ,к  значительным локаль
ным КОJ,Iебаниям qw. Прй Движении поверхности раздела к стен 
ке темпер атур а пара  возр астает, увеличивая интенсивность ис
парения жидкости . Возникают реактивные силы и силы давле
ния ,  препятствующие движению жидкости к стенке. 

Наоборот, при удалении поверхности жидкости от стенки, 
ее темпер атур а из-за роста теплового сопротивления пленки па 
ра  м•ож•ет упа•сть ниже Ts, что ср азу же  вызовет конденсацию па
ра на  ЭTOJV! участке и падение давления,  которое будет тормозить 
движение гр аницы р аздела фаз .  
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Учет всех этих явлений ·при постановке и обобrцении экспе
риментов или в теоретических решениях представляет большие 
трудности, которые еrце предстоит преодолеть в последуюrцих 
исследованиях. 

7. 12 ПЛ ЕНОЧ Н О Е  КИПЕ Н И Е  ПР И В Ы Н УЖД Е Н НО М  ТЕЧ Е Н И И  
В КА НАЛАХ 

При пленочном кипении в каналах теплоотдача и гидр авли 
ческое сопротивление суrцественно зависят от его режима .  

Различают следуюrцие основные режимы пленочного кипе
ния .  

1 .  С т е р  ж н е в о й  р е  ж и: м ( кольцевой режим движения 
газовой ф азы) , когда жидкость (насыrценная или недогретая )  
движется в центр альной части канала в виде турбулетной или ла 
минарной струи («жидкого стержня» ) .  Жидкая струя отделен а 
от стенок канала пленкой пара .  Этот режим наблюдается обычно 
в начальном участке пленочного кипения. 

2. С н а р  я д н ы й 'р е ж и м - режим разделения потока 
жидкости на  отдельные не ·связанные друг с другом объемы -
«·Снаряды».  Этот режим .обр азуется из •стержневого в результате 
р азвития капиллярных оолн на поверхности жидкости или в ре 
зул ьтате инерционного р азрыва жидкого стержня 'пр и пульса 
циях р а•СХОДа . 

3 .  Д и с п е р с н ы й режим, в котором жидкость движется в 
виде капель, р аспределенных в потоке движуrцегося перегретого 
пара .  Этот р ежим обр азуется из первых двух в результате ди
намического воздействия пара на  жидкий «стержень» или жид
кие «снаряды» (рис. 7 . 1 9 ) .  

Если канал р асположен под углом к напр авлению поля мас
совых сил, то р аспределение фаз в перечисленных режимах бу
дет несимметрично, особенно nри м алых числах Рейнольдса сме
си. Это может привести к появл·ен.иl() нового, «раослоенного», ре
жим а пленочного кипения . Он обр азуется из стержневого, н ап
р имер,  в горизонтальной трубе. Жидкость течет в нижней ча·сти 
трубы, отделенная от стенок пленкой пара ,  который двиЖется 
вверх. Пар ,  собравшийся в верхней части трубы, движется вдоль 
оси потока .  Если скорость пара относительно жидкости достаточ
но велика , то волны н а  поверхности жидкости могут достигать 
верхней стенкй трубы .  

В большинстве опубликованных р абот не указывается, к какому режиму 
пленочного кипения относятся приводимые в них данные. Это существенно за
трудняет их анализ .  Классифи,кация таких исследований по режимам произво
дилась приближенно - н а основе анализа диапазона режимных параметров 
Оказалось, что большинство опубликованных работ относится к исследованию 
дисперсного режима 11леночного кипения н асыщенной жидкости .  

Теоретический анализ и обобrцение экспериментальных дан
ных при пленочном кипении в каналах сопряжены с большими 
трудностями ,  которые вызываются еледуюrцим.  
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1 .  Наличием термической нер авновесности двухфазного пото
ка ,  когда в каждом сечении канала одновременно существуют 
перегретый пар около стенки и н асыщенная или недогретая жид
кость вдали от нее, что не позволяет по количеству тепла ,  сооб
щенног.о потоку, судить о ·юм , какая чжть жидкости превр ати-
,1 ась в пар .  . 

2 .  Сложностью гидродинамики двухфазного потока и процес
сов теплообмена в нем . 

3. В есь тепловой поток от стенки снимается частично паром,  
а частично излучением .  Тепловой поток, снимаемый паром Qw,  в 
свою очередь включает в себя три составляющих : тепловой по
ток на  перегрев пара  Qп. от температуры н асыщения на границе 
раздела фаз до Т w около стенки, тепловой поток на испарение 
жиiд·кости Qк · с  поверхности р аздела фаз и ,  наконец, тепловой 
поток на прогрев жидкости Qж, ·есл·и ·ОНа не  догрета до темпер а
туры н асыщения Т8• 

Трехмерное (или двумерное в случае осесимметричн0го по
тока ) р ассмотрение процесса в настоящее время практически 
возможно лишь для стержневого ·режима .  Причем, для турбу
лентного течения в жидком стержне и в паровой пленке такой 
подход возможен лишь приближенно - при использовании р аз 
личных гипотез о р аспределении турбулентных параметров по 
сечению. К.акие-либо исследования по струJ(туре двухф азных 
турбулентных потоков пока неизвестны .  

Для трехмерного р ассмотрения дисперсного режима допол
нительно требуется знать закономерности р аспределения капель 
жидкости по размер а м  и по потоку, что еще больше усложняет 
задачу теоретического анализа .  

Поэтому, для построения инженерных методов р асчета целе
сообразно использовать ·Одномерные (для жид1юсти и цля •пара )  
:.1 одели описания двухфазных потоков при •пленочном �ипении .  
Они та:кже пер·спективны и для описания двухфазных пото1КОВ 
при ·пузырьковом :кипении.  

В одномер:.!ых моделях предполагается , что все пар аметры 
пара и жидкости изменяются лишь по длине канала и во време
ни , но постоянны по сечению. Для этого вводятся среднер асход
ные скорости пар а  ип и жидкости иж и среднемассовые темпера-
1 уры пара Tu и жидкости Т ж·  Температур а раздела фаз  всегда 
принимается р авной темпер атуре насыщения Ts, а стенки кана
ла  - Т w- Получим теперь замкнутую систему уравнений для 
одномерного описания двухфазных потоков, как обобщение ана 
логичной системы ур авнений для одноф азного потока (см . гл. V) . 

Уравнение неразрывности. Для одномерного потока однофаз
пой среды в канале перемениого сечения f уравнение нер азрыв
ности ( 5 . 1 )  имеет вид 
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где G = Qиf - маосовый р асход; 
и - среднер асходная скорость среды ; 
z - координата .  

Пр и  течении двухфазной среды с кипением надо написать 
два ур авнения : 

для жидкости 

и для пара  

('l .  35) 

Здесь Иж - сум м арный периметр поверхности р аздела фаз  в 
·данном ·сечении ·с координ атой z. 

Физический смысл членов ур авнения (7 .34)  и (7 .35)  
_
следу

ющий. 
Первый член слева - изменение массового р асхода ф азы из

за  изменения плотности по времени .  
Второй член - изменение р асхода по длине потока.  
Правая часть ур авнений пред�тавляет собой изменение р ас

хода из-за превр ащения жидкости в пар .  Обычно принято р ас
ход жидкости и пар а выр ажать через массовое паросодержани:е 
х и массовый р асход двухф азной среды G, а доли сечения кана 
ла ,  з анятые жидкостью fж и паром fп, - через объемное паро
содержание <р и сечение канала f. Так как 

а 

то имеем 

х 
Gп + Gж 

<р = /п 
/п + /_ж 

Ож = О ( 1 - X) = QжUжl ( 1 - <р) ;  
Ou = йX = f!uUnl<p; 

1 ж = 1 ( 1 - <р ) ;  
lи = l<p. 

(7. 36) 

(7 . 37) 

( 7 . 38) 

(7 . 39) 
(7. 40) 

(7 . 4 1 )  

Уравнения движения. Для однофазной жидкости в гл . V од
номер ное ур авнение движения было получено в виде 

du F . др 
Q d'V = zQ - ( 1 - 8) дz , (7 . 42) 

где б (др/дz) - доля гр адиента да1Вления,  р асходуемая  в дан
ном сечении на преодоление сил вязкого трения 
в среде; 
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F z - проекция плотности м ассовых сил 
ла OZ. 

В случа-е гр ав�тационного поля F z=gz�- тaк как 
сопротивления одноф азной среды в каналах 

� = - о  (др/дz)
, 

Qи2j(2d) 

то в ур авнении (7 .42 ) можно сделать замену 

О др = _ � QU2 ' 
дz 2d 

а также рыскрыть полную производную : 

н а  ось кана-

коэффициент 

(7 . 43) 

du = � + и � - (7 .  44) 
d� д� дz 

Потери на трение' {) ( дрfдz) удобно прещставить через ка,сатель
ные н а пряжения н а  стенке 'tw: 

др ' о o - f= - 'twИw, 
дz 

где И1v - периметр канала .  
В случае течения двухфазной среды в гр авитационном поле 

получим два ур авнения движения :  

е dиж = Qп (Uп - Uж) dx + g е - dp + [sign (и - и )] 't 
Иж . ж ' d� х d� z ж dz 

п ж ж fж 
(7 .  45) 

Это ур авнение движения ж и д к о й  ф а з ы  , в котором 
Иж - периметр поверхности р аздела фаз в данном сечении ;  
'Тж - касательное напряжение н а  поверхности р аздела фаз ;  

s ign (uп-Иж) означает, что перед членом Т:ж ( Иж!fж) берется 
знак плюс, если (ип-Иж) > О, и м инус, еслrИ (ип-Иж) < О .  

Смысл членов этого уравнения состоит в следующем .  Член 
в левой части - инерционная сила ускорения жидкой фазы ;  пер 
вый член ·справа  - р·еактивная ·сил а от испарения жиДiкости ; 
второй член - м ассовые силы ; третий - поверхностные силы от 
гр адиента давления и четвертый - касательные силы на гр ани
це р аздела ф аз . Аналогично 

duп Qп (ип - Uж) dx + dp Qп ---;;;;- = - Х d� gzQп - dz -

[ . ( )] Иж Иw - Slgn ип - иж "tж - - 'tw -- . 
fп fп ( 7 . 46 ) 

Это ур авнение движения для п а р  о в о й  ф а з  ы .  Пuследний 
член спр ава - касательные силы от трения пара. о стенки ка
нал а .  Смысл · остальных членов тот же, что и в ур авнении (7 .45 ) . 
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Уравнение энергии. При одномерном описании процесса в ка
н але с поперечным сечением f ур авнение энергии для одноф азно
го потока в г л .  V было получено в виде 

di f д ( дТ ) . dp 
/Q d'IJ = Иwqw - f ---а;- ЛэФ дz + f d'IJ 

+ fТэф0 • 

J Qiu df 

( 7 .  47) 

Здесь i!.. = 1 среднемассовая энтальпия в данном 
SQиdf 

сече� 

f 
нии  канал а ;  

Т1 - соответствующая it среднем ассовая темпе
р атур а ;  

Q - плотность при Т = Т1; _ Л. - эффективный коэффициент теплопроводно
сти (оср еднение по f) , учитывающий осе
вые перетечки тепла ;  

а - скорость роста энтропии в единице объема 
из-за нер авновесных процессов. 

В теплообменных процессах в каналах обычно последние три 
чден а справа в уравнении (7 .47)  много меньше первого. Тогда 
ур авнение упростится : 

( 7 .  48) 

Для изобарных процессов любой среды или любых процессов 
совершенного газа (р = g_RT) из термодинамики имеем: di = с  pdT. 
В этих случаях ур авнение (7 .48)  будет 

(7 . 49) 

При  течении двухфазной среды по ан алогии с уравнением (7 . 48 )  
ИЛИ (7 .49) ДЛ Я ЖИДIКОСТИ 

(7 .  50) 

(7 .  5 1 ) 

Здесь lж и iu - среднемассовые значения энтальпии для жидко
сти и п ар а ;  

ius - энтальпия п а р а  п р и  Т8• 
Третий член слева в ур авнении (7 .50)  - тепловой поток на  

догрев жид:кости до темпер атуры насыщения,  а в ур авнении 
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(7 .5 1 )  он учитывает з атр аты тепла н а  перегрев вновь обр азовав
шегося пара .  Можно добавить еще очевидное соотношение 

qw =qп+ (qж+ qк) �= · (7. 52) 

Таким обр азом,  при одномерном подходе к описанию двух
фазных потоков в каналах мы получили 1 2  ур авнений.  Это ур ав 
нения (7 .34) - (7.36) , (7 .38 )  - (7 .4 1 ) , (7 .45) , (7 .46) , (7 .50 ) 
(7 .52 ) . В них содержатся 26 неизвестных :  

Qж, ,Qп , f, fп, fж• Иw , Иж, qw, qж, qк, q", О, 0", Ож, 
g z • р, - '"'w · '"'ж• iж, iп , iпs• r ' ип , иж, ер, х. 

Для каждого конкретного процесса ,  т. е. из условий однознач
носm, дополнительно должны быть известны з ависимости : 

-J = f (z) ; Иw = f lz) ;  gz = (z, t) ; iж= iж (р, Тж) ; iп= iп (р, Тн) ;  

Qж=Qж (р, Т ж) ; Qп=Qn (р, Tn) ;  Г = Г (Ts) ; Ts = Ts (P) · ! 

Это дает еще 9 ур авнений и три неизвестных Тп, Т ж и Ts.  Итак,  
получена .система из 21  ур авнения • С  29 неиз·вестными.  Началь
ные условия в сечении z = O :  

и 
0 = 00 (t) ; X= X0 (t) ; cp= cp0 (t) ;  p= p0 (t); Тж=Тж0 (t )  

Т0=Т пО (t ) . 
Гр аничные условия : qw = Qw (z, t) или Tw = Tw (z, t) .  Оба эти 
граничные условия связаны между собой через коэффициент теп
лоотдачи соотношением 

(7 . 53)  

Знание а представляет большой пра ктический интерес. Для за 
мыкания системы необходимо р асполагать дополнительно еще 
восемью ур авнениями .  

1 .  Для определения тепловых потоков -

a = a (z, t) ; qж=qж (z, t) ; 
qк= qк (Z , t) ; qп= qn (z , t) . } (7 . 54) 

2 .  Для определения касательных напряжений трения на стен 
ке и границе раздела фаз -

(7 . 55) 

3. Для определения тер мической нер авновесности процесса -

х = х (z , t) ;  ср = ср  (z , t) . (7 .  56) 

В се эти восемь зависимостей не  могут быть определены в р а м
ках одномерной модели,  ибо они характеризуют, как реальный 
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трехмерный процесс проявляет себя при  одномерном его описа
нии .  

Ур авнения (7 .53 ) - (7 .56 )  могут быть определены .1ибо из  
трехмерной теории, ли•бо из эк":перимент� . Поэтому получени� 
этих уравнений как р аз и является основной задачей исслецова
ния пленочного кипения в каналах.  

I JZ 

Рис .  7 1 9. Схема смены режимов пленочного кипе
ния в вертика.1ьной трубе: /-•жидкость;  ll-n a p ;  }-стержневой: 2-снарядн ы й ,  3-дисперсиый 

Если в результате таких исследований удается найти для 
конкретных процессов вид ур авнений (7 .53 ) - (7 .56) , то для их 
обобщения привлекается теория подобия.  С ее помощью из ана
лиза всей системы ур авнений в целом н аходятся искомые без
р азмерные пар аметры ,  включающие а, qж, q11, 'Тlv, 'Тж (х и <р уже 
безр азмерные ) ,  и набор независимых безразмерных парамет
ров .  З атем с учетом гипотез о механизме процесса находwrся вид 
безр азмерных функций, связывающих зависимые и независимые 
параметры .  Очевидно, что вид этих функций и даже ·самих без-

. р азмерных пара метров существенно зависит от режи м а  п.1еноч-. 
наго кипения . .  Поэтому исследование пленочного кипения в кана
.'I ах должно nроводиться р аздельно для каждого режим а .  Особое 
вним ание следует уделять определению условий (критерия ) сме
ны одного режим а  пленочного кипения другим .  Поскольку каж
дый режим пленочного кипения имеет свою специфику, то это 
несомненно должно учитываться при  запИси ур авнений приве
деиной выше одномерной системы ур авнений .  В частности, для 
основных режима� пленочного кипения в трубе можно исполь
зовать следующие очевидны е  соотношения.  

1 .  Стержневой режим -

Ф • l - (dж ) 2 � 4о� 
, • d d (7 .  57) 

где dж - диаметр жидкого ст�ржня ,  а 6п - толщин а пленки па
ра , и 

(7 .  58 ) 
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2. Снарядный режим -

q; = 1
- (d

d
ж ) 2 Zсн 

\ Zсн + Zнер 
(7 .  59) 

и 

(7 . 60) 

Здесь dж - диаметр жидкого «снаряда»,  lсн - его длина ,  а 
lпер - р асстояние между снарядами.  

3 .  Дисперсный р ежим.  
Суммируя долю элементарного объема  fdz, занятую каплями 

л:dз 
жидкости -к- njdz, где n - число капель в единице объема ,  и 

б 

паром fпdz, найдем с учетом ур авнения (7 .4 1 )  

:rtd3 
fdz = -

к 
njdz + q;fdz, 

6 

где dн - средний диаметр капель.  

Jtdз 
Тогда q; = l - n  _к . 

6 
( 7 .  6 1 ) 

Так как в ур авнениях движения (7 .45)  Т:ж ( Иж!fж ) - касатель
ная  сrы а ,  действу�Qщая н а  всей поверхности р аздела ф аз эле
ментарного объем а  жидкости при отнесении ее к единице обы: 
м а ,  то 

Иж Ижdz :rtd� nfжdZ 6 

--
=

--

= -
з fж fжdZ :rtdк nfжdZ dк 

или с учетом ур авнений ( 7 .4 1 )  и (7 .6 1 ) 

И 
= 

6fж = 6 f ( 1 - <р) 
ж dк dк 

( 7 .  62) 

Итак, если в результате обобщения экспериментов или трехмер 
ных теоретических р асчетов получен вид безразмерных зависи
мостей для определения а, Qж, qн, т:w, Т:ж, х и <р, то р ассмотренная  
систем а уравнений оказывается замкнутой,  и она  может исполь
зоваться для практических р асчетов теплообмена и гидродина
мики в соответствующем р ежиме пленочного кипения при  вы
нужденном течении в канале .  В общем случае такие р асчеты мо
гут потребовать применения ЭВМ, особенно для нестационарных 
лроцессов. 

В нестационарных условиях задача усложняется существен
но тем,  что гр аничные условия для потока T1v или qи- обычно за 
р анее задать нельзя. Это приводит к необходимости р ассмотре
ния сопряженной з адачи стенка канала - поток. В этом случае 
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к р а·ссмотренной ·системе уравнений доба'вляю'!1ся ур а'Внение энер
гии (теплопроводности ) для стенки канала и условиЯ сопряже
ния ( равенство темпер атур и тепловых потоков по обе стороны 
внутренней поверхности стенки ) ,  а граничные условия з адаются 
на  н аружной поверхности стенки qн= qн (z, -r) или Тн= Тн (z, -r) . 

В экспериментах по исследованию пленочного кипения соот
ветствующие замер ы  и использование р ассмотренной системы 
ур авнений должны обеспечить получение зависимостей (7  . 54 ) 
(7 .56 ) , которые затем и обобщаются в безр азмерном виде . 

Одн ако сложность измерения в экспериментах всех необхо
димых параметров при пленочном кипении в каналах настолько 
велика,  что до сих пор ни  в одном исследовании они не были осу
ществлены в полном объеме .  Поэтому в исследованиях вводят 
те или иные гипотезы и допущения для сокр ащения числа изме
рений и искомых величин * .  

7. 1 3. ТЕ П Л ООБМЕН ПРИ КО НД Е Н САЦИ И ПА РА 

Конденсация представляет собой процесс перехода пара  и.тш 
газа в жидкое состояние.  Это явление широко встречается на  
практике в ряде теплотехнических устройств . 

Процеес !конденсации в·сегда ·происходит ·С выделением тепл а,  
и поэтому он нер азрывно связан с явлениями теплообмена .  Кон
денсация может происходить как в объеме пара ,  так и на соот
ветствующих поверхностях теплотехнических устройств (тепло
обменников, конденсаторов и др . ) . 

Спонтанное обр азование паровых з ародышей в объеме жид
кой фазы требует перегревов 6Тп � Тпр-Тs, огр аниченных темпе
р атурой предельного перегрева JКидкости Tnp · Ан алогично, спон
танное образование зародышей жидкости в объеме пара  требует 
переохлаждения пара  6Т ж � Т8-Тпр", огр аниченного темпер ату
рой предельного tпереохл аждения пар а Т пр" (для  воды при атмо
сферном давл·ении Т пр-Т8 � 220 К, а Т8-Тпр � 44 К ) . 

Пр и увеличении переохлаждения пара  крити_ческий р адиус 
капли Rнр уменьшается и, следовательно, вероятность спонтан 
ного обр азования капель с R �Rнp в объеме  возр астает. Когда 
переохлаждение достигает своего предельного для данного дав
ления значения Тв-Т пр", число капель с R � Rнp, возникающих в 
единицу времени и в единице объем а ,  становится столь большим,  
что .конденсация пара происходит по всему объему. 

Капли •С R <Rнp неус'11ойчивы . Возникну.в .в результате флук
туаций плотности, они быстро испаряются. Наоборот, если 
R > Rнp, то та•кие капли из-за конденсации на них пара  непре
рывно р а·стут (е·сли Tn и р tпо.стоянны) . 

* Подробное изложение и анализ результатов исследов ания различных 
режимов пленочного кипения содержатся в монографии [76] и обзоре [63]. 
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Капля, находящаяся в · термодинамическом р авновесии с па 
ром,  назwвается з а р  о д ы ш е м ·  или я д р  о м жидкой фазы,  а ее  
радиус - к р и т и ч е с к и м :  

Здесь а - поверхиретвое н атяжение капли ;  
Ru - газовая постоянная для пар а ;  
Рп - iдавление пар а ;  

(7 .  63) 

Ps - давление н асыщения пара  н ад плоской поверхностью 
жидкости для данной темпер атуры Т. 

Отношение PиiPs> l н азывается с т е п е н ь ю  п е р  е н а с ы
щ е н и я п а р  а .  При выводе формулы (7 .63 )  учтено, что под 
действием поверхностного н атяжения давление внутри капли 
Рж больше давления окружающего па.р а Рп на  величину 2a/R. 

Спонтанная конденсация пара  в объеме часто встречается н а  
практике п р и  течении п а р а  в соплах, в паровых турбuнах,  в м а 
гистр алях п р и  наличии р езких р асширений и т .  п .  

В этих случаях происходит быстр ое ад1иабатное или  политроп
вое р асширение пара ,  при котором его темпер атур а падает ниже 
Т8 для текущего давления р, следовательно, пар переохлаждает
ся ( Tu < Ts) и перенасыщается (P > Ps ) .  

В сечении  потока,  где переохлаждение достигает предельного 
значения,  возникает огромное количество зародышей жидкости 
с R �Rнp· На этих и новых зародышах со все возр астающей ско
ростью происходит конденсация пар а .  Р азмер ы  капель при  этом 
р астут и р езко р астет тепловыделение при  переходе пара  в жид-· 
кость. Это темпловыделение так велико, что пар ,  несмотря на  
расширение канала ,  успевает н агреться до  Т8, и конденсация 
прекр ащается. Поэтому в сечении канала ,  р асположенном- по по
току несколько ниже сечения,  где Tu достигала Тир" и где обр а 
зова .'I ись зародыши, возникает так называемый с к а ч о к  к о н 
д е н с а ц и и ,  сопровождаемый ростом темпер атуры и давления 
п а р а .  Таким обр азом,  процесс конденсации 'при течении пара в 
сопл ах происходит термически нер авновесно. Более подробно 
конденсация в соплах и турбинах р ассмотрена в р аботе {48] .  

Энергия,  необходимая  для возникновения зароДыша жидкой 
фазы на гладкой твердой поверхности значительно меньше, чем 
для обр азования зародыш а  в объеме пара .  Поэтому конденсация 
на  твердой поверхности н ачинается при  переохлаждении пара ,  
много меньшем предельного. Переохлаждение это тем  меньше, 
чем больше угол смачивания е .  · 

Еще меньшие з атр аты энергии требуются для возникliовения 
новой фазы в углублениях и трещинах. 

Таким образом, при конденсации пара  н а  твердой поверхно
сти с Tw < Ts зародыши жидкости сначала возникают в углубле- . 
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ниях и трещинах с малыми углами  р аствор а ,  а затем конденса
ция идет на  поверхности этих зародышей. 

Если жидкость смачивает поверхно•сть (8 ::::;; 90° ) , то эти заро
дыши р астут и сливаются в сплош.ную пленку жидкости,  н а  по
верхности которой в дальнейшем и происходит конденсация па
ра . 

Такая конденсация называете� п л е н о ч н о й . В процессе 
п�еночной конденсации температур а поверхности жидкой п�ен
ки'  Т жs в большинстве случаев близка к Т8, но Ts- T жs > О . Ан а
логично, при испарении с поверхности Т жs- Ts > O . Этот скачок 
тем-

пер атур н а  гр анице р аздела ф аз н азывают т е п .1 о в ы  м 
с о п р о т и в л е н и е м ф а з о в о г о п е р  е х о д а .  

В ел ичина Т8-Т ж s  зависит от рода жидкости , давления,  ко 
эффициента конденсации 'У)н и интенсивности фазового перехода . 
К о э ф ф и  ц и е н т о м к о н .д е н с а ц и и или а к к о м о д а 
ц и и называется отношение числа молекул пара ,  оставшихся в 
жидкости,  к числу всех молекул пара ,  Столкнувшихея с поверх
ностью жидкости.  Пока нет н адежных методов его р асчета . Для 
абсолютно чистой жидкости и пара  'У)н� 1 . Однако даже с.1еды 
примесей могут уменьшить 'У)н до значений м ного меньших еди
ницы. Для обычных и криогенных жидкостей при атмосферном 
давлении (вообще при не  очень м алом значении р/рнр ) р азность 
Ts- T жs в пр а,ктически важных случаях лренебрежимо м ала .  
Одн ако при очень малых р/рнр, особенно для  жидких мета.1лов, 
р азность Ts- T жs может достигать 1 0- 1 5° К. 

В процессе пленочной конденсации н а  поверхности р аздела 
фаз выделяется тепло, которое необходимо отводить через плен
I<у конденсата к стенке. 

Тепловое сопротивление пленки зависит от ее толщины,  ко
эффициента теплопроводности, степени турбудизации,  н алиЧия 
волн н а  поверхности и т .  п .  . 

Поэтому условия отвода конденсата с _ поверхности и р ежим 
течения жидкой пленки наряду с р ежимом течения пара опреде
.1яют интенсивность конденсации пара  на стенках при заданном 
зн ачении Тп-Т v1т .  

Если жидкость не  см ачивает поверхности, то при конденса
ции обр азуется не  сплошная пленка,  а отдельные капли конден
сата на поверхности. В м икроуглублениях, трещинах или на см а 
чиваемых инородных вкрапдениях -возникают зародыши жидкой 
фазы .  Они р а-стут в силу последующей конденсации н а  них па 
р а и захвата его  моЛекул, первоначально абсорбированных на  
поверхности- между каплями ,  а затем диффундирующих вдоль 
поверхности к зародышам .  При соприкосновении соседних ка
пель друг с другом они сливаются в общую каплю.  Н а  1 см2 ,  как 
показали ошыты, может р аополагаться более 1 млн заро(l!.ышей, 
а капля в процессе своего р оста может иметь до 400 000- слия
ний .  
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Коэффициент теплоотдачи при  капельной конденсации в 2-
20 р аз выше, чем при пленочной. Большинство используемых в 
технике жид:�остей •смачивает •пов-ерхность. Поэтому пленочная  
конденсация н а  практике встречается значительно чаще. Однако 
применение специальных покрытий (для воды, напрю!ер ,  золото 
и другие благородные металлы ) ,  несмачиваемых жидкостью, 
позволяет использовать в технике капельную конденсацию. Этим 
достигается значительное уменьшение габаритов и массы конден 
саторов .  

При капельной конденсации,  так же как и при пленочной, 
основной задачей является отвод конденсата с Поверхности .  
С этой целью используют силовые поля ( гр авитационное, цент
робежное, электрическое, м агнитное) или вынужденное движе
ние пара .  

400 
Рис 7.20. Зависимость коэФФициента 
теп�оотдачи от vгла наклона поверх- JVO НОСТИ К ГОРИЗОНТУ: 1 -q tv =360 кВ�/м2 ; 2-l! w =б25 кВтjм' 
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Наиболее часто используют гр dвитационное по.1е  и вынужден
ное движение пара .  Капли конденсата,  достигнув критического 
р азмера ,  скользят или катятся по наклонной поверхности под 
действием сил тяжести, а на их месте возникают новые и т. д. 
Критический р азмер капли з ависит от значения ве.ТJичин угла 
см ачивания ,  утла наклона IПоверхности и поверхностного н атя
жения .  

Рис .  7 .20 иллюстрирует зависимость коэффициента теплоот
дачи от угл а  наклона поверхности к горизонту при  капельной 
конденсации водяного пара  на медной поверхности, покрытой 
тонкой пленкой золота . 

При вертикальной ориентации поверхности, как показали 
Тоуэр ,и Вествотер , капл·и находятся на  поверхности минималь
ное время ,  частота их отрыва м аксим альна ,  а критический р аз 
мер миним ален.  В этом положении обр азуется максим альное 
Число зародышей. 

Все эти величины довольно слабо зависят от угл а · н аклона в 
диапазоне от 30 до 1 50°, а затем зависимость от угла усиливает
ся. Наихудшие у-словия для отвода конденсата и минимальна11 
теплоотдача создаются н а  горизонтальной. поверхности, обр а -
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щенной вверх. Н а  ней через некоторое время после начала  ка
пельной конденсации капли сливаются в сплошную пленку и ка
пельная конденсация переходит в пленочную. 

Процесс капельной конденсации (механизм роста капли, от
вода тепла от ее поверхности, закономерности ее движения и 
т. п . )  · в настоящее время изучен еще недостаточно для построе
ния количественных зависимостей.  

7. 14 .  ТЕПЛООТДАЧА ПРИ ПЛ Е НО Ч Н О И  IОО НД Е Н САЦИ И 
Н Е ПОД В И Ж НО ГО ПАРА В ГРАВ ИТАЦИО Н НО М  ПОЛ Е 

Расчет теплоотдачи при пленочной конденсации в основном 
сводится к определению толщины пленки конденсата и ее тепло 
вого сопротивления . Однако если в паре  имеется примес·ь некон 
денсирующегося газа ,  т о  у поверхности конденсации образуется 
диффузионный погр аничный слой. Концентр ация примеси газа 
в этом случае увеличивается по напр авлению к поверхности 
пленки конденсата.  Газ переносится к пленке конвекцией пара ,  
а удаляется в поток диффузией.  Это снижает парциальное дав
ление пар а у поверхности р аздела ф аз,  затрудняет приток мас
сы конденсирующегося пара  к поверхности и ,  тем самым,  слу
жит тепловы м  сопротивлением , которое необходимо учитывать. 
Примеси инертного газа существенно снижают теплоотдачу при 
конденсации. 

ИсследQiвания показали,  что влияние примеси неконденсиру
ющегося tаза тем сильнее снижает теплоотдачу, чем : 

� )  больше концентр ация примеси в потоке ; 
б )  больше интенсивность конденсации,  т .. е. чем больше т.- 

-Tw, и меньше давление конденсирующегося пара .  
Так же было  проведено исследование влияния перегрева па 

р а на  теплоотдачу nри конденсации. Подтвержден физически 
ясный вывод о том ,  что влияние перегрева пар а тем больше, чем 
меньше скорость конденсации пара и чем больше тепловой по 
ток от пара  конвекцией и теплопроводностью. В этом случае до
ля теплового потока,  передаваемая через пленку конденсата к 
поверхности теплопроводностью и конвекцией o:r перегретого па 
ра ,  естественно, возр астает. Поэтому влияние перегрева пара  н.а 
телоотдачу при  конденсации тем сильнее, чем меньше Т �т и- , 
чем больше концентр ация неконденсирующегося газа в паре  и 
чем больше давление пар а .  

· 
Если предположить течение пленки конденсата л аминарным,  

а распределение температуры в ней л инейным,  rпренебречь теп
ловым сопротивлеНtием ф аз•о.вого перехода и недогревом пленки 
конденсата,  не  учитывать ускорения плен,ки и трения ее о пар, то 
можно теоретически получить уравнение для среднего коэффи
циента теплоотдачи при конденсации чистого н асыщенного пара  
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н а  поверхности Длиной L в виде _ ["-�g s in  � · Qж (Qж - Qн) r*l114 
а = 0,943 

(Т - Т ) L !J-ж s w 
(7 . 64) 

Здесь � - угол наклона поверхности к горизонту, а r* - эффек
тивн ая теплота парообр азования ,  учитыв ающая недогрев плен 
ки и отклонение профиля темmер атур в ней от ЛJIНейного. 

При cж (Ts - Tw)lr < 2  
г* = r + О,68сж (Ts - Т w) ·  

Учет трения н а  поверхности р аздела ф а з  уменьшает теплоот
дачу тем сильнее, чем больше С ж ( Ts-T w ) /r, если трение о пар  
тор мозит движение пленки. Колебания поверхности р аздела , на 
оборот, увеличивают среднюю теплоотдачу. 

Ур авнение (7 .64 )  спр аведливо и при конденсации пар а  на го
р изонтальном цилиндре с диаметром dн, если положить s·in � = 1 
и заменить в нем 

Для конденсации пара н а  пучке горизонтальных труб,  р аспо
,,оженных друг н а,д другом в n р ядов,  

а= 0,728 1 + 0,2 ж s w (n - 1 ) gQж Qж Qн ж • [ с (Т - Т ) J l 
( - ) Л 2 r*ll/4 

г ndн!J- (Ts - Tw) 
(7 .  65) 

Эта фор мула р екомендуется nр и  (n- 1 ) cж ( Ts-Tw) !r < 2. 
Конденсация внутри коротких горизонтальных труб диамет

ром dн при Rеп< 35 000 также может р ассчитываться no фор
муле  (7 .64 ) , по-':! агая sin � =  1 и L = 8,4dн .  

Конденсация жидких металлов имеет свою специфику.  Рас
чет теплоотдачи пленочной конденсации жидких металлов по 
формулам (7.64 )  и (7 .65 )  дает величины, значительно превосхо
дящие данные экспериментов (до 30 р а з ) . 

Причиной этого р асхождения может быть следующее. 
1 .  Тепловое 'сопротивление на  поверхности конденсации из

за окисных пленок, адсорбированных газов и других загрязнений 
поверхности. 

2.  Н аличие в паре примесей неконденсирующихся газов.  Неп
рерывная очистка пара и тщательн ая гер метизация всего конту
ра позволяют устр анить шримеси неконденсирующихся газов. 

3 .  Тепловое сопротивление ф азового перехода Ts-T жs, где 
Т жs - темпер атур а поверхности жидкой пленки, которая  в боль
шинстве случаев близка к Т8, но Т8-Т жs> О. 

Типичное р аспределение темпер атуры при конденсации насы
щенного пара жидкого металл а представлено на р ис. 7 .2 1 .  Как 
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видим, около поверхности конденсата существует тонкий слой 
переохлажденного пар а ,  состоящий из «медленных» отр аженных 
и испарИJвшихся молекул , а также молекул , ·с .которыми они ус
пели <Стол·кнуться. Ряд проведеиных исследований показал, ЧТ'j 
толщин а  этого слоя Ь*  = 1 0[, где l - средняя длина свободного 
пр.обега молекул . С помощью моле-кулярно-.кинетической теории  
газов было показано, что 

(7 . 66 ) 

Здесь 

0 -� (  - ) ум-п- 2 . РФ Ржs 2 R т ' - 'УJк :rt у ф 

М - молекулярная м асса пар а ;  
Ry - универсальная газовая постоянная ;  

РФ и Ржs - давления н асыщения, соответствующие Т Ф и Т ж.s ; 

В - '2l (Cpfcv)n . .  
Рrп(С p/Cv)11 + 1 ' 

l � __ _:l_O_IO�fL=п==--
266 ,93 У2МТФп 

где J.tп - !КОЭффициент ДИНаМИЧеСКОЙ ВЯЗКОСТИ пара  В Н"с/м2 ; 
n = Ps (k T Ф ) - кол,ичество молекул пара  в 1 м3 ;  
k =  1 ,38· 1 0-23 Дж/К - 1постоянная Больцмана .  

Ts 

!1 

Рис. 7.2 1 . Типичное распре
деление температуры при 
пленочной конденсации на
сыщенного пара  жидкого 

металла :  
!-насыщенный п а р ;  2-пленка 
конденсата ; 3-поверхность кон· 

денсата 

Тогда тепловой поток при конденсации рекомендуется опреде
лять по уравнению / 
где с учетом переохлаждения пара  и недогрева жидкости в плен-
ке 
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Падение темпер атуры в пленке Т ж.s-T1v может быть определено 
по формуле 

qw Tж s - Tw = -=-- • а 
(7 .  67) 

в которой � находится по ур авнению (7.64) или (7 .65 ) . 
Расчет по ур авнениям (7 .66 ) - (7.67)  удовлетворительно 

обобщает известные экспериментальные данные по конденсации 
н атрия ,  калия и ртути в диапазоне р = 0,0 1 + 1 00 �П а  при посто
янном коэффициенте конденсации чк= 1 и б* = 10 l . · 

Неучет переохлаждения пара  у .поверхности р аздел а  пр иво
дит к кажущемуся значительному уменьшению 'I'Jн с ростом р 
при Ps =  1 кПа.  

7. 15. Т Е ПЛ ООТДАЧА П Р И  ПЛ Е НО Ч НО й  КО НДЕ НСАЦИ И ПАРА 
В УСЛ О В И Я Х В Ы Н УЖДЕ Н НО ГО Т Е Ч Е Н И Я  

При  вынужденном течении пара  последний, взаимодействуя 
с поверхностью пленки конденсата,  существенно влияет Щl ре
жим течения в пленке. 

Из -за  сил трения и профильнога сопротивлених .  возникаю
щих на  шоверхности конденсата,  пленка увлекается паром . Пр и " 
достаточно большой скорости пара  его трение о пленку может 
оказывать значительно большее влияние на  режим и н апр авле
ние течения пленки конденсата,  чем гр авитационные силы. 

Конденсация, так же как и кипение, при вынужденном тече
нии  двухфазной среды в каналах в з ависимости от значения ре
жимных параметров происходит в р азличных режимах течения :  • 
пузырьковом, снарядном ,  кольцевом, дисперсном ,  стр атифици
рО'ванном и т. п .  (см .  рис. 7. 1 3 ) . 

Естественно, что в каждом из этих режимов расчетные зави 
с,имости 1 rю  теплоот.даче ·будут р азличны. 

В общем случае обр аботку экспериментальных данных- или 
построение р асчетных схем целесообр азно :u.ести на  основе за мк
нутых систем ур авнений, типа (7 .34 ) - (7 .56) , проанализирован
ных в р азд. 7. 1 2 . 

Это диктуется теми же соображениями , которые обсужда
лись в р азд. 7. 1 2 для пленочного кипения : тер мическая нер авно
веiсность проце·сса , определяющее влияние режима течения  и т. д. 

В настоящее время теплоотдача при конденсации в условиях вынужденного течения в каналах изучена весьма  слабо.  Преоб
ладают попытки обобщения экспериментальных данных выражениями ,  которые не  учитывают ни степени неравновесности про
цесса,  ни  режима течения.  Они удовлетворительно описывают 
лишь данные конкретных экспериментов. Использование таких фор му.1 для ус.сювий, отличных от тех, в которых они получены: 
может привести к большим ошибка м .  
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В .  И. Минкович и Е .  М. Спэрроу предложили метод р асчета 
теплоотдачи при конденсации в трубе при вынужденном течении. 
пара .  Режим течения предполагается кольцевым ;  пар течет в 
центре трубы, а у стенки - пленка конденсата.  Ур авнения запи
сываются только для пленки конденсата .  Взаимодействие плен
ки конденсата с паром и гр авитационные силы при течении двух
ф азной среды в трубе учитываются через гр адиент давления 
dpjdz и касательное напряжение. 'tф, входящие в эти ур авнения.  

или 

Ур авнение движения пленки толщиной 6 -

fLжdUж = dp ( В - У) + -rф dg dz 

иж =
dp (ау - !!!_) _1 + "Ф • 
dz 2 fLж fL 

Тогда расход жидкости через пленку конденсата толщиной 6, от
несенный :к единице длины ср�днего пер·иметра .пленrои , 

8 
\ dp i\3 ,;ф i\2 

Г =
.) QжUжdY = dz 3v +--:; 2 ' о 

Отсюда, полагая р аспределение темпер атуры по толщине плен
ки линейным и считая ее толщину постоянной и р авной средне
му значению н а  длине o :::::;;; z:::::;;; k, можно получить в безр азмер
ном виде : 

z* = (8* )4 ± : -rф (8* )3 ; 

Re = 4r =__±_ (8* )3 +  2-rф ( 8 * )2 ;  
fLж 3 

4 il* 21Jф (i\*)2 
а* = -

--.- + • 3 ZL Z L 

(7. 68)  

(7 .  69 )  

( 7 . 70) 

Здесь 
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* 1)ф • * - а ( 'VжfLж )1/3 . 
-rФ= dp ( f-Lж":н.. ) 1/3 ' 

а - т  dp/dz ' 
dz dpfdz 

у - р асстояние по нормали от стенки; 
z - р асстояние от н ачала конденсации вдоль оси трубы 

длиной L; 
'tф - касательное н апряжение н а  гр анице р аздел а ф аз . 



Расчет по формулам (7 .68) - (7.70) справедлив' не  только 
д.1 я  ламинарного течения в пленке конденсата, но  и для турбу
лентного. Результаты р асчета представлены на р ис.  7.22 в виде 
з ависимостей a* = f (Re) для двух зн ачений Рrж, р авных 1 и 1 0, 
и различных значений 'tФ* ·  Кривая А 'СООТtвет,ствует 'Переходу ла 
м инарного течения пленки в тур булентное, ,после чего те1плоотда 
ча  р астет с ростом Re. 

Рис 7.22. Влияние без
р азмерного касательно
го напряжения на гра
нице раздела Фаз �Ф* и 
числа Рейнольдса н а 
теплоотдачу при конден-

сации а * : 
а- при б-при 

ot• 
ю �----------------------------� 

, 

d. 
Ю r--------------

1 

), / �._�������������� ю ms 
Re 

Расчет по этой методике был сопоставлен с экспериментом, выполненным 
при конденс'ации фреона- 1 2  в никелевой трубе диаметром d= 12  5 мм и дли
ной 6 м. При этом составляющие полного градиента давления dpfdz на трение 
(dpfdz ) � , на ускорение (dpjdz) у и на преодоление массовых сил (dpfdz) g вы
чис,1ялись по следующим уравнениям:  

(dpfdz)�d ( Q,,uпd )-0,2 [ 1 q ( fLж )' 0 , 0523 2 ( 2 )  = 0 , 045 -- х '  + 5 ,7 -- х 
�� � � 

( Q )0 , 261 (· ... )0 , 105 
( 

n 
)о 522 ] Х (1 _ х)О , 47 Х1 , 33 

Q
; +В , 11 �: (1 _ Х)0 , 94ХО, Е6 

Q
: ' 

; 

(dp/dz)yd 1 dx [ ( Qп \ 2/3 
2 ( 2 ) = -2 d dz 2 (1 - х) nж } + Q,,uп "' 

(7 . 71) 
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+ ( + - 3+ 2х) (Q� )413 + (2х - 1 - �х) (Q� 
)'18 + 

( 
� 

) ( Qн )5/3 
Q

п J + 2� - -:;- - �х Qж + 2 ( 1 - х - � - �х) Qж 

(для турбулентного течения пар а � = 1 ,25 ) . 

(7 . 72) 

Здесь х - массовое паросодержание. Член (dpjdz) g был принят равным нулю, 
так как в экспери ментах труба  располагалась горизонтально, а р азличия в тол
щине пленки и теплоотдачи по периметру трубы в опытах не наблюдаJiись. 

Оценки показали, что в условиях опытов значение (dpjdz) у не превыша-
.'10 5 % от (dpjdz)"'· -

Расчет по фор мулам  (7 .68) - (7 .72 )  с точностью ± 1 5 %  сов
пал с данными экспериментов в кольцевом режиме конден<'ации 
при  турбулентном течении  пара в ядре. 

Рекомендуемая ·литература :  
основная: [59, 76, 85] ; 
дополнительная: [48, 5 1 ,  63, 8 1 ]. 



Г Л А В А  V I I I  

Т Е П Л О О БМ Е Н  И З Л УЧ Е Н И ЕМ 

1 1  
Теплообменом посредством излучения (.лучистым теплообме

ном) называется передача тепла, обусловленная превращением 
внутренней энергии вещества в энергию излучения, переносом 
излучения и его поглощением веществом. 

Все тела постоянно испускают и поглощают лучистую энер
гию. Однако при умеренных темпер атур ах количество излучае
мой энергии невелика и может не  учитываться при расчете теп
лообмена между телами .  При повышении темпер атуры тел 
излучение резко возр астает, вследствие чего при больших темпе
р атур ах перенос тепла излучением становится преобладающим 
по ср авнению с теплопроводностью и конвекцией. 

Роль лучистого теплообмен а  также возр астает при пониже
нии плотности среды, заполняющей . простр анство между · телами , . 
и в условиях глубокого вакуум а он становится единственно воз 
можным видом теплообмена .  Поэтому значение лучистого· теп
лообмен а особенно велико в современных областях новой техни 
ки, связанных с применением высоких темпер атур или глубокого 
вакуум а , таких как р акетн ая и авиационная техника,  ядерная  

_энергетика, металлургия, химическая технология и др . 
Тепловое излучение представляет собой процесс р аспростр а 

нения тепл а с помощью Электром агнитных волн .  Лучистая энер 
гия испускается телами не  непрерывно, а отдельными дискрет
ными порциями - квантами света, ил·и фотонами .  Спектр час
тот коЛебаний, составляющих тепловое излучение, з ависит от 
стру•ктуры и со1стояния ·излучающих тел . 

Макроструктурные свойства излучения достаточно полно 
описываются современной теорией теплового излучения [57]. Од
нако для решения практических задач р асчета лучистого тепло
обмена ввиду его большой сложности целесообр азно использо
вать феноменологический метод исследования,  р ассм атривая сре
ду как сплошную, а не  дискретную, и обладающую некоторыми 
суммарными характеристиками,  определяющими лучистый пере
нос энергии .  

При таком макроскопическом  рассмотреаии процесса лучис
того теплообмена между телами  или излучающей средой ( газо м )  
и поверхностью тела ( сте!fкой )  тепловое излучение можно при-
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ближенно описать по аналогии с геометрической оптикой систе
мой тепловых лучей, р аспростр аняющихся в р азных напр авле
ниях прямолинейно со скоростью света .  Результирующий 
эффект испускания или поглощения лучистой энергии обусловли
вается суммарным воздействием всех лучей, !lроходящих через 
р ассм атриваемый элемент простр анства или поверхности. Для 
этого должна быть известна интенсивность лучей во всех напр ав
лениях. 

Распростр анение излучения в простр анстве характеризуется 
р асходящимиен в пределах сферы или полусферы лучами, и под 
н апр авлением луча подразумевается направление осевой линии 
элементарного телесного угла,  внутри которого происходит пере
нос лучистой энергии. 

В макроскопической тр актовке испускание и поглощение теп
ловых лучей выражается количественно с помощью коэффици
ентов излучения и по г лощения, отнесенных к единице площади 
поверхности тела или единице объема газовых сред. Коэффици
енты излучения и поглощения зависят от природы тел и являются 
функциями их состояния .  С их помощью можно математически 
описать излучение и рассчитать лучистый тепловой поток меж
ду телами или между газом и поверхностью. 

Тепловое излучение имеет одинаковую природу с другими 
видами электром агнитного излучения и занимает определенное 
положение в единой классификации электромагнитных волн, при -
ведеиной в табл .  8. 1 {39]. 

· . 
При темпер атур ах до 4000 К основная доля из общего коли

чества лучистой энергии приходится на  область спектр а с интер 
валом длин волн Л от 0,7· 1 0-6 до 50· 1 0-6 м .  В этой обл асти боль
шая часть энергии излучения падает на инфр акр асные лучи и не
большая часть - на световые. 

При температуре выше 6000 К уже больше половины энергии 
излучения пр иходится на  видимую и ультр афиолетовую части 
спектр а  (Л= 0,2 · 1 0-6--;-0,7 · 1 0-6 м ) . Таким обр азом, с увеличени 
ем температуры происходит не только абсолютное увеличение 
интенсивности излучения,  но  также изменяется его спектр аль
ный состав.  

Реальные твердые и жидкие тела i3 своем большинстве явля
ются непрозр ачными для тепловых лучей. Такие тела излучают 
и поглощают инфр акр асное излучение в очень тонком слое, не
посредственно -примыкающем к поверхности . Поэтому тепловое 
излучение не  зависит от м ассы таких тел и полностью определя
ется лишь геометрией и состоянием их поверхности. В связи с 
этим все количественные характеристики излучения для непро
зр ачных тел относят к едrщице площади их поверхности, а сам 
процесс теплового излучения приближенно р ассматривается как 
поверхностный. 

В отличие от непрозр ачных тел,  газы, особенно трехатомные 
и многоатомные, и некоторые твердые и жидкие тела при огр а -
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ниченных толщивах слоя излучают и по г лоща ют тепловые лучи 
во всем своем объеме.  Такие тела или среды в отличие от а б с о
л ю т  н о п р  о з р а ч н ы х (диатер мичных) будем называть п о
л у п р о з р а ч н ы м и.  

Вид излучения 

К:осмическое 

v-излучение 

Рентгеновское 

Ультр афиолетовое 

Видимое 

Тепловое (инфрак)Jасное) 

Радиоволны 

Таблица 8 1 

Длина волны , м 

Порядка 0 , 05 · 1 0- 1 2 
0 , 5 · 1 0-12-0 , 1 · 10- 12 
1 0- 12-20 · 10-9 

- 20 · 1 0-9-0 , 4 · 10-6 
0 , 4 · 10-6-0 , 8 · 1 0-6 
0 , 8 · 10-6-0 , 8 · 1 0-3 
0 , 2 · 10-3-х . 1 03 

Тепловое излучение таких сред зависит от 1их массы или объ
ема .  Поэтому ,количественные характеристики излучения для пu
лупрозр ачных ,сред относят обычно к единице их объема  или 
м ассы . 

8. 1 .  ОСНО В Н Ы Е  ПО НЯТИЯ И ОПР ЕДЕЛ Е НИ Я  

Различают •и н т е •г р а л ь н о е  и с п е к т р а л ь н о е ( моно
хром атическое) излучение. 

Интегральным называется суммарное излучение по всем диа
пазоне длин волн от Л = О  до Л = оо .  

Спектральны.м (монохроматическим) называется излучение 
в узком интервале длин волн от Л до Л+dЛ. Все вел ичины, опи
сывающие спектральное излучение, относя11ся к единичному ин
тервалу длин волн и обозначаются подстрочным индексом «Л». 

Плотностью потока излучения Е называется полное количе
ство лучистой энергии, излучаемой в полусферу за единицу вре
мени единицей площади поверхности. 

Полный: поток излучения Q ·С поверхнос11и площадью F м о 
жет быть выр ажен через плотность потока излучения интегр а -
лом : 

Q= S EdF. (8. 1 ) 
F 

Следовательно, 

(8 .  2) 

и имеет размерно•сть Вт/м2• Р аспределение излучения  по напр ав
лениям в пределах полусферы хар актеризуется величиной я р 
к о с т и . 
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Яркостью ( или  калор1ической яркостью) излучения В назыв:l
ется количество энергии, излучаемое в данном направлении че
рез единицу площади проекции элементарной площадки на пло ;
кость, перпендикулярную направлению излучения, за единицц 
времени в пределах единичного элементарного телесного угла :  

dQ'f' B = --'-
dQdF cos 'f' (8 .  3) 

Здесь dQ'f' - элементарный поток излучения в данном напр ав
лении, Вт; 

dQ - элементарный телесный угол , ер ; 
dF - элементарная  площадка,  м2 ; 

qJ -· угол между направлением излучения и нормалью 
к площадке dF (рис .  8 . 1 ) .  

а г 

Рис 8 1 К опреде
лению ЯРКОСТИ !jЗ

.'!VЧеНИЯ 

L 

Рис.  8 2. К определению 
спектральной интенсив

ности излучения 

Размер ность яркости излучения - - Вт/ ( м2·с ) . 
Р аспределение излучения по длинам волн характеризуется 

величиной с п е к т р а л ь н о й и н т е н с и в н о •С т и •И з л у ч �
н и я Ел . 

Спектральной интенсивностью излучения Ел называется коли
чество спектральной энергии, излучаемой единицей площади эле
ментарной площадки за единицу времени в единичном интервале 
длин волн по всем направлениям полусферического простран
ства (рис. 8.2) : 

dE Ел = -- , df.. 

где dЛ - элементарный интервал длин волн .  

(8 .  4) 

Е л зависит от длины волны, темпер атуры, вида и состояниq 
поверхности и имеет р азмерность Вт/м3. 

Связь между Ел и Е можно з аписать в интегральной форме 
следующим обр азом : 

00 
Е =  S ЕлdЛ,  . о 

(8 . 5) 
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т. е. плотность потока излучения Е выражается площадью под 
кривой Ел в интервале  длин ,волн от Л = О  що Л = оо .  

Ра·спределение спектр ального излучения по напр авлениям ха
рактеризуется ·величиной ·С п е к т р а л ь  н о й  я р к о с т и Е л . 

Спектральrюй яркостью излуче,.ния В л называется количество 
спектральной энергии, излучаемое в данном направлении через 
единицу площади проекции элементарной площадки на плос 
кость, перпендикулярную направлению излучения, за  единицу 
времени в пределах единичного · элементарного телесного угла в 
единичном интервале длин волн: 

· 
dB Ел = - . 1, 8 .  6) 
d'л 

Его р азмерность Вт/ ( м2·ср ) .  
Связь между интегр альной и спектр альной яркостыо излуче

ния вытекает .из определения (8 .6) : со 
В = 5 Вл dЛ. (8 . 7) 

о 
Энергия теп.1ового излучения,  п адающего на  тело,  может погло· 
щаться, отр ажаться или пропускаться этими телами  ( рис .  8 .3) : 

Епа,1 = Еногл + Еотр + Енроп · (8 . 8 )  -
Поглощательной способностью А называется отношение пог-

лощенной телом лучистой энергии к падающей: 

( 8 .  9 )  

Отражательной способностью R называется отношение отра
женной телом лучистой энергии к падающей: 

Е атр R= - . 
Е на; [  

: 8 .  1 0) 

Пропускательной способностью D называется отношение про
шедшей сквозь тело лучистой энергии к падающей: 

( 8 . 1 1 ) 

Очевидно, A +R + D =  1 .  (8 . 1 2 )  

В частных случаях один и л и  два коэффициента
' 

в выражени:.� 
(8 . 1 2) могут быть р авными нулю.  

Если D = 1 ,  а А = R = O, то  такое тело называется а б с о л ю т
н о п р  о з р а ч н ы м (д и а т е р  м и ч н ы м ) ; 

если D = O, а A+R =  1 ,  то тело называется н е п р  о з р а ч 
н ы м ; 
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если А =  1 ,  а R = D = O, то тело называется а б с о л ю т  н о 
ч е р н ы  м ;  

если R = 1 ,  а A = D = O, то тело н азывается а б с о л ю т н о  б е л ы м ,  когда отр ажение диффузное, т. е.  яркость отражен
ного излучения во всех напр авлениях одинакова ,  или з е р  к а л ь
н ы м ,  когда отр ажение излучения подчиняется закона м  геоме г
р ической опТ!ики.  

Enpon 

Рис. 8.3. Распределение 
падающего излvчения 

Абсолютно белых, абсолютно прозр ачных и абсолютно чер 
ных тел в природе не встречается . Однако понятия о та,ких те
л ах оказываются весьма полезными при изучении законов лучи 
стого теплообмена между реальными  телами .  

Особенно большое значение имеет понятие абсолютно черно· 
го тела ,  т. е .  такого, которое целиком поглощает ·всю п адающую 
на него лучистую энергию. Такое тело восприним ается зрение:-.! 
как черное. Отсюда проИiсходит его название .  З аконы излучения 
а бсолютно черного тела как наиболее простые и универсальные 
положены в основу всех •р асчетов теплового излучения. 

8.2. ЗАКО Н Ы  ИЗЛ УЧ Е Н ИЯ АБСОЛ ЮТНО Ч ЕР Н О ГО ТЕЛА 

З акон Планка выр ажает зависимость ·спектр альной интенсив
ности излучения абсолютно черного тел а  Ело. от длины волны 
Л и темпер атуры.  

Аналитическое выр ажение указанной зависимости было по
лучено Планком н а  основе Jmантовой теории :  

Ел. = С1Л-5 [ec•t< лn - 1 ] -I , (8 . 1 3) 
где С1 = 0,374· 1 О-15, Вт·м2 и С2 = 1 ,4388· 1 0-2 м ·К - постоянные 

. планка ;  
Л - длина волны, м ;  
Т - а бсолютная температур а;  К. 

Излучение абсолютно черного тела характеризуется непре
рывным спектром •с диапазоном длин волн от Л = О  до Л = со  
(рис. 8 .4 ) . 

Кр<Ивые ·спектр альной интенсивности .излучения характеризу
ются наличием м ак·симума ·С резким спадом в сторону коротких 
волн и более пологим в •сторону длинных. 
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Закон Сl\:lещения Вина устанавливает зависимость положения 
маюсимума спектр альной интенсивнос�и излучения от темпер а 
туры .  

Указанная зависимость может быть получена аналитически 
из формулы Планка ( 8. 1 3 ) ,  для чего необходимо вычислить про 
изводыую dE/d"л и прир авнять ее нулю.  

В результате не·сложных преобр азований получае11ся соот
ношение 

Рис.  8.4. Спектры излvче
ния абсолютно черного 

тела 

(8 .  1 4) 

выр ажающее закон Вина ,  согл асно .которому при повышении 
темпер атуры длина  волны "Amax, соотве�ствующая максимуму 
спектр альной интенсивности излучения абсолютно черного те
ла, уменьшается . 

Нагл ядным качественным подтверждением закона  Вина  я в 
ляется изменение  цвета р аскаленного металла при повышении 
температуры (кр асный, ор анжевый, желтый) в н апр авлении бо· 
лее кюротких волн в области видимой части спектр а .  

З акон Стефана  - Больцмана устан авливает зависимость и ч 
тегр альной плотности потока излучения а бсолютно черного тел а 
Ео от темпер атуры .  

Эта завиаимость также может быть получена из формулы 
Планка (8 . 1 3 )  • С  учетом соотношения (8 .5 ) : 

00 
Ео = 5 сlл.-ь [еС,j( ЛТ ) - 1 ] -1 dЛ. (8 .  1 5) 

о 
После преобр азований получаем выр ажение закона Стефана  -
Больцмана :  

(8 .  1 6 ) 

где cr0 = 5,75· 1 0-8 Вт/ (мЧ\4)  - коэффициент излучения абсолют
но черного тела .  

Таким обр азом, по заюону Стефана  - Больцмана  плотность 
потока излучения абсолютно черного тела пропорциональна аб 
солютной температуре iВ четвертой ·степени .  
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З а кон Ламберта хар актеризует р аспределение энергии :излу 
чения абсолютно черного тел а по напр авл·ениям .  Согла·сно этому 
закону яркость .как  •спектр ального, так и интегр ального излуче
ния абсолютно черного тел а не  зависит от н апр авления : Во = 
= const ;  Ело = const ,  т. е. излучение д и ф ф у з н о е. 

Из з акона  Л а м берта ·следует, что яркость излучения абсо 
лютно черных поверхностей не  зависит от .их формы,  а количест
во лучистой энергии, испускаемой в данном на'пр авлении, опре-

Рис. 8 5 .  К определению 
телесного vгла 

деляется только велИЧ'J!НОЙ проекции этих поверхностей н а  
плоскость, перп'ендикулярную напр авлению излучения . Так ,  нан 
ример,  лучистые потоки 1сферы и плоской круглой пластины 
того же диаметр а в напр авлении нор м али к плоскости пластины 
одинаковы, еслrи излучение ·их диффузное. 

Из условия постоянс11ва яркост,и по наПр авлениям может быть  
получена зависимость между плотностью потока излучения Е0 и 
яркостью Во абсолютно черного. тела . Для этого необ�одимо вы
числить интегр ал по полусфере с использованием соотношениq 
( 8 .3 ) : 

21t 

Е0 = J 80 cos epdQ. 
о 

(8 .  1 7 ) 

Элементарный тел·есный угол dQ может быть выр ажен через 
углы <р И е СОГЛа·СНО р ис. 8 .5 :  

Тогда 

d,.... df rd<fr sin  <fd6 . d dn "'i = -= �sш ер ер v .  
r 2 r2 

21t 'lt/2 
Е0 = В0 J dв .\ cos ер sin epdep. 

о . о 

После интегрирования получим 
Eo = 'ItBo, 

(8 . 1 8) 

(8 .  1 9) 

(8. 20) 

т. е . nлотность потока излучения абсолютно черного тела Ео чис
л енно в n раз больше величины яркости его излучения. 
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Аналогичный р езультат получается для ·спектр ального излу
чения : 

Ело = 'ЛRло. (8 . 2 1 )  

8 .3. И ЗЛ УЧ Е Н И Е  Р ЕАЛ Ь Н ЫХ ТЕЛ 

Излучение ·Всех т.вердых, жидких :и газообр азных тел, встр е
чающихся в природе, существенно · отличается по хар актер у  

,р аспределения спектральной интенсивности излучен·ия п о  :длинам 
волн от излучения абсолютно черного тела .  По абсолютной ве
личине спектр альная инте•нс.и.вность излучения р еальных тел Еа. 
всегда меньше спектральной интенсивности 1излучения а бсолют
но черного rела Ело при той же тем· 
пер атуре и длине волны Л. МногИе 
же тед а излучают энергию в неболь
ших интервал ах длин волн  (ри � . 
В. 6) и имеют прерывистый спектр . 
Особенно это относится к газам ,  ко
торые при умеренных темпер атур ах 
излучают в определенных , сравни·  
тельно узких интервалах длин волн 
( полосах) . Для характеристики из · 
лучения реальных тел удобно ввести 
поияти е с п е к т р а л ь н о й с т е п е
н и ч е р н о т ы  или к о э ф ф и ц и
е н т  а ч е р н о т ы  е л 1 

Ел ел = в · 
л о 

Рис. 8.6 .  Спектры излvче-
ния : 

1-'абсо.лютно черное те.ло ; 2-серое тело 

(8 .  22) 

представляющего .собой отношение спектральной интенсивности 
излучения реального тела к спектральной интенсивности излуче
ния абсолютно черного тела при той же длине волны и при од
ной и той Же темлературе обоих тел. 

Для большинства р еальных тел спектр альная степень чер но
ты вл з авиоит от длины в·олны и темпер атуры . На рис . ·8 .7 и 8.8 
пр иведены примеры р аспределе�ия ·спектр альной интенсивности 
для вольфр ама  и платины [3 1 ]  по длинам воЛн .  Для ·Ср авнения 
там же н анесены спектральные инте�сивности для а бсолютно 
черного тела .  Как видно, •спектры излучения вольфрама  и пла
тины л·ишь только в общих чертах напоминают по своему хар ак
теру спектр абсолютно черного тела . Причем расnоложение мак
симумов .спектр альной интенсивности у них р азличное . В силv 
этого спектр альный .коэффициент черноты для этих материалов 
существенно зависит от дл1ины волны. На рис .  8 .9  представлены 
з ависимости спектральной степени черноты от длины волны для 
р азличных м атериалов в большом диапазоне дл.ин волн . Приве 
деиные примеры  показывают, что для реальных тел в л может 
существенно изменяться с длиной волны . В пр а.ктических р�сче-
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Е;, Вт/мl �А. 
8 
6 
� 
2 
о 

о 

' O, lf  
0, 3  
0, 2  

о 
1 3 Л, мкм · 

Рис. 8.7.  Спектр 
излучения воль
фрама ПРИ Т = = 2450 к 

Рис. 8.8. Спектр 
излучения плати
ны ПРИ T = l 335 к 

, !Z 16 20 -i,икм О 

Рис. 8.9. Зависимость спектральной степени 
черноты sx от длины волны� 

1-платина ;  2-вольфрам ; 3-шамот;  4-нержаве
ющая сталь ( без термообработки) :  б-титан ( без 

термообработки) ;  б-алюминий полированный 

Рис. 8. 1 0. Спектр ы  излv-
чения серых тел : 

1-e= l - абсолютно черное 
тело; серые тела 2-е=О,В,  

3---<t=О,б; 4-е=О,4 

тах удобно использовать интегр альную ступень черноты в, пред
ставляющую собой отношение плотностей потока излучения да н 
ного тела Е и абсолютно черного тел а Ео: 

Е 
€ = - . (8 . 23 )  

Е о 
Для некоторых м атериалов, например, шамота, интегр альна � 
степень черноты довольно вьюока (0 ,8-0,85) ,  а спектр альны и 
коэффициент черноты значительно ·изменяется по длинам волн.  

При пр актическюм исследовании лучистого теплообмена из · 
лучение ·и поглощение многих реальных тел прибл,иженно можпа 
рассматривать как излучение и поглощение ·серых тел . 

Серым телом называется такое тело, спектр излучения кото
рого непрерывен и полностью подобен спектру абсолютно черно
го тела при той же температуре (рис. 8. 10) , а спектральная сте · 
пень черноты вл постоянна во всем диапазоне длин волн от 'А = О  

· до 'А =  оо и не зависит от температуры. 
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Очевидно, 'Величины 'спектр альной и интегр альной �cтeпeJI J1 
черноты для серого тела р авны : 8 л = 8 .  К: серому телу применн
м ы  с п01пр авкой на · степень черноты 8 за,коны Планка и Стефа
на  - Больцмана .  Закон Планка для· �серого ·рела имеет вид 

Е�. = еС1л-ъ [eC,/( "AT J _ 1 ] -1 ;  (8 . 24) 
закон Стеф ана - Больцмана 

Е = еа0Т4 -:::::- аТ4, ( 8 .  25 ) 
г�е а = вао - коэффициент излучения серого тела .  

1 
о, 8 2 -1--. 

о, " 
о, 
о, 

* 
2 

D 
5-

WJD 

г-

3 

* 

600 

..... 
-.... ........ v • /  --

,/ � --� ./ -
, � -

BDD IDDD IZDD Т,K 

Рис.  8. 1 1 . Зависимость интегральной стеnени 
черноты р азличных материалов от темnе

ратуры:  
!-ф арфор ; 2-шамот; 3-медь окисленная ; 4-
нержавеющая стаJiь (прокат) ; 5-титан (без тер

мообработки )  

Рис .  8. 12 .  Индикатрисы от
носительной: ярко·сти излv-

чения : 
1-абсоJiютно черное тeJio .  2-
серое тело; 3-диэJiектрики и 
окисJiеиные мeтaJIJIЫ ;  4-поJiиро-

ваиные мeтaJIJIЫ 

Закон Вина полностью спр аведлив для серых тел . 
Интегр альный коэффициент черноты 8 для реальных тел мо

жет существенно изменяться в зависимости от температуры .  
Примеры такой зависимости для некоторых м атериалов пред
ставлены на рис. 8 . 1 1 . 

З акон Ламберта,  спр аведливый для абсолютно черного и се
рого тела,  т. е .  для диффузного излучения, применим к р еаль
ным тел ам лишь частично. 

На  рис. 8 . 1 2  изображены типичные индикатрисы относитель
ной яркос11и излучения для р азличных тел . Диэлектрики ( изо
ляторы) и окисленные металлы, как правило, подчиняются зако
ну Л а мберта в диапазоне 'изменения угла qJ от О до 60°. Излуче
ние полированных металлов подчиняется закону Л а1мберта в 
более узком .J.иапазоне изменения угла Ч' (от О до 30°) . При этом 
яркость излучения диэлектриков при больших углах qJ умень
шае'!lся, а полированных металлов возра,стает. 

При расчетах излучения нечерных тел используется понятпе 
э ф ф е к т  и в н о  г о ( полного) и з л у ч е н  и я ,  представляющего 
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собой совокупность собственного излучения тела и отр аженного 
излучения других тел . 

Плотность потока эффективного (полного) излучения ЕаФ 
Вт/м2 пр едставляет собой сумму плотности потока собственного 
излучения тела Е ·и плотности отр аженного потока из.1учения 
Еотр : 

Е эФ = Е + Е отр =
Е + ( 1 - А ) Е11а,�. 

Аналогично для спектрального излучения 
Елэф= Ел + Елотр = Ел + ( 1 + Ал) Елпад, 

( 8 . 26) 

(8 .  27) 
где А л  - поглощательная способность спектр ального излучения .  

5.4. ЗАКО Н  К И РХГОФА ДЛЯ Н Е П РОЗРАЧ Н ЫХ Т ЕЛ 

З акон К:ирхгофа у·станавливает зависимость между плотно
стью потока излучения и поглощательной •способностью тел . 

Р ассмотр им ои·стему, состоящую из двух плоских бесконечно 
протяженных тел 1 и 2 ( р ис. 8 . 1 3 ) , находящихся в тепловом р а в 
новесии . 

т 
А 
Е 

1 

E/ Зfll 

----r .... 

2 

Е о 
А о= 1 
т 

Рис 8 1 3. К выводу за 
кона КирхгоФ а 

Тело 1 любое нечерное и хар актеризуется плотностью потока 
излучения Е и поглощателJ:'НОЙ способностью А . 

Тело 2 абсолютно черное.  Плотность потока излученпя дл я 
него р авна Е0, а поглощательная способность А 0 =  1 .  Темпер атур d 
обоих тел одинакова .  

К:ол,ичество энергии, которое .излучает абсолютно чер ное те.1о 
2 с единицы поверхности в единицу времени, р авно Е2эФ = Е0. 

К:оличество энерги-и , излучаемое серым телом 1 с ед:ин·ицы 
поверхности в единицу времени,  равно 

Е1эФ = Е -1- ( 1 - А) Е0 . 
Из условия теплового 

= Е2эф) 
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откуда пелучаем соотношение между плотностью потека излу
чения и поглощательной способностью тела 

Е - = Ео ,  А 
( 8 .  28) 

представляющее собой м атем атическое выражение закона Кирх
гофа . Сущность закона Кирхгофа состоит в ·том ,  что отношение 
плотности потока излучения тела к его поглоtЦательной способ
ности не зависит от физических свойств тела и для всех тел рав
но плотности потока излучения абсолютно черного тела при той 
же темлературе. 

Аналогично выраж,ение закона Кирхгофа для монохроматиче
ского излучещiя 

Ел - = Ел0 , 
Ал 

(8 .  29) 

т. е. отношение спектральной интенсивности излучения тела при 
определенной длине воЛны к его спектральной поглоtЦательной 
способности при той же длине. волны для всех тел одинаково и 
равно спектральной интенсивности излучения абсолютно черного 
тела при той же длине волны и температуре. 

Сопоставляя выр ажения ( 8 .22) и (8 .29) , можно записать з а 
кон Кирхгофа для монохром атического излучения в следующем 
виде : 

(8 . 30) 

Соответ.ственно для интегрального излучения из выражений 
(8 .23) и (8.28) 

(8. 3 1 ) 

Таким  обр азом, при р а�вновесном излучении степень черноты 
тел а численно р авна его поглощательной способности, как для 
интегр ального, так .и для монохроматического ( спектр альног€J) . 
излучения . 

8 .5. Л УЧ И СТ Ы й  Т Е П Л ООБМЕН МЕЖДУ ДВУМЯ ПАРАЛ Л Е Л Ь Н ЫМИ 
П О В ЕРХНОСТЯ М И  

При исследовании лучистого теплообмена между твердыми 
телами пользуются двумя методами:  м е т о д о м м н о г о к р а т 
н ы х  о т р а ж е н и й  {5, 3 1 ,  59] и та1к называемым м е т о д о м 
с а л ь д о  [3 1 , 59, 1 4] . 

Преимущества первого метода состоит в том, что он нагляд
но вскрывает механизм протекания лучистою переноса тепла от 
одного тела .к другому. Однако метод многократных отр ажений 
связан с громоздкими  выкладками .  Метод •сальдо базируется на 
использо.вании плотности эффективного или полного потока из
лучения ЕэФ и поз·воляет рас-считывать лучистый теплообмен 
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между любыми произвольными т,вердыми телами  по довольнu 
простым ·соотношениям .  В данном учебнике используется мето 1 
сал ьдо . Расчет процессов переноса лучистой энергии между 
твердыми телами  проводится для частного случая,  Iюгда теJ1 а  
являются серыми и,  следовательно, степень их черноты и погло
щательные способности не зав.исят от темпер атуры и длины 
�олны.  Излучение серых тел как монохроматическое, так и пол
ное подчиняет.ся закону Лам берта во всех напр а·влениях. 

1 . 1 2 

Рис. 8: 14 .  Лучистый теп
лообмен между двумя 
серыми пuверхностями 

Рассмотрим  две параллельные серые пл а,стины бесконечноi"r 
протяженности (рис . 8 . 1 4 ) , имеющие р азную темпер атуру и ра ·j 
деленные непоглощающей средой.  Первая  пластина с темпер а
турой Tt обл адает со6ственной плотностью потока излучения В1 
и поглощательной ·способностью А1. Втор ая пла,с'f!ина · ,с темпер а 
турой Т2 характеризуется ·Соответственно собственной плотно
стью потока излучения Е2 и поглощательной способностью А2.  
Примем ,  что Т1 > Т2• Тогда ·пластины будут обмеН'Иваться лучис
той энергией, в р езультате чего между ними установится стацио
нарный лучистый тепловой поток, напр авленный от более гор я 
чей поверхности 1 к более холодной 2: 

(8 . 32 ) 

где Е1эф - полная плотность цотока излучения 1 -го тела ,  Вт/м2 ; 
Е2эФ - полная плотность потока излучения 2-го тела ,  Вт/м2 . 

По определению (8 .26) 
ElэФ = El -f- ( 1 - A l) Е2эФ; 

Е2эФ= Е2 -f- ( 1 - А2) ЕlэФ · 

(8 .  33) 

(8 .  34) 

Решив систему уравнений (8 .33) и (8 .34) относительно Е1эф 
И Е2зф, получим 

(8 .  35) 

(8 .  36) 
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Подставив выражения Еtэф и Е2эф (8 .35)  и (8 .36) в р авенст
во (8 .32 ) , найдем величину лучистого теплового потока 11 Вт/м2 : 

Е1А2 - Е2А1 
q1 2 = · 

А1 + А2 - А1А2 
(8 . 37) 

Но согласно закону (8.25) 

(8 . 38) 

Подставляя .выр ажения Е1 и Е2 из системы (8 .38) в р авенство 
(8 .37) и учитывая,  что в1 = A t и в2.=А2, после преобразований по
лучим окончательные формулы д.r1я расчета лучистого теплоо1-
мена системы двух .серых пар аллельных поверхностей бесконеч
ной протяженности : 

!АЛИ 

(8 . 39) 

q1 2 = sнр"о (тi- т�) .  (8 . 40) 
где Впр - приведеиная .степень черноты системы тел 1 и 2;  

е - 1 (8 . 4 1 )  пр -- lie t + l /e2 - 1 ' 

8 6. Л У Ч И СТ Ы й Т Е П Л ОО Б М Е Н . М ЕЖДУ ДВУМЯ АБСОЛ ЮТНО 
Ч Е Р Н ЫМ И  П О В ЕРХНОСТЯ М И, П Р О ИЗ ВОЛ ЬНО 
РАС П ОЛ ОЖ Е Н Н ЫМ И  В П РОСТРАН СТ В Е  

Раосмотр·им два абсолютно черных тела,  произвольно р аспо
ложенные в пространстве. В ыдели \i на поверхности первого тела 
( рис. 8 . 1 5) элементарную площадку dF1, а на  поверхности вто
рого - элементарную 'Площадку dF2• Примем,  что темпер атур а 
поверхности первого тел а больше, чем второго . Количе.ство лу
чистой энергии, которое излучает элементарная площад:ка dF1 
в на1Пр авлении площад.к•и dF2 за  единицу 1времени согл асно ур ав
нению (8 .3) р а·вно 

(8 . 42) 

а площади dF2 в .напр авлении площадки dF1 •соответственно :  
dQ2 .. t = В0 2 c o s  r.p2df22dF 2 • (8 . 43) 

Здесь Bot и Во2 - яркости тел 1 и 2; 
dQ1 и dQ2 - элементарные телесные углы,  под которыми 

«видны» площадки dFt и dF2 из точки на пра
тивоположной площадке; 

9* 

<р1 и <р2 --- углы между напр а,йлеwием излучения и нор 
м алью .к площадкам  dF1 и dF2 соответст
венно . 
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Так как температуры тел не одинаковые ( Т1 > Т2) , то резуль
тирующий лучистый поток р авен 

dQ1 2 = dQl_.2 - dQ2-+1 •  (8 . 44) 
Телесные углы 

' 
о, 

ttF1 
· т, 

dra _ dF2 cos tp2 . ;:,:; 1 _ ' 
r2 

dra _ dF 1 cos tf'l ;:,:; 2 _ ' 
. r2 

Рис. 8. 1 5 .  К р асчету ЛУ-
чистого теnлообмена 
между поверхностями. 
произвольно расnоло
женными в nространстве 

( 8 .  45 )  

(8 . 46) 

где r - расстоя.ние между центр ами элементарных площадок 
dF1 и dFz. 

Сделав соответствующие подстановки •в р авенство (8 .44) , н ай
дем величину результирующего лучистого теплового •потока с эле
мента поверхности первого тела на  элемент поверхности второго 
тела 

dQ - (В - В  ) COS tf>J COS 'f2 dF dF 1 2 - о 1 о 2 r2 1 2 · (8 . 47) 

Выразив яркости Bo t и В0 2 согласно формулам  (8.20) и (8 .25 )  

и проинтегриров.ав выр ажение (8.47) по обеим поверхностям ,  по
лучаем окончательно полный лучистый поток от первого тела кJ 
второму 

' 

(8 .  48) 

или 
(8. 49) 
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где Н _ (' \ воs 1Р1 cos 1Р2 dF dF 1 2 - J .) nr2 1 2 
р, Fo 

(8 .  50) 

и_меет р азмерность площади и называется 1в з а и м н о й  'П о в е р х
н о с т ь ю  и з л у ч е н и я  т е л  1 и 2. 

Из условия �симметр ичности выр ажения (8 .50) ,вытекает , что 
Н1 2=Н2 1 • (8 . 5 1 ) 

Таким образом, расчет лучистого теплообмена между двумя 
абсолютно черными телами,  произвольно р а,сположенными в про
странстве, по существу овод�ит·ся к определению вза·имной по
верхности излучения Н1 2, котор ая является геометрической ха
р актер,истикой �истемы.  

Другой геометрической характеристикой ,системы являетс.:r 
к о э ф ф и ц и е н т о б л у ч е н н о с т и ер. 

Коэффициентом облученности (или угловым коэффициентом ) 
называется отношение потока излучения одного тела, падающего 
на другое тело, к пол�J-ому полусферическому потоку излучения 
первого тела. 

Коэффициенты облученности · в отличие от Н1 2 безразмерны 
и для каждого из двух тел индивидуальны ; 

Q1-+2 Q2->1 (8 52) Ч'1 2 =� · ff2 1=� · . 

Выр ажения Qi-+2 и Q2-+1 получают·ся 'Интегрированием р а 
венств (8.42) и (8 .43 ) по F 1  и F 2  с rсоответствующими подста
новками,  аналогичными использо,ванным при получении выр а 
жения Q1 (8.49) , и им-еют -вид 

Q · _ Т4 � � cos IP1 cos 1Р2 dF dF 1 1.,..2- 00 1 2 1 2 • 
nr 

F 1 Fo 

Q _ т4 � � cos �Р1 cos �Р2 dF dF 2 ... 1 - 0о 2 1 2 ·  
nr2 

р, р, 
Полные потоки излучения тел 1 и 2 

Q1=E0 1F1= a0T1F1 ; Q2= a0T�F2 • 

t 
J 

(8 . 53) 

(8 . 54) 

Сделав подсталовки в р авенствах (8 .52) , получим окончательное 
выражение для коэффициентов облученности системы из двух 
тел : 

_ _  1_ � � cos 1Р1 cos IP2 dF dF . Ч'1 2- F 2 1 2 • 
1 nr 

F1 F ,  _ _  1_ � � cos 1Р1 cos 1Р2 dF dF т 1 2 "  т21- F2 nr2 
р, F •  

l 
� 

j 
(8 . 55) 
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Связь между коэффициента ми облученности и взаимной поверх
ностью излучения Ht 2 вытекает из сопоставления выр ажени ii 
(8 .50) и (8 .55) : 

(8 . 56) 

(8 .  57) 

Соотношение (8 .57) выр ажает так называемое с в о й. � т  в о 
В 3 а И М Н О С Т И ЛУЧИIСТЫХ 'ПОТОКОВ. 

w - - - - - - - - -
' 

hr l 
1 

• hz w - - - - - - -
' r h, l  
1 

, Рис. 8. 1 6. Коэффициенты облv
ченности и взаимные поверхно

- сти излучения некоторых сис
тем 

Расчетную формулу (8 .49) для лучистого потока между дву
мя абсол ютно чер ными т.ел ами можно записать с помощью ко
эффициентов облученности : 

Q1 2 = ::1o (Т�- Т�) F1'f1 2 = 0o (Ti - Т�) F2'f2 1 
и л и  

( 8 . 58 ) 
( 8 . 59) 

Коэффициенты облученности и взаимные поверхнос'Ги излучен и и  
з ависят о т  формы и расположения тел , н аходящихся в лучистом 
взаимодействии друг с другом . Р асчет этих величин трудое м о к 
и .для сложных систем выполняется н а  ЭВМ. 

Для на1иболее простых случаев лучистого теплообмена ,  часто 
встречающихся в технике, коэффициенты облученности и вз аим
ные поверхности .излучения раосч•итаны и приводятся в справоч
никах [3 1 ,  86]. На Р•ИС . 8 . 1 6 пр едста·влены примеры некоторы'< 
часто IВстречающих,ся в практике случаев р а•сположения излу
ч ающих поверхностей в проётранстве, для которых велич ины C(J I  2.  h ! h ' p  ср2 1 и Н могут быть вычислены по формуJ1 ам : <?1 2 = --" 2 ;  <р2 1 = :rtr4 
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8.7 Л УЧ И СТЫ И Т Е П Л О О Б М Е Н  М ЕЖДУ Т ЕЛОМ И Е ГО ОБОЛО Ч КО И 

Р асс:vrотрим лучистый перенос тепла между двумя серымд  
те� а ми  (р ис . 8 . 1 7 ) ,  ,из которых одно (тело 1 ) , не имеющее вогну
тои поверхности, находдтся внутри тел а 2 (оболочки ) . При  это�г 
все излучение с поверхности тела 1 rtопадает на  поверхностt> 
тела 2. Излучение же с поверхности тела 2 только частично по
п адает н а  поверхность тела 1 ;  другая часть этого - излучения про
ходит :vrимо тел а и облучает собственную поверхность тел а 2.  

Рис .  8 1 7. Лvчистый теп
лообмен между телом и 

оболочкой 

Эта часть излучения хар актер изуется .к о э ф ф и ц и е н т о м  с а 
м о о б л у ч  е н и я ср2 2• Примем ,  что темпер атур а Т1 тела 1 вы -
ше темпер атуры Т2 его оболочки. -

Полный лучистый поток, посыл аемый телом 1 в единицу вр.:- 
мени ,  р авен 

(8 . 60) 

и, соответственно,  поток от второго тел а 

Q2эф = Q2 + ( 1 - А2) <fi2 1Qlэф + ( 1 - А2) <f!2 2Q2эф · - (8 . 6 1 )  

Здесь Q 1 и Q2 - собственные лучистые тепловые потоки тел ; 
А 1 и А2 - поглощательные ·способности тела 1 и тел а  2 ; 

ср2 2 - коэффициент 'самооблучения . _ 
Результирующий лучистый тепловой поток от тела 1 к телу 2 

Q1 2 = Qlэф - <р2 1Q2эф · (8 . 62) 

Учитывая ,  что для второго тела сумм а  коэффициентов облучен 
ности ср2 1 1и самооблучения ср2 2. р авн а  единице,  т. е .  

<f!2 1 + <f!2 2 = 1 '  (8 .  63) 

найдем выр ажение для пол ного лучистого потока с пОIВерхноспr 
тела 1 ( Q1эФ ) . Для этого в уравнение (8.60) подставим  значеюН; 
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для Q23Ф из ур авнения (8 .6 1 )  и после неслоЖJных преобр азований 
получим 

А 2  ;+ A1'f2 1 - A1A2'f2 1 
Аналог.ично из ур авнений (8 .60) и (8 .6 1 )  с уче11ом 
( 8 .63) найдем выр ажение Q2эф 

Q2 + ( 1 - A2) Q 1  Q2эФ A1'f2 1 + А2 - A1Az'f2 1 

(8 .  64) 

·выр ажения 

(8. 65} 

Подстави11 выр ажения (8 .64) и (8 .65) в р авенство (8 .62) , полу-
чим 

. 

Q _ A2Q1 - A1'f2 1Q2 1 2- А2 + A1'f2 1 - A1A2'f2 1 
(8 .  66} 

Согла•сно закону Стефана  - Больцмана (8.25) >собствеRН.ЬIQ лу
чистые пото,ки обоих тел р авны соо11Ветствен.но 

Q1 =E1F1= e1a0TiP1 ; Q2=E2F2= e2a0T�F2. 
Приняв приближенно, что A t = et, а А:�. = е2, получим 

( 8 . 67) 

Та:к ка.к коэффициенты облученности ·с.вязаны •С взаимной по- . 
верхиостью излучения соотношениями (8 .56 ) , а 1Р1 2 = 1 ,  то 

r.p1 2=H1 2/F1= 1 , а r.p2 1 =H1 2/F2 
и выр ажение для результирующего лучистого потока через вза
имную поверхность излучения имеет .вид 

Q1 2= eпpao (Ti- T�) H1 2 • (8 . 68) 
. 1 

где sпр = приведеиная степень черноты систе-
1/е 1 + 'f2 1 ( 1 /е2- 1 ) мы. 

Для того чтобы найти коэфф ициент облуче.нности ср2 1 , пред
полож�им ,  что •Систем а  находи11ся в термодинамическом р авнове
сии. В этом случае температура обоих тел одинакова Tt = T:�. = T, 
а р·езультирующий лучистый тепловой поток Qt 2 р авен нулю. 
Тогда из р авенс11ва (8 .67) получаем 

(8 . 69 ) 

Окончательно результирующий лучис-тый тепло.вой поток можно 
представить в виде 

(8 . 70) 
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где •·ри-ве,в;енная ·степень черноты системы 

1 snp 

= 

-l-/E_l_+_(F_1_/F_2_)_(_l/-E2---l-) (8 .  7 1 )  

В ча·стном случае, .когда площа,щи ПО'Верхности тел F1 1И F2 близ
ки пе воеличине, т. е .  F1/F2 � 1 (1рис. 8. 1 8, а) ,  выр ажение для Eup 

Рис. 8. 1 8. Предельные слvча� соотношения 
поверхнqстей тела 1 и оболочки 2 

(8 .7 1 )  со.:впадает с р анее полученным для двух бе·сконечно про
тяжен:иых пар аллельных поверхностей (8 .4 1 ) .  В этом ,случае 
согласно выражению (8 .69) с:р2 1 � 1 ,  т. е .  все излучение оболочки: 
(тел а 2) попадает на  тело 1 .  Если одно тело мало по сравнению 
с другим (Ft � F2)  (рис. 8. 1 8, б) ,  то значение коэффициента об-

Р.ис. 8. 19 .  З амкнvтые систе
мы из двух поверхностей. 
одна из которых не и меет 

вогнутостей 

1 

.пученнос'Гiи с:р2 1 � О, а Eup�e1 . Аналогичный результат имеет ме
сто независимо от :соотношения площадей Ft и F2, когда обо
лочка является абсолютно черным телом ( 82. :== 1 ) .  

Полученные соотношения для лучистого теплО\Воrо потока 
(8.70)  и приведеиной степени черноты системы (8.7 1 )  пригодны 
для произвольных замкнутых систем, в которых одна из поверх
ностей не имеет .вогнутостей (риtе . 8 . 1 9 ) . 

8 8. Л УЧ ИСТЫй Т Е ПЛ ООБМЕ Н В ЗАМКНУТО й СИСТЕМЕ 

Рас<емотр·им 'Систему, состоящую из n абсолютно черных тел 
заданной геометрии и имеющих темпер атуру •соответ.ственно Т1 ,  
т2 . . . .  , т�. · 
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Так как система замкнута ,  то каждое из тел может обменп
ваться лучистой энергией только с другими  телами данной с и 
стемы .  

Результирующее излучение любого тела ( 1 ) с остальны:vы 
р.авно 

Qpeзl = Q1 2 + Ql з +  • · · + Qln ' (8 . 7'2) 
Результирующие потоки излучения для каждой пары тел опреде
.1ятся из уравнения (8 .59) . Тогда 

Qpeзl = (Q1Cfl 2 - Q2cp2 l) + (Qlcp1 3 - Q3cp3 1) + · · · + 
n n 

+ (Qlcpln - Qncpпl) = Ql � Р11 - � Qlcpil . 
n 1 = 1 1 = 1 

( 8 .  73) 

Для замкнуто й _  с истемы � ср11= 1 .  Тог да окончательно получаем 
i = 1 !l 

Qpeзl = Ql - � Qi Cfil ' (8 . 74) 
1 = 1  

Соотношение (8 .74 )  учитывает самооблученность повер хност,r 
(<p1 t ) и поэтому пригодно как для выпуклых, так и для вогну-
тых поверхностей. 

. 
Дополнительным услоВ'ием при  решении конкретных зада '1 

для замкнутых систем является очевидное соотношение 
n 
� Qpeз i = O.  
i=l  

(8 . 75) 

Совершенно аналогичным путем может быть получено выр аже
ние результирующего лучистого потока для замкнутой систе:-м,,J ,  
состоящей и з  n ·серых тел . В этом случае во все формулы  вме
сто потоков собственного >излучения тел войдут потоки эффектип
ного излучения .  Тогда 

. n 
Qpeзl = Qэфl -- � Qэф icp/ 1 '  

i = l 
(8 .  76) 

Нетрудно убед:иться, что последнее соотношение является наи 
более общим и из него могут быть получены как частные случаа  
все  р анее выведе.нные соотношения для замкнутых систем,  сос
тоящих из n а бсолютно черных тел (8 .73) . или из двух серьп 
тел (8 .70)  .и (8 .40) . 

Однако пр·и решении конкретных задач лучистого теплообме
на  ::vrежду 'Серыии тел ами значительные трудности возникают пр  н 
определении QэФ · Поэтому расчетные соотношения удается н о 
.1учить лишь для неко'Горых простых частных случаев .  
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8.9. В Л И Я Н ЦЕ ЭКРАНА НА Л УЧ И СТЫИ Т ЕПЛООБМ Е Н  

Лучистый тепловой поток от  одного тела к другому може r 
быть значительно уменьшен,  если между ними поместить непр J 
з рачный экр ан .  Рассмотрим для простоты две пар аллельные бес 
конечно .протяженные ·стен:ки (рис .  8.20) с одинаковым коэффи
циентом черноты вt = вz= в .  Если принять, что темпер атур а пер 
вой ·стенки больше, чем темпер атур а второй, то результирующий 
лучистый тепловой поток м ежду ними р авен · 

где 
q1 2= sпpcr0 (Ti - Т�) ,  

Р и с .  8 2 0 .  К расчетv ЛУ
чистого теплообмена при 

на.1ичии экрана 

7i '  
Е, ,  

' 

Тз ;  �э 

2 

Поместим между этими •стенками тонкий непрозрачю�Iй экр а ·{ ,  
выполненный из того же м атериала ,  что и обе стенки. Тогда ко
эффиц•иент черноты экр а н а  вэ р а•вен Bt 'И вz. 

Рассмотр им лучистый теплообмен в такой системе .  Если эк
ран сделан из м атер иала с выоокой теплопроводностью

·
, а eto 

толщина достаточно мала ,  'го можно считать, что на обеих по 
верхностях экр ана установит·ся одинаковая темпер атур а Т8• 

В это:-.1 случае . лучистый тепловой поток от стенки 1 к экрану  
р авен 

qlэ= sao (Ti - т:) .  
а от  экр ана к стенке 2 -

qэ2= scro (т: - Т�) . 

Так как режим лучистого теплообмена стационар ный, то 
до.т1жно выполняться' услов'ие 

(8 . 77) 
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Здесь q1 2' - лучистый тепловой поток от стенки 1 к стенке 2 
при  наличии экрана .  От.сюда 

(8 . 78) 

Сложив уравнения системы (8.78) , получим !ВЫражение дл я 
qt z'- 1 

q1 2 1 и -- = -
q1 2 2 

( 8 . 79) 

Таким образом,  установка между двумя стенками э:юрана  из то
го же матер,иала уменьшает лучистый тепловой поток в два ра 
за .  Легко _показать, что при установке между стенками n экр а
НО'В из того же м атериала .величина лучистого потока между ни-
ми у.меньши11ся в n+ 1 р аз .  , 

Для наиболее общегQ случая, когда ·степени черноты стенок 
Bt и 82 :и в·сех n Э!Кранов ( вэ i ) р азличны, можно получ>ить [59} 
следующее ·соотношение: 

(8 . 80) 

где епр - пр:иведенная степень черноты •системы без экрана  
(8 .4 1 ) .  При n = l и вt = В2 = вэ из соотношения (8.80) получае}i 
q{ 2/q 1 2 = 1 /2, т. е. подтверждается полученный выше частный 
случай (8 .79 ) . 

' 
Если, н апример, n =  1 ; B t  = е2 = О,8 ;  вэ = 0, 1 ,  то q{ 2/q1 2 = 1 / 1 3 ,7, 

т. е. тепловой поток снижается 1в 1 3 ,7  р аза ,  а если число экр анов 
увеличить до n = 5, то тепло,вой поток снижае'ГСя уже в 64 .р а за .  

Из этих примеров 'Видно, что тепловые экр аны целесообр азна 
дел ать многослойными и из материалов,  имеющих м алую сте
пень черноты или,  •соответственiНо ,  высокую отр ажательную спо
собнасть . 

8. 1 0. И З Л УЧ Е Н И Е  И П О ГЛ О ЩЕ Н И Е  ГАЗО В  

При высоких темпер атур ах газа ,  которые р азв·ив аiе'ГСЯ в ка
мерах сгорания ЖРД, в электrродуговых устано!Вках, при поле rе 
летательных аппар атов в атмосфере с гиперз.вуковыми скоро
стями ,  необходимо учитывать перенос тепла излучением . Тепло
вое излучение газа зависит от его термодинамического состояния 
и состава .  ) 

Спектр ·излучения высокотемпер атурного газа ,  ·состоящего И3 
молекул , атомов и ионов, очень •сложный. Он состоит из линий, 
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полос и непрерывного 'опектр а [ 1 9, 54, 57]. При переносе тепл а 
путем излучения 1В таком газе необходимо учитывать вклад изJIУ· 
чения всех составляющих газ а :  молекул, атомов, ионов в широ
ком диапазоне длин волн - от ультр афиолетовой области (Л. = 
= 0, 1  мкм ) до инфр акр асной (Л. = 50 мкм ) . 

1} 
� � ,.; �t5ooo r--���r-�-r--r--�-�� 
� '1::1 

р"р. 
Hz (2+) 
рр, 

0 Рсб-сб 
0,1 0,2 0, 3  0, 4  0, 5  Длuно §олны),,мкм 

Рис. 8.2 1 Спектральная излvча
тельная способность Ел слоя воз
духа толщиной l= 1 см при Т= = 12 000 1( и Q == po (нормальная 

плотность [9]) :  
А -•суммарное излучение ; 8-0, l  интенсивности излу
чении черного тела;  N, ( l + ) ,  N, (2+ ) ,  N, ( ! - ) -излучения 
1 -й, 2·й положительной и 1 -й  отрицательной полос'>! 

молекулярного азота ; р.�е и ' (J.�e -излучения от сво

бодно-связанных переходов атома азота и кислорода ;  1-1 � в  • с в -излучение от свободно-свободных перехедов 

В качестве примера на р.ис .  8.2 1 приведено раСПf'�деление 
·спектр альной излучательной способности (Ел ) для различных 
компонентов -слоя воздуха толщиной l = 1 см при Т = 1 2 000 К и 
Q = Qo (нор м альная 'плотность) [57] . 

Из рис. 8.2 1 видно, что излучение высокотемперату}!>ного га
за  происходит ·в широком диапазоне длин волн .  

При р ассмотрении процессов теплового излучения газа  целс· 
сообр азно использо1вать феноменологические методы исследова 
ния .  В э·юм ·случае газ  р ассм атривается как ·сплошная �реда, 
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обладающая дополнительными,  ·С р анее известными (вяз.кость <I 
теплопр(jводность) свойствами ,  определяющими лучистый пере
нос тепла .  При этом поле излуче'НИЯ можно пре,щставить 'Как  по
ток тепловых лучей, пронизывающих газовый объем по всем 
направлениям,  согласно концепции геометрической оптики.  Спе
циальные исследования [28] показывают, что применение указан 
ного метода опр авдано в случаях, когда хар актерный р азмер 
значительно больше длины волны излучения, а время процесса 

Рис 8;22. К: определению 
спектральной интенсивности 

излучения газа 

много больше периода колебаний в-сех ч астот, содержащихся '3 
излучении .  

Поток тепловых лучей, р аспростр аняющихся в газовом об;,
еме,  характер изуется rвеличиной с п  е к т р а л ь  н о й  у г л о в о й 
и н т е н ·с и в н о 'С т и и з л у ч е н  и я Jл (или сокр ащенно - спек
тр альной интенсивностью излучения ) , имеющей размернос г '>  
Вт/ (м3·ср ) . Для определения спектр альной интенсивно·СТIИ излу
чения р а сомотрим в газовом ·объеме uрои3'вольно ориентирован 
ную элементарную площадку dF (рис .  8 .22) . Выберем н а  этой - -
площадке точку Р (r) и •из нее проведем нор м аль n к площадке. 
В заданный момент времени тепловые лучи, составляющие по.'Iе 
излучения,  пер есекают з аданную элементарную площад.кt, dF н о  
всех направлениях.  Выберем про1Извольное напр авление L, сос--
т авляющее угол 'Р с норм алью n и раосмотрим излучение в дан--
нам направлении .  Примем линию в напр авлении L за  ось эле 
ментар ного конуса телеоного угла dro . Из каждой _;очк·И площад-

ки dF построим конусы с осями, пар аллельными L 'И  телесным i1 
углами  dro пр и  вершине .  Эти конусы обр азуют полубе.сконечный 
усеченный конус с телесным уг�ом d� и площадью поперечного 

сечения,  содержащей точку Р (r) , перпенд'икуляр ной напра'вле

нию L и р аВ'НОЙ dF cos !р.  
Если  полное .количество спектр альной лучистой энергий, про

ходящее через площадку dF внутри конуса dQ в интервале длин 
волн от Л до Л + dЛ за  единицу времени р авно dQл" , то спект-
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ральная .интенсивность излучения определяется ·следующим вы
р ажением : 

lл = dQл'f dF cos 'fdQd'л. 
( 8 . 8 1 )  

Спектрал ьная интенсивность  излучения ! л  -- это количество спектральной лучистой энергии, заключенное в единичном интервале длин волн и в единичном телесном угле, которое проходит за единицу времени через единичную площадку, расположенную перпендикулярно к направлению излучения. 
Величина спектр альной интенсивности излучения зависит от длины волны Л, временн .-, К?_ординат х, у, z раосматриваемой 

точк� Р и направления луча L. Если Jл  не зависит от н апр авле
ния L, поле излучения н азывается и з  о т р о п н ы м.  

Если спектр альная интенсивность излучения J л не за,висит от 
положения точки Р (7) (координат х, у, z) , поле излучения называется о д н о р о д н ы м . 

Если известно р аспред�ление спектр альной 'Интенсивности по напр авлениям и по длинам волн ,  то 'величина лучистого теплового потока qя Вт/м2, проходящего через произвольную единичную площадку, определяется формулой 
00 

qR = .f S lл cos cpdr2dЛ.. 
4" 0 

8. 1 1 . РАД И А ЦИ О Н Н ЬI Е  С ВО йСТВА ГАЗОВ 

(8 .  82)  

Взаимодействие поля излуче,ния с газовой средой определяется способностью этой среды испускать, поглощать и рассеивать лучистую энергию. Указанные свойства газовой среды (так  н а зываемые радиационные свойства )  выр ажаются с помощью ооответ·ствующих .к о э ф ф ,и ц и е н т о в и з л у ч е н 'И я хл , п о г л ощ е н и я  ал и р а •с с е я н и я  � л , которые могут р а,ссматри
в аться как некоторые физ,ические характер%стики среды. Спектральным объемным коэффициентом .излучения хл на· зывается количество спектР'альной лучистой энергии, ·излучаемое единицей объема среды за единицу времени в единичном телесном угле и единичном интервале длин волн, т. е. 

( d Q'л·" )изл 
dVd Qd'л. ( 8 .  83) 

и имее1 р азмерность Вт/ (м4·ср ) . Коэффициент излучения Хл з а
ВИС'ИТ от длины волны и параметров ·состояния среды ; кроме того, он зависит от направления луча .  Однако для газовых сред экспериментально было установлено, что коэффициент ;излучения 'l. Л  является изотропным,  т .  е .  не з ависит от напр авления излуче-
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ния .  Если известен коэффициент излучеJ�ия х л ,  то количество 
спектр альн�й лучистой энергии подсЧJитывается по формуле 

(8 . 84) 

Полная �спектр альная лучистая энергия, излучаемая элементом 
объема dV в интервале длин волн от 'А до 'A + d'A в едИJницу вре- 
мени во ·В'Се простр анство, р а,вна 

( dQл)изл = 4:n:xлdV dЛ. (8 .  85 ) 

Для хар актеристики ·интегрального излучения используются по· 
нятия .и н т е г р а л ь н о г о о б 'Р е м н о г о к о э ф ф и ll; .и е н т ;э. 
и з  л у 1f е н и я ( или  просто :коэффициента излучения)  

(8 .  86) 

и и н т е г р а л ь н о й  и н т е н с и в н о с т и  и з л у ч е н и я  
00 

J = .\ lлdЛ. (8 .  87) 
о 

ПGлное колич�ство лучистой энергии, излучаемое единицей объ
ема среды за  единицу времени, по в·сем направлениям ,  во ·ВСем 
диапазоне длин волн от 'А = О до 'А= оо, р авно 

'11 = 4:rtx. (8 . 88) 

Наряду с коэффи�иентом излучения необходимо В'вести характе
р истики, с помощью которых можно .было бы определить ослаб 
ление интенсивности излучения ·В среде. 

Раосмотрим прохождение теплавого луча со ·спек11р альной 
интенсивностью J л через элементарный,  оцтически неоднородный 
газовый объем,  ,площадь основания 'Которого (рис. 8 .23)  пер пен
дикулярна направлению излучения.  

Интенсивность луча будет ослабевать ·В•следствие логлощения 
и рассеяния излучения газа в р а·ссматриваемом объеме. В реаль
ных у·словиях такие оптиче,ски неоднородные газовые среды 
встречаются очень ча·сто. Н апример,  проду,кты ·сгор ания топлива ,  
протекающие по сопловому аппар ату ЖР Д, 'СОдержат во взве- , 
шенном состоянии частицы сажи и твердые ча•стицы, мелкис 
твердые час11ицы, образующиеся при горении Т1Вердого топлив!! в 
Р ДТТ, частицы пыли ,  дыма  'И капельки жидкости ·В атмосфер е 
Земли и т. д. При р ассмотрении переноса ·излучения в таких оп
тичесюи неоднородных 'Средах, в которых содержатся частицы 
различных размеров от долей микрона до сотен микрон, процес
сы рассеяния ·игр ают существенную роль, и ослабление интенсив
ности излучения происходит как в силу поглощения, так и в си
лу рассеяния лучистой энергии средой . 
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Относительное ослабление ,спектр альной интенсивности луча 
пр1и прохождении через слой газа толщиной dl пропорционально 
длине пути луча в этом слое, т. е . 

(8 . 89)  
Интенсивность излучения меняется по экспоненциальн01му за

кону при прохождении через слой толщиной l :  

J,. = J,.<0 > exp ( - J  Kлdl } (8 . 90 ) 

Здесь 1л<0 >- спектр альная rинтенсивность луча на  входе в р ас
сматриваемый газовый объем . 

d./, . 

Рис. 8.23. Прохождение луча 
через газовую среду 

Коэффициент прапорциональности Кл называется с п  е к т р а л  �-о
н ы м  к о э ф ф 1и ц и е н т о м  о с л а б л е н и я . Этот коэффици
ент, хар актеризующий ослабление интенсивности излучения пp ii 
прохождении луча через слой газа из-за логлощения rи с р а ссея
ния, скл адывает·ся из двух коэффиЦiиентов - спектрального ко
эффи�иента логлощения ал и спектр ального коэффициента р ас-
сеяния -�л · т .  е .  

Кл = ал+ �л · (8 .  9 1 ) 
Коэффициент поглощен·ия а л зависит от длины волны излучения, 
состояния газовой среды и состава газа .  З ависимости •Коэффи
циента логлощения ал ( или  а. ) с учетом переизлучения для воз 
духа от v =  1 /Л см-1 для р азличных давлений и температур !Пред
ставлены на рис .  8 .24,  8 .25, 8.26. Определение коэффициентов 
логлощения является сложной физико-математической з адачей, 
составляющей предмет специальных исследований ( 1 9, 28, 54 , 57, 
1 28] . Результаты расчетов коэффициентов логлощения для возду
ха в широком диапазоне длин волн Л = 0, 1 -7-50 мкм,  температур 
Т = 2000 К-7-20 000 К и давлений р =  1 0-3-7- 1 0  МПа представлены 
в работе [ 1 8] . · 

Зная ,коэффициент логлощения ал , можно р ассчитать количе
ство лучистой энерnии, поглощаемое за  единицу времени элемен
тарным объемом газа (см .  рис.  8 .23) с площадью поперечного 
сечения dF и длиной dl iВ направлении луча :  

(dQл)погл = - aлlлdFdldfl.dЛ.. (8 .  92) 

273 



274 

о 2 8 !О 

Рис. 8.24 З ависимость коэффициента поглощения 
воздуха от волнового числа v при Т= 6000 К 

1 
� 

� 
1 

IJ z 8 !О 
Рис. 8 25. З ависимость коэффициента поrлощения 

воздуха от волнового числа v при  Т= 1 О 000 К 



Ана.1огично, кол ичество лучи•стой энер�ии, которое рассеив а 
е т  элементарный объем ( с м .  ри•с . 8.23) за  единицу времен и , 
р_авно 

( dQл)pac = - �л] лdF dldf2d) . .  (8 . 93) 

РассеяНiие лучистой энергии твердыми частицами в оптич-е
ски неоднородной среде происходит нер авномерно по р азличны;-.r 
направлениям.  Для характеристики рассеяния излучения в опре-

10 * 

ю-s�l --�������������� 
о 2 4- 5 tJ 10 12 v, 10 4  см·' 

Рис. 8 26. Зав исимость коэффициента поглощения воз
духа от волнового числа  v при Т= ! б ООО К 

делен ном напр авлении необходимо р ас<считать индикатрису ра с-_,. � -+  
сеяния v (LL1 )  и коэффициеJ-IТ р а·ссеяния .  Индикатриса р а ссен--+ - -+  
н и я  v (LL1 ) опр еде.1яет долю общего излучения,  входящего в -+ 
элементарный объем (см .  рис .  8 .23) в н апр авлении

-+
L и раосеян -

ного этим объемом в произвольнам направлении L1 rвнутр и те
лесного угJн dQt . Вероятность р ассе!'!rния теплового луча внутr 11 
телесного угл а dQt в напр а�лении Lt, составляющего угол � с 
направлением входа луча L в элементарный газовый объем , 
р авна 

(8 . 94) 
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Очевидно, что •вероятность рас•сеяния теплового луча по 1всем на
правлениям пространства должна р авняться единице, т. е .  

(8 .  95) 

.. � ... 
В случае ·Сфер:ической индикатрисы рассеяния,  когда 'V (LL1 ) = 1 ,  
имеет место изотропное рассеяние излучения .  В действительно
сти р а·осеяние излучения р азл·ичными оптически неоднородным>� 
средами ·существенно отличаются от •изотропного. В этом случае 
распределение р а.ссеянного излучения по н апр авлениям з ависит 
от двух параметров :  от l = d/'A, представляющего собой отноше
ние диаметр а р ассеивающей частицы к длине волны спектраль
ного излучения,  'И от компле�сного показателя преломления ве-

1 J . 2а -
щества т =  

V Х. - t С Л, определяемого для заданной длины 

волны 'А значениями диэлектрической постоянной х и электропро
водности а. П ар аметр l учитывает влияние на  эффект р а ссеяния 
дифр акционных явлений, а пар аметр т - влияние электроопти 
ческих свойств вещест,ва ча•стицы . 

Для малых частиц (ко·гда l �  1 )  одинаковой геометрии,  но и �  
р азного м атериала,  индикатрисы р ассеяния будут •совершенно 
р азличные. Для диэлектрических частиц (малые т и тl �  1 )  ин
.iика'11риса р ассеяния описывается фор мулой Релея (2] : 

v (2�21) = С ( 1  + cos2 �) .  (8 .  96) 

где С - константа .  
На рис .  8.27 изобр ажена индикатриса р а.ссеян•ия ·на м алых 

ча-Стицах, построенная по формуле (8.96) . Видно, что индикат
риса р ас·сеяния является симметричной . Мак•симальная интен -... 
сивность р ассеяния имеет место при � = 0  (вперед по лучу L)  и . ... 
� = л: (в  обр атном направлении луча /�) .  Рассеяние в пер!Пенди-... 
кулярном напр а,влении в 2 р аза  меньше чем вдоль луча L. 

Для идеально проводящих (отр ажающих) частиц ( l� 1 , 
1 т 1 ----+оо ) р аспределение р а•с•сеянного излучения по напр авле
нию ·существенно отличается от релеевекого (рис .  8 .28) . Видно, 
что максимум интенсивности рассеянного излучения напр авле 1-1 ... 
противоположно ходу луча L. 

Для больших ча·стиц с d"::$> 'A ( / "::$> 1 )  индикатриса р а•осеяния 
(р,ис .  8.29 ·И рис.  8 .30) вытянута вперед по ходу луча .  Ка'К пока
зано ·В р а·боте [ 1 46], такой .специфический хар а.ктер инди1Катрис  
объясня-ется наличием особых дифракционных явлений н а  боль
ших частицах. По мере увел•ичения d/'A дифр а:кционно-рассея н
ное излучение все более концентрируется в узком пучке, направ 
ленном впер ед вдоль падающего луча .  
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Рис. 8.27. Релеевская индикатриса 
р ассеяния для малой частицы 

Рис. 8.28. Индикатриса 
р ассеяния для малой 
идеально ·проводящей 

--- . 
L 

ч астицы с \ т \  ___., оо 

--
-- L ,  

�--�-

Рис.  8.29. Индикатриса 
рассеяния для частиц vr
лерода (d/'Л= 0,75 и 

Рис.  8.30. Индикатриса 
рассеяния для идеально 
ПРОВОДЯЩИХ ЧаСТИЦ 

( l= lO ;  т = оо )  т= 2-i · 2Л3) 

(/ 4- 8 12 /В 20 29- 28 32 11'l 

Рис. 8 3 1 .  Зависи мость коэФФициента 
рассеяния ��� от величины параметра nl 

( \ т \ = 1 ,33) 

dt 

1� ..... 1 
t., 

Рис 8.32 . К выводу уравнения  
переноса излучения 
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Расчет индикатрис  р а.ссеяния и коэффициентов ра ссеяния д.1 я  
р азличных частиц ( к а к  'ПО р азмерам ,  так  и по матер иалу, из ко
торого состоит частица )  является сложной физическ<ой з адачей.  
Более подробно этот вопрос  раСiсм атривается в р а боте [ 1 46]. Н а  
р ис .  8 .3 1 пр едставлена зависимость коэффициента раосеяния �л 
от параметр а 'Jtl для капли воды ( l m l = 1 ,33) '[ 1 4] .  Из р1Исунк rJ 
видно, что по мере увеличения d/'A ослабевает зависимость .коэф
фициента рассеяния от пар аметр а l .  В 'пределе при l--нХ) Рл 
стреми'Гся к постоянному асимптотическому значению и не зави 
сит  от l. 

Если известны раД;иационные свойств а среды, то можно рас 
считать поле  излучения (т .  е .  р аспределение интенсивности излу 
чения J л по напр авлению ) . Для этого необходимо воспользов ать
ся ур авнением переноса излучения по н апр авлению, вывод кото
рого р а•ссм атр ивается ниже. 

8. 1 2 . УРА В Н Е Н И Е  П Е Р Е Н О СА ИЗЛ УЧ Е Н И Я 

Пусть простр анство заполнено оптшчески неоднородной сре
дой, содержащей твердые частицы из одного м атериала и одина 
кового р азмера ,  способной излучать, •поглощать и раосеивать лу 
чистую энергию. Р адиационные свойства  среды, а также инди 
катр исы рассеяния частиц, находящихся ·ВО взвешенном состо.�:
нии в среде, из.вестны. Рассмотрим тепловой луч интенсивно 
стью /л , ;проходящий через элементар ный цилиндр с площадью 
поперечного сечения dF и длин<:_й dl ( рис. 8.32) , ось коrоро,·о 

совпадает с напр авлением луча L. Основания р ассм атриваемого 
элементарного цилиндра перпендикулярны к .напр авлению лу-
ча [ Изменение интец.сивности излучения lл при  прохожденп11  
через элементар.ный цилиндрический объем, з аполненный оптиче
ски неодноро;:!!НОЙ •ср едой ,  опр еделяе·тся процессами  излучени:.� ,  
поглощения и 1р аосеяния,  происходящими  внутри данного элемен
та объема .  

Количество лучистой энерги,и , входящее через основаниеlэ.lе 
ментарного цилиндр а dF з а  единицу .времени внутр и телесного 
угл а dQ .в интервале длин волн от 'А до 'A + d'A определяется И '!  
выражения (8 .8 1 ) : 

(dQл)8x0 1 = fлdFdQdЛ.. (8. 97 ) 
Количество лучистой энергии,  выходящее 1из рассматриваемо:._о 

элементарного объем а чер ез основание dF в наПр авлении луча L, 
р авно 

( dQл)вых = ( 1 л+ dl л )  dF dQdf.. . (8 . 98) 

Изменение интенсИiвности излучения проходящего через элемен
тарный объем газа на величину dJ л определяется следующими 
процеосами ,  происходящими внутри цилиндр а :  
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Излучение газа  элементар ного объема вызывает у в е л и ч е н а е 
интенсивности излучения J л . По г лощени.е 

(dQл)погл = - aлJ,._dFdldiJ.dЛ 

и р а ссеяни� излучения газом на длине dl 

(dQл)pac = - �,._JлdFdldiJ.dl 

(8. 1 00) 

( 8 .  1 0 1 )  
вызывает о с л а б л е н и е спектр альной интенсивности излуче
ния J " · Кроме того, увеличение спектр альной интенсивности из-

.... 
JJучения J л в напр авлении L, вызывается р а ссеянием в данн Jм 
направлении ТIВердыми частицами лучистой энергии всех тепло
вых лучей,  пересекающих данный эJJементарный,  объем IПО всеl\'1 
направлениям пространства 

(8 .  1 02) 

Составляя баланс  ·излучения для элементарного объем а газа ,  
с учетом уравнений (8 .97 )  - (8 . 1 02 ) , получаем 

dJ,._dFdQdЛ = xлdFdldfl.dЛ - a,._J,._dFdldf2dЛ - �лlлdFdldfl.dЛ + 

( 8 .  1 03) 

Бели  р а ссматрив ать процессы пер еноса излучения как _ стацио
нарные, ур авнение (8 . 1 03)  после сокр ащения приним ает вид 

dl,._ 
�).  � 

.... � .... 
- = - (ал + �л) J,._ + хл + - lл!Y (L1 L) diJ.1• ( 8 . 1 04) 

dl 4:rt 

Полученное ур авнение (8 . 1 04 )  н азывается уравнением п е р ,;
н о с а и з л у ч е н и я .  Оно я1вляется сложным интегродифферен
циальным ур авнением, решение .которого ·в-стречает большие м а 
тематические трудности,  так к а к  необходимо вычислять интег · 
рал по всему пространству для известных индикатр ис  р а•ссеяния  
излучения частицами .  

В случае излучающей и поглощающей среды ур авнеНirе 
(8 . 1 04 )  приним ает вид 

dlл 
- = - алlл + х,._. 

dl (8 .  1 05) 

Это о быкновенное дифференциальное уравнение первого пор яд
ка  для спектр альной интенсивно·сти, решение которого не пред
ставJJяет никаких затруднений .  
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8. 13 .  ЗАI(О Н I( И РХ ГО ФА ДЛЯ ГАЗО В 

З акон Кирхгоф а,  целиком вытекая из 'Второго начала тер мо
динамики, устанавливает .авязь между спектральными коэффи
циентами излучен.ия и поглощения ·среды и формулируется сле
дующим образом : отношение спектрал ьного коэффициентfl излlj
чения "' л к спектрал ьному коэффициенту поглощения а л вависит 

только от длины волны и тем.перt!туры и 
не зависит от природы среды. 

Р ассмотрим замкнутую оболочку 
(рис .  8 .33) , внутренняя повер�ность ко
тор ой является абсолютно черной (ew = 
= 1 ) .  Оболочка з аполнена газом, н ахе
дящимся .с ней в термодинамическом рав 
новесии, т .  е .  темпер атур а газа  Т р авн а  
темпер атуре оболочки Т w. В этем ·случае  
теплообмен между газом и стенкой буде r 

Рис. 8 33. Газ в абсо- отсутствовать.  Следовательно, перенес 
лютно черной емкости излучения по любому направлению в газе 

будет р авен нулю:  

dlл --0 , dl (8 . 1 @6 ) 

а спектр альная интенсивность такого р авновесного излучения бу
дет зависеть только от дл;ины волны и темпер атуры .  Обозна 
чим ее через J лр . Очевидно, что ур авнение переноса излученип 
для юлучающей и поглощающей сред (8 . 1 05) примет вид 

хл - алlлр = О,  

откуда получаем 

(8 .  1 07) 

Это соотношение между спектр альными коэффициентами явля
ется м атематической формулой з акон а  Кирхгофа .  

В силу того, что оболочка являе'I'ся абсолютно чер ной, яр 
кость поверхности оболочки (Вло) постоянна •по различным на 
пр авлениям .  Так  как газ и твердая поверхность находятся в тер
модинамическом р авновееии, то 

(8 . 1 08) 

Закон Кирхгоф а строго ·С'пр аведлив только при наличми тер 
модинамического равновесия .  Следует иметь в виду, что при 
теплообмене между высокотемпер атурным потоком газа и пе
верхностью тер модинамического р а,вновесия нет. В этом случае 
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у_р авневие (8 . 1 07)  неприм.енимо. Тем не. менее .в большинстве 
практических задач по теплообмену при обтекании поверхност:i 
вш�сокотемпер атуряым газовым потоком ,выполняется уеловне 
лекального термодинамиче,ского р авновесия. Если среда н аходит
ся  в ле,кальном термодJинамическом р авновесии ,  то  процессы из
лучения :s элемента,рном о бъеме газа ,  имеющем темnературу Т, 
аналогичны процессам излучения, происходящим в р аосмотрен
ной: выше оболочке при этой же темпер атуре.  Причем нет необ
ходимости в том,  чтобы •среда была изотермической .  Температу
р а  в среде может изменяться от точки к точке, но каждый эле
ментарный объем среды излучает :и  поглощае.т так, •как если бы 
он находился в термодинамическом р а,вновесии .  

Частt> в пр актических з адачах удобно использовать интег
ральные характеристики : интегр альный коэффициент :излучения 
х (ур авнение 8.86) ,  ин-гегр альную интенсивность J (ур авнен,Iе  
8.87) . Для ��лучая термодинамического р авновесия 

(8 .  1 09) 

где a0 = 5,75· I 0-8 Вт/ ( м2К4) - rюэффициент излучения а бсолют
но черного тел а .  

В пр актических з адачах часто рассматривается модель серой 
среды (или серого газа ) , коэффициент поглощения которой не 
зависит от J�,ЛИНЫ волны,  т. е .  используется некоторый осре:�,
ненный по длинам волн (ил\И ча�стотам )  ,коэффициент поглощс
ния а 

а 00 
f J лрdЛ о 

Для 'Серого газа закон Кирхгофа  имеет вид 

2... - в  - � Т4 - о - . а :n: 

(8 . 1 1 0) 

(8 . 1 1 1 ) 

Зная р адиационные свойства газа (хл ,  ал, Кл) , можно рассч и
тать поле излучен,ия ,  т .  е. определить интенсивность по направ
лениi€J (/л ) и ,величину лучистого теплового потока .  

�. 1 4. О П Т И Ч Е С К И Е  С В О й: СТ ВА ГАЗОВЫХ С Р ЕД 

Оптиче,ские свойства газовых сред (поглощательная способ
ность А л ,  'Степень черноты вл )  тесно связаны с переносом излу
чения через газовый объем . Ноглощательная спосо бность газово
го слоя Ал определяется как отношение лучистой энергии, погла-

281 



щенной при прохо�дении теплового луча через слой газа ,  к падающеи лучистаи энергии (8 .9) . Степень черноты е л определяет .  
ся как отношен1ие потока собственного излучения среды к потоку черного излучения шри той же темпер атуре.  

Ис�ледование оптических •свойств газов связано с р ешением 
ур авнения переноса излучения.  В общем виде решить уравнение 
переноса излучения (8. 1 04 ) аналит:иче.ски невозможно, поэтому 

--n 

а г 

Рис. 8.34. Прохождение теп
лового лvча через полvсФе

рический газовый объем 

для определения оптических свойств 
среды р ассмотрим  излучающую и 
поглощающую газовую среду и вос
пользуемся ур авнением (8 . 1 05) . 
Для большого круга практических 
задач, особенно при исследовании 
теплообмена от высокотемпер атур 
ного газа  к по·верхности •пр и  гипер 
звуковых скоростях полета лета
тельных аппар атов, величина р ассе
янной· тепловой энергии пренебре
жимо мала.  В этом случае  газовая  
среда является только излучающей 
и поглощающей, и для нее спр авед-
ливо уравнение (8 . 1 05 ) . 

РаС'смотрим  прохождение теплового луча (ри·с . 8 .34) , интен
сивностью Л0> ,  ·и спускаемого элементарной площадкой dF, черс3 
полусфер ический газовый объем р адиуса r. Газ, ..заполняющий 
полусферу, является однородным и изотермическим .  Следова 
тельно, темпер атур а и плотность газа  по .всему объему постоЯ fi ·  
ны .  Радиационные ·свойства газа  (ю ,  ал ) ,  которые являются 
функция ми  длины волны и термодинамических параметров (р r1 
Т) для монохром атического излучения будут постоянны по все
му объему. В этом случае все напр авления излучения по полу
сфере являются р авноценными, ·т . е .  интенсивность излучения Jл 
не зависит от уrла <р. Рассмотрим одно .какое-нибудь напр авле-...,. 
ние L. Интенси�ность излучения J л вдоль этого напр авления бу
дет изменяться .в силу поглощения и излучениЯ" лучистой энергии 
газом вдоль р ассматриваемого напр авления.  

Ур авнение переноса излучения (8 . 1 05)  с учетом закона  
Кирхгоф а (8 . 1 07) имеет вид 

dlл - = - ал (lл - Ела) . dr 
Решение этого ур авнения с гр аничным условием 

r = O J.л= l�0> 
для изотер мического слоя газа имеет вид 

lл = Л0>е-и.л r + Вла ( 1 - е-и.л') , 
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где первый член ур авнения представляет собой интенсивность 
излучения,  вошедшего в р а с-см атриваемый объем извне от ·какнх
то внешних источников и ослабленного из-за поглощения на  дли
не р адиуса r, второй член ур авнения - собственную суммарную 
интенсивность излучения, полученную сложением излучений все х:  
элементарных •слоев полусферического газового объем а ,  р а споло -.... 
жени:ых вдоль луча L (от О до r) , 1И ослабленную поглощением 
»а  этом же отрезке луча .  Для серого газа  ур авнение переносd 
из,'Iучения  можно представить как 

dJ - = - a (J - B0) , dr 
(8 .  1 1 5 )  

а решение с учетом гр аничного условия (r= O ;  J = 1<0) ) имеет вид 

l = j(O ) e-a' + B0 ( 1 - e-a') . (8 . 1 1 6)  

Если собственное излучение газа  много меньше ослабляемоrG 
средой внешнего излучения ,  то ур авнения (8. 1 1 4 )  и (8. 1 1 6 ) nри
нимают, •соответс'f\венно, следующий вид: 

и 

Jл = JлСО )е-алr. 

j = J<O)e-ar . 

( 8 .  1 1 7) 

(8 . 1 1 8)  

Для спектр ального излучения поглощательная способность опре
деляется как 

д.'Iя  серого газа 

(8 .  1 1 9 ) 

А = J ( O ) _ J --- = 1 - e-ar. (8 .  1 20) 
j ( O 'r 

Для случая,  когда собственное излучение среды много больше 
п адающего, 

а 
1л = Вло ( 1 - е-ал ') ,  
l = B0 ( 1 - e-a') . 

( 8 .  1 2 1 }  
(8 . 1 22) 

Отсюда спектр альная степень черноты 

!�., -а r ел = -= 1 - е л . (8 .  1 23) 8ло 
Соответственно, для серого газа можно определ ить степень ·чеn -
ноты газового объема (е) : · ' 

- ]' -в = -- = 1 - e-ar . 
Во 

(8 . 1 24) 
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Из ур авнений (8 . 1 1 9) и (8 . 1 23) видно, что спектральная погло 
щательная IСПособносtь А л и спектральная •степень черноты в ... 
зависят от длины волны, толщины газового слоя и плотности 
газа (или давления р) . 

е 
1 

72 

·. а) 
8 72 

t5) 
Рис. 8.35. Степень черноты плоского слоя воздуха толщиной 

l = 1 и 10 см ; при раэ.личных температурах и давлениях : 
а-толщиной l= l см, б-толщиной l= I O  см 

В случае серого газэ. 

A = s = f (p, l ) ,  (8 .  1 25) 

где l - толщина газового слоя.  
На  р ис .  8 .35 приведены зависимости степени  чеР'ноты в, плоr

кого ,слоя воздуха толщиной l= 1 см и плоского слоя возду:( :J. 
толщиной l =  1 0  •см от темпер атуры и давления { 1 8] .  Видно, что 
степень черноты в ·сильно зависит от температуры, давления и 
тол.щины газового слоя. 

8. 1 5. Э К В И ВАЛ Е Н Т НАЯ ТОЛ Щ И НА СЛОЯ ИЗЛ УЧАЮЩЕ ГО 
И П О ГЛ ОЩАЮЩЕГО ГАЗА 

Степень чер ноты ( вл) или поглощательная способность (Ал) 
газа з ависит от длины пути, Iюторый проходит луq в среде в за 
данном напр а.влении .  Даже в средах ср авнительно простой гео 
метрической формы,  таких как сфер а,  цилиндр , плоский слой, 
длина  пут.и, проходимого лучами в р азличных напр авлениях че
рез газовый слой, ·существенно неодинакова .  В случае сфериче
ско·го слоя (рис .  8 .36) максим альн-ую длину пути ,  р авную диа
метру ·сферы,  будет проходить только один луч, пересекающий 
центр сферы .  Длина пути других лучей будет уменьшаться по 
мере увеличения угл а ()) . 

В случае бесконечного плоского слоя (р:ис .  8 .37) дJLина  путt� 
луча в напр авлении нормали ,к поверхности слоя будет, наобо-
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р от, минимальной и р авной толщине слоя 6. Во всех остальных 
направлени�х длина пути лучей будет возрастать по мере уве
л ичения <р от 6 до бесконечности. 

Таким обр азо,м,  если диаметр сферического газового объема 
равен толщине плоского слоя ( 6 ) , то средняя длина пути лучей 
в бес:коонечном плос,ком слое ·существенно больше, чем у сферы. 
Соответственно, степень черноты плоского слоя газа больше, чем 
сферического газового объема .  

Рис. 8.36. Сферический 
газовый объем 

Рис 8.37 Плоский сдой газа 

Р а·счет степени чер ноты среды различной геометрической кон 
фигур ации я.вляется весьма сложной и громоздк9й задачей. Дюr 
наиболее простой геометрии  - сфера,  цил.индр (.конечный и бес
конечно длинный) ,  бесконечный плос�ий слой - получены реше
ния, !Пр иведенные IВ. •р а боте [ 1 5 1 ] :  

·для сферического :газового объема -

sл= 1 -f -2- ( 1 + алD) , (8 .  1 26) 
алD 

где D - диаметр сферы ;  
для бесконечного цилиндр а -

sл= 1 - Ф (алR), (8 . 1 27) 

где R - р адиус цилиндр а ;  
для бес:коонечного плоского слоя -

sл = 1 - Ф (ала), (8 .  1 28) 

где 6 - толщина слоя . 
Функции Ф (аi.  R )  :и Ф (ал 6)  р ассчита.ны и затабулированы.  Н а  
р ис .  8.38 ,пр иведена зависимость ·степени черноты для плоского 
слоя, цилиндра и шара  от спектральной оптической толщины 
"'л = алD (или щ 6) , хар актеризующей логлощение излучен'Ия 13 
среде. Видно, что при р авных значениях "'л наименьшей степенью 
черноты обладает шаровой ·излучающий и поглощающий •слой, а 
наибольшей - бес:коонечный плоский •слой. 
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Аналитический метод р асчета степени черноты даже дм1 
газового объем а простой геометричес�ой ·конфигур ации являетсJI 
весьм а  сложным, а р ешения в большинстве случаев не  мо·гут 
быть доведены до конечного р езультата. Тем более аналитиче
ские методы не пригодны при определении ·степени чер ноты объ
емов �ложной геометрической формы.  На практ:ике для ·р асчет з 

степени черноты таких сложных по  
форме  газовых объемов используют 
м е т о д э к  в и в а л е н т н о й  т о л 
щ и  н ы [ 1 5 1 ] . Этот метод основан 
на том,  что для полусферического 
газового объема р адиуса R длина 
пути всех лучей, проходящих через 

ЁА, 
ll,B 
11, 6  
11,4 
11,2 

Q 
tJ 

� �  ...... """" 
/1 [И 
llL 
if/ 

2 

Рис. 8.38. Степень чер
ноты в зависимости от 

а)р (или ал!J) :  • 
!--бесконечного плоского 
слоя; 2--бесконеч ного ци

л и ндра ; 3--сферы 

aF 

Рис .  8 .39  З амена сфери
ческого газового объема 
эквив а.'!ентным по.1VсФе· 
рическюi объемом газа 

полусферический слой газа от поверхности до центр а основания,  
одинакова и р авна р адиусу полусферы R.  Всякий другой газовый 
объем сложной геометрической конфигур ации может быть заме
нен эквивалентным полусферическим газовым объемом,  т .  е .  по 
.1усферой р адиуса Rз, излучающей в свой центр то же количест
во лучистой энергии, какое излучает на р ассм атриваемый эле
мент поверхности действительный газовый объем .  Н апример , 
сфер ический газовый объем диаметром D, излучающий н а  эле
:'lt ентарную поверхность dF (рис .  8 .39) , может быть заменен по
.1усферой р адиусом Rэ= 0,65D, излучающей на элементарную 
поверхность dF, р асположенную в центре основания полусферы, 
такое же количество лучистой энергии, что 11 сферический газо
вый объем.  

Соотношение междУ, хар·актер.ным линейным р азмером газо
вого об:ьема заданной формы и р адиусом эквивалентного полу
сферического объем а ,  излучающего то же количество энергии,  
представлено для наиболее типичных случаев лучиrстого тепло
о бмена в табл .  8 .2  {3 1 ,  1 5 1 ]. 
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Зная Rэ, можно степень черноты для газового изотерм:ическо 
го объема  з аданной ,конфигур ации определить по формуле 

ел = 1 - е-«лRэ. 
Соответственно , для серого газа 

1 _,. , R е =  - е "' э, 

(8 . 1 29) 

(8 . 1 30) 
где Rэ бере'I'Ся из табл .  8 .2 или подсчитывается для объем о в  
сложной формы по приближенной формуле 

4V Rэ = m p-, (8 . 1 3 1 )  

где V - объем р а осматриваемого газового слоя ;  
F - rплощадь поверхности, огр анич.ивающей газовый объ,ем . 

Эквивалентная длина луча для газовых объемов 
различной формы 

Форма объема 

Сфер а  диаметром D 
Куб со стороной а 
Бесконечный цилиндр диаметром D, излучающий 

на центр основания 

Бесконечный цилиндр диаметром D, излучающий 
на боковую поверхность 

Прямой цилиндр (высота Н равна диаметру ос
нования D),, мздучающий на  це!{тр осно

.
вания 

Тот же цилиндр , излучающий на 
. 
всю поверх

ность 

Бесконечный цилиндр полукруглого поперечного 
сечения радиусом R, излучающий на середину 
плоского основания 

Слой толщины Н между безграничными пдоски
ми пластинами � 

Прямоугольный параллелепипед со сторонами 
а х 2аХ6а, где а - длина наименьшего ребра, из
лучающий на любую из граней (аХ 2а;  а Х 6а; 2а >'  
Хоа ) 

Межтрубное пространство, образованное пучком 
труб с диаметром D; шаг труб поперек хода га 
зов s 1 ;  продольный шаг труб sz ; длина труб 

s l + s2 7 О при ----r;- .;; , 

при 7 , 0 < 81 + 82 < 13 
D 

Таблица 8. '/ 

0 , 60D 
0 , 60а 
0 , 90D 

0 , 90D 

0 , 11D 

0 , 60D 

1 , 26R 

! , ВОН 

! , Оба 

l > D  

( 1  87 81 +82 -4 1 ) D ' 
D 

' 

(2 , 82 81�82 - 10 , 6) D 
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Для приближенных р асчетов попр а·вочный коэффиц!Иент т � О,9. 
Зная степень черноты газа, можно рассчитать лучистый тепло
обмен ··между газом и окружающей его оболочкой.  Вели излуче
ние газовой ·среды близко к серому, хорошее приб.Jiижение дает 
следующая р асчетная формула [2] 

sгт: - AгTfv 
Qлуч = ао 1/Аг + 1/Аw - 1  F , (8 . 1 32) 

где вг - степень черноты газа при температуре Т г ;  
Аг - логлощательная способность газа при температуре Т г 

по отношению к излучению абсолютно черного тел а 
при температуре Т w; 

Aw - логлощательная способность стенки ; 
F - площадь поверхности оболочки. 

Ра,счет лучистого теплообмена между высокотемпер атурным га 
зовым потоком и поверхностью неразрывно связан с р а,счетом 
поля течения вязкого :газа,  т. е. 'с решением ур авнений погр анич 
ного слоя. Из этих сообр ажений исследование лучистого тепло
обмена, между газовым потоком и ·стен,кой, а также ,влияние 
поля излучения на  поле течения в данной глaffie не р ассм атри
в ается . 

Рекомендуемая литература :  
основная :  [5, 3 1 ,  39, 59] ;  · 
дополнительная.: [ 1 8, 28, 54, 57, 86, 1 28, 1 46, 1 47, 1 5 1 ]. 



Г Л А В А I X  
Т Е П Л О В () й И Г ИД РА ВЛ И Ч ЕС К И Я  РАС Ч ЕТ 
Т Е П Л О О БМ Е Н Н ЫХ А П П АРАТО В  

1 1  
Совершенствование конструкции летательных аппаратов со

провождается непрерывным р остом энергонапряженности двига 
тельных установок и насыщением л етательных аппар атов sся·ко
го рода вспомогательными и обслуживающим1и энергосистем а м и _ 

Ра бота двигательной установки и вспомогательных энергоси 
стем,  как правило,  сопровождается выделением тепла ,  которое 
необходимо  отводить. Тепло требуе'I'СЯ отводить и из кабин эки-
пажа и салонов для паосажиро:в . , 

При м алых скоростях ·полета двигатели,  смазочное м а•сло, 
р азличная аппар_атур а и в<;помогательные энер•госистемы обычн:> 
охл аждаются окружающим воздухом или с помощью промежу
точных теплоносителей .  При больших же .скоростях полета вслед
ствие аэродинамическ01го н агрева воздух в З а бор никах :и у об
шивки .1етательного аппар ата настолько нагрет, что не может 
быть испо.тrьзован непосредственно для целей охлаждения .  Более 
того, возникает необходимость в принудительном ох.1 аждениа  
кабины экипажа,  отсеков с прибор ами  и .некоторых элементов 
конструкции .  ' ilpи  полете на  больших высотах и в космосе воздух либо 
очень р азрежен, либо пр актически отсу'I'ствует. Во всех этих 
случаях охл аждение двигательных установок, ра зличного рода · энергосистем , О'I'секов с пр!Ибор ами и кабин экипажа осущест
вляется •С помощью теплопоглотителей ,  з апасаемых на земле пе
ред полетом ,  или путем отвода тепла излучением . 

В качестве основного теплопо.глотителя обычно используется 
топливо, которое по пути из баков в двигатель подогревается� 
охл аждая при  этом .элементы констру.кции, ма•сло ,  и некоторые 
энергосистемы .  В качестве В'спомогательных теплопоглотите.'lей 
( стоков тепла )  служат специальные жидкости (вода,  аммиак� 
спирт,  криогенные жидкости и т. п . ) , которые, нагреваясь и ис
п аряясь, отбир ают тепло .  

Таким образом, полет летательного аппарата невозможен без 
отвода тепл а ,  непрерывно выделяющегося в его энергосистемах.  
Этот отвод тепла осуществляется р азличными ·способами: тепло
проводностью, конвективным теплообменом с теплоносителями и 
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излучением. Как правило, источники тепловыделения удалены от 
с'I'оков тешта и тр анспортировка тепла от источНtИка тепловыде 
ления к местам ,  где оно может быть отведено или ·ВО·спринято, 
осуществлЯется теплоносителями .  

Устройства ,  . в  которых происходит передача тепла от горячих 
теплоносителей к холодным,  называются т е п л о о б м е н н ы · 
м и а п п а р а т а м и или т е п л о о б м е н н 1и к а м и .  

Если  в этих устройствах тепло от горячих теплоносителе �  
раюсеивается излучением,  т о  о н и  ,называются и з л у ч а т  е л я м п 
или р а д и а ц и о н н ы м и х о л о д и л ь н и к а м и .  

Следовательно,  отвод теп.!Iа от  энергосистем летательного а •т 
парата или элементов его конструкции, ка.к правило, осущеС1 -
вляется с помощью ·специальных систем, включающих тепл ·оноси 
тели, устройства для их перекачки и теплообменные аппараты 
1ил.и излучатели .  Такие системы называются с и ,с т е м а м и о x
.n а ж д е н и я. 

В современных летательных аппаратах •системы охлаждения 
игр ают важную роль, а в ряде случаев (например , космические 
летательные аппар аты) они в значительной мере определяют га
бариты и м ассу летательного аппар ата в целом и диктуют выбор 
ДIВигательной установки.  

Основными элементам.и системы охлаждения являются тепло
обменные аппараты и излучатели, параметры .которых в 'свою 
очередь сильно зависят от используемых теплоносителей .  Свой
ства теплоносителя, 'конструкция теплообменных аппаратов и 
коммуникаций определяют необходимую мощно·сть н а  .прокачку 
теплоносителей и тип циркуляционных на.со.сов . 

Рассмотр им кратко основные схемы авиационных и ракетных 
теплообменных аппар атов, их гидр авлический и тепловой ра •счет 
11 хара.ктеристики наиболее употребительных теплоносителей. 

!1. 1 .  О С НО В Н Ы Е  СХЕМЫ А В ИАЦИО Н Н ЫХ И РАКЕТ Н ЫХ 
ТЕПЛООБМ Е Н Н ЫХ А П ПАРАТО В 

ВЪтбор схемы 11ого ,или иного теплообменного аппарата всегдс-� 
иязан с компромиосом между различными предъявляемыми к 
мему требованиями . 

Основные требОIВания к авиационным .и ракетным теплооб 
·менникам следующие. 

1 .  Надежность в пределах заданного ресурса времени р а-
боты .  

2.  Минимальная ldaoca и габариты. 
3 . Высокая эффек'miвность. 
4. Удобство компоновки. 
5.  Малые гидравлические потери. 
6. Технологичность. констру,кции. 
7. Удобство эксплуатации • .  



В каждом конкре11ном случае важность каждого из этих тре
бований и их соч�тание р азличны, что определяет многообразие 
р еальных схем теплообменников. 

Нее теплообменные аппар аты по способу передачи тепл а м о
гут быть р азделены на  две большие rруппы :  п о  в е р  х н  о с I 
н ы е и к о н т а к т н ы е (р ис.  9 . 1 ) .  

fJсно6ные mиfiЬI 
теплоо5ненных trnnapamol 

г 1 
1 HolepXHOC111111JII 1 1 Кмтактнw 1 

т 1 
r � r 1 

"_""rкrmиlн/Jie Р�еенеJМтиlные ТеплооiNI!нники 5trplomtrJКNtll 
111t1111fН1iненники тептюllfенники Clfet/./tHIUI тел� 

Рис. 9. 1 . Классификация теплообменных аппар атов 

Во всех поверхностных теплообменниках оба  теплоносителч 
омывают обычно р азделяющую их твердую стенку, которая та
ким обр азом участвует 'В процес·се тешюобмена .  Каждая поверх
ность стенки обр азует, та,к называемую, ш о в  е р  х н  о с т ь т е п
л о о б м е н а .  В зависимости от назначения теплообменного 
а ппар ата э�и цоверхности также часто называют ·п о в е р х  н о
с т ь ю н а г р  е в а или о х л а ж д е н .и я .  

Рис. 9.2. Принципиальная 
схема рекvперативноrо теп-

лообменника :  
1-первичный ( горячий)  тепло· 
носитель; 2-вторичный (холодный) теnлоноситель: 3-поверх-ность теплообмена 

Рис. 9.3 IlРинци
пиальная схема 

регенер ативного 
теплообменник а :  

1-первичный (горя
чий )  теплоноситель; 
2-вторичный (хо
лодный )  теплоноси-

те.пь 

В контактных теплообменных аппаратах тепло передается пу
тем непосредственного контакта двух теплоносителей : горячего и 
холодного; при этом теплообмен сопровождается и массообме
ном. Все поверхностные теплообменники р азделяются . на  р е  к у
п е р а т и в l]f ы е -и р е г е 'Н е р а т и в 1н ы е .  
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В рекупер ативных аппар атах (р.и·с. 9 .2) одна поверхно·сть 
стенки нее 1время омывается одним теплоно,сителем, а другая -
другим .  Тепло от одно!Го теплоносителя к другому передается че
рез р азделяющую их ·стенку из теплопроводного м атериала .  Н а
nр авление теплового потока Q в стенке остается неизменным.  

В регенеративных аппаратах одна ,и  та же поверхность теш:ю
об..мена попеременно омывает·ся то одним, то другим теплоноси
телем.  В период нагрева ,  т. е .  при проходе горячего теплоноси
теля ,  ·стенки теплообменника и н абивка ·в виде шаров, Iюлец 
и т. п. нагреваются, в них аккумулируеr<ся тепло, кqторое в пе
р иод охлаждения отдается протекающему вторичному теплоноси
телю (рис .  9 .3) . Направление потока тепла в 'Стенках периодиче
сюи ,\\II еняется . Примерам таких установок являются воздухоподо
гре�атели газотур бинных установок, воздухоподогреватели типа 
Юнгстрем и др .  

Из сказанного ,следует, что термин «регенер ативный теплооб
менный аппарат» нельзя путать с тер мином «регенера11ор», упот
ребляемым, например,  в газотур бинных установках, в коrорых 
этот тер мин относится к ча,сти установки, где воздух, -поступаю
щий в 1камеру сгор ания,  предварительно .подогревается газам и 
из турбины.  Регенератор ГТУ как теплообменный аппар ат по спо
собу действия может быть рекуперативным или регенер ативным.  

Регенер ативные теплообменные аппар аты в большинстве слу
чаев являются аппар атами п е р  и о д и ч е с к о г о действия, а 
рекупер ативные - чаще н е п р  е р ы  в н о г о действия .  

Контактные теплообменные аппар аты в свою рч�редь подр аJ
деляются на  с м е ' с  и т е л ь н ы е и б а р б о т а ж н ы е .  

В аппар атах 'смесительного типа  нагретые и менее нагретые 
теплоносители перемешиваются и обр азуют растворы или смеси.  
Примерам таких смесительных теплообменников могут являтi>С>l 
р азличного ruпa скрубберы .  

В аппар атах бар ботажного типа более нагретый теплоносн
тель пр окачивается через маеосу менее нагретого (или наоборот) , 
не смешиваясь с ним, как это имеет место в р азличного род::t 
воздушных гр адирнях, при  охл аждении смазочного м асла в кар
тере  поршневого двигателя и в некоторых других случаях.  

Рекупер ативные теплообменные аппар аты в свою очередь мо
гут быть классифицирова,ны по следующим признакам.  

1 .  По роду теплоносителей в зависимости от их агрегатного 
состояния (рис. 9 .4) . . 
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2. По конфигур ации поверхнос11и теплообмена : 
а )  трубчатые аппар аты с прямыми трубками ;  
б)  трубчатые аппар аты с U-обр азным трубным пучком ;  
в )  спир альные; 
г) пластинчатые; 
д) змеевиковые; 
е)  ребристые. 
3 .  По компонОtВке поверхности нагрева :  



а )  тип «труба в трубе»; 
б )  кожухо-трубчатые аппараты; 
в )  оросительные аппараты (не имеющие огр аничивающего 

корпуса)  и некоторые друnие.  

Рекvпера1111L6ные 
11МЛII0051fiHНUKIL ' 

1 -
1 1 1 1 l 

/ltrpo- Жlllкистни- Гtr38- Гtr3o- nrrpq-
JКUiкtJCmHbll жuBкtJCmlltJie жиВкосЛJНЫе �rr3olыe 8tr381ыl 

Рис. 9.4. Классификация рекупер ативных теп:rообменников по видУ 
агрегатного состояния теплоносителей 

Теплообменные аппар аты кл ассифицируются также по на.'Iи

чию или отсутствию изменения агрегатного состояния теплоно

сителей при прохождении их в теплообменном аппар ате. Соrн

ветственно имеются аппараты:  
1 )  без изменения агр егатного состояния теплоносителей ; 

2 )  с изменением агр егатного состояния одного теплоносите

л я  -- конденсация пара (первично
го теплоносителя)  или кипение  жид
кости ( вторичного теплоносителя ) ; 

3 )  с измененuем агрегатного сос
тояния обоих теплоносителей ; н ап 
ример ,  конденсация пер•вичноi1о Шl.
р а  и кипение вторичной воды, по
догреваемой этим паром . 

Кроме приведеиных основных 
классификационных признаков теп
лообменных аппар атов,  последние 
можно также классифицировать по 
целому ряду дополю�тельных приз
наков .  

Так,  н апример ,  все теплообмен
ные аппар аты поверхностного типа 
можно классифицировать по виду 
взаимного напр авления потоков теп
лоносителей. Все поверхностные 
теплообменники могут быть : 

--- ---
- - -- -- - -

а) �) 

� --- - -

2 -- - -
е; 11) 

+ 
---г-

1 /J) 

-� .... - J 
' ...... - -

'с) 

Рис. 9.5 КлассиФикация по
верхностных теплообмен
ных аппар атов по видУ вза
имного направления пото-

ков теплоносителей : 

а-прямоток: б-противоток: в
однократный перекрестный ток; 
г-многократный (четырех
кратный )  перекрестный ток ; д, е-'сло>!{ные схемы 

1 )  прямоточные, когда оба  теплоносителя движутся парал·  

лельно в одном напр авлении (рис. 9 .5 ,  а) ; 

2) противоточные, когда оба теплоносителя движутся в про

тивоположных напр авлениях (рис. 9 .5 ,  б) ; 
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J z 

IJ) 

- - 111 
Z) !J) 

2 

е) 

Рис. 9.6. Типичные конструктивные схемы рекуnер ативных тепло-
обменных аппаратов: 

а-«труба в трубе» противоток; б-кожухотрубный противоток; tr, г, д
кожухотрубный, многократный перекрестный ток; е-трубчатый перекрест
ный ток; ж-=-пластинчато-ребристый перекрестный ток: 1-rорячиtl поток� .  

2-холодный поток 



3 )  с перекрестным током, когда теплоносители движутся во 
взаимно перпендикулярных напра·влениях; перекрестный ток мо- жет быть однократным и М;Ногоюр атным (р·ас. 9.5, в и г) ; 

4 )  с более >сложными •схемами р азличного сочетания прямо
-гока,  .противотока и перекрестного тока (рис. 9.5, д и е) . 

Кроме нсех приведеиных отличительных признаков, теплооб
менные аппар аты можно также классифицировать по назначе
нИю _(подогреватели, охладители и т. д . ) , материалу поверхност
ти теплообмена,  числу ходов теплоносителя и т .  п .  

Н а  рис. 9.6 для иллюстр ации приведены некоторые типичные 
схемы теплообменных аппар атов различного назначения . 

9.2. Т Е П Л О НОС ИТЕЛ И 

Во многих •случаях теплоносители не ,выбир аются, а з адают
ся, например,  если требуе'Гся охлаждать масло топливом ю1 и 
воздухом ·и т. п .  В тех ,случаях, .когда этот .выбор возможен, о ч  
обычно производится в р езультате р ассмотрения совокупности 
::\I ногих ф акторов и требований.  Иногда выбор теплоносителя свя
з а н  с р а,сче11ом и конструктивной прор а бо'Ткой двигательной ус
тановки и даже всего летательного аппарата в целом (напри
мер ,  КQсмические лета'Тельные аппар аты, �самолеты >С атомны м и  
двигателями и т .  п . ) . 

Короче говоря,  ·выбор теплоносителя 'И типа теплообменного 
аппарата ,  'Т. е .  системы охлаждения, .в ряде случаев представ
ляет сложную задачу и не  може'Т решаться в отрыве от об-ректа 
в целом .  

При выбор е  теплоносителей большое значение имеют их тен
лофиз>ические и э:юсплуатационные свойства ,  та,кие как теплопро
водность, вязкость, теплоемкость, плотность, агретатное состон
ние, коррозионные свойства,  Х'имическая стабильность, доступ
ность, темпер атуры и теплоты плаJЗления и кипения и т. п .  

В авиационной и ракетной технике ,в качестве теплоносите
лей пр,именяются самые р азличные вещесmа :  газы, топлива,  мас
ла ,  специальные органически;е и неор,ганические жидкости, �вода,  
жидкие металлы, криогенные жидкости и т. д .  

З адача этой главы - р ассмотрение методов теплового и гид
р авлического р асчета теплообменных аппар атов. Это предпола
гает, ч·ю для каждого вариа,нта· расчета тещюносители и схема 
теплообменного аппарата заданы. Поэтому в данной главе а н а ·  
лиз выбора теплоносител,ей 1И схемы теплообменного аппар ата 
не приводятся . Как уже отмечалось, выбор теплоносителей и 
схемы тепл,ообменного аrппар ата производится на  основе анализа 
конструктивной прор аботки и вариантных расчетОIВ всей д-вига
тельной установки, энер'ГО·системы или �системы охлаждения :: 
учетом задач и требований, предъявляемых к объекту в це
лом * . 

* При�еры такого анализа читатель может найти, например , в книге 
Д. Б. Маккея [ 1 02]. 
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9 3. ГИДРАВЛ ИЧ ЕСК И й РАСЧ ЕТ ТЕП Л ООБМ Е Н Н ЫХ А П ПАРАТО В  

З адача  гидр авлического р а,счета теплообменного аппарата за 
ключается в определении потерь давления теплоносителя !J.p 
между входом Pt и выходом Р2· Этот перепад давлений l:!p = 
= р�-р2 необходим для прокачки теплоносителя tC з аданным р ас
ходом через теплообменн-ый аппарат. Перепад давлений неабхо
дим для :  

1 )  преодоления трения теплоносителя о стенки каналов ; 
2 )  преодоления :местных сопротивлений ( сужения, р а•сшире

ния ,  повороты потока,  В'ентили,  задВiижки и т. п . ) ; 
3 )  проодоления массовых сил (•силы тяжести в гр авитациоа

ном поле и т .  п . ) ; 
4 )  проодоление инерционных сил (ускорение потока во  вре

мени при нестационарном движении теплоно·сiИтеля, ускорение 
потока по длине канала при изменении его удельного объем а 
вследствие нагрев а ) . 

Искомый перепад давлений l:!p может быть найден из реше
ния ур авнения (5 .2 ) , есЛ'и известна зависимость 'Ф = 'Ф (Х, т) . 

На пр актике пр1инято учитывать потери на  трение при одно ·  
мерном описании не коэффициентом 1\J, а к о э ф ф и  ц и е н т о :vr 
г и д р  а в л .и ч е ·с к о г о с о п  р о т и 1В л е н и я � :  

� = ljJ д р  1 QU2 ' ( 9 .  1 )  
дх 2d 

где и - среднер асходная скорость теплоносителя в канале,  � 
для некруглых каналов вместо диаметра трубы d использvю г 
эквивалентный диаметр dэ = 4f/U, где f - поперечная плоЩадь 
канала , а И - его периметр . С учетом у.равнения (9 . 1 )  одно
мер ное ур авнение движения (5 .2 )  будет 

!!.._ ди + О .!!!_ = fn.F - f др - �� Qи2 • (9 2 
и д'U дх "' х дх r; 2d 

. •  ) 
Коэффициент гидравлического сопротивления � обычно .нахо
ди'Гiся из эксперимента, реже - из теоретичес,кого решения 
трехмерной системы ур авнений для течения в соответствующем 
канале .  

Согл асно формуле (5 .9 ) в общем ·случае стационарного тече
ния •В каналах 
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� - [� R G Qw fLW Лw (cp)w ] r; - <р , е , r , , , , . 
d QJ fLJ Л1 (cp)f 

Ра•ссмотрим ,важные частные случаи решения ур авненiИя (9 .2) . 
1 .  Стационарное течение несжимаемых жидкостей (Q =coпst ) . 
Тогда уравнение (9.2) будет 

др Qu2 - - = - QF + � -. дх х 2d 
(9 . 3) 



Его решение : 

- QU2 [ -
t:.p = p1 - P2 = � -- - - gFxl . 

2 d 
(9. 4) 

Здесь � - средний н а  длине l коэффициент гидр авлического ·соп
ротивления 

Аналогично · 

l 
� =+ � Hx) dx. 

о 
l 

Fx =+ � Fx (x) dx . .  
о 

Если в канале имеются местные сопротивлеНiия ,  то они учитыва
ются коэффициентом местных потерь �' .который по определению 
равен 

(9 .  5) 

где �.Рм - гидр авлические потери н а  местном ·сопротивлении ;  
Им - характерная .скорость 'В местном ·сопротивлении.  

Значен,ие � для р азличных типов местных сопро·тивлений 
обычно находят из опыта по ур авнению (9 .5) . 

Тогда суммарные гидр авлические потерИ н а  прокачку жидко
сти через теплообменный аппар ат с учетом местных потерь бу
дут 

(9. 6) 

2 . Стационарное течение газов при дозвуковьtх скоростях 
( Q = var, M � l ) .  

Ур а1Внен1Ие (9 .2 )  принимает вид 

О .!!!:..._ = /QF х - f др - Л  Qи2 
дх дх 2d 

или ·с учетом,  что G =_QUf, посл
'
е р азделения переменных най

дем : 

а а2 - dp = - dи + � -- dx - QF xdx.  
f 2Qf2d 

Интегрируя его по длине канала от О до l находим 

а - а2 1 - -t:.p= p1 - P2 = - (и2 - ul) + E --- - - QFi . (9 .  7) 
f 2Qf2 d ' 
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Здесь в выражении 
1 l -
\ е 1 \ е 
J Q dx = -;- J edx = �l 

о о - Q 
l l 

и в выражении 
J 

QF xdX = Q 
J 

F xdx= "QF) использована обоб-

щенная теорема о среднем, так как �/Q и QF х - интегрируемые 
на [0, l] функции . При этом s и Fx не меняют знак, а 1 /Q и Q ог
раничены на О, l] . Таким обр азом, 1. Q и Рх - среднеинтеграль
ные значения 'соответствующих величин на  длине канала' l; u'l: 
и и1 - среднерасходная скорость теплоносителя соответственне> 
в конце (x = l) и начале (х = О) канала .  

Если •газ ·совершенный, т. е. его уравнение ·СОстояния будет 
...,___ 

(9 . 8) 
тогда уравнение (9.7) можно записать так: 

t.p = 02 R ( € т_ -1 + � - 2L) - Р� Fx . (9 . 9) 
f2 . 2р d Р2 Р1 RT 

Так как ·В выр ажении (9.7) обычно неизвестны и2 и "Q, а в урав
нении (9 .9) - Р2. р и Т, то используют метод последовательных 
приблtижений, который здесь быстро приводит к дели. 

При М< 0,8 можно пользоваться более общим уравнен!Иеl\t 
(9.2 ) . Учет местных потерь при течении газа производится так 
же, как и при течении жидкости, т. е .  в правые части уравне 
ний (9 .7) ,и (9.9) добавляется член 

n 2 

��� Qi;• . 
i - 1  

Средний коэффициент гидравлического сопротивления 1 в ЭК•СПЕ'
риментах определяется с помощью этих же фор мул : для жидко
стей - по фор муле  (9 .4 ) , а для газов - по фор муле (9 .7) . 

3. Н естацион.арн.ое течен.ие н.есжимаем.ой жидкости ( Q = 
=const) . 

Из уравнения неразрывносm (5. 1 )  пр ·и e = const в общеl\r 
случае переменнаго сечения находим 

дО = Q f  ди + иQ дf = 0, 
дх дх дх 

о .!!!:.__= - nu2 дf • откуда дх '" дх 
Используя это соотношение, получим уравнение движения (9 :2) 
в виде 

.!!_ ди - Qиа дf ---:-jQF - f др - Л  Qи2 . (9 . 1 0) 
и th дх х дх 2d 
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Из уравнения (9JO) находим общее выражение для эксперимен 
тального определения локального значения коэффициента гид· 
равлического сопротивления в нестационарном теченми несжи
маемой жидкости в канале переменнаго сечения : 

е= - (дрJдх) d _ 2d ( du -Fx)+ !2d df . (9.: 1 1 )  
Qи2J2 u2 d-o f dx 

Интегрируя уравнение (9 . 1 1 ) по длине прм f= •const на  участке 
O =:( x =:( i  получим выр ажение для э�спериментального определе
ния среднеинтегр ального коэффициента гидравлического сопро 
тивления : 

l 
� - -1 \ е (х t) dx - P l - P2 

-
l .\ ' 

-
(Qи2j2) (l/d) 

о 
(9 . 1 2) 

Тогда выр ажение для определеНИfi гидравлических nотерь в об
щем случае нестационарного течения несжимаемой жидкости в 
каналах переменнаго ·сечения будет 

- Qи2 l ( du 
) t::..P=Pl-P2= e -2- d+ Ql d'IJ -Fx · (9 .  1 3) 

Здесь 1 должен быть найден из э.ксперимента при аналоги�ых 
условиях. Можно ож:идать , что в · нестационарных условиях � по
мимо обычных безразмерных параме'Гров будет зависеть и от па 
р аметр а типа (2dfu2) (dujdт:) ,  т. е.  

е= - , е ,  G r, - - ,  - . . -
f ( l R 2d dи fl-w ) 

d u2 d'IJ fl-! (9 .  1 4) 

Так как � ·В нестационарных у•словиях еще пр актически не ис
с.'I едован ,  то часто для р а,счета Г1Идр авлических потерь в неста 
циана рных усло:виях используют к в а з и с т а ц и о н а р н ы й 
м е т 6 д р а с ч е т а ._ По этому методу в выраж·ение (9 . 1 3 ) под-
ставляют значение � по зависимостям для стационарного течс· 
ния . Это значит, что ра ·счетный интервал .Вiремени р азбивается н а  
м алые интервалы и ]!.ЛЯ каждого такого 1интервала берется ста
ционарно� значение ·�. 'сооmе'f'Ст,вующее •средним значениям опре
деляющих � параметров [Re, ( f.A.wf�-tt) и т. п .] на  этом интервале 
. вр емени.  Такой метод расчета не учитывает, что в нестационар-
ном течении профиль 'скорости и структура тур•булентного потока 
отл,ичны от стационарных при тех _же значениях числа Рейнольд-
са, т. е. не учитывает влияния на � параметра нестационарности 
типа (2d/u2) (dujdт:) .  Поэтому пр именение квазистационарного 
метода р а счета может привесm F" ·существенным ошибкам и до
пустимо ЛIИШЬ в тех случаях, коrца либо .вклад в 11р члена , со

держащего f, м ал , либо (2d/u2) (du/dт:) м .ало в ср авнении с дру-
гими члена,ми ,в выражении (9 . 1 2 ) . ' 

299 



4 .  Нестационарное течение сжимаемого совершенного газ:z 
(P = QRT) . 

Для сжtимаемого газа при f=const уравнение неразрывности 
(5 . 1 )  будет 

� + и � + Q � = О. (9 . 1 5) . 
д,; дх дх 

Плотность газа будет изменяться не  толь'!ю из-за изменения да в
ления , но также из-за подвода тепла ·в-следствие нагрева и вслед
ствие диссипации кине11ической энергии вязкого газа .  

Следовательно, плотность является функцией давления а 
энтропии s, т. е. Q = Q (р, s ) . Но давление и энтропия изменяются 
во времени и по дл·ине канала ,  т. е. 

p = p (t, х) и s = s (t, х), 

следовательно, Q= Q [p (t, х), s (t, х)] . 

Тогда �- (�) �+ (�) .!!..._. 
д-о - др s д-о дs р д'О ' (9 .  1 6) 

� - (� ) др + (�) � (9. 17) 
iJx - др 8 дх . , дs Р дх · 

Известно, что (дQ/др) 8 =  I /a2, где а - скорость звука .  Для со
вершенною газа Q = p/RT, тогда 

( �� ) Р = - :Тz ( � ) Р . 
Из термодинамики известно, что 

с = Т (� � . Р дТ ; Р 
В силу монотонности и не прерывности изменения энтропии при 
p = const S = '? (T),  а в силу конечности и отличия от нуля вели-

1 чины (дs/дТ)Р имеем , что (дТ/дs)р = 
дТ (дs/ )р 

Тогда ( 
:: 

)Р 
= :Р 

, 

а ( �� ) Р = - :Тz ( �: ) Р--: - R�cp = - с: . (9 .  1 8 } 

С учетом соотношенИй (9 . 1 6 ) - (9 . 1 8)  ур авнение неразрывности 
(9 . 1 5) примет вид _1 _ ( др + и др )+ Q ди _ _ Q_ (� + и � ) = о. (9 . 1 9)  

а2 д-о дх дх ер д-о дх 

Здесь дs;дт+и (.!!._ ) =дs/дt и др + и  др = dp есть полные про-
дх д'll дх d'll 
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изводные. Для 'совершенного газа всегда di = cpdT ( где i -

удельная энтальпия) ; тогда ура ·внение энергии (5 .3)  будет 

dTJ U + JT +f д (л дТ1 )+f dp (9 . 20) jQcp -;;:;- = qw !а дх ЭФ -а:;-, d'ТJ 
. 

Здесь Подвод тепла ,  определяющий изменение энтропии , учиты
вает.ся первыми тремя членами спра1Ва,  т. е. 

ds д ( дТ! ) QjT 1 d-v = Иqw + fT 1а + f дх ЛэФа:;- . (9 . 2 1 )  
Подставим выражение (9 .2 1 )  \В уравнение (9 .20) и решим е го  от
носит·ельно ds/d-r: : 

ds Ср dTJ dp 
d'ТJ = т 1 --;;:;-- rl,Т 1 d"'J • (9 .  22) 

Подставим 
a2 = kRT1 и 

выр ажение (9 :22) ,в ур авнение (9. 1 9) и учтем, чтQ 
для совершенного газа cp+kR/cp = k, так .как R =  

= Ср-С с :  

..!!..__ dp + Q ди - Q d ( l n  Т f) О. 
(9. 23) а2 d'ТJ дх d'ТJ . 

Подставим теперь Q ( ди/дх) из уравнения (9.23) в уравнение 
движения (9 .2) и р азреШIИМ его относительно локального коэф
фициента сопротивления ,  р аскрыв полные производные : 

е =  - ( l - k M2) (дрfдх) d + 2d [ M k дR + • Qu2j2 ц2 Q VkRT 1 д1J 
+ F ди д (ln Tf)] , д ( ln T1) x - -- u - 2d . дlJ д1i дх 

Здесь М =  и/а - число Маха. 

( 9 . 24) · Выражение для э�спериментального определения среднего 
интегр ального на длине O � x� l значения коэфф·ициента сопро
тивления полпим, интегрируя на (0, l) уравнение (9.24) , пр и
меняя обо�щенную теорему о ореднем и деля на  l :  

€ = ( l - k M2) PI - P2 + 2d ( k м д/i + F  _ да _  
(Qu2j2) (lfd) i? 'Q у kRT f д'U х д'U 
- и д i!!Тt )- 2d ln .I.:!:..... д'ТJ l Т1 (9 . 25) 

Решая уравнение (9.25) относительно llp= pt-P2, найдем в�ра
жение для расчета  гидравличесюих· nотерь, когда значение s из
вестно : 

АР = ё Qu2 _ _  Ql ( k М др + 
(1 - k М2) 2 d ( 1 - k М2)_ Q'Jf kRT f д-v 

+ F  - д'ii - u  дlriТ1 )+ "Qи2 In ..!)__ . (9. 26) х д" д-u ( 1 - k M2) Т1 
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Очевидно, что ур авнения (9 .24) - (9.26) применимы при М <  
<11 /k. Для воздуха k = 1 ,4 и М должен быть меньше 0,8. В ка
налах теплообменных аппар атов, как правило, это условие вы-
nолняется. · 

Ур авнение (9 .26) пр,именимо и для стациона:р ного течения га
за при М<0,8. В этом •случае оно будет 

ё 'Qii2 l 
f:lp = + -

2 -d ( 1 .- k М2) 
(! (u2 In т2 -Fi)· 

( l - k M2) Т1 
(9 . 27) 

Следует отметить , что s пр актически не ис·следов а н  для неста 
п:ионарных течений газа в каналах и очень :слабо - для стацио
нарных при больших доз,вуковых скоростях . 

Гидр а1влические потери на  местных сопротивлениях учитыв а 
ются добавлением к пр авой част,и ур авнения (9 .26) члена n 2 � r  QiU i � "i -2 - .  Но •следует 1помнить, что �i должно находиться и з  
i - 1 

ЭК!спериментов в нестационарных условиях. Влияние пестациа
нарности на  �i м·ожет быть •существенным, но пока этот вопрос 
1;акже изучен ·слабо .  

9.4. Т Е П Л О В О й  РАС Ч ЕТ Т Е П Л ООБМЕ Н Н ЫХ АППАРАТО В 

Цель теплового ра,счета з а ключается в определении основных 
rабар,итных размеров и температурного •состояния выбр анной 
конструктиваой схемы теплообменного аппарата, исходя из за
данных усло:вий .  Обычно задаются тепловой поток, расходы теп
:юносителей, их темпер атуры, допустимые гидравлические поте
ри, допустимые габ ариты или м а-сса и т. п.  'В з ависимости o r  
конкретного назначения теплообменного аппарата . Ка,к :nравило ,  
окончательная конструктивная схема  теплообменного аппарата 

. ·выбир ается 1 В  р езультате теплового и гидравлического расчетов 
р азличных ее вариантов и их ср авнительного анализа с учетом 
требований,  пр едъявляемых к объекту в целом .  При этом расчет 
теплообменного аппар ата производится на номинальный режим , 
а з атем р а·счетом шроверяется его р абота на  других режимах,  
включая в О'11Ве'Гственных случаях и нестационарные режимы р а-
боты . · 
9.4 . 1 .  Из менение темпер атуры теплоносителей и стенки по 

дл ине канала 

В этом р азделе тепловой р а:счет теплообменных аппаратов 
будет подробно р а•есмотре.н только на  примере прямоточной (см .  
рис .  9 .5 ,  а) •И противоточной (см.  рис. 9 .5 ,  б) р асчетных схем: 
Для 11ретьей р асчетной схемы, с перекрестным током (см . ри· � .  
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9.5, в ) , будут даны 1В �онечном виде некоторые рекомендации 
для стационарного случая * . Тепловой расчет теплообменных ап
пар атов 'С учетом трехмерного темпер атурного поля в нем,  т. е. 
с учетом теМJпературных полей теплоно·сителей и стено·к, чрезвы
чайно .сложен и в <б.ольшинст.ве •случае.в пока не может быть 
выполнен .  Поэтому обычно тепловой ·р а,счет iПр.оводят при о:дно
мерном описании течения каждого из теплоносителей, т. е. по-

т т 

�--------------�� х 
L u �------------�� x 

. О.) !) 
Рис. 9 .7. Изменение температуры теплоносителей по длине:  

а-при прямотоке ; б-при противотоке 

лагают, что скорость и теМ'пер атура теплоносителя могут из
меняться только в одном измерении - в направлении движения. 
Основные ураВ'нения для описания теплообмена  в этом случае 
получены в гл . V. 

Для теплового р а·счета теплообменных аппаратов обычно ис
пользуется уравнение энергии в ·виде (5 .3) , .которое записывает
ся для каждого из теплоносителей .  

Тогда вме.сто qw = a ( Tw-Tt) вводят qw = k ( T1-T2) , где k 
коэффициент теплопередачи, определяемый выражением : 

k = --'q'--- (9 . 28) Tr - т2 
и имеющий размерность Вт/ (м2· К ) . Здесь Т1 и Т2 - среднемас
совые температуры «горячего» и «холодного» теплоносителей, 
р азделенных стенкой, в rсечении х (рис .  9 .7) . 

Если известны �оэффициенты теплоотдачи для горячего а1 и 
холодного а2 теплоносителей, коэффициент теплопроводнаста 
материала стенки Лw и ее толщина 6, то можно определить и ко
эффиЦiиент теплопередачи k. Покажем это н а  про•стейшем приме
ре  плоской стеНJки .  

Удельный тепловой поток через стенку можно найти по сле
·дующим формулам :  

* Подробно тепловой расчет при перекрестном токе излагается, напримеР. 
в работе [ 1 116J. · 
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q =  Лw (Tlw - T2w ) ;  11 
q = a2 (T2W' - Т2 ) . 

) 

1 (9 . 29) 

1 
J 

Разрешая эти й3Ыражения относительно р аз.но·стей температур и 
учитывая, что ( Т1-Т2) = ( TI-Tiw) + ( Tiw-Tzw) + ( Tzw-T2) , 
получим 

q q 11 q -= - -t- q - -t- -
k а 1 Лw az 

или,  р азрешая относительно k, оканчаrельно найдем 

k =---------------
1 /a l + '11/Лw + 1 /az (9 . 30) 

В случае труб * 1В выражениях (9 .29) тепловой поток на внут
р енней и наружной 'стенках будет р азным. Пазтому коэффици
ент теплопередачtи будет зависеть от того , к 'Какой поверхности 
трубы он от.несен . Повторяя при/Ведеиные выше выкладки, мож
но получить выражения для определения коэффициентов тепло
передачи для трубы:  · 

kвн = 1 / (-1- + � ln !!J:. +-1-..!!.!_ ) 
а1 21- w d1 а2 dz 

при отнесении ,к внутренней поверхности и 

. kн = l / (-1- � + � ln � + -1-) 
а1 d1 2Лw d1 а 2  (9'. 32) 

- при отнесении к наружной поверхности .  
Здесь d1 и d2 - соответственно внутренний и наружный диа

метры трубы .  
Умножая k по ·выражению (9 .30) на  ширину пластины у, а 

kвн (9 .3 1 ). и kн (9 .32 )  нц соотв�тствующий периметр трубы, полу
чим выражения для 'ВЫчисления коэффициентов теплопередачи 
на ед,иницу длины плас'llИны или трубы. Для iПЛоской ·пла·стины 

для трубы 

kz = Y j (-1 + -�� + -1 J ;  
а1  , Лw az 1 

k1 = k58nd1 = k8nd2 =--------�--1 1 dz 1 -- + -- ln- + -
aldl 2Лw d1 azdz 

(9 . 33) 

(9. 34) 

* Если отношение толщины трубы к ее диаметру мало, то можно поль
зоваться формулой (9.30) и для труб, относя омываемую поверхность к сред
нему диаметру. 
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Тогда тепловой поток на  единицу длины 

q1 = Иq = kz (T1 - Т2) . (9 . 35) 

Ра•осмотрим для простоты •стационарные процессы . В стацио
нарных процессах ур авнение энергии ( 5 .3 )  примет .вид 

di 0 - = q1 • (9 . 36) dx 
или с учетом уравнения (9 .35) 

di 
О dx = kz (T1- T2) .  (9 . 37) 

Записывая формулу (9 .37) для горячего и х·олодного тепло
носителей, полуЧtим систему дифференциальных уравненИй для 
определения темпер аrур теплоносителей Т1 и Т2: 

т - т + а2 di2 . т - т  + J2._  di 1 (9 . 38) 1 - 2 kz dx ' 2 - 1 kz dx · 

Как известно из термодинамики, для любого р абочего ·тела в 
изобарном процесое (p = •const )  

diJ dTJ . 
dx = (cp)J dx , (J = l , 2) .  (9 . 39) 

Для совершенного газа (т .  ·е .  газа ,  уравнение .состояния ·которого 
p = QRT) уравнен1ие (9.39) rспр аведливо при любом 1процессе. 
Для практичеоки несЖ!имаемых жидкостей Cp = Cv = C  уравнение 
(9.39) тоже спр аведливо. Тогда система (9.38) примет IВИД 

(9 . 407 

Для решения системы (9.40) сведем ее к уравнениям в1.1орого 
порядка, под:ставляя r1 Из первого ур авнения IВО второе, а r2 из 
второго в первое : 

Здесь 

d2T1 dTJ . , -- + А - = 0 (J = l , 2) .  (9 . 4 1 )  dx2 dx 
А = kz (Wэl + Wэ2\rполагаем Ср и k1 постоянными) * , где 

Wэ1Wэ2 

* 1 .  Если k1 = kl (x) , то решение ур авнения (9.4 1 ) или системы (9.40) в 
общем виде получить нельзя. Решение находится численно или в частных слу-• L 
чаях. При замене перемениого k1 средним значением k1 =J!L J k1 (x) dx следует 

-оценивать допускаему10 при этом  ошибку в определении температуры тепло
носителя. 

2 .  Если с11-=с11 (x) *const, то тогда вместо системы (9.40) рассматривают 
систему (9.38) . 
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Waj = Gj (Cp) j - так н азываемый в о д я н о й  э к ·в iИ в а л е н т. 
В случае прямотока Wэt и Wэ2 - положительны. Для про'Гиво
тока :водяной эквИ!валент теплоносителя, текущег0 в .положитель
ном н аправлении оси х положителен, а в протиrвоположном на
пр авлении - отрицателен. Та·к как А =  const, то общее решение 
уравнения (9 .4 1 )  имеет вид 

Т . - С  е�•х + С  е� ,х ] - 1 2 ' 
где �1 ·и �2 - кар ни характеристического ур авнения �2+А � = 0. 
Отсюда находим �1 = 0, (32 = -А и тогда 

Т1 = С1 +.С2е-Ах. (9 . 42) 

Рассмотрим два •способа  задания граничных условий для оп-
ределения ПОIСТоянных в уравнении (9 .42 ) . · 

1 .  Заданы темлературы j-го теплоносителя на входе Toj (х = 
= 0) и выходе TLj (x = L) . 

Получаем систему Toj = C1 + C2 ; Tц = Ct + C2e-AL .  Отсюда на 
ходим С1 и С2 . Подстшвляя и х  в фор мулу (9 .42 ) , получаем 

(9 . 43) 

2 .  Заданьt темлературы обоих теплоносителей в сечении Х =  
= 0 или X = L. 

Тогда из уршвнения (9 .40) можно найти значения dTfdx дл � 
соответствующего сечения, и после обычных преобразований со
ответственно получим при з адании темпераrур в сечениях х = О  
и X = L:  

Т - (х) = Т · + t::.TJo ...!!i._ ( 1 - е-Ах) · 1 01 А Wэ j  ' 

!::.Т "L k Т - (х) = Тц + -1- --'- [ 1 - e-A(x-L >] . 1 А Wэ J  

(9 . 44) 

(9 .  45) 

Здесь /1Т1 = (Т2-Т1) , а /1Т2 =  ( Т1-Т2) при Х = О  или X= L. Час r
ный случай решения ур авнения (9 .4 1 )  получае11ся для противо
тока при А =  О, Wэ1 = Wэ2· Так 'как :в этом случае Iюрни ха'Р ак
теристического ур авнения (31 = (32= 0, то решени �  ур а'Внения 
(9 .4 1 )  будет 

(9 . 46) 

Это означает, что тем.пературы обоих теплоносителей изменяют
ся линейно . 
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(9 . 47) 



:а при .втором способе ·соответственно для з адания темпер атур 
теплоносителей .в ·сечении х = О  и x = L  найдем 

T1 (x) =_!!L А.Т10 (х) + Т01 ; WJ 

т1 (х) = � A.T1L (x - LJ + T LJ · Wj 

(9 . 48) 

(9 . 49) 

Из формул (9 .48) и (9 .49) видно, что кривые темпер атуры обо
их теплоносителей Имеют одинаковый н аклон ,  т. е .  они парал
лельны друг другу. 

9.4.2.  Температура стенки в произвол ьнам сечении 

Так как ai (Tiw-TJ) Uidx = k1ATidx, то темпер атур а �стенки в 
любом сечении будет : 

kzATJ 
T ·w = T ·+-· -. 1 1 a1u1 (9 .  50) 

Здесь Tjw - средняя по периметру темпер атур а стенки, омы
ваемая теплоносителем, а UJ  - обогр еваемый периметр этой 
стенки.  

При перекре•стном токе теплоносителей определить их темпе
р атуры значительно сложней, так как задача сводится к реше
нию системы двух уравнений первого порядка в частных прои з
водных или ур авнения втюрого порядка .в частных производных. 

Впервые это приближенно решил Нуссельт в 1 9И г. и точно - в 1 930 г. 
Это решение в более общем виде изложено в р аботе [ 1 1 6]. В силу своей гро
моздкости оно здесь не приводится. 

9.4.3.  Температурный напор 

Определение температурного напора при стационарном 
процессе и постоянной теплоемкости 

Температурный напор в любом ·сечении (см .  рис .  9 .7)  может 
быть определен как разность темпер атур, .найденных по одной 
из фqрмул (9 .43) - (9.49) . Одна1ко 1во м>ногих р а·счетах и н а  
перrвых этапах почти любого р а>счета нет -Нужды знать темпер а
туры теплоносителей,  но нужно знать их ·р азность, т. е. темпер а
турный напор . Беря р азность Tt (х) и Т2. (х) , определенных по
следовательно по формул а м  (9 .43) - (9.45) , получИм соответ
ственно три выр ажения для темпер атурного >напор а ·в произволь
нам .сечении х :  

1 -Ах 
А.Т (х) = Т1 (х) - Т2 (Х) = А.Т0 + - е  ( А.Т L - А.Т0) ; · (9 . 5 1 ) 1 - e-AL 

А.Т (х)=  А.Т0е-Ах ;  (9.  52) 
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D.T (Х) = D.TLe-A(x-L ) . (9 .  53) 

Здесь D.T0 = D.T (О) и D.T L = D,.T (L ) . 
Эти выражения можно получить и непосредственно из диф-

ференциального уравнения -
dAT + A D.T = O, (9 .  54) dx 

полученыого путем вычитания второго ура.внеНiия системы (9 .40)  
из первого. . 

З.ная температурный напор 11Т (х) ,  можно найти тепловой по
ток ·в этом сечении на  �лине dx, а именно: dq = 'k1!1T (x) dx. П р А  
ра,счетах обычно надо знать тепловой поток на  !Всей длине :  

но  

L L -
Q =  J k1D.T (x) dx = k1 J D.T (x) dx, 

о о 
L 
J D.T (x) dx = L D.Tcp •  
о 

(9 .  55) 

(9 . 56) 

где 11Тср - среднеинтегр альный темпер атурный напор .  Тогда 

Q = kz4TcpL . (� . 57) 

Найдем 1с учетом формулы (9 .52) среднеинтеi1р альный темпера
турный напор 

L L - · 
D.Tcp = -1- \ D.T (x) dx = -1 t D,.T0e-Axdx = !::.То ( 1 - e-Al) , L0 J L J AL 

о о . 

но из р а<венства (9 .52� пр1и x= L 
e-AL = ATL , а· A L = ln АТо . 

АТ0 t:.TL 
Тогда окончательно 

(9 . 58) 

(9 .  59) 

Это выр ажение в литературе часто 'Называют с р е д н е л о r а 
р и ф  м и ч е ·с к и м т е м п е 'Р а т у р н ы м н а ,п о р  о м .  При его 
выводе использовано выражение (9 .52 ) . С тем же успехом мож
но использовать :выражения (9.5 1 ) и (9 .53 ) . Выражение (9 .59) 
справедливо для ·прямотока и противотока . Его можно записат;, 
В IВIИДе 

(9 . 60) 

где 11Т 6 и 11Т м - соо11ветственно больший и меньший из темпе
р атурных напоров - !1Т0 пр.и х = О и !J.T L nри x = L. Аналогично. 

308 



среднеарифметический температурный напор запишется так : 

АТ _ АТб + АТм _1 ( l + АТм ) АТ . (9 . 6 1 )  ар - 2 2 АТб б 
Деля У'Ра1внение (9 .6 1 )  на  (9 .60 ) , найдем �Тар/�Тср =f (�Тм/�Тб) 
Легко подсчитать, что при · 

АТ м 2 0 5 1 < АТ ар � 1 04 
АТ б -:;:? ' АТ ер """= ' 

и можно 1с ошибкой менее 4 %  ,пользоваться вместо 'среднелога
р ифмического более 'Простым с р е д н е а р  и ф м ·е т и ч е с  1К  и м 
темпер атурным напором.  При одинаковой .р азности температур 
теплоносителей на входе в теплообменный аппарат наибольшим 
является средний температурный нап01р при противоrоке, наи
меньшим - пр•и прямотоке. Для перекрестного то.ка и смешан
НhiХ токов средний температурный напор находят по выраже-
нию 

(9 . 62) 

где -ф < 1 .  
Вычисление 'Ф для перекрестного тока и р азличных смешанных 
случаев течения трудоемко и обычно в литерат)llр·е дае1.1ся в ви 
де графиков и таблиц. Ср а1Внительно подробно эти ВО'П'росы р ас
смотрены в р аботе [ 1 1 6]. Так, наnример, величина 'ljJ, представ
ляющая ·собой отношение среднеинтегр альных тем•пературных 
на1Пор01в •при перекрестных токе ·и противотоке может быть пред
ста•влена та1бл . 9 . 1 как фун·кция Xt = ( Tto-TtL) /' ( Tto-T 'lJJ ) и х2 = 
= ( T2o-T2L) / ( Tto-T'lJJ) (ом .  обозначения на  ри,с . 9 .7) . 

Определение температурного н�пора при стационарном 
процессе и переменной теплоемкости 

Случаи переменной теплоемк01сти теплоноСiителей в современ
ных теплообменных а,ппаратах довольно ча-сты, особенно ес.пи 
теплоносители используются 1В оiюлокритической области, где за 
·висимость теплоемКtости от темпер атуры весьма <Существенна .  
Сильно изменяется теплоемк01сть при  наJIIичии дис•социации ил.rt 
рекомбинаЦJ!И,  а также при !Протекании химических реакций в 
теплоносителе . 

В этих случаях удобней перейти от тем.пер атур к энталЬiпиям 
теплоносителей, как это rпоказано в гл . XIV при рассмотрении 
;внешней з адачи с химическими реакциями .  Для этого определш1r 
коэффициент теплоотдач'И для теплоносителя ·выражением * 

* Если определяется средний по длине коэффициент теплоотдачи, то вели
чины, входящие в формулу (9 .63) , должны быть осреднены также и по длине 
канала .  
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Таблица 9.1  

Значени я  � для перекрестного тока 

';Z\ о 1 0 , 1 l 0 , 2 1 0 , 3 , 0 , 4 1 0 , 5 1 0 , 6 1 0 , 7 1 0 , 8 1 0 , 9 , 1 , 0  

о 1 1 1 1 1 1 

о , 1 1 0 , 996 0 , 994 0 , 992 0 , 988 

0 , 2  1 0 , 993 0 , 988 0 , 983 0 , 975 

0 , 3 1 0 , 990 0 , 983 0 , 974 0 , 962 

0 , 4  1 0 , 987 0 , 975 0 , 962 0 , 948 

0 , 5  1 0 , 984 0 , 967 0 , 95 0 , 935 

0 , 6  1 0 , 980 0 , 955 0 , 935 0 , 909 

0 , 7  1 0 , 975 0 , 942 0 , 9 1 1 0 , 875 

0 , 8  1 0 , 96 1  0 , 9 19 0 , 872 0 , 824 

0 , 9  1 0 , 928 0 , 867 0 , 80 1  0 , 738 

а =  q 

T - Tw 

Здесь 
i - iw 

Ср = T - Tw 

1 1 

0 , 984 0 , 978 

0 , 967 0 , 955 

0 , 952 0 , 935 

0 , 935 0 , 909 

0 , 9 10  0 , 875 

0 , 877 0 , 835 

0 , 832 0 , 780 

0 , 758 0 , 698 

0 , 672 0 , 58 1  

-
q cp 

i - iw 
7 J т  CpdT w . 
T - Tw ' 

1 1 1 о 

0 , 973 0 , 96 1  0 , 937 о 

0 , 942 0 , 9 19 0 , 873 о 

0 , 308 0 , 872 0 , 8 10  о 

0 , 873 0 , 824 0 , 738 о 

о: 832 0 , 765 0 , 665 о 

0 , 780 0 , 698 0 , 58 1 о 

0 , 7 1 0  0 , 6 14  0 , 485 о 
0 , 614 0 , 500 0 , 360 о 

0 , 490 0 , 360 0 , 220 о 

(9 . 63) 

i - средняя по сечению энтальпия единицы мас,сы теплоноси
теля ;  

iw - энтальпия единицы ма,ссш теплоносител5t,Щи темnературе , ..... . стенки. " '  
Определим плотность тещювого потока через .сте.нку выраже-

нием 

(9 . 64) 

где б - толщина  плоской стенки (для трубы 8 = - ln -2 • dj d ) 
2 dl 

Тогда э:ювивалентная теплопроводность стенки Л.\i) найдется из 
ур авнения 

' ( l ) _  Лw (Twl - Tw2) л w - (9 . 65) 

С учетом этих определений мы получим новые выражения для 
коэффициента теплопередачи, если заменим в выражениях 
(9 .30) - (9.34) а.; на a.;/ ( cp ) i, а Лw на Л.<J} по уравнению (9 .65) . 
Например ,  коэффиц,иент теплоПередачи на единицу !дЛины тру-
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бы при замене температур теплоносителей 1их энтальпиями вме
сто формулы (9 .34) будет определяться формулой 

n 
(ср)1 1 d2 (ср)2 -- + -- ln - + --
a ldl 2л\i) d1 a 1d1 

(9 .  66) 

Тогда вместо формулы (9.35) тепловой поток н а  единицу дли
ны канала можно записать так :  · 

k( i ) ( ' ' ) ql . l l1 - l2 . (9 . 67) 

Записывая формулу (9 .36) с учетом !выр ажения (9 .67) для пер 
вого и второго теплоно,сителя ,  получим 

i - i2 + 02 di2
. i - i  + __§__ di l 1 -

kl i ) dx ' 2 - 1 
k� l ) dx . (9 .  68) 

В тех случаях когда с достаточной для практичесюих расчетов 
точностью можно принять коэффициент теплопередачи ,k1<i> по
стоянным по дл!Ине канала и р авным средней величине, реше
н,ие ,системы (9 .68) полностью эюзивалентно решению системы 
(9 .40 ) , вели вместо постоянной А в уравнении (9 .4 1 )  IВВеСТIИ так
же постоянную величину * : 

AU >= k�1 > (0 1 + О2) 

Ot02 
(9 . 69) 

Тогда,  например, вместо формулы для темшературы теплоносите
ля (9.44) получим формулу для энтальпии IB Дж/кг: 

. . М k� l ) [ - A( i )x ] 
tj (x) = toj + 

A( i ) · а.  1 - е , J . 
(9 . 70) 

а вместо 'Среднеинтегр ального температурного н апора (9.59) по
лучим формулу для ,среднеинтегр ального напор а  удельных эн
тальпий :  

;).i = 6.ia - 6.iL 
(9 . 7 1 ) ер ln (MoJML ) 

В общем случае с учетом химическ-их реакций IB теплоносителе 
удельная энтальпия реагирующей смеси будет 

/1 
i = � Cik ; (9 .  72) 

k� 1 
т 

ik =  J (cp)kdT+ Qk0, (9 .  73) 
о 

* Знак A(i )  определяется так же, как и А .  Если теплоноситель течет в 
положительном направлении оси х, то принимаем его расход G>O, а если в 
отрицательном, то и расход принимаем отрицательным G <O. 
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где Ck -- массовая (в-есовая)  доля k-го компонента ;  
QR.o - удельная теплота образования k-го �ком:rонента 

из молекул отдельных элементов лр и Т = ОК; 
M0 =1i01-i112 -- р азность энтальпий теплоносителей на  входе ; 

l!iL = 'iы-iL2 -· р азность Энтальпий теплоносителей на  rвыходе . 

9.5. Т Е ПЛ О П ЕР ЕДАЮЩИ Е ТРУБЫ КАК Т Е ПЛООБМЕ Н Н Ы Е  
КП ПАРАТ Ы  

Теплопередающая труба (иногда называемая т е п л о в о й  
Т 'Р у б о й ) предстаiВляет особый вид теплообменного устройст
!3а. В известных теплообменных а<ппаратах тепло от одного теп
носителя или охлаждаемого элемента передается другому 
через твердую или жидкую поверхность теплообмена ,  а в тепло ·· 

Рис. 9.8. Принципиальная схема теnлопередающей трубы :  
/-зона подвода тепла (испарения) :  Н-зона парапровода :  I I  1 -зона отвода тепла 
( конденсации) ; /V-фитиль , V-корпус трубы, !lh-перепад высот, определяющий гид· 

ростатический напор 

передающей трубе тепло от охлаждаемой 1поверхности отбир ае1 -
ся испаряющейся жидкостью и может быть потоком пар а пере
несено на значительное р асстояние и отдано теплОIВОСJПринимаю
щей поверхности в процеосе конденсации р а бочего тела [ 1 48] .  
Теплонооитель - рабочее тело в жидкой фазе возвр ащается к 
месту испарения капиллярными �силами при помощи фитиля тоИ 
или иной конфигур ации. Таким образом, тепло1Передающая тру
ба  простейшей схемы (ри�с. 9 .8) имеет зону подвода тепла /, па
ропровод !/, зону конденсации /!/, фитиль IV и 'Корпус V.  Из
вестны, пр авда, более простые �схемы, где воз1врат р абочего тела 
в жидкой фазе производится гр а'витационнымiИ или центробеж
ными силами .  

Рассмотрим основные физиче�ские процессы, определяющи� 
работу тепло1передающей трубы. 
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Н а  уча·стке подвода тепла испаряется жид.кость с nоверхно
стей менисков, обр азованных ячейками фитиля и ,  для того, что
бы теплопередающая трубка дей�твовала ,  жидкое р абочее тело 
должно хорошо см ачивать элементы фитиля.  Тогда при испаре
нии жидкости мениск имеет вогнутую форму и поэтому у по
верхности испарения обр азуется зона понижениого да!Вления ,  
обеспечи-вающая подсос жищкости из зоны Iюнденсации. Это 
р азрежение зависит от капиллярных ·свойств жидк;ости и фиТ>И 
л я  и определяется ур а!Внением Л апла,са 

q 
ра= + - . 

- Rм (9 .  74) 

где (}' - коэффициент поверхНОIСТНОГО натяжения ;  Rм - р адиус. 
меююка ;  знак ( + )  - для смачивающей жидкости, (-) - дл я  
несм ачивающей жщцкости . 

Ка.пиллярное давление Р а устанавливает р азность между 
давлением жидкости и давлением пара  

АРа = Рп.ст - Рж .ст •  
Этот перепад давлений !!.ра и обеспечивает дв!Ижение жидко�ти 
из зоны конденсации 'В зону испарения.  . \ 

Для обесПечения максимального перепада давлений в зоне 
конденсации желательно р адиус мениска иметь тоже максим аль
ным.  Этому соответствует случай, когда каПJиллярная система в 
зоне конденсации покрыта тонким •слоем жидко•сти .  Тогда ка
пиллярные' силы .сонс;ем не препятствуют ОТ>оосу жидкости и з  
ЭТОЙ ЗОН Ы .  

В общем случае  с учетом р азности высоты р асположения кон
цов теплопередающей трубы (ht-h2) ,  давлений пара  (р1 и р2) 
и капиллярных оил ,  выр аженных через р адиусы пор R1 и R2 и 
кр аевые углы 'смачи!Вания (8 1  и 82 ) , перепад давлений, под дей
ствием которого происходит движение жидкости, р а1вен 

АР ж = p)�l - Рж2 = 2а ( со;
1
6 1 -со;

2
62) -

- (pl - Р2) - Qж · g (hl - h.z). 
Бел и  R2---+oo и .ht :::::::; h2, ур авнение .пр иним ает вид 

2<1 cos 61  
АРж = R1 

(pl - Р2) . 

( 9 .  75} 

(9 . 76) 

На р ис .  9.9 показано распредел�ние полных и статических давле
ний жидкости и 'пара  по длине трубы .  

Количество тепла, переносимого по оси  трубы, зависит о т  
м а·ссового р а'схода •пар а Gп •И теплоты параобр азования rп: 

(9 . 77) 
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Переносимый поток тепла Q 'В кВт или удельный тепловой 
поток q в кВт/м2 зави1сит от геометрии теплопередающей трубы, 
вида р абочего тела, темпер атур испарителя и конденсатора и 
огр аничивается рядом условий: 

а) произ•водительностью капилляр ного н а·соса (капиллярное 
огр аничение )  

р 

О Нспорвнив 

1 J 
1 Р. - - - - - - - � - - - �Е _ _ _ _ _ 1 _, ..-

..... ..... ..-., ..... 

KUHUCHCOЩ/11 t 

Рис. 9.9. Диаграмма р аспределения полных и стати
ческих давлений пара и жидкости по длине теплопе

редающей трубы 

б) звуковым пределом для скорости пар а на  его входе в кон
денсационную зону 

Wп = a = Vk , RТп; 
в )  максимальными тооловыми нагрузками при испарени!l 

(как с поверхности меНJисков, так и по твердой поверхност·и кор
пу·са трубы) . Пределом считается возникновение пузырькового 
кипения жидкости. Испарение веще·ства ·с единицы пОверхносrи 
жидкости в единицу времени определяется уравненrием: 

0 - f. -�Р�о ---:-:..--
(2nRT 0) 112 ' (9 . 78) 

где То и р0 - температура и давление на поверхности жидкости; 
f - коэффициент коiНденсации (f� 1 )  ; 

R - газо,вая постоянная . 
В ажнейшим элементом р абочего процесса является капил

лярный подсос 'В зоне 1испарения . Как уже было ·сказано, этот 
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процесс определяется формулой Лапла·са ,  однако практическа 
удобнее рассматривать реальную геометрию 'Капиллярного эле
мента (ри,с . 9. 1 0) и учитывать характеристику смачиваемости 
м атериала фитиля жидким р а бочiИм телом 'С помощью кр аевого 
угла смачиваемости е .  Тогда ,капиллярный движущий напор оп
ре:деляеТ<ся 

a cos 6 APa = -R , 
эф 

где RэФ - эффективный радиус пор в ф итиле. 

Рис. 9. 1 0 . Примеры раз
личных форм капилляр
ной подсасыв ающей сис-

темы-Фитиля : 
а-продольные каналы пря
моугольной или клиновид
ной формы ;  б-канавки,  на 
крытые сеткой ; в-много
слойная сетка ; г-фитиль 
артериального типа (в  зоне 
транспортировки жидкости, 
в зонах игларения и конден
сации фитиль должен быть 
�асположен на поверхности теплообмен а )  

(9 . 79) 

В свою очередь RэФ ·связан с геоме 1·рией поры таR, что для кpyr
.'loro отверстия со сфери

_
чес:юи� мениском 

А _ 2а c o s  6 Ра -
R '  , 

где R' - радиус отверстия в ф итиле (поры ) . 
Для цилиндрического мен·иска (щелевой фитиль) 

л а cos 6 
u.Pa = -- , ь 

где Ь - полуширина ка,навки .  

(9 . 80) 

(9 . 8 1 ) 

Для фитиля с канавкой .�линовидной формы (угол клина 2<р) 
капиллярный напор за!Висит от глубины заполнения канавки с и 
определяется по полуэмпиричес1юй формуле 

АРа = a cos 6 .  
с tg cp 

(9 . 82) 

Для фитиля из сетки с квадратной ячейкой с р азмером сто 
роны квадрата 2а 

2а cos 6 Ар. = -- . (9 . 83) а 
Вопросы выбора р абочего тела и материалов для теплопередаю-

315 



6.j 
о; 

Основные характеристики рабочих тел 
и материалов теплопередающих труб 

iнл fкип Рабочий 
Рабочее при р=О , 1 МПа , диапазон 

тело о с  температур, 
о с  

C2HsOH -1 14 , 4  78 , 3  -50-+ 100 

NНз -77 , 7  -33 , 4  -40-0 

Н20 о 1 10 15-260 

Cs 28 , 5 705 330-730 

к 63 , 6  760 380-830 

Na 97 , 8  883 500-930 

Li  180 1 3 1 7  880-1 400 

Ва 7 10 1700 1 1 80-1 630 

РЬ 327 1737 1330-1 830 

Ag 96 1 22 1 2  1580-2330 

Теплота 
па рооб-

разования 
при 

р=О, ! МПа, 
кДж 

308 

1 380 

2256,7 

603 
2076 

4345 

1 9595 

1 088 

860 

2320 

Таблица 9.2 

Поверхностное 
Давление на тяжение 
(при Тпл) , (при t=900- Материа л фитиля Ма териал стенки мм Hg 1 600° С),  

Джjм2 

Медь Медь, бронза 

Хромоникелевая То же - сталь 

То же » 
2 , 10-6 35 - 10-3 

86 · 10-3 » » 
1 , 1 0-·7 l lQ-3 » » 

1 , 26 - 10- 1 0 (2 10-300) · 10-3 Молибден Сталь ; молибден ; 
тантал 

7 , 610- 1 0 , 400 Тантал То же 

3 , 26 - 1 0-9 0 , 385 » » 
/ 

2 , 65 - IQ-3 0 , 75 Вольфрам » . 



щих труб ·слещует рас-см атр ивать совме-стно.  Общие требования 
к м атери ал а м  .конструкции теплопроводящей трубы (кор пус, 
фитильная ·систе м а )  не  огр а1Ничиваются совместимостью с р а бо
ч и м  телом в етатических у1словиях. В табл . 9:2 ·привеtЦены при
меры ·сочетания конструкционных м атер иалов и •р а·бочих тел теп
лопередающих труб . 

Q,Вт ' t;, кВг/смl 

::JHН11t 2•5 1100 !ZOO /JI/1/ !'НJD 1500 t: С 

Рис 9: 1 1 . Результаты испытаний 
.'!итиевой теплопередающей трубы 

Q, DT 
101 

JШ����----3.-�L�-----IO�W�-T-, �K 
Рис 9 1 2 . З ависимuсть мощно
сти теплопередающей трубы 
(Dтр = 25,4 мм, 1 = 305 мм) от 
темпер атуры для раз.1ичных ра -

бочих тел 

В процессе циркуляции основного р абочего · тела в теплопере 
дающей трубе однавременно возможен и перенос 'в-севозможных 
п р и м есей как газовых, так и твердых , имеющихся в м а 
териале  теплопер едающей трубы и р а бочем теле . Тугопл авкие 
примеси,  ·Как пр авило,  перенося'Гся в зону испа•рения,  а некон 
денсирующие-ся газы - в зону конденсации.  П р и  этом в зоне 
конденсации 1возможно обр азование газовых пробок, которые 
уменьшают р азмер зоны конденсации и снижают эффективно с гь 
дей.ст;вия всей тепло,передающей трубы . Для устр анения этого яв
ления необходимо пр именять в теплопередающих трубах сверх
чистые м атер иалы,  в �оторых примеси не  должны превышать 
1 о-з-:- .10-s % . 

Материал фитиля должен м аксимально смачиваться жидким 
р абочим телом.  Это требование .к м атер и алу корпуса теплопере
дающей трубы не обяз ательно, так как считае'Гся необходи_мы м 
избегать режимы с кипением н а  участке подвода тепла .  Но с точ
ки зреНiия устойчивости теплопередающей трубы ко всЯ<кого рода 
нер асчетным отклонениям от р а бочего режима ;выго�д<но иметь 
м атериал 1самой трубы также смачивающимся р а бочим телом .  
Тогда перегр ев поверхности не приводит к возникновению пле· 
ночного кипения и р азрушению конструкiiJИИ, а крат.ковременная  
р абота н а  режиме пузырькового кипения не представляется очень 
опасной. Для примера н а  рис .  9. 1 1  даны результаты испытаний 
л.итиевой тепл·апередающей трубы. На рис. 9. 1 2  сведены резуль
таты испытаний, выпол ненных. р азл ичными авторами .  
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При пуске теплопередающей трубы следует иметь в виду, что 

многие р абочие тел а для этих труб в эксплуатационных усло
виях могут находить.ся в т,вердом ·виде, когда особенно сложн а 
проблем а запуска тооло!Передающей трубы.  

Рис 9. 1 3  Р аспределение темпер атур по длине тепло
передающей трубы в процессе запуска :  кривые 1-
6-резvльтаты измеренИIЙ в соответсТI!VЮщих точках 

П р и  этом rвсе устройство должно быть протрето достаточн() 
плавно,  что бы р а бочее тело ·р асплавилось по всей длине трубки 
и чтобы ·капиллярный н а сос успел подсосать жидкость, не  давая 
испарительному участку перейти в опасный р ежим работы, когда 
вслед:ствие ,высыхания испар ительного участка он  перестанет дей 
ствов ать, а п р и  высоких темпер атур ах даже может р а'Сшл авиться. 

На р ис. 9.  1 '3 показано р аз,витие процесса з апуска теплопере
дающей трубы н а  натрии 1во· в.ремени .  

Опыт rпоказывает, что теплопередающую трубу можно 'выве
сти на  р а бочий р ежим з а  несколько минут. Проблемы у·скорен
ного запуска rв настоящее ·время изучаются . Прекр ащение р а бо
ты теплопередающей трубы также протекает во вре,мени,  но а 
отличие от запуска оно не угрожает опа•сными р ежимами .  

В настоящее время намечаются пути дальнейшего усовершен
ствования теплопередающих труб. Так, трубы · с  составным фи
тилем, т. е. фитилем, пористость и капиллярно,сть которого оп
тимизирова н а  ·по длине трубы ( м акси м альная по·дсасывающая 
способность в зоне и·спарения , м инимальные гидр авлические по
тери 1В ади абатной зоне и т. п . ) , имеют теплоiПередающую спо
собность и м аксим альную длину значительно выше. 

Трубы ,с переменным rсечением пароправода и ф и11иля также 
лучше могут соотве'11С'I'В01Вать кон.кретным задачам практики. 
Трубы с двух- или ,многокомпонентным р абочим телом могут ох
ватывать большой диапазон темпер атур , обеспечивать передачу 
тепл а на р азных уровнях темпер атур . 
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Теплопередающие трубы обладают опоеобиостью тр ансфор
мировать удельную тепловую н агрузку rна единицу поверхности, 

1 2 1 

Рис 9. 14 .  Схема секции холодильника излучателя космической ядерной энер
гоустановки с nаиелями из теплоnередающих труб : 

J -трубы с теплоносител е м ,  или теплопер ед а ющие трубы, сбр а сы в ающие тепло в космос;  
2-модули тепл опередающи х  труб,  увеличивающи х  поверх ность излучения тепла в кос· 

м осе 

могут регулироваться во ,времени путем пр1исоединения упр а в
л я е м ого о бъема с газо м .  Газ ,  будучи •вытеснен н р а бочую по
лость теплопередающей трубы и скапливаясь н а  конце конденс а 
ционного уча,стка ,  <будет 'Выключать из р а боты часть ,конденса
ционной эоны, и тем самым будет изменяться режим р а боты 
трубы.  Наконец, также большие возможности откр ываются при 
варьировании геометрией теплопередающих труб :  искр1И1Вления ,  
р азветвления,  применение кольцевых труб и т. rп . 

Теплопередающие трубы несмотр я  н а  явные их преимуще,ства 
еще не н ашли широкого п р именениЯ . Известны примеры исполь
зования теплопередающих труб в системах тер морегулирования 
космических аппар атов .  Здесь пер спектива  применения теплопе
редающих труб очень rвелика в широком д!Иапазоне темrПер атур 
от глубокого холода до ,сотен гр аду.оов тепла .  

Особые преимущес11ва имеют теплопер едающие трубы при 
использо1вании в конструкциях ядерных энергетических (реак
торных и р адиоизотопных) установок космических аппар атов.  
Н а  р и с. 9 . 1 4  показ ан пример конструкции 'Излучателя с тепло
передающим,и труб а м и .  Отвод т�пла от р�еак11ор а или р адиоизо- , 
топиого источника может быть осуществлен также теплопередаю
щими 11рубами,  что значительно упрощает систему, так как не 
тр ебует цир куляционных ус'I'ройств.  Известны проекты ядерных 
тер маэмиссионных энергоустановок с использованием теплопере
дающих труб [46] . Перечень о бл а•стей применения теплопередаю
щих труб пополняется с !Каждым днем. 

Рекомендуемая литература : 
основная:  [74, 1 48]� 
доnолнительная:  [46, 83, 1 02, 1 07, 1 1 6]. 



Г Л А В А  Х 
КО Н ТА КТ Н Ы й Т Е ПЛ О О БМ Е Н  

1 1  
Контактным теплообменом называется передача тепла между 
соприкасающимися твердыми поверхностями. 

Если чер ез две соприкасающиеся поверхности проходит теп
ловой ·поток, то темпер атур а их будет одинаковой лишь в том 
случае, ког,да конта•кт этих поверхностей идеальный и тер миче
ское сопротивление в зоне конта�кта р авно нулю.  Однако поверх
ности деталей м а шин никогда не быв ают а б солютно гладким и ,  
н а  н и х  всегда имеют.ся неровности, зависящие как  от хар акте р а  
технологической о б р а ботюи ,  так и от качес11в а самого м атер и а 
л а .  Поэтому ·контакт соприкасающихся поверхностей и меет д и с 
кретный х а р а ктер . 

Возникающее вслед,ствие дискр етного хар актер а сопр икосно
вения поверхностей тер мическое конта,ктное ·сопротивление прп
вод:ит к соотве'JIС'llвующему перепаду темпер атур в зоне контак
та, величина которого при большой плотности тепло1вых 'Потоков. 
х а р а ктерной для совр еменных эяергетических и силовых устан')
вок,  может составлять десятки и даже сотни гр аду1сов . 

В опросы контактного теплообмен а  имеют большое зн ачение 
при исследовании  проблем охл аж,дения ядер ных реакторов ,  пер е
дачи тепл а в установках,  непо•средств.енно преобр азующий тепло 
в электричество, охл аждения элементов а1виационных Дlвигателей 
(диски, лоп атки,  турбины) , нагрева обшивки космических лета

тельных а п п а р атов, охл аждения элементов электронных и т .  п. 
устройств . 

В з адачи исследования контактного теплообмена нар яду с оп
р еделением величины контактного термического сопротивления 
входит также изучение з а висимостей этого сопротивления от 
р азличных ф а кторов.  

10. 1 .  Т Е П Л О Ф И З И Ч ЕС К И Е  ОСОБЕН НОСТИ КО НТАКТ Н О ГО 
Т Е П Л ООБМЕНА 

З он а  ко!fтакта представляет собой обла•сть, еостоящую из вы
ступо'в М1Ив.ронеровностей, часть которых при сопр·икооновении 
деф ормitруе rся и обр азует· к о  н т а к т  н ы е п я т  н а А , и про
с11р ансТIВ а  мсж�у выступами - м е ж 1к о н т а к т  н ы х з а з о р  о в 

В (рис. 1 0 . 1 ) .  При этом ·суммарная площадь !Контактных пятен 
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(площадь ф актического 'Контакта ) всегда составляет незначи 
тельную часть номинальной площади ·сопр ИJкосновения, опреде
ляемой геометрическими р азмерами 'Поверхностей . В межкон· 
тактных зазорах м ожет быть ва·куум,  газ •ИЛ И  жид,кость.  

О бычно коэффициент теплопр оводнюсти •контактирующих ма· 
тер н алов во м ного раз больше коэфф ициента теплопроводност и.  
среды, з аполняющей межконтактные з азоры.  Поэтому налиЧJие в 

Рис. 1 0. 1 . Контакти-
рование шерохова-

тых поверхностей 

Рис 1 0  2 Линии теплового то
ка и изотермы в зо не контакта 

( схема ) 

конта ктной зоне газовой прослойки •И , оообенно,  в а;куума з н а ч и  
тельно затрудняет переход тепл а о т  одной поверхности к другой 
через зону контакта .  

Н а  рис .  1 0 .2 •схематично показ авы линии тока 1 и изотермы .2 
в зоне. контакта IНа стационарном тепловом режиме.  Как вид�о. 
в близи контактной по,верхности тепловой поток р аздваивае'l'ся - 
одна часть его прохо1дит через пятн а ф акт·ического конта•кта , а 
другая - через среду, за1полняющую межконтактные зазор ы .  
Та.к как теплопроводность контактных пятен, IКа•к правило, зна
чительно выше т·еплопроводности среды, з а полняющей з азоры,  
то к этим пятнам ·стягиваю11ся л инии теплового тока,  а изотер
м ические поверхности, пар аллельные друг другу вдали от кон
тактной зоны,  приним ают в области .конта,кта rсложный харак
тер . Плотность теплового потока вбл·изи пятен контакта сильно 
воз·р а•стает, что прИIВодит к увел ичению темпер атурного гр адиен 
та в зоне  контакта и ,  следовательно, к возни�новению темпер а 
турного перепада м ежду поверхностям и ,  обр азующим и  зазор .  

На рис .  1 0 .3  пр едста;влено р аспрещеление темпер атуры в со
ставном теле при  :и�деальном и при реальном конта.кте двух те:1 
с шер�ховатой !Поверхностью. В случае идеального контактиро· 
в а ния темпер атур � ·на гр анице тел одинакОIВ а .  При ·соприкосно
вен·ии реальных тел ,  поверхности которых и м еют микронеровно
сти, в зоне контакта возникает дополнительный темпер атурный 
перепад i!J.T :к, ВеЛИЧIИН а  КОТОрОГО З аiВИ!СИТ ОТ ЦеЛОГО ряда фа КТО· 
ров : теплофизических свойств среды, заполняющей межконтакт
ные зазоры, состояiНия контактирующих rповерхносте.й ,  Те\Плофи
зических и м еханических свойств м атериалов контактной пары, 
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средней темпер атуры в зоне контаiКта, нагрузки на !Контактные 
nоверхности, 'велиЧJины теплового потока и др . 

В действительности р а•спределен.ие температур в зоне кон
такта непрерыв,но и поверхности тел IB  местах фактического кон 
та.кта имеют одну и т у  же темпер атуру, но поверхности, огр ани -

чивающие межконтактные за-

л, Лz л1 Лz зоры , не  являются изотер ми 
ческими .  Средняя темпер атур а 
поверхности, огр аничиваю -

_-+5-79��н- 'jj' щей з азор,  у более нагр етого � 
'<::1 тела выше, а у менее н агр ето -

го ниже темпер атуры в месте 
фа ктического контакта. 

а) В ел ичин а  р асчетного тем -
о} пера туриого перепада А. Т R м о -

Рис. 10.3. Распределение темпооатvР жет быть определен а экспери 
при контактировании двvх пластин : ментальна путем линейной 
•-идельный контакт: б-реальный контакт экстра поляци и графика р ас-

пределения темпер атуры в 
контактирующих тел ах  до поверхности соприкосновения .  

Перепаду, темпер атур в зоне :к-онтакта А.Тн соо1'!Ветст.вует 
к о н т а ,к т н о е  т е р м и ч е с к о е с о ·п р о т и •в л е н и е  

Rк = !!Тк , 
( 10 . 1 )  

qк 

им.еющее р азмерность м2·К/Вт. . 
Здесь qн - средний удельный теплоаюй потоiК, проходящий чер ез 

зону контакта,  Вт/м2. 
В местах ф актического контакта тепло 1передается теплопро

водностью. В зазор ах передача тепла может осуществляться 
теплопроводностью, конвекцией и излучением.  Как пр а!Вило, р а з 
меры межконтактных з азоров весьм а  огр аничены, что препятс r
вует возникновению конвектИiвных токов,  IПоэтому кон!Вективны ,,I 
теплообменом в зазор ах можно пренебречь.  При  темпер а ·тур ах в 
зоне контакта до 1 000° К поток тепла ,  передающийся излучени
ем,  составляет 2-3 % от общего теплового потока .  Поэтому л р .I 
умеренных темпер атур ах лучистым теплоо б меном в первом пр н -
ближении можно также .пр енебречь.  

-

Таким о б р азом,  м ожно ·считать, что тепло от одной сопр ика
сающейся поверхности .к другой передается лишь теплопрово:t
ностью через места ф актического контакта и через газовую 
прослойку в межконтактном зазоре.  Общее тер м ическое сопр отив-

- ление ·контакта может быть представлено как сумм а двух сос
тавляющих : тер мического ·сопротивления .среды - Rc и тер миче
с.кого сопр отивления !Контактных пятен - Rм, и находится по 
правилу -сложения пар аллельных сопротИJвлений : 
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1 0.2. ТЕРМИ ЧЕСКО Е СОП РОТ И ВЛ Е Н И Е  П Л О С КО ГО КО НТАКТА 

Теоретическому ·исследованию контактного теплообмена по
священо много р а бот [ 1 32, 1 44] . 

Аналитические методы •р асчета контактной проводимости ба 
зируются на  определенных модельных представлениях.  Так, в 
основу наиболее р а спростр аненной в на.стоящее 1время модеJI И 
контактной проводимости !Вошли следующие допущения .  

1 .  Две пар аллельные шероховатые поверхности соприкасают
ся в ограниченном числе одина;ковых по р азмеру контактных пя 
тен ,  имеющих форму круга и р авномерно р аспределенных по н о 
минальной по1верхности контакта.  

2.  Средний р азмер nятен при  увеличении нагрузки на кон
тактные повер:хоности изме:Няется незначительно, а рост площади 
ф а,ктического контакта происходит в осно'Вном из-за увеличе-
ния числ а  пят.ен .  

· 
3. Раз�еры ·пятен IКонтаiКта для р азличных материалов одной 

группы близки. 
Для теореtического анализа теплообмена в зоне контакта и с 

пользуется следующая р а1счетная схема ,  основанная на  перечис
ленных выше допущениях [ 1 44] : распределение тепло1вых mотоков 
на тор це цилиндра контактного элемента рассматр ивается ка к 
результат сложения двух потоков. Соответственно этому тер �I н 
чеакое сопротивление !Контакта р ассм атрИJв ает•ся как сумма  дву х 
дополнителыных IСО'Противлений параллелыных канало/В постоян
ного <сечения . Одно из  •них - сопротивление среды, а другое -
сопротивление мест ф актического контакта .  

Контактный элемент принимается состоящи м  из двух полу-
. огр анИченных цилиндров, •соприка<сающиеся торцы котарыл 

представляют собой усеченные конусы . Контакт н а  площадке 
р адиусом . r приним ается идеальным и темпер атура на  ней Т0 
считается постоянной (рис .  1 0.4 ) . Оба соприка.,сающихся полуоr. 
раниченных тел а р аосм атриваю11ся составЛенными из таких эле
ментарных пар аллельных тепловых каналов . Так -как течени� 
тепла во всех контактных элементах идентично, то теплообмен 
на  боковых ·границах отсутсТ!Вует и тепловые я!Вле.ния ,  происхо
дящие в <контактном элементе, отражают особенноста контакт
ного теплообмена для IВ•сей поверхности.  

Определение сопротивления контактного элемента оводит.ся I< 
определению темпер атурного nоля в раосм атрИIВаемой обла�ти. 
А<налитическое решение такой задачи сопряжено с большим·и "d а 
тем атическими трущностями ,  поэтому возникает необходимость в 
упрощении з адачи .  

Из припятой схемы контактного элемента следует, что· р аз 
ность темпер атур на  границах зазор а и толщина проСлойки 
среды возрастают с увел.ичением р адиу.са .  Если в первом прибли
жении их отношение принять постоя.н.ным, то это будет р авно
сильно тоиу, что на  !Граниu.е заЗора задан тепловой <Поток поста-
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янной плотности.  З аменяя !Прибл иженно условие н а  пятне То = 
= const  условием q0 = const, тем самым ·сводим задачу ·с сопр я
женными ·смеш анными УJСловиями к кр аевой задаче второго рода ,  
когда на  торце полуогр аниченного цилиндр а с теплоизолиро,ва н 
ной боковой поверхностью з адано р аспределение тепловых пото 
ков . На основе решения данной з адачи получена следующа я 
формул а  для р а счета общей термической проводимости кон 

Рис. 1 0.4. 
Схема кон

тактного 
элемента 

такта :  

_1 =�+2Ам l .  ( 1 0 . 3) 
Rк liэ nг <jJ 

Здесь 'Ас - коэффициент теплопроводн ости 
среды, заполняющей межконтакт
ные зазоры;  

бз - эквивалентна я  толщина зазор а ,  
определяе м ая из  услови я  р авенства 

ее тер мического сопротивления 
тер мическому сопротивлению 

слоя переменной толщины ;  
Лм - приведеин а я  теплопроводность 

( 10 .  4) 

1., , 'Ам. - коэфф ициенты теплопроводности контактирующих 
м атер иалов ; 

r - р адиус пятна ка,сани я ;  
'11 - относительная площадь ф а ктического ·контакта ; 

ф =  1 - 1 ,4 1 ..С.+о.з (..С.)з - коэффициент стягивания;  ( 1 0 .  5)  
го га 

г 0 - радиус цилиндра контактного элемент·а . 

Для пр и ближенной оценки величины площади фактического 
контакта могут быть использов аны следующие эм пир ические 
фор мулы �соотiВетственно для первоначального и последующ и х  
н агружений : 

р - 105 
'11 = нв ' 

Pl/3 'р2/3 . 105 max -
'11 = нв ' 

rде р - давление в зоне контакта, П а ;  

( 1 0 .  6 )  

НВ - число твердости по Бр инеллю .более мяnкого матер .и ала . 
Ф ор мулы ( 1 0 .3 )  и ( 1 0 .6 )  не учитывают реал ьной микрогео

метрии  контактирующих поверхностей.  Для более точного о!Пре
деления 1величины тер м ического сопротивления контакта необхо
димо учитывать реальную геометрию, механические о1юй ства кон 
тактирующих м атер иалов, зависимость площади ф а,ктического 
контакта от н агруз-ки и т.емпер ату.ры 1в зоне. контакт а .  

При каличии волнистости контактирующих поверхностей пят-
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на  конта,кта концентр ируются лишь на  гребнях волн .  В этом 
случае нагрузку �на 'контактирующие. поверхности и площадь 
фактического контакта следует относить к так н азываемой к о н
т У. р н о й  п л о щ а д и Sк, н а  которой р аспол агаются контакт
ные пятна ( р ис. 1 0.5) . 

Тогда относительная ф актическая ,площадь кюитакта 'YJ = 
= SФfSк. При н аличии регулярной сферической или цилиндр иче
ской волнистости контурная площадь м ожет быть определен а 
по фор мул а м  теории упругости .  В слу
чае отсутствия волнистости контурная 
площадь Sк р ав н а  номинальной Sн. 

П р и  р асчете контактного сопротив
ления  по фор муле ( 1 0.3 )  н аи более 
трудны м  Я'вляется определение пло- , 
щади ф а ктического контакта, ·величи
на  ,которой обусловлена хар а,к·тер ом 
дефор м ации микронеровностей . 

Теоретическое  р ешение з адачи о 
площади ф актического контакта ре- Рис. 1 0 5 . Контактирование 
.альных поверхностей в настоящее вре- шерохов атых поверхностей 
мя получено лишь для некоторых гео- со сферической волнисто-

стью метрически правильных тел и м ате-
р и алов, обл адающих идеальн ы м и  
свойствами [47] . Поэтому, для практических целей наиболее н а 
дежн ым и  являются методы определения площади ф актического 
контакта,  основанные на экспер иментальных данных. Экспери
ментально установлено, что площадь ф актического контакта 
составляет незначительную часть от номинальной площади (до 
2-5 % ) .  С уменьшением твердости контактирующих м атери
алов, улучшением чи�стоты обр або'I1Ки контактных поверхностей 
и увеличением н а грузки площадь ф актического контакта воз-
р астает. . 

Н а  р ис.  1 0 .6 предста,влен пример зависимости площади ф а к
тического контакта от нагрузки.  Видно, что ,в обла,сти м алых на
грузок рост площади ф а ктичосrоqго контакта при  повышении на
грузки более интенсивный, чем �в обл а сти больших нагрузок. 

В основу р а�счетов контактного тер м ического сопротивлени.п 
положены полуэмпирические �соотношения, полученные 'В р езуль
тате обо бщения м ногочисленных экспериментальных исследова
ний контактного теплообмена [ 1 06, 1 32 ,  1 43, 1 44] и др . 

Ниже р а ссм атривают-ся зависимости контактного тер мическо
го сопротивления от р азличных ф акторов,  'полученные в э�спе
р иментах. 

Удельная н агрузка р (средняя нагрузка на контактируюЩие 
поверхности) оказывает сильное. вл·ияни-е на вел ичину термиче
ского сопротивления 1контакта Rк (рис .  1 О. 7) . С ростом нагруз
ки контактное термическое ·со1Противление Rк уме.ньшае"ся, о�со
бенно сильно 'В  области малых нагрузок [до 5- 1 О МПа], что 
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объясняе11ся характером изменения площади ф актиче,ского кон
такта (см .  р ис. 1 0 .6 ) . 

Средняя темпер атур а в зоне конта кта Т к оказывает значи
тельное влияние н а  величину Rк. Характер изменения конта к г
нога тер мического сопротшвления от темпер атуры определяется 
совокупностью зависимостей физических и механических хар ак
тер истик м атериалов контактных пар от темпер атуры .  В заизиси
мости от свойств :контактирующих м атер иалов и у,словий контак
тирования повышение темпер атур ы ,в зоне контакта может вы з
в ать как увел ичение ,  так ,и уменьшение контактного тер мического 

сопротивления ( р ис .  1 0 . 8 ) . 

v 1---1-

3 / 
1-' 

/' г 
J 

![ 
1 

о 8 !// Р, мпа. 
Рис ! 0.6 Зависимость отно
сительной площади Факти-

Шероховатость контактирую
щих поверхностей также оказы
вает влияние н а  величину Rн
С улучшением чистоты о б р аб от
ки контактных поверхн остей тер
м ическое сопр отивление контак
та уменьшается ; особенно интен
,сивно это происходит 'ПР И  улуч
шении обр а ботки по1Ве.рхностей 
до 6-7 кл а ссов, что :обънсняетс.:r 
соответствующим ростом площа
ди ф актического контакта (рис . 
1 0 . 9 ) . 

Н аличие газовой среды в 
межконтактных зазорах оказыва
ет зн·ачительное влиянИе н а  вели

чину кон;тактного тер мического сопротивлен ия ( р ис .  1 0 . 1 0 ) . Чем 
больш е  теплопроводность среды, заполняющей межконтактные 
зазоры,  тем меньше тер мическое сопротивление контакта . 

ческого контакта от нагоуз
ки для контактной паоы 
пои чистоте поверхностей по 

8-му классу Mo/AizOз 

На оанове р аоемот,ренной выше теорет,ической модели кон
тактного теплообмена и обобщения результатов эыспер именталь
ных исследований [75] получена полуэмпир ическая формул а  
для определения тер миче,ского сопротивления контакт а :  

( 1 о . 7 )  

где Гм - р адиус пятна контакта .  По д а н н ы м  экспериментов для 
контакта металлических пар  Гм = 30+40 мкм, а для пар  металл-
твердая :кер амика (Al203, ВеО ) Гм = 1 0-;-. 1 5  мкм ; 

( 10. 8} 

Лм - 1Привед:енный коэффициент теплопроводности контактирую
щих матери алов при темпер атуре в зоне контакта Тн". 
Вт/ (м·К) ; 
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А - коэффициент, учитЫiвающий реальную микр огеометрию кон
та1ктирующих по!Верхностей * ; 

Рк - удельная нагрузка на  контактные поверхности,  П а ;  
(Jв - тtр едел прочности �более мягкого м а териала п р и  температу

р е зоны контакта Т к. П а ;  

Tll Рк . мпа. 

Рис. 1 0.7. Зависимость 
контактного тер миче
ского сопротивления в 

вакvvме · 
1 о-з мм рт.  ст. при 
при Ти = 925 К и при · 
различной шерохова
тости поверхностей : 

J - X l8H9T/ v9Al,03  v 9, 2 - М о V R/AI ,O,  V8;  3 - X l8H9T V9/Be0 V 8; 4 - X l8H9TV 9jM o V 8; 5 - A l 2 0 3  v 7jграфит v 6, б - М о v 8/графит v 6 

700 !lOOJК,K 

Рис .  1 0  8 З ависимость 
контактного терм и -
ческого сопротивле
ния от температуры 
зоны контакта в вакv
уме 1 0-з М М  РТ. СТ. 
под н агрузкой 
2;5 МПа и при раз
личной шероховато-

сти поверхностей: 
1 - Х 18Н9Т V 9/A l ,03 v9; 2;- М о,  V S/A I ,O , ,  V S, 
з:- Х18Н9Т V 9/Be0, v 8; 
4;- A l 203 ,  V 8/графит, v 6; 
5 - Мо v 8jграфит '17. 6  

n - показ атель ·степени,  зависящий от рода контактирующих 
м атер иалов (рис .  1 0 . 1 1 ) ; 

Лс - коэффициент теплопроводности среды пр и температуре зо
ны контакта Т к. Вт/ (м ·К:) ; 

К - опытньJй коэффициент, определяемый 1по формуле 

к = 1 ,4 -- _1.".:,, 5;______ 
Р�' 25 · 1 05 ' 

63 - эквивалентная  толщин а з азор а .  

( 1 0 .  9 )  

* Рекоме.ндации по определению А можно найти в работе п о  исследова
нию контактирования шероховатых поверхностей [47]. 
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v 3  vff v7 
A'nocc 'lиt:momьt notft-pxнocmu 

Рис. Ю 9 .  З ависимость кон
тактного термического соп
ротивления от класса чисто
ты поверхностей пары брон
за/бронза при н аrvvзке 

р.,=2,5 МПа [ 1 ]  

n 

1,6 
1,5 

I,Ч. 
!,3 
1,2 
1, 1  

1 
о 

1 
1 

, .  

5 

� 
/ 

;' 

/ 1 
гт 

10 15 Р, МПа . О 

R к ,  10-'f м1К /Вт 
6 г--г--т-.--�� 

5 tt--t-""-f-+----1----.l 

О 4<- 8 12 Рк , МП а.  

Рис. 10. 1 0 .  Зависимост�:. 
контактного термическо
го сопротивления от на
грузки для пары Мо 
'V8/Н 1 8Н 1 0Т 'V8 в раз
ных газовых средах при 

Тк = 825 К.: 
/-вакуум;  2-аэот; 3-гелиlt 

5 10 15 Р, мnа. 

Рис. 1 0. 1 1 .  Усредненное значение показателя n: 
1-металл/металл и, металл/керамика; 2-металл/гра

фит; 3-кера мика/грасjlит 



Для ориентировочных расчетов можно принять 

kcpl + kcp2 
1\э = --'--------'---2 

где ,hcpt и hcp2 - средняя высота микронеровностей контактн
рующих поверхностей в м .  

Приведеиная фор мул а  позволяет получить достаточно досто
верные зн ачения Rк для р азнообр азных контактных пар в ди а 
пазоне темпер атур до 1 000 К и давлений Рк = (0 ,5-7-25)  МП а.  

10.3 Т Е РМ И Ч ЕС КО Е КО НТАКТ Н О Е  СО П РОТ И ВЛ Е Н И Е  
КОАКСИАЛ Ь Н О й  ЦИЛ И НДР И Ч ЕСКО й ПАРЫ 

В ряде технических устройс11В (элементы . термаэмиссионных 
преобр азователей,  реакторов и др . )  тепловой поток передается 
через пр илегающие друг 1к другу поверхности коаксиальных ци
линдров 1 и 2 ( р ис .  1 0 . 1 2 ) . При проектировании и расчете ука
занных устр ойств необходимо знать величину контактного тер
м ического сопротивления и 'соответствующего темпер атур ного пе
р епада в контакте.  

Принципиальной особенностью контактирования з а мкнутых 
поверхностей , обр азованных полыми цилиндр ами ,  посаженными 
один ,в  другой с пред'варителыным зазором или натягом по  по
садочному диаметру dпос ,  Я'Вляется зависимость удельного дав
ления н а  посадочных поверхнос·тях Рк от темпер атурного режи
ма, р аз м еров цилиндров,  посадки, а также от теплофизических и 
механических свойств контактирующих м атер иалов,  тогда каn. 
при контактировании плоских нез амкнутых поверхностей веJi и
:чина контаiКтного давлеiНИЯ Рк могл а выбир аться 1Произвольно .  

Нетрудно убедиться в том ,  что при  з аданной ·величине удель
ного теплового потока q и з а.да'нной темпер атуре одной из тру
бок цили ндр ической п ар ы  в ней автом атически установится ста
бильный режим теплопередачи с определенной величиной перс
пада темпер атур в зоне •контакта 11Тн и определенной величщюй 
да•вления на контактные поверхности Рк· , 

Пусть задан а темпер атур а внутренней трубки Т1 и удельный 
тепловой поток н а  р а•счетном режиме q. Тогда увеличение р азно
сти темпер атур 'внутренней и наруж1ной трубО/К 11Тн·= Т1-Т2 м о 
ж е т  быть достигную охл аждением наруж.ной трубки ( будем для 
простоты ра·ссуждений пренебрегать небольшим п адением тем пе
р атуры в стенках трубок) . Пр,имем,  что ·вначале тем1пер атуры 
внутренней 1 и н а ружной 2 трубок один аковы ( Т1 = Т2) и между 
ними имеется некоторый з азор.  П р и  этом,  конечно, и тепловой 
nоток р а.вен нулю. 

· 
Если теперь ум.еньшить темпер атуру н аружной трубки Т2, то 

всле:дствие появJiения р аЗности темпер атур м ежду трубками воз
никает тепловой потО/К q, а величина з азор а  в силу р азницы тер 
мическоГо р а•сшире1Ния станет уменьшать•ся .  
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П р и  определенной тем'Пер атуре Т2 произойдет соприкоснове
ние поверхностей.  Этому моменту ·соотве'Iiсmует точка 1 на  диа
гр амме ·в координатах А.Тн-Рк, так �как Рн = О  (рис .  1 0. 1 3 ) . П р й  
этом тер мическое ·сопротивление коотакта R н  �ще очень велико, 
и для прохождения через зону контакта заданного тепло:вого по
тока q необходи'М·а очень ,большая р азность температур А.Т1, 
(точка 2) . При далЬJнейшем уменьшении темпер атуры Т2 и, ел е-

Рис. 1 0. 1 2 . Схем а  
цилиндрической 

пары 

1 

Рк 

Рис. 1 0. 1 3  Теплоконтакт
ная характеристика ци
диндрической: коакси-

а:rьной: пары 

довательно, увеличении А.Тн между трубкам и  возникнет натя:-. 
будет возр астать контактное давление Рк соответс11Ве.нно кр и
вой А и тепловой поток будет увеличив аться. Но при  у!Величеюп 
Рк- будет уменьш ать·ся термическое сопротивление контакта Rн. 
а следов ательно, и разность темпер атур А.Тн, необходимая дm r 
пр·охождения  через место контакта заданного теплового потока q, 
соответс11венно кр ивой Б. При векотором опр еделенном зн аче
нии А.Тк его вел ичина 'станет р авной необходимой для прохож
дени я  через место контакта заданного теплового потока - ·в точ
ке «3» !Пересечения кривых А и Б. Таким образом установится 
также и определе-нное давление в м есте контакта {J'к, соо'!1ветст
венно точке «3». 

Совокупность зависимостей А и Б называется т е п л о к о н
т а к т н о й  Х •а р а к т е р и с т и к о й  

'
к о а к с и а л ь н о й  п а р ы. 

Рассмотр ение ряда теплоконтактных характер истик, постр о
енных для р азличных у�словий крнта.ктирования,  помогает в'ыб
р ать наивыгоднейшие конструктиtшьrе параметры цилИiндри че
ской пары ( р азмеры,  м а·тери а{!Ы, посадку и т .  п . ) . 

Для расчета за висимости давления в контакте Рк от р азност а 
темпер атур А.Тн можно использовать ·Соотношение меж;ду давле
нием и величиной н атяга 6 из теории упругости : 

аз о 



( 1 0 . 1 0 ) 

Здесь dпос .  d1 и d2 -- номинальные р азмеры трубок (см. р ис .  
1 0 . 1 2 ) ; 

Е1 ,  Е2 - модули упругости м атериалов ·внутренней 
1 и !Наружной 2' трубок; 

. f.-1.1 , f.-1.2 - коэффициенты Пуаосона . 

Диаметр альный н атяг б можно р ассматривать как р.азнос rь 
nосадочных р азмеров трубок в нагретом 1состоянии,  о бусловлен
ную р азницей их термического р асширения :  

i1 = o0 - [а1Т1 - а2 (Т1 - АТк)] dнос • ( 1 0 . 1 1 ) 

где б0 - диаметр альный з азор при Т = 273 К; 
а1 и а2 - темпер атур ные коэффициенты линейного р асширения 

материалов трубок 1 и 2. 
Тогда аналитическая зависимость давле.ния в месте контакта от 
разности темпер атур контактирующих поверхностей имеет в и ;:�.  

Рк = 
1Jo/dпoc - (a. r - a.2) Tr - a2дTк . ( 1 0 . 1 2) 

1 t 1 + (dr/d"oc)2 ] 1 [ 1 + (dпoc/d2)2 

] 
- - 1ч + - + IJ.? 
Er 1 - (dr/dпoc)2 Е2 1 - (dпoc/d2)2 

-

Как видно из выраж.ения ( 1 0. 1 2 ) ,  зависимость Рн от 11Т н линей 
н а я ,  если не учитывать изменений Е� f.-1., а и Л с темпер атурой.  

Если учесть падение темпер атуры в >стенках трубок, то чис
литель в формуле ( 1 0. 1 2 )  несколько у'сложнится : 

_
1J
_ = � + {al [тw,l -

q*'f (dпос - d J) ] -
dпос dпос 2Лl:n: (dнос + di) 

- а2 
[т 

Wl - q*'f (dпос - d!) q*'f (d2 - dпос) АТ 
к
] } ' ( 1 0 .  1 3) 

A J:rt (dпос + dr) : Л2:n: (d2 + dпос) 

где Т ит1 - темпер атур а на  внутренней поверхности трубки 1 ;  
q* - тепловой поток rн а 1 погонный метр трубок ; 

<р - коэффициент, учитывающий кривизну цилиндриче
ских поверхностей (зависит от отношения внутрен
него ,и rн аружнqго диамётров трубок) ; 

Л1 , Л2 - коэффициенты те.плопроводности материалов тру
бок. 

Е сли известна аналитическая з ависимость контактного термиче-
, ского сопротивления Rн от да,вления Рн. например,  уравнение 

( 1 0.7 ) , то, имея в rв.и;ду, что 11Тн = Rнq, р а,счет аводится к реше
нию ур авнений ( 1 0 .7)  и ( 1 0 . 1 2) , из котор ых найдутся числен
ные значения 11Т н и Рн на установившемен режиме. 

Однако ввиду >сложности и недостаточной точности эмпириче
ских зависимостей Rн от параметров удобнее :применять гр афо-
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аналитический метод р асчета, используя для построения тепло
контактных характеристи.к непосредственно опытные данные по 
контактным термическим сопротивлениям Rн, полученные н а  
плоских моделях.  

Проводя расчеты для р азличных у•словий, можно .выбр ать 
наивыгоднейшие конструктивные параметры (р азмеры трубок ,  
посадку, материалы) , .а также. параметры теплового режимз.  
(удельный тепловой ·поток, р абочие темпер атуры трубок) . 

При этом из анализа теплоконтактной характеристики мож
но заключить, что выбором посадки 60 можно уменьшить паде
ние темпер атуры в конта·кте !!Тн, но лишь ценой повышения дав
ления Рн, а это в случае тонкостенных трубок недопустимо.  

Очевидно, в цилиндрических системах более це.'Iесообразп::> 
снижение термичес:rоого ·сопротивления одним из способов, р а с
сматриваемых ниже и не требующих повышения р11 • В этом слу
чае не только уменьшается падение темпер атуры !!Т н, но и од
новременно ·снижается давление в контакте Рн' что благоприятно 
отр ажается на  надежности конструкций при длительной ра 
боте. 

СуЩествуют различные способы р егулирования контактного 
терм.ического •соnротивления Rн. Увеличение удельного давления 
Рн на  контактирующие поверхности сильно снижает термическое 
сопротивление, особенно в области малых нагрузок. Однако воз
можности этого способа ограничены, так ка·К во многих конст
рукциях не всегда бывает возможным или выгодным увеличивать 
нагрузку на контактирующие повер-хности . 

Улучшение чистоты обработки контактирующих поверхностей 
до 7-8 классов особенно эффективно с точки зрения умеJНьше
ния контактного термического ·сопротивления . Однако дальней
шее повышение чистоты обработки поверхностей технически 
сложно ,и дает небольшой эффект. 

Наиболее эффективным способом уменьшения контактtного 
термического сопротивления являе'I'ся введение прокладок и по
:rорытий из мягких и теплопроводных материалов в зону контак
та. Эксперименты показывают, что применение очень тонких -
порядка •высоты м.икронеровностей - метаЛлических покрытий. 
наносимых на одну или обе .контаtктирующие rповерхности ра з 
личными ·способа•ми ( гальванический, плазменное напыление 
и др . ) существенно •снижает величину контактного термичес.кого 
сопро-гивления . В качестrве материалов rпокрытий могут быть 
применены теплопроводiНые металлы и их 'сплавы ( серебро, медь. 
никель, олово и др.) . 

В тех •случаях когда нанесение покрытий затруднено, прн
мерно тот же эффект может быть получен !Путем по.становки топ
ких прокладок из тех же м атериалов. 

На рис. 1 0 . 1 4  приведены результаты некоторых эксперимен
тов ,  иллюстрирующие эффективность прокладок и покрытий. 
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Н аряду с металлическим и  покрытиями ,возможно также при
менение мягких неметаллических покрытий (эм алей,  мастик) . 
Заполнение межконтактного зазор а газами с высокой теп.иопро· 
водно.стью является также достаточно эффективным ·способом 
снижения контактного тер мического соп-
ротивления.  · Rк , JО-'tмtкjвт 

Уменьшение давленИя газа в меж- 15 
контактном з азоре сильно сказывается 
на величине контактного тер мического 
сопротивления из -за изменения коэффи
циента теплопроводности среды. При  
уменьшении  давления газа  ниже атмо
сферного вступает в силу эффект умень
шения теплопроводности для разрежен 
ных газов . 

В отдельных случаях возможно за 
полнение межконтактных· полостей жид
ким металлом .  При этом тер мическое 
сопротивление контакта практически 
сводится к нулю.  Однако осуществление 
этого способа технически сложно.  Для 
более широкого регулирования величи· 
ны контактного тер мического сопротив
ления возможно применение комбиниро
ванного воздействия перечисленных вы
ше способов .  

Рекомендуем ая литератур а :  
основная : [ 1 06, 1 43] ;  
дополнительная :  [47, 15, 1 32, 1 44] . 
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Рис 1 0. 1 4 .  Зависимо
сти Rи ОТ Ри для па
ры СтХ 1 8Н9ТV8/Мо 
V8 в вакууме при 

Ти = 623 К: 
1-без покрытий ;  2-с 
nрокладкой из серебра , 
3-с покрытием поверх 
ности стали серебром, 
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Г Л  А В_ А  Х 1 
ЛАМ И Н АР Н Ы й Т Е П Л О О БМ Е Н  П Р И В Ы СО К ИХ 
С КО Р О СТЯ Х  И Т ЕМ П Е РАТУРАХ ГАЗ О В О ГО П ОТО КА 

1 1  
При конструировании двигателей и летательных аппар ато а 

большое значение имеют пр а�ильное определение темпер атуры 
элементов конструкции, выбор тепловой защиты и теплоизоля
ции .  Вопросы тепловых режимов конструкции стали особеюr.) 
серьезными и \ВО многих ·случаях определяющими в .связи 'С р аз
витием реактивных двигателей и летательных аппар атов, движу
щихся с большими сверхзвуковыми скоростями .  

Рассмотрим р азличные случаи  теплообмена при вы·соких ско
ростях и темпер атурах газового i!Ioroкa, нстречающих,ся в совре
менной �.виационной и р акетной технике. 

При  движении летательного аппарата в атмосфере частицы 
газа ,  примыкающие к стенке , '  увлекаются стенкой или, что о.nно 
и то же, при обтекании аппар ата из-з а  трения тормозятся у стен
ки.  Процесс торможения сопр01Вождается выделением тепл а " 
диссипацией кинетиче,ской энергии потока .  Бели с.корость полета 
достаточно велика ,  то вблизи стенки обр азуется слой газа с вы
соiюй темпер атурой, нагревающий поверхность аппарата .  

Темпер атур а газа  может достигнуть значений, близких к зна 
чениям темпер атуры торможения : 

T0н = Tн ( t + k � l 
МнУ · 

Здесь Т11 - темпер атур а на бегающего потока газа ;  
k = с  р/ c v - отношение теплоемкостей (для воздуха k = 1 ,4 ) ; 

М = �  
ан 

Ин - 'СКорость полета ; 
ан - скорость звука в атмосфере. 

Уже при числах М > 2,5 температур а в пристенОЧlfОIМ слое га
за  может дост,игнуть 575 К, что с\Вязано с цер.еходом от обычно 
nрименяемою в авиационных конструкциях дюр алюминиевого 
спл ав-а к более теплостойким м атериалам ;  при М>5 стальные 
конструкции должны _защищаться специальным и  покрытиям» ;  
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при М >  1 0  не всегда удается создать н�охлаж·даемую конст
рукцию. Наконец, пр и  еще более высоких :скоростях mолета тем
пература газа у стенки и тепловые потоки сталовятся такими 
большими,  что приходи'l'ся допускать унос вещества саJМой по
верхности в силу пл авления, .сублимации  и др . 

В камер ах сгорания 1И ооплах р акетных д:вигателей, н а  ло
патках газовых турбин тепловые потоки также достигают очень 
больших значений.  Температур а газа в камер ах  сгор ания жид
кастно-реактивных двигателей достигает 3-4 тысяч ,rp aдycou. 
В связи с использованием высококалорийных топлив значениi' 
темпер атуры непрерывно растут.  Для того чтобы уменьшить р аз
меры двигателей, к·онструкторы  стремятся повышать давление в 
них. Совме.стн.ое действие всех ф акторов ведет к резкому увел и
чению тепловых потоков . 

Не меньшее значение. имеет р.асчет теплообмена и тепловой 
защиты элементов воздушно-реакт.ивных двигателей.  У этих дви
гателей для охлаждения отбирается часть ПOCTYIIJ·aющero в ;каме
ру воздуха .  При увеличении числ а  М темпер атура торможения 
забир аемого ,воздуха растет и е<>ответственно р астет количество 
воздуха ,  необходимог·о для охлаждения, что ведет к заметному 
падению тяги и эконом,ичности . 

Во всех р ассмотренных случаях нагрет происходит з а  счет 
теплоотдачи от горячего .газа .  Газ может иметь высокую темпе
р атуру во всем потоке, либо нагреться вблизи ·стенки из-за тре
ния при больших скоростях. 

Нагрев стенки целиком определяется процессам,и , протекаю
ЩИJМ И в тонком пристеночном .слое, н азываемом п о  г р  а н и ч
н ы м- с л о е м .  Поэтому для расчета .конвективного теплообме
на необходимо провести расчет пограничного слоя. 

В настоящей главе мы рассмотрим л а м и н а р  н ы й погр а
ничный слой, в котором перенос тепла и кол·ичества движения 
совершается путем молекулярной теплопроводности и ·вязкости. 

1 1  t .  П Р ЕД ВА Р ИТЕЛ Ь Н Ы Е С В ЕД Е Н ИЯ О П О ГРА Н И Ч НО М  СЛ О Е  

При обтекании тел а потоком жидкости и л и  газа с большимч 
значениями чи�ла Рейнольдса течен·ие в окрестности тела .мож
но р азбить на две области.  

Первая область (рис .  1 1 . 1 )  пред'ставляет 'собой тонкий с.тюй. 
, примыкающий к телу и называемый погр аничным слоем.  В тю
гр аничном слое вязкость и теплопроводность оказывают суще
ственное ·влияние на течение.  Непосредственно на стенке имеет 
место явление п р и л и п а н и я, з аключающееся в том ,  что ско
рость и темпер атур а жидкости у поверхности р авны скорости и 
темпер атуре iПоверхности (исключая течение !В р азреженном 
газе) . При удалении от поверхности скорость и темпер атура 
асимптотически стремятся к их значениям в обтекающем потоке. 
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Толщина погр аничного ·слоя б намного меньше размера  обте
каемого тела l 

� - << 1 при Re )) 1 .  
l 

Вторая область - .внешний поток, идеальное течение вне по
гр аничного -слоя.  Здесь гр адиенты скорости и темпер атуры м а
•1 Ы ,  а влиянием вязко•сти и теплопроводности можно пренебречь. 

Между этим�J двумя областями нет резкой гр аiJИЦЫ. Разделе
ние течения на две обл асти ·существенно упрощает исследова·ние  
11 расчет обтекания тел при больших числах Re. 

Uн а, т, 

� 
9 

QL . и  - -- -
-- ' --

., х  
Рис. 1 1 . 1 .  Схематическое изображение поrраничного слоя 

Благодаря тому что погр аничный слой тонкий,  давление п�
перек его сохраняется практиче·ски постоянным.  При этом р а с
чет обтекания тела ,  т. е. определение параметр01в потока вне 
погр аничного слоя,  можно производить так, как будто погр анич 
ного ·слоя не существует. Н айденные при этом пар аметры i!Знеш
него потока : давление р1 , 'Плотность Q1, ·скорость Ut и темпера 
тур а Tt могут быть з атем использованы для р а счета распред�
ления скорости и темпер атуры в погр аничном слое. 

Если  эти р аспределения известны, то легко .вычисляются зна 
чения касательных напряжений трения на  поверхности и удель
ных тепловых потоков, идущих в стенку :  

't'w = 11-w - ; qw = Лw - · 
( ди ) , (дТ ) ди. w ду w 

( 1 1 .  1 )  

Здесь у - координ ата п о  нор мали к поверхности тел а ;  индекс W 
означает, что все вел ичины берутся 1При значении у = О. 

Таким образом,  р асчет трения и конвективного теплообмена 
на  поверхности обтекаемых тел сводится к р асчету пограничного 
слоя при заданных параметрах идеального течения вне слоя. 

Р ассмотрим некоторые хар актеристики пограничного слоя. 
Распределение скорости в пограничном слое хар актеризуется 

профилем скорости 

- и ( У. ) 
U= -;;; = f -11- • 
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Здесь 6 - условная толщина динам.ического погр аничного 
слоя,  р авная,  например,  значению у, при  котором u = 0,99. 

Соответствующее выр ажение для профиля темпер атуры име
ет вид 

Здесь бт - толщина теплового погр аничного слоя . В общем 
случае влияние вязкости и теплопро•водности является р азлич
ным и р аспределения скорости и темпер атуры ,  так �е как и тол
щины теплового и динамического слоев , не совпадают. 

Практическое определение толщины пограничного слоя нетре
чает трудности, так как нельзя точно установить гр аницу меж
ду погр аничным слоем и :внешним потоком и точность определе
ния толщины слоя •в большой ·степени зав:и·сит от точности сами .< 
измерений.  Поэтому в р ассмо·трение вводят некоторые !Интег
р альные хар актеристики, определяемые более точно, ибо на и х  
величину не оказывает заметного влияния тот факт, что значе
н и я  параметров течения ·в погр аничных слоях асимптотически 
стремятся к значениям параметр ов внешнего nотока .  

1 1 .2.  Д И ФФ Е Р Е Н ЦИАЛ Ь Н Ы Е  УРАВ Н Е Н И Я  ЛАМИ НАРНО ГО 
П О ГРА Н И Ч Н О ГО СЛ ОЯ 

Течение вязкой и теплопроводной жидкости описывается 
ур авнениями Н аiВье - Стокса, ур авнением нер азрывности и 
уравнением энергии. 

Как было уже •сказано,  при ·больших значениях Re толщина 
слоя намного меньше характерного р азмер а тела б � l. При 
этом условии произведем оценку членов в ур авнениях Навье -
Стокеа для двухмерного течения при  обтекании плоской стенки 
(р ис .  1 1 . 1 ) .  Ось х направим вдоль поверхносТIИ, у по нор мали к 
ней,  соответствующие компоненты окорасти обознач,им и и v.  

Ур авнения Н а!Вье - Стоrоса для устанооИiвшегося плоского 
течения им.еют вид {96, 1 40] . 

(U ди + QV дu = _ др + ..!!._ (11- �)+__!_ !_ (!'- ди ) +  
дх · ду дх ду ду 3 дх дх 

+ - !'- - - - - !'- - ; д ( дv ) 2 д ( дv ) -
ду дх 3 ду дх 

дv дv др 4 д ' дv \ д ( дv ) cи - + Qv - = - - + - · - 1 1'- - ) + - 11- - + 
дх ду ду 3 д!l. \ ду дх дх . 

+!_ (�'- ди )- 2' _!_ (�" �) ; 
дх ду 3 ду дх 

уравнение нер азрыв!lости 

..!!._ (Qu) + �  (QV) = O. 
дх ди, 

( 1 1 .  2) 

( 1 1 . 3) 

( 1 1 . 4) 

337 



Граничными условиями будут : прилипание жидкости к стен-
к е 

и = v = О  при у = О, ( 1 1 . 5 )  
и ·совпадение скорости вдали от стенки со  скоростью неваэму
щенного течения .  

Для анализа пр.иведем систе.му ур авнений к безразмерной 
форме. Для построения безр азмерных величин выберем масшта
бы таким обр азом, чтобы безр азмерные •переменные изменялис:> 
в узких пределах. При этом ур авнение будет нормиров ано и 
можно будет сделать оценку р азличных членов .  

Все скюрости отнесем к скорос>tи набегающего потока ин, в с е  
длины - к хар актерному линейному р азмеру l, который !ВЫберем 
так, чтобы порядок безразмерной величины диfдх не пр·евыша.• 
единицы.  Давление сделаем безразмерным, разделив его на 
QнUн2 • 

Р ассмотрим для про·стоты случай несжим аемоса течения, тог
да Q = Qн и 11 = � приним аются постоннными и с учетом ур авне
ния ( 1 1 .4 )  

!!!!_ + � = 0. дх ду 
Безразмерные величины примут вид 

и, _ _!!_ . - ' 
Uн v' =� ;  

Uн 

( 1 1 . 61 

Подставим в ур авнения ( 1 1 .2 )  - ( 1 1 .4 )  безр азмерные вели
чины .  Ур а·внения Навье - Стокеа примут вид 

ди ' ди ' др ' 1 [ д2u ' д2и ' 1 и ' 
дх ' + ·v' ду ' = - дх ' + � (ду ' )2 + (дх ' ) 2 ; ( 1 1 . 7)  

, дv ' , дv ' др ' 1 r д2v ' д2v ' 1 и 
дх ' + v cw ' = - ду ' + Re (дх ' )2 + (ду ' )2 ' ( 1 1 . 8} 

а ур авнение нер азрывности -
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Здесь число 

ди ' дv ' 
- + - - О  дх '  ду ' - . 

Рейнольдса Re = инQнl • 
1-Lн 

( 1 1 . 9 } 

Оценку порядка-!Величин начнем с ура!Внения неразрывности_ 
Поскольку ·величина  д и' /дх' !ИМеет порядок единицы, то из 



уравнения ( 1 1 .9 ) следует, что такой же порядок имеет и вели
чина дv'fду'. Но так как толщина  слоя мала и .имеет порядок б',  
то и 1поперечная скорость имеет 1порядок 6' и v' ""' 6' .  

Отсюда получае1'!1 ·важнейший вывод, что в погр аничном слое 
вертикальная •составляющая скорост.и мала  по ср авнению с про
дольной составляющей : 

v !\ _ ,__, _ 
U t [ ( 1 1 . 1 0) 

Порядки величин, стоящих в левой ча·сти ур авнений ( 1 1 .7 ) , 
следующие : и', дu'fдх', Q'v' � 1 ; v' ,_, б ; ди'/ду' ""' 1 /6 ; и'ди'/дх' + 
+ v'дu'fдy' - 1 .  

Оценим величины, заключенные 1В скобки . В пер1вом урав-
нении 

д2u ' 1 д2u ' -- � -- и -- �  1 .  
(ду ' )2 ( 1\ ' )2 (дх ' ) 2 

Так как 6' м ало, то .ВеЛ'ИЧИНУ д2и' 1 ( дх') 2 можно отбросить как 
малую, по сравнению ,с  величиной д2и' 1 (д  у ' )  2 • Это очень важное 
обс·тоятельство, посколь:ку, отб.роси.в вторую ·производную по · о ц
ной 1Переменной, мы .изменяем хара.ктер дифференциал�ного 
уравнения в частных производных. . 

После исключения второго члена в скобках ур авнения ( 1 1 .7 )  
в нем остается член, который нужно учитЫiвать, есл и  его поря
док, такой же или больше, чем порядок остальных членов. 

Следовательно, влияние вязкости нужно учитывать, если  

т .  е .  ( о ' )2 "" -1- . 
Re 

1 -- � 1 
(1\ ' )2Re ' 

Толщина погр аничного слоя 6, в котором проявляется вяз
кость, обр атно пропорциональна корню ,квадр атному из числа 
Рейнольдса,  или в р азмерных 'обозн ачениях 

!\ 1 -z �YRe . ( 1 1 . 1 1 ) 

Перейдем к рассмотрению второго ур авнения оистемы 
( 1 1 .7 ) ----:- ( 1 1 .9 ) .  

Порядок величин левой части не требует разънснения .  Поря 
док гр адиента давления пока  неизвестен. В скобке в пр авой ч асти 
уравнения можно пренебречь лервым членом по ·ср а·внению 

1 �о вторым .  Д алее, nоскольку о' � YRe _, то порядок по-
следнего члена будет р авен 6', т. е .  будет т а.ки м  же, как и по
рядок ОСТаЛ!;>НЫХ ЧЛе'f!Q.В ЛеВОЙ ЧаiСТИ .  
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Окончательно получаем оценку для значения дрjду: 
др ,_, _8_ 
д у 

и перепад давлений в погр аничном слое 
�2 11р � [2 . 

-

( 1 1 . 1 2 1  

( 1 1 .  1 3) 

Отсюда следует, что в принятых для погр аничного слоя пр и
бл.ижениях давление поперек слоя можно ,считать постоянны м  
р = р (х) . Это означает, что первое ур авнение систеf�:Ш ( 1 1 .7 )  
можно решать нез ависимо от второго, а значения статическпго 
давления и его пр оиз.водных по х по всей толщине IIюграничного 
слоя могут приниматься р авными их значениям на  границе 
слоя, т .  е. могут определяться из течения идеальной жид�кости . 
При необходимости точного о:пределения ·сил давления, дейст
вующих на  поверхность, ·следует учитывать ·попра.в1ку на  !1р. Этd 
поправка определяется из решения ур авнения ( 1 1 . 8)  при задан
ных значениях и, v, Q · (При  течении вдоль криволинейного к о н 
тура ,  как будет показ ано ниже,  справедлива другая оценка ) . 

Все сдел анные нами выводы остаются спр аведливыми и в слу
чае течения сжимаемой жидко·сти с теплообменом . Однако пр 1 
этом к системе уравнений ( 1 1 .7) - ( 1 1 .9 )  должны быть добав 
лены ур авнения энергии ,  ур авнение состояния газа  и законы и з 
менения аJязкости и теплопроводности о т  температуры.  

С учетом оценок, анало·гичных сдеJJ анным для уравнений двй
жения, выпишем без вывода полную систему дифференциал ь
ных ур авнений пограничного слоя [96, 1 40] в �сжимаемом га ·зе 

QU ди + QV ди = _ dp + �  (!" �) ; ( 1 1 .  1 4) 
дх ду dx . ду ду 

д (Qu) . д (Qv) _ О· 
дх -t- ду 

- ' ( 1 1 .  1 5) 

дТ + QVCP 
дТ =� (л дТ )+ и dp + 1" (ди )2 ; { 1  1 . 1 6 )  

дх • ду iJ1u ду dx ду . 
P = QRT; !" = !" (Т) ; Л = Л (Т).  ( 1 1 .  1 7 ) 

Эта система ура,внений спр аведлива для так н азываемого 
с о :в е р  ш е н н о г о иаза .  

Вязкость 1.1. и теплопроводность 'А для совершенного ·газа я в
ляют·ся функциями только температуры .  Наиболее р аопростр а
ненной является формула Саттерленда . Например , для вязкости 

fJ. ( Т )З/2 1 + (Ts/T*) 

-; 
= 

Т* (Т /Т*) + (Т s!T*) ' 

где Т8 - постоянная Саттерленда, р авная для .воздуха 1 02 К; 
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Т*,  !Lo - значения температуры и вязкости, соответствующие 
некоторому начальному состоянию. 

Широко применяют·ся также и степенные формулы 

L = (�)n' И �= (�)n• 
fLo Т* Л0 Т* ' 

где n1 и n2 - постоянные, подбир аемые для заданного диапазо
на  изменения темпер атуры и изменяющиеся в 
пределах от 0,5 до 1 .  

В случае течения р е а л ь н о г О· газа необходимо учесть не
которые дополнительные ·свойства газа ,  такие, например,  как 

х 

Рис. 1 1  2. Погр аничный слой в сверхзвуковом . сопле 

перемениость теплоем.кости ер и газовой постоянной R, завис . ! 
мость IL и Л. от давления и ряд других физических явлений,  ко
торые будут рассмотрены позднее. 

Ур а1внение ( 1 1 . 1 4 )  •соответствует ур авнению количества дви 
жения в проекции на  ось  х. Чле11ы, стоящие в левой части этог� 
уравнения, называют к о н в е к т и в н ы м и ч л е н а м и. 

Ур авнение неразрывности ( 1 1 . 1 5 )  выражает собой з акон сох
ранения м ассы. 

Третье ур авнение ( 1 1 . 1 6 )  также имеет простой физический 
смысл, представляя собой м атематическое выр ажение закон э 
сохр анения энергии .  Левая  часть соответствует конвективному 
выносу энергии из эл ементарного объема .  Первый член в nра
вой части определяет �nодвод тепла теплопроводностью ; второй 
член - u (dpfdx) ооответствует р аботе сил давления .  Величина 
Ф = IL ( диjду) 2 называется иногда д и · с  • с  и п а т и в н ы м ч л е н о м 
у р а ·в н е н и я и определяет �оличество тепла ,  выделяемое в 
объеме необратимым обр азо•м пр·и р аботе сил трения.  

Краевыми  усло·виями являются условия приJJипания у стенки 
при у = О, T = Tw (x) , и = О. v = O и условия ·вне слоя 

у -+ со; U -> U1; Т -> Т1 • 
Для решения ·систе мы уравнений ( 1 1 . 1 4 )  - ( 1 1 . 1 7 ) в ча.стных 

производных необходимо задать также ·начальные значения 
по х. При х = х0 ;  и = f(у) ; T = f (y) [ 1 40]. 
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Ур авнения выписанЫ для течения вдоль плоской поверхности. 
В случае двуХ'мерного течения вдоль искривленной стенки,  на
пример, вдоль поверхности крыла ,  коорд•ината х на·правляется 
вдоль поверхно·сти, а у - по нормали •К ней (рис.  1 1 .2 ) . Е сл и  
rолщина .погр аничного ·слоя 6 мала  по  .ср авнению .с р адиу•сом 
кривизны образующей r, то та:кая система rкоординат буде-r 
приближенно .ортогональной, и ур а•внеl!ИЯ останутся без изме
нения .  

Рис. 1 1  3 .  Схема образо
вания пограничноrо слоя � на теле вращения с кри
во:шнейной образующей 

Из оценок, которые мо�но сдел ать для этого случая ,  следу
ет, чrо { 1 40] 

2 др ' - · -- др Qн Uн · - или - � --ду ' r '  ду r 
Если r' � 1 ,  то др' /д у' '""'"' 1 и /1р '""'"' {jjl, где l - продольный р азмер 
тела .  Под действием центробежных сил перепад давлений в по
граничном слое на теле с криволинейной обр азующей хотя и ос
тается малым,  но значительно боЛьше, чем на пластине. В слу
чае  осесимметричного двуХJмерноrС' течения,  напр•имер ,  _ при 
внешнем обте.кании осесимметричного тела и при  течении в соn
ле ( рис .  1 1 .2 ,  1 1 .3 )  ур а1внения движения •и энергии остаются без 
изменения, а ур а·внение неразрывности .при 6/R � 1 имеет вид 

д д - (QиR) + - (QvR) = O, дх ду 
( 1 1 .  1 8) 

где R = R (x) - радиус вр ащения, т. е. р асстояние по нормал и  
от о-си тела д о  точек -обр азующей . . 

Существуют преобр азования переменных [96, ИО], с помощью 
которых система  ур авнений погр аничного слоя на . осесимметрич
ном теле приводится к виду, •совпадающему с .видом ур авнений  
для плоского течения.  

1 1 .3.  ВТОРАЯ ФО РМА УРАВ Н Е Н ИЯ Э Н ЕР Г И И  

Для того чтобы лучше представить физическую картину теп
лообмена прй переходе от малых скоростей к большим, приве
дем уравнение энергии к новому виду. 
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Умножим ур авнение движения ( 1 1 . 1 4) на и и сложим его с 
уравнением энергии ( 1 1 . 1 6) .  Будем учитывать, что 

и 

и 
i!!!:_ = .!__ (!!:'!_) дх дх 2 

и .!__ (r- ди ) · .!__ [r- д(u2j2) 1 - 11 (ди )2 . 
ду ду ду ду - ду 

Используя связь между статической темпер атурой и темпе
р а·турой торможения 

- r u2 dT0 - dT т d - , 2ср 
получим ,вторую форму ур авнения энергии :  

QиС дТо + QVC дТо = .!_ (Л. дТо )+ .!_ [р. ( 1 - -1 ) д (u2j2) ] · ( 1 1 . 1 9) Р дх Р ду ду ду ду Pr ду 
Наиболее интересный вид это ур авнение принимает при Рг = 

= 1 ,  что приближеiНно спр аведливо для газов :  
д Т о + д Т о д () дТ о ) QиС - QVC - = - л - . 

- р дх . р ду ду ду ( 1 1 . 20} 

Полученное ур авнение ·по виду совпадает с ур авнениеи 
( 1 1 . 1 6 )  без двух последних членов, только .вrместо температуры 
газа rв нем стоит теМ'пер атур а торможения. 

Ур авнение ( 1 1 . 1 6) без двух последних членов соответст:в}:еt 
случаю !ечения при м алых значениях М, когда можно пре1Н_!Юрс
гать ;въfделением тепла от трения/ и сжатия.  Теплообм:ы( при  
ЭТ_.9М пр о�сх;одит только в силу р

_
азности между статичеrскои тем

;rер атуроJI 'Потока и_ темпер атурои стенки. 
При малых скоростях •ПО-тока мы 1ИСПОЛЬЗО'вали понятие коэф

фициента теплоотдачи, записывая выражение для теплового по
тока в виде 

q\v = a (Т1 - Т,.7) . 
Здесь отр ажен тот ф акт, что тепловой поток тела тем больше. 
чем больше перепад статичес�их темпер атур потока и стенкц.  

При больших скоростях (при Pr = 1 )  ур авнение энерг[ !И 
( 1 1 .20 ) сохр аняет та,кой же ·вид, tKaiK и при малых с:КJоростях, но 
вместо темпер атуры газа 'В нем стоит темпер атур а его тормп
жения .  Т_еплообмен в этом случае определяется перепадом меж
ду темпер атурой заторможенного потока и температурой стенка 

TOI - Tw . 
Выражение для удельного теплового потока ·пр и  Pr = l мож

но  записать по аналоги;и· с формулой для малых скоростей : 

( l 1 . 2 1 f  
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где коэффициент теплоотдачи а может не совпадать с его значе
нием при малых •скоростях и должен быть определен из решения 
ур авнений погр аничного слоя .  Однако поскольку гл авная �ели
чина ,  определяющая теплообмен пр и больших скоростях,- пере
пад темпер атур торможения - выделена в виде множ.ителя ,  то 
отличИе в а при м алых и больших скоростях не очень велико . 

В соответствии ·с формулой ( 1 1 .2 1 ) поток будет нагревать те
ло (qw> O) , если T01 > Tw. Статическая темпер атур а в потоке мо
жет быть выше или ниже темпер атуры стенки. В последнем слу
чае  нагрев будет происходить из-за преобразования кинетиче
ской энергии газа в тепло в погр аничном слое. Подробнее э rо 
явление ?Удет р ассмотрено в р азд. 1 1 .7 . 

1 1 .4 .  ТЕО Р ИЯ П ОДО Б И Я  В П Р И М Е Н Е Н И И  К УРАВ Н Е Н ИЯ М  
П О Г РА Н И Ч Н О ГО СЛОЯ 

Прежде чем перейти к р а·сомотрению известных решений си
стемы ур авнений ( 1 1 . 1 4 ) - ( 1 1 . 1 7 ) ,  остановимся �начала на  не
которых соображениях подобия, которые должны показать, от 
каких безразмерных параметров завися·т эти решения . 

Приведем ур авнения к безр азмер ному виду, используя в ка
честве масштабов значения пар аметров газа в \Набегающем по
токе Qн , J.tн, _"ли. В качестве м а.сшта б а  для продольных р азмеро·в 
возьмем характерный р азмер тела l, для поперечных раз-
меров - масшта б  l/ VRe ,  имеющий порядок толщины слоя б. 

Соо�ветственно, для продольных скоростей используем масш-
таб Uн, а для поперечных - ujVRe . Масштабом темпер ату
ры может служить, например,  перепад ( Тон-Тw) . Ур авнения в 
безр азмерной фор ме будут иметь вид ( cp = const) 

lul дu ' + 'v' дu ' = - dp ' 
+ .i.. ( 1 ди '  ) · Q 

дх ' 
Q 

ду ' dx ' ду ' (J. ду ' , 
' 

, 1 дТ '  + , , д Т '  1 д ( ' , д Т ' ) + Q U - Q V  - = - - л -
дх ' ду '  P r  ду де� ' 

+ 
· u; [tJ.' (ди ' )2 + и' dp ' 

J
. 

Ср (Тон - Tw) ду ' dx ' 

Гр аничные условия .в безр азмерной форме имеют вид 

при 

при 

у = О  U = O, Т' =  Tw ; ] 
Тон - Tw 

' Ut Т'� Tt 
. у- оо и - - , � 

Uн Тон- Тw 

( 1 1 . 22) 

( 1 1 .  23) 

( 1 1 . 24) 

З аконы изменения вязкости и теплопроводности в выр аже
нии ( 1 1 . 1 7 )  возьмем в простейшей форме 
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Величина , стоящая перед ювадр атными скобками в ур авнении 
( 1 1 .23) , может быть предста13лена чер·ез известные критерии по
добия 

Ср (Тон - Tw) 
(k - 1 ) M� ___ ____:: __ ' ( 1 1 .  25) k - 1 М 2+ 1 - Tw 

где k = cp/cv - показатель адиабаты . 

2 н Тн 

Как видно, в ур авнения и •в гр аничные условия входят без
размерные вел'Ичины - определяющие критерии подобия 

( 1 1 .  26) 

Число Рейнольдса не входит непосредственно в систему 
( 1 1 .22 ) - ( 1 1 .24 ) , что связано со специальным выбором масшта · 
бов для длин и скоростей в попер ечном напр авлении так,  Ч'I'I) 
безр азмерные зн ачения 

il r- '() .r-y' = - V Re и v' = - 11 Re имеют одинш<овый порядок с х' = 
l Uн 

= �  и и' = ..!!:._ . 
l U н  
В практических задачах требуется определить значени� 

удельного тепло.воrо потока в ·стенку и напряжения трения -

qw = (A дТ ) = Aw (Т0н - Т w) (дт: ) yRe ; ( 1 1 . 27) ду и�о ду u ' - 0  l 

( ди ) (ди ' ) YRe 
't'w =  tJ. - = tJ.wUн - -- . 

ду и�о ду '  и '  =О l ( 1 1 . 28) 

Сооnетствующие безразмер1Ные критерии подобия rможно 
представить в виде 

"w ( дТ ' ) "I f -- -- v Re · 
Лн ду ' у ' - 0  

' 

С = 1iw = fLw (ди ' ) 1 
1 _1_ n u2 fLн ду '  u ' -o _1_ "'rRe 

2 .. н н 2 r 

( 1 1 .  29) 

( 1 1 . 30) 

Безразмерные значения -, и -,- должны быть по-(дТ ' ) (ди ' ) 
ди и ' � о  дg u' �o 

лучены из р ешения ·системы уравнений ( 1 1 .22) - ( 1 1 .23) и за 
висят только от 01пределяющих лар аметров ( 1 1 .26) . 

Сл·едовательно, для л ам'Инарного течения критериальные 
уравнения для р а•счета теплообмена и трения 1В точках поверх
ности х' = x/l имеют вид 
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( 1 1 .  3 1 ) 

( 1 1 . 32) 

Таким обр азом, при р асчете ламинарного теплообмена и тре
ния нет необходимос·ти определять отдельно Nu и Cf, а можно 
вычислять комплексы Nu/V"Re и С/ VRe и далее по значениям: 
этих компл·ексов определять коэффициент теплоотдачи а и на 
пряжение трения 'tw. Эта особенность является общим овойством 
ламинарного течения .  Бели определить 

то 

R 
- UнQнl • е = -- , !-'-н 

- , f-1-нСр И, используя далее условие Ан = -- . получаем 
Рrн 

аналогично 

а � �: v е.•;"• �
. 

; 1 
- 1 С -.r-R vf-1-нQни� 1 

'tw - - J v е -- . 
2 l J 

( 1 1 . 33) 

В этих формулах значения Nu;VRe и С1 VRe представляюr 
собой !Некоторые искомые безразмерные числа ,  зависящие от оп
ределяющих .критериев подобия в соответст.вии с формул ам:I 
( 1 1 .3 1 )  и ( 1 1 .32) . 

С учетом результатов ,  полученных в р азд. 1 1 .2, можно ут
верждать, что для л аминарного течениf! в общем случае спр а 
ведливы зависимости 

и 

� 1 -l � YRe ' 

Раосм·отрим далее безр азмерное уравнение ( 1 1 .23) . Есл.и о г
ношение Т w/T н отлично от единицы, то, как видно из ура!Внения 
( 1 1 .25) , влияние двух последних членов будет существенны �;� 
только при большом М и �пренебрежимо мало, е·сли М---+0. 

Это согласуется со сделанным в предыдущем разделе выводом 
о том,  чrо выделение �епла при трении и сжатии существенно 
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только при  больших значениях М. (Если  Т w/T н =  1 ,  то нагрев 
может вызываться только трением и сжатием . и  последние чле 
ны в ур авнении ( 1 1 .23 ) остаются конечными. также и при  
М---+0. Поскольку нагрев ·пр и  этом прене6режимо м ал,  то 9ТОТ 
случай ·имеет чисто академическое значение) . 

1 1 .5. И НТ Е ГРАЛ Ь Н Ы Е  ХАРАКtrЕР И СТ И К И  П О Г РА Н И Ч Н О ГО СЛОЯ 

Одной из интегр альных хар актеристик пограничного с л о я  
явдя ется т о л щ и  н а ·в ы т е ' С  н е н и я 

00 
8* = \ ( 1 - �) dy. J Q 1U 1 о 

( 1 1 .  34) 

Интегрирование от О до оо означает, что значение верхнег() 
предела интегр ала превышает значение толщины слоя б .  Физи
ческий смысл толщины вытеснения следует из выр ажения · 00 

8*g1u1 = S (g1u1 - cu)  dy .  
о 

( 1 1 . 35) 

Рис. 1 1 .4 . Отклонение ли- · 
ний тока внутри поm а

ничного слоя :  
/-граница слоя ; Z-линии 

тока 

- - - - - - - - - - - ..:} 1 

'"-� = z  

Интеграл соответствует уменьшению расхода жидкости ,  проте
кающей вдоль поверхности, из -за образования погр аничного 
слоя . Из-за уменьшения р асхода линии тока вблизи поверхности 
отклоняются так, как  это было бы при обтекании идеал,ьной 
жидкостью векоторого более толстого тела (рис .  1 1 .4 ) . Отсюда 
следует, что толщина вытеснения нр�дставляет собой некоторое 
условное расстояние, на  которое нужно отодвинуть ·стенку, что
бы -при  обтекании тела идеальной жидкостью nолучить распре
деление давления таким же, как и при обтекании истинного кон
тур а тела ·вяз.кой жидкостью.  

Следующая интегр альная характеристика пограничного 
слоя - толщина потери импульса б * *  выр ажается формулой 

00 
8* * = \ � 1 1 - _!!_-) dy . 

' J  Q1 U1 \ Ut о 
( 1 1 .  36) 

Величина б** характеризу.ет· потерю 'Кол,ичества движен и я  
из-за трения .  

347 



Физический .смысл величин толщины вытеснения м толщины 
потери импульса можно выЯ'Вить из р ассмотрения интегрального 
уравнения импульса. Для вывода интегрального уравнения ис
пользуем уравнения ( 1 1 . 1 4 )  и ( 1 1 . 1 8 )  для осесимметричного те
чения. Приняв R = const, можно будет легко получить соотв-етст
вующее соотношение для плоского течения.  

Используя ур а.внение Бернулл.и для идеального газа 
dp dи 1 
dx 

= - Q1и1 dx 
и ур авнение неразрывности для осесимметричного 
( 1 1 . 1 8 ) , иреобразуем уравнение ( 1 1 . 1 4 )  и получим 

д д dи 1 д ( du ) -д (Rеи2) + -д (RQ.иv) = Retиl - + R д- f.l. - · х у dx у dy 

течения 

( 1 1 . 37) 

Умножая обе части ур авнения ( 1 1 . 1 8 )  на Ut (х) , получаем 
д (QRuu1) .L д (QRvuJ) = Rои du1  

. дх 1 ду � dx 
( 1 1 . 38 )  

Вычитая почленно обе части ур авнения ( 1 1 .37) из ур а•внения 
( 1 1 .38) , имеем 

�[еRи (и! - и)] + �[QRv (и1 - и)] + R  du 1  (Q1и1 - Qи) = -R-дд (f.l. дди ) ·  дх дg dx у у 
( 1 1 . 39) 

Инт�грируя обе части равенства поперек погр аничного ·слон 
от О до оо ,  получаем интегральное уравнение количества движе
ния 

.!!._ (Re1иi о ** ) +  du 1 RQtиlo* = Rtw, 
dx dx 

где б * *  и б* определяются выражениями ( 1 1 .34) и 
и tw = (f.l. ди ) . Для случая течения ·вдоль пластины 

ду У = О  
диента давления при R = const 

d ( 211>* * )  - Qlиlu = 'twт ·  dx · 
( 1 1 . 40) 

( 1 1 .36) , 
без гр а-

( 1 1 . 41 )  

Сопротивление трения пластины шириной Ь, длиной l, будет р ав
но 

l 
W = Ь S twdx = bQ1иio* * .  ( 1 1 .  42) 

о 
Таким образом, б* *  в этом случае определяет суммарное сопро
тивление трения. Покажем, чrо этот .вывод оправедлив и в ·  об
щем случае течения на  поверхности тел а с .криволинейной обра
зующей (рис .  1 1 .5) . 
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Сопротивл-ение тела произвольной формы складывается из 
сопротивления да.вления и сопротивления трения.j;;опроти.вление 
�!ill_ !IP!f_H ;:I,!bliЧИИ.. lЮ•Г-р.3НИЧfЮГО СJЮЯ ИЗ.Мен.яется_._jJJQ-IJер БЬIХ, 
из--з а  оттеснения лищ_�_й._:r.а.ка, Одна.ко это сопротивление не свя
зано непосредственно .с вязкими потерями и может быть ко;vr 
пенсировано путем испра·вления контура тела на  толщину вытес
нения. Кроме того, СОПР9..!·!1:Вfiение да):!ления �g_жет__ И�l\1ЩIJ:I:Г!>_С_я _ 
от того, что-в-Пj)ИСТеночном 'Слое на кривол·инейной поверхности ·-- -- - � - � ..- - • -- -v - � - - - � -� · ·  -

х 

t-...-----1-< ... � .. � 
� � �  
� 

Рис.  1 1 .5 .  К расчету потерь на трение в 
сопле 

инерЦионные центробежные силы буд_ут__р�З,:ЛИЧНЫ!!!:!_!!_ �лу�ае_ 
раопр еделения скорости и плотности, соответсТ!зующих теченпю _ 
иде�л-�нбИ:_ жИi!костИ,-:ii...в. сд:уч.аерас.Щ>едёленJ:!я ·скорости и плот
�о�jи, ·соот,вет.ствующихлограни.,ному ело�; Это изЖн.ёни.ё.::даi-

ления дает вклад ·В 'Потери импул'>С1L� -�QЛл.е.. и мож�_бытв . .  � 
В.?Н� _ . :В  5}-��-l:f.м_ из·менением давл ЧI..&_Рассмотрим .вл:ияние этих 
ф акторов на примере течения в .опле, хотя выводы останутся 
справедливыми и для случая ·внешнего обтекания тела .  

Пусть пар аrметры идеального сопла ( без трения ) заданы:  
G - .р а сход; Ua, Ра .  Qa - скорость, давление r И  плотность на  сре
зе сопла (рис .  1 1 .5) . Если КQ�р_соrыш_ 'JЮПJ2.�.!!-!!�� _ (р_асширен) 
�лrпиву �ыт�снения, ТQ_ЭТlL�_еli_И_чины останутся без измене-
�JЦlеаJIЫ!9М _QQШ!ill.!l 

-- - -- -- - -- -- ----· 
Потери тяги в таком испр авленном сопле из-за пов-ерхностно

г о  трения и изменения сил давления р а·вны 
х х 

W = 2:тt J Rtw cos r.pdx - 2:тt J p1R sin rpdx + ·  
о о 

.ХИД 
+ 2:rt J Р1 R s in  rрdхид• ( 1 1 .  43) 

о 

где R (х) - радиус вращения (расстояние 1по нормал·и от оси 
. сопла до точек образующей ) ; 

<р (х) - угол между касательной к обр азующей сопла и 
осью ; 

Р1 - давл.ение на стенке сопла .  
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Хид относится к идеальному (не испр аrвленному на  толщину вы
теснения )  соплу. 

Обозначим Rn (x) р адиу•с кривизны обр азующей .исnр авлен
ного сопла в меридиональной плоакости. Так как прир ащение-
dхид связано со значением dx соотношением dхид = dx ( 1 - ;: ) , 
то 

х х 
W = 2:n: j' Rт:w cos �dx - 2:n: .\ � (р/< s in �) Х 

о о х . - 8*  X dx - 2:n: \ p1 s in � - dx.  � Rn о 
( 1 1 . 44} 

Первый член в уравнении ( 1 1 .44) определяет •силы трения� 
нторой - вязкое изменение давления, третий - увеличение си-
лы тяги в силу увеличения поверхности сопла .  · 

Для учета влияния центробежных сил инерции используем 
ур авне.ние юшульсов .в iП роекции на ось у 

2 ' dp 1= QU1 . ( 1 1 .  45) dy Rn 
Значение dptdy<O, если ось у направлена к центру кривизны .  
Если  контур испр авлен н а  толщину вытеснения, то  давление р '  
на некото.рой линии  тока вне  пограничного слоя одинаково в иде
альном и реальном сопле, а на 'стенке оно р азлично в результа
те р азного действия ,инерционных сил : 

( 1 1 . 46) 

( 1 1 . 47) 

Отсюда 
2 • Q1U1 **  �Р = Рl- Рlид = - Rn  ° · ( 1 1 . 48) 

Далее ·из геометрических соображений 
. d8* 

R s, *  1 drp d R  . r 1 1 49} А S lП  � = COS � - ; � = u  COs �; - =  -- ; - = SШ � ·  , . dx · Rn dx dx 
Под-ставляя эти значения в. ур а'внеаие ( 1 1 .44) , получаем 
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х х 
-- 2n � Rp1 COS (jl · ::* dx - 2n � р1 sin (jl cos (jl · 8*dx + 

о о х 
+ 2л; \ p1R sin (jl · 8* d

'f dx. � dx 
о 

( 1 1 . 50) 

Подставляя в ура1внение ( 1 1 .50) значение R1:w из р авенст13а 
( 1 1 .40) и исnользуя очевидные соотношения 

имеем 

d d
'f 

. dи1 dp - COS (jl = - - SШ (jl И QlUt - = - - , 
dx dx. dx dx 

х х 
W = 2л; \ � (RQ1иio* * )  cos (jldx + 2n \ RQ1U�o* *  d cos 'f dx -

J dx J dx . 
о о х х 

- 2n R -1 о* cos r.r;dx - 2n Rp1 - c.os (jldx -� dp � do* 

dx dx о о Jt .  х х 
-2n \ dR р1о* cos r.pdx - 2n \ Rp1o* d cos 'f dx = 2n , .!!...._ Х J dx J dx .J dx 

о о - о х 
X (RQ1и�o* * cos (jl) dx - 2n \ _!!_ (Rp1o* cos (jl) dx . J dx 

о 
( 1 1 . 5 1 )  

Принимая в. начале сопла 6* = 0 и 6**  = 0, имеем окончательно 
выр ажение для потери тяги, тождественно р авное ( 1 1 .43) , 

W -= 2nRaf2aU�8�* COS {jla - 2nRaPaB� COS {jla · ( 1 1 .  52) 
Этот результат можно получить и непосредственно, ср авнивая  
импульс в выходном 'Сечении идеального (без трения ) сопл а и 
сопла , исправленного на  толщину вытеснения, но с учетом · тре
ния .  

Таким обр азом, толщина [[Отери импульса на  срезе сопл а 
lJa * *  хар актеризует все потери количества движения, связаннr .Iе 
с азязкостью и диосипацией энергии. Изменение количества два
жения ,  ·связ анное с уменьшением расхода через пограничный 
слой,  :характер·изуется толщиной вытеснения ба* и не Яlвляется 
потерей тяги сопла,  поскюл ьку может быть ком ·пенсировано ю· 
ме.нением его геометрии .  

В качестве интегральной хар актеристики теплового слоя и�
пользуется толщина потери энерг.ии бт* * .  При сверхзвуково1'1 
скорости внешнего потока 

( 1 1 . 53) 
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Эта величина характеризует .количество тепла ,  потерянное 
пограничным слоем теплоотводом в стенку. Для пояснения физи
чеокого омыела этой ·величины р а(:смотрим интегральное уравне
ние энергии. Рассмотрим осесимметричное обтекание некотороr.:> 
тела ,  температура которого поддерживае11ся постоянной .и ра  1 -
ной Tw. 

Выделим контур abcd (рис .  1 1 .6) , ,где линия Ьс совпадает с 
линией тока , а точка с вне 'Поrраничного 'слоя , и примем , что H d  

ll 

Рис. 1 1 .6. К выводу и н 
тегрального уравнен и я  

энергии 

тело на,бе.гает поток с параметрами Ин, Т Он, Qн· В сечении cd п а 
раметры, потока в н е  погр аничного слоя Qt ,  u1, Тrн . 

Из условия баланса энергии тепловой: ·поток, ухоДящий н 
стенку , 

Ус 
Qw = maьcpToн - 2зtср J QUT0 (R+ y) dy. 

. о 
Здесь таь - ма,сса ,  втека ющая в сечение аЬ, 1пр.ичем т11ь = mca. 
поокольку Ьс - линия rока 

Ус 
m06 = 2зt J QU (R+ y) dy. 

о 
Внутри тонкого пограничного слоя y/R. 4:. 1 и так как Т01 = Тон. 

Окончательно получаем 

Qw = 2nRc rfj1U1 (Т01 - Т w) 8;•. 
х 

Из соотно шения Qw = J 2nRqwdx следует, что 
о 
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После дифференцирования уравнения ( 1 1 . 55) с учетом р авенст
ва ( 1 1 .56) , получаем интегр альное ураtвнение энергии 

{ 1 1 .  5'Zi 

Отсюда видно, что толщина потери энеQгии _lf.QQ..!!.Q.P.Ц.Иcmaльna 
ПЕлиому колиg_�ству тепла,  отданному потоком в ..сr.еш:у на уча
стке от на�.а развития uограничного сл_�...8.2.._Р..ассматривае
МО1:Q. ... 9�.!Н�.WШ... вне зaвиcиMQCJ:!LQ.LP а.сл.ре иеления.-дав.п..ешш . �- Уравнения ( 1 1 .40) и ( 1 1 . 57 ) для опр еделения толщип потери 
импульса и энергии являю'f!ся tВ'полне строгими . Однако они не 
являются замкнутыми,  поокольку для их решения необходимо 
иметь связь между -rw и 6* * , Qw и 6т** ·и между б* * и 6*. Бла· 
годаря тому, что уравнения ( 1 1 .40) и ( 1 1 .57) не зависят от 'ре
жима  течени.я � пограничном слое и .их порядок ниже, чем ·поря 
док дифференциальных ур авнеНJий ( 1 1 . 1 4 )  - ( 1 1 . 1 6) ,  они с ус
пехом используются в приближенных расчетах и при обра.ботке 
экспериментальных данных.  

1 1 .6. ТЕПЛОО БМЕ Н П Р И  МАЛ ЫХ С КОРОСТЯХ В П О ГРА Н И Ч НОМ 
СЛ О Е  Н ЕСЖ И МАЕМО й ЖИДКО СТИ 

Раосмотрим сначал а  случай ,  когда жидкость можно считать 
несжимаемой : Q = const, Cp = const ,  J.L = Const, Л = const и число 
M � J .  ДифференциальJ;Iые ур авнения ( 1 1 .22) и ( 1 1 .23) при этом 
получают вид (штр ихи над обозначениями отброшены)  

и дu
+ v �= -

dp + д2и ; 
( 1 1 . 58 ) 

дх ду dx ду2 
� дТ + v дТ = J:. i д2Т ) , 

дх ду Pr \ дg2 
( 1 1 . 59} 

а уравнение неразрывности -

ди + дv = 0. 
дх ду 

( 1 1 . 60 )  

Тепловой поток и напряжение трения определяются формулами 
( 1 1 .27) и ( 1 1 .28) : 1 

' дТ ) YRe qw = Л (T1 - Tw) l- -- ;  
ду У = О  l 

l дu \ YRe 
't'w = tJ:Uн - �  --ду , и - о l 

Используя формулу Ньютона ,  получаем 

12 2676 

{ 1 1 . 6 1 1  

( 1 1 .  62; 



fраничными условиями системы ( 1 1 . 58) - ( 1 1 .60) будут : 

при у = О  и = 0, v = O, Т = Т  w ; ; () :1 
ири 1 ' ; 

( 1 1 .  63) 

Рассмотрим применение интегральных уравнений .для р а,сч�
та теплообмена в простейшем случае течения - 'Вдоль плоской 
пластины (dp/dx = O) . (Строгий метод решения системы диффе
ренциальных ур авнений погр аничного слоя для пластины будет 
ра.осмотрен 'В р азд. 1 1 . 1 1 ) .  ' 

Интегральные соотношения имеют вид 

do** "w ( 1 1 .  64) dx 
= --2 ; 

QUl 

do** qw т ( 1 1 . 65) -- =  
dx CpQU 1 (Т1 - Tw) 

Выберем подходящие выр ажения для распределения скорости и 
температуры та,ким обр азом, чтобы они удовлетворяли важней 
шим гр аничным условиям и ,  кр оме того, содер жали- дв а свобод
вых параметра ,  которые могли бы быть определены из ур авне
вий ( 1 1 .64 ) и -( 1 1 . 65) . Примем 

и: = f [�� (�) ]=!  (ТJ) ( 1 1 . 66) 

( 1 1 .  67) 

Здесь принято, что профили скорости и соответ.ственно тем 
пературы в различных сечениях отличаются тольiЮ м асшта
бом координат и что вид функций f ( ТJ) и f1 ( ТJt)  не заtвисит от х. 
Следсrвием 'принятого условия, обо нован ого в разд . 1 1 . 1 0, яв
ляется также то, что отношени s = бт/б = const.] g 

Результаты р а счета будут тем точнее, чем ближе выбранные 
профили будут совпадать с истинными .  Выберем вид функций 
таким образом, чтобы удовлетвор·ить граничным усло13ИЯ �I 
( 1 1 .63) и дополнюельно - дифференциальным уравнениям 
{ 1 1 .58) И ( 1 1 . 59) при у = 0- (д2u/ду'2 ) у=О = 0 И (д2Т/ду2) у=О = 0. 

На внешней границе у--оо примем усл овие плавности со
пряжеflия профилей �скорости и темпер атуры с их значениями 
:вне погр аничного слоя . 

Аппроксимируем функции f и f1 полиномами третьей степени : 

( 1 1 . 68) 

( 1 1 . 69) 



Для определения коэффициентов щ и bi используем !Восемь у':.
ловий на гр аницах, оставив значения б и бт свободными пара
метр а м и .  Тогда получ аем 

:1 =+ +- +(  � )3 ; ( l l .  70) 
Т - Tw 3 у 1 ( у ) з 

тl - тw = т ъ;- т в; · ( 1 1 . 7 1 )  

Толщина mотери энергии может ·быть представлена ·в виде 
3т Вт 

а;.*= \ ..!!._ ( 1 - т - тw ) dy = \ [.!.. JL _ _ l (JL)з]X 
j Ut Т1 - Tw J 2 11 2 о 

о о 

Х [ 1 - .!._ JL+ -1 (..!L)з] dy . 
2 11т 2 11т . 

Если � не сильно отличается от единицы, то, интегрируя, полу
чаем 

а** = а (� е2 - � е") . т 
20 280 

Соот:ветственно толщин а  потери импульса р авна 

а* * = а � · 
280' , 

н апряжение трения н а  стенке 

(du ) 3 и1 
't'w = l'- - = - tJ- - ;  dy и � о 2 11 

тепловой nоток в стенку 

( 1 1 .  72) 

( 1 1 .  73) 

( 1 1 .  74) 

qw = Л (tf!-) = � Л  Tt - Tw = _l_ Л _l Tt - Tw· ( 1 1 . 75) 
ду У -О 2 11т 2 е о 

Подставляя выр ажения ( 1 1 .72) и ( 1 1 .73) в интегр альное ур ав
нение импульса, имеем 

и 

ada �= ..!. !'- � dx ( 1 1 .  76) 
280 2 Qиi 

( 1 1 . 77} 

Отсюда напряжение трения на  стенке 

( 1 1 . 7S) 
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Подставляя выражения ( 1 1 .72) и ( 1 1 . 75) в интервальное урав
нение энергии ( 1 1 . 65) , получ-аем (при � = ,const) . 

- �3 _ _  �5 11d11 = - -- dx. ( 3 3 ) 3 л 
20 280 2 CpQUl 

( 1 1 .  79) 

Раздел·ив почленно левую и правую части уравнения ( 1 1 .79) на  
уравнение  ( 1 1 .76) , имеем 

_
1 = _!! �3 - J:... �ь. ( 1 1 . 80) 

Pr 1 3  1 3  

Пренебрегая вторым членом в пр авой части, найдем 
1 

. � � � ;-- . ( 1 1 . 8 1 )  
v Pr 

Подставляя р а ·венства ( 1 1 .77) и ( 1 1 .8 1 )  в выражение ( 1 1 .75) , 
:имеем выр ажение для теплового потока : 

� VRe = 0, 323 Pr-213 , 
QU1 Cp 

или ,  ср авнивая с выр ажением ( 1 1 . 78) , 
с . - 1 с р -2/3 - 0 , 323 р -2"' н

- т  J " 
r 

- YRe' r , u ,  
q 

rде коэффициент теплоотдачи - Сн= w -
L,.cpQUl (T l - Tw) 

2,; 
и коэффициент трения С 1 = ---f- . 

QUl 

( 1 1 .  82) 

( 1 1 . 83) 

Точные решения для этого случая дают другой численный ко
эффициент 

1 - 0 , 332 -С н =  т .Ct · Pr 2/з = 
Y

Re · Pr 2/3. ( 1 1 .  84) 

При значении Pr = 1 ур авнение ( 1 1 .84) переходит в ур авнение 
r.ид:родинамической ан алогии между трением и теплообмена:\! . 

Для этого случая спр аведливо также условие 

T - Tw 

T l - Tw 

и 
( 1 1 . 85) 

в чем легко убедиться ,  подставляя значение Т из условия ( 1 1 .85) 
в ур авнение ( 1 1 .59)  и гр аничные условия ( 1 1 .63) , ,которые ста
новятся тождественными с ур авнением ( 1 1 .58) и соответствую
щим и гр аничным и  условиями . 

Аналогичным образом может быть получена формула дJ1 Я 
расчета теплообмена на  пл а стине , имеющей переменную темпе
ратуру стенки. Простейшим случаем является случай .. тупенча -
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того изменения температуры, когда передняя часть [JЛастины 
длиной х0 имеет температуру, р авную температуре внешнего по
тока Т1, а остальная часть пла,стины при х>хо поддерживается 
пр.и температуре Т vv (рис . 1 1 .7) . При  этом на передней части 
пла•стины отсутствует теплообмен, динамический по.граничный 
слой р азвивается от точки х = О, а тепловой - от точки Х = Хо. 
Отношение толщип слоев � = 6т/6 будет являться функцией xfxo. 

Рис. 1 1  7 Развитие пог
р аничноrо слоя на пла
стине со стvпенько'й тем-. 

пеРаТУРЫ 

u, , т, -

х 

Решение ур авнений ( 1 1 .64) и ( 1 1 .65) дает для этого случаА 

и 

_1_ з/1 lxo )3/4 
� = v Pr � - --; 

3 

0 , 323 - P r-2/3 
(Tl -- Tw)· 

v 1 - (x0fx)314 

( 1 1 . 86) 

( 1 1 . 87) 

Поскольку задача решалась в р амках несжимаемой жидкости, 
то р аспределение температуры не оказывает обратного влияния 
на распределение скорости, т. е . решение ур авнения ( 1 1 .64) н�  
зависит от решения ур авнения ( 1 1 .65) ; напряжение трения при 
этом может по-прежнему р ассчитываться по формуле 0 1 . 78 ) . 

Используя линейность дифференциального ур авнения энергии 
в несжимаемой жидкости ,  полученный результат легко распро
стр анить на случай,  когда темпер атур а пластины из�е.няется 
ступенчато на величины !1Т wt. !1Т w2, !1Т W3 . . . в точках Xt, х2, 
�. � .  . 

Тепловой поток в стенку может быть представлен как сумма  

Здесь  

n 
qw -�  aJ!!.T wt · 

1 _ 0 , 332Pr-213 Q 1 U 1C p  t:..Twt = Tl - TWi и аi - --
V 1 _ (х;/х)3/4 YRex 

( 1 1 .  88) 

ра,ссчитываю'ОСя для rкаждого i-го уча·стка 'В  предположении, что 
тепловой слой начинается в точке Xi .  
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1 1 .7. РАС П Р ЕДЕЛ Е Н И Е  ТЕМП ЕРАТУРЫ И СКОРОСТИ 
В П О Г РА Н И Ч НОМ СЛ О Е  П Р И  БОЛ ЬШ И Х  СКО РОСТЯХ ПОТОКА 

Ра.ссмотрим в качестве пример а  течение :вдоль плоской пла
стины. При этом dpfdx = O  и вне  поr:раничного слоя u 1  = const. 
T1 = ·const .  . 

Если число Pr =.l  и Cp = IOOnst, то ур авнения движения ( 1 1 . 1 4)  
для •пластины и энергии в форме ( 1 1 .20) примут вид 

си - QV - = - р. - ; ди + ди д ( ди ) 
дх ду ду ду 

Граничные условия : 

дТо + дТо д ( дТо ) QU - Q'V- = - !" - . 
дх ду дУ, ду 

при У = О и = О, T0 = Tw 
. у --юо it - u1, Т0 --. Т01• 

( 1 1 . 89) 

( 1 1 . 90) 

Ураsнения ( 1 1 .89) и ( 1 1 .90) аналогичны по форме. Легко пока-
зать, что условие 

T0 -- Tw и 
TOl - Tw иl 

я.вляет.ся решением уравнения ( 1 1 .90) . Дейст.в·ительно, 
ределить 

( 1 1 . 9 1 )  

если оп-

и подставить в ур авнение ( 1 1 .90) , то уравнение ( 1 1 .90) и гр а
ничное условие для температуры 11орможения станут тождест
венны уравнению ( 1 1 .89) с соответствующим .граничным услови 
ем. Следовательно, в этом случае спраsедливо условие подобия 
профилей скорости и темпер атуры 11орможения ( 1 1 .9 1 ) .  

Полученное математическое условие имеет ясщ>Iй физический 
смысл и является •следствием того, чт.о перенос количества дви 
жения и энергии при Pr = 1 происходит с помощью одинаковых 
молекулярных процессов .  . 

Пр.и малых скоростях То = Т  и , 'следов·ательно, 1Профили ·ско
рости и статической темnературы подобны : 

T - Tw и 
T1 -- Tw и1 

Распределения скорости и температуры при малых �коростях 
потока, когда энтальпия газа значительно больше .кинетической 
энерnии (М< 1 )  представлены на рис .  1 1 .8. Как видно, при при
ближении к стенirе значения температуры газа в пограничном 
слое монотонно стремятся к значению, равному температуре 
стенки. 
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При больших скоро1стях поток.а (М � 1 )  монотонным будет 
только изменение температуры торможения. Распределение ста
тической темпер атуры из-за выделения тепла при торможении 

!1 

и Tw1 Тwz TwJ Т т,.,, Tw1 т".., 

Рис. 1 1 .8 . Примерное распределение ско- Рис. 1 1 9. Примерное рас-
рости и температуры в поrр аничном слое пределение температvры в 

ПРИ M < l пограничном слое при М ">  1 
га за  в погр аничном слое может иметь другой вид, за,висящий 
от задания условий теплообмена на  стенке. На рис. 1 1 .9 пока
зан примерный ,вид кривых. Для иссщщования этих ·кривых р ас
смотрим нек;оторые ча·стные случаи .  

1 1 .7 . 1 .  Теплоизолированная пове!'хность п р и  Pr = 1 

Рассмотрим случа(l,  когда стенка теплоизолирована ,  т. е .  н а  
ней отсутствует теплообмен, и число Pr = 1 .  

В действительности на поверхности тел а всегда имеет ,место 
теплообмен в виде, например ,  отвода тепла внутрь тела или из
.лучеl!ИЯ во .вне .  Од:нако для 'И'сследования полезно рассмотреть 
некоторую условную теплоизолированную или а д и а б а т н у ю 
стенку. В этом случае тепловой поток равен нулю:  

но 

и 

qw = 'лw ( дТ ) = 0  и (дТ )\ = 0, 
ду w ду w 

дТ дТ0 и ди - = -- - - -
ду ду Ср ду 

ll a  стенке и = О  и поэтому (дТ/ду) ...,v = (дТ0/ду) w. 
Ура·внение ( 1 1 .90) должно решаться при гр аничных условиях, 

когда 'При у = О дТо/ду = О, а при у--ню Т0 = Т01 ,  ,и им�ет триви
альное решение Т0 = Tot ·  

Всюду в 'пограничном слое при Pr = 1 устанавлив ается посто
янная темпер атура торможения, р авная температуре затормо
женного набегающего потсжа .  На стенке Т0 = Т w и,  ·сл·едователь-

359 

т 



но, темпер атур а теплоизолированной поверхности также равн а  
темпер атуре торrможения внешнего потока . Рас:пр rеделение стати 
ческой темпер атуры определяется из формулы 

Отсюда 

u2 
Т = Т0 - - .  

2ср 

и r------т------�� ...--r;- J  1 

(J IJ,5 I,Q ii;'f 

1 - - 1 t) � 

Рис. 1 1 ; 1 0. Расnределе
ние безразмерной скоро
сти, температуры и тем
nеРатУРЫ торможения в 
пограничном слое щ1и 

q w = O; Pr= 1 

( 1 1 .  92) 

' 1 

Температур а пл авно изменяется от темпер атуры внешнего 
потока до температуры Т01 у ·стенки. На рис. 1 1 . 1 0  приведены за 
висимости  безр азмерных величин 

а -Т Т - Т1 И T- - T0 - Tl и = -�-1 ' = -=u�=-1-(2-c р..:..) 0 -и�!(2с р) 

в зависимости от безразмерной координаты у/б.  При больших 
скоро·стях пото:ка темпер атур а газа в погр аничном слое ·выше, 
чем вне его. Работа сил трения в каждой точке вrнутри слоя по
рождает тепло . Выделение тепла ур авновешивается непрерыв
ным отводом тепл а из обла.сти с высокой температурой в об
ласть с меньшей температурой . При Pr = 1 оба процес·са  ур ав 
новешены , .когда 

1 1 .7.2. Р аспределение температуры в пограничном слое 
на теплоизолированной поверхности при Pr::F 1 

Если число Пр андтля Pr=F 1 ,  то на теплоизолированной стен - 
ке устанавливается темпер атур а ,  отличная от темпер атуры тор 
можения внешнего потока. Для· газов P r <  1 ;  например , у возду- -
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ха Pr � 0,7 1 .  В этом случае температура теплоизоли.рованноi1 
стенки ниже температуры торможения внешнего потока. 

Обозначим температуру, !Которую принимает теплоизолиро
ванная 'Стенка, через Те. При Pr< 1 процессы выделения тепла 
вследствие трения и отвода тепла теплопроводностью и конвек
ТИВ'НЫМ перенооом на�одя11ся в равновесии,  при этом Те< То. 

Введем понятие - к о э ф ф и ц и е н т в о с с т а н о в л е н и я 
т е м ·п е р а т у р ы r = ( T�-Tt) f ( Tot-Tt) или иначе 

· 
т е - т l

'т т + и� т ( + k - 1 м2) ' г = 2/ е = 1 r -= 1 1 r -- 1 • 
и1 (2ср) 2ср 2 

Рис. 1 1  J 1 1 . Распределение 
безразмерной скоррсти.  
температvры и темпера
туры тор можения в пог
р аничном слое при q w = 

= 0; Pr< l 

:1 
(f 
�5�----�------.--; 

о 0, 5  � о  o,·r. • 
Коэффициент •восстановления температуры r показывает, ка

кая доля кинетической энергии внешнего потока затрачена на 
повышение теплосодержания ·газа у стенки. При ламинар!Ном те
чении  вдоль плоокой пластины r � (Pr. Для воздуха г� О,84 и 

( k - 1 , j- 2) Те = Т1 1 + -2- r Pr M1 ( 1 1 . 93) 

или прм k = 1 ,4 Те = Т1 ( 1 + 0, 168М�) .  

Ра•спределение скорости, температуры и температуры тормо
жения на теплоизолированной поверхно·сти при Pr< 1 IПОказано 
на  рис. 1 1 :1 1 .  Как видно, температура торможения у стенки ни
же температуры торможения в\Нешнего потока. Из этой области 
часть энер.гии 1передалась во внешнюю часть погр аничного слоя, 
вслед'ствие чего температура торможения в этой части стала 
больше температуры торможения внешнего потGка. 

В ·случае когда скорость внешнего потока переменна (и1=1= 
=;l=rcoпst и dpfdx =/= 0) , коэффициент восстановления изменяется 
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no длине. Р асчеты nоказывают, однако,  что местное значение ко
Те - Тl эффициента во,сстановления г = 2/( ) достаточно близко его 
и1 2ср 

значению на nластине г :::::::; yPr 
и 

�3�---.-----.-----

о 11,5 

lL/u, 

( 1 1 .  94) 

Рис. 1 1 . 12 .  Распределение 
безразмерной скорости 
и температvuы ПРИ нали
чии теплообмена :  Pr= 1 

-
В nередней критической точке, где Иt = О, Те = Тон; в точках, гд� 
скорость близка к максимальной, т. е. где 

2 umax 
- = Тон• 2ср 

Те :::::; VPr · Toн · 

1 1 .7.3. Р аспределение темnературы в nограничном слое 
сжим аемого газа на пластине при н алпчии теплообмена 

Рассмо11рим сначала ·случай Pr = l . Тог,ца ( T0-Tw) / ( T0t
Tw) =U/Ut.  Учитывая,  что Т0 = Т+и2/ (2ср ) nосле  nреобр азования  
nолучим 

( 1 1 .  95) 

( 1 1 . 96) 
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Если чИ·сло М мало (М � О) , то получается известное соотно
шение для малых �скоростей : 

T - Tw и 
T1 - Tw и1 

Распределение темпер атуры и скорости поперек погранично·го 
слоя показано на  рис. 1 1 . 1 2 .  

Для случая Pr = 1 ,  если  Т w< Т 01 , стенка будет нагреваться. 
При Tw > To1 стенка будет охлаждаться, при Tw = Tot тепловой 
ПОТОК q-ит = Лw (дТ/ду) w = О. 

Если Т w < T01, то кр·ивая р жпределения температуры имес г 
максимум . Во  внешней части пограничного •Слоя газ нагревается 
от трения. Внутри пограничного слоя температура газа может 
быть значительно выше темпер атуры потока. Нагретый газ да
лее передает тепло к стенке. Из-за отвода тепла в стенку темпе
р атур а газа вблизи стенки понижается и непосредственно н а  
охлажденной стенке ( д  Т 1 д у )  w > О. 

Оценим максимальное значение температуры .  Полагая Pr = l ,  
дифференцируем выр аженИе для 'определения Т по у rи прира в
ниваем производную дТfду нулю. Значение Т max определится по 
формуле 

Т max - Tw 
T01 - Tw 

_1 ( 1 - Tw!T1 + 1 ) . 
4 k - 1  2 -2- Ml 

( 1 1 . 97) 

Если М � 1 или Tw � T1 , то ( Tmax-Tw) / ( To;-Tw) = 1 /4. На 
пример, при  числе полета М � 20, Т оо =.250 К; Tw � 1 000 К; 
Т шах � 5700 К. Таким образом, хотя температура потока у стенки 
не превышает 1 000 К, внутри пограничного слоя устанавливается 
весьма высокая темпер атура .  

Если Pr=F 1 ,  то распределение температур на стенке с тепло
обменом имеет аналогичный :вид. Однако поскольку при отсутс'l 
вии теплообмена на  стенке устанавливается температура ,  отлич
ная от темпер атуры торможения (Te=F Tot) , то стенка будет ох
лаждаться внешним потоком, если ее поддерживать при темпе
ратуре Tr,v > Те, и будет нагревать-ся внешним пото1юм, если ее 
поддерживать при темпер атуре Tw< Te. 

1 1 .8. КОЭ Ф Ф И ЦИЕНТ ТЕПЛООТДА Ч И  П Р И  БОЛ ЬШИХ СКОРОСТЯХ 

Как уже указывалось, rпр и  больших скоростях, для того что
бы уче•сть выделение тепла из-за диссипации •кинетичеrской энер
гии при Pr = 1 ,  формула для р асчета теrплообмена должна быть 
записана в виде 

( 1 1 . 98) 
Зде•сь Т01 - температу.ра торможения вне пограничного слоя. 

характеризующая полную тепловую энергию потока. 

363 



Однако как следует из рассмотрения р апр·еделения темпер а
туры на  теплоизолированной поверхности при Pr=F 1 ,  в тепло на  
стенке преобразуется только часть кинетической энергии .  Маки2 

1 сим альна достигаемая пр и  этом темпер атура Te = T1 + r  -2 мо-
ср 

жет быть использооана как величина,  характеризующая тепло
вую энергию внешнеrо потока для расчета теплообмена, и выр а
жение для расчета теплообмена может быть записано в виде 

qw = a (Te -- T w) . ( 1 1 .  99) 

Эта формул а  имеет еще то nреимущества, что :в случае теп
лоизолированной стенки, когда Т w =  Те, при любом а значени� 
qиr == O. При Pr = 1 формулы ( 1 1 .98) и ( 1 1 .99) совnадают. 

Следует указать, что в формуле ( 1 1 .99) значение Те является 
векоторой эффективной темпер атурой, численно совпадающей с 
темпер атурой теплоизолированной поверхности. Внутри погра
ничного слоя н а  охлажденной поверхности темпер атур а  во всех 
точках меньше, чем Т е· 
1 1 .9. С В Я З Ь  М ЕЖДУ ТРЕ Н И ЕМ И ТЕПЛ ООТДАЧ Е й  

В р азд. 1 1 .6 при расчете погр аничного сл'оя на  плоской пла
стине в неrсжимаемой жидкости меrодом интегр альных соотно
шений были получены выр ажения ( 1 1 .83) ·И ( 1 1 .84) , связываю 
щие между собой коэффициенты трения и теплообмена при ма 
лых  ·скорост�х потока.  

Покажем теперь, ч·ю, ис.пользуя о•пределение /Коэффициента 
теплообмена по фор'Мулам ( 1 1 .98) и ( 1 1 .99) , можно получить 
аналогичные, более общие, rвыражения,  спр а .в·едливые при тече-
нии газа с большим и  ·скоростями, . 

Напряжение трения определяется по формуле 

't'w = P.w(дu ) = P.wU1( дu ) ; u = .!!..._ • 
ду W ' ду W U t  

Для случая течения вдоль плоской пластины при Pr = 1 спр а
ведливо условие ( 1 1 .9 1 ) .  Тщца 

При 

Отсюда 

Поскольку 
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то 

"w qw 
u1 ср (Т01 - Tw) 

Переходя к безр азмерным величинам,  получаем 

ОТI<уда 

qw ,;w 
= -2 , 

Q1u 1cp (T01 - Tw) Q1u 1 

( 1 1 . 100) 

Используя у·словие Nu= Cн·Re·Pr, можно записать в мест'J 
( 1 1 . 1 00)  

1 Nu = - C1 Re . 
2 

( 1 1 .  10 1 )  

Найденные выр ажения являются условием аналогии между 
теплообменом и трением . Ур авнения ( 1 1 . 1 00) и ( 1 1 . 1 0 1 )  спр авед
ливы 'Пр и  больших и м алых скоростях. 

Бели число Pr не р авно единице, то в эти уравнения необхо
димо внести попр авки .  Аппроксимируя р асчеты, проведеиные на 
пласт.ине при Pr :F 1 ,  получаем ур авнение 

1 Nu = - C1 - Re - Pr i/3• 
2 

( 1 1 .  1027 

При этом коэффициент теплоотдачи а определяет�я в соответст
вии с формулой ( 1 1 .99) . 

В потоке с продольным градиентом давления эта связь име
ет более сложный ·ВИд :  

Nu = SC 1 · Re · Рrп . ( 1 1 .  103) 

Здесь S н n зависят от р аспределооия давления. 

1 1 . 1 0. ТЕ ПЛООБМЕН ПРИ Т ЕЧ Е Н И И  ВДОЛ Ь ПЛОСКОИ ПЛАСТ И Н Ы  

Ра·Сiсмотрим простейший случай течения вдоль плоской плас
т.ины, когда скорость и давление потока вне погр аничного слоя 
постоянны. Этот случай имеет большое пра.ктическое значение. 
При обтекании боковой поверхности корпуса летательного аппа
р ата ,  поверхности крыла сверхзвуковым потоком и в ряде дру
гих случаев изменение давления незначительно и для расчета 
теплообмена можно использовать формулы, полученные для пл а
стины.  

Раюсмотрим 'Плаrстину pl-l·c. 1 1 . 1 .  Параметры течения вне по
граничного слоя U1 = ин; Р 1 = Рн; Тн = Т1 .  Ур авнения погр аничного 
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слоя имеют вид ( 1 1 . 1 4 ) - ( 1 1 . 1 6) при dpjdx= O. Для определе
ния теплового потока будем использовать соотношение ( 1 1 .99) 

qw = a (Te - Tw) 

!! соответственно для числ а  Nu -

Поскольку 

Nu =  __ q�w::..l __ 
(Те - Tw) Лн 

Te - Tw 
Т0н - Тw 

j (M, Pr) ,  

общий вид критериальных зависимостей ( 1 1 .3 1 )  
тается без изменения :  

,�u = f : (м, Pr,  
Tw , k, 

r Re Тн 

С1 r Re = /2 М, Pr ,  - , -. ;- ( Tw 
Т н 

( 1 1 .  104) 

( 1 1 .32) ос-

Однако н а  пл астине нельзя указ ать характер ный размер l, вхо
дящий в определяющие критерии подобия . 

Действительно, тепловой поток 'В какой-либо точке \ПЛа,стины 
не должен зависеть от изменения общей длины пластины l. Это 
связано с тем, что вверх по потоку в напр авлении уменьшения 
х влияние длины пластины через тонкий пограничный слой, опи
сываемый дифференциальными ур авнениями парабол ического 
'lипа, передаваться не может. Физически точки, лежащие ниже 
по потоку, оказывают влияние на точки вверх по потоку, одна
ко оно заметно только на расстоянии порядка толщины слоя б.  
Поэтому пластину длиной l можно р ассматривать ка:к полубе�
конечную. 

О'I'Сюда следует, что в критер иальных з ависимостях ( 1 1 .3 1 ) ,  
( 1 1 . 32) необходимо отыскать такую комбинацию переменных, 
при котор ой ,выпадает длина /, Исходя из этого, получаем усло
вие 

Nu � (...::_)-1/2 и с/ VRe � (...::_ )-1/2 
YRe l l 

' 

11 ,критериальньн� зависимости для течения на пластине приобре 
·тают вид 

т де 

k, n1, n2 ) ; 

k, n1 , n2 ) . 

( 1 1 .  105) 

( 1 1 .  106) 



Аналаг:Ично можно получить выр ажение длЯ линейного раз
мера пограничного слоя, напр имер,  для его толщины: 

� fRex= /5 (М1 , Pr ,  Tw , k, n1, nz)· ( 1 1 .  107) 
х Т1 

Для любой ·точки х пластины при л аминарном режиме 

1 1 �r- 1 
а �  Ух '  't'\v � ух , а � r х, v �  ух . 

Из формулы ( 1 1 . 1 05 )  следует очень важный вывод, что в лю
бой точке пластины отношение NuxfV Rex постоянно. Поэтому. 
при р а·счете теплообмена целесообразно не раосм атривать от
дельно критерии подобия Nux и Rex, а использовать новый ком-
бинированный критерий Nиx!VRex, что и будет нами сделан" 
при  р асчете теплообмена .  

Отнеся физические параметры Q, !J. ,  Л к условиям при темпе
ратуре стенки Т w, получаем расчетные формулы :  

где 

а 

и 

Ср (Те - Tw) 
Prw 

Те= Т1 ( l + r k -; 1 M�)=T1 ( 1 + rw) , 

k - 1 м2 w=-- 1 
2 

( 1 1 . 108) 

( 1 1 . 109) 

( 1 1 . 1 10) 

( 1 1 . 1 1 1 } 

В этих формулах остаются неизвестными численные значе

ния комплексов Nuw! V Rew и (C1)w VRew, являющиеся функци
ями определяющих критер иев подобия 

М1, Prw , Tw , k,  n2, n1 •  
т! 

Вид этих функций может быть получен •ti a осно·вании решениii! 
уравнений ( 1 1 . 1 4 ) - ( 1 1 . 1 7 ) или из экспериментов .  

1 1 . 1 1 .  МЕТОДЫ РАСЧ ЕТА Т Е ПЛООБМ Е НА В ПОГРА Н И Ч НОМ СЛО Е  
Н А  ПЛАСТ И Н Е  

Уравнения погр аничного слоя в частных производных для 
пластины могут быть преобразованы в систему о быкновенных 
дифференциальных ур авнений.  Такая возможность связана с 
тем, что профили скорости и темпер атуры в разных •сечениях 
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_ подобны друг другу в переменных y/fJ, или с учетом уравнения 
( 1 1 . 1 07) имеет место условие _ 

и - т -
- = U('I'J) и - = Т ( 'I'J) , U ]  Tl 

где 'I'J = Y• /';_ и1!! 1 ; '11 --- JL. 
v 2 fLlX 1\ 

Уравнения погр аничного слоя ( 1 1 . 1 4)  - ( 1 1 . 1 7) с учетом усло

вия dp/dx= O, справедливого при обтекании плоской пластины, 
!lосле перехода от независимых перемеиных х, у ·К переменным х, 
ц приводят�я к виду 

Здесь 

Обозначая 

· - (J Qiict'I'J ) u' = (�Uiy ;  ( 1 1 . 1 1 2) 

- (J QudТJ ) т' = ( �r ·тJ+� (и' )2 (k- 1 ) М�. ( 1 1 . 1 13) 

Т' = dТ/d'I'J; u' = du(d'I'J; 
- 2 

Q= �; �=(k - l ) M�; - � _е_, 
!!1 CpTI /Ll 

1J 
S (?iid'I'J = w; u' = 't'; т' =q,  
о 

nолучаем систему пяти обыкновенных уравнений первого поряд-
ка ; и(<�;> '<;)�'.wа�; т� q; 

• 1 
Pr q = -qW-f"'t'2 (k -

.
l )Ml 

J 
.: граничными условиям и  

nри u = O U=W= O, т Tw; 

при 

( 1 1 .  1 14) 

Система ( 1 1 . 1 14 )  может быть решена на вычислительной маши
не одним ·из ·стандартных методов . Результаты р асчетов системы 
f l l . l  14) , проведщшых в широком диапазоне изменения М, 
Т w/T1, Pr и при р азличных предположениях о з ависимости вяз
КОС'l'IИ и теплопроводности от тем:пер атуры, .могут быть пред
ставлены в виде 
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Соответственно из уравнения ( 1 1 . 1 08) сл-едует : 

qw = 0,332K V utQ:!J-w cp (Te - Tw ) Pг2f3 = 

-.0 332К Qwиlcp (Те - Tw) р -2/3 - - ' -
Y Rew r · ( 1 1 . 1 1 5) 

Средний тепловой поток на  пластине длиной х определяется по 
фор муле 

х 
qcp = 7\ qwdx = 2qw , 

о 
а полное количест.во тепла ,  переданное стенке с шириной, р ав
ной единице,- по ф ормуле 

Qw = qcpX = 2qwx. ( 1 1 . 1 1 6) 
Коэффициент К - ф актор,  учитьiвающий вл,ияние сжимаемости : 

К = К  ((J), Т w!T1 , n1, n2 ) .  
Для значения К можно предложить р азличные аппро.ксим ацион
ные з авИсимости . Н апример ,  используя представления о форме 
профиля темпер атуры [5] , 

К =  ( fL*Q* )I;з 11-JQl 1 т w. 
�J-w Qw !J-*Q* 15 Те 

( 1 1 . 1 17) 

Здесь звездочка означает, что данная ·вел1ичина отнесена к 
м ак-симальной темлер атуре T* = Tmax [см . ( 1 1 .97) ], либо при 

т T* = Tw, если Tw;;:::1e, либо при Т* = Tt, если (J) <  1 - _!I:'... 
т! 

При использовании понятий определяющей температуры 

т< о> = Тl + О,Б \Т w - TI) + 0, 22(J) 
получим 

( 1 1 . 1 1 8) 

где верхний индекс (о)  означает, что соответетвующие величины 
берутся при определяющей темпер атуре .  

В формулы ( 1 1 . 1 1 8 ) и ( 1 1 . 1 1 7 )  не  входит в явном виде отно
шение темпер атур (Т w!Tt) . Бл агодаря этому они пригодны пр и 
р азличных зависимостях физических свойств от температуры. 
Если �t ,_, Tn, л - тп и Pr = const, то результаты р асчетов хорошо 
аппрок·симируются з ависимостью 

n-1 
К = ( �) 112 (0АБ + о,55 Tw + 0, 1 8 (J) Pri/2 ) 2. ( 1 1 . 1 1 9) fJ-w Qw . Т1 
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В выр ажении Те = Т1 ( 1 +rffi )  в диапазоне изменения пар аметро3 
воздуха к о э ф ф и ц и е f{ т  в о 1с с т а н о в л е н и я  r = 0,84. 

Возможность под!бор а простых аппроксимационных форму."J 
связана с относительно сл а бым :влиянием М и Т w/T1 на тепло
отдачу и трение. В частности, если n = 1 и Q ,...., 1 /Т, то К= 1 и 
влияние сжим аемости на теплообмен на  пластине исчезает. 

'1..  

+ 10 

11 

м�в 

б 
ii 

4 
М= О 

7, 0  

Рис. 1 1 . 1 3. Распределение 
безразмерной скорости 
и температуры в погра
ничном слое при различ
ных чИслах М на тепло
изолированной поверх-

. Т- Т - Т1 
Н О СТИ - U�/(2C р) 

2Nu 1!(v'Rё; Pr 'lз) 

Рис. 1 1 . 1 4  Зависимость 
, r - 1/З 2 N u l l ( y Rer Pr ) от М и Tw !Tt 

Профили скорости и темпер атуры и толщина погр аничного 
слоя существенно зависят от значений М 1И Т w!T1. На рис. 1 1 . 1 3  
приведены результаты р асчетов для теплоизолированной поверх
нос"Dи пр и -р азличных М и n = 0,75 ; Pr = 1 .  По оси ординат от
ложена безр азмерная координата 

у � г'11 = - у Rex .  х 
Как видно, при увеличении М толщина погр аничного слоя р ас
тет, а профили ,скорости становятся более прямыми . На рис. 1 1 . 1 -t 
представлены кривые зависимости 2Nu/( VRe1Pr113) · от М и 
Т-t-v!Ti пр,и n = 0,5 .  

1 1 . 1 2. РАСЧ ЕТ Т Е ПЛООБМЕНА П Р И  П ЕР Е М Е Н К ОМ ДА ВЛ Е Н И.И 
В Н Е  ПОГРА Н И Ч НО ГО СЛ ОЯ 

В общем случае произвольнаго р аспределения давления вп� 
погр аничного слоя для расчета теплообмена необходимо р еши rn. 
систему уравнений погр аничного слоя в частных производных.  
В на-стоящее время разработан ряд эффективных числ,енных ме
тодов р асчета такой системы на  быстродействующих вычисл и
тельных машинах [32, 42 и др]. 
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Наряду с р азработкой общих методов расчета теплообмена 
nри произвольнам р аспределении давления воз•можны решения в 
некоторых важных частных случаях путем преобразований сч:с
-темы уравнений ( 1 1 . 1 4 ) - ( 1 1 . 1 7) ·В систему обыкновенных диф
ференциальных уравнений. Та:кие решения называют.ся п о  д о б 
н ы м и .  Значительное распространение получили также 1Jесьма 
эффективные приближенные методы р а·счета. 

1 1 . 1 2. 1 .  ПОДО Б Н Ы Е  Р Е Ш Е Н И Я  

Распределение скорости вне погр аничного слоя зависит v r  
конкре11ной формы тела  и условий его обтекания и может быть 
самым р азличным.  Если скорость потока вне погр аничного слоя 
изменяется по закону Ut = j3xm, где х - расстояние от начала 

Uн 
--

о ..r 

Рис. 1 1 . 1 5 .  Рис. 1 1 . 1 6. Расnределение ско-
Схема обте- расти в дозвvковоi\: части соnла 
кания сФе-
Р Ы  сверх-

З ВУКОВ Ы М  
nотоком :  1 - ударная 

волна; 2-
критическая 

точка 

р азвития погр аничного слоя, то при вве
дении специальных переменных система 
( 1 1 . 1 4 ) - ( 1 1 . 1 7 )  может быть преобр азо
вана в систему обыкновенных дифферен
циальных ур авнений.  Это спр а·ведлив.> ,  
если значение скорости Ut ·существенно 
меньше скорости звука (Mt = Ut!at « 1 ) .  

Бели М1 > 1 ,  то п о  д о б н ы е решения возможны nри Pr = 1 
и t-t -' T, но не в ф изических переменных Ut, х, а в некоторых пе
ременных, выбр анных специальным образом [49, 88] .  

Решения, полученные для частных случаев течения Ut = f3xm, 
имеют большое практическое значение. В ча·стности, значени� 
m = 1 соответствует течению в окрестности передней критической 
точки з атупленного тела (рис. 1 1 . 1 5) .  Подбир ая р азличные зна
чения т, можно аппроксимировать р аспределение •скорости н а  
всей лобовой поверхности з атупленного тела ,  о·бтекаемого по·rо
ком газа, или распределение скорости в дозву,ковой части сопла 
двигателя (р.ис. 1 1 . 1 6 ) . Как показывает анализ уравнений, выра-
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жение для р асче�а теплового потока в этом случае совпадает с 
.выр ажением ( 1 1 . 1 08) : 

Nuw -. f иiQw!Lw Ср (Тон - Тw) 
( 1 1 . 1 20} qw = VRew V х l?rw · 

Здесь в отличие от выр аж·ения ( 1 1 . 1 08) Ut = ·�xm. а критериаль
ная  формул а ( 1 1 . 1 05)  для определения численного значени;r 
ком плекса Nuw i V Rew приводится к виду 

;�:w t (Pr , тт� , n1 ,  n2 ,  Eu) . ( 1 1 .  1 2 1 )  

Поскольку рассматривается обл асть течения н а  теле, где М �  1 ,  
то число М н е  входит в набор определяющих критерие·в попобия  
и Те � Т01 = Тон. Дополнительно в число определя ющих •крнтериев 
подобия вошло чис.ло Эйлер а Eu= ди 1 � =  т ,  хар а1Ктеризую -. · дх и 1  
щее ·влияние гр адиента скорости. 

Система ур авнений погран·ичного слоя для случая Ut = �xm 
при р азл!Ичных пред.положениях о зависимости вязко'СТИ и тепло
проводности от темпер атуры решена численно в р а ботах [30, 901 . 

Рассмотри м  ооачала наиболее важный случай течения в ок
рестности передней критической точки.  Для использования фор
мулы ( 1 1 . 1 20 )  необходимо знать значения .комплекс а 

�Nuw/1Rew и значение 

Тогда 

�= (.!!2.) = � . 
дх х �о х 

Nuw . r-- - Ср (Тон - Tw) 
qw = YRew У 1'-w Qw� Prw · 

Результаты численных .расчетов, проведеиных при р азличных 
значениях Т w/Тон и р азличных законах 11 ( Т) , хорошо аппрокси
мируются для пло·ского и осесимметричного случаев, соответст
в-енно, формул ами ( 1 8] 

q,v = 0 ,5 1 ( 1 + 0, 1 2 Tw ) ( "'1 Q 1 ) 113 Yf!-wQw) cp (T0н - Tw) Prw0•»; Тон !Lw Qw , 
( 1 1 .  1 22) 

qw = "0,7 1  ( 1 + 0,08 Tw ) (  !LIQI ) 113 V11-wQw�cp (T0н - Tw) Prw0'6 • 
Тон !Lw Qw 

t } 1 .  1 :23) 

'Значения �tw. Qw, Prw берутся при  темпер атуре стенки Т w и 
давлении в передней критической точке р01 =ро' ; � = (dul/dx) x=O· 
У.ра·в1:1ение В .ернулли для струйки тока !ВНе лограничного .слоя 
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Дифференцируя по х и учитывая,  что при х--+0, и--+0, 
Qt--+Qo', Pt--+Po', 

имеем 

' д2 ( ' ) �2 =  _ k Р? P1IPo ,_!.._. 
Q0 д (x!R0)2 R5k 

Так как 
точк·е , то 

k (P�IQ�) = a�, где а0 - скорость звука в критичес.кой 

Здесь 

� = С �  -. f 2 = С акр .. ( k + 1 . 
Ro V k Ro V k 

С2 = _ _ 1 д2 (Р11Р�) 
; 2 д (x/R0)2 

( 1 1 .  1 24) 

акр = а0 у2/ (k + 1 ) - критическая скорость звука. 

В случае сферического или цилиндр ического з атупления прибли-
женно по теории Ньютона [ 1 34] С2·� 1 - Р: . 

Ро 
Из формул ( 1 1 . ' 1 22)  - ( 1 1 . 1 24 )  следует, что !l(оэффищиент 

теплоотдачи в критической точке обр атно пропорционален квад
р атному корню из р адиуса затупления R0• Поэтому при боль
ших скоростях полета и соотiВетственно больших темГiiер атурах 
торможения радиус з атупления передних кромок элементов кон
струкции летательных аппаратов приходится увеличивать с 
цедью уменьшения тепловых потоков.  

При произвольнам зн ачении т 1приближенная зависимость 
для •плоского течения может быть записана  в виде [7] 

V
Nuw = 0,332 (т + 1 )1f2 Pr 11BK · K1• ( 1 1 . 1 25) Rew 

Здесь К �  (�)113 - фактор, учитывающий влияние пepeмeн
fLw Qw,  ности p.Q; 

К 1 = r 1 + О, 1 6 ( 1 + �:) (т 2: 1 у
/3
] 

1/2 ( 1 1 . 1 26) 

- фактор ,  учитывающий влиЯJние обезразмерного гр адиента ско
ди t х 

расти m == - - .  Значения и1  и ди1 /дх должны быть определе-дх U 1 
ны из газодинамического р асчета .  

1 1 . 1 3. П Р И БЛ ИЖ Е Н Н ЬI П  М ЕТОД РАСЧ ЕТА Т Е ПЛООБМЕНА П Р И  
П РО И З ВОЛ Ь НОМ П РОДОЛ Ь Н ОМ РАС П Р ЕД Е� Е Н И И  
ДАВЛ Е Н ИЯ.  МЕТОД Э Ф Ф Е КТ И В Н О П  ДЛ И Н Ы 

Одним из способов упростить ур авнения погр аничного слоя 
я вляется переход от удовлетворения дифференциальных уравне
ний для каждой отдельной частицы к удовлетворению этих 
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уравнений в среднем по толщине погр аничного слоя. При этом 
задача сводится к решению обыкновенных дифференциальных 
ур авнений по переменной х. 

Такие методы дают удовлетворительную точность при -р а:сче
те теплообмена и меньшую точность iПри  р асчете хар а,ктеристик 
динамического погр аничного слоя, особенно в области течения с 
положительными градиентами  да·вления.  

В том случае, когда требуется рассчитать только теплообмен, 
оказалось возможным получить еще более простые :решения, ис
пользуя методы э ф ф е к т и в н о й д л и н ы или л о к а л ь н о
г о п о  д о б и я. 

Изложим метод эффективной длины . 
Тепловой поток в какой-либо точке тел а опр еделяется д'вумя 

ф актор ами :  толщиной теплового погр аничного слоя и формой 
профиля темпер атуры :в данном сечении.  

Толщина теплового слоя определяется в основном предысто
рией р азвития: Форма профиля темпер атуры з а�висит от безраа
мерного локального градиента · давления в данной точке тела .  
Поэтому при приближенном расчете целесообр азно эти эффекты 
р азделить. 

Зададимся формой профиля температуры в виде фун,кции 

( 1 1 .  1 27) 

где ( 1 1 . 1 28) 

-- толщина потери энергии, или интегр альная характеристика 
толщины пограничного слоя, входящая в 'р авенство 

qw = Лw (д;o ). = л: Г дf** ] (Te - Tw) ·  ( 1 1 . 1 29)  
и w от [ _д ( уfот ) и- 0-

Для учета предыстории течения вместо бт * *  введем эффектив
ную длину. Э_фф�ективной длиной Хэф будем называть длину плос
К()Й _!!Ластины, на которой при внешнем течении с постоянными 
��раметр ами QtИt, такими же как в рассматриваемой точке тела, 
нарастает такой же тепловой погр аничный слой, как и на длине 
х р ассматриваемого тела с переменными параметр ами Q1U1 вне 
�лоя.  В осесимметричном случае Хэф будет- длина цилиндра с ра 
диусом, р авным р адиусу в данном сечении.  

Для расчета теплообмена можно теперь использовать форму-
лу для пл астины ( 1 1 . 1 1 5) 

q -- О 332КК �wQwи1 с (Т - Т ) Рг2/3 ( 1 1 .  1 30) w -- • 1 р е w 
Хэф . 
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при условии, что вместо ис11инной длины х в ,ней используется 
эффективная дЛина ХэФ· 

Здесь К - попр авка на  перемениость физиче,ских свойств к 
формулам  ( 1 1 . 1 1 7) , ( 1 1 . 1 1 8 ) или ( 1 1 . 1 1 9 ) . Дополн>Ительно .в фор 
мулу ·внесена попр авка Kt на  ,влияние продольного гр адиента 
скорости по фор.муле  ( 1 1 . 1 26) , где 2m = 2 du 1 �. Все величи-

m+ l  dx u1 Н Ы ,  ·ВХОДЯЩИе В формулу, ЯВЛЯЮТСЯ фуНКЦИЯМИ Х. 

Рис. 1 1 . 1 7. К расчету 
Хэ ф 

Q Q 

Для определения эффективной длины используем уравнение 
баланса тепла .  Используя обозначение для толщины nотер ;1 
энергии бт* *  ( 1 1 .53) , имеем 

( 1 1 .  1 3 1 )  

Таким обр азом, толщина потери энергии определяется коJr и
чеством тепл а Qw, ушедшим из погр аничного слоя. Следователь
но, для определения ХэФ можно использовать условие р авенства 
потерь тепла на  эффеJКтивной пластине (или цилиндре)  и рас
сматриваемом теле (рис .  1 1 . 1 7 ) . 

Н а  цилиндре с р адиусом R = const общее количество тепл я ,  
уше�шее и з  погр аничного 'Слоя н а  длине Хэф, 'р авно 

Qw = 2nRxэФqcp = 4nRqwxэФ• ( 1 1 .  1 32} 

так как из ур авнения ( 1 1 . 1 1 6 ) н а  пластине или цилиндре qcp ·= 
= 2qw. На рассм атр.иrваемом теле на длине х отдано количество 
тепла х 

Qw = 2n J Rqwdx. 
о 

Ср авнивая выр ажения ( 1 1 . 1 32 )  и ( 1 1 . 1 33 ) , имеем 
х 

2RqwxэФ = .\ Rqwdx, 
о 

( 1 1 .  1 33} 

а после дифференцирования no х получаем· ур авнение для опре
деления Хэф : 
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После подстановки значения qw из р авенсmа ( 1 1 . 1 30) найдем 

2 __!!_ [R ��uw V !JowQwU1X9ФCP (Те - Т w) Pr-1 ]= 
dx r Rew 

' = R �� -. / fLwQwиi cp (Te - Tw) Pc-1 .  ( 1 1 . 1 34) 
r Rew V Хэф 

Умножая обе части ур авнения н а  выр ажение, стоящее в квад
р атных ·скобках, получаем в пр авой части ·выражение, не зави
сящее от ХэФ· ПосЛе интегрирования формул а  для Хэф имеет вид 

( 1 1 . 1 35) 

В числителе .стоит интегр ал
· 
от некоторой известной функции  

от х, в знаменателе  - значение подынтегральной фуню�ии в 
данной точке. 

В частном случае,  при Tw = coпst, можно, пренебрегая пере-

мениостью величины ��uw c'I (Te - Tw)2 ,  упростить формулу: r Rew Р 
.!С 
.J QwUJR2dx 
о 

Хэф ...- .;;__ __ _ QwиiR2 
( 1 1 .  1 36) 

При ПОLЦIСтановке р авенства ( 1 1 . 1 36) в ·выражение ( 1 1 . 1 30) 
формула для расчета теплообмена  н а  теле с переменным давле
нием вдоль обр азующей имеет .вид ·- 0 332 КК Qwиlcp (Te ·- Tw) р -2/3 

qw - , 1 112 r . (Rеэф) 
( 1 1 . 1 37) 

Она ·совпадает по виду с формулой ( 1 1 . 1 1 5) для р асчета тепло
обмена на пластине, только вместо значения числ а  Рейнольдса 
Rew в данной точке в нее входит усредненное значение RезФ : 

( 1 1 . 1 38) 

Таким обр азом, учет предыстории  р аз.вития потока в этом м �
тоде •сводится по существу .к использованию усредненного зна
чения Rew вместо местного .  Чтобы получить формулу для плос
кого течения, достаточно принять R =  1 .  Здесь К1 - поправка н а  
влияние м�стноi1о гр адиента ·скюрости по формуле ( 1 1 . 1 26) , где 
2m/ (m + 1 )  = 2  (ди1/дх) (x/u1 ) .  · 
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Формул а  ( 1 ' 1 . 1 37) , если в ней принять К1 � 1 ,  легко :nреобр а
зуется в формулу для расчета теплообмена,  получаемую no ме
тоду «локального подобия» . Точность та1юй формулы достаточ
но .высока при м алых Т w/To1, что имеет место, н апример ,  при 
обтекании тел с. очень большими, гиперзвуковыми,  скоростями.  
Если Т w/T01 не сильно отличается от единицы или если темпер а
тур а ·Стенки переменна ,  то большую точность дадут формулы. 
( 1 1 . 1 35) и ( 1 1 . 1 30) . 

1 1 . 1 4. ЧАСТ Н ЬI Е  СЛ УЧАИ Т ЕЧ Е Н ИЯ И П Р И МЕ Р ЬI РАСЧ ЕТА Хо Ф 
Рассмотрим применение формулы ( 1 1 . 1 36)  :в не.которых час-t -· 

ных случаях. 
1 .  Плоская пластина. 

и1 = const. R= const, р1 = Const , Cw = const . 
По формуле ( 1 1 . 1 36)  'Получаем очевидный результат:  

Хэф = Х. 
2. Конус при сверхзвуковом обтекании с углом атаки, равным 

нулю . В этом •случае, так же как и на  пластине, . . 
U1 = const , р1 · const, Qw = const, К1 = 1 ,  

но р адиус р ассм атриваемого тела вр ащения R = х sin е.к, 
где 8.к - полуугол при вершине конуса .  Тогда 

х 
J х2 sin2 бкdх 

х ф = о =-1 х .  ( 1 1 . 1 39J 9 х2 sin 2  6к 3 

Из формул ( 1 1 . 1 30) и ( 1 1 . 1 39 )  следует, что значение местно
го удельного теплоJВого nотока н а  конусе в уЗ р аз больше, чем 
на  nластине той же длины _и при тех же параметрах течения вне · 
погр аничного слоя.  

Поскольку значение Хэф определяет толщину слоя б ,  а имен-
но : 6/Хэф ,...., 1 /1'Rеэф, то на  конусе 

11 1 ( Хэф )112 1 1 

7 � YRex 7 = YRex уЗ ' 
т. е. на конусе из-за р астекания толщина пограничного ·слоя 
в )'3 р аз меньше, чем на пластине. . 

3. Течение в окрестности передней критической точки и1 = �х 
(см .  рис .  1 1 . 1 5 ) .  

Для двухмерноl"о течения (например ,  н а  кромке крыла) , при
нимая в окрестности критической точки Pw ,...., const, R = const, по- . 
-пуча ем 

х 
s � xdx 
о 1 - х 2 , 
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а удельный тепловой поток !ПО фор мулам ( 1 1 .26) и ( 1 1 . 1 30) бу
дет 

qw = 0.47 [ 1 + о, 1 6 ( 1 + тw ) ] 112 (  1'-lQl "' ) 1'зХ 
То1 flowQw 

X V[JowQw�Cp (T0н - T  w) Pr-2!3; ( 1 1 . 140) 

для осесимметричного течения в окрестности критической точки 

и 

D-." 1 
�-."Х, Хэф =-Х 4 

qw = 0,664 [ 1 + 0, 1 6 ( t + тw )] 112·( �'-1Q 1 )113Х 
Tot flow Qw 

( 1 1 .  141 ) 

0, 5 1-----

tp �� 1 

-��� -+---J 
О 1), 5  l .ff/o/- !, fl  1,5 ' .ff/Z f/' 

Рис. 1 1 1 8. Изменение коэффициентов тепдообмена вдо.�ь обра -
зующей сферы T �v ! To 1 =0,2 ,  0,4 , 0,6 , 1 

Формулы ( 1 1 . 1 40) и ( 1 1 . 1 4 1 )  удовлетнорительно согласуются 
с формулами  ( 1 1 . 1 22) и ( 1 1 . 1 23) , полученными из 01бработки 
численных расчетов .  

4 .  Распределение тепловых потоков по лобовой поверхности 
затупленного тела. На рис .  1 1 . 1 8  представлены результаты 'р асче
та р аопределения коэффициента теплоотдачи вдоль образующей 

ф 3 N aRo . R aoQwoRo с еры.  де•сь Uwo = -- ,  ew0= . 
Лw �w 

Там же приведена кривая р аспределения давления Pt!Pot для 
этого случая и обозначен примерный р азброс экспериментальных 
точек, взятых из р аботы [ 1 34] . Распределение окорасти опреде
лялось по газодинамическим  таблицам для изэнтропического те
чения,  а р а спределение плотности - по соотношению Qw/Qwo = 
= Pt!Pot · 
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Н а  рис. 1 1 . 1 9  приведены аналогичные кривые, полученные 
для случая течения около плоского торца осесим·метричного тела . 
l(ак видно, характер кривых распределения PIIPoi и Nиwo! 
( Pr0•4 VRew1) ·В дозву.ковой части тела (pi/Pot<0,52) на сфере и 
плоском торце качественно различны.  

� !Ро, ; N u.  w0 Л'r 0•4 r'Re w;) 
7, !  

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -r- - - - - - -
Р,/Рщ - - - - - ... ... 0, 9 ' ' ' ' 

0, 7  \ - -Е-- � 
.. 

0, 3  u, z.; 11, 5  0, 75 
Рис. 1 1 . 1 9. Распределение тепловых потоков на поверхности плоской пе
редней кромки осесимметричного тела при ламинарном режиме течения Tw/Tot=0,2 
Аналогично р ассчитывается теплоотдача по длине сопла .  На 

характер р а.спределения удельных тепловых потоков при лам и
нарном режиме влияет форма  соnла .  В ·соплах 1с  :крутым !ВХО
дом наблюдается р езкое увеличение теплового rfотока до макси
м ального значения ,в ·критическом сечении. 

Рекомендуемая литератур а :  
основная:  [5, 96, 1 40]; 
дополнительн ая :  [ 1 ,  6, 7, 1 8, 30, 32, 49, 50, 88, 90, 1 34, 1 42] . 



Г Л А В А  X I I  

· тУР БУЛ Е НТ Н Ы Я  Т Е ПЛ ООБМ Е Н П Р И В ЫСО КИХ 
СКОРО СТЯ Х  И ТЕМ П ЕРАТУРАХ ГАЗО ВО ГО П ОТО КА 

1 1  
В предыдущей главе мы р ассмотрели ламинарное течение в 

пограничном слое, при ,котором перенос количесmа движения, 
тепла и вещества происходит 3 3  силу молекулярных процессов 
вязкости, теплопр.оводности и диффузии .  При  этом значения на
пряжения трения и теплового потока являются известными функ
циями  р а.сnределения скорости и темпер атуры .  Для ламинарного 
течения можно написать полную систему уравнений, и в насто? 
щее время существуют м атематические методы и х  решения.  Рас
четы требуют не�оторого экспер иментального уточнения вследс r 
вие неизбежной схем атизации явлений в сложных случаях те
чений и неточного знания ряда физических характеристик газа ,  
одна,ко ·вводимые попр авки невелики .  

Течения п р и  очень высоких числах Рейнольдса обл адают но
вым особым свойством - тур булентностью. Законы таких тече
ний значительно отличаются от законов л аминарных течений и 
не описываются стационарными ур авнениями Н авье - Сток·са 
для вязкой жид.кости .  Пр и  турбулентном течении усиливается об
мен импульсом и энергией r в  поперечном f[ аправлении,  в связи 
с чем возр астают трение, теплообмен и маосообмен .  

Вследстшие чрезвычайно сложной картины тур булентного те
чения и отсутС'ГВия рациональных теорий тур булентности, реше
ние з адачи в строгой м атем атической постановке в на·стоящее 
время нев.озможно. При  решении отдельных з адач вводится мно
го р азличных предположений и упрощающих допущений, поэто
му в принятых методах расчета тур булентного теплообмен а  ре
шающее значение приобретает эксперимент. 

Тур булентные течения встречаются та,к же часто, как и ла
минарные. При  движении летательного аппар ата в верхних сло
ях атмосферы на  его поверхности обр азуется ламинарный слой, 
но при полете на высотах ниже 30-50 км в погр аничном · слое 
может возникнуть тур булентность. В камерах .сгорания и �оплах 
двигателей течение большей частью турбулентное. Однако при 
низких давлениях на  ·стенках камер с·горания или .н а поверхно
стях оопел с большой степенью расширения возможны также и 
ламин арные течения. 
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� 2 . 1 .  П ЕР ЕХОД ЛАМ И НАРНОГО Т ЕЧ Е Н И Я  В ТУРБУЛ ЕНТНО Е 

Как бы.п:о показано в гл . IV, первые систематические иссле
дования перехода л а минарного течения в турбулентное в тр у
бах и каналах были выполнены Рейнольдсом . Им был найден 
закон подобия,  .соглаоно которому пере�од происходит пример 
но при одном и том  же значении числ а  Re, называемого к р и
т и ч е с ·к и •м ч и с л о м  Р е й н о л ь д с а : 

( Ucpd ) 
Rекр = -- , 

'V кр 
где Иср - средняя по сечению скорость течения ; 

d - диаметр трубы ; 
v - кинематический коэффициент вязкости . 

( 1 2 . 1 )  

Значение критического числа Рейнольдса существенно завн
сит от у.словий входа lВ трубу, степени шероховатости и т. п .  1 1  
может •Колебаться lВ диапазоне 

2300 < Rекр < 20 000 . 

Однако если  Re < 2300, 1'0 течение всегда лам.инар ное .  
Переход ламинарного течения в тур булентное происходит н<:: 

мгновенно. Пр и  достижении значений Re, близких к .кр итическим ,  
наступает р е ж и м п е р  е м е ж а ю щ е г о с я т е ч е н ·и я ,  к-огда 
течение в трубе становится попеременно то ламинарным,  то тур 
булентным.  Поэтому - область перехода занимает очень большую 
часть трубы, измеряющуюся иногда тысячами ди аметров трубы .  

Явление перехода :было обнаружено также и в погр аничном 
слое на  обтекаемом теле. Наиболее просто перех-од наблюдать 
на  плоской пл астине. С увеличением р асстояния х от передней 
кромки пластины увеличивается число Рейнольдса :  

Re.x= urQrx , ( 1 2 .  2) 
1'-1 

При достижении некоторого критического значения (Rex = Reнp) 
наблюдается изменение р ежим а течения, сопровождающееся 
р ез.ким утолщением пограничного слоя и деформацией распре
делений .скорости и темпер атуры.  Одновременно возр астают ко
эффициенты теплоотдачи и трения, а также изменяется характер 
их зависимости от х (рис .  1 2 . 1 ) .  

Тщательные измерения-, проведеиные на  гл адких пластинах  
при М = О ,  позволили установить нижнюю гр аницу критического 
числа Рейнольдса в диапазо-не 3 · 1 05-5· 1 05 .  Верхняя гр аница,  
достигнутая в специальных опытах в особенно равномер.ном по
токе, находится в диап азоне 3· 1 06-4· 1 06 .  

В некоторых случаях лля определения условия перехода и с
пользуется число Rea : 

( 1 2 .  3) 
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Здесь 6 - толщмна погр аничного слоя на  пластине при М = О,.. 
связанная с р а сстоянием х соотношением 

а ::::::: 5 11 1 v1x . ( 1 2. 4) у U t  

Для области перехода (Rea  ) нр = 27ОО-;-9000. Полученные значе
ния ср авнимы с соответствующими величинами,  полученными 3 
трубах . 

х 
Рис. 1 2 . 1 .  Схема течения и распределение коэффициентов 
теплоотдачи при переходе ламинарного течения в тУРбУ

лентное на пластине 

Значение Rенр в общем случае обтекания тел потоком сж�t
маемого газа зависит от !Весьма большого ч и сл а  факторов . Огр а 
ничИiваясь учетом наиболее важных из них, можно получить кр и
териальную завис.имость для общего случая течения на теле с 
градиентом давления 

( ez кр = ' --, -- · --, - , -- • R ) F (м Т w z2 dи1 h и ' ) 
Т1 v1 dx z и1 

( 1 2 .  5) 

3 � �1 ' 
десь - · -- определяет влияние местного гр а�Z�Jиента дав-

v1 dx 
ления ; h - высота бугорков шероховатости ;,. 
и' - интенсивность турбулентности во внеш
нем потоке ;  z - характерный линейный раз
мер поrраничного слоя. 

Использование .в качестве линейного р азмера усло.вной тол
щины слоя 6 не всегда удобно из-за нечеткого определения ее 
значения. П оэтому а качестве линейного размера используются 
интегр альные величины:  толщина вытеснения 6 * ,  толщина поте
ри импульса � * *  или толщина потери эuерrии iSт** [фор мулы 
( 1 1 .36) ,  ( 1 1 .53 ) ] . Для определения хар а1Ктера зависниости ( 1 2 .5 ) 
проведено множество теор етических и экспериментальных ис-
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следованиИ {53, 1 40, 1 4 1 ] , но они пока не з авершены.  К тому же 
экспериментальные данные часто противоречивы, не  согл асуются 
с теоретическими предсказаниями и к ним следует относиться с 
осторожностью. Поэтому ограничим,ся р ассмотрением влияния 
отдельных факторов на величину Rенр-

F.екр/(Rекр)0 
l, о � ...... ;:::г--.-----.---.---, 

Q l 2 J 

-
Рис. 1 2 .2 . Влияние шероховатостей на 
Rеир при различных числах М на  теп

лоизолированной пластине 

Рис. 1 2.3 .  Вли11ние М на Rеир н а  глад
кой теплоизолированной пластине 

Rекр 1 (Rе кр)0 
1, 0 �-------,--.-----.,--...,-------, 

J '! 2 J . *' 

Большое· пр актическое значение имеет исследование влия н ии 
шероховатости стенки,  котор ая всегда присутствует на  так на 
зываемых технически г.'Iадких поверхностях. Шероховатость вы
зывает возмущения в ламина,р ном слое и переход в тур булентное 
течение пр оисходит при меньших значениях Rенр · Инте н,сивность 
шероховатос11и можно характеризовать отношением h/6 * .  Кроме 
высоты бугорков h, игр ает роль, хотя и меньшую, также их фор
ма,  р асстояние между ними и т. д. На рис .  1 2 .2 представлена 
зависимость отношения значения Rенр н а  шерохо,ватой поверхно
сти к значению (Rенр) о на  гладкой поверхности от hfб * для слу
чая  течения на  плоской пл астине без теплообмена .  Результаты 
для р азличных форм шероховатости .и р азличных (Rенр) о для 
каждого М у,кладываются на  одну кривую. Как видно с увели 
чением М влияни� шероховатости осл абевает , что может быть 
о бъяснено уменьшением плотности газа у стенки .  

Влияни� числ а  М на  значение Rенр при отсутствии теплопер е 
дачи недостаточно ясно . Из экспериментов (р ис . 1 2 .3) следует 
уменьшение Rенр при возрастании М до 3,5 и з атем медленнос 
увеличение при М = б. Однако это может быть объяснено также 
изменением условий опыта при возр астании М. 

Общее влияние теплообмена на момент перехода ламинар 
ного течения в ту;р булентное тююе, что на  охл ажденной стенке 
( Т w/Tp< 1 )  значение Rенр увел ичивается, а на нагретой (Т w!T�> 
> 1 )  - уменьшается . Примерный характер завщимости, пpell.-
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сказываемый теорией и согласующийся с экспериментами на  
гладкой по·�ерхност:и, представл·ен н а  графике рис. 1 2 .4. 

!, D  1,2  lW IТe 

Рис. 1 2.4. Влияние теплооб
мена на Rенр  на  гладкой 

пластине 

Rекр 10"6 
m r----г----ra---.----. 

о �--�----�----�--� o, z и, в 
Рис 1 2.5 .  Совместное влияние 
охлаждения и шероховатости 

на Rекр :  
!-гладкая поверхность ; 2-h= 
=0,025 мм; 3-h=0,05 мм;  4-h= 

=0,075 мм 

Характер зависимост:и ReRP от Т w!Te резко изменяется н а  ше
р оховатой поверхности, что видно, например , ,из рис.  1 2.5, где 
приведены экспер иментальные данные по определению Rенр 
на ·конусе с углом rпри  вершине 1 0°, в зависимости от от.ношения 
Т w!Te при р азличной шероховатости. Существо'Вание режимов 
обр.атного влияния охлаждения,  когда Rекр уменьшается пр:1 
уменьшении Т w!Te, может быть :качественно объяснено тем,  что 
при сильном охлаждении погр а.ничный слой утоньшается и влия
ние шероховатости проявляется сильнее. 

Исследования .в потоках с продольными гр адиентами давле
ния обнаруживают общую тенденцию ,стабилизации л аминарно
го режима в ускоряющихся течениях и ,  ·соответственно, р анне;i 
тур булизации и замедляющиХJся. 

Экспериментальное определение точки перехода в аэродина
мических трубах затруднено влиянием н ачальной тур булеНтнос
ти, которая ,  однако, ослабевает при больших М. Приведеиные 
данные могут быть использованы как ориентировочные. В пр ак
тических случаях, когда положение точки перехода из л аминар
ного в тур булентное течение не ясно, р асчет теплообмена про
водится для о боих режимов и используются те значения коэф
фициентов теплоотда·ч-и, которые обеспечивают необходимьн1 
запас работоспособности констру.кции.  

1 2.2. ОСРЕД Н Е Н И Е  И П УЛ ЬСАЦИ О Н НОЕ Д В ИЖ Е Н И Е  

Исследования тур>булентного потока показывают, что в каж
дой фиксированной точке скорость, давление и температура не 
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остаются постоянными во времени, а очень часто изменяются и 
притом нер авномер·но. Такие изменения •скорости, давления н 
темпер атуры называются п у л ь  с а ц и я м и и являются нанбо
лее характерным свойс11вом тур.булентного течения.  Элементы 
жид.кости, пульсирующие в потоке, представляют собой крупные 
макроскопические ·образования - жидкие IIOMIШ, или моли .  

Значения пульсаций соста:вляют, как пр авило, всего несколь
ко процентов от средних значений скорости, ·но очень сильн� 
влияют на р азвитие течения 

· 
жидкости .  Пульсационное дви
жение, накладывающееся на 
главное движение, настолько 
сложно, что его теоретический 
расчет в настоящее время не �� 
представляется возможiiым.  
Поэтому закономерности р аз-
витого турбулентного течения 
приходитсц определять для 
осредненных по времени вели
чин .  

Для м атематического иссле 
дования течение делят н а  

Рис. 1 2 .6 Примерный вид оецил· 
лоГР.аммы пульсаций продольной 

составляющей скорости 

с р е д н е е и п у л  ь с а ц и о н н о е. Обозначим осредненны_е во 
времени значения скорости u, v, давления р, темпер атуры Т*,  а 
пульсационные соответственно - и', v', р', Т' (рис. 1 2 .6) .  Тогда 
мгновенные значения можно записать в виде и = u + u'; v = v + v'; 
р = р + р'; Т = Т+ Т'. 

Осредненное значеНJие продольн6й ·составляющей скорости 
может быть ·определено как 

( 1 2 . б) 

Чтобы осреднение не зависело от времени, необходимо для ос
реднения бр ать достаточно •большой интервал .времени т. Точно 
так же определяются средние значения всех пар аметров потока .  

Средние значения скорости, давления, темпер атуры представ
ляют собой величины, измеряемые 1При  помощи инерционных 
датчиков.  

Средние значения nульсационных составляющих равны 
нулю: 

u= o; v' = O;  "Р' = О; Т' = о. 
Точно так же равны нулю средние значения произведений типа 

uu' = 0 ; vv' = 0; рр' = 0 и т.  д .  

Средние значения произведений пульсационных •составляю-

13 2676 385 



щих в турбулентном потоке могут быть не равны нулю :  

u'v' :f О, (u' )2 :f О ,  v'Т' :/= О  и т . д .  

В таком случае говорят, что между пульсациями существует 
к о р р е л я ц и я . Появление в тур булентном по11оке дополнитель
ного механизма  передачи импульса и энергии, как это будет по
казана ниже, связано с существов.анием корреляции между пуль
сациями .  

1 2.3. ДО ПОЛ Н ИТ ЕЛ Ь Н Ы Е  ВЯЗКОСТЬ И ТЕЦЛ О П РО ВОД Н О СТЬ 
ОСРЕД Н Е Н Н О ГО Д В И ЖЕ Н ИЯ В ТУРБУЛ ЕНТНОМ ПОТО К Е  ' 

Рассмотрим качественно .картину появления дополнительныл 
( кажущихся) вязкости и теплопроводности в тур булентном по• 
токе. 

Пусть в погр аничном слое р аспределения скорости и темпер а 
туры заданы некоторыми функциями от координаты у: и = и (у) , 
Т = Т (у) (рис . 1 2 .7) . 

!1 'f ·�_..:....._ __ 
-т ' 

Рис. 1 2 .7. К определению 
тvрбvлентной вязкости и 

Х теплопроводности 

Ра•ссмотрим единичную площадку с нормалью, пар аллельн()Й 
оси у. Через эту площадку протекает масса газа m = QV . Пере
теканию жидкости соответствует некоторый поток импуль·са . 

Составляющая этого потока вдоль оси х 

lx = mU = Q'VU. ( 1 2 .  7) 

Будем рассматривать пульсацию поrока м ассы вдоль оси 
у-т' = (Qv ) '; не выделяя отдельно пульсации плотности и ско
рости. При наличии пульсации 

После осредне.ния з а  достаточный промежуток времени, полу
чим 

( 1 2 . 9) 
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та.к как втор'Ой и третий члены в выражении ( 1 2 .8)  после осред
нения р авны нулю. 

Есл.и 1второй член в выражении ( 1 2 .9)  не р а1Вен нулю, т е  при 
яаличии пульсаций появляется дополнительный nеренос им-
пульса,  р а·вный (еv) 'и'. Но поток количества дв.ижения через 
некоторую площадку эквивалентен противоположно наnр авлен
ной силе,  с коrорой окружающая среда д:ействует на площадку. 
Следовательно, при наличии пульсаций (тур•булентности ) возни
кает дополн.ит·ельное воздействие - напряжение трения между 
верхней ·и нижней ч а-стями потока tт = - (еv) 'и'. 

Аналогично можно показать, что при .наличии пульсаций по
ток тепла через единичную площадку р авен 

q = QVCPT + (еv)'сРТ' ( 1 2 . 1 0) 

и чт� в турбулентном потоке возникает дополнительный перенос 
энергии 

( 1 2 . 1 1 ) 

Легко убедиться, что значения tт и qт не р а1Вны нулю. Части
цы жидкости, попадающие вследствие поперечного движения в 
слой у ·снизу [т' =  (ev ) ' > О] из обл асти с меньшей СJtедней ско
ростью u вызЫiвают в слое у от.рицательную пулысацию (-и' ) , 
так что произведение (ev)  '·и' < О. Точно таким же р ассуждением 
можно показать, что и .для частиц, •проникших в ·слой у сверху, 
(еv) ' · и'<О. Следовательно, и среднее значенИе (ev ) ' · u'< O. От
сюда получаем, что 't'т=- (еv) 'и' > О, т. е .  напряжение турбулент
ного трения •при распределении скорости,  соответствующем рис. 
1 2 .7, имеет напр авление, ·соiВпадающее с положительным нап
р авлением оси х .  Аналогично получаем, что при р аспределении 
темпер ату;ры,  соответст;вующем рис .  1 2 .8, qт = (ev ) 'cpT'< O, т. е .  
тур булентный поток напр авлен от слоев с ·брльшей темпер атурой 
к сл оям  ·с меньшей температурой.  Используя эти результаты, 
можно ввести mонятия т у р б у л е н т н о й  в я з к о с т и IJ.т и 
т е п л о п  р о в  о д н о с т и Лт . По аналогии с ламин арным тече
нием 

--- du 
't'т = - (ev)'u' = Р.т --; 

dy 

qт = (еv)'срТ' = - Лт i'f .  d·y 

( 1 2. 1 2) 

( 1 2 .  13) 

Тогда с учетом молекулярной вязкости и теплоnр оводности на
пряжение трения и удельный тепловой поток могут быть пред
ставлены в виде 

1 3* 

du + d'f 
't' = (Р. + Р.т) -, q = - (Л Ч -. 

dy dy 
( 1 2 .  1 4) 
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Выр ажения для 't'т и Qт ( 1 2 . 1 2 ) ,  ( 1 2 . 1 3 )  могут быть строго полу
чены на  основании осреднения ур авнений Навье - Стокеа н 
.энергии {2, 34, 1 26, 1 40]. 

Уравнен.ия турбулентного пограничного слоя относительно 
средних JВеличин получают вид, совпадающий с видом у.равнений 
ламинарного слоя, только вместо молекулярной вязкости и теп
лопроводност.и в них входит полная вязкость и теплопроводность 
в соответствии с iВЫр аже�иями ( 1 2 . 1 4 ) : 

_д (�и) + � (ev) = O; ( 1 2 .  1 5) 
дх дg 

- ди - ди д [' . ди ] dp cи - + Qv - = - ll'- + 1'- ) - - -; дх ду ду т ду dx 
( 1 2 .  16) 

- д Т - д Т д [ дТ ] ( ди )2 - др 
QиcP - + evcp - = - ()..+ Лт). - + (1'- + 1'-т) - + и -. дх дg, - д  у д у ду, дх 

( 1 2 .  1 7) 
Наряду с числом Pr = J..tCp/Л. иногда используется турбулентное 

число Пр андтля Рrт = J..tтСр/А.т и смешанное число Пр андтля 

Pr = (р. + Р.т) ср . ( 1 2. 1 8 )  т (Л + Лт) 
Ура·внения ( 1 2 . 1 5) - ( 1 2. 1 7)  с учетом выр ажения ( 1 2 . 14 )  на 

зываются ур авнениями Рейнольдса и описывают турбулентный 
поток. Однако они не зам.кнуты, <Ибо в них число неизвестных 
превышает число ур авнений.  Ч:rобы получить некоторые прwбли
женные решения этих уравнений, в ·пр актических случаях прибе
гают к дополнительным допущениям и гипотезам .  

12.4. ТЕОРИЯ П УТИ П Е РЕМЕШ И ВА Н И Я  

Формулы ( 1 2 . 1 2 )  .и ( 1 2 . 1 3) для определения тур булентного 
трения и тур булентной теплопроводности не могут быть непоt

!/ iZ (fl) 

.... 11 ::::., 
<1 

х 
- Рис. 12.8. К определе-

нию пvти перемеши
вания 
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редственно использованы, поскольку 
в н их входят неизвестные значения пуль
сационных сост.авляющих. Следующий 
шаг в их решении состоит в выражении 
пульсаций через средние значения .  С этой 
целью Прандтлем была предложена 
весьма плодотворная идея теории п у т  и 
п е р е м е ш и в а н и я .  

Рассмотрим  в параллельном потоке 
два слоя жидкости на расстоянии Ау 
(рис.  1 2 .  8) . Скорости в .этих слоях раз
личны и из-за пульсаций происходит об
мен количествами движения между . от
дельны�и струйками.  



Теория пути перемешивания основывается на  предположении,  
что комок жидкост.и,  перемещающийся из-за пульсации из одног,) 
слоя 'В другой, сохр аняет составляющую импульса в напр авлени ri 
оси х на некотором расстоянии,  названном путем перемешивании .  
Обозначим эту величину через l .  Если р асстояние между слоям и 
н а рис .  1 2 .8 выбрано так, что !1y = l, 1'0 частицы, поступающие из 
нижнего слоя 'В  верхний, сохр аняют горизонтальную составляю-
щую скорости u1 . . 

Р азность между средней скоростью потока в точке У2 и мгно
венной скоростью поступивших сюда частиц из нижнего слоя 
дает пульсацию скорости в этом месте 

и' =  t:..ii U2 СУ2) - U1 СУ1 ) ,  
но если l мало, то !1u = l (дU/дy) . Таким образом, величина пул ь
сации и' = l (дU/ду) . 

Пульсации в поперечном направлении связаны с пульсацип 
ми  в продольном напр авлении .  При столкн01вении двух комков 
жидкости , движущихся со сiюростями ,  отличающимися на ·вели
чину пульсации, возникает поперечное движение, интенси:вность 
которого будет пропорциональна  пульсации и', поэтому можно 
считать, что пульсация потока массы по оси у 

m' = (Qv)'  � ёи' : 
·
окончательно с точностью до некоторого ,коэффиц.иента про

порциональности , который можно включить в l, получаем фор
мулы :  для тур булентного на1пряжения трения -

-- - ( дu )2 
tт = - (Qv)'u' = Ql2 -

(}g 
и для тур булентной вяз·кости -

( 1 2 .  1 9 )  

( 1 2 .  20) 

Такие же рассуждения мо.гут быть использованы при р ассJVют
рении переноса любой в.еличины и, в частност.и , для переноса 
тепла .  При это м  выр ажение ( 1 2 . 1 3 ) принимает вид 

-- 2 / да \ дт 
q-r= (Qv')cpТ' = - CpQl1 - -

дg ду 
( 1 2 .  2 1 ) .  

и ( 1 2 .  22) 

Значение !1 может отличаться от l и коэффициенты турбулент
ного обмена при переносе импульсов и тепла .не совпадают. 

В функциях ( 1 2 .20) и ( 1 2.22) вместо неизвестных значений: 
пульсаций и' и v' введены новые неиз·вестные l и ! 1 .  Хотя эти ве-
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личины не являются физиче·скими характеристиками жидкости, 
они могут р а ссматриваться как функции точки . Во многих слу
чаях удается установить связи между характерными длинами в 
р а;осматр.иваемом течении и длиной пути перемешивания.  Эти 
связи можно определить только из экспериментальных данных, 
поэтому такого рода связи в теории тур булентности н азываютсА 
полуэмпириче•скими.  

В з а�ключение необходимо указать, что теория пути пер�ме
шивания, хотя и ЯIВляется удачной схем атизацией тур булентно
ст.и , не  отр ажает ее истинной физической картины. В действн
тельности жидкие элементы при пульсациях проникают один 
внутрь другого и смешиваю-ося, .и таким обр азом в процессе тур
булентного переноса эти эл·ементы не сохр аняют своей индивиду
альности, а непрерывно изменяЮтся . 

Теория пути перемешивания имеет и другие недостатки. Т а к, 
например ,  значения l, вычисленные из измерения средних скоро
стей в трубах,  имеют rот же nорядок ·неличин,  что и р азмеры 
среднего потока, в .то время как при выводе формулы 0 2 . 1 9 ) 
предiПолагалось, что эта величина  мала .  

Тем не �енее, теория пути перемешивания во многих случанх 
удачно предсказывает р а спределение скорости и темпер атуры в 
тур булентных потоках и ммеет ряд практических приложений. 

1 2.5 .  СТРУI(/ТУРА ТУРБУЛ Е НТ Н О ГО П О Г РА Н И Ч НО ГО CJIOЯ 

Для расчета тур булентного погр аничного слоя большое з н а 
чение имеют данные о р аспределениях скорости и темпер атуры.  

При  тур булентном режиме течения общее напряжение трени я  
скл адывается и з  напряжения трения, sызванного молекуляр ной 

U#г-·--------��� 
� � 

и тур булентной вязкостью (да.1ее 
знакосреднения опускаем ) :  

IJ,B 

/} 

� 
д и 

"t' = (!1 + !1т} - .  д у, 
( 1 2 .  23) 

� •::t  � � Н а  большом р асстоянии от 
!'ii �·� � 1i1 � стенки величина турбулентноi1 
� �� вязкости намного превышает мо

--=.,...,.:__----=-�=d-� � лекулярную вязкость. Область 
. ll, B погр аничного слоя, в котарои 

u /u, можно пренебречь молекулярной 
Рис. 12 .9 Турбулентное ядро  вязкостью , называется т у р бу
течения и ламинарный подслой л е н т н ы м я д р  о м (рис.  1 2 .  9 ) . 

В близи стенки тур булентные 
пульсации з атухают и молекулярная вязкость играет р ешающую 
роль. Эта часть погр аничного слоя н азывается л а м и н а р  н ы м 
п о д с л о е м . М·ежду ними находится переходная ебласть, в 
которой величины молекулярной и тур;булентной вязкости одно
го порядка . 
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Для описания р аспределения скорости и темпер атуры исполь
зуются методы теории  подобия.  Если  огр аничиться р а·ссмо'Грени
ем области турбулентного погр аничного слоя, н е- •слишком уда
ленной от стенки, то в число физических параметров, определяю
щих течение iВ этой области в несжимаемой жидкости,  войду г 
't'�v. Q , j.t, координата у и подлежащая определению величина ско
рости и .  Составляя безразмерные комплексы, получим безразмер-

ную ·скорость _и_ и безразмерное расстояние g, У�. 
У -gw /Q v 

Величину У 't'w /Q, имеющую р азмерность {Жоро.:rи, обознача 
ют и� и называют с к •о р о с т ь ю · С  д в и г а .  Тогда pacпpeдeлe -

t.ifuz-
4Ог-----------,------------,-----------.----------� 

- и  1 2 

Рис. 12 . 1 0. Универсальное распределение скорости в турбулентном пог
раничном слое на  гладкой поверхности ( закон стенки) : 

А и 0-зксперимента.пьные Точки 

ние с�орости в р аосм атр иваемой области может быть представ
лено в виде универ1сальной функциональной за·висимости, не свя
з анной с Re :  

_!!_ = f (!!!!!._) · и.. v 
( 1 2 .  24) 

Эта важная зависимость называется з а к о н о м с т е н к и. 
Как показывают эксперименты (рис.  1 2 . 1 0) ,  фор мула  ( 1 2 .24)  

применима  на  значительных расстояниях от стенки как на  плас
тине, так и в случае течений с гр адиентом даsления [68, 1 26, 1 49]. 

Непосред·ственно у стенки в ламинарном подслое 

и 't'w = P. -
g, 

и формул а  ( 1 2 .4)  имеет вид 
и уи .. - = --
и.. v ( 1 2 .  25) 
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Рассмотрим тур.qулентное ядро лограничного слоя. В этой 
области погр аничного слоя lf силу тур булентного трения скорость 
УlV!еньшается, по сравнению со скоростью внешнего потока,  H d 
величину Ut-U. Это уменьшение есть результат действия каса
тельного напряжения трения. Масшта·бом скорости в этом случае 

будет и� = -.  f 'tlw и масшта бом длины - толщина слоя б . Без-
V Q . 

р азмер ную зависимость можно представить ·в виде 

( 1 2 . 26) 

Рис. 1 2 . 1 1 .  Распреде.lе
ние СКОРОСТИ В ТУРбУ
ЛеНТНОМ слое н а  r.!Jад
ких и шероховатых IЮ 
верхностях 1 закон убы-

вания СКОРОСТИ ) 

Эта зависимость называется з а  к о н о  м у б ы в  а н и я с к о р  о
с т и и ;выражает со:бой универсальный закон, хорошо подтверж
дающийся экспериментами. Интересно отметить, что при обр а
ботке результатов опытов в формуле ( 1 2 .26) на  единственную 
кривую укл адываются э�спериментальные данные не толь.ко для 
гладких, но и для шероховатых поверхностей, хотя р аспределе
ния окорости в обычных �оординатах при этом значительно р аз
личаются . 

Как видно из рис. 1 2 . 1 0 и 1 2 . 1 1 ,  функции t( y�u� · J  
'
и g ( f) 

являются логарифмическими.  Можно показать, что логарифми
ческий вид функций f и g непосредственно ·вытекает из условия,  
что различные по ,виду формулы ( 1 2.24) и ( 1 2.26) описывают од
но и то же распределение скорости [ 1 26, 1 49]. 

Такой же закон может быть получен из фор мулы Пран�дтля 
( 1 2 . 1 9 ) : 

Т:=Ql2 - . ( du ) 2  dy 1 
( 1 2 .  27) 

Путь перемешивания l у стенки должен быть р авен нулю и 
в первом 1приqлижении может быть принят пропорциональным 
расстоянию от .стенки l = Ky, где К - без,размерная постоянная,  
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которая должна быть определена из опыта . Далее предположи\! ,  
что т поперек слоя постоянно, т .  е .  т = тw, ·югда ур авнение 
( 1 2 .27) 'ПрИВОДИТ·СЯ К В<Иду 

и 

dи у 'Vw /Q и� -- = -'------"-.:...;;_ 
dy Ку Ку 

и 1 - = - 1n y + C 
и� К 

' 

или в безр азмер ном виде пр.и использовании в качестве масшта
ба длины величины vfи� 

и 1 _ уи� 1 и� 1 уи� - = - 1n -- + C - - ln - = - ln - + C1 • 
и� К v К v К v 

Полученное распределение скорости зависит от двух постоянных.  
Экспер иментальные точки на  р ис.  1 2 . 1 0  хорошо согласуются 

с формулой (при переходе IK десятичным логарифмам") 

и 5 - уи� - =  , 6 \g - + 4, 9 .  
и� v ( 1 2 . 28) 

Отличие заметно только в ламинарном подслое при y u , < 1 0, где v 
справедлива зависиМО'СТЬ ( 12 .25) . 

При р ассмотрении р а,спределения темпер атуры получаем aH D. · 
логично р а·спределению скорости, что 'В области,  не слишком уда
ленной от стенки, ,в  число определяющих параметров войду т 
T1v, Q, f.t и тепловые величины : темпер атур а стенки Т w, теплопро
водность 'Л, удельный тепловой поток в стенку qw и теплоем
кость Ср .  

В качестве масштаба  ско·ростей можно взять по-прежнему 

u, = 1 f -cw и дЛин � 
. v Q Qи� 
Масштаб темпер атуры представим в виде 

Т - ....!lJY_ - __!!}Е_ -. / "w ( 1 2 . 29 ) < - QСри� - Cp'ТJW v Q • 

Тогда  для р аспределения избыточной темпер атуры можно 
з аписать безр азмерную зависимость 

т - Tw = j1 ( yu� , Pr ) .  ( 1 2 .  30) 
т� v . 

В непосредственной близости от стенки в ламинарном под-
слое 
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или с учетом ур авнения ( 1 2 .29) 

T - Tw = У.и-с Pr . 
т.. v 

( 1 2 .  3 1 )  

Раопределение температуры в тур булентном ядре при значе
ниях Pr "' 1 ,  что приблизительно справедливо для газов, подобно 
р а·спределению скорости [34,  68, 1 49] : 

T - Tw 
т .. 

и ( 1 Z. 32) 

Последнее р авенство эквивалентно условию 

u/rJ м = о 0, 8  
%,=(j)� 

0, '1-

о 
0,'1- 0,8 

М =9,07 

1,2 о O, 'r  О,Вцfи.т 

Рис. 1 2 .12 .  Стеnенные за
коны расnределения ско

рости 

.Выр ажения для р аспределений окорасти и темпер атуры 
( 1 2 .28) .и ( 1 2 .32 )  нолучены rrpи условии Q = Coпst и �-t =' const .  
Однако экспериментальные данные удовлетворительно •согласу
ются с логарифмическим профилем ( 1 2 .28} и при сверхзвуковых 
скоростях {95] . 

При построении прибл.иженных методов р а.счета для аппрок
симации эк•спериментальных данных используются так называе
мые ·с т е п е н н ы  е з а  к о н ы (рис .  1 2 . 1 2 ) : 

__!!____ = (JL)n Т - Tw = (JL)n, . 
и1 11 T1 - Tw 11т 

Логарифмические законы являются универ-сальными и .кон 
станты в н и х  не  за1в.исЯт о т  числ а  . Re. Значения пеказател е й  n и 
nt в степенных фор мул ах зависят от Re, изменяясь от n =  1 /7 до 
n = 1 /9, при увеличении Re, и уменьшаясь при больших М.  

В сжимаемой жидкости эффективно применяются степенны� 
представления распределения скорос�и и температуры в преоб-11 
р азоваиных координатах '11 = .J Qdy [ 1 1 ] . 

о 
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12 .6 .  КОЭФ Ф И ЦИ Е НТ ВОССТА Н О ВЛ Е Н И Я  Т ЕМП Е РАТУРЫ 

Ур авнения тур булентного погр аничного 1слоя ( 1 2 . 1 5) - ( 1 2 . 1 7) 
совпадают по виду с уравнениями ламинарного слоя .  Поэтому 
многие результаты, полученные при И·сследовании ламинарнqго 
течения, могут быть по анало.гии использов аны при создании м е
тодов расчета тур булоотного слоя.  

1 2.6 . 1 .  Ра3личи.е между м алыми и большими скоростям и  

При м алых ·скоростях теплообмен определяется р азностью 
темпер атур 

, qw = a (T1 - T w) · 
При больших скоростях в погр аничном слое происходит выде{!е
ние тепла ,в силу диссипации кинетической энергии и при р аtботс 
сил давления (второй и третий члены в пр авой части ур авнения 

Рис .  1 2 . 1 3. Эксперимен
тальное р аспределение 
темпер атуры и темпера- 6 
туры торможения в ТУР· 
булентном пограничном 

слое: 

о 0, 2 0,4 О, б 0,8 ,l!/d' 

( 1 2 . 1 7 ) ] . Н а  рис .  1 2. 1 3  по.казано распределение ·ста'11ической тем
пер атуры ? темпер атуры тор можения газа в тур булентном по
граничном слое !На охлажденной стенке пр и  ( Tw/T01 ) .- 0,5 и М = 
= 6,8 {95]. Как ·видно, .статическая темпер атура при  торможении 
в пограничном слое растет в •силу преобр азования кинетической 
энерг.ии в тепло, достигая максимального значения в•близи стев
ки в л аминарном подслое. Непосредственно у стенки темпер ату
р а падает и qw > 0, так как тепло идет в •стенку, хотя темпер а 
тур а стенки больше, чем темпер атур а внешнего потока.  

Для того чтобы учесть влияние этих факторов,  формул а  д.тя 
расчета теплообмена записывается в виде 

395 



Здесь ( 1 2 .  33) 

Те - эффекти�ная темпер атура ;  
r - коэффициент восстановления темпер атуры .  

По определению Те  со'Впадает со  значением темпер атуры тепло
изолированной стен к_ и ( qw = О) . В частном ·случае,  при м а,лых ско
ростях, если 

значение Те "' Tt. 
r 

4• 
а [] 

8,88 

D a 1:1 ' а., " " "  

- -о- ....о- - -о- -о-
Тj, = (0, 71} 1/Z 

--:;"Оо О:сТD"�-;.· 
-0 

о - - -

!О " 

rт - ro. 71) 111 

Re 

Рис. 1 2 . 14 .  З ависимость коэффициента восстановления тем
пературы от числа М: 

D-M,=2,2; 0-М,=З,S 

Коэффициент восстановления темпер атуры r в тур булентно-м 
слое должен зависеть от хар а.ктер а преобр азования энергии и 'J Г  
соотношения между вязко·стью и теплопроводностью в ламинар
ном подслое и 1В тур булентном ядре .  Поскольку соотношение 
между толЩиной ламинарного подслоя 61 и толщиной ·В·сего по
гр аничного слоя б з ависит от Re, то можно предполагать, что 

Г = f (Pr , Рrт , Re) ;  

Pr = fLCp ; Pr = fLтCp . Л т Лт 
Для э�спериментального определения r проводятся измерения 

темпер атуры '!еплоизолированной стенки, р авной -Те 

Те - T l Гт = . 
u�f(2cp) 

Экспериментальные исследования [34, 1 49] показывают, что 
коэффициент вос-становления темпер атуры практически з ависи r 
только от молекулярного значения Pr (рис .  1 2 . 1 4 ) . 
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Для р а счета обычно приним ается формула rт = Pr 113 , котор ая 
удовлетв орительно согласуется с экспериментом .  В частности, 
для воздуха (Pr = 0,7 1 }  r = 0,88 (рис.  1 2 . 1 4 } . 

В теор·етических р аботах [34] и других, основывающихся на  
уравнениях ( 1 2 . 1 5) - ( 1 2. 1 7)  и данных о •структуре погр анично-

Рис. 1 2 . 1 5 .  Экспериментальное рас
пределение температуры торможения 

1, 0  

в поmаничном слое н а  теплоизолиро- 0,98 
ванной поверхности (М = 2,8) о о о о 

о о 
о о 
о 

z 

еР о 
о 

Р о о 0 0 о on 9. о,.,о 

о !/МИ 

го ·слоя, уда·ется учесть влияние Re и Рrт ,  которое, однако, не
велюю. 

З начение r< 1 и Те< Тш, что объясняется .перер аспределением 
энергии внутри погр аничного ·слоя.  Этот ф акт удалось подтвер

дить . экспериментально . Из р ис . 1 2 . 1 5  [ 1 49] видно, что тем пер а

тур а торможения в пекоторой части пог.р аничного слоя на тепло
изолированной стенке превышает температуру торможения во 

внешнем потоке . 

12 7. ТУРБУЛ Е Н Т Н Ы й  Т ЕПЛ ООБМЕН НА П Л О С КО И ПЛАСТ И Н Е  

1 2 .7. 1 .  Связь между трением и теплообменом 

Подобие м�жду процессами переноса количества движения и 
энергии пр иводит так ж·е , как и в случае л аминарного движе

ния ,  к связи между трением и теплообменом.  
Ур авнения тур булентного погр аничного слоя по виду совпа 

дают с у.р авнениями ламинарного погр аничного ·слоя.  Бели при
(�J- + 11-т) ср 

н ять условие 1 , то из ·системы ( 1 2 . 1 5 } - ( 1 2 . 1 7) 
Л + Лт 

для rслучая течения на  плоской пла1стине (dpfdx = O) с помощью 
преобр азований, аналогичных преобр азованиям в р азд. 1 1 .7 и 
1 1 .9, можно получИ1'ь усл·овие подобия 

и 

Н а  стенке при у = О  

и T0 - Tw 
u l 

qw = Лw - = Лw --( дТ 
) ( дТ0 ) 

ду у =0 д у w 
't"w = !Jow ( ди ) · 

ду u = O 
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После преобразований имеем 

ер (Т01 - Tw) 
qw = 'tw -'----ul 

и в безр азмер ной форме,  приняв l = x, 'как и в разд. 1 1 . 1 0  -

1 х с Сн = т С1 или Nux = т 1 Rex, ( 1 2 . 34) 

Полученные у,словия ( 12 .34 ) , называемы� у с л о в и я м и 
а н а л о г и и Р е й  н о л ь д с а между трением и теплообменом, 
выполняются лишь приближенно, поскольку значения Pr и Рrт 
отличны от единицы. Поэтому в более общем виде а налогия 
между трением и теплообменом записывается в виде 

где 

1 Nu = 2 C1 Re S, 

Nu= qw ..!f...._ 
Те - Tw Л 

Те - определяется фор мулой ( 1 2 .33) ; 
S - фактор аналогии Рейнольдса .  

( 1 2 .  35) 

Теоретические значения S получены в работе [34]. В общем 
случае S = S (Pr, М, Re) . Среднее значение S можно п�иближен
но принять р авным [2 1 ,  70] Рr0·4з_ 

Наличие ,соотношения ( 1 2 .35) облегчает исследование погра
ничного слоя . Следует иметь, однако, в Биду, что оно ,аправедли
во только при постоянной температуре стенки и при оrеутствии 
продольного гр ад_иента давления . 

1 2.7.2. Теплообмен и трение в несжим аемой жидкости 

Результаты экспериментальных исследований трения н а  плос
кой пластине при малых скоростях (М = О) и отсуrетвии тепло
обмена пред:ставлены на  рис .  1 2 . 1 6  [ 1 40]. Там же приведена тео
ретическая зависимость, определенная при использовании лога
р ифмического закона ( 1 2 .28) , 

С 1 = (2 1g Rex - 0 ,65;-2•3• ( 1 2 .  36) 

Хоrюшие результаты дает фор мула {7 1 ] 
( 1 2 . 37) 

В диапазоне значений Re от 1 06 до 1 08 можно и,спользовать 
более простую фор мулу 
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Подробные эк;спериментальные исслед:ования теплообмена на 
пластине в несжим аемой жидкости прИ'ведены в р аботе {2 1 ]  . 

. ..:, · 10 1  
б г---------.----------.---------.--------� 

Рис. 12 . 16. Зависимость коэффициента трения от Re в несжимае
мой жидкости по экспериментальны м  данным р азличных автоРов : --С j = (2 lg Rex-0,65 )-2,3  ---С f - 0,059 R e  .х -0,2 

Обобщением экспериментальных данных (рис. 1 2 . 1 7 ) у•станов
лена ·следующая зависимость для воздуха : 

Nu = 0,0296 Re}•qPr0,4з 
в диапазоне изменения Re от 1 05 до 1 07 •  

Из ср авнения с формулой ( 1 2.38) следует, что в этой обла
сти изм-енения Re условие аналогии имеет вид 

1 Nu = 2 C1RexPr0•43• 

R e  

Рис. 1 2. 1 7. Экспериментальные исследования теп
лообмена в несжимаемой жидкости : Q, + -нагревание воздуха;  v -нагревание воды 

399 



1 2.7.3. Турбулентный теплообмен и трение на пл астине 
в сжИм аемом газе 

Теоретические ме'I'оды учета влияния сжимаемости, исполь
зующие формулы Прандтля ( 1 2. 1 9) , 1изложены в р аботах [34, 
1 49] . В 'р аботе {84] предложен метод, основанный на иопользо
вании предельного перехода при Re--+oo . Мы р ассмотрим влия
ние •сжимаемости на плоской пластине, основываясь ·на экспери
мента�ьных данных по трению и теплообме�у [70, 7 1 ,  95, 1 4�]. 

� 
О, б о' 

� 
� 

о� 
�@ 

о 
4,2  

о G 

Рис. 1 2  1 8. Экспериментальные исследования трения в 
сверхзвуковом потоке ( Т w /Те = 1 ) 

Влияние числа М на  значение коэффициента трения на  пла
стине, при отсутствии теплообмена видно · из рис. 1 2 . 1 8, где при
ведены экспериментальные значения CtfCto = f (M) . Значение 
Cto соответствует случаю М = О  и определяется по одной из фоr
мул ( 1 2 .36) - ( 1 2.38) . 

Результаты иссле:дований р азличных авторов хорошо согла
суются между ,собой и дают возможность провести единую ан
прокоимирующую зависимость, .прО'Веренную до значения М = 9: 

где г ::::::; 0 ,88 ;  

..!3.!._ = ( 1  + rw )-0,55 , ( 1 2 . 39) 
CJo 

С10 = 2"w� - коэффициент трения в несжимаемой жидкости ; 
Q1U1  

С 1 = 't'w - коэффициент трения при значениях М, отлич-
1/2QtUt 

48Q 



ных от нуля, но при фиксированном значении 
Re. Таким образом; поправ.ка на влияние чис
ла М практически не зависит от Re. 

1(�1< видно, с у,величением М коэфф.иu:иент трения на тепло
изолированной поверхности падает, что связано с уменьшением 
плотности у поверхности, которая имеет в этом случае темпера-
туру 

. 

Те=Т1 (1 +rill). 

Вели температура стенки Т w меньше Те, то тепловой поток 
напра,влен от газа к стенке. В этом случае характер изменения 
физичеоких свойств газа � пограничном слое будет дру�им и в 
формулу (12.39) необхо�димо ввести поправку на влияние темпе
ратурного фактора Tw/T1• Прямые измерения трения на охлаж
денной поверхности ,выполнены в работе [69]. 

На основании анализа результатов исследований [34, 69, 14!)] 
в диапазоне М=2-7-5, предложена эмпирическая формула в виде 

Ct=c,o г� ГО,35 ( 1 +r(J))-0,55; (12. 40) 

при l05<Rex< 108 

( 12. 41) 

Для :rрактических целей удобно отнести параметры течения к 
температуре поверхности, используя значения 

2'Vw и1Qwx 
(C,)w=--2 ; Rew= . 

Qwиl !Lw 
Если перейти к этим обозначениям, то формула (12.41) дJrя 

расчета коэффициента трения может быть приведена к виду 

(C�)w=0,059 Re�8(;: У'4(1 +r(J))o,н. ( 12. 42) · 
Благодаря наличию аналогии между трением и теплообменом 

можно ожидать, что влияние сжимаемости на теплообмен може1 
быть учтено такими же множителями. Это предположение подт
верждается экспериментами по измерению теплообмена. 

При отнесении физических свой,ств газа к температуре по
верхности эмпириче,ская формула получает вИд, аналогичный 
формуле ( 12.42): 

( 12. 43) 

На рис. 12.19 и 12.20 представлены результаты эюсперимен
тальных ра,бот (71], подmерждающие формулу (12.43). 
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�� � о 1· 
f� tJ о � со о% 

о : 1 
JF 1%-; б 1" 
0,5" 0,5 0,7 

е 

б d"u 
о 

- Рис. 12.· 1 9. Зависимость Nuw от числа М на пла
стине (f w � 1 ;  Pr = 

= 0,7 1 ) :  ( k-1 )0,11 -:-<uw� l+r-2- 111• 

м 

1 N•l, 7 1 1 l l 
1 М•2,51 о 1 1 J ·� ·��*81 1 1 1 

0,8 0,9 !,0 Tw /Те 

Рис. 1 2.20. Зависимость Nu,v от Т w!Te на пластине при различ
ных М: 

(тw)О,4 -- Nu- -
'те 

12.7.4. Расчет теплообмена и трения на пластине 

Для расчета теплообмена могут быть использованы критери
альные зависимости 

и 

_о_в_=ф Pr, --, ш 
Nuw ( Т w ) 
Rew Те ' 

(12. 44) 

( 1 2 . 45) 

где n 1изменяется от 0, 18 до 0, 1 при изменении Re от 105 до 1010; 
ПрiИ Re = 5· 1 05-;-1 08 можно принять n � 0,2. 

Экаперименты показывают, ч·ю условия Nu � Re0•8 и С1� 
�Re-n являются общими для турбулентного пограничного 1слоя 
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на произвольной поверхности. Поэтому •при •расчете турбулев r
ного трения и теплообмена удобнее вместо критериев Re и Nu 
и·спользовать IКОМП.'Iексные .критерии шодобия Nu/Re08 и C1Ren. 
Расчетные формулы для пластины •при этом будут иметь .вид 

Nu\V Q�8u�·811-� Ср (Т г- Tw) q
w = Rе�в х0,2 Pr 

n0,8 0,2u2,8 t =-1 (С) Re�2 ,.wfJ-w 1 W 2 f W Х0,2 (при n=0,2). 

Формулу (12.44) можно ·привести к виду [ 18] 

Nuw - О 0296Pr0'43K Re�8- ' т• 

(12 .  46) 

( 12 . 47) 

(12 . 48) 

Величина Кт учитывает влияние сжимаемости. Приближенные 
зависимости для Кт могут быть получены разными методами. 

Из формулы ( 12.43) 1следует, что 

Кт=(Т w!Te)0'4 (1 +rw)0'11. (12 .  49) 
В �етоде определяющей температу�ы 

Кт= (�;)0,2 (�;)0,8' 
(12 .  50) 

где JA.(o) и Q(o) вычисляются при векоторой подо.бр.анной темпера
туре 

т<а>=-1 Т+�Т +-1 k-1rM2T 3 1 3 w 5 2 1' 

называемой о п р е д е л я ю щ ей. 

( 12 .  51) 

При малой скорости потока и большом перепаде температур 
(например, при течении в окре·стности передней критической точ
ки или в дозвуковой части сопла) хор•ошие результаты дает фор
мула 

( 1 2. 52) 

где Qt- плотность вне пограничного слоя. 
Обобщая формулы ( 12.49) и (12.52), получим выражение для 

Кт, удовлетворительно согласующееся ·с опытами как при дозву
ковых, та.к и пр.и сверхзвуковых скоростях: (Т )О,4+0,2ехр (-шr) 

Кт= ..l!::... (1 +wr)O,ll. 
Те (12 .  53) 
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12.8. РАС Ч ЕТ ТУРБУЛ Е НТ Н О ГО ТЕПЛ ООБМЕНА В ПОТОКЕ 
С ПРОДОЛ Ь Н ЫМ ГРАД ИЕ НТОМ ДАВЛ Е Н И Я  

Критериальные зависимости, полученные для ра;счета тепло
обмена на пластине, могут быть использованы в ра·счете -тепло
обмена при произвольнам распределении давления вне погра
ничного слоя. 

Рассмотрим метод эффективной длины, использованный в 
гл. XI для расчета лам•инарного •слоя. В этом методе предпола
гается, что тепловой поток в раосматриваемой точке тела будет 
таким же, как rв некоторой точке на пластине с теми же мест
ными па;раметрами течения при условии, что в ра·ссматриJЗаемыл 
точках тела и пласт,ины одинаковы толщины потери энергии. 

Это условие равносильно тому, что на пла·стине длиной Хзф 
или цилиндре радиуоом R в случае тела вращения будет отдано 
в •стенку количеrство тепла, такое же как на рассматриваемом 
теле на длине х. 

При этом учитывается предыстория развития пограничного 
слоя. Для того чтобы учесть влияние местного градиента давле
ния, можно ввести поправки в окончательную формулу. Течение 
в турбулентном слое более устойчиво к воздействию перепадов 
давлений, и указанные поправки необходимо вносить только при 
положительных градиентах давления вблизи точки отрыва. 

При указанных предположениях выражение для удельного 
теплового потока имеет ·вид 

Nuw Q�8u�'8fJ-�2 Ср (Те- Tw) 
qw = 

Reow,в хо,2 Р�: эф 
(12.54) 

Здесь 
Nu 
Reri:s 

=0,0296 РгО·43К r> 
w 

где Кт=К (т;; , М1) находится по формулам (12. 49)- (12. 52); 

Те=Т1 (1+rk-;lм�); 

Qw, �w· Т w- значения параметров газа в данном сечении 
при температуре стенки . 

Для определения эффективной длины используем условие 
баланса тепла. 

На цилиндре рад,иусом R =rcoпst общее количество теплз, 
ушедшее из пограничного слоя на длине Хзф 

хэф Qw=2nR. J qwdxэФ· о 
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Подставляя qw из формулы (12.54) и интегрируя (111ри усло
вии и1=const, P1=const, Qw=const ) , получаем 

Qw = 2,5nRqwxэФ· (12. 55) 

На рассматриваемом теле R =var на дл.ине х отдано количе
ство тепла 

где R = R (x ) .  

х 

Qw = 2n S Rqwdx, 
о 

Сравнивая выражения ( 12.55) и ( 12.56) , получаем 
х 

1,25RqwxэФ= S Rqwdx. 
о 

После дифференцирования по х имеем 

d 
- (1,25RqwxэФ) = Rqw· d.x 

(12. 56) 

( 12. 57) 

Подставим в выраж·ение (12.57) значение qw из формулы 
(12.54) и получим дифференциальное уравнение для определе-

125..!!_ [R Nuw Qo,suo,s11o,2xo.s cp (Te - Tw) J = ' d.x Re�s w 1 w эф 
Pr 

Nu 
n0,8u0,8"0,2 

с (Т _Т ) 
= R

� "'W 1 г·W Р е W 
(l2. 58) 

Reo,s .хо,2 Pr w � . 
Обозначая выражение в квадратных скобках в левой части 

через z, т. е. 
Nuw Cp(Te-Tw) 

z=R -- Qo,suo,s11o,2xo,s ___ _ 
Re�s w 1 w Pr 

и умножая правую и левую части на z1/
4 , получаем уравнения 

где 

5 dz 4 z1/4 . d.x = 1 (х), 

1 (х)= R5!4 (Nuw )5/4 Q и 
p.

l/4 ( Те- Tw )5f4 
c5f4 Rе�в w 1 w Pr Р 

-известная функция от х. 
После интегрирования получаем окончательно 

х 
N 

5/4 \ lf/4(�) 1/4 (Те- Tw )5/4 5{4 
.) 

Reo,s QwUtfJ.w Pr еР d.x 
о w 

(12.59) 
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Формула (12.59) справедлива при переменной темпе�атуре 
стенки. Если Т w=cons·t, то можно пользоваться более простой 
приближенной формулой 

х � R5'4 Qwи1dx 

�J4Qwиl 
(12. 60) 

Подставляя равенство (12.60) в выражение (12.54), получа
ем следующую формулу для определения qlv: 

qw=0,0296Pr-0•57KтQwU1R114!'-� [J �14 Qwи1dx ]-о,! Х 

ХеР (Те- Т w)=0,0296 Pr-0'57 KтQwU1Cp(Te- Т w)Re;:•2, (12. 61) 
х 

где RеэФ= + � R514Qwul dх-среднее значение Рейнольдса. 
R fLw � о 

Таким образом, расчет производится по формуле ,м:Ля пле
с.кой пластины, только вместо .истинного числа Рейнольд:са под
ставляется некоторое эффективное число Рейнольдса Rе�Ф· 

Для плоской пластины достаточно положить R=>const, и пос
ле сокращения формула (12.60) не отличается от соответствую
щей формулы для ламинарного течения. 

12.9. ЧАСТ Н Ы Е  СЛ УЧА И  Т ЕЧ Е Н И Я. ПРИМЕРЫ РАСЧ ЕТА, 
СРА В Н Е Н И Е  С ЭКСП ЕРИМЕ НТОМ 

1 2 .9. 1 .  Ч астные случаи распределения скорости вне 
пограничного слоя 

1. Плоская пластина. Ut=cons-t; R=const. 
· Из формулы ( 12.60) имеем в этом 'случае очевидный р·езуль-

тат Хэф=Х. • 
Теплообмен рассчитывается непосредственно по форму.1.е 

(12.46). 
2. Конус, обтекаемый сверхзвуковым потоком без угла атаки. 

и1=const, Р1 =const; Qw=const; R=x sin 1:!11; 
· · 8к - полуугол при вершине конуса; 

4 
-х. x5f4 ( sin 6к)5f4 9 

Как и в случае ламинарного течения эффективная длина на 
конусе значительно меньше, чем на пластине. 
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Из формулы (12.54) следует, что теп-ловой поток на конусе 
при тех же значениях параметров течения идеальной жидкости 
больше, чем на пла·стине: (9)0,2 5 (qw)к=(qw)uл 4 = 1 , 1 7 (qw)r(л• 

где (qw )пл определяется по формуле ( 12.46). 
Физическое объяснение этому состоит в том, что линии потока 

при _удалении от ·вершины расходятся и нараст:ание 'ПОгранич
ного сл,оя происходит м·едленнее. 

3. Течение в окрестности передней критической точки (см. 
рис. 11.15). 

а) Д л я п л о с к о  г о т е л а. 

R=const; М1:::::::0; • U1=�x; p1:::::::const; Qw:::::::const; 
х 
J�xdx о 1 

Х8Ф= - Х. (12. 62) 
�х 2 

Подставляя в выражение (12.54) 'и используя формулу 
( 12.52), получаем расчетную формулу в виде 

где 

о 034р -о 57 (Т Т ) ( �х2 )_-0,2( Q1 )0,6 Qw= • r ' QwUlcp 01- w "w Qw • 

�-(�) - дх Х=О • 
б)  Д л я о с

. 
е с и м м е т р и  ч н о г о т е л а. 

М1::::::: О; и1:::::::�х; р1 :::::: const; Qw:::::::: const; R:::::::x; 
х � �x9f4 dx 
о 

Хэф=-----
�х9/4 

4 -х· 
1 3 ' 

(1 2 . 63) 

(12. 64) 

Qw=0,0375 Pr-0•57QwU1Cp (Tol-T w) с:; Г0'2 ( Q: У'6• ( 1 2. 65) 

При использовании формул (12.63) и (12.65) необходимо 
иметь в виду, что они справедливы только в окрестности крити
ческой точК:и, где можно пренебрегать изменением Qw в зависи
мости от х. Для сферического или цилиндрического затупления 
по формуле (11.124) �=акр c-.fk + 1 =�C 1 j 2 ' 

Ro V k Ro V k  
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где аир- критическая скорость звука; 
а0- скорость звука в заторможенном газе; 

с2 = __ 1 д2(р1/ Р�) • с2 � ( 1 _ Рн ) 
2 д (х! Ro)2 Ро1 

Ro- радиус сферы или цилиндра. 
Тогда формула для расчета теплообмена в точке поверхности 

'3атупления с координатой x= x/Ro имеет вид 

-А·Р -O,s7 Q�8!'-�2a8·8 ХО·вс (Т -т )(_!!_)о,в(сV2)о,8 (12 66) qw- r 'R
8·2 

Р Ol w Qw k , • 
где А =0,034 для плоского и А=0,0375 для осесимметричного те
чения. 

При увеличении радиуса затупления тепловой поток в 
сходственных точках тела уменьшается обратно пропорци

��-овально v Ro· 
Непосредственно в критической точке турбулентный тепл@

вой поток раве1I нулю. Это связано с тем, что на границе погра
ничного слоя скорость равна нулю. Ламинарный тепловой поток 
в этой точке сохраняет конечное значение. 

Введя безразмерные критерии 
q R R

. _ aoQwRo Nuwo= w __Q_ и ewo-_..::......!:!:..� 
Т01- Tw Лw 1'-w 

МОЖНО (при С0•8� 1) ПрИ!JеСТИ формулу ( 12.66) К 'ВИду 

Nuwo АР о 4з-о,6 ( QJ )0,6 ( 2 )0,4 --- r· х - -
Re��- Qw k · 

1 2 .9.2.  Примеры расчета при р азличных законах 
распределения скорости 

а) Т у р б у л е н т н ы й п о  г р  а н и ч н ы й с л ой н а л о-
б о в о й  п о в е р х  н о с т и з а т у п л е н н о г о т е л а. 

Рассмотрим в качестве примера расчет теплообмена на сфе
рическом и плоском затуплениях осесимметричного тела. Рас
пределение давления на таких телах задается из газодинамиче
ского расчета или-экспериментов. Изменение скорости определя
ет.ся по формулам изэнтропического течения, 'Изменение плот
ности -·по формуле 

Qw Р1 --=-
Qw0 Pol 

Тогда безразмерная формула может быть получена в виде 
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Nuwo 0,0296 ( Qw )0,8 (�)0
,8 (:хЭФ)-0,2. 

Re�� Pr0•43 Кт Qwo ао Ro 



0,5 f,fl !,5 X/Rp 

Рис. 12 2 1 . Р аспреде.r�ение давления и коэФФициента теплоот
дачи вдоль образующей сферического затупления при тУРбУ

лентном режиме 

Р,/Р01_; NILwo�•�: Pr0..*8K� 
т, о 

Р,/Рот � 
!"\. 

. 
0,5 0,02 

х 

- -� L\ 
L.--"" 

.v--v--
__, 1-0,fl! v--� 

v-------- . 
(} 0,25 0,5 0,75 X/Ro 

Рис. 1 2.22. Распределение давления и коэффициента теплоотдачи вдоль 
образующей плоского затупления при турбулентном режиме 
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На рис. 12.21 и 12.22 представлены расчетные зависимости 
для сферического и плоского торцов. 

Для сравнения с соответствующими ламинарными тепловы
ми потоками на рис. 12.23 приведены распределения коэффици
ентов теплоотдачи при турбулентном и ламинарном режимах 
для двух значений числа Рейнольдса на ·каждом режиме. 

Как Воидно, при уменьшении числа Рейнольдса турбулентный 
тепловой поток снижается сильнее, чем ламинарный. Расчеты по-

/ 
'r---1--1 

500 1 
1 1 

1 v 
о 

--- , /' 
// ', 

// \ 1/ \ \ \ 

t\---, Т!Jр5!Jлентное / ........ \ \ ..... , 
l!tZHiiHtzpнoe 

� ---
�� 
� 

�\ \ ' 
'\ 

'-.... � 
f,O 

/ 

', 
,, 

' 

"-- ..... , 
�---.:::-.... ........ 

�5 xjR0 
Рис 12 23. Сравнение коэффициентов теплоотдачи н а  сФеРе 

при ламинарном и турбулентном режимах течения: 

--- Rew0-8 · 105; -- Rew0-1,3 • 105 

казывают, что при значении Rewo� 1,5·105 максимальные зна
чения коэффициентов теплоотдачи при ламинарном и турбулент
ном режимах течения rпримерно равны. При этом устанавлива
ется ламинарный режим на нсей поверхности. Из опыто'В следу
ет, что значение Rewo шри переходе ламинарного •СЛОЯ в турбу
лентный равно на гладкой по·верхности примерно 5·105• 

б) Т у р б у л е н т н ы й п о г р а н и ч н ы й с л о й в с о п л е. 
Расчет теплообмена в сверхзвуковом сопле при заданном рас

пределении давления ничем не отличается от расчета теплообме
на вдоль образующей тела при внешнем обтекании и может быть 
сделан по формулам (12.54) и (12.59) или (12.60). 

При использовании этих формул возникает вопрос о начале 
расчета. В ресивере или камере сгорания двигателя газ движется 
с относительно низкой средней скоростью. Около задней стенки 
обычно образуется несколько вихревых зон и пограничный слой 
сразу имеет некоторую конечную толщину. Значения коэффици-

410 



ентов теплоотдачи в самой камере сильно зависят от условий по
дачи в нее газа или горючей смеси и должны определяться экс
периментальным путем. Расчет теплообмена в камере сгорания 
осложняется еще тем, что температура торможения по длине 
камеры растет вследствие подвода тепла при горении. Расчет
ные зависимости для разных случаев рассматриваются в специ
а.'1ЬНЫ� 1курсах и могут ·быть представлены в виде [20] 

А. 

Хо 

-----------------. ,, 
Рис. 1 2.24. Примерный профиль сверхзвукового сопла 

При расчете камер сгорания ЖР Д используют в качестве ха
рактерной температуры среднюю температуру 

Т'-Т _Tw+Tt 
- ер- 2 

Тогда Кт=(�� )0'8 (;� У'2• 
Значение А� 0,026. 

При приближении к ·соплу течение стабилизируется и здесь 
пригодна формула ( 1 2.54) . 

Для камер двигателей можно приближенно принять, что 
с.1ой стабилизируется на расстоянии от входа в сопло порядка 
радиуса камеры Rк. Тогда в начале сопла (при ·х=хо) Хэфо--Rк 
(рИiС. 1 2.24) . 

Внутри сопла 

Фе>рмула для расчета теплообмена 

n U 0,2 
q -00296Рr-ОБ7К o:w 1/1-W (Te-Tw) 

w- • ' т о 2 еР • 
Хэф Pr 

где Kt=(;: )0,4+0,2exp(-rw) (l+oor)O,ll; 

Те= То (l+oor); oo=k-1 MI; r=0,88. 
(1 + w) 2 

(12 . 67) 

(12 . 68) 
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На рис. 1 2.25 пр·едставлены результаты ра·счета распределе
ния давления Pt!Po по длине сопла, изображенного на рис. 1 2 .24 
при k= 1 ,4 ,  И ра•СПредеЛеНИЯ rКОМrПЛеКСа 

где 

. Nuwo 

аRкр 
R 

ao!!wo Rкр 
Nuwo= -- ; ewo= . 

"w_1 ll-w 

р, Nuw�l<�e� Pr441K� 
Pot 

Рис 1 2.25. Р аспределение 
давления и коэФФициен
тов теплообмена по дли-

0,5 0,01 не сопла 

о 
(J х 

Преобразуя формулу ( 12 .68) , получаем 

о �"u:;о4з =0,0296 (L)o,8 (� \ 0,8 ( Хэф )-0,2. 
Rew0Pr ' К. т Ро а0 ) Rкр 

Влияние химических реакций на теплообмен изложено в 
гл. XIV. 

1 2 .9.3. Обобщение экспериментальных данных · 
Формула ( 12.54) может быть использована для обобщения 

экспериментаЛьных данных и уточнения значения Кт на основа
нии экспериментов, проведеиных в различных случаях, в виде 

. ( 1 2 . 69) 

где 

Если на каком-либо теле с произвольным распределением 
давления измерено распределение тепловых потоков, то эффек
тивная длина определяется из формулы (12.55): 
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Qw х Ф- для осесимметричного течения; 
э - 2,5л:Rqw 

Qw 
ХэФ= -для плоского течения, 1 ,25qw 

где Qw = 5 qwdF 
F 

(12. 70) 

-суммарное количество тепла, отданное в стенки на расстоя
нии от критической точки до рассматриваемого сечения. В слу-

f/02 � � 

v � 

v 
42 

� ..... � 

т.., 
т� 

Рис. 1 2.26. Обобщенная 
экспериментальная зави
симость коэФФициента 
теплоотдачи от темпера
туры nри использовании Хзф: 
для пластины и конуса при 
М=2,5�4.5, и сопла при М= 

=6+10 

чае плоского течения берется полоса поверхности единичной ши
рины. , 

При известном значении Хэф из экспериментов можно уточ-" 
нить значение Кт в формуле (12.69) . 

Если измерения qw проводились только в одной точке и сум
марный тепловой поток в стенки не может быть найден из фор
мулы (12 .70 ),  то Хэф можно определять по формуле (12 .59) , за
давая-сь видом зависимо�т.и Кт от М и Т w!Te. 

Далее значение Кт уточняется из эксперимента и формулы 
(12.69) . Вносимая погрешность из-за возможной ошибки в опре
делении Хэф будет незначительна, так как значение Хэф входит в 
формулу в степени одной пятой. 

На рис. 12 .26 представлены результаты измерений теплооб
мела на различных телах при ·различных отношениях Т w!Te. 

Рекомендуемая литература :  
основная :  [5, 1 40]; 
дополнительная: · [ 1 ,  2, 1 1 , 1 8, 20, 2 1 ,  34, 53, 68, 69, 70, 7 1 ,  84, 95, 97, 

126, 1 39, 1 4 1 ,  1 49]. 



ГЛА В А  Xlll 
Т Е ПЛОО БМЕН И ТР Е Н И Е НА UРО Н И ЦАЕМОЯ 
П О В Е РХ НО СТ И 

11 
Термин «проницаемая поверхность» предполагает, что через 

поверхность тела возможно просачивание газа или жидкости. 
При этом в пограничный слой подается (вдувается) векоторая 
масса газа или, наоборот, векоторая масса газа отводится (отса
сывается) через стенку из пограничного слоя. 

Поток массы газа может создаваты;я или возникать в самых 
разнообразных случаях. Так, например, для тепловой защиты 

элементов летательных аппа-

х 

ратов .и двигателей использу
ется пористое охлаждение, 
при котором через специаль
ную пористую или перфорпро
ванную поверхность в погра
ничный слой подается векото
рая масса охлаждающего га
за (рис. 13. 1) или жидкости. 
Подача массы в пограничный 

Рис. 13. 1 . Схема пористого охлажде- слой от поверхности .имеет 
ния место такж·е при исп�рении, 

или сублимации, специальных 
теплозащитных покрытий при подводе извне тепла, при разло
жении вещества, из которого сделана поверхность, при 
химических реакциях между внешним потоком и 
поверхностью с образованием газообразных продуктов 
и т. д. Дополнительная масса может не только 
подаваться в пограничный слой, но также и отсасываться 
из него через пористую или перфорированную поверхность. Это 
же явление может иметь место, например, при конденсации, в 
случае протекания химических реакций между внешним потоком 
и поверхностью с образованием жидких и твердых веществ и 
т. д. Иногда отсос через проницаемую поверхность организуется 
принудительно с целью ламинаризации пограничного слоя, пред
отвращения его отрыва. Просачивание газа через поверхность 
происходит, например, при обтекании .парашюта, изгоrовленно-
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го из проницаемой ткани. Во всех этих случаях поверхность мо
жет рассматриваться как проницаемая. 

Из приведеиного далеко пе полного перечия практических 
примеров видно, насколько важны вопросы теплообмена и тре
ния на проницаемой поверхности. 

В большинстве с.1учаев подача или отсос массы через поверх
ность сопровождается разнообразными физико-химическими яв
лениями, оказывающими влияние на характеристики погранич
ного слоя. 

В настоящей главе рассматриваются главные особенности, 
связанные с тем, что при вдуве или отсосе вертикальная ско
рость на стенке отлична от нуля, и с тем, что физические свой
ства вдуваемого (отсасываемого) газа могут отличаться от физи
ческих свойств газа во внешнем потоке. Предполагается, что газ 
в пограничном слое является совершенным и что химические ре
акции и фазовые превращения могут иметь место только на по
верхности тела и отсутствуют внутри пограничного слоя. При 
рассмотрении влияния диффузии с целью наглядности результа
тов используется, в основном, упрощенная теория, предполагаю
щая справедливость закона Фика, строго верная только для би
нарной смеси. 

13.1. О СО Б Е Н НОСТ И ТЕЧ Е Н ИЯ СМЕСИ ГАЗО В 

Если физические свойства газа, подаваемого через поверх
ность, не отличаются от физических свойств набегающего пото
ка, то система уравнений пограничного слоя полностью совпада
ет ,с ·системой (11.14 ) - (11.17) на .непроницаемой поверхности. 

Одна.ко ·граничные усло�ия на ·стенке в силу того, что .вер
тикальная соста1вляющая скорости при подаче ма1осы газа � по
граничный слой отлична от нуля, будут иметь другой вид: 

у=О; и=·О; v = vw (x) (13. 1 ) 
Здесь Vw -задаваемая заранее или определяемая из условия 
баланса массы на стенке вертикальная скорость подачи . газа 
от стенки. Таким образом, значение Vw в общем случае являет
ся неко'Горой функцией х (рИ!с. 1 3 .1 ) . 

Если газ, подаваемый через проницаемую поверхность при 
(vw>O) , отличается по свойствам от газа во внешнем потоке, то 
в пограничном слое будет распространяться смесь газов, состоя
щая из n компонентов, отличающихся по своим физическим 
свойствам. В такой смеси могут возникнуть перенос массы путем 
диффузии и связанный с ним перенос энергии. 

Обозначим через 
Pi- плотность i-го компонента, кг/м3; 
Pi- парциальное давление i-го компонента, Па; 
mi- молекулярная масса i-го компонента, кг/моль; 

р - плотность смеси, кг/мз; 
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р- давление смеси, Па; 
. т - мол"екулярная масса смеси, кг/моль. 
Каждый компонент смеси представляет собой совершенный 

газ, для которого справедливо уравнение состояния 

Pi=rJ.iRiT, (13. 2) 

где Ri=Ro/mi- газовая постоянная i-го компонента в 
Дж/(кг·К) ;  

Ro=8315- универсальная газовая. постоянная :е 
Дж/(моль·К) .  

Массовая концентрация i-го компонента в смеси представля
ет собой отношение ее плотности к плотности смеси, т. е. 

С-=�. 1 Q 
( 13. 3) 

Из 01пределения Qi и Q следует, что 

(13. 4) 

а для ·см-еси газов, сосrоящей из n компонентов, 
n 

� С1=1, ( 13. 5) 
1-1 

т. е. сумма массовых концентраций компонентов,- составляющих 
смесь газа, равна единице. 

Объемная (или мольная) концентрация i-го компонента в 
смеси представляет собой отношение парциального давления к 
давлению смеси: 

(13. 6) 

Используя закон Дальтона 

P= � Pt• (13. 7) 
получаем для смеси газов, ·со·стоящей из n коМ'понен11ов, 

n � Xi=1. (13. 8) 
/=1 

Средняя .массовая теплоемкость ·Сме•си ер в кДж/ (кг· К) связана 
с массовыми теплоем.костями компонентов (cp)i уравнением 
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n 

ер=� (cp)1Ci. 
1-1 

(13. 9) 



Для совершенного raЗia пред:полагае11ся, что (cp)i=const. При 
этом теплоемкость смеси не зависит от температуры, а зависит 
rолько от состава ·смеси. Оредняя (кажущаяся) молекулярная 
масса смеси равна ( n )-1 

m= ��: . 
1-1 

(13. 10) 

Газовая постоянная смеси 
n 

R=Ro = � RP, 
т . 

=1 

(13. 11) 

и может быть вычислена при известной средней молекулярной 
массе смеси. 

Используя уравнения (13.2) , (13.7) и (13.11) , получаем урав
пение состояния для смеси газов: 

P= QRT, (13. 12) 

где р- полное давление смеси газов ; 
Т - температура смеси. 

Массовая энтальпия (или теплосодержание) смеси газов под
считывается по формуле 

т 

n 

i= I iiCi, (13. 13) 
1=1 

где i1= \(ср)1 dТ- теплосодержание единицы массы отдельного 
о компонента в кДж/кг . 

Для совершенного газа (cp)i=·oonst и ii = (cp)iT. 
При решении системы уравнений ламинарного многокомпо

нентного пограничного слоя необходимо уметь рассчитывать, 
кроме термодинамических свойств смеси свойства переноса (ко
эффициент вязкости f..l. и коэффициент теплопроводности Л). 

Коэффициент вязкости смеси 11. может lбыть определен через 
коэффициенты вязкости отдельных компонентов по приближен
ной формуле Манна [38]: р.=(� с1 ) -1• (13. 14) �llJ' 
Более точное выражение для вязкости смеси

· 
можно найти в ра

боте [37]. 
Коэффициент теплопроводности смеси можно определить по 

формуле, полученной в работе [152]: 

14 2676 

Л=0,5 [� Л1х1+
. 

n 1 ] • (13. 15) 
� � (Хt/Л;} 1=1 
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Коэффициенты переноса, подсчитанные для различных газов 
(кислород, воздух, азот, углекислый газ) , представлены на 
_рис. 13.2. 

13. 1 . 1 .  Перенос массы 

Если в смеси газов концентрация компонентов переменна, то 
возникают диффузионные потоки массы 

7З 

t:;-.15 
� "-.::_ 
� 72 

".,, 
� 

о 

г-· г 

.... .... 

о 

(13. 16) 

2 Темледат!Jра J.!O(n 
о) 

Рис. 1 3.2. З ависимости от темпер атуры: 
!!-вязкости раздичных газов: б-тепдопроводности: 1-0•: 2-воздух: 3-

N,. 4-СО, 

-+ 
Здесь vi - скорость диффузии i-го компонента в смеси, которая 
определяется как разность между абсолютной скоростью t-го 

компонента (\fi) и среднемассовой скоростью CV) поlfока, т. е. 
.... - -Vl=Vl-V. 

Поток массы смеси газов равен 
·+ n _". 

QV= � QlVi, 
1-1 

и сумма всех диффузионных потоков равна нулю: 
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Поток массы какого-либо компонента возникает под действием 
градиента концентрации этого компонента и зависит такж-е от 
градиентов концентрации и от диффузионных потоков других 
компонентов. 

Если смесь состоит из двух компонентов, то она называется 
б и н а р н о й, и диффузионные потоки определяются законом 
Фика: 

(13. 20) 

Здесь D12=D21 =D- к о э ф ф и  ц и е н т д и ф фу з и и б и н а р
н о й с м е с и. Он пропорционален температуре в пекото
рой ·степ.ени (D,..... Tn) и обратно ·пропорционален давлению. Для 
данной пары компонентов •Iюэффициент .бинарной диффузии мо
жет быть вычислен на базе ·кинетической теории газов .с учетом 
взаимод<ействий между реальными частицами (молекулы, ато
мы) .  Относительно характера ·взаимодействия между молекула
ми (атомами) приходит-ся делать различные предположения, 
требующие экспериментальной проверки. 

Наряду с критерием подобия Pr в этом случае вводится по
пятне д и ф ф у  з и о н н о г о ч и с л а  Пр андтля 

(13. 21) 

характеризующего соотношение между вязкостью и диффузией, 
а также числа Льюиса-Семенова. _ . л Le = - , (13. 22) 

QDcp 

характеризующего соотношение между ·диффузией и теплопро
водностью. 

Если смесь газов включает в себя более, чем два компонента, 
она называется м н о г о к о м п о н е н т н о й, и выражение для 
диффузионного потока i-го компонента можно определить из ки
нетической теории газов [37]: 

n 

g1 =m1 Q �.., v;1grad(mC1), т2 � J 
(13. 23) 

r де v;1 --коэффициенты диффузии многокомпонентной смеси 
[11], сложным образом зависящие от значений коэффициентов 
бинарной диффузии всех рассматриваемых компонент Dii и их 
концентраnий Dii*=O. Для бинарной смеси ФоР.мула (13.23) пе
реходит в формулу ( 13.20). 

В ряде случаев все газы в смеси можно разбить на две груп
пы с примерно одинаковыми свойствами в каждой группе и при
ближенно такую смесь рассматривать как бинарную. 

Рассмотрим здесп систему уравнений и граничных условий 
для случая течения бинарной смеси в пограниЧном слое. 
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13.2. ДИФФЕРЕН ЦИАЛ Ь Н Ы Е  УРА В Н Е Н ИЯ ДВУХМЕРНОГО 
ЛАМ И НАР НОГО ПОГРА Н И Ч НОГО СЛОЯ Б И НАР Н О й  СМЕСИ 
ГАЗО В 

Систем а  ур авнений движения и неразрывности для всей сме 
си га зов имеет вид, ан алоги чн ый ур авнениям (11.14) и (11.15): 

си �+Qv �=-dp +� ({J. �); ( 13 .  24) 
д.х ду d.x ду ду 

� (ои)+ � ·(Qv) =0. (13 .  25) 
д.х "' . ду 

Рис. 13.3. К выводу урав
нения диффузии для 

компонента 

Ур авнения дифф уЗии могут быть пол учены из условия не 
разрывности для отдельных компонентов. Поток м ассы для пер 
во го компонента через единичн ую пл ощадку, р асполо женн ую 
п ерпендикулярно потоку (рис. 13.3), р авен 

(13. 26) 

Условие неразрывности потока первого компонента  состоит в 
том ,  что для стационарного режима 

( 13 .  27) 

В декартовой сист-еме координат уравнение (13.27) принима 
е т  вид 

� (cuCl)+ !_ (QvC1)=� (QD дС1)+ � (QD дС1 ) • ( 13. 28) д.х ду д.х д.х ду ду 
Преобраз уе м  это ур авнение :  

QU д�1 + Qv дC1 + C� [�(cи)+�·(Qv)]= 
д.х ду д.х ду 
=�(QDдC1 )+�(QDдC1). (13. 29) 

д.х д.х ду д!J. 
Использ уя ур авнение ( 13.25) и учитывая, чч-о в при ближении 

по гр аничного слоя (см . р азд. 11.2) первый член в право й  час ти 
значительно меньше второго, пол учаем ур авнение нер а зрывно 
.сти для первого компонента : 
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Аналогичным образом можно получить уравнение неразрыв
н�сти для второго компонента, однако оно не используется, по
скольку суммирование уравнений неразрывности для обоих ком
понентов приводит к уравнению неразрывности для всей смеси 
(13.25). 

13.2 . 1 .  Уравнение энергии 

Поток тепла через единичную площадку (рис. 13.4) склады
вается из переноса энергии теплопроводностью, потоком массы 
и диффузией 

Рис. 13.4 

-+ -+ 2 -+  
g= -ЛgradT+QVi+ 1: g1i1, 

1-1 

-

lJл_....,. pVi 

К ВЫВОдУ 
!Jtii 

уравнения энеогии 

(13. 31) 

где i - энтальпия бинарной смеси, подсчитываемая по уравне
нию 

i=i1C1+i2C2.j (13. 32) 
т '

энтальпия для каждого компонента ii= � (cp)idT для совер-

шенного газа [(cp)i=con&t] имеет простое выражение ii= 
= (cp)iT. 

Выразим темпера�урный градиент (gradT) через градиент 
энтальпии: 

grad i =(ср)1 С1 grad Т +i1 grad С1 +(cp)zC2grad Т +i2grad С2• 
(13. 33) 

С учетом уравнений (13.5) и (13.9) получаем, что 

gradT=-1 gradi�J.... (i1-i2) grad С1• 
Ср Ср 

( 13. 34) 

Отсюда, используя уравнения (13.19), (13.20), (13.22) и (13.31),' 
получаем величину удельного теплового по·юка 

q= -2..gradi+QVi-(i1-i2)(1-Le)QDgradC1• (13.35) 
Ср 
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Учитывая,  что внутри элементарного объема выделяется теп
ло от р аботы сил трения ( «диссипация кинетической энергии») 
и сил давления в количестве (см .  р азд. 11.2) 

!" (ди )2 +и dp , 
ду dx 

уравнение сохр анения энергии можно записать в виде 

divq= !" 
(ди )2 +и dp . 
ду dx 

(13. 36) 

С учетом обычных допущений для погр аничного слоя ур ав
нение энергии при использовании уравнения ( 1 3 .25 )  приводится 
к виду . 

Qи- QV-=--- !" -дi
+ 

дi д ( " дi )+ (ди)2+ 
дх ду ду Ср ду ду 

+и 
dp +� [(1-Le)(i1-i2)QD дС1 ] . 
dx ду ду (13. 37) 

Если !Принять ,Le='A/(QDCp) � 1 ,  то ур авнение энергии ( 1 3 .37} 
по виду бу,дет совпадать с ур авнением ( 1 1 . 1 6) ,  'Полученным длq 
случая течения однородного газ а,  с той лишь р азницей, что роль 
теплосодержания tpT играет теперь энтальпия смеси i .  Этот ре
зультат спр аведлив,  конечно, и для однородного газа при t1 = i2• 
Если воспользоваться уравнениями ( 1 3 .3 1 )  и ( 1 3 .36) , то можно 
получить другую фор му ур авнения энертии для бинарной �смеси 

QиС дТ +QVC дТ =_!_(л дТ )+!" (�)2 +и dp + Р дх Р ду ду ду ду dx 

+QD [(ср)1- (ср)2) дТ дС1 • (13. 38) 
ду ду 

Здесь Ср= (ер ) 1С1 + (ср ) 2С2 - средняя теплоемкость смеси, ве.1и
чина сущесТiвенно переменная,  даже если теплоемК'ости отде.1ь
ных компонентов постоянны, а cpdT=F di. 

Полученные ур авнения спр аведливы в общем случае з ависи
мости Q, 11 и Л от темпер атуры и концентр ации. Перенос энергии 
за  счет диффузии при р азличных теплоемкостях �компонентов 
учитьrвает�ся последним членом в пр авой части ур авненин 
( 1 3 .38 ) .  

13.3. ВЛ И Я Н И Е  ПОДАЧ И В ПОГРА Н И Ч Н Ы й  СЛО й  ГАЗА С ТЕМИ Ж Е  
Ф И З И Ч ЕСКИМИ С В О й СТВАМ И, ЧТО И В О  В Н ЕШ Н ЕМ ПОТО К Е  

13.3 . 1 .  Критерии подобия 

Пусть через стенку подается газ, совпадающий по своим 
свойствам , с  газом внешнего потока.  К чисJ1у физических пара-
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метров, определяющих задачу, добавляется величина интенсив
ности подачи массы через стенку 

(13. 39)  

где l - характерный размер тела .  
Безр азмерная функция f (x/l) в общем случае может быть произ
вольной.  При заданном виде f(xjl) в чис-ло критериев подобия, 
кроме указанных в формуле (11.31) , нужно внести критерий, 
характеризующий интенсивность вдува; например,  

QWVW QwVw = -"'--"'-
Qи 

(13.40) 

Критериальная зависимость для расчета теплообмена на  
теле заданной формы пр� ламинарном режиме течения будет 
иметь вид · 

Nu Ф (м р Tw -- х ) 
YRe = ' r, Т' k, QwVw, -l- ' (13. 41) 

На практике, однако, удобнее вносить поправку на влияние вду
ва в относительной форме,  относя значение коэффициента тепло
отдачи при наличии вдува (а) к его значению на  непроницаемой 
поверхности при тех же условиях течения ( ао). Об_означим 

а а= - .  а о (13. 42) 

Поскольку а0 предполагается з аданной величиной,  то в качестве 
безразмерного критерия вдува, вместо pwvw, можно ввести 

0= QWVW . (1 3 .  43) а0/ср 
Тогда критериальную зависимость для теплообмена при нали
чии вдува можно представить в виде 

�=Ф1(М. т::, Pr, О, _.::._). (13.44) а0 l 
Выбор вида критериев подобия и критериальных формул оп

р еделяется tпростотой и ун.ивер'Сальностью получаемых ·пр и их 
использовании формул. 

13.3.2. Ламинарный пограничный слой на плоской 
проницаемой пластине 

Рассмотрим в качестве примера  простейший случай течения 
газа вдоль плоской пластины с малой скоростью (рис .  13.5). 
Пластина обтекается потежом со •скоростью и, через пористую 
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поверхность подается газ с вертикальной скоростью vw, в общем 
случае переменной по длине [Vw=Vw (x)]. 

В этом случае ур авнения количества движения и энергии ос
таются такими же, как и при движении газа вдоль непроницае
мой поверхности : 

ди ди д2u (!U-+Qv -=p. - ; дх ду ду2 

дТ дТ д2Т QUCP -+QVCp - = A -
д 

2 •  дх ду !1 

u1;i1;(Cp\;p1-----

(13 . 45) 

(13. 46) 

Однако граничные условия н а  стенке при вдуве газа в погр анич-
- ный слой существенно изменяются : 

-

при (13 . 47) 

граничные условия во внешнем потоке остаются без изменения: 

при у-+ОО и-> Ul, т-> Tl. (13. 48) 
1 3.3.3 .  Баланс массы у поверхности 

При взаимодействии погр аничного слоя с поверхностью зна
чения концентр аций компонентов смеси у с:генки и ее темпер ату
р а  связаны ·с условиями  отвода (или подвода ) вещества и энер
гии от ·стенки.  Ра'осмотрим баланс маосы на  проницаемой по
верхности при наличии :вдува (рис .  1 3 .6 )  для случая течени.1 
бинарной смеси. Обозначим через G - секундный р асход м а ссы 
газа ,  подаваемого через единицу площади пористой пл астины; 
Cfo :и с20 - .концентрации К<ОМ'ПОНентов в пода·ваемом газе; 
С11 и С21 - концентр ации компонентов вне пограничного слоя . 

Внутри пористой пластины нет источников и стоков массы, 
поэтому ур авнен�е неразрывности для всей смеси имеет вид 

й =QwVw· (13. 49) 
Условие нер азрывности для первого компонента -
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Левая ча·сть определяет количество ,первого коМ/понента, по
даваемого через пластину, •пр авая ча·сть - количоство первого 
компонента , отводимое от стенки движущимся от стенки газом 
(первый член ) и диффузией (второй член) . 

Аналогичный вид имеет уравнение нер азрывности для второ
го компонента: 

QwVwC2o=QwVwC2w-QwD (дC2 ) • (13. 51) 
ду w 

Рис. 13,.6. К ВЫВОдУ урав
нения баланса м ассы для 
компонента у поверхно-

сти 

)( 

Условие ( 1 3 .50)  или ( 1 3 .5 1 )  можно использовать при реше
нии ур авнения диффузии ( 13.30) в качестве гр аничного условия. 
В этом ·случае должны быть •заданы G и Cto. 

13.3.4.  Коэффициент массообмена 

Диффузионный поток i-го компонента смеси к стенке опреде
.1яется в бинарной смеси выр ажением 

giw=QwD -' · (дС·) ду w 
( 13. 52) 

В пр актических приложениях используется понятие к о э ф 
ф и ц и е н т а м а с с о о б м е н а {:l таким  образом, чтобы 

giw=�(CI1-C1w)· (13. 53) 

Зн ачение коэффициента м ассаобмен а  � характеризует интен 
сивность переноса м ассы в пограничном слое. Наряду со значе
нием fl удобно использовать значение коэффициента м ассаобме
на  на непроницаемой поверхности �0. 

Тогда безр азмерный комплекс 

Nu =�ol 
дО D 

зависит от определяющих критериев подобия 

Nuдo=! (Re, M, Pr, ��· Рrд)• (13. 54) 
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и влияние подачи массы удается с удовлетворительной точно
стью учесть, воспользовавшись з ависимостью � и �о в форме 

_1_ = 1 (а, r::L), (13. 55) �о mw 
где 0= Qwvw и !!!1.._ отношения молекулярных масс газа во 

ао!ср mw 
внешнем потоке и газа ,  подаваемого через пористую поверх
ность. 

13.3..5. Баланс энергии у стенки 

Поток энергии от стенки в погр аничный слой определяется 
формулами ( 1 3 .3 1 )  и ( 1 3 .35)  при у=О: . 

(q)v=o =- ..!:._ (�) +QwVwiw-(1- Le) (i1w- i2w) QwDw (ддС
1) Ср ду W У W 

( 1 3 .  56) 

fL'1 ;i1 ;С11 ;С21 
� Рис. 13.7. К выводу 

уравнения теплового ба-

а и 'z /f!I) . . (ilCz) ланса н а  проницаемой 
- w w w Лw(il!J/w (tiW-1zw)fl}}тz ily/w поверхности 

При отсутствии источников или стоков тепла э�от поток энер
гии из условия ее сохр анения р авен потоку энергии, подаваемому 
с другой стороны пористой пластины :  

q=QwVwi0• (13 . 58) 

Тогда условие баланса тепла  (рис. 1 3 .7 )  может быть представле
но в виде 

QwVw(i\v-io)=Awт( дТ) +(ilw-i2w)QwDw (дСr) ;, (13 .59) ду w ду w 
QwVw Uw- io)=(.!:_ !!...) +(1-Le) (ilw-i2W )QwDw(дCr) . (13 . 60) 

Ср ду W ду W 
Правая часть уравнений ( 1 3 .59.) и ( 1 3 .60)  определяет поток 

энергии, передаваемый к стенке теплопроводностью и диффу
зией. Он затр ачивается на изменение энтальпии вдуваемого га-
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за при его подогреве в стенке и изменение энтальпии газа при 
смешении подаваемого газа с газом в погр аничном слое на вы
ходе газа из стенки.  

Умножая ур авнения неразрывности ( 1 3 .50) на itw. а 
(13 .51) - на t2w, и учитывая, что (дС2/ду) =-(дС!/ду) ,  полу
чаем после сложения с уравнением ( 1 3 .59) 

QwVw [C10(i1w-i10)+C20(i2w-i20)]=Лw (:: )w. ( 1 3.6 1) 

Левая часть уравнения ( 1 3 .6 1 )  определяет количества тепла, 
переданное стенке и затр аченное на подогрев охладителя внутри 
стенки. Таким обр азом, поток тепла в стенку 

qvc, = Лw
( дТ ) 

( 13 . 62) 
ду w 

определяется так же, как и в однородном газе.  

13.3.6. Коэффициент теплоотдачи 

Для определения теплового потока, передаваемого от газа 
в стенку, может быть использовано выр ажение в такой же фор 
ме, как и в случае течения однородного газ а, которое имеет вид 
( 1 1 .99 ) :  

( 13 . 63) 

Воспользуемся понятием обобщенного к о э ф ф и  ц и е н т а т е п
л о о т д а ч и, представляющего собой отношение теплового пото
ка к р азности энтальпии газа во внешнем потоке и у стенки.  Для 
этого пр авую часть уравнения ( 1 3 .63) умножим и разделим на 
(Cp)t: 

• 
(1 3 .  64) 

Qбозначим (cp)tTe=ie, где le= (cp) 1+rиif2 - эффективная эн
тальпия внешнего потока, а (с р ) 1Т w = iw - энтальDия смеси, 
имеющей температуру стенки и •Состав внешнего потока .  То·гда, 
опу,стив индекс « 1 » у теплоем:кости, получа·ем выражение тепло
во.го потока ,в стенку в виде 

qw=.!!:_ (ie --i�).· 
Ср ( 1 3 .  65) 

Обобщенный коэффициент теплоотдачи a/Cp=qw/(te-iw) р ас
сматривается как некоторый новый коэффициент пропорцио
нальности. Фор мула ( 1 3 .65)  обобщает выр ажения ( 1 1 .98) , 
( 1 1 .99) , введенные р анее. 
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13.4. А НАЛ ОГ И Я  М ЕЖДУ Т Е ПЛ ООБМЕ НОМ И МАССООБМЕНОМ 

Р ассмотрим сначала основные качественные физические осо
бенности на примере течения бинарной смеси газов вдоль пло
ской пористой пластины при малых скоростях. 

Стационарное течение бинарной смеси вдо.'!ь пл_оской пласти
ны описывается следующей системой дифференциальных урав
нений : 

ур авнение нер азрывности 

�(Qиi+�(QV)=O; дх ду 
уравнение количества движения 

QU 
д и + QV 

д 
и = ..!__ ( !'- д и ) ; дх ду ду ду 

( 13. 66) 

( 1 3 . 67) 

уравнение неразрывности для компонента смеси (уравнение 
диффузии) 

или 

дС1 ,+ дС1 д ( D дС1 )· QU- QV-=- Q - , 
дх ду ду ду 

уравнение энергии 

(1 3. 68) 

дi+ дi д (л дi)+ д [( 1 L ) ( " ") DдС1 ] QU- gv -=- - - -- - е t1- t2 Q -дх ду ду Ср ду ду ду 
( 13. 69) 

QUCP д
Т 

+QVCP 
дТ =� (л дТ ) + ((ср)1- (еры (дТ )JQD(дC! ) дх ду ду ду ,ду i}y 

( 1 3. 70) 
с граничными условиями :  

при  у=О и=О; v=vw; i=iw (или Т=Т,.,.); C1=Ciw; (13.71) 

при у-+ оо и-+ u1; i-+ i1 (или Т_, Т1); С1-+ С11• 
Из этих ур авнений можно получить условия ан а.'!огии в случае 
р азнородных газов [ (cp ) t=F (cp ) z] . 

Если диффузионное число Прандтля Prд=_L равно единиQD 
це, то имеет место подобие профилей скорости U=U/U1 и кон-: 

-с 
с1- C1w ( 1 3 8 центрации 1 = с с рис. . ) : 1,- lW 

( 13 . 72) 

Если число Льюиса-Семенова Le='Л/(QDCp) равно единице, то 
последний член в ур авнении (13.6�) пропада€т и имеет место по-
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ДОбИе IПр<ОфИЛеЙ КОНЦеНТр аЦИИ С1 И ЭНТаЛЬПИИ Z = ( i-i1"'t) / (lt
-iw) ( рис. 1 3 .9) : 

(13. 73) 

И, наконец, 1при Pr = 1 и Le= 1 ·спр аведливы оба р авенства 
( 1 3.72 ) и ( 1 3 .73 ) и ,  следовательно, 

.i 
f 1---------.. 

f il; t, 
Рис. 1 3  8. Подобие пnо
Филей: скоnости и кон
центрации компонента 

пnи Рrд = 1 

1 1---------.. 

Рис. 1 3.9. Подобие пnо
Филей концентр ации ком
понента и энтальпии пnи 

Le = 1  

(13. 14) 

Интересно отметить, что при выполнении условий ( 1 3 .72) и 
( 1 3 .73 ) профили температуры могут иметь произвольвый вид, 
поскольку в ур авнении ( 1 3.70) последний член пропадает толь
ко в случае ( ср ) 1 = ( ср ) 2  (т. е .  для однородного газа ) .  

Из уравнения ( 1 3 .73) следует, что 

1 ( д i ) - 1 ( дС1 ) i l - iw ду w = Cl , - C1w дiУ w 
. (13 . 75) 

Следов 'lте.Льно, у стенки ( дi ) i1 - iw (де ) 
дУ .  w = cl, - Clw д� w . 

(13 . 76) 

Для установления условия аналогии между теплообменом и 
массаобменом необходимо найти связь между тепловыми и диф
фузионными потоками в стенку. 

Тепловой поток в стенку на основании ур авнения ( 1 3 .62)  ра 
вен 
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или в величинах энтальпии 

(13 . 77) 

Используя соотношение ( 1 3 .76) для случая Le = 1 ,  получаем 

(QD)w(дC1fдy)w . . 1 .  • 
qw = ((l 1 - lw) - �l1w - l2w) (C1, - C1w)] . ( 13 .  78) 

с1, - c1w 
После преэбразований уравнения ( 1 3.78) получаем связь 

между тепловым и диффузионным потоками в стенку : 

qw = glw (il - i �) .  
с1, - c1w ( 13 .  79) 

Из ур авнения ( 1 3 .79) следует, что 

(13 . 80) 

Левая часть ур авнения ( 1 3 .80) представляет собой обобщен
ный коэффициент теплоотдачи, а правая часть - коэффициент 
массообмена . Следовательно, обобщенный коэффициент тепло
отдачи р авен коэффициенту массообмена :  

1 3.5. Р ЕЗУЛ ЬТАТЫ РАСЧ ЕТО В. АП П РОI(С ИМАЦИО Н Н Ы Е  
ЗАВ И С ИМОСТ И 

( 13 .  8 1 )  

Ур авнения ламинарного погр аничного слоя в частных произ
водных при произвольнам р аспределении скорости внешнего по 
тока и уравнения з акона  подачи м ассы через стенку могут быть 
решены численно на ЭВМ методами,  например , описанными в 
работах [4, 8, 1 7] . Эффективность методов численного решения 
непрерывно возрастает в связи с усовершенствованием м ашин.  
Приближенные решения могут быть получены с помощью интег
р альных методов . Следует, однако, уtказать, что •простые приб
лиженные методы, использующие представления об эффектив
ной длине или л·окальном под:обии (см .  разд. 1 1 . 1 2  и 1 1 . 1 1 ) ,  да
ют в этом случае заметные погрешности, р езко возрастающие с 
увеличением интенсивности подачи массы. Для быстрых оценок 
целесообр азно использовать приближенный метод, основанный 
на  введении попр авок на  влияние вдува в расчет, проведенный в 
предположении, что поверхность непроницаем а .  

Величины попр авок можно получить, анализируя результаты 
р асчетов, проведеиных для случаев автомодельных течений.  
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1 3.5. 1. « Подобные» решения 

Преобразования подобия при р азвитии погр аничного слоя на  
)проницаемой поверхности возможны в тех же случаях, что и на  
непроницаемой поверхности (•СМ . р азд. 1 1 . 1 2 ) . Одна,ко п р и  этом 
р аспределение интенсивности подачи газа через стенку должно 
удовлетворять условию G= COПS·t . Если м �  1 ( пограничный слой 
в дозву,ковом двухмерном потоке, например, ·в обла.сти за силь
ной ударной волной ) ,  то условие подобия обеспечивается , если 

Ul = �Xm, 
где � _:_ постоянная величина .  
Из формулы ( 1 1 . 1 08 )  следует, что · �=( .Nu ) _1_ -.  / ll-wQwиl (13 . 82) 

Ср J1Re w Prw V х 

Из условия 
- Q v 
0 = 

w w 
= const получаем, если Т w = coпst, 

ао/ср 

V- m- 1 а и1 -
QwVw ,._. _о ,._. - ,._. х 2 • Ср Х 

Для р ассмотренного уже случая  течения н а  пластине 

( 1 3 . 83) 

QwVw ,._. x-112. ( 1 3 . 84) 

Для течения в окрестности передней критической точки (т= 1 )  
QwVw = COnst . ( 1 3 .  85) 

Такие «подобные» решения ламинарн�го погр аничного слоя на  
проницаемой поверхности р а,ссм атриваются, например, в раба ·  
тах [4, 51 8, 25, 1 45] . 

В качестве пример а приведем некоторые результаты р асче
тов ·погр аничного слоя на nластине [ 1 7] и в окрестности передней 
критической точки [ 1 6, 24, 1 56] . На рис .  1 3 . 1 0  представлены зави-
симости безр азмерных величин напряжения трения тw='tw/-rwo 

и обобщенного коэффициента теплоотдачи 

от безразмерного р асхода охладителя G. 
В результате решения уравнений ламинарного погр аничного 

слоя н а  пористой пластине было найдено р аспределение напря
жения трения поперек пограничного слоя в з ависимости от пара-

1
. 

(Qv) -/-
мeтpafw = -____JE VRe1 ( рис. 1 3 . 1 1 ) .  Максимальное значение 2 Q1U1 
напряжения трения имеет место внутри погр аничного слоя . Точ
ки максимум а соответствуют точкам перегиба профилей скоро
сти. Линия,  проходящая через точки перегиба ,  совпадает с ли-
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� "\� 
� �:\ 46 

[ :t'�, 
Рис. 1 3, 10. З ависимость 
касательного напuяже
ния -rw и обобщенного 
коэффициента теплоот
дачи а/Ср на проницае
МОЙ поверхности от рас-

\r 
;о; 

��', 'Гw '-,.; �' хода охладителя G 
'\ 

tl -48 с 

-!-.-;: ffe  pu.�f -----------.------------.-----------.-----------� 

о fЦ5 

М =О fw/ft= f  

0,5() 
Рис. 1 3. 1 1 .  Распределение напряжения тuения поперек пограничного слоя 

при пористом охлаждении в зависимости от fw 

Рис 1 3. 1 2  Линии тока и 
пuоФиль продольной ско
f>ОСТИ в пограничном слое 
пои покаче газа через 
проницаемvю поверх-

ность 
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нией тока в погр аничном слое (рис .  1 3 . 1 2 ) ,  начинающейся от 
переднего кр ая пластины. Сум марный расход газа через пори
стую пластину на  р асстоянии х от переднего края  р авен р асходу 
между стенкой и динией тока, проходящей через точки перегиба 
профилей, в сечении погр аничного слоя,  взятом на этом же р ас
стоянии х. Эта линия тока как бы отделяет поданный через по
верхность газ от внешнего течения .  Следует, однако, иметь в 
виду, что, хотя через эту линию нет конвективного потока, мо
лекулярный обмен . между обеими ·частями (диффузия)  всегда 
существует. 

Из анализа уравнений для течения вдоль боковой поверхно
сти конуса в сверхзвуiювом потоке (•см .  разд. 1 1 . 1 4 )  следует, 
что · для р асчета можно пользоваться зависимостями , установ
ленными для пластины, с учетом следующего правила .  При од
ном и том же расстоянии от переднего кр ая тепловые потоки и 
касательные н апряжения н а  конусе в -уЗ р аз больше, чем н а  пла
стине, если массовая скорость вдува в -уЗ раз  больше м ассовой 
скорости вдува на пдастине.  Таким обр азом, д.'IЯ расчета могут 
быть использованы данные, подученные ддя пластины (см .  р ис .  
1 3 . 1 0 )  с учетом ХэФ для конуса, т .  е .  

( tw. )кон = VЗ (t,v)n.1 ; 

(13. 86) 

Результаты численных расчетов ламинарного погр аничного 
CJIOЯ на пористой поверхности, представленные на рис .  1 3 . 1 0, бы
л и  пол'учены при изменении чисел М от 1 , 5  до 20 и Т wfТ,1 от 0,5 
до 5. Во всех случаях р азброс р асчетных точек для т и afcp в 
данном диапазоне чисел Маха и Т-r,v/T1 не  превышал ± 5 %, т. е. 
результаты расчета с хорошей точностью ложатся на одни и те 
же кривые. Если огр аничиться значением '7zfcp и �'v > 0,2, то зави
симости для а и �п- могут быть аппроксимированы л инейной 
функцией от G [12} :  

с:=  1 - 0,85 Pr213 (:� )0'3 0= 1- В'О; 

тw = 1 -- 0, 85 (:� /'3 о, 

где т1 ·_ молеку.'Iярная м асса_ газа внешнего потока ; 
mw - молекулярная масса охладителя .  

(13 .  87) 

( 13 .  88) 

Отметим, чtо при Pr=F 1 связь между трением и теплообме
ном характеризуется ф а к т о р о м  а н а л о г и и Р е й  н о л ь  д-
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с а S, который существенно зависит от интенсивности подачи 
охладителя .  При G = O  S � Pr2/3• 

При возр а,стании G коэффициент трения убывает быстрее, 
чем коэффициент теплоотдачи (см.  р ис. 1 3 . 1 0) и значение S уве
личивается, достигая весьма больших значений при подходе к 
предельным значениям G. Если Pr= 1 ,  то S =  1 при любых G. 

f-

1 

42 

о 

fX/Cp ;]/(л.!!!ж)О,25 
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Рис. 13. 13 .  Зависимость параметра 
( mlfmw 

)0 , 25 
от безразмерного р асхода охладителя ёi 

1 
; 
1 1 

1 
1 
1 
i 
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Результаты р асчета коэффициента теплоотдачи на  проницае
мой поверхности для случая течения в окрестности передней кри
тической точки тела [ 1 7, 25, 1 05] 'предста'влены на рис. 1 3 . 1 3 . Ре
зультаты, приведеиные различнымИ авторами [ 1 7, 25, 1 05], 
хорошо согласуются между собой и в области малых массовых 
р асходов охл адителя (G< 1 ,5 ) ; з ависимость для коэффициентов 
теплоотдачи а/ер аппроксимируется линейной функцией от G:  

(i а/Ср 
ер (а/ср)о 

· 1 - 0,67 ( :::�)0' 25 0 = 1 - В"О. ( 1 3 . 89) 
При 0> 1 ,5 
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ер (а/ср)о w ехр [0 , 2303 (  - 0,45+0,30)] . 

(13 . 90) 



Полученные корреляционные зависимости для -;_/ер и -:rw поз
воляют быстро и с достаточной точностью р ассчитать теплооб
мен при наличии подачи газа в ламинарный пограничный слой. 

13 6. ТУРБУЛ Е НТ Н Ы й  ПОГРА Н И Ч Н Ьi й  СЛ О й  НА П О Р И СТО й 
П О В Е РХ НОСТИ 

Л аминарный погр аничный слой устанавливается только при 
м алых числах Рейнольдса .  При  течении вдоль пористой поверх
ности и подаче газа в погр аничный слой устойчивость ламинар
ного движения уменьшается и переход от ламинарного режима к 
турбулентному наступает р анее. 

При турбулентном режиме теплообмен и сопротивление воз
растают так, что при м алых скоростях подачи охладителя че
рез пористую стенку пористое охлаждение может привести да
же к отрицательному эффекту. При дальнейшем увеличении р ас
ходов охладителя тепловые потоки даже в случае турбулентного 
режима  становятся меньше потоков на непроницаемой поверх
ности при л аминарном режиме.  

1 3 .6. 1 .  Влияние подачи rаза через пористую поверхность 
на турбулентный поrраничный слой 

В. общем влияние подачи массы на турбулентный погр анич
ный слой аналогично соответствующему влиянию на  ламинар
ный с.'!ОЙ.  Профили скорости деформируются - становятся бо
лее урезанными ( рис.  1 3 . 1 4 ) , толщина слоя возр астает. Однако 
при малых скоростях подачи охладителя профили не имеют точ
ки перегиба , при дальнейшем увеличении скорости подачи охла 
дителя появляется точка перегиба и 
профиль скорости им.еет •вид, -аналогич- gjd' 
ный профилю скорости в свободной ! г------
тур булентной струе. Дефор мация про
филя происходит аналогично дефор ма
ции профиля •скорости при положи
тельном гр адиенте давления .  

Качественно можно выделить три 
основных режима течения в турбу
лентном пограничном слое при верти
кальной подаче газа. При сравни
тельно м алых интенсивностях подачР>. 
охладителя действие его сказывается 
только в ламинарном подслое. Если 
на непроницаемой стенке ( vw=O)  
профиль скорости в подслое близок 

1 uja, 

к линейному ( рис .  1 3 . 1 5 ) ,  то nри м а - Рис. 1 3  14. ПРоФили ска
лой подаче газа через лористую по- расти при турбулентном 

( >о) ф режиме течения вдоль верхиость V пr ·про иль •СКорости в проницаемой поверхно-
ламинарном подслое деформируется , СТИ 
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получает точку перегиба .  При р а,счете такого с.1учая <предпола 
гает�ся, что течение во  ·внешней части - тур булентном ядре -
не изменилось и, следо,вательно, для внешней ча,сти могут быть. 
использованы все зависимости, полученные для -случая непро
ницаемой поверхности.  Такая теория, · называемая п л е н  о ч
н о й  теорией, дает удовлетворительное ,совп адение с э'кспер и
ментом даже при значительных окоростях nодачи. газа .  

При дальнейшем увеличении подачи охладителя его влияние 
начинает сказываться и в турбу.1ентной части слоя . Этот наибо

.1ее важный случай  труд
нее всего поддается тео
рети ческому расчету. 
Главную роль здесь_ на 
чинают игр ать экспери
ментальные иоследова -

и ния .  Одна,ко имеются по
'Пытки rПр И МеНИТЬ ДЛЯ ре-

Рис. 13. 15.  Деформация профиля скоvо- ш�ния такой задачи ме
тод, аналогичный методу сти в ламинарном поnс.'!ое 
получения логарифмиче

·ОКого з акона для непроницаемой стен.ки . Напряжение  треняя 
представляется в виде формулы Прандтля 

t = Ql2 (�: )2 , 
( где l - путь перемешивания ) .  Подача  газа при этом учитыва 
ется тем , что н апряжение трения принимается поперек погр анич
ного слоя ,переменным .  

Третий режим теЧения н а  пористой поверхности соответству
ет такому р асходу охладителя, при котором в.тшяние стенки на  
погр аничный слой ослабевает, погр аничный слой становится по
добным погр аничному слою на кр аю турбулентной струи.  При  
этом режиме исчезает влияние числа Рейнольдса .  При дальней
шем увеличении скорости подачи охладителя погр аничный слой 
полностью оттесняется от стенки. l(оэффициенты трения и тепло
обмена между внешним потоком и стенкой при этом стремятся к 
нулю.  

При  расчете такого случая могут найти применение методы 
р асчетq свободных турбулентных струй.  Величин а · р асхода охла
дителя, при котором происходит оттеснение погр аничного слоя, 
примерно соответствует р асходу, увлекаемому пограничным ело-

. ем на  кр аю свободной турбулентной струи.  

1 3. 6.  2. Экспериментальные исследования 

1( настоящему времени накоплен достаточно обширный экс
периментальный материал по  исследованию теnлообмена на про-' 
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ницаемой поверхности при турбулентном режиме течения в пог
раничном слое. 

Рассмотрим  течение газа вдоль плоской пластины. 
На рис .  1 3 . 1 6  приведены п р о ф и  л и, скоростей пр и  подаче 

газа в турбулентный погр аничный слой. По мере увеличения ин
тенсивности вдувания газа в погр аничный слой толщина слоя 
возр астает, профили скоростей дефор мируются и становятся все 
бо.'Iее урезанными.  При больших р асходах вдуваем0го газа на · 

• f_ 2 �  1/ 

41� � f7J / 
Sj. W7 7f 11 Vj 
'11 w '/ lj о 
� '/ V' � 
ги Гlj 7 �в 
IJ ГJ Г7f 
1 1) ' /  g 
r7 1J 
7} 

А � 
17 

l 1 -1 1 1 1 
KptL6tlЯ (fl v)w {Re""r 

flftlf 
f о 
2 1 0,015 
:f 0,027 
9 4056 
5 (},070 
6 /l,fOS 
7 O,f45 . 
8 0,20] 
9 0,228 

1 
О i ?.  J 4 S 6 7 8 9 fO ff fl? !J,I'f!f 
Рис. 1 3  1 6. Изменение скорости поперек погра
ничного слоя с увеличением интенсивности по-

дачи охлад!!теля (I�e** = PtUtб**/13)  . 
кривых появляются точки перегиба .  Влияние вдувания газа на  
профиль скорости ан алогично действию продольного положи
тельного градиента давления. При увеличении интенсивности 
вдувания газ а  профили скоростей становятся подобным'и профи
лям в свободной турбулентной струе. 

На р ис.  1 3 . 1 7  представлены профили температуры потока по
перек погр аничного слоя при вдуве газа через пористую стенку. 
Видно, что с увеличением интенсивности вдувания происходит 
деформация профилей темпер атуры, аналогичная дефор м ации 
профш1ей скорости. 

Результаты экспериментальных исследований теплообмена 
на проницаемой поверхности при вдуве р азличных газов пред
ставл�ны на  р ис .  1 3 . 1 8 . Кривые 1 и 2 получены при вдуве возду
ха при р азличных скоростях обтекания пористой пластины .  Из 
ср авнения с кривой 3 следует сильное влияние молекулярной 
массы вдуваемого газа на  величину теплового потока .  Если вве
сти попр авку на молекулярную массу в виде (m1/mw) a, где а 
коэффициент, остающийся постоянным в пекотором диапазоне 
m1/mw, все экспериментальные результаты (рис. 1 3 . 1 9 ) для р аз
.'Iичных �азов, вдуваемых в погр аничный слой,  хорошо ложатся 
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Рис 1 3. 1 7. Изменение 
температуры потока по
перек пограничного слоя 
при различной интенсив
ности подачи охладителя 
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V l/ / / 
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5 O,ts57 
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Рис. 1 3 . 1 8 . Зависимость обобщенных коэФФициен
тов теплообмена на проницаемой поверхности от 
расхода в тур булентный пограничный слой раз-
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Рис.  1 3. 1 9 . Зависимость 
обобщенного коэФФици
ента теплообмена на про-
ницаемой по(в�,\i�н)о�т� от 

параметра mпr 
а 



на  единую кривую. Н а  основании анализа результатов экспери
ментальных исследований по влиянию вдува р азличных газов на  
теплообмен была  получена простая инженерная формула для 
р асчета теплообмена на  проницаемой поверхностц при турбу
.'Iентном течении в пограничном слое :  

( а ) (а/ер) 
--;;; = (а/ср)о 

1 - 0, 19 ( :�)а 0 = 1 - В"'О, 

где m1 и mw - молекулярная масса газа внешнего 
вдуваемоrо газа .  

При  0, 2 < :1 < 1 а = 0,35; 

при 

при 

w 

1 < � < 8 mw 
а = 0,7 ; 

m1 > В а = 1 .  mw 

Формула ( 1 3 .9 1 )  применима для
-( с� ) :;;:::. О, 1 . 

Список рекомендуемой литер атуры :  
основная:  [5, 45, 52, 1 1 5]; 

( 1 3 .  9 1 )  

потока и 

' 

дополнительная:  [4, 8, 1 2, 1 7, 24, 25, 37, 38, 1 04, 1 05, 1 08, 1 52, 1 56]. 



Г Л А В А  X I V  

Т Е ПЛ О О БМ Е Н П Р И НАЛ И Ч И И  Х И М И Ч ЕС К И Х Р ЕА КЦИ П 

В П О ГРА Н И Ч Н ОМ СЛО Е 

1 1  
При высокдх темпер атур ах газа ,  например ,  в камер ах · сгор а

ния реактивных двигателей и вблизи поверхности тел ,  движу
щихся в атмосфере с большими скоростями,  течение в погр анич
ном слое сопровождается ·химическим и  реакциями .  Если поверх
ность непроницаемая и химически не взаимодействует с газом 
внешнего потока, то химические реакции могут протекать в виде 
диссоциации и рекомбинации газа .  Химические реакции происхо
дят также в случае подачи в погр ани'чный слой через проница
емую поверхность веществ , способных вступать в р еакцию с га
зом внешнего потока.  В ряде случаев при  высоких темпер атур ах 
и бо.1ьших тепловых потоках возможно р азрушение поверхности 
те,'I а или специального теплозащитного покрытия, нанесенного 
на  поверхность. Это может быть плавление, сублимация или го 
рение поверхности. Частицы · р азрушенной поверхности ' могут 
вступ ать в химические реакции между собой и с газом внешнего 
потока .  , 

При  температур ах газа ( 1 0- 1 5) · 1 03 К, что соответствует, 
например ,  условиям в лобовой точке тела при  скоростях потока 
1 0- 1 5  км/с, возможна также частичная ионизация · газа ,  в ре
зультате чего в потоке, кроме нейтральных частиц, появляются 
ионы и электроны. 

При  наличии химических реакций в погр аничном слое необ
ходимо учитывать дополнительное выделение и пqглощение теп
Ji а внутри слоя . В этих случаях, кроме совокупности ур авнений 
погр аничного слоя , нужно р ассматривать уравнения, опреде.rrяю
щие ус:�Iовия протекания химических реакций. Рассматривая 
движение смеси газов в целом,  нужно иметь в виду, что физиче
ские параметры смеси р,  J..t , Л, D, ер и другие будут зависеть от 
состава ,  давления и темпер атуры смеси.  Определение этих пара 
метров, особенно характеризующих переносные свойства газовых 
смесей, связ ано с некоторыми предположениями ,  которые дела 
ются при задании потенциалов взаимодействия при столкнове
нии частиц р азличных типов. Ряд предположений приходится де
лать при задании кинетики химических реакций. Поэтому р ас
четы даже в случае ламинарного режима  течения в погр анич-
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ном слое должны обязательно сопоставляться с эксперименталь
ными данными. Кроме того, при высоких темпер атур ах появля
ется еще выделение и поглощение тепла путем излучения .  Влия
ние излучения в воздухе растет при увеличении темпер атуры и 
особенно ·существенно при 'скоростях полета -более 1 0  км/с. Во 
многих случаях влияние излучения на конвективный теплообмен 
невелико,  при этом лучистый и .конвев:тивный потоки могут р ас-

- считываться независимо. В настоящей главе ·весь анализ пр иво
дит.ся для ламинарного погр аничного слоя, одна,ко полученные 
выводы могут использоваться для р а•счета тур·булентного погр а 
ничного слоя. 

14. 1 ДИФФЕР Е Н ЦИАЛ Ь Н О Е  УРАВ Н Е Н И Е  Д И ФФУЗ И И  
Л АМ И НАР Н О ГО ПО ГРАН И Ч НОГО СЛОЯ В СМЕСИ 
РЕАГИ РУЮЩИХ ГАЗО В 

Система ур авнений неразрывности и количества 
сохр аняет вид ( 1 1 . 1 4 )  и ( 1 1. 15 ) : 

_i._ (lu) + _i._  (QV) = O;  
дх • ду 

QU � + Qv ди = - dp +_i._·(l" �) . 
дх ду dx ду ду 

движения 

( 14 . 1) 

(14.  2) 

Ур авнения диффузии могут быть получены из условия неразрыв
ности для отдельных компонентов .  

Учитывая,  что вектор потока массы для i-го компойента в 
пренебрежении термадиффузией р авен 

(14.  3 ) -+ 
где V - вектор •скорости потока ;  �i - концентр ация i-го компонента ;  

gi - диффузионный поток, определяемый по формуле 
( 1 3 . 1 6) ,  

получим 

( 14. 4) 

Здесь Wi - скорость расходования t-го коМiпонента в результате 
хи�ических реакций в кг/ (м3·с ) . 
В декартовой системе координат уравнения диффузии в погр а 
ничном слое принимают вид {см .  ( 1 3 .28) - ( 1 3 .30 ) ]  

дС1 + дС1 . д ) (.U - QV � = -- (g1y - W1 •  
9х ду ду 

(14. 5) 

В смеси, состоящей из n компонентов, выполняются условия 

( 14 . 6) 
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Суммируя ур авнения ( 1 4.5 )  с учетом условий ( 1 4.6) , получаем 
ур авнение неразрывности для всей смеси ( 14. 1 ) . Поэтому для 
решения достаточно ( n- 1 )  ур авнений системы ( 1 4 . 5 ) . Система 
( 1 4.5) должна быть дополнена выр ажениями, определяющими 
зн ачения скоростей р асходования каждой компоненты Wi. Эти 
скорости связаны между собой стехиометрическими соотношени
ями, выражающими то ,  что в результате химических реакций 
изменяется содержание отдельных компонентов, но общая мас
са каждого элемента, содержащегося во всех компонентах, ос
тается неизменной. 

Если общее число компонентов n, а число эле�ентов, из кото
рых состоят отдельные ком:поненты, р авно r, ·ю уравнения •СО 
хр анения элементов имеют вид 

n 

� WiVtk= O, 
i = l  

( 1 4. 7) 

где Vik - массовая доля элемента k в компоненте i. Н апример,  
в молекуле Н2О доля водороДа vн. = 2/ 1 8  и т.  д. Из определения 
Vik •следуют условия :  

r r 

� 'Vtk = 1 И � Wi'Vtk=Wt ·  
k= l k-1  

( 1 4 . 8) 

Всего можно записать r ур авнений ( 14: .7) . Суммируя их по k от 
n 

1 до r, получим с учетом условия ( 14 .8)  � w1 = 0. Заметим здесь 
1 

также, что если число возможных химических реакций р авно l, 
а число элементов r, то выполняется условие n-r= l. 

Используя уравнение ( 14 .7 ) , можно получить r- 1  ур авнений 
диффузии, не содержащих в правой части скоростей р асходова
ния компонентов .  

Умножая р авенство ( 1 4.5) на  Vik и суммируя по i от 1 до n, 
получим  

( 14. 9) 

Ур авнения ( 1 4 .9 ) , н азываемые иногда у р а в н е н и я м и  
д и ф ф у з и и  э л е м е н т о в ,  спр аведливы при  любом предполо
жении о диффузии и характере протекания химических реакций. 

Поскольку число уравнений ( 1 4 .5 )  равно n- 1 ,  то система  
( 14.9) ,  содержащая r- 1 уравнений, не  может з аменить систему 
( 1 4 .5). Для замыкания задачи необходимо иметь еще (п- 1) 
- ( r - 1) = l ур авнений, .соотве11ствующих числу химиче·ских реа.к
ций. Это могут быть l линейно независимых ур авнений системы 
( 14.5 ) , причем скорости р асходования l компонентов должны 
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быть заданы. В предположении о существовании в пограничном 
слое химического р авновесия система ( 1 4 .9)  вместо ( 1 4 .5 )  до
полняется си,стемой l ур авнений равновесия . 

Входящие в ур авнения ( 1 4 . 5 )  или ( 1 4.9)  значения диффузи
онных потоков определяются в общем .случае для многокомпо
нентных см:есей по формуле  [37]. 

где т - молекулярная м асса смеси ; 
mi - молекулярная масса i-го компонента ;  
Cj - м ассовая концентр ация j-го компонента ;  ( n )-\ 

m= � CJm1 ; 
t = l . 

( 14 .  10) 

Dij* - коэффициент диффузии многокомпонентной смеси . 
При этом Dii* = '0. 
Для решения задач погр аничного слоя часто более удобно ис

пользовать ур авнение для определения диффузионных потоков в 
следующем ,виде [37] : 

(14 . 1 f )  

Здесь Dij - бинарный коэффициент диффузии ; Dii =I= O. 
Су:vrмировние ( 1 4 . 1 1 ) ведется по всем компонентам,  з а  исклю
чением i-го .  
В случае бинарной смеси из уравнений ( 1 4 . 1 0) или ( 1 4 . 1 1 )  полу
чаем з акон Фика : 

( 14 .  1 2) 
В некоторых случаях фор м а  ( 1 4 . 1 2 ) используется и в многоком
понентной смеси с р азными бинарными.  коэффициентами диффу
зии : ... 

g1 = - gD1 grad С1 •  
При этом так н азываемые обобщенные коэффициенты диффузии 
D; будут сложными функциями концентр аций и темпер атуры 
[22) .  Однако в ряде случаев такая запись диффузионного потока 
удобн а и мы будем ее использовать. 

Полученные ур авнения могут приближенно использоваться 
и в случае частично ионизированного газа ,  если принять, что 
электроны и ионы диффундируют совместно и объемный з аряд 
в газе отсутствует. Отклонение от этого условия приводит к воз-
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никновению электрического поля, стремящегося р ассеять объем
ный заряд. При  таком предположении концентр ации коэффици
енты диффузии и скорости расходования у соответствующих пар 
электрон - ион будут равны,  а ур а•в.нения диффузии - тожде
ственны. При вычислении диффузионных пото.ков при этом п ара  
ион  - электрон может р ассматриваться как одна частица,  не 
имеющая заряда,  но в общем случае  отличающаяся по своим 
свойствам от нейтр ального атома . Более подробно этот вопрос 
р ассмотрен в р а.боте ( 133]. 

14.2. УРАВ Н Е Н И Е  Э Н ЕР Г И И  

В ур авнении энергии в пограничном слое необходимо учесть 
выделение тепла в процессе химических реакций Нх и перенос 
химической энерг_ии путем диффузии . 

Поток тепла через единичную площадку в смеси газов опре
деляется теплопроводностью, потоком м ассы и диффузией [см .  
( 13.3 1 ) ] : 

_,. _ ....,... _., n _. 
q = - Л grad T +Q Vi + � gJi , . ( 14 .  13) 

i = l  т 
где i1 = S (ср)1dТ - термо�инамическая энтальпия i-го компо-

о нента; 
n 

i = � C1i1 - энтальпия смеси. 
1 

С учетом выделения тепла имеем вместо уравнения ( 1 3.36) 
ур авнение сохр анения энергии в фор ме 

div q = Р. ( ди )2 + и dp + Нх. (14. 14)  ду, dx 
Используя обычные допущения погр аничного слоя (см .  р азд. 
1 1 .2) , из ур авнений ( 1 4 . 1 3 )  и ( 1 4. 1 4 )  получаем 

с.и � +Qv �= _!_ (л дТ ) + Р. (· ди )z+ дх д-q ду ду ' ду 
( 14 . 1 5 )  

Здесь di = cpdT; ёр = � ( с);С1 - средняя теплоемкость смеси, 
Ур авнение ( 1 4 . 1 5) аналогично уравнению ( 1 3.38 ) . Для его ре•  
шения в общем случае необходимо определить · зависимость Нх 
от координат или от параметав течения,  а в некоторых случаях 
также и от времени.  Значение Нх, имеющего р азмер ность 
кДж/ (м3·с) , .связано •СО •скоростью расходования компонентов и 
определяется суммой теплот всех химических реакций в смеси. 
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Эти реакции могут протекать как с выделением, так и с погло
щением тепла . 

Для учета тепла химических реакций Нх удобнее всего вос
пользоваться: понятием полной энтальпии 

т 
li= S ( cp)1 dT+hx 1=i1+ hx i • ( 14 . 1 6) 

о 
Здесь hxi - тепло обр азования i-го компонента ,  р авное энергии, 
которую необходимо затратить, чтобы получить единицу м ассы 
данного вещества из элементов при температуре Т0• Например,  
при реакции горения водорода при некоторой темпер атуре То в 
кислороде выделяется тепло 

1 Н2+- 02=H20+Q0, ( 14 .  1 7) 2 
где Qo -тепловой эффект реакции при Т= То, отнесенный к од

ному килогр амму Н20 и измеряемый непосредствен
но в калориметре ;  

(hx)н,o=- Q0+ 2_iн.+_!_ io, - iн,o. ( 14. 1 8) 
18 9 

Величина hxi зависит от выбр анной системы отсчета .  Обычно 
в таблицах приводятся данные о теплоте образования из элемен
тов в том •состоянии,  кот.орое является у.стойчивым mри нор м аль
ных условиях Т = 288 К;  р = 0, 1  МПа.  При этом в р ассмотренном 
примере теплоты образования Н2 и 02 р авны нулю, а теплота об
р азования Н2О получается отрицательной.  

Из определения hxi следует, что при любой темпер атуре теп
ло всех химических реакций р авно 

n n n 

Нх= � wihx i +  � wiil= � w;f i .  
1 - 1  1 = 1 1 

( 14. 19) 

В этом легко убедиться, р ассмотрев реакцию ( 1 4 . 1 7 )  при произ
вольной темпер атуре Т: 

Hx=Wн.fн.+wo,l о.+wн,оlн,о. ( 14 .  20) 

Значение w бQльше нуля, если вещество р асходуется в процессе . 
реакции, и меньше нуля - для случая обр азования вещества .  
Подста·вляя равенство ( 1 4 . 1 6) в ур авнение ( 1 4 .20) , :получаем 

т т т 
Нх=Wн, .) (ср)н,dТ + wo, J (cp)o , dT +wн,о 5 ( ср)н,оdТ + 

о о о 
т т 

+wн.о (hх)н,о=Wн, J (ср)н,dТ +wo, 5 (cp)o,dT + 
т То То 

+w� .o 5 (ср)н,оdТ +(Q)т =т.=Qт, ( 14.  2 1 )  
То 
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где Qт - тепловой эффе·кт · реа,кции лри температуре Т. Таким 
n 

образом, значение � wi li в фор муле ( 1 4. 1 9 )  определяется тем, i = 1 
что теплоемкости исходных и конечных веществ, участвующих в 
химической реакции, р азличны и тепловой эффект реакции зави
сит от -температуры. В ряде случаев этим р азличием можно при
ближенно пренебречь и тогда из уравнения ( 1 4 . 1 9 )  получаем 

n 

Hx ::::::: � wihx l · i =1 
(14 . 22) 

Такое приближение часто используется в литературе [45, 1 1 5, 
1 08]. Однако в общем случае необходимо делать оценку допус-
каемых при этом ошибок. 

Следует заметить, что · в тер модинамических таблицах часто 
примимается ii = O не при Т = О, а при значении Т = То и давле
нии, р авном 0, 1 МПа. 

Используя ур авнения ( 1 4 . 1 4 )  и ( 1 4 . 1 9 ) , получаем уравнение 
энергии в виде 

(14 .  23) 

где Ai1 = i1 - li o · 
Из уравнения диффузии ( 14. 4) следует, что wi=- div (QVCi+ 

+gi ) · Тогда уравнение ( 14 . 23) может быть записано в виде [• � - - ] ( дu ) 2 dp � div q + � hx t  (QVC1 + gi ) = !J-
ду 

+ и 
dx + 

1 
Aitwi . 

( 14 .  24) 
Обозначив 

n 

qn =q+ � hx i (QVCi+gi ) , ( 14 .  25)  
1 

получаем ур авнение энергии 

( 14 . 2 6) 

-
Здесь Qп - полный поток энергии, учитывающий поток химиче-

екай энергии. 
С учетом уравнениЯ ( 1 4. 1 3 )  получаем 
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_,. n ... 

= - ЛgradT+QVI + �gtft · 
1 

Зд.есь 1 - полная энтальпия •смоси -

где 
т 

11 = J (cp)1dT +hx 1 • 

( 14. 27) 

( 14. 28) 

Используя равенство (14.28), выразим grad  Т через grad / : 
n n 

grad 1 = � 11 grad С1+  � С1 g rad l i = 
1 1 

n n 

= � 1 1  g rad С1 +  � С1 (ср)1 grad Т. 
1 l 

n 

Поскольку � С1 (ср)1 =ёр, получаем 
1 

Отсюда 

n 

grad 1 = ёр grad т + � lt grad ci. 
1 

n 

. gradT =..;._ grad 1 - � � 1 1 grad С1 • Ср Ср 1 

( 14. 29) 

( 14 . 30) 

( 14. 3 1 )  

Подставляя равенство (14.31) в уравнение (14.27), получаем 

Здесь Di - обобщенный коэффициент диффузии ; 

gl = - QDI grad С1 . ( 14. 33) 
Напоминаем, что при использовании р авенства ( 14.33) ,  следует 

447 



иметь в виду сложную зависимость Di от всех бинарных коэффи
циентов диффузии в соответствии с ур авнением ( 1 4 . 1 0 ) .  

Уравнение энергии с учетом уравнений ( 1 4 .26 ) и ( 1 4 .32) для 
двухмерной задачи имеет вид 

QU �+Qv !.!.. =!_ (!: !!..)+�'- (ди ) 2+и dр + 
дх д у ду с р д у д у дх 

+а: [ ; � �� e·pQ�i - 1) grad cl ] + � t:.iiwi . ( 14. 34) 
р 1 1 

Здесь 

Wt= - diV (QVCt+ it )= - QU дCl - QV дCt +!... (QDi дСt ) · дх ду i!y . ду 
Полученное ур авнение совместно с системой уравнений диф

фузии ( 1 4 .5 ) , уравнениями движения и неразрывности ( 1 4 .2 )  и 
( 1 4 . 1 )  полностью определяет течение  в погр аничном слое с хи
мическими реакциями. Для решения системы необходимо прив
лечь также систему ур а·внений, опреде.'Iяющих значения скоро
стей р асходования компонентов wi. Это могут быть в общем слу
чае ур авнения химической кинетики .  При достаточно больших 
значениях темпер атуры и давления состав смеси в каждой точке 
определяется ур а·внениями химического р авнове·сия и системой 
ур ав нений диффузии элемента ( 1 4 .9 ) , не содержащих wi. При
меры ·р ешения ур авнений л аминарного погр аничного •слоя • с  хи
мическими реакциями можно найти в р а<ботах [8, 26, 40, 45, 1 1 5] .  

14.3. КОЭФФ И ЦИ Е НТ ТЕПЛ ООТДАЧ И И Т Е ПЛ О В О й  ПОТОК 
НА Н Е П РО Н И ЦАЕМ О й  СТЕ Н К Е  

Раосмотрим ур авнен ие э нергии ( 1 4 .34) в частном случае, 

когда значения cpiD1 близки к 'единице и когда можно прене
бречь изменением теплоемкости веществ в процессе протекания 

. n 

химических реакций, т. е. когда � М 1w1 ::::::: О . При этом уравне-
1 

ние энергии примет вид такой же, как и в случае нереагирую
щей см•еси ( 1 1 . 1 6 ) , толь.ко роль термодинамической энтальпии 
Ср Т в нем будет играть по .. 1ная энта.'Iьпия / : 

Qи.!!.... + Qv.!!.... =_a (.j:_ �)+ �'- (  ди )2+и dp , ( 14. 35) дх ду ду ер ду ду dx 
где JA. - вязкость. 
Вводя понятие полной энтальпии тор можения 

1 u2 fo= l т 2 ( 14. 36) 
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и принимая значение P r =  JLCp/'A равным единице, получаем урав
нение энергии в виде -

дi о + -· r дi о .. r д ( л дi о ) (U - (:V -= - = - .  дх • ду ду Ср ду 
( 1 4. 37) 

Уравнение ( 1 4.37) аналогично соответствующему ур авнению 
энергии ( 1 1 .20)  :при отсутствии химических реакций и при зна
чении Pr = 1 ,  но  вместо темпер атуры торможения в нем стоит 
полная энтальпия торможения /0• 

Тепловой поток в стенку при у =О ( Л д/о ) 
qw= ёР�- ду w. 

Отсюда следует, что главное влияние химических реакций мо
жет быть учтено, если в формулах, полученных для р асчета теп
лообмена,  вместо энтальпии торможения to использовать полную 
энтальпию торможения /0• С учетом коэффициента восстановле
ния r формул а Ньютона вместо ( 1 3 .65)  приобретает вид 

где 

qw· = ( :J ue - lw) , (14. 38} 

n 

lw= I l iwCiw· 
1 . 

Если вместо формулы ( 1 4.38)  использовать обычную фор мулу 
Ньютона в виде qw= a ( Te-Tw) , то можно в ряде случаев допу
стить весьма существенную ошибку.  Например ,  в камерах сго
р ания ЖР Д устанавливается температура Те на уровне 3000-
3500 К. При этом вслед,ствИе ·Сильной диссоциации продукrоtt 
сгор ания часть химической энергии не переходит •в тепловую. Н а  
охлажденной стенке при  T�v � 1 000 К происходит ре�омбинация 
с выделением тепла .  Ра·счет без учета этого rrpoцecca приведет к 
ошибке, р авной примерно 50 % . Эта ошибка будет возра.стать 
при увеличении температуры газа и соответствующем возр аста
нии степени диссоциации. 

Как видно из формулы ( 1 4 .38 ) , для расчета необходимо знать 
значения Т1 и Сн, Т w и Ciw· Значения темпер атур Т1 и Т w мо
гут быть заданы или вычислены из условий обтекания тела и теп
J1Ового баланса на поверхности. Значения концентр ации компо
нентов на стенке и на гр анице погр аничного слоя зависят от ус
ловий протекания химических р еакций. Предельными случаями, 
характеризующими эти условия, являются так н азываемые х и
:м и .  ч е с ·к и р а в н о в е с н ы е и з а м о р о ж е н н ы е т е ч е
н и я.  
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И.4. ХИМИЧЕСК И  РАВ Н О В ЕС Н Ы й  ПОГРА Н И Ч Н Ы й  СЛ О Я  

В случае химически р авновесного течения предполагается, 
i!To скорости химических реакций настолько велики, что в каж
дой точке погр аничного слоя устанавливается состав , соответст
вующий химическому р авновесию при данном давлении,  темпе
ратуре и соотношении элементов . 

Для решения задачи при  этом испо.1ьзуется ур авнение  энер 
rии ( 1 4 .34 ) , ур авнение диффузии элементов ( 1 4 .9)  и ур авнение 
закона действующих м асс. Следует указать, что полное ре
шение в общем с.1учае системы ур авнений з атрудняется: недос
таточностью сведений о физических свойствах среды и ,  особенно, 
g коэффициентах переноса f!, 'А, Di ·  

· 
На непроницаемой � химически нейтральной поверхности во 

многих с.1учаях соотношение э.'Iементов в смеси внутри погр а
вичноrо слоя остается неизменным,  равным соотношению вне 
:пограничного слоя. При этом ур авнения ( 1 4 .9 )  могут быть иск
лючены из · р ассмотрения,  а значения энтальпии l = f ( T, р ) могут 
быть зар анее вычислены для газа внешнего потока из условий 
химического р авновесия .  В э то м  случае значения /1 и /1v опре
деляются по значениям Т1 и T1v по з ар анее вычисленным табли
цам . Примеры решения ур авнений в такой постановке и ср авне
.ние с экспериментами даны в р аботах [ 1 6, 45, 1 1 5] .  

14.5. ХИМ И Ч ЕСКИ Н Е РА В НО В ЕСНОЕ Т ЕЧ Е Н И Е  НА 
КАТАЛ ИТ И Ч ЕС КО Я  СТЕ Н КЕ 

В пределе для таких течений предполагается , что в погр анич
вом слое химические реакции не протекают (заморожены} , а на 
стенке, обл адающей каталитической способностью, увеличивать 
скорость химических реакций, устанавливается химиче.ское раз
иовеси�. 

Многочисленные расчеты [45 , 52, 1 1 5, 1 33] показывают, что 
значения теплового потока при одних и тех же значениях /1 и 
lw практически совпадают с расчетными,  выполненными в пред
положении, что течение в погр аничном слое химически р авно
веснр. Отсюда следует также, что и в случае медленноr:о проте
кания химических реакций в погр аничном слое, определяемого 
химической кинетикой, но при услQвии,  что стенка каталитиче· 
�кая, может быть использована формула ( 1 4 .38) с теми  же са
мыми значениями /1 и fw при соответствующих значениях Т1 и 
Т w ·и с теми же 'Величинами а/ер .  Значения а/ер могут ·быть взп 
из решений или экспlери�ентов для случая течения негеагирую
щеrо газа .  

Наиболее подробные р асчеты проведень1 для погр аничного 
�лоя в диссоциированном воздухе при  обтекании пластины и в 
Фкрестности передней критической точки в р аботах [ 1 6, 22, 45, 
1 19, 1 37]. 

· ею  



1 4:5. П Р ИМЕРЫ РАСЧ ЕТА Т Е ПЛ О О БМ ЕНА В Р ЕАГИ РУЮЩЕП СМЕСИ 

1 4.6. 1 .  Химически равновесное течение 

Как указывалось выше, для р авновесного течения система 
уравнений ( 1 4.5 ) , ( 1 4 .30) может быть существенно уп рощена. 
если пренебречь изменением соотношения элементов поперек 
пограничного слоя. Такое предположение строго спр аведливо для 
бинарной смеси (например,  если принять, что в диссоциировап
ном воздухе смесь можно р азделить на две группы-молекулы: 
и атомы )  и для многокомпонентной смеси, где все коэффициен
ты диффузии р авны.  При этом в ,каждой точке 1 = 1  (Т ) ; Ci = 
= Ci (Т )  - заданные функции энтальпии и концентр ации or 
темпер атуры,  определяющиеся заранее из условий р а в новеси я:. 
Эффективным методом решения в этом случ ае я вю1стся м е т ::> д  
п о л н ы х •к о э ф ф и ц и е н т о в .  

Тепловой поток, переносимый в погр аничном слое теплопро
водностью и диффузией ( 1 4 .27) , 

n 

q =  - л  ат + � (!, g, ). ду � (14. 39) 
1 

Но из ур авнения ( 1 4 . 1 0 )  с учетом того, что Ci = Ci (T ) , получаем 

g1u = � :� e D;1 :u (C1m) = {� :� eD;1 X 
J j Х[ д (СJт) l } .!!:.... ( 14. 40} дТ . Р д у 

Для случая  равновесного течения,  при указанных выше предпо
ложениях, в поперечном сечении погр аничного слоя Cjm =f (T) 
и все выр ажение в фигурных скобках является функцией темпе
р атуры .  Тогда, используя ур авнение ( 1 4 .39 ) , получаем 

г д� 

дТ дТ q = - (Л+Лх) ду = - ЛэФ ду , ( 14. 41 }  

"Ах = -�11 � =� QD�1 ( д�;т) . 
i = 1 J р 

( 14. 42} 

При выооrшх темпер атур ах Лх может быть ·ВО много р аз больше. 
чем Л. Аналогично определяется ( ср ) эФ = (d1fdТ) р - полнаи 
удельн ая теплоемкость, учитывающая тепло химических реак
ций. Из р авенства  ( 1 4 .28) ·СЛед)'lет, что 

( 14. 43} 
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ко- Рис. 1 4.2. Зависимость полной энтальЛзФ пии 1 воздуха от температуры (обоз
начения по рис. 1 4 . 1 ) 

Рис. 1 4. 1 .  Зависимость полного 
эффициента теплопроводности 

воздуха от темпер атуры :  
1-р=О, ! МПа ;  2-p= l ,O МПа;  3-'Р=!О МПа 

, to 12 т·tо-� к 
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Рис. 1 4.3. Зависимость 
полной теплоемкости воз
духа (ср ) зФ от темпера
туры ( обозначения по 

рис .  1 4. 1 ) 



Первый член представляет собой теплоемкость з амороженной 
смеси, а второй учитывает влияние химических реакций. Значе
ния fэФ и ( ср ) эФ для воздуха представлены ·В р аботе [ 1 1 4] . 

На  р ис. 1 4 . 1 приведеньi результаты р асчета полной (эффек
'Тивной ) теплопроводности (ЛэФ ) для воздуха в диапазоне тем

, nератур от 500 до 1 5  000 К. 
Н а  рис. 1 4 .2 и 1 4.3 представлены р асчетные з ависимости пол

ной энтальпии 1 и полной удельной те'плоемкости ( ср) эФ возду
ха в широком диапазоне темпер атур (от 500 до 1 5  000 К) . 

Используя метод полных коэффициентов для случаев, когда 
можно пр иближенно считать элементарный состав постоянным, 
систему ур авнений равновесного погр аничного слоя можно при
вести к следующим трем дифф еренциальным ур авнениям . _ 

1 .  Ур авнение нер азрывности для смеси 

д (Qиft) + д (QvRk) О, 04. 44) 
. дх ду 

rде k = O - для плоского течения ;  
k = 1 - дая осесимметричного течения .  

2. Ур авнение движения 

QU ди +Qv ди 
= _ · dp + �  (tJ. ди )· 

дх ду dx д,у ду 
( 1 4. 45) 

3. ·Уравнение энергии 

еи д! о + Qv д! о = -д [ : лэф д! о 1 _!_ [(J. ( l --1- ) и д (.!!!... ) ] 
дх ду ду (ср)эф ду + ду РrЭФ ду 2 • 

. -
( 1 4. 46) 

Эти уравнения аналогичны ура1внениям 1погр аничного <:Лоя для 
nотока однородного газа с большими скоростя-мй,  в которых 
вместо истинных коэффициентов используются полные коэффи-
циенты и в ур авнении энергии ·вместо теплосодержания т ' 

i0 = � cPdT + и� используется энтальпия торможения fo реагиру-
о 

. 

ющей смеси f!O формуле ( 1 4 .36) . 
Есл и известны за·висимости вязкости ·СМеси газов (рис .  1 4 .4)  и 

р fL (Ср)эф эффективного числа Прандтля rэФ= ( рис.  1 4.5 )  от 
Аэф 

темпер атуры, решение системы ур авнений ( 1 4 .44) - ( 1 4 .46) мо
жет быть получено н а  ЭВЦМ. З адачи подобного типа для слу
чая обтекания передней кр итической точки тела гиперзвуковым 
потоком газ а (воздуха, азота ) были решены в р аботе [ 1 6] .  Р ас
четы теплообмена от высокотемпер атурного газа к стенке были 
выполнены в широком диапазоне изменения энтальпии тормо
жени11 [/1 = (2+ 1 1 5) · 1 03 кДж/ кг], давления тор можения (Ро = 
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2 6 8 fO 

J 

f2 т:tО� К 

Рис. 14 .4 .  З ависимость 
вязкости от температУ
ры (обозначения по рис. 

1 4.- 1 ) 

Рис. 1 4 .5. З ависимость эффективного числа Пранд.тля для 
воздуха от температуры (обозначения по рис. 1 4. 1 )  



= 1 0- 1 ...;- 1 0  МПа) и темпер атуры стенки ( Tw = 500-;-2500 К) . 
Этот диапазон по энтальпии торможения и давлению охватыва 
€ Т  как  область диссоциации, так  и область частичной ионизации. 
Распростр анение ур авнений ( 1 4 .44 ) - ( 1 4 .46) на область иони
з ации является приближенным.  Основанием для �того является, 
во-первых, предположение о постоянстве элементарного состава 
поперек погр аничного слоя,  что в случае непроницаемой поверх
ности, не  вступающей в химические . реакции с внешним пото
ком, не  вносит серьезных погрешностей в конечные результаты 
ра,счета .  Кроме того, цспользуе11ся предположение, что в частич
но ионизованном газе,  состоящем из нейтр альных и заряженных 
частиц, ион и электрон в смеси диффундируют совместно, при
чем принимается, что не происходит заметного изменения эле
ментарного состава 'Попер,ек пограничного ,слоя . Подробное обос
нование такой ,схемы р а счета дано в труде [ 1 33]. Спр аведли
вость указ анных предположений подтверждается также хоро
шим совпадением результатов расчетов и экспер иментов,  
проведеиных в этом диапазоне темпер атур . Результаты р асче�ов 
обраб атывались в форме зависимости параметр а теплообмена 
(Nu/ V Re) w от определяющих критериев [М, Рrэф, (lwfle) ] . 
Для области диссоциации были получен�?I следующие критери
альвые ур авнения. Для плоской пластины 

где 

(;;е )w =0,332(Р:эф)WК, 

К= ( �J-*Q* ) 1/3 ( /1-1!!1 ) 1/15lwfle �J-w !!w �J-*Q* 

( 14 . 47) 

( 14. 48) 

- параметр, учитывающий влияние сжимаемости н а  теплообмен.  
Для р асчета теплообмена в окрестности передней критиче

ской точки тела ,  омываемого потоком диссоциированного газа ,  
можно пользоваться одним из следующих двух критериальных 
ур авнений : 

ИJIИ 

( Nu ) =0 763 (Pr )0,4 ( /1-1!! 1 )0,4 
YRe w ' эф w P.w!!w 

( Nu ) = 0,7 1 2 ( 1 + o,os�)Pr,�4 ( �J-I!! t )113. 
YRe w le ' /Jow!!w 

( 14 .  49) 

( 14 .  50) 

Для р асчета теплообмена в области ионизации (при  темпе
ратур ах торможения � 9 · 1 03 К) критериальными ур авнениями 
( 1 4 .47 ) - ( 1 4.50) пользоваться нельзя.  Экстр аполяция результа
тов р асчета по этим уравнениям в область ионизации дает суще
ственную ошибку. На рис. 1 4 .6 представлена з ависимость пара 
метр а  теплообмена для обл асти ионизации, отнесенного к пара :  
метру теплообмена при �Q = Const, от  безр азмерной величины 
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J.LtPtf ( J.twQw) , учитывающей сжимаемость газа .  Н а  этом же ри-. 
сунке н анесены результаты, полученные в работе (45] для - обла
сти диссоциации и в работе { 1 37] - для области ионизации. Вид
но, что в области диссоциации результаты расчета теплообмена 
по уравнениям ( 1 4 .49 ) и ( 1 4 .50) хорошо совпадают. Экстраполя
ция ж е  кривой ( 1 4.50) в области ионизации приводит...к сущест-. -

J-� 'Р"' - �� ... 
·- � • .};J.-� � 

- � /)tt.Pt�w..Pw)J 
....... 1 
- - 0,2 49 �б 0,8 f 

flt.Pt/(Pw..Pw) 
Рис. 1 4  6. Зависимость параметр а теплообмена 

Nuw 
0 , 7 12 (1 + 0 , 08/ wfle) ReYv5Pr�4 от па раметра 

/LJQJ 
fl-wQw 

!:> • [45 ] ,  • [ 16 ] ,  о [ 137] 

венному р асхождению с расчетными { 1 6] и экспериментальными 
[ 1 1 9] данными, полученными для этой области. В области час
тичной ионизации (Т= (9-;- 1 5 )  · 1 0З К] лучшие р езультаты дают 
следующие критери аJiьные уравнения [ 1 6] : · 

( Nu \ = 0 763 (0 75+ 2 73 - I 0-2 Tw ) (Pr )0,4 (.1:&_) 0' 1�5 . 
YRe lw ' ' ' 273 эф w ILw Qw 

( 14. 5 1 ) 
В случае обтекания поверхности потоком частично ионизован

ного азота, можно использовать следующее критериальное урав
нение :  · 
( Nu ) = 0 763 (0 74+ 1 28 - 1 0-2 Tw ) (Pr )0 ·4 (� ) 0' 16• ( 1 4. 52) YRe w ' ' ' 273 эф w 11-w Qw 

Зная параметр теплообмена ,  легко ра·ссчитать величину теп
лового потока, так как они связаны между собой соотношением 

qw
= (�u ) -. f fLwQwut (!е - lw) . 

YRe w V х (Рrэф)w 
( 1 4. 53) 

Н а  рис.  1 4 .7  представлена з ависимость приведеиного теплово
го потока в окрестности передней критической точки тела ,  омы-
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ваемого потоком высокотемпературного воздуха . В облас.ти дис
социации р асчет теплового потока осуществлялся по ур авнению 

qw ( Ro )112 \ 0,7 1 2 ( 1 + 0,08 Iw ) · PJ:� (tJ-1Ql)1'3X Ро 
le - ,, ( 2р� )1/4 1 

XCtJowQw)116 ( lol- lw) � УРо • 

где R.o - р адиус з атупления тела в м . 
(Здесь Ро выр ажено- в П а· 1 05 )  

f/w (Ки/Ри,) fh.ш-'fквт !f-t:И. п а  о.; 
f§ 

( 14 . 54) 

t lr v 
f3 

Рис. 1 4 .7 .  З ависим�сть ff 
приведеиного теплового 
потока qw (Ro/Po) 112 от 9 
энтальпии торможения 
Io по р азличным р або- 7 там: 

• (45] ,  х [ 1 13 ] ,  • [ 1 19 ]  

J 

t 

/ 
,1 14 

• � / 'v? '!r 

/ �� 

v 
J 

[7 

-О f 2 J 4 s 5 7 8 9 1,-10 :кJJжjке 

В этой области теоретические результаты (кривая 1 ) очень хо
рошо сов·падают с экспер иментальными [45, 1 1 3 ,  1 1 9] .  

В обла сти частичной ионизации ·р асчет теплового потока 
производился по критериальному ур авнению, полученному в р а
боте [ 1 6] :  

qw ( Ro ) 1/2 =0, 763 (0,75+2,73 · 10-2 Tw ) (PrэФ)'Wo,в (l'-1!2t)o,lssx Ро . 273 
2 ' 

х(  )0, 315 ( /  - 1 ) (�)1/4 _1 _ ,1'-wQw ot w ��- • Qo r Ро ( 1 4 . :55) 
Ср авнение результа'Гов р асчета с экспериментальными дан

ными [ 1 1 9] ,  полученными н а  электроразрядных ударных трубах, 
показало хорошее совпадение. 

14.6.2. ХимиЧески замороЖенное течение в пограничном слое 
на каталитической стенке . . 

При обтекании поверхности высокотемпературным химически 
замороженным потоком теплообмен будет определяться состоя-
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нием поверхности, так как химические реакции могут проходить 
только на поверхности тела вследствие ее каталитического дей
ствия (рис. 1 4 .8 ) . Решения системы ур авнений для заморQженно
го л аминарного пограничного слоя были выполнены в работах 
[ 45] и [22, 40], где приведены .корреляционные ур авнения для 
расчета теплообмена в данных условиях. Результаты расчета по-

D;N 
' 

,р8 А Dz-20,-tlr-!H.' 
) J11o 9о2 9Nz 

. Oz;H,� 110 t t �-:�� 
х о+н -н о  

Рис. H.S. Случай хими
чески неравновесного те
чения воздуха в погра-

ничном слое 

казали, что на каталитической поверхности (скорости рекомби
нации на поверхности достаточно велики ) не н аблюд�ется зна
чительного изменения параметра теплообмен а  (рис. 1 4 .9)  с из
менением пара�етр а рекомбинации С1, характеризующего ско
рость химической реакции. Параметр С1 [45] представляет собой 
отношение характерного времени течения к характерному вре
мени химической реакции (диссоциации ) . ,Если С1 велико, тече-

{Nu/ffe) 
q5 

'-

w 

. 

. __.  

f 
2.,.. � 

�� 
- - - -q f 10·6 10 'G 10-# 10 3 fO 2 1() 1 10° 10 1 101 t1 

Рис. 1 4.9. Изменение nараметра теплообмена
· (Nui)'Re) w в 

критической точке тела в зависимости от параметра скоро
сти рекомбинации ( С 1 ) : 

/--каталитическая поверхность; 2--некаталитическая поверхность 

ние близко к равновесному; если значение С1 м ало - течение 
«замороженное». На рис. 1 4 .9 видно, что в случае каталитиче
ской поверхности параметр теплообмена для замороженного те
чения отличается несущественно от параметр а теплообмена при 
р авновесном течении.  Тот же результат получается при расчете 
нер авновесного погр аничного слоя [52 , 40]. Если стенка катали
тическая и на  ней у·станавли.вается тер мамеханическое равно'Ве
сие, то результаты расчета теплообмена для ·случая нер авновес
ного течения, .как показано .в работе [52] , отличают.ся от равно-

ВеСИОГО течевия не более чем н а  2 % .  • 
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Если стенка некаталитическая (предположительно - некото
рые стекловидные м атериалы, окислы) , т .  е .  если поверхность 
препятствует рекомбинации атомов, тогда может быть достигну
то значительное снижение величины теплового потока ( кривая 
2) . Это снижение вызвано образованием около стенки слоя нере-

f} (),5 

Рис. 1 4. 1 0.. Распределение теплового потока по обр азую
щей сферы при обтекании потоком диссоциированного 

воздуха : 
о-метод -�'э ф •  

6. 
-метод локального подобия 

комбинированных атомов, препятствующих диффузии легких 
частиц к поверхности, вследствие чего уменьшается перенос теп
.rr а к 'стенке диффузией и ,  таким обр азом, уменьшается общий 
тепловой поток к поверхности. 

При расчете 
'теплообмена вдоль криволинейной поверхности, 

обтекаемой высокотемпературным потоком Газа ,  в котором про
исходят физико-химические процессы: можно использов ать ме
тод эффективной длины (см . гл . X I  и X I I ) . На рис.  1 4 . 1 0  пред
ставлены результаты р асчета теплообмена вдоль сферы,  выпол
ненного в р аботе 1[45] для р авновесного течения в погр аничном 
слое. Здесь нанесены результаты расчета величины теплового по
тока по обр азующей сферы с использованием приближенного ме
тода эффективной длины . 

14 .7. РАС Ч ЕТ ТЕПЛООБМ Е НА В РЕАГИРУЮЩЕМ ГАЗ Е НА 
П РО Н И ЦАЕМО й  П О ВЕРХ НОСТ И  

Все сделанные выше выводы о влиянии химических реакций 
остаются справедливыми и при движении  газа вдоль пористой 
поверхности. При этом влияние подачи м ассы на значение коэф
фициента теплоотдачи может быть учтено при 'Использовании 
формул ( 1 3.87) ; ( 1 3.89) - ( 1 3 .9 1 ) . 
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Однако в отличие от течения вдоль непроницаемой поверха ности выражение qw = - Ue - fw) определяет полный поток 
Ср 

энергии к стенке, который отличается от теплового потока qст . 
идущего непосредственно в стенку. 

Действительно, из условия баланса энергии (рис .  1 4. 1 1 )  с.1е
дует : 

( 14. 56) 

Рис. 1 4 . 1 1 . Баланс теnла 
н а  проницаемой поверх
ности при обтекании те
ла высокотемпер атvр-

ным потоком газ а  

г.це (/охл ) о - энтальпия охладителя при его начальной тем-
. пер атуре ;  

G = QwVw - м ассовый расход охладителя в единицу времени 
через единицу площади. 

Количество тепла,  з атраченное на подогрев охладителя, опреде
ля-ется по подогр еву охладителя внутри стенки:  

'qcт =f!wVw!::.fox,,л = QwVw [(foxл)w - Uохл)о] , ( 14. 57) 

где (/охл ) w - энтальпия охлаДителя прИ темпер атуре, равной 
температуре стенки ( (loxл ) w =F lw] . Значение 1'1/охл определяет 
повышение энтальпии охладителя внутри стенки. Если р ассм ат
ривае'l\ся сублимирующее вещест.во ,  то значение 1'1/охл включае г 
в себя также теплоту подогрева тела до темпер атуры суб.'Iима
ции и тепло сублимации.  

Из ср авнения уравнений ( 1 4 .56)  и ( 1 4 .57)  следует, что 

qст = ..!!:__ ( le - fw) - QwVw [fw - Uuxл)w] , ( 14. 58) 
Ср 

т. е. часть подведенной к стенке энергии затр ачивается н а  ко:о.t 
пенсацию скачка энтальпии,  происходящего, когда газ выходит 
из стенки. 

Уравнение ( 1 4 .58)  справедливо при любом законе протека
ния химических реакций в пограничном слое, в том числе и в 
случаях химически не

-
р авновесных и замороженных течений. 

когда реакция вообще не протекает. 
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Наиболее просто значен�е qст определить, если химические 
реакции протекают на стенке, а течение в погр аничном слое мо
жет р ассм атриваться ка•к замороженное и, принять условие 
аналогии между тепло- и массообменом, справедливое при  
Le = 1 . 

Условие баланса массы н а  стенке для i-го компонента смеси 
имеет вид (рис .  1 4 . 1 2 )  

· 
( 14 .  59) 

Здесь ( -giw) - диффузионный поток i-го компонента , от стен
ки ;  

Рпс. 1 4  1 2 .  Баланс массы 
для i-ro компонента газа 
на проницаемой поверх
ности прц наличии хими
ческих реакций на по-

верхности 

!/ 

.Р w Vw G;·охл 
• Ciox::r -_- концентр ацщi t-го компонента внутри стенки;  

й = QwVw· ( 14. 60) 

Умножая все ур авнения ( 1 4 .59 )  н а  fнv и суммируя, получаем 
n n 

QwVw [Uoxл)w - 1\v] = - � gtw f ;w +  � WJ;w · 
. 

1 = 1 1 = 1 
( 14 .  6 1 ) 

Испо.тi ьзуя аналогию между тепло- и м ассообменом, получа
ем 

и 

- ( 14 .  62) 

n n 

tJwVw [Uoxл)w - fw] = ;Р fw - �Cilliw+ � W; f;w · (14. 63) 
1 = 1 1 = 1 

Подставляя р авенство ( 1 4 .63 ) в ур авнение ( 1 4 .58) , имеем 

q., � :, [ � C.,(I" - 11wJ + r :1 ] +  .t, w1 ,11w � 

= .!!:.__ ( fe - /� ) + Нх. ( 14 .  64 )  
Ср 
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Первый член уравнения (14.64) р авен тепловому потоку, по
ступающему в стенку при отсутств.ии химических реакций, но 
при вдуве вещества ;  I'w - полная энтальпия газа ,  имеющего 
состав внешнего потока при T = Tw. Выражение (14.64 ) анало
r и ч н о  выражению ( 13.65 ) . 

Второй член р авен теплу, выделяемому в процессе реакции. 
При м алой интенсивности подачи вещества через стенку оно пол
ностью р асходуется на  поверхности и реакции будут происхо
дить н а  стенке. 

Значение Нх опреде.тrяется секундным расходом G через пори
стую стенку, полнотой реакции и тепЛ'отой, ·ВЫделяющейся при 
соединении охладителя с газом внешнего потока .  При определен
ном значении G= Gпред, соответствующем стехиометрическому 
соотношению в реакции между подаваемым охладителем и внеш
ним по·юком ,  тепл-овой эффект на стенке будет м аксимальным, 
равным (Hx) max· При дальнейшем увеличении G > Gпред зона ре
акции будет смещаться внутрь погр аничного слоя . 

Положение зоны реакции будет ·определяться условием, что 
диффузионные потоки, поступающие с двух сторон в нее, нахо
дятся в стехиометрическом соотношении.  Р ассмотрим метод оп
ределения qст для этого случая .  

Пусть в смеси газов присутствуют n компонентов, вступаю
щих в химические реакции .  В качестве пример а р ассмотрим  про
стейший случай ,  когда число реакций l= 1. При этом все компо
ненты связаны между собой стехиометрическими  коэффициента
ми. Если р асход одного из компонентов WJ, участвующих в реак
ции, принять равным единице, то относительный р асход i-го 
компонента равен 

Wj 
E t = -. (14. 65) 

W j  

Условие ба.'Iанса м ассы на пористой стенке для i-го компонента 
OCt oxл = GCtw - gtw + wt . (14. 66) 

Умножив все ур авнения ( 14.66) на  Ei и вычтя из них уравнение 
( 1 4.66) , при i=j получаем (п-1) ур авнение, не  содерж ащее 
wi : 

O (Ci ox,1 "- ; - Cj ox.1) = 0  (С1wв1 - C1w) -- g1we1 + gJW• (14. 67)  
В данном с.'Iучае нельзя воспользоваться формулой 

а 
-g�w = - (C1w - С11) , поскольку внутри пограничного слоя в зоне 

с 

rорения С:г= О и giw будет больше, чем значение, определяемое 
формулой (14.62}. Фор мально к ур авнению (14.67) может -быть 
присоединено ура внение при t = j, являющее.ся тождеством.  Од
нако, как показано в р аботе [3], из выр ажений (14.5) и ( 1 4 .37) 
nри Le = 1 и Pr = 1 можно получить 

!0 - lw (Cts ; - Cj) - (Ctwsi - Cjw) 

/01 - lw [ (Cie i ) l - Cj!] - (C1wsl - Cjw) 
( 14. 68) 



Легко видеть, что после умножения уравнений ( 1 4 .5 )  на  ei и вы
читания ур авнения, содержащего члены с индексом «j», получа
ем систему ур авнений, не содержащих wi . Из сравнения этих 
ур авнений с ур авнением ( 1 4 .37 ) получаем ур авнение ( 1 4.68) 11. 
условие аналогии между тепло- и м ассообменом, которое в слу
чае химических реакций может быть представ.1ено в виде 

lo t - lw 

а 

Ср 
( 14. 69) 

Подставляя giwei+gзw из р авенства ( 1 4 .69 ) в уравнеии� 
( 1 4 .67) и деля на  ei , получим 

О(С ·  - Сj охл)- ОС . - 0  Cjw + � [ (с · - Cjw ) -l охл - 1 W 1W E l E l Ср E l 

( 14. 70) 
Отсюда , сум мируя n ур авнений ( 1 4 .70 ) (включая ур авнение при 
i =j ) , умноженных на liw, получаем 

0 [(/oxл )w - fw] = O (i: cl oxлf iw - i: clwf нv )= 
i - !  1 - 1 

. �� n n 

ос � 1 I W ОС � 1 i W _j_ а � С f = j охл -- - jW -- 1 - IW iW -
EI E l Ср 1 = 1 1 = 1 1 = 1 

Подставляя выр ажение ( 1 4 .7 1 )  в ур авнение ( 1 4 .58) и учи-
n n 

тывая ,  что fw = � c,wflw 
1 - 1 

и /� = � Cilflw • 1 = 1 
получаем 

n 

qcт =� (le - 1�)+ � f lw -1 Х 
Ср E l 1 = 1 Х[ О (Сj охл - Cjw) +  ;Р (Cjl - Cjw)} 

Выр ажение 

( 14.  72) 

( 14. 73) 



- тепловой эффект реакции, отнесенный к единице м ассы j-го 
компонента , изр асходованного в реакции при температуре стен -

п 

ки. Из условия ( 1 4 . 1 9 )  Hxw= I wJiw· Разделив н а  w; пpa
i = l  

n 

:вую и левую части �того р авенства ,  имеем H;.w = � 1:iw = 
. J l = l 

= (Hxj)w· Отсюда 
qст =�( fe - I'w)+ (Hxj)w [а (Cj 0x,1 - Cjw)+� (Cjl- Cjw )J . 

Ср 1 
, 

Ср 

( 14 .  74) 
Полученное выр ажение справедливо при условии р авенства ко
эффициентов тешю- и м а·ссообмена (Le � 1 ) ,  что, ·вообще гqворя,  
:в многокомпонентной смеси выполняется только приближенно. 

При выполнении указанного условия формула ( 1 4 .74 ) спра 
ведлива как при  химической реакции во фронте горения , так и 
nри р авновесных химических реакциях во всем пограничном 
слое. Таким образом, при достаточно большой скорости химиче
ских реакций теплообмен целиком определяется тепловым эф
фектом реакции на стенке и условиями на  гр аницах погранично
rо слоя вне з ависимости от того, где реакции в действительно
сти протекают. 

В качестве компонента с индексом j может быть выбран любой, участвую
щий в реакции. Например, если через пористую поверхность подается горючее 
вещество, а во внешней среде присутствуют окислител ь, то, приняв окислите.1ь 
в качестве компонента с индексом j, при Cj о х л =О и Cj w =O, т. е. при до
статочном количестве поданного через стенку горючего, имеем 

. а ( ' ) qст = -- le + llfx - lw ' 
Ср 

( 14 . 75) 
rде 11/х = (Нх) окСн вне зависимости от положения зоны горения в погранич
ном слое. 

Если концентрация окислителя у стенки бол ьше нуля nри малой интенсив
ности подачи горючего, то в качестве ко�понента с индексом j удобнее при
нять горючее. Тогда  С1 о х л =О, C j 1 =0 и 

qст = � (Ie - I'w) + (Нх)горGСj охл · Ср ( 1 4 .  76) 

Здесь второй член определяет количество тепла, выделяющегося nри полно�! 
сrорании горючего, подавае�ого через стенку; С, о х л  в общем случае может 
быть и· меньше единицы. 

Если обозначить L - стехиометрическое отношение между количеством 
окислителя и горючего в реакции, то 

(Нх)г о р  = L (Нх)ок · 
При непрерывном увеличении значения G от нуля до G = Gпред, когда концентрации горючего и окислителя на стенке становятся равными нулю, т. е. 

(С w )  г о р = (С w ) о к =0, первый член в уравнении ( 1 4. 76) уменьш ается иэ-за  
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уменьшения а/ер при вдуве, а второй член непрерывно р астет. При G > Gпред,  
(C w  ) г а р :>О, а ( C w ) а н = О. Используя в этом случае формулу ( 1 4.75) , получа
ем, что тепловой поток в стенку должен непрерывно снижаться из-за- умень-- _ (' m 1 ) 1/З 
шения а/ер . Примерный вид зависимости qс т  от G m w представлен на 

. , _  qст 
рис. 1 4 . 1 3, где qст� = , . Численные расчеты ламинарного (а/ср)о ( 1 е - 1 w) 
пограничного слоя на проницаемой поверхности ПFИ наличии фронта горения 
проведены в работе [ 1 36] и др. 

Полученное выр аже: -7. 
ние ( 1 4 .74 )  легко р а с- r ст 
простр аняется и на слу
чай нескольких химиче·С· 
ких реакций в .сшJе. 

Следует 'В заключение· 
у•казать, что если ско· 
рость протекания химн· 
ческих реакций недоста 
точна ,  наприм·ер ,  в р вз· 
режеином газе или пр_I 
низких темпер атурах га ·  
за ,  теплота реакции бу· 
дет р еализоваться не пол· 
ностью и значение Нх 
будет уменьшаться . Та 
ким обр азом,  фор мулы 
( 1 4 .75)  И ( 1 4 .76) ЯВЛЯ•  
ю.тся менее общими,  чем 
фор мула ( 1 4 .58) , пригод· 
ная во всех случаях. 

Полученные в этом 
р азделе фор мулы 
( 1 4 .58) , ( 1 4 .64 )  и ( 1 4 .74 ) 
я вляются наиболее об
щими для расчета тепло
об:о.r ена •с учетом влиянин 

Рис .  1 4. 1 3. З ависимость теплового потока в 
стенку Qс т от вдува газа G 

бо.'Iьших скоростей, химических реакций и подачи м ассы от по
верхности. 

Значение а0/ср в первом приближении может определяться 
по формулам ламинарного или турбулентного слоя (см. гл. XI и 
XI I ) . 

Отношение � � � входит в формулы ( 1 3 .87; 1 3 .89-ср Ср 
1 3 .9 1 ) .  При  пр именении для определения ао/ср аппр оксимацион.
ных формул типа ( 14 .50) лучшие результаты дает использование 

2 
, ul в них отношения энтальпий 1 w!1e вместо Tw/Te, где fe=I1 +r2 . 

Для л аминарного слоя r :::::. VPr, а для турбулент�ого r � Pr113• 
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n 
Величина /1 = � /11Cil  опреде.rJЯется по составу вне погр а 

t - 1  
n 

ничного слоя и темпер атуре Т1 ; 1�= � 1 1wC11 определяется по 
i = l 

составу вне погр аничного слоя и температуре стенки '.[ w ;  Нх 
теплота реакции между веществом ,  подаваемым от стенки, и 
внешним потоком , взятым в стехиометрическом соотношении. 
Расчет производится в следующе� порядке. 

При  заданном значении темпер атуры стенки Т w определяет
ся р аспр ,'деление а0/ср по поверхности тела .  

Условие  баланса тепла в пренебрежении р адиационнными 
потоками  Qст = G/J.loxл· 

Используя фор мулы ( 1 4 .75) , ( 1 3 .87) , ( 1 3 .89) или ( 1 3 .9 1 ) , 
имеем 

где ( 14 .  77) 

Зна чение G определяет количество охладителя, необходимое для 
поддержания темпер атуры Тп·. 

Если значение G < Gпред. то используется формула ( 1 4 .76) и 
тогда 

Аlак + В  [!е - 1\v + (Нх)rорС} охл ] 
( 14 .  78) 

Следует, однако, иметь ·в виду, что при высоких темпер атур ах 
болыnое значение могут иметь лучистые потоки от гор ячего га
з а к стенке и излучение от стенки. Расчет теплообмена  и тепло
вой защиты в таких случаях существенно усложняется . 

Рекомендуемая литература :  
основная : [5, 45, 1 1 5] ;  . 
дополнительная :  [2, 3, 8, 1 6, 22, 26, 37, 40, 43, 44, 52, 60, 87, 93, 1 08, 1 1 3. 

1 1 4, 1 1 9, 1 33, 1 35, 1 36, 1 37] . 



Г Л А В А X V  

Т Е ПЛ О О БМЕ Н НА П О В Е РХ Н О СТЯ Х Л ЕТАТ ЕЛ Ь Н ЫХ 
А П ПАРАТО В  П Р И Т Р ЕХМ ЕР Н ОМ О БТ Е КА Н И И  

l l 
Во многих случаях течение вблизи поверхности тела являет

ся трехмерным.  Это наблюдается при полете летательных аппа
р атов, при полете осесимметричных тел с углом атаки ,  при обте-

Сопло с гозо#ым fl!/Лем CЛ!JCK/lli'MЫU flЛ17tlflOЩ 
а) rJ) 

Uлро/lllясмоя рокста Космический самолет 
d) г)  

Рис. 1 5. 1 . Примеры возникновения трехмерных течений : 
а-сопло с газовым рулем ;  б-спускаемый аnпарат; в-управля

емая ракета ;  г-космический самопет 

кании стреловидных крыльев, рулей, надстроек на поверхности 
обтекаемого тела и др . ( рис .  1 5. 1 ) .  Вообще, строго двухмерные 
течения , плоские или осесим метричные, на практике встречают
ся редко, но во многих случаях трехмерностью можно прене
бречь и такие течения р а.ссматривать как д:вухмерные. Р ас-
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смотрим методы расчета теплообмена в наиболее важных случа 
ях трехмерного течения,  когда непосредственное использование 
формул гл . XI-XI I ,  выведенных для двухмерных течений, яв.1Я
ется неверным.  

15. 1. Т ЕЧ Е Н И Е  В ТР ЕХМЕР НОМ ПОГРА Н И Ч НОМ СЛО Е  

В р ассматриваемом р анее п.1оском течении все линии тока 
идеальной жидкости у поверхности, так же как и линии тока в 
погр аничном слое, лежали в пар аллельных плоскостях, нормаль
ных к поверхности тела ,  и nоэтому течение в пограничном с.1ое 
зависе.'lо  только от двух координ ат.  

Рис .  1 5  2 .  Обтекание ко
нvса под vглом атаки а: 
!-линии тока у стенки в 
пограничном слое; 2-лннии 
тока идеальной жидкости ; 

3-ударная волна 

(JZ 

Рис 15 .3  Распределение 
скорости в трехмерном 
пограничном слое:  коор
дината х совпадает с ли
нией тока идеальной 

жидкости 

В случае простр анствеиного осесимметричного течения линии 
тока лежат в мер идиональных плоскостях, пересекающихся на  
ос.и вращения обтекаемого тe.Ji a, Линии тока у поверхности тела 
расходятся, но в каждой меридион а.1ьной плоскости теченпе 
одинаково и при соответствующем выборе системы координат 
может быть описано двухмерными ур авнениями .  

Трехмерные течения - это такие течения, когда все характе-ристики пограничного слоя зависят от трех координат. 
Примерам может служить течение у поверхности конуса ,  об

текаемого под некоторым углом атаки а ( рис .  1 5 .2 ) . Н а  перед
ней ,  или наветренной, поверхности такого 'Конуса давление повы
шается и бдагодаря  этому линии тока идеальной жидкости иск
ривляются и р асходятся, обр азуя течение в сторону rюниженно
го давления .  В пограничном слое ·газ обладает меньшей скоро
стью и меньшим количеством движения ,  вследствие чего линии 
тока внутри погр аничного слоя искривляются еще сильнее. Бла-
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годаря этому внутри пограничного слоя также образуется тече
ние в �тор о ну понижениого давления. Распределение скоростей в 
пограничном слое носит пространственный характер , т. е. век
тор скорости непрерывно поворачивается в�утри погр аничного 
слоя в плоскости, пар аллельной стенке , , отклоняясь, по мере 
приближения к стенке, н а  больший угол от вектор а скорости в 
идеальной жидкости. Если р азложить векторные скорости на  
составляющие, совпадающие по  напр авлению с линиями тока 
идеальной жидкости, и по напр авлению, нормальному к ним 
(рис .  1 5 .3 ) , то можно р азделить течение в погр аничном слое на 
о ·с  н о в н о е,  лежащее в поверхностях, нор мальных к •поверх
ности тела и проходящих через линии тока идеальной жидко
сти ,  и ,в т о р и ч н о е. 

Оба указанных эффекта, связанных с тре�мерным течени
ем - искривление и расхожденИе линий тока идеальной жидко
сти и образование вторичных течений  - существенным обр азом 
влияют на теплообмен.  Н а  с1юнусе 'ПР И  угле атаки, р авном нулю, 
также имеет место р асхождение линий тока идеальной жидкости.  
Как было показано в гл . XI-XI I ,  это ведет к тому, что погр а
ничный слой становится тоньше и тепловые потоки на конусе 
больше, чем на пластине. На конусе, обтекаемом под некоторым 
угло'м атаки, н а  наветренной стороне, т .  е .  обр ащенной к потоку, 
р асхождение линий тока быстро растет с увеличением угла ата
ки, что ведет к еще большему утоньшению погр аничного сдоя., 
Это явление усиливается вторичными течениями,  вызывающими 
дополнительное перетекание газа  внутри пограничного слоя. 

Так как на наветренной стороне возр астает давление, можно 
на ней ожидать существенного уведичения теплового потока 
из-за резкого утоньшения погр аничного слоя и возрастания пдот
ности газа .  

На  кор мовой, иди подветренной, стороне конуса все эти эф- . 
фекты действуют в обратную сторону, но течение  здесь обычно 
сопровождается отрывом пограничного слоя � обр азованием от
рывной области . Указанные свойства ,  р ассмотренные на  простей
шем примере, справедливы в общем случае  произвольноге трех
мерного течения .  

1 5.2. С И СТЕМА КООРД И НАТ 

Для р асчета теплообмен а  необходимо решить ур авнения 
трехмерного погр аничного слоя в выбранной .системе координ ат. 
Н аиболее просто ур авнения могут быть записаны в ортогоп адь
ной системе координат, связанной с поверхностью теда .  Ддя 
этого на поверхности строится координатная сетка х, z криволи
нейных координат, причем: в каждой точке динии X= con&t орто
гональны линиям z = const. Ось у напр авлена в каждой точке по 
нормали к поверхности (рис. 1 5 .4) . Внутри тонкого погранич-
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ного сл�я систем а координат при этом будет, с точностью приб
л ижении погр аничного с.тюя, ортогональной. 

К:оординаты х, z могут быть заданы самым р азличным обр а 
зом,  но н аиболее удобно их связать с какими-либо характерны
ми линиями самой обтекаемой поверхности, либо с линиями тока 
идеального течения на  поверхности тела .  

· 
Например , при обтекании осесимметричного тела (рис .  1 5. 5 )  

целесообразно линии х н аправить вдоль обр азующих, линии 
z-const 

� 

Рис. 1 5 .4. Система коор- Рис. 15 .5 . Система координат н а  осесиммет-

динат на поверхности ричном теле 

z - по окружностям ,  линии у-по нор м ал и  к поверхности. Тог
да элемент длины в погр аничном слое определится выражением 

d2s = dx2 + R2dz2 + dy2 • ( 1 5 .  1 ) 
Здесь z - угол, отсчитываемый от векоторОй меридиональной 
плоскости z= O, умноженный на  единицу длины R = R (x) - ра
диус вр ащения тела .  

В общем случае произвольной ортогональной системы коор 
динат можно записать 

d2s = h�dx2 + h
�
dz2 + dy2 • ( 1 5 .  2) 

Здесь h1 (x, z ) и h2 (x, z ) - коэффициенты Л аме, связывающие 
приращения координат dx и dz с прир ащениями длины. Значе
ние h3 = 1 ,  поскольку при р а счете погр аничного •слоя у является 
л инейной координатой . 

Н аиболее удобной для р ешения практических задач являет
ся ,  так называемая,  полугеодезическая система  координ ат,  ког
да линии x (z= coпst) направлены вдоль геодезических линий н а  
поверхности, обладающих тем свойством, что и х  геодезическая 
кривизна 

k - -'- dhr - 0  ( 1 5 . 3) 
1
- h1h2 dz - · 

При этом систем а  координат з ависит только от формы поверх
ности и ур авнения погр аничного слоя могут быть упрощены. 
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Примером геодезических .'lиний являются, например,  линии, сов� 
падающие с обр азующими тел вр ащения.  На  поверхностях, раз
вертывающихся в плоскость, геодезической является всякая ли
ния,  являющаяся на  р азвертке прямой.  

Если линии х связываются с линиям и  тока идеального тече
ния ,  то система координат зависит как от формы тела,  так и от 
характер а обтекания тела ,  угла атаки и других факторов, но та
кая система более удобна для построения приближенных мето
дов решения, так как при этом четко можно выделить основное и 
вторичное течения и сделать некоторые упрощения .  

1 5.3. Д И ФФ Е Р Е Н ЦИАЛ Ь Н Ы Е  УРА В Н Е Н И Я  Т Р ЕХМЕР НОГО 
ПОГРА Н И Ч НОГО СЛОЯ НА КР·И ВОЛ И Н Е ЯНОЯ 
П О В ЕРХ Н О СТ И  

Пусть и, w, v - компоненты скорости вдоль осей х, z, у соот
ветственно. 

Система ур авнений погр аничного слоя в общем случае сжи
маемого газа с химичоскими реакциями имеет вид [9 1 23]: 

ур авнения движения в проекции на оси х и z -

где 

Qи � + �  ди +Qv ди + k1cиw - k2QW11 = 
hl дх h2 дz дg 

= - -1- др + -д (11�) ; ( 1 5 . 4) 
hl дх • ду ду 

QU дw + QW дw + QV. дw - klQU\! + k2QUW = 
h1 дх h2 дz ду , 

= - -1 др + -д- (11� ) ; 
h2 дz ду ду ,' 

ур авнение нер азрывности -

-1 дQи + -1- дQw + дQfJ + k2�;:и + k1QW = 0, hr дх h2 дz ду 
. 1 дhr • k _ _  1 _ дh2 р= Ф (х, z) ,  k1 =-- -- ,  �� -

h1h2 дz hrh2 дх 

( 1 5 .  5) 

( 1 5 .  6) 

( 1 5 .  7) 

- геодезические кривизны линий х и z; 
ур авнение энергии с учетом результатов гл . Xl -

+ -1 и � + -1 w � + 11 [ (�) 2 + (!!!!.. )2] . ( 1 5 . 8)  
h1 дх h2 дz _ ду ду 

Физический смысл отдельных членов в ур авнении ( 1 5.8)  такой . 47 1 



же, как и в ур авнениях ( 1 1 . 1 6) .  Значения дрfдх и др/дz связа
ны со скоростями  идеального течения соотношениями 

1 др1 и 1 ди1 + w1 ди1 + k k 2 . - -- -- = -- -- -- -- 1u1w1 - 2w1,  
Qhl дх hl дх h2 дz 

( 1 5 . 9) 

1 др1 и 1 дw1 + w1 дw1  k 2 + k  ( 1 5 .  10) - -- -- = -- -- -- -- - lul 2ulwl, 
Qh2 дz h1 дх hz дz 

которые переходят в обычное ур авнение Бернулли в случае 
двухмерного течения .  Если координатные линии х совпадают с 

Рис 1 5 .6 Л инИи р асте-
кан и я :  

J - y  стенки ;  2-идеальной 
жидкости 

линиями  11ока ·внешнего течения, то w1 =0 (но 'В Нутри погранич
ного 1слоя w :P O) и вместо ур авнений ( 1 5 .9 ) и ( 1 5 . 10) получа·ем 

_ _  1 др1 - и  ди 1 · ( 1 5 . 1 1 )  
<l l дх

- 1 дх ' 

- -1 _ др1 = - k1u� .  ( 1 5 . 1 2) 
Qlh2 дz 

1 5.4. Л И Н И И  РАСТЕКА Н И Я  

При расчете трехмерного погр аничного слоя ·важное значе
ние имеют, так называемые, линии растекания.  Эти линии обр а
зуются на  наветренной стороне тела ,  и в окрестности этих линий 
тепловые потоки и трение достигают наибольших значений. 

Если какая-нибудь линия z= const является геодезической 
линией и одновременно линией тока идеальной жидкости на по-

1 дhl верхности, то w1 = 0, k1 = -- -- = 0 и из уравнения ( 1 5 . 1 2 ) 
hlh2 дz 

следует 

( 15 . 1 3) 

Исnользуя выражение ( 1 5 . 1 3 ) ,  получаем из ур авнения ( 1 5.5 )  
тривиальное решение w = O. Таким образом ,  всюду вдоль этих 
линий,  которые н азываются л и н и я м и р а с т е к а н и я, состав
ляющ�е полного вектор а скорости лежат в одной плоскости, как 
и пр и двухмерном течении .  

Уравнение движения вдоль оси х и уравнение энергии nр и  
этом n o  виду совпадают с ур авнениями двухмерного погр анич-
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ного слоя .  Следует однако указать, что dwjdz =F O  в отличие от 
двухмерного течения,  и ур авнение неразрывности ( 1 5 .6 )  не сов
падает с уравнением двухмерного течения .  Струйки тока вне 
погр аничного слоя и внутри его р асходятся в обе стороны от ли
нии растекания ( р"ис. - 1 5 .6 ) . Погр аничный слой может ра ссчиты
ваться на этих линиях независимо от расчета слоя на всей по
верхности . При двухмерном течении такими свойствами  облада
ют передние критИческие точки.  

15.5. РАСЧ ЕТ ТЕПЛООБМЕНА НА Л И Н ИЯ Х  РАСТЕКА Н И Я  
П Р И  ЛАМИ НАР НОМ ТЕЧ Е Н И И 

Р ассмотрим наиболее важные случаи течения н а  линиях рас
текания,  когда ·систем а  ( 1 5. 4 )  - ( 1 5.8 )  преобразуется в систе
му обыкнов,енных дифференциальных ур авнений.  

Общий вид форму.'I такой же,  как и при  р асчете двухмерного 
погр аничного слоя. 
об N al R иQ wl означим Uw = -- , ew = -- ,  

Л w 11- W  
где l и и - характерная  длина и скорость � 

Qw, Л.w, f.tw - значения плотности, теплопроводности и вяз
кости в рассматриваемой точке при темпер а 
туре  стенки. 

Выр"ажение для коэффициента теплоотдачи имеет обычный 
вид : 

� = Nu w -. j /1-wQwи _1_. 
ер VRew V 1 Pr 

( 1 5 .  1 4) 

Все р асчеты в этой главе будут проведены для случая Pr = 1 
и когда произведение f.tQ = Const поперек погр аничного слоя. Для 
учета перемениости свойств газа и отличия Pr от единицы мож
но воспользоваться методикой, изложенной в разд. 1 1 . 1 2 ,  1 4 .6  и 
ввести попр авочные множители К и Kt. Влияние отличия числа 
Le от единицы незначительно и им можно пренебречь. 

Значение К может быть аппроксимировано . формулой [см .  
( 1 1 . 1 1 7 ) ] :  . 

к - ( 1-'-*Q* )1/3 ( 1-'-lQl  \ т  - 1 1 w 
1 - -- -- 1 ,  где У- - -. 

!Jow Q w  1-'-w Qw 15 /01 
( 15 . 15 ) 

Здесь 11-* и Q * определены в точке максимальной энтальпии 

1* =  11 [� + -1 ( 1 +w- �)2] 
/ 1  4ro / 1 

1 < 1 I w или w -= 11 при w --. f t  

( 1 5 . 1 6) 

В еличина Ф = Иt/2/t - важный параметр , характеризующий сжи
м аемость газ а ;  
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для совершенного газа 
2 

w = � = k - 1 м�. ( 1 5 . 1 7) 
2срТ 1  2 

Зн ачение K2 = Prn• , где n2 изменяется от 0,33 до 0,45. Учитывая,  
что значение Pr не  сильно отличается. от единицЫ, примем при
ближенно nz:� 0,4. 

1 5.5. 1 .  Теплообмен по линии растекания на конусе 

Здесь может р ассматриваться теплообмен н а  наветренной 
стороне круглого конуса под углом атаки (а) или на линии мак
симального давления н а  конусе произвольной, например, эЛлип
тической фор м ы  (см. рис.  1 5 .2 ) . 

В ыберем систему координ ат -так, чтобы линии z= const· сов
падали с обр азующими конуса, а линии X= const были н аправ
лены по нор мали к ним.  Получаем h1= 1 и h2= <p (z) · Х, где 
<р (z) - пекоторая функция, з ависящая от формы поперечного се
чения конуса .  Для круглого конуса h1 = 1 ;  h2= R = xsin В к, гДе 
6 к - полуугол при вершине конуса .  

Коническое течение обладает тем свойством,  что вдоль линий 
х и,  соответственно, вдоль обр азующих тела все  параметры тече
ния постоянны. Поэтому всюду на поверхности др1/дх= О; 
дutfдx ==. O; дwtfдx==. O. Н а  линии растекания из определения �сле
дует также, что w1 = 0, дptfдz = O, и далее из ур аа3нения ( 1 5.9) 
получаем дutfдz = O. Влияние трехмерности течения будет опре-

. дw1 Ь деляться значением --= . дz 
В ведем безр азмерный 'параметр для <Круглого цилиндра под уг
лом атаки в виде 

с = 2 дw1fдz . 
3 и1 sin Ок ( 15 . 1 8) 

З начение С з ависит от угла атаки, полуугла при вершине кону
са и числа Ми набегающего _потока .  Из ур авнения ( 1 5. 1 0) име
ем для линии р а·стекания ·в идеальной жидкости 

1 др1 дw1 + · о - - -= Wl -- SШ uк · U1Wl . 
'ln дz дz ( 15 .  19) 

Дифференцируя ур авнение ( 1 5 . 1 9)  по х и решая относитель
но дw1fдz, получаем 

С= --1 +-1 .. / 1 +4 'Х. - 1 __ c.,.:.i __ 
3 3 V 'Х. sin2 Ок . ооl 

' ( 1 5 .  20) 

где С� = _ _  1_(д2Р1IРп ) 
2 дz2 z � o  Qn ,  Рп -. значения н а  линии 

р астекания. 
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Значения Ct, ro, Ut,  Qw могут быть получены из решений газоди
н а мики идеальной жидкости или по формулам теории Ньютон а :  

и 

cz sin а cos 6к 
1 · s in (а+ 6к) 

wн cos2 (a � 6к) ; illн= k-1 м;. 
1 + I.Он sin 2(a. + Ок) 2 

Значения Nuw! YRew рассчитаны в работах [ 10, 140] .  

Рис.  1 5 .7. К р асчетv теп 
лообмен а по линии р ас

текания н а конvсе 

( 1 5 .  2 1 ) 

Результаты расчетов теплообмена по линиям р астекания на 
конусе (рис. 1 5 . 7 ) , проведеиных в широком диапазоне значений 
чисел М (при М > З ) , полуугла при вершине конуса 6 к  и углом 
атаки а, могут быть с удовлетворительной точностью приближен
но представлены в виде универсальной зависимости 

Здесь 

Nuw ( sin 6к) 112 
Y(Rew)н М нРr113 

( R еw)н= (Qw)н инх ; Nuw = 
'
a.
w
x ; . fl- W  л 

ин - скорость набегающего н а  тело потока ; 
(Qw) н - пл·отно-сть газа при давлении ·В набегающем 

и темпер атуре стенки ; 
х - расстояние от вершины конуса :  

Тепловой поток в стенку равен 
--:----:---

- Nuw V ин (Qw)нf.Lw Ie - Iw KK qw - �r-= 1 · r (Rew)н х - Pr 

( 1 5 . . 22) 

nотоке 

( 1 5 .  23) 
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· Представление результатов в форме ( 1 5.22) удобно, посколь
ку пр и использовании ,кривой рис. 1 5 .8 легко интерполироват1, 
на промежуточные значения е к· При расчете по фор мулам 
( 1 5.23 ) и ( 1 5.2 1 )  необходимо знать только пар аметры н а бегаю 
щего потока ин, Рн и темr:!ер атуру стенки Т w. · 

Ntlw(s i n Oк)� 
V(Rew)н Mн (PfwJн 

qз 

! 
......,:: 

� � 
А �к-40" о 

/ к-
� 

Voк-S" 
1 

0,1 

() fO 20 JO 40 so 50 70 (О< + Q) о 
Рис. 1 5  8. Теплообмен по линии растекания на конусе, обте

каемом под vглом атаки 

1 5.5.2.  ·теплообмен по линии растекания на кромке 
стреловидного крыла под углом атаки · 

Передняя кромка С'Греловидного крыла при tбольших скоро
стях всегд_а имеет некот ор ое зат упление, которое может р ас
см атриватыся .как цилиндрическое. 

Обозначим Ro - р адиу,с зат упления , у - угол стреловидности 
крыла ,  или угол скольжения для передней кромки (рис. 1 5.9) . 
Н аправим л инии z = const вдоль обр азующих цилиндра ,  при этом 
h1 = h2 =  1 .  

Обозначим постоянную скорость вдоль передней кромки ( ско
рость скольжения)  u1 = а , а .скорость, напр а·вленную перпендiику
лярно линии р астекания, -w1 = b 1z, где z - р асстояние от лин

_
ии 

р астекания.  . 
Параметр ы  течения а и Ь1, плотность Qw, <Oi, необходимые для 

р а·счета, могут быть найдены и з  усло·вия , что скачок уплотнен�Iil 
при сверхзвуковом о бтекании кромки параллелен обра зую�ей. 

Если ·стреловидное �рыло р асположено под углом атаки а, то 
действительный угол ·скольжения по отношению к набе,гающему 
потоку 'VэФ будет отл ич аться от у и может быть най}!.ен из усло
в·ия 

sin УэФ = sin y cosa;  
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и з  ур авнения энергии -
111я s in2 Уэф wl = ; 

1 + оон cos2 УЭФ 
значение Ь1 определяется по формуле 

ь = � .. / 2 с· С = - д2 (Рl1Рн) 
1 Ro V k ' д (z/R�) ' 

( 1 5 .  24) 

где Рн и ан - давление газа и скор ость звука у поверхности 
тел а в .ид:еалыной жидкости, р а.ссчитываемые ,в предположени и, 

Рис. 1 &.9. К р асчету теплообмена по линии расте
кания на  цилиндре со скольжением или на перед

ней кромке стреловидного крыла 

что кромка обтекается потоком ,  направленнь1м"перпендикулярно 
обр азующей при числе Мп=Мнсоs '\'эФ· З ависимость 'VэФ от угла 
стреловидности 'V и угл а  атаки а показана на  prtC .  1 5 . 1 0. Реше
ния ур авнений ламинарного погр а ничного .слоя в окрестности 
ли.нии р а·стекания пр и·ведены в р а боте [9]. 

На р ис . 1 5 . 1 1 - 1 5 . 1 4  представлены р езультаты ра •счета 
Nu w 

.. r 0 4 в функции от 'VэФ при р азных Мн. Как видно пр и 
r (Rew)н Pr ' Ми 

такой обработке влияние Мн невелико.  Зде•сь 

Nu _ aRo . (Re ) __ ин (Qw)нRo w - ' \V н - ' Лw !J-W 
где Ro - р адиу·с затупления .  

Тепловой поток вычисляется по формуле 

· Nuw v Uн (Qw)н!J-W lг - I w . qw = ----'"--
(Rew)н R0 Pr 

(Qw) и •ычисляеТIСЯ при T = Tw и р-= Ри· 

( 1 5 .  25) 
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80 �---'4 

70 �--'4 

Рис. 1 5 . 1 0. Зависимость V• Ф от v при обтекании стреловидного кры.1а 
с цилиндрической кромкой 
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Рис. 1 5. 1 1 .  График для р асчета теплообмена по линии растека
ния на цилиндрическо.ii кромке стреловидного крыла при 

Tw/To <. 1 



44 

о,з 

42 

4f 
) 
о 1(} • 2(} JO. 40 §(} fj(} 70 8(} rэФ 
t>ис. 1 5. 1 2. График для р асчета теплообмена по линии растекаНИS\ 
н а  цилиндрической кромке стреловидного крыла при Tw /To « 0,6 

Nи w 

Рис. 1 5 . 1 3  Гр афик для р асчета теплообмена по ли
нии р астекания на стреловидном крыле при больших 

значениях МИ и Т w /Т о « 1 
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Рис. 1 5 . 1 4  График Для р асчета теплообмена по линии р ас
текания н а  стреловидном крыле при больших значениях 

Мн и Tw /To =0.6 

Рис. 1 5J5.  Система координат для 
р асчета погр аничного слоя в окрест
ности передней критической точки в 

случае трехмерного затупления 

·±zЕз о Q c=i 
Рис. 1 5 . 1 6. График для расчета тепло
вых потоков пои простоанетвенном _те
чении в окрестности передней крити-

ческой точки : 
u,=dx: w1=bz 



В целом кривые. на  рис. 1 5 . 1 3  и 1 5. 1 4  в области больших з н а 
чений а + ен близко согласуе-гся с кривой р ис. 1 5 .8 при 

:rt -УэФ= - - (а+Вк) , с учетом того, что R = x sin ен. Это свидетельству-� 
ет о том, что при больших значениях а+ен погр аничный слой на 
конусе определяется местным значением радиу,са конуса и р аз
вивается так же, как на цилиндре со скольжением с теми  же 
местным р адиусом и углом между обр азующей и вектором набе 
гающего потока .  

1 5.5.3. Расчет теплообмена в окрестности трехмерной 
критической точки 

В гл.  XI приведены формулы для  р асчета теплообмена в ок
рестности передней критической точки для осесимметричного и 
плоского течений . Если передняя кромка не является осесим ме1 -
р ичной, например ,  имеет эллиптическую форму (рис. 1 5. 1 5} ,  т о  
р аспределение скорости может быть записано в 1виде и1  =.ах, 
w1 = bz, где х и z - плоские координаты (h1 = h2 = 1 ) .  

Т�рехмерность хар а.ктеризуется параметром C = afb ; С = О  со
ответствует. плоскому �случаю (например ,  обтеканию кромки 
крыл а ) , С= 1 - осесимметр ичному �случаю . 

Результаты расчета для случая течения в окрестности трех
мерной кр итической точки {9] представлены на  р ис. 1 5 . 1 6, где 
приведеньr значения Nuw/ ( Nuw) oc = f ( C) .  В качестве линейного 
р азмер а использован размер затупления в той плоскости, где он 
имеет меньшее значение. Как видно, зависимость от С являетсн 
почти линейной : 

С ::::::: Ro!Rl, 
где Ro и Rt - характерные размеры затупления .вдоль осей z 
и х. Для осесимметр ичного течения [ Nuw ] ·- О 8 

V (Rew)н Pr0'4 - , • 
Значение qw определяется по значению R0, формуле ( 1 5 .25)  1 1  
гр афику р ис .  1 5 . 1 6 . 

1 5.6. РАСЧ ЕТ Т Е П ЛООБМЕНА НА КРИ ВОЛ И Н Е й НО Я  
П О В Е РХ Н ОСТ И П Р И  Л АМ И Н �Р НОМ Т ЕЧ Е Н И И  ' 

Расчет теплообмена н а  теле произвольной формы требует ре
шения попной системы уравнений ( 1 5 .5 ) - ( 1 5 .8 ) . З адача ослож
няется тем, что не во всех случаях р азр аботаны 1эффективные 
методы р асчета обтекания тел а идеальной жидкостью, и в этих 
случаях используются экспериментальные данные о р аспределе
нии давления и скорости на поверхности тел. 
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Сложность расчета теплообмена определяется главным обр а
зом наличием .вторичных течений. Однако, если температура стен
ки значительно ниже темпер атуры торможения внешнего потока ,  
газ у стенки •становится более плотным и влияние вторичных те
чений ослабевает. При этом можно проводить расчет теплообме
на вдоль линий тока .идеальной жидiюсти , учитывая их р асхож
дение, но пренебрегая вторичными течениями. В этом случае  хо
рощие результатЬI дает метод эффективной длины, изложенный 
для ламинарного течения в гл .  XI. По этому методу теплообмен 
ра•ссчитывается по формулам  для плошюй пластины, толькl) 
вме.сто истинной длины используется эффектив.ная длина : qw= ( Nuw )  vгi QWflowИr Ue - fw) Pr2tз. ( 1 5 .  26) VRew пл Хаф 
Здесь Хзф эффективная длина,  определяем�я .из .выр ажения  

s 

хаФ = 1 , 
2 

(' UlQw ( h�)2 ds, 
ИrQw ( h2) J ( 1 5 .  27) 

rде U1 - полный вектор скорости идеальной жидкосm ; 
s - р асстояние вдоль линии тока идеальной жидкости от 

пер ецней критической точки (точки р а стекания ) ;  
h2' - коэффициент Ламе  в коорщинатах, связанных с линюl 

ми тока внешнего течения,  хар актеризующий, р асхож
дение л иний тока .  

В случае двухмерного плоского течения h{ = С, в случае  осе
симметричного - h2' = R  и получаем сооТ<ветственно формулу 
( 1 1 . 1 36) . 

В общем случае для р а-счета необходимо .иметь распредет�
ние параметров течения на  поверхности тела,  заданное в коор
дJинатах, овязанных с геометрией поверхности. Если задано р ас 
пределение и1 = и1 (х, ·z) ; w1 = Wt (X, z) , то  значение h2' может бьп ь 
выр ажено через Ut , Wt ,  ht , ·h2 . 

Н а  рис. 1 5 . 1 7 - 1 5 . 1 9  приведены результаты расчета тепло 
обмена на поверхности круглого конуса,  обтекаемого при р азлич 
ных углах атаки, ·справедливые :приближеНIНО tпри  раз:личных Мн 
И 8н = 1 5°, 8н = 30° .И 8н = 40°. 

Здесь Nu - � · (Re ) - ин (Qw)нx w - Л w ' �� н - fLW ' 

rде Uн - скорость набегающего потока ; 
(Qw) н

·
- плотнqсть при T= Tw и Р = Рн;  

х - р асстояние от вершины ВtДоль о•бразующей z = const. 
Значение qw определяется по формуле ( 1 5 .'23) . При использо
вании результатов .расчета,  приведеиных .на · рис.  1 5 . 1 6  и 1 5 . 1 8, 
следует иметь в виду, что при больших значениях z в окрестно-
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Рис. 1 5  1 7. Резvльтаты 
р асчета теплообмена на 
nоверхности конvса при 
о азличных vглах атаки: 

(}"= ! 5°, Мн = 6  

--- -\ 

G) 
· , 1 = 1 �\ 

JO 00 90 

1 

z �  

Nцw(sln i!'к) "' 
"\lfrfe':J.. PfMн 

т-l 
1 1 

<?2 1 1 1 \ """' 1 "'k: 1 

<?t i 1 1 '\ ' .. ..:1 =r-- ._.. 1 

iX--:",1;0 ' 

.о  J(} 60 90 f?O /50 

Рис. 1 5  1 8. Результаты р а счета теплообмена на  
поверхноrти конуса при р азличных vгл эх  ат:жи : 

Вн =ЗО" 

z• 



сти линий стекания .может возникнуть отрыв погр ан.ичного слоя ,  
и истинные значения qw,  начиная с точки отрыва,  будут практи
чески постоянными.  

N u w  (si n 6'к)� 
Y(Rew)н Мн Prw11Z 

г---� 0,3 

0,1 
о JO о о 

........;;;:: r:::::: ---� 

90 120 

rx• Oo 
" . 
f().. -

-� а..-го· 

f5() 7 

Рис. 1 5 . 1 9. Распределе!Iие тепловых потоков н а  поверх
ности круглого к�нvса при р азличных углах атаки : \81(=40" 

1 5.7. РАСЧ ЕТ Т ЕПЛ ООБМЕНА П Р И  Т Р ЕХМЕР НОМ ОБТЕКА Н И И  
Т ЕЛ И ТУРБУЛ ЕНТНОМ Т ЕЧ Е Н И И  В ПОГРА Н И Ч НОМ СЛО Е  

В р а счете теплообмена п р и  тур булентном реж•име течения 
предполагается, что тепловой поток в данной точке определяется 
толщиной погр аничного .слоя б и полном векторо м  скорости иде
альной жидкости U: 

С - qw 
н - QwИ1 (!е - I w) 

( 1 5 .  28) 

При использовании условия ( 1 5.28) расчет теплообмена может 
быть проведен по методу эффективной длины. Тепловой поток D 
некоторой точке на поверхности, обтекаемой т.рехмерным пото
ком ,  может быть р ассч,итан по формуле ( 1 2 .54) , приобретающей 
В ЙД 

Nuw q = -- гдR,L0, 2U0, 8x-0,2 ( / - 1  ) Ргl w Rewo,s � wг w 1 эФ е w · ( 1 5 .  29) 

З начение Nuw/R.ew0•8 при этом определяется н а  основании экспе
риментальных ис·следований на плоской пластине: 

Nuw = 0 0296 · Pr0•5K о 8 ' 1 ' Re w 
( 1 5 . 30) 

где !( =f (M, lv.т/le) характеризует влияние сжимаемос'l\и . Можно 
принять из гл. XI I 

К -;:::::, ( //� у·4 ( 1 + wr)O, t . ( 1 5 .  31) 
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Величина  Хэф - эффективная длина,  вычисляемая ·вдоль линии 
то.ка идеальной жидкости : 

8 J QwUl (k�)l ·25ds 
о Xэф= -------

QwUl ( k�)I ,25 

где ds - прИ!р ащение координаты вдоль линии тока ; 

(15. 32) 

h2' - коэффициент Л аме 'В координ атах, с.вязанных с линия-
ми тока идеальной ж'идкости. 

Легко видеть, что при h2 = 1 и h{ =R фо.рмула ( 1 5 .32) переходит 
в формулы для плоского и осесимметричного движений соответ
ственно · (см .  гл . XI I ) . Раесмотрим некоторые примеры примене
ния фор мулы ( 1 5.32) . 

1 5.7. 1 .  П ередняя кромка стреловидного крыла или цилиндр 
со скольжением 

Для линии р а стекания (см .  р.ис. · 1 5 .9 ) скор·ость вдоль образу
ющей u1 ; скорость, нормальная к обр азующей, W1 = bz. Тепловой 
поток может быть р ассчитан по фор муле 

qw = 0,0308K�J-�\l�U�·8b0•2 Ue - fw) РгО•57 • ( 1 5 .  33) 

На р ис. 1 5.20- 1 5.2 1 представлены результаты р а счета теплооб
мена по линии р астекания на передней цилиндрической кромке 
стреловидного крыла в з а·висимос·ти от эффективного угла стр�-
ло·видности. По оси ординат отложена величина 
----":...,_ Pr-0,43 - М;1•6 • Как видно, при этом кр·ивые пр и 

Nuw ( lw ). -0,6 . 
( Rew)�R le . 

р азличных Мн и lwfle хо,рошо согласуются между собой. 
Тепловой поток по параметр ам н абегающего потока опреде

ляется по фор муле  

rде Ro - р адиус з атупления ;  

fe = � ( 1 -t- rш1) ;  
1 + оон 

ш1 определяется по формуле ( 1 5 .  24 ) ;  

( 1 5 . 34) 

Nu w . 
ф й _ ____,::....__ определяется по гра икам для заданных значени 

( Rew)�·8 
Pr Мн; lwlfe . 

Пр.и м алых значениях '\'эФ турбулентный тепловой поток быстро 
убывает, 'Стремясь к нулю пр и  '\'эф--+0. При этом те.пловой поток 
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Рис. ! 5.20. Результаты расчета теплообмена по 
линии р астекания на  цилиндрической кромке СТРе
ловидного крыла при турбулентном режиме те-

чения 

на л инии р а·стекания должен определяться по формулам  лами
нар ного теченИя ( 1 5 .25) . и  гр афикам,  показанным на  рис. 1 5 . 1 1  · 
и 1 5 . 1 4 . 

Как видно,  в отличие от л аминарного режима с увеличением 
угла стреловидности до 45о· тепловые потоки возрастают, что объ
ясняется увеличением плотности тока QUt из-за увеличения скоро
сти скольжения. При дальнейшем увеличении VзФ тепловой потоТ{ 
уменьшается из-за снижения Q 1и1 в силу быстрого падения дав-
ления . , 

На рис. 1 5.22 приведен график р аспределения тепловых пото
ков по  поверхности цилиндрического з атупления с р адиусом Ro 
пр и  р азных VзФ· При v � 45° кривые  имеют максимум на  л.иниri  
растекания z = O. При v<45° максимум смещается в область 
0 <z/Ro< 0.7. Случай VэФ = О  соответ�твует поперечному обтека
нию цилиндра .  На рис.  1 5.23 приведены м аксим альные значения · 
Nuw на  поверхности цилиндрического затупления в зависимости 
от VэФ · Как видно, в отличие от ламинарного течения увеличение 
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Рис. 1 5 .2 1 Резvльтаты 
расчета теnлообмена 
на кромке стреловидно
го крыла в зависимости 
от угла стреловидности 

при больших Уэ Ф 

Nи w 

угла стреловидности при v < 45° может привести к возр астанию 
тепловых потоков .  

1 5.7 .2 .  Турбулентный теплообмен в окрестности линии 
р астекания на остром конусе 

Тепловой поток в подобном случае при  обт�кании под !Некото
рым углом ата:к,и может быть р ассчитан по формуле  

q = О 0348 1 + - К l'-0•2o0· �u0·s х-о,2 ( 1 - 1 ) Рrо,в. ( 5 дw1Jдz )0,2 
W ' 9 u l s iп Ок W"' W 1 е W 

(15. 35) 

При дwtfдz = bt = 0  формул а  ( 1 5 .35) будет соотве'ОСтвовать ·случаю 
обтекания ( см . р азд. 1 2 .9 )  конуса при угле атаки, р авном нулю 
При больших углах атаки •С учетом того, что Ь1 = Ьх sin Вк, фор 
мул а 0 5.35) переходит в формуЛу ( 1 5.33) для цилиндр а се 
скольжением.  

·Н а рис .  1 5·.24 представлены результаты р асчета тур булентно
rо Т&l'lло�бмена по линии растекания на конусах с р азличными 
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Nu w 

f/02 r =зо· 

о /Ц f,O  f,S z=z/Ro 
Рпс.  1 5  22 Распределение тепловых потоков на  поверхности uилиндри
ческого затупления со скольжением рри р азных значениях у: Т w /Т о << l 

T w /'To 4:. 1 
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!-'и с. 1 5 .23.  Максю!;.с.1ыть• е  значения N LI 1v 1: а п с; 
верхности кро�тки крыла в зависимости от vгла 

стреловидности 



nолууглами при вершине 8н и р азличными углам,и атаки а. Вид
но, что зависимость 

· Nu w  Pr-0,4з ( I w  )-о,в M;1 ,6 ( s in BкJo,2 = J (a+ Bк )  
(Rew)�·s 1 е 

о fO 20 зо 40 5"0 10 70 

Рис. 1 5 .24. З ависимость (Nu w )  от суммарного угла �+8" )  при 
р азных значениях 8к 

сл або з ависит от значенИя 8н. Во всех случаях максимальное 
значение Nuw имеет место при (а+8н )  :::::: 45°. Тепловой поток 
р аосч·итывается по  формуле 

( 15 .  36) 

rде 
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ro1 и ro2 определяются по формулам ( 1 5 .2 1 ) ; х - р асстояние 
от вершины конуса . 

Приведеиные приме'РЫ относятся к отд:ельным важным слу
чаям: теплообмена при трехмерном обтекании .  

З ависимости, полученные для острого ко�уса и цилиндра с о  
скольжением, можно использовать и для р а-счета теплообмена 
на  поверхrНости тел овальной фор мы,  обтекаемых под некото
рым  углом атаки. При этом каждое сечение такого тела может 
р ассматриваться как соответствующее сечение конуса или ци
линдр а с тем же суммарным местным углом атаки.  

Другие примеры и более 1подробное их рассмотрение можно 
найти в р аботах [9 ,  1 0, 1 1 , 96]. 

Следует указать, что пока р асчеты теплообмена могут быт� 
достаточно точными только в окрестности J!ЩIИЙ и точек расте
кания .  При приближении же к линиям стекания обычно возни
кают отрывные области, существенным обр азом влияющие на 
внешнее течение.  При ра счете таких случаев приходится учиты
вать взаимодействие вязкого и невязкого потоков, завихре.н:
ность внешнего потока и другие эфф�кты, �строгие схемы уч'ет <:t 
которых в на,стоящее время р азработаны недостаточно . 

Рекомендуемая литер атура :  [9, 1 0, 1 1 , 1 3, 36, 96, 1 23, 1 40] . 



Г Л А В А  X V I 
Т Е ПЛО О БМЕ Н П Р И Ш ЕРОХО ВАТО Н П О В Е РХНО СТ И  И В 
ОТРЫ В Н ЫХ З О НАХ 

J l  
В данной главе рассматриваю'l\СЯ особенности 1ечения и теп

лообмена при шероховатой поверхности и в отрывных зонах для 
случая течения газа с дозвуковой скоростью. 

1 6. 1. ТЕ Ч Е Н И Е  И Т Е П Л ООБМЕН П Р И  Ш ЕРОХО ВАТО Я 
П О В Е РХНОСТИ 

Пр и конвективном теплообмене одним ! ИЗ  факторов, влияю
ЩИХ на коэффициент теплоотдачи, а следовательно, определяю
щих интенсивность теплообмена ,  является состояние поверхно- · 
сти. · В  ряде .пр актически интересных случаев поверхность, уча
ствующая в конвективном теплообмене, не являе-гся абсолютно 
гл адкой .  К таким случаям отнооится, в частности, · защита по
верхности •с помощью специальных покрытий. Указанный метод 
защиты применяется при больших тепловых потоках, возникаю
щих, н апример,  вследствие аэродинамического нагрева поверх
ности при перемещении летательного аппарата с большой ско
ростью в плотных слоях атмосферы.  При этом в силу преобра
зования кинетической  ЭiНергии потока в теплоту около покрытия 
обр азуется погр аничный слой, температура газа в котором до 
стигает нескольких тысяч гр адусов. Под воздействием высоко· 
темпер атурного газового потока может произойти р азрушение 
слоя покрытия, а из-за неоднородности материала  поверхность 
его станет существенно шероховатой.  Поя·вление шероховатости 
на  отдельных узлах конструкций может быть также следствием 
коррозии м атериала и отложения со"лей,  содержащихся в тер мо
динамическом рабочем теле. Во  в·сех указанных выше rслучаях 
шероховатость появляется не 'В виде отдельных выступов, а р ав
номерно распределена по поверхности. Именно такая форм а  ше
роховатости и влияние ее н а  теплообмен рассматри1Вается в н а 
стоящей гл аве. 

Имеющиеся опытные данные указывают rна то, что шерохова
:тость поверхности способствует 1переходу ламнна•р ной формы те
чения в т�рбулентную. Ра·ссмотр им это явление .на примере ла
минар ного погр аничного, слоя, существующего в условиях турбу. 
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лентного ·внешнего потока .  Тур булентность внешнего потока вы- · 
зывает возмущения и 1В ламинарном погр аничном слое . При Нt
большой величине возмущений ламинарная форма течения в 
погр аничном слое сохраняется .  Нал ичие щероховатости вызыва
ет дополнительные .возмущения, которые присоединяются к воз
мущениям внешнего потока ,  что способствует потери устойчиво
сти ламинарной формы движения.  Уровень возмущений, вызы
ваемых шероховатостью, з авис.ит от высоты 1выступов h, пара
метров потока и определяется величиной критерия Рейнольдса ,  в 
котором в ,качестве о1Пределяющего р азмер а  фигурирует высота 
h элементо·в шероховатости :  uh Reh= -. 

v 

При м алом значении Reh ·возмущения,  вызываемые шероховато
стью, лежат ниже уровня 'Возмущений, определяемых тур булент
ностью в>J{ешнего потока, и шероховато·сть не оказывает влиянюt  
на  переход ламинарного движения в тур булентное. В этом слу-

. их� чае переходвое .сечение  определяется величиной (Re х)кр = --, 
v 

соответствующей гладкой поверхности. Влияние шероховатост .I 
н ачинается со значений Reh > 1 00 и ха1р актеризуется заметньш 
уменьшением величины (Rех ) нр (рис .  1 6 . 1 )  { 1 40], что при прочих 
р авных . условиях существенно ·сокр аща�т уча•сток течения с л а
м·инарным погр аничным слоем. С точки зрения теплообмена ука
з анное ·влияние шероховато.сти приводит к увеличению суммар
ного для  всей поверхности теплового потока, так как больше 

/.R .\ _ lloo Xкp · ta-s �� ех1кр 'V 

"""tr .. 
\ 

f-- - к 
:\ 

2 �� 
'1'"" "1. 

{) 100 200 .JOO R e  11 

Рис. !б ! .  Влияние шерохова-
тости на  значение критического 
числа Рейнольдса. определяю-
щего переход л аминарного те

чения в турбулентное 
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участок с турбулентным погра 
ничным слоем , в области кото 
рого процесс теплоотдачи проте
кает интенсивнее, чем при лам и 
нарнам течении .  

Рассмотрим влияние шерохо
ватости на передачу тепла пр;r 
ламинарном и тур булентном по
гр аничных слоях.  При шерохова 
той поверхности интенсивность. 
теплообмена существенно зави
сит от состояния газа ,  заключен
ного во впадинах, обр азованных 
элементами шероховатости. И.5 
имеющихся экспериментальных 
данных следует, что характер. 
движения газа  во впадинах зави
сит от значений Reh и относитель
ного шага шероховатости s/h> 
где s - расстояние между сосед-



ними элементами шероховатости (выступами) . Р а<ссмотр им вна
чале влияние на  теплообмен р авномерно ·р аспР'еделенной плот
ной шероховатости <С велич.иной 1 ,5 � s/h � 2. В этом случае со
стояние газа во впадине целиком определяется ;величиной Re1l, 
причем при вычисле1нии Reh в качестве определяющей тем.пера
туры следует брать темпер атуру газа во впадине Твп, котор.ая 
может быть определена из соотношения 

Твп - Т w = 0,6 . 
Tl - T w 

При Reh < 1 00 1В О впадинах обр азуются зоны со сл абым движе
нием .газа ,  которые являются овоего рода <Изоляцией, вызываю
щей уменьшение тепловых потоков. 

Рис. 1 6 2. Течение газа во 
впадине при полном про
явлении влияния шерохо-

ватости 

s 

Результаты экспериментов ·с ламинарным погр аничным слоем 
указывают на  то, что тепловой поток при шероховатой повер х
ности в области значений Reh< 1 00 на 1 0- 1 5 %  меньше, чем 
при гладкой поверхности в тех же условиях { 1 4] _ С увеличением 
Reh тепловые потоки ;возр астают, достигают при Reh = 1 00 зна
чений тепловых потоков, <соответствующих гладкой поверхности, 
а з атем превосходят .их .  При турбулентном погр аничном слое 
диапазон значений Reh от 1 00 до 530 характеризует переходныii 
режим от режима ,  соответствующего гл адкой поверхности, до ре
жима Полного проявле,ния шерохО\Ватости {89]. В эт·ом интервале  
значений критерия Рейнольдса происходит по-степенное р азвитие 
движения газа 1во впадине. В настоящее время наиболее изучен
ной является обла•сть !Полного проявления влияния шероховато
сти,  с которой и целесообр азно начать р ассмотрение этого влин
ния н а  теплообмен в области турбулентного погр аничного с.1оя .  

Р азвитое течение с полным . проявлением влияния шерохова
тости н а<ступает hри значении Reh > 530. При этом в ·случае плот
ной шерохо�атости во впадине н аблюдается одновихревое тече
ние, при котором центр 1вихря пр.имерно соответствует центру 
впадины ( рис. 1 6.2) . На наветренной грани аЬ элемента шерохо
ватости обр азуе11ся критическая линия, от котор ой прОJ:I·сходит 
р астекание потока в н апр авлении вершины впадины и ее осно-
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вания.  Распределение ·статического давления Рст по поверхности 
впадины (рис. 1 6 .3 )  указывает на сложный характер �движения 
.газа .с давлением р1, п ри ,котором имеют место как ускоренные, 
так и замедленные участки течения, что ·приводит 1К  ·Существен
ному различию условий теплообмена на разных учает.ках по
верхности. Максимальное значение .коэффициента теплоотдачи,  
соответствующее окрестности критической те>чки примерно в ч := -

/110 

х 

'"' l v  8 

о 
1 • •  1 0 

А 
А А 

0,13 �� 

• • 
l 

< ( 

�f i2.D 

� 

s'/11 

?ис. 1 6.3 .  Распределение 
аавления no поверхности 
впадины при полном про
f!влении влияния шерохо- _ 
ватости и различных · значениях U oo ,  м/с :  

::> -26, 8 -52;  Х-104 ; 6-206 

тыре раза  выше минимального а в донной части впадины .  При 
ра,счете теплообмена нас  интересует ·Среднее значение теплового 
потока ·в р ассматриваемом сечении,  для определения которого 
необходимо знать среднее значение коэффициента теплоотдачи 
н а  поверхности в п ади н ы .  

Важным обстоятельством является тот факт, что при плотной 
шероховатости среднее значение ·коэффициента теплоотдачи Lt c p  
для всей поверхности впадины совпадает с величиной агл дл я  
rл адкой поверхности в том ж е  сечении. На р ис . 1 6.4 эксперимен
тальные точки ·соответ·ствуют значениям аср для шероховатой 
nл-а сти н ы ,. а сплошные линии - коэффициенту теплоотдачи н а  
rладкой пл астине, определенному из ур авнения 

N - 0 0?.9 R о, о,р 0.4 ( T w )о,sз Uw - , � e w r w • 
Те 

( 1 6 .  1 )  

Показатель степени n р и  темпер атур ном ф а кторе Т w!Te ·при
нят равным 0,53 согл асно экспер·иментальным данным для малой 
скорости потока (М< 1 )  . 

Из равенства аср и агл следует, что тепловые nотоки в об
ласти полного проявления шероховатости больше тепловых по
токов при гладкой на  величину отношения Fш/Fгл. где Fш - nо
верхность шерохов атой пл астины, Frл - поверхность гл адкой 
пл а стины. 
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Указанная особенность дает возможiЮсть использовать дл� 
расчета аср критериальные уравнения,  полученные для гладкой 
поверхности. При этом расчет теплового потока сводится к оп
ределению аср из ур авнения ( 1 6 . 1 )  и теплового потока из ур аз
нения 

Q = acp (Tl - T  w) f  ш · ( 1 6 .  2) 

В <Н астоящее время э�спериментально доказана  IВОЗМОЖJюсrь 
использования для определения аср ур авнения ( 1 6 . 1 )  в широком 
диаП азоне значений h [89]. 

Рис 1 6.4. Сравнение .JOiJ 
среднего по поверхности 
впадины значения коэФ-
Фициента теплоотдачи 200 
а с р  с величиной аг л  для 
гладкой поверхности в 
рассматриваемом сече- fOO 
н и и при различных з н а 

ченнях U oo ,  м/с: 

Х -<48; 8 -95 ; 0 -195 о 

-

.... � 
Г""--r- -

.. Г'--r-
-

fOO 200 JOO �00 х "'"' 

На рис .  1 6.5  приведе;но сравнение теплообмена на пластинах 
с •р азличной шероховатостью:  h = O ; h = 0,2 ;  h = 2  и h =  10 мм,  иэ 
которого следует, что при введении в КР'итер.ий Нуссельта ср�д
нею коэффициента теплоотдачи,  

получается одна расчетная зависимость для пластин с h = O+ 
1 0  мм .  Ур а·внение. ( 1 6. 1 )  ·спр а!Ведливо для различных фор м пло r
ной шероховатости. 

С увеличением относительного шага sj.h одновихревая схема 
течения с центр альным расположением вихря при плотной ше
роховатости постепенно дефор мируется и при больших значениях 
s/h превращается ·в двухвихре.вую. Вихревое- движение занимает 
в э·юм случае только ча·с�ь впадины - уча•стки, р асположенны� 
у гр аней,- а между ними находится область тур булизированного 
течения .  При этом среднее значение коэффИциента теплоотдачи 
для шерохоiватой поверхности увеличивается, стремясь к не.кото,. 
рому м аксимальному значению при sfh = 1 2  (рис .  1 6.6) . Увеличе
ние аср объясняется интенсификацией теплообмена в дmщой ча
сти впадины,  где при плотной шероховатости у.словия теплообме
на хуже, чем при  гладкой поверхности . 

Однако анализируя влияние. шероховатости на  тепловой rю
ток, следует иметь ·в виду, что при возр а·стании s/h одновремен
но с увеличением аср уменьшается отношение Fш!Fгл . та.к как в 
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этом случае поверхность шероховатой пластины постепенно при·  
ближается к значению Frл ·  

Расчетная ?ависимость для определения 'средне�о коэффици
ента теплоотдачи при переменнам s/h имеет вид 

Nucp = A  Nurл •  
где значения А = а.ср/а.гл берутся из графика рис .  1 6 .6,  а критериif 
Нуссель·та для  гладкой поверхности Nuгл определяется и з  ур ав
нений ( 1 6. 1 ) . 

NU. cp 
f(ft 

s 
)(,ji 

)(j 

n O'  

,� 

�� 
) 

fO 6 

� 
-' � 

d � 
Xtl � 

,. 

Рис. 1 6 .5 Зависимость Nucp  от критерия Рейнольдс� 
р азличной высоте выступов шероховатости h мм : 

0 -0; Х-0,2: L':.-2; D - 1 0  

10 
Re 

Поскольку в ряде конкретных случаев з атруднительно опре
деление площади шероховатой пластины, то удобно расчетную 
з ависимость для определения теплового потока пред,ставить без 
множителя Fш. Приближенно это можно •Сделать, используя ча
стные данные, полученные для шершюватости, выполненной в 
виде трепецие�в·идных выступов. Для получения указанной зави 
симости перепишем )'lр аJВнение ( 1 6.2)  .в виде 

Q = a.cp F ш (Tl - Т w) F гл · Frл 
Учитывая ·связь а.ср и а.гл, rкоторая при переменлом s/h опре

деляется соотношением 

будем иметь 

49б 

а.ср = А а.г л •  
Q = A F ш  а.гл (Тl - Т w) Fгл Frл 

( 1 6 . 3) 



или ,  заnисывая произведение А (Fш!Fгл) в виде множителя В, по
лучим окончательную зависимость для приближенного опредеJJе-
ния теплового nотока :  · 

( 1 6 .  4) 

В ур авнении ( 1 6.4) множитель В одновременно учитывает как 
у;величение аср, так и уменьшение поверхности при изменении 
пар аметр а sfh. 

а (rx. с 

�о 

48 
о 

"' 

-

• 

• 

• 

• 

< 

fO sjh 
Рис.  1 6.6 Зависимость среднего по поверхности 
впадины значения коэффициента теплоотдачи от 

параметр а  sfh 

- Из данных рис .  1 6 .7, на  К'Отором прИiведены значения коэф
фициента В, следует, что с ростом sfh ·возр астан�:�е аср почти ком
пенсируе'I1ся уменьшением отношения Fш/Frл, что приводит прак
тически к постоянству коэффициента В и 1в конечном счете ука
зывает · н а  слабую зависимость теплового потока от параметра 
sfh. Естестве�но. последнее замечание относи'Гiся к з1�ач�ниям 

Рис .  1 6.7. Зависямасть коэффициента В = 
= А (Fш /Fг л ) от параметра sjh 

sfh< 1 2. Из хар актера зависимости acp/arл =f (s/h) (см . рис. 
1 6.6)  и из физических соображений о влиянии шероховатости н а  
тепJfо01бмен следует ожидать, что при sfh> 12  отношени·е аср/агл 
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будет уменьшаться , стр емя.сь в пределе к единице. ПоскольТ{у 
отношение Fш/Fгл rакже уменьшается , а•симптотиче.ски прибли
жаясь к ·единице, то не трудно сделать вывод об уменьшении в 
этой области sfh коэффициента В и постепенном приближении 
тепловых потоков при шероховатой поверхности к значениям их 
при гладкой пластине. Используя зависимость ( 1 6.4) , следует 
иметь .в виду, что могут быть формы шероховатости с отношени 
е м  Fш/Fгл, отличным от величины Fш/Fгл, которой соотве1'ствуют 
значения коэффициента В,  приведеиные на  рис .  1 6.7.  Поскольку 
средний •коэффициент теплоотдачи практически не зависит от 
форм ы впадины, а коэффициент В = аср (Fш/Fгл) ,  то для шерохо
ватости с другим отношением Fш!Fгл коэффициент. может иметь 
иные значения. Р асчеты, в частности ,  показывают, что пр и  пря
моугольной форме впадины значение Fш/Fгл, а следовательно, и 
В для sfh = 1 ,6 на  30 % �Выше, прооеденных на  рис. 1 6 .7 .  С уве
лич.ением sfh р азница в значениях В убывает: при sfh = 3,6 от.1и
чие составляе11 1 8 % ,  а при s/h = 12 только 6 % .  

Рассмотрим теплообмен на шероховатой •поверхности в о б.'I а 
сти переходиого режима .  Ранее отмечалось, что переходный ре
жим течения находится в диапазоне значений Reh от 1 00 до 530.  

При возр астании числа Рейнольдса постепенно увеличивает_ся 
влияние шероховатости на  сопротивление и теплообмен.  П р а  
этом профили •скорости ·в погр аничном слое деформируются, ст.а
новнсь более урезанными по •сравнению ·с. профилем скорости в 
тур булентном пограничном слое при обтекании гладiюй по·вер х
ности (рис . 1 6 .8) . 

Для фиксирова�ного значения Reh профиль скорости одина
ков при раэt�шчных значениях х, а при достижении режима пол
ного проявления влияния шерохова-гости профиль скорости в по
гр аничном слое над шерохов атой пластиной одинаков для р аз-
ных h (рис . 1 6 .9) . 

-

Аналогичная картина наблюдается и ·при  исследовании теп
лообмена (рис .  1 6 . 1 0) . 

С увеличением Reh теплообмен интенсифицируется , при этом 
среднее значение ,коэффициента теплоотдачи возр астает .  

Критериальное ур авнение для опр еделения аср в области пе
реходного режим а  имеет вид 

Nucp = AпepNurл • 

где Апер = аср/агл характеризует р азвитие вихревого дrвижения ::ю 
вп адине, и следовательно , уровень интенсификации теплообмен а .  
Экспериментальные значения Апер приведены н а  р ис . 1 6 . 1 1 .  П р �  
достижении Reh значения 530 р азвитие течения во впадине за
канчивается , Апер становится р авным единице, а аср = агл ·  Следу
ет замет.ить, чrо степень влияния шероховато·сти на теплообмен 
определяется ·величиной Reh и н а  участке стабилизации не зави
сит от х. 
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Рис. 1 6.9 Изменение ско
рости в погр аничном слое 
шероховатой пластины 
при полном проявлении 
влияния шероховатости 
н а  р азличном р асстоянии 
от начала пластины 
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Рис. 116. 1 0. Промежуточная стабилизация теплообмена 
в области переходиого режима :  

а-для R.ел - 1 10; б-для R.ел - 170 

499 



Н а  р ис .  1 6. 1 0  rв качестве пример а  приведены критер иальные 
з а·висимости для двух р еж.имоiВ промежуточной стабилизации. 
соотве11ствующих Reh = 1 1  О .и Reh = 1 70 .  В о.боих случаях средний 
юоэффициент теплоотдачи определяеrея из уравнения 

An 
f ер 

о 
10 

500 

_,.. ..., 

( 1 6 . 5) 

Рис. 1 6J l . К расчету теп
лообмен а  в области пе

реходного режи,Iа 

в котором для Reh = 1 1  О А пер = 0 ,69 , а для Reh = 1 70 А пер = 0,�2. 
Следует заметить, что данные р ис. 1 6. 1 1  соответствуют пло r

ной шероховатос'Г'И, выполненной в виде сплошных тр апециевид
ных ·выступов, р асполож·енных перпендикулярно к направлению 
потока .  

Использование этих данных для других форм шероховатосги. 
в том числе и плотной, может дать лишь приближенное значение 
аср· Так, например, расчет· теплообмена при шероховатости, вы
полненной в виде отдельных плотно расположенных четырех
гр анных усеченных пир амидок, с использованием данных рис. 
1 6. 1 1 пр иведет к з авышению теплового потока . в среднем для 
всей области перехода примерrно на 1 5 % .  

1 6.2. СООТ НО Ш Е Н И Е  МЕЖДУ С О П РОТ И ВЛ Е Н И ЕМ И 
Т Е ПЛ ООБМ Е Н ОМ П Р И  Ш ЕРОХОВАТОЯ n О В ЕРХНОСТИ 

В р азд. 1 1 .9 при р ассмотрении течения газа у глад�ой пласти
ны была установлена аналогия между явлениями трения и тепло
обмена ,  в резуЛьтате которой получена связь ( 1 1 .84) между без
р азмерным ,коэффип:иентом теплообмена и коэффициентом тре
ния 

( 1 6 . 6) 

В отдельных случаях делаются попытки использования ука
занной зависимости для р асчета теплообмена при шероховатой 
новерхности. Но при течении газа у шероховатой поверхност'l  
основную роль игр ает ·сопротивление формы, а не сопротивление 
трения.  Последнее наглядно видно из рис.  1 6. 1 2 , где приведены 
экспериментальные значения коэффициента сопротивления С/ п 
коэффициента формы СФ для шероховатой плаrсmны. 
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Коэффициент сопротивдения опр едедядся ·из · зависимости 
1 da** 

2 с 1 = ----;;;-
Тодщина потери импудь.са б * *  вычисдяд ась по измеренным в р1I 
де  сечений пда•стины значениям ·  температуры и скорости . Коэф
фициент формы СФ опредедядся путем интегрирования з амереп
ного р аспредедения статического давдения во 'ВDадине. 

Чисдо СтантоiJа (St ) , вычис.'lенное по зависимости ( 1 1 .84)  
ддя гдадiюй пд а•стины, •суще.ств.енно отдичается от St ,  ПОil!.считан
но.го 1по измеренной ведичине коэффициента тепдоотдачи дш1 

St 
(JOf 

0/)05 

о 

8 

• 
• 

е 
о 

: : 

tOO 200 JOO �00 х, нн 

Рис .  1 6. 1·2. К связи теплообмена и 
трения при шероховатой поверх-

н ости : 

Рис 1 6  1 3  К связи теплообмена и 
трения при шероховатой поверх-

н ости : 
О - чиr.�а Стантона по уравнению 
{ 16. б) ; 8 - действительные значения 
числа Стаитона (экспериментальные) 

при шероховатой поверхности 

шероховатой поверхности (рис .  1 6. 1 3 ) . Таким обр азом, при ше
роховатой пдастине недьзя исподьзовать связь между сопро
тивдением и тепдообменом в •виде за·висимости ( 1 6 .6) , справед
дивой ддя ·гдадкой поверхности. 

При расчете тепдообмена  под допустимой высотой шерохо
ватости hнр понимае'ГСЯ та предедьная высота выступов, пр и ко
торой наблюдается увеличение теллов-ого потока по ср авнению с 
теnдовым потоком на  гладкой пласт.ине .  Указанная критическан. 
вед1ичина hнр может быть определена из соотношения 

щhкр Reкpl = -- =  1 00, 
Vвп 

где V в п  опредедяется по температуре газа во впадине.  
Предельная ве.'l'ичина выступов ддя отдельных коНiкретных 

случаев имеет ·следующие значения .  
1 .  При полете самолета со сверхзвуковой скоростью ( 1 < М <  

<2) на небольшой высоте (р = 0, 1  МПа)  допустимая высота ше
роховатости 01бшивки hкр = 0,005 мм.  
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2 .  Для лопаток тур бины воздушно-реактивного дв,игателя при 
. темпер атуре газа 1 075 К и давлении р =  1 ,0 МПа-hнр = 0,004 мм. 

3 .  Для поверхности ·сопла ВР Д при темпер атуре газа 775 К и 
давлении р =.0,2 МПа - hнр = 0,0 1 мм . 

4 .  В критическом сечении сопл а жидкостио-р акетного двиr::t
теля при температуре газа 3275 К и давлении р = 4,0 МПа допу
ст;имое значение hнр = 0,00 1 мм .  

Понятие допу,стимой высоты h важно с пр актической точки 
зрения,  так как оно указывает, к какой чистоте поверхности 
следует стремиться !JРИ обр або'f)ке с целью уменьшения 'сопро
тивления и теплообмена . Кроме того, ранее указывалось, что в 
ряде ·случаев первоначально гладкая поверхность может стать 
шерохова'f)ОЙ в процеосе э.к•сплуатации, что необходимо учиты-

. вать при р а·счете тепловых потоков .  

1 6.3. ТЕЧ Е Н И Е  И ТЕПЛООБМЕ Н В ОТР ЬI В Н ЬIХ ЗО НАХ, 
О Б РАЗУЮЩИХСЯ П ЕР ЕД П Р Е ПЯТСТ В ИЯМИ 

Свойства отрывных течений вызыва�ть сущесmенное измене
ние давления н а  поверхности используются в авиационно-косми- . 
ческой технике для упр авления летательными аппар атами путем 
изменения их аэродинамического качества .  Отрывные зоны обра
зуются также пер ед р азличными выступами на  поверхности ле
тательного аппар ата в виде антенн, р азличных обтекателей, со
пел упр авляющих Дlвигателей, рулей, люков и т. д. 

В этом •случае ·весьма актуальной становится тепловая защп
та поверхнос�и летательного аппар ата, так кшк тепловые потоки 
в зонах отрыва могут в не•сколько р аз превышать тепловые по-
токи, наблюдающиеся при безотрывном обтекании. 

· 
1 6.3. 1 .  Двухмерные отрывные зоны 

Торможение потока перед препятствием аJызывает повышение 
давления,  _!<:оторое при доз,вуковом течении р аспрост;р аняется 
вверх по потоку. Распределение давления перед плоским усту
пом OS1R показано кривыми 1 и 2 на  р.ис .  1 6. 1 4 . 

Погр аничный слой перед препятствием (до точки S) р азвива 
ется в условиях положитель'Ного градиента давления . Наличие 
трения в погр аничном слое приводит к уменьшению полного 
давления ·струек газа.  Оставшейся ки�етичоской энергии частиц 
газа,  движущихся в-близи ·стенки, недостаточно для преодолен ия 
всей области повышенного давления. 

На пекотором р асстоянии от препятствия частицы газа, ·из
расходовав весь запас кинетической энергии, останавливаю-гся и 
погр аничный слой отрывается от поверхности. Деформация про
филей скорости, н аблюдающаяся в област;и течения с положи
тельным гр адиентом давления,  приведена на рис. 1 6. 1 4 .  

Хар актерным для отрьrsного 'Сечения является р авенство 
нулю гр адиента скорости у стенки du/dy = O. Оторвавшийся в 
сечении S погр аничный ·СЛОЙ присоединяется к поверхности ус-
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тупа на  .некотором раостоянии от его вершины - в точке R. Е 
общем ·случае в эту точку приходит некоторая струйка газа по
граничного слоя с давлением Рн· Ст·руйки газа, р асположенны� 
ниже этой линии тока,  обл адают меньшим ·полным давлением, 
не  могут преодолеть давления, уста}[авливающегося в точке R, 
и начинают .двигаться к основанию уступа ,  обр азуя о б c'l а с т ь -

х 

Рис. 1 6. 1 4. Схема течения газа перед плоским уступом  

ц и р , к  у л я ц и о н н о г о т е ч е н и я .  Л иния SA R отделяет газ. 
движущийся ,в циркуJ1яционной зоне, от внешнего течения, при
чем часть потока движется .к у·ступу а ча·сть ·потока - в напр ав
лении,  обратном Ь·сновному течению. Эти потоки р азделяются 
линией SB R .  

Между газом,  движущимся в цирку.1яционной зоне, и внеш
ним потоком осуществляется И'нтенсивный турбулентный обмен 
на линии р аздела SAR. ИнтенсИ!вный тур.булентный обмен суще
ствует также между ча·стицами газа ,  движущимися вну'flри  цир
куляционной зоны, где согл а сно экспериментальным данным 
значение интенсивности турбулентности достигает 40-7- 60 % .  

Течение внутри циркуляци01нной зоны может осуществлятьсн 
по р азным схемам .  Характер течения определяется распределени 
ем статического давления на  уча•стке от точки отрыва S до точ
ки R1.  Хар актер изменения давления о•пределяет.ся отношением 
толщины вытеснения в точке отрыва о8* •К высоте уступа Н и 
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и00Н Роо значением критериев Рейнольдса -- и Эйлер а --2 • При ма -v/ QOOUOO 
лых з.�ачениях критерия Рейнольдса и б8*/Н статическое давле
ние пл авно изменяется от максим ал ьного значения нблизи осн.)
вания уступ а (точка R1) до величины давления в точке отр ы 1 .1 
(кривая 1 ) . 

При увеличении числ а Re и 68*/Н характер распределения 
давления суr:це·ственно изменяется (кривая 2) . Появляется ярка 
выр аженный минимум статического давления, р асположенный в 
сечении, проходящем через центр вихревого движения. В этам 
случае движение газа от точки Rt к точке отрыва S осуществля
ется вначале ·в обл асти отри цательJНого и затем - положитель
ного гр адиента давл·ения.  

Пр.и р аспределении статичео:к:ого давления,  соответственно 
кривой 1, течение :внутри циркуляционной зоны осуществляетсп 
с одной дополнительной отрывной зоной StORt . Газ от точки R 
движе11ся к основанию устУ�па  (.к пла·стине) вначале ·С отрица
тельным гр адиентом давления до ТО'ЧКИ ( Ср ) а н а  !Кривой рис .  
1 6 . 1 4 , а з атем на  векотором  р асстоянии от пластины ha н ачинает
ся торможение пот!iжа, сопровождающееся ростом давления .  
Наличие положительного гр адиента давления вызывает отрыв 
потока в точке S1 и прилипание его на  пластине в точке R1. Пр и 
этом у основания у•ступ а  обр азуется дополнительная отрывная 
зона StORt. В точке присоединения потока Rt, которая нвляет·ся 
критической, даrвление на  стенке имеет максимальное значение. 
Пр1:.1 движении от тоqки R1 к точке S газ .р азгсняется и давление 
п адает . . 

В случае наличия минимум а  давления (кривая 2) поток у 
пла·стины, двигансь от точки R1, вначале разгоняется, а затем , в 
обл асти положительного гр адиента давления, заторм аживается . 
Пр и  определенном соотношении параметров потока (бs*/Н и Re) 
положительный гр адиент да1вления станови-гся настолько значи
тельным, что вызывает отрыв потока от пластины .в точке S2 с 
последующим прил ип анием его в точке R2. При этом •В циркуля
ционной зоне обр азуе'ОСя вторая дополнител ьная отрывная зона 
S2-R2. 

Для р асчета теплообмена внутри циркуJiяционной зоны суще
ственное значение имеет давление в точке присоединения потока 
на  у.ступе PR и х а  р а ·К т е р  н о е д а в л е н и е в з о 1Н е Рь- :Иd 
имеющихся экспериментальных данных следует , что коэффици -

(с ) PR - Роо (С Ра - Роо 
енты давления Р R = 2 и р )ь = 3 2 определяют-Qо,,иоо/2 QooUoo/2 
ся вел ·ичиной 68/Н и не зависят от Re. 

З начения ( Cp) R .и ( Ср ) ь могут быть определены из следую
щих соотношений : 
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Геометрические характеристики циркуляционлых З6 Н 
Геометрическими хар актер истиками циркуд я ционных з о н  я з 

ляются длина зоны Х8 и р асстояние от течки присоединения по
тока до о снования У'ступа hR. В случае  двухмер ного течения дл и -

Xs/H 
• 11- • 

о ... i.8 � 
f v� � �  

'_.j 
. .  \ 

· ·-
O,f , .. t 1//!Г 

Рис. 1 -6 . 1 5 .  Зависимость длины от
рывной зоны от пар а метра бs·* fH при 

( Rен ) оо · 1 0-5 : 
Х -0,2; е�1 ;  · -2; Q -2,8 

Рис. 16 . 1 6. З ависимость координа1 ы 
присоединения потока hн от парамет
ра бs*!Н при различных скоростях 

U oo  м/с : 

х -зо; o -so; е - 120;  .6.-270 

на отрывной зоньi " яlВляется фун,кцией отношения бs*/Н и не за
висит от критерия Рейнольдса и других параметров .  З ависимос 1ъ 
xs/H = f (бs*/H) приведена на рис. 1 6 . 1 5. 

Для определения значения hR могут быть исподьзованы экс
периментальные данные, приведеиные на рис. 1 6 . 1 6 . 

1 6.3.2.  Тепловые потоки внутри циркуляционной зоны 

В настоящее время отсутствуют критер·иальные ур авнения 
для вычисл ения местного ЗJначения коэфф ициента теплоотдачи в 
области отрывного течения.  На рис . 1 6. 1 7, а п.риведены эксшiр и 
ментальные значения а для участка OS, 11де am - его м а,Кiси 
м альное значение.  Для определения а на  вер>tикадьной поверх 
ности уступ а могут быть исподьзованы эк·спериментальные дан 
ные, приведеиные на рис . 1 6. 1 7, б .  Характер •качественного изме
нения а на участке от 11оrчки R до основ ания _ уступа имеет р аз
ный вид ддя р азных значений параметров внешнего потока 
[98, 99]. . 

Кр ивая 1 соответствует сдучаю, когда от точки R до оонова
ния уступа течение в погр аничном •сдое ламинарное . Пр и  этом 
максимадьное значение коэфф ициента те;пдоотдачи на участке 
отр ывной зоны имеет место в точке пр исоединения потока R ( см .  
рис .  1 6. 1 4 ) . 

При увел ичении Reoo (кр ивые 2-4 р ис. 1 6. 1 7, 6) интенсив 
ность движен ия газа :в циркуляционной зоне возр астает, и на  не
котором ра·сстоянии от точки R происходит переход ламинарного 
погр аничного слоя в турбулентный, что вызывает за метное уве
личение коэффициента теплоотдачи . В э11ом •случае на  участке 
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тур булентного погр аничного слоя значение коэффициента тепло
отдачи может заметно превосходить значение а в точке присое
динения потока.  Н ал,ичие ма�симума на уча·стке турбулентного 
погр аничного слоя и некоторое уменьщение а при приближении к 
основанию уступа объясняется ростом толщины ставшего уже 
турбулентным погр аничного слоя, особенно, если иметь в виду 

ot - o<s <Хт- <Хs ot/otг���-.---.---,---,,--. 

/ ' 

1 
J . 

/ / 

/ / 42 � ��--�--4---�� 

X/Xs 1 (},6 0,6 0,9 0,2 о щ ����--���� о 0,2 0,9 46 46 IJ/hll 
о) о) 

Рис. 16. 1 7. Р аспределение коэффициента теплоотдачи по вертикаль
ной поверхности уступа для р азл11чных значений Reco и (с Р) н = 

= 0,357 0,85 : 
1-Re w < 10';  Я-Re w = 1 , 5 . 10' ;  3-Re w =4,5 · 1 0' ;  4-Re w = 1 ,5 105 

участок течения с положительным гр адиентом давления. Коэф
фициент теплоотдачи на  линии растекания R определяется с ис
пользованием критериального ур авнения 

Nuw = А Re� Pr113 ( QoJLoo )0'4

• ( 1 6.7 )  
QWfLw 

Ранее указывало-сь, что линия растекания я:вляется критиче
ской - по ней происходит р азделение потока . Часть газа втека
ет в циркуляционную зoiJy, а основная масса обтекает верхнюю 
кромку уступа .  На  линии р астекания скорость потока равна ну
лю. К.ак известно, теплообмен в такого рода критических линиях 
или точках зависит от градиента скорост�. В рассматриваемом 
случае 

где Umax - максимальная скорость, определяемая наибольшим 
перепадом давлений на вертикальной поверхности уступа . 
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А 
2 1 J-rx х � � . хх 

�t: � � J 
х 

х � '1"' 
[ Х w"rY" � 
�" 

l,..o х 
� � 

fO� 
Рис.  1 6. 1 8. К расчету теnлообмена по линии растекания н а  вертикаль

ной поверхности уступа при р азличных значениях ( ер )  н :  

' .  

Nl 
.И/J 

17 
x V 

)( 
:1 

х-0,4+0,7: о -0,85 

х 

х х 1/ 
х 

�( xxd хх 

xrx -..r 1 
х 'J%.-1 х / 

х х 
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х 
v 

fO �  

� х :  
� 

х 

1� 

q.---z Хх х,х � ........ »s 
/ )( 

�v 
х 

105 J· 10 5 
Р w u�hR -((r.p)11-( CpJ#�' 

Рис. 1 6. 1 9. К расчету максимального значения коэФФициента теn

лоотдачи на горизонтальной поверхности vcтvna 
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Полагая Umax .....,.. Uoo)' (Cp) я- (Cp) a, где (С�) а (см.  рис. 1 6. 1 4 )  
соответствует миним альному давлению н а  уступе, получим для 
критерия Рейнольдса выр ажение в виде 

· 
QwиoohR .. r Rew= t' (Cp)R - (Ср)а· !Lw 

Результаты экспериментальных исследований указывают н а  за 
висимость коэффициента пропорциональности А от  величины 
Rew и 68*/Н. Влияние б8*/Н удовлетворительно учитывается 
значением ( Ср ) я. З ависимость А от указанных п ар аметров при
ведена н а  рис .  1 6 . 1 8. Значение максимального коэффициента 
теплоотдачи на пдастине может быть найдено с помощью дан
ных, приведеиных на рис. 1 6 . 1 9, где в качестве опредедяющего 
размер а принята ведичина hя. 

1 6.3.3. Трехмерные зоны 

При обтекании уступов с относительно небольшим значением 
DjH или BjH, где D - диаметр цилиндрического, а В - шири
на плоского уступа,  возникает новое явление в виде вытекания 

Рис.  1 6.20. Схема течения газа перед уступом при 
относительно небольшом · значении D 1 Н 

части газа из циркуляционной зоны в боковых напр авлениях [ 1 5, 
1 00]. Одна из возможных схем течения с боковым вытеканием 
приведена на р ис.  1 6.20.  

Пограничный слой, р азвивающийся в условиях положитель
ного градиента давления перед уступом, отрывается от поверх
ности по линии отрыва Sa и присоединяется на добовой поверх
ности уступа в точке R или линии. растекания Rb. Часть газа из 
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области повышенного давления в окрестности линии Rb или точ
ки растекания R поступает в циркуляционную зону перед усту
пом, откуда частично эжектируется внешним потоком ,  а частич
но вытекает в боковом на·пр авлении . 

Н а лобовой поверхности уступа схема присоединения потока 
может быть р азличной, что в основном определяется геометри
ческой характеристикой уступа (D /Н или В/ Н) и параметр ами 
потока .  

� 
$ 4 7 6 

�if - -
tl) = z.  

il\ f 

!) 

i) 
Рис. 1 6  2 1 .  Схемы течения газа у Рис 1 6.22. Схема обтекания газом ци -
вертикальной поверхности vстvп а  линдрического vстvп а  

При D/H 54 и В/Н > 2 поток присоединится с образованием 
линии р астекания R-R ( рис .  1 6 .2 1 ,  а) . Характер течения на ус
тупе вблизи плоскости симметрии напоминает течение в случае 
двухмерной отрывной зоны.  Уменьшение D/H до 2 или BfH до 
l приводит к перестройке схемы присоединения и обр азованJIЮ 
точки растекания R (рис .  1 6.2 1 ,  6) . 

При D/H < 1 и В/Н < О,Б в плоскости симметрии появляется 
линия р астекания Rl\', заканчивающаяся точками растекания 
R и R' ( рис. 1 6 .2 1 ,  в) .  Н а  р ис .  1 6 .2 1 линиями 1 у основания усту
па показано положение обр азующейся дополнительной отрыв-
ной зоны.  . 

В отрывной зоне н а  пластине осуществляются те же схемы 
течения,  ·которые ваблюдались в случае двухмерного уступа (см .  
рис. 1 6. 1 4 )  • с  обр азованием одноИ (S1-R1) или двух (S1-R1 и 
Sz-R2) дополнительных отрывных зон.  -

Общая картина обтекания уступа приведена н а  рис .  1 6 .22, 
где точки 1, 2, 3, 4 соответствуют точкам 81, R 1 , Sz, R2 ( рис .  
1 6 . 1 4 ) . 

Поток, оторвавшийся от верхней кромки лобовой поверхно
сти у·ступа,  приюодеиняется на  верхней поверхности Б ·с образ·ова
нием циркуляционной зоны сложной формы. За уступом поток 
присоединяется на линии 6 и часть его, двигаясь по напр авле-

509 



нию к уступу, вызывает обр азование дополнительной отрывной 
зоны 7-8. 

Схема течения на  верхней поверхности и з а  уступом зависит 
от формы уступа .  

1 6.3.4. Геометрические размеры отрывных зон 

Р азмеры трехмерных отрывных зон зависят от фор мы и р аз
меров препятствия ,  а также от относительной толщины погранич
ного слоя перед отрывом.  

llл/Н;х,;н 
f6 X1/ll --t•--- -

.... .... . 
,."' 1 

f/8 ,."" 
�- ,_.,. .... -,.".. 

l/ ,."....... .�н - · -

tJ,fН. 405 0,08 41 42 1//N 
Рис 1 6  23. К определению геометрических оаз
меров отрывной зоны перед цилиндрическим усту

пом с D/H =2 
Для цилиндрическоrо уступа с D/H = 2  зависимость hн/Н и 

х8/Н от {)8*/Н приведена, на  рис .  1 6 .23.  Там же для сравнения 
пунктиром н анесены р азмеры двухмерной отрывной зоны. Из-за 
бокового вытекан-ия ч асти газа зн ачения hн и Xs для трехмерн01"1 
зоны меньше чем для двухмерной. 

5 10 

llк/ll;x�/11 
IJ8 

r- .......... ...f.s/11 46 Т"-....... 
.... _ r--- llк/H � AAi -.. .  ...... .... 

........... 
....... 

--
� , H/JJ 

Рис. 1 6.24. Зависимость геометрических разиеров 
отрывной зоны перед цилиндрическим Устvпом от 

параметров H/D 



З ависИмость х8/Н .и hн/Н от H/D для бв*/Н = 0,03 приведена 
на  рис. - 1 6.24. Увеличение HJD, соотвеfст,вующее увеличению 
трехмерно,сти и эффекта бокового вытекания • газа, при.водит, 
естественно, к уменьшению размеров отрывнон зоны. 

Изменение локальных коэффициентов теплоотдачи в плоско
сти симметрии перед уступом при D/H = 2  и бв*/Н=0, 1  приве
ден на  рис .  1 6.25. Как и в двухмерном случае, р аспределение а · 

<Х, В тf_&.2!S2_ ' ... 
•• • -· � • ' YJOO 

• 
• • 

г- • • �-."' • 
. • • 

800 
• • •  

600 

' 400 
; cl1 

о Qd:Jrf>' 
1 ""оо 

о о о о о о 
о 200 

i 

xjH 2 1 о (} 0,2 44 IH 0,8 h/H 

Рис 1 6.25. Р аспределение коэффициента теплоотдачи в 
плоскости симметрии перед цилиндрическим уступом при 

скорости обтекания U oo ,  м/с: 
0 -71 : . -341 

зависит от Re. При м алом значении Re максимальный коэффици
ент теплоотдачи на уступе наблюдается в точке присоединения 
потока R. а на пластине - в точке присоединения R 1 • Уве
личеllliе скорости внешнего течения приводит к перер аспределе
нию тепловых потоков, и коэффициент теплоотдачи вблизи ос
нования уступа становится больше, чем в точке присоединения 
R. Последнее объясняется теми же причинами,  что и при двух
мерном уступе, а именно : переходом ламинарного погр аничного 
с:юя в турбулентный.  

В отрывной зоне· н а  пластине увеличение Re приводит к су
щественному возр астанию а на ускоренном участке течения (от 
течки Rt .к точке S) ,  ;появлению в конце ускоренного участка вто
р• го максимума, положение которого приблизительно совпа,цает 
с положением минимального значения статического )l.авления 
(см.  рис. 1 6. 1 4 ) .  

Следует иметь в виду, - что величина коэффициента тепАе�т
дачи и характер его изменения в отрывной зоне зависят от трех-
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мерности течения, которая в свою очередь определяется формой 
и р азмер ами уступа ,  а также параметрами потока.  Определить 
коэффициент  теплоотдачи в хар актерных точках отрывной зоны 
возможно по приводящимся ниже зависимостям .  . · 

Для расчета а на линии р астекания RR (см .  р ис.  1 6.2 1 ,  а) ис
пользуется критериальное ур авнение ( 1 6 .7) , в котором коэффи-- -

� �-
............ ......... 

� r' � 
L!t. 

fO 20 40 10 .JJjls" 
Рис. 1 6.26. К расчетv коэффициента теплоотдачи в точке 

· растекания потока на вертикальной поверхности цилинд
рического уступа при D/H= 2  и различных значениях Re - 1 05 :  

+ -{),8;  о -2,4; А -4,о 

циент А может быть определен из рис.  1 6. 1 8. При большей трех
мерности течения, когда на лобовой поверхности уступа осуще
ствлЯется схема течения с линией растекания RR' (см. рис. 
1 6.2 1 ,  в) , в качестве определяющего необходимо брать попереч
ный р азмер уступа .  В этом случае критериальное уравнение 
имеет вид · 

Nu =А Re0.5 Prl/3 ( Qoof1oo )0,4 
w 1 w w t!wf1w • 

где для цилиндрического уступа с диаметром D 

N aD QwuooD 
Uw=-- и R'ew=�:........:.=--Лw f1w 

Значение коэффициента A t  на  линии RR' р авно коэффициенту 
пропорциональности при обтекании бесконечного цилиндра 
(A t = 0,57 ) . При малом значении бs*/D ( 68*/D < 0, 1 ) примерно 
такое же значение А1 наблюдается и для точки растекания R 
(см .  рис .  1 6.2 1 ,  6) . 

В случае толстого погр аничного слоя для схемы течения с 
точкой растекания величина A t зависит от пар аметра бs*/D. 
Указанная зависимость для цилиндра с D/H = 2  приведена на  
рис .  1 6.26. 

Коэффициент теплоотдачи в точке р астекания R1 на пластине 
может быть р ассчитан по экспер иментальным данным,  приве
деиным на  рис. 1 6.27, удовлетворительно характеризующим . ус
ловия теплообмен а для уступов р азной формы при различных 
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значениях {)8* /Н. Влияние формы уступа и толщины погр анично
го слоя учитывается в данном случае через зависимость hп от 
указанных факторов. 

О< к, h11 /Л w 
7·1/J 2 

6 
5 
'1 
3 

2 

2 1/J 
9 8 
7 
6 
5 

f()# 
/ 

/ 

/ 1&6 
/ 

г 

-
lц4/ ... 

• 
� �� � ... 

? � ;(; 
/if • 

3 4 5 6 7 8 9 f/J3 г 

• 

....... � 
� ...... 
... 

3 5-f(J 
j'Jwl/oohf( 

5 

--дw 
Рис 1 6.27. К р асчету коэФФициента теплоотдачи в области 
р астекания потока на горизонтальной повеJ?ХНости перед 

уступом при р азличных значен�ях D/H: 
Х -4; 8 -2; А -1 ;  .-0,25 

1 6 .3.5. Теплообмен в двухмерной отрывной зоне, 
образующейся за уступом 

При обтекании потоком газа обр атного уступа погр аничный 
слой, образовавшийся на  поверхности 0-S ( рис .  1 6 .28) отрыва
ется в точке S. Присоединение потока к поверхности происходит 

· в точке R, так что за уступом образуется циркуляционная об
л асть движения газа 1f2]. Линия 1 отделяет неваэмущенный по
ток, движущийся со скоростью Иоо, от погр аничного слоя и воз
вр атного течения.  Область циркуляционного течения отделяется 
от внешнего потока линией постоянной массы S-2-R. В отрыв
ном течении часть газа,  р асположенная выше линии S-3-R, 
движется в напр авлении основного потока,  а между линией 
S-3-R и основанием уступа течение газа происходит в обрат
ном направлении.  Обр атное течение подр азделяется на  я д р  о 
п о т о к а ,  в котором в фиксированном сечении скорость газа 
постоянна ,  и п о  г р  а ·н и ч н ы е с л о и .  В област.и линии S-3-R 
погр аничный слой образуется в результате взаимодействия тече
ний движущихся в прямом и обр атном направлениях, а у стен
ки - при взаимодействии газа с твердой поверхностью. Ско-
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рость газ а в ядре обр атного тока возрастает от нуля в точке R до 
некоторого максимального значения и з атем уменьшается. При 
н атекании на уступ, обр атный поток тормозится, погр аничный 
слой под действием положительного гр адиента давления (рис. 
1 6 .29) отрывается в точке S1 (см . рис. 1 6.28) и присоединяется 
на вертикальной стенке уступа в точке R1. В углу уступа обр азу
-ется дополнительная зона отрыва .  

о 

!:f 'F--------.1 

Хн �------�---- ---"----------1 
Рис 1 6.28. Схема течения газа за обратным уступом 

х 

Изменение статического давления за  уступом показано н а  
р - Роо рис . 1 6.29, Где СР 2 , а Хя харсrктеризует раССТОЯНИе ОТ 
Qoouooj2 

основания уступа до точки присоединения потока. Максимум ста
тического давления имеет место при хfхя= 1 , 1 ,  т .  е .  р асполагает
ся за  точкой присоединения потока.  Значение ( Ср ) я заметно ни
же величины ( CP) max· В окрестности точки прилипания в диапа-

. зоне зн ачений х/хя от 1 до 0,85 статическое давление 
выше давления неваэмущенного потока . Во  всей осталь
ной области отрывного течения давление ниже давления окружа
ющей среды.  Минимум давления достигается при хfхя � О,6. От 
хfхн = 1 до хfхя = 0,6 статическое давление уменьшается. Н а  
этом участке скорость обр атного потока растет. При хfхя < 0,6 
гр адиент давления в направлении обр атного движения положи
телен. Из рис .  1 6 .29 следует, что величина коэффициента давле
ния не зависит от критерия Рейнольдса .  Для р азных высот усту
па практически одинаковым ·является безразмерное давление, 
представляемое в виде 

р Р - Pmln 
Pmax - Pmln 

Точка R являет.ся �ритич�окой точкой, в которюй 'сКiорость пото
ка р авна нулю. Как известно, теплообмен в .  критической точке 

514 



з ависит от градиента скорости. Н а  рис. 1 6.30 приведены значе
ния гр адиента давления для р азличных высот уступа ,  которые 

� � Jl 

� Q. 
� ... 
l# 

r-� ,2 
4f 

t• 
42 0,4 17.5 4,. 1,0 1,2 1,4 Х/Хн 

о 

� . 
� 

•• • t' h�. � 
г� ���' �э.� 

-42 
.. 

Рис. 1 6  29. Изменение статического давления на горизонталь· 
ной поверхности за уступом при р азличных скоростях U oo ,  м/с : 

• -'26; .6.-45; х -77: о -10 1 

хар актеризуют качественный вид зависимости (dujdx )н=f (H) . 
Следует иметь в виду, что использование этих данных для вы
числения количественной величины dufdx невозможно в - силу 
nепос.тоянства полного давления в зоне отрывного течения. 

(o'pjrtx)R · to-" нjн3 
9 ' 

t . 
о 

о 

Рис. 1 6.30. Зависимость гр адиента давленИя на линии 
присоединения потока от высоты vстvпа 

1 7" 5 l i  



1 6.3.6. Теплообмен внутри циркуляционной зоны 

Изменение коэффициента теплоотдачи на горизонтальной по
верхности за уступом приведено на рис. 1 6 .3 1 .  Максимальное 
его значение соответствует точке присоединения потока R.. Левее 
nоложения максимума находится циркуляционная область тече-

оt/осн t J � �· �" )( )()( > � 

42 () 

)( � )( 
- IS">�: 
А )(  

� 1 1 
" х  
" х  

Q,S 

х ><1  �: � � )(  1 1 � 
-��)( )(  · х х " )( 

t 
Рис. 1 6.31 . Изменение коэффиЦJ�ента теплоотдачи н а  гори
зонтальной поверхности за  vстvпом при изменении его вы

соты от 12  до , 1 37 мм 

ния. В зоне обр атных токов величина а существенно перемен
ная . Коэффициент теплоотдачи в точке присоединения потока 
примермо в 4 р аза  выше коэффициента теплоотдачи у основания 
уступа.  

Условия теплообмена в отрывной зоне зависят от критерия • -
R Qoo U oo H 

Реинольдса внешнего потока е = , высоты уступа и тол -
oc,Bv'tМ zк) 
240 

200 

fб(} 

120 

о 80 
20 lf(} б(}-

о 
-

о 

1 
1 

90 100 floo,H/C 

!Jо оо  
щины погр аничного 
слоя перед отрывом .  
На рис. 1 6 .32 при'веде
на зависимость коэф
фициента теплоотдачи 
в точке 111рисоеди.нения 
потока от Uoo. Увели
чение 'скорости невоз
мущенногю потока при
водит к интенсифика
ции движения газа в 
отрывной зоне и вызы
вает рост тепловых по
токов. 

Рис. 16.32. Влияние скорости потока на  
теплообмен в отрывной зоне 

Ранее отмечалось, 
что при увеличении вы
соты у1ступа умень

шается градиент скорости на  линии р астекания, что в свою оче
редь ·вызывает уменьшение тепловых потоков. Увеличение тол-
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щины погр аничного слоя перед отрывом потока также приводит 
к уменьшению коэффициента теплоотдачи a.R ( рис.  1 6 .33 ) . 

осн,Вт,fr.2К) юо 
х 

х 

х 

Рис 1 6.33. Влияние высоты vстvпа н а  величину коэФФи
циента теплоотдачи в области присоединения потока 

при толщине пограничного слоя б, мм :  

Х-3; о -13 

Обр аботка данных экспери мента в координ атах aiaR = 
= f (xfxR) дает •возможность получить одну зависимость, удов

летворительно характеризующую изменение коэффициента теп
лоотдачи в отрывной зоне  при р азных значениях .крит·ерия Рей
нол .ьд.са внешнего потока и разных высот уступа (см . рис. 1 6.3 1 ) . 

Подобие в р аспределении коэффициентов теплоотдачи позво
ляет построить методику р асчета теплообмена в отрывной зоне 
через определение характерного значения а, что при наличии 
аппроксимирующей зависимости рис .  1 6.3 1 дает возможность 
р ассчитать его местные значения в любом сечении зоны отрыва .  

В качестве характерного значения а принята величина коэф
фициента теплоотдачи в точке присоединения потока R. Значе
ние aR удобно выр азить через коэффициент теплоотдачи, вели
чина которого определяется · С  помощью известных критери аль
ных ур авнений. Такой величиной целесообр азно выбр ать значе
ние коэффициента теплоотдачи в точке отрыва потока as. 

Результаты обр аботки экспериментальных данных в виде за -

( а*� ) висимости aR = f -8 - приведены на  рис . 1 6 .34 . Толщина по-
а8 Н 

тери импульса и коэффициент теплоотдачи в точке отрыва пото
ка  определяются по известным зависимостям .  Для р асчета теп
лообмена ,  естественно, необходимо знать размеры отрывной 
зоны. Длина ее зависит от высоты уступа ,  толщины погр анич
ного слоя перед отрывом и практически не з ависит от Reoo. 
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С ростом высоты уступа и бs длина отрывной зоны увеличивает
ся [ 1 2 1 ]. Значение Хн может быть определено по з ависимости 

Х:: = 1 (  �· ). полученной при изменении высоты уступа от 1 2  

до 1 37 м м  и величины бs о1' 3 до 1 3  м м  (рис .  1 6.35) .  
При б�* */Н > 0,02 отношение xR/H остается примерно постоюi-

«6 f5xs 

�8 
() 

• 
• 

• . .. 

1 

(JOf 402 

• '· g 
: . 11 • 

40J 401f " 0,05 i'.s /Н 
Рис. 1 6 .34 . К. расчету теплообмена в отрывной зо
не з а  уступом при р азличной его высоте Н. �rм :  
8 -12-137, гл адка я  поверхность перед у ступом ; О -20, 

шероховатая поверхность перед уступом 

Хн/Н б 

2 
о 

• 
•• •  • 

•
•

• 
• 

O,Of 

• • • 
• 

(),02 

• 
/:>о 

О,ОЗ 0,04 
\ 

m 

. .  

Рис. 1 6.35. К. расчету 
теплообмена в отрывной 
зоне за уступом прп 
раз.'!ичной его высоте Н, 
мм (обозначения по рис . 

J 6.34) : 

ным.  В этой обл асти длина зоны отрыва равна ПJ-'имерно 5 высо -
там уступа .  

Таким образом, для  определения теплового потока в конк
ретном сечении зоны отрыва необходимо р ассчитать а8 и 68* * . 
Пользунсь •рис . 1 6.34 и 1 6 .35, возможно определить значения ко
эфициента теплоотдачи в точке присоединения потока Хн. 

Величина местного коэффициента · теплоотдачи в любой точ
-ке определится по данным рис. 1 6 .3 1 и,  наконец, тепловой по
ток - из зависимости qw = a  (Т оо - Т w) ·  

Рекомендуемая литература :  
основная:  [2, 1 40] ; 
допо.'!нительная:  [ 1 4, 1 5, 89, 98, 99, 1 00, 1 2 1 ,  1 59]. 
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Г Л А В А  X V I I  

Т Е П Л О О БМЕ Н В РАЗ Р ЕЖЕ Н Н ОМ ГАЗ Е 

1 1 
Рассмотрим процессы теплообмен а  тел в столь р азреженном 

газе, что представления о сплошной среде, используемые в обыч
ной газовой динамике (базирующейся на  уравнениях Навье
Стокса ) , оказыв аются неприменимыми .  

Умение р ассчитывать теплоотдачу в разреженных газах не
обходимо при решении многих инженерных задач, таких, наnри 
мер ,  как соэдание тепловой защиты гиперзвуковых летательных 
аппар атов, предн азн аченных для полетов на больших высотах 
(70- 1 30 км ) око.1о Земли,  р азработка высотных ядерных реак
тивных двигате.1ей с накопителем рабочего тела ,  обеспечение 
необходимого теплового режим а  в ряде технологических про
цессов , осуществляемых в глубоком вакууме, разработка и уточ
нение методов измерения параметров газа в верхних слоях атмо
сфер ы Земли и других планет, р азр аботка систем управления 
космических кор аблей с использованием тер м�датчиков и т .  д. 

1 7 .1. И СХОД Н Ы Е  ПОЛОЖЕ Н ИЯ Т ЕОР И И  ТЕПЛООБМЕНА 
В РАЗР ЕЖ Е Н НОМ ГАЗ Е 

1 7. 1 . 1 .  Молекулярная структура газа 

Газ представляет собой совокупность большого числа моле
кул , р азделенных в каждый момент времени в среднем больши 
ми  расстояниями,  значительно превышающими р асстояния,  н а  
которых становят·ся заметными межмолекулярные •силы .  
Вследствие этого молекулы газ а ,  находясь в движении, большую 
часть времени  пр актически не  взаимодействуют друг с другом . 
Взаимодействие между молекулами становится существенным 
лишь при заметном сближении их. Время их взаимодействия 
очень мало по сравнению со временем свободного движения .  
Это время называют в р е м е н е м с т о л к н о в е н и я ,  а с ам  
процесс вз аимодействия - с т о л к н о в е н и е м .  

Поскольку время столкновения очень м ало по сравнению с 
временем свободного движения молекул, вероятность взаимо
действия одновременно трех и более молекул (�. е .  вероятность 
тройных и т. д. столкновений) nренебрежимо мала .  Практиче-
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ски в р азреженном гг.зе встречаются лишь п а р н ы е столкнове
ния молекул. 

При столкновениях молекулы обмениваются импульсом п 
энергией. Законы межмолекулярных взаимодействий, определя
ющие этот обмен ,  в общем случае весьма сложны.  Одн ако с дос
таточной степенью то<tности для многих целей можно использо
вать упрощенные (модельные) представления о молекулярных· 
взаимодействиях. Одной из широко используемых моделей взаи
модействия является модель, согласно которой молекулы р ас
см атриваются как абсолютно упругие гладкие шары � .  Диаметр 
шаров d при этом назначается из условия осреднения изменений 
импульса ( или  энергии и т .  д. ) ,  которые могут иметь место при 
р азличных характерах сближения молекул (встречи могут про
исходить при р азличной ориентации молекул относительно друг 
друга ,  при р азличных n р  и ц е л ь н ы х  р а,остояниях * * .  Э ф
ф е к т и в н 'о е  'С е ч е н и е .с т о л к н о в е н и я  a = :rtd2 зависит о г  
природы молекул и о т  и х  относительной скорости перед столк
новением.  В общем случае  при увеличении относительной ско
рости молекул эффективное сечение столкновения уменьшается. 

Молекулы находяТtся в непрерывном хаотическом движении. 
Столкновения носят случайных характер . От столкновения к 
столкновению молекула пробегает путь, который называют с в о
б о д н ы м пр о б е г о м .  Длина свободного пробега молекулы от 
столкновения к столкновению изменяется случайным обр азом. 
Осредняя всевозможные значения длин свободного пробега мо
.'lекулы, мы получим с р е д н и й с в о б о д н ы й п р  о б е г L,  за 
висящий от  числовой плотности молекул n и р аз мер а эффектив
ного сечения столкновени!! мол�кул а: 

1 L = - . п а ( 1 7 .  1 )  

Следует различать среднее р асстояние между молекулами и 
средний свободный пробег молекул. Н апример,  на  высоте 
300 км от поверхности Земли длина свободного пробега состав 
ляет величину L� 103 м ( п�  1 0 1 5  1 /м3, а � 1 0-18  м2) , а среднее 
р а сстоя ние между молекулами 11. �  1 0-5 м .  

Длину среднего свободного пробега можно выр азить через 
пара метры переноса - коэффициенты вязкости и теплопровод
ности, являющиеся физическими параметр ами газ а :  

L = 1 , 27 !Jo !iJlRT ( 1 7. 2) . 

где Q = mn - плотность газа .  
* Модель упругих шаров учитывает лишь коротко действующие силы от

талкивания ( валентные силы) . Существуют модели ,  которые учитывают и си
лы притяжения,  например, модель Леннарда-Джонса. 

* *  Прицельным называют наименьшее р асстоя�ние между сближаюшимися 
молекулами, которое имело бы место, если бы молекулы двигались прямоли
нейно, не испытывая силового воздействия друг на друга . 
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В оспользовавшись формулой ( 1 7 .2 )  и сравнивая ее с фор му
лой ( 1 7 . 1 ) , выразим сечение столкновения а через коэфф ициент 
вязкости 1-t :  

а = •  / 8 m Vlff . 
V 9n !L • ( 1 7 . 3) 

П оследнее соотношение интересно тем, что, используя извест· 
ную зависимость 1-1 от Т, возможно проследить характер зависи-

мости сечения столкновения а от скорости молекул ё '1 / 8 RT. . v л; 
Например, если воспользоваться формулой Сатерленда для 
вязкости, то получается 

где Tt = 273 К; 

а = a1 (ll) Т + В 
, . ( 17. 4 )  Т Т1 + В 

а1 - сечение столкновения при с • f _!_ RT 1; v Л: r 
В - постоянная (для воздуха В =  1 1 4 ) . 

Из ф ор мулы ( 1 7 .4)  следует, что при малых Т сечение столк
новения приблизительно обр атно пропорционально Т, т. е .  
o � I !T или обр атно пропорционально квадр ату относительной 
скорости. При больших Т сечение столкновения можно принять 
постоянной величиной (cr= coпst ) , т .  е .  при больших относи
-тельных скоростях сечение  столкновения приблиз_ительно по
стоянн ая величи.на * . 

1 7. 1 .2 .  Аналитическое описание теплообмена в разреженном газе 

В основе молекулярной статистики газов лежит положение 
о неупорядоченности (хаотичности ) движения молекул . 

Рассмотрим некоторое пространство, заполненное газом из 
однородных молекул . Выделим около векоторой фиксированной 
-точки А (х, у, z) объем dV= dxdydz, весьма малый по ср авнению 
с размер ами пространства ,  вдоль которых заметны изменения 
чюйств газа .  В то же время этот объем должен быть таким, что
бы в нем содержалось большое кол.ичество молекул . Пусть в 
этом объеме в фиксированный момент времени 't содержится N 
частиц. Это чис.1о можно выразить следующим образом : 

N =- ndV, ( 1 7 . 5) 

где n - числовая плотность молекул ·вблизи точки А . Скорости 
молекул внутри выделенного объема могут иметь самые различ
ные зн ачения .  В ероятность того, что взятая наугад молекула это-

* По оценкам сечения столкновения cr в см2 при Т �  1 00+300 К для N2 
(и  воздуха) 4,5 1 0-1 5 ;  для Ar=4,2 1 0-15 ;  ДЛЯ Не - 1 ,4 . Ю-15•  
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го объема имеет скорость, составляющие которой · .1ежат в ин
тервале значений от sx . sy, sz до sx + dsx.  Eu + dey. ez + d�z будет 

( 17 .  6} 

где f - функция , зависящая от выбр анных зн ачений sx , sy, Sz ·  
Ожидаемое число моле{{ул с выбр анными скоростями в выделен· 
ном объеме dV составит 

( 1 7 . 7) 

Очевидно,  что в р азных точках простр анства и в разные момен
ты времени искомая вероят.ность dP может быть р азличной.  
Следовательно, функция f в выр ажении ( 1 7.6 ) ,  вообще го·воря ,  
будет также функцией .Iюординат и времени : 

( 1 7 . 8 ) 
' 

Функция f н азывается ф у  н к ц и е й р а с п р е д е л е н и я с к о-
р о с т е й  м о л е к у л ,  поскольку от нее зависит хар актер р ас
пределения вероятностей dP . Из ур авнения ( 1 7 .7 ) •следует, что 
f представляет собой плотность вероятности обнаружения в мо
мент ,; в единичном элементе ф изического простр анства dV 
( построенного около точки х, у, z) одной молекулы с составля
ющими скорости из элемента простр анства скоростей dro = 
= dsxdsydsz (построенного около точки sx. sy. sz ) .  

Если известна функция распределения скоростей , то можно 
вычислить любые макроскопические параметры газа. Физиче
ский смысл подобных вычислений заключается в осреднении 
соответствующих молекулярных признаков всех молекул, нахо
дящихся в элементарном объеме d V в данный момент времени.  
Например , составляющую видимой ма�роскопической скорости 

, и мы получим ,  если осредним значения sx всех молекул, находя
щихся в d V: 

Следовательно 
+ оо 

и - s  5 5 exf · dExdeud�z · 
- оо  

( 1 7 . 9) 

( 1 7 . 10) 

Аналогично вычисляются через f составляющие видимой скоро
сти газа v и w ,  а также температур а газа Т, тепловые потоки в 
газе q и т. п .  

В общем случае для отыскания вида функции р аспределения 
скоростей молекул обр ащаются ·к уравнению Больцмана ,  выве
денное им в 1 872 г. : 
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д (nf) + � д (nf)+ Eu д (nf) + Ez д (nf) +Х д (nf) + 
д1i х дх ау дz дех 

+Y д (nЛ+ z д (nf)= l, ( 1 7. 1 1 ) деu деz 
где Х, У, Z - со·ставляющие м аосовой силы (силы, действую

щей .на единицу 1м аосы каждой из молекул газа) ; 
1 - член, учитывающий влияние .столкновений (интег

р ал ·СТОЛКНОВениЙ ) ; 
,; -- время . 

Ур авнение ( 1 7 . 1 1 )  яв.rяется основным ур авнением кинетиче
ской теории газов и называется у р а в н е н и е м Б о л ь  ц м а
н а * . Оно описывает бесчисленное множество конкретных про
цессов .  Чтобы из этого бесчисленного множества выделить р ас
сматриваемый процесс, необходимо добавить к этому ур авнению 
ус.'Iовия однозначности и, в частности, гр аничные и начальные 
условия для функции р аспределения скоростей молекул .  Сово
купность ур авнения Больцмана ( или системы уравнений, если 
газ сложный)  и ус.'Iовий однозначности является общим анали
тическим описанием процессов теплообмена , протекающих в р аз -
реженном газе . . 

Ур авнение Больцм ана является нелинейным интегродиффе
ренциальным ур авнением. Структур а входящего в него интег
рала столкновений является весьма сложной, и это обстоятель
ство сильно затрудняет р азработку общих методов решения. Од
нако существует один простой случай, когда отыскание р ешения 
не представляет труднастей . Это случай,  когда газ  находится ь 
равновесном состоянии . Если отсутствуют внешние м ассовые 
силы (т . е .  Х= Y=Z=O)  и свойства газа не изме'Iяются во вре
мени,  оставаясь один аковыми во всех точках простр анства ,  за 
нимаемого газом (т.  е .  д/дт = О; д/дх = д/ду = д/дz =О) , то из  
уравнения ( 1 7. 1 1 )  следует, что функция р аспределения моле
кул { 1 45] 

где 

n 
(с; + с2 + с2) 

F,1 = -----::-=- exp и 
z 

= nf 
(2тr.RT)312 2RT м •  

, сх = ех- и, Cu = eu - v, Cz = ez - w; 

( 1 7 .  1 2) 

и, v, w - составляющие макроскопической скорости движе
ния газа в системе координ ат х, у, z ;  

k 
R =  - - газовая постоянная ; 

т 
k - постоянная Больцмана ; 
Т - темпер атур а . 

---::---=--
* Подробный вывод уравнения БоЛьцмана  содержится, например, в кни-

гах Д. Гиршфельдер, Ч. Кертисс, Р. Берд. «Молекулярная теория газов и 
жидкостей»,  М. ,  ИЛ, 1 96 1  и Л .  Больцман. Лекции по теории газов. М . •  
гитл, 1 953. 
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Эта функция распределения скоростей молекул впервые была 
найдена Максвеллом и носит его имя . 

1 7. 1 .3. В�аимодействие молекул с поверхноtтью твердого тела. 
Граничные условия для функции распределения скоростей 
молекул 

Для того' чтобы сфор мулировать гр аничные условия для 
функции р а·опреде.1ения ·скоростей молекул на поверхности твер -

. дого тела, омываемого газом,  необходимо знать механизм взаи
модействия молекул газа с поверхностью.  в конечном счете при 
этом должн а быть определена функция распределения отражен
ных от поверхности молекул. Хар а ктер отражения молекул 
(функция р аспределения отр аженных молекул ) з ависит от мно

гих величин : от энергии и м ассы падающих частиц, от структу-
ры падающих молекул (одно- ,  двух- ,  и т. д. - атомные частицы ) . 
от вида криста.1Jiической структуры I'!l атериала поверхности, от 
темпер атуры поверхности, от хар актер а сил взаимодейсТВf!Я 
между падающими  молекулами и атомами поверхности, от ха
рактер а механической обр аботки поверхности и т .  д. Хар актер 
взаимодействия каждой п адающей молекулы,  вообще говоря, 
зависит от скоростей и числа других молекул, падающих н а  тот 
же элемент поверхности. В определенных условиях на поверх
ности образуется сшюшной или в виде островов слой адсорбиро
ванных молекул ( как известно, возможность обр азования такого 
слоя определяется временем задержки молекул газа на поверх
ности и числом их, падающих в единицу времени ) . Взаимодей
ствие молекул с поверхностью, покрытой слоем адсорбирован
ных молекул, оказывается иным,  нежели в случае чистой по- ·  
верхности. 

Установление точного вида функции р аспределения для отра
женных молеку.'I связано с большими  трудностями .  Пр и ·  р асче
тах сейчас используют приближенные представления относите.'IЬ
но вида этой функции. Механизм взаимодействия молекул с 
поверхностью тел а при этом учитывается путем вв.�де.ния в ап 
проксимирующую функцию р аспределения для отр аженных мо
лекул векоторого н абор а макроскопических пар аметров, завися
щих от вышеперечисленных факторов .  Эти пар аметры в свою 
очередь определяются пр и  помощи эксперимента . 

· 
Одной из наиболее давно известных аппроксимирующих 

функций р а·спределения являе'l\ся предлож·енная Максвеллом 
та.к называемая зеркально-диффузная функция ·следующего ви
да : 

( 17. 13} 
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Здесь а1:, Т, , nr - макроскопические параметры,  смысл которых 
мы ра,ссмотр им ниже ;  

Fr - функция р аспределения отр аженных молекул ; 
R - газовая постоянная ; 
Fi - функция р а спределения падающи:: молекул ; 

r� - р адиус-вектор точки поверхности ; 
sr - скорость молекулы после удара .  

Рис. 1 7  1 .  Схема зеркаль
ного отражения молеку
л ы  от твердой поверх-

ности 

1i 
в 

2f,." 

Аппроксимирующая функция состоит из двух слагаемых. 
Первое слагаемое в пр авой части р авенства ( 1 7 . 1 3 )  учитывает 
молекулы, которые отр ажаются зеркально от поверхности, а вто
рое - молекулы,  отр ажающиеся диффузно.  

Коэффициент а1: называется к о э ф ф и ц и е н т о м д и ф
ф у з  н о г о о т ' Р  а ж е н и я .  Он пред:ставляет собой долю моле
кул, отр ажающи�ся от поверхности диффузным образом.  Вели
чин а  ( 1 -a'l: ) представляет долю молекул отражающихся зер
кально .  В случае зеркальн�о отр ажения, если молекула после 
отр ажения имеет скорость sr, то перед •Столкновением с поверх
ностью она будет иметь скорость (рис.  1 7 . 1 )  

� = �, - 2�,;п. ( 17 .  14) 

где ii - единичный вектор ,  нор м альный к поверхности . Все моле
кулы,  имею1дие перед столкновением скорость Si •  после столк
новения зеркальным обр азом с повер·хностью перейдут в класс 
молекул , имеющих скорость f,:'. Поскольку �=fт-2srпn, то 

( 1 7 .  1 5) 

Величину Tr подбир ают .таким образом , чтобы принятая ап
проксимация для Fr пр авильно определяла суммарную энергию 
отр аженных молекул. При этом используют опытные данные о 
термическом коэффициенте аккомодации (приспособления )  мо
лекул к условиям н а  стенке. Термический коэффициент аккомо
дации аэн представляет собой долю, отданную падающими моле
кулами  стенке, той энергии, которую они могли бы отдать стен-
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ке, если бы молекулы полностью «приспособились» ( аккомо
дир,овали) к условиям на 'Стенке: 

аэ� = (Еi - E,)!(Ei - Ew) · ( 1 7. 1 6) 

Здесь Ei н: Er - энергия падающих и отраженных молекул ; 
Ew - энергия, которую имели бы отр аженные моле

кулы при полной аккомодации.  
В случае когда молекулы полностью аккомодируют к услови

ям на  стенке, отраженные молекулы образуют газ, находящийся 
в тепловом р авновесии со стенкой.  В этом случае температура 
газа из 0тр аженных молекул р авна темпер атуре стенки, т. е .  
Tr = Tvv· 

Величину nr назначают из условия р авенства числа падаю
. щих Ni и отр аженных Nr молекул (т. е . из условия сохр анения 
частиц, которое должно выполняться , если отсутствует захват 
частиц поверхностью тела ) : 

( 1 7.7 ) 

Таблица 17. 1 
Экспериментальные значения термических коэффициентов аккомодации гелия 
и неона на чистых поверхностях металлов 

Газ М еталл 

Не Pt 

Не w 

Не  к 
Не А !  
Н е  Na 

Не  ·в е 

Ne w 
Ne Fe 
Ne к 
Ne А !  
Ne Na 

Ne В е 
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Исс ледователь и 
год публикации 

B rown 1957 { Thomas 955 Schaf ield 1 
Petersen ! 958 

Faust 1954 

Petersen 1 958 

B rown 1 957 

S i l vema i l  1954 { Egglet�n 1952 Tumpkшs 
Pete rsen 1958 

Faust  1954 

Pet ersen 1958 

B rown 1957 

т *  
аэн fJ.= -м 

0 , 038 0 , 0205 

0 , 0 1 7  0 , 02 ! 7  

0 , 083 о ,  1025 

0 , 073 о ,  148 

0 , 09 о ,  174 

о ,  145 0 , 444 

0 , 042 О ,  1 1  

0 , 056 0 , 362 

О ,  ! 99 0 , 517  

О ,  159 0 , 747 

О ,  198 0 , 875 

0 , 3 15  2 , 24 

* т - масса падающей частицы (Не, Ne) ; 
М - масса атома поверхности. 



В.nияние адсорбированной п.nенки на термический коэффициент 
аккомодации гелия на. вольфраме 

Условия на поверхности 

Чистая поверхность W 

Поверхность вольфрама по-
крыта адсорбированными моле-
кулами (точные условия неиз-
вестны) 

Поверхность вольфрама по-
крыта адсорбироваными· моле-
кулами водорода 

Поверхность .вольфрама по- � 
крыта адсорбироваными моле
кулами азота 

0 , 01 7  

0 , 025 1 0 , 057 

о ,  17 1 
о ,  1 2  1 
'0 , 53 1 
0 , 041  

0 , 064 

Исследователь 

Thomas, 
Schafiel d 

Roberts 

Michels 

O liver, 
Farber 

Micl1els 

Wachmann 

Wachma n n  

Таблица 17.2 

1 Год 
публикации 

1 955 

1 1 933 

1 1 932 

1 1 950 

1 1 932 

1 957 

1 957 

Предельным случаем зеркально-диффузной схемы отр ажения 
являе"vся ,случай, когда все молекулы отр ажаются диффузно с 
максвелловским р аспределением,  отвечающим темпер атуре стен 
ки. В этом случае а ." =  1 ,  llэн = 1 .  Втор ой предельный случай, 
когда все молекулы отр ажаются зеркально, т. е. когда а ." = 0, 
аэн= О. Действительные значения а ."  и аэн обычно лежат между 
этими кр айними значениями.  

К настоящему времени в целях установления вел!fчин а." и аэн проведено 
огромное количество экспериментов.  Однако н адежных данных пока еще дале
ко не достаточно. В табл. 1 7. 1  собр аны наиболее достоверные данные по ко
эффициентам для гелия и неон а  н а  чистых поверхностях различных металлов 
при сравнительно не'больших (порядка обычных тепловых) скоростях (энерги
ях)  падающих молекул. 

В табл.  1 7.2 представлены данные опытных измерений аэн для Не на  
вольфраме, покрытом частично или полностью пленкой адсорбированных мо
лекул той или иной природы при небольших (порядка обычных тепловых) 
энергиях падающих молекул. В этой таблице приведены также данные для 
чистой поверхности. Из сравнения можно заключить, что н аличие адсор биро
в анной пленки приводит к существенному увеличению коэффициента терми
ческой аккомодации. 

Наконец, в табл. 17.3 приведены опытные данные по коэффициентам акко
модации для воздуха при небольших (порядка обычных тепловых) энергиях 
п адающих ч астиц. Эти данные, по-видимому, относятся к условиям, когда по
верхность в какой-то степени покрыта адсорбированными молекулами . Из 
табл. 1 7.3 следует, что а." для воздуха мало отличается от единицы. Данных 
при больших энергиях п адающих ч астиц (соответствующих, например, скоро
стям движения спутников)  сейчас очень мало . В практических р асчетах тепло
обмена и сопротивления из-за недостаточности данных о аэн и а." в ряде слу-
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чаев приходится пользоваться их предельными значениями, оценивая тем 
самым верхний и нижний пределы исспедуемых величин (сопротивление, тепло· 
отдача) . 

Таблица 17.3 
Экспериментальные значения термических коэффициентов аккомодации для 

воздуха на различных технических поверхностях 

Поверхность 

Лак на бронзе 

Полированная бронза 

Бронз а  машинной обработки 

Бронза, обработанная спиртом 

Литая стадь полированная 

Литая сталь машинной обработки 

Алюминий полированный 

Алюминий машинной обработки 

Алюминий, обработанный спиртом 

Платина 

1 Исследова- 1 
т ели а •• 

0 , 88-0 , 89 
... 0 , 9 1-0 , 94 � 
!:>. 0 , 89-0 ,98 § 
;::; 0 , 93-0 , 95 Е-с 

1946 0 , 87-0 , 93 .; с: 0 , 89-0 , 96 "' е 
"'О 0 , 87-0 , 95 
t:?; 0 , 95-0 , 97 

0 , 89-0 , 97 

Кнудс ен ,  1 0 , 74-0 , 91 
1934 

�аксвелловская аппроксим ация для функции р аспределения 
скоростей отр аженных молекул Fr, представляющая собой ли· 
неijную комбинацию зеркального и диффузного отр ажений, не 
всегда может оказаться удовлетворительной в �силу ча·стного 
вида аппроксимирующей функции. В общем случае для Fr необ· 
ходимы более общие представления [29] . 

1 7.2. ПОДО Б И Е  П РОЦЕССА ТЕПЛООБМЕНА В РАЗ РЕЖЕН Н ЫХ 
ГАЗАХ. РЕЖИМЫ Т Е П Л О В ЫХ И Д И НАМ И Ч Е СКИХ П РО ЦЕССО В  

1 7.2. 1 .  Анализ подобия 

Во многих случаях в связи с трудностями решения ур авне· 
ния Больцм ана возникают вопросы об эiЦ:периментальных пу· 
тях исследования теплообмена и течений р азреженного газа  и, 
в связи с этим,  вопросы о моделировании и критериях подобия.  

Обсуждение вопросов подобия мы проведем применительне 
к характерному (для авиационной техники )  классу стацион ар · 
ных задач о теплообмене и сопротивлении тел, обтекаемых без· 
гр аничным потоком газа ,  состо�щего из однородных одноатом· 
ных частиц (т .  е . применительно к классу з адач о теплообмене 
при внешнем обтекании) . В соответствии с типичными для мно· 
гих случаев условиями будем полагать, что на бесконечном  уда · 
лении о·т тел а газ не  воз мущен и н аходится в р авновесном сос-
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1 о ф u тоянии так, что оно описываеТrся м аксвелловскоп ункциеи рас-
пределения 

где 

t -

6х. �У• �z - составляющие скорости движения молекул ; 
Uoo, Voo, Woo - составляющие видимого м акроскопического 

движения газа в целом в системе  координат, 
.связанной с ·обтекаемым тело м ;  

Т оо - температур а газа на беск-онечности ; 
noo - числовая плотность молекул н а  бесконечности. 

Будем считать, что функция р аспределения Fr для отр ажен
ных молекул от поверхности тела в р ассматриваемых условиях 
достаточно хорошо аппроксимируется максвеллавекой зеркаль
но-диффузной фуirкцией : 

F, = ( 1 - a�) F1 + a.. n, 312 ехр [ - е; +  Е� + е�] . ( 1 7 .  19 ) 
(21tRT r) 2RT r 

Рассмотрим некоторую группу явлений, описываемых ур ав
нением Больцм ана и одинаковыми по форме  и содержанию ус
ловиями однозн ачности. Различие процессов, прин адлежащих к 
этой группе, может состоять лишь в том ,  что р азмерные величИ'
ны, входящие в условия однозначности , могут иметь р азличные 
численные значения .  Таким образом,  мы будем иметь в виду ряд 
случаев обтекания тел , геометрия которых подобна ,  а ориента 
ция, этих тел относительно вектора видимой скорости одина 
кова . Будем полагать, что во всех случаях координ атные систе
мы связаны с телом и введены подобным обр азом.  

В качестве пр имер а Щ>ЖНО предстаВИТЬ себе СТаЦИОНарное об
текание двух цилиндров различного диаметра ,  имеющих р азную 
температуру поверхности . Размерные величины - Uoo, Qoo, Т оо 

( скорость, плотность, темпер атур а в неваэмущенном потоке) 
также, вообще говоря , могут р азличаться по величине. Выявим 
условия , при которых явления данной группы будут подобны
ми . Приведем ур авнение Больцмана и гр аничные условия к без
р азмерному виду. В качестве м асштабов для скоростей, число
вой плотности молекул, температур, диаметров молекул и функ
ций распределения выберем для каждоГо явления соответствую
щие р азмерные величины, связанные всякий р аз с условиями 
на бесконечности. Для координат, в качестве масштаба ,  выбе
рем характерный размер тела l, а для м ассовых сил Х, У, Z 
ускорение сил тяжести g. Перейдем в уравнении Больцrмана и 
в формулах ( 1 7 . 1 8) и ( 1 7. 1 9 )  от р азмерных переменных ,к без
размерным по фор мулам 
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(где Соо = V2RT оо ) ;  

( 1 7. 20) 
где О'оо - сечение столкновений на бесконечности. 

З аметим , что величины м асштабов Соо, noo, Т"" и т. д . для 
каждого процесса данной группы, вообще говоря , р азличны. 

Уравнение Больцман а  и гр аничные условия после приведе
ния их к безразмерному виду будут иметь вид : 

1х д� +1 д�+еz д� + ( 82 ) (х д! + 9 д! --L Z  д! )=-1- 7; дх у д у дz F r дЕ х  д Еу 1 д еz 11: Кn 

где 

( 1 7 . 2 1 ) 
F oo=-k- ехр { - [Пх - Вср1)2+ Пу - Brrr2Y + Пz- Вср3)2] } ;  11: 

( 1 7 . 22) 

( 1 7. 23) 

( 1 7. 24) 
и М = � ;  
аоо 

аоо = V kRT оо- скорость звука в неваэмущенном потоке : 
rp1, ср2, ср8- напр авляющие косину,сы (т . е .  q>1 = иоо/Иоо, q>2 =  

= Vоо/Иоо ; q>з = Wоо/ Иоо) ;  
Fr = И�!(gl ) - число Фруда ; 

Kn = 1 /(nooaool )- число Кнудсена ;  
k = с  р/ cv- отношение изобарной и изохорной теплоемко

стей ; 
- 1tC�/ 
1 = -2--- ( безразмерный интегр ал столкновений) .  

n oo <J oo  

Безр азмерное уравнение Больцм ана  и гр аничные условия 
для всех ср авниваемых случаев будут тождественными ( а явле
ния , следовательно , подобны ) , если выполняются условия : 
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Число Кнудсена Kn можно связать с числом Рейнольдса Re, ес
ли воспользоваться формулой ( 1 7 .2 ) , которая позволяет выра
зить ·Средний •свободный пробег Loo через коэффициент вязко
сти J.too : 

L oo fl-oo 1 fl-oo И оо Kn=- ,._,  --=--- - - -l Q00 V RT оо l - QoolU оо у RT 
00 

м (17. 26) 

Из уравнения ( 1 7 .26) следует, что при одинаковых числах 
М (M = idem) , условие Kn = idem идентично условию Re = 
= idem. 

Как отмечалось р анее, коэффициенты аккомодации а1: и аэн 
в общем случае з ависят от очень большого числа факторов. 
� связи с этим очевидно, что в общем случае последние два ус
ловия ( 1 7 .25) будут выполняться лишь тогда, когда поверхности 
обтекаемых тел изготовлены из одного и того же м ат·ериал а и 
одинаковым обр азом обработаны, когда темпер атуры поверхно
стей и энергии падающих молекул одинаковы, когда природа 
газов одинакова и т .  д. Эти обстоятельства кр айне огр аничивают 
возможности моделирования .  

В р яде случаев ' в  сравнительно широком диапазоне условий 
может наблюдаться одна и та же схема отражения - полностью 
диффузная с полной термической аккомодацией (а , =  1 ;  аэн= 1 ) .  
Когда это имеет место во всех сравниваемых случа5tх и если  для 
всех газов k = idem, то для подобия необходимо выполнение ус
ловий : 

Kn=idem (или
_
Re=idem) ;  M = idem ; } 

т w!T oo = Idem ; Fr = ideш . . 
(17. 27) 

Эти условия подобия являются точно такими же, как и в обыч
ной газовой динамике (в  динамике навье-·стоксовс·кой среды) . 

1 7.2.2.  Режимы тепловых и динамических процессов 

Рассмотрим физический смысл числа Кнудсена Kn = Loo/l. Во
первых, это число можно р ассматривэ.ть, как отношение средне
го свободного пробега молекул к хар актерному р азмеру тела .  
Другое физическое содержание числа Кнудсена можно обнару
жить, если проана.шзировать процесс приведения к безр азмер 
ному виду уравнения Больцмана .  

При приведении к безразмерному виду ур авнения Больцм а
на мы получили чис.'lо Кнудсена в результате деления р азмерно
го множителя,  появившегося перед безр азмерным интегр алом 
столкновения,  н а  р азмерный множитель ,  появившийся перед 
безр азмерными конвективными членами  левой части . Р азмер 
ный множитель перед интегр алом столкновения можно р ассмат
ривать ка1к ма•сштаб  nрибыли ·числ а молекул выделенного клас
:а из-за столкновений, множитель перед левой частью - как 
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м а.сштаб прибыли молекул из-за конвекции . В rом ·случае ког
да Kn---+oo,  роль �столкновений незначительна (т. е . фун,кци>� 
р аспределения nр актически не зависит от сrолкновений между 
молекулами ·газа ) , можно отбросить инrегр ал стюлкновений . 
Н ааборот, когда основной вклад в бал анс 'Выделенных молеку.'l 
дают столкновения между молекулами газа ,  число Кнудсена 
Kn-+0. В этом случае роль столкновительного члена в уравнении 
Больцмана ст-ановится главной. Таким образом,  число Кнудсена 
можно ра·с'сматривать как меру влияния на свойства  газа (на  
функцию р а·спределения )  межмолекулярных ,столкновений .  

Режим, когда отсутствует влияние столкновенИй молекул 
газа между собой на функцию р аспределения ( а  следовательно, 
и на процессы теплообмен а ) , н азывают с в о б о д н о -м о л е к у
л я р н ы м .  Этот режим реализуется при очень больших числах 
Кнудсена ( Kn-+oo ) .  Большие числа Кнудсена ( L � l) в свою оче
р едь реализуются обычно тогда ,  когда в газе очень низкое дав
ление .  

При малых числах Кнудсена ( Kn-+0) функция р аспределе
ния из -за  огромного числа столкновений молекул между собой 
определяется прежде всего этими столкновениями.  Волычое 
число столкновений способствует сглаживанию р азличий между 
отдельными группами молекул, т. е . способствует установле
н ию р авновесия в газе.  Поэтому функция р аспределения в этом 
случае в каждой то�IКе должна мало отличаться от максвеллов
екай .  Этот режим соответствует режиму «сплошной» среды, кото
р ая ,  как это следует из ур авнения Больцмана  (решение методом 
Чепмен а-Энского )  описывается ур авнениями Навье-Стокса
Фурье.  Малые числа  Кнуд<:ена (Loo <€;. 1) реализуются обычно тог
да, когда в газе довольно высокие давления. 

Режим, лежащий между ,свободно-молекулЯ'рным и контину
умным (навье - стоксовским) , называется п р о м е ж у т о ч
н ы м. При промежуточном и свободно-молекулярном режимах 
ур авнения Навье-Стокса-Фурье являются непригодными.  При 
этих р ежимах дискретный характер газовой среды проявляется 
совершенно иначе, чем в с.Г!учае плотных газов. В свете выше
сказанного критерий Кнудсена выступает как параметр степени 
р азреженности. 

Р ассматривая классификацию режимов, следует отметить, 
что промежуточный режим в свою очередь иногда р азделяют на  
п о ч т  и - с  в о б о д н о -м  о л ек у л я р н ы й режим (режим,  ког
да имеются малые отличия от свободно-молекулярного р ежим а ) , 
режим с к о л ь ж е н  и я ( когда степень разрежения еще м aJia  и 
отличия от обычной навье - ею�совской среды незна,чительны ) , 
и , наконец, режим,  з анимающий п е р е х о д ti о е п о  л о ж е н и е 
между указанными.  Для каждого из режимов имеются (в  связи 
с физическими  особенностями влияния межмолекулярных 
столкновений )  р азличия в методах р асчета теплообмена и соп
ротивления.  Р ассмотрим вопрос о границах применимости тео -
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рий ,  р азвитых для р азличных режимов тепловых и динамических 
процессов в р азреженном газе .  

Математически строгим условием существования свободно
молекулярного режима (такого режима, когда можно отбросить 
в ур авнении Больцм ана инт.егр ал столкновений /) является ус
ловие Kn-+oo . В этом случае исчезают принципиальные м ате
матические трудности, связанные с решением ур авнения Больц
мана . Для этих условий сравнительно легко строятся теоретиче
ские методы р асчетов теплоотдачи и сопротивления тел в потоке. 
Если иметь в виду практические требования к точности опреде
ления тепловых потоков и сопротивления , то эти методы при оп
ределенных дополнительных условиях могут быть использова
ны и тогда,  когда числа Kn хотя и велики, но не  бесконечно вели 
ки .  При  этом встает вопрос о границах применимости методов.  
В качестве исходного усл5>вия при этом,  естественно, выставля
ется векотор ая степень точности вычисленных результатов по 
отношению. к действительным (обычно допУ'скается отклонение 
до 1 % ) . Область, где применимы в указанном смысле методы, 
основанные н а  предположении существования свободно-молеку
лярных услови�. н азывается с в о б о д н о-м о л е к у л я р н о й 
о б л а с т ь ю. Из аналогичных сообр ажений вводится понятие об
ласти континуума Навье-Стокса-Фурье. 
1 7.2 .3 .  Граница свободно-молекулярной области 

Оценим пр иближенно гр аницу ·свободно-молекулярной обл а 
сти применительно к 1Кл а·с·су задач внешнего обтекания . Для 
оценок воспользуемся известными положениями элементарной 
кинетической теории газов. Будем полагать, что речь идет 
об обтекании выпуклого тел а . При свободно-молекулярных 
условиях существуют около тела два класса молекул : молекулы 
набегающего пото.ка (О-молекулы ) и молекулы, отр аженные по
верхностью (W-молекулы)  ( рис. 1 7 .2 ) . Теория свободно-молеку
лярного режим а  будет применима до тех пор , пока число столк
новений между молекулами этих двух классов в окрестностях 
тела достаточно м ало (когда столкновения между 0- и W-моле
кулами з аметно не  сказываются на величинах тепловых потоков 
и сопротивлении ) . Это будет иметь место, если средняя длина 
свободного пробега отраженных молекул в атмосфере налетаю
щих частиц будет велика по ср авнению с р азмер ами тела .  
В этом случае отраженные молекулы без  столкновений с п адаю
щими частицами уйдут достаточно далеко от тела .  Их числовая 
плотность по мере удаления от тела быстро падает И при столк
новениях на больших р асстояниях уже не будет существенного 
влияния отр аженных частиц н а н абегающий поток. Кроме того, 
вероятность попадания н а  тело обр азующихся в результате 
столкновений молекул (отличающихся в среднем по своим дина 
мическим свойствам  от молекул н абегающего потока)  будет 
весьма мала ,  поскольку они рассеиваются во всех н аправлениях .  
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Плотность потока отр аженных частиц падает из-з а  их р азлета 
приблизительно пропорционально квадр ату расстояния от тела .  
Следовательно, если в среднем отраженные молекулы будут про
ходить без .столкновений р асстояние Lw � 1 0l ( где l - хар актер 
ный р азмер тела ) , то их влияние н а н абегающий поток будет 
пренебрежимо м алым .  Таким обр азом ,  в качестве. границы при
менимости , свободно-молекулярной теории можно принять ус
ловие 

Lw!l "> 10 . 

Рис. 1 7.2. Свободно-молекулярное обтекание тела потоком Газа :  
8 -W-молекулы - отр аж енны е молеку л ы :  О -О- молекулы-м олекулы на бегаю· 

ще го потока . П а р а м етры потока : n 00 ;  U 00 ;  Т 00 

Средняя длина свободного пробега L1v определяется согласно 
элементарной кинетической теории фор мулой 

Lw = Vw/(n0a0wVow),  ( 17. 28 ) 

где ao,v - поперечное сечение столкновений 0- и W-молекул ; 
по - числовая плотность О-молекул (по ,_, noo) ; 
noo - числовая плотность молекул в набегающем потоке ; 

Vow - величина  средней относительной скорости 0- и W-мо-
лекул перед столкновением ;  . 

V 1v - скорость отр аженных частиц (определяется темпер а
турой поверхности и условиями аккомодации ) .  

В случае когда набегающий поток дозвуковой и темпер атур а 
тел а Т w не сильно отличается от терм одинамической темпер а
тур ы набегающего потока Т""' можно считать, что Vw = Wwo ,_, 
"' VR T"" (в  этом случае относительная скорость nадающих и от
р аженных частиц Vow приблизительно р авна средней скорости 
теплового движениЯ частиц в набегающем потоке ; скорость от-
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р ажеиных частиц того же порядка ) . Поскольку отно<Сительна н 
скорость перед столкновением v0w того же порядка ,  что и ско 
рость хаотического движения, то, очевидно (см .  1 7.4 ) ,  <1ow �  аоо . 
С учетом этих положений, получим 

Lw = 1 /(nooaoo) = L00• 

Гр аница свободно-молекулярной области определяется при  
М <  1 и Т w "" Т оо условием 

Loo fLoo _1_ � � 2- 10 ,  -1- � -.r т "" 
Q00 f R 00 l Re 

( 1 7 .  29) 

где М = Иоо!аоо - число Маха в набегающем потоке ;  
Q U00l 

Re = оо - число Рейнольдса. 
fLoo 

В случае когда поток гиперзвуковой (М)) 1 ) и поверхность 
тела сильно охлаждается , т. е. Т w « Toeo = T оо+и�/( 2ср) , уже 
нельзя считать, что v0w=Vw. В этом случае Vw0�U oo�VTooo· Кроме 
того , a0w бу �ет отличаться от аоо, поскольку v0w и Соо --:-- V Т оо 

сильно различаются . Воспользовавшись формулой ( 1 7 . 4) ,  полу •шм (т 00 )1/2 1 Q'oo 7 30 

где 

0ow :=::::: 0oo - - � -. , ( 1  · ) 
Т Ооо с* с*М 

т оо ::::::: k - 1 М2; 
Т ооо 2 

fL (Т Ооо) Т оо 
fL (Т оо) Т Ооо 

В этом случае будем иметь : 

Lw = � -*- = Loo Mc*tw ; ( т )1'2 с м 1/2 
Т Ооо noo0oo 

( 1 7 .  3 1 ) 

где t-..v = Т w/Tooo - безр азмерная темпер атур а стенки.  Таким об 
р азом, при м �  1 гр аница свободно-молекулярной области опре 
деляется условием (рис .  1 7 . 3 ) : 

или 

l. w L оо 1/2 1/2 - = - Mtw c* = Kn Mt wc* ?;:- 1 0 
1 l 

( 1 7 . 32) 

( 1 7 . 33) 

Р ассмотрим полученный результат применительно к обтеканию 
тела воздухом . Из формулы ( 1 7 .4 ) следует, что при  Т0оо � Т оо = 
= 300 К можно принять a= const. В этом случае tJ. �  ут и с *� 
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� (Т оо!Тооо)112 � -1- и тогда из уравнений ( 1 7.32) вытекает следуМ ющая формул а  для гр аницы снободно-молекулярной ·области : 

Kn tW � �  t� > 10 .  ( 1 7 . 34) Re 
При этом , если Т н,. ,._.  Т оо , то tw ,._. 1/M; и тогда формула ( 1 7 .34 ) 
примет вид 

м 
22 

1 /Re > 10. 

�--
f8 С!Jооооно-нолекулярная -----оол;;сгпеа гранuца 

f4 

fO 

6 �-�-2 
о 

облсrсть ----- -
----

--F�10 --?-�� С* / ЛронежуmО'IНtlЯ 
olfлrzcmь 

1 1 1 
- �· 20 JO 

Рис. 1 7  3 .  Граница свободно-молекулярной области 

Можно представить себе условие, когда нельзя считать пос
тоянным сечение столкновения aow. Например,  такие условия 
реализуются часто в вакуумных аэродинамических трубах.  Если 
принять, что сечение столкновений aow обр атно пропорциональ
но относительной скорости перед ·С'Гол.кновением (а ,.._. 1 /vow) ,  то 
получим 

В этом случае гр аница свободно-молекулярной области будет 
определяться фор мулой 

Kn M t�,.._, М2 tW > 10. ( 1 7 . 35) Re 
1 7.2.4. Граница области континуума Н авье - Стокеа - Фурье 

Как известно ,  в условиях, _  когда среду р ассматривают как 
континуум Н авье-Стокса-Фурье, н а  поверхности тела выпол
няются условия «П р И л И П а  Н И Я» ,  т.  е .  Uw= O;  ( Tr) w= Tvv· 
По мере увеличения степени р азрежения эти условия перестают 
выполняться . Это можно объяснить на основе молекулярных 
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представлений о газе [ 145]. При малых степенях р азрежения 
(т. е . когда длина свободно·rо пробега мала п о  ср авнению с раз 
мер�ми 'reJi a ,  но и с толщиной по·гр аничного •слоя ) окорость 
скольжения приближенно может быть оценена следующим об
разом : 

Uw :::::: L (�) . ( 1 7 . 36) ду У=О 
Из этой формулы следует, что при L-+0 скорость скольжения 
Uw-+0 и условие ( 1 7.36)  переходит в условие  п о  ·л н о г о п р  и-· 
л и п а  н и я .  Темпер атур а газа на  поверхности тел а ( Тг) w так
же отличается от темпер атуры самой поверхности Т w· Разность 
этих темпер атур приближенно может быть определена следую
щим образом : 

( 1 7. 37) 

Величина ,f1T w называется с к а ч к о м т е м п е р а т у р ы .  При 
L-+0 ·скачок темпер атуры пр актически исчезает, 'Г. е .  выполняет
ся условие полного прилипания .  

Граница области обычного континуума Навье-Стокса-Фу
рье (т. е .  кон:гинуума ,  для которого выполняются условия полно
го прилипания ) определяется из следующих сообр ажений.  С точ
ки зрения точности расчетов теплоотдачи, которая требуется 
для практических целей, допустимо принять условйя полного 
прилипания, если скорость. скольжения иw и температурный 
скачок 11Т w составляют величины по кр айней мере на  два по
рядка меньше, чем соответственно скорость Иоо н а  внешней гр а 
нице погр аничного слоя и р азность Т оо-Т w (где Т ""-темпер ату
ра на внешней гр анице слоя ) . Таким обр азом, границей приме
нимости обычной теории погр аничного слоя ( без учета скольже
ния и скачка темпер атуры )  являются условия 

и (Т ) -- Т _.!!:: < O O l ·  г w w < O O l .  ' ' 
Т - Т ' иоо 00 w 

' ( 1 7 . 38) 

Условия ( 1 7.38) можно представить в иной форме,  если восполь
зоваться формулами ( 1 7 .36) и ( 1 7 .37)  и учесть, что 

д и ,.._, и "" . . д Т ,.._, Т "" - Т w - ,.._, - '  - ,.._, ' 
dy � ду, � 

где б - толщина погр аничного слоя . 
На основе сказанного из выр ажения ( 1 7 .38) вытекает следу

ющая формула , определяющая гр аницу применимости теории 
обычного континуума :  

L;B < O,O l .  ( 1 7. 39) 
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С:rедует отметить, что толщина погр аничного слоя б изменяется 
вдоль обтекаемого тел а, а следовательно, не все части погр анич�  
нога слоя р авноценны с точки зрения применимости обычной 
теории погр аничного слоя .  Н апример,  вблизи передней кромки 
пластины, где слой б тонак, эффекты р азреженностюбу.дут б6.'1 ь
ш ими ; .вдали от передней кромки эти эффекты ослабевают. Из 
теории ламинарного погр аничного слоя известно, что 

1 8 � х � � - . r Rex 

Если учесть это обстоятельство и воспользоваться формулой 
( 1 7 . 2 ) , то из неравенства ( 1 7.39 ) получим следующее соотноше'н ие,  определяющее границу обычного континуума :  

м �� - < 0,0 1 . ( 1 7 . 40) 
r Rex 

Фор мула ( 1 7 .40)  может быть использована для оценок, когда 
чис.'l а  М невелики и температура rаза не сильно отличается от 
темпер а('уры поверхности тела .  При  М »  1 и Т w/T оо � 1 ,  как по
казывает опыт для тонких тел (пластина ,  клин, конус) , граница 
пр именимости обычных представлений определяется соотноше-
ни ем .. 

М V CГJ!Rex < 0. 1 ,  
где C = !Jo (Tw) Too/[1-'- (Too) Tw] ; !Jo (Tw) и !Jo (Too) - коэффициенты 
вязкости газ а ,  ·соответ.ственно, при темпер атуре стенки T1v и пр и 
тем пер атур е невозмущенного по11ока Т 00 · 

17.3. Т Е П Л ООБМЕН В СВОБОДНО-МОЛ Е I(JУЛ Я Р НО И  ОБЛАСТ И  

В свободнр-молекулярной области можно не  учитывать столк
новения между молекулами газа .  С точки зрения математиче
ского описания это значИт, что в ур авнении Больцм ана можно 
отбросить интегр ал столкновений /. Огр аничимся рассмотрени
е :�'! стационарных процессов теплообмена ,  предполагая возмож
ным не  учитыва:гь действия м ассовых сил.  Уравнение Больцмана 
(для однородного газа )  для этих условий будет иметь вид 

( 1 7. 4 1 )  

где F = nf. 
В качестве примера р ассмотри м  теплоотдачу вьцrуклых тел в 

свободно-молекулярном потоке. 
При свободно-мо.'Jекулярном обтекании выпуклого тела от

р аженные от его поверхности молекулы газа не  могут снова по
пасть на тело * .  На больших расстояниях поток газа не  возму-

* Это важное обстоятельство и отличает процесс обтекания выпуклого те
ла от обтекан ия невыпуклого тела. 
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щен и находится в р авновесном состоянии, характеризуемом 
максвелловекай функцией р аспределения .  В системе координат,  
связанной с телом,  эта функция распределения запишется сJiе
дующим образом :  

F = n oo  е х  [ - (ex - иoo)2 + (eu - voo)a
+

(e.z - woo)2 ] ( 1 7 . 42 ) 
00 (2nR.T 00 )3/2 

р 2R.T 00 
' 

где noo, Т""' Uoo, Voo, Woo - соответстве·нно числовая плотность мо 
лекул, темпер атур а газа  и составляющие макроскопической ( ви -
димой)  скорости газа  в неваэмущенном потоке. , 

Условия на  поверхности тела (темпер атур а поверхности тел а 
Тп-, схема отр ажения частиц) будем считать так же, как и усло
вия на  бесконечности, заданными. 

Для того чтобы найти величину теплового потока от газа в 
те.1о, необходимо сначала вычислить эне.ргию ei, приносимую на  
единичную площадку в единицу времени п адающими частица
ми,  а затем энергию, уносимую отраженными молекулами  er. 
Разность этих энергий будет равняться искомой величине тепло
вого потока . Если при этом задан термический коэффициент ак
комодации а3н, то тепловой поток в любой точке поверхности те
ла, приходящийся на  единицу площади, можно вычислить по 
формуле 

( 1 7 . 43) 
где ew - энергия, котор ая уносилась бы с единицы поверхности 
отр аженными частицами при полной термической аккомодации 
( аан= 1 ) ,  т .  е .  когда функция р аспределения для отр аженных 
частиц имеет вид 

F 
nw ( е ;  + е� 

+ 

е�) . w = (2nRTw )312 ехр - ....:..:...._2R-T�w
-..::. • ( 1 7 . 44) 

Таким образом,  при вычислениях тепловых потоков в выпук.1ое 
тело нет необходимости знать действительную функцию р а•спре
деления отр аженных ча<:тиц, если задан ,коэффициент ак•комо
дации . 

Энергия, приносимая падающими многоатомными частица
ми,  состоит из энергии поступательного д�ижения е/ и внутрен
ней энергии et " ,  т .  е .  ei = e/ + е/'. Внутренняя энергия каждой 
:\Юлекулы согласно принципу р авного распределения энергии по 
степеням свободы ·составл яет в среднем величину, р авную 
mRT coj/2, где j - число внутренних степеней свободы, которое 
1\IОжно выразить через k = cp/Cv следующим образом : j= (5-
-Зk) / ( k- 1  ) . ' 

Ес.1и энергию одной 1молекулы умножить на  число падающих 
частиц в единицу времени на  единицу повер хнос1и тела N;, то 
получим е/', т. е .  

• l N 'RT 1 N 5 - 3k RT е{ = - lmj оо = - i -- т оо •  2 2 k - 1 ( 1 7 . 45) 
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Сказанное относительно ei относится и к ew, т. е. �w= � � + е� . 
Внутренняя энергия отраженной частицы при полной аккомода
ции в среднем составляет величину mjR.T w/2. Умножая энергию 
одной молекулы на число отр аженных с единицы поверхности в 
единицу времени частиц Nw, мы получим е �  , т. е. 

• 1 N "RT 1 N 5 - 3k RT ew = - wmJ w = - w -- т w· 
2 2 k - 1 ( 1 7 .  46) 

- - ........ ...... , 

5) 

' \ 
1 1 1 1 . 

Рис. t 1 7.4. К вычислецию 
числа п адающих на тело 

молекvл 

Из условия сохранения частиц следует, что количества падаю
щих и отр аженных молекул р авны между собой, т. е .  

. 
N1 = Nw. ( 1 7 . 47) 

Вычислим число молекул, падающих в единицу времени н а  
единицу площади некоторого элемента поверхности тела dS 
(рис .  1 7.4, а ) . Темпер атуру •поверхности· элемента dS можно 
считать •постоянной. Темпер атура в •р азных тючках поверхности 
может быть, вообще говоря, р азличной, однако если элемент dS 
мал, то можно принять, что во всех точках в пределах dS темпе
р атура Т w одинакова . 

Систему координат р асположим так, чтобы н ачало отсчета 
ее н аходилось на_ выделенном элементе dS. Координатные оси 
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направим таким обр азом,  чтобы вектор видимой скорости Иоо 

лежал в плоскости ху. Кроме  того, ось х н аправим так, чтобы 
она совпадала с норм алью к эл·ементу dS. В такой системе коор
динат составляющие видимой скорости Иоо будут иметь следую
щие значения : 

W00 = 0; V00 =  - U00 COS �;  Ua, = И00 sin � .  ( 1 7 . 48) 

где � - угол между Иоо и осью у. 
Рассмотрим падающие молекулы, обладающие скоростью, 

nеличина которой лежит в интервале значений от s до s + ds. Мо
лекулы, обладающие такой скоростью, обязательно попадут н а  
элемент dS п о  истечении единицЫ времени,  если они будут ле
жать внутри пар аллелепипеда,  основанием которого служит dS,  
а длина боковой поверхности р авна s (рис .  1 7 .4, 6) . Объем это
го пар аллелепипеда ·составляет ·величину, р авную sxdS. Число 
молекул, обладающих указанным значением скорости и н аходя
щихся в этом пар аллелепипеде, можно вычислить, зная функ
цию р аспределения скоростей. Число этих· молекул составит ве
личину 

( 17 .  49) 

На единицу поверхности элемента dS будет приходить количе
ство молекул, р авное 

�xF оо dEx deu d� . ( 17 .  50) 
Если проинтегрируем выражение ( 1 7 .50)  по всем возможным 
значениям скорости молекул, то мы получим общее количество 
молекул, падающих н а  единицу поверхности элемента dS : 

где 

Nl _ noo v:"" [е-:-к• + -,fn- K ( 1 + erf K)] ,  ( 1 7. 5 1 )  

K =V � M sin �; М =  V�;т"" ; erf K =:п � e-ti dt. о 
Подставляя найденное значение Ni в уравнения ( 1 7.45)  и 
( 1 7.46) , получим е ; и е� . ' 

Перейдем к вычислениям е ; .  Снова р ассмотрим  падающие 
молекулы,  абладающие окоqюстью, значение которой лежит в 
интервале значений qт s ДО s + ds. Число этих молекул, падаю
ЩИХ на  единицу поверхности в единицу времени, р авно 
SжF oodsxdsydsz. Каждая из них обладает энергией, р авной -1-те2= 

1 2 
=2 т (е_;+ е; + е�) ·  Таким образом,  выделенные молекулы 

приносят энергию, р авную 
1 2 т (е_;+ е�+ е�) exF ""dexdeudez · ( 1 7 .  52) 
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Если проинтегрируем выражение ( 1 7 .52 )  по всем возможным 
.значениям скоростей молекул , то получим суммарнуiе энергию, 
приносимую всеми падающими частицами ·на единицу поверхно
сти _элемента 

_
в единицу .времени, т .  е. 

/ = l2oo (RToo)312 [ (� + 2 ) e-K' + 
1 y2n sш 2 � 

+ Y.n -. -2- + - К ( l + erf K) . 
- ( К2 5 ) ] S I П  � 2 ( 1 7 . 53 ) 

По ан.алогии вычисляется е �  . Энергия поступательного движе
ния , уносимая с единицы поверхности элемента dS отр аженны
ми молекулами ,  при полной а.ккомодации составляет величину 

e� = 2mRT wN1 • ( 1 7 . 54) 

Подставляя в выр ажение ( 1 7 .43 ) результаты вычислений 
. . . 

' 
ew , 

ew, et , е1 , получим следующую формулу для qw� 

qw = аэнРоо -. / RT оо { [е-к• + inK ( 1 + erf К)] Х V 2n 
Х [� + -k _ _ k +  1 Tw ] --1 

е
-к• } sin2 � k - 1 2 (k - 1 ) Т оо 2 ' ( 1 7 . 55) 

где Poo = QooR T - давление в неваэмущенном потоке. Отметим, 
что условие теплового р авновесия продольно ( � = 0, К = О )  об
текаемой поверхности (т. е .  условие qw = O )  будет выполняться, 
как это следует из ур авнения ( 1 7.55) , лишь тогда,  когда :  

(Т w)q�o = T  оо (� k - 1 М2 + 1) .  ( 1 7 .  56) 
k + 1 2 

2k Поскольку--> 1 , то очевидно, что в этом случае р авновесная k + 1  
темпер атур а поверхности ( или  т е м п е р  а т у р а в о с с т а н о в 
л е н и я)  при свободно-молекулярном обтекании оказывается 
выше, чем темпер атур а адиабатно-заторможенного потока Тосо · 

Р а·осмотрим ·предельный случай К-:;р I .  Этот случай реализу
ется при гиперзвуковом (М -:;р l )  обтекании поверхности, которая 
расшол·ожена так ,  что s in �> 0. В этом случае из ур авнении 
( 1 7 .55) следует : 

q = а р и s i n R _!:_t.!__ [ k (k - 12.. M2 - тw ] ( 1 7 . 57) W ЭН 00 00 t' 2 (k - 1 )  k + 1 Т оо 

Если при этом : w << k (k - 1 ) М2, то форму л а ( 1 7 .  57) приводит-
со k + 1 ,СЯ К ВИду 

( 1 7. 58) 

542 



Тепловое р авновесие в этом случае наступит тогда, когда 

т � т k - 1 M2 � . ( 1 7. 59) w 00 2 k + l  
k - 1 Если учесть, что -- М2Т оо при М �  1 приблизительно р авняет-

2 ' 
2k ся темпер атуре торможения Т0оо , а -- > 1 , то можно сделать . k + l  

вывод о том ,  что температур а восстановл ения произвольно ори
ентированной площадки больше темпер атуры Т0оо. 

То обстоятельство,  что темпер атур а восстановления в сво
бодно-молекулярном потоке превышает темпер атуру адиабатно
заторможенного . потока,  объясняется тем, что при свободно-мо
лекулярном потоке вся энергия набегающего потока «достига
ет» стенки ,  при адиабатном же тор можении часть энергии пото
ка газа р асходуется на  работу преодоления сил давления .  

Темпер атуру восстановления площадки dS при произвольных 
условиях можно найти по фор муле, которая вытекает из форму
лы ( 1 7.55) , если 'ПОЛ ОЖИТЬ qw = O : 

Т - Т  2 (k - l) [ k + к2 1 ;2 е-к• l е - 00 (k + l )  k - 1  sin2 � - e-K' + "Vл:K ( l + erf К) · ( 1 7 · 60) 
Использование Те удобно при введении понятия коэффициента 
теплоотдачи 

( 1 7. 6 1 ) 

Равновесную темпер атуру (темпер атуру восстановления)  при 
свободно-молекулярном режиме можно выр азить через темпер а 
турный коэффициент восстановления, который вводится анало 
гично тому, как это делается в обычной газовой динамике : 

( 1 7 . 62 ) 

Формула для вычисдения коэффициента восстановления элемен
та поверхности с учетом уравнения ( 1 7 .60) будет иметь вид 

2k { 1 [ е -к• J } Г= k + 1 
1 + kM2 _ 1 - е K' + Vn K (l + erf K) · ( 1 7 · 63) 

Полученные формуЛJ>I ( 1 7.55) , ( 1 7 .60) и ( 1 7 .63) •позволяют 
р ассчитать локальный тепловой поток qw, локальную темпер ату
ру 1зосстановления Те и локальный коэффициент восстановления 
r для любой точки выпуклого тела произвольной конфигурации. 

Для того чтобы определить суммарный тепловой поток, по
ступающий · В  единицу времени через всю поверхность тела ,  необ
ходимо проинтегрировать qw по поверхности, т. е .  

Q= S qwdS. ( 1 7 .  64) 
( S )  

543 



При вычислении интеграла ( 1 7:64) следует иметь в виду, что в 
общем случае темпер атура поверхности Т w может быть пере
менной, т. е .  Tw =f (xw, Yw, zw) .  Конечный результат интегриро
вания будет зависеть от формы тела .  

Для ряда выПуклых тел вычислялся интегр ал ( 1 7 .64 )  при ус
ловии, что · темпер атур а поверхности постоянная ,  т. е .  Т w = const 

\ f 

\ �а -
J \ 2 ==О с---"""' 

J � i\. -- == �  � � 2,6 

2,2 � 
4 

9 
�� -

1 
о 4S f f,S 2 2,5 J ],5 У-[ м 

Рис. 1 7.5.  Зависимости средних температурных коэФФициентов восста
новления р азличных тел при свободно-молекулярном режиме от числа 

Маха:  
J�nоnеречно- обтекаем ая nл астинка : 2-nоперечно-обтекаемый цилиндр ; 3-обтека· 

емый шар :  4-опродольно-о бтекаем а я  пластина 

[ 1 09] . На рис. 1 7.5  и 1 7 .6  р·е�ультаты этих вычислений для р яда. 
тел представлены гр афически. 

При расчете вакуумно-экранной изоляции необходимо уметь 
р ассчитывать тепловые потоки, обусловленные переносом тепла 
молекулами, в условиях свободно-молекулярного режима .  Фор
мула  для определения теплового потока через плоский слой при 
значениях термических коэффициентов аккомодации, р авных 
единице, имеет вид [80] 

_ ёр (Т - т ' 1 ( 17 65) q - Т Wl W2 1 ( Twl )1/4 + (Tw2) 1/4' . 
. Tw2 Tw1 . 

где Т = v::;;т;-W-1-. ;;;т;-w-2 - .температура газа в слое ;  

с = V : !{Г - средняя тепловая:::: скорость .молекул; 
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о 

\ 

Т w1 ,  Т w2 - тем перату ра поверхностей ,  между кото
рыми за ключен газ ;  

р = mnRT - давление ; 
R = � - газовая постоянная ;  т 

k -- постоянная Больцма на ; 
т - масса молекул ы .  

\ 
' � { f � 9 

"""' r-:::: - 1\ 
0,5 f 2 2,5 з 

Рис. 1 7.6. Зависимости средних чисел Стантона различных тел от числа 
Маха при свободно-молекулярном режиме (обозначения по рис. 1 7.5) 

При небольших перепадах темпер атур (Т wг+-Т w2) и при произ
вольных значениях коэффициента аккомодации формула для оп
ределения теплового потока имеет вид 

1 аэ ер q -= - -- - (Т Wl - Т w2 ) . 2 2 - а9 Т 
1 7  4. Т Е П Л ООБМЕН В П РОМЕЖУТО Ч Н О й  О БЛ АСТ И 

( 1 7 . 66) 

Для того чтобы получить строгое теоретическое решение той 
или  иной задачи о теплообмене при промежуточном режиме, не
обходимо найти решение ур авнения Больцмана (или системы 
ур авнений Больцмана ,  если газ состоит из молекул различной 
природы ) , отвечающее заданным условиям однозначности. 

Одним из возможных путей при этом может быть численное решение 
уравнения Больцмана при помощи электронно-вычислительных машин. Одна
ко этот путь является далеко не простым ввиду огр аниченных возможностей 
современных вычислительных машин и чрезвычайной сложности нелинейнога 
интегро-дифференциального уравнения, каковым является уравнение Больц
мана.  Тем не менее в некоторых случаях при р азумных упрощениях такой 
путь может оказаться эффективным. Пока численные методы н ашли широкое 
применение, главным образом, лишь для решения задач теплообмена и обте-
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кания при условиях, близких к свободно-молекулярным (JI.ля почти-свобод
но-молекулярной области) , где необходимо учитывать лишь первые столкно
вения отраженных и падающих молекул. 

Другой путь - построение аналитического решения уравнения Больцмана. 
Однако сейчас достаточно строгие и общие (т. е. пригодные при любых степе
нях р азрежения) методы аналитического решения уравнения Больцмана пока 
еще не найдены. Хорошо р азработанный, ставший классическим ,  метод 
Чепмена - Энского применим лишь до тех пор ,  пока степень р азреженности 
достаточно мала (Кп � 1 ) .  Метод Чепмена-Энского в конечном итоге приво
дит в первом приближении к уравнениям Навье-Стокса, т. е . к уравнениям 
обычной газовой динамики. Этот метод сам по себе не позволяет строго сфор
мулировать граничные условия на поверхности обтекаемого тела для м акроско
пических параметров,  входящих в уравнения обычной газовой динамики. Для 
получения граничных условий использовались приближенные приемы.  Д.1я 
малых чисел Кнудсена получаются известные условия по.1ного прилипания 

Необходимо отметить, что метод Челмена-Энского приводит в перво" 
приближении к уравнения м  Навье-Стокса-Фурье. Этим методом возможно 
построить приближения и более высокого порядка. Так, например, во второ�I 
приближении этот метод приводит к так называемым уравнения м  Барнетта; 
в третьем приближении метод дает супербарнеттовские уравнения и т д. Од
нако уравнения более высоких приближений, получаемые методом Чепмена
Энского, не и меют более широких пределов применимости по сравнению с 
ур авнениями Навье-Стокса . Напротив, они годны обычно лишь тогда, когда 
вполне хороши еще уравнения Навье-Стокса. Метод Челмена-Энского не
пригоден для изучения теплоотдачи при очень больших степенях разрежения. 

Одним из путей является построение приближенного решения уравнения 
Больцман а  так н азываемым м о м е н т н ы м м е т о д о м.  Этот метод базиру
ется на использовании некоторой аппроксимации функции р аспределения, под
бираемой в соответствии с физическими особенностями задачи. Такой путь 
может быть опр авданным потому, что в конечном счете н ас интересует не 
столько сама функция распределения, сколько некоторые определенные макро
скопические величины, выражающиеся через интегралы от функции распреде
ления F следующего типа :  

+ оо  

м .. �1 = S S S (ех - и)"- (еу - v) � (ez - w)1 Fdexdeydez , ( 17. 67) 
- оо 

где а, fl, у - целые числа .  
Например, к таким величинам относятся напряжение трения, температур а, 
тепловой поток. Величины Ма.�т называются м о м е н т а м и ф у  н к ц и и 
р а с п р е д е л е н и я . Они обладают пониженной чувствительностью к виду 
функции р аспределения (поскольку это интегралы) и, следовательно, допуска
ют известную свободу в выборе аппроксимации функции р аспределения . В ка
честве исходного уравнения в моментнам методе используется вместо уравне
ния Больцмана ур авнение переноса,  вытекающее из ур авнения Больцмана . 

Отметим основные этапы моментных методов. Первый этап - выбор ап
проксимации функции распределения. В выбранной аппроксимации будет при
сутствов ать набор некоторых м акроскопических параметров (например, тем
пература, плотность и т. д.) , которые в общем случае зависят от координат и 
времени. Конкретный вид зависимости этих макропараметров от х, у, z, 't' не
известен и подлежит отысканию . Второй этап - получение системы диффе
ренциальных уравнений, описывающих р аспределение упомянутых м акрапар а
метров в пространстве и времени. Уравнения получают из уравнения переноса . 
Наконец, третий этап - отыскание решения полученных дифференциальных 
уравнений для макропараметров. Подробно с этими методами можно озн ако
миться на примере конкретных задач, решение которых детально излагается 
в р аботе [ 1 45]. При использовании моментных методов следует, однако, пом
нить, что эти методы являются весьма  приближенными .  
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В целом возможности чисто теоретических путей решения 
задач теплообмена в промежуточной области крайне ограниче
ны, поэтому для получения ответов на конкретные вопросы оста
ется использовать эксперимент. В результате большего числа 
экспериментальных исследований * установлены эмпирические 
зависимости для расчета теплообмена р азличных тел в р азре
женном газе в промежуточной области, приведеиные на графи
ках рис.  1 7.7- 1 7. 1 1 . 

Для определения в промежуточной области средних темпер а
турных коэффициентов восстановления r тонкой пластины бес
конечного размаха и остро.го конуса (8 ::::::; 30°) , обтекаемых газом 
при нулевом угле атаки, можно воспользоваться следующими 
эмпирическими формулами (получены для условий М = 2+ 1 0. 
k= 1 ,4 ) : 

где 

для пластины 

r Г т - 0 , 31rcz112 
1 + О ,з7z112 

2k r т = -- - при свободно-молекулярном обтекании; k + 1 
r с = VPr - при континуумном обтекании; 

с k _ ....f!... . - ' 
Cv 

' с - !J. (Ta) Т со , R.e = UooQool 
-!J.(T со) Та ' 1'-оо 

l - длина пластины по потоку ; 

для конуса 

r 

где А 

Г т + rcAZ1f2 
1 + Az112 

1 + 100 • 
6 , 3 - о ' 

е - полуугол при ·вершине .кюнуса 'В р адианах. 

( 17. 68) 

( 11. 69) 

Расчет средних коэффициентов теплоотдачи продольно-обте
каемой пластины в промежуточной области можно выполнить 
по эмпирической формуле ( при  условиях М = 2+ 1 0 ;  tw = 
= Тw/То = О,б-;- 1 ; М yc= O, l + 1 ; М8 Vё/JfR.e > 1 ) :  Re 

* С особенностями методики эксперимента и результата ми исследований 
некоторых задач можно ознакомиться, например, по работам [77, 78]. 
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Рис. 1 7.7. Экспериментальная зависимость среднего температурного коэффи
циента восстановления продольно-обтекаемой тонкой пластины r от парамет

ра р азреженности 
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Рис. 1 7.8. Экспериментальн ая зависимость среднего температурного ко
эффициента восстановления шара от параметра р азреженности 
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Рис. 1 7 .9. З ависимость среднего темпер атурного коэФФициента вос
становления конуса при нулевом vгле атаки от параметра g аэоежен

ности 
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Рис.  1 7. 1 0. З ависимость среднего темпер атурного коэФФи
циента восстановления nоперечио-обтекаемого цилиндр а от 

параметр а р азреженности 
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где 
Е 12 К - М2С . 

- Re ' 
St=� ; QUCp 

Рис. 1 7. 1 1 .  Теплоотдача поперечио-обтекаемого ци
линдр а в промежуточной обл асти динамики газа 

( 1 7. 70) 

Sto - з атабулированная величина в теории сильного взаи
модействия пограничного слоя с невязким потоком.  

Рекомендуемая литература :  [29, 77, 78, 79, 1 09, 1 45]. 



Г Л А В А  X V l l l  
Т Е П Л ОЗАЩИТ Н Ы Е П О КР ЫТ ИЯ 

1 1  
Одним из р аспростр аненных методов предохр анения конст

рукции от  теплового и химического воздействий внешнего пото
ка с высокой темпер атурой является нанесение на поверхность 
теплозащитных покрытий. 

В настоящей главе будет р ассмотрен особый класс таких по
крытий - так называемые у н о с и м ы е п о к р ы т и я .  Смысл 
их применения заключается в том ,  что под воздействием внеш
него потока,  материал ,  из которого сделано покрытие,  может 
частично р азрушаться и уноситься потоком .  На унос м атериала  
з атрачивается большое количество поступающего к поверхности 
тепла .  l(роме того, в ряде случаев при уносе м ассы в силу взаи
модействия унесенного м атериала  с погр аничным слоем сущест
венно снижаются тепловые потоки. 

Толщина теплоз ащиты должна быть выбр ана таким образом,  
чтобы за  время полета аппарата или работы двигателя темпер а 
тура защищаемой конструкции не аревыеила допустимой.  По 
этому м асса покрытия определяется количеством унесенного ма 
териал а и количеством м атериала ,  которое должно оставаться 
на поверхности к концу работы и обеспечивать теплоизоляцию 
и необходимый перепад темпер атур между поверхностью покры
тия и поверхностью конструкции .  

1 8. 1 .  О С НО В Н Ы Е  ХАРАКТ Е Р И СТ И К И  УНОСИМЫХ ПОКРЫТИ й  

Основной хар актеристикой уносимого покрытия является его 
способность отбир ать тепло при р азрушении .  

Изменение энтальпии 

тw 
t::.I = 5 cdT +r = M + r ( 1 8 .  1 ) 

То 

складывается из тепла ,  з атр ачиваемого н а  повышение теплосо
держания м атериал а  покрытия,  и тепла ф азовых переходов и хи
мических реакций, протекающих в м атериале при его нагреве. 
Количество G вещества ,  унесенного в единицу времени  с едини
цы площади при подводе тепла к поверхности покрытия и выде
ление тепла в процессе химического взаимодействия покрытия 
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материала с газом,  поступающим из внешнего потока, определя
ется из условия теплового бал анса : 

Ot.!  = qw + OH х - q�н - q, ,  ( 1 8 .  2) 

откуда 

Здесь 

0 =  qw - qвн - q, 
М - Нх 

( 1 8 . 3} 

удельный тепловой поток; 
тепловой эффект реакций на поверхности 
покрытия, отнесенный к единице массы уне
сенного материала ;  

q:М = qвн- ( qвн) с т - дополнительный тепловой поток, отводимый 
внутрь покрытия теплопроводностью при 
нестационарном прогреве; 

qr - поток, излучаемый поверхностью 1покр ытия. 
В процессе уноса м атериала происходит сложное взаимо

действие поверхности покрытия и газа в погр аничном слое_ 
Из-за  подачи массы при сублим ации уменьшается конвективный 
тепловой поток в стенку ( qw) , при химических реакциях между 
продуктами р азрушения и внешним потоком может дополнитель
но выделяться или поглощаться тепло и уноситься м атериал .  

Поэтому 111 недостаточно характеризует эффективность теп
лозащитного м атериала в каждом отдельном случае.  Более об
щей характеристикой м атериала  является так  называемая э ф
ф е к т и в н а я  э н т а л ь п и я : 

1 - qwo (, 1 8 . 4) эф - а , 

где qwo - тепловой поток к непроницаемой и нереагирующей 
поверхности при темпер атуре, р авной темпер атуре\ р азрушения ;  

G - секундный унос массы в реальных условиях. 
Легко видеть из ур авнений ( 1 8 .3 )  и ( 1 8 .4 ) , что 

qwo М - Нх ----"'-"---
А! ' 

qw - qвн - q, 
( 18 . 5)  

Таким образом,  lэФ является более общей характер истикой 
м атериала , учитывающей его теплофизические свойства и влия
ние всех процессов взаимодействия между поверхностью и внеш
ним потоком .  

Унос массы определяется по фор муле 
qwo (a/cp)o ( le - lw) 

о =-- = -_;__-'--�-Iэф lэф 
( 1 8 . 6) 

Зн ачение lэф/111 должно в каждом случае определяться из 
совместного решения ур авнения погр аничного с.1оя и уравнений. 
описывающих механизм уноса массы.  Во многих случаях, когда 
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механизм уноса массы материала недостаточно хорошо извес
тен , /эФ определяется экспериментально по измерению линейного 
уноса обр азца м атериала в струе газа ,  моделирующей внешний 
поток. 

Если все условия моделирования тепло- и массаобмена в пог 
р аничном слое  выполнены достаточно точно, то унос массы 

O =Q dx 
d1J ( 1 8 .  7) 

" будет зависеть от теплового потока внутрь материала (qвн) , яв
ляющегося функцией времени.  Следовательно, эксперимента.'1Ь
ные значения уноса материала G и эффективной энтальпии IэФ 
будут зависеть от условий э.кrсперимента и не будут приго,J,НЬI 
для ·ср авнител ьной оценки матер иалов .  

Поэтому эффективную энтальпию IэФ целесообр азно опреде
лять при таком режиме, когда qвн постоянно. Такой режим назы
вается к в а з и с т а ц и о н а р н ы м р е ж и м о м у н о с а .  Он 
возникает по истечении некоторого промежутка времени при по
стоянных условиях нагрева и характеризуется тем, что линейная 
скорость уноса v = dx/d-r: становится постоянной и количество 
тепл а, отводимого внутрь ,  

тw 
q:н = О, а (qвн)ст = G  .f cdT = OAi, ( 1 8 . 8) 

То 
в точности р авно количеству тепла,  необходимому для подогре
ва  унесенного материала от начальной темпер атуры до темпера
туры разрушения . При этом скорости перемещения гр аницы по
верхности и скорости р аспростр анения темпер атурной волны 
становятся р авными и р аспределение темпер атуры в координа
тах ,  связанных с поверхностью, не з ависит от  времени {см .  также 
(6 .47 ) ] 

Sy QC 
- v  - dy 

о л Т - Т0 = (Т w - T0) e  ( 1 8 .  9) 
Есл и  физические rсвойства материал а  - плотность Q, теплоем
кость с и теплопроводность Л - не зависят от Т и у, то 

Т - Т0 = (Т w - T0) е-У13т , 
� л а б • У где uт = -- = - называе'f!ся г л у и н о и  п р о г р е в а .  c-Qc v  v 

.10вие баланса тепла будет иметь вид ( 1 8 .2 )  

откуда 
OcтM =qw + OcтHx - q, , ( 1 8 .  1 0) 

( 1 8 . 1 1 ) 
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Унос м ассы Gст,  рассчитанный по значению эффективной эн
тальпии Iэф, определенному в квазистационарных условиях, бу
дет отличаться от уноса м ассы в реальных условиях : 

0 = 0 + 0/:J.i-qвн VO , q:.Н 
с т А/ - Н х с т Т А/ - Н х • 

( 1 8 .  1 2) 

При достаточно большой скорости уноса квазистан.ионар
ный режим уноса наступает быстро и 

fO 

qвн ......-+ О f::.i; q�н---+0 
О -+ О

с
т ·  

20 

( 1 8 . 1 3) 
( 1 8 .  1 4) 

Рис. 1 8  1 .  Время vстанов
ления квазистационарно
rо режима для однород-
ного кварцевого стекла 

Характерное время установления квазистационарного режи
ма ,;* определяется некоторым хар актерным числом Фурье 

ат.* v21J* ( 0 т  а ) Fo = -2- = -=- так как - = - , 
от а v v2 

где а - средний коэффициент темпер атурапроводности м атери-
ала .  

В качестве пример а  на •рис. 1 8 . 1  представлено время установ
ления квазистационарного режима уно•са для кварцевого сте'{
л а ( 1 1 0] .  

1 8.2.  Т Р Е БО ВА Н И Я  К ТЕ ПЛОЗАЩИТНЫМ ПОКРЫТ И .Я М  

Д.1я  уменьшения потери м атериала  и снижения м ассы теп.'Iо
защиты летательного аппарата целесообр азно увеличивать вели
ч;шу эффективной энтальпии (/эФ ) .  Это может быть достигнуто 
выбором соответствующего м атериала .  Однако при  этом необхо
димо иметь в виду, что при уменьшении скорости уноса увеличи
вается глубина прогрева теплозащиты .  
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В условиях квазистационарного режима  в теплозащитном 
материале устанавливается р аспределение темпер атуры (см .  
1 8.9 )  

у 

Т = Т0 + (Т w - T0) ехр � _ Q�tl dy . 
о 

( 1 8 .  1 5) 

Принимая теплофизические свойства постоянными,  получаем 
условную глубину прогрена м атериала до температуры Т' : 

при 

Т ' - Т0 = -l-
Tw - Т0 е 

-
л а у = 13т = - = - . QCV V 

Если допустимая темпер атур а защищаемой 
равна Т д• то необходимая толщина теплозащиты 
нагрева равна 

h Т w - То - = 1n . 
!IT Т д - То 

Линейная скорость уноса р авна 

Отсюда 

v =  qwo 
Qlэф 

( 1 8 .  1 6) 

( 1 8 . 1 7) 

поверхности 
(h )  в конце 

( 1 8 .  1 8) 

( 1 8 .  1 9) 

( 1 8 .  20) 

Общая м асса теплозащитного покрытия, уносимого с едини
цы площади и пр огреваемого до темпер атуры Т д за  время р або
ты t, опреде.тrяется выр ажением 

о qwo +аQ2fэФ 1 T w - То = -- t -- n . lэФ qwo Т д - То 
( 1 8 .  2 1 )  

Отсюда видно, что при увеличении эффективной энтальпии, 
р астет второй член уравнения ( 1 8.2 1 ) ,  т .  е .  увеличивается глуби
на прогрена материала  и в некоторых случаях может возр асти 
потребная м асса м атериала ,  затрачиваемого на теплоизоляцию 
конструкции. 

Следует иметь в виду, что выр ажение ( 1 8.2 1 )  спр аведливо, 
если унос теплоз ащитного м атериала может приближенно счи
таться квазистационарным, т.  е .  при достаточно большом значе-
нии числа Фурье Fo = v2-r:/a и для однослойного теплозащитного 
покрытия.  Для уменьшения глубины прогрена могут применять
ся многослойные покрытия, выбираемые таким обр азом, чтобы 
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верхний слой обладал большим значением lэф, а внутренние с.11ои 
имели хорошие теплозащитные свойства .  

Таким обр азом, для хар актер истики м атериала  необходимо 
знать значения его эффективной энтальпии lэф , коэффициента 
температуропроводноети ii ,  �Плотности Q и температуры поверх
ности Т w, при которой происходит р азрушение и унос м атериала .  
Большие значения темпер атуры поверхности T1v теплозащитных 
по�рытий имеют 'Преимущества в том,  что с их увеличением ра с
тет тепловой поток qr, излучаемый поверхностью. Поверхность 
охлаждается излучением, что ведет в соответствии с ур авнения
ми ( 1 8 . 1 1 )  и ( 1 8 .4 )  к увеличению эффективной энтальпии м ате
риала  IэФ · Однако одновременно может увеличиться толщина 
покрытия h и общая масса теплозащиты может оказаться боль
шой. 

JLругая группа требований к покрытиям связана  с техноло
гическими и конструктивными свойствами .  Покрытие должно 
быть технологичным, легко н аноситься на  поверхность и обла 
дать хорошей адгезией, т. е .  прочно связываться с поверхностью. 
Эта связь не должна н арушаться при нагревании поверхности 
контакта .  Внешняя поверхность теплозащитного м атериала  дол 
жна выдерживать воздействие  больших аэродинамических наг
рузок, не скалывансь и не трескаясь,  т .  е .  обладать высокими 
механическими свойствами .  Если применяется двухслойное по
крытие, то нижний теплозащитный м атериал (подслой ) не  дол 
жен р азлагаться при н агреве, ибо при этом произойдет наруше
ние целостности верхнего покрытия и их сцепления .  

Защищаемые поверхности могут покрываться кер амическими 
м атериалами, гр афитом, стеклообр азными м атериалами, пласт
м ассами разных типов. 

Кер амические материалы обычно обладают большой термо
стойкостью, высокой темпер атурой р азрушения,  м алой теплопро
водностью и большой величиной эффективной энтальпии .  Их не
достатком является то, что они требуют обжига при высоких 
темпер атур ах и, следовательно, их трудно наносить непосред
венно на  поверхность аппарата .  

Пластмассы применяются с р азличными видами армирующих 
наполнителей . Эти материалы обладают высокой прочностью, 
малой теплопроводностью, большой теплоемкостью. Унос тепло
защитных м атериалов данного класса происходит частично пу
тем сублимации с поверхности, что вызывает большое поглоще
ние тепла при разрушении. Пластм ассы обладают хорошими 
технологическими свойствами .  

Стекловидные материалы при высоких темпер атур ах имеют 
свойства очень вязкой жидкости, что способствует по г лощению 
тепла м атериалом до того, как жидкий слой будет снесен под 
действием аэродинамических сил.  Они хар актеризуются боль
шой теплотой испарения, м алой теплопроводностью и хорошими 
термодинамическими характеристиками.  
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В настоящей главе дается приближенный метод определения 
эффективной энтальпии для некоторых наиболее важных случа
ев при упрощающих предположениях, позволяющих получить 
простые выражения для оценки влияния различных факторов н а  
скорость уноса .  В частности, р ассматриваются три тип а  покры
тий : сублимирующи�ся полностью или частично, уносимых в 
силу горения с образованием газообр азных 'продуктов и плавя
щихся стеклообр азных. На практике может оказаться, что все 
перечисленные физические явления присутствуют одновременно 
и сопровождаются механическим уносом материала .  Возможно 
также более с.'Iожное взаимодействие с погр аничным слоем . Та
кие  з адачи более подробно рассмотрены в р аботах {56, 94, 1 03, 
1 1 0 ,  1 60 ,  1 6 1 ] . 

1 8.3. СУБЛ ИМИ РУЮЩИ ЕСЯ Т Е ПЛ ОЗАЩИТ Н Ы Е  ПО КР ЫТ И Я  

Е сли  в состав покрытия входит м атериал,  способный возго 
няться, то для определения эффективной энтальпии покрытия не
обходимо знать долю в нем сублимирующегося материала .  

Рис. 1 8  2 .  Схема теплооб
мена при полностью сvб
лимирvющемся покрытии 

Р ассмотрим покрытие, изготовленное из однородного м атери
ала  (рис .  1 8 . 2 ) , который полностью возгоняется и не вступает в 
химические реакции с внешним потоком .  

Эффективная энтальпия теплозащитного покрытия рассчиты
вается по фор муле 

С другой стороны, унос материала в квазистационарных услови
ях можно рассчитать, если известны тепловой поток � ,стенку 
и истинная физическая энтальпия матер иала {см . ( 1 8 . 1 1 ) ] :  

Здесь принято Нх = О; 

0 =  qw - Qr 
А! 

( 1 8 .  22) 

qw - истинный тепловой поток к новерхности с учетом вду
ва газов р азрушаемого материала ;  

qr - р адиационный тепловой поток с поверхности тел а ;  
111 - истинное физическое изменение энтальпии материала .  

Из теории пористого охлаждения (гл . XI I I )  известно, что с до-
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статочной т.очностью при не очень большой интенсивности вдува 
можно записать 

qw -
- = 1 - ВО, ( 1 8 . 23) 
qwo 

г де а = 0 1 (� ) = 
1 е - l w безразмерный унос материала ; 

Ср О 1 эф 

(�) = ( qwo ) - обобщенный коэффициент тепло
ер о le - l w отдаt;и на  непроницаемой поверх

ности ; 
В - некоторый постоянный коэффи

циент . 
Выразим величину истинного теплового потока q1v к поверхно
сти из ур авнения ( 1 8 .22)  через истинную энтальпию материала :  

qw = Ot.! + q, . 

Отсюда, с учетом уравнения ( 1 8.4 )  

qw - Q !J.I  + q, 
q wo - Оlэф qwo

. ( 1 8 .  24 ) 

Подставляя в ур авнение ( 1 8 .24) выр ажение для q,vfqw0 из урав
нения ( 1 8 .23 ) , получаем 

( 1 8 . 25) 

Отсюда значение эффективной энтальпии для полностью субли
мирующегося материала 

где 

!:.1 ( 1 + 8 1e - lw ) 
fэФ = ( l - q,fqwo) /:;,./ ' ( 1 8 . 26) 

На рис . 1 8.3 представлена зависимость эффективной энталь
пии тефлона от безразмерной энтальпии торможения н абегаю
щего потока fe= (Ie-lw) /to..I. Видно, что у сублимирующихся 
м атериалов эффективная энтальпия возр астает с увеличением 
энтальпии торможения.  

С учетом р азличия физических свойств вдуваемого газа и га
з а  во внешнем потоке значение .коэффициента В mриближенно 
находится из выражений ( 1 3 .87) , ( 1 3 .89) : 
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где m1 - мол·екулярная м аооса газа во внешнем потоке ; 
mw - молекулярная ма·сса в�Цуваемого газа .  

Если молекулярная масса вещества ,  испаряющегося с поверхно
сти пок•рытия,  мала ,  то зна'чение коэффициента В возр а·стает и 
з ависимость эффективной энтальпии материала от энтальпии 
тор :'v!ожения (7е) становится еще более сильной. 

Рис.  1 8.3. З ависимость 
эффективной энтальпии 
тефлона /эФ от энталь
пии торможения н абега-

ющего потока 7.: 
в qrfqwo=O , t; tgч>= 1-q,lqwo 

- !дш lэtp = IJI 

2 l.---1---

f 

--
--М" f/1  

2 J 

---

Массовая скорость уноса определяется ур авнением 

(a/cp)o�(/e - I w) 0 =  qwo 
lэф lэф 

Используя выр ажение для IэФ ( 1 8.26) , получаем 

(а/ср)о'(/е - Iw) ( 1 - q,/qw0) 0 = 1 1 ") ' 
А / ( 1 + В  е -:z W 

�(J 

--

: 
5 

( 1 8 .  28) 

( 1 8 .  29) 

Рис. 1 8.4. Зависимость 
уноса сублимирующего-

f .---
v r -2 fi !е 

или в безр азмерном виде 

где 

- Ie ( 1 - q,fqwo) 
О = 

1 + Ble ' 

Ie - lw 
А /  

с я  м атериала G о т  эн
тальпии торможения на -

бегающего потока Т.: 
В�О,5; q,fqw 0 =0 

( 1 8 .  30) 

Из рис . 1 8 .4, где пр ед-ставлен примерный вид за·висимости 
скорости уноса сублимирующегося материала от энтальпии тор 
можения набегающего потока воздуха , видно, что в некотором 
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диапазоне изменения безразмерной энтальпии торможения м ас
совый унос является линейной функцией от le (O :::;;; le< 2,5) . 

Анализ ур авнений для IэФ и G ( 1 8 .26) и ( 1 8 .29 ) показывает, 
что излучение с поверхности теплозащитного м атериала как бы 
уве.'lичивает эффективную энтальпию м атериала  и уменьшает 
унос теплозащитного покрытия .  

Очевидно, что при Qт= Qwo Iэф-+- оо ,  а G-+-0. 

1 8.3 . 1 .  Ч астичное испарение 

Если м атериал испаряется не целиком,  а частично, то в р ас
смотрение вводят коэффициент газификации 

Gисп е =- .  о ( 1 8 . 3 1 )  

Рассмотрим случай, когда неиспарившаяся часть материа
.'l а уносится в р асплавленном виде. При этом фор мулы сохр аня 
ют сВ>ой вид, а истинная энтальпия м атериала определяеrся и з  

тw 
!!..! = S cdT + sr' + ( 1 - s) г", ( 1 8 . 32) 

т. 

Рис. 1 8  5 .  З ависимость эФФек
тивной энтальпии для частично 
испаряющегося . материала Т.Ф 
от энтальпии тор може!!.ИЯ н а-

бегающего потока I.:  
q/q w =O, I  

-
v � 

./ 
v 

/ 

8 12 -fe 

Рис. 1 8.6. З ависимость уноса частично 
испаряющегося м атериала  О от энталь
пии торможения набегающего потока У:: 

В -0,5; 8 =0,5 

где r' - теплота сублимации, а r" - теплота плавления .  Урав
нение эффективной энтальпии материала  имеет вид 

/9Ф 41 ( 1+еВ le - Iw ) · ( 1 8 . 33) 
1 - q,fqwo !J.I 

При частичном испарении вдув газа в погр аничный слой умень
шается ( е <  1 ) .  С уменьшением вдув а газа (при уменьшении е) 
уменьшается угол наклона кривых lзФ==f Ue) (рис. 1 8.5) . 
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Массовая  скорость уноса р авн а 

О = qw0 = (а/ср)о (/e-l w) 

/ЭФ fэф 

С учетом уравнения ( 1 8.33 ) получаем следующее 
для безр азмерной массовой скорости уноса :  

_ fe (1 - q
:J о =  _ __;____-=-____;_ 

1 + eBfe 

( 1 8 .  34) 

выражение 

( 18 . 35) 

Н а  рис.  1 8.6  представлен примерный вид з ависимости уноса 
частично испаряющегося м атериала G от энта.'Iьпии тор можения 
н абегающего потока воздуха fe. 
1 8.4. ВЛ И Я Н И Е  ГОР Е Н И Я  НА УНОС ПОКРЫТИЯ 

Если покрытие состоит из вещества ,  способного в_ступать в хими
ческие реакции с газом н абегающего потока,  то можно р ассмот
реть два случая .  Если сумм арный подвод тепла к поверхности 
недостаточно велик, то температур а поверхности Т w не достига
ет темпер атуры сублимации и количество унесенного теплоза
щитного м атериала будет целиком определяться скоростью диф
фузии окислителя из внешнего потока .  

Во втором случае унос будет происходить при плавлении или 
сублимации м атериала  при темпер атуре, р авной температуре фа
зового перехода .  Однако в этом случае необходимо учитывать 
дополнительное выделение тепла гетерогенных реакций на по
верхности. 

Р ассмотрим первый случай в предположении ,  что продукты 
реакции находя'J\ся ·в газовой фазе. Мас-совая скорость уноса оп
ределяется из условия бал анса м ассы с учетом стехиометриче
ского соотношения 

Q - g"к - L ' 

где g0н - м ассовый диффузионный поток окислителя ;  

( 18 .  36) 

L - количество окислителя ,  вступающего в химическую ре
акцию с 1 кг м атериала  покрытия . 

Используя аналогию между тепло- и м ассаобменом (см. гл. 
XI I I )  и принимая ,  что концентрация окислителя у nоверхности 
р авна .нулю, получаем 1приближенное выр ажение для диффузи
онного потока 

' ( 1 8 . 37) 

где С1он - концентрация окислителя вне погр аничного слоя. 
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Если тело обдувается воздухом,  то c10R р авно концентр ации 
кис.'lорода во внешнем потоке, т .  е .  

C1oR = 0,23.  

В этом случае массовая скорость уноса теплозашитнога ма
териала определяется выр ажением 

0 = 0 , 23 qw ( 1 8 .  38) L Ue - lw) 
Учитывая ,  что при наличии -вдува  обобшенный коэффициент 

теплоотдачи р авен 
а 
Ср 

qw = (_!!:__ ) ( i -BO) ,  le - lw \ ер о 

Рис. 1 8.7. З авнеююсть ко.1и 
чества материала G, уноси
мого из-за химических реак
ций, от энтальпии тормож�
ния набегающего потока I. 

Тзт = �  ..- tJ /  

Рис. 1 8.8 Зависиli!Qсть эФФек
тивной энтальпии /з Ф  Мdтериа
ла ,  уносимого из-за химических 
реакций,  от энтальпии тор м�-
жения набегающего потока I.:  

tg QJ = L/0,23+ 8  

получаем следуюшее ур авнение для безр азмерной скорости уно
са материал а :  

0 = 0 , 23 
L +  0 , 23В ( 1 8 . 39) 

Таким образо:'v!,  ес.1и  теплозашитный м атериал уносится в си
лу химических реакций, то ск,орость уноса не зависит от энталь
пии торможения внешнего потока ( рис .  1 8. 7 ) . 

Соответственно эффективная энтальпия теплозашитнаго по
крытия данного к.'l асса 

( 1 8 .  40) 
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линейно возр астает при увеличении энтальпии тор можения внеш
него потока (рис. 1 8 . 8 ) . 

Ур авнение бал анса тепла н а  стенке определяет температуру 
поверхности : 

( 1 8 .  4 1 ) 
где 

тw M = j  cdT + r ; qx = OHx; 
То 

Н х - теплота химической реа,кции,  отнесенная к единице 
маосы покрытия .  

Темпер атур а поверхности будет возр астать при увеличении эн 
тальпии торможения внешнего потока .  С увеличением темпер а
туры поверхности Т w растет парциальное давление испаряюще
гося компонента покр ытия .  

Если тепловые потоки достаточно ве.1 ики и поверхность р азо
гревается до темпер атуры сублимации, то механизм уноса м ате
риала становится иным.  В этом случае количество унесенного 
м атериал а определяется из теплового баланса на  поверхности. 

Если диффузия окислителя настолько велика ,  что соблюда
ется условие gок � GL, то фронт горения будет совпадать ' С  по
верхностью тел а ,  если g0к< L G, то фронт горения может смес 
титься внутрь погр аничного слоя . 

Приближенный р асчет теплообмена для этого случая можно 
провести исходя из условия, что профиль полной энтальпии сла
бо изменяется при н аличии хим ических реакций, и тогда тепло
вой поток определяется из выр ажения ( 1 4 .76) 

qw = ...!!:___ ( !е - fw) + OHx 
Ср 

независимо от положения фронта пламени .  При  этом могут быть 
испо.1ьзованы фор мулы, полученные для р асчета эффективной 
энтальпии сублимирующихся покрытий ( 1 8 .26)  при подстановке 
в них, вместо величины 11./, разности 11.1-Нх: 

( 1 8 . 42) 

Тогда выр ажения для уноса м атериала  получим из формулы 
( 1 8.29) : 

0 --

или 

1 9 * 

Ге ( 1  - q,Jq wo) 
1 - Нх/М + Вlе 

( 1 8 .  43) 

( 1 8 .  44) 
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Область применимости этих фор мул огр аничена кинетикой испа
рения и кинетикой протекания химических реакций. При боль
ших значениях Ie ,Оiбычно Hx/bl 4;:. (le-lw) /bl. Примерный вид 
зависимости УаФ с учетом горения представлен н а  рис .  1 8 .9 . 

Рис. 1 8.9 Зависимость 
эффективной энтальпии 
lз Ф теплозащитного ма
териала от энтальции 
тор можен� набегающе
го потока 1 е с vчетом го-

рения : 
1-HxfAI Ь =  ; t g <р1 = 1-q,fq wo 

= L/0 , 23+B. t g 'Р• = 

=В/( 1-q,fq wo) 

Приведенный выше приб.1иженный анализ позволяет выяс
вить лишь качественную картину явлений при уносе сублимиру
ющихся покрытий с горением.  Дополните.1ьные сведения по это
му вопросу можно получить из р абот {56, 94, 1 60, 1 6 1 ]. 

18.5. ПЛАВЯ Щ И ЕСЯ СТЕ I(Л О В ИД Н ЬI Е  ПОI(РЬIТ И Я  

Под воздействием теп.1ового потока и сил трения на  поверх
ности покрытия образуется движущаяся пленка р асплава .  При 
своем движении п.1енка р асп.1ава может перегреваться , и темпе
ратур а поверхности может отличаться от темпер атуры плавле
ния.  Стекловидные материалы не имеют фиксированной темпе
ратуры плавления .  

Jl 
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Если тепловой поток не превышает некоторого критического 
значения, то на поверхности р азде
ла жидкость - газ нет заметного 
испарения ( пленка сносится , не  yc-

r--;;;--rт-:,...,.._ ___ певая прогреться до темпер атуры 

Рис. 1 8. 1  О. Физическая схе�1 а 
течения и систе ма коор;:rи-

на  т:  
/-газообразный nоrр а н ич н ы й  
CJtoй : Н-жидк а я nлен ка , /Н

твердое тело 

испарения ) .  Скорость жидкой плен
ки из-за бо.1ьшой вязкости мала от
носительно скорости потока и ,  сле
довательно, пленка не  оказывает 
в.1ияние н а  хар актер движения газа 
в погр аничном слое .  Поэтому газо
вый пограничный слой можно рас-

от жидкого 
слоя .  При р асчетах 

что жидкая 

р асчета 



точки осесимметричного затупл·енного тела (рис. 1 8 . 1 0) . Бу
дем считать, что решещrе для газового погр аничного слоя по
лучено и ,  следовательно, заданы значения обобщенного 'Коэф
фициента теплоотдачи и коэффициента трения .  Поскольку ско
рость движения пленки мала ,  то эти коэффициенты принима 
ются такими же ,  как и н а  неnодвижной поверхности. 

Граничные условия в системе координат, связанной с поверх
ностью, при у = О на •поверхности р аздел а имеют вид 

't"w (x) = !1 (.!!!:...) ; ду w - ( /ol - /w)=Л - ; 
а ( дТ ) 
� ду w 1 ( 1 8 . 45) 

V = O  (при наличии испарения V = Vисп) . Пр и  у�оо Т-+-То, 
и--+0, v = vw, система координат перемещается вдоль оси с не
известной зар анее скоростью уноса Vw. Для выбр анной ·Систе
мы координат •стационарное течение жидкой пленки в окрест
ности критической точки описывается следующей системой 
уравнений iпогр аничного слоя несжим аемой жидкости .  

1 .  Уравнение неразрывности 

_!_ (иR)+-д- (vr) = O. дх ду 
где R - ·р аостояние от оси вр ащения тела .  

2 .  Ур авнение количества движения 

QU - + Qv -= - - + - �J. - . д и д и d р д ( д и ) 
дх ду dx д9, ду 

3. Уравнение энергии 

QUC - + QVC - = - Л - . дТ дТ д ( дТ ) 
р дх р дg ду д'IJ 

( 1 8 .  46) 

( 1 8 .  47) 

( 1 8 .  48) 

Для окрестности передней критической точки, предполагая,  
что теплофизические свойства пленки (Q ,  с,  Л)  постоянны, мож
но найти приближенные аналитические решения приведеиных 
выше дифференциальных уравнений.  

В ур авнении ( 1 8 .47) при •медленном .движении пленки мож
но пренебречь сил ами инерции и тогда оно пр инимает вид 

д ( ди ) dp 
дg 11 дg = dx · ( 1 8 . 49) 

Интегрируя ур авнение ( 1 8 .49) с использованием граничных 
условий ( 1 8 .45) , получаем закон р аспределения для продольной 
скорости в жидкой пленке : 

у у 

и = - - dy + tw -. 
dp � у � dg 
dx fA. fA. 

- оо  - 00  

( 1 8 . 50) 

Здесь касательное напряжение 't"w и гр адиент давления dpjdx 
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заданы. Для вычисления интегр алов необходимо знать закон 
р аспределения вязкости в зависимости от у, что возможно при 
изв.естном р аспределении тrемпер атуры. Зная профиль  ·скоро•сти 
и в ж•идкой пленке, из уравнения неразрывности ( 1 8 .46) опре
деляем местную скорость уно·са материала  

о 
Vw =-1- \ д (ur) d y  

R .) дх 
- оо  

(18 .  51) 

пр и  отсутствии испарения с поверхности. Следовательно, для 
р асчета уноса необходимо определить профиль темпер атуры в 
жидкой пленке T = f (y) . Для этого рассмотрим ур авнение энер-
гии ( 1 8 .48 ) . В окрестности критической точки дТ =0. 

дх 
В этом случае ур авнение ( 1 8 .48) принимает такой вид при 
Л = const : 

dT d2T 
v-=a --, 

dy d!J.2 

где а - коэффициент темпер атуропроводности. 
Интегрируя ур авнения ( 1 8 .52 ) , с учетом гр аничных 
( 1 8 .45)  получаем 

!!!..._= (!!:!.._) ехр (-1 { vdy ) ·  
dy dy w а .) о 

( 18 . 52} 

условий 

( 18 .  53} 

Таким обр азом, р аспределение темпер атуры зависит от рас
пределения скорости v (у )  и необходимо решать совместно ур ав
нения движения и энергии, что существенно усложняет ан ализ. 

Однако в случае стекловидных м атериалов можно внести су
щественные упрощения .  Вязкость этих м атериалов хорошо опи
сывается формулой 

..1:_ = (_!__ )-п  при n =  1 0 -+- 20 ( 1 8 .  54} 
!LW T w 

и очень быстро увеличивается по мере уменьшения темпер атуры. 
Жидкость имеет м алую вязкость только на  очень малой толщи
не. Эrо означает, что динамический, движущийся, •слой !lамного 
меньше теплового слоя, а поэтому гр адиент температуры попе
рек жидкого слоя почти не изменяется. 

Учитывая перемещение системы координат относительно 
твердого тела ,  имеем v = vw, так что гр адиент темпер атуры внут
ри покрытия ( 1 8 .53) можно представить в виде 

( у ) 6 D 1 · О v �  - = (-) ехр _ \ vwdY = (-) ехр (-)· dy dY. w а .) dy w а о 
( 1 8 .  55) 
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Отсюда получаем искомое р аспределе�ие темпер атуры 

Т =_!!:__ (!!_) ехр ( vwg ) ·  
vw ду w а ( 1 8 .  56) 

Величина 6т = a/vw характеризует глубину прогрева .  Учитывая,  
что ( дТ ) .._. Tw 

д у w .._. а;:-· ( 1 8 .  57) 

получаем распределение темпер атуры в теле 

Т= Т w exp (  о� ) · ( 1 8 . 58) 

Это р аспределение темпер атуры соответствует квазистационар 
ному плавлению. 

Воспользуемся степенным законом вязкости для жидкой 
пленки (ур авнение 1 8.54 ) . С учетом выр ажения ( 1 8.58)  находим 
р аспределение вязкости поперек жидкой пленки· 

· 

� = (I_)-n = е-�� , ( 1 8 .  59) fA-w Tw 
т .  е . P.= P.w exp ( - n  �

т 
)= P.w exp (  -f ) • ( 1 8 .  60) 

о 
а г де о = _т = -- - толщина динамического ,слоя или  условная n vwn 

толщина жидкого слоя, н а  которой вязкость падает в е р аз .  
Подставляя закон изменения вязкости ( 1 8.59 ) в ур авнение 

для р аспределения скорости ( 1 8.50) и интегрируя последнее 
ур авнение, получаем р аспределение скорости в жидкой пленке 

и = [о :� (f - 1 )+ ,;w] EJ-� exp (f} ( 1 8 . 6 1 )  

Используя полученный профиль для скорости ( 1 8.6 1 ) ,  опре
деляем скорость уноса vw из уравнения ( 1 8.5 1 ) .  Учитывая ,  что 
в окрестности передней критической точки r = x, а гр адиент дав
�'Iения dpfdx и касательное н апряжение ,;w зависят линейно от х,  
получаем следующее выражение для vw : 

Vw = 
282  ( d11w - 2о d2p ) ·  
fJ-w dx dx2 

( 1 8 . 62) 

Так как из ур авнения Бернул.'Iи  для течения на гр анице газово
го погр аничного слоя, где �= (du1jdx) х=о , а и1 - скорость тече
ния на гр анице газового погр аничного слоя 

d2p! = - Ql (dUJ )2 = - Ql�2, 
dx2 dx 
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то ур авнение ( 1 8 .62) приним ает вид 

Vw=� ( d"w +2�2Qla) . 1-'-w dx 
( 1 8 . 63) 

Полученные соотношения связывают между собой толщину 
слоя 6, скорость уноса vw, темпер атуру стенки Т w и касатеЛь
ное н апряжение 't'w. 

Для дальнейшего решения необходимо привлечь следующие 
ур авнения газового слоя. 

1 .  Условие баланса тепла  

qw=fJ.w'VwCT w=C.wVw!ll , 
где !11 - тепло, поглощаемое материалом при  нагреве. 

2 . Тепловой поток при ламинарном режиме течения 

= � ( / _ 1 ) = ( Nu ) -. / иl!!w!Lw le - Iw 
qw 

ер е w 
YRe ' w  V х Prw 

3 .  Трение при  ламинарном режиме течения 

't'w= (-1 с! v Re) .. r !!w!LwU�
. 2 w v х 

( 1 8 . 64) 

( 1 8 . 65) 

( 1 8 . 66) 

Распределение  давления и скорости вне погр аничного слоя 
принимается заданным .  Дополнительные  соотношения ( 1 8 .64 ) 
( 1 8.66 ) позволяют определить величину теплового потока qw и 
касательное н апряжение н а  стенке 't'w. Зная qw, можно найти 
темпер атуру поверхности и скорость уноса по уравнениям 
( 1 8 .58 )  и ( 1 8 .63 ) . Хар актеристики м атериала могут быть полу
чены из совместного решения данной системы ур авнений .  

В частности, для кварца получено 
1 эф � Q�/( З+n) Jg.64/(З+n) . 

Унос теплозащитного м атериала тем меньше, чем выше его 
вязкость и меньше коэффициент теплопроводности Л. Поскольку 
n очень вел ико, то унос слабо зави•сит от Q1 и энтальпии тормо
жения /0 набегающего потока газа .  

В случае испарения жидкой пленки эффективная энтальпия 
м атериала  /8Ф будет возр астать с увеличением энтальпии тормо
жения Io. 

Это решение справедливо только в том случае, когда пленка 
остается стабильной. Опыты показывают, что стабильность плен
ки н арушается при Re a � 1 50.  При этом значение эффективной 
энтальпии теплозащитного м атериала существенно уменьшается .  

Рекомендуемая литература : 
[23, 44, 45, 52, 56, 94, 1 03, 1 1 0, 1 60, 1 6 1 ] . 



Г Л А В А  X I X Т Е П Л О В Ы Е  Р ЕЖ И
М

Ы 
КО СМ И Ч Е С К ИХ А П ПАРАТО В 

1 1  
В этой гл аве р ассматриваются тепловые режимы космиче

<:ких аппар атов , летающих либо вне атмосферы , либо в очень 
разреженной среде. После полета первого советского искусствен
ного спутника Земли в 1 957 г .  количество космических аппара 
тов, запускаемых ежегодно, ·составляет многие десятки. Одно
временно резко возр а·стает 'сложность з адач, реша�мых этими 
апп аратам и  и соответственно усложняется их конструкция, что 
в ряде случаев ведет ,к ·существенному увеличению их маесы и 
энергетических потребностей .  В настоящее вр·емя можно выдс·· 
лить две основные группы .rоосмических аппар атов : а в т о м а
т и ч е с  к и е и п и л  о т и р у е м ы е .  Аппараты этих групп з а
метно р азличаются по конструкции, поглощаемой энергии и вы
делению тепл а .  Серьезной проблемой для пилотируемых ,косми
ческих а·ппаратов является создание системы жизнеобес,печениil , 
1юторая ,должна быть тесно ·связана  с ·системами энергопитания 
11 тер морегулирования .  

Поддержание тепловых режимов космических летательных 
аппар атов обеспечивается специальными системами  терморегу
лирования , которые м огут быть п а с с и в н ы м и, не содер
жащими специальных механизмов, так и а к т и в н ы м и, вклю
чающими в себя иногда довольно сложные системы р егулиру
емых теплообменников . 

При р ассмотрении теплового режима  космического аппар ата 
возникает вопрос об  определении и поддержании в з аданных 
пределах темпер атур внутренних и внешних элементов конст
рукции.  

Внутри космических аппар атов, как пр авило, тепло выделя
ется р аботающими прибор ами  и аппаратурой, а также в процес
се жизнедеятельности в пилотируемых аппаратах. К внешней 
поверхности аппар ата подводится солнечная  энергия как непо
средственно от Солнца, так и отр аженная от поверхности пла
нет,  энергия собственного излучения планет и энергия,  выделя
емая при столкновении поверхности аппар ата с молекулами и 
атомами, которые м огут присутствовать даже на  больших высо
тах. Количество поступающей к аппарату энергии может изме
няться во  много р аз в з ависимости от расстояния от Солнца и 
nланет и положения аппар ата.  Излучением космического прост-
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р анства ,  имеющего среднюю темпер атуру � 4  К, можно прене
бречь. Поверхность космического аппар ата непрерывно излучает 
энергию, причем количество ее з ависит от темпер атуры поверх
ности , ее формы и р адиационных свойств ее покрытия . 

З адачей системы терморегулирования является поддержание 
баланса между подводимыми и отводимыми потоками тепла  при 
з аданной темпер атуре элементов конструкции и оборудования.  
В ряде случаев это становится невозможным,  и тогда в систему 
вводятся дополнитедьные н агреватели или холодильники,  тре
бующие дополнительных ис·ючников питания .  

Для поддержания теплового режима внутри приборного и.'IИ 
жилого отсеков обычно применяются активные системы тер мо
регулирования,  включающие в себя систему контролируемого 
отбор а или подвода тепла к элементам конструкции внутри ап
пар ата, систему, обеспечивающую регулирование теплоотдачи 
между внутренними частями аппар ата и специальными р адиа
ционными поверхностями ,  и систему самих р адиационных по
верхностей. 

Большое значение для поддержания теплового р ежима  имеет 
выбор теплозащиты и теплоизоляции,  по возможности исключа
ющей неконтродируемые перетоки тепла .  

В п ассивных системах присутствуют те  же элементы тер мо
регулирования ,  но они могут поддерживать тепловой режим без 
принудительного управления. Это возможно в случае м адого 
внутреннего тепловыделения, большой инерционности системы. 
хорошей теплоизоляции и т. д. В настоящее время разработано 
весьма бодьшое кодичество р аздичных систем тер морегулирова
ния .  Рассмотреть все эти системы, во  многих едучаях весьм а 
сложные, не представляется возможным в рамках настоящего 
учебника .  Поэтому в данной главе будут освещены только неко
торые положения, общие ддя всех систем и дающие представле
ние о путях и способах поддержания тепдового режима космиче
ских аппар атов . 

1 9. 1 .  В Н ЕШ Н И Е  И СТО Ч Н И К И  Т Е П Л А  

Основными внешними источниками тепда  при  полете в космо
се явдяется дучистая энергия от Солнца, Земли и планет. При 
полетах в окрестности Земли иди пданет на  низких высотах не
которое влияние н а  нагревание может оказывать соударение с 
поверхностью аппар ата атомов и молекул атмосферы. 

1 9. 1 . 1 .  Лучистая энергия от Солнца 

Количество лучистой энергии,  поступающей от Солнца в еди
ницу времени на  единицу пдощади, называется с о .'1 н е ч н о й  
п о  с т о я н н о й . Для аппар атов, находящихся от Соднца н а  рас
стоянии,  р авном среднему р асстоянию Земли от Соднца Lo= 
= 1 49 млн .  км,  солнечная постоянная равна  S0= 1 400 Вт/м2• 

570 



В зависимости от р асстояния от Солнца тепловой поток  изменя
ется обр атно пропорционально квадр ату расстояния : 

S = SoL6 . ( 1 9 . 1 ) 
L2 

Значения солнечной постоянной на  р азличных р асстояниях, 
соответствующих положению космического аппарата вблизи р аз
личных планет солнечной системы, приведены в табл.  1 9 . 1 .  

Ра сстояние от 
Планета Солнца в астро- Радиус 

но�шчески х планеты 
единица х 

Меркурий � ; �� (е р. 0 , 39) 2437 

Венера 0 , 72 ()050 

Марс � ; g� (е р. 1 , 52) 3386 

Луна 1 1735 

Земля 6378 

Юпитер 5 , 2  70000 

А л ьбедо 

0 , 06 

0 , 7 

о ,  1 5  

0 , 07 

0 , 37 

0 , 6  

Таблица 19. 1 

Солнечна я 
постоянная , 

кВтjм2 

14 , 55 (Ср 9 25) 6 , 36 . ' 

2 , 73 

0 , 733 
0 , 500 (ер. О , бl ) 

1 , 4 

1 , 4 

0 , 053 

В ней для Марса и Мер курия, обладающих значительными экс
центриситетами орбит, приведено по два значения, соответствую
щих наибольшему и наименьшему расстояниям от Солнца. Энер
гия Солнца излучается в основном в диапазоне длин волн от 
Л = 0,2 до /, = 2,5 мкм (рис. 1 9 . 1 ) ,  причем большая часть энергии 
приходится н а  область видимого излучения.  

Р асчет нагревания поверхности от прямого солнечного излу
чения относительно прост, поскольку солнечный поток является 
практически параллельным.  При заданном значении угла между 
нормалью к площади и направлением на Солнце е (рис .  1 9 .2) 
тепловой поток определяется выр ажением 

( 1 9 . 2) 
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где As - коэффициент поглощения поверхности солнечных лу
чей ; 

dF - элементарная площадка, освещенная Солнцем .  

,BmfEн2 
I A  

1"' 
!;1 1\ 

J ........_ !'--.. 
42 rц 4-9 46 4в 1 �s 2 .?,sз 

'-. . 1'!/..'Н 

Рис. 1 9. 1 .  Спектр солнечного 
иэлvчения 

1 1 1 1 

- wn 
;к 

Рис. 1 9.2. К р асчетv 
теллового потока к 
поверхности от Солн-

ца 

В ряде случаев, однако, солнечная энергия может попадать 
на площадку путем отр ажения от других частей аппарата .  Лучи
стые потоки отр ажения , з ависящие от формы и р асположения 
аппар ата, должны р ассчитываться отдельно. 

1 9. 1 .2 .  Собственное излучение планеты 

Среднее значение теплового потока Ео, излучаемого с едини
цы поверхности планеты, может быть определено из условия теп
лового баланса между количеством тепла от Солнца, поглощен
ным атмосферой и поверхностью планеты, и количеством тепла.  
которое отдано планетой излучением в окружающее простр ан
ство : 

откуда 

SnR2 ( 1 - a) = E04nR2, 

Ео = S ( 1 - 'а)
. 

4 
( 1 9 .  3) 

Здесь R - эффективный р адиус планеты ; 
а - Альбедо, определяющее отр ажательную способность 

планеты по отношению к солнечным лучам .  
Основное значение для планет, обладающих плотной атмо

сферой, игр ает излучение атмосферы .  Для расчета вводится по
нятие эффективного р адиуса R. Например ,  для Земли принято 
значение R =Ro + 1 2  км ;  для Венеры,  окруженной nлотным ·сло
ем обла.ков на  высоте Н � 60 км, можно принять R =Ro + 60. 
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Н азовем среднюю температуру поверхности, определяющую 
интенсивность и спектр излучения, р авновесной темпер атурой 
Тр. Так как 

Е - s ( 1  - а) - - Т4 
о - 4 - C:uo Р ' 

где а - постоянная Стефана ,  то из ур авнения ( 19 .3 ) 

Т = .. 4((1 - a) S  
Р V 4ае · ( 19 .  4) 

Приняв е = 1, получаем для Земли Тр � 250 К, что значительно 
ниже средней температуры поверхности ( Т  пов )  ср � 290 К; дли 
Венеры соответственно Тр � 240 К и (Тпов) ср � 750 К. 

Такая р азница связана с тем, что атмосфер а экр анирует из
лучение поверхности и энергия переизлучается верхними слоями 
атмосферы.  Для этих планет собственное из.Jiучение слабо зави
сит от времени суток. 

У планет, обладающих тонкой атмосферой (например, у 
Марса)  либо совсем не имеющих атмосферы (Луна ) ,  собствен
ное излучение определяется непосредственно поверхностью, тем
пература которой сильно изменяется в зависимости от освещен
ности Солнцем. Т ак, темпер атур а точек освещенной части диска 
Луны определяется из условия теплового баланса 

S ( l - а) cos � = е::1У', 
где '\j: - зенитный угол . 
Приняв е �  1 ,  получаем 

( 19 .  5t 

Tp = 392 ycos �.  ( 19 . 6) 
В подсолнечной точке ('ljJ = O) Тр = 392 К;  при 'ljJ � :n:/2 и на  леос
вещенной ·стороне формул а приводит к ошибке, так ка.к в ней 
не учтена теплоем,кость грунта .  Экопер именты и расчеты, учи
тывающие влияние теплоемкости грунта ,  дают значение темпе
р атуры на неос·вещенной с11ороне Луны 90- 120 К. 

Темпер атур а поверхности Марса также сильно зависит от 
освещенности поверхности и колеблется в пределах от 1 50 до 
300 к. 

При р асчете н агревания тела в космосе от собственного излу
чения планеты в общем случае необходимо учитывать перемен
иость темпер атуры по поверхности планеты. Одн ако для планет� 
обладающих толстой атмосферой,  перемениостью темпер атуры 
можно пренебречь и получить относительно простые р асчетные 
формулы .  

Рассмотрим простейший случай движения вокруг планеты 
элемента поверхности космического аппар ата в виде пластинки, 
нормаль которой составляет угол � с линией, соедн• • ·�щей пла
стинку с центром планеты (рис .  1 9.3 ) . Если угол � такой, что 
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плоскость пластинки не  пересекается поверхностью планеты 
( � < �0) , то количество тепла ,  попадающего на пластинку от соб
ственного излучения планеты, не зависит от предположения о за
коне излучения ,  если считать при этом ,  что планета является од
н ородной сферой.  

Из условия равенства энергии, излучаемой поверхностью 
пл анеты, и э нергии,  проходящей через сферу р адиусом (Ro +  Н) ,  
следует для � = 0, что 

отку да 

4Е0Л� = Q1,,14Л (R0 + H)2,  

Рис 1 9.3 К р асчету нагревания тела от 
собственного излучения п.�анеты 

где Ro - р адиус планеты ; 
Н - высота полета над планетой. 

Для пластинки, расположенной под углом � < �о 

Q11л = Е 0 ( Ro )2 cos � = Е 0 1 cos � ,  
�0 + Н ( 1 + Н )2 

где H= H/Ro. 

( 1 9 . 7) 

( 1 9 . 8 ) 

Обозна'чая Qпл = Еп.1 Ф, где Е пл = Ео/л - яркость излучения 
планеты, а Ф - геометрический фактор ,  учитывающий форму 
объекта и его расположение относительно планеты, можно запи
сать для пластины выражение в виде (для 13< �0 ) 

rде 
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Ф11•1 = 2л:Ф1 cos � . 
1 . 1 )2 

ф - - (--1 - 2 l + H . 

( 1 9 . 9) 

( 19 . 10) 



Если плоскость пластинки пересекается с поверхностью плане
ты ( �> �0 ) ,  то из условия теплового бал анса можно по.1учить 
выр ажение для р азности тепловых потоков ,  падающих с обеих 
сторон пл астины ( Ro \2 9 ) Q1 - Q2 = E0 } cos � .  ( 1  . 1 1 

Ro + H  
Зн ачения удельных потоков, падающих на  пластинку с обеих 
сторон , Qt и Q2, при этом существенно зависят от закона излуче
н и я .  Примем , что количество тепла ,  отдаваемое элементом dF пл 

Рис. 1 9.4. Случай � > �о 

поверхности планеты и падающее н а  пласти t1ку,  определяется 
законом Ламберта : 

dQп., = Е о d(J) cos fJd F п.1 
:л: 

ИЛИ dФп11 = COs fJdшdFпл •  ( 1 9 . 1 2) 
где dш - телесный угол, под котор ы м  видн а пл астинка ; 

Q - угол между нормалью к dFпл и направлением н а  пл а
стинку (рис .  1 9 .4 ) . 

Полное количество тепла ,  попадающее н а  пластинку с одной 
стороны,  может быть получено интегрированием по поверхности 
планеты, видимой с этой стороны.  

Для зн ачений �< �o= arccos (�) (т .  е . . Iюгда плоскость пл а l+Н 
стинки не пересекает поверхность планеты ) спр аведливы фор му
лы ( 1 9 .9 ) и ( 1 9 . 1 0 ) .  

Для случая когда �o< �< :rt/2, значение Ф определяется сле
дующим аналитическим выр ажение м :  

Фпл = 2 (:rtФ1 - Ф2) соs � - 2Ф3 s in � ,  � 1 9 . 1 3 ) 
где Ф1 определяется по фор муле ( 1 9 . 1 0 ) ;  

2н + Н2 ( r ) Ф2 == - -, arccos ctg ? · V  2Н + Н2 -
4 ( 1  + Н)2 • 
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1 . [ V1 + (2н + H2)ctg2�)+ 1 [ +( 1 )2Х - - cos � · arc sш - 1 --= 2 l + H 4 l + H 
X arc sin V 1 - ( 2Н + Н2) ctg2 � ] ;  ( 19 .  1 4) 

Ф _ _ V 2Н + Н2 V 1 - (2Н + Н2) c tg2� + 
3 - 2 ( 1 + Н )2 
+ sin � . [ 1/ 1 - (2Н + Н2) c tg2 � -- arc sш _ 

2 1 + Н ( 1 9 .  1 5) 

Рассмотрим случай,  когда :rt/2 < � < �пред. где �пред - nредель
ный угол , при котором р ассматриваемая сторона  nластинки об
лучается повер хностью планеты. Легко видеть (см .  р ис. 1 9 .4 ) , 
11то при этом плоскость п.1 астинки касается поверхности так же, 
как и при � = �0, но 'Пл астинка повернута на  1 80° так, что 

( 1 9 .  1 6) 

Зависимость �пред от Н дана н а  рис.  1 9 .5 .  
Выражение для р асчета лучистого потока может быть получено 
11ри этом в виде 

( 1 9 .  1 7) 

( 1 9 . 1 8 ) 

Для частного случая ,  когда � = :rt/2 (пластинка вертикальн а ) , 

. ( 1 ) V2H + Н2 
Фпл = аrс sш ---= -

( )2 1 + Н 1 + Н  ( 1 9 .  19)  

График зависимости Фn.1 от Н представлен н а  рис .  1 9 .6 .  Там же 
пр иведевы также соответствующие величины Нз для ПОJiета на 
ор бите около Земли .  

Количество тепла ,  поступающее на  поперечное сечение тела 
почти шаровой формы,  может быть определено по формуле 

( 19 . 20) 

rде Fм - площадь миде.1я те.1 а .  
При  р асчете нагревания тел а произвольной выпуклой формы,  
беспорядочно вращающег.ося в 1простр анстве ,  можно приближен
но использовать выр ажение ( 1 9 .20 ) , полученное для тела шаро
вой фор мы для среднего зн ачения Fм. 
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1 9. 1 .3 .  Нагревание солнечной энергией, отраженной 
поверхностью планеты 

При по.'Iетах в окрестности планет и Луны на аппарат попа
дает дополнительная солнечн ая энергия, отраженная от поверх
ности или обл ачного слоя планет. 

Наиболее подробно р аспределение энергии отр аженного в ми
ровое простр анство солнечного излучения получено для Земли .  

Коrютковолновое излу·tение 
От облаков . . . . . . . . . . . . . . . 
Из-за рассеяния атмосферой . . . . . 
От поверхности Земли . . . . . . . . . . 

Итого . . . . . . . . . . 

в % от S0 
27 
7 
3 

37 
Для других пл анет и Луны среднее значение отр аженной 

энергии может быть найдено по значениям алi>бедо а, при'Вед'еН
ным в табл . 1 9 . 1 .  Альбедо определяет долю отр аженной энергии 
и ,  следовате.пьно, тепловой поток, отр аженный во все стороны 
единицей поверхности планеты Еатр = аS. 

Лучистый поток от Солнца является практически пар аллель
ным, но излучение , отр аженное планетой, подчиняется сложно
му закону, зависящему от характер а поверхности . В предельных 
случаях отр ажение может быть либо з е р к а л ь н ы м ,  .1ибо 
д и ф ф у з н ы м . 

Нагревание отр аженными лучами з ависит от формы и ориен
тировки летящего тела ,  а также от взаимного р асположен ия 
Солнца, З емли и р ассматриваемого тела .  Полное количество 
солнечной энергии, отраженной единицей поверхности планеты,  
определяется выр ажением 

(Q01 p)0 = aS cos у ,  ( 1 9 .  2 1 )  

l'де у - угол между нор малью к площадке н а  поверхности пла
неты и н апр авлением солнечных лучей (рис .  1 9 .7 ) . Если принять, 
что отр ажение диффузно, то удельное количество тепла ,  отр ажа
емое от поверхности на пл астинку dF, р авно 

a S  \ 
Qотр = -;- � COS У COS Odfl.dF П л •  ( 1 9 .  22) 

Fп 

где е - угол м ежду нормалью к площадке на планете dF п.1 и 
линией,  соединяющей dF пл и dF. 

В качестве примера рассмотрим поток на единичную площад
ку (пластинку ) , р асположенную на  высоте Н. З аданы угол � 
между норм алью к пластинке и радиусом -вектором ,  проведеиным 
к ней из центр а пл анеты, и угол 'ljJ между радиусом-вектором и 
напр авлением на  Солнце. 

Обозначая Qотр = аSФотр и ll= H/Ro, получаем р асчетные 
формулы для функции Ф в следующем виде. 
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l .  Для случая ,  когда вся видимая с пластинки поверхность 
планеты освещена Солнцем,  т . е .  при 0 <'Ф <'I\J1, 

где �1 = arcs in (�) (рис . 1 9 .  8 )  значение 
1 + Н 

Ф отр = М (? ,  Н) cos 'f - N (� , _Н )  s iп � cos � .  ( 1 9 . 23) 
Здесь входит дополнительно угол а между плоскостью Р, прохо
дящей через линию ОС (направление на  Солнце) и линию ОА,  
и плоскостью S, проходящей через линию ОА и нор мал ь  к плас-

НапраDлснис на Солнце 

Напраt!ленuе на Солнце 

о 

Рис 19 7. К расчету н агревания отражением сол- Рис. 19 8. К определе-
нечной энергии от поверхности пданеты нию угдов 'I\J1 и 'I\J2 

тинке, поскольку в противном случае положение пластинки не 
было бы определено однозначно.  Значение а= л/2 соответствует 
случаю,  когда пластина напр авлена на Солнце своим ребром.  
При изменении а норм аль n вращается вокруг пря мой ОА . З а 
в исимости М ( � .  Н)  и N ( � .  Н) приведены н а  рис .  1 9 .9 и 1 9 . 1 О .  

Для значений О < � < [Зо, где �о соответствует углу, п р и  кото
ром плоско•сть пл астинки ка.саеТiся поверхности планеты, 
�0 = arccos (�) ( pиc .  1 9 .3 ) , можно получить аналитические выl + Н 
р ажения 

М (�. Н ) = 2 (Ф1 - Ф0) соs � ;  N ( �, H) = Ф7 s in � ; ( 1 9 . 24) 

l 1 9 .  25) 
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Рис. 1 9 .9. Вспомогательный гр афик для р асчета Фо т р  

( 19 .  26) 

В частном случае, когда пластинка расположена пар алле.тiьно 
поверхности планеты ( � = 0, а = О) , 

Фот =[(�)2- Н2 (3 + 'Н) - (2 'Н + lf2)2 1n 2 + H] cos ф. ( 1 9 .  27) 
Р 1 + Н 4 ( 1 + Н)3 8 ( 1 + Н)3 Н 

Для частного случая � > �о. но когда пластинка расположена 
перпендикулярно .поверхности пл анеты ( � = �/2) ,  также может 
быть получено ана.тrитическое решение :  
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Фот =-1 {(�)з + 6 ( 1 + н) a rc s in (_!_)-
Р 8 1 + Н  n 1 + Н 

- V2H + Н2 [6+ 4 J} cos ф--1 н Х 
n ( l  + Н) ( 1 + Н)2 4 1 + Н  

X{[l - 7l (2H + H2) ll2 J I (2 + Н) 
8 ( 1  + Н)2 4 ( 1 + н) n н 

-

- [_!_+ _!_ (' �)+ -1 (�)2] } sin ф cos cr .  ( 19 . 28) 
4 4 1 + Н 2 1 + Н  

Рис. 1 9. 1 1 . К расчету 
Ф о т р  при полете над тер

минатором : 
cr=O;  -ф=л;2 

Если вся видим ая с пластинки поверхность находится в тени. 
т. е. 'Ф >'Ф2, где ф2 = �+ arccos (_2._) ( см . рис . 1 9 .8 ) , то на пла-2 1 + Н  
стинку не  попадает отраженная энергия и Фотр = О. Если значе
ния 'ljJ больше, чем 1jJ1 и меньше 1jJ2, т. е .  только часть видимой с 
пластинки поверхности планеты освещена Солнцем, то простые 
аналитические выр ажения получить не  удается и необходимо 
производить численное интегрирование ур авнения ( 1 9 .22) . В ка
честве пример а  н а  р ис .  1 9 . 1 1 ;  1 9 . 1 2 ;  1 9 . 1 3  приведены результаты 
вычислений для случая,  когда -ф = л:/2,  т . е . когда пластинка р ас 
положена точно над термин атором,  р азделяющим теневую и ос 
вещенную стороны планеты. Расчеты выполнены для трех случа-
ев : cr = O, сr= л: и cr- � ( и.пиfл: ) · Значения Фотр для промежу

точных зна•чений cr можно получить экст•р аполяцией по этим 
трем гр афикам .  

Если отр ажение зеркальное, то  Фотр определяется выраже
нием (рис. 1 9 . 1 4 ) . 

Фот = _1_ (�) 2 s in 2у 
, Р 4 1 + Н ; s in 1/J ( 1 9 . 29) 
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Рис. 1 9 . 1 2 . К расчету Ф а т р  при полете над терминатором:  
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Рис. 1 9 . 1 3  К расчету Ф о т р  при по.1ете над тер минатором :  
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причем v = f ('Ф )  определяется по гр афику рис .  1 9 . 1 5 . Количество 
тепл а , поступающее на  единицу поверхности пластины, располо
женной под углом (3 !< горизонту, можно определить из выр аже
ния 

где 

/ 

Ф = -1- ( Ro ) 2 sin 2у cos � + а  
о тр 4 Ro + Н sin о/ cos о ' 

a = arc s in ( Ro s in V ) ·  
Ro + H 

t s· 

1 1 1 4отр зер. 
- - -, -

" '  

т 

во 

!О 

40 

1 - 1 
11 =(JOJ14, 
40472 i1=(J07B;'_/ 

у 
v 

/ 

( 1 9 .  30) 

( 1 9 . 3 1 )  

_d � 
� 

о 20 40 50 80 f()() '1/F 

Рис.  1 9 . 1 4 .  К расчету зерка.'!ьноrо 
отражения солнечной энергии от 

поверхности планеты 

Рис. 19 1 5 .  Связь между уrдами 
v и 'Ф 

Предполагается, что зеркадьное отр ажение имеет место при уг
.'l ах v. близ.ких к n/2 .  

В общем случае для  тела произвольной формы тепловой по
ток на  единицу площади миделя вычисляется по следующей фор
муле :  

ф r = _1_ (�)2 sin 2у __ 1 -. 
0 Р 

4 1 + Н sin о/ cos 1) ( 1 9 . 32) 

1 9. 1 .4 .  Н агревание при соударении с молекулами и атомами 
атмосферы 

При полете космического аппар ата вблизи планеты в ряде 
случаев некоторый вклад в суммарный тепловой поток, подводи
мый к аппарату, может вносить н агревание от соударения ато
мов (молекул ) и поверхности. При этом тепло выделяется в си
лу передачи части кинетической энергии и возможной рекомби
нации диссоциированных молекул . 

Для наиболее важного случая полета на  больших высотах. 
когда течение является свободно-молекулярным,  удельная энер-

583 



гия соударения для единичной пластинки с достаточной точно
стью мож·ет 'быть определена по фор муле 

( 1 9 . 33) 

где n - число частиц, ударяющихся о пластинку; 
т - м асса частицы ; 
v - скорость полета .  

При этом n = Nvsin � .  ( 1 9 .34) 
где N - число частиц в единице объема ;  

� 

� - угол между плоскостью пластинки и напр авлением по
лета . 

� ' Рис. 1 9. 1 6. Количество 
тепла , получаемое плас-

f � � 
�20f! JOO ............ 

fO"� 

�оо иuо 
F=::::: 

7(}0 �км 

тинкой при столкнове
нии с атомами и молекУ-

лами воздvха 

В фор мулах ( 1 9 .33) и ( 1 9 .34 ) принято, что коэффициент аккомо
дации близок к единице и энергия хаотического движения моле
кул пренебрежимо мала .  

Количество тепла , выделяющееся в силу рекомбинации,  зави 
сит  от э ф ф е 1к т и в н о �с т и  р е к о м б и н а ц и и  сr, р авной от
ношению числа столкновений с поверхностью, приводящих к ре
комбинации, к общему числу столкновений.  

Таким обр азом, количество энергии рекомбинации, приходя
щееся на  единицу поверхности, 

( 1 9 .  35) 

где Е - энергия рекомбинации, отнесенная в одной частице. 
В качестве пример а на рис.  1 9 . 1 6  приведена зависимость Qмол и 
Qре:к от высоты полета над Землей. Как видно, влияние этих чле
нов становится ср авнимым с влиянием тепла от солнечного излу
чения S = 1 1 40 на  высотах полета ниже 200 км.  
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1 9.2. Т ЕРМО Р Е ГУЛ И РО ВА Н И Е  

Поскольку н а  космическом аппар ате устан авливаются р аз
личн ая аппар атура и приборы и должны быть обеспечены для 
их р аботы условия,  а в пилотируемых кор аблях - и для жизни 
пилотов. то возникает проблема поддержания темпер атуры в 
определенных пределах. Постушrение тепла извне в оболочку че
рез теплоизоляцию и элементы конструкции непостоянно и изме
няется в широких предел ах в зависимости от положения и ориен
тации аппар ата.  Внутреннее выделение тепла в общем случае 
также может изменяться в несколько раз .  В этих у�слоВIИЯх дд я 
обеспечения требований к стабилизации температуры необходи
ма специальная система т е р  м о р е  г у л и р о в а н и я. 

Термостатирующая систем а может быть основана либо на 
логлощении или выделении тепла внутри аппар ата ,  либо на от
воде н аружу или подводе тепла извне. 

В первом случае могут быть использованы химические реак
ции с выделением или поглощением тепла ,  либо эффекты выде
ления и поглощения при изменении агрегатного состояния веще
ства ( плавление, испарение, кристаллизация ) .  Этот метод 
огр аничен по своим возможностям ,  поскольку запас  вещества 
не  может быть большим.  Поэтому его применяют либо для авто
номных приборов с небольшим тепловыделением при переменнон 
темпер атуре наружной оболочки, например ,  н а  поверхности Лу
ны,  либо как часть общей системы терморегулирования с внеш
ними теплообменниками .  

Большими возможностями обладают схемы, в которых эле
менты конструкции, приборы, газ ,  заполняющий отсеки аппара
та ,  могут обмениваться теплом со специальными р адиационными 
поверхностями,  р асположенными на  внешней поверхности аппа
р ата .  В з ависимости от н азначения аппар ата р адиационные по
верхности могут быть сделаны так, чтобы их темпер атур а была 
более высокой или более низкой. В первом случае  они действуют 
как н агреватели, если температур а внутри аппарата почему-ли
бо  понижается , во втором случае. - как холодильники для сбро
са  тепла .  

Передача тепла от приборов к р адиатор ам  и обр атно регули
руется тепловым сопротивлением промежуточной среды. Для пе
редачи тепла используются практически все возможные способы :  
теплопроводность, излучение  и конвекция .  В последнем случае 
используется специальный теплоноситель ( газ или жидкость) , 
циркулирующий м ежду отсеком и р адиаторами. 

В качестве пример а можно указать н а  пилотируемые совет
ские кор абли «Восток», «Союз» и а-втом атические 'станции «Ве
нера» ,  «Марс» и другие, в которых аппаратур а и люди р азме
щены в герметических отсеках или контейнер ах и тепло пере
дается к р адиационных поверхностях с помощью специальных 
теплоносителей. На  американских аппаратах типа «Сервейер» 
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и «Маринер» аппаратур а р азмещена в вакуум е  и передача тепла 
к радиационным поверхностям осуществляется излучением и 
теплопроводностью. 

Расчет темпер атурного режима  летательного аппарата по 
существу сводится к решению дiВУХ ур авнений балан.са тепл а :  

условие теплового ·б аланса 1контейнера с а·ппа•р атурой 

м дТ : т - Т r + Q Q 36 ( с)к - = - вн - ут • ( 19 .  ) 
д,; R 

где Tr - темпер атур а р адиационной поверхности ; 
Т - средняя темпер атура контейнер а ;  
R - общее тепловое сопротивление между контейнером 

и р адиационной поверхностью ; 
Qут - среднее количество тепла .  передаваемое через эле

менты конструкции и теплоизоляцию к внешней 
поверхности аппарата и излучаемое в окружающую 
среду ; 

Qвн - количество тепла, выделяемое внутри контейнер а ;  
(Мс) н - эффективная средняя теплоемкость .�онт.ейнер а и 

аппар атуры ;  
'Т - время ; 

М - м асса контейнер а ;  
условие тепловог·о баланса р а.диатор а 

(Mc)r дТr = Т - Tr + AsFS+ A5Fqoтp + sFqпл - Fsaт;, ( 1 9 .  37) 
д,; R 

где а - постоянная Стефана-Больцмана ;  
(Mc) r - эффективн ая теплоемкость р адиатор а ;  

F - площадь поверхности р адиатор а ; 
S, qотр и q пл - удельные потоки тепла от солнечного излу

чения, от отр аженного солнечного излуче
ния и от собственного излучения планеты; 

в - степень черноты р адиационной поверхности 
д.т1я длинноволнового излучения при Т = Тт; 

As - коэффициент поглощения по отношению к 
солнечной р адиации ; 

Qвн. S, qo1p и qn" - задаются. 
Решение этих ур авнений определяет з ависимость значений 

Т и Tr от времени .  
Для регулирования темпер атуры возможно воздействовать 

н а значение R, изменяя, например ,  р асход теплоносителя ,  либо 
н а значение площади радиатор а F, закрывая его жалюзи.  

Для того чтобы регулирование было возможно, а также для 
уменьшения потребного диапазона изменения R и F, необходимо 
правильно выбр ать величины As и в и напр авление р адиатор а ,  
если аппарат  стабилизирован в простр анстве. Для получения 
«холодного» р адиатор а целесообразно выбр ать покрытие с 
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большим е и ,  ес.1и  на  радиатор попадает солнечная энергия, с 
меньшим зн ачением А8. «Горячий» р адиатор обычно р асполага
ют так, чтобы он освешался солнцем,  и выбир ают покрытие с 
большим зн ачением А8. Изменяя отношеНiие А8/е, можно полу
чить широкий диапазон изменения р авновесной темпер атуры по
верхности радиатора .  

Поскольку тепловая изоляци51 аппар ата обладает в вакууме 
весьм а высоким тепловым сопротивлением,  то величина Q,.т оп
ределяется пер етеканием тепла главным образом через элемен
ты конструкции ,  выступ,1ющие наружу (тепловые мосты ) и не 
защищенные изоляцией (приборы навигации, антенны, научные 
приборы, элементы крепления и др . ) . Зн ачение Qут может быть 
положительным,  если тепловые мосты расположены с солнечной 
стороны и отрицательным, если тепло опюдится на теневую сто
р ону. Как правило, большие значения Qут существенно умень
шают возможности системы тер морегулир01:. ания .  

1 9.3. ВЫБОР О П Т И Ч Е СК/И Х I(ОЭ Ф Ф И Ц И Е НТО В НАРУЖ Н ЫХ 

П О В Е РХ НОСТЕ й 

Из сказ анного выше следует, что для поддержания теплового 
р ежима космического аппар ата большое значение имеет пра 
ви,'Iьный выбор о п т и ч е с к и х  к о э ф ф и ц и е н т о в наруж
ных поверхностей е и А8. Для этой цели н аружные поверхности 
аппар ата - радиационные поверхности, поверхности теплоизо
ляции,  не з ащищенные элементы конструкции и приборы - по
крываются специальными кр асками .  

Основной характеристикой покрытия поверхности является 
р авновесная темпер атур а Тр, которую принимает теплоизолиро
в анная поверхность при прямом воздействии н а  нее солнечного 
излучения в стационарных условиях. 

Из условия теплового баланса следует : 

F мAsS = E 'JT�F, 

и 
Т = :  f FмAsS . ( 1 9 .  38) р V F,<cr  

Здесь Рм - площадь проекции поверхности н а  плоскость, пер 
пендикулярную напр авлению солнечных лучей (эф
фективный мидель ) ;  

F,. - площадь излучающей поверхности. Например ,  для 
пластины, излучающей в одну сторону и р асположенной под уг
лом � к направлению солнечных лучей, Fм/F,. = sin �; для сферы 
Fм/F,. = l /4 и т. д. 

Из фор мулы ( 1 9 .38)  видно, что при заданных значениях 
Fм/F,. и S главную роль играет отношение коэффициента погло
щения солнечной энергии А8 к степени черноты е при длинах 
волн , соответствующих собственному излучению пластинки.  При 
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определении As и е следует иметь в виду, что солнечное излуче
ние передает основную энергию в диапазоне д.'IИН волн от 0,2 до 
2,5 мкм, а интенсивность собственного излучения при температу
ре р адиатора 300 К имеет максимум при длине волны 9,7 мкм. 
Таким образом,  отношение А8/е пропорцион ально отношению 
среднего коэффициента поглощения данного м атериала  Ал в об-

48 
J 1 ;' 1 1 As, "" 4f Ef "" 405 1 t As1 ""O,Of Е2 ""-498 1 1 1 1 

1 1 1 
/' 1  2. � .., 1 

� 1 
'- / 

..._ ---- _ _ _  .",.,. 1 ....... - --
о f 2 J Л., мкм 

Рис. 1 9. 1 7. Спектральная поглощательная сnособность материалов :  

/-алюминий, н апылеиный в в акуум е ; 2-пл авленый кварц толщиной 2,5 м м ; Т=293 К: 

ласти м алых длин волн к его среднему коэффициенту поглоще
ния в области больших длин волн и зависит от температуры по
верхности. 

В природе существуют вещества с отношением А8/е больше и 
меньше единицы. Как пр авило, отношение коэфф ициентов погло
щения в среднем больше у кр асок, изготовленных на базе окис
,тюв металлов, и меньше - у полированных металлов.  

З ависимость коэффициента поглощения А>. от длины волны, 
определяющая значение отношения А8/е, также р азлична у этих 
двух групп м атериа.1ов .  У полированных металлов коэффициент 
поглощения уменьшается с возр астанием длины волны, у красок, 
обр азованных на базе окислов, коэффициент поглощения р астет 
с увеличением длины волны .  

Н а  рис .  1 9 . 1 7 и 1 9 . 1 8  в качестве пример а приведены зависи
мости коэффициента поглощения некоторых материалов А л от 
д.'Iины волны .  Как видно, изменяя тип покрытия , можно в ши
роких пределах изменять среднее значение А л  и отношение 
А8/е. Однако на  р адиационные характеристики покр ытий сущест
венное влияние может оказывать космическое излучение, особен
но ультр афиолетовое излучение в космосе. 
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В ряде случаев применяются двухслойные пuкрытия . Напри
мер , полированная металлическая поверхность покрывается 
тонким плотно прилегающим слоем стекла .  При  этом солнечные 
лучи, проходя через стекло ,  отр ажаются от полированной по
верхности, чем обеспечивается м алое значение А8. В то же время 
стек.1о имеет большое 8,  и при хорошем тепловом контакте теп
ло хорошо излучается поверхностью так, что температура ее ос
тается достаточно низкой . 

Ал ,7 � � As1 "'0.S Е1""406 
\ � �s2"'0,9б Ez""(},OS 
\ \ \ \ \ 

48 

�, 1 i\ 
;;;1'" 

"" 
' 

' 
' "' ' 

......... 
...... ..... 

"---� 1/епроарачный А L 
- 1- · -�· 

, Q  1 2 .J Л, r«М 
Рис. 1 9. 1 8. Спектральная поглощательная сrтособность материалов : 

!-кадмий nо.1ирова н н ы й ;  2-и нтерференционный фи.льтр «темное э ерка.ло» ; SiО
м о ноокнсь кремнии 

Если между стеклом и поверхностью металла исключить теп
ловой контакт, то инфр акр асное излучение поверхности будет 
задерживаться стеклом,  которое будет являться экр аном,  и тем
пер атур а поверхности повысится (тепличный эффект) . 

Если значение Т Р должно быть установлено с высокой точно
стью, этого можно добиться , покрывая участки поверхности 
кр а·ска:ми с р азным отношением As/8.  

Из баланса тепла  в стационарных условиях на теплоизолиро
ванной поверхности •следует 

As1K1 + As2 ( 1  :__ К1) = �Т� {s1K1 + ( 1 - К1) s2J ·  
При заданных значениях Ast, AS2, е1 ,  82, выбир ая необходимые от
ношения площадей поверхностей 

K1 = P1/F ; K2 = F2/F , 

покр ытых красками с р азличными значениями As/8, можно до
биться необходимого значения Т Р ·  Полученные значения Т Р в 
действительности р авны только темпер атуре участков поверхно
сти теплоизоляции, так как практически в ур авнении теплового 
баланса можно пренебречь отводом тепла внутрь аппар ата.  
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1 9.4.  В Н Е Ш НЯ Я  Т Е П Л О ИЗОЛ Я ЦИ Я  

L{ля теплоизоляции поверхности космич�ских аппаратов ши
рокое применение получил а экранно-вакуумная изоляция ЭВТИ, 
представляющая собой покрытие ,  состоящее из большого числ а 
(20- 1 00 )  слоев пластичного материала  с малым зн ачением сте
пени черноты. В условиях вакуума  теплопередача через такое 
покрытие осуществляется лучеиспусканием и может быть сни
жена до весьма малых значений .  Практически ее наименьшее 
значение  огр аничивается тем,  что передача тепла через р азлич
ные элементы конструкции (тепловые мосты ) становится намно
го больше, чем через ЭВТИ .  

Оценим влияние ЭВТИ н а  величину излучаемого теплового 
по·юка. Принимая ,  что изоляция состоит из n слоев <:  приве
деиной степенью чер ноты Епр, получаем ,  'ЧТО удельный тепловой 
ПОТО К  через ИЗОJI Я ЦИЮ 

( 1 9 . 39) 

где Т w1 и т,�r2 - темпер атуры поверхности конструкции и изс
ляции соответственно. 

Если наружная поверхность имеет степень черноты Ен и из
лучает в космос,  то тепловой поток от поверхности 

( 1 9 . 40) 
Ср авнивая ур авнения ( 1 9 .39 ) и ( 1 9 .40) , получаем 

•н Т4 q = а W l '  1 + (•н/• пр) n 
( 1 9 . 4 1 )  

Поверхность Т без· защитного экр ана ,  н о  с той ж е  степенью чер 
ноты, излучала бы поток 

q о =  8н0Tiv1 · 

Таким образом,  степень снижения теплового потока 

_.!!_ = "пv • 
qo "пр + < нn 

( 1 9 .  42) 

Отсюда следует, что при увеличении n можно добиться сущест
венного снижения энергии ,  излучаемой через слой теплоизоля
ции . 

Если на поверхность аппарата падает извне некоторый лучи
стый поток qл,  то удельный тепловой поток при экранно-вакуум
ной  изоляции определится из выр ажения 
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При больших значениях qл,  когда 

q л > :;нcrTtvl '  
знак теплового потока изменится вне зависимости от числа сло
ев изоляции, т .  е .  поверхность будет нагреваться , однако р езуль
тирующий поток в стенку при этом будет значительно меньше. 

Из формул ( 1 9 .42) и ( 1 9 .43 ) следует, что тепловое сопротив
ление ЭВТИ может быть достаточно большим при увеличении 
n и уменьшении степени черноты экр анов.  Н а  практике часто 
применяют экраны,  покрытые слоем алюминия,  имеющего 
Впр < О, l .  

Более сложной з адачей является уменьшение утечек тепла 
из-за наличия тепловых мостов . Такими мостами являются узлы 
крепления антенн, солнечных батарей, выносных приборов и др . 
Поэтому в общем случае необходимо производить сложный р ас
чет р аспределения тепловых потоков по конструкции и проверять 
тепловое состояние 'В специальных вакуумных камерах,  имити
рующих космические условия [72]. 

19.5. С ИСТЕМА П ЕР Е НО СА ТЕПЛА 

Система  переноса тепла от тепловыделяющих элементов к ра 
диационным поверхностям является важнейшим элементом сис
темы тер морегулирования.  Поддержание заданной температуры 
внутри аппар ата обычно обеспечивается регулированием интен
сивности переноса тепл а .  

Система  переноса тепла включает в себя внутреннюю систе
му, обеспечивающую распределение темпер атуры внутри прибор
ного контейнера , - между прибор ами и аппар атурой - и н аруж
ную систему для передачи тепла к р адиатору. Эти системы прин
ципиально р азличны для аппар атов с гер метичным контейнером,  
заполненным газом ,  и для аппаратов с негерметичным контей
нером или без контейнер а вообще, когда аппар атур а работает в 
условиях вакуума .  

1 9.5. 1 .  Вентиляционная систем а  

Для распределения тепла внутри аппарата с гер метичными 
контейнер ами, заполненными газом ,  требуется создание прину
дительного газообмена,  вентиляции, пос:rюльку в у,словиях неве
самости отсутствует естественный конвективный теплообмен.  

Р ассмотрим некоторые особенности организации принуди
те.lьной системы вентиляции. Поток газа ,  приводимый в движе
ние вентилятором,  проходит через канал для охлаждения прибо
ров, через теплообменник и возвр ащается к воздухозаборнику 
вентилятор а. В з адачу р асчета входит определение потребной 
мощности вентилятор а и геометрических размеров системы. 
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Исходные соотношения : 

Nв ( 1 9 .  44) 

Q = CpQWceк (Tl - T2) = F nрапр (!::.Тэф)пр=Fтоато (!::.Тэф)то • ( 1 9 .  45) 
Здесь N в - мощность вентилятора при секундном объемном 

р асходе Wсек и напор е  11р ; 
11 - коэффициент полезного действия ; 
·Q - количество тепла ,  отводимое от приборов ; 

(Т1-Т2) - р азность темпер атур на  входе и выходе из р адиа 
тор а ;  

Q - плотность газ а ;  
Fто и Fup - площади поверхностей теплообменников и при

боров, участвующих в теплообмене;  
ато и CXup - коэффициенты теплообмена .  
Напор 11р з атр ачивается на  преодоление гидравлических 

сопротивлений в системе.  Сопротивление р адиатора  определяет
ся трением о стенки и местными сопротивлениями ;  сопротивле
ние пр иборов определяется, в основном ,  потерями на  вихреобр а
зование при их обтекании.  Однако обычно общая площадь про
ходных сечений между прибор ами достаточно велика ,  поэтому 
сопротивление приборов большей частью не является определя
ющим. 

Внутри каналов теплообменника должна быть обеспечен а не
обходимая скорость для обеспечения необходимого теплосъема .  
Используя условие гидродинамической аналогии 

( 1 9 .  46) 

получаем ( 1 9 . 47) 

Здесь тw - н апряжение трения ;  
Sто - площадь проходиого сечения теплообменника ;  

F/Fo - отношение всей поверхности р адиатора к поверх
ности, участвующей в теплообмене ;  

S1 - площадь проходных сечений внутри отсека ; 
s - коэффициент сопротивления внутри отсека .  

Отсюда QЗ 
N =М --з----=----2-, с Р (Т 1 - Т 2)3 Q2S r 

( 19 . 48) 

rде М - некоторая  функция ,  з ависящая в основном от геомет
рических р азмеров ; 

Sr - площадь проходных сечений р адиатора .  
Температура Т2 на  выходе из р адиатора  не должна быть ни

же наименьшей темпер атуры,  допускаемой для приборов ; тем-
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пература на  входе в р адиатор Т1 всегда ниже максимально до
пустимой темпер атуры прибо'ров.  Отсюда следует, что при су
жении допускаемого интервала темпер атур мощность вентилято
р а возр астает. Это обстоятельство не существенно для аппара
тов с незначительным тепловыделением, но становится опреде
ляющим при увеличении тепловыделения .  

При стационарном режиме 

( 1 9 .  49) 

При заданных параметр ах охлаждающей системы существует 
максим альное значение мощности приборов, при котором может 
быть осуществлено охлаждение.  При дальнейшем увеличении 
мощности приборов вентилятор начнет работать на  себя . 

Если -мощность приборов мала ,  то доля энергии привода вен
тилятор а пренебрежимо м ала и выбор его определяется чисто 
конструктивными соображениями .  

1 9.5.2.  Передача тепла к р адиационным поверхностям 

Тепло от внутреннего теплообменника или непосредственно 
от приборов может передаваться к р адиатору с помощью проме
жуточного теплоносителя и без него .  Если количество передава
емого тепл а не велико, то в ка9естве теплоносителя удобно ис
пользовать газ,  приводимый в движение вентиляторо м. При 
больших количествах снимаемого тепла мощность вентилятор а 
быстро р астет и становится целесообр азным использовать жид
кие теплоносители .  Главной трудностью при использовании жид
ких теплоносителей является опасность их замерзания при пере
охлаждении р адиатора и отсутствии тепловыделения или кипе
ния в теплообменнике. В остальном жидкие теплоносители боЛее 
удобны благодаря компактности системы, меньшему сечению 
трубопроводов, значительно меньшей мощности привода и удоб 
ству транспортировки теплоносителя на большие р асстояния .  

В ряде случаев, особенно для аппар атов с относительно не
большим тепловыделением, регулирование интенсивности тепло
обмена между внутренними частями аппарата и окружающей 
средой может осуществляться более простыми средствами. Про
стейшим примерам изменения теплопередачи путем регулирова
ния теплопровщщости является способ, при котором в двухсJ:�ОЙ
ной оболочке, з аполненной пористой изоляцией , создается пере
менмое давление газа либо изменяется величина зазора .  

ДJ?угим методом является установка жалюзей и л и  экранов, с 
помощью которых можно закрывать или открывать внешнюю 
поверхность аппарата и изменять при этом эффективную поверх
ность излучения.  

При р асrюложении аппар атуры в вакууме теплообмен между 
приборами  осуществляется только путем излучения и теплопро-
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водности. Для правильного выбор а компоновки необходимо про
вести предварительный р асчет сложного теплообмена между 
несколькими телами, взаимно облучающими друг друга .  

Для передачи тепла к внешним р адиационным поверхностя м 
используются специальные теплопроводы, которые представля
ют собой стержни из теплопроводящего м атериала .  Более эф
фективным средством передачи тепла являются так называемые 
тепло1Передающие трубки, внутри которых тепло передаеТtся пу
тем испар·ения жидкости в горячей ча·сти и конденсации в хо
лодной части. Обр атная подача жидкости в условиях невесомо
сти может быть осуществлена при использовании специальных 
фитилей. Коэффициент теплопередачи в таких системах может 
достигать весьм а  больших значений .  (Более подробно о теплопе
р едающих трубах см .  р азд. 9 .5 ) . 

Рассмотренные способы р егулирования теплопередачи в кос
м ических аппар атах далеко не охватывают всех в'озможных ме
тодов,  используемых для этой цели .  Во многих случаях применя
ются системы холодильников, р аботающих по паровому или га
зовому циклу, вихревые трубки, термоэлектрические холодиль
ники.  Для м алых аппар атов и выносных приборов часто можно 
огр аничиться использованием тепловых аккумуляторов, сущест
венно повышающих теплоемкость системы в силу ·скрытой те:п
лоты фазовых переходов. 

Выбор того или иного метода определяется огр аничениями,  
накладываемыми массовыми и габаритными характеристиками 
летательного аппарата ,  его энерговооруженностью и надежно
стью. 

1 9.6. РАСЧЕТ ХОЛОДИЛ Ь Н ИКОВ-ИЗЛ УЧАТЕЛ ЕИ 

1 9.6. 1 .  Основные схемы холодильников-излучателей 

Отвод тепла ,  вьщеляемого бортовыми теплосиловыми и энер 
тетическими установками,  прибор ами  и человеком,  является од
ной из важнейших задач обеспечения деятельности всего косми
ческого летательного аппар ата .  

При полете в космосе холодильники-излучатели могут приме
няться для обеспечения следующих основных задач : 

1 ) регулирование или поддержание необходИJИОГО темпер а
турного р ежима в приборных отсеках или в кабинах экипажа ; 

2 )  отвод отр аботанного тепла от энергетических установок. 
Этот отвод тепла может быть обеспечен двумя способами :  по 

открытой и закрытой схеме. 
При работе по открытой схеме теплоноситель после охлажде

ния объекта выбрасывается во внешнюю среду, а в случае замк
нутой схемы - теплоноситель после его охлаждения в холодиль
нике-излучателе возвращается снова к охлаждаемому объекту. 
Таким образом, в открытой схеме отвод тепла от объекта осуще
ствляется без холодильника-излучателя , при 9тводе же тепла по 
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замкнутой схеме в системе охлаждения должен быть обязатель
но холодильник-излучатель .  Следовательно, в первом случае к 
охлаждаемому объекту поступают все время новые порции теп
лоносителя, а в з амкнутой схеме используется определенное од
но и то же количество теплоносителя,  циркулирующего в систе
ме охлаждения.  Всего вероятнее, что в длительно работающих 
системах охлаждения возможно использование только замкну
тых схем,  ибо даже очень м алый расход теплоносителя в течение 
длительного времени приведет к необходимости иметь на борту 
космического летательного аппарата такие запасы теплоносите
ля ,  какие приведут к очень большой начальной массе аппарата. 
Например , для отвода только 1 кВт тепловой мощности в тече
ние года при использовании 1в качестве теплоносителя водорода� 
имеющего наибольшую теплоемкость Cp = l 4,75 кДж/ (кг · К)  при 
нагреве его на  500 К, на  борту надо иметь 4,5 т водорода. 

В связи с этим практически все длительно работающие кос
мические объекты должны для охлаждения иметь системы отво
да тепла замкнутого типа.  Так как космический аппар ат нахо
дится в условиях вакуум а,  то тепловая радиация является . един
ственным ,способом отвода тепла от летательного аппар ата.  Од
нако при  умеренных темпер атур ах количество тепла,  которое 
может быть отведено излучением, меньше .количества тепла ,  ко
торое можно было бы отвести конвекцией ·с той же самой по
верхности. Поэтому выполнить холодиль·ник-излуч атель в виде 
компактных теплообменников, .как, на1пример, автомобиЛьные ра 
диаторы, практиче·ски невозможно. Холодильник-излучатель яв
ляется одним из громоздких и тяжелых элементов космической 
энерFетической установки, м асса которого может существенно 
влиять на  общую массу космического аппарата .  

Р азвитие космической техники привело к р азработке боль
шого числа р азнообр азных ::�юнструкций холодильников-излуча
телей .  Но так как от1вод тепла излучением связан •С определен
ной излучающей поверхностью, то несмотря на  появление нее 
новых и новых конструкций холодильников-излучателей ·сейчас  
уже возможно их некоторым обр азом классифицировать . 

По характеру изменения теплового потока от излучающей 
поверхности во времени холодильники-излучатели делятся н а :  

а )  стационарные,  
б)  нестационарные.  
В стационарных холодильниках-излучателях темпер атур а по

верхности (а следовательно, и тепловой поток) по времени не  из
меняется· и излучатель отдает в единицу времени одно и то же 
количество тепла .  

В не-стационарных холодильниках-излучателях температур а 
поверхности периодически изменяется во времени,  т. е. материал 
холодильника вначале аккумулирует тепло, а затем излучает 
его в космос .  Стационарные холодильники-излучатели в свою 
очередь можно классифицировать следующим обр азом : 
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I. По типу теплоносителя :  
а )  без теплоносителя ; б )  ·С жидким теплоносителем ; в )  с га -

зовым теплоносителем.  . 
II.  По типу конструкции оребрения излучаюrр.их поверхно-

стей : 1 
а )  без оребрения ; б )  двухреберные ; в )  многореберные. 
I I I .  По конструкции внешней формы излучателя :  
а )  плоские; б )  цилиндр ические ;  в )  конические ;  г )  лепестюJ · 

вые. 

J) 

IV. По типу противометеоритной защиты : 

Рис. 1 9. 1 9. Схемы эле
ментов излучателей 

стационарного типа 

а )  без защиты ; б) экр анированные;  в )  секционные. . 
Нестационарные холодильники-излучатели кл ассифицируют-

ся следующим образом .  
I .  По типу конструкции излуЧателя : 
а )  ленточные; б )  дисковые; в )  шариковые . 
I l .  По типу н агрева поверхности излучателя :  
а )  посредством теплопроводности ; б )  •посред·ством конвек

ции ;  в) посредством излучеНIИЯ .  
Для иллюстр ации классификации холодильников-излучате

лей на р ис. 1 9 . 1 9 приведены р азличные конструкции оребрения 
каналов излучающими ребрами .  Например ,  схема в позволяет 
по ср авнению со схемой а уменьшить опасность повреждения из
лучателя метеоритами. 

Р азличные внешние формы излучателей приведены на рис .  
1 9 .20. Схемы а и б соответствуют цилиндрическому излучателю 
с разным р асположением каналов с теплоносителем (осевым и 
спир альным) , схема в - конической форме,  схемы г и д - лепе-
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Рис. 1 9.20. Формы излучателей : 

а, б-циJiиндрические ( спJiошные) ; в-конические; г-циJiиндрическне с выре
з а ми ; д-трехреберный; е-многореберный 



, стковой форме. На  рис.  1 9 .20, е показано оребрение м ассивного 
излучающего тела цилиндрической формы, хар актерное для из
лучателя без теплоносителя .  

Н а  рис .  1 9.2 1 показан общий вид излучателя космической 
энергетической установi<и SNAP-50, выполненный в виде плос
ких крыльев из трубчато-оребр·енных поверхностей, и общий вид 
излучате.7Jя термоэлектронной установки фирмы «Эроджет энд 

д} 
: 6) 

Рис. 1 9 .2 1 .  Схемы стационарных холодильников-излучателей:  
а-установка SNAP-50; б-фор м а  излучателя в п л а н е ;  в-терм оэлектронн а я  уста н овка 
фирмы «Эроджет энд Рэдио К:орпорейшн » ; !-излучатель;  2-полезный груз , 3-ре а к

тор; 4-защита 

Рэдио Корпорейшн», состоящий из трех треугольных крыльев 
(л\пестковый) . 

В ряде схем высокотемпер атурных устройств для отвода теп
ла  в космос оказывается достаточным отводить его прямо с 
внешней поверхности тела без теПлоноситедя .  Например ,  в аме
риканской тер моэлектрической установке STAR тепдо отводится 
прямо с анодов, обр азующих внешнюю поверхность . 

Р ассмотренные схемы стационарных холодильников-излуча
телей, конечно, не  охватывают всех возможных р азновидностей 
конструкцИй и дают представления тодько об  основных типах.  

Одним из существенных недостатков холодильников-излуча 
телей стационарного типа  явдяется бьльшая поверхность изду
чения (десятки иди даже сотни квадр атных ме'F-ров ) ,  а следова
тельно, и существенная  опасность метеоритного их повреждения.  
Даже в излучателях со значительным оребрением площадь, за
нимаемая каналами  с теплоносителем ( пробивание которой ме
теоритами недопустим а ) , опасно велика .  В связи с этим был соз
дан нестационарный тип излучателя .  В нем тепло от охлаждае
мого теплоносителя передается в малогабаритном н агреватель-
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iroм устройстве вращающейся металлической ленте, диску или 
шарикам. З атем вместе с вращением ленты (или диска ) это теп
ло переносится в космос, излучается и цикл повторяется снова.  
Н а  рис .  1 9 .22, а, б показавы схемы нестационарных холодильни
ков-излучателей,  выполненные в виде вращающейся ленты. 

а) 

f_ 

о о 
о о 

о о 
g 'l � 

,J_ g � ,�i П 
Рис. 1 9.22 . Схемы нестационарных холодильников-излvчателей : 
а-ленточный излуч атель с бар а б а ном : !-лента ; 2-прижимные ролики;  
3-ба р а ба н ; 6-щисковый излуча тель :  1-диск; 2-трубки с теплоносителе м : 

3-противом етеоритн ая з а�ита 

В схеме ленточного излучателя тепло воспринимается лентой от 
барабана  путем контактного теплообмена при взаимной обкатке. 
Ввиду того что при вращении ленты или диска в космосе их по
верхность за цикл охлаждается, средняя темпер атур а излучаю
щей поверхности у нестационарного излучателя будет меньше, 
чем у стационарных излучателей. Поэтому при той же темпер а
туре охлаждаемого объекта полн ая поверхность излучения у не
стационарных холодильников будет больше, чем у стационарных, 
но опасность метеоритного повреждения существенно меньше. 

Значительное тер мическое сопротивление в зоне контакта 
между лентой и охлаждаемым объектом является общим недо
статком таких излучателей.  Если пер едача тепл.а от теплоноси
теля к излучателю осуЩествляется излучением,  то общая масса 
нестационарного излучателя может стать больше, чем стацион ар
ного, даже если, например ,  сама излучающая лента будет весь
ма тонкой. 

Практическая реализация нестационарных схем излучате.'lей 
затруднен а не только сложностью обеспечения надежной рабо
ты в космосе подшипниковых и уплотнительных устройств, но и 
большой вероятнQстью сваривания ленты с бар абаном или роли
ками .  Очевидно, значительной будет и мощность, необходимая на 
преодоление сил трения при протяжке ленты. По этим пр·ичинам 
нестационарные холодильники-излучатели в настоящее время не 
н ашли широкого практического применения . 
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Рассмотрим методику р асчета холодильника-излучателя .  Хо
лодильник-излучатель представляет из себя теплообменник, по 
каналам  которого движется горячиi;!: теплоноситель, а внешняя 
поверхность излучает тепло в окружающее простр анство.  Поэто
му темпер атур а теплоносителя по длине теплообменника все вре
мя уменьшается . Если же теплоноситель в теплообменнике из
меняет свое агр егатное состояние, н апример конденсируется, то 
температур а теплоносителя на участке конденсации будет посто
янной. 

Вначале рассмотрим простейший холодильник-излучатель, 
представляющий из себя систему каналов без оребрения .  

1 .  И з л у ч а ю щ и й  к а н а л б е з  о р- е б р е  н и я . 
В наиболее общем случае (с  учетом внешнего облучения)  от

водимое в излучателе тепло от теплоносителя определяется из 
решения следующих ур авнений для элемента длины излучателя 
dx ( рис .  1 9 .23 ) . 

1 .  Количество тепла,  отдав аемое теплоносителем 

( 1 9 . 50) 

где G - секундный м ассовый р асход теплоносителя ;  
е р  и Т1 - теплоемкость и: темпер атур а теплоносителя .  

2 . Количество тепла, воспринятое от  теплоносителя стенкой 
канала ,  

dQ2 = a (T1 - T  w) П1dx, ( 1 9 .  5 1 )  

где а - коэффициент теплоотдачи ; 
Т w - темпер атур а внутренней стенки канал а ;  
llt - периметр внутренней поверхности канал а ;  
dx - элемент длины канала .  

3 . Количество тепла , передаваемое через стенку канала  теп-
лопроводностью , 

dQ8 =+ (Т w - T0) (П1 + n8) dx, ( 1 9 .  52) 

где 'А - коэффициент теплопроводности материала стенок ка
н ал а ;  

б - толщина стенки канала ;  
То - темпер атура наружной поверхности каuала .  

4. Количество 'тепла, излученное н аружной поверхностью, 

dQ4 = sa0'f'T�П2dx - SвнП2dx, ( 1 9 .  53) 

где П2 - периметр наружного сечения канала ; 
Sвн - тепло, поступающее от внешних "Источников (ядерное 

излучение, излучение Солнца и планет, теплообмен 
с окружающей средой ) ;  

<р - угловой коэффициент; 
а - постоянная Стефана-Больцмана .  
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В стационарных условиях dQ1 = dQ2= dQ8= dQ�o. Тогда из 
ур авнений ( 1 9 .52 )  и ( 1 9 .53) получим 

ИJIИ 
где 

Рис. 1 9.23 Оребренный канал с двумя излvчающюш по
верхностями 

Из уравнений ( 1 9 .5 1 )  и ( 1 9 .52)  получим 

или 
где 

Т - Т = Л (П1 + n�) (Т - Т ) 1 w ;ш1а w о 

Т1 = Т  w + B (T w - T0) , 
В 

Л (П1 + зt8} 
�П1а 

( 1 9 .  54 ) 

( 1 9 .  55) 

Подставляя р авенство { 1 9.54 )  в ур авнение ( 1 9.55) , получаем 

Tf = T0 + A  ( l + B)) T� - Sвн ( l + B). 
Дифференцируя выр ажение ( 1 9.56 ) , будем иметь 

dT1 = [ 1 + 4А ( 1  + B)'Tg] dT0 •  

( 1 9. 56) 

( 1 9 .  57) 

Подставляя последнее выр ажение ( 1 9.57 ) в ур авнения ( 1 9 .50) и 
( 1 9 .53)  и учитывая ,  что поверхность •излучателя dF2 = П2dx, по� 
лучим 

. 

- [1 + 4А ( l + B) Tg] dTo =  T6 � dF2 - Sвн -1- dF2 . ( 1 9 .  58) 
Оср Оср 

Введем следующие обозначения : 
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C = ( l + B) A = eacp (+ + -1 ) П2 ; 
11. 1 + :n:�/П1 а П1 D= -(]еас� ; q$ = Sвн ; Е = qs = Sвн .  

Р Оср D еа� 
С учетом этих обозначений уравнение ( 1 9 .58) можно записать в 
виде 

1 + 4стg · ----dT0=DdF2 • ( 1 9 .  59). 
Е - Т� 

Обозначим Т04/Е = х4, тогда dT0 = E114dx, и ур авнение ( 1 9 .59 ) 
примет вид ( 1 + 4СЕЗ tФх.з ) dx=DEЗ/4dFo. 

1 - %4 1 - �4 . 

Интегрируя пос.1еднее ур авнение в предел ах от То вх до Т0 вых 
( или от Хвх до Хвых) , получим для первого член а 

х. вых 

� "вх 
4 

1fi 1 + �НЫХ 

1 - �вх 
_1_-_-х.,::;вх,_ + _1_ arctg х -

1 + 'Х-вх 2 вых 
/ 

1 El/4 т El/4 т 1 tg 1 + оных - о вх _j - - arc хвх = - n т 2 4 вt/4 - т оных вt/4 + т овх 
1 _1_ arctg т овых - _1_ arctg т овых . 

т 2 E t/4 2 в t/4 ' 
для второго член а 

"вых 
4СЕ314 � 

"вх 

Т�вх - Е 
Т�вых - Е 

= C E314 !n 

Т 1 -- Е/Т04 4CE314 !n � +  CE3f4 1n вх 
т овых 1 - Е!Т'riвых 

Окончате.1ьное выр ажение для площади н аружной поверхности 
излучате.1я будет �меть вид F - 1 l 1 1 El/4 + Товы х вt/4 - ·  Товх + 2х-D 4FЗ/4 

n 
Elf4r . вiJ4 + т овых овх 

_j_ 1 ( t Товых t Товх )+ 
1 2ЕЗ/4 arc g

. El/4 - arc g вt/4 

+ 4C ln Тонх + C !n 1 - Е/Тсiвх ] · ( 1 9 . 60) 
Товых 1 - Е!Т'бвых 

Выражение ( 1 9 .60) с учетом гр аничных условий Т1 = ( Тt) вх пр и 
fx=O и Tt = ( Тt) вых при fx = (Fх) полн позволяет О'Пределить пло-
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щадь холодильника-излучателя в на1иболее ·общем •случае. На 
р ис. 1 9 .24 приведен гр афик, ,kоторый позволяет определить тем
пературу поверхности излучателя Т0 в зависимости от темпера
туры теплоносителя  при iis = O. 

r,, к  
20QO 

1500 

1000 

500 v 
� 

/ 

l/ 
А, �-""' 

J � �  
� � �-"" � jj��1 -()h-

r" !-\_ f· ft)-tf_ - ,...-
\ ,!;:--:---

С•6• f()-•т;-r-
1 1 5fJO f(J(J(} fi(J(J 7f .К 

Рис. 1 9.24. Связь темпе
р атуры поверхности из
лvчателя То и теплоноси-
теля при as= O и С= = А ( ! + В )  

В случае м алого влияния внешнего облучения уравнение 
( 1 9 .60) для определения площади поверхности излучателя мо-
жет быть упрощено. . 

Небольшие значения потоков внешнего облучения соответст
вуют м алым значениям параметр а Е. В этом случае можно огра
ничиться первыми членами  р азложения в ряд типа  

а2 аз � 1 · 1 1 1n ( l - a) = - a - - - -, . . .  и arctg a = - - - + -, - - + · · ·  2 3 2 а заз 5а5 

Тогда 1n 1 - Е!Товх :::::::: _Е_ (Т�вх - 1  1) ; 1 - Е/Товых Товх Т4 Овых 
--'----'----"� :::::::: 2 -- + 

з 
+ --::---1n 1 + Е ;т овых 

[ Et/4 Езf4 ЕБ/4 ] 
1 - Е/Т оных Т овых 3Т Овых 5Тgвых 

• 
Таким образом, для м алых значений Е/То4 /ВЫр ажение ( 1 9 .60) 
примет вид 

F = -1 {·_1_ ( тgвх _ 1 )+ 4С 1n Товх + х D 3Тз Тз Т Овх Овых Оных 
+ -Е- [_1_ ( Т�вх - 1  ) + С ·( Т�вх - 1 ) ] } · ( 1 9 . 6 1 )  

тбвх" зт�х т�вых ' тбвых 
Пр и  отсутствии внешнего облучения (Е = О) ур авнение · ( 1 9 .6 1 ) 
примет более простой вид: 

F х = -1 {4С 1n Товх + _1 ( ( Товх )2 - 1 ]} · ( 1 9 .  62) 
D Товых з тgвых Товых 

Подставляя значения констант D и С, получим 
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Fx = Gcp [4 П2 (� ----+-1 ) ln�+ еа<р Пr Л 1 + л:!I/Пr а Товых +-1 ( т gвх _ 1 ) ] · зт gвх тgвых 
Рассмотрим более частные случаи,  которые широко используют-

!\ 1 1 ся на  практике. В ыр ажения - и - характери-л 1 + л:11/П1 а 
зуют температурные перепады Б стенке и в теплоносителе .  

Для боJiьшинства •случаев, кроме конденсацИtи пар а  в канале, 
11 1 1 можно принять, что - + - � - , а следовательно, величина 
Л а а 

с� Еа<р п2 • Физически это характеризует то, что для р асем ат-
а П1 

риваемых условий темnературный перепад в стенке практически 
небольшой. Для газовых теплоносителей величина С имеет поря 
док С� 1 0-1 0-7- 1 0-1 1 К-3, для жид.костей С � 1 0-10-7- 1 0-1 1 К-3, 
для конденсирующею пара  с �  1 0-1 1 -7- 1 0-1 2 к-з. 

Влияние величины С на  перепад между темпер атур ами по
верхностей излучателя Т0 и теплоносителя Т1 можно определить 
из рис. 1 9.24 и установить области практического совпадения 
-гемпер атур Т0 и Т1 в зависимости от величины С. При м алых 
значениях СТ0 � Т1 и в р а·счетах тер мическим сопротивлением 
между теплоносителем и наружной поверхностью канала можно 
nренебречь. 

Величина· второго члена в фигурных скобках Б ур авнении 
( 1 9 .62 ) имеет порядок 1 0-7- 1 0-9• Это показывает, что для жид
костей, а тем более для пара  (при технически реальных темпе
р атур ах) , уравнение ( 1 9 .62 ) может быть упрощено и приведено 
к виду 

ас 1 [ ( т )2 ] F _ _  Р _ ___ � - 1 хоо - 3 • 
Е а<р 3Т Овх Т овых 

Здесь индекс оо обозначает условие а = оо .  

( 1 9 . 63) 

Для газов практические расчеты показывают, что отношение 
первого члена ко второму обычно не  превышает 1 5-25 % .  Обоз
�ачим это отношение через 

- .зтgвх4С ln (Т овх/Т оных) F тепл = _....:.:.::.__ __ ;___.;. __ ,. 
(Т овх/Т овых)3 - 1 

Тогда выр ажен�е для площади поверхности излучателя 
.з аписать в виде 

( 19 . 64) 

можно 

( 1 9 . 65) 

Учитывая ,  что 

F x = F хоо (Fтепл + 1 ) . 

·Q и то, что для жидко-
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стей и пара  коэ_ффициент перед Tot. в выр ажении ( 1 9 .56)  на 
столько .м ал по порядку, что  можно считать т, � То, выражени� 
( 1 9 . 63 )  примет вид 

F =....9_ 1 [(Т j)вх/(Т j)выхР - 1 
х оо earp 3 (Т j)�x 1 - [(Т j)вых/(Т j)вх] 

И.1и ,  обозначив через 
- 1 [(Т j)нxf(T j)выхР - 1 
F = - ' 

получим соотношение 

3 1 - Твых/Твх 

- Q 1 F oo = F -- -- . х 
аеср т4 в х  

( 1 9 .  66) 

Выр ажение ( 1 9 .66)  отличается от простейшего ур а�нения 
Стефана-Больцмана д.'IЯ идеального излучателя (т .  е .  излуча
теля с постоянной темпер атурой по всей поверхности ) только 
коэффициентом F. 

Так как поверхность излучателя может быть опреде.1ен а так
же по среднеинтегр альной темпер атуре Т, т .  е .  

Q 1 F х оо = -- -=- ,  
еаср Т4 ·  

т о  и з  выр ажения ( 1 9 .66) 

- (Тj )вх Т = -- . 
}'f' 

( 1 9 . 67) 

Изменение коэффициента F в зависимости от степени ш<лажде
ния теплоносителя в излучателей ( Т1)  в ых/ ( Т1) вх показано H :l  
р ис. 1 9 .25 .  

Отношение темпер атур (Tt)  в ых/ ( Tt )  в х  в р еальных установках 
определяется в зависимости от количества отводимого тепла из 
цикла Q2, р асходом G ,  типом теплоносителя (его теплоемкостью ) 
и абсолютным уровнем темпер атур . 

I I .  И з л у ч а ю щ и й  о р е б р е  н н ы й к а н а .1 . 

В заключение этого р аздела р ассмотрим приближенный ме
тод расчета аребренного излучателя .  Для большинства предва
рительных р а•счетов он являет·ся достаточно точным и одинако
во пригодным для всех типов оребрения.  · 

Методика р асчета ребер был а дана в гл . I I .  Особенностью 
р асчета · ребер для холодильников-излучателей заключается в 
том, что в этом случае передача  тепл а от ребер ·в окружающее 
простр анство осуществляется не путем конвекции ,  а Iюключи
тельно излучением . 
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При полете космиче-::кого летательного аппар ата в пределах  
солнечной системы он будет . нююдить.ся в зоне теплового излу
чения Солнца и ближайших !lланет (например : Земли,  В�неры, 
Мар са и т. д. ) . Бели на летательном аппар ате имеется ядер ная 
энергетическая установка ,  то элементы конструкции аппар ата 
(в  том числе и холодильник-излучатель)  будут находиться под 
действием ообственного ядерного излучения .  Кроме этого, если 
летательный аппарат находится в р азреженных слоях атмосфе
ры планеты, то поверхность холодильника будет нагреваться 
также от соударения с молекул ами и ато-
мами  атмосферы. При этих у•словиях из- F менение количества тепла в элементе 
,длины ребр а вследствие его теПлопровод.- �8 
ноети dQ будет р авно разности между �6 
излучаемым тепщ-.1м dE и теплом o r  �� 
внешних источников; которое поглоща-
ется ребром dSвн· � 

l/ 

1 
� 

�о' 

v 
v 

/ 

1 Ур авнение теплового баланса дл f! �о 
элемента длины ребра можно запи.са'Ть в 
виде 

11,9 D,81f�J;; Т/)1х 
( 1 9 .  68) 

Рис. 1 9  2 5 .  Измене-
где Sвн - тепло от внешних источников;  ние  поверхности хо-

Е • ло;щль}Iика� излvчате- лучистыи ·поток тепла от холо- .1я в зависимости от 
дильников в окружающее про- степени охлаждения 
странство . теплоносителя в нем 

Будем считать ребро серым тело.м ,  
которое излучает тепло в окружающее простр анство с постоян
ным угловым коэффИциентом из .к-аждой точки вдоль ребр а, 
внутри которого распределение темпер атуры является только 
функцией расстояния от его основания (т .  е. темпер атурное по
ле в р ебре одномерное) .  При этих допущениях дифференциаль
ное ур авнение теплового баланса ( 1 9 .68) для ребр а ,  физические 
·свойства материала которого постоянны, будет иметь вид (см . 
гл . I I )  

л _Е_  ( 8  dT ) - п.,zсрТ4+Sвн=0, dx dx 
где n - число излучающих сторон ребр а ( n= 1 или 2 ) ; 

ер - угловой коэффициент;  
Ь - толщина ребр !l ; 

( 1 9 . 69) 

Л - коэффициент теплопроводности ребр а .  
Р ассмотрим случай тр апециевидных ребер (рис .  1 9 .26) : 

а =  о0 ( 1 - В � ) . 
где 60 - толщина ребра  у его  основания ; 

В - скос (ук.'lон ) ребр а .  
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Тогда темпер атурное поле в ребре определится из ур авнения 
( 1 9 .69 ) со с:'!едующими граничными 

_
условиям и :  

Т 1 = Т0; ),8 !!:!....__1 = 0, ( 1 9 .  70) 
х �О dX X =L 

где То - темпер атура у основания ребр а .  

] L..! __ ..J !! ._с __ :::._ !i! ._с--

Рис 19 .26. Типичные кон
Фигурации Ребер : 

а-р адиатор космических 
апn ар атов : /-ребра ;  2-труб
к а ;  а-трубоnровод; б--про
ф и ли ребер : 1-nрямоуголь
ный: I/-тр апециедальный:  

//l-'треуrольный 

Условия ( 1 9 .70) означают, что излучение тепла с концов 
считается пренебрежимо малым.  

ребер 

Введем следующие безр азмерные пар аметр ы :  

в � _!_ .  Х = �· А = Sвн • 
то ' L ' 4 ' 

nae�fT 0 

nae�fTgL2 
Р = . Л !lо , 

Тогда ур авнение ( 1 9 .69 ) и гр аничные условия ( 1 9 .70) запишутся 
в виде : 

.!!.__ [( 1 - Вх) �]- Р (64- А )  = 0; 
dx dx 

6 /x-o = l ;  

(_о ) .!!!. j - 0 ( 19 .  7 1 )  
!l a  d x  х = 1 , �  Количество тепла ,  отдаваемое ребром в окружающее прост

р анство, определится согласно закону Фурье :  

Q = - Л8о dT 1 . h , 
dx х -0 

где h - ширина ребр а .  
Коэффициент эффективности ребр а 
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- Q 
'llp - -- , • Qmax 

( 1 9 .  72) 

где Qmax - максимальный тепловой поток для данной геомет
рии ребр а при условии, что темпер атур а ребра  пос
тоянна и р авна Т0. 

Очевидно, максим альный теплоотвод от ребр а будет при отсут
ствии по г лощения падающего теплового и ядерного излучений и 
при р авномерном р аспределении темпер атуры по длине ребра 
(см .  гл . 1 1 ) . 

В этом случае Qmax = naecpT�Lh , ( 1 9 .  73) 

где L - длина ребра .  
Коэффициент эффективности ребр а можно представить с помо
щью безразмерных переменных 

'11 = _ dбfdxix=O ( 1 9 .  74) " р р . 

В случае если геометрия ребер и темпер атур а Т0 известFЬI , то 
решение ур авнения ( 1 9 .7 1 )  позволяет определить эффе�вность 
ребер . Ввиду неливейности дифференциального � -ур авнения 
( 1 9.7 1 )  точное его решение мож·ет быть найдено тиiько для ча-
стных •случаев [ 1 3 1 ] . / 

Н а  рис. 1 9.23 представлена секция излучаviя с двумя излу
чающими ребр ами. Рабочее тело входит в �:rеплообменник при 
темпер атур·е ( Т1) вх и выхо�ит при несколыЮ меньшей темпер ату
ре ( ТJ) вых- Этим значениям температур/ теплоносителя будут 
соответствовать определенные значеwdi температур н аружной 
поверхности канала Товх и Товых· / / 

Предположим,  что температур а н аружной поверхности кана 
ла (з а исключением темпер ату-ры  поверхности самих ребер ) на  
элементарной длине dx по всему периметру канала является ве
личиной постоянной.  (В  � случаях, когда это допущение дает 
чрезмерно большую oJ.Vf{бкy, необходимо учитывать изменение 
темпер атуры наеJlЖНОЙ поверхности по периметру канал а ) . 

При вышеприпятом допущении количество тепла ,  излучаемое 
наружной поверхностью аребренного канала,  будет определять
ся уравн.еflием 

Здесь 

dQ = sa0cpTбП2кdx - S8нП2dx+ 2sa0cpTбП2p'lldX .  ( 1 9 .  75) 

П2н - периметр наружной излучающей поверхности 
канал а ;  

П2р - •перим·етр наружной излучающей поверхности 
р ебр а ;  

П2 = П211 + 2П2р - полный лериметр наружной излучающей по
IВерхности •оребренного канала ;  

'11 -- эффективность р ебр а .  
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Последний член в ур авнении ( 1 9 .75} учитывает излучение 
ребристой поверхности. Выр ажение ( 1 9 .75) ·iПрИ'ведем к вщпу 

2'1 ---о ( 2S8н ) 
есра0Т4 

dQ = (ea0r.pT6 - Sвн) П2к + П2р,----� dx . .  
Sвн 1 - --==-

EIJu'fTci 
Обозначим множите.Тiь 

2Sвн 21j --есраоТб п2� +  п2р ____ _:__ sвн 1 - ----=� 
E!Jo'fTci 

( 1 9 . 76) 

( 1 9 . 77) 

называемый э к в и в а л е н т н ы м п е р и м е т р о м аребренного 
анала . Тогда ур авнение ( 1 9 .76) можно записать в виде 

dQ = (ea0r.pTб - Sвн) П2экdх . ( 19 . 78 ) 

Из ур а  ений ( 1 9 .78) и ( 1 9 . 53 )  следует, что введение понятия 
эквивале ного периметр а П2эн позволяет пр едставить УJр а!Вне
ние ( 1 9 .75) ля  оребр�нного канала в форме,  аналогичной ур ав
нению ( 1 9 .53)  дя неоребренного кан ала .  

Эквивалентн • периметр оребрения канала . П2эн соответству
ет периметру неор ениого кан ала ,  который излучает при по
сто>:�нной темпер атур , Т0 по _всей поверхности такое же кодиче-
ство тепла , какое изл ет аребренный канал с действительным 
периметром П2 = П2н + 2  и постоянной темпер атурой по реб -
рам .  

Таким образом,  для р асче аребренного излучателя можно 
воспользоваться вышеизложенно методикой для простейшего 
неоребренного излучателя ,  заменив\ во всех вышеприведенных 
ур авнениях наружный периметр ка ла  эквивалентным пери 
метром . Систем а ур авнений ( 1 9.50) и 53 ) может быть анали
тически решен а только для случая ,  когда по длине излуча
теля не изменяется, т .  е .  когда П2эн = соnst .  Н а  мом же деле,  
П2эн зависит от Т0 и,  с.Тiедовательно, изменяется по =не излуча
теля . Однако в большинстве практических случаев в • чина эк
вивалентного периметр а П2эн изменяется незначительно о дно-
го конца радиатора  к другому, и поэтому в первом приближеl'!l!lL 
может быть принята постоянной. Если же изменение эквивалент- � 
ного периметр а по длине излучателя существенно, то расчет не
обходимо производить по участкам .  Для этой цели веёь холо
дильник-излучатель условно разбивается на ряд секций ,  каждую 
из которых необходимо рассчитывать отдельно. 

Рекомендуемая литератур а :  
основная:  [5, 72, 1 3 1 ] ,  
дополнительная :  [3 1 ,  33, 4 1 ,  55, 67, 9 1 ,  1 02, 1 1 7, 1 29] . 
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Адгезия 558 
Ана.шгия гидротеплавая 366 
Аналогия между тепло- и массо-

обменом 429 

Б 

Безrаз�Iерные комплексы 76 
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Взаимная поверхность излучения 

262 
Внутренние источники тепла 23 
Вынужденное движение 1 О 

r 

Гидродинамический пограничный 
слой 1 1 1  

Гидродинамическая теория кри-
зиса 2 1 0  

Гидрав.1Ические потери 297 
Глубина прогрев а 555 
Геодезическая линия 473 
Гидравлический диаметр 1 30 
Гидравлическое сопротивление при 

течении в трубах 1 1 6 ,  1 1 7, 1 23 
Гидравлическое сопротивление теп

_,ообменников 297 , 
Гидродинамическая стабилизация 

1 1 1  
Гр адиент концентрации 444 
Градиент температуры 1 6, 67 
Гранf!чные усJювия 26, 67 

д 
Динамический уго.1 смачивания 203 
Дисперсный режим шiеночного ки-

пения 227 
Движение осредненное 385 
Движение пульсационное 385 
Диффузионный критерий Прандт-
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Диссипация кинетической энергии 
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Днаметрические тела 250 
Диффузионный перенос тепла 442 - Диффузия 442 

6 1 6  
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)Кидкий пограничный слой 566 
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З аконы реологические 6 1  
З акон Планка 25 1 
Закон Вина 252 
Закон Стефана -- Больцмана 252 
ЗакоiVЛамберта 253 
Закон Кирхгофа 257 
.:) акон Кирхгофа  для газов 28 1 
З акон Фика 420, 444 
З акон Фурье 1 7, 66 
З акон Ньютона 28, 6 1 ,  365 
З акон Ньютона при наличии хими

ческих реакций 450 
З апуск теплопередающей трубы 3 1 9  
Зона испарения, паропровод в теп

лопередающей трубе 3 1 6  
Зона конденсации теп.10передаю

щей трубы 3 1 5  
Зона реакции 465 
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Интегральное излучение 248 
Интегральная степень черноты 25.5 
.Излучение планеты собственное 
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Излучение спектральное 249 
Из.'!учение собственное 258 
Излучение эффективное 266 
Изотермические поверхности 1 6  
Интенсификация теп.1опередачи 1 24 
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Критерий Био 1 55 
Критерий Кирпичева 1 59 
Критерий Грасгофа 80 
Критерий Нуссельта 76 
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Критерий Прандтля 7 1  
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Критерий Фруда 77 
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Критерий Л ьюиса -- Семенова 420, 
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Критерий подобия конвективного 

теплообмена 73 
Квазистационарный режим уноса 
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КасатеJiьное напряжение 64 
Коэффициент температурапровод

ности 1 7, 556 
Коэффициент формы 1 77, 1 78 
Коэффициент Ламе 47 1 · 

-Коэффищtент тепловой активности 
1 86 

. 
Коэффициент теплоотдачи 28, 93, 

1 1 4, 1 33, 208, 364, 428 
Коэффициент динамической вяз

кости 62 
Коэффициент аккомодации 

237 
1 96, 

Коэффициент восстановления 363 
Коэффициент теплопроводности 1 7 ,  

52 
Коэффициент гидравлического со

противления 1 1 6, 1 23,  29,7 
Коэффициент излучения 247, 272 
Коэффициент поглощения 247, 

· 274 
Коэффициент 
Коэффициент 
Коэффициент 

ческий 527 

облученности 262 
самооблучения 264 
аккомодации терми-

Коэффициент диффузного отра-
жения 527 

Коэффициент ослабления 274 
Коэффициент рассеяниЯ 274 
Коэффициент диффузии 444 
Коэффициент вязкости смеси 4 1 8  
Коэффициент объемного расшире-
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Коэффициент теплопроводности 

смеси 4 1 8  
Коэффициент массаобмена 426 
Коэффициент теплопередачи 29 
Коэффициент т_rплопроводности 1 7  
Коэффициент теплопроводности га-

зов 1 9  
Коэффициент теплопроводности 

жидкостей 20, 2 1 ,  67 
Коэффициент теплопроводности 

твердых тел 20 
Краевые условия 1 1 4 
Критериаль_ные уравнения эмпири · 

ческие 1 1 6, 1 1 7, 1 23, 1 37, 1 38, 1 39 
Критический радиус капли 235 
Квазистационарный метод расчета 

30 1 
Кризис пузырькового кипения 206 
Кризис пленочного кипения 206 
Капельные жидкости 1 1 7 • 

Константы подобия 69 
Контактное термическое сопро-

тивление 323 
Капиллярная система (фитиль) 

теплопередающей трубы 3 1 3  
Капиллярный напор в теплопере-

дающей трубе 3 1 4  
Канал аребренный 608 
Кипение внутри труб 227 
Кипение пленочное 206 
Кипение пузырьковое 201  
Конвекция свободная 10  
Конвекция вынужденная 1 0, 1 1 1  
Конвекция естественная 89 
Конденсация 235 
Конденсация внутри труб 240 
Конденсация капельная 238 
Конденсация паров жидких ме-

таллов 240 
Конденсация пленочная 237 

л 
Ламинарная свободная конвекция 

94 
Л ами нарный подслой динамиче-

ский 64 
Л аминарный подслой тепаовой 66 
Лучистый теплообмен 246 
Линейная скорость уноса 555 
Локальное подобие 375, 507 
Линия р астекания 473 

м 
Метастабильное состояние 1 93 
Местное сопротивление 297 
Местный коэффициент теплоотда-

чи 1 33 
Мгновенный точечный источник 

тепла 1 48, 1 49 
Метод Шмидта (метод конечных 

р азностей) 1 66 · 
Метод элементарных ба�ансов 1 70 
Метод регулярного режима 1 77, 

1 78 
Моменты функции распределения 

548 
Материалы и рабочие те.1а тепло

передающих труб 3 1 8  
Метод Толубинекого 202 

н 
Недогрев жидк6сти 1 98 

о 
Отражательная способность 250 
Обобщенный коэффициент тепло

отдачи 428 
Определяющая температура 370 
Относительный шаг шероховатос·

т.и 493 
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Определяющая температура при 
шероховатой поверхности 494 

Отрывные зоны двухмерные 503 
Отрывные зоны трехмерные 509 

п 
:rt - теорема 1 1 6 
Перегрев пара 228 
Пузырьковое -кипение 20 1 
Переходное кипение 206 
Пленочное кипение 2 1 4  
Перемежаемость 1 34 
Пористость 1 38 
Поток излучения 248 
Плотность потока излучения 248 
Поглощательная способность га -

зов 250, 282, 285 
Пропускательная способность 250 
Пробег свободный 522 
Пробег средний 522 
Применеине теплопередающих труб 

3 1 3  
Плавление 562 
Путь перемешмвания 389 
Полный коэффициент теплопро-

водности 452 
Параметр теплообмена 347 
Параметр рекомбинации 459 
Параметр трения 347 
Полная эниальпия торможения 449 
Парасодержание 2 1 4  
Простое охлаждение 4 1 5  
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