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ПРЕДИСЛОВИЕ АВТОРОВ 

Эта книга задумана как введение в теорию диссипативных 
динамически.х систем. Она написана на сравнительно· элемен­
тарном (насколько это возможно) уровне и предназначена 
в первую очередь для студентов и во вторую - для аудитории, 
имеющей научную подготовку, но не специализирующейся в дан­
ной области. 

Под динамической системой мы понимаем любую систему, 
какой бы ни была ее природа (физическую, химическую, элек­
тромагнитную, биологическую, экономическую и т. д. ) , которая 
может принимать различные математические формы:  обыкно­
венных дифференциальных уравнений (автономных и неавто­
номных) , дифференциальных уравнений в частных производных, 
отображений _{обратимых или необратимых) прямой или пло­
скости. Таким образом, область исследования здесь необычайно 
обширна ,  поскольку охватывает анализ всех зависящих от вре­

-мен и явлений. Рассматривая большинство типов режимов или 
эволюции безотносительно к конкретным особенностям сис_тем, 
в которых они проявляются, теория диссипативных динамиче­
ских систем обладает высокой степенью общности и ун�версаль­
ности и в этом отношении напоминает такую мощную и вы­
строенную по определенному плану физическую теорию, как. 
например ,  термодинамика. Несомненно, что именно отсюда про­
истекает в основном интерес к этой теории. 

С самого начала необходимо проводить четкое различие ме­
жду системами с трением и системами без трения, поскольку 
системы этих двух типов не приводят к одному и тому же 
классу задач. Наличие внутреннего трения- (в самом широком 
смысле) влечет за собой существование аттрактара, т. е. асимп­
тотического предела (при t-+-.oo) решений, предела ,  на который 
не оказывает прямого влияния начальное условие - исходная 
точка. В механике, где трение приводит к постоянному убыва­
нию энергии, соответствующие системы по этой причине при­
нято называть диссипативными. Этим прилагательным мы будем 
пользоваться впредь применительно и к немеханическим си­
стеыам .  
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Системы без трения, называемые консервативными или га­
мильтоновыми, представляют интерес и находят приложения 
в механике. В частности, к теории подобных систем относятся 
такие вопросы, имеющие неоспоримое практическое значение, 
как, например, эволюция солнечной системы и поведение плазмы 
в ускорителе. Исследование систем ,без трения требует своих спе­
цифических методов главным образом потому, что в отсутствие 
аттрактора начальное ус�овие обретает решающее значение. 

Среди больших верешеиных проблем классической физики 
турбулентность, несомненно, является старейшей. К.ак ни уди­
вительно, но еще двадцать лет назад о турбулентности было 
известно немногим больше, чем в начале XIX века, когда Навье 
вывел уравнения, описывающие теченИе жидкости. Такое nоло­
жение нельзя не признать совершенно необычным, если принять 
во внимание гигантский прогресс, достигнутый с тех пор в по­
нимании структуры материи и Вселенной, тем более что гидро­
динамика была и остается областью науки, легко доступной для 
эксперимента : установки в гидродинамических-лабораториях по 
своей сложности или стоимости не идут ни в какое сравнение 
с ускорителями, используемыми для исследования субатомных 
частиц! Несмотря на свою банальность, это замечание подни­
мает вопрос, который рано или поздно привлечет внимание ис­
ториков науки, а именно вопрос о глубинных причинах (вызван­
ных стечением обстоятельств или эпистемологического харак­
тера )  относительного застоя в научной дисциплине, никогда не 
страдавшей от недостатка практической и экономической моти-
вации. . 

К.ак бы то ни было, но в 60-х годах нашего столетия ситуа­
ция начала существенно изменяться. Мы еще далеки, да

.
же 

очень далеки от решения. проблемы турбулентности, т. е. от 
того, чтобы дать точное объяснение турбулентности и механиз­
мов ее возникновения. Тем не менее были развиты новые ме­
тоды, позволи�шне осуществить анализ явлений, упорно не под­
дававшихся прежде научному· описанию из-за кажущегося пол­
ного отсутствия в них какой-либо закономерности.  Первым и 
н_аиболее важным было открытие странных аттракторов. Стран­
ный аттрактор был обна'ружен численно в 1963 г. Э. Лоренцом, 
но математически понятие было сформулировано в 1971 г. 
Д. Рюэлем и Ф. Такенсом как ключевой элемент в понимании 
,иррегулярного поведения, описываемого детерминистскими  урав­
нениями главным образом в понимании турбулентности. Тем 
самым было положено начало исследованиям того, что теперь 
вередко называю"F детерминированным хаосом, первому этапу 
в анализе явл_ений, обладающих еще более сложной завv.си­
мостью от пространства и времени. Достигнутый прогресс ока-
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зал благотворное влияние на многие области науки помимо гид­
ромеханики. 

Теперь, по прошествии примерно одного десятилетия после 
того, что можно было бы назвать существенным обновлением, 
настал подходящий момент для осмысления и выделения тех 
идей и методов, которые отныне должны стать неотделимой 
целью нашей научно-образователь'ной программы. Именно эту 
цель мы ставили перед собой, работая над этой книгой, отра ­
жающей, разумеется, наши педагогические вкусы и пристрастия. 
В cиlliy этого наш выбор в ряде случаев произволен и поэтому 
уязвим для критики. Во-первых, спорен избранный нами метод 
изложения : мы неиз-менно стремились быть конкретными, иллю­
стрируя свои соображения при каждом удобном случае приме­
рами, заимствованными из эксперимента. Кроме того, мы  часто 
заменяли строгие м атематические доказательства ,  необходи­
мость, а иногда и красота которых неоспорима, упрощенными 
вычислениями «на пальцах». Учитывая это, отсутствие формули­
ровок теорем и лемм не следует относить за  счет отсутствия 
строrости теории. Во-вторых, спорен ·наш выбор вопросов, под­
лежащих обсужде�ию: не претендуя на исчерпывающее ·изложе­
ние, мы  ограничились рассмотрением диссипативных систем, 
наиболее широко распространенных в природе. Кроме того, мы 
не пытались систематически исследовать все вопросы, пр едстав­
ляющие интерес, предпочитая нарисовать для читателя широкую 
панораму, которая была бы самосогласованной и доступной по­
ниманию, несмотря на неполноту. Наконец, на уровне органи­
зации наша книга -состоит из двух частей. Изложение основных 
понятий ( гл .  1-IV), аналитические методы (гл. 111 и IV), три 
экспериментальные ситуации (магнит, помещенный в магнитное 
по.'Iе, тепловая конвекция в слое жидкости, химическая реакция 
в открытой среде) , приведеиные в качестве иллюстраций 
(гл. V), включены в первую часть. Она называется «От по­
рядка .. . » и посвящена в основном рассмотрению регулярных, 
в частности периодических, режимов. Описав средства исследо­
вания, мы используем их затем во второй части·, само название 
которой « . . .  К хаосу» говорит о ее содержании. Понятие стран­
ного аттрактора !!ВОдится самым праrматическим образом 
в гл. VI. З атем обсуждаются различные способы перехода от 
периодического режима к хаотическому: квазипериодичносt.ь 
( гл. ·VIП, субгармонический каскад ( гл .  VIII), перемежаемость 
(гл. IX). Новые вопросы более специального или технического 
характера отнесены в приложения, чтобы избежать длинных 
экскурсов,- прерывающих последовательный ход р ассуждений. 
Краткий предметный указатель и избранная библиографи� за­
вершают нашу книгу. 
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Любая книга, написанная с образовательными целями 
( а  наша книга принадлежит к числу именно таких книг),  не 
претендует на полный обзор литературы. В любом случае СQ­
ставление такого обзора было бы нелегкой задачей, поскольку 
излагаемый нами предмет уже насчитывает сотни статей и этот 
поток, далекий от исчерпания, с каждым днем становится все 
обильнее. Учитывая это, мы просто приводим несколько наибо­
лее важных ссылок в дополнение к тем статьям, из которых 
нами были заимствованы результаты численных или натурных 
экспериментов. Аналогично мы, как правило, не упоминали 
в тексте имена авторов, предпочитая сосредоточить основное 
внимание на науч1юм содержании их работ. Мы даже не пыта­
лись проследить первоисточники различных основополагающих 
результатов . Мы лишь констатируем, что в целом 1) исследо­
вание динамических систем проводится совместными усилиями 
огромного числа выдающихся учецых, особенно математиков и 
физиков, усилий, предпринимаемых во всем мире; 2) француз­
ские ученые своими теоретическими и экспериментальными ра­
ботам и  вносят достойный вклад в развитие этой области науки. 

Если не считать нескольких изданий, рассчитанных на спе­
циалистов, не существует пока книги, посвященной элементар­
ному Изложению теории  динамических систем, которая была бы 
доступна студентам. Наша книга, сколь бы далека она ни была 
от совершенства (впрочем, чего еще можно ожидать от книги, 
посвященной столь новой, и бурно развивающейся области 
науки? ) ,  все же обладает, по нашему мнению, одним достоин­
ством, поскольку представляет собой первую попытку воспол­
нить указанный выше пробел в научной литературе. Наша цель 
будет достигнута, если,  несмотря на все недостатки, предлагае­
мая вниманию читателя книга будет способствовать р аспростра­
нению идей и методов, развитых �а последние годы для иссле­
дования детерминированного хаоса. 

Мы выражаем глубокую благодарность Щанталь Помо, взяв­
шей на  себя труд по перепечатке рукописи, Жаку Муано, Бер ­
нару Озенде, Жослин Дюсотуар и Мадлен Порнеф, оказавшим 
различную помощь при подготовке рукописи. ' 

Мы от души благодарим Анну-Мари Берже, Моник Дюбуа 
и Поля Манневиля, которые своими  замечаниями, критикой и 
предложениями позволили в ряде пунктов улучшить первона ­
чальный текст; их вклад был весьма ценным для нас. 

Давид Рюэль согласился написать предисловие, чтобы чи­
татЕ;!ль мог рассматривать нашу книгу в должной перспективе. 
Мы признательны Д. Рюэлю за этот знак дружбы и уважения .  
Бордо- Париж, Пьер Берже, Ив Помо, Кристиан Видаль 
февраль 1984 г. 



ПРЕДИСЛОВИЕ ДАВИДА РЮ9ЛЯ 

В последние годы возникла новая область физики, которую 
называют по-разному: нелинейной физикой, теорией турбул�нт­
ности или хаоса. Предмет ее необычайно широк и разнообразен 
и включает в себя гидродинамическую кинетику и исследование 
электронных цепей. Возникает вопрос: может ли  существовать 
общий подход к столь, казалось бы, разнородным и сложным 
проблемам? Как показал тщательный анализ, временная эво­
люция таких систем имеет много общего, что и делает возмож­
ным единый подход к их исследованию. Мы имеем в виду не 
статистический или стохастический подход и не внешнее сход­
ство Явлений на описательном уровне. Внутренняя аналоги'я ме­
жду сложными режимами в гидродинамике, химической кин�­
тике, механике и электронике проявляется в экспериментально 
установленных деталях, которые стали известными лишь не­
давно. _в основе замеченного сходства лежит глубокая матема­
тическая теория:  современная теория нелинейных систем или, 
точнее, качественная теория дифференцируемых динамических 
систем. 

Новая нелинеijная физика занимается изучением интересней­
ших явлений : турбулентности и колебаний в физико-химиче­
ских и биологических системах. Хаотические и причудливые, 
почти непредсказуемые внешние эффекты ныне уступают место 
неожиданной концептуальной унификации на основе таких по­
нятий, как бифуркации, странные аттракторы, показатели Ля­
пунова и т. д. До сих пор удалось приподнять лишь краешек 
завесы и многие явления все еще остаются непонятными и не­
объяснимыми, хотя мы, по-видимому, уже вступили на путь, 
предсказанный в «Фейнмановских лекциях по физике»:  

_«Следующая эра пробуждения человеческого интеллекта 
вполне может породить метод понимания качественного содер­
жания УР.авнений. Сегодня мы не в состоянии увидеть, что-урав­
нения гидродинамики содержат такие вещи, как вихревая струк­
тура турбулентности, наблюдаемая между вращающимися 
цилиндрами.  Сегодня мы не знаем, содержит ли уравнение 
Шрёдингера · лягушек, сочинителей музыки и мораль или не 
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содержит. Мы не можем сказать, есть ли необходимость в чем­
нибудь, помимо уравнения Шрёдингера, вроде Бога или такой 
необходимости нет. Пока каждый из н а с  может придерживаться 
как оДной, так и другой точки зрения». 

О нелинейных динамических системах можно было бы напи­
сать книгу с математическим уклоном .  В книге, ·  предлагаемой 
вниманию ч итателя- первой в своем роде - основное в н и м а ние 
уделяется ф изике и х и м и и .  О н а  написана теоретиком И. Помо 
и двумя экспери м ентато р а м и  П. Берже и 1(. Видалем, прини­
мающими акти_вное участие в разработке новых идей. Они кон ­
кретно описывают важные динамические явления и то, как те 
иЛи иные эффекты появляются в эксnериментальной реальности. 
не вдаваясь в излишние мате�атические детали. По прочтении 
этой книги физик, химик и физиолог смогут самостоятельно 
применять приобретенные знания при интерпретации явлений, 
встречающихся в изучаемой ими области. Они смогут также 
продолжить свое математическое образование, опираясь на за­
ложенную про�ную основу. 

Давид Рюэль 



Ч А С Т Ь 1 

ОТ ПОРЯДКА 

В В ЕДЕ Н И Е. Н ЕМО Н ОТО Н НАЯ ЭВОЛ ЮЦИЯ 

1. ОСЦИnnЯЦИ И, КОnЕБАН ИЯ, Н ЕМОНОТОННАЯ ЭВОnЮЦИЯ 

Понятия осцилляций, и.ли ко.лебаний, играют важную роль 
при изучении  динамики немонотонной эво.люции,  характеризуе­
мой движением туда и обратно, р егулярныr.\1: и.ли  нерегулярным. 
Для этого имею:гся две причины. Прежде всего периодические 
явления необычайно широко распространены как в неорганиче­
ском мире, так и в живых организмах, что само по себе при ­
дает значимость исс.ледованию периодических яв.лений. Кроме 
того, временную эволюцию любой величины с помощью преоб­
р азования Фурье можно представ�ть в ВИiд� суммы периодиче­
ских ч.ленов. Эти два обстоятельства , взятые вместе, де.лают 
периодическое движение краеугольным камнем .любой теории,  
созданной для описания эволюции во времени. Отсюд� непосред­
ственно ясна· та важная роль, которую играет осци\Ллятор как 
архетип зависящего от времени режима .  Не вдаваясь в дета.ли, 
мы хотим лишь подчеркнуть во введении распространенность пе­
риодичесi.шх явлений в окружающем нас мире. Несколько при­
меров, заимствованных из различных областей, послужат иллю­
страциями,  подкрепляющими правильиость этого утверждения. 

11. ПРИМЕРЫ -ОТ Н ЕОРГАНИЧ ЕСКОГО МИРА ... 

Напомним, что помимо простого маятника ( к  которому мы 
еще вернемся в г.л. 1 )  в раз.личных областях физики существует 
неско.лько реализаций осцил.лятора. Приведем несколько изве­
стных примеров : груз, подвешенный на  упругой пружине, тра ­
диционный колебательный контур и акустический резонатор 
Гельмгольца принад.лежат к чис.лу классических моделей, эво­
.люция которых описывается дифференциа.льными уравнениями 
с периодическими решениями. Было бы н�верно рассматривать 
эти элементарные ос�илляторы как простые физические задачи. 
не имеющие реальной пользы или значения. Наоборот, осцил.ля­
торы находят многочисленные приложения в механике, электро­
технике, электронике и акустике - перечень, как петрудно 
видеть, достаточно внушительный. В. промыш.ленную эпоху ос­
ци.ллятор, ста.л одной из основных компонент многих созданных 
человеком машин. 
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Упомянем также о колебательных, или осцилляторных, яв­
лениях, которые возникают спонтанно. Анализ их проводится 
теми же методами, а важную роль, которую они играют в по­
вседневной жизни, вряд ли можно преувеличить. Так, любое 
вращающееся устройство, будь то колесо, двигатель, ви.нт, тур­
бина и т. д., порождает колебания, которые могут нарушить его 
работу и даже привести к разрушению устройства ;  поэтому не­
обходима  тщательная балан,сировка двигателя или колес авто­
машины. Колебания валов и балок, обычно используемых в кон­
струкциях (крыльев самолетов, мостов и т .  д.) ,  могут приводить 

v -

а 
Рис. 1 .  Схематическое иЗображение линий тока в жидкости, обтекающей ци­
линдр с осью, перпендикулярной плоскости чертежа (вектор v скорости жид­
кости параллелен плоскости чертежа) . Режим течения характеризуется без­
размерной величиной (называемой числом Рейнольдса) , которая nропорцио-

нальна величине скорости v: 
vФ 

Re= -
'V ' 

где Ф- диам�тр цилиндра , 'V- кинематическая вязкость. 
а- скорость очень мала: Re � I0-2; б- скорость не очень мала и не 

очень велика:  Re � 20. 

к неприятным, а иногда и к катастрофическим последствиям. 
Так, после несчастного случая, пронешедшего в 1 83 1  г. близ 
Манчестера,  ни одному воинскому подразделению не разре­
шается переходить через мост, маршируя в ногу, чтобы не воз­
буждать колебаний, которые могут разрушить мост. Наконец, 
упомянем колебания, возникающие в жидкой и газообразной 
среде, главным образом в воде и воздухе, которые могут вызы­
вать потери энергии. 

Прежде чем продолжать, опишем кратко одно колебательное 
явление в жидкостях. На рис. 1 схематически показавы линии 
тока вокруг помещенного в жидкость твердого тела в зависи­
мости от относительной скорости v. Мы рассматриваем здесь 
просто стационарный цилиндр ,, ось которого перпендикулярна 
скорости v движущейся жидкости. При очень малых (рис.· 1 ,  а) 
и средних скоростях (рис. 1 ,  6) линии тока стационарны, т. е. 
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остаются неизменными· с течением времени. Но после_ того, как 
скорость превысит некоторый порог, рециркуляционные вихри 
в следе за  цилиндром (рис. 1·, 6) становятся неустойчивыми. 
Стационарный режим исчезает, уступая место цепочке вихрей, 
вращающихся попеременно то в одну, то в другую сторону и 

Снимок 1 .  След Бенара- Кармана . Цилиндр помещен в воздушный поток. 
Дым поступает в поток из двух щелей, параллельных образующим цилиндра . 
Визуализация движения частиц дыма в плоскости осуществляется п.'lоским 
лазерным лучом, направленным вдоль оси потока (перпендикулярно оси ци­
линдра). a-Re-Rec=2,4; 6-Re-Rec= 13,6. Здесь Rе-число Рей­
нольдса, отвечающее диаметру цилиндра ( 1 см) , Rec- критическое число 
Рейнольдса, при котором возникает неустойчивый след (экспериментальное 

значение Rec ::::::: 70) . 
Взято из работы: Mathis С. Proprietes des composantes de vitesse trans­
verses dans I'ecoulement de Benard- von Karman aux faiЬ\es nombres de · Reynolds. 

увлекаемых движущейся жидкостью. На снимке 1 показана 
мгновенная фотография такой конфигурации в следе за цилинд­
ром, извест.f!ой под названием вихревой дорожки Бенара - Кар ­
мана .  Подчеркнем универсальный ха·рактер описываемых перио­
дических явлений : о чем бы ни шла речь, будь то вихри за 
фермами моста, структура облаков, создаваемая ветром над ост­
ровом Мадера,  или вихри за Большим красным пятном на Юпи­
тере, мы всегда обнаруживаем описанную выше дорожку Бе­
нара - Кармана.  Одно из следствий такого явления - звучание 
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так называемой «эоловой арфы», воспринимаемое непосред­
ственно на слух. Когда из-за ветра вихри, образующиеся по­
зади твердого тела ,  начинают периодически отрываться, на тело 
действует переменпая сила, заставляющая его колебаться с ча ­
стотой отрыва вихрей. При этом тело издает характерный звук, 
частота которого возрастает с увеличением скорости ветра. На 
рис. 2 показана запись такого ветрового шума.  В зависимости 

1 1 <::; 1 1 1 _, � 

<о 1 1 
j 1�. 
1 

·� с., 

Q) 1 
Bpeмsr 

Рис. 2. «Шум» воздушного потока:  изменение скорости течения воздуха во 
времени. Описание эксперимента см. в подписи к снимку l, число Рейнольдса 

Re = 72,9 (Фцил = 0,7 см, Rec = 59,4) . 

от обстоятельств звучание «эоловой арфы» может быть прият­
ным ( музЬJкальным)  или, наоборот, резким и р аздражающим 
(шум) 1 ) .  

Помимо колебательных физических процессов менее изве­
стные осцилляторы встречаются в химии. Восстановительные 
реакции в кислой среде и горение в газовой фазе способны 
осциллировать во времени. То, что принято называть химиче­
скими осцилляторами,  было впервые открыто случайно, однако 
это отнюдь не умаляе� их концептуаЛьного значения 2 ) . Их важ-

1) Поиск альтернативных источников энергии привел к проекту создания 
мощных ветряных двигателей - своего рода современных ветряных мельниц. 
Но, поскольку по самой своей природе ветровые установки- устройства 
весьм а шумные и при работе слышны издалека, возможность их сооружения 
довольно ограниченна . 

2 ) Поведение колебательных химических систем удовлетворительно опи· 
сывается дифференциальными уравнениями, выводимыми в термодинамике и 
други:; областях физики. Колебательные химические системы можно исследо-
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ность родтверждается еще и тем, что, как будет показано в �е­
дующем р азделе, существуют также биохимические и биологиче­
ские осцилляторы, действие которых может быть лучше понято, 
если воспользоваться в качестве экспериментальных моделей 
химическими осцилляторами.  Все это объясняет, почему с конца 
60-х годов нашего столетия колебательные реакции в жидкой 
среде стали предметом весьма активного исследования. Их при­
нято классифицировать по окислителю:  иодату, бромату или 
хлориту. Восстановитель (чаще всего органическое соединение) 
и возможный катализатор могут варьировать в широких преде­
л ах, что открывает возможность дЛя многочисленных комби-
наций 1). · 

111 . . . .  ДО ЖИВОТНОГО МИРА 

Химия приводит нас к биологическим системам, в периоди­
ческом поведении которых так много общего с периодическим 
поведением веживой материи.  В биологических системах на­
блюдение и анализ периодических явлений находятся в центре 
внимания многих исследований. К числу таких явлений отно­
сятся биологические ритмы. Некоторые из них известны со вре­
мен античности : дыхание, сокращение сердечной мышцы, чере­
дование бодрствования и сна,  циклическое размножение у рас­
тений и т. д. Некоторые из биоритмов, получивших название 
экзогенных, возникают под воздействием циклических вариаций 
среды, в которой живет организм :  времен года , лунных фаз, 
'смены дня и! ночи. Мы говорим  о циркадных ( с  периодом около 
24 часов) и цирканнуальных (с периодом около 365 дней) рит­
мах. Источник других ритмов находится на клеточном или ме­
таболическом уровне. Такие ритмы получили название эндоген­
ных. Их периоды заключены в диапазоне от нескольких долей 
секунды до 20-30 минут. Например, у млекоnитающих наблю­
даются коЛебания 1) некоторых гладких (желудок, кишечник, 
матка и т. д. ) или полосатых (жестких) мышц, а также мышеч­
ных клеток в культуре; 2) центральной нервной системы (ЭЭГ) , 
а также потенциала действия нейронов, ответственног9 за рас­
пространение нервных импульсов. 

вать математически, в частности с точки зрения теории динамических систем,  
как это намереваемся сделать мы. Кроме того, такие системы легко исследо­
вать экспериментально в лабораторных условиях. Термодинамика необрати­
мых процессов показывает, что второе начало не запрещает существованйя та­
ких немонотонных режимов, как колебания, если рассматриваемая система 
достаточно далека от  р авновесия. 

1) Выбрав химический осциллятор для иллюстрации некоторых аспектов, 
затрагиваемых в нашей книге, мы отсылаем читателя к разд. V. 4, где изло­
жены дополнительные подробности на эту тему, все еще весьма мало из­
вестные вне узкого круга специалистов. 
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У животных и растений, а также у бактерий синтез белков 
и метаболическая активность, например гликолиз и фотосинтез , 

3ахвалi К"" 

а 
2.мин !<---==-=-

1 и 
� 10%. \\ i\ И\ � /N 1'1\ N l ,/' 

\ \\\ "'\ \\, \ \\ \\\ \\ U\\'N/\ \ \ \ \ 
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Рис. 3. Колебания в реакциях rликолиза .  а- одновременная запись флуорес­
ценции NADH (одной из компонент rликолитической цепи) , з ахвата ионов 
н+ и к+ и увеличения объема популяции митохондрий, обнаруживающая вы-

званные гликолизом колебания. 
Из работы: Boiteux А., Hess В. Oscillations in glycolysis, cellular respi­
ration and communication. Faraday Symposium of the Chemical Society, 1975, 

v. 9, р. 202. 
6- запись флуоресценции NADH in vivo от питактной клетки Saccharo-

myces carlbergensis через 2 мин после введения глюкозы.  
Из работы: Chance В., Willianson G., Lee Mela ! .  У., De Vault D., Ghosh А., 
Руе Е. К. Synchronization phenomena in oscillations of yeast cells апd isolated 
mitochondria.- In: Biological and Biochemical Oscillators.- Eds. В. Chance, 
Е. !(. Руе, А. Ghosh, В. Hess.- N. У.: Academic Press, 1973, р. 285. Колеба­
ния в реакциях rликолиза наблюдаются in vitro (а) и in vivo (б) с перио-

дом порядка l мин. 

могут происходить в периодическом режиме. Пока из всех этих 
колебательных биохимических и биологических реакций наибо­
лее известен· и изучен гликолиз. Интерес к гликолизу понятен, 
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если учесть ту роль, которую эта последовательность фермен­
тативных реакций играет в клеточном метаболизме 1) . Открытые 
в 1 957 г. гликолитические колебания с т�х пор неоднQкратно · ваблюдались iп vitro и in vivo, что 'подтверждается, например, 
р ис. 3. На этом рисунке показавы записи вариаций во времени 
некоторых свойств, главным образом флуоресценции одной из 
компонент гликолитической последовательности NADH: 

в популяции митохондрий - клеточных органел.h, образую­
щих АТФ (рис. 3, а) , 

в изолированной интактной клетке Saccharomyces carlsber­
gensis (рис. 3, 6) . 

Заметим,  что период гликолитических колебаний в обоих 
случаях составляет величину порядка минуты. 

Периодическими явля�тся также р азвитие и рост многочис­
ленных клеток и одноклеточных организмов. На другом уровне 
организации мы наблюдаем периодическое поведение некоторых 
популяций : 

1 )  движение слизевиков, или миксомицетов (таких, как 
Dyctyostelium discoideum) , собирающихся в спорангий, когда 
в среде, в которой они обитают, истощается запас питательных 
веществ и они не  могут выжить порознь; 

2) испускание света группами светляков ; 
3 )  развитие в противофазе многих пар хищник - жертва .  
Из этого краткого обзора видно, что периодические р ежимы 

действительно распространены необычайно широко как на ин­
дивидуальном уровне - от клетки до целого организма, так и 
на уровне популяций. 

IV. КЛЮЧ К АНАЛИЗУ: ОСЦИЛЛЯТОР 

Поскольку колебательные явления встречаются столь часто, 
внутринаучный интерес к осциллятору вполне естествен. Но 
в действит�льности интерес к осциллятору простирается гораздо 
дальше, если в приведенный выше обзор мы включим всю не­
монотонную эволюцию, в которой колебания играют роль и при­
мера ,  и неотъемлемой составной части. Мы уже упоминали 

о том,  что иреобразование Фурье 2) приводит к описанию произ­
вольной эволюции (временной зависимости) как к алгебраиче­
ской сумме периодических членов. Именно поэтому прежде, чем 

1 ) Напомним, что гликолиз является важным путем распада глюкозы, 
на котором происходит восстановление 'Молекул АТФ (можно сказать, сгорю­
чего» клеточного «мотора») из молекул АДФ. Таким образом, гликолиз со­

. -ставляет существенную часть процесса превращения энергии в клетке. 
2) См. гл. III. 

2 П. Берже и дJI. 
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мы сумеем построить любую теорию зависящих от времени яв­
лении, нам необходимо понять, как происходят колебания. Это 
объясняет, почему наиболее ценные аналитические идеи есте­
ственно приводят к рассмотрению такого элементарного осцил­
лятора,  как маятник, изучению которого посвящена первая гла­
ва нашей книги. Мы видим ,  что выбор такой исходной точки не 
является произвольным и не продиктован чисто педагогическими 
соображениями.  Его настоятельно требует природа р ассматри­
ваемой пробл�мы - немонотонное поведение во времени, или 
немонотонная эволюция. 



ГЛ АВА 1 

С ВОБОДН ЫА · ОСЦИЛЛЯТОР, ОСЦИЛЛЯТОР 
С В Ы Н УЖДАЮЩЕИ С ИЛОR 

1. 1. СВОБОДНЫR ОСЦИЛЛЯТОР 

1. 1.1. Уравнение простого маятника без трения 

Простой маятник, пожалуй, самый известный пример свобод­
ного осциллятора .  Это масса т в гравитационном поле ускоре­
ния g, подвешенная в точке О на жесткой проволоке длиной' l 
(рис. I. 1 ) . Эта масса колеблется в вертикальной; плоскости. Две 
точки на вертикальной прямой, проходящей через точку под­
веса О, являются точками равновесия, из них R устойчивая, -а R' 
неустойчивая. Если е (t) - угол в момент времени t между про­
волакой и вертикалью OR, то основной закон механики приводит 
к уравнению 

т. е. 

d28 . _F = ml d.t2 == - mg SlП е, 

d28 g • 
dta +т sшВ= О. (1) 

Следует иметь в виду, что уравнение ( 1) предполагает идеали­
зацию описанного выше устройства .  В чаетности,  неявно пред­
полагается, что масса имеет точечные размеры, отсутствует тре­
ние, а р азличные характеристики маятника постоянны 1 ) . 

При малых углах е, при которых sin е � е (линейная ап­
проксимация) ,  уравнение ( 1) легко интегрируется при заданных 
начальных условиях, и мы получаем клас.сический результат: 

8 = 80 cos (rot + ф), 

(j)= • IJL T= 2:rt . 1 l '\j'z , '\/g • 
где ro- угловая частота, .  Т- период, ф- фаза .  

Такое движение точно периодическое:  это изохронные малые 
,колебания, используемые в часовых механизмах. 

1 ) Существует естественная связь между геометрией и механикой: первая 
отражает абстрактные, а вторая - конкретные аспекты многочисленных об­
щих понятий, таких, как движение, кривая, траектория и т. д. Мы предпо­
лагаем, что читателю известно это глубокое эпистемологическое различение, 
восходящее к Декарту. 

2"' 
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Рассмотрим щюблему с более общей точки зрения, а именно 
попытаемся определить, какая информация необходима для пол­
ного описания мгновенного состояния маятника. Ясно, что для 
этого необходимо и достаточно знание двух величин :  положения 

' 
' ' ' т 
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1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
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Рис. 1. 1 .  Простdй маятник. Масса т подвешена в гравитационном поле g на 
одном конце жесткой проволоки, другой конец которой закреплен в точке О. 
Движение происходит по окружности, на которой имеются две точки равно­
весия R и R'. Одна из точек равновесия (R') расположена над точкой О. 
другая (R) - под точкой О. В отличие от состояния покоя R точка R' соот­
ветствует неустойчивому состоянию равновесия.  Обычно состояние маятника 
описывают с помощью таких переменных, как угол е и мгновенное значение 

его производной е
"
= aetdt. 

e(t) и скорости d8jdt =е. Следовательно, вместо интегрирова­
ния уравнения ( 1 )  можно просто представить решение на  пло-
скости с прямоугоЛьной системой координат (е,ё). В рассмат­
риваемом нами идеальном случае решением является замкнутая 
кривая, т. е. орбита, на плоскости .  На практике такого рода 
представление играет существенную роль во всех исследованиях 
динамики по следующей простой причине: такое представление 
служит альтернативой в тех случаях, когда аналитическое ин-
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тегрирование дифференциальных ур авнений оказывается невоз­
можным. Именно поэтому мы будем часто использовать такое 
представление. 

В общем случае мы можем определить фазовое простран­
ство - пространство, в котором осями координат служат поло­
жение и скорость 1 ) , и фазовую траеtсторию - кривую в фазовом 
пространстве, описывающую эволюцию системы. Совокупность 
фазовых траекторий образует фазавый портрет. Другим важ­
ным поняtием является степень свободы, по-разному определяе­
мая. Под степенью свободы по определениям понимается либо 
каждая пара координат положение- скорость, связанная с пе­
ремещением, либо только один из двух элементов- положение 
или скорость. 

Таким образом, система N тел, способных свободно двигать­
ся по трем пространствеиным направлениям,  обладает либо 3N, 
либо 6N степенями свободы в зависимости от принятого опреде­
ления. Число степеней свободы соответствует числу нача.'IЬных 
условий, которые могут быть выбраны независимо, и поэтому­
действительно близко к этимологии выражени� «степень сво­
боды». В рассматриваемом нами примере  осциллятора началь­
ное положение и скорость являются двумя величинами, которые 
могут быть заданы произвольно, поэтому мы говорим, что маят­
ник - это система с двумя степенями свободы, фазовое про­
странство которой двумерно. 

1. 1.2. Описание движения в фазовом пространстве 

Применям приведеиные выше определения и понятия к ис­
следованию нелинейнога уравнения ( 1 ) .  В каждой точке на фа­
зовой плоскости (8, ё) это уравнение определяет ориентацию· 
касательной к траектории. Следовательно, фазовую траекторию, 
по крайней мере в принципе, можно построить методом после­
довательных приближений 2). В рассматриваемом нами примере 
важное упрощение проистекает от того, что величина Е (8, ё)". 
определяемая соотношением · 

. 1 . g Е (е, е)= 2 е2 + 7 (1 - cos 8), 

есть интеграл движения. Действительно, 
dE ( d:zв g . ) · 
Тt= dt2 + уsше 8=0. 

1 ) Точнее, имnульс (см. разд. 1. 2.1). .-
2) Мы будем исnользовать метод nоследовательных nриближений в боль­

шинстве случаев, в частности всякий раз, когда не будем знать, как интегри·· 
ровать уравнение движения. 
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Заметим, что с точностью до множителя размерности ml эта 
величина есть не что иное, как энергия маятника, которую при­
нято считать равной нулю в состоянии покоя (в точке R на 
р ис. 1 . 1 ) : 

Е(О, 0) =0. 

Следовательно, траектории, удовлетворяющие уравнению ( 1 ) ,  
являются кривыми nостоянной энергии, или контурами энергии 
Е, на фазовой плоскости. Так как энергия Е - периодическая 

Сепаратрисьт 
Рис. I. 2. Фазовый портрет простого маятника. Кривые на плоскости 
(6, 8) - линии постоянной энергии ма;тника. Картина периодична по оси е 
(perjod 2:rt). В области применимости ЛИ'Нейного приближения ( 1) линии по­

·стоянной энергии принимают форму окружностей с центрами в точках ё = О, 
е = ±2пп, где n- целое число. Такие кривые соответствуют колебаниям, 
период которых не зависит от амплитуды (изохронизм малых колебаний) . 
При больших значениях энергии окружности переходят в овалы и период 
начинает зависеть от амплитуды. Когда энергия становится больше 2gfl, 
колебания сменяются непрерывным вращением вокруг точки О. Каждая из 
двух кривых, отделяющих област,ь колебаний от области вращений, назы­
вается сепаратрисой. Стрелки указывают направление движения по времени. 

функция угла е (с  периодом 2:n:). траектории  достаточно по-
строить в области 

-

ee[-:n:, + :n:J, ёе(-оо, + оо). 
Чтобы подчеркнуть это свойство, на рис. 1 .  2 траектории по­

казаны в более широкой области значений е. Здесь уместно 
.сделать несколько замечаний относит�льно рис. 1. 2. Окружность 
с центром в точке е = О  (или при более общем подходе в точке 
е + 2:n:n, г де n - целое число) соответствует изохронным коле­
баниям, период которых, как 'было показано в предыдущем раз­
деле (в линейном приближении) ,  не зависит от амплитуды и 
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массы. Такие колебания отвечают наименьшим значениям энер­
гии. В отличие ·ОТ этого в нелинейной области период колеба� 
ний возрастает с увеличением амплитуды (и  соответственн(} 
энергии ) . Соотношение между периодом Т и энергией Е имеет 
вид 

.' /-1 ( lE) T=2n � gF\g . 
Функция F (lEfg) есть эллиптический интеграл, который расхо­
дится, когда мы приближаемся к сепаратрисе, т .  е. контуру энер­
гии, проходящему через неустойчивые точки равновесия м аят-
ника с координатами ё =О, е=+ (2п + l}зt (верхнее положе­
ние маятника - точка R' на р ис. 1. 1 ) .  На этой селаратрисе 
энергия равна 2gfl, а период бесконечен. Априори это второе 
свойство может показаться несколько курьезным и даже пара­
доксальным, хотя в действител�ности лишь отражает тот факт. 
что маятнику требуется бесконечно много времени для достиже­
ния неустойчивого состояния равновесия, когда имеющаяся 
энергия в точ,нрсти р авна энергии, необходимой для достижения 
точки R'. . 

При любом ·значении Е, превышающем 2gfl, существую'!' две· 
возможные траектории, симметричные относите.1ьно оси е. Они­
соответствуют вращению маятника вокруг точки О либо в од­
ном, либо в другом напр авлении. 

1.1.3. Каноническая форма уравнений движения 

Уравнение ( 1 )  петрудно иреобразовать в два дифференци­
альных уравнения ·первого порядка 

.!!! = е = ан 
dt дре ' 

dpe • ан ([Г= Ре=- ае. 
где Рв- угловой момент : 

Ре=lё, 

(2) 

а Н- гамильтониан, или функция Гамильтона, маятника . Не­
трудно видеть, что 

. 1 р� Е (8, 8) = Н (ре, 8) = 2' 7 + + ( l - cos 8). 
Переменвые е и Ре канонически сопряжены в смысле Гамильто­
на- Якоби. Так как 

d дН · дН · 
7Г Н (р0 , 8)= др Рв+ дО 8=0 , 
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энергия остается постоянной при движении. ( К  такому заклю­
чению мы пришли в предыдущем разделе. )  Это свойство позво­
ляет отнести маятник к классу консервативных ( или гам.ильто­
яовых) систем, для которых характерна инвариантность энергии. 

1.  2.  КОНСЕРВАТИВНЫЕ СИСТЕМЫ 

1. 2. 1 .  Закон сохранения энергии 

Вывод, к которому мы пришли относительно простого маят­
ника, имеет гораздо более широкое применение. Классическая 
механика показывает, что теоретически возможно описать по­
ведение любой системы без диссипации с помощью функции 
Гамильтона Н, которая зависит от обобщенных пространствеи­
ных координат (обозначаемых через qi) , обобщенных канони­
чески сопряженных импульсных координат (обозначаемых че­
рез р) и, возможно', времени 1 ) : 

Н (qi, q2, · · ·' qn> PI• Р2• · · •' Рп• t). 
•С помощью принципа наименьшего действия мы устанавли­
ваем, что эта функция удовлетворяет системе 2n дифферен­
циальных уравнений 

dpi . дН 
([Г=Рi=- дqi • 
dqi . • дН 

dt"=•qt= дрi' 
i= 1 ,  . . . , n; 

(3) 

частным случаем является система уравнений (2) .  Нетрудно 
убедиться, что, когда Н не зависит явно от времени, 

дН dH 
дt=Тt=О, 

·откуда Н (q, р) =Е= const. 
Таким образом, все системы, описываемые не зависящим от 

времени гамильтонианом, например простой маятник [уравне­
.ние ( 1 ) ]  , консервативны. 

1. 2.2. Сохранение площадей в фазовом_ пространстве 

Из сохранения энергии следует одно очень важное свойство : 
.сохранение площадей в фазовом пространстве. Исходя из урав­
нений (3), можно доказать, что площадь элемента поверхности 

1 ) Ниже мы приводим без доказательств краткий обзор наиболее суще­
�твенных понятий и результатов механики, которые читатель найдет в любом 
учебнике. 
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fщiбpi фазовой плоскости сохраняется при движении, если Н не 
зависит явно от времени1 ) .  Что следует из такого р езультата? 
Рассмотрим сначала случай, когда имеется только одна пара 
канонических сопряженных: переменных (q ,  р) . Предположим,. 
что имеется множество точек, заполняющих поверхность а (О) 
в окрестности начальной точки. В любой последующий момент· 
времени эти точки заполняют поверхность o(t), такую, что 
a(t) == о(О) (в с.оответствии с упомянутым выше свойством) . 

р 

q 
Рис. I. 3. Сохранение площади в фазовом пространстве (р, q) . Элемент пло­
щади cr(O) , который можно рассматривать как множество начальных условий, 
вследствие движения иреобразуется в другой элемент, площадь которого­
равна cr(t) .  Если система консервативна, то элемент cr(t) при любых значе­
ниях t имеет такую же площадь (но не обя,эательно такую же форму) , как 

и исходный элемент О' (О). 
Для того чтобы это равенство выполнялось, р асстояние между 
соседними  траекториями должно оставаться почти постоянным 
(рис. 1. 3) . Но это не требуется при более высоких размерностях., 
Коль скоро существуют по крайней мере две пары- канонически 
сопряженных переменных (q1 , р1 ; q2, Р2) ,  движение происходит 

,по энергетической поверхности 2 ) 
Н (q!, q2. Р1. ri2) = Е = const. 

1 ) За доказательством этого свойства, достаточно простым, но сравни­
тельно длинным, мы отсылаем читателя к курсам механики. Понятие «nло­
щадь» nодлежит обычному обобщению и замене понятием меры двумерной 
поверхности. Две канонически соnряженные переменные q1 и Pt изменяются 
на плоскости, а элемент площади l5p; l5q; сохраняется в силу уравнений (3) . 
Множество начальных условий, занимающее nоверхность меры cr на nлоско­
сти (q1, Pt) ,  будет зандмать поверхность такой же меры в процессе эволюции. 
Это свойство гамильтоновых систем гораздо более ограничительно, чем про­
сто сохранение энергии или обратимость уравнений движения. Оно влечет 
за собой сохранение объема в фазовом nространстве, так как элемент объе:ма 
равен произведению элементов площади кажд�й пары сопряженных перемен­
ных. Фазовое nространство имеет в этом случае четную размерность. 

2) Эта поверхность эквивалентна линиям уровня простого маятника. Сле­
довательно, она (по крайней мере локально) может быть отображена на 
обычное пространство R3• 
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Так как площадь множества данных начальных условий 
.fщ;бр; сохраняется во времени, расстояние между начальными 
точками  не может убывать, поскольку в противном случае пло­
щадь убывала бы со временем. Но сохранение площади может 
быть гарантировано одним из  двух способов : 

1 ) либо, как прежде, элемент поверхности переносится вдоль 
траектории по существу без деформации, 2) либо он экспонен­
циально удлиняется со временем, т. е. как е'М, Л> О, в одном 
направлении и экспоненциально сжимается, как е-м, в перпен­
дикулярном направлении. Так как еМе-м == 1 , площадь во вто­
ром случае также сохраняется. 

Если при первой гипотезе две траектории, близкие первона­
чально, остаются близкими при любом t,·, то при второй гипо­
тезе они стремятся р азойтись экспоненциально. Подчеркнем, что 
с динамической точки зрения различие существенно: в первом 
случае траектории устойчивы, в то время как во втором случае 
они. не устойчивы, так как малое начальное расхождение очень 
быстро усиливается со временем. 

1. 2.3. Инвариантность уравнений относительно 
обращения времени 

Еще одно важное свойство уравнения ( 1 )  и более общих 
уравнений (3 )  состоиrr в том,  что на них никак не сказывается 
изменение знака времени (замена +t на -t). В нашем конк­
ретном примере  это означает, что кинофильм о движении маят­
ника можно прокручивать как в одну, так и в другую сторону 
без сколько-нибудь заметного р азличия. Именно поэтому гово-
рят, что динамика консервативных систем обратима� · 

Чтобы понять особую природу обращения времени, следует 
иметь в виду одно обстоятельство:  оно не является свойством 
большей части наблюдаемой нами эволюции во времени. Если 
мы пускаем в правильную или в обратную сторону кино- или 
телефильм, то зритель через несколько· секунд замечает р азли­
чие: волны движутся от берега,· дым втягивается в сигареты 
и т. д. Следовательно, инвариантность относительно обращени·я 
времени отнюдь не является общим свойством .  Она характерна  
для консервативных систем и отражает тот факт, что фунда­
ментальные физические законы, заключенные в уравнениях 
(3) - инерция, гравитация, - одного и того же рода. l(ак мы 
увидим в дальнейшем, необратимость возникает, если энергия 
рассеивается вместо того, чтобы сохраняться. 

С точки зрения фазового пространства ясно, что сохранение 
площадей остается в силе при обращении• времени. Аналогично 
устойчивые траектории остаются у�тойчивыми :  независимо от 
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того, в каком направлении течет время ,  они не расходятся: В от-· 
личие от этого если площадь сохраняется за счет удлинения 
в одном направлении и сокращения в перпендикулярном на­
правлении, то обращение времени приводит к тому, чтd этИ два 
направления обмениваются характером устойчивости : первона­
чально устойчивое направЛение (<:жатия )  становится неустой­
чивым (направлением растяжения) , и наоборот. 

1. 3. OCЦИJIJIЯTOP С ЗАТУХАН И ЕМ 

1. 3. 1 .  Диссипация энергии при трении 

Как мы видели в разд. I. 1 ,  описание свободного осциллятора 
было получено путем идеализации простого маятника . В ча­
стности, мы пренебрегли всеми видами трения - трением про­
волоки и массы о воздух, а также трением в точке подвеса О. 
На практике - движение реального маятника всегда 1 ) прекра­
щается из-за трения : амплитуда колебаний со временем неумо­
лимо убывает. Это весьма общее Явление рассеяния, или дисси­
пации, энергии необходимо учесть в матема1;ическом описании. 
Если говорить более конкретно, то уравнение ( 1 )  необходимо 
модифицировать. Простое замечание поможет понять, в каком 
направлении следует действовать. Мы подчеркивали, что урав­
нение ( 1 )  инвариантно относительно обращения времени. Но 
механизм затухания нарушает это свойство, так как приводит 
в конце концов к прекращению колебаний. Следовательно, не­
обходимо нарушить инвариантность относительно обращения 
времени. 

1. 3.2. Уравнение для осцилJiятора с затуханием 

Проще всего это сделать, добавив к уравнению ( 1 )  член, 
пропорциональный производной какого-нибудь нечетнаго по­
рядка, например первую производную, от угла е.  ТЬгда ,в ли­
нейном приближении получаем 

d28 dO 2 
dt2 + v dГ + ro е = о,  (4) 

где v - коэффициент затухания,  ffi2 = gjl - квадрат угловой 
частоты. 
В результате мы приходим к линеаризованному уравнению 
маятника с затуханием. Как показывает опыт, это уравнение 

1 ) Говоря так, мы исключаем случайное движение маятника под дей· 
ствием тепловых флуктуаций. В н аших м асштабах это вполне оправданно в. 
силу того, что постоянная Больцмана очень мала.  
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дает удовлетворительное описание в случае трения типа «тре­
ние Б ЖИДКОСТИ» 1 ) . Рассмотрим более подробно эволюцию 
энергии в этом случае:  . 1 . Е (8, О) = "2 (02 + (J)2()2), 
так как (по предположению, необходимому для линеаризации) 
1 - cos e � (02/2) . 

Используя уравнение (4) , мы видим, что 
dE · 

lit=- y02. 

Таким образом, энергия сохраняется, если у = О (трение от­
сутствует) ,  и убывает, если v > О. Так как по определению 
Е � О, энергия стремится к нулю. Следовательно, состояние 
с нулевой энергией (состояние покоя) устойчиво, поскольку 
маятник с необходимостью эволюционирует к этому состоянию. 

З абудем теперь,  как мы вывели уравнение (4) , и сосредото­
чим внимание на его внутренних свойствах. Заметим, что если 
у < О, то энергия Е априори неограниченно возрастает, разу­
меется, за исключением того случая, когда исходным является 

состояние покоя (в этом. случае из е = ё = О следует, что 
dE / ift = О) . Но состояние покоя неустойчиво, так как м алейшее 
смещение маятника из состояния покоя со временем только уси­
.ливается. 

1 .  3 .3. Фазов�ii портрет 
Решениями уравнений (4) являются траектории, касающиеся 

в каждой точке вектора локальной скорости, две компоненты 
которого (х = е, у= е) по определению удовлетворяют урав­
нениям 

dx · 
Тt = О = у, 
dy - • ' 

dt = 8 = - y0 - ro20 = - yy - (J)2X. 

Пользуясь математической терм,инологией,· можно сказать, что 
траектории являются силовыми линиями такого векторного 

1 ) Сила такого трения пропорционаJIЬна скорости. Примеры: 
1) маятник с плотностью груза, во много раз превышающей плотность 

жидкости, в которую он погружен (таков, в частности, обычный маятник 
в воздухе) ; 

2) электрический колебательный контур, демпфируемый сопротивлением 
цепи. 

Существует также другая разновидность трения - «трение твердых тел:.. 
Включить его в уравнения гораздо труднее, в основном из-за эффектов ги­
-стерезиса. 
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поля. Существенно, что через каждую точку, кроме особых то­
чек, в которых векторное поле не определено, проходит только 
одна силовая линия. Начало координат (е = 6 = О) - един­
ственная особая точка на плоскости {только в ней обе компо­
ненты скорости р авны нулю) . 

Мы уже видели (рис. 1 .  2) , что при у = О  траектории обра ­
зуют непрерывное семейство замкнутых кривых, охватывающих 
точку равновесия е = 6 = О . Если у =1= О, то такое семейство 
кривых трансформ ируется в множ,ество траекторий, которые 
либо сходятся к началу координат, либо расходятся из него 
в зависимости от знака : у > О или у < О. Покажем, что при сла­
бом затухании, т. е. когда 1 у 1 « оо, эти траектории имеют форму 
спиралей. Действительно, при малом коэффициенте затухания у 
временная эволюция угла е не может сильно отличаться от 
эволюции при у =  О. Следовательно, в качестве первого прибли­
жения мы можем положить 

е Я:$ р (t) cos (oot + ф), 
где р ( t) - функция времени, медленно изменяющаяся по срав­
нению с цериодом Т = 2nfoo. Используя это приближенное вы­
р ажение, вычислим среднее изменение энергии за  один период 
двумя способами. Во-первых, проинтегрируем мгновенное изме­
нение энергии :  _ ta + T  dE 1 � ( dE ) -:-2 - = - -- dt = - ve dt т dt • 

to 
Пренебрегая малым изменением функции р за  один период, по­
лучаем 

Во-вторых, воспользуемся тем, что в том же приближени'и энер ­
гия имеет значение 

.а ее среднее изменение  за период определяется выражением 

dE d ( 1 ) 1 dp2 
Тt = Тt 2 fl'al- = т аr т · 
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Комбинируя эти два результата, мы видим,  что за период 

dp2 = - �·р2 
dt J • 

Если коэффициент затухания v очень мал по ср авнению с (i), то. 
интегрируя это соотношение по времени, получаем 

р2 (t) = р2 (О) ехр (- vt) . 
Таким образом мы вывели параметрическое уравнение траекто­
рий на плоскости (8 , В ) : 

8 � р (О) ехр (- � )  cos ((i)t + ер), 

В � - р (О) (i) exp (- �t ) sin ((i)t + ер). 

Это уравнение описывает спирали, закручивюqщиеся (у > О)  
или раскручивающиеся (у < О) , и окружности (у = О) . Напом­
ним, что мы используем здесь линейное приближение [уравне­
н ие (4) ] .  

8 

1 
у< О r=o 

Рис. I .  4. Фазовый портрет уравнения (4)  в близи начала координат. При 
у = О ситуация такая же, как в случае простого маятника в линейном при­
ближении, поэтому мы получаем семейство окружностей с центром в начале 
координат. Если же у :# О, то траектории имеют форму спиралей, раскручи­
вающихсn из начала координат (у < О, усиление) или сходящихся к · н ачалу 
(у > О, затухание) . Чтобы не загромождать чертеж, дnя каждого из эrих 

двух случаев изображена только одна спираль. 

На рис. 1. 4 схематически показавы фазовые портреты кото­
рые получаются в каждqм из этих трех случаев. 

Заметим, что при любом значении у начало координат яв­
ляется особой точкой, соответствующей стационарному решению 
уравнения движения. Это стационарное решение устойчиво при 
у > О и неустойчиво при у < О, так как в первом случае все 
траектории сходятся к нему, а во втором р асходятся от него. 
При у = О  говорят, что начало координат обладает нейтральной 
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устойчивостью, поскольку смещения не усиливаются, и не зату­
хают со временем. 

При у > О  все траектории на фазовой плоскости заканчи­
ваются в начале координат, которое поэтому называется при­
тягивающей точкой или аттраtсторо.м. Это фундаментальное по­
пятне, допускающее немедленное обобщение на случай много­
образий более высоких размерностей ( кривых, Поверхностей 
и т. д. ) . Мы неоднократно будем использовать понятие аттрак­
тора .  

1 .  4. ДИССИ ПАТИВНЫВ СИСТЕМЫ 

1. 4. 1 .  Существенные свойства 

Осциллятор с затуханием служит тип�чным примером дис­
<:ипативной системы. Динамические свойства диссипативных си­
стем во многих отношениях противоположны свойствам консер­
вативных систем. Мы можем вернуться к соображениям, р ас­
смотренным в разд. 1 .  2. Для диссипативных систем, вообще 
говоря, не существуют гамильтонианы, не зависящие от вре­
мени 1 ) ;  следовательно, энергия не сохраняется. С другой сто­
роны, в определенных случаях существует функция динамиче­
ских переменных, называемая фунтщией Ляпунова, которая по­
ложительна и монотонно убывает со временем (обусловливая 
тем самым необратимость) . Такая функция Ляпунова суще­
ствует не всегда. Диссипативные системы могут обладать го­
р аздо более сложным эволюционным режимом, чем просто за ­
тухание, в особенности · если динамика включает в себя и эф­
фекты затухания, и механизмы, поддерживающие движение. Во 
всяком случае если существует диссипация, то уравнения дви­
жения изменяются при обращени.и времени ; эволюция диссипа­
тивных систем не является обратимой. Наконец, нельзя не упо­
мянуть еще об одном важном ., обстоятельстве:  пЛощади в фазо­
вом пространстве диссипативных систем не сохраняются. 

1. 4.2. Сжатие площадей в фазовом пространстве 

В свете того, что нам уже известно, это свойство является 
почти очевидным. Обратимся, например, снова к рис. I .  4 и рас­
смотрим «настоящее» трение (у > О) . Ясно, что при таком дви-
жении не может сохраняться элемент поверхности бе. б О, так 
как все траектории, которые проходят через него, заканчи­
вают�я в начале координат. Мы встречаемся здесь со свойством, 

1 ) Увеличивая числ'о степеней свободы, диссипативную систему всегда 
можно погрузить в «объемлющую:. гамильтонову систему. Но этот искус­
ственный прием не приносит сколько-нибудь существенной пользы пра иссле· 
довании диссипативных систем. 
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характерным для диссипативных систем :  площадь лЮбого мно­
жества начальных условий в среднем уменьшается во времени. 
Это свойство часто выражают, утверждая, что поток в фазо­
вом пространстве сжимает площади. 

Приводимые далее в нашей книге несколько примеров пока­
зывают, что такое сжатие происходит по-разному. Однако было 
.бы неверно думать (и  этой ошибки следует избегать) , будто 
сокращение площадей непременно означает сокращение длин. 

D D D 

D = 

t 

Рис. 1. 5. Два разных случая сжатия площадей, В первом ряду (по горизон­
тали) длина и ширина уменьшаются одновременно и одинаково. Во втором 
ряду ширина возрастает, но высота убывает быстрее. И в первом, и во вто­
ром случае площадь убывает в одном и том же темпе. Таким образом, 
уменьшение площади в фазовом nространстве отнюдь не обязательно озна-

чает, что все размеры области уменьшаются. 

В действительности все обстоит совсем не так. Результат здесь 
полностью аналогичен результату, упомянутому в разд. I. 2.2 :  
площади могут сохраняться и в том случае, если расхождение 
траекторий в одном направлении компенсируется их сближе­
нием в другом направлении. Аналогично в рассматриваемом 
случае сокращение площадей может быть достигнуто не только 
за счет сокращения всех длин, но и за счет уменьшения одних 
длин, сопровождаемого менее быстрым увеличением других 
длин. 

Простая схема на рис. I. 5 иллюстрирует обе указанные воз­
можности (причем в качестве начального элемента поверхности 
выбран квадрат) . 

Это замечание очень важно для понимания того, что расхож­
дение траекторий по некоторым направлениям остается возмож­
ным даже в случае  диссипативной системы. Разумеется, знание 
того, как именно происходит сжатие площадей, и его скорости 
существенно для завершения динамического описания . В этом 
одна из причин важности и полезности якобиана 1 ) . 

1 )  См. приложение Д. 



Г Л АВА I I  
ОСЦ ИЛЛЯТО Р  С ВЫ НУЖДАЮЩЕй С ИЛ Ой,  

ПАРАМЕТР ИЧ ЕСК И й ОСЦИЛЛЯТОР 

11. 1. ОСЦИЛЛЯТОР ПОД ДЕйСТВИЕМ ВЫНУЖДАЮЩЕП СИЛЫ 

1 1 . 1 . 1 .  Ур-авнение Ван дер Поля 

Каким должно быть подходящее описание поведения осцил­
лятора с вЫнуждающей силой? Во введении мы упоминали 
о том, что в природе ,существуют многочисленные примеры ос­
цилляторов с вынуждающей силой. Ясно, что уравнение (4)  не 
подходит для этой цели и не только из-за затухания. У этого 
уравнения имеются два других недостатка . Один из них со­
стоит в том, что в случае у <  О энергия маятника неограниченн<} 
возрастает, а это не имеет физического смысла. Другим недq<­
статком уравнения ( 4 )  является то, что если е ( t) - решени�, 
то любое произведение а е ( t) также есть решение при любом 
в�щественном а, поскольку уравнение (4) линейно по е. Ясно, 
что такая инвариантность относительно растяжения несовме­
стима с существованием колебаний, обладающих заданной 
амплитудой. Следова'J,'ельно, для случая осциллятора с вынуж­
дающей силой уравнение (4)  надлежит изменить так, чтобы : 

1 )  нарушить инвариантность относительно растяжения, 
2) ограничить рост энергии при у < О, _ 
3)  ввести непрерывный источник энергии 1 ) , компенсирую-

щий потери на вязкое затухание при у > О. _ 
Приня13 это за отправной пункт, Ван дер Поль заметил, что 

математически простое изменение состоит во введении коэффи­
циента трения у, зависящего от амплитуды е колебаний. 

1 ) 
'
практическая реализация стационарного движения маятника имела 

: большое историческое значение, так как была необходима для усовершен­
ствования ld-СХанических часов и,  следовательно, для точного измерения вре­
мени. Физику Гюйгенсу мы обязаны изобретением храпового колеса - устрой­
ства, регулирующего ход маятника. Восемнадцатый век стал свидетелем раз­
вития крутильного маятника - спирали, регулирующей ход механических 
наручных часов, в которых колебания поддерживаются пружиннь1м механиз­
мом. В наше время появление электроники nривело к созданию автоколеба­
тельньiх цепей с частотой, стабилизируемой колебаниями пьезоэлектрического 
кварца. Такие же цепи настраиваются на колебания с частотами, связанными 
с разностями между энергетическими уровнями атомов соотношением Планка (11Е = hv) . Это позволяет создавать атомные часы с необычно высокой точ­
цостью хода ( � 1 О-13 с) . В качестве конкретной ИЛJJЮСтрации приведем такой пример: чтобы показания двух атомных часов разошлись всего лишь на се­
кунду, нам потребовалось бы ждать около 300 000 лет. 

З П. Берже и др. 
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Сделав так, чтобы параметр 'V был отрицательным при малых 
амплитудах и положительным при больши�. мы достигнем же­
лаемой цели. Так как существенна только абсолютная величина, 
а не знак амплитуды, естественно выбрать зависимость 'V (6) от 
82• Простейшее возможное выраженИе, удовлетворяющее всем 
условиям, имеет вид 

'V (е) = - 'Vo [ 1 - :; ] , 
где 'Vo > О, 8о - исходная амплитуда. Тогда 

2 2 'V < о при е < ео. 
'V > О при е2 > 63. 

Подставляя наше выражение в уравнение (4) , получаем так на­
зываемое уравнение Ван дер Поля 1 ) 

d28 [ 82 ] d8 
dt2 - 'Vo 1 - 8� fJI + ro26 = О. 

Оно описывает поведение осциллятора с вынуждающей силой, 
в котором колебания с малой амплитудой усиливаются, а коле­
бания с большой амплитудой затухают. Полезно привести это 
уравнение к безразмерному виду, выбирая 80 ,Yro/-ro за единицу 
амплитуды и 1 /ro- за единицу времени. Исходное уравнение 
Ван дер Поля переходит в уравнение 

d28 d8 
dt• - (8 - 62) Тt + е = о, (5) 

содержащее только безразмерный параметр 8 = 'Vo/ffi. 

11 .  1 .2. Фазовый портрет 

Если параметр 8 положителен, то траектории в окрестности 
начала координат расходятся, как спирали. Действительно, 
в этой окрестности угол е всегда мал и членом 62 можно ире­
небречь. Таким образом, мы находимся точно в той ситуации, 
которая представлена на рис. 1 .4 с 'V < О. Наоборот, вдали от 
начала координат траектории стремятся к началу координат, 
так как коэффициент затухания '\' (6 )  на достаточно большом 
расстоянии от начала координат положителен. Исходя из ин­
туитивных соображений можно предположИть, что между этими 

1 )  Ван дер Поль nредложил это уравнение в
, 

1 922 г .  для объяснения. 
работы триодного генератора. 
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двумя крайностями  должна существовать замкнутая траекто­
рия. Более тщательное исследование уравнения Ван дер Поля 
позволяет установить существование, единственность и устойчи­
вость такой замкнутой траектории, которую Пуанкаре  назвал 
предельным циклом. Все фазовые траектории, р асположенные 
как внутри, так и вне предельного цикла,  асимптотически стре­
мятся к нему. Таким образом, перед нами нощий пример аттрак­
тора (рис. 1 1. 1 ) .  

. 
е 

е 

Рис. II .  1 .  Фазовый портрет уравнения_ Ван дер Поля. Одно из решений 
этого уравнения представлено на фазовой плоскости (8, fJ) замкнутой кри­
вой - предельным циклом, к которому сходятся все траектории. Мы выбрали 
две начальные точки : одну (М о ) вне , а другую (М�) внутри предельного 

цикла при в = 0,4. 

Форма  предельного цикЛа и колебаний, как видно из 
рис. 1 1 , 2, сильно з ависит от значения положительного пара­
метра в.  Здесь мы изобразили решения уравнения (5) , исходя­
щие из з аданной н�чальной точки (начального условия) в си­
стемах координат (В, В) и (В, t) . Рассмотрены два значения в :  
одно очень малое (рис. 1 1 .  2 ,  а) , другое гораздо больше 
(рис. 1 1. 2,  б). В первом случае предельный цикл имеет форму 
окружности и колебания квазисинусоидальны. Во втором случае 
эволюция происходит в двух различных масштабах; вслед за 

з• 
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медленным дрейфом происходит резкая вариация ампл итуды. 
Такая харакtерная , временная зависимость получила название 
релаксационных колебаний. 

Режим · nредельноrо цикла описывается периодической: функ­
цией е ( t ) , которая может быть разложена в ряд Фурье. Это 

а 

е 

е 

d 
Рис. I l .  2. Влияние параметра в. а - при малых значениях этого параметра 
(в = 0,0 1 )  временные колебания квазисинусоидальны и предельный цикл по 
форме мало отличается от окружности ; б - пpil гораздо больших знаЧениях 
параметра в (в = 4,0) предельный цикл им,еет почти прямоугольную форму, 
что приводит к появлению двух разных масштабов времени. Пилообразные 

изменения амплитуды 8 называются релаксационными колебаниями. 

очень общее свойство всех динамических , систем с режимами 
такого типа . .Следовательно, как ' только мы оказываемся в ре­
жиме пределJ>ноrо цикла,  временная зависимость J):юбой наблю­
даемой: Х ( t )  имеет вид 

00 
Х (t) = L Xn sfn (nФ/ + Pn) . 

n == O  � 
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1 1 .  1 .3. Амплитуда колебаний при е = О 
В выбранных единицах э11ергия определяется выражением 

, Е (е, е) = -} (е2 + е2) . 
Закон ее изменения во времени может быть выведен из уравне­
ния (5) 

dE 1 .. . · • Тt = 2 (2ее + 2ее) = (е - е2) е2• 

Средняя энергия определяется выражением _ to + 'f , 
dE • 1 r dE dt =  'fl� -;- .\ dt dt, 

to 
ddEt = l im ...!_ [Е (t0 + 't') - Е (t0)] = О. 

'f -+ oo 't' ' 
Из приведеиного выше выражения dEjdt получаем 

dE -:- -. 7r = ге2 - е2е2 = 0 . 

·таким образом, выделяема�нергия ее2 в среднем точно ком-. 
пенсируется диссипацией 8282 из-за  нелинейности. Вычислим 
теперь приближенно амплитуду предельного цикла при е = 0+. 
В этом случае мы можем предположить, что 

е (t) � р sin t 

(см.  рис. 1 1 . 2, а) . Отсюда заключаем, что 
. 1 е2 � - р2 � 2 ' 

. 1 е2е2 � в  р4. 

Приведенный выше баланс средней энергии показывает, что 
в этой области 

Таким образом, размер р предельного цикла  (почти окружности) 
изменяется как квадр атный корень из параметра е. Мы устано­
вили этот результат в частном случае - для уравнения Ван дер 
Поля, - но область его применимости гораздо шире. Действи­
тельно, член с е2 можно р ассматривать как .представляющий­
любую неливейность при малых е. Это - стандартная форма 
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первого нелинейнога члена разложения в ряд Тейлора произ­
вольной функции 1 ) • 

З аметим,  что зависимость размеров преде�ьного цикла  от 
...j8 и от амплитуды соответствующих колебаний формально 
может быть исключена. Принимая за единицу амплитуды Оо 
(вместо 00/...js) , мы получаем вместо уравнения (5) новое урав-
нение 

d28 dO 
dt2 - s ( l - 02) dt + 0 = О. 

Разумеется, по форме оно в точности Эквивалентно уравнению 
(5) при заданном значении s.  Однако повторяя приведеиные 
выше вычисления, мы приходим к выводу о том, что размер 
предельного цикла на плоскости (О , ё )  теперь не зависит от s. 
Определенная выше зависимость от ...j8 полностью маскируется 
выбором едИНИЦЫ Из'МереНИ•Я угла 0. 

1 1. 2.  ПАРАМЕТРИЧЕСК И Я  ОСЦИЛЛЯ ТОР 

11. 2.1. Уравнение движения 

Вернемся к примеру простого маятника без трения в грави­
тационном поле и представим себе, что точка подвеса О 
(рис. 1 .  1 )  колеблется в вертикальном направлении. Это другой 
способ поддержания движения. Тем самым мы определяем па­
раметр·ический маятник, т. е. маятник, один из параметров ко­
торого изменяется со временем 2) .  Можно было бы поступить 
иначе и (что эквивалентно) поместить простой маятник в гра­
витационное поле, зависящее от времени : 

g (t) = go + Р (t) . 

1 ) Если рассмотреть разложение в ряд Тейлора коэффициента затухания 
'V (O ) ,  то можно было бы считать, что оно начинается с линейного чJie;: a 
(в то время как мы начали с квадратичного члена) : 

у (8) = - у0 [ 1 + ае - (�2/eg) ] .  
Этот линейный член не оказывает (по  крайней мере вблизи 8 = О) прямого 
влияния на �люцию энергии. Действительно, его вклад в среднее dE/dt 
имеет вид а 8ё2 и обращается в нуль при е = р siп t. Это объясняет, п о ­
чему мы не удерживали линейный член ае в выражении для у (О ) , а также, 
почему соотношение р � ,У8 имеет совершенно общий характер. 

2) Возможны также многочисленные другие реализации, например ем­
костный колебательный контур с сопротивлением, зависящим от времени. Эта 
ситуация на первый взгляд могла бы показаться весьма необычной, хотя в 
действительности она соответствует общей проблеме - поведению любого 
осциллятор а  с зависящим от времени параметром . · 
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Б описанном выше случае � ( t) характеризует вертикальное 
ускорение точки О. В линейном приближении уравнение дви­
жения, выведенное из уравнения ( 1 ) ,  имеет вид 

d28 + g (t) 8 = о (6) dt2 l • 
Несмотря на формальное сходство с уравнением ( 1 ) ,  уравнение 
(6) существенно отличается от него : при произвольной функ­
ции g ( t) уравнение (6) неинтегрируе.мо. Это означает, что мы 
не  знаем, как решать это обыкновенное дифференциальное урав­
нение в квадратурах, т. е. выразить решение 8 ( t) этого уравне­
ния как явную функцию времени через интегралы (или квад­
ратуры) от обычных элементарных или трансцендентных функ­
ций, таких, как рациональные дроби, экспоненты, эллиптические 
функции и т. д. Что же касается уравнения ( 1 ) ,  то оно, наобо­
рот, интегрируемо, так к.ак член с (g 1 l) sin е не зависит явiJо 
от времени I ) . 

Несмотря на это р азличие, состояние покоя е = ё = О по­
прежнему орается тривиальным решением приведеиного выше 
уравнения. Однако в том случае, когда g зависит от времени, 
устойчивость тривиального решения отнюдь не гарантируется 
'и подлежит определению с помощью детального анализа. Хотя 
априори любая форма функции g ( t )  заслуживает изучения, мы 
рассмотрим только g ( t) ,  периодическую по времени : уравнение 
движения называется в этом случае уравнением Хилла.  Упро­
щая задачу еще больше и предполагая, что � ( t) - тригономет­
р ическая функция, мы f!риходим к частному случаю уравнения 
Хилла, известному под названием уравнения Матье. Выбирая 

g (t) = g0 + g1 cos (2rot) , 
получаем 2 )  

d28 
dt2 + (i)� [ 1  + h cos (2rot)] е =  о,.  (7) 

1 )  Понятие ·интегрируемости и неинтегрируемости может быть сразу же 
<>боб�ено на любую систе�у обыкновенных дифференциальных у�внений. За­
метим, что решение уравнения или системы уравнений в квадратурах принад· 
лежит к числу математических проблем, рассматриваемых теорией Галуа 
алгебраических (и дифференциальных) уравнений. 

2) Такой выбор функции g (t) помимо удобства вычислений обусловлен 
более глубокой причиной, ибо позволяет нам упомянуть об общей проблеме 
связанных осцилляторов. Введем переменную а = h cos (2rot) и рассмотрим 
вместо уравнения (6) систему двух уравнений 

d28 2 
dt2 + ro0 ( 1 + а) 8 = О, 

d2a dt2 + 4ro2a = О, 
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где 
ro� = gofl. 

Возбуждение, представленвое членом h cos (2rot) , и меет период 
Т = nfro. Не умаляя общности, мы можем предположиlfь, ,  что 
h � О. Заметим, что ro0 - угловая частота маятника в отсут­
ствие внешнего возбуждения (h = 0 ) . Так как уравнение (7) 
линейно и второго порядка по е, начальное условие е (О) , ё (О) 
через каждый период (njro, 2 (л/rо) , З (n/ro) , . . .  ) претерпевает 
линейное преобразование, эквивалентное умножению координат 
на  пло�кости (е, ё) на м атрицу М (см� приложевне Д) . На ос­
нове этого замечания в теории Флоке лИнейных уравнений с пе­
р иодическими коэффициентами показано, что решения уравне­
ния Матье имеют ви���: 

, 
е (t) = e11t Р (t). 

Здесь J..t - собственное значение матрицы М, называемое иногда 
характеристическим показателем, а P ( t) - функци'я с периодом 
Т = л/rо, т. е. такая, что 

P (t) = P  (t -+ : )  . 
Поиск решений ур�внения (7)  мы ·разделили на  две части. Пер­
вая часть сводиlfся к нахождению функции Р ( t) , которая, как 
уже упоминалось, не может быть выражена через обычные 
функции :  необходимо ввести новый - класс трансцендентных 
функций, называемых функциями Матье ( м ы  не будем ос'tанав­
ливаться здесь на их описании) . Вторая часть состоит в вычис­
лении характеристического показателя J..t. Знак вещественной 
части J..t определяет, возрастает ли р ешение е ( t) или убывает. 
Если .веществеыная часть J..t положительна, то .e ( t) неограни­
ченно возрастает со временем. В этом случае состоявне покоя, 
а в действИтельности любое решение уравнения (7 ) , неустой­
чиво, так как любое м алое возмущение форм ы  · е  ( t) неограiш­
ченно возрастает. Именно вопросом устойчивости м ы  займемся 
сейчас более подробно. 

описывающих поведение двух осЦилляторов с амплитудами е и а. ,  Уравнения 
связаны перекрестным членом ro�(J8. Такая модель почти очевидна, так как 
периодические изменения функции g ( t) означают, что ею управляет внешний 
осциллятор с амплитудой, пропорциональной а.. Этот внешний осциллятор 
должен быть нечувствительным к движению параметрического маятника, чем 
и объясняется отсутствие члена, зависящего от е, во втором уравнении. Та­
кова специфическая форма связи, пр!f которой второй осциллятор действует 
на первый как вынуждающая сила. 
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' 1 1 . 2.2. Устойчивость решений 

При м алых значениях возбуждения (при h, близких к нулю) 
показатель f.A. может быть вычислен по теории возмуЩений 1 ) .  
Известно, что при h = О общее решение ур авнения (7) Имеет 
вид 

е= ео cos (root + ф).  

По непрерывности пр и h, близких, но не р авных нулю, решение 
etttP ( t) должно мало отличаться от приведеиного выше. Мы за­
ключаем поэтому, что выражение 

е (t) � et.Lt cos (rot + ф) 

дает удовлетворительно приближение при малых f.A. и частоте ro,  

бл изкой к ro�. Подставляя это приближение в уравнение Матье, 
получаем 

[ :;2 + �(1 + h cos (2rot))] et.Lt cos (rot + ф) = 
= [<rog - f!J2 + f.A.2) cos (rot + р) - 2roJJ. sin (rot + ф) + 

+ � rog cos (rot - ф) + � rog cos (Зrot + Ф>] et.Lt. 

Отбрасывая член с cos (Зrot + ф) , который, как показывают бо· 
лее подробные вычисления, пренебрежимо мал, попытаемся 
найти условия, при которых правая часть р авна нулю при 

· всех t. Чтобы это произошлоу коэффициенты при eJJ.t cos (rot) и 
.eJJ.t siп (rot) должны быть р авны нулю: 

( rog - ro2 + !J.2 + � ro�) cos ф - 2ro!J. $in
, 
ф = О, 

2ro!J. cos ф + ( ro5 - ro2 + !J.2 - � rog) sin ф 
= о: 

Эта система двух линейных неоднородных уравнений относи· 
тельно cos ф и s in ф имеет решение только в том случае, если 
детерминант системы равен нулю, т. е. 

h2 
(rog - ro2 + !J.2)2 - Т ro� + 4ro2!J.2 = О, 

1) В частном случае уравнения Матье известно, как проводить вычисле· 
кия и в пределе при h - оо, но используемые при этом математическИе ме­
тоды характерны именцо для уравнения Матье. Именно поэтому мы излагаем 
здесь метод вычислений, пригодный при h, близких к нулю, но применимыА 
зато в самом общем случае. 
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Перед нами квадр атное уравнение относительно �t2, сумма  кор­
ней которого всегда отрицательна , а дискриминант всегда поло­
жителен. Существуют два вещественных кор ня, по крайней мере­
один из которых отрицателен. Так как отрицательному значе­
нию �t2 соответствует чисто мнимый характеристический показа-­
тель Jt, оно не может быть источником неустойчивости. Наобо­
ррт, решение неустойчиво, еслА: существует вещественное поло-

h _ Неустойчи.вость 
р.2· > 0 -

rp.t.=o 

0 �----------�----------� W/Wo 
Рис. I I .  3. Диаграмма устойчивости уравнения Матье на  плоскости (h, (!)).  
Внутри заштрихованной зоны существует положительное значение ..,fjjf в. 
уравнение не имеет устойчивого периодического решения. В окрестности точ­
ного резонанса ((J) = (J)o) это утверждение верно даже при самой малой ам­
nлитуде возбуждения h вплоть до предельного значения О. Существуют JJ 
другие области субгармонической неустойчивости, не изображенные на этом. 

рисунке. Их вершины имеют координаты 

h = О; (J)/(1)0 = 1/n, n - nоложительное целое число. 

жительное значение �t2 и, следовательно, lt· Для этого необхо­
димо, чтобы произведение корней было отрицательно, т. е. h>2 1 1 - :; 1 ·  
На плоскости параметров возбуждения (h, ro ) с прямоуголь ной. 
системой координат это условие задает сектор с вершиной 
в точке h = О, ro/roo = 1 (рис. I I .  3) . 

Внутри сектор а  (заштрихованная зона )  �t2 имеет положи­
тельный корень и у уравнения (7) нет устойчивого решения. 
Под этим мы подразумеваем следующее: существуют н_ачаль· 
ные условия, очень близкие к состоянию покоя и такие, чrо 
выходящие из начальных точек траектории р асходятся экспонен­
циально. Состояние покоя неустойчиво относительно возбужде­
ния с амплитудой, стремящейся к нулю (h -+ О) , если выпол­
няется условие ro = ro0 (в этом случае мы говорим ,  что имеет 
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место точный резонанс ) . Такого рода неустойЧивость часто .на­
зывают субгармонической, так  как она приводит к колебаниям 
маятника с частотой ro/2n, равной полОI�ине частоты 2rо/2л 
внешнего возбуждения. 

Вне области неустойчивости оба возможных значения �-t2 от­
р ицательны. При частоте ro, близкой к roo, и малых h, как не­
трудно проверить, одно из мнимых значений �t близко к нулю, 
.а другое приближенно равно 2iroo. Эффект, производимый при 
этом на колебания·, состоит в следующем:  

1 )  основная частота слегка изменяется из - за  наличия ха ­
рактеристического показателя, близкого к 2iroo; 

2) малое отрицательное значение �-t2 приводит к низкочастот­
ной модуляции колебаний .  Следовательно, режим, вообще го­
воря, оказывается квазипериодическим (точное определение см .  
в разд. II I. 3 .2 ) ;  

3 )  амплитуда этой модуляции произвольна, так как уравне-
ние (7) линейно по е. · 

Когда параметры возбуждения на плоскости (h, ro )  прибли­
жаются к области неустойчивости, низкочастотная модуляция 
уменьшается. Она стремится к нулю, как соответствующее зна­
чение �-t2 на  гр анице .области. На  самой гр анице множитель e�Lt 
теории Флоке заменяется членом ,  полиномиальным по вре­
мени. З атем внутри сектора неустойчивости показатель стано­
вится вещественным. Резюмируя, можно сказать, что при дви­
женИи в пространстве параметров мы видим, как одна частота 
уменьшается и затем обращается в нуль, причем одновременно 
возникает неустойчивость. Режим, который появляется в об- . 
ласти неустойчивости,  определяется нелинейными эффектами, 
которые не охватываются приведеиным выше анализом. 

Прежде чем завершить этот раздел, упомянем о том, что 
на плоскости (h, ro )  существуют и другие области неустойчи­
вости. Они соответствуют секторам шириной hn, не показанным 
на рис. 1 1 .  3,  вершины которых расположены в точках h = О и 

ro / roo = 1 1  n ( n - положительное целое число) 1 ) • 
1 )  Проницательный читатель, возможно, заметил, что с точностью до 

различий в обозначениях (t вместо х, постоянная h включена в определе­
ние у) уравнение Матье - Хилла совпадает со стационарным уравнением 
Шрёдингера для одного пространствеиного измерения. Между развитой нами 
теорией параметрического резонанса и теорией электронов (без взаимодей­
-ствия) в периодическом потенциале одномерного кристалла ·  существует пол­
ная параллель. По историческим причинам аналог теории Флоке называют 
в последнем случае теорией Блоха - Ваннье, несмотря ·на то что работа 
Флоке включает в себя значительную часть теории электронов в металле . 
. В случае электронов существуют области, аналоГичные зонам параметриче­
ской неустойчивостfi, которые называются запрещенными энергетическими 
зонами. ' 
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1 1 .  2.3. Эффект затухания 

Так как во всех физических системах имеется трение, есте­
ственно спросить, как изменятся пр иведеиные выше результаты 
при наличии затухания. При слабом трении типа трения в жид-

h 

о 

С .затуханием 

� /' 
/ 

1 

/�Без за7Пf:!хани$ 1 \ 1 \ 1 
\ 1 
,, 
1 

Рис. 1 1 .  4. Влияние затухания. Если имеется затухание, то область субгармо­
нической неустойчивости суLКается и · оказывается внутри зоны неустойчивости 
в отсутствие затухания. Обращаем особое внимание читателя на то, что даLК�:> 
nри точ'ном резонансе для дестабилизации параметрического осцилл'ятора не-

обходимо превысить некоторый, отличный от нуля, порог возбуLКдения. 

кости, т. е. при О < у � ffio,  мы можем повторить все предыду­

щие вычисления, начиная с уравнения 
d26 d8 2 -

- dt2 + 'V (Jt + ffi0 ( 1 + h cos (2ffit)) 8 - О. 

Если величина h м ала,  то из существования решения в форме. 

постулируемой теорией Флоке, следует, что ' h2 -
(О)� - 0)2 + JJ.2 + 'VJJ. )2 - 4 О)� +  (20)JJ. + 0)')')2 = о. 

Нейтральная устойчивость, соответствующая f.t = О, достигается 

при 
h' ( ro2 )2 ro' 2 -4 = 1 - - + - v  ro� roci • 

Таким образом, при точном резонансе (ffi = ffio) состояние покоя· 

является параметрически неустойчивым, если 

h > 2" · 
Фо 

Для дестабилизации этого состояния необходим некоторый ми­

нимальный уровень возбуждения. Это не удивительно и легке> 

объясняется необходимостью компенсировать затухание осцил-
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лятора .  На этот раз  главная область субгармонической неустой­
чивости на плоскости (h , .ffi ) ограничена непрерывной кривой, 
которая лежит внутри сектора , '  вычисленного в отсутствие зату­
хания (рис. 1 1. 4).  . 

1 1 .  2.4. Механизм параметрического усиления 

Попытаемся установить физическую причину субгар мониче­
ской неустойчивости. Вместо синусоидального возбуждения рас­
смотри м  функцию g ( t) с периодрм Т = njro, состоящую из ко­
ротких импульсов длиной 't', где 't' <t: Т (рис. _ I I .  5) . 

g(t)' 

-""'1..-----....J L-------' ._____ � Т ,  t 
Рис. 1 1 .  5. Схем атическое представление функции g (t) . Предполагается, что 
длительность 't' каждого им пульса пренебрежимо м aJi a  по сравнению с пе­

риодом Т. 

Проинтегрируем уравнение (6) по интервалу 't (продо.'IЖИ­
тельности импульса )  в предположении, что амплитуда импульса, 
хотя и велика, не может вызывать существенных изменений 
угла е за это время. Пр'и таких условиях для любой функции 
f (8) справедливо соотношение � f (8) dt = 't' • _(сред�ее значение f (8)). 

(t) 
Но потребуем также, чтобы в нашем пр.иб�ижениИ выполнялось 
р авенство 

где [d8jdtj 7 среднее изменение скорости ,  
сом .  Тогда из уравнения (6) получаем 

[ �� ] + ае (t) = о, 
где 

G = + � g (t) dt, 
('t) 

вызванное и мпуль-

8 ( t) - среднее положение м аятника за  импульс. 
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В момент, когда маятник достигает своего максимального от­
клонения, его скорость и кинетическая энергия равны нулю, 
а его потенциальная энергия пропорциональна ( 1 /2) е�акс- Пред­
положим, что именно в этот момент мы прикладываем к маят­
нику импульс. Потенциальная энергия при этом не изменяется, 
так как положение маятника остается прежним. Но скорость 
получает приращение [d6fdt] = -G8макс, и поэтому кинетиче-

2 2 екая энергия после импульса равна ( 1 /2) G 8макс· В результате 
импульс увеличивает энергию осциллятора в ( 1 + G2 ) раз, при­
чем этот множитель больше единицы. Если следующий импульс 
поступает в тот самый момент, когда отклонение снова макси­
мально, то маятник дестабилизируется. Для наступления потери 
устойчивости необходимо, чтобы последовательные импульсы 
были разделены интервалом времени, равным целому кратному 
полупериодов невозмущенного движения маятника. Априори 
кратное может быть любым, не обязательно целым, но ясно, что 
такой процесс параметрического усиления особенно эффекти­
вен, когда импульс поступает каждый полупериод, как это было 
выше. Сказанное объясняет, почему на диаграмме устойчивости 
уравнения Матье мы имеем на плоскости (h,  ro) последователь­
ность областей неустойчивости, исходящих из точек с абсцис­
сами l fn. В соответствии с нашей интерпретацией это соответ­
ствует импульсному воздействию через полупериод, период, пол­
тора периода и т. д. 

11. 3. ВВЕДЕНИЕ В ТЕОРИЮ БИФУРКАЦИ И  

11. 3.1. Оонятие бифуркации t )  

Описание осцилляторов с вынужденной силой и параметри ­
ческих · осцилляторов позволяет нам рассмотреть другое поня­
:гие, имеющее фундаментальное значение для исследования ди­
намических систем - понятие бифуркации. Мы уже отмечали 
выше на примере, что при движении в плоскости (h, ro)  пара­
метрического маятника наблюдается полное изменение характе­
ра колебаний при пересечении границ, разделяющих устойчивые 
решения от неустойчивых. Когда решение любого уравнения или 
системы уравнений претерпевает качественное изменение при 
фиксированном значении параметра,  называемом критическим 
значением., это называется бифуркацией. Точка в параметриче­
ском пространстве, в котором происходит такое изменение, на­
зывается точкой бифуркации. Из точки бифуркации исходят 

1) Более подробное изложение локальных бифуркаций коразмерiJости 1 
см. в приложении А. 
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Макси.мальное 
растлжен1fi%тойчивы " npeiJeЛЪH61U 

цим 
Неgстийчиsа.я 
непо8sижна.я 

точка 
---t--г--'-::-t- - - - - - L - - - - ­

с 

а 

ф 1 

Рис. 11 .  6. Бифуркационная диаграмма для уравнения (5) . а - при гс = О 
устойчивое решение претерпевает качественные изменения :  вместо притяги­
вающей неподвижной точки появляется предельный цикл, начальная ампли­
туда которого равна нулю; б - справа схематически изображены некоторые 
фазовые траектории в трех случаях : 8 < 8с, 8 = 8с и 8 > 8с. Для удобства 

ось 8 выбрана вертикальной. 
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несколько (две или более) ветвей р ешения, устойчивых или не­
устойчивых. Представление любого· характеристического свой­
ства решений как функции бифуркационного параметра образует 
бифуркационную диаграмму. 

Чтобы пояснить эти понятия, продемонстрируем их на при­
мере осциллятора с вынуждающей силой или, точнее, уравне­
ния (5 ) , которое мы будем рассматривать независимо от физи­
ческого смысла параметра е.  При всех значениях (положитель­
ных и отрицательных) бифуркационного параметра в начало 
координат е = е = О всегда является особой точкой. При г- <  О 
начало координат устойчиво (и ,  следовательно, является аттрак­
тором) , но становится неустойчивым при в > О  и переходит 
в другой ?Ттрактор - предельный цикл. Таким образом ,  при 
критическом значении параметра ее = О происходит изменение 
характера устойчивого реш_ения. Построив график какого -ни­
будь типичного свойства решения, например максимального от­
клонения, как функцию параметра е, получим диаграмму, изо­
браженную на рис. 11. 6, а.  Чтобы подчеркнуть значение этой 
бифуркационной диаграммы, мы показали также на фазовой 
плоскости форму траекторий (рис. 1 1 .  6, б) . 

Напомним, что при в = Вс = О осциллятор находится в со­
стоянии нейтральной устойчивости : в фазовой плоскости больше 
нет аттрактора и всякое начальное условие порождает свою соб­
ственную траекторию. 

II. 3.2. Бифуркация Хопфа 

Когда (как в ' предыдущем примере) при достижении крf{ти­
ческоrо значения параметра из точки рождается предельный 
цикл, мы пмеем дело с вполне определенным явлением, извеJ 
стным иод названием бифуркации Хопфа. Это понятие имеет 
гораздо более широкую область применения ,  чем приводимый 
ниже ограниченный перечень примеров. Бифуркации Хопфа 
встречаются в вект0рных полях и диффеоморфизмах. Их меха­
низм не зависит ни от числа степеней свободы, ни от конкрет­
ной формы уравнений, ни от приложений. Для наших целей до­
статочно упомянуть два главных свойства предельного цикла 
в окрестности точки бифуркации Хопфа.  О.р.но из этих свойств 
было доказано в разд. 11. 1 .3, исходя из уравнения (5) : ампли­
туда предельного цикла пропорциональна 1 в - Вс 1 1 '2, т. е. ампли-

. туда растет как квадратный корень из расстояния от этой точки 
бифуркации 1 ) . С другой стороны, можно показать, что период 

1) В частном случае уравнения (5) 8с = О, что объясняет зависимость 
от е112, которая была выведена нами. 
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колебаний не зависит от е - ее по крайней мере в первом при­
-ближении (в действительности до второго приближения вклю­
чительно) .  Эти две типичные особенности представляют боль­
шой практический интерес, так как их можно использовать для 
идентификации бифуркации Xoriфa. 

1 1 .  3.3. Субкритическая и суперкритическая бифуркация 

Бифуркация, порождаемая уравнением (5) при е = Вс =О, 
называется суnеркритической ( надкритической) или нормаль­
ной. Предельный цикл рожда�ся с нулевой амплитудой,  и 
в точке бифуркации система на,ходится в состоянии нейтральной 
устойчивости. Обусловлена она ·наличием диссипа-vивного члена 
828, противодействующего неустойчивости. Соответственно этому 
решение не претерпевает резкого иреобразования в точке би­
фуркации, но изменяется постепенно. В общем слу�ае так про­
исходит всякий раз, когда нелинейвые члены низшего порядка 
в точности компенсируют неустойчивость (см. приложевне А) . 

Нетрудно предсrавить себе диаметрально противоположную 
ситуацию, когда нелинейвые члены стремятся усилить неустой-
чивость (достаточно, например ,  изменить знак члена 828 в урав­
нении (5) и добавить какие-нибудь члены старшего порядка, 
скажем еЧ), чтобы погасить колебания большой амплитуды) .  
То же происходит и с другими уравнениями и приводит к суб­
критической бифуркации, изображенной схематически . на  
рис. 1 1 .  7 .  В этом случае из-за усиления неустойчивости нели­
нейностью устойчивое решение всегда находится на  конечном 
расстоянии от решения, которое становится неустойчивым в 
точке бифуркации .  Проходя ось е справа налево, мы видим, что 
ее - неустойчивая неподвижная точка - порождает устойчивую 
неподвижную точку и неустойчивый предельный цикл.  Эта би­
фуркация обратна нормальной бифуркации на рис. 1 1 .  6, и она 
действительно называется обратной или субкритической бифур­
кацией. В интерв�ле [ s; , sc] сосуществуJQт два устойчивых ре­
шения: одно стационарное (притягивающая неподвижная точ­
ка) , другое колебательное (предельный цикл ) . 

С практической точки зрения необходимо подчеркнуть сле­
дующее: · 1 )  эти два решения не наблюдаются одновременно в одной 
и той же системе, и только начальное решение определяет, 
какое из них реализуется ; 

2) устоЙЧИ!3ЫЙ предеЛьный цикл с самого начала возни­
кает как цикл конечной амплитуды и исчезает, также имея 
конечную амплитуду. 

4 П. Берже и др. 
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Рис. 1 1 .  7. Пример обратной, или субкритической, бифуркации. а - график 
такого же типа, как на рис. 1 1 .  6. В интервале [ s�. гс] устойчивы два реше­
ния; одно из них стационарное, другое - периодическое; б - чтобы не загро­
мождать чертеж, на  фазовой плоскости при разных значениях параметра в 
изображены только аттракторы (неnодвижная точка и предельный цикл) . 
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Представим себе, что параметр е сначала изменяется в <;>дну, 

� затем в другую сторону. В этом случае мы увидим явление 

тистерезиса, схематически изображенное на рис. 11 . 8. При уве­

Jiичении бифуркационного параметра переход от неподвижной 

-точки к предельному циклу происходит при е = е,с. Обратный 

СвОйство 
Устойчив�е � 
1 1 
1 1 
' + 
1 
1 
1 
1 

!lстойнивое решение 1 

Рис. I I .  8. Явление гистерезиса, связанное с субкритической бифуркацией. Так 
как два устойчивых решения сосуществуют на иенулевом интервале значений 
бифуркационного параметра, переход от одного решения к другому (при пе­
ресечения параметром границ интервала) происходит при различных значекиях 
параметра в зависимости от направления, в котором текущее значение пара­
метра пересекает грани�у: при ' 8  = В с ,  когда параметр пересекает границу, 
возрастая, и при е = ее , когда параметр пересекает границу, убывая (на-

правления, в которых изменяется параметр е, указаны стрелками ) .  

переход при  уменьшении е происходит при  е = е�. Таким обра­

зом, мы видим, что в отсутствие нейтральной устойчивости ко­

лебания с иенулевой амплитудой в точке перехода и гистерези� 

являются свойствами субкритической бифуркации, качественно 

отличными от свойств нормальной (суперкритической) бифур­

кации Хопфа. 
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П Р ЕОБРАЗОВАН ИЕ ФУРЬЕ 

1 1 1. 1 .  ИДЕНТИ ФИКАЦИЯ И УСТАНОВЛ ЕНИЕ ХАРА'КТЕР И СТИК 
ДИ НАМИЧ ЕСКОГО РЕЖИМА 

Когда в результате эксперимеАта или численного моделиро­
вания мы получаем зависящий от времени сигнал х ( t) ( назы­
ваемый временным рядом) ,  одна из наиболее важuых задач со­
стоит в определении того, какого рода временной эво:люцией 
порожден этот сигнал. Ответить на этот вопрос мы сумеем, если 
нам удастся сжать информацию так, чтобы .подчеркнуть наибо­
лее значительные динамические характеристики. Имеем ли мы 
дело с колебаниями более или менее сложной формы, но обла­
дающими совершенно определенным периодом? Имеем ли мы 
дело с более илИ менее линейной суперпозицией нескольких 
различных колебаний? Может быть, перед нами нечто совсем 
иное? 

Ответ на эти вопросы отнюдь не тривиален, за исключением 
весьма простых случаев типа тех, которые были рассмотрены 
в предыдущей главе. В этих случаях нам удалось удостове­
риться в существовании периодических решений уравнения дви­
жения осциллятора с вынуждающей силой. Описание таких ре­
шений .включает в себя период ( вли,  что эквивалентно, частоту) 
и амплитуду: по существу амплиту:п.у предельного цикла  1 ) и 
время, за которое фазовая точка его описывает. Эти две харак­
теристики получаются почти �штоматически, если уравнения 
движения известны. Важно подчеркнуть, что эти характери­
стики остаются в силе и продолжают и_грать столь же суще­
ственную роль для любого периодического явления, механизм 
возникновения и по�держания котороl,'о неизвесте,н, и�и перио­
диче<;кого явления, описываемого аналитически неразреwимыми 
уравнениями ,  как это чаще всего бывает на  практике. 

Некоторые динамические режимы представляют собой супер ­
позиции колебаний с различными амплитудами, периодами, от-

1 )  Существование nредельного цикла (или аттрактора любого рода) с 
необходимостью влечет за собой вывод о диссипативности системы. Имен но 
это мы и будем предполагать впредь. Консервативная система не может 
иметь аттрактор; так как ее эволюция  не сопровождается сокращением пло­
щадей в фазовом пространстве. 
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ношениями гармоник и т. д. С одним из примеров таких режи­
мов мы познакомились при р ассмотрении уравнения Матье, 
с другими примерами  встретимся дальше. Аттрактором, соответ­
ствующим суперпозициям колебаний, является не предельный 
цикл, а тор. Такого рода режимы называются квазипериодиче­
скими. 

Труднее понять природу других режимов. Внешне они ка­
жутся совершенно беспорядочными и поэтому получили назва­
ние «хаотических» 1 ) .  Если динамика носит детерминированный 
характер (т. е. представима конечным числом связанных между 
собой нелинейных дифференциальных уравнений или каким-ни­
будь эквивалентным способом ) ,  то траектории в фазовом про­
странстве сходятся к странному аттрактору, топологические свой­
ства которого резко отличаются от топологических свойств тора. 

Чтобы ответить на вопросы, Заданные в начале этой главы, 
мы должны использовать какие-то «объективные» методы ана ­
лиза, а не прщ:то полагаться на суждение наблюдателя о регу­
лярности временного ряда. Существует несколько способов, 
позволяющих идентифицировать динамический режим и уста- -
навливать его характеристики. Мы изложим два часто исполь­
зуемых метода : в этой глаl'!е - метод Фурье 2) и сечение Пузн­
каре - в гл. IV. В гл .  VI мы познакомимся с развитым 
недавно методом, позволяющим исследовать непосред�твенно 
аттрактор. 

1 1 1 .  2. ДИСКРЕТНОЕ П РЕОБРАЗОВАНИЕ ФУРЬЕ 

1 1 1 .  2.1. Дискретизация сигнала 

Быстрое р азвитие вычислительных методов привело к тому, 
что сигнал x (t) - непрерывную функцию времени - очень часто 
измеряют, производя выборку и дискретизацию. При таком под­
ходе эксперимент обычно дает некоторую дискретную последо-

1 ) Такие режимы называются также турбулентными, аnериодическими 
или неnериодическими. Все эти nрилагательные являются более или менее 
синонимическими, так как терминологиЯ до сих пор не установилась. Отличи­
тельная особенность хаотических режимов состоит в том, что в соответствую­
щем временном ряде x (t) невозможно обнаружить никакой долговременной 
регуля�ности. 

· 
1) Преобразование Фурье было разработано в XIX в. математиком ЖаноМ' 

Батистом Фурье в ходе его исследований уравнения теnлоnроводности. Ана­
логичными свойствами обладают и �Z�:ругие nреобразования, в частности npe· 
образования Радемахера и Ал;амара. Мы не nриводим здесь оnисания этих 
nреобразований и многочисленных математических результатов относительнО> 
nреобразования Фурье, а ограничиваемся изложением только тех nрактиче-
ских . Результатов, которые наиболее существенны для наших целей. 

· 
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вательность 1 ) вещественных чисел xi (j Е Z ) ,  расположенных 
через регулярные интервалы времени М (рис. 1 1 1 .  1 ) .  

На практике такая nоследовательность чисел с необходи­
мостью конечна и содержит n значений при общей продолжи­
тельности эксперимента tмакс = nA.t. Выбор двух величин n и 
ilt определяется практическими соображениями,  такими, как 
nриемлемая продолжительность эксперимента, емкость памяти, 

х ·  J 

х 

j - 1  j J+ 1 
PJJc. I I I . 1 .  Дискретизация непрерывной функции. Кривая непрерывной функ· 
ции (например, экспериментальная кривая) представлена сплошной жирной 
линией. Дискретные значения Xj выбираются в равноотстоящие моменты вре­
мени . . . , j - 1, j, j + 1 ,  . . .  (с интервалом !!t между двумя последователь· 
ными моментами) , после чего непрерывная функция заменяется . последова-

тельностью точек Pj. 

в которой хранятся результаты эксперимента, и пропускпая спо­
собность устройств, обрабатывающих измерения. Преобразо.ва­
ние Фурье применимо как к непрерывным функциям (с интегра­
лами  вм_есто суммирования) ,  так и к дискретным последователь-­
ностям. Однако мы ограничимся рассмотрением дискретных по­
следовательностей, подразумевая, что сигнал x(t) математически 
явл�ется интегрируемой и квадратично интегрируемой функ- \ 
циеи. 

1 1 1. 2.2. Определение дискретного иреобразования Фурье 

Определим преобразование Фурье
-дискретного временного 

ряда xi как операцию, порождающую соответствующий ему ди-

1 ) Говоря о недостатках дискретизации, не следует упускать из виду ее 
значительное преимущества, состоящее в том, что она Позволяет обрабаты­
вать сигнал численно от начала и до конца. Современная электронная тех­
ника позволяет производить выборку значений с интервалом времени М, 
меньшим , 1 0-е с, и преобразовывать сигнал в цифровую форму в реальном 
.времени. 
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скретный ряд xk, такой, что 

n 

tя = _ 1- L х1 ехр - i -1- , 
. 1 ( 2n "k ) 

� n  1 = 1  n 

k = l ,  . . .  , n, 

i = "'1/ - 1 - мнимая единица. 

5S 

(8) 

Выберем для удобства М за единицу времени так, что уве­
личение j на единицу' соответствует эволюции на интервале вре­
мени М. Преобразование (8) можно рассматривать как своего 
рода_ вращение, отображающее вектор (х, , х2, • • • ,XJ, • • •  , Xn) 
в вектор (х1 , х2, . . .  , xk , . . . , хп). Это не вр�щение в обычном 
смысле, так как евклидова длина 2:1 х� не сохраняется. Вели­
чина, остающаяся инвариантной относительно преобразования 
(8) ,  называется эрмитовой длиной 1 ) . Сохранение эрмитовой 
длины выражается равенством Парсеваля - Планшереля :  

Заметим, что х - функция переменной, сопряженной с време­
нем, т. е. частоты f. Частота также изменяется дискретными 
приращениями �f: 

1 
tя = x (k�f). M = -t - .  макс 

1 
Если ряд х1 вещественнозначный (как мы предполагаем ) , то 
знание комплексных компонент xk означает, что известны 2п 
вещественных величин (вещественной и мнимой частей каждой 
xk) . Ясно, что имеется избыточность этих данных, выражаемая 
соотношением 

которое легко выводится. 
С помощью обратного преобразования мы м'ожем вернуться 

от вектора х к начальному· вектору 

(8') 

1 ) Эрмитовой длиной называется величина L хх• = L 1 х J2, • где х* -
величина, комплексно-сопряженная с числом х. 
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Заметим, что это соотношение может быть использовано для 
определения компонент х1 не только при j Е [ 1 ,  n] , но и при всех 
целых значениях j. Эта функция х периодична по n (в действи-
тельности по n!1t) , так как 

-

Это объясняет, почему любой сигнал х ( t) может быть представ­
лен в виде суммы периодических функций, как в формуле (8') . 

х ( t ) 

- - - - � - - - - - - - - � - - - - - - - - -,- -- - - - - - - т - -: - -; -�1 1 '  i 
: 1 : ·  _., • • � :"' 1  ·· ·. :. ! '  J •• •  • • � : ' ··· · :  ! • • • : .... .. . 1 1 • ••• • •  1 � - 1 • •• •• • ... 1 1 .· · ·. 1.  : ... 1 • ••• :. . . ., .  . . ... . . . . i :  ·. .. J 1 •  •• • , .. .  
' �- ••• • 1·" 

, 1  1 1 

- t.мcrxc о i.макс 2i.мcurc t 
Рис. I I I .  2. Выборка значений, принимаемых функцией x (t) на конечном вре­
менном интервале. Измеренный интервал [0, fмаке] эквивалентен одному пе­
риоду функции, определенной при всех значениях t Е ( -оо, +оо) и имеющей 

период fмакс-

Конечный интервал [О" fмакс] можно р ассматривать просто как 
один период функции, которая, если ее определить при всех t, 
периодична по fмакс, как показано на рис. I I I .  2. · 

1 1 1 . 2.3. Теоре�а Винера - Хинчина 

Определим автокорреляционную функцию сигнала х1 как 
· n  

'Фт = � I XjXj + m• 
/ = 1 

Единица времени по-прежнему равна !1t, поэтому 

'Фт 
= 'Ф (тЫ). 1 

Физически эта функция есть среднее произведения значений 
сигнала в данный момент времени и в более поздний момент 
времени m!1t. Следовательно, зная 'IJт, мы можем установить 
наличие или отсутствие зависимости текущего значения сигнала 
о� его предыдущих �начений, отсюда и название функции.

_
Иначе 
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говоря, корреляционная функции служит мерой степени сход­
ства сигнала с самим собой в nрошлом 1 ) . , 

Так как ряд Xi периодичен по n, автокорреляционная функ­
ция также обладает периодичностью : 

'Фт = 'Фm+n ·  

Применяя обратное иреобразование Фурье, nолучаем 
n n 

1\>т = �� L L ikik' exp [i 2: (ik +, (i + m) k')] . 
j = l k, k'= l  

Используя свойство �;, = x;_ k, и суммируя п о  индексам j и k',. 
м ы  устанавливаем, что 

n 
1 "  12 ( 2nmk ) 

1\>т = п i..J 1 ik 1 cos -n- • 
k = l  

Это означает, что с точностью до коэффициента пропорциональ­
ности автокорреляционная функция просто совпадает с иреоб­
разованием Фурье величины 1 х j2• 

Выведем теперь обратное соотношение между 1 Xk 1 2  и 1\>m� 
Пусть Sk - функция, оnределяемая формулой 

n 
" ( 2nmk ) sk = i..J 'Фт cos -n- . 

m = l  

Подставляя в это определение вычисленное выражение для 1\>m� 
получаем 

n n 
Sk = L l i, p f L cos ( 2n;k ) cos ( 2n;t ) . 

l - 1 m = l  
Исnользуя р авенство 

cos ( 2n':p ) = � [ехр ( i 2n:Zp ) + ехр ( -i 2п;р )] , 
1.) Если автокорреляционная функция заметно отлична от нуля, то это­

означает, что сигнал остается относительно предсказуемым : знание сигнала 
на достаточно большом интервале времени позволяет с достаточной уверен-

' ностью вычислять его значение в более поздний момент времени путем экстра­
nоляции. С другой стороны, если 'Фт стремится к нулю, · то временное само­
nодобие сигнала исчезает и предсказание его эволюции становится невоз­
можным:. 
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иреобразуем сумму по т в отрезок геометр ической прогреесии 
длиной в n членов. Суммируя прогрессию, приходим к фор муле 

n 
1 "\'' ( 2nmk ) ( 2nml ) 1 [б(n) + б(n) + б(n) + б(n) ] n � cos -n- cos -n- = 4 k+ l  k- l  - k - l - k+ l  ' 

т - 1 

т де величина ()�п> р авна 1 ,  если j = О, и О в противном сЛучае. 
Комбинируя этот р езультат с соотношением симметрИи 1 Xn-z l 2  = 
= 1 iz l 2, получаем 

n 
12 "\" • ( 2nmk ) 

Sk = l xk l = � 'Фm cos -n- · 
m = l 

Это и есть обратное соотношение, которое требовалось найти. 
Полученное соQтношение есть одна из форм теоремы Винера ­
Хинчина 1 ) ,  утверждающей, что функция 1 Xk 1 2 пропорциональна 
иреобразованию Фурье автокорреляционной функции 'Фт сиг­
нала.  Гр афик величины 1 xk 1 2  как функции частоты f (f = k�f) 
называется спектром мощности. 

Спектр мощности вещественной фущщии обладает свойством 

1 xk 12 = 1 Хп-k 12, 

которое следует из р авенства xk = x�-k · Оно выражает тот оче­
видный факт, что информация о фазе компонента Xk теряется 2) , 
когда м ы  рассматриваем 1 Xk 1 2• 

1 ) Эта теорема была доказана Н. Винером после работы Дж. Тейлора, 
который аналогИчным образом измерял величину, аналогичную l .fk 1 2, по тур­
булентному сигналу (изменению сопротивления анемометра с н агреваемой 
проволакой) .  

2) Заметим попутно, что потеря информации · о  фазе наблюдается в физи­
ке довольно часто, например при дифракции электронов и при столкновении 
элементарных частиц высокой энергии. Информация, содержавшаяся в фазе, 
связана со средней обратимостью сигнала. В таких функциях, как 1 Xk 12 и 
'Фт. не изменяющихся при обращении порядка индексов переменной х1 (они 
имеют одни и те же значения, когда временной ряд рассматривается в по­
рядке 1, 2, . . . , n и когда он рассматривается в обратном порядке n, . . . 
. . . , 2, 1 ) ,  эта информация не может сохраняться. С другой стороны, это 
неверно для корреляционной функции Фт, определяемой соотношением 

n 

Фт = � L (x�x/+m - x�+mx1) 
1= 1 

и изменяющей знак при р ассмотрении временного ряда в обратном порядке. 
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1 1 1. 2.4. Спектр мощности 
Рассмотрим более подробно характеристики спектра мощ­

ности и выясним, какая информация о сигнале х ( t) содержится 
в нем. Начнем с временного ряда, состоящего из n эквидистант-

a;(t) 

At 

1 . 

111\ 1 
, ,, . 
! ! \ t 1 " 
i !  \; \\1 / \ 
. : 1 1 +"' 1 1 1 1 1 

A.f= 1/n.!Jt. 11 Zf.$Cl]{C 

а 

t 

б 

Рис. 1 1 1 .  3. Сигнал и его сnектр мощности. а - график сигнала, измеряемого 
выборочно через равные интервалы времени At; б - дискретный спектр мощ­
ности сигнала а. Обратите вним;шие на  то, что спектр l �k 1 2 симметричен от-

носительно вертикальной оси с абсциссой ( 1/2) /макс· 

ных точек, разделенных интервалом М (рис. 1 1 1 . 3, а ) . Приме­
няя соотношение (8) , мы вычисляем сначала Xk , затем l .fk l 2, 
что порождает новую функцию на n дискретных . точках с аб­
сциссой (kfn) M (k = 1 ,  . . .  , п) . Абсцисса имеет размерность 
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обратного времени, т .  е. частоты, отчего и происходит название 
<спектр», закрепившееся за  графиком 1 xk 1 2• Интерпретация оси 
ординат зависит от природы измеряемого сигнала. 

Традиционное название «спектр моrцности» установилось по 
аналогии с случаем, когда ордината означает моrцность, т. е. 
количество энергии в единицу времени. Рае.с�отрим сигнал 
x ( t) ,  возникаюrций при приеме волн (электромагнитных, звуко­
вых и т. д. ) антенной. Если детектор линеен и не вносит иска­
жений в р ассматриваемой полосе частот, то измеряемая им 
величина пропорциональна изменениям электричес.кого поля или 
давления вблизи антенны. Из теории волн известно, что моrц­
ность, переносимаю волной, пропорциональна квадрату ампли­
туд волны (так же, как энергия гармонического осциллятора 
пропорциональна квадрату амплитуды его колебаний ) , усред­
ненной по времени. Формула Парсеваля - Планшереля позво­
ляет заменить среднее по времени средним по частоте. Это оп­
равдывает название «спектр моrцности», которое мы для удоб­
ства сохраняем во всех случаях 1 ) . 

Спектр моrцности Н�;! рис. 1 1 1 .  3, б соответствует сигналу на 
рис. 1 1 1 . 3, а. Величина шага f = 1/ (nM) по оси абсцисс соот­
ветствует спектральному разрешению. Чтобы повысить разре­
шение, следует увеличить произведение nAt. Наибольшая ча­
стота спектра равна fмакс = 1 /At. Чтобы расширить исследуе­
мый диапазон частот, следует уменьшить At. В силу соотно-
шения 

1 Xk 12 = 1 Xn-k F 
спектр всегда симметричен 2 ) относительно верrикальной пря­
мой f = ( 1/2) fмакс· Таким образом, эффективно полезный диа­
пазон частот (содержаrций неизбыточную информацию) про­
стирается только от О до 1 / (2М) . 

Для полной строгости заметим, что спектр состоит из после­
довательности «шагов» шириной Af (рис. 1 1 1 . 4) . На практике 
часто просто проводят отрезки вертикальных линий высотой 
1 Xk 1 2 через точки с абсциссами f = kAf. Но обычно соседние 
точки (kAf, 1 xk 1 2 }  соединяют отрезками прямых (рис. 1 1 1 .  3, б) . 
Н ер едко амрлитуда 1 xk 1 2 изменяется на  нескол'ько порядков, и 
в таких случаях удобно откладывать ординаты в логарифми-

1 )  В действительности соотношение между мощностью (в смысле энер­
гии, примимаемой в единицу времени) и амплитудой спектра выходного сиг­
нала усилителей или вообще приемно-регистрирующей системы может быть 
очень сложным. Это замечание еще более верно, если детекторы производят 
нелинеймое преобразование сигнала. 

2)  Напомним, что это свойство является следствием предположения о ве­
щественнозначности ряда Xj. 



Рис. I I I .  4. Периодические функ­
ции и их спектры Фурье. а - чи-

x ( t )  а:. 

сто синусоидальная функция ; б - t/T 
периодическая функция, содержа- L----------------..J 
щая различные гармоники. Пока-
заны только первые четыре гармо-
ники. (Здесь и далее спектры мощ­
ности и спектры Фурье, если нет 
.сnециальных указаний, приводятся 

в логарифмическом масштабе.) 
1 х ( t }  

� 
lxkl' 

l 
о 1/Т 2/Т 3/Т щ 

б 

t .  

f 
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ческом масштабе. За единицу измерения вдоль оси ординат вы-­
бирают децибел, равный десятикратному десятичному лога· 
рифму. Разность в а децибел соответствует отношению ампли­
туд IQO, la, 

1 1 1. 3. РАЗЛ ИЧНЫЕ ТИ ПЫ СПЕКТРОВ ФУРЬЕ 

1 1 1 .  3.1. Периодический сигнал 

Вид спектра мощности, как ветрудно понять, зависит от· 
того, как именно сигнал х ( t )  изменяется со временем. Спектр 
Фурье интересен тем, что позволяет выявить такие свойства 
эволюции  во времени, '"которые в противном случае остались бы 
скрытыми. 

· 
Рассмотрим сначала простой случай, когда х ( t) - периоди­

ческий сигнал с периодом Т, т. е. 

х (t) = х (t + Т) = х ( t + 2: ) . 
Такой сигнал порождает генератор .  Ван дер Поля в режиме 
предельного цикла.  · 

В предельном случае период в точности р авен продолжи­
тельности измерения 

т = iмакс = n!!.t. 

Тогда, как следует из формулы (8) , компоненты Фурье сосре­
доточены на частотах 

2 3 n т ·  т ·  т ·  . . .  , т ·  

В простейшем случае, ' когда х ( t ) - круговая тригонометриче­
ская функция (синус или косинус) ,  спектр состоит только из · одной венулевой компоненты с абсциссой 1 /Т (или k = 1 ,  
р ис. 1 1 1 ,  4, а) . Для сигнала другой формы, например в случае 
релаксационных колебаний, амплитуда гармоник с частотой 
2/Т, 3/Т, . . .  уже не равна нулю. Именно поэтому наличие гар­
моник в спектре указывает на несинусоидальный -характер сиг­
нала (рис. 1 1 1 .  4 ,  б ) . 

Изложенные выше соображения легко могут быть обобщены 
на случай, когда продолжительность измерений fмакс есть целое 
кратное периода сигн�ла Т: 

lмакс = рТ, р - положительное целое число > 1 .  

В этом случае  венулевые компоненты спектра по-прежнему со­
средоточены на частотах 1 /Т, 2fT, . . .  - , но р азрешение по ча-
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стоте в р раз лучше. Следовательно, все компоненты 1 xk 1 2 с ин­
дексом k, отличным от целого кратного р, равны нулю. 

В Аействительности описанная нами ситуация носит весьма 
абстрактный характер, так как на практике период сигнала 
либо неизвестен, либо известен неточно. Это означает, что отно­
шение tмакс/Т, вообще говоря, не является целым числом.  Как 

это сказывается на форме спектра? Чтобы ответить на этот 
вопрос, вычислим иреобразование Фурье в простом случае кру­
говой тригономет�ической функции 

х (t) = ехр ( i 2;t ) , 
( . 21tjM ) х1 = ехр t -т- , 

n 

xk = -� I exp (i 
21tiM ) exp (- i 

2�k ) -
. -y n  / = 1  

Полагая ф k  = l!!t/T - kfn, ·получаем 

1 � 1 ехр (i2n1tФk) - 1 
xk = _ '-' � exp (i2nфkj) = _ 1- ехр (i2nфk) . , 

'V n / = l  'V n ехр (L2'Jtфk) - 1 

А •  1 sin2 (n'Jttl;>k) 1 xkxk 1 = 1 xk 12 = n sin2 ('Jtфk) . 

Принимая дополнительную гипотезу больших n ( и, следователь­
но, малых яфk) ,  получаем асимптотически 

2 sin 2 ( n'!tФk) 
1 Xk 1 R:: n 

(n1tФk)2 • 
Следовательно, l xk l 2 ведет себя, как функция sin2 z/z2, график 
которой вы видите на рис. 1 1 1 .  5. Эта функция имеет максималь­
ную амплитуду, равную единице при z = О , и серию вторичных 
максимумов в точках + ( l + 1 /2) n ( l - положительное целое 
число) , амплитуды которых убывают как 1 /z2• Таким образом, 
1 xk 1 2 достигает максимума при k, равном ko - ближайшему 
к nblfT целому числу; дискретная переменпая фk в этой точке 
близка нулю. Кроме того, так как целые значения k, близкие ko, 
соответствуют боковым дугам функции sin2 zjz2, амплитуда 
1 Xk 1 2 при k = ko + l не равна нулю,- хотя и быстро убывает 

с увелич�нием l. Окончательный результат состоит в том, что 
помимо одного пика, возникающего в том случае, когда между 
периодом сигнала и продолжительностью измерений имеется 
резонанс, существуют также вторичные пики, называемые 
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побочными, которые расположены симметрично относительно ча­
стоты IJT. Ширина линии - порядка нескольких единиц часто­
ты l!f и максимальна, когда отношение nblJT. полуцелое. На 
рис. I I I . 6 показано, ка:к эта ситуация отличается от резонанса. t (si_п z\ 2 1 __ : ) 

.: .. \ z 1 

! 1 :� ' . .. 1 .. • 1 • 1 
1 

1 1 
i • 1 • 

-=.......J..e ··-·:::, .. i_ ---'---�,�-
- 2� -1\> �# J ="'!.' Z:t , 

Рис. I I I .  5. График функции sin2 z/z2• 

1 

4/:Jr:-z х- - -х-1 \ 
1 ' 

! \ 
1 • ' 

1 ' 
1 \ 

1 \ 
Х- -'- - Х-- - -Х Х-- - Х- - - -Х f 

� �  1/Т 
Рис. I I I .  6. Форма одной спектрадьной компоненты при двух различных усло­
виях получения выбороч·ных значений : сплошная линия (кружки) удовлетво­
ряет условию резонанса : nM/T - целое число; штриховая ,линия (крестики) 

удовлетворяет другому условию: n!!.tjT - полуцелое число. 

Резюмируя, можно сказать, что спектр периодического сиг­
нала с периодом Т состоит из пика на частоте I JT, побочных 
пиков и, возможно, несколько других пиков (и их побочных пи­
ков) - гармоник основной частоты. 
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111. 3.2. Квазипериодический сигнал 

Функция у, зависящая от r независимых переменных 
t1 , t2, • • •  , t,, называется периодической с периодом 2:n: по каж­
дому из своих аргументов, если значение ее не изменяется при 
увеличении любой из своих переменных на 2:n:: 

1 • 
y (t1 , t2, • • •  , t1 , • • • , t,) = y (t1 , t2, • • •  , t1 + 2:n:, . . .  , t,) , J = 1 ,  . . .  , r .  
Такая функция называется квазипериодШtеской по времени, 
если все ее r переменных проtюрциональны времени t : 

t1 = ro1t, j =  1 ,  . . .  , r. 
Квазипериодическая фун�ция имеет r основных частот 

и, следовательно, r периодов Т1 = 1 /f1 = 2:n:/ro1. 
Прежде чем мы перейдем к форме спектра Фурье такой 

функции, l!апомним, что приведеиное выше ее формальное опре­
деление относится к любому явлению кратной периодичности. 
Приведем один пример этого явления из многих : астрономиче­
ское положение точки на поверхности Земли описывается квази­
периодическим законом, так как обусловлено вращением Земли 
вокруг своей оси ( Т 1 = 24 ч) , вращением Земли вокруг Солнца 
( Т2 � 365,242 дней) и, наконец, прецессией земной оси ( Тз ::::::. 
� 25 800 лет; период Тз иногда называют платоническим го­
дом) 1 ) .  Мы уже упоминали о том, что фазовая траектория, со­
ответствующая квазипериодической функции, определена на 
торе 2 ) размерности r, который принято обозначать символом Т'. 

Как петрудно догадаться, спектр Фурье функции, квазипе­
риодической по времени, в общем случае имеет сравнительно 
сложный вид. Однако существует одно исключение - когда ква­
зипериодический сигнал x (ro,t, . . .  , ro,t ) есть сумма периодиче­
ских функций: 

r 

х (ro1t, . . .  , ro,t) = L Xt (rotf) . i = l  

1 )  Очеяь малыми возмущениями этих основных движений мы nренебре­
гаем. Если учесть различие в nорядке величин временных масштабов движе� 
ний, то взаимодействие ме�ду ними nренебрежимо мало. · 

2) В простейшем случае r = 2 можно nоказать при совершенно общих 
условиях, что траектория, описываемая nараметрически тремя функциями 
времени x (rotf, ro2t) , (d/dt) x (rott, ro2t) и (d2/dt2 ) x (rotf, ro2t) , действительно 
лежит на торе в R з, т. е.  на  торе в обычном смысле. 

5 n. I>ерже и др. 
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В этом случае, используя линейность соотношения (8) , можно 
показать, что спектр мощности есть сумма r спектров каждой 
из функций Xi ( roit) .  Следовательно, он состоит из множества пи­
ков на частотах f1 , f2, . . .  , f, и их гармониках: 

т1f 1 , тzfz, · · · , т,f, 

( т1 , тz, · . . .  , т, - положительные целые числа ) .  Но, вообще 
говоря, ниоткуда не следует, что квазипериодический сигнал 
должен быть суммой 'r периодических слагаемых. Если квазипе­
риодическая функция содержит член типа произведения круго­
вых тригонометрических функций, например sin ( roit) sin ( roit) , то 
ее спектр Фурье СQдержит основные частоты 1 {i - fi 1 и 1 {i + fi 1 ,  
а также их гармоники, nоскольку 

s in (ro1t) s in (ro1t) . � cos (i f1 - f1 1 2nt) - -� cos (l f1 + f1 i 2nt). 

Обобщая этот результат, мы можем утверждать, что спектр 
Фурье квазиnериодической функции x ( t) ,  нелинейно зависящей 
от периодических функций переменных roit, содержит компо­
ненты со всеми частотами вида 

где тi - произвольвые целые числа .  
В дальнейшем мы ограничимся пока двумя периодами (r=2)  

и оставим в стороне то обстоятельство, что разрешение �f 
сдектра мощности • конечно. :Каждая иенулевая компонента 
спектра сиГнала x (ro 1 t, rozt) есть пик с абсциссой l т1fl + т2fz l .  
который мы обозначим для краткости через (т1 , т2) .  Отноше­
ние f1/f2 может быть либо рациональным, либо иррациональным 
числом. В последнем случае из теории чисел известно, что сум-, мы  вида 1 т1f1 + т2f2 l образуют на положительной веществен­
ной полуоси всюду плотное множество. Иначе говоря, любое ве­
rцественное положительное число сколь угодно близко к одной 
из таких сумм.  Следовательно, спектр сигнала с двумя перио­
дами также всюду плотен. Но это не означает, что его можно 
представить с помоrцью непрерывной функции. Действительно, 
два пика, близких друг к другу на оси частот, априори отнюдь 
не обязательно должны иметь близкие амплитуды. Следова­
тельнО", в большинстве случаев мы будем наблюдать весьма огра­
ниченное число частот, соответствуюrцих линиям с большой 
амплитудой, поскольку линии более высоких порядков (т. е .  соот­
ветствуюrцие значениям т1 и тz, превышающим несколько еди­
ниц) имеют слишком малые амшштуды, чтобы их можно было 
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обнаружить 1 ) .  На практике квазипериодический спектр иденти­
фицируют, пытаясь найти две основные частоты f1 и f2, которые 
позволили бы представить частоты линий с большой амплитудой 

x lt J  
а 

t 

Рис. 1 1 1 .  7. Квазипериодическая функция с двумя частотами ft и fz (отноше­
ние f1/f2 иррационально) . а - сигнал; б - его спектр Фурье, содержащий по­
мимо основных частот f 1 н f2 главные пики с комбинационными частотами 

fp = mtft + mzfz : 
а -+ f2 - f1 .  e -+ 5fi - f2. j -+ 5f1 + f2. 
Ь -+ 3fi - fa, g -+ 8f1 + f2, 
с -+ f1 + fa, h -+ 5fl ,  
d -+ 3f l ,  i -+ 7fl - f2· 

в виде простых комбинаций 1 m,f, + m2f2 l с небольшими m1 и m2:  
О,  + 1 ,  +2,  . . . (рис. I I I .  7) .  

• 1 ) Очень часто (хотя с чисто математической точки зрения не всегда) 
амплитуды пиков высокого порядка убывают как exp (-at l mt l - az l ma l ) , гдe 
а1 и az - положительные числа. При больших 1 mt l и 1 mz l эти амПJiитуды 
становятся пренебрежимо малыми. Обнаружить их практически невозможно, 
если индексы m1 и mz по абсолютной веJшчине существенно nревышают а} 1 

- 1  и а2 • 
5* 
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Если отношение f1/f2 рационально, то  спектр Фурье не всюду 
nлотен. Это означает, что он заведомо �е соответствует непре­
рывной функции .. Так как 

blf2 = n1/� (n1 , n2 - целые числа), 

квазипериодический сигнал в этом случае в действительности яв­
Х it) 

а 

t 

·о  

@ 

f 
Рис. 1 1 1 .  8. Квазипериодическая функция (отношение ft/f1 рационально) . 
/J - сигнал ; б - соответствующий спектр Фурье. Сигнал почти совпадает с 
функцией, изображенной на рис. I I I .  7 , но частота ft изменена так, что 
ftlfs = 2/3. Обратите внимание на то, что при этих условиях все пики соот-

ветствуют гармоникам с частотой, кратной частоте f = fz - ft = ( 1 /З) fz: 
a � f2 - f 1 , d � 6f, h � IOf, 
ь � зr (= !2) , e � 7f, i � l l f, 
c � 5f, g ....:..' 9f, j �  1 2f. 

ляется периодическим с периодом Т = n1 T1 = n2T2. Действитель­
но, по определению получаем 

х ((1)1t, (i)2t) = х ((1)1[ + 2nn1 , (1)2t + 2n�). 

х ((!)![, (i)2t) = х ( (i)l (t + ;11 ) . (i)2(t + ;: ) ) . 
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Говорят, что происходит синхронизация частот f1 и f2 ( или затя­- гивание частоты) . Все линии спектра Фурье являются гармони­
ками низшей частоты 

fo = J.. = ll.. = Д. . 
Т n 1 nz 

Эта ситуация изображена на рис. I I I . 8. Сос�дние линии спектра 
всегда разделены одинаковым  расстоянием 1 /Т. 

1 1 1 . 3.3. АпериоАический сиrваn 
Если сигнал x ( t) не является ни периодическим, ни квазипе:;,­

риодическим,  то его называют апериодическим ( или иногда не­
периодическим) . Позднее в этой книге · на м  встретятся несколько 
примеров такой ситуацйи, и мы увидим, что спектр Фурье апе- · 
риодического сигнала непрерывен 1 ) .  Реальная трудность со­
стоит в том, что спектр Фурье, кажущийся непрерывным, не мо­
жет быть автоматически приписан апериодическому сигналу, 
так как такой спектр может соответствовать квазипериодиче­
скому сигналу с очень большим (в пределе - бесконечным)  чис­
лом частот. 

Если предположить, что сигнал действительно ап�риодиче­
ский, то все равно нам придется решать ( по чисто методическим 
соображениям) , мало ли число степеней свободы (например, 
меньше, чем 1 0) или, наоборот; очень велико. В первом случае 
перед нами открывается возможность дать полностью детерми­
нированное описание системы. В отличие от этого. во втором 
случае при современном состоянии знаний мы можем развить 
только вероятностный подход. Он состоит в том,  что вводят по­
нятие случ_айности, не ставя под сомнение (скрытую) детерми­
нированность явлений. Хотя второй случай выходит за  рамки 
книги, все же уместно остановиться несколько подробнее на том, 
что мы имеем в виду, когда проводим различие между «детер-
минированным:. и «слу чь.;iным».  

' 

Предельный случай случайного сигнала известен под назва­
нием белого шума .  Этот термин вызывает ассоциации с шумом 

1 ) Спектр апериодического сигнала стремится к непрерывной функции 
только в среднем. Действительно, если вычислить дискретный спектр сигнала 
продолжительностью tмакс с помощью описанного выше метода выборочных 1 
значений, , то окажется, что амплитуды соседних 1 xk 1 2  очень сильно изме- ' 
няются независимо от того, сколь большим мы выбрали tмакс· Разность ме­
жду l ik l z  и J xk± t l 2  обычно сравнима с самими этими величинами. Следова­
тельно, чтобы получить непрерывный спектр (или по крайней мере разумное 
приближение к нему) исходя из последовательности l ik l 2, необходимо ' либо 
произвести усреднение до многим спектрам, взяв каждый из них во времен­
ном окне шириной fмакс/N (Н - большое число) ,  либо, что эквивалентно, ус­
реднить J xk J z .  локально по пекоторому числу последовательных значений k. 
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' ( звуком, лишенным какой бы то ни было гармоничности) и со 
светом без окраски. Таким образом, белый шум можно видеть 
как белый свет или слышать, например ,  как шум водопада. Бе­
лый шум порождает множество независимых источников : атомы 
р аск·аленной нити в лампе, испускающей белый свет, или брызги 
водопада, низвергающегося на скалистое основание. 

Порождаемый белым шумом сигнал х ( t) в каждый - момент 
времени можно считать «новым» 1) по крайней мере в первом 
приближении. Покажем, что соответствующий спектр мощности 
«плоский», т. е. амплитуда не зависит от частоты, так что его 
наиболее существенная характеристика в том, что он лишен ка­
кой бы то ни было гармоничности. 

Пусть х ( t) - сигнал с нулевым средним и дисперсией х2 • От­
сутствие корреляции между значениями сигнала в р азличные 
моменты времени выражается условием 2) 

{х/х/ +т) = х2бт = {Фт), 
где <'>т - дельта-функция Кронекера (<'>о = 1 ,  <'>m = O при m=FO) . 
Из теоремы Винер а � Хинчина получаем i n 

� Xk 12) = L {'Фт) cos ( 2тr.:k ) Х2 • 
m = l 

Это показывает, что средняя амплитуда спектра мощности сиг­
нала не зависит от k. Иначе говоря, средняя амплитуда белого 
шума не зависит от частоты. 

Описанная выше ситуация весьма широко встречается на 
практике : высокочастотная компонента многих природных шу­
мов есть такой белый шум. Действительно, шум, обусловленный 
молекулярным воЗбуждением, включает в себя действие почти 
бесконечно многих независимых агентов : молекул, электронов 

1 )  Чтобы быть вполне строгими, заметим следующее. Шум является бе­
лым, если отдельные источники не только независимы, но и порождают сиг­
налы, nредставляющие собой импульсы бесконечно малой nродолJ:!!:ительности. 
Если же сnектр каждого такого элементарного сигнала наделен какой-нибудь 
структурой, то свет или звук становит'"я окрашенным. 

2) В nриводимом выражении nод средними понимаются средние по ан­
самблю. Мы неявно рассм атриваем автокорреляционые функции 'Фm и фурье­
образы \ .fk \ 2, nолучаемые из ряда, содержащего n значений х - индивидуаль­
ной реализации этих величин. Затем мы берем их среднее арифметическое 
( ) . Заметим, что в данной реализации среднеквадратичное р асстояние ме­

жду величиной \ .fk \ 2  и ее средним значением есть величина такого же поряд­
ка, как и среднее. Как мы уже упоминали, это объясняет, почему спектры 
турбулентных сигналов, чтобы получить непрерывные функции частот, сле­
дует либо сглажвать, либо усреднять по ансамблю реализаций. 
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проводимости, упругих колебаний атомов кристаллической ре.­
шетки и т. д. 

Теория термодинамического шума  принадлежит к числу наи­
более выдающихся достижений физики первой половины ХХ в. 
В качестве конкретного примера рассмотрим классический при­
мер шума Найквиста, названного так в честь физика, предло­
жившего объяснение этого явления. Пусть RС-цепь (R - сопро­
тивление, С - емкость) находится в тепловом р�вновесии (в от­
сутствие приложеиного извне напряжения) . Чувствительный 
вольтметр измеряет флуктуации напряжения V ( t) на конденса­
торе или резисторе. Энергия, запасенная в конденсаторе ем-

' костью С, выраженная через напряжение на его обкладках, ра­
вна C V2 /2. Эта энергия обусловлена тепловыми флуктуациями, 
и по теореме Эренфеста о равнораспределении энергии ее сред­
нее значение равно kT /2, где k - постоянная Больцмана (k = 
= R,jN, R1 - джоулевская постоянная, N - число Авоrадро) , 
Т - абсолютная температура  системЫ. Таким образом, имеем 

где среднее берется либо по времени, либо по термодинамиче­
скому ансамблю. Но эта величина есть среднее мгновенных зна­
чений, а мы хотели бы знать частотную структуру такого шума. 
Определить ее можно следующим образом. Если V ( t) - напря­
жение на  конденсаторе в момент времени t, то напряжение в по­
следующий момент времени t + ,; обусловлено двумя факторами. 
С одной стороны, конденсатор разряжается через резистор R, 
создавая напряжение V (t) e-т!Rc, где (RC) - постоянная времени 
цепи. С другой стороны, на обкладках конденсатора тепловые 
флуктуации создают новый электрический заряд. Эти флуктуа­
ции не коррелированы с начальным зарядом конденсатора и 
тем самым с V ( t) . Так как RС-цепь линейна, мы получаем 

(V (t) V (t + -r)) = (V (t)2) ехр ( - 1 -r V RC), 

где в случае отрицательного значения ,; следует взять его абсо­
лютную величину 1 т 1 .  Спектр шума определяется теоремой В и· 
пера - Хинчина для непрерывных переменных 

00 

S (ro) = f � dт_ (V (t) V (t + -r)) cos (ют), 
о 

2R.kT S (ro) = n ( 1  + m2R.2C2) • 
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В этом формализме соотношение Парсеваля - Планшереля 
имеет вид 

00 
r kт 
) S (ro) dro = (V2(t)) = c ·  

о 

Эта формула дает спектральное распределение флуктуаций на­
пряжения на емкости в RС-цепи. В пределе нулевой емкости 

б 

f 
о 

Рис. 1 1 1 .  9. Аnериодическая функция. а- сигнал; б - его сnектр Фурье. 
Сnектр неnрерЫ!jНЫЙ в отличие от линейчатых спектров рис. 111. 7 и 111. 8. 

достаточно положить С = О в выражении для S ( ro ) , и мы полу­
чаем классическое выражение для шума Найквиста : 

. 
S (ro) = 2RkT 

. "; 
Следовательно, тепловой шум на резисторе есть белый шум, так 
как S ({J))  не  зависит от ro. Амплитуда такого шума пропорцио­
нальна абсолютной температуре и сопротивлению. Заметим, что 
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в рассматриваемом предел·е ( С = О)  среднее �личины V2 рас­
ходится, так как ( V2)  = kT fC. Н а  практике V2 не обр ащается 
в бесконечность, так как при очень высоких частотах в цепи 
всегда имеется паразитпая емкость, и поэтому С никогда не бы­
вает в точности равной нулю. 

Шум, ·производимый простым резистором, ' есть белый шум, 
спектр мощности которого не за,_висит от частоты. Наоборот, 
тепловые флуктуации напряжения R С-цепи образуют окрашен­
ный шум.: спектр его также является непрерывной функцией 
частоты, но отличен от константы. 

Завершив это отступление о случайных сигналах, возвра­
тимся к нашей главной цели, · т. е. к исследованию сигналов, воз­
никающих в детерминистской динамике. Как мы уже отмечали, 
апериодический сигнал имеет спектр мощности, который ка­
жется непрерывным, как в примере на рис. 1 1 1 .  9. Следователь­
но, выбранный нами метод анализа не позволяет провести раз· 
личие между апериодическим и случайным сигналами.  Это огра· 
ничивает применимасть преобразования Фурье и вынуждает нас 
обратиться к другим методам, главным образом к методу сече­
ний Пуанкаре. 

1 1 1. 4. БЫСТРОЕ ПРЕОБРАЗОВА Н И Е  ФУРЬЕ (БПФ) 

Мы видели, что существует тесная взаимосвязь между перио­
дическим, квазипериодическим или апериодическим характером 

- сигнала x ( t) и формой его спектра мощности. Чтобы определить 
характер динамического режима, остается явно вычислить 1 Xk 1 2• 
Теоретически это петрудно сделать, используя формулу (8) .  Но 
на практике объем вычислений становится устрашающим, как 
только n принимает достаточно большие значения. Тем не менее 
удобно выбират-ь n большим, а At малым, чтобы воспроизвести 
сигнал x ( t) как можно точнее. При n= 103 (т. е. еще при сравни· 
тельно малом значении n) нам пришлось бы вычислить 
1 000 сумм,  каждая. из I{оторых содержит 1 000 членов ! Вообще 
вычисление n компонент спектра требует выполнения числа опе-

. раций (сложения и умножения) порядка n2• Столь быстрое воз­
растание числа операций долгое время было ограничивающим 
фактором, сдерживавшим применение преобразования Фурье. 
Даже появление первых компьютеров не слишком исправило 
ситуацию. 

Но в тех случаях, когда n есть степень двойки, алгоритм, из­
вестный под названием БПФ 1 ) , позволяет вычислять спектр за 

1 )  БПФ означает быстрое преобразовапие Фурье. Этот алгоритм был 
предложен в 1965 г. Кули и Тьюки. Впоследствии авторы обнаружиди , что 
-тот же алгоритм был разработан еще в 1942 г. другими исследователями , 
работа которых в то время не привлекла к себе должного внимания. 
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существенно меньшее число операций порядка n log2 n .  При n = 
= 2 10 = 1 024 спектр вычисляется в 1 00 раз быстрее, а при n = 
= 10 1 8 - в 7000 раз быстрее, чем традиционным методом. Это 
приводит к ощутимой разнице в стоимости вычислений. Именно 
благодаря столь фантастической экономии времени анализ 
Фурье стал стандартной процедурой в научно-исследовательских 
лабораториях и помимо исследования динамических систем по­
зволил достичь большого прогресса во многих других обла­
стях 1 ) .  

Упомянем среди прочих областей различные виды спектро­
скопии: инфракрасную, комбинационного рассеяния, р ентгенов­
скую, на основе магнитного резонанса, фотонных биений и т. д. 
На рынке появились цифровые анализаторы Фурье, которые. 
комбинируя БПФ с другими .  трюками,  позволяют получать 
спектр мощности сигнала, содержащего тысячи точек, всего 
,лишь за несколько секунд. 

1 )  Методы обработки сигналов (главным образом фильтрования и по­
вышения отношения сигнал/шум) претерпели существенные технические усо­
вершенствования, в которых немалую роль сыграло БПФ. 
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СЕЧ Е Н ИЯ П УАН КАРЕ 

IV. 1 .  ОПРЕДЕЛ Е Н И Е  ПОТОКА 

Примем теперь весьма общую точку зрения и начнем с того, 
что, как было показано в трех предыдущих г.чавах, эволюция 
многочисленных систем может быть описана системой n обык­
новенных дифференциальных уравнений 

d 'dt Х (t) = F (Х, t), (9) 

где Х --:-, вектор из IR n (фазового пространства) , а F - векторное 

поле над этим пространством.  Как мы уже знаем, именно та­

кой вид 1) имеют законы, управляющие поведением различных 
осцилляторов. 

Система дифференциальных уравнений типа системы (9) на­
зывается потоком в IR n. Если F не зависит явно от времени, а 
зависит только от Х:  ' 

F = F (X (t)), 

то поток называется автономным. Уравнение ( 5) может служить 
типичным примерам автономного потока . С другой стороны, если 
F зависит явно от времени, то поток называется неавтономным. 
Примерам такого потока может служить уравнение Матье (7 ) . 

Найти аналитическое выражение для решений уравнений (9) 
удается лишь в отдельных частных случаях, когда поток инте­
грируем. В большинстве случаев поток неинтегрируем, и нам 

приходится исследовать каждое решение, рассматривая соот­

ветствующую ему траекторию в фазовом пространстве. По­
скольку часто и это бывает очень трудно, мы упростим задачи, 

используя для этого один метод, развитый Анри Пуанкаре. 

1 )  Это согласуется с тем, что с помощью подходящей замены переменных 
мы всегда можем преобразовать одно дифференциальное уравнение п-го по­
рядка в систему n дифференциальных уравнений первого nорядка. Этим 
свойством мы уже воепользавались при построении фазового портрета для 
rенератора Ван дер Поля. 
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IV. 2. СЕЧЕНИЯ ПУЛИКАРЕ 

IV. 2.1. Построение и свойства 
' 

Теор�тически не существует никаких ограничений на размер-
ность n фазового пространства .  Однако в этой главе по сообра ­
жениям дизактического и практического порядка мы рассмотрим 
только трехмерный случай 1 ) . Кроме того, нас будет инте­
ресовать только асимптотическое поведение при t -+  оо . Иссле­
дование переходных состояний, обладающих значительно мень­
шей общностью, мы оставим в стороне. 

Х! 

Рис. IV. 1 . Схем атическое изображение сечения Пуанкаре. Фазовая траекто­
рия Г последовательно пересекает плоскость S (с х8 < О) в точках Ро, Ps. 
Р2, . . . . Эти точки принадлежат сечению Пуанкаре траектории Г плоскостью S. 

Вместо прямого изучения решения системы уравнений (9) 
в 'R 3  может оказаться полезным рассмотреть точки пересечения 
траектории с плоскостью. Схематически эта процедура изобра­
жена на рис. IV. 1 . Для иллюстративных целей мы выбрали пло­
скость S, заданную уравнением х3 = const, и отметили точки 
пересечения, соответствующие заданному направлению эволюции 
(.Хз < О) . Высота плоскости выбрана с таким -расчетом,  что 
траектория Г пересекает S в точках Р0, Р,, Р2, • • • • Динамика 
в этих точках такова, что хз непрерывно переходит с одной сто­
роны плоскости S на другую. В действительности S может быть 
любой плоскостью, но подходящий выбор ее приводит к сече­
ниям, более легко поддающимся анализу. Итак, исходя из на-

1 ) В этой главе либо n = 3, либо мы рассматр!fваем проекцию фазовыJt 
траекторий на трехмерное подпространство. 
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Чальной точки, мы получаем множество точек, образующих се­
чение Пуанкаре, т. е. некоторый граф в двух измерениях. 

Преобразование, переводящее точку в следующую, является 
непрерывным отображением плоскости S на себя, называемым . 
отображением Пуанкаре :  

.pk + t  = Т (Pk) = Т (Т (Pk_ t )) = Т2 (Pk- t )  = . . . . ( 1 0) 
Так как решение системы (9) единственно, точка Р0 однозначно 
определяет точку Pt ,  которая в свою очередь определяет Р2 
и т. д. Если, наоборот, Р1 однозначно определяет точку Р0 при 
изменении знака t в уравнениях (9 ) , то Т - обратимое отобра­
жение плоскости S ца себя. 

Заметим, что сечение Пуанкаре заменяет эволюцию с непре­
ры�ным временем, описываемую урав}Jениями (9) , отображе­
нием ( 1 0 )  с дискретным временем. Если не считать особых (но 
тем не менее интересных) случаев, то интервал времени между 
последовательными точками непостоянен. 

Наконец, подчеркнем, что по построению сечение Пуанкаре 
и отображение Пуанкаре обладают- топологическими свойствами 
того же рода, что и породивший их поток. Например, если по­
ток (9) диссипативен и объемы в фазовом пространстве сжи­
маются, то отображение Т сокращает площади на плоскости S. 
Наоборот, отображение Т сохраняет площади, если поток (9)  
консервативен, или гамильтонов. Аналогично если у потока име­
ется аттра.ктор , то его структурr�ые характеристики могут быть 
найдены в сечении Пуанкаре. 

IV. 2.2. Практический интерес 

Метод сечений Пуанкаре упрощает исследование непрерыв­
ных потоков по трем причинам.  Во-первых, мы п'ереходим от по­
тока в R 3  к отображению на плоскости, понижая тем самым 
число координат на единицу 1 ) . Во-вторых, время дискретизуется 
и дифференциальные уравнения заменяются разностными урав­
нениями, определяющими отображение Пуанкаре Р -+ Т (Р) . 
Эти алгебраи9еские уравнения значительно легче поддаются ре­
шению. Наконец, в-третьих, резко сокращается число данных, 
подлежаЩих обр аботке, так как почти всеми тоЧками на траек­
тории можно пренебречь. Покажем теперь, какие преимущества 
проистекают из этих упрощений.  

Первое преимущества - !la уровне математического модели· 
рования. Итерация отображения 

xi (k + 1 ) = T (xl (k)), i =  1 ,  2, 

1 )  В более общем случае непреры вный поток в R "  сводится к дискрет­
ному отображению R n- t  на себя .. 
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осуществляется несравненно легче, чем интегрирование такого 
потока, как (9) , если говорить о времени вычислений и необхо­
димой производительности ЭВМ 1 ) .  Следовательно, итерирован­
ные отображения позволяют апробировать адекватность модели 
ценой меньших затрат. В гл. VI мы познакомимся с примером 
того, как метод сечений Пуанкаре позволяет открыть фундамен­
тальные свойства .  Хотя априори область сечения Пуанкаре трех­
мерного потока есть поверхность, задача может быть вередко 
сведена далее к ( необратимому) отображению прямой R 1 на 
себя. 

' 
Рис. IV. 2. Сечение Пуанкаре для квазипериодического режима. Показаны 
часть траектории в трехмерном пространстве, спроектированной на  плоскость 

(Xt, х2) , и (штриховой линией) соответствующее сечение Пуанкаре. 

Метод Пуанкаре имеет и другие преимущества помимо упро­
щения математического моделирования. В трехмерном про­
странстве мы можем изображать траектории только либо в пер­
спективе, либо в проекции.  И в том и в другом случае  трудно 
получить представление об их расположении в пространстве.  
Сечение Пуанкаре траекторий быстро дает хорошую картину. 
Подтверждением этому может служить рис. IV. 2. На нем изо­
бражена проекция трехмерной траектории на плоскость. Много­
оборотная кривая с самопересечениями не много говорит о ди­
намике системы (за исключением того, что динамика сложная) .  
Но стоит лишь провести сечение Пуанкаре, как тотчас же ста­
новится ясно, что эт·а траектория, по-видимому, лежит на 
торе Т2, который, как мы знаем, является аттрактором режима  

1 )  В случае ото бражения плоскости н а  себя вычисления могут быть прак­
тически выполнены с помощью карманного ка,1ькулятора. Именно так Энон 
открыл аттрактор, носящий ныне его имя, определяемый итерацией отобра­
жения (х, у) -+ ( �у, 1 - ctx2 + у) ,  где ct = 1 ,4 ; � = 0,3 (см. гл. Vl) . 
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с двумя периодами .  Сечение Пуанкаре может характеризовать 
трехмерный поток и по-другому (хотя и в том же духе) . Точки 
сечения Пуанкаре могут быть располо�ены более или менее 
сложным образом на кривой или распределены По поверхности, 
как на рис. IV. 3. Во втором случае мы заключаем с полной уве­
ренностью, что поток апериодический. Если же сечение Пуан-

�""-'"·-;....:..:�"� А..-::;;;-��:с \.... 
Q.i":!Z.-:;.-·· ;., 

���-:.;:.-::.�- j;\·� f" 'j1>• 
1. /JJ.!j! .Fy'f/v•" 

.;#.;.��-" �� б 

а 

Рис. IV. 3. Примеры сечений Пуанкаре. а - квазипериодический режим ; б ­
хаотический режим. 

каре выглядит как кривая, то мы . и меем дело с динамическим 
режимом, который либо квазипериодический, либо апериодиче­
ский с сильным сжатием. Действительно, если сокращение пло­
щадей в фазовом пространстве происходит очень быстро, то про­
тяженность' в «боковом» направлении (т. е .  в направлении сжа­
тия) сечения Пуанкаре становится пренебрежимо малой 1 ) .  Для 
того чтобы определить истинный характер потока, необходим 
более подробный анализ. - -

IV. 3. РАЗЛ ИЧ НЫЕ ТИПЫ СЕЧ Е Н И И  ПУЛИКАРЕ 

IV. 3. 1 .  Периодическое решение 

Следуя процедуре, изложенной в разд. I I I .  3, исследуем со­
ответствие между видом сечения Пуанкаре аттрактора и дина­
мическими  свойствами решения. Если решение периодическое, 
то, как мы уже упоминали, фазовая тр�ектория представляет 

1 )  В качестве примера см . поток Лоренца в приложении Г. 
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собой замкнутую орбиту - предельный цикл. Соответствующее · 
сечение Цуанкаре устроено очень просто : это либо одна точ­
ка Ро (рис. IV. 4) , либо несколько точек, если предельный цикл 
очень извилист. Точка Ро является неподвижной точкой отобра­
жения Т, так как 

Ро = Т (Ро) = Т2 (Р0) = . . . . 
Это свойство позволяет сделать еще один шаг и исследовать 
устойчивости периодического решения. Поскольку этот вопрос 

Рис. IY. 4: Сечение Пуанкаре предельно­
го цикла. В этом очень простом случае 
сечение Пуанкаре представляет собой 

одну точку Ро. 

важен для последующего, рассмотрим проблему устойчивости 
несколько подробнее. 

Итак, нас интересует устойчивость замкнутой траектории от­
носительно бесконечно малых возмущений. В этом случае до­
статочен Линейный анализ устойчивости, ограниченный членами 
первого порядка по возмущению. Отображение Пуанкаре (в 
первом порядке теории возмущений)  описывается матрицей М, 
определенной в окрестности точки Р0 как 

М = [ ��Jxq' i = 1 ,  2 . 

' 

Эта м атрица, называемая матрицей Флоке, обладает тем свой­
ством, что после одной петли (одного периода ) образ точки 
Ро + б, выбранной очень близко к точке Ро, находится на рас­
стоянии 1 ) 

Устойчивость траектории определяется собственными значения­
ми матрицы М. В самом деле, через т периодов мы имеем 

тm (Р0 + б) - Р0 = Мтб, 
1 )  Для простоты м ы  не приводим вычислений координ ат точек пересече­

ния с плоскостью сечения Пуанкаре.  Хотя приводи м а я  далее продедура по 
существу описывает то, что происходит вдол\> собственного вектора м атрицы 
Флоке. о н а  равным образом применима и к смещениям в общем направлении. 
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т. е. начальное отклонение увеличивается в мт раз.  В резуль­
тате смещение экспоненциально убывает со временем, если все 
собственные значения матрицы М по абсолЮтной величине мень­
ше единицы, т. е. если все собственные значения лежат внутри 
единичной окружности на комплексной плоскости. В этом слу­
чае периодическая траектория линейно устойчива, так как лю­
бре смещение из неподвижной точки стремится к уменьшению. 
В противоположном случае, когда по крайней мере одно соб­
ственное значение матрицы М по абсолютной величине больше 
единицы, смещение растет со временем по экспоненте, т. е. пре­
дельный цикл неустойчив .  Разумеется, экспоненциальный рост 
продолжается не бесконечно, но огр_аничивается нелинейными 
эффектами, которые не принимаются во внимание в линейном 
анализе. Таким образом, потеря устойчивости предельным цик­
лом соответствует пересечению одним или несколькими соб­
ственными значениями ма'трицы Флоке. Во второй части этой 
книги мы еще вернемся к вопросу о потере устойчивости. 

I V. 3.2.  Квазипериодическое решение 

В случае дваякопериодического решения с двумя основными 
частотами f1 и f2 и.звестно, что аттрактором является тор Т2, 
который может быть пров&ден в ,!R 3• Любую траекторию на по­
верхности тора можно рассматривать как суперпозицию двух 
движений 1 ) : вращения по большей окружности (параллелям) 
и вращения вокруг «цилиндра», образующего тор (рис. IV. 5) . 
Каждая из основных частот /1 и f2 соответствует этим враща­
тельным движениям. Точки пересечения траектории с плоскостью 
сечения S возникают через регулярные интервалы времени, р ав­
ные периоду первого движения (в  нашем примере Т1 = 1 /ft ) . 
Точки пересечения расположены на замкнутой кривой С, форма 
которого может быть : 

1 )  либо простой, т. е. без точек самопересечения (окруж­
ность, эллипс и т. д . ) ; 

2) либо более сложной (восьмерка, циклоида и т. д. ) при 
наличии гармоник с частотами /1 и f2• 

1) Если (х, у, z) - координаты в фазовом пространстве R 3, то одно из 
.возможных параметрических представлений траектории имеет вид 

х = а, sin (2nf,t + а,) + а2 sin (21Cf2t + а2), 
у =  Ь ,  sin (2nftl  + P t ) + Ьt sin (21Cf2t + Р2), 
Z = C t sin (21f.ftf  + '\'t )  + Ct SiП (2nf2t + '\'2) ,  

rде а;, Ь ; ,  с;, а. ; ,  Р1 и у; - вещественные константы, f1 и f2 - две частоты 
движения. В этом частном случае движение представляет собой просто сумму 
двух периодических движений. В общем случае суперпозиция двух частот 
имеет более сложный вид. 

6 П Берже и др.  
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Точная форма сечения Пуанкаре зависит от отношения f1/f2• 
Если оно иррационально, то траектория не замыкается и всюду 
плотно покрывает поверхность тора .  В этом случае говорят, что 
частоты f1 и f2 несоизмеримы. Замкнутая кривая С непрерывна. 

Рис. iv. 5. Тор Т2 и его сечение Пу­
анкаре плоскостью S. Через ft и fз 
обозначены две частоты, определяю­
щие перемещение по поверхности то­
ра .  Если отношение ft/fз иррацио­
нально, то сечение Пуанкаре есть за-

мкнутая кривая С. 

Так как каждая из ее точек есть образ  векоторой другой точки 
кривой С под действием преобразования Т, крилая С инвариант-
на относительно отображения Т: 

· 
Т (С) = С. 

Хотя кривая С непрерывна, послеДовательные точки пересече­
ния траектории с плоскостью S не покрывают ее сплошь. На-

Ро 

о 
. - �  Рэ .  

.FI 
· �  

а о 
Рис. IV. 6. Сечение Пуанкаре для квазипериодичес�оrо режима с двумя ча­
стотами f 1 и fz . а - отношение f t!fз иррационально; б - отношение ftffз ра­
ционально (в нашем примере ft/з = 3/5) . Индекс указывает, в каком порядке 

траектория проходит точки Ро, Р1,  Рз, Рз, Р4. 

оборот, отображение Т соответствует сдвигу вдоль С на конеч­
ный _интервал. 

Если отношение f1/f2 рационально, то сечение Пуанкаре со­
стоит из конечного множества точек, распределенных по С. Од­
нако на этот раз С - уже не непрерывная кривая, так как тра-
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ектория уже не образует всюду плотного покрытия на торе. 
' Между f1 и f2 возникает затягивание частоты: отношение f1/f2 
равно отношению двух целых чисел п1 и п2. З авершив п1 обо­
ротов по «параллелям» и п2 оборотов по «меридианам»,  траек­
тория замыкается. Следовательно, мы имеем в действительно­
сти дело с периодическим решением [с периодом Т = (п1/f1 ) = 
= (п2/{2) ] .  Сечение Пуанкаре содержит только п1 точек, таких, 
что 

Рt = Тп ' (Рд. 

Обе указанные возможности представлены на рис. IV. 6. 

I V. 3.3. Апериодическое решение 

Чтобы понять, как выглядит сечение Пуанкаре апериодиче­
ского решения трехмерного потока, очень важно разобраться 
в слоистой структуре странных аттракторов. Мы отложим рас­
смотрение этого вопроса до гл . Vl, которая посвящена описа­
нию этих сложных аттракторов. Напомним, что, когда поток 
сильно диссипативен и приводит к быстрому сокращению площа­
дей, его сечение Пуанкаре практически можно рассматривать 
как множество точек, распределенных вдоль пекоторой кривой 
(отрезка прямой, дуги кривой и т. д. ) .  В этом случае  мы можем 
определить координату х для каждой точки на кривой и иссле­
довать, как изменяется х со временем. Отображение Пуанкаре 
н.а таком одномерном графике называется отображением пер­
вого возвращения. Следовательно, естественным обобще1щем 
исследования сечения Пуанкаре является анализ отображения 
первого возвращения, т. е. итерации 

х�г+ t = f (xk) , 

выражающей зависимость между координатами текущей и пред­
шествующей точек. 

IV. 4. ОТОБРАЖЕНИЕ ПЕРВОГО ВОЗВРАЩЕНИЯ 

Во второй части книги нам часто придется исследовать од­

номерные нелинейвые отображения вида 

Xk+ t  = f (xk). 

В частности, мы покажем, что такое отображение может пораж­
дать хаотическое поведение. В гл. IX мы убедимся в том,  что 
отображения первого возвращения имеют самое непосредствен­
ное отношение к явлениям перемежаемости. Но прежде, чем мы 

6* 
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займемся выяснением этого вопроса, уместно обсудить, как ис­
пользуются отображения первого возвращения в более простых 
ситуа-циях. 

IV. 4.1. Итерация одномерного отображения 

. Классичес;кими средствами исследования одномерного ото­
бражения являются графики на плоскости (xk , хн1 ) функции f: 
хн1 = f (xk )  и тождественного отображения Xk+l = xk. Чтобы 

f(x) 

х0 х1 х*х8 
Рис. IV. 7. Отображение f (x) при J.L = 0,7. Неподвижными точками отображе­
ния явдяются точки пересечения графика функции f (x) с диагонаJJью, т. е. с 
графиком функции х, ·задающей тождественное отображение (геометрический 
метод построения последовательных итераций отображения f см.  в тексте) . 
Существует устойчивая неподвижная точка х*, к которой сходятся итерации 
всех начальных условий в интерва-1Jе (0, 1 ) .  Начало координат _:__ неустойчи· 
вая неподвижная точка .  В этом представлении устойчивость неподвижной 
точки можно опредеJJить по угловому коэффициенту , касательной к кривой • .  
задающей отображение, в неподвижной точке: если абсоJJютная величина 
угJJового коэффициента меньше единицы, то неподвижная точка устойчива 
(как точка х*) . В противном случае неподвижная  точка неустойчпва (как 

точка 0) . 

продемонстрировать этот метод, выберем в качестве пример а  не­
линейное отображение 1 ) 

xk+ l = 4J.LXk (1 - xk), xk Е [0, 1 ] .  
График функции f (x) = 4flx ( l - x) при зiщанном значении J.L, 
заключенном между 0,25 и 0,75 (на рис. IV. 7 11 = 0,7) , имеет 
два нуля (пр.и х = О  и х = 1 )  и максимум, равный J.L,' в точке 

1 ) Как будет rtокаэано в гл. VII I ,  это отображение (квадратичная итера­
ция на  единичном интервале) обладает необычайно богатыми и р азнообраз­
ными динамическими режимами. 
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х = 0,5. Пользуясь этим графиком, исследуем заданную выше 
итерацию с начального условия хо .  Первая итерация Х1 = f (xo) 
есть точка пересечений вертикали с абсциссой хо и графика­
функции f (см. рис. IV. 7) . Аналогично вторая итерация Х2 = 
= f (x1 ) ·  расположена на пересечении вертикали с абсциссой Х1 
и графика функции f и т. д. Простой и эффективный метод по­
строения последовательных итераций состоит в использовании 
тождественного от9бражения, или диагонали, хн1 = Xk. Дей­
ствительно, горизонталь хн1 = х 1 пересекает диагональ хн1 = X�t 
в точке xk = х 1 • Следовательно, достаточно провести вертикаль 
через эту точку, не  обращаясь к оси абсцисс. 

Таким образом, повторяя последовательность операций 
1 )  проведение вертикали от диагонали до пересечения с гра-

фиком функции f (x) ;  . 
2 ) проведение горизqнтали из полученной точки до пересе­

чения с диагональю, 
мы получаем: последовательные итерации ' отображения. Из 
рис. IV. 7 видно, что итерации сходятся к точке с абсциссой х*­
пересечению диагонали с ·- графиком функции f. Читатель может· 
легко убедиться в том,  что при любом начальном условии хо, 
кроме концевых точек интервала О и 1 , итерации функции f 
сходятся к х* . Ясно, что любая точка пересечения графика функ­
ции f (x) с диагональю (графиком тождественного отображе­
ния) является итерацией самой себя ; это неподвижная точка 
отображения f. Именно с такой ситуацией мы встречаемся при 
рассмотрении щiчала координат: выбирая хо = О, получаем. 
Х1 = О, Х2 _:_ О и т. д. Но при.  значении Хо, сколь угодно близком, 
не р авном нулю, итерации сходятся к х* .  Это означает, что лю­
бое смещение из начала координат, каким бы малым оно ни 
было, увеличивается при итерациях. Точка, находящаяся на  м а­
лом расстоянии от начала координат, движется от этой непо­
движной точки, которая поэтому называется неустойчивой. В от­
личие от нее неподвижная особая точка х*, к которой сходятся 
итерации при любом начальном условии из ( 0, 1 ) ,  является 
устойчивой неподвижной точкой. 

Су_ществует критерий, позво,л:яющий определять устойчивость 
или неустойчивость неподвижной точки без громоздких вычис­
лений. Графическое построение показывает, что если тангенс 
угла наклона касательной к кривой f (x) по абсолютной вели· 
чине больше единицы, то неподвижная точка неустойЧива: 
именно так обстоит дело с началом координат на рис. IV. 7. 
С другой стороны, если тангенс угла наклона касательной к кри­
вой f по абсолютной величине меньше единицы, то итерации 
сходятся к неподвижной точке : так обстоит дело с неподвижной 
точкой х* .  
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Результаты относительно существования и устойчивости не­
nодвижной точки одномерного отображения справедливы не 
только для квадратичной функции, выбранной в качестве иллю­
страции, но и для более общих отображений. 

I V. 4.2. ПредеJiьный циКJI генератора Ван дер ПоJiя 

Теперь мы уже в состоянии легко установить результат, сфор­
мулированный в разд. 1 1 .  1 .2, без щжазательства,  а именно су­
ществование устойчивого периодического решения уравнения (5) 
при в > О. Это уравнение определяет поток на плоскости с пря­
моугольными координата�и (8, О) . Мы уже упоминалИ о том, 
что фазовые траектории имеют форму спиралей, раскручиваю­
щихся из начала координат и сходящихся вдали от него. 

ё 

Рис. IV. 8. Две тр аектории для урав­

-1----+---1.:+!�-----+.2.е....,. нения Ван дер Поля. Образом точки 
Ро служит тj'чка Pt , об,Разом точки 

Р0 - точка Р1 •  

Рассмотрим на фазовой плоскости луч, исходs.rщий из начала 
координат, и его пересечения с траекториями, начинающимися 
в точках Р0 и Р� (рис. IV. 8) . Поступая таким образом, мы 
в действительности строим сечение Пуанкаре в !R 2; в данном 
случае «плоскость» сечения вырождается в полупрямую, или 
Jlyч. 

Каждой точке на луче мы можем поставить в соответствие , 
координату х, измеряющую расстояние от этой точки до начала 
координат (т. е. радиус окружности, проходящей через эту 
точку на плоскости (8 ,  ё ) ) .  Зададим функцию х -+- f (х) ,  сопо­
ставляющую каждой точке на луче другую точку, именно точку 
первого пересечения луча с траекторией, выходящей из точки х. 
Такая функция f обладает некоторыми легко проверяемыми, 
но важными свойствами:  

1 ) f однозначно определена, т .  е .  f отображает каждую точку 
луча в другую (одну и только одну) точку луча ;  
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2) f непрерывна ;  
3) в окрестности начала координат тангенс угла наклона ка­

сательной к кривой f больше единицы (в  противном случае мы 
имели бы в этой области неравенство f (x) < х, поэтому после­
довательность итераций 

х1 = f (x0) < Хо, 
х2 = f (х1 )  < х1 < х0, 

сходилась бы к началу координат, а это противоречит утверж­
дению о том, что траектории расходятся) ;  

4) при больших х тангенс угла наклона касательной к кри­
вой f меньше единиц� (сходящиеся спирали ) ;  

Рис. IV. 9. [,рафик отQбражения 
х- f (x) ,  имеющего устойчивую 

неnодвижную точку хо. 

х 

5) f - обратимая функция, а тангенс угла наклона касатель­
ной к ее графику всюду имеет один и тот же знак (положите­
лен) . Действительно, мы можем единственным образом вер­
нуться «вспять» вдоль траектории [уравнение ( 5 1 ) ] . Следова­
тельнG, каждому значению f (х) соответствует одно и только 
одно значение х. 

Если учесть все эти свойства ,  то простейшая форма графика 
функции f такая, как на рис. IV. 9. Так как f - непрерывная 
функция, существует по крайней мере одно 1 ) положительное 
значение хо, при котором график функции f пересекается с гра­
фиком тождественного отображения: 

f (xo) = xo. 

Следовательно, отображение первого возвращения в сечении 
Пуанкаре имеет неподвижную точку. Это означает, что поток, 

1) I(ак nоказывают вычисления, для уравнения В ан дер Поля существует 
только одна неnодвижная точка. 
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из которого возникает сечение Пуанкаре, должен иметь пре­
дельный цикл. В силу условия 1 df/dx lx. < 1 неподвижная точ­
ка хо является аттрактором. Следовательно, периодическое ре­
шение устойчиво. 

IV. 4.3. Редукция трехмерного потока 
Некоторые (но отнюдь не все) трехмерны'е потоки мо

.
гут 

быть сведены к отображениям меньшей размерности. В качестве 
иллюстративного примера рассмотрим следующий поток, пред­
ложенный Рёсслером : 

x = -y - z, 

fi = x + ay, 

z = b + xz - cz, 

( 1 1 )  

т де  х ,  у и z- переменные, а ,  Ь и с --''параметры, значения ко­
тор ых требуется выбрать. При некоторых значениях парамет­
ров ( например,  при а=Ь=0,2; с=5,7) решения уравнений ( 1 1 ) 
обнаруживают апериодическое или хаотическое поведение. На 
ри,G. IV. 1 1  эволюция переменны.х x ( t) , y ( t) и z ( t) кажется со­
вершенно некогерентной, хотя сами уравнения очень просты. 
На рис. IV. 1 2, а мы видим проекцию фазовой траектории на 
плоскость · (х ,  у) . Среди многих возможных сечений Пуанкаре 
существует одно, которое особенно просто реализуемо на прак­
тике, а именно сечение, соответствующее плоскости, определяе­
мой уравнением 

y + z  · О. 
Первое из уравнений ( 1 1 ) показывает, что переменпая достигает 
в этом сечении максимума, так как х = О. Численно интегрируя 
уравнения ( 1 1 ) ,  мы можем получать значение х каждый. р аз, 
когда эта переменпая достигает экстремума определенного 
типа, например максимума.  Пусть Xk - последовательность та­
ких значений. Априори не существует причины, по кqторой 
между двумя последовательными значениями не могло бы су­
ществовать какое-нибудь соотношение. Но если мы построим 
график зависимости хн1 от предыдущего значения Xk, то полу­
чим поразительный результат, изображенный на рис. IV. 10 : вме­
ето того чтобы рассеяться по всей плоскости, точки уклады­
ваются на кривую с «горбом». В этой связи можно сделать два 
замечания. Во-первых, не вызывает сомнений тесная связь 
между потоком ( 1 1 ) и кривой на рис. IV. 10. Следовательно, ис­
еле.ztуя только отображение первого возвра,щения и не анали­
зируя полностью поток, мы можем прийти к некоторым выводам 
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Рис. IV. 1 0 .  Зависимость после;tовательных максимумов апериодического ре­
шения х потока ( 1 1 )  от значения предыдущего м аксимума. Обратите вним а­
ние на регулярный характер полученной кривой и н а  существование у нее· 

одного максимума.  
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Рис. IV. 1 1 . Апериодическое решение потока ( 1 1 ) ,  nолученное с помощью чис­
ленного интегрирования. Несмотря на nростоту дифференциальных уравнений, 
описываемая ими эволюция далеко не регулярна, как видно на примере функ; 
ций x ( t) и z ( t) . Такой вывод подтверждается сечением Пуанкаре, а также-

анализом Фурье. 
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о потоке. Сведение трехмерного потока к отображению на ин­
тервале позволяет достичь существенного упрощения. Во-вто­
рых, что еще более важно, мы можем повторить замечание, 
высказанное в предыдущем разделе :  ср авнительно простое де­
терминистское описание [уравнение ( 1 1 ) ] может ,порождать 
поведение, не обладающее никакой видимой регулярностью. Из­
менение во времени переменных x ( t ) , y ( t) , r ( t ) представляется 
совершенно некоррелированным (рис. IV. 1 1 ) ,  тогда как закон, 
определяющий это изменение [поток ( 1 1 ) ]  совершенно регуля­
рен (рис. IV. 1 1 ) ) . Здесь мы затрагиваем существенный вопрос, 
которому посвящена вторая часть нашей книги - вопрос о су­
ществовании детерминистско;о хаоса. 

IV.  5. ПРАКТИЧ ЕСКАЯ Р ЕАJI ИЗАЦИЯ 

Изложенные выше соображения относительно метода Пуан­
каре предполагают знание фазового пространства исследуемой 
динамической системы. Однако на практике мы никогда, по 
крайней мере в эксперимен-rальных исследованиях реальных си­
стем, не располагаем подобной информацией. Чаще всего нам 
приходитс}l ограничиваться измерением изменений -лишь одного 
свойства,  связанного более или менее сложной зависимостью 
с одной из независимых переменных соответствующей задачи 
(а иногда и с несколькими переменными) . Может создаться впе­
чатление, что любая попытка практически реализовать изложен­
ный выше анализ обречена на провал. 

Должны ли мы сделать вывод о том, что метод Пуанкаре 
применим только для численного моделирования потока� типа 
( 1 1 )  и не может быть использован для исследования поведения 
реальных систем? Безусловно, не следует, по крайней мере если 
число степеней свободы остается малым,  как в случае тех си­
стем,  которые рассматриваются в нашей книге. Мы надеемся, 
что каждая из переменных достаточно хорошо отражает общее 
поведение, и это обстоятельство позволяет нам проводить полный 
анализ. Отсюда напрашивается гипотеза :  по-видимому, возмож­
но восстановить топологию аттрактора, исходя из наблюдений 
только сигнала Х ( t ) и выбирая в качестве фазового простран­
ства либо Х ( t) , Х ( t+т) , Х ( t+2т) , . . .  , либо Х { t) , Х ( t) , Х ( t) , . . . . 
Иначе говоря, мы можем считать, что сигнал Х ( t) не зависит 
от значений, принимаемых им же в более поздний момент вре­
мени Х ( t + т) , где т - произвольпая постоянная, называемая 
запаздыванием. Можно поступить по-другому и рассматривать 
сигнал Х { t) и его производную по времени Х { t )  как независи­
мые сигналы. Сказанное отнюдь не означает, будто аттрактор, 
получаемый в новом пространстве, тождествен аттрактору в ис-
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ходнам фазовом пространстве. Мы утверждаем лишь, что новое 
представление аттр актора сохраняет основные топологические 
свойства первого и этого может оказаться достаточно для иссле­
дования существенных характеристик исходного аттрактора. 

В случае простого аттрактора (неподвижной точки или пре­
дельного цикла)  топологическая эквивалентность почти очевид­
на, однако она отнюдь не очевидна для более сложного аттрак­
тора - тора или странного аттрактора ,  а именно такие аттрак­
торы мы намереваемся исследовать. Поскольку точных гравии. 
области топологической эквивалентности двух представлений не 
существует, полезно обратиться к примеру. Для потока ( 1 1 ) чис­
ленное интегрирование позволяет получить все переменвые 

х (t) ,  у (t) ,  z (t) ,  х (t) , fJ (t), z (t) ,  х (t) ,  fj (t) ,  z (t). 
С этого момента и впредь мы можем сравнивать характеристикИ' 
аттрактора  в фазовом пространстве (х, у ,  z) с его характеристи­
ками в любом другом представлении. На рис. IV. 12 сравни­
вается проекция фазовых траекторий на плоскость (х, у)  с про­
екцией на плоскость (х,  i) траекторий в пространстве (х, х, х) 1 ) .  
Сходство топологий этих двух кривых очевидно. Кроме того, 
наибольшие показатели Ляпунова 2) также дают великолепное ·  
количественное согласие : значения, вычисленные в двух пред­
ставлениях, различаются менее чем на 1 % 1 

Остается практически осуществить процедуру. Один из мето­
дов состоит в численной обработке сигнала X ( t) для определе­
ния X ( t  + 1:) или .X ( t) .  Если сигнал хранится в памяти компью­
тера , то такая обработка проводится без труда. Возможны и 
другие методы, более физические, чем вычислительные. Напри­
мер, с помощью аналогового электронн01;о устройства можно 

1 ) Для уравнений Рёссл�ра соотношения , позволяющие совершить пере­
ход от координат (х, х, i) к координатам (х, у, z) исходного фазового про- ·  
странства, таковы:  

Х = Х, 

у = 
Jё + (с - 2а - х) х + х + Ь 

с - а - х  

х - ах + х + Ь z = . 
с - а - х ' 

Формально замена переменных (х, у, z) � (х, .t, i) есть криволинейное пре-
образование координат в фазовом пространстве. При естественных предполо­
жениях о· непрерывности подобиого рода иреобразование сохраняет тополо­
гию таких объектов, как аттракторы потоков .  

2 ) Показатель Ляпунова служит мерой средней скорости расхождения·· 
двух траекторий (см. nриложение Б) . 
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в каждый момент врt'мени определять величину Х ( t) и ее про­
изводную Х (i) . Иногда эксперимент планируют с· таким  расче­
том, чтобы измерение сигнала в двух различных специально вы­
-бранных точках системы соответствовало временной задержке 
между двумя однотипными сигналами.  Все трудности суще-

х 

б 

х 

Рис. IV. 1 2 . Проекции траекторий 
потока Ресслера а - проекции на 
«ИСТИННУЮ» фазовую ПЛОСКОСТЬ 
(х, у) ; б - проекции на «Вообра-

жаемую» плоскость (х, i) . -
Из работы : Packard N. Н., Crutch­
field !. Р.,  Farmer !. D., Shaw R. S. 
Geometry from а time series. Phys. 
Rev. Letters, 1 980, v. 45, р . 7 1 2. 

ственно уменьшаются в тех случаях, когда две независимые ве­
личины удается измерить одновременно. Таким образом, мы ви­
дим,  что у экспери ментатора имеется достаточно широкий выбор 
методов. 

Наконец, заметим, что для сигнала с периодичностью Т (пе­
риодического и в особенности квазипериодического )  простой 
способ построения сечения Пуанкаре состоит в измерении зна­
чений сигнала в моменты времени Т, 2Т, . . . , nT.  Так как Т ­
в точности временной интервал, необходимый для завершения 
одного цикла на аттракт�ре (предельном цикле или торе) ,  мы 
no существу стробоскопируем сигнал. Поскольку эта задача 
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.легко выполнима, стробоскопические 1 ) методы часто исполь­
зуются для идентификации и исследования квазипериодических 
решений. 

Завершив обзор р азличных методов измерения характери­
стик, зависящих от времени режимов динамических систем, мы 
проиллюстрируем теперь эти методы на конкретных случаях. Мы 
избрали несколько архетипов, которые проливают свет и на ме­
тоды анализа,  и на получаемые с их помощью результаты. 
В следующей главе подробно описаны три экспериментальные 
ситуации. 

1 )  Метод стробоскопирования равным образом применим и к анализу 
енетем с периодической вынуждающей силой. В этом случае частота выну­
ждающего воздействия задает естественный интервал для стробоскопической 
выборки значений сигнала. 



Г Л А В А V 

ТРИ П Р ИМЕРА Д И НАМ ИЧ ЕСКИХ С И СТЕМ 

V. 1 .  ВВЕДЕН И Е  

Чтобы проиллюстрировать н а  конкретных примерах теорети-
· ческие идеи, которые будут развиты в оставшейся части книги. 
мы решили сосредоточить внимание на трех различных экспери­
ментальных ситуациях. В своем выборе мы исходили из богат­
ства их динамического поведения и обилия известных резуль­
татов. 

Наш первый пример - электромеханическое устройство с тре­
мя степенями свободы, а именно магнит, помещенный в магнит­
ное поле. Мы будем называть это устройство вращающимся маг­
нитом. Наш второй пример заимствован из гидродинамики ­
это движение горизонтального слоя жидкости, подогреваемого 
снизу. Ключевое явление в этом случае называется неустойчи­
востью Рэлея - 'Бенара .  Именно она вызывает спонтанное дви­
жение жидкости. Говоря об этом явлении, мы будем использо­
вать сокращенное обозначение РБ (Рэлей - Бен ар) . Наконец. 
свой третий пример мы взяли из химии. Это наиболее известная 
и хорошо изученная из колебательных химических реакций ­
реакция Белоусова - Жаботинского (сокращенно БЖ) . 

В этой главе мы намереваемся изложить то, что известно 
о дифференциальных уравнениях, описывающих каждый из трех 
осцилляторов, и в общих чертах охарактеризовать методы и экс­
периментальное оборудование, используемые для исследования 
выбранных нами систем. 

V. 2 .  ВРАЩАЮЩИ RСЯ МАГНИТ 

V. 2. 1 .  Описание 

Вращающийся магнит, о котором идет речь, - не более чем 
искусная реализация параметрического маятника , позволяющая 
удобно производить точные наблюдения поведения системы 
с тремя степенями свободы. Как и другие аналогичные устрой­
ства ,  установка была создана отчасти с демонстрационными це­
лями. Один из наиболее привлекательных аспектов этого уст­
ройства состоит в том, что оно позволяет в широких пределах 
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АЦЛ АЦП 
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Рис. V. 1 . Схема установки для исследования динамического поведения вра­
щающегося магнита. На магнит, который может вращаться на оси, действуют 
стационарное и вращающееся магнитные поля (см. также рис. V. 2) . Дисси­
пация контролируется изменением вязкости масла в подшипнике, температура 
которого регулируется с высокой точностью Положение м агнита определяется 
по ЭДС, наводимой при его движении в катушках-датчиках. Эта ЭДС x ( t) 
пропорциональна мгновенной угловой скорости вращения м агнита. Аналого­
вая схема дает производную x ( t) этой ЭДС по времени. Частота вращающе­
rося магнитного поля служит тактовой частотой для включения двух ана­
лого -цифровых nреобразователей, благодаря чему за каждый оборот nоля 
в ЗУ комnьютера вводится пара значений x ( t) и x (t) . Таким образом за до­
статочно большое время эксперимента регистрируется сечение Пуанкаре 

траекторий . · ' 
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изменять уровень трения. В свою очередь это открывает воз­
можность наблюдения и анализа влияния диссипации энергии 
при переходе от консервативной или квазиконсервативной си­
туации (с  нулевым или пренебрежимо слабым трением) к си­
туации все более и бол�е диссипативной. 

Блок-схема установки изображена на рис. V. 1 . Магнит, ко­
торый может вращаться вокруг вертикальной оси, помещен 
между двумя парами катушек Гельмгольца с горизонтальными 
осями, расположенными под прямым углом друг к другу. К каж­
дой паре катушек подается переменвый (синусоидальный) ток 
с угловой частотой 'ro и переменной интенсивностью. Так как 
токи сдвинуты по фазе  на :л/2, эти пары катушек создают ста­
ционарное магнитное поле и магнитное поле, вращающееся во­
круг оси магнита с угловой частотой ro тока . Вращающееся маг­
нитное поле стремится привести магнит в движение. Приемвые 
катушки, перпендикулярные катушкам , Гельмгольца, располо­
жены вблизи магнита и детектируют его движение по индуци­
руемой электродвижущей силе. Наведенный в катушках сигнал 
Х (t) зависит от мгновенной угловой скорости магнита. После 
усиления и фильтрации <;игнал поступает на ана,лизатор Фурье, 
который вычисляет спектр мощности. 

Построение сечения Пуанкаре фазовых траекторий прово­
дится прямо, поскольку магнит представляет собой осциллятор 
с вынуждающей силой. Действительно, период вращения нало­
женного магнитного поля служит естественным интервалом вре­
мени для стробоскопии. Достаточно измерять сигнал х каждый 
раз ,  как вращающееся поле совершает поворот на 2:л. Иначе го­
воря, период перемениого тока, текущего по обмотке катушек 
Гельмгольца, . используется как интервал, через который произ­
водится выборка значений сигнала . Что касается двумерного 
представления, то две величины записываются в цифровой фор­
ме  одновременно.: сам сигнал Х и получаемая аналогично его 
производная Х. 

Подшипники оси магнита изготовлены из рубина, чтобы све­
сти до минимума . трение между твердыми телами.  Погружая 
нижнюю опору оси в масла с различной вязкостью, можно варь­
ировать уровень трения в жидкости и связанной , с вязкостью 
диссипацией энергии. Одно и то же устройство может быть и 
диссипативным, и почти консервативным . 

V. 2.2. Уравнение эволюции 

Рассмотрим случай, когда трение пренебрежимо мало. Дви­
жение магнита определяется приложеиными к нему силами.  
Магнит с моментом инерции J и магнитным моментом Jt поме-
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щен в суперпозицию двух магнитных полей : одного стационар­
ного с индукцией В 1 и другого с индукцией Во, вращающегося 

с угловой скоростью ro (рис. V. 2 ) . Изменения угла е между маг­
нитом и выбранным фиксированным направлением в горизон-

lz = l 1  + lo  cos W t 
lз = lo sin W t  

Рис. V. 2. Схема расположения магнита М относительно катушек, создающих 
поле. Вращающееся магнитное поле В0 создается двумя парами катушек 
Гельмгольца с взаимно перпендикулярными осями. К обмоткам катушек под­
веден ток 1 о sin rot и 1 о cos rot. Стационарное магнитное поле В1 создается. 
постоянным ЭJiектрическим током 1 s, пропускаемым через одну из пар ка� 

тушек. 
Из работы В. Крокетта. 

тальной плоскости определяются дифференциальным уравне-
ни ем 

1 ::� = - .LB1 sin е - .LB0 sin (е - mt). 

Приведем это уравнение к безразмерному виду, полагая 

М = .LB1/Im2, Р = .LBo/lm2 

и выбирая 1 /ro за единицу времени. Получаем :� = ё = - М  sin e - P  sin (e - t). 

7 ' П. Берже в АР· 
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Чтобы прийти к выражению , стоящему в правой части, необхо­
димо принять допущение (вполне обоснованное для данной экс­
периментальной установки) о том,  что магнитные поля не зави­
сят от положения м агнита . 

Трение в жидкост:w:, как известно, приводит к замедлению 
движения силой, пропорциональной скоростью. Следовательно, , 
когда трение перестает быть пренебрежимо малым, мы должны 
ввести в предыдущее уравнение член , пропорциональный е :  

ё + ае = - м s i n  е - р  s i n  (е - t). ( 1 2) 

Это неавтономное обыкновенное дифференциальное уравнение 
второго порядка, эквивалентное потоку в R3, который мы запи­
шем с помощью трех переменных у, е, ф :  

у = - ау - м s in е - р s in (е - ф ), 

ё = у, 

ci> = 1 . 

Итак, мы !fМеем нелинейную систему с тремя степенями сво­
боды 1 ) . Физически переменная ф (связанная с (J)t) представляет 
собой угол между вращающимся магнитным полем 'И фиксиро­
ванным направлением плоскости. Именно поэтому решение по­'тока всегда периодично ( с  периодом 2л в единицах 1 /(J))  по 
компоненте ф. З аметим, что в отсутствие вращающегося поля, 
т. е. при Р = О, уравнение ( 12) переходит в уравнение для про­
стого маятника с з атуханием 2 ) , линейная аппроксимация кото­
рого была рассмотрена в разд. I .  3.2 .  

После того как магнит выбра н  и тем самым выбраны значе­
ния 1 и Jt и фиксирована угловая частота (J) синусоИдального 
тока, управляющими параметрами остаются индукции В1 и Во 
стационарного и вращающегося магнитных полей. Их можно 
регулировать, изменяя интенсивность электрического тока, про­
пускаемого через обмотку катушек Гельмгольца. Таким обра -

1) В более общем случае неавтономный поток можно представить в виде 
автономного потока в фазовом пространстве более высокой размерности с по­
�ощью подходящей замены переменных. 

2) Заметим, что к аналогичному результату мы приходим, когда стацио­
нарное поле обращается в нуль (М = О) , если за  движением наблюдать в 
системе отсчета, вращающейся с угловой скоростью ro. Действие двух полей 
симметрично: вращающееся поле становится стационарным в системе отсчета , , 
вращающейся с угловой скоростью поля, и наоборот. Кроме того, в отсутствие 
трения и при наличии только одного магнитного поля намагниченный стер­
жень совершает регулярные колебания относительного поля. При малых ам ­
плитудах колебания имеют угловую частоту ,УМ. в случае стационарного 

поля и ,УР, если поле вращается. 
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зом, экспериментатор может по своему желанию варьировать 
параметры М и Р, чтобы наблюдать различные возможные ди­
намические режимы, а также переходы и бифуркации между 
ними. 

V .  3 .  I(OHBEI(ЦИSI PЭJI ESI - БЕНАРА 

V. 3 . 1 . Неустойчивость Рэлея - Бенара 

В жидкости с достаточно большим коэффициентом тепло­

вого р асширения любая разность температур порождает раз­

ность плотностей. Если такую жидкость поместить в гравита­
ционное поле, то поле в свою очередь создает силы, которые 
приводят к движению жидкости, называемому тепловой конвек­
цией. L{ля количественного исследования этого явления необхо­
димо контролировать разность темпер атур, прилож-еиную к жид­
кости, так как именно р азност:р темпер атур приводит жидкость. 

Рис. V. 3. Схема опыта Рэлея - Бен ара. В жидкости, заключенной между 
двумя теплопроводящими пластинами, существует (в отсутствие конвекции) 
постоянный градиент температуры (как показано на графике справа) . Темпе­
ратура изменяется от То + бТ на  нижней границе слоя жидкости до То на. 

его верхней границе. 

в д..вижение. На рис. V. 3 изображена принципиальная схема ти� 

пичного устройства, используемого для этого. Слой жидкости 
толщиnой d ограничен двумя твердыми горизонтальными пла­
стинами с высокой теплопроводностью. Верхняя пластина  под­
держивается при фИксированной температуре Т0, а нижняя ­
при температуре То + бТ (бТ > 0) . Слой ограничен также вер­
тикальными стенками  (не показанными на  рис. V. 3) , теплопро­
водность которых, как правило, близка к теплопроводностИ' 
жидкости. С экспериментальной точки зрения существенно. 
чтобы теплообмен между жидкостью и пластинами был очень 
хорошим; тогда линейный вертикальный градиент температуры 

устанавливается в слое без разрыва на границах. По сравнению 
с другими более или менее естественными типами конвекции 

7• 
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такая геометрия характеризуется отсутствием горизонтального 
градиента температуры до наступления конвекции. 

Любая жидкость с достаточно большим коэффициентом теп­
лового расширения, помещенная между двумя пластинами, под­
вержена двум противоборствующим тенденциям. Холодная 
жидкость, более плотная н расположенная в верхней: части слоя, 
стремится опуститься, в то время как нижняя часть слоя, более 
теплая и менее плотная, стремится подняться. Но коль скоро 
разность температур бТ остается малой:, конвективное движение 

� То + i � + + + + 
н'� н 

Рис. V. 4. Возникновение движения в жидкости. Два элемента жидкости Н 
и В перемещаются в новые положения Н' и В'. В зависимости от вмичины 

бТ возникающее движение затухает или не затухает. 

не возникает нз'-за стабилизирующих эффектов трения 1 ) . Воз­
никновение неустой:чивости можно объяснить следующим обра­
зом.  Если элементы жидкости перемещаются -по траекториям 
Н Н' и ВВ' на рис. V. 4, то крутящий: момент усиливает возни­
кающее перемещение. После того как два элемента жидкости 
переместятся соответственно на Н Н' и ВВ', разность теl'Jiператур 
между ними уменьшится нз-за теплопроводности (с коэффн-

1 ) Иначе обстоит дело, если градиент температуры не вертикален, а го­
ризонтален. В этом случае жидкость стремится nодниматься вдоль более теn­
лой границы и опускаться вдоль более холодной. Силы не уравновешивают 
друг друга, а создают крутящий момент. Независимо от того, насколько мала 

Жи8кость t 
разность темnератур (даже если она бес�еонечно .ма.яа) , этот момент приводит 
жидкость в движение. Следовательно, если мы хотим наблюдать четко выра­
женный nорог конвекции, то в эксnерименте РБ горизонтальных градиентов 
темnературы следует избегать. 
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циентом теплопроводности Dт) , . причем характерное время со­
ставляет величину порядка 

Характерное время перемещения Н Н' - ВВ' зависит от сил, дей­
ствующих на жидкость, т. е. от архимедавой силы (плавучести) , 
обусловленной разностью температур, и силы вязкости трения. 
Это характерное время �т определяется соотноiПением : 

� "" '11 т PogadбT ' 

г де 11 - динамическая вязкость, а - коэффициент теплового рас­
IПирения, ро - средняя плотность жидкости, g - ускорение силы 
тяжести. Условие наступления везатухающего движения со­
стоит в том, ч'то время �тепJI ( время жизни причины) должно 
быть больше, чем �т (времени внешнего проявления эффекта) .  
Следовательно, условие для затухающей конвекции имеет вид 
неравенства 

PogDadэ оТ � const.  
'11 т 

Величина , стоящая в левой части, называется числом Рэлея Ra 
и является безразмерной мерой разности температур бТ. Нера­
венстзо означает, что существует критическое число Рэлея Rac 
(или , что эквивалентно, критическая разность температур бТс) , 
выше которого состояние покоя теряет устойчивость и начи­
нается конвекция. Конвективные неустойчивости впервые от­
четливо ваблюдались в экспериментах Бенара ( 1 900) и полу­
чили теоретическое объяснение в работе Рэлея ( 19 16) . Именно 
поэтому с этим явлением связаны эти два имени. 

За  порогом конвекции движение жидкости отнюдь не ста­
новится  беспорядочным. Наоборот, в жидкости образуется ре­
гулярная структура  валов с параллельными горизонтальными 
осями 1 )  (рис . V. 5) . В срединной плоскости мы наблюдаем по­
следовательность чередующихся восходящих и нисходящих по­
токов. Потоки расположены эквидистантно, расстояние между 

1) В оригинальном варианте эксnеримента Бенара использовался тонкий 
слой китового спермацетового масла со свободной верхней границей. В этих 
условиях из-з а  эффектов поверхностного натяжения на границе раздела м ас­
ло - воздух возникали не валы, а шестиугольные ячейки с вертикальными 
осями.  Такого рода неустойчивость, называемая теnерь эффектом Марангони, 
обусловлена температурной зависимостыо nоверхностного натяжения  
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соседними потоками составляет величину порядка d. Два сосед­
них вала вращаются в противоположные стороны. Но если взять 
всю систему валов, то , ветрудно заметить, что направление вра­
щения каждого вала- можно изменить на противоположное, не 

11�ИТ�ШI:.6Т 
1 IVd 1 · �  

Рис. V. 5. Схема орган�зации движения жидкости в конвективных валах 
(изображено поперечное сечение валов) . Соседние валы вращаются навстречу 
друг другу, как шестерни в ' зацеплении. Обратите внимание на то, что рас­
стояние между двумя соседними вертикальными токами (которое можно при­
н ять за диаметр конвективного вала) по порядку величины сравнимо с d -­
расстоянием между двумя жесткими горизонтальными пластинами, ограничи-

вающими слой жидкости снизу и сверху. 
· 

внося п,ри этом глобальных изменений в геометрические и ди:на­
мические свойства движущейся жидкости. Именно поэтому в 
идеальном эксперименте Рэлея - Бенара оба направления вра ­
щения валов строго р авновероятны. То  же утверждение можно 

Рис. V. 6. Бифуркационная диаграмма вблизи порога Rac неустойчивоС1'и теп­
ловой конвекции. В идеальном эксперименте конвективные валы, возникающие 
при Rac, с равной вероятностью вращаются как в одну, так и в другую 
сторону. Это отражается в существовании двух ветвей, обозначенных симво-

лами v+ н v_, 

сфор мулировать и в другой эквивалентной форме: в любой точке 
жидкости скорость может быть направлена как в одну, так и 

в противоположную сторону. Это свойство отражено на бифур­

кациониой диаграмме (рис. V. 6) . На ней построен график зави­

симости скорости v в векоторой точке слоя как функция числа 
Рэлея Ra. При Ra < Rac единственное возможное состояние 
есть состояние покоя (v = 0) . На пороге иеустойчивости Rac 
происходит бифуркация; выше порога при любом задаином зиа-
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чении Ra экспери ментально реализуемы 1 ) два конвективных со­
стояния с равными, но противоположно направленными скоро­
стями. Пр и  Ra > Rac конвективные валы имеют стационарную 
конфигурацию: ·скорость и температура описываются функция­
ми, не зависящими от времени . С точки зрения теории динами­
ческих систем переход при Ra = Rac является бифуркацией 
между двумя стационарными состояниями :  состоянием покоя 
и конвективным состоянием. Разумеется, ·прЬстранственная 
структура этих состояний весьма различна. 

Нельзя не упомянуть здесь о главном иреимуществе конвек­
ции РБ перед другими гидродинамическими ситуациями : отсут­
ствие какого бы то ни было механического движения, поддержи ­

ваемого извне. Это замечательное свойство делает конвекцию 
РБ особенно удобной системой для изучения возникновения тур­
булентности . 

V. 3.2. Конвективные структуры 

Если с.'Iой достаточно широк, то конвективные валы могут 
образовывать многочисленные конфигур аци.и , или «конвектив ­
ные структуры», в горизонтальной плоскости. Процесс отбор а 
структур представляет собой сложную проблему, которая сей­
час находится в стадии изученИя. В случае прямоугольных кю­
вет 2 ) структура может состоять главным образом из прямоли­
нейных эквидистантных валов, оси которых параллельны более 
коротким сторонам прямоугольника. Мы видим в такой струк­
туре аналогию с одномерным кристаллом (снимок V. 1 ) .  

При дальнейшем увеличении р азности температур бТ струк­
тура сначала становится более сложной, но сохраняет опреде­
ленную регулярность. Однако при еще большем увеличении бТ 
структура полностью р азрушается, как бы «расп�авляется». На 
смену упорядоченной стационарной структуре приходит непре­
станно изменяющаяся неупорядоченная конфигурация : движе­
ние жидкости становится турбулентным. Ясно, что это сложное 
непредсказуемое поведение обусловлено множеством возможных 
простр анствеиных структур , каждая из которых эволюционирует 
по-своему. Их взаимодействие порождает турбулентный режим, 

1 ) При более щпсоких значениях Ra возникают и другие неустойчивости, 
которые в зн ачительной мере зависят от условий эксперимената. Разнообра­
зие и к  столь велико, ч т о  для описания всех неустойчивостей вряд ли хватило 
бы книГи. Несколько примеров таких неустойчивостей мы приводим во второй 
части книги в качестве иллюстраций к теории динамических систем .  

2 )  В действительности для того чтобы возникла конвективная структура, 
изображенная на  снимке V. 1 , ее необходимо предварительно индуцировать. 
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который называют хаотическим, с большим числом степеней 
свободы 1 ) .  

Как �v.ожно сохранить первую конвективную структуру и пре­
дотвратить возникновение хаоса указанного типа? Достаточно 
резко сниз ить число возможных конфигураций, совместимых 

Фотография V. 1 . Конвективная структура из упорядоченных валов. Конвек­
ция создается в слое силиконового масла толщиной 2,5 мм с горизонталь­
ными размерами 98 Х 60 мм. Если верхняя пластина прозрачна, а в качестве 
нижней взята полированн ая медь с оптически гладкой поверхностью, то кон­
вективные в алы ыожно визуализовать, используя преломление света, прохо­
дящего сквозь слой жидкости. Вокруг более холодных нисходящих токов 
жидкости rорн.юнтальные градиенты температуры создают градиенты пока­
зателя преломления, фокусиру10щие свет в определенных направлениях. В ре­
зультате этого щирокий пучок света, проходящий вертикально сквозь слой 
силиконового масла, претерпевает периодическую фокусировку и наблюдатель 
в идит нисходящие токи как светлые полосы на темном фоне. Небольщие 
градиенты температуры вдоль двух меньщнх боковых границ созданы для 
стабилизации фазы боковЫх валов и обеспечения прави.'!ьной периодиqеской 

структуры. 

с наложенными связями. Естественно поместить жидкость 

в ячейку с горизонтальными размерами Lx, Ly того же масшта­

ба, что и высота . Аспектное отношение, оnределяемое как Г = 
= Ljd, такой ячейки -мало и число конвективных валов огр ани-

1 )  Используемое здесь определение стеnени свободы отличается от дан­
ного в г л. 1. 
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чено. Например, в ячейке фор мата Г = 2 умещаются только два 
вала (рис. V. 7 ) . Как показывает эксперимент, в ячейках такого 
типа пространственный порядок действительно сохраняется в 
очень широком диапазоне чисел Рэлея Ra.  Это не означает, что 
динамическое поведение не зависит от Ra.  Действительно, при  
увеличении Ra  возникает то ,  что называетсsr вторичными не­
устойчивостями ,  которые влияют на  временное поведение кон­
вективных структур . Н апример,  одна бифуркация приводит 

Рис. V. 7. С хем а ячейки с небольшим удлинением (Г = L/d = 2 ) .  На.1ичие 
боковых границ из плексигласа, расстояние между которыми лишь вдвое nре­
выш ает толщину слоя, стабилизирует конвективную структуру и уменьшает 
число валов (по крайней мере при средних значениях Ra ) до двух. Следует 
подчеркнуть, что в направлении, nерпендикулярном плоскости рисунка, рас­
стояние L' между границами из nлексигласа еще меньше: для описанных в 

тексте экспериментов с силиконовым м аслом L' = l ,2d. 

к строго периодическим колебаниям скоростJ::! в точке. О такой 
системе говорят, ч·ю она обладает малым числом степеней сво­
боды (сравнимым с числом простр анствеиных мод, вовлеченных 
в конвективную структуру) в отличи� от ситуации, с которой 
мы с r а л к и в а е мся в ячейках с большим аспектным отношением. 

V. 3.3. Уравнения эволюции 

Уравнения, описывающие конвективные явления, связывают 
скорость v элемента жидкости с возмущением температуры е 1 ) . 
Установленн.ые в XIX в. эти уравнения были выведены путем 
рассмотрения локального баланса и мпульса (уравнения Навье ­
Стокса) ,  массы (уравнения непрерывности) и тепла .  Немного­
численНЫЕ; приближения, вполне приемлемые для описания 

1 )  Возмущение е есть разность между температурой в конвективном ре­
жиме и температурой, которую имела бы жидкость в отсутствие конвекции. 
Следовательно, в состоянии покоя разность температур е всюду тождествен­
но равна нулю. 
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тепловой конвекции в обычных экспериментальных 
приводят к следующим безразмерным уравнениям 1 ) : 

1) уравнение Н авье - Стокеа 

1 ( дv ) 
. 

Pr- дt + v  · Vv = - Vр + Э). + V2v; 

условиях, 

( 1 3а) 

2 }  несжи�аемость жидкости ( если все скорости малы по 
ср авнению со скоростью звука)  

V · v = O; 

3) р аспространение тепла 
, ае . . 

дt + vVЭ = Ra А. · v + v20, 

( l Зб) 

( 1 3в) 

где р - гидростатическое давление, Л - единичный вектор, на ­
пр авленный вдоль вертикальной оси (направления силы тя­
жести ) , а P'r - отношение кинематической вязкости v ж идкости 
к ее температуропроводности : 

· 
. р 'V 

. r = т · 
т 

Эта безразмерная величина,  называемая числом Прандтля ,  за ­
висит от  природы жидкости и ( в  меньшей степенИ) от темпе­
р атуры жидкости. 

В уравнениях эволюции существуют два нелинейных члена :  
v · Vv (в  уравнении ( ! За ) ] и V · v e  [в  уравнении ( 1 3в ) j .  Их от­
носительная значимость зависит от значения Pr. Если число 
Прандтля Pr мало (как, например ,  для жидкого гелия,  где 
Pr < 1 ) , то дом инирует член v · Vv. Таким образом, следует 
ожидать, что вторичные не�стойчивости, которые развиваются 
в жидкости,  находящейся в режиме стационарной конвекции, 
по существу имеют гидродинамическое происхождение. Они 
обусловлены неоднороАностью поля скоростей и возникают 
вследствие естественной тенденции поля гидродинамических 
скоростей к однородности. С другой стороны, в жидкостях 
с большими чисЛами Прандтля, таких, как некоторые силико­
новые м асла (Pr > 1 00) , член v ·  ve ста новится доминирующим 
нелинейным ч.'Iеном и вторичные неустойчивости имеют глав­
ным образом тепловое происхождение. Между этими двумя 

1 )  V означает оператор дифференцирования по пространствеиным коорди­
натам в прямоугольной снетеме координат: 

V = д_ i + _д_ j + ...!_ k, дх ду дz 
а точкой обозначено скалярное, или внутреннее, произведенне . 
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крайностями существуют такие жидкости, как вода ( Pr = 5- 10  
в зависимости от температуры) , в которых гидро:zщнамические 
и тепловые эффекты, конкурируя, порождают боле сложные ре­
жиl'lы 1 ) .  

V. 3.4. Эксперимент 

Для данной жидкости при выбр анном аспектнам отношении 
единственным управляющим параметром остается число Рэлея 
Ra. Поскольку оно пропорционально бТ, изменяя разность тем­
ператур, экспериментатор может либо вызывать переход от од­
ного динамического режима  к другому, либо изменять относи­
тельную значимость нелинейных эффектов в р-амках данного 
р ежима. Выбор экспериментальной установки диктуется жид­
костью, которая  также определяет временной масштаб конвек­
тивных явлений. Существует огромная р азница между исследо­
ванием поведения жидкого гелия при температурах порядка не­
скольких градусов Кельвина и исследованием воды, ртути или 
силиконовых масел при комнатной температуре, т. е. при 300 К. 
�ы не будем вдаваться в подробности относительно устройства 
ячеек и способов контроля температуры.  В табл. V. 1 сведены 

Таблица V. 1 

Жидкость r Условия Pr d, см 

Ртуть 
Ртуть 

Гели
й 

Гелий 

Силико-
новое 
м асло 
Силико-
новое 
масло 

2 Магнитное 0,03 1 0,8 273 
4 поле 0,03 1 0,7 273 

3 Р = 0,3 МПа 0,5 0, 1 25 3,5 
2-3 р = 0,4-0,8 0, 125 (2,5; = 0, 1 -0,5 МПа 4] 

0,9 1 
,.., 1 , 3  

2,5 · 1 0 - 3 
"" 1 0- 3 

2 '\' =  38 1 ,25 ,.., 300 ,.., 3 . 10-
2 

= 3 · 1 0 - 6  м2/с 

2 'У = 
- 5 2/ 

= 1 · 1 0 м с 
1 30 2 "" 300 "" 2 . 1 0-2 

(�а(Rас)макс бТ макс• 1( 

6 .- 6  
4 ,  "" 5,5 

43 ,.., 0, 1 
80 ,..., о,2 

450 ' "" 1 3  

600 "" 1 2  

условия экспериментов, при которых получены результаты, при­
водимые во второй части нашей книги. 

1 )  Из педагогических соображений наблюдения, упоминаемые в нашей 
книге, были выбраны из выполненных на ячейках с малыми аспектными 
отношени ями при очень малых или очень больших числах Прандтля. 
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Переменные, подлежащие измер ению - скорость v и е или 
по крайней мере тесно связанные с ними свойства 1 ) . В опти­
чески прозрачной среде лучшим методом определения локаль­
ной скорости v в точке жидкости является лазерная доплеров­
екая анемометрия. Так как этот метод позволяет непосред­
ственно измерить одну из динамических переменных, его 
используют всюду, где только возможно. Однако к измерениям 
такого типа примешивается экспериментальный шум, уровень 
которого для некоторых целей может оказаться чрезмерно вы­
соким. Часто применяется и другой оптический · метод с большим 
отношением сигналjшум.  В основе его лежит тот факт, что гра­
диент температуры в жидкости создает градиент показателя 
преломления. Измерению · подлежит угол отклонения луча света 
из-за неоднородности показателя преломления. Такое измере­
ние технически легко осуществимо и позволяет получать сиг­
вал, соответствующий среднему градиенту температуры, прой­
денному лучом света на  всем пути в жидкости .  Таким образом, 
результат измерения имеет лишь полулокальный хара ктер и 
связан с переменной е довольно сложным образом, но тем не 
менее в некоторых случаях оказывается весьма полезным.  Ис­
пользование измерений отклонения света ограничено прозрач­
ными средами с достаточно большой вязкостью, поскольку 
только в таких жидкостях могут существовать значительные 
градиенты темп ер атур ы и,  следовательно, п о к а з а т е.1 я прелом­
ления. 

В непрозрачных жидкостях (ртути, жидком ка .1 и и  и т. д. ) 
оба предыдущих метода становятся неприменимыми. От идеи 
оптического измерения локальной скорости v приходится отка­
заться. С другой стороны, невозможно ввести датчик темпера­
туры (тер мометр, термистор, термопару и т. д. ) , не возмущая 
движения жидкости. Невозмущающий датчик темпер атуры 
можно поместить только на границу слоя жидкости - на пла­
стины. Но теоретически возмущение температуры е на границе 
всегда р авно нулю. Экспериментаторы решили эту дилемму, по­
местив болометры на поверхности пластин 2) .  Такого рода де­
тектор измеряет тепловой поток, а ,  не возмущение темпера­
туры е. Тем не менее получаемая информ ация представляет 
большую ценность и может служить основой анализа динами­
ческого поведения жидкости в з ависимости от числа Рэлея. 

1 ) Производимые измерения должны быть невозмущающими, т. е.  не долж­
ны оказывать воздействие на наблюдаемые явления. Этому очевидному тре­

бованию трудно удовлетворить, особенно вблизи порога неустойчивости. 
2) Болометр - это измерительное устройство , электрическое сопротивле­

ние которого сильно зависит от темnературы. Включая болометр в мостик 
Уитстона, можно с высокой точностью измерять изменения температуры . 
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Рис. V. 8а. Экспериментальное оnределение сечений Пуанкаре nри конвекции 
Рэлея - Бен ара;  схема  установки. Конвективный режим считается дважды 
nер!юдическим ;  осцилляторы теnловой конвекции обозначены цифрами 1 и 2. 
Сквозь жидкость проходят два пучка света - по одному пучку вблизи каж­
дого осциллятора.  На осях nучков н аходятся два фотодиода Р1 и Р2. Не­
стационарный градиент температуры, создаваемый осцилляторами тепловой 
конвекции, приводит к отклонению пучков света, модулируя фототок в фото­
диодах Р1 и Р2. Пусть 11Т и 11Т' - сигналы" измеряемые фотодиодами Р1 и 
Р2, а f 1 и f2 - характерные частоты осцилляторов 1 и 2. Тогда модуляции 
величины 11Т с частотой ft сильнее, чем с частотой [2 , а модуляции величины 

11Т' с частотой f2 сильнее, чем с частотой [t. 
Из работы М. Дюбуа. 

Грr:арапостроuтель 
i.т 

• • • • • 
• 
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Рис. V. 8б. Экспериментальное оnределение сечений Пуанк�ре при конвекции 
Рэлея - Бен ара. Суть метода. В трехмерном фазовом пространстве можно 
ввести координаты 11Т ,  {)."Т и 11Т', гд� {)."Т провзводная величины 11Т по 
времени, получаемая nри помощи аналоговой схемы. Проекции траекторий н а  
это пространство мы получаем, подавая сигналы АТ и 11 ·т на  вход двух-

координатного самописца. 
При построении сечений Пуанкаре сигнал 11Т' служит опорным:  когда он 
достигает заданного значения К, опускается перо самописца и регистрируется 
точка с координатами (l:!.T, 11•Т) .  В тех особенно благоприятных случаях, 
когда оказывается возможным зарегистрировать сигнал 11Т', опреде.'!яющийся 
в основном вторым осциллятором, используется тот же стробоскопический 
метод, что и в эксперименте с вращающимся магнитом : за каждый период 

изменения 11Т' регистрируется одна точка с координатами (11Т, 11 "Т). 
Из работы М. Дюбуа. 
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Независимо от метода измерения сигнал з'атем анал'изирует­
ся методами, описанными в гл. I l-1 и IV:  с помощью иреобразо­
вания Фурье, исследования топологии аттрактора. Обработка 
сигналов осуществляется с помощью либо цифровых, либо ана­
логовых вычислительных средств (см .  рис. V. Ва и 8б) . 

V. 4. РЕАКЦИЯ БЕЛОУСОВА - ЖАБОТИ НСКОГО 

V. 4. 1 .  Краткая история химических осцилляторов 

При изучении окисления лимонной кислоты броматом ка­
.лия, катализируемого ·окислительно-восстановительной парой 
СеЗ+jСе4+, русский биохимик Б .  П .  Белоусов случайно 1 ) заме­
тил концентрационные колебания, проявлявшиеся в регулярном 
изменении окраски реакционной смеси от бледно-желтого до бес­
цветного. Однако, когда Белоусов опубликовал свою р аботу 
в 1 958 г. (через восемь лет после открытия) ,  реакции такого 
рода отнюдь- не были неизвестными.  В 1 92 1  г. Брей сообщил 
о том, что ра�ло2Кение перекиси водорода в присутствии ионов 
IO; происходит в колебательном ре2Киме. И в этом случае  на­
блюдение носило случайн�й характер и было датировано 1 9 1 7  г .  
Несмотря на необычность обеих реакций ( большинство химиче­
ских реакций протекают монотонно-2 ) ,  оба открытия колебате•1Ь­
ных гомогенных реакций в 2Кидкостях не привлекли к себе дол2К­
ного внимания. В начале 60-х годов молодой советский химик 
А. М. Жаботинский посвятил свою диссертацию исследованию 
механизма и свойств реакции, открытой Белоусовым. Но лишь 
после дости2Кений в термодинамике необратимых процессов и 
открытия колебаний на клеточном и метаболическом уровнях 
в биологии ва2Кность открытия Белоусова была оценена по до­
стоинству. С тех пор исследования этой �еакции ведутся во все 
возрастающих масштабах как в химии, так и в биохимии.  

Реакционная среда БЖ бесспорно является наиболее изу­
ченной из колебательных химических реакций: Поведение р еак­
ций БЖ весьма необычно и во времени, и в пространстве. В од­
нородной смеси реагентов БЖ пространствеиная структура воз­
никает за несколько минут либо в виде цилиндр ических колец 

1) Более подробные сведения об открытии Б. П. Белоусова и его статью 
читатель сможет найти в сборнике «Колебания и бегущие !!Олны в химиче­
ских системах». - М : Мир, 1 988. - При.м. перев. 

2) ЛИнейная термодинамика необратимых процессов показывает, что ко­
лебания не могут происходить относительно равновесного состояния. Но в 
нелинейной области из второго начала термодинамики не 9бязательно следует 
монотонная эволюция. Поэтому вдали от равновесия ничто не запрещает ре­
акции быть колебательной из-за диссипации имеющейся химической энергии. 
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в пробирке, либо в виде концентрических круговых волн в тон­
ком слое. Из дальнейшего нам станет ясно, почему эта необыч­
ная реакция вызвала столь большой интерес в научном мире. 

V. 4.2. Схема экспериментальной устаНОвки 

Реагенты БЖ - серная кислота H2S04, малоновая кислота 
СН2 ( СООН) 2 или другие органические восстановители, брома т 
натрия NaBr03, сульфат церия Се2 (S04) 3 или другие катализа­
торы окислительно-восстановительных реакций - легко до­
ступны коммерчески. Достаточно приготовить их водный рас­
твор и смепrать в надлежаЩих концентрациях, чтобы возникли 
знаменитые колебания. Добавление окрашенного индикатора 
окислительно-восстановительных процессов позволяет визуаль­
но наблюдать регулярные изменения окр аски. Например ,  если­
в качестве катализатора выбран  ферройн, то окр аска раствора 
изменяется от красной до синей. Приводим состав смеси [в мо­
лях на литр (М) ] , позволяющей наблюдать колебания при ком­
натной температуре :  

H2so. t ,5 M, СН2(СООН)2 О,002 М, 
N aBr03 0,08 М, Ce2(S04)3 0,002 М, 

Ферроин 3 · 1 0 - 4 М. 

Количественные измерения налагают дополните.l!ьные требо­
вания. Прежде всего чтобы получить характеристики динамиче­
ского р ежима, его требуется поддерживать в течение достаточно 
долгого времени. С точки зрения практической р еализации это 
означает, что необходимо использовать открытый реактор с не­
прерывным подводом реагентов и отводом продуктов реакции. 
Для того чтобы концентрации реагентов были постоянны и рав­
номерно распределены по реакционному объему, смесь необхо­
димо быстро и интенсив-но перемешивать. Наконец, так как ско­
рость химических реакций чувствительна к температуре, необ­
ходим а  терморегуляция реактора .  За протеканием - реакции 
экспериментаторы следят, измеряя какое-нибудь свойство среды. 

На рис. V. 9 показава принципиальная схема установки для 
эксперимента БЖ. Реагенты БЖ поступают из резервуаров в р е­
актор по трем трубам.  Мгновенное состояние среды измеряется 
с помощью потенциометрии  или спектрофотометрии.  Сигнал от 
детекторов (электродов или спектрофотометра )  усиливается и 
после дискретизации через регулярные интервалы времени пре­
образует-ся в цифровую форму. Компьютер осуществляет управ­
ление экспериментом и хранит в памяти результаты последова­
тельных измер�ний. Файл данных может вмещать сотни тысяч 
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значений Х ( t )  для последующего анализа данных с пцмощью 
различных методов:  преобразования Фурье, ф азового портрета , 
сечения Пуанкаре и т. д. 

Динамическими переменными в этой системе являются мгно­
венные концентрации некоторых веществ, измеряемые с по-

Расхоflо.меръ1 

/lepu:cmcthьmuчec· 
JШе яасосьr 

Мt?Ш:алка. 

Cez(�4)& 
+Hz504 

Е.млостпи с pea:гeнmct.1r1-a 

Рис. V. 9. Схема экспериментальной установки для исследования динамиче­
ского .поведения химической реакции. Динамический режим (стационарный, 
периодический или апериодической) поддерживается в течение нужного вре­
мени в открытом реакторе с помощью системы питания ,  с9здающей на входе 
в реактор постоянный поток с надлежащим соотношенИем реагентов.  На­
бJПОдение за протеканием реакции ве.цется спектрафотометрическим или по­
тенциометрическим методом. Контроль за  параметрами эксперимента осу­
ществляется с помощью компьютера, который помимо этого производит 
выборку сигнала в реальном времени и записывает ее в память для после­
дующей численной обработки (например, для вычисления преобразований 
Фурье, сечений Пуанкаре и т. д.) . Реагенты указаны ДJIЯ реакции Белоусо-

ва - Жаботинского. 
Из работы К. Видаля, С .  Башляра и А. Росси. 

мощью потенциометрии или спектрофотометрии.  В области при­
менимости уравнения Нернста разность потенциалов между эта ­
лонным и измерительным электродами пропорциональна лога­
рифму концентрации, а по закону Бэра - Ламберта оптическая 
плотность пропорциональна самой концентрации. Во избежание 
«смешанной» информации, отражающей вариацию концентра-
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ций нескольких реагентов, часто используют электроды, обла­
дающие специфической чувствительностью к определенному ве­
ществу и измеряющие только его концентрацию (например ,  кон­
центрацию иона B'r-) . Аналогично производят измерение опти­
ческой плотности на 340 им -.длине волны, на которой в реак­
ционной среде БЖ заметное поглощение наблюдается только 
у Се4+. 

V. 4.3. Уравнения эволюции 

Химическую реакцию можно рассматривать как последова­
тельность элементарных стадий, которые символически можно 
представить в виде 

где i , j =  1 , . . .  , L - индекс L реагентов; r =  1 ,  . . • , R ­
индекс R элементарных стадий; Xi - реагенты, х; - продукты; 
'Vir - стехиометрический коэффициент i-го вещества в г-й 
стадии ;  k, - константа скорости г-й стадии. 

Это точное описание содержания табл. V. 2, в которой со­
браны сведения о механизме реакции БЖ. 

· Таблица V. 2. Механизм Филда - I<ёрёша - Нойеса реакции 
Белоусова - Жаботинского 

HOBr + вr- + н+ ( ) 

HBr02 + вr- + н+ � 

Bro; + вr- + 2Н+ � 

2HBr02 � 
Bro; + HBr02 + н+ ( ) 

Bro; + Се3+ + н+ +=±: 
Br2 + СН2(СООН)z � 

6Сен + СН2(СООН)2 + 2Н20 � 

4Се4+ + ВrСН(СООН)2 + 2Н20 � 
Br2 + НСООН � 

Br2 + Н2О, 

2H0Br 

HBr02 + HOBr, 

Bro; + HOBr + н+, 

2Bro; + Н20, 

HBr02 + Се4+ ,  

Вr СН(СООН)2 + Br- + н+, 

6Се�+ + НСООН + 2СО2 + 6Н+ ,  1 
4Се3+ + нсоон + 2СО2 + sн+ + вr-, 

2Br- + С02 + 2Н+. 

В гомогенной среде при постоянном объеме вариации моляр ­
ных концентраций [Xi] реагентов, возникающие вследствие 

8 П Берже и др. 
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реакции, удовлетворяют уравнениям 
R d [Xz ] " ' П 'У ·  dt = 1..... (vz, - "zr) k, [Xt ] " 

r = l  i 
� = 1 , . . .  , L . 

Если реакция происходит в открытом реакторе объемом V, пи­
таемом потоком с объемным расходом J, то каждый р еагент 
поп адает в реактор с концентрацией [Х] 0 и покидает реакцион­
ную зону через отводную трубу с мгновенной концентрацией 
[XJ .  Цоэтому в предыдущее уравнение мы должны ввести ад­
дитивный член, учитывающий проточность реактор а :  

R 
[.t1] = L (v�, - v1,) k, ll [X1 ] vi, + � ( [Х1 ]0 - (Х1 ] ) . 1 = 1 , . . . , L . 

r= l  
( 14) 

Эта система дифференциальных уравнений обладает некоторым 
сходством с уравнением неустойчивости РБ.  Ур авнения ( 1 4 )  не­
линейные, первого порядка по времени. Неливейность обуслов­
лена взаимодействием р·еагентов (ll1  [Xt]'Ytr) . Управляющих па­
раметров можно использовать несколько, один и з  них, а именно 
температура , от которой зависят константы скоростей k,, явно 
не входит в уравнения ( 14 ) . Остальные легко изменяемые па­
раметр ы - это концентр ации любого из реагентов на  входе 
[Xz ] о - Н а конец, что наиболее важно, отношение I..L = (J  /V)  также 
можно варьировать, изменяя объемный расход J с помощью ре- , 
гулируемых насосов . Физический смысл параметр а I..L ясен : это 
ве�ичина ,  обратная времени наполнения реакционной зоны ре­
а ктора ,  или среднего времени пребывания реагента в реакторе. 
Матеы атически �L входит в каждое из L ур авнений как коэффи­
циент пр и линейном члене, описывающем проточность реактора.  
Изменяя I..L, мы можем по своему произволу изменять относи­
тельную значимость линейных (транспортных) и нелинейных 
(химических)  эффектов. Именно поэ�ому I..L часто выбирают в ка­
честве управляющего параметра при поиске бифуркаций между 
различными динамическими режимами.  Если параметр I..L доста­
точно велик и член, описывающий взаимодействие реагентов, 
дом инирует ·над членом,  описывающим проточность реактора , то 
поток ( 1 4 )  становится практически линейным и допускает три­
виальное стационарное решение 

[Xz ] = [Xz]o. l = 1 ,  . . . , L , 

практическое значение которого очевидно : при больших р асхо­
дах реагенты остаются в реакторе слишком мало и не  успевают 
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прореагировать с другими реагентами. Нестационарные режимы 
могут наблюдаться и при умеренных значениях J. 

Мы могли бы _пойти дальше и выписать в явном виде урав­
нения ( 1 4 )  для реакции БЖ. Но это вряд ли  полезно, поскольку 
с динамической точки зрения знания структуры ур а в нений 
вполне достаточно. Кроме того, механизм любой реакции яв-

. ляется следствием предположений, значительное число которых 
не допускает прямой проверки. Механизм реакции БЖ, предло­
женный в 1 972 г .  Филдом,  Кёрёшом. Нойесом и вкл ю чающий 
в себя тринадцать реакци,й , в которых участвуют четырнадцать 
реагентов, не является исключением (см .  табл. V. 2 ) . Для изу­
чеНI!Я р азличных динамических режимов, периодических и хао­
тических, с помощью численного моделирования на  основе со­
ответствующих диффереllциальных уравнений можно восполь­
зоваться упрощенным вариантом модели ФКН, состоящим из 
пяти стадий и включающим в себя только четыре ре·агента .  
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. . .  К ХАО СУ 

В ВЕДЕН И Е. В РЕМЕН Н Ы Я ХАОС 

В ДИ С С И ПАТ И В Н ЫХ С И СТЕМАХ 

1. АСИМПТОТИЧ ЕСКОЕ ПОВЕДЕНИ Е  ДИССИ ПАТИВНОR СИСТЕМЫ 

Большинство по:нятий и идей, необходимых для описания и 
понимания нестационарного поведения динамических систем, 
было введено нами в ,первых пяти главах.  Сформулируем наи­
бо"lее существенные моменты. Мы намереваемся анализировать 
эволюцию произвольных диссипативных систем .  Эти системы по 
предположению детерминированные, так как их описа ние до­
стигается с помощью либо непрерывного автономного потока 

� Х (t) = F (Х (t)) 

либо отображения с дискретным временем 

xk+ I , f (xk) , 
где Х - вектор из R m  (т ;;:::: О) . Функция F содержит один шш 
несколько управляющих параметров f..t, выражающих связи ,  на ­
лагаемые внешним миром на исследуемую систему. Связью 
может быть, например , интенсивность магнитного поля, число 
Fэ-лея или среднее время пребывания в реакторе. Варьируя уп­
равляющий параметр, мы получаем возможность изменять пове­
дение · системы. В ходе измерения управляющий параметр под­
держивается (или предполагается) постоянным. 

Нас главным образом интересует долговременное поведение 
диссипативных систем . Мы предполагаем, что выполнены неко­
торые «технические» условия (в  действительности удовлетво­
рить им весьма трудно даже в такой простой модели, как урав­
нение Ван дер Поля) , при которых траектории остаются в огра­
ниченном объеме  фазового пространства .  

Если поток диссипативный, то в этом конечном объеме тра­
ектории сходятся к аттрактору - компактному множеству в фа­
зовом пространстве, инвариантному относительно потока или 
отображения. Сам аттрактор имеет нулевой объем , но его об­
ласть притяжения имеет конечный (или даже бесконечный) 
объем. Область притяжения мы определяем как множество на ­
чальных условий, таких, что выходящие из него траектории схо­
дятся к аттрактору. Поток может иметь несколько ра зличных 
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аттр акторов , у каждого из которых имеется своя область при- , 
тяжения. Были  даже построены отображения, имеющие беско­
нечное (счет н ое)  множество аттракторов. Мы огр аничимся рас­
смотрением случая одного аттрактора .  

Исследование аттр актор а означ ает существенное упр�ще­
ние., так как мы можем пренебречь переходными эффектами и 
сосредоточить внимание на  асимптотическом режиме. Разу­
меется, такая процедура неприменима  к а нализу га мильтоновых 
систем, лишенных по определению трения : понятие аттргктора  
чуждо им  1 ) .  Таким обр а зом , сообр ажения , развитые во  второй 
части нашей книги, относятся исключительно к диссипативным 
системам.  Об этом не следует забывать . 

Наш анализ будет состоять из двух ч астей :  
. 1 )  определения простейших ти пов аттр акторов ; 

2 )  каталогизации способов перехода между аттрактор а ми. 

Цель, которую мы ставим перед собой, состоит в том, чтобы 
понять, как возн икают и какими  свойствами характеризуются 
все типы временной эволюции ,  какие только встречаются, в том 
числе и р ежимы, кажущиеся на первый взгляд совер шенно бес­
порядочными.  

1 1 .  ПРОСТЕRШИ Е  АТУРАКТОРЫ 

Напомним кр атко три типа аттр акторов, уже описанных 
в первой части ,  и основные свойства соответствующих динами­
ческих режимов . 

Аттрактор -точка пр едставляет собой р ешение, не з а висящее 
от времени ,  т. е. стационарное состояние. В этой ситуации нет 
никаких неясностей, так как система не эволюционирует. 

Решение, перйодическое по времени, соответствует предель ­

ному ци клу, характеризуемому своей амплитудой и периодом . · 

Спектр фурье т·акого решения содержит одну основную частоту 

и, возможно , некоторое число гармоник (в  з ав исимости от фор­
м ы  колебаний ) . Р еш ение для потока всегда представимо в виде 
ряда Фурье: если с9стояние системы в данный момент времени 
известно, то ее состояние в любой последующий момент времен и 

предска зуемо. 

1 )  Вряд ли нужно говорить о том,  что сказанное отнюдь не означает, 
будто гамильтоновы системы не представляют интереса .  Мы уперждаем 
лишь, что гами.'1Ьтоновы системы не имеют аттракторов. Ана.'!огичное заме­
чание можно было бы сделать и относительно притяжения :  в отсутствие за- , 
тухания малая флуктуация никогда не обращается в нуль. Это верпо, на ­
пример, для  устойчивости недиссипативных (невязких) течений жидкости : 
линейная устойчивость таких течений не позволяет сделать сколько-нибудь. 
далеко идущие выводы относительно их устойчивости на больших интервалах 
времени относите.'lыю флуктуаций конечной амплитуды, даже чалых. Этот 
важный факт часто упускают из виду. 
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Третьим типом аттрактора ,  также относительно простым ,  яв­
ляется тор Tr ( r  ;;:;::: 2) , соответствующий квазипериодиЧ:ескому 
режиму с r независимыми основными частотами 1 ) .  В этом слу­
чае  спектр Фурье также состоит из множества линий, частоты 
которых являются линейными комбинациями основных частот. 
Хотя решение для потока, вообще говоря, не nредставимо в виде 
обычного ряда Фурье, мы можем тем не менее, исходя из на­
чального состояния, вычислить состояние системы в .r:�юбой по­
следующий 'момент времени. 

1 1 1. ПСЕВДООПРЕДЕЛ Е Н И Е  ХАОСА 
Поскольку строго научного определения терминов «хаос» и 

«хаотический» не существует, мы  будем считать их синонимами 
некоторых типичных свойств 2 ) . Условимся называть динамиче­
ский режим хаотическим,  если его спектр мощности содержит 
непрерывную часть (широкую полосу) независимо от возмож­
ного наличия пиков. Мы можем также воспользоваться . крите­
рием : автокорреляционная функция временного сигнала должна 
и�еть конечный носитель, т .  е. обращаться в нуль вне конеч­
ного интервала �ремени. И в том и в другом случае в основе 
.лежит одно и то же понятие: потеря сигналом памяти о сам�м 
себе. Это означает, что знание состояния системы в течение 
сколь угодно продолжительного интервала времени не позво­
ляет предсказывать дальнейшую эволюцию системы. Тем самым 
м ы  признаем непредсказуемость 3) тем качеством ,  которое опре­
деляет хаос . Такое определение хаоса чисто прагматическое;  
ему недостает строгости, и оно неизбежно таит в себе неодно­
зна�ность. Между предсказуемостью и непредсказуемостью не 

1) Торьi тr с r > 3 теоретически несомненно могут существовать, однако 
относительно нх структурной устойчивости, без которой их невозможно на­
блюдать экспериментально, имеются сомнения. Мы называем свойство струк­
турно устойчивым, если оно способно «устоять» против малых вариаций па­
раметров потока (обычная устойчивость означает способность «сопротив ­
ляться» малым вариациям начальных условий) .  Тем не менее взаимосвязь 
между наблюдаемостью и структурной устойчивостью свойства не является 
абсолютной. Свойство «структурной н�устойчивости» (как и свойство отсут­
ствия затягивания частот в режиме с двумя периодами) может быть наблю­
даемым ,  если существует отличная от нуля вероятность возникновения этого 
свойства при произвольнам выборе параметров (см. приложение В) . 

2) То же самое в полной мере относится и к терминам «турбулент­
ность» и «турбулентный». Мы отдаем предпочтение термину «хаос», поскольку 
пространствq не входит в интересующие нас здесь проблемы, а термин «тур­
булентность» неизбежно рождает ассоциации с пространствеино-временным 
nоведением нерегулярных гидродинамических течений. 

3)  Более точно термин «непредсказуемость» употребляется в том смысле, 
что то<шое знание эво.1юции спстемы в прошлом в течение скоЛько угодно 
продолжите."Iьного интервала времени не  помогает nредсказывать ее после­
дующую эволюцию за предедами некоторого ограниченного интервала вре­
мени . 
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существует разделяющей их четкой границы, поэтому оста ются 
открытыми такие  вопросы: 

1 )  В ка ком масштабе времени должен быть предска зуемым 
поток? 

2) Насколько точным должно быть предсказание? 
3 ) Допуст и мо ли статическое пр едсказание? 
Различие между теоретической и практической невозмож­

ностью предсказания также проблематично. Но при нынешнем 
состоянии знаний было бы преждевременным пытаться вносить 
какие-либо уточнения . 

IV. СТРАННЫЕ АТТРАКТОРЫ 

Какого рода аттрактор связан с реж и мом , спектр Фурье ко­
торого содержит широкую полосу? Советский физик Л. Д. Лан­
дау впервые попытался от в етить на этот вопрос в 1 944 г. Стре"' 
мясь объ9.снить, каким образом в жидкости п р о и сходит п ере­
ход от л аминарного течения к тур булентному при увеличении 
чис.'I а  Р ейнольдса Re (упр авляю щего п ар а м етр а J.t) , Ла ндау 
выдвинул следующие идеи, ныне извест J:I ые как тео р и я  турбу­
.1 ентности Ландау . Выше первого порога н еустойч пвост п ско­
рость жидкости, бывшая ниже :Порога посто я н ной по вре м ени 
(л а м инарное течение) , становится пер иодической : скорость м о ­

дулируется с опр едел енной частотой. f1 . При дальн ей ше м уве­
личении числа Рейнольдса Re пер иоди ческий режим в свою 
очередь тер я ет устойчивость . Появляется втор ая ч а стота f2 . не­
со и з м ер и м а я  с f, и уст анавл v. вается квазипериодический р ежи м .  
П родолжа я  этот ход р ассуждений , м ы  ожищ1ем последова­
теJiьного появления других частот fз ,  f4 ,  • . .  , f, путе м деста­
би.'Iизации все большего числа кол еб ательных мод. В резуль­
тате при достаточно больших r получается турбулентн ый по­
ток 1 ) . А поскольку различие между спектром Фурье , состоя щ и м  

1 )  Рассматрива я произволJ:>ную фазу, входящую в опис ание )О( И д кости 
вместе с каждой хаарктеристической частотой , как одну степень своб ды и 
используя колмогоровскую теорию тур булентности при подсчете чнс.1 а  степе­
ней свободы турбулентного течения. Ландау показал, что в пределе при 
r -+  оо непрерывный спектр соответствует пределу бесконечно большого числа. 
Рейн ольдса Re (т. е. нулевой диссипации) . Хотя теперь теория турбулентно­
сти Ландау не  считается точной, определение чис.та с.тепеней свободы турбу­
лентного 'Fечения (при боJтьших Re)  остается н ерешенной пробJтемой При 
таком подходе «чис.'!о степеней свободы» имеет следующий конкретный смысл. 
Пусть Л1 � Л2 + Лз � . . . будет убывающая ( не по абсолютной величине, а 
по алгебраическим значениям ) последовательно�ть показателей Ляпунова (см .  
приложение Б) рассматриваемой динамической системы. Тогда ее числом 
степеней свободы называется м аксимальное число n показателей, таких, ч т о ·  

n 

L л.l ;;;;;. О. 
i = l  
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из многих близких пиков, и непрерывным спектром носит чисто 
теоретический характер , аттрактор турбулентного потока дол­
жен быть тором тr достаточно большой размерности r. 

Следствием из этого соблазнительно простого предположе­
ния является то, что хаотическое поведение может наблюдаться 
·только у систем с большим числом степеней свободы, поскольку 
размерность фазового пространств� должна быть больше раз­
мерности аттрактора .  Но, как мы знаем сегодня (главным об­
р азом из численного моделирования трехмерных течений) , та­
кой вывод неверен:  трех степеней свободы (в указанном выше 
смысле) достаточно для возникновения хаотического режима. 

Прогреесом в этом круге проблем мы обязаны Рюэлю и 
Такенсу, ко�орые в 1 97 1  г. ввели аттракторы, топо.'!огически от­
личные , от тора и названные странными аттракторами 1 ) , и по­
казали, что такие аттракторы играют в ажную роль в физиче­
-ских проблемах, в том числе и в гидродинамической турбулент­
ности .  Термин «странный аттрактор»  указывает на необычные 
свойства таких аттракторов, из которых наиболее в ажным яв­
ляется чувствительная зависимость от начальных условий 
(ЧЗНУ) . Вследствие ЧЗНУ любые две первоначально близкие 
траектории на  аттракторе  в конце концов расходятся. Более 
того, расхождение траекторий (усредненное по коротким uнтер­
валам времени)  возрастает со временем экспоненциально. 

На рис. 1 схематическ� иллюстрируется свойство ЧЗНУ. Мы 
видим, что две траектории,  первоначально почти неразличимые, 
со временем не имеют ничего обiцего между собой. Обращение 
в нуль автокорреляционной функции,  широкополосный спектр 
Фурье и внутренняя непредсказуемость с1:1стемы - все это след­
ствия ЧЗНУ. В частности, ясно, что малейшая ошибка или не­
точность в задании начального условия не позволяет нам ре­
шить, по какой траектории пойдет эволюция системы, и вы-

11' 

1 )  В действительности работы, описывающие по крайней мере два таких 
аттрактора, были оnубликованы Рикитаке ( 1958) и Лоренцом ( 1 963) еще до 
появления статьи Рюэля и Такенса, но не привлекли к себе должного внима­
ния. Приложеине Г посвящено -подробному описанию модели Лоренца . Рики­
таке и Аллеи предложили модель для объяснения геофизического динамо -
опрокидывания земного магнитного дипо.1ьного момента з а  геологические 
м асштабы времени . Их простая модель показала, что внешне случайное 
опрокидывание магнитного диполя может быть результатом детерминирован­
ного процесса . Она поставила под сомнение другие объяснения , связывавшие 
опрокидывание магнитного диполя с такими внеШними по отношению к ди­
н а мике геомагнитного поля, явлениями, как катаклизмы, аномальная солнеч­
наs: акти в :юсть , хаотическне конвективные потоки в недрах Земли и т. д. 
Ныне причина, обусловливающая опрокидывание магнитного дипо.1я, по-преж­
нему остается загадкой, хотя общепризнанЫ удивительн ые регулярности в 
траектории магнитных полюсов. 

· 
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нуждает ограничиться статистическим предсказанием долговре­
менного будущего системы. Таким образом, мы приходим к ре­
зультату, в высшей степени нетривиальному: выводу о непред-

Рис. 1. Чувствительность к начальным условиям. На странном аттракторе две 
соседние траектории всегда расходятся незавнсимо от того, как близки онп 
были первоначально. Поэтому траектория, по которой реально происходит 

эволюция системы,  очень сильно зависит от н ачальной точки. 

сказуемости поведения некоторых детерминированных потоков. 
всего лишь с тремя степенями свободы! 

V .  ПУТИ ВОЗН ИКНОВЕНИЯ ХАОС� 

Введение странных аттракторов оживило и революционизи­
ровало исследование хаоса и турбулентности. Убедительное­
тому свидетельство - появившиеся после 1 97 1 г. бесчисленные 
статьи, книги и конференции по странным аттракторам .  Но 
само по себе понятие странного аттрактора не решает проблемы, 
поскольку немедленно возникает другой вопрос: как возникает 
странный аттрактор или, если угодно, как устанавливается хао­
тический режим? Какими маршрутами  переходит динамическая· 
система от р егулярного режима к хаотическому? Чтобы отве­
тить на  этот вопрос, нам необходимо перечислить р азличные 
возможные переходы между аттракторами - задача столь же. 
необходимая, как и идентификация аттракторов. 

В первой части мы подчеркивали тенденцию многих динами­
ческих систем к переходу в периодйчес.кий режим независимо­
от других характеристик этих систем. Сама по себе такая тен­
денция отнюдь не очевидна 1 ) .  Хотя периодичность далеко не-

1) Для объяснения такой относительной «универсальности:. nериодиче­
ского режима привпекается двойной аргумент устойчивости. Во-первых, тео­
рия Флоке (см. ниже) показывает, что устойчивость периодической траекто­
рии относительно малых изменений начальных условий определяетсЯJ 
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исчерпывает всех возможностей, первый шаг к ответу на по­
ставленный выше вопрос состоит в выяснении условий,  при ко­
торых периодический режим теряет устойчивость. Мы рассмот­
рим два метода : во-первых, теорию Флоке линейной устойчи­
вости периодических решений и, во-вторых, анализ нелин�йных 
эффектов, которые могут ограничить рост неустойчивости. 

Vl. ТЕОРИЯ ФЛОКЕ 

В этом разделе мы напомним суть теории  Флоке, кратко 
изложенной в разд. IV. 3. 1 .  Рассмотрим целинейный автоном­
ный поток в п-мерном фазовом пространстве, доnускающий пе­
риодическое решение с периодом Т:  

Х (t  + т) = Х (t). 
Чтобы определить, устойчиво или неустойчиво решение, до­

статочно выяснить, как будет развиваться со временем малое 
начальное возмущение 6Х решения. Линеаризуи потQк относи­
тельно пер иодической траектории, мы  обнаруживаем, что на­
чальное условие Ха + 6Х (�Х - бесконечное м алое во::�муще­
ние) отобр ажается в конце периода · т  в вектор Х0 + МбХ, где 
М - м атрица т Х т, называемая матрицей Флоке. 

Тем самым проблема линейной устойчивости периодического 
решения сводится к исследованию собственных значений мат­
р ицы М. Прежде всего заметим,  что эта матрица всегда имеет 
одно собственное значение, р авное единице; оно соответствует 
смещению бХ вдоль траектории.  Это просто означает, что, оста­
ваясь на предельном цикле, в конце периода мы в точности 
возвращаемся в исходную точку - тривиальное заключение о 

периодическQм решении, из которого мы ничего не узнаем об 
устойчивости этого р ешения.  Что действительно требуется, .так 
это выяснить, как ведут себя возмущения в направлениях, пер ­
пендикулярных траектории ,  как на  рис. 2. Интуитивно ясно, что 
если собственные значения матрицы М зависят от вида пре-

некоторыми перавенетвами и не требует какой-либо исключительной ситуации. 
Во-вторь:х, эта устойчивость в обычном смысле подразумевает к тому же и 
структурную устойчивость: если некий поток имеет линейно устойчивую пе­
риодическую траекторию (предельный цикл) , то всякий близкий к нему поток 
(получаемый практически изменением управляющих параметров) тоже имеет 
устойчивый предельный цикл. Поэтому велика вероятность того, что заданная 
диссипативная динамцческая система обнаружит такое периодическое поведе­
ние. Конечно, остается открытым воnрос о том, что nроисходит, когда перио- · 
дическая траектория теряет свою устойчивость (в обычном смысле слова) . 
Да.r1ее мы увидим, что ответ на этот воnрос отнюдь не однозн::1чен.  Он 
частично зависит от нелинейных эффектов в амплитуде флуктуаций, стремя­
щилея уда:шть траекторию от ставшего неустсйчивым nредельного цикла,  
когда пос.1едний еще существует. 
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дельного цикла,  то  они не  зависят от  выбранной на  предель­
ном цикле начальной точки Хо. Так как черев п�риод вектор 
Хо + бХ о;гображается в Х0 + МбХ, решение линейно устойчиво , 
если все собственные значения матрицы М расположены внутри 
единичной окружности D на комплексной плоскости. В этом 
случае все компоненты вектора бХ, перпендикулярного предель­
ному циклу, с каждом периодом уменьшаются. С другой сто­
роны, если (по крайней мере) одно из собственных значений 
матрицы М лежит вне D, то бХ непрерывно растет по крайней 

s Ллосность 
CE'ЧE'HUJI 

Рис. 2. Основы теории Флоке. Чтобы определить устойчивость периодического 
решения (nредельного цикла) , необходимо nроследить, как изменяется за 
один nериод малое начальное смещение траектории бХ.  В зависимости от 
то� убывает ли начальное смещение по всем наnравлениям или возрастает 
хотя бы в одном наnравлении, nредельный цикл устойчив или, как nоказано на 
рисунке, неустойчив. В данном nримере начальное смещение бХ выбрано 

вдоль одного из собст:венных наnравлений в nлоскости сечения S. , 

мере в одном направлении :  траектория все дальше и дальше 
отклоняется от предельного цикла, который поэтому неустойчив . 

При непрерывном изменении параметра 11 периодическое р е­
щение постепенно изменяется;  то же справедливо и относительно 
матрицы М и ее собственных значений. Каждому из собственных 
значений на комплексной плоскости соответствует кривая, пара­
метризованная величиной !!·  Потеря устойчивости периодическим 
решением, сопровождаемая бифуркацией, происходит тогда, ког­
да одна из этих кривых при изменении параметр а  J.t выхо­
дит из единичной окружности. Существуют три 1) генерических 

1 ) В случае потока в R 2 собственное зl'!ачение может выйти из единич­
ной окружности через точку + I ,  так как траектория не может самоnересе­
каться. Два других варианта nересечения единичной окружности возможны 
только при т �  3 (см. гл. Vl) .  , 
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типа 1 ) пересечения единичной окружности ( рис. 3) : в точке + 1 ,  
в точке - 1  и в двух комплексно-сопряженных собственных зна­
чениях !Х ± 1Р ·  Пом имо потери устойчивости каждый и з  трех ти­
nов пересечения по-своему сказывается на  последующем паведе-

Im 

Рис. 3. Три возможных случая пересечения 
единичной окружности D собственными зна-

+1 Re чениями матрицы Флоке. 

н и и  системы в зависимости от неливейности и в тесной связи с 
типом соответствующих 'бифуркаций. 

VII. ПЕРЕХОДЫ ПРИ ПОТЕРЕ n И HERHOR УСТОRЧИВОСТИ 

При  пересечении единичной окружности в точке + 1  возни­
кает бифуркация седло - узел (см. приложевне А) . Периодиче­
ское решение не только становится неустойчивым, но полностью 

исчезает. В области параметра чуть выше порога бифуркации 

система переходит в режим,  который называется перемежае­

мастью 1 типа. Он характеризуется фазами регулярного, почти 

периодического поведения (ламинарные фазы) , время от вре­
мени прерываемого фазами беспорядочного, «анархического» 
поведения (турбулентные всплески) .  

Если собственное значение выходит из единичной окруж­

ности в точке - 1 ,  то бифуркация называется субгармонической 

и может быть либо суперкритической, либо обратной. В случае 
суперкр итической субгармонической бифуркации (см. гл. VII I )  
новое устойчивое периодическое решение с удвоенным периодом 
заменяет старое решение, которое становится неустойчивым.  
Удвоение периода повторяется всякий раз ,  когда возникает но­

вое периодическое решение, что приводит к бесконечной после­
довательности бифуркаций , называемой субгармонически м  ка­

скадом, заканчивающейся хаосом.  С другой стороны; субкрити-

1 )  «Генернческий тип» здесь означает, что при малом изменении решения 
(lrапример, при изменении второго управляющего параметра !L') характер 
пересечения не измен яется. 
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ческая бифуркация приводит к перемежаемости 11 1 типа, кото­
рая  качественно напоминает перемежаемость 1 типа : длинные 
фазы почти периодического поведения, время от времени пре­
рываемые хаотическими всплесками.  Однако тип I I I  характе­
ризуется монотонным увеличением амплитуды субгармоники на 
протяжении почти периодической фазы из-за того, что нелиней­
ные эффекты усиливают субгармоническую неустойчивость пре­
дельного цикла .  Амплитуда возрастает с каждым колебанием. 
l(огда она превышает некоторое критическое значение, лами­
нарная фаза прерывается. 

Наконец, неустойчивость третьего типа возникает, когда два 
комплексно-сопряженных собственных значения а + i� одно­
временно иерееекают единичную окружность : это называется 
бифуркацией Хопфа 1 ) . Если бифуркация Хопфа суперкритиче­
ская,  то она приводит к устойчивому аттрактору вблизи пре­
дельного цикла ,  который становится неустойчивым ( но все еще 
существует) . Этот аттрактор - тор Т2, на поверхности которого 
лежит новое решение, соответствующее квазипериодическому 
режиму. Вторая суперкритическая бифуркация Хопфа может 
пораждать переход Т2 -+ Т3, а в результате третьей (иногда 
после второй) бифуркации возникает странный аттрактор . Если 
бифуркация Хопфа субкритическая,  то может встретиться дру­
гое явление, называемое перемежаемостью 11 типа . Глобальные 
качественные особенности у перемежаемости II типа такие же, 
как у I и 1 1 1  ти•пов, за исключением того, что неустойчивости, 

Точка 
пересечения 

с еяииичной 
окружно.с:тью 

+ 1  

- 1  

а ::1: iji 

Бифуркация 

Седло - узел 

Субrармоническая: 
Нормальная 

Обратная 

Хопфа: 
Нормальная 
Обратная 

.Явление Глава 

Перемежаемость IX 
1 типа 

Субr ар монический УШ 
каскад 
Перемежаемость 
III типа 

IX 

Квазипериодичность УП 
Перемежаемость IX 
II типа 

1 )  Арнольд называет ее бифуркацией Пуанкаре - Андронова. Мы будем 
придерживаться термина «бифуркация Хопфа:., более распространенного в 
западной литературе. 
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р азвивающиеся в ламинарных фазах, имеют частоту, не связан­
ную с основной частотой исходного цикла .  Новая частота свя­
зана с отношением af� для (а + i�) - собственных значений. 
иерееекающих единичную окружность при бифуркации. Дина­
мический процесс, дающий начало новой ламинарной фазе 
поел� тур булентного всплеска , слишком сложен, чтобы описы­
вать его здесь, поскольку речь идет о потоке в шестимер ном 
фазовом пространстве, а это соответствует сечению Пуанкаре 
в � 5. 

В следующей таблице сведены различные ситуации, описан­
ные выше, и указаны главы, в которых проводится их анализ. 

V l l l. СОВРЕМЕ'Н НЫЕ ПРЕДЕЛЫ ТЕОРИИ 

Исследование переходов с потерей периодическим решением 
линейной устойчивости явЛяется удобным способом классифи­
кации ряда процессов, приводящих к установлению хаотического 
режима .  Однако следует соблюдать осторожность, и в этой связи 
мы сделаем два замечания. 

Во-первых, как мы уже указывали, периодическая эволюция 
является не необходимым условием возникновения хаоса, 
а всего лишь благоприятным обстоятельством. Необязатель­
ность периодического' режима убедительно подтверждается на 
примере модели Лоренца. 

Во-вторых, необходимо ясно сознавать ограниченность дан­
ной теории в ее современном состоянии. Мы перечислили и 
проанализировали три явления, ведущие к хаосу: квазиперио­
дQчность, субгар монический каскад и перемежаемость. Но не 
были указаны никакие необходимые или достаточные услови·я, 
при которых возникают эти явления, на основе . характерных 
особенностей потока . В этом отношении симфония динамиче­
ских систем остается незавершенной. 
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СТРАН Н ЫЕ АТТРАКТО РЫ 

V I .  1 .  ДИССИ ПАЦИЯ И АТУРАКТОРЫ 

VJ .  1 . 1 .  Явление притяжения 

Диссипативные динамические системы (а мы расс:\f атр иваем 
только такие системы)  характеризуются притяжением всех тр а ­
ектор ий, проходящих через некоторую область фазового про­
странства ,  к геометрическому объекту, называемому аттракто­
ром. Проиллюстрируем это нэ. простом примере :  маятник под 
действием вынуждающей силы. Энергия, подвод�мая к маят­
нику извне, компенсирует затраты энергии и, таким образом, 
диссипируется системой. Когда колебания маятника достигают 
амплитуды, при которой энергия, подводимая за  один цикл, 
в точности равна энергии, диссипируемой за один цикл, уста ­
навливается стационарное состояние. Режим периодический : 
амплитуда колебаний постоянна, а траектория в фазовом про­
странстве есть предельный цикл С (рис. VI.  1 ) .  В притягиваю­
щем характере цикла мы убедимся, слегка сместив систему 
с предельного цикла . Например , возмутим маятник толчком, 
придав ему амплитуду 8 1 и скорость 8 1 , значительно превышаю­
щие максимальные значения 8m и 6m для предельного цикла.  
По прошествии векоторого времени диссипация вынудит траек­
торию быстро приблизиться к предельному циклу С, на · кото­
ром диссипация коменсируется подводимой энергией. Анало­
гично временное торможение маятника , находящегося под дей­
ствием вынуждающей силы, уменьшит амплитуду его колебаний 
и скорость до 82 и 82 (рис. Vl. 1 ) , но затем траектория снова 
приближается к С 1 ) . , -

Сказанное о предельном цикле можно обобЩить следующим 
образом. В фазовом nространстве решения системы n обыкно­
венных дифференциальных уравнений 

d dt' Х (t) = R (Х (t)), 

1 ) Последнее утверждение нуждается в уточнении: «наматывается» на С 
любая траектория, исходящая из окрестности предельноге цикла С, образую ­
щей его область притяжения (см. ниже) . 
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ё ,  

е 
е ,  

Рис. VI.  1 .  Притяжение к nредельному циклу С .  Фазовое пространство оnре­
деляется углом 6 между маятником и вертикалью и угловой скоростью 
ё = d6/dt. На рисунке покаэаны две траектории (выходящие из начальных 
точек, не лежащих на предельном цикле) , быстро сходящиеся к предельному 

циклу. 

[] в . 

Рис. VI. 2. Схематическое изображение аттрактора. А - аттрактор, В - его 
обпасть nритяжения. Траектории, выходящие нз н ачальных точек а, jl, 'V и б, 

nереносятся к аттрактору А потоком ф. ; 
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обр азуют поток ф, который для диссипативной системы и м еет 
аттр актор . По определению аттр а ктором А н а.зывается ком ­
п актное м ножество в фазовом простр анстве, обладающее сл е-
дующи м и  свойств а м и :  · 

1 )  А инвар и антен относительно действия потока, т. е. фА = А ; 
2)  А и меет нулевой о бъем в п-мерном ф а зовом простр а нстве 

(см. следующий р а зд. ) ; 
3) А содер жится в о бл а сти В иенулевого объе м а ,  кото р а я  

является абластью притяжения аттрактора. По опр еделению 
обл астью пр итяжения называется м ножество точек, та ких, что 
выходящие и з  них тр а ектор ии при t - оо стр емятся к А 
(рис .  VI .  2 ) . 

Мы в иди м ,  что аттр а ктор А есть асим птотич еский пр едел р е­
шений,  н а ,! альные точки кото р ых п р и надлежат его области при­
тяжения В. З а м ети м ,  что даже есл и А - пр остой геометр иче­
ский о бъект, то В может и м еть очень сложную фор му. 

Vl .  1 .2. Два следствия из сокращения площадей 

Обр ати м ся снова к пр и м еру с пр едельным циклом, чтобы 
исследов ать две очень в ажные хар а ктер и стики пр итяжен и я :  по­
терю п а м яти о нач аль�ых условиях и то1 что из этого происте­
кает для р а з м ер ности аттр а кторов. 
" Р а ссм отр и м  м ножество н а ч альных условий н а  фазовой пло­

скости (0, ё ) , ЗаНИМаЮЩее О бЛ аСТЬ р а З м ером Г ( р ИС. Vт l .  3) . 
Вследств ие диссипации поток приводит к сокр а щению площа­
дей . Следов ательно, поверх ность Г под. действием потока вы­
р ождается до л и н ейного отр езка н а  а;.гтр а ктор е С. Стало б ыть,  
происходит потеря инфор мации относительно в з а и м ного р а спо­
ложения точек, первоначально прин адлежавших поверхности Г; 
по достижении аттр а ктор а и нфор м а ция утр ачив а ется необр а ­
т и м о .  Этот в ывод опир а ется исключительно н а сокр ащение 
шrощ адей и н а  одновр еменное существов ание аттр а ктор а .  Следо­
в ательно, вывод оста ется в силе независимо от типа аттр ак­
тор а .  И м енно поэтому и н фор мация о иачаJiьных условиях те­
ряется и в дваякопер иодическом р ежи м е, траектqрии которого 
эволюционируют в ф азовом простр анстве р а з м ер ности н е  
меньше трех и стр емятся к тору Т2. Аналогичный в ывод спр а­
ведли в  и для а периодических режимов, и для связанных с ними 
аттр а кторов . 

Потеря п а мяти о точных нач альных условиях м ы продемон­
стр ируем н а  п р и м ер е  с м аятником. Сначала (т. е.  вда л и  от пре­
дельного цикл а )  для з адания состояния дин а м и ч еской систем ы  
нео бходи м ы  д в е  коор дпнаты О,  п е ,  а поэто му для опис а н и я  

9 П Б ерже и др 
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системы требуе'!'ся двумерное фазовое пространство, или поверх­
ность. После затухания промежуточных режимов и выхода на 
асимптотический режим остается только одна траектория : кри­
вая С. Для задания точки достаточно одной криволинейtюй 
координаты вдоль С. Это иллюстрирует общий принцип :  раз­
мерность d аттрактора меньше размерности n фазового про-

r�----------�6� 

е 

Рйс. VI. 3. Сокращение площадей, связанное с притяжением. Площадка Г, 
ограничивающая некоторое множество начальных условий, при достижении 

аттрактора С вырождается в отрезок прямой. 

странства, т. е. меньше числа степеней свободы динамической 
9истемы 1 ) : 

d < n. 

Вычислим теперь, к каким количественным следствиям при­
водит сокращение площадей или, в более общем случае, объе­
мов. Относительная скорость изменения объема V в фазовом 
пространстве под действием потока, т. е. ( 1/ V) (dVjdt) , опреде­
ляется производно(j, Ли : 

IZ • , 
1 dV � дХ1 

V Тt  = i...J дХ, ' i = l  

где Xi - i-я · компонента вектора Х (Х е .R n) . В диссипативных 
системах эта · величина, усредненная по времени·, отрицательна 

1) В дальнейшем мы увидим, что разность между d и n не обязательно 
равна единице и даже целому числу. 
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и служит мерой скорости сокращения 1 ) . Из отрицательности 
производной Ли следует, что при t -+  оо ,  после того как траек­
тории достигают аттрактора,  любое множество начальнЫх усло­
вий объемом V отображается в множество- нулевого объема :  
объем самого аттрактора равен нулю. 

В трехмерном пространстве термин «объ-ем» имеет свое 
обычное значение (элемент пространства :R 3) .  Сл�довательно, 
чтобы удовлетворять сформулированному выше условию d < п, 
любой аттрактор должен иметь размерность меньше трех. 

Vl.  1 .3.  Непересечение фазовых траекторий 

Траектории динамической системы в фазовом nространстве 
не могут пересекаться 2 ) ( нигде, кроме особых точек, в которых 
они «сливаются») . .  Это - неизбежное следствие детерминист­
ского характера описания. В противном случае одно начальное 
условие (точка пересечения) пораждало бы различны� траек­
тории или система по прохождении точки пересечения могла бы 
вести себя различным образом, т .  е. поведение е� было бы не­
определенным. Такая неопределенность протщюречила бы гипо-

- тезе детерминистского описания системы конечной совокуп­
ностью обыкновенных дифференциальных уравнений. 

На первый взгляд такое замечание может показаться до­
вольно бессодержательны-м, но .в действительности .оно приво­
дит к весьма глубоким следствиям, в чем мы еще неоднократно 
будем иметь случай убедиться, а пока выясним, 'что следует 
из него для дваякопериодического режима.  В этом случае ат­
трактор имеет вид тора Т2, который мы для удобства «развер ­
нем» на  плоскость. Такая опер ация топологически осуществима, 
поскольку поверJНiость тора двумерна.  

Разворачивание тора состоит из трех этапо�. которые изо­
бражены на  .рис. Vl. 4. На первом этаnе м ы  разрезаем тор по 
малой окружности (SC) ,  р азделяющей области С и С', и, ра зги­
бая, превращаем его в цилиндр. Проводя второй разрез вдоль 
образующей АА' цилиндра и разворачивая еще раз  цилиндри­
ческую поверхность, получаем прямоугольник АА'В'В. _ Сторона 
АВ (или А '  В') соответствует малой окружности

_ 
(«меридиану») 

1 ) Как мы' уже упоминали, для 
'
консервативных, или гамильтоновых, си­

стем объем сqхраняется : 

' 
n . 

" дХ; 
i..J дХ; """ О. 
i = l  

2 )  Д.'!Я случ а я  векторных n олей об этом уже уnомин алось в р азд I . 3.3 .  

9*  
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РС на торе, � сторона АА' ( или ВВ') - большой окружности 
(«пар аллели» ) ' GC. Пусть ю1 и ю2 - угловые частоты вращений 
траекторий. соответственно по большим и малым окружностям. 
Полному обороту по большой окружности на прямоугольной раз­
вертке соответствует отрезок, параллельный большей стороне 
АА' прямоугольника (пр и  переходе из  В в В' фаза изменяется 
от О до 2n) . Аналогично отрезок, параллельный меньшей стй-

РС 

... 
с 

( J� 

GC 

c r  

,�� 

Рис. VI. 4. Развертка поверхности 
тора ТZ. Развертывание поверхности 
тора nроизводится в два этапа. Сна­
чала мы разрезаем тор по малой ок­
ружности (меридиану) С и распрям­
ляем ero. В результате получаем 
трубку, ограниченную · окружностями 
С и С' (первоначально на торе эти 
две окружности совпадали) . З атем 
р азрезаем трубку по линии АА' (ВВ') 
и,  развернув, получаем прямоуголь­
ник АА 'В' В (первоначально на - торе 
точки А , _ А ', В' и В совпадали с од­
ной точкой /) . О том, как изобра­
жается фазов.ая траектория Т н а  та­
ком прямоугольнике, рассказано в 

тексте. 

роне ВА прямоугольника, соответствует вращению по м алой 
окружности тора .  Вообще любая фазовая траектория на торе 
представляет собой некоторую комбинацию двух движений, и 
на прямоугольнике ей соответствует некоторый прямолинейный 
отрезок, например отрезок ТТ'. Так как линии АВ и А'В' на 
тор е  совпадают, продолжая таекторию 1 ) за  точку Т',  мы 
должны сперепрыгнуть» в точку т�  "' из нее провести прямую, 
параллельную ТТ'. Аналогично, дойдя до точки Т�, мы должны 
перепрыгнуть в точку Т� и т. д. Вся траектория в таком пред­
ставлении состоит из м ножества параллельных прямолинейных 

, • 1 )  Естественно, что при монотонно возрастающем t движение по траек­
тории происходит только в одну сторону. 
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отр езков. Н а  р ис . VI .  5 показав п р и мер траектории, возникаю­
щей в случ а е, когда отношение частот ro 1/ro2 р авно четыр е м .  
Детер м и нирова ннасть :;з а п р ещает р азбегание,  тр аектор ий : если 
две тр а ектор ии  р асходятся, то они непременно должны пере­
-сечься. как н а  р ис. Vl. 6, и число точек пересечения �о врем енем 

о z� 
Рис. VI.  5. Представление траектории на развертке тора ТZ. В этом . примере 
Ф1/rо 2  = 4.  Из-за периодичности стороны прямоугольника нормированы к от-

резку [0, 2n] . 1 : 

возр аста ет. Следо вательно, ф азовый портрет такого типа ,  как на 
р ис.  VI .  6, исключае:гся. 

Резюмируя, мы можем утверждать, что на притягивающем 
торе  Т2 _ существуют тольке две воз можности . Если отношение 

Шzt zп·�------------------. 

Рис. VI.  6. Невозможность расхождения траекторий на тz. Две расходящиеся 
траектории должны были бы пересекаться, что невозмоЖно. 

ro1/ro2 иррационально, то п р ямолинейные отрезки всюду плотно 
покр ывают прямоугольник (т. е. р а з в ертку тор а ) : это двояко. 
периодический, или квази п ериодический , р ежи м .  Есл и  же 
отношение ro1/ro2 р ационально, то траектория состоит из ко­
нечного числ а п а р аллельных прямол инейных отрезков, по, 
следовательно п роходи мых с течением времени, как на 
р ис. Vl .  5 :  р ежим периодический. Единственный тип структурной 
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неустойчивости, которой подвержен дваякопериодический ре­
жим, - затягивание частоты, или синхронизация 1 ) , означаю­
щее, что отношение частот из иррационального становится р а ­
циональным. Следовательно, тор Т2 не может быть аттрактором 
апериодического режима . 

. Vl.  2. АПЕРИОДИЧЕСI<ИЕ АТТРАI<ТОРЫ 

Vl. 2. 1 .  Характеристики хаотического режима 

Резюмируем то, что было сюiзано в гл . IП о хаотических ре­
жимах,  с тем , чтобы вывести свойства аттракторов, связанных 
с такими режимами. ' 

В хаотическом режиме спектр мощности одной из перемен­
ных Х динамической системы содержит непрерывную часть, что 
соответствует неупорядоченной и хаотической эволюции этой 
переменной (рис. Vl.  7, а) . Чтобы оценить интенсивность· хаоса ,  

S(f )  а C ('Z')  б 

Рис. VI . 7. Апериод,.ический режим. а - спектр мощности S (f) ;  б - автокорре­
ляционная функция C(-r) . 

\ 
полезно ввести функцию, служащуЮ мерой сходства значения 
сигнала Х в момент времени t с значением того же сигнала в бо­
лее поздний момент времени t + -r. Величина С (-r) , о которой 
идет речь, получается путем усреднения большого числа произ ... 
ведений Х ( t) Х ( t  + -r) : 

t ,  
C (-r) = t2 � t 1 � X (t) X (t + -r) dt, 

t , 
или, в более сжатых обозначениях, 

С (-r) = (Х (t) Х (t + -r)). 

Изменяя интервал -r, мы  строим величину C (-r) , которая  назы­
вается временной автокорреляционной функцией. В гл. 1 1 1  было 

1 )  Подробнее об этом явлении см.  в приложении В.  
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.чюказано,  , что по теореме Винер а - Хинчина C ('t) есть преоб­
р азование Фурье спектра мощности. Если Х ( t) - константа, пе­
р иодический или квазипериодический режим, то спектр мощ­
ности состоит из отдельных пиков. Следовательно, С {'t) остает-u 1 ся отличнои от нуля при 't -+  оо .  

Периодический (или квазипериодический) сигнал обладает 
сходством с самим собой в более поздние моменты времени. Это 
?ЗНаТ;Iает, что поведение. системы пр-едсказуемо, так как, зная 
.его поведение на достаточно большом интервале времени, мы 
можем с помощью простого сравнения построить . точны� про­
гноз на все последующие времена.  С другой стороны, в хаоти­
ческом режиме, в котором спектр мощности обязательно содер­
жит непрерывную часть, 1 автокорреляционная · функция С ( 't )  

Рис. VI. 8. Пример р асхождения первон ачально близких фазовых траекторий . 

.-стремится к нулю при возр-астающем 't (см .  р ис. VI. 1, б) . Авто­
корр еляционная функция имеет конечную протяженность : сход­
ство сигнала с самим собой со временем ослабевает, а по исте­
чениИ достаточно продолжительного большого времени исчезает 
совсем .  Следовательно, наблюдение сигнала Х ( t )  на  любом �о-' 
печном интервале времени недостаточно для предсказания по-
ведения сигнала в будущем. Хаотический режим принципиально 
непредсказуем в силу все возр астающей потери самоподобия. 
В разд. Vl. 1 . 1  мы уже встречались с потерей памяти о началь­
ных условиях. В действительности это отражает только нечув­
.ствительность к н ачальным условиям и обеднение инфор мации, 
так как многие начальные состояния вне аттрак,тора, эволюцио­
.нируя, «оседают» на аттра,кторе. Но когда речь идет о забыва­
нии начальных условий в хаотическом· р ежиме, мы понимаем 
под этим нечто друг.ое: множество незначительно различающих­
ся начальных состояний на аттрак,торе порождает непредска­
.зуемым образом многие конечные состояния. Таким обр азом ,  
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и нфор мация в этом случ а е  не теряется, а в определенном см ысле 
пр иобр етается 1 ) . Это приводит к р ешающим последствиям дл я 
дин а м и к и :  две тр аектор и и, первоначально близкие, р а сходятся, 
что приводит к полно� потере всякого сходства з а  конечное 
время (р ис.  VI.  8) . Н а о борот, есл и р ежим пр едставлен аттр а к­
тором,  IJa котором соседние тр а кетории р асходятся, то т а кой 
р ежим хаотический. Это очень в ажное свойство - усил ение (в 
действительности эк�поненциалыюе усиление)  ошибок или неоп­
р еделенности в начальных данных - х аотического реж и м а  н а ­
з ыв а ется чувстви;гельностью к, заданию ftачальных условий 
(ЧЗНУ) . 

Vl.  2.2. Свойства апериодических аттракторов 

Идея Л а ндау состояла в том, чтобы объяснить существова­
н и е  Еепрер ывного спектр а Фурье наличием бесконечно боль­
шого числа независимых ч а стот 2 ) . Но для описания х аоса вовсе 
не тр ебуется тор тr очень большой р а з мер ности r :  и з  сказан­
ного выше ясно, что любой аттр а ктор даже м алой р аз м ер ности. 
о бл адающий ЧЗ НУ, соответствует х аотическому р ежиму. 

Пр едставление об аттр а ктор е  с ЧЗНУ содерж ит двойной п а ­
р адокс и весь м а  противор еЧит нашей и нтуиции.  Этим , по-види­
мому, объясняется позднее откр ытие хаоса с малым числом сте­
п еней свободы - детер м и нирова нного хаоса.  Первый пар адокс 
кроется в кажущемся противор еч и и  м ежду пр итяжением, кото­
рое обусловлив а ет схождение тра екторий,  и ЧЗНУ, которая 
приводит к р а схождению тр аектор и й .  В действительности же 
р а сходи мость тр а екторий только уста навливает нижнюю гр а ­
н ицу р аз м ер носrи аттр а кто р а .  К а к  б ыло пока з а но в р а зд. V I .  1 .3, 
по топологическим причинам ЧЗНУ для двум ер ного аттр а ктор а 
невоз можн а :  ф а зовые тра ектори и  должны эволюциониров ать 
в простр анстве, р а з м ер ность котор ого не меньше тр ех. Для про­
стоты м ы  будем р ассм атривать только трехмер ное ф а зовое про­
стр а нство. На р ис. VI. 9 сх ем атически изобр ажен а одна и з  
новых ситуаций 3 ) , '1Юренным обр азом отл ичающихся от тех, ко­
тор ые могут встр етиться _ н а  торе Р, 11 откр ыв ающих путь к ат­
тр а ктору нового типа.  Траектор и и  р а сходятся на плоскости как 

, р а скручива ющиеся спирали,  з атем в ыходят из  плоскости и воз-

. 1 )  В отличие от вре.м.еняой потери Информации из-за притяжения к ат­
трактору на самом аттракторе происходит непрестанный процесс производства 
информации. 

2 ) Во введении к второй части мы определили такую ситуацию, как хаос 
с бесконечно большим чисдом степеней свободы. 

3)  Это не единственная возможная ситуация;  мы выбрали ее лишь в ка­
Честве примера. 
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вращаются, попадая в центр спирали. Такой процесс повто­
ряется до бесконечности. Для этого необходимы две операции :  
растяжение вследствие ЧЗНУ и складывание, без которого 
траектории не могли бы оставаться в ограниченной части про­
странства. 

Чтобы понять, как возникает такой поток, представим себе 
трехмерный поток, расходящийся в направлении хх' и сходя-

Рис. VI. 9.  Схематическое изобр ажение р асхождения двух траекторий в трех­
мерном фазовом пространстве. Соседние траектории 1 и 2 ,выходят из гори­
зонтальной плоскости, «nерекрещиваются», не пересекаясь, и возвращаются 
к спирали. Траектории проведены на упрощенном Изображении аттр акто р а  

Рёсслера. 
Из, работы Абраха м а  и Шоу. 

щнйся в перпендикулярном направлении уу' (р ис. VI. 10, а) . 
Некоторое множество начальных условий порождает кgазидву; 
мерный лист АВЕС, на котором траектории расходятся, как это 
требуется для ЧНЗУ (рис. Vl .  10 ,  6) . После первой опер ации ­
растяжения - необходимо убедиться в .  том, что поток остается 
в ограниченной части  трехмерного пространства ,  т. е . в том, что 
происходит складывание 1 ) .  После того как ширина листа уд­
воится ( СЕ = 2АВ) , сторона СЕ складывается вдвое вдоль CDE 
(рис. VI.  10 ,  г) . В _результате мы получаем трехмерный поток, 

обладающий ЧНЗУ в конечной части пространства 2 ) . 

1 )  Позднее мы увидм, что именно повrорное складывание потока по­
рождает характерную слоистую структуру странных аттракторов. 

Z )  Построенный нами с помощью операций растяжения и ск,lадывания 
объект обладает по существу такой же топологией, как аттрактор Рёсслера, 
изображеннJ>IЙ на рис . VI. 9.  
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Мы видим,  что в трехмерном фазовом пространстве проти­
воречивые требования притяжения и ЧЗНУ удается примирить. 
с помощью понятия гиперболичности: притяжение происходит 
в одном направлении, а расхождение траекторий в другом.  На: 

х с 
у ' 

д 
х '  

в 

у а б 

С '  

в 8 г 
Ри�. Vl. 1 0. Этаnы nостроения странного аттрактора. а - сокращение (nритя­
жение) по наnравлению уу' и растяжение (расхождение) по наnравлению хх';  
б - лист, на котором динамика обладает высокой чувствительностью к на­
чальным условиям (в данном случае СЕ = 2АВ};  в - nервое складывание 
листа (длина стороны СЕ, сложенной вдоль CDE, становится сравнимой с 
длиной стороны АВ) ; г - вторре складывание, в результате которого «выход:. 

(CDE) совмещается с «ВХОДОМ» (АВ) . 
В результа:rе всех nроделанных оnераций мы nолучаем объект такого же. ' 

тиnа, как на рис. Vl. 9. 
Из работы Р. Шоу. 

рис. VI. 1 1  изображена плоскость, перпендикулярная среднему 
направлению потока. По аналогии с аналитической геометрией 
точка О называется гиперболической. Вдоль листа, т .  е. в на­
правлении хх', траектории расходятся . от точки О, а в перпенди­
кулярном направлении. уу' траектории сходятся к точке О. Вне 
этих двух осей точки движутся по кривым, проекции которых 
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на плоскость рис. Vl.  1 1  напоминают гиперболы 1 ) .  Таким обра­
зом, притяжение, �ничтожающее информацию, уравновешивает­
ся расхождением траектори_й, рождающим и�формацию. 

Здесь кроется второй парадокс: придя к заключению о том, 
:что ЧЗНУ требу�т размерности аттрактора d, удовлетворяющей 

.х' 

у 
у 

Рис. VI. 1 1 . К nонятию гиперболичности. Жирными линиями на рисунке слева 
вверху изображены расходящиеся траектории, а тонкими линиями сходя­
щиеся траектории. Стрелка 00' указывает направление среднего потока, 
хх' - направление, в котором nроисходит растяжение, уу' - наnравление, в 
котором происходит сжатие. На рисунке сnрава внизу покаэана nроекция 
nотока на nлоскость, nерnендикулярную наnравлению 00'.  Поверхность, на  
которой лежат сходящиеся траектории (в н ашем случае плоскость УУ'ОО') , 
называется устойчивым -многообразием. Поверхность, на которой лежат не­
устойчивые траектории (в нашем случае nлоскость ХХ'ОО') , называется не-

устойчивым многообразием. 

неравенству d'
> 2, мы можем спросить, может

-
ли трехмер ­

ный поток обладать ЧЗНУ. Этот вопрос возникает потому, что 
в случае диссипативной системы (т. е. системы, обладающей 

1 ) Оnисанное выше nостроение nозволяет оnредеЛИ'\'Ь две различные ли­
нии, «nарал.'lельные» одной и той же «прямой» (точнее, геодезической) . Один 
нз способов nостроения nрямой, nаралл�ьной данной прямой D и проходя­
щей -через точку Р, не лежащую на D, основан на исnользовании точки М, 
движущейся по D. Прямая, парал.'lельная nрямой D и nроходящая через 
точку Р, есть nредельное nоложениЕ; nрямой МР, когда точка М уходит по D 
в бесконечность. Пятый nостулат Евклида эквивалентен утверждению о том, 
что nредельная nрямая не зависит от того, в какую сторону движется по D 
7очка М , Но на  гиnерболической nлоскости (для которой nятый постулат не 
выnолняется) это не так : в зависимости от того, в какую сторону движется 
nq D точка М, существуют две различные nараллельные. Это замечание ле­
жит в основе неевклидовой геометрии Гаусса - Ббльяя - Лобачевского. Не­
которые идеи, используемые nри изучении хаотических систем в конечном 
фазовом nространстве, берут начало в гиnерболических геометриях. Напри­
мер, числа Ляnунова, о которых nойдет рень в дальнейшем (см. приложе­
ние Б) , связаны с nопятнем внутренней кривизны гиперболической nлоскости. 
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аттракrором) об'Ъемы в фазовом пространстве со временем со­
кращаются (см. гл . 1 ) . Следовательно, объем аттрактора  должен 
быть равен нулю, что в трехмерном фазовом пространстве при- · 
водит к неравенству d < 3. Аттрактор 1 ) ,  который может пред­
ставлять хаотический режим (и тем самым обладать ЧЗНУ) . 
должен быть таким,  чтобы выполнялось неравенство 2 < d < 3. 
Казалось бы, тщюе · условие должно исключать существование 
аттр а кторов, поскольку евклидова размерность должна · быть 
целы:v. числом. Однако ' аттракторы, удовлетворяющие неравен­
ству 2 < d < 3, все же существуюt. Помимо многих других 
необычных свойств они обладают нецелой размерностью, кото� 
рая называется фрактальной размерностью 2) .(см.  разд. VI.  4.2) . 
Из-за своих необычных свойств такие аттракторы получили на­
звание странных аттракторов. 

Резюмируя, можно утверждать, что диссипативная динами­
ческая система может стать хаотической, если размерность фа­
зового пространства больше или равна трем. Такой хаос (с ма­
лым числом степеней свободы) обусловлен ЧЗНУ траекторий 
на странном аттракт9ре. Наиболее важные свойства странного 
аттрактора состоят в следующем : 

1 )  фазовые траектории (по крайней мере те, которые исхо­
дят из точек, расположенных достаточно близко к аттрактору) 
стремятся к аттрактору;  

2)  близкие траектор.ии расходятся на аттракторе (ЧЗНУ) ; 
3) аттрактор имеет фрактальную размерность d. 

Vl. З. ПРИМЕР.Ы ATTPAI(TOP�B 
VI. 3. 1 .  Аттрактор Лоренца 

Изложение этой модели турбулентности и ее основных 
свойств читатель найдет в при•ложении f. Если принять неко­
торые сильно ·упрощающие предположения, то динамическое по­
ведение жидкости в ·  у�ловиях конвекции может быть описано 

. 1 )  нiшоминаем, ч:rо мы рассматриваем трехмерное фазовое пространство. 
2 ) В отличие от ·евклидовой размерности фрактальная размерность опре­

деляется несколькими формально неэквивалентными способами, которые в 
конкретных примерах приводят к различным численным значениям. Сильно 
упрощая, можно сказать, что одни определения фр актальной размерности 
�олее чувствительны к внутренней связности объекта, другие - к способу 
погружения объекта в 'объемлющее пространство. Эти свойства, ныне тща­
тельно изучаемые, вх0дят в описание таких явлений, как перколядня (проте­
кание) , турбулентность и физика полимеров. Позднее мы рассмотрим размер­
ность Хаусдофра ,  называемую также размерн0стью Хаусдорфа - Безиковпча 
(которая будет определена в разд. VI. 4) , - одну из возможных фракталь-
ных размерностей. : 
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тремя обыкновенными дифференциальными уравнениями 1 ) , оп­
ределяющими поток в трехмерном фазовом пространстве с пе­
р еменными Х, У и Z: 

dX Тt = Pr У - Pr Х, 

dY Тt = -XZ + rX - Y, 
dZ• Тt -= XY - bZ. 

Значения Pr и Ь обычно фиксированы (часто выбирают знаЧе­
ния Pr = 10 и Ь = 8/3 ; этих же значений придерживаемся 
и мы) , а параметр r остается управляющим.  Эта система с,вя­
занных между собой нелинейных уравнений кажется простой, 
но, вообще говоря, она (аналитически) неинтегрируема .  Тем не 
менее, задавая начальные значения (Х (О) , У (О) , .z (О ) ) и ис­
пользуя калькулятор , мы можем шаг за шагом численно ре·· 
шить систему Лоренца и найти поток Х ( t) , У ( t) Z ( t) . 

При малых значениях r устойчивые решения стаЦионарны 2 } 
(см. приложение Г) . Когда параметр r превышает 24, 74 (на ­
nример, при r = 28) , проекции траекторий на плоскость ( У, Z)  
становятся нерегулярными орбитами вокруг точек С И С' 
(рис. VI.  1 2 ) - неустойчивых неподвижных точек nотока. На 
рис. VI .  1 3� мы видим, что временная эволюция, наnример Х ( t) , 
обладает всеми внешними признаками хаотического поведения. 

Если начальные значения (Х (О) , У (О) , Z (О) ) выбраны слу­
чайным образом, то соответствующие траектории  быстро устрем· 
ляются к области А, состоящей из множества траекторий, опи­
сывающих петли вокруг точек С и С' · (рис. VI. 1 4 ) . Аттрактор А 
(которому соо"I:ветствует хаотический режим)  является стран� 
ным аттрактором.  Более того, это первый странный аттрактор 3) ,  
коrорый был открыт и исследован. Мы можем вычислить сокра ­
щение объемов под действием потока, если воспользуемся про­
изводной Ли : 

ak at а� 41 
дХ +. w,+ дZ = - (Рr + Ь +  1 ) = � 3 . 

1 )  Обыкновенным дифференциальным уравнениям в отличие от диффе­
ренциальных уравнений с частными производными удовлетворяют функции 
то.1ько одной переменной, в данном случае времени. 

� )  Напомним, что в этом разделе P,r = 10 и Ь = 8/3. 
3 )  К:огда Лоренц занимался исследованием своей модели, термин «стран­

ный а_ттрактор» еще не существовал и не были известны необычные свойства 
странных аттракторов. В более ранней работе Рикитаке и Аллена были по­
.1учены результаты, которые ныне прицято связывать со свойствами странных 
аттракторов. 
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Рис. VI . 1 2. Аттрактор Лоренца . Проекция части траектории на плоск·ость 
( У, Z) фазового пространства при r = 28; С и С' - неустойчивые неподвиж­

ные точки. 

20 х ( t ) 

t 
1 . 

Рис. Vl. 1 3. График зависимости X (t)  при r = 28. Обратите внимание на 
неупорядоченную эволюцию, происходящуЮ то в окрестности среднего зн�че-
ния х. ТО в окрестности другого значения Х '  (Х и Х' -координаты неустой-

чив'ых неподвижных точек С и С') . 
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За единицу времени (которая в данном случае примерно равна 
периоду одного оборота вокруг С или С') объем уменьшается 
в е-4113 � 10-в раз.  Это означает, что модель Лоренца сильно 
диссипативна. 

Сечение Пуанкаре траекторий плоскостью 1 )  Z = r - 1 ,  со­
держащей точки С и С'-, показано на рис. VI. 1 5. На первый 
взгляд кажется, что это ёечение состоит из двух сегментов, 

z 
д 

Рис. VI. 14. Аттрактор Лоренца при r = 28. Кажущаися асимметрия аттрак­
тора обусловлена только перспективой изображении. Двумя штриховыми от­
резками показаны пересечения траекторий с плоскостью сечения S (задавае­
мой уравнением Z = r - l = 27) при условии Z > О, т. е. сечение Пуанкаре 

'аттрактора этой поверхностью. 
Из работы О. Ланфорда. 

каждый из которых соответtтвует вращ�нию вокруг одной и•з 
неустойчивых неподвижных точек С и С' в данном направлении. 
Отсюда следует, что траектории почти ложатся на поверхность 
и что аттрактор ·имеет размерность, равную двум. Действи­
.тельно, «проткнув» кажущийся двумерным лист, мы обнаружим 
сложную структуру, состоящую из большого числа плотно упа­
кованных листов. Таким образом, аттрактор Лоренца является 
не поверхностью, но вместе с тем не имеет объема :  листы не 
имеют «толщины» (протяженности в поперечном направлении) 

. 1 � 
1 )  Плоскость Z = r - 1 содержит неустойчивые неподвижные точки С 

и С'. 
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и разделены пустым пространством. Действительно, вычисляя 
размерность Хаусдорфа - Безиковича (которая будет опреде­
Лена в разд. Vl .  4.2) аттрактора Лоренца, мы получаем чис.�о. 
очень близкое к двум, но все же большее двух : -

d = 2,06 

Этот результат ·Подверждает, что аттра·ктор Лоренца - не про­
стая , поверхность. То, что его фракталь�ая размерность очень 

Рис. vi. 1 5. Сечение Пу
,
анкаре аттрактора Лоренца. Плоскость ёечения совпа­

дает с шюскост'ью S, н а  рис. Vl.  1 4. В плоскости сечения лежат неустойчнвые 
неподвижные точки С и С'. Сечение Пуанкаре состоит из двух почти прямо-, 

линей�;�ых отрезков. 

близка к двум, обусловлено сильным сжатием объемов, о кото­
ром мы упоминали выше. Сильным сжатием объемов объяс­
няется и то, что отображение Пуанкаре может быть описано 

. одномерным отображением первого вщвращения хн1 = f (хя) 
(см. р азд. IV. 4) . Сам Лоренц получил это отображение, по­
строив график зависимости последовательных максимальных 
значенИй Z, т. е. Zн1 , от предыдущих максимумов Zя. Эти зна­
чения Zмакс ,являют�я

. 
к�ординатами Z тоЧек в сечении Пуан-
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каре поверхности ХУ - bZ = О (т .  е . dZjdt = О в силу третьего 
уравнения модели Лоренца ) .  На рис. VI .  1 6  видно , что в хоро­
шем приближении 1 )  отображение Пуанкаре, порождаемое а т­
трактором Лоренца, может быть сведено к отображению пер ­
вого воЗвращения х -+  f (x) (см . рис. IV. 4) .  Существенные 
динамические свойства модели легко могут быть найдены с по-

1 .  

; 

. . .. 
. �·· 

. • 
. . .. 

1 . .. 

Рис. VI. 1 6. Отображение первого возвращения для модели Лоренца. График 
зависимости Zн t = f (Zk ) ,  где Zi - последовательные максимумы величипы Z 

при r = 28. 
Из работы Э. Н. Лоренца. 

мощью отображения первого возвращения. Достаточно аналити­
чески аппроксимировать кривую, представленную на рис. VI .  1 6, 
а затем выполни�в итерации Xk+! = f (xk ) с помощью процедуры, 
описанной в разд: Vl. 4 . 1 .  

Н а  этом примере м ы  можем продемонстрировать одно из 
преимуществ редукции потока к одномерному отображению. Из 
гл . IV нам известно, что есл·и тангенс угла наклона касательной 
к кривой хн1 = f (xk ) всюду больше единицы (на интервале 
отображения) , то при любом начальном значении х0 существует 
везатухающий хаотический режим. Например, при r = 28 (зна­
чение, выбранное в многочисленных исследова�иях аттрактора 

1 )  Этс то приближение, в котором сечение Пуанкаре аттрактора ото­
ждествляется с двумя линейными сегментами. 

10 П. Берже и др. 
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35 

25 

25 Zo за . 35 

Рис. VI. 1 7. Отображение nервого возвращения для модели Лоренца. а - nри 
r = 24,06; б - nри r < 24,06. 

На рисунке а nоказав nредельный случай, когда угловой коэффициент каса­
тельной к кривой по абсолютной величине всюду больше единицы. 

Из работы Дж. А. и Э. Д. йорк. 
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'Лоренца)  танг�нс угла наклона к кривой Zk+I = f (Zk) ,  действи­
тельно, в рассматриваемом интервале всюду больше единицы. 
Следова�ельно, независимо от начального значения Z0 режим 
>будет хаотическим.  При уменьшении параметра r ситуапия ' из­
меняется. В частности, очень интересный случай возникает, �ели 

1 t 

Рис. VI . 18. Временная эволюция расстояния б между траекториями, · зада11ае­
мыми уравнениями Лоренца. Траектории исходят из двух точек, выбранных 
вблизи аттрактора на  расстоянии всего лишь б0 = I 0-8 д.руг от друга. 
В среднем расстояние б между двумя траекториями возрастает со временем t 
как б =  бо.ехр (Л,t) , где л, - наибольший nоказатель Ляпунова. В . логариф­
мическом масштабе оценка показателя Ляпунова Л1 оnределяется средним 
иаклоt�ом кривой б =  бо exp (ЛI.t) . В рассматриваемом случае Л.1 � 0,9, что 
дает р азумное согласие с результатами более .подробных численных расчетов. 
Разумеется, максимальное расстояние б ограничено размерами аттрактора, 

чем и объясняется насыщение, наблюдаемое при больших t. 

мы выберем значение r чуть меньше 24,06, чтобы неподвижные 
точки С и С' были устойчивы. При таких значениях r отображе­
ние первого возвращения .выглядит, как на 'рис. Vl. 1 7, .6 :  тан­
генс угла касательной к одной части кривой меньше единицы 
(Z < Zo) , из чего следует вывод о существовании неустойчивой 
неподвижной точки Zo (пересечения графиков ртабраженил пер­
вого возвращения и тождественного отображения) . Траектори и, 

10* 
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выходящие из начальных точек с Z < Zo, устремляются · nрямо 
к устойчивой неподвижной точке ниже Zo. С другой стороны. 
траектории, выходящие из точки с Z > Z0, ведут себя хаоти­
чески, затем попадают в область с Z < ·Z0, где быстро сходятся 
к. устойчивой неподвижной точке. Такого рода хаос, называе­
мый метастабильным, обЛадает интересными свойствами,  кото­
рые могут быть выведены из формы отображения первого воз­
вращения. 

В заключение продемонстрируем ЧЗНУ аттрактора Лоренца 
при значении r = 28. Для этого вычислим поток, выходящий 
из двух очень близких начальных точек, и посмотрим, как бы­
стро расстояние, разделяющее эти две точки, эволюционирует 
во времени. Из рис. VI. 1 8  видно, что в среднем расстояние б 
между траекториями возрастает экспоненциально, как и пред­
ска зывает о�щая теория. 

VI.  3.2. Аттрактор Энона 

Разумеется, весьма  заманчиво nродвинуться дальше и выйти 
за рамки предпринятого Лоренцам моделирования тепловой 
конвекции .  Дополнительное упрощение, которое можно внести 
в модель, состоит в преобразовании уравнений с непрер ывным 
временем в итерации с дискретным временем. Это позволяет 
заменить систему трех дифференциальных уравнений, аналогич­
ных уравнениям модели Лоренца , двумерным отображением 1 ) .  
В этом случае последовательные точки, получаемые в R2, сле­
дует рассматривать как принадлежащие сечению Пуанкаре по­
тока, порождаемого тремя дифференциальными уравнениями. 

Исходя из этой идеи, Энон предложил следующее отобра­
жение плоскости на себя : 

Хн t = Yk + 1 - аХ� .  
Yk + t  = f}Xk, 

где коэффициент а управляет неливейностью итерации, а коэф­
фициент � учитЬiвает диссипацию. Обычно используются сле­
дующие значения а и � : а = 1 ,4 и � --:- 0 ,3. Именно эти значе­
ния приняты в этом разделе. Исходя из точки плоскости с ко­
ординатами (Х0, У0) можно вычислить координаты (Х1 , У1 ) 
следующей точки и т. д. Следует заметить, что преобразование, 
о котором идеть речь, обратимо:  зная любую точку Pk,  мы мо­
жем найти предшествующие точки Pk-1 , Pk-2 и т .  д. Иначе го­
воря,  итерации можно производить как по возр астающим k 

1 ) Это позволяет пониэить на один порядок мощность компьютера, н е­
обходимого для построения аттрактора .  
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( аналогу времени) ,  так и по убывающим k (вспять во вре­
мени) 1 ) .  

Если начальные точки лежат внутри области притяжения. 
(имеющей очень сложную структуру) , то последовательные ите­
рации чрезвычайно быстро сходятся к аттрактору, изо.бражен-· 
ному на рис. VI .  1 9. Мы видим, что последовательные точки 

r­
r-. . ..... .. ... ..-- -- r .1 .. 

о 

у ' 

. . .. ... 

r 

1 • • • 1 

. . 

· i  

Рис. VI.  19 .  Аттрактор Энона (а = 1 ,4 ;  � = 0,3) . Обратите вниманп� н а  раз­
личие в масштабах по осям абсцисс и ординат. . 

располагаются иррегулярно, непредсказуемо и случайно. В этом 
отношении динамика на  аттракторе Энона обладает ярко выра-
женным хаотическим характером. : 

Исследование расстояния между траекториями (первона­
чально очень малого) как функции последовательных итераций 
подтверждает прогноз о хаотическом характере отображения .. 
11оскольку становится очевиднqй ЧЗНУ. На рис. VI .  20 пока­
зано, что расстояние между соседними траекториями возраста ет 
в среднем экспоненциально. В основу р исунка положены резуль­
таты численных расчетов, поэтому можно закJJючить, что ат­
трактор Энона (при а =  1 ,4 и � = 0,3 ) является странным 
аттрактором 2) . 

1 )  Этим отобр ажен�е Энона отличается от квадратичных отображений. 
отрезка на себя (см. гл. VI I I ) . 

2 ) Ввиду чрезвычайной простоты исходных уравнений приводить строгое 
доказательство этого утверждения было бы излишне. 
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Обратимся теперь к отображению Энона и nродемонстри­
руем на нем некоторые из упомянутых выше свойств или поня­
тий. Прежде всего нас будет интересовать вопрос о сокращении 
nлощадей (аналогичный проблеме сокращения объемов под дей­
ствием трехмерных диссипативных потоков) .  В случае двумер-

-1 '111 
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б 11 

. . . 

. · · .  
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Рис. VI.  20. Временная эволюция расстояния б между траекториями, зада­
\Ваемыми отображением Энона. Траектории исходят из двух точек, выбранных 
вблизи аттрактора  на расстоянии всего лишь /)0 = I0-8  друг от друга. 
В среднем расстояние между двумя траекториями возрастает с числом ите­
раций k на б = бо ехр (Лtk) ,  где Лt - наибольший показатель Ляпунова. В л о· 
гарифмическом масштабе оценка показателя Лt может быть получена как 
ередний наклон кривой б == бо ехр (Лtk) . В рассматриваемом случае Лt � 0,50, 
что находится в разумном согласии с результатами более подробных числен­
ных расчетов. Насыщение угла наклона кривой обусловлено теми же причи· 
нами, что и в случае, представленном на рис VI. '18. (См. также рис. VI I I .  9.)  

ного отображения якобиан играет роль производной Ли (см. 
nриложевне Д) . Для отображения Энона он раве� 

дXk+ l дХk+ ! 
! = 

ах;: � = 1 ��axk � 1 = - �. дYk+ l дУk+ 1 
ах;: .м;-

iаким  образом, при ·каждой итерю,J.ии площади умножаются на 
коэффици�нт 1 � 1 ·  Следовательно, если 1 � 1 < 1 ,  то мы и�еем 
сжатие. При � = 0,3 (�ы рассматривае� здесь только этот слу­
чай) площадь, бывшая единичной после k-й итерации, ст,анет · 
равной 0,3 после (k + 1 ) -й итерации. 
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Это сжатие, относительно умеренное, отличается от сжатия· 
в модели Лоренца, в которой за время, р азделяющее две после­
довательные точки в сечении Пуанкаре, объем сЖимается: 
в 1 0-6 раз (в модели Энона этому промежутку времени соот­
ветствует интервал времени между двумя последовательными 
итерациями) . Столь быстрое сжатие мешает различить фрак­
тальную- структуру сечения Пуанкаре аттрактора  Лоренца. 
Иначе обстоит дело в случае аттрактора Энона, на котором 
вследствие умеренного сжатия ( 1 � 1 -- 0,3) легко различить 
фрактальную структуру. Некоторые из приведеиных графиков. 
(с все возрастающим увеличением) позволяют уточнить послед­
нее замечание. Так, на р ис. VI. 2 1 ,  а в рамке мы видим три па­
раллельные линии, которые почти сливаются одна с другой. 
После первого увеличения выясняется, что верхняя линия в дей­
ствительности представляет собой три .  параллельные линии. 
Аналогично после второго увеличения становится видно, что 
верхняя из трех линий, обнаруженных после первого увеличе­
ния, также· оказывается тройной и т. д. Иначе говоря, струк­
тура аттрактора повторяется в последовательных м.а�шта бах 1 ) 
наблюдения. Такую структуру, характерную длц фракта.'Iьного 
объекта 2) ,  можно рассматривать как сечение множества ,  со­
стоящего из большего числа листов, т. е .  как странный аттрак­
тор . Аттрактор Энона (объект, занимающий промежуточное по­
ложение между линией и поверхностью) имеет размерность 
Хаусдорфа d = 1 ,26. 

Аттрактор Энона можно использовать для иллюстрации со­
- существования сокращения площадей и ЧЗНУ. Напомнпм, что 
это сокращение происходит с постоянной скоростью : в 1 � 1 -1 == 
= (0, З) -1 раза. за  одну итерацию. Сокращение не изотропно: 
в первом приближении окружность (радиусом r, малым по 
сравнению с размером аттрактора )  становится эллипсом, все 
более удлиняющимся в одном направлении и сжимающимся в 
другом (рис. VI .  22) . Длины главных осей после итераций соот-
ветственно равны rA� и гл:, где А1 и А2 - две константы, з·на­
чения которых могут быть определены только численно 3 ) . 
При А1 > 1 и А2 < 1 ( и  А1А2 = 1 � i  < 1 , так как имеет ме­
сто глобальное сокращение) длины растягиваются в одном 
направлении и с_жимаются в перпендикулярном направлении 
(рис. VI. 22, в) .  Мы снова встречаемся здесь с понятием 

1 ) В некоторых случаях это масшабная инвариантность. 
2 ) Простейшим и наиболее известным примерам объекта такого типа 

является канторавекое множество, оnисанное в разд. Vl. 4.2. 
3 )  Мы не знаем, как вычислять А1 и А2 аналитически, хотя умеем вы­

числять AsAz = 1 Р 1 .  
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rиперболичности, означающей схождение траектор ий в одном на­
правлении и р асхождение их в другом направлении. В самом 
деле, поскольку аттрактор Энона можно рассматривать как сече­
Rие Пуанкаре трехмерного потока в хаотиче�ком режиме, каж-
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Рис. VI.  � 1 .  Пример, показывающий самоподобие структуры аттрактора Энона 
в раздичных масштабах. Небольшой квадрат на  одном рисунке соответствует 
в увеличенном виде следуЮщему рисунку (обратите внимание на изменение 

масштаба по осям ) : а -+  б -+  в -+  г. 
Из работы М. Энона. 

дая точка является точкой пересечения плоскости, на которой 
определено отображение Энона, с траекторией, локально пер ­
пендикулярной ей. Для мао11ого эллипса в окрестности точки О на­
-правление расхождения траекторий соответствует касательной 
.DD' ( рис. VI. 22, в ) , а направление сжатия СС' перпендикуляр­
.но DD'. Преобразование окружности во все более вытянутые 



а 

6 

. . . . .. 

в 

Странные зттракторы 

А 
/ 

·· · ·· · --"' · �· 

. . . .  . . . . . 

с !  

. . . 

д' 

· . . ... · · . . . . .  . .. . . . . о • · �  • • •  
. . .. . 

. . . . . . / в· · ,,�/:::: . : :>>< .. с·  
. . .  / . .. .  _ 

· ·  . . . . . . . . . .  · ·  

D _ .. ··· .. 

153< 

о' 
...........  � 

Рис. \11 .  22. Деформация окружности при итерации отображения Энона. 
а - мы рассматриваем множество точек А, расположенных на окр,ужности, 
центр которой лежит на аттракторе. После первой итерации мы получаем 
множество В. Обратите внимание на р астяжение в направлении касате.1ы1ай 
к аттрактору и на сжатие в направлении, которое приближенно можно счи­
тать перпендикулярньш касательной . Вторая итерация преобразует !,!Ноже­
ство В в множестве С; б - это преобразование переводит окружность в 
эллипсы. Увеличение и переобозначение м,ножеств А ,  В и С в А ' ,  В' и С' 
позволяет сделать сокращение площадей более заметным ;  в - гиперболич­
ность и роль коэффициентов Ляпунова к�к приме}J преобразования окруж-

ности В ЭЛЛИПСЫ. 
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эллипсЫ служит конкретной иллюстрацией коэффициентов Ляпу­
нова (см. приложевне Б ) : в пределе малых r и больших k числа 
Л1 и Л2 являются двумя коэффициентам и  Ляпунова для отобра­
жения Энона. В другом предельном случае - при r порядка 
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Рис. VI . 23. Образование складки при отображении Энона. Процедура остает­
ся такой же, как на рис . VI. 22, но окружность А на этот раз сравнима по 
размерам с аттрактором. На множествах В и С, получающихся на окружно· 
сти А в результате первой и второй итераций, видно комбинированное дей-

ствие растяжения и складывания. · · · 
размеров аттрактора - р ис. VI. 23 показывает также, что эволю­
ЦИf! на аттракторе включает ,две операции : растяжение и скла­
дывание. 

Vl. 3.3. Экспериментальные примеры странных аттракторов 

Приводимые далее примеры заимствованы ·из экспериментов, 
выполненных на  трех динамических системах, описанных в гл. V. 

Начнем с вращающегося магнита, обладающего таким пре­
имуществом,  как регулируемость диссипации. При умеренных 
величинах треQия в жидкости мы можем экспериментально на­
блюдать четк9 выраженную слоистую структуру странного ат­
трактора. Наш магнит (см. гл. V) испытывает совместное дей­
ствие стационарного магнитного поля с индукцией В1 и другого 
магнитного поля с индукцией В0, вращающегося с угловой ча­
стотой ro. Вязкое трение создается маслом в оДном из подшип­
.ников магнита. Нетрудно построить сечение Пуанкаре фазо-, 
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вых траекторий, поскольку перед нами осциллятор с вынуждаю­
щей силой, для которого период 2nfro вращающегося поля яв­
ляется естественным интервалом времени, через который про­
изводится выборка . значений сиГнала .  Таким образом, доста-

. ,.  
х· 

r 

----------------------------------- х 
Рис. VI. 24. Сечение Пуанкаре аттрактора в хаотическом режиме вращающе­

гося магнита. Угловая скорость магнита пропорциональна х. 
Иэ р аботы В.  Крокетта. 

точно фиксировать переменную х ( t ) , пропорциональную ско­
рости магнита, и ее производную х ( t) каждый раз ,  когда 80 по­
ворачивается на 2n. Результат проведения такой операции над 
хаотическим режимом представлен на рис. VI .  24 .  Мы nидим 
характерную структуру странного аттрактора с большим чис­
лом складок - сложную структуру, напоминающую аттрактор 
Энона. 



(56 Глава VI 

Другое, еще более поразительное сходство между аттракто­
ром Энона и экспериментом можно обнаружить в неустойчи­
восrи РБ. Экспериментальная процедура несколько отличается 
>ОТ той, которая применялась в случае магнита : так как конвек-

о 
IJ T  
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' \ ' ,' , ,  \ \ \ \ \ 
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t 'l i 
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r ,  . . ' .. 1 
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JJ. T  
'Рис. VI.  25. Сечение Пуанкаре аттрактора  в хаотическом режиме конвекцИи 
Рэлея - Бен ара. Величин а  !!Т приблизительно пропорциональна вертикаль· 
ному градиенту температуры в данной точке слоя жидкости. Сечение Пуан· 
каре было получено стробоскопированием сигналов с частотой одного из 

двух осцилляторов тепловой конвекции. 
Из работы М. Дюбуа. 

ция РБ не испытывает периодического внешнег<;> воздействия, 
вычисление сечений Пуанкаре оказывается более сложным. На­
помним то, что было сказано в гл. V: две переменвые 1 ) (АТ) 

, 1 ) Обычно (!!Т) и (!!Т') измеряют, пропусkая сквозь жидкость в гори­
зонтальном направлении узкие пучки света. Эти пучки отклоняются пропор· 
ционально градиенту температуры. 
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и (�Т) ' измеряются в двух р азличных точках жидкости, в ко­
торой происходит тепловая конвекция (см.  рис. V. 8) . Трехмер­
ное фазовое пространство определяется координатами (�Т) , 
(�Т) и (�Т) '. Если удается детектировать сигнал (�Т) ', пред­
ставляющий в основном один из осцилляторов тепловой конвек­
ции, то его период можно использовать в качестве интервала 
времени для стробоскопирования траекторий, проектируемых на 
плоскость (�Т, �Т) . Но получить сигнал (�Т) ', обладающий 
достаточной спектральной чистотой, обычно очень трудно даже 

X ( t i )  
Рис. Vf. 26. Предельный цикл при периодическом режиме в реакции Белоу� 
сова - Жаботинского. Измеренный сигнал (потенциал специального электро­
да) пропорционален логарифму концентрации ионов Вг. Используемое здесь 
представление основано на методе «задержек»: строится график зависимости 
сигнала, Измеренного в момент времени t + т, от сигнала, измеренного в мо-

мент времени t (в данном случае время задержки равно 8,8 с) . 
Из работы Ж.-К:. Ру, Р. Симон и Х. Суинни. 

после фильтрования. Поэтому сечение Пуанкаре строят как пе­
ресечение траекторий в фазовом пространстве (�Т) , (�Т) , (�Т) ' 
с плоскостью (�Т) ' =  К. Для этого наносят на  график коорди­
наты (�Т ) ,  (А Т) всякий р аз ,  когда координата (�Т) ' достигает 
заданного значения К (при определенном условии для знака 
d (�T) 'jdt, например при d (�T) 'jdt > 0) . 

Именно так было получено сечение Пуанкаре  на рис. VI. 25 
в конвективном режиме, спектр Фурье которого содержит не 
только дискретные линии, но и существенный широкополосный 
шум. Мы видим (рис. VI. 25) , что точки в сечении Пуанкаре 
образуют сложную, но вполне определенную структуру 1 ) . 

1 ) В случае недетерминированного хаотического режима мы увидели бы 
облако точек, не обладающее тонкой структурой. 
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X ( t j+'l:)  

х ( t j )  
Рис. VI. 27. Апериодический режим в реакции Белоусова - Жаботинского. 
Диаграмма такого же типа, как и на рис . VI. 26, но для хаотического режима.  

· Петли являются nроекциями траекторий на  плоскостИ (X (t1) , X ( t1 + 1:) ) .  
Из работы Ж.·К. Ру, Х. Суинни . 

/ Х( ti +Z-с)г------:--------.. ,· 

// 
.// 

r 

X(ti  + 't') 
Рис. Vl .  28. Сечение Пуанкаре. Это сечение пересекает те самые траектории 
в пространстве X ( t1 ) , X (t1 + 1:) , X (t; + 2,;) , проекция которых изображена  н а  
рис. V I .  27. Плоскость сечения перпендикулярна плоскости рисунка \'1 .  27, на  
которой след пересечения двух плоскостей отмечен штриховой линией. Заме-

тим, что квазнлинейный вид сечения - чистая случайность. 
Из работы Ж.-К. Ру, Х. Суинни . 
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Рис. Vl. 29. Отображение первого возвращения. Величина Xk - ордината точ­
ки сечения на рис. VI. 28. Для получения отображения первого возвращения 
мы _ строим график зависимости ординаты Хн1 от ординаты Xk ближайшей 
предшествующей точки. а - множество точек, п�лученных при хаотич.еском 
режиме аттрактора. Непрерывная кривая проведена только для удобства 
прослеживания общей зависимости; б - сплщпная кривая, изображенная на 
рисунке а, начерчена повторно. При записи серии точек с номерами от 1 до 13 
возмущение возникло примерно в тот момент, когда записывалась 4-я точка. 
Последующие точки быстро вернулись к асимптотической кривой, что свиде-

тельствует об эффекте притяжения. 
· 

Из работы Ж.-К. Ру, Х. Суинни. 
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Обратимся теперь к химической реакции БЖ, чтобы изучить 
один аспект, непосредственно связанный с динамикой. Подле­
жащей измерению величиной является концентрация ионов 
брома в реакторе. Записи временных рядов Х ( ti ) , содержащие 
несколько десятков тысяч точек, производились при фиксиро­
ванном значении потока реагентов (управляющий параметр f..t) .  
Фазовые диагр аммы цостроены методом временных задержек 
(см. р азд. IV. 5) , позволяющим . получить представление аттрак­
тора в трехмерном фазовом пространстве с координатами Х ( t i ) , 
X ( ti + т) , X (ti + 2,;) . 

Простейший пример ,  иллюстрирующий эту процедуру, вы ви­
дите на рис. VI .  26 .  При некоторых значенцях потока реагента 
реакция БЖ становится периодической, и ее фазовая диаграмыа ,  
(предельный цикл ) представима в двумерном пространстве. Си­
туация радикально изменяется при других значениях потока: 
как свидетельствует проекция фазовой диаграммы, представ­
ленная на рис. Vl.  27, среди режимов могут быть обнаружены 
хаотические. Выбранными координатами  являются величины 

X = X (tt) ,  

У = X (ti + т) , 
где 1: = 8,8 с 1 ) .  

!(роме чисто эстетического интереса эта проек'ция мало го­
ворит о динамическом состоянии системы.  Было бы рискованно 
делать какие-либо заключения о существовании странного 
аттрактора только на основании рис. VI .  27. Та же неопреде­
ленность сохранилась бы, даже если бы мы попытались пред­
ставить аттрактор в трехмерном фазовом пространстве. Однако 
решающий шаг будет сделан, если мы проведем сечение Пуан­
каре через трехмерное представление аттрактора ,  третьей коор­
динатой которого служит Х ( ti + 2,;) . Плоскость сечения перпен­
дикулярна плоскости р ис. VI .  27, на которой след сечения 
проведен штриховой линией. Построенное сечение Пуанкаре по­
казано на рис. VI. 28. Подчеркнем, что квазилинейный вид 
сечения Пуанкаре обманчив : при другом выборе 1: и д�угой 

1) Это время следует сравнить с временем обхода аттрактора представ­
ляющей точкой, которое имеет порядок сотен секунд. 

+--
Рис. VI. 30. Чувствительная зависимость от начальных условий. Штриховые 
линии соответствуют некоторым траекториям, изображенным на  рис. VI. 27. 
Положение точек при t = О отмечено буквой О. а - положение точек при 
t = 80Ы; б - по.1ожение точек при t = 1 05М; в - положение точек при 
t = 2 1 0bl. (Ы = 0 ,88 с. Среднее время,  за которое точка успевает описать. 

петлю. сост авляет - I 20M.) 
Из работы Ж.·К. Ру и Х. Суинни. 

1 1  П. Берже и др. 
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плоскости сечения мы получили бы другую кривую (как мы уви­
дим дальше) . Однако узость этого квазилинейного объекта на­
поминает аттрактор Лоренца. Причина та же: система БЖ (при 
рассмотренных выше условиях) сильно диссипативна, отсюда и 
очень малая ширина аттрактора. В дальнейшем мы узнаем и 
другие подтверждения столь с�льного сжатия. 

Детерминированный характер хаотического поведения, соот­
ветствующего аттрактору, убедительно подтверждается отобра­
жением первого возвращения, которое можно построить по ото­
бражению Пуанкаре при столь сильной диссипации, как в дан­
ном случае. Построив график зависимости ординаты Xk+1 точки 
на рис. VI . 28 от ординаты Xk предыдущей точки, мы увидим на 
рис .  VI. 29, а, что все точки ложатся на четкую кривую. Таким 
образом, знание одной точки определяет положение следующей 
точки. Это свидетельствует о порядке, управляющем траекто­
риями на аттракторе. 

Чтобы продемонстрировать два решающих свойства стран­
ного аттрактора,  рассмотрим, как появляются в данном случае 
сжатие и ЧЗНУ. Первое из этих явлений можно проиллюстри­
ровать, введя возмущение: например, пузырек воздуха, увлекае­
мый потоком одного из реагентов, на какое-то время нарушает 
нормальный ход реакции. На р ис. VI.  29, б вы видите построен­
ное отображение первого возвращения, а также непрерывную 
кривую, которая воспроизведена с рис. VI. 29, а. После точки 4 
пузырек нарушает на время состояние реактора. Действие этого 
возмущения отчетливо видно на точке 5, которая явно не лежит 
на кривой. ПослеДующие точки 6, 7 и 8 снова приближаются 
к кривой (и тем самым к аттрактору) , а после точки 9 изме­
рения недостаточно точны для того, чтобы мы могл и  обнару­
жить любое отклонение от кривой. Так сила притяжения воз­
вращает «заблудшую» точку на аттрактор в четыре орбиты. 

Что же касается ЧЗНУ (т. е. экспоненциального усР Jiения 
отклонений) ,  то обратимся снова к проекции фазовой диа­
граммы. Фигура,  которую в ы  видите на рис. VI .  27, получена 
путем нанесения на график большого числа  точек с координа­
тами  (Х ( t; ) , Х ( t; + -r) ) ,  где моменты вр�мени t; разделены ин­
тервалом М (в  данном случае 0,88 с) , составляющем около од­
ной сотой продолжительн_ости одного обхода аттрактора. Вме­
сто систематического нанесения на график всех точек поступим 
следующим образом :  каждый раз,  когда точка пройдет вблизи О 
(рис. Vl .  30) , будем следиrгь за ее эволюцией, нанося на гра­
фик ее последующие положения. На р ис. Vl. 30, а показано мно­
жество точек в момент времени t = 80.1\t, где t, = О соответ­
ствует моменту прохождения точки вблизи О. Множество точек 
на р ис. VI. 30, б соответствует значению t = 105М, а на 
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рис. VI.  30, в - значению t = 2 10М. Повторим такую операцию 
несколько десятков р аз.  Мы видим,  что при t = О существует 
множество точек, р асположенных так бЛизко друг от друга, что все 
они практически неотличимы от О. При t = BO�t мы замечаем. 

X{ff -�r--------------�--------------� 

X(ti ) 
Рис. VI. 3 1 .  Проекция аттрактор а  при другом времени запаздывания 't'. Вы­
бранные траектории соответствуют тому же хаотическому режиму, который 
представлен на  рис. VI. 27, но 't ' = 53 с (вместо 't' = 8,8 с) . Штриховыми 
линиями показавы различные секущие плоскости (перпендикулярные плоско­
сти чертежа) , которые использовались для построения сечений Пуанкаре, 

представленных на рис. VI. 32. 
Из работы Ж.-К. Ру, Р. Симон и Х. Суинни. 

что эти точки начинают р азделяться (рис. Vl .  30, а, зона А ) _ 
Расстояние между точками быстро возрастает со в-ременем ; 
к моменту времени t = 2 l OM (времени, которое (приблизи­
тельно) необходимо, чтобы совершить дв ажды обход аттрак­
тора )  точки рассеиваются почти по всему аттрактору 
(рис. VI. 30, в, зона С) . Это означает, что начальное условие 

1 1 *  
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:<все точки практически неотличимы от О) забыва�тся из-за рас­
хождения начальных отклонений: от точки О. Перед нами ЧЗНУ. 
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Рис VI. 32. Сечения Пуанкаре. I(аждое сечение Пуанкаре имеет свой номер 
(N) и соответствует отличной · от других плоскости сечения, проекция которой 
имеет на рис. VI. 31 такой же номер. Масштабы меняются от сечения к се· 
,чению. Для каждого сечения N коэффициенты изменения масштабов по оси 

абсцисс ЕХ и оси ординат ЕУ указаны ниже как (N) ЕХ Х ЕУ: 
( 1 ) 0,3 х 0,2; (2) 1 , 1  х 0,9; (3) 1 ,0 х 1 ,0; (4) 0,5 х 0,9; (5) 0,5 х 0,9; 

(6) 0,5 х 0,8; (7) 0,4 х 0,5; (8) 0,4 х 0,2; (9) 0,4 х 0,08. 
Из работы Ж.-.К. Ру, Р. Симон, Х. Суинни. 

Мы можем даже покаЗать, каким образом в реакции БЖ 
осуществляются две операции (растяжения и складывания) , 
общие для всех странных аттракторов. При изменении времени 
задержки 't (по сравнению с 't,  припятым на рис. VI .  27) фазо-
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вая диаграмма претерпевает существенную деформацию, как 
видно из р ис. Vl .  3 1 ,  на котором показаны траектории, спроек­
тированные на плоскость (Х ( ti) , Х ( ti + ,;') )  с ,;' = 53 с 1 ) . 
Чтобы проследить за эволюцией соответствующего потока, р ас­
,смотрим сечения Пуанкаре  плоскостями,  перпендикулярными 
плоскости р ис. VI.  31 и обозначенными цифрами  1 ,  2 ,  3, . . .  , 9 .  

На рис. Vl .  32 показано, что сечение Пуанкаре постепенно 
на протяжении среднего периода обхода аттрактора,  изобра­
женного на рис. Vl .  31 . . Мы видим, что образование скJ):адки 
происходит между 2 и 8. Растяжение ( менее заметное, так �ак 
масштабы сильно изменяются от одной фигуры к другой) про­
исходит главным образом между 9 и 1 .  Именно поэтому ши-

- р ина сечения гораздо меньше на плоскости 1 ,  чем на пло-
-скости 9. 

Vl.  4. ИЗМЕР Е Н И Е  РАЗМЕРНОСТИ СТРАН НЫХ АУТРАКТОРОВ 

VI. 4. 1 .  Проблемы получения количественных характеристик 
динамических режимов 

Динамический режим можно охарактеризовать с помощью 
анализа Фурье. Но анализ Фурье не позволяет провести разли­
чие между хаосом с небольшим числом степеней свободы (де­
терминированным хаосом)  и белым шумом 2) .  В этом отноше­
нии исследование фазовЫх траекторий с помощью сечений Пу­
анкаре обладает важным преимуществом. Но получить при 
этом удается только качественную информациЮ. Кроме того, 
использование сечений Пуанкаре ограничено на практике трех­
мерными фазовыми пространствами.  

Охарактеризовать хаотический режим количественно можно, 
определяя наибольший показатель Ляпунова (см. приложе­
вне Б ) . Мы не будем обсуждать здесь алгоритмы определения 
наибольшего показателя Ляпунова по экспериментальным дан­
ным, поскольку все щш еще не очень эффективны. Другой ин­
тересной характеристикой хаотического режима . является фрак­
тальпая р азмерность аттрактора ,  которой посвящен этот раз­
дел. Поскольку размерность странного аттрактора,  как правило, 
нецелая, ос�ановимся на эrом понятии несколько подробнее. 

1 ) На рис. VI. 31 и VI. 32 использованы те же экспериментальные дан­
ные, что и на рис. VI. 27 и VI. 28. Это еще раз подтверждает, что сечение 
Пуанкаре на рис. Vl. 28 имеет лишь видимость квазилинейного. 

2 )  Под «белым шумом:. мы понимаем (в  отличие от детерминированного 
хаоса) хаотический режим, в основе которого лежит очень большое число 
иезависимых мод или степеней свободы (см. разд. VII.  3.3) . 
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VI. 4.2. Фрактальвые размерности 

Рассмотрим множество точек в р-мерном пространстве. Мы 
хотим покрыть это множество (гипер ) кубами с ребром е. Пусть 
N (е) - наименьшее число кубов, необходимых для покрытия 
множества - (рис. VI .  33) . Размерность Хаусдорфа  (называемая 
также размерностью Хаусдорфа - Безиковича) точки D опре­
деляется как предел, если он существует, отношения 

Рис. VI. 33. Покрытие объекта (множества точек) кубами с длиной ребра в. 

lп N (е) jln ( 1/е)  при ребре е гиперкуба, стремящемся к  нулю, т. е. 
- . ln N (е) 

D = �� ln ( l/e) · 
То же самое можно сформулировать иначе: минимальное 

число N (e )  кубов, необходимое для покрытия множества точек, 
зависит от е как fгn. Если множество состоит из одной точки, то 

N (е) = const = 1 .  

Следовательно, размерность Хаусдорфа точки D равва нулю 
( евклидова размерность точки также равна нулю) . Если мно­
жество представляет собой отрезок линии длиной L, то 

N (е) = Le- 1 , 

поэтому D = 1 ,  в то время как для поверхности с площадью S 
N (e) = Se- 2, 

откуда D = 2. 
До сих пор определение размерности· Хаусдорфа ничего не 

добавило к определению евклидавой .размерности. Обратимся 
теперь к канторавекому множеству, получаемому с помощью 
итерационного процесса.  Сначала из единичного отрезка уда-



Странные аттракторы 167 

ляется средняя треть. З атем каждый из двух оставшихся отрез­
ков также подвергается удалению средней трети. Эта операция 
повторяется до бесконечности, как показано на  рис. VI.  34. В ре­
зультате мы получаем бесконечное множество несвязных то­
чек 1 ) , размерность которого заключена l!1ежду нулем и едини­
цей. Размерность Хаусдорфа канторавекого множества ветрудно 
получить по его построению. При е = 1 /3 число элементов (в  

о 

l o  
! о  
1 
1 
1 

1 !9 

1 /3 

2/9 

·· - ·· -

2 / З  l l  
1 
1 
' 1  
1 
1 

Рис. Vl.  34. Первые стадии построения канторавекого множества. 

данном случае гиперкубы вырождаются просто в отрезки) , не­
обходимых для того, чтобы покрыть множество, равно 
N ( l /3 ) = 2. Аналогично при е = 1 /9 мы получаем N (e) = 4 и 
в общем случае при e = ( l /З) m имеем N (e) = 2m. По определе­
нию размерность Хаусдорфа есть величина 

. 1n 2m D = I 1m 1 
зт = 0,63. 

m-+oo n 

На этом примере мы видим,  что р азмерность Хаусдорфа есть 
обобщение обычной геометрической р азмерности, позволяющее 
характеризовать «фрактальные» объекты. 

Рассмотрим теперь второй классический фрактальвый объ­
ект, называемый снежинкой. Снежинка обладает одним необыч-

1 )  Заметим, что построенная структура инвариантна относительно изме­
нения масштаба. «Издали» канторавекое множество выглядит как отрезок, 
из которого выкинута средняя треть. Вблизи мы увидим такую же картину 
при любом увеличении, т. е. на любых масштабах. След такой м асштабной 
инвариантности сохраняется в структуре странных аттракторов - их разбие­
нии на листы. 
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ным свойством (разделяемым сеЧениями Пуанкаре многих 
стр анных аттракторов) :  она имеет бесконечный периметр, хотя 
ограничивает конечную область плоскости. Возьмем равносто­
ронний треугольник, разделим .каждую из его сторон на три рав­
ные части и на каждой иэ трех центральных третей построим во 
внешнюю сторону по равностороннему треугольнику , меньших 
размеров (рис. VI. 35) . Итерируя это построение бесконечно· 

Рис. VI. 35. Фрактальвый объект в форме снежинки (первые стадии по­
строения) . 

много - раз, мы получаем фрактальвый объект 1 ) ,  называемый 
иногда кривой Коха. Рассуждая так же, как прежде, находим. 
что ее размерность Хаусдорфа равна 

ln 4 D = Тn3 � 1 ,26. 

К сожалению, во многих других случаях, представляющих прак­
тический интерес, вычисления размерности Хаусдорфа непо­
средственно из ее определения как предела сходятей слишком 

1 ) Подобно канторавекому множеству, этот объект обладает масштабной , 
инвариантностью. 
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Рис. VI. 36. Метод вычисления фрактальной размерности множества точек, 
расположенных в двумерном пространстве. Вокруг произвольной точки мно· 
жества проводим окружность (сферу или tиперсферу в пространстве более 
высокой размерности) радиусом r и определяем число точек N (r) , оказавшихся 
внутри окружности, и его зависимость от r: а - в общем случае N (r) ,.., rY; 
б - для линии (одномерный случай) N (r) � r1 ; в - для поверхности (дву­
мерный случай) N (r) ,.., r2; г - для канторавекого множества N (r) ,.., r0·�· · · -
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медленно, если размерность р фазового пространства больше 
двух. Поэтому приходится использовать другую фрактальную 
размерность v, которая может быть вычислена быстрее. Хотя v, 
называемая корреляционной размерностью, вообще говоря, не 
равна в точности размерности 'Хаусдорфа D, она ограничивает 
D снизу : 

v � D. 

Проиллюстрируем наш второй подход на примерах из пла ­
ниметрии. Рассмотрим множество точек н а  плоскости, представ­
ляющее, например, с�чение Пуанкаре какого-то потока в R 3, 
и пусть N ( r) - число точек этого множества, р асположенных 
внутри окружности радиусом r. В случае' дискретного множе­
ства точек, равномерно распределенных по кривой (размер ­
ность 1 ) ,  получаем при  достаточно малых r :  

N (r) "" r, -

т. е. N (r) "" rv с v = 1 (рис. VI.  36, б) . С другой стороны, если 
точки равномерно распреде.flены по поверхности (размерность 2 ;  
см .  рис. VI.  36, в ) , ,то 

N (r) ,..., r2, , v = 2. 

Теперь мы уже можем рассмотреть общие объекты произволь­
ной размерности, такие, как описанное выше канторавекое мно­
жество (рис. VI.  36, г) . Число точек N (r) , р асположенных внутри 
окружности, растет в среднем· медленнее, чем радиус r. Полагая 
N (r) "" rv, можно вычислить, что v � 0,63. Это р авно вычислен­
ноЦ выше размерности Хаусдорфа .  Аналогично для аттрактора 
Энона (см. р азд. VI.  3.2 )  мы получаем среднюю зависимость 

N (r) ,..., rv, где v = 1 ,26. 

Метод допускает обобщение на р-мерные пространства, если 
nод N (r) понимать число точек, содержащихся в р-мерной ги-
персфере радиусом r 1 ) . 

' 

1 )  Корреляционная размерность v зависит от плотности точек на аттрак­
торе, так как связана с подсчетом точек. В отличие от нее размерность Хаус­
дорфа D множества зависит только от геометрии множества. По определе· 
нию D есть «максимальная» размерность объекта. Основной вклад в D дает 
та комnонента объекта, для покрытия которой , требуется наибольшее число 
сфер. Это наиболее «складчатая» часть, если объект является странным ат­
трактором, получающимся в результате растяжения  и складывания. Если 
р аспределение точек на аттракторе имеет низкую плотность именно в склад­
чатой части, то эта часть не даст существенного вклада в v. Тако:sо каче­
ственное обоснование того, что корреляционная р азмерность v ограничена 
сверху размерностью Хаусдорфа D. Для таких конструкций,  как канторавекое 
множество или снежинка Коха, эти две р азмерности равны, если плотность 
точек, используемых при вычислении v, Од119родна по объекту. 
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VI. 4.3.  Геометрическая характеристика аттрактора 

В последнее время был предложен эффективный метод оцен­
ки геометрических характеристик аттрактора на основе описан­
ного выше подхода в сочетании с возможностью восстановления 
траекторий в фазовом пространстве по задержкам времени. 

Напомним, что, исходя из одной зависящей от времени пе­
ременной X ( t) ,  мы можем восстановить траекторию в р-мерном 
фазовом пространстве (см. разд. IV. 5) , выбирая в качестве ко-

х ( t + 2 'l )  

X ( t+'Z} 

Рис. VI. 37. Схематическое изображение траектории, восстанавливаемой по­
точечно по значениям простой переменной Х (t) методом запаздывающего ар­
гумента. В этом примере использовано трехмерное пространство с координа-

тами X (t) , X (t + -r) , X(t + 2-r) . 

ординат величины Х ( t) , Х ( t  + -r) , Х ( t  + 2-r) ,  . . . , Х ( t+ (р - 1 ) -r) , 
г де -r - надлежащим образом выбранная временная задержка 1 ) .  
На практике время t дискретизуется, в результате чего мы по­
лучаем серию р-мерных векторов, представляющих фазовую 
диаграмму динамической системы (рис. VI. 37) . 

В хаотическом режиме (соответствующем странному аттрак­
тору) положения двух точек на одной и той же траектории, но 
разделенных во времени, некорр елированы 2 ) вследствие ЧЗНУ. 
Так как все точки лежат на а'rтракторе, существует простран­
ствеиная корреляция, которую можно попытаться охарактеризо­
вать с помощью какой-то функции. Мы можем написать 

С (r) = l im ( l /m2) Х [число пар i , j ,  для которых 1 Xt - х1 1 < r] , m -+ ""  

1 ) Оптимальный выбор -r сильно зависит от конкретной формы сигнала 
X (t) и определяется отчасти эмпирически. 

2 ) И в этом случае «виновницей» является ЧЗНУ. 
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где i и j - индексы, упорядочивающие точки вдоль траектории? 
на которой расположено всего т точек (рис. VI . 37) . Функцию 
С (г) можно определить более строго : 

т 

С (r) = l im �2 L Н (r - 1 х, - х1 1), 
т � со  l ,  1 - 1 

где Н - функция Хевисайда, равная по определению единице 
при положительных х и нулю при остальных значениях х. Число 
пар точек i ,  j, расстояние между которыми меньше r, есть вме­
сте с тем сумма всех N (r) (см. выше) - величин, �пересчиты­
вающих» точки в гиперсферах с центрами в каждой 1) точке ат­
трактора .  Следовательно, С (г) пропорциональна N (г) : 

C (r) � rv. 
Заметим,  что применимасть этого степенного закона ограни­

чена значениями r, _достаточно малыми по сравнению с размер­
ностями аттрактора .  При увеличении r величина N (г) достигает 
насыщения, когда r принимает значения, сравнимые с размером 
аттрактора ,  поскольку тогда учитываются т точек и,  следова ­
тельно, C ( r) -+- 1 .  С другой стороны, при  очень малых значе­
ниях r число пар точек i, j, расстояние между которыми мень­
ше r, становится малым, поскольку число точек на аттракторе 
конечно и статистика становится бедной. Кроме того, приобре­
тает решающее значение относительный вклад инструменталь­
ной ошибки. Следовательно, на практике степенной закон 
С (г) � rv выполняется только в ограниченном диапазоне зна­
чений r и может быть использован для определений v - корре­
ляционной размерности аттрактора. 

Vl. 4.4. РеаJJизация процедуры 

Исходя из дискретных значений Х ( ti) , полученных экспери­
ментально, мы восстанавливаем траекторию в р-мерном про­
странстве, как описано выше, при возрастающих целых значе­
ниях р :  

р = 2, 3, 4, 5,  . . . . 

При каждом значении р мы вычисляем С (г) и определяем · 
тангенс угла наклона касательной к графику функции f, опре-

t )  Суммирование по всем парам i,  j приводит к дополнительному благо· 
приятному эффекту - повышению статистической точности функции C (r) . 
С другой стороны, эта процедура сопряжена с большой затратой машинного 
времени. Как показывает опыт, весьма разумное усреднение достигается уже 
при сотне или около того операций, тогда как число точек_ т � 1 0�. что 
приводит к значительной экономии машинного времени. 
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деляемой равенством С (г) = f ( log r) , достигаемым при векото­
ром показателе v. Для периодического режима, на фазовой диа­
грамме которого мы имеем предельный цикл, зависимость С (r). 
от r строго линейна (с точностью до эффектов, связанных с раз­
мером объекта) . С совершенно иной ситуацией мы встречаемся 
в случае белого шума 1 ) . Сигнал можно рассматривать как су­
перпозицию бесконечного числа независимых колебательных 
мод. Следовательно, такой режим может быть описан с помощью 

t.g C ( r )  
о 

_, 

-2 

-з 

2 з 4 
Рис. VI. 38. График функции C (r) для белого шума в двойном логарифми­
ческом м асштабе. Обратите внимание на то, что наклон кривых (позволяю­
щий судить о величине показателя v) возрастает с увеличением размерыости р 

пространства представления. 
Из работы Б. Мальрезона, П. Аттена, П. Берже и М. Дюбуа. 

аттрактора тп с очень большим n. Траектории плотно покры• 
вают любое фазовое пространство размерности 

p � n. 

Действительно, как показывает рис. VI. 38, у характерных функ­
ций C (r) , получаемых из белого шума; тангенсы углов наклона 
касательных к их графикам в двойном логарифмическом мас­
штабе продолжают возрастать с увеличением р: v .- р. Этот ре­
зультат допускает о,бобщение: если вычисленное з�ачение � 
равно р (или продолжает возрастать вместе с р) , то это озна­
чает, что размерность пространства, используемого для вычис­
лений, меньше размерности соответствующего аттрактора (или 
сравнима с ней) . С другой стороны, если размерность v, вычис­
ленная для хаотического режима, становится не зависящей от р, 

то хаос детерминированный и _  соответствующий аттрактор 
странный. 

1 )  Определение белого шума см. в раэд. 111 .  3.3. 
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В качестве иллюстрации этого метода вычисления корреля­
ционной размерности v для странных аттракторов рассмотрим 
аттрактор Энона, определенный в разд. VI. 3.2. На рис. VI. 39 
показав график функции С (r) в двойном логарифмическом мас­
штабе. Значение v, которое можно получить из этого графика, 
составляет 

v = 1 ,25 + 0,05 ,  

что согласуется с значением . размерности Хаусдорфа, вычис­
ленной исходя из ее определения : 

D = 1 ,26. 

Наконец рассмотрим пример из области неустойчивости РБ 
в ограниченной геометрии (см. разд. V. 3) . В качестве жидкости 

log с ( r J  .... .--� - ...... ·· 

�------------------------------------------·� 

Рис. VI .  39. График функции C (r) для аттрактора Энона в· двойном логариф­
мическом масштабе. В этом час'l'ном случае вычисления проведены только 
для двумерной задачи (в плоскости Х, У аттрактора) , поэтому на графике 

представлена только одна кривая. 

выберем силиконовое масло с числом Прандтля 40 в ячейке 
с аспектным отношением (ширина/высота) , р авным 2. Конвек­
тивная структура состоит из двух валов. Увеличивая число Рей­
нольдса ,  мы переходим от периодического режим а  к хаосу через 
субгар монический каскад (см. гл . VII I ) .  Отслеживаемой пере­
менной и на этот раз является отклонение уз'кого пучка света, 
пропускаемого сквозь ячейку. Это отклонение служит мерой вер -
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тикальпого градиента темпер атуры. Анализируемые данвые со­
ответствуют хаотическому режиму в конце обратного каскада 
(см. гл. VI I I ) . Как видно из рис. Vl. 40, тангенсы угла наклона 

-�tg сиr 
-zr L r 
-т .. 1 � � • . .  , ;",! • 

2 3 4 1. g  г 
Рис. VI. 40. График функции С (r) для конвекции Рэлея - Бен ара. В отличие 
от белого шума (рис. VI. 38) наклон кривых перестает возрастать, начиная 

с размерности пространства р = 4. 
Из работы Б.  Мальрезона, П. Аттена, П. Берже и М. Дюбуа. 

р 

Рис. VI. 4 1 .  Показатель '\1 как функция размерности р. Величину показателя v 
м ы  оцениваем по наклону характеристик, представленных на рис. VI. 38 и 
VI. 40. В случае белого шума показатель '\1 возрастает с увеличением р ли­
нейно. Иная картина наблюдается при турбулентной конвекции Рэлея - Бе-

нара, когда показатель '\1 достигает насыщения. 
Из работы Б. Мальрезона, П. Аттена, П.  Берже, М. Дюбуа. 

касательной к графику функции С ( r ) в двойном логарифмиче­
ском м асштабе достаточно хорошо определены и не зависят от 
р азмерности р фазового цространства,  как только р становится 
больше 3. Насыщение корреляционной размерности v при возра­
стании р лучше видно на рис. VI .  41 и контрастирует с линейной 
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зависимостью v от р для белого шума (или случайного сиг­
нала ) . Анализ данных такого типа свидетельствует о детерми­
нnрованном характере хаотического поведения в этом режиме 
и,  кроме того, определяет нижнюю границу числа  возбужденных 
степеней свобоJШ, 

Vl. 5. ATTPAKTOf:» Т И ПА ПОДКОВЫ 

На протяженnи этой главы мы занимались описанием раз­
личных свойств странных аттракторов. Смейл, обобщив более 
раннюю работу Левинсона, предложил отображение плоскости 
на себя, ставшее теоретической моделью, позволяющей иллю­
стрировать эти свойства .  

Основной операцией, необходимой для создания странного 
аттрактора, является растяжение в сочетании со складыванием, 
порождающие аттрактор ,  который 'занимает ограниченную часть 
фазового пространства .  Двоякая операция растяжения-склады­
вания и была выбрана за исходный пункт nри построении мо­
дели .  Возьмем прямоугольник ABCD (рис. VI. 42) и, р астя�ув 
его (например ) в 2 раза по оси х· и одновременно сжав в 2ч раз 
по оси 'У ,  получим прямоугольник A tB tC1Dl .  При 1J > 1 такая 
оп�рация приводит к сокращению площади, что необходимо для 
диссипативной системы. Сложим прямоугольник A 1B1 C1D 1 в виде 
подковы и наложим на Исходный прямоугольник ABCD. Именно 
форма изогнутого прямоугольника A 1B1C1D1 и дала название 
модели. Повторяя операцию (снова растяжение по оси х и скла­
дывание по оси у) , мы получаем образ подковы, напоминающий 
по форме двойную заколку для волос 1 ) (рис. VI. 43) . Итерируя 
операцию беско,нечно много раз, мы получаем сложную много­
слойную структуру .st, обладающую, как будет показано, всеми 
свойствами странного аттрактора 2) . 

1 ) Модель Смейла и преобразование пекаря, с которым мы встретимся 
в гл. IX, тесно связаны между собой. Вместе с тем спедует обратить внима­
ние на  два  существенных различия между ними :  преобразование пекаря 
разрывно и, кроме того, сохраняет площади. 

2 ) Строго говоря, d есть пересечение всех итераций исходного прямо­
угольника R. Если f - отображение Смейла, то 

00 
А =  П fk (R) .  

k=O 

В дальнейшем мы будем предполагать, что доминирующий эффект преобра­
зования состоит в растяжении горизонтальных участков, и не будем учиты­
в ать действия преобразования на изогнутую часть подковы. Иначе говоря, 
мы r.Iожем предположить, что длина прямоугольника ABCD по оси х во 
много р аз иревосходит его ширину. 
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Рис. VI. 42. Первая итерация иреоб­
разования типа поДковы. Исходный 
прямоугольник ABCD мы растягиваем 
вдвое в направлении оси х и сжи­
маем более чем вдвое в направлении 
оси у. Сжатый и растянутый таким 
образом прямоугольник складываем 
вдвое и получаем образ исходного 
прямоугольника при данном преобра­
зовании, напоминающий по форме 

подкову. 

у А ...---+-----, В 

-+---+---;-t- .X 

D L-.--+-----' C 

А1 .--------------, В 1  
.D 1 

А r ---------------, В rз; ! ) [ • 1 1 1 D '-·-------------..1 С 

с ,  

Рис. V I .  43. Вторая итерация иреоб­
разования типа подковы. Операция, 
изображенная на рис. VI. 42, повто-

Е 
,. 

. ряется на подкове. На первом этапе 
получаем сильно вытянутую подкову. 
(Мы предполагаем, что ширина обра­
за подковы постоянна. Строго говоря, 
такое предположение неверно, по­
скольку изогнутая часть подковы так­
же подлежит растяжению.)  После 
складывания мы получаем нечто вро-

� L.__ _____ _j 

де двойной заколки для волос. 

-1 2 П.  Берже и др. 
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То, что структура d есть аттрактор, гарантируется значением 
'I'J > 1 , которое пр-иводит к сокращению площадей : обра-з каж­
дой точки исходного прямоугольника A B CD лежит внутри d. 
Кроме того, аттрактор d странный, так как обладает ЧЗНУ: 
каждая итерация удваивает компоненту х расстояния между 
двумя точками,  тем самым порождая экспоненциальное увели­
чение расстояния между точками .  

Преобразование Смейла служит особенно простым приме­
рам гиперболичности. Растяжение происходит по оси х ( можно 

А 
' 

� 
\\ I:J� 

l/ 
1\ 

D о 
Рис. VI .  44. Поперечные сечения, проведеиные через несколько первых обра­
зов исходного прямоугольника при иреобразовании типа подковы. Попереч­
ные сечения вдоль оси 00' проведены через исходный прямоугольник ( k=O) ,  
его первую итерацию (подкову, k = 1 )  и вторую итерацию (двойная заколка 
для волос, k = 2) . Сравнивая с рис. VI. 34, мы обнаруживаем тот же прин· 

цип, что и используемый при построении канторовского множества .  

сказать также, что ось х соответствует неустойчивому многооб­
разию) , а сжатие - по оси у (ось у соответствует устойчивому 
многообразию) . С этими двумя направлениями х и у (перпен­
дикулярными аттрактору типа подковы) связаны два коэффи­
циента Ляпунова отображения. Больший коэффициент (вдоль 
оси х) равен А1 = 2, а другой коэффициент Ляпунова равен 
А� = 1 /21']. Произведение этих коэффициентов А1А2 = 1 /1'] слу­
жит мерой степени сжатия площадей (см.  также рис. VI.  22) ,  
а показатели Ляпунова соответственно р авны Лt = lп At  и Л2 = 
= ln A2. 

Наконец убедимся, что аттрактор d является фрактальным 
объектом. На рис. VI.  44 показава эволюция сечения 00', про­
ведениого через прямоугольник, при повторяющихся итерациях. 
В начале (k = О) мы имеем прямоугольник A B CD, и его сече­
ние 00' имеет вид прямолинейного отрезка. После одной итера­
ции (k = 1 ) мы получаем подкову, а сечение состоит из двух 
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отре�ков. После второй итерации сечение, проведеиное через 
«двоиную заколку для волос», состоит из четырех отрезков 
и т. д. Мы легко узнаем принцип построения кант.оровского мно­
жества в том виде, как оно описано в предЫJ!.ущем разделе. 
Можно вычислить, ка.!{ это было сделано для канторавекого 
множества, размерность Хаусдорфа сечения 00' аттрактора :  

D - � - ln 2ТJ · 
В результате получаем фрактальную размерность аттрактора d :  

D' = 1 + � 
ln 2ТJ ' 

которая характеризует объект, занимающий промежуточное по­
ложение между линией и поверхностью 1 ) . 

З аметим, что в пределе при '11 � 1 ( пренебрежимо слабая 
.диссипация, почти полное отсутствие сокращения площадей) D' 
стремится к двум, а поэтому итерации точек прямоугольника 
ABCD практически заполняют всю его поверхность. В противо­
положном предельном случае сильной диссипации '1'} � 1 раз ­
мерность D' стремится к единице и аттрактор d почти вырож­
дается в линию (как сечение Пуанкаре аттрактора Лоренца) . 

Аттрактор d является сравнительно простой илЛюстрацией 
свойств странных аттракторов. Помимо педагогического инте­
реса существенно и то, что основные свойства аттрактора типа 
подковы о,бнаруживаются у многих сечений Пуанкаре хаотиче­
ских потоков. Например, численные эксперименты показывают, 
что при некоторых значениях параметра сечение Пуанкаре ат­
трактора Лоренца возникает при повторных итерациях отобра­
жения типа подковы. В основу самого отображения Энона было 
положено сЛедующее замечание : оно сводится к отображению, 
·которое при каждой итерации растягивает, сокращает и склады­
вает данную фиrуру. На рис. VI. 23 показано, к чему приводит 
отображение Энона. Результаты очень похожи на то, к чему 
приводит отображение Смейла. 
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Г Л А В А  VI I 

КВАЗ И П ЕР ИОДИЧ НОСТЬ 

Vll.  1 .  БИФУРКАЦИЯ ХОПФЛ ИЗ ПРЕДЕ.ПЬНОГО ЦИК.ПЛ 1 

В гл. VI было показано, что странные аттракторы харак­
терны для хаотического поведения в диссипативной динамиче­
ской системе с небольшим числом степеней свободы. Вопрос, на 
который мы пытаемся ответить в этой главе и в последующих 
главах, можно было бы сформулировать так: с помощью каких. 

Рис. VI I .  1 .  Сечение Пуанкаре фазовых траекторий вблизи предельного цик-­
ла С. 

механизмов осуществляется переход между периодическим и· 
странным аттрактором? Отвечая на него, исследователи устано­
вили «маршруты», или «сценарии», переходов к хаосу, характе­
ризуемые ограниченным числом бифуркаций. Их удалось разде­
лить на три главных типа маршрутов в зависимости от того,. 
каким образом периодический режим утрачивает свою устойчи­
вость. Анализ сечения Пуанкаре показывает, что предель­
ный цикл линейно неустойчив : последовательные пересечения 
х1 , х2, . . . траектории, первоначально близкой к предельному­
циклу, с плоскостью S (рис. VII .  1 ) ,  удаляются от точки х0 : 

- -
1 ХоХ1 1 < 1 XoX2 I < · · · · 
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Рис. VII. 2. Представление на плоскости сечения Пуанкаре векторов 6xl = 
� 

= x0xi при возрастающих значениях i. Собственное значение Л матрицы 
Флоке может выйти из области, заключенной внутри единичной окружности, 

в трех случаях: а - при Л > 1 ;  б - при Л < -1 ; в - при Л = а ± i�, 1 'Л 1  > 
> 1 .  На рисунке показана только динамика в направлении собственного век­
-тора, соответствующего наибольшему по абсолютной величине собственному 

значению. 

Рис. VII .  3. Эволюция вектора бхi в плоскости сечения Пуанкаре после би­
•Фуркации Хоп фа. Точка хо - сечение не устойчивого теперь предельного цикла, 

точки Ti принадлежат тору Т2• 
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Полагая бх1 = х0х1 , бх2 = х0х2, мы видим,  что бх2 = Мбх1 ,  где 
М - матрица Флоке. Условие неустойчивости предельного цикла 
состоит в том ,  что модуль по крайней мере одного собственного 
значения 'А матрицы М должен быть больше единицы. Если 'А = 
= 1 + е, то каждый вектор бхi увеличив�ется в одном и том же 
направлении с каждым о боротом. Если 'А = - ( 1 + е ) , то после­
довательные векторы бхi увеличиваются по модулю, но попере­
менно направлены то в одну, то в противоположную сторону. 
Наконец в случае двух комплексно-сопряженных собственных 
значений векторы бхi с каждым циклом поворачиваются на 
угол у, а их длина увеличивается (рис. Vll.  2) . Если бифурка­
ция, сопровождающая неустойчивость последнего типа , супер­
критическая, то нелинейвые эффекты (не  учит�ваемые в приве­
деиных выше рассуждениях ) ограничивают удлинение модуля 
1 бхi 1 до пекоторой конечной величины. Предельный цикл, кото­
рому в сечении Пуанкаре соответствует точка х0, преобразуется 
бифуркацией Хопфа в тор Т2, сечение Пуанкаре которого со­
стоит из множества точек Ti, Ti+l •  . . .  (рис . VI I .  3 ) . 

В этой главе мы рассмотрим события, которые ведут от 
тора Т2 (квазипериодического режима)  к странному аттр актору,. 
соответствующему хаотическому режиму. 

V I I. 2. ТЕОРИЯ РЮЭJIЯ - ТАКЕНСА ( РТ) 

VII .  2. 1 .  Описание 

Эта теория, выдвинутая н 1 97 1  г. и развитая в 1 978 г. Рюэ­
лем, Такенсом и Ньюхаусом (РТН ) , имеет большое историче­
ское значение, поскольку она впервые достаточно обоснованно­
поставила под сомнение механизм турбулентности, предложен­
ный Ландау, согласно которому для возникновения турбулент­
ности требуется бесконечное число бифуркаций Хопфа. Выдвинув 
эту революционную идею, Рюэль и Такене (РТ) пошли на эпи­
стемологический разрыв с традицией : оказалось, что для генера­
ции хаотического р ежима достаточно очень небольшого числа 
бифуркаций. Если не воспроизводить здесь доказанную ими  
весьма абстрактную математическую теорему, то  подход РТН 
схематически сводит к следующему. Рассмотрим  динамическую 
систему в стационарном состоянии, например ламинарное тече­
ние вязкой жидкости. Предположим, что, когда управляющий 
параметр (число Рейнольдса)  возрастает, режим утрачивает 
свою устойчивость и переходит в колебания с частотой f1 • Пред­
положим, что такой же процесс повторяется еще 2 раза, т. е. что. 
всего происходят три последовательные бифуркации Хопфа, по­
рождающие три независимые частоты f1 , f2 и fз. Тогда, согласи() 
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теории РТН, соотве'ГСтвующий тор ТЗ при весьма общих" усло­
виях может стать неустойчивым и перейти в странный аттрак­
тор . Нестационарное поведение перестает быть_ квазипериодиче­
-ским с тремя частотами (.на торе тз) , а становится явно· хаоти­
ческим (рис. )'1 1 . 4 ) . 

Рюэль, Такене и Ньюхаус показали, что некоторые возмуще­
ния могут_ разрушить тор тз и преобразовать его в странный 

s .., р Q Рг Q PJ ,.  Хаос ._, . в 2  в3 
Рис. VII .  4. Схематическое изображение последовательных бифуркаций В1, Bz 
и Вз, приводящих, согласно теории Рюэля - Такенса, к хаосу. S - стационар­
ное состояние; Р - периодическое состояние; QP2 - квазипериодический ре­
жим с двумя частотами; QРз - квазипериодический режим ' с тремя частота-

ми; СА - странный аттрактор.  

аттрактор. Но в отличие от тора странный аттрактор обладает 
устойчивостью по отношению к действующим на систему возму­
щениям. Можно ожидать, что при этих условиях- спектр моlцно­
ети динамической системы будет эволюционировать как функ­
ция управляющего параметра следующим о�разом.  Спектр мощ-

S!f) С1. S(f) О S(f) f2 8 
t •. fз 

Рис. VI I .  5. Схема эвоJiюции спектра мGщности согласно теории Рюэля ­
Такенса. а - периодический режим; б - квазипериодический режим с двумя 
частотами; в - хаотический режим. S (f) - спектр мощности, опредеJiенный 

в гл. I I I  (и обозначенный там; через . l ik l 2 ) .  
; 

ности будет содержать сначала одну частоту ({ 1 ) , затем две час­
тоты (f2 и fз) и иногда три частоты (f1 , /2 и fз) . Как только 
в спектре появляется третья частота; возникает характерная для 
хаоса широкополосная шумовая компонента (рис. VII .  5) .  Третья 
частота может обнаруживаться ( а  может и не обнаруживаться) 
в спектре перед тем, как мы идентифицируем хаос. Нельзя не 
подчеркнуть еще раз принципиальное различие между механиз­
мом РТН и механизмом Ландау: вместо бесконечно большого · 
числа частот достаточно трех частот. Это говорит о том, что си­
-стема с небольшим числом степеней свободы может пораждать 
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хаотический режим.  Попытаемся теперь обосновать необходи­
мость возникновения квазипериодического режи�а с тремя час­

, тотами перед прявлением на этом маршруте странного ,аттрак­
тора .  

VII.  2.2. Топологическая интерпретЦия 

В предыдущей главе было показано, что для существования· 
странного аттрактора необходимо фазовое пространство с раз­
мерностью не ниже трех 1 ) . Вернемся к последовательности и3. 
трех бифуркаций Хопфа,  идущих одна за другой. Первая би­
фуркация ведет к переходу от начального стационарного состоя­
ния (неподвижная точка, размерность 1 )  к периодическому со­
стоянию (пред�льный цикл, размерность 1 ) .  Вторая бифуркациw 
Хопфа иреобразует периодический режим (с частотой f1 ) в ква­
зипериодический режим (с  частотами f1 , f2 и иррациональным 
отношением f1 /f2) . Соответствующий аттрактор - тор Т2 с раз­
мерностью 2. На торе  Т2 траектории могут подвергаться тополо­
гической деформации только при синхронизации, т. е. когда, 
отношение f1/f2 становится р ациональным (см. раз  д. VI .  1 .3 и 
примечания к нему) . Третья бифуркация Хопфа, если она супер­
критическая, порождает переход (в  линейном приближении )  от 
квазипериодического режима  с двумя частотами  к квазипериоди­
ческому реЖиму на торе Т3 с тремя частота){и (fi , f2 и fз) .  По­
добно тому как Р - двумерный аттрактор , тор ТЗ - трехмер­
НI!IЙ аттрактор .  Мы можем построить развертку аттрактора Т3 ·  
в R3 так же,  как можно построить развертку тора Т2 в R2• В слу­
чае тора Т2 траектории должны ложиться на отрезки прямых 
в прямоугольнике (прямоугольник представляет собой раз­
вертку тора Т2; см. разд. VI .  2 .2) . Но траектории на ТЗ сживут»­
в кубе 2) (рис. VII .  6) , п_оэтому они могут не быть параллель­
ными и тем не менее не пересекаться (см, разд. VI .  2 .2) . Таким 
образом, дополнительная степень свободы 3) ,  возникающая с по-

1 ) Подчеркнем еще р аз, что размерность аттрактора не следует смеши­
вать с размерностью фазового пространства , в котором находится аттрактор. 

2) Подобно тому как траектории на  торе Т2 удобно изображать на 
прямоугольнике (см. разд. VI. l .З ) , траектории на торе rэ можно представить 
пиниями, проходящими внутри прямоугопьного параппепепипеда с отождеств­
пенными противопопожными гранями. (Соответствующее фазовое простран­
ство допжно быть не менее чем четырехмерным ; см. рис. VII .  6 и подnись 
к � ) , 

3) З аметим, что nаявпение у режима новой частоты требует учета доnол­
нительной размерности фазового nространства , причем каждая новая ,ча ­
стота соответствует новой степени свободы. Согласно интерпретации Ландау . . 
каждой частоте соответствует фаза,  значение которой зависит от деталей; 
nроцесса возникновения турбулентности. Эта «свободная» фаза и есть сте­
'lень свободы . 
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явлением третьей частоты, привносит в картину совершенно но· 
вый элемент. Она позволяет развиваться неустойчивостям 
(рис. VII .  7) , отличным от синхронизации - единственной вoз-

kW1 t 

k w,t 

а d 
Рис. VII .  6. Развертки торов Т2 и Т3, а - разв�ртка тора Т2 в прямоугольник. 
Достигнув стенки, траектория скачком переходит на  противоположную стен· 
ку, после чего продолжается в ту же сторону, что и раньше; б - каждая из 
граней тора Т3 отождествлена с противоположной гранью. Угловые частоты 

квазипериодического движения равны ro, ,  Wz и Wз. 

• НепоВвижиал -...... точха в, " · � kw1 t 
Л;;еае.льныи цикл 

в� � Top тz�ti 
в� kwz__,t ___ -"21( 

Н�стоuчи60;;;;;.._�1 • 1 � Cmptzн!fмu �- _ _  arnmparrmop _, /  -г -
Рис. VII .  7. Последовательные фазовые диаграммы в теории Рюэля - Такенса. 
После каждой бифуркации Хопфа размерность фазового пространства  повы­

шается на единицу. 

можности, существующей для Т2, как было показано в 
разд. VI. 1 .3. Исходя из этих элементарных топологических со­
ображений, мы можем попытаться интерпретировать необходи-
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.масть наличия по крайней мере трех степеней свободы 1 ) длЯ 
получения хаоса, описываемого странным аттрактором. Но до­
статочно ли это условие? Ответить на этот вопрос мы попы­
таемся в следующем разделе. 

VII .  2.3. Практическое значение: численное моделирование 

В рамках обсуждаемого здесь подхода, для того чтобы по­
ток в фазовом пространстве имел странный аттрактор ,  необхо­
димы три независимые ча,стоты.  Наша цель состоит в том, чтобы 
определить, могут ли малые �озмущения дестабилизировать 
тор ТЗ и превратить его в странный аттрактор . Существование 
устойчивых экспериментально наблюдаемых режимов, квазипе­
риодических с тремя частотами и свободных от хаоса, доказы­
вает, что по крайней мере не все возмущения дестабилизируют 
тор тз. 

Эти соображения, а также абстрактный математический ха­
рактер теоремы РТН наводят на мысль проиллюстрировать их 
теорему численными экспериментами.  Рассмотрим квазиперио­
дическую функцию Х ( t) с тремя частотами fi , f2 ,  fз : 

Х (t) = F (fJt, f2t, fзt) .  

Введем в уравнение ·потока контролируемое возмущение, чтобы 
проанализировать устойчивость потока относительно таких воз­
мущений. Устойчивость функции X (t)  исследуется с помощью 
сечения Пуанкаре потока. В частности, мы выбираем поверх­
ность сечения так, чтобы значения Х ( t) можно было получать 
через времена, кратные периоду Т1 = 1 /f1 , т. е. в дискретные 
моменты времени 2 ) tk = k/f1 . 

Сечение Пуанкаре аттрактора тз, соответствующее функ­
ции X ( t) ,  есть тор Т2, который может быть описан двумя уг­
лами е и 'ф. Последовательные пересечения с поверхностью се­
чения удовле:гворяют уравнениям з) 

ek+ l = [ek + (i)l] (mod 1 ) ,  

Pk+ l = [фk + Ф2] (mod 1 ). 
(VII .  1 }  

Мы определяем устойчивость р ежима X( t) , возмущая отображе­
ние Пуанкаре, заданное системой (VI I .  1 ) . Пусть sP (8 ,  ф) - воз-

1) Отсюда необходимость трех последовательных бифуркаций Хопфа. 
2) Мы снова прибегаеи здесь к - стробоскопическому методу, описанному 

в предыдущей главе в связи с вычислениями сечений Пуанкаре в эксперимен­
тах с тепловой конвекцией. 

3 )  Мы снова используем преимущества метода Пуанкаре, сводя квази­
периодический потоR с тремя частотами к ятерационному двумерному ото­
бражению. 
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-мущение 1 ) , приложеиное для выяснения устойчивости решения. 
Амплитуда возмущения управляеrея параметром 8 ,  где 8 = 1 
.соответствует полному возмущению. 

Возмущенное отображение Пуанкаре тора тз принимает вид 

6k+ l  = [6k + ro, + вР, (6k, фk)] (mod 1), 
Фk+ l = [фk + � + 8Р2 (6k, фk)] (mod 1 ) . 

(VI I .  2) 

Над системой (VI I.  2) с случайно выбранными Р1  и Р2 возра­
стающим параметром в выполнено много численных экспери­
ментов. Заключения относительно возмущенной системы (VII .  2) 
мы извлекаем, вычисляя показатели Ляпунова этого отображе­
ния (см. приложевне Б ) . Возникающие режимы можнq класси­

,фицировать, разделяя их на четыре типа в зависимости от зна­
ков показателей Ляпунова : 

1 )  квазипериодические режимы с тремя частотами (0, О, 
'0, -) ;  

2 )  квазипериодические режимы с двумя частотами (0, О, 
-, - ) ; 

3) периодические режимы с одной частотой (0, -, - , -) ; 
4)  хаотические режимы (+ . О, -, -) .  
Статистические р езультаты многих численных экспериментов, 

соответствующие возмущениям Р (е,  ф )  различного рода и р аз ­
личным отношениям частот, показавы на круговых диаграм­
мах 2) (рис. VII .  8) при трех различных значениях 8 (т .  е .  при 
трех амплитудах возмущений) .  Эти результаты явно подтверж· 
дают конкретные следствия из теоремы РТН : тор тз неустойчив 
относительно некоторых (достаточно болыпих) возмущений, под 
действием которых он переходит в странцый аттр актор, устой­
чивый, как показывают дальнейшие численные эксперименты. 
'Ясно, однако, что в пределе при 8 -+  О вероятность получения 
хаотического режима обращается в нуль. Можно провести ана­
логию между структурной неустойчивостью тр аекторий на Т2 и 
ТЗ. Единственная неустойчивость траекторий на Т2 приводит к 
явлению синхронизации, подробно исследованному в приложе­
нии В.  Нетрудно видеть, что по мере приближения к порогу би­
фуркации Хопфа, при которой впервые проявляется аттрактор 
Т2 , синхронизация встречается редко. Аналогично не следует 

1) Здесь Р (6, Ф) - функция, периодическая по 6 и Ф, амплитуда и фаза 
которой выбрана случайным образом. Средняя амплитуда возмущения управ­
ляется параметром s. 

2) Например, 7 % хаотического режима означает, что из N численных 
эксперим�нтов, проведеиных над системой (VII. 2) , 7 · (N /1 00) привели к хао­

·-тическому режиму. 
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удивляться тому, что неустойчивость на ТЗ ,  приводящая к хаосу, 
также становится редкой (для слабых возмущений) при произ­
вольном выборе параметров бифуркации. Это обстоятельство, 

€ =  0,25 Е =  0,50 Е = 0,76 

Рис. VII .  8. Процентное соотношение различных динамических режимов, на­
блюдаемых в численных экспериментах при трех различных амплитудах s 
возмущения, вводимого в квазипериодический режим с тремя частотами 
(тор ТЗ) .  Р - периодический режим; QP2 - квазипериодический режим с дву­
мя частотами; QPa - квазипериодический режим с тремя частотами. Точками 

выделен сектор, соответствующий хаотиЧескому режиму. 

отмеченное Арнольдом, согласуется- с результатами численных 
экспериментов на  основ� приведеиных выше моделей. 

VII.  2.4. Экспериментuьный пример 

Проиллюстрируем теорию РТ на примере неустойчивости РБ.  
Жидкостью, в которой происходит конвекция, является вода со 
средней температурой, соответствующей числу Прандтля, рав­
ному 5. Асnектное .отношение ячейки Г х = 3,5, а nоэтому обра­
зуются три конвективных вала .  Уnравляющим параметром слу­
жит отношение Ra/Rac 1 ) . При возрастании отношения Ra/Rac 
стационарная конвекция теряет устойчивость и переходит в nе­
риодический режим, начиная с Ra/Rac = 30 (первой бифурка­
ции Хопфа ) . При Ra/Rac = 39,5 периоАический режим в свою 
очередь теряет устойчивость и ·сменяется квазипериодическим 
режимом с двумя частотами (вторая бифуркация Хопфа) . На­
кQнец при Ra/Rac = 4 1 ,5 nроисходит третья бифуркация Хопфа,  
соответствующая появлению квазиnериодического режима с тре­
�я частотами, спектр которого показан на р ис. VII.  9. 

Заме'I'им, что идентификация такого спектра, содержащего 
большое число трех песоизмеримых частот, - задача весьма не-

1 )  Ra/Rac есть отношение числа Рэ.пея в эксперименте к крити'lескому 
чис.пу Рэлея Rac, соответствующему возникновению конвекции в бескоi'Iеч­
ной Геометрии. 
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тривиальная. Необходимо показать, что частота каждой из ли­
ний может быть индексирована комбинацией трех частот f = 
= т1f1 + т2f2 + тзfз , где т1 , m2,  тз - целые числа ( не превы­
шающие векоторого максимального числа , например 20 ) ,  и (что 
особенно важно) не может быть индексирована комбинацией 
двух ча,стот f = т�f� + т�f� . Для установления этого факта тре­
буются многочисленные подгоночные , расчеты на  компьютере. 
Для проверки песоизмеримости необходимо удостовериться в 
том, что отношения f1 /f2, f1/fз и f2/fз непрерывно изменяются 

0 S(f) 
10 

Рис. VI I . 9. Сnектр мощности квазиnериодического режима с тремя несоизме­
римыми частотами, наблюдаемого nри неустойчивости Рэлея - Бенара.  В ка­
честве жидкости выбрана вода с Ra/Rac = 42,3. Сnектральная nлотность как 

функция частоты в герцах nредставлена в логарифмическом масштабе. 
Из работы Дж. Голлуба и С. Бенсона.  

при изменении отношения RajRac. Если бы возникала синхро­
низация (например , при рациональном отношении f1/f2) , то это 
проявлялось бы в существовании интервала захвата частоты, 
т. е. конечного интервала значений RajRac, в котором отноше­
ние частот f1/f2 остается постоянным (о синхронизации см. при­
ложевне В} . 

После четкой идентификации квазипериодического режима  
с тремя частотами, как  показывают эксперименты, в небольшой 
области значений отношения RafRac соответствующие спектры 
(с точностью до погрешности измерений) свободны от шума. 
Это подтверждает один из выводов, сделанных на основе чис­
ленной модели в Предыдущем р азделе:  при тех же условиях 
трехчастотный режим устойчив. Но выше пекотарого значения 
Rт = RafRac � 43 становится заметным 'широкополосный шум, 
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одновременно происходит уширение пиков : режим становится 
хаотическим. На р ис. VI I .  10 показава последовательность раз­
личных режимов, приводящая к хаосу, в данном конкретном 
эксперименте. 

Очень трудно установить, существует ли порог Rт возникно­
вения хаоса, отличный от порога квазипериодичности с тремя 
частотами, или эти два порога в действительности совпадают. 

1 р 1 Q Pz за 

Pu.c.V!l. 9 

41,5 Rт 
Хаос 

Ra/Rac :.. 

Рис. VII .  1 0. Стадии маршрута, ведущего к хаосу через квазипериодический 
режим с тремя частотами. 

Наблюдения были проведены на примере неустойчивости Белоусова  - Жабо­
тинского (в воде) . 

Следует иметь в виду, что может существовать достаточно вы­
сокий уровень шума инструментального происхождения : если 
порог Rт превзойден, то можно утверждать, что уровень внут­
реннего шума системы выше уровня инструментального шума.  
Анализируя только экспериментальные данные, мы не можем 
исключать возможность того, что при пренебрежимо низком 
уровне инструментального шума порог Rт возникновения хаоса 
и порог появления третьей частоты совпадают. 

Vll. 3. П ЕРЕХОД К ХАОСУ ОТ ТОРА 

VII.  3. 1 .  Модель Керри - Норке 

Мы описали маршрут, ведущий к хаосу, - маршрут, на ко­
тором тор тз трансформируется в странный аттрактор.  Рас­
смотрим теперь другой маршрут также через квазипериодич­
ность, но на котором хаос возникает непосредственно из квази­
периодического р ежима с двумя частотами (т. е. без появления 
третьей частоты) . Иначе говоря, этот маршрут соответствует 
дестабилизации или, точнее, р азрушению, тор а  Р. Между деста­
били;зацией тора Т2 и изложенными выше сообр ажениями отно­
сительно того, что тз имеет наименьшую р азмерность, необходи­
мую для возникновения странного аттрактора, нет противоре­
чия. ДействИтельно, в случае, о котором сейчас пойдет , речь, 
хаос, хотя он и возникает из тор а  Т2, обусловлен тем не менее 
nоявлением дополнИтельной степени свободы, но не в форме 
третьей частоты, а посредством постепенного отклонения траек-
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торий от тора . Р, приводящего в конце концов к его разру­
шению. 

Доказательство существования такого маршрута следует не 
из строгой, обоснованной теории, а из резу.лыатов численных 
экспериментов с итерациями векоторого двумерного отображе­
ния, соответствующего сечению Пуанкаре трехмерного потока. 

Такое отображение удовлетворяет нескольким критериям :  
1 )  оно должно быть нелинейным ; , 
2)  оно должно быть сжимающим (т. е. соответствовать дис­

сипа:гивной системе) ; 
3)  оно должно обладать бифуркацией Хопфа.  
При увеличении управляющего параметра неподвижная точ­

ка отобр ажения должна терять устойчивость и через бифурка­
цию Хопфа переходить в предельный цикл. Для трехмерного 
потока, отображение Пуанкаре которого требуется рассмотреть, 
эта бифуркация Хопфа соответствует бифуркации предельный 
цикл -+- Т2• ,.. , 

l(ерри и Йорке построили модель, удовлетворяющую всем 
этим условиям. Рассмотрим композицию двух гомеоморфИзмов 
(см. приложевне Д) ,на R2 : 

где символом t�l обозначена композиция отобра.щений 1 ) . 
Отображение 'Ф

1 
определяет (в полярных координатах 

(р, О) ) (k + 1 )  -ю итерацию как функцию k-й по формулам { Pk+ l = e 1og ( 1 + Pk), 'Ф
1 = ek+ l = ek + Оо. 

где е - управляющий параметр (г ;:;;:::: 1 )  и угол 00 > О  фиксиро­
ван для данной серии экспериментов. 

Отображение 'Ф2 определяется следующим соотношением 
между прямоугольными координатами (Х, У) (k + 1 )  -й и k-й 
итераций: 

1 )  Композицию 'Ф = 'i't о 'Ф2 можно бы.по бы также представить в форме, 
аналогичной модели Энона: · { xk + l  = f (Xk, r k)· 'Ф = yk + l  = g (Xk, Yk)· 
Но при этом окончательная формулировка становится весьма громоздкой и 
малопригодной для интуитивного понимания. 
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Нетрудно убедиться, что отобр ажения 'Фl '  'Ф1 1 , -ф2 и 'Ф2 1 непре­
рывны, а поэтому 'Ф действительно является гомеоморфизмом. 

Начнем с рассмотрения того, как действует отобр ажение -ф 1 • 
Результат преобразования Pk+l = e log ( l  + Pk) представлен на 

а 

р 

у в 

с 

6 

у г 

х 

Рис. VII .  1 1 . Модель Карри - Йорка. а - график отображения Рнt = 
= в log ( l  + Pk)  при в <  l ;  б - график того же отображения nри 8 > 1 ; 
в - итерация отображения 'Фt только при 8 > 1 .  Любая н ачальная точка Pt 
nосле нескольких итераций отображается на притягивающую окружность С; 
г - nредставление композиции отображений 'Ф = 'Фt'Фz на плоскости с прямо­
угольной системой координат. Отображение 'Фt  переводит Ро в Р1 ,  а отображе-

ние 'Фz переводит Р1 в Pz. 

графиках рис. VI I .  1 1 . Тангенс угла наклона касательной к кри­
вой в начале координат р авен в. Следовательно, если в < 1 ,  то 
начало координат является устойчивой неподвижной точкой : 
при итерациях все начальные значения р стремятся к нулю 
(рис. VI I . l l , а ) . При в > 1 существует еще одна неподвижная 
точка помимо начала координат : при итерациях все начальные 

1 3 П. Верже и др. 
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значения Р стремятся к пределу PL - положительному отлич­
ному от нуля решению уравнения (рис. VII .  · 1 1 ,  6) . 

Вторая часть отображения '1\? 1 , а именно отображение ek+l = 
= ek - ео, есть простой поворот на угол ео. На рис. VI I .  1 1 , по­
казана комбинация двух rипов итерированных графиков ото­
бр ажения 'I\J 1 • При  в ::::.;;; 1 начало координат О является един­
ственной притягивающей точкой, в то время как при в > 1 
отобр ажение 'I\J 1 имеет притягивающую окружность 1 ) С радиу­
сом PL, возрастающим с увеличением в. Нетрудно видеть, что 
сфор мулированные в начале раздела условия (диссипация и су­
ществования бифуркации Хопфа) выполнены. Отображение 'I\J1 
в действительности описывает диссипативную систему. В соот­
ветствующем трехмерном потоке ( сечение Пуанкаре  которого 
представлено гр афиком отображения 'IJ? 1 )  существует бифурка­
ция от предельного цикла к инвариантному тору Т2 пр и в =  1 .  

Композиция отображений 'Ф нелинейна, так как, во-первых, 
'1\? 1 содержит логарифмический член, а 'Ф2 - квадр атичный член : 

Yk+ !  = Yk + х�. 
Действие 2 ) отображения ф2 состоит в установлении существую­
щей в 'Ф l  связи между е ( «угЛОМ») и р («действием») . Пока угол 
и действие не связаны, аттракторами преобр азования могут 
быть только окружности. Кроме того, в композиции 'Ф = '1\?1 о 'Ф2 
нелинейвые эффекты усиливаются с увеличением в. 

На рис. VII .  1 1 , г показано, как действует преобразование 'Ф 
на плоскости (Х, У) . Выбрав точку Р0 с координата ми  (Х0 ,  У0) 
за  начальную, мы вычисляем ее образ Р� под действием преоб-
разования '1\? 1 , затем обр аз  точки Р� под действием преобразова­
ния 'I\J2 и получаем точку Р2• Потом повторяем процедуру, дей­
ствуя преобразованием 'Ф на точку Р2• Итерации могут продол­
жаться до бесконечности. Пoc.Jie того как затухают переходные 
эффекты (на практике, чтобы исключить их, достаточно отбро­
сить первые 1 00 итераций) ,  точки оказываются на аттракторе. 

V l l .  3.2. Повед:ение модел и в зависимости от е 
Пусть ео = 2 (в  р адианах ) . Так как это значение близко 

к 2:rt/3, при каждой итер ации ен1 = вk + во мы совершаем при­
мер но треть полного оборота (рис.  VII .  1 2, а ) . Следовательно, 

1 ) Можно провести параллель между итерированным отобраЖением 'lj11 
при е > 1 и фазовой диаграммой генер атора  Ван дер Поля. В обоих случаях 
растяжение, действующее вблизи нача.!Jа координат, вдали от начала сме­
няется сжатием, а поэтому аттрактор существует на конечном расстоянии о т  
нача,1а  координат (см. р азд. 11 .  1 . 1 ) .  

2 ) Заметим, что в отличие от 'lj11 отображение 'Ф2 сохраняет площади 
(его якобиан р авен единице) .  
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через каждые три итерации мы оказываемся близко от исход­
вой точки (на рис. VII .  12, а представлены последовательные 
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Рис. VI I .  1 2 .  Последовательные итерации отображения ф. а - псевдосиммет­
рия с осью третьего порядка. Точки Ь,  с, а', Ь' и с' - последовательные 
интерированные образы начальной точки а; б - притяжение к окружности . 
:Как и на рис. VII . 1 2, а, точки Ь, с, а ', Ь' и с' . . .  получаются из точки а 

, при итерации отображения 'Ф (при е =  1 ,0 1 ) .  

итерации а , Ь , с, а' Ь', с') .  М ы  уже говорили о том, что при 
е = 1 начало координат является единственной притягивающей 
неподвижной точкой отображения. При е =  1+ аттрактор имеет 
форму окружности с центром в начале координат (рис. VI I .  1 2, б) . 

13* 
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С увеличением е радиус окружности быстро возрастает. Нели­
нейные эффекты деформируют окружность и приводят к возник­
новению симметрии с осью 3-го порядка замкнутой петли, ко­
торая является аттрактором (петля остается топологически эк­
вивалентной 1 ) окружности ) .  Обращает на себя внимание нали­
чие трех зон ( рис. VI I .  1 3) ,  плотность которых намного выше 

· .  

' 
i 

/ ' ... . . 

. . . .. 

х 

Рис. VI I . 1 3. Асимптотическое поведение отображения 'ljJ при е =  1 ,27. 
Оставаясь гомеоморфной окружностью, кривая приобретает форму, обла­
дающую псевдосимметрией третьего порядка, и вариация плотности обна-

руживает первые признаки синхронизации с f1/f2 = 3. 

плотности остальной части аттрактора .  Это предвестник затяги­
вания частоты третьего порядка, но пока режим носит отчет­
ливо выраженный квазипериодический характер с двумя несо­
измеримыми частотами.  Аттрактором служит тор Т2, сечением 
Пуанкаре которого является замкнутая кривая, представленная 
на  рис. VI I .  1 3. Продолжая увеличивать е,  т. е . делая нелиней­
вые эффекты все бо.1ее важными, мы видим, как то, что было 
тенденцией к з атягиванию частоты, становится подлинным затя­
гиванием частоты 3-го порядка. Иначе говоря, график состоит 
только из трех точек и орбита имеет период, р авный трем. С фи­
зической точки зрения это означает, что две ч астоты f, и f2 ис­
следуемого квазипериодического режима становятся соизмери­
мыми : f ,/f2 = 3. 

1 )  Математически более точным было бы выражение: петля «rомеоморф­
на окружности». 
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Затягивание частоты существует в диапазоне 1 ,28 < 8 < 
< 1 , 3953. Сразу же над порогом 8с = 1 ,3953 вновь появляется 
замкнутая петля. Она сильно напоминает ту петлю, которая 
возникает при значениях 8 ,  несколько м еньших 1 ,28. Но новая 
петля не гомеоморфна окружности. Подобное исследование (на  
рис. VII .  1 4  мы имеем 8 = 1 ,48 ) открывает качественно новое яв ­
ление: на петле появляются «зазубрины» 1 ) (таких выступов 
даже бесконечно много) , отчего она обретает определенную 
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Рис. VII . 1 4. Асимптотическое поведение отображения 1jJ при 8 = 1 ,48. Так 
как режим хаотический, кривая более не гомеоморфна окружности: ее 
можно рассматривать как сечение Пуанкаре странного аттрактора.  Обра­
тите внимание на  выступы, свидетельствующие о том, что образуются 

складки. 

«толщину» 2 ) .  Размерность петли более не равна единице (т. е. 
размерности прямой или окружности) ,  а становится фракталь­
ной ( близкой к единице, но несколько большей ее) . Следова­
тельно, гр афик представляет собой сечение странного аттрак­
тора и упорядочение точек на  петле теперь несколько хаотично. 
Иначе говоря, тор f2 разрушен ; выше 8 = 8с аттрактор обретает 

1 ) Такая структура, едва различимая непосредственно над порогом Ее, 
при увеличении 8 становится все более заметной . 

2) Второе сечение, перпендикулярное петле, обнаружило бы, что петля 
<:остоит из бесконечно большого числа листов со структурой канторавекого 
множества. 
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некоторую толщину в форме мелких складок («морщин») , по­
крывающих поверхность тора. 

· Вернемся к преобразованию -ф, чтобы проиллюстрировать 
происхождение хаотического режима. Рассмотрим две точки Р1 
и Р2, первоначально близкие в сечении Пуанкаре (рис. VII .  1 5) .  
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Рис. VII .  1 5. Чувствительная зависимость отображения 'Ф от начальных 
условий. Р1 и Р2 - две первоначально очень близкие точки на аттракторе. 
Хотя точки Р1 и Pz почти неотличимы друга от друга, после сорока ите-

' 1 раций их образы Р 1  и Р2 разделены уже вполне отчетливо. 

т. е. две соседние траектории трехмер ного потока. При выпол­
нении итераций (т. е. со временем)  образы Р� = 'Фk (Р1 ) и Р� = 
= 'Фk (Р2) все более удаляются друг от друга до тех ·пор, пока 
не окажутся на противоположных сторонах петли. Расхождение 
итераций свидетельствует о расхождении соседних траекторий 
(ЧЗНУ) , характерном для странных аттракторов. После рас­
хождения на максимальное ра,сстояние образы Р� и Р� начи­
нают сближаться вследствие образования складок. Сойдясь на 
минимальное расстояние, они снова расходятся и т. д. С такой 
комбинацией р астяжения и складывания - необходимым и 
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достаточным условием существования хаоса 1 ) ....:... мы уже встре­
чались неоднокр атно. 

На рис. VI I .  1 6 показаны различные маршруты, ведущие 
к хаосу в модели Керри - Йорке. Заметим,  что в области в > вс, 
соответствующей хаотическому режиму, встречаются «окна» пе­
риодических режимов. При соответствующих значениях в ат­
трактор перестает быть странным и становится периодическим. 

р 1 
1 l, ZB · tс = 1,З953 

Рис. VI I .  1 6. Последовательность этапов перехода к хаосу в модели Кер­
ри - йорка .  

С аналогичной ситуацией мы встретимся также при рассмотре­
нии маршрута, ведущего к хаосу через удвоение периода (см. 
гл. VI I I ) . 

VII .  3.3. Некоторые экспериментальные примеры 

Некоторые экспериментальные наблюдения возникновения 
хаоса из квазипериодического режима могут быть ошибочно 
приняты за  результаты численных эк;спериментов, выполненных 
на основе модели Керри - Йорке, - настолько сильно сходство. 

Приводимые ниже иллюстративные примеры  заимствованы 
главным образом из неустойчивости РБ в ограниченной геомет­
рии ,  приводящей в этой области к необычайно разнообразным 
режимам 2 ) .  Управляющий параметр Ra/Rac уже был опреде­
лен. Но знание Ra/Rac бесполезно, если мы, кроме того, не за­
дадим конвективную структуру 3) в ячейке. Поэтому мы, не вда­
ваясь в подробности относительно самой структуры, обозначим 

1 ) Как будет показано в дальнейшем, это двоякое явление вводИт «пере­
м ешивание» - одну из существенных характерных особенностей хаоса .  

2 )  Поддержание одной и той же конвективной структуры на протяжении 
всего маршрута, ведущего к хаосу, - ограничение, выполнить которое экспе­
риментально необычайно трудно. Малейшее возмущение конвективной струк­
туры изменяет динамическое поведение. Нередко неполнота н аблюдений объ­
ясняется отнюдь не тем, что экспериментатор не пожелал выйти за  пределы 
исследуемого диапазона параметров, а обусловлена тем, что конвективная 
етруктура теряет устойчивость. 

3 )  Описание конвективной структуры должно включать в себя число кон­
вективных валов, их симметрию, направление вращения, дефекты структуры 
и т. д. 
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каждую структуру символически буквой А, В или С. Мы можем 
воспользоваться этим случаем, чтобы продемонстрировать раз­
нообразие проявлений неустойчивости РБ в жидкостях при боль­
ших числах Прандтля. Если в качестве жидкости выбрано сили­
коновое масло, то его прозрачность в сочетании со значитель­
ными тепловыми вариациями показателя преломления наводит 
на мысль об использовании локальных или полулокальных оп­
тических измерений. Это позволяет постоянно следить за типом 
и качеством конвективной структуры. В частности, оптические 
методы позволяют локализовать (и  тем самым исследовать в от­
дельности ) осцилляторы тепловой конвекции, ответственные за 
наблюдаемые ыежимы. 

На рис. VII. 1 7, а вы видите спектр, снятый на структуре А 
при Ra/Rac = 569 и свидетельствующий о квазипериодичности 
с двумя частотами,  для которых /1/f2 = 2,9 1 .  Два осциллятора 
тепловой конвекции 1 и II  были идентифицированы и локализо­
ваны.  Иначе говоря, если мы нацеливаем оптическое устройство 
на малую окрестность осциллятора 1 , то при этом детектируется 
в основном 1 ) частота f1 (аналогичное утверждение справедливо 
относительно осциллятора 11  и частоты fz) • .Ясно, что эта инфор­
мация представляет необычайную ценность для понимания про­
цессов,  происходящих в жидкости, и однозначной идентифика­
ции главных частот спе�Стра .  

Возможность разделения вкладов двух осцилляторов также 
облегчает построение ,сечений Пуанкаре. На  одном детекторе 
мы собираем вклад главным образом осциллятора 1 , который 
обозначим через !J.T. Одновременно мы с помощью аналогового 
устройства (RС-цепи)  дифференцируем !J.T и получаем 11 "Т. Сиг­
налы !1Т и !J.·T поступают на  входы двух каналов графопострои­
теля (см. р ис. V. 8 и разд. VI.  3.3) . Можно построить фазовые 
траектории на  плоскости (!J.T, !J.·Т) . На рис. VI I .  1 7, б показано, 
насколько сложными могут быть эти траектории.  Если теперь 
м ы  с помощью второго детектора регистрируем второй сигнал, 
поступающий главным образом от осциллятора 1 1 , то эту ин­
формацию можно использовать для стробоскопирования 2) тра­
ектории при фиксированной фазе  колебаний осциллятора I I . Ре­
зультат этой процедуры показан на рис. Vl l .  1 7, в. Сравнив ая 
рис. VII .  1 7, б и в, мы можем оценить упрощения, проистекающие 

1 ) Разумеется, осцилляторы 1 и I I  связаны между собой гидродинамикой. 
В колебаниях осциллятора 1 мы обнаруживаем примесь частоты fz, х арактер­
ной для осциллятора I l ,  и н аоборот (см. подпись к рис.  V. 8) . 

2 ) На практике, вместо того чтобы nостоянно держать перо графопо­
строителя в нижнем nоложении (именно так был nостроен график на  
рис. VI I .  17, б) , м ы  оnускаем перо только в т е  моменты, когда осциллятор I I  
находится в оnределенной фазе. 
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Рис. VII. 17. Конвекция Рэлея- Бенара. Структура А, Ra/Rac = 569. 
а- комбинационный спектр мощности градиента температуры. Две харак­
теристические частоты обозначены через f 1 и /2, остальные пики соответ­
ствуют их линейным комбинациям mtft + m2/2 с f1/f2 = 2,91; б - фазовые 
траектории на плоскости [8.Т, 8. "Т], где 8.Т- градиент температуры и 
А •т- производпая от него по времени; в - сечение Пуанкаре траекторий 
иа рис. б, полученное с помощью стробоскопирования сигналов на частоте 
одного из двух осцилляторов тепловой конвекции. Зоны наибольшей плот­
ности, обозначенные буквами а:, � и у,- предвестники синхронизации 

с ftlf2 = 3. 
Из работы М. Дюбуа, П. Берже, В. Крокетта. 
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от метода сечений Пуанкаре. Расшифровать запутанные траек­
тории на рис. VII .  1 7, б невозможно, тогда как на  рис. VII.  1 7, в 
мы легко узнаем сечение Пуанкаре тора. Теперь мы уже в со­
стоянии различить некую более тонкую деталь: большую плот-

АТ а. 

. 
l:t.T 

·································• · · ······················· 

АТ 

······· . ·· . .. . . .................... , ............................................ ··· 

....................
.... "'' .......................... •' 

•··•····•············· . ·.···················•��ot'••· 
1000с .. .......................................

....... 
. � 

Время 
Рис. VII. 18. Конвекция Рэлея- Бен ара. Структура А, Ra/Rac = 590. 
а-сечение Пуанкаре: отношение частот ft/fz равно 2,99. Обратите вни­
мание на сильнейшее различие в плотности точек между тремя наибо4ее 
темными областями и остальной частью кривой; б- величина А ·т как 
функция времени : после продолжительного периода (обратите внимание на 
масштаб времени) медленной эволюции происходит резкий поворот на 2n/3. 

Из работы М. Дюбуа, П. Берже и В. Крокетта. 

ность точек на участках а, � и у. Это связано с тем, что, по­
скольку отношение f1/f2 равно 2,91, рассматриваемый режим 
близок к простому затягиванию частоты 3-го порядка. Осцилля­
торы 1 и I I  интенсивно взаимодействуют, и поэтому тенденция 
к синхронизации с отношением частот, близким к 3, сохраняется 
в течение какого-то времени. 
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При больших значениях управляющего параметра Ra/Rac 
эта замечательная тенденция к временной 1 )  синхронизации еще 
больше усиливается. При Ra/Rac = 590 отношение f1/f2 стано­
вится равным 2,99, что очень близко к 3. На рис. VI I . 1 8, а мы 

Рис. V П.  7 7  Рас. Vi/.18 
Неустой чll80С!Г!Ь, cmpgxmypa А Ra/Rac 

QPz 
Рис. VII. 19. Последовате:льность смены динамических режимов структуры А 

в зависимости от значений параметра Ra/Rac. 

видим, что три зоны содержат почти все точки сечения Пуан­
каре. Еще отчетливее это видно на рис. VI I ,  1 8, б, где величина 
(А"Т) представлена как функция времени. Заметим, что относи­
тельная фаза изменяется сначала очень медленно 2) , а затем 

iт 

Рис. VII. 20. Конвекция Рэлея-Бенара. Структура В, Ra/Rac � 520. Сече­
ние Пуанкаре проведено для квазипериодического режима с двумя частотами. 
Самопересечение кривой обусловлено наличием в сигнале гармоники второго 

порядка с большой амплитудой. 

скачком на 2n/3. Чередование периодов медленного и быстрого 
изменения соответствует чередованию синхронизации и десин­
хронизации. Это чередование строго периодично с периодом 
1/ ( fi- ЗЫ , где f1 - Зf2- отклонение от синхронизации. При 
дальнейшем увеличении параметра Ra/Ra_c мы достигаем значе-

1 ) Обратите внимание на поразительное сходство с затягиванием частоты 
в численной модели из разд. VII. 3.2. 

2) В отсутствие связи между осцилляторами относительная фаза изменя­
Jiась бы линейно со временем. 
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ния RajRac = 593, соответствующего точной и постоянной син­
хронизации с f1/f2 = 3, при которой сечение Пуанкаре состоит 
только из трех точек. Различные описанные выше стадии пред­
ставлены на рис. VI I .  1 9. 

Что произойдет, если мы увеличим пар аметр Ra/Rac выше 
значений, соответствующих синхронизации при f1/f2 = 3? Как 
показывают эксперименты, исчезнет структура А. Динамический 
режим, который придет ей на смену, не имеет никакого отноше-. 

ь.т 

. 
·�� �: 
·�:.. .!:; 

�-�,���: АТ 
Рис. VII. 21. Конвекция Рэлея- Бенара. Структура В, Ra/Rac� 563. На се­

чении Пуанкаре видны складки, характерные для странного аттрактора. 

ния к маршруту, который мы рассматривали до сих пор . Необ­
ходимо рассмотреть другую структуру, которая, хотя и соответ­
ствует более слабой связи между осцилляторами, выходит на 
хаотический режим. Пусть В- эта новая структура. При 
RajRac = 520 структура В находится в квазипериодическом ре­
жиме, о чем свидетельствует сечение Пуанкаре 1 )  на рис. VII. 20. 
При дальнейшем увеличении управляющего параметр а Ra/Rac 
сечение Пуанкаре приобретает характерную структуру, изобра­
женную на рис. VII.  2 1 , где Ra/Rac = 563. Появление морщив 
и складок на поверхности аттрактора типично для двойной опе­
рации, приводящей к возникновению странного аттрактора 2): 
растяжения и складывания. 

1) Заметим, что кривая на  рис. VII. 20 не замкнутая, а с самоnересече­
иием. Это обусловлено только наличием второй гармоники в сигнале, исnоль­
зованном для nостроения сечения Пуанкаре. 

2) Так как Ra/Rac = 563 соответствует nоявлению мелких складок на 
nоверхности тора, хаос выражен еще недостаточно отчетливо. В сnектре мощ­
ности видны только nики квазиnериодического режима, а уровень шума 
остается низким. 
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Сходство между таким аттрактором и аттрактором в модели 
Керри - Йорке заметно на рис . VI I. 22, где представлены сече-

/(_.-_..- ---�-- .. ·-··.::�:��;�---�:/ ir �:::;......_�,· ...... .. 
, _,· 

"\ /tf \ 1{ 
··�- \'\ 

а 

,, \. --:'-:��1--·-....... �� � ... _) 
Рис. VII. 22. Сравнение двух сечений 
Пуанкаре. а- сечение Пуанкаре для 
модели Керри- Йорка при в= 1,465; 
б- сечение Пуанкаре для термакон­
векции в условиях эксперимента, 

представленного на рис. VII. 21. 
Бросается в глаза разительное сход· 

ство сечений Пуанкаре а и 6. 

ния Пуанкаре этих двух аттракторов. В обоих случаях мелкие 
складки на поверхности аттрактора появляются в окрестности 

Рас. Vll. 20 Рас. Vll. 2! 

� =х 1 Xaomu'lecкuu QPz режа.м 

[1�нxpol!ll3aЦUЯ 
�;WJ}};ml 

570 f,j-fi=J 590 
Рис. VII. 23. Последовательность смены дин амических режимов структуры В 
в завИсимости от зн ачений пар аметр а Ra/Rac- Возможность появления «ОКОН» 
nериодичности в хаотической области не исключается, хотя имеющиеся в на-

стоящее время экспериментальные методы не позволяют обнаружить их. 

синхронизации 3-го порядка. Но на структуре В появление мел­
ких складок непосредственно предшествует синхронизации, ко­
торая наступает при 570 < (Ra/Rac) < 590 (рис VI I .  23), в 
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АТ Ra /Rac = 218 

а 

Ra 1 Rac = 219,4 • 
АТ 

б 

• 
д т Ra /Rac = 220 • . .  
·: . �·;:..:·�. �·�:�-�� ��- . .. :·. .... . �.. ' ·  . .  

·. . . :. ':: :� �;:·,;:;f);x�-{ ) ·.:;::;;ч;:с:. 
д Т 

в 
Рис. Vl 1. 24. Конвекция Рэлея- Бенара. Структура С. Сечения Пуанкаре при 
трех очень близких значениях параметра Ra/Ra,. а- квазипериодический ре­
жим; б и в- хаотические режимы. Усиливающийся разброс точек может 
отражать существование странного аттрактора с размерностью большей З 

(или очень близкой к 3) .. 
Из работы М. Дюбуа и П. Берже. 
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отличие от модели Керри - Йорке, в которой мелкая «рябь» на  
поверхности аттрактора появляется после синхронизации. 

Наконец упомянем о переходе к хаосу через периодичность. 
для которого в отличие от рассмотренных нами переходоз се­
чение Пуанкаре не дает информации.  Измерения, произБодимые 
на структуре третьего типа ,  обозначенной нами через С, полу­
чены в экспериментах с силиконовым маслом при малом, а не 
большом, как в предыдущих примерах, числе Прандтля (Pr=38 
вместо Pr = 130) . На рис. VI I .  24, а видно, что при RajRac=218 
структура С находится в квазипериодическом режиме. При чрез­
вычайно малом увеличении управляющего параметра RajRac 
( менее чем на 1 %) мы наблюдаем не появление мелких скла­
док в сечении, а р азброс точек (рис. VII. 24, 6). Когда RajRac 
достигает значения 220 (рис. V I I .  24, в), в сечении существует 
только облако точек. В этом случае  нет оснований для заключе­
ния о том, что наблюдаемый хаотический режим соответствует 
странному аттрактору с размерностью большей 3 (или несколько 
меньшей 3) , а не тору с высокой размерностью (недетермини­
рованный хаос) . Вопрос о размерности аттрактор а может быть 
решен только с помощью метода, описанного в разд. VI. 4.4. 

1 

VII. 4. ЭЛЕМЕНТЫ МАТЕМАТИЧЕСКОй ТЕОРИИ ПЕРЕХОДА 
К ХАОСУ ОТ ТОРА f2 

Как было показано, простая математическая модель позво­
ляет воспроизводить переход от тора Т2 непосредственно к 
странному аттрактору без изменения числа степеней свободы 1 ) . 
Ниже мы попытаемся рассмотреть это явление в более широких 
рамках. 

Отображение первого возвращения для потока на Т2 может 
быть описано с помощью непрерывного обратимого отображе­
ния окружности Р на себя. Отображение f (8) (гр афик которого 
представлен на рис. VI I .  25) задается монотонно возрастающей 
(или убывающей ) функцией с двумя фиктивными разрывами,  
обусловленными только тем,  что идентифицированы точки О и 1 
на окружности. Такое отображение окружности на себя харак­
теризуется числом вращений 2) . Если число вращений рiщио­
нально, то говорят, что имеет место затягивание частоты, или 
синхронизация . Затягивание частоты в общем случае происхо­
дит в некотором открытом интервале значений управляющих 
параметров. Иррациональное число вращений соответствует ква­
зипериодическому режиму. Чтобы проанализировать эту фена-

1) Чисдо степеней свободы 3десь понимается в 1ом смысде, в каком оно 
опредедено в примечании 3 на с. 185. 

2) См. приложение В. 
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менологию, желательно ввести двухпараметрическое отображе­
ние f (е) . Например, Арнольд предлагает отображение 

f : е-е + еа + 2� sin (2ne) . 

Двумя управляющими параметрами являются а и е0• К:аждой 
паре значений этих параметров, представленной точкой на пло­
скости с прямоугольными системами координат, соответствует 
некоторое точное значение числа вращений. Плоскость плотно 
покр ыта множеством непересекающихся полос конечной ши­
рины (в основном очень узких) , таких, что внутри каждой по-

а 

/ 
/. 

i/ .. 

/ 
./· : •• /· f 

----/----_., ______ .. _____ J _____ ... .. __ _ • 1 
1/' i в 

Рис. VII .  25. Представление отображения окружности н а  себя в прямоуголь­
ной системе координат. Разрывы на графике функции f (8) фиктивные и ис­

чезают при стождествлении О и 1 по осям абсцисс и ординат. 

ласы число вращений постоянно и р ационально. Эти полосы, 
называемые полосами синхронизации, плотны на плоскости (по­
добно тому, как р ациональные числа всюду плотны на интер­
вале) . З атягивание частоты с отношением p3jq3, заключенным 
между Pt/q1 и P2/q2 ( например ,  отношение 3/5 заключено ме­
жду 1/2 и 2/3) , происходит в полосе (p3fq3) , р асположенной 
между полосами (p1/q1 ) и (p2jq2) ,  где р;, q; - положительные 
целые числа .  Структура множества полос синхронизации (по 
крайней мере  локально) напоминает структуру канторавекого 
множества :  между любой парой полос синхронизации мы на­
ходим другие полосы, между которыми в свою очередь распо­
лагаются другие полосы синхронизации и т. д. 

Нетрудно представить, как деформировать fe,, а (е), чтобы 
касательная к кривой е0 (а) на плоскости упр авляющих пара-
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метров стала горизонтальной (рис. Vll .  26 и Vl l .  27) . Образо­
вание складки на кривой 80(а) означает потерю устойчивости 
отображения f, которой можно объяснить переход Т2- стран-

г 

Рис. VII. 26. Полосы синхронизации с рациональным числом вращений для 
отображения е --1>- f в •. а (8) с двумя параметрами О о и а.. Внутри каждой ПО· 
лосы число вращений постоянно и рационально. Полосы плотны на плоскости 
параметра и не пересекаются. Кривая 8о(а.) отделяет в пространстве пара· 
метров область, в которой функция f обратима, от области, в которой функ· 

ция f необратима (см. рис. VII .  27). 

ный аттрактор, о котором идет речь в этой главе. В связи с опи­
санной выше конструкцией возникают два вопроса. 

а 

е е 

Рис. VII. 27. Деформация графика функции f в •• а. (8). К:огда параметр 80 
пересекает на плоскости параметров кривую 80(а.), касательная к графику 
функции f(8) принимает горизонтальное положение (см . рис. б). На 'рис. а 

отображение обратимо, на рис. в оно необратимо. 

1 )  Что происходит при итерации 8 ..._... f в,, а (8) вблизи значения 
параметра 80(а)? 

2) Как может произойти потеря устойчивости отображения 
первого возвращения плоскости на себя? 

14 П. Берже и др. 
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Попытаемся ответить на  эти вопросы по очереди. 
1) Если ограничиться областью ,ео > е0(сх) ( где сохр аняется 

обр атимость отобр ажения ) ,  то в ней доминирует явление син­
хронизации в окрестности значения е0 ( сх). Действительно, мы 
знаем, что в указанной окрестности существует затягивание ча­
стоты и при итерации отображения е--+ f (e) две первоначально 
близкие точки сближаются. Можно представить себе, что кри­
вая f (е) содержит почти горизонтальное плато, т. е. значение е� 
несколько больше е а ( сх) . : 

Простые вычисления показывают, что расстояние между 
двумя близкими точками при каждой итерации умножается на 
1 df / de 1· Следовательно, если существуют значения е, при ко­
тор ых производная очень мала,  то отображение сильно сбли­
зит итерации соседних точек, что, как уже говорилось, харак­
терно для синхронизации. Кроме того, Хермаи  показал, что ве­
роятность иррационального числа вращений (т. е .  отсутствия 
синхронизации ) при случайном выборе точки на кривой 80 (сх) 
р авна нулю. Можно представить себе (хотя доказать это труд­
но) , что при приближении к 80 ( сх) синхронизация становится 
доминирующим явлением, хотя при некоторых значениях 
(еа, сх) синхронизация отсутствует, так как при непрерывном 
переходе от одного р ационального значения к другому число 
вращений должно принимать иррациональное значение 1 ) . 

В той области пространства паР'аметров,  где отображение f 
Jiеобратимо, мы  наблюдаем очень сложную картину, которая 
пон:па еще не до конца. Тем не менее можно утверждать, что 
по крайней мере в части области сохр аняется синхронизация. 
Это объясняется тем, что синхронизация с рациональным чис­
лом вращений pjq зависит только от существования р ешения 
уравнения f<q> (8) =е. Мы почти всегда можем по непрерыв­
ности продолжить это решение за 80 ( сх) ,  хотя для разреши­
мости уравнения не требуется обратимости ни f, ни f<q>. Но 
в отличие от случая, когда отображение f обратимо, полосы 
синхронизации имеют сложную внутреннюю структуру. 

Как возникает синхронизация (например,  с периодом 3) при 
атсбраженин е--+ f (e) окружности на себя? Синхронизация об­
ус.lовлена наличием трех неподвижных точек отображения f<3> 
(третьей итерации отображения f). График отображения f<3> ко­
леблется относительно диагонали, с которой он пересекается 
6 р аз :  три точки пересечения образуют устойчивый цикл 

1 ) Одновременное исчезновение квазипериодических орбит было предме­
том весьма подробного исследования, отчасти в связи с разрушением магнит­
ных поверхностей, удерживающих горячую плазму в тороидальных конфигу­
рациях. 
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с периодом 3 ,  а три остальные точки пересечения образуют неус­
тойчивый цикл с периодом 3 (рис. VII .  28) . Деформация графика 
отображения f<3>, соответствующего затягиванию частоты, вы­
глядит как простой сдвиг по вертикали,  возникающий в резуль­
тате прибавления постоянного угла е• к f<3> (е). Пусть е,, е2 и 
6з- точки устойчивого цикла,- е�. е�. е� - точки неустойчивого 
цикла .  Когда цикл возникает, график отображения f<3> (е) (штри-

fiЭ! 
I8J 

е 

Рис. VII. 28. Деформация графика функции f<8> (6) в окне синхронизации с 
периодом 3. Двумя штриховыми линиями обозначены кривые (каждая из ко­
торых касается диагонали) ,  указывающие верхний и нижний пределы окна 
синхронизации с. периодом 3. Стандартной ситуации внутри окна соответ­
ствует сплошная линия, на которой расположены три устойчивые неподвиж-
ные точки (61, 62, 8з ) и три неустойчивые неподвижные точки (6�, 8�, 8�) 

хавая кривая на  рис.  VII. 28) касается диагонали. Следова­
тельно, два цикла совпадают и е, =е�. 62 =е�. е3 = е�. Когда 
цикл исчезает, т. е. когда значение е• достаточно велико (верх­
няя кривая на рис. VII. 28) , происходит такое же слияние устой­
чивого и неустойчивого циклов, но на  этот раз при е, = е�. 
е2 =е� и е3 =е� (за циклами и точками  при трансляци.и гра­
фика отображения f<3> мы следим по непрерывности) .  Таким 
образом мы получаем геометрическое объяснение процесса воз­
никновения и исчезновения цикла по обе стороны интервала 
синхронизации. 

14* 
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Посмотрим теперь, что происходит, когда отображение f(fl) 
имеет экстремум 1 ) и, следовательно, перестает быть обрати­
мым. Исп�льзуя формулы дифференцирования композиции 
функций, находим,  что если производная от f обр ащается в нуль 
при одном значении е, то производная от f(qJ обращается в нуль 
по крайней мере при q различных значениях е, если только она 

е 

Рис. VII. 29. Пример неустойчивого отображения f (8) с двумя неустойчивыми 
3-циклами. В отличие от· обратимого случая, которому на рис. 'v'II. 28 соот­
ветствует сплошная линия, цикл (81 , 82, 8з) не обязательно устойчив, так 
как производпая от f<3>(8) по в в любой из трех точек может быть мень-

ше -1 . 

не обращается тождественно в нуль на всем периоде. В нашем 
примере 3-цикла  f(3J имеет нулевую производную (в точке ло­
кального максимума или минимума )  между каждой парой не­
подзпжных точек (рис. VI I .  29) . Как показывает исследование 
крйвой на рис. VI I .  29, в отличие от случая, когда отобр аже­
ние f ( и , следовательно, f(3> )  обратимо, мы не можем более оп­
редеJ1ИТЬ априори устойчивость точки 81, например ,  как непод­
в ижной точки отображения f(3J. Но по-прежнему выполняется 

1 ) Если (как мы будем предполагать) f отображает на себя интерваJI 
[О, 1 ] ,  т. е. значения f (8) пробегают один раз единичный интервал, когда 8 
пробегает один раз единичный интервал, то f имеет четное число экстремумов 
(в рассматриваемом случае два экстремума) . 
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неравенство (df<3>jd8) 18, > 1 ,  а поэтому точка е� неустойчива и 1 
по-прежнему (df<3>jd0) le, < 1 .  Но, кроме того, справедливо нера-
венство (df<3>Jd8) 18, < О и точка 81 неустойчива, если (df<3>jd8) 18, < 
< -1 ,  а в этом случае неустойчивы оба 3-цикл а отображе­
ния f. Таки м  образом, внутри полосы синхронизации 3-цикла на  
плоскости параметров (80, а ) мы обнаруживаем две области 
в зависимости от того, больше или меньше единицы величина 
1 df<3>jd0 16,, т. е .. в зависимости от того, существуют ли один или 
два неустойчивых 3-цикла .  Область неустойчивости обоих цик-

Рис. VII. 30. Полоса синхронизации с периодом 3 на плоскости параметров 
(8о, а). В области, где отображение f необратимо, а именно выше и левее 
кривой 8о(а:), внутри полосы синхронизации существует подобласть, в кото­
рой оба 3-цикла неустойчивы. В остальной части полосы синхронизации один 
из 3-циклов устойчив.  В заштрихованной области могут наблюдаться хаоти-

ческие режимы. 

лов образует своего рода, полосу с полосой синхронизации 
внутри (рис. VII. 30). Аналогичным образом подразделяется на 
две части каждая полоса синхронизации с числом вращений 
pfq. Чем больше знаменатель q, тем ближе граница между 
двумя частями к кривой О о (а) . 

Внутри области неустойчивости обоих циклов мы встречаем 
большое р азнообразие режимов. Как видно на  рис. VII. 29, 
у отобр ажения f<3> (8) имеются локально параболические об­
ласти, аналогичные тем, которые рассм атриваются в гл. VI I I . 
Они могут пораждать хаос с помощью механизма каскада 
удвоений периода, который анализируется в гл . VI I I .  Суще­
ствуют и другие более сложные возможности, поскольку f<3> не 
отображает интервал (8�, 01) на себя. В частности,  если образ 
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МаКСИМума фуНКЦИИ f<3>, раСПОЛОЖеННОГО МеЖду е; И 81, ПОПа­
даеТ в интервал [0�, 02] и если образ минимума ,  расположен­
ного между 01 и 0�, попадает в интервал [0, е;], то итерация 
отображения f<3> сопровождается явлением, которое не встре­
чается ни в каскаде удвоенwй периода, ни в обратимых отобра­
жениях окружности на себя :  суперпозицией случайной диффу­
зии на окружности и хаотического режима. 

Рис. VII.  3 1 .  Обратимое отображение плоскости. При сжатии кольца отобра· 
жение порождает аттрактор, имеющий форму окружности. Заштриховано то­

чечное множество - образ внешнего кольца. 

2) Как мы уже знаем, некоторые отображения плоскости 
имеют «круговой» аттрактор, т. е. аттрактор в форме простой 
замкнутой кривой, которую можно рассматривать как сечение 
Пуанкаре притягивающего тора трехмерного потока. На ок­
ружности отображение есть непрерывное и обратимое преобра­
зование, характеризуемое некоторым числом вращений. По­
этому интерес к переходам, связанным с потерей обратимости 
отображений окружности на себя, может показаться парадок­
сальным. Однако мы покажем, что потеря обратимости на ок­
ружности все же совместима с обр атимостью исходного отобра­
жения на плоскости. Следовательно, такая ситуация может воз­
никнуть и для данной динамической системы с варьируемыми 
параметрами .  

Обоснование этого утверждения состоит в следующем. Из 
работ Пуанкаре нам известно, что круговой аттрактор для ото­
бражения на плоскости возникает из диссипативного иреобразо­
вания кольца в себя (pиc.VI I .  3 1 ) .  Это иреобразование само 
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мо2Кно рассматривать как результат радиального с2Катия с по­
следующим поворотом относительно центра кольца. В этом про­
стом случае аттрактор представляет собой окру2Кность нулевой 
толщины, возникающей от кумулятивного влияния радиального 
с2Катия на конечную толщину кольца. Представим теперь, что 
кольцо одновременно подвергается складыванию (рис. VII. 32) .  

Рис. VII. 32. Необратимое отображение плоскости. Как и на  рис. VII. 31, за­
штриховано точечное множество - образ внешнего кольца. Один и тот же 
угол ,8 для образа может быть получен из трех различных значений угла 
в кольце. Это означает, что по углам отображение становится необратимым. 

Если свести такое преобразование к его действию на угол, то 
мы увидим,  что складывание разрушает необратимость, по­
скольку поро2Кдает максимум и минимум у функции f(8) ,  опре­
деляющей действие преобразования на углы. Разумеется, само 
отобра2Кение кольца на себя остается обратимым : точки , об­
разы которых находятся под одним и тем 2Ке углом,  разли­
чаются своим радиальным поло2Кением (рис. VII. 32) . 

Другой способ убедиться в этом состоит в следующем. 
В «стандартном» случае, т. е .  до потери обратимости, образ 
кольца при итерированном отобра2Кении есть замкнутая кривая 
конечной длины, которая мо2Кет быть параметризована с по­
мощью угла.  Увеличение длины этой замкнутой кривой при 
складывании 1 ) обладает тем свойством , что в момент потери 
обратимости (т. е. в ка2Кдой точке рассмотренной выше кривой 

1 ) Напомним, что сжатие площадей не означает сжатия всех длин (см. 
разд. 1. 4.2). 
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80 (а) в пространстве параметров ) длина кривой становится 
бесконечной и это исключает параметризацию с помощью угла.  

Мы видели, что на кривой 80 (а) вероятность обнаружить 
квазипериодический режим априори очень мала.  Тем не менее 
мы обсуждаем этот случай, когда итерация описывает кривую 
бесконечной длины. Если окружность имеет конечную длину и 
число вращений иррационально, то различные возможные зна­
чения угла посещаются с равной вероятностью. Но в момент 
потери необратимости (и в отсутствие синхронизации)  посещае­
мые точки образуют по значениям угла канторавекое множество.  

Практическая ценность такого результата ограничена тем, 
что при приближении к кривой 80(а) доминирующим стано­
вится периодический режим .  По-в иди мому, этим объясняется, 
что в экспериментах хаос часто появляется через синхрониза­
цию. Такая ситуация встречается далеко за порогом потери 
обратимости, который мы только что обсуждали .  
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СУБГАРМО Н ИЧЕСК ИИ КА СКАД 

VIII. 1. ВВЕДЕНИЕ 

VIII. 1.1. Субгармоническая неустойчивость 

В гл . II мы уже обсуждали субrар моническую неустойчи­
вость в связи с параметрическим осциллятором. Мы увидели 
механизм, посредством которого возбуждение, даже если ампли­
туда его мала ,  приводит к срыву устойчивости движения маят­
ника при условии,  что внешняя сила воздействует на маятник 
в моменты времени, раз):(еленные целым числом полупериодов 
(см.  р азд. II. 2.4 ) . Возбуждение наиболее эффективно, когда оно 
происходит каждые полпериода: частота колебаний равна по­
ловине частоты (период равен удвоенному периоду) возбужде­
ния, о чем и говорит прилагательное «субгармоническая» в на ­
звании неустойчивости . Этот результат следует р асширить и 
обобщить. 

Поскольку процесс субгармонической неустойчивости инте­
р есен для нас сам по себе, мы рассмотрим субгар моническую 
неустойчивость общего периодического решения безотноситель­
но к параметрическому осциллятору. Заметим ,  что по аналогич­
ным причинам решение с частотой f /2 ( или  периодом 2 Т) 
может в свою очередь претерпевать субгар моническую неустой­
чивость, что приводит к половинной частоте f /4 ( периоду 4 Т) 
и т. д. Иначе говоря, соответствующая вариация упр авляющего 
параметра должна позво.1шть нам наблюдать целую серию суб­
гармонических неустойчивостей, что порождает решения с пе­
р иодами 2 Т, 4 Т, 8 Т и т. д. Мы называем это явление каскадом 
субгар монических бифуркаций или субгармоническим каскадом, 
каждый этап которого сопровождается уменьшением частоты 
&двое, т. е. удвоением пер иода. 

VIII. 1.2. Механизм удвоения периода 

Теория Флоке объясняет процесс , при  котором происходит 
удвоение периода. На рис. VIII. 1 показаны основные ингре­
диенты, необходимые для исследования линейной устойчивости 
периодического .решения : сечение Пуанкаре траектории 
(рис. VIII. 1, а) и пересечение  единичной окружности на комп-

лексной плоскости собственным значением матрицы Флоке 
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(рис. VIII. 1 ,  б). Посмотрим,  что происходит, когда собственное 
значение приближается к критическому значению -1 и ,  нако­
нец, достигает его. Пусть х- собственный вектор,  соответствую­
щий этому собственному значению, и S - плоскость сечения, со-

riп 

Рис. VIII. 1. Устойчивость предельного цикла в линейном приближении. а-ис­
пользуя сечение Пуанкаре предельного цикла, мы можем определить эволю­
цию начального возмущения бх под действием потока. В зависимости от того, 
становится ли Мбх больше (как на рисунке) или меньше, чем бх, предельный 
цикл неустойчив или устойчив; б- нейтральная устойчивость возникает в том 
случае, когда собственное значение матрицы М (которая называется матрицей 
Флоке) пересекает на комплексной плоскости единичную окружность D. 
В случае субгармонической неустойчивости собственное значение пересекает 

окружность D в точке - 1 . 
держащая х. Не уменьшая общности, мы  можем рассматривать 
только эволюцию последовательных точек пересечения фазовой 
траектории с плоскостью S (рис. VIII. 2) . До бифуркации любое 
смещение начальной амплитуды х0 убывает с каждым периодом,  
так  как значение х умножается на  отрицательный коэффициент, 
абсолютная величина которого меньше единицы (рис. VIII. 2, а). 
Следовательно, предельный цикл с пер иодом Т линейно устой-
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чив.  Его сечение Пуанкаре вырождается в точку, выбранную 
на рис. VI I I. 2 за начало координат. Но, когда собственное зна­
Чение становится равным - 1 �  ситуация изменяется. Расстояние 
от начала координат не убывает со временем : при каждом пере­
сечении отклонение от начала изменяет свой знак, но модуль 
его остается неизменным. Через каждые два пересечения (обо-

1 

о 

Рис. VIII. 2. Последовательность итераций потока. Показано, что происходит 
вдоль собственного вектора х, соответствующего тому собственному значению 
матрицы Флоке, которое nересекает единичную окружность в точке -1. 
а - до бифуркации предельный цикл устойчив. Итерации начальной точки ха 
сходятся к нулю- сечению Пуанкаре предельного цикла. Так как собствен· 
ное значение отрицательно, итерации попеременно оказываются то по одну, 
то по другую сторону от нуля ; б- Е точке бифуркации итерации nерестают 
сходиться. Модуль любого начального смещения х0 сохраняется, тогда как 

знак смещения изменяется nри каждой итерации. 

значенные на рис.  VIII. 2 ,  б через Х2, х4 и т. д. ) мы возвр ащаем­
ся в исходную точку Хо. Мы видим, что возникает новая перио­
дическая орбита с периодом, вдвое большим периода исходной 
орбиты. Новая орбита зависит от выбора начального 'смещения 
хо. Кроме того, оставаясь в рамках линейной теории  Флоке, мы 
ничего не можем сказать об устойчивости новой орбиты. Прав­
доподобно, однако, что непосредственно за точкой бифуркации 
возникает устойчивый предельный цикл с пер иодом 2 Т ( ecJIИ 
бифуркация суперкритическая) . 
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VIII. 1.3. Отображение первого возвр ащения 

В предыдущем разделе снова показана центральная роль 
критического собственного значения матрицы Флоке и связан­
ного с ней собственного вектора .  Учитывая это, мы сосредото­
чим внимание на сечении  Пуанкаре  и на этом собственном век­
торе и оставим в стороне остальную часть траектории,  ·имею­
щую второстепенное значение. Это приводит нас к исследованию 
эволюции начального условия через дискретные интервалы вре­
мени Т, 2 Т, 4 Т, . . . , т. е. к анализу свойств итерированного 
преобразования точки на оси. Поведение потока можно выяс­
нить с помощью одномер ного отображения вида 

xk+l = f (xk), 

связывающего координату хн1 точки в момент времени (k + 1 )  Т 
r. координатой xk предыдущей точки в момент времени kT и яв­
ляющегося отображением первого возвращения исходного по­
тока. Мы снова видим эвристическое преимущества сведения 
анализа нелинейнога потока к математически гораздо более 
.простой задаче 1 ) . 

Еще в 1 9 1 8 г. исследования того, что мы называем итера­
циями  отображений интервала на себя, были предпр иняты Жю­
лиа и Фату. Но в то время эта проблема казалась весьма экзо­
тической и ее практическое значение не было оценено по до­
стоинству. Важность работ Жюли а  и Фату была осознана лишь 
в свете современных достижений теории динамических систем .  
С 1 975 г. число работ по этому кругу вопросов необычайно воз­
росло, п дать их исчерпывающий обзор не представляется воз­
можным.  Именно поэтому мы ограничимся изложением наибо­
.лее существенных результатов, имеющих непосредственное от­
ношение к возникновению хаоса. Напомним,  что одномерный 
подход, как было показано в гл. IV, обоснован, когда мы имеем 
дело с сильно диссипативной системой. Действительно, в силу 
крайне быстрого сокращения площадей, обусловленного силь­
ной диссипацией, существенную роль играет лишь одна степень 
свободы. Таким образом, вся полезная информация сосредото­
чена в одном выделенном направлении в фазовом простран­
стве, и мы можем спокойно пренебречь остальными.  В этой 
tлаве мы излагаем анализ субгармонического каскада и свой­
ства квадратичных отобр ажений интервала на себя. 

1) Отображение первого возвр ащения широко применяется и не ограничи­
вается отображением интервала н а  себя, которое мы рассматриваем в этой 
главе. Другие примеры применеимя отображения первого возвращения приве­
дены в гл. IX в связи с анализом перемежаемости. 
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VIII. 2: СУБГАРМОНИЧЕСКИЯ КАСКАД 

VI II. 2.1. Квадратичное отображение интервала 

Рассмотрим непрерывную функцию 

f (х) = 4JLX (1 - х), х Е [0, 1]. 

221 

При О < 11 :::::;:;; 1 эта функция описывает отображение первого 
возвращения 

(VIII.l) 

которое каждой точке xk из единичного интервала ставит в со­
-ответствие другую точку хн1 единичного интервала, называе­
мую итерацией точки Xk· Условие JL:::::;:;; 1 необходимо (для того 
чтобы гарантировать принадлежиость f (xk), как и Xk, единич­
ному интервалу [0, 1 ] ) .  В действительности ни точная форма 1 ) 
функции, ни ограничение значений х единичным интервалом не 
-ограничивают общность излагаемых ниже соображений. Но, для 
того чтобы прийти к определенным выводам, мы  должны вы­
брать вполне определенную функцию; приведеиная выше форма 
функции и нормировка интервала на единичный интервал [0 ,  1 ] 
выбраны нами из соображений удобства.  

Прежде всего построим график функции f при каком-нибудь 
заданном значении JL, например при JL = 0,7 (рис. VIII. 3) . Не­
трудно видеть, что f обращается в нуль при х =О и х = 1 и что 
эта парабола достигает максимума при х = 0,5. Методом,  опи­
еанным в гл. IV, исходя из произвольнаго начального условия 
Хо,  исследуем с помощью этого графика ,  как ведут себя итера­
ции отображения. Как видно из р ис. VI I I .  3 ,  итер ации сходятся 
к точке с абсциссой Х* (точке пересечения гр афика функции f 
с диагональю) независимо от абсциссы х0 начальной точки, за  
исключением двух случаев : концов интервала О и 1 .  Выбирая 
Хо =О или Хо = 1 ,  мы получаем Х1 = О , х2 = О , . . . . Но при лю­
бом положительном значении х0, сколь угодно близком к нулю, 
но отличном от нуля, итерации сходятся к Х*. Можно сказать, 
что любое смещение  из начала координат, сколь бы малым оно 

1 ) Функция f должна удовлетворять на интервале LO, ll только следую­
щим условиям: а) быть непрерывной и дифференцируемой; б) иметь один 
экстремум; в) иметь отрицательную производную Шварца. Второе условие 
требует, чтобы f была нелинейной функцией. Ни одно из описываемых в этой 
главе яв.1ений не может порождаться линейной функцией и вообще функ­
цией, монотонной на интервале. Третье условие, которое мы не используем 
в явном виде, можно рассматривать как требование вогнутости графика 
функции f. Оно обеспечивает суперкритичность всех бифуркаций отображения 
х-+ f(x). Квадратичное отображение удовлетворяет этому последнему ус­
ловию. 
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ни было, усиливается итерациями  и образы начальной точки 
удаляются 01 начала координат. Следовательно, начало коор­
динат - неустойчивая неподвижная точка. Наоборот, неподвиж­
ная точка с абсциссой х•, к которой сходятся итерации, если 
начальная точка принадлежит открытому интервалу (0, 1 ) , ус­
тойчива, т. е. является аттрактором.  Чтобы обозначить как-то си-. 
туацию, когда на ка�дом этапе итерации мы находимся в одной 

f(a:) 1г-.-�,-�-г-т-.-,--� 

:х:* z 
Рис. VIII .  3. График отображения f (х) при 11 = 0,7. Начало координат­
неустойчивая неподвижная точка. Точка х* пересечения графика отображе­
ния f с диагональю- устойчивая неподвижная точка, к которой сходятся 

итерации всех начальных условий в открытом интервале (0, 1 ) .  

и той же неподвижной точке, условимся говорить, что перед нами 
аттрактор с периодом 1 (за единицу времени неявно принят 
один шаг итерации) . Можно было бы также сказать, что за 
единицу времени мы выбрали период предельного цикла, сече­
нием Пуанкаре которого является данная неподвижная точка. 

VIII. 2.2. Каскад удвоений периода 

Ситуация, изобр аженная на рис. VIII. 3, не единственно воз­
можная. Действительно, кривая f(x) зависит от значения пара ­
метра f.t, который ,  как мы видел_и , задает максимальное значе­
ние  функции f. Варьируя f.t,  мы изменяем кривую, что может 
иметь решающие последствия для всей серии  итераций. Чтобы 
убедиться в этом,  обратимся к р ис. VI I I . 4 , для которого f.t = 0,8. 
Неподвижная точка х* неустойчива , так как тангенс угла на-
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клона касательной к кривой в этой точке по абсолютной вели­
чине больше единицы. Как показывает графическое построение, 
у отображения имеются две такие особые точки с абсциссам и  
х; и х;, что 

x;=f(x;) и x; = f (x�) · 
Иначе говоря, итерации попеременно совпадают то с одной из 
них, то с другой. Нач,ав с любой из этих точек, м ы  через две 

l f(.x) 

Рис. VIII. 4. График отображения f (х) при 11 = 0,8. При этом значении па· 
раметра 11 обе неподвижные точки отображения f неустойчивы. Нетрудно 
видеть, что асимптотическим пределом итераций при любом нач'альном усло­
вии из открытого интервала (0, 1)  служит пара точек х; и х;, с которыми 

попеременно совпадают образы начальной точки. 

итер ации вернемся в нее. Такие две точки образуют аттр актор 
с периодом 2, который называется также 2-циклом. Так как 

х; = f (х;) = f (f (х;)), 
х; = f (х;) = f (f (х;)), 

то эти две точки ( не являющиеся неподвижными точками ото­
бражения f) являются неподвижными точками функции 

g (х) = f (f (х)) = f2 (х), 
в чем мы легко убеждаемся, взглянув на рис. VII I .  5. Более 
подробное исследование показывает, что существует непре­
рывный переход от первой ситуации (р ис. VIII. 3) ко второй 
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( рис. VIII. 4 )  при увеличении значения параметра f..t· Сам 
переход происходит при единственном значении f..ti = О, 75. 
В этот момент устойчивая неподвижная точка отображения f 
становится неустойчивой и соответственно появляются две ус­
тойчивые неподвижные точки отображения f2• Аттрактор с пе­
риодом 2 возникает вместо аттрактора с периодом 1 :  происходит 
удвоение периода, как предсказывает теория Флоке при пере­
сечении единичной окружности в точке -1. 

1 f2(.x) 

о 1 
Рис. VI I I . 5. График отображения g(x) = f(f(x)) = f2(x) при f.L = 0,8. Это 
отображение имеет четыре неподвижные точки, две из которых ( х; и х;) ус-
тойчивы. Отображение f(x) переводит точку х7 в х; , а х; - в х;. 
Два квадрата, построенные вокруг неподвижных точек, призваны подчеркнуть 
структурное сходство этого графика с графиком отображения f (х) на  

рис. VI I I .  3. 

Что происходит при дальнейшем увеличении параметра 11? 
Кривые .f и f2 постепенно деформируются так, что неподвижные 
точки отображения f2 также в конце концов теряют устойчи­
вость. Следующее простое графическое построение позволяет 
предсказать- и понять последовательность событий. rассмо­
трим квадр ат вокруг неподвижной точки с абсциссой х; на 
рис. VIII .  51) .  Внутри квадрата мы видим л окальна параболи­
ческую кривую с устойчивой неподвижной точкой, т .  е . обнару­
живаем ситуацию, полностью аналогичную той, которая изобра -

• 
1) Те же рассуждения применимы и к неподвижной точке xl' которая 

также явпяется экстремумом, но минимумом. 
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жена на  р ис. VII I .  3. Следовательно, когда при деформации кри­
вой эта неподвижная точка становится неустойчивой, мы можем 
ожидать такого же явления, как прежде : замены неподвижной 
точки отображения g двумя точками, которые являются непод­
вижными точками функции 

h (х) = g (g (х)) = f4 (х). 
Такой же вывод применим к д�ум неподвижным точкам отобра -

б • * жения g с а сциссами х1 и х2, которые одновременно теряют 
устойчивость при 

1 + .у'б J.l.2 = 4 = 0,86237 . ... 

Выше этого значения отображение g не  имеет устойчивых не­
подвижных точек. Но, как видно из р ис . . VI I I .  6, отображение h 

1 f(.x) 

1 
Рис. VIII. 6. График отображения h(x) = g (g(x)) = f"(x) при J.l. = 0,875. 
Это отображение имеет восемь неподвижных точек, четыре из них устойчивы. 
Квадрат, построенный вокруг одной из них, показывает, что мы снова вос­
производим ситуацию, изображенную на рис. VIII. 3. Это позволяет сказать, 
что в действительности речь идет о бесконечном повторении одного и того же 

процесса. 
-

имеет при f-1. = 0,875 четыре неподвижные точки. Они образуют 
аттрактор,  состоящий из четырех последовательно посещаемых 
точек отображения, представленного на  рис. VII I .  1 .  С какой· бы 
из этих четырех точек мы ни начали, для возвращения в нее 
нам потребуются четыре последовательные итерации: период 
аттрактора равен 4 (4-цикл ) . Таким образом, снова произошло 
удвоение пер иода при субгармонической бифуркации. 

15 П. Берже и др. 
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П р и  дальнейшем увеличении параметра /А. в отображении 
(VI I I .  1) то же явление повторяется до бесконечности : мы полу­
чаем каскад бифуркаций, каждая из которых сопровождается 
удвоением периода, связанным с субгармонической неустойчи­
востью. Квадрат, очерченный вокруг одной из неподвижных то­
чек функп.ии h (х) на рис. VI I I .  6, подчеркивает сохранение 
с:rруктуры, представленной на  рис. VI I I .  3. Мы замеЧаем анало­
гию между структурами во всех масштабах, о которой уже упо­
минали в связи с канторовским множеством. При уменьшении 
параметра /А. мы наблюдаем последовательность аттракторов 
с периодами 21, или 21-циклов, где l - целое число от О · (при 
J.t � 0,75) до бесконечности. Значения J.t, при которых происхо­
дит этот каскад бифуркаций, обладают замечательным свой­
ством :  они образуют возрастающую последовательность, быстро 
сходящуюся к точке накопления f.A.oo· Значение /А.оо может быть 
найдено численно : 

/А.оо = 0,892486418 . . . . 

В табл. VI I I . 1 приведены значения J.t, соответствующие несколь­
ким первым бифуркациям субгар монического каскада. 

ТаблJ.lца Vlll. 1 

Значение IJ.i в точке бифуркации 

1 · 2° =  1 

1 · 2 1 = 2  
Р. ! = 0,75 

1 · 22 = 4 
Р.2 = 0,86237 . . .  

1 · 23 = 8  
р.3 = 0,886 02 . . .  

�-t4 , 
0,8!}2 18 . . .  

1 · 24 = 16  ' 
1 · 25 = 32 

�-t5 = 0,892472 8 . . .  

!Lв = 0,892483 5 . . .  . . . . . . 
J.L00 = 0,892 486 418 . . •  

1 · 2"" = оо 

V I I I .  2.3. Законы подобия 

Внимательное изучение чисел, представленных в табл. VI I I .  1 ,  
показывает, что и х  сходимость к точке накопления подчиняется 
простому и строгому закону: разность значений J.t, соответ-
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ствующих двум последовательным бифуркациям, уменьшается 
каждый раз соответственно почти постоянному коэффициенту: 

l im . P.i - J.ti - 1 = б . 
i�oo  J.ti + ! - p.i 

Этот фундаментальный результат, важность которого трудно 
переоценить,  означает, что коэффициент уменьшения масштаба 

xk-
1 

т 

P.t 
Рис. VIII. 7. Асимптотические итерации отображения f (x) при р. е [0,5; 1] .  
Н а  графике показава зависимостр от параметра J.t значения (или значений) 
Xk, т. е. k-й итерации отображения f (х) при k -+ оо .  Слева направо мы видим :  
1 )  последовательность периодических аттракторов, разделенных субгармони­
ческими бифуркациями, каждая из которых приводит к удвоению числа точек 
на аттракторе и периода. Каскад субгармонических бифуркаций имеет точку 

1 накопления при р. .. = 0,89248 . . .  ; 
2) за р. .. область, в которой апериодические и периодические аттракторы че-

редуются. . 
Некоторые периодические аттракторы существуют на достаточно большом ин­
тервале значений' параметра р. и поэтому видны как более светлые зоны. 

В частности , отчетливо виден аттрактор с периодом 3 при J.t � 0,96. 

б является универсальной константой, не зависящей от деталей 
рассматриваемой функции f :  

б = 4,66920 1 609 1029909 . . .  

Вторая универсальная константа 1 ) 
а =  2,50290787509589284 . . .  

задает коэффициент уменьшения м асштабов р асстояний на 
оси х.  Более точно можно утверждать, что, итерируя любое 
отображение, обладающее квадратичным экстремумом, мы 
всегда обнаружим один и тот же каскад удвоений периодов 

1 ) Как и в случае р. .. , значения констант б и cz определяются численно. 

15* 
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с одними и теми же законами подобия, которые приведены 
выше. Мы р асполагаем весьма общей теорией, которая апосте­
риори обосновывает наш выбор конкретной функции f. З амеча­
тельно, что эта теория позволяет делать количественные пред­
сказания, если выполнено простое качественное условие 1 ) . 

Гр афик, на  котором значения· х в точках на каждом аттрак­
торе представлены в зависимости от ll· позволяет наглядно 
представить описанный · выше субгармонический каскад 
(рис. VII I .  7) . Первые бифуркации с удвоением числ� точек 
аттрактора видны особенно ясно. Но бифуркации быстро  сни­
жаются и становятся неразличимыми, если значения f.t откла­
дывать в линейном масштабе. Н а  рис. VI I I .  7 аттрактор с пе­
риодом 8 - последний, который р азличим без труда. Эти ре­
зультаты следуют из приведеиного 'выше закона сходимости -
геометрической прогрессии :  значения, приведеиные в табл. Vll l .  1 ,  
показывают, почему аттракторы с периодами 1 6, 32 и т. д. в м ас­
штабе, выбранном на р ис. Vl l l .  7, практически неразличимы. 

VIII.  3. ХАРАКТЕРИСТИКИ ХАОСА 

VIII .  3. 1 .  За субгармоническим каскадом 
При возрастании параметра f.t и его стремлении к f.too появ­

ляются аттракторы со все большим периодом 2z. Следовательно, 
для того чтобы установить соответствующую периодичность, за 
явлением требуется наблюдать в течение все более продолжи­
тельного (бесконечно большого в точке floo) времени. Но что 
происходит за точкой накопления? _ 

Численное моделирование показывает, что за  кр итическим 
значением f.t = 0,892 486 4 1 8  . . .  начинается очень сложная об­
ласть. На графике, представленном на  рис. VI I I .  7, появляются 
р азличные зоны, одни более светлые, другие более темные. Под­
робный анализ обнаруживает, что в закр итической области пе­
риодические аттракторы  чередуются с режимом, который теперь 
принято называть хаосом.  

В последнем случае итерации функции f порождают после­
довательность таких значений х, которые а) не повторяются, 
б )  зависят от начального условия х0• В частности, две перво­
начально близкие точки порождают две последовательности ите­
р аций (или траекторий) , которые р асходятся друг от друга .  
Для столь простого преобразования такое поведение весьма не-

1 )  Хорошо известна аналогия между упомянутой теорией и теорией фа­
зовых переходов, в частности процедурой  и терминологией теории ренорм­
группы. Константы б и а можно рассматривать как «критические показатели:. 
в точке накопления. 
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>Ожиданно! Мы попытаемся понять, чем оно вызвано, и рассмот­
рим  два существенных свойства этого отобр ажения, ключевых 
для понимания хаотического поведения. 

V I I I .  3.2. Два фундаментальных свойства отобр ажения 
Чтобы понять эти два свойства - необходимость преобразо­

�Вания и его ЧЗНУ, - достаточно рассмотреть гр афик функции 

Рис. VI I I .  8. Фундаментальные свой­
ства отображения f (х) . а - растяже­
ние и складывание. Функция f ото­
бражает первую половину интервала 
[0, 1 /2] на  весь интервал [0, 1 ] . 
Вторая половина также отображает­
ся на весь интервал, но в обратном 
направлении (см. стрелки) .  Можно 
сказать, что отображение f сначаJiа 
растягивает интервал вдвое, а з атем 
складывает его так, как это требует­
ся для того, чтобы образ интервала 

·совnадал с интервалом [0, 1 ] .  б -
необратимость. 

Из формы кривой f видно, что любая 
итерац�я Xk+l имеет два прообраза :  
x k  и xk. Это означает, что отобра­
жение f необратимо, так как из-за  
неопределенности в выборе прообра­
за оно может быть выполнено только 
в одном направлении. Необрати­
мость - важное свойство, которое 
необходимо для того, чтобы отобра- · 
жение прямой R в R могло поро-

ждать хаос. 

1 f(x) а 

f(x) 

f (x) пр� значениях J.L, близких к единице. Построим график 
функции f (рис. V I I I .  8, а) ,  а под осью х проведем горизонталь­
ную линию, на которой будем откладывать обр азы f (x) . Выяс­
ним,  что происходит, когда х принимает значения из интервала 
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10, 1 ] . Образ точки х = О  есть О, образ точки х = 1 /2 есть С 
€ледовательно, первая половина интервала [О, 1 /2] «растяги­
вается» при· отображении на весь интервал Ю, 1 1 . Нетрудно ви­
деть также, что образ точки х = 1 есть О и что преобразование­
растягивает вторую половину интервала [ 1 /2, 1 ]  на �есь интер­
вал и при этом изменяет направление ero · на обратное. Иначе 
говоря,  когда х однократно пробегает единичный интервал,  об­
раз  точки х проходит единичный интервал туда и обратно. Та-

, кое поведение образа можно рассматривать как результат двоя­
кой операции :  растяжение [в нашем примере в среднем в. 
2 р аза  1 ) ] в сочетании со складыванием ( необходимым, чтобы 
образ интервала покрыл интервал [О, 1 ]  ) . Каждая из этих двух 
операций приводит к важному следствию. 

' 

1 .  Растяжение приводит к тому, что обр аз малого началь­
ного смещения_ бх0 (в средне�) умножается при каждой опера­
ции на коэффициент растяжения. Если коэффициент растяже­
ния больше единицы, то этот геометрический процесс приводит 
к экспоненциальному росту смещения. Эти события происходят 
за критическим значением ""'""' когда не существует периодиче­
ский аттрактор : именно они и обусловливают ЧЗНУ, о которой 
говорилось в гл. VI. Средняя скорость увеличения данного сме­
щения измеряется параметром ')" экспоненциального закона :  ' 

бхk = бх0 ехр (Л.k), 

где Л - показатель Ляпунова (см. приложение . Б) одномерного­
отображения. Этот экспоненциальный рост отчетливо заметен 
на рис. VI I I .  9. 

2. Складывание, необходимое для того, чтобы растяжение 
было сов�естимо с ограниченностью области (в данном' случае 
интервала) , приводит к «перемешиванию» образов различных 
точек. Оно также является важной характеристикой хаоса. 
Именно образование складок не позволяет однозначно указать 
для точки предшествующую ей · точку :  у каждой точки Xk+1 
имеются два прообр аза xk в предыдущей итерации 
(рИс. VI I I .  8, 6) , четыре прообраза еще на одну итерацию р аньше 
и т. д. Следовательно, преобразование; легко выполнимое при 
возрастающих значениях k, не может быть выполнено в обрат­
ную сторону. Такое преобразование называется необратимым 2) . 
Следовательно, наше преобр азование запрещает знаняе п�ош-

1 )  ' При заданной параболической форме f (x) может быть определено 
только растяжение в среднем. Области вблизи концов х = О, х = 1 единич­
ного отрезка растянуты сильнее всего, тогда как область вблизи максимума 
х = 1 /2 сжата. 

2 ) Справедливо более общее утверждение: любое непрерывное отображе­
ние R в R должно быть необратимым, чтобы оно приводило к хаосу. 
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..лых значений х, а также (вследствие ЧЗНУ) предсказание бу­
дущих значений х через какой-то период времени. Долговремен-

а о 
10 f 20 30 -ю 60 k 

... _ 
ю-z ............ 

,....,. 
........ ro�+ 

......... ........ 
ю-6 .......... ...... 

..... 

10"8 

о s 
1 10 20 30 60 k 

Рис. VIII. 9. Эволюция расстояния б между двумя итерациями отображения 
f (x) = 4f.LX ( l - x) при различных начальных значениях. Чтобы исключить 
переходные эффекты, связанные с погрешностью в начальных условиях х0, 
отображение подвергалось 1 00-кратной итерации. Для вычисления двух се­
рий итераций в качестве начальных условий выбирались точки Хо и хо + б0• 
Абсолютная величина расстояния между двумя k-ми итерациями изменяется 

по закону · 
б =  60 ехр (Лk), 

где Л - показатель Ляпунова.  Таким образом, показатель Ляпунова характе­
ризует средний угловой коэффициент графика зависимости б-- от k в полуло-

гарифмическом м асштабе, как на рис. а и б. 
а - при fJ. = 0,7 показатель Ляпунова ')" � -0,02. Соответствующий режим 
периодический, и расстояние б убывает: nоказатель Ляпунова отрицателен . 
6 - при fJ. = 0,95 показатель Ляпунова Л � +0,4. Соответствующий режим 
хаотический, и расстоs_�ние б возрастает: показатель Ляпунова положителен. 
Когда б достигает величины, сравнимой с длиной интервала [0, 1] ,  насту-

пает насыщение. · 
ное предсказание значений х потребовало бы, чтобы начальное 
условие было известно с бесконечной точностью, так как малей­

-шая (даже бесконечно малая) неопределенность в х0 не позво­
;Ляет нам различать траектории; которые непременно разойдутся 
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по истечении достаточно большого промежутка времени. Разу­
меется, бесконечная точность ведостижима на практике. По-· 
этому, несмотря на то что она описывается детерми•нированным 
уравнением (VI I I . 1 ) ,  эволюция остается принципиально не­
предсказуемой и представляется нам неупорядоченной и хаотич­
ной. Вопреки широко распространенному мнению детерминиро­
ванность и хаос не являются взаимно исключающИiМИ противо­
положностями. 

VIII. 3.3.  Обратный каскад 

Сказанное выше позволяет полагать, что хаотический режиМJ 
при 1.1. > /l.oo не полностью лишен определенного порядка, хотя, 
этот порядок на первый взгляд, возможно, и не виден. ДругиМJ 

)( 
1 �-------------------.---------------. 

0 .������------------���------���L-�� 0,25 0,862.. . .  0,892486 0,898 . .  \0 
0,75 0,886. . . IL• 0,893 . 0,919. . . .  IL 

Рис. VIII. 10. Прямой и обратный каскады . .  Этот схематический рисунок при­
веден для того, чтобы привлечь внимание читателя к одной детали, которая 
не видна на  рис. VIII. 7 :  обратный каскад - своего рода нечеткое отражение· 
nрямого каскада относительно вер"I:,икали, соответствующей значению пара-
метра Jl oo ·  По оси абсцисс взята неравномерная шкала \lth (4J.L - 4J100); вы­
бор ее обусловлен исключительно удобством построения графика и не дол- ,  
жен мешать nониманию того, что «естественным» представленнем решений 

следует считать то, которое можно видеть на рис. VIII. 7. 
Из работы С. Гроссманна и С.  Томе. 

элементом порядка, свидетельствующим о том же, являются 
«Окна периодичности» (разд. VII I .  3 .4) - периодические аттр ак­
торы в интервале (/l.oo, 1 ) .  Некоторые из них можно наблюдать 
в виде более светлых зон 1 ) на ри�. VII I . 7. Периодические и 
апериодические аттракторы тесно взаимосвязаны. Действитель­
но, как показывает тщательный анализ апериодических аттрак­
торов, они являются своего рода «шумовыми предельными цик-
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.лами» с периодом 21, где l - целое число, неограниченно воз­
р астающее, когда !"' стремится к JA.oo сверху. Более точно, образ 
точки последовательно посещает множество ,  состоящее из 21 не­
.nересекающихся отрезков из интервала (0, 1 ) .  После 21 итера ­
ций  мы  возвращаемся на исходный отрезок: это позволяет гово­
ри.ть о цикле. Вместе с тем поведение внутри каждого отрезка 
полностью хаотическое :  отсюда прилагательное «шумовой». Ко­
роче говоря, все итерации порядка 21 содержатся внутри малого 
-отрезка, но там они полностью неупорядочены. Аналогичное 
утверждение спр аведливо относительно каждого из 21 отрезков. 

При возрастании !"' мы видим,  что при некоторых значениях 
этого параметра отрезки р асщепляются на два.  Вместо шумо­
вого цикла с периодом 21 возникает другой шумовой цикл с вдвое 
.меньшим периодом,  т. е. с периодом 21- 1 •  При дальнеrйшем воз­
р астании !"' процесс повторяется до тех пор, пока не будет до­
стигнут «период» 2D = 1 .  Н а  рис. VI I I .  1 0  схематично пqказана 
серия изменений периода. Мы видим,  что наряду с субгармони­
ческим каскадом существует другой каскад с близкой структу­
рой, но ведущий в противоположном направлении по оси !"'· 
Обычно первый каскад принято называть прямым, а второй об­
р атным. Результат, который по самым скромным оценкам может 
быть назван замечательным, состоит в том, что значения пара­
метр а Jt ,  при которых происходят бифуркации обр атного ка­
скада, также сходятся к """" с тем же масштабным множителем 
t'> = 4,669 . . .  , что и прямой каскад. В этом еще одно подтверж­
дение  того, что в хаосе существует некоторый порядок (если 
это утверждение нуждается в подтверждении) ! 

Vlll .  3.4. Окна периодичности 
Как мы уже упоминали, интервал [JA.oo , 1 ]  содержит не толь­

ко хаос. В нем встречаются также узкие диапазоны значений 
JA., в которых траектории строго периодические-:.. Сначала рож­
дается цикл с основным периодом р (р > 1 ) , затем процесс, 
аналогичный описанному выше, приводит к появлен}!:ю после­
.zr.овательности аттракторов с периодом р · 21 ( l = 1 ,  2 ,  . . .  , оо ) . 
Это, несомненно, субrармонический каскад, удовлетворяющий 
приведеиным выше законам подобия. Точкой накопления 
( l -+ оо) отмечен конец окна периодичности с периодом р. Каж­

дое окно занимает отрезок оси JA., длина которого варьируется 
в широких пределах, но в большинстве случаев отрезки очень 
малы. Именно поэтому их невозможно р азглядеть на  рис. VI I I . 7, 
где почти весь интервал [JA.oo,  1 ] кажется хаотическим. Наиболь­
шее окно (0,957 1 . . .  < 11  < 0,9624 . . .  ) содержит циклы с ос­
новным периодом, равным 3. Его 'мы и используем в качестве 
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примера (поскольку его численная реализация наиболее удоб­
на ) , на котором можно показать, как рождается цикл.  

Когда мы говорим о цикле с периодом р, это означает, что­
после р итераций' мы возвращаемся в исходную точку. Чтобы 
идентифицировать такой цикл, удобно построить график ото­
бр ажения р-го возвращения, т. е. функции Хнр = fP (xk ) . На 

1 
а 

Рис. VII I .  1 1 . Рождение цикла с периодом 3. Наибольшее окно периодично­
сти (0,957 1 . . .  < J.t 0,9624· . . .  ) содержит цик.'lы с периодом 3 · 21 (l = О , . . •  . . . , оо ) .  Чтобы объяснить, как рождается цикл с периодом 3, постропм гра-

фик отображения третьего возвращения:  

хk+З  = fз (xk)· 
а - немного ниже порогоного значения (при J.t = 0,9) отображение не имеет 
устойчивой неподвижной точки ; 6 - при достижении порога (при J.t = = 0,975 1 . . .  ) график отображения f3 касается диагонали в трех точках. Эти 
три точки, первоначально нейтрально устойчивые, становятся устойчивыми. 
как только параметр J.t превысит пороговое значение. Бифуркация касания 

порождает цикл с периодом 3. 

рис. VI I I . 1 1  вы видите такое отображение при р- =  3 и двух 
значениях J!; одно несколько выше, а другое несколько ниже 
порога появления цикла .  Ниже порога неподвижные точки 
(точки пересечения диагонали с кр�вой) неустойчивы (тангенс 
угла наклона касательной к кривой по абсолютной величине 
больше единицы) . При вариации параметра р, кривая, деформи­
руясь, касается диага,нали в трех точках - рождаются три не­
подвижные точки, нейтрально устойчивые на  пороге и асимпто­
тически устойчивые над- порогом.  Поэтому бифуркация такого 
типа  называется касательной или тангенциальной бифуркац ией. 
Если параметр JL. продолжает возр астать, то следует ожидать, 
что субгармоническая неустойчивость дестабилизирует этот 
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режим, как прежде. И действительно, цикл с периодом 3 пости­
rа�т судьба, аналогичная той, которая постигла цикл с перио­
дом 1 ,  что приводит к хаосу 1 ) через субгармонический каскад, 
все еще удовлетворяющий тем же законам подобия. 

VIII .  3.5. Универсальная последовательность 

Другое весьма необычное свойство относится к иерархии от­
носительного р асположения окон периодичности вдоль оси J.L. 
Действительно, если абсолютное расположение и длина окон 
зависят от рассматриваемого · нами конкретного отображения f, 
то порядок, в котором эти окна включаются пр и увеличении 

� 
а 

:;.. 

tJ 
Рис. \III I .  1 2. Два аттрактора с циклами периода 4. Для каждого периоди­
ческого аттрактора  характерен свой порядок обхода образующих его точек 
при итерациях. Возможны два различных цикла с периодом 4: а - 1-2-3-4; 
6 - 1-3-2-4. Других циклов с периодом 4 при заданной форме отобра-

жения не существует. 
· 

nараметра J.L, остается неизменным. Иначе говоря, при любой 
функции f (лишь бы она имела  один экстремум, квадратичный 
или неквадратичный) периодические аттракторы образуют по­
следовательность всегда в одном и том же порядке, которая по­
этому называется универсальной последовательностью. 

Характеризуя пе-риодический аттрактор, следует иметь в виду, 
что два аттрактора с одним и тем же периодом могут р азли­
чаться порядком обхода принадлежащих им точек. Используя 
простейший пример аттракторов с периодом 4, изобразим схе­
матически четыре точки на оси х (рис. VI I I . 1 2 ) . Мы видим, что 

1) l(огда последовательность образов полученных численно, кажется 
хаотической, естественно возникает вопрос: является ли данная последова­
тельность действительно хаотической или периодической с очень большим 
периодом и сопроцождается долгоживущими переходными режимами? Окон­
чательный · ответ на этот вопрос пока не получен, хотя некоторые факты 
подтверждают гипотезу истинного хаоса. 
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существуют два 4-цикла 1 ) , соответствующие замкнутым марш­
рутам 1 -2-3-4 и 1 -3-2-4. 

Полезно поэтому идентифицировать периодический аттрак­
тор по р асположению его компонент на оси х. Различные ат­
тракторы с одним и тем же периодом могут быть охарактери­
зованы двумя способами. Один способ состоит в том,  чтобы 
сначала пронумеровать точки аттрактора в порядке их обхода 
при итерации отображения, а затем записать, в каком порядке 
они располагаются на оси х. Следуя второму методу, мы при­
писываем каждой точке букву П или Л в зависимости от того� 
находится ли она справа или• слева от максимума функции f. 
Перечисляя буквы в порядке обхода точек, мы получаем харак­
теристиt(е�кую последовательность букв П и Л. Можно пока­
зать, что в любом окне пер иодичности существует такое значе­
ние f.L, при котором сам максимум является частью аттрактора . 
Следовательно, итерации достаточно начать с максимума, кото­
рый мы обозначим символом О (не смешивать с левым концом 
интервала - точкой х = О) . Так как нуль расположен не слева 
и не справа от максимума, в последовательности букв П и Л 
знаков на один меньше, чем точек в периодическом аттракторе. 

Данные о р азличных аттракторах универсальной последова­
тельности с периодом от 1 до 6 представлены в табл. VI I I .  2. 

Таблица VJJI. 2 

Период Последовательность точек 1 Последовательность 
р символов п и л 

6 2-0-4-3-5- 1 плппп 
5 2-0-4-3- 1 плпп 
3 2-0- 1  пл 
6 2-5-3-0-4- 1 пллпл 
5 2-3-0-4- 1 пллп 
6 2-3-0-4-5- 1 пллпп 
4 2-3-0-1 плл 
6 2-3-4-0-5- 1 плллп 
5 2-3-4-0- 1  пллл 

t 6 2-3-4-5-0� 1  плллп 

Из-за формы кривой f (x) образ максимума (точки О) всегда 
является крайней правой точкой (точкой 1 ) ,  образ которой 
в свою очередь совпадает с крайней левой точкой. Именно по-

1) Если форма рассматриваемой функции f задана, то существуют только 
два различных аттрактора. Из формы этой функции (рис. VII I .  3) следует, 
что образ крайней левой точки совnадает с крайней nравой точкой. Это озна­
чает, что любой цикл должен начинаться с точки 1 и заканчиваться в точке 4. 
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этому последовательность точек всегда начинается с 2, а закан­
чивается 1 ,  в то время как последовательность симвоЛов П и Л 
для любого периодического аттрактора начинается с ком бина­
ции пл. 

VI I I. 4 .  ЭКСПЕРИМЕНТАЛ ЬНЫЕ ПРИМЕРЫ 

VIII .  4. 1 .  Природа наблюдений. 

Экспериментальная идентификация некоторых явленИй,  опи­
санных при рассмотрении квадратичного отображения, не долж­
на быть особенно трудной. Если периодический режим с часто­
той f в результате субгармонической неустойчивости переходит 
в другой периодический режим с удвоенным периодом, то такой 
переход должен сопровождаться _ 1 )  удвоением числа точек сечения Пуанкаре ;  

2 )  появлением в спектре Фурье частоты f /2 и ее нечетных 
гармоник (Зf/2, 5f/2 и т. д. ) . 

· 
В субгармоническом каскаде такой процесс повторяется не­

однокр атно и поэтому легко наблюдаем , если мы можем доста­
точно точно регулировать управляющий па12аметр . 

Аналогично в случае обратного каскада мы ожидаем,  что 
должны наблюдаться : 

1 )  удлинение отрезков, обр азующих сечение Пуанкаре, когда 
они попарно сливаются (рис. VII I. 10 ) ; 

2 )  связанный с хаотическим режимом шум ,  который после­
довательно уничтожает субгармоники . . . , f/ 16, f/8, f/4, f/2 в по­
рядке, обратном последовательности их появления в прямом 
каскаде, прежде чем они заполнят весь спектр. 

Исследование универсальной последовательности предпола­
гает точную идентификацию типа периодического аттрактора.  
Эта задача, недоступная спектральному анализу, требует ис­
пользования сечения Пуанкаре. 

Многие эксперименты, значительная часть которых была вы­
полнена на трех системах, описанных в гл. V, подтвердили адек­
ватность теоретических выводов, к которым мы пришли 
в гл .  VI I I .  Наблюдения не оставляют сомнений в том,  что 

1 )  субгармонический каскад действительно является одним 
из способов перехода к хаосу; 

2) если управляющий параметр возрастает за точкой накоп­
ления J.!oo субгармонического каскада , 'to мы действительно на­
блюдаем обратный каскад. Он сопровождается постепенным 
уширением линий спектра Фурье и,  следовательно, ростом хаоса ; 

3 )  за  прямым каскадом мы встречаем периодические аттрак­
торы, принадлежащие универсальной последовательности. 
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Если измерения достаточно точны, то  мы можем даже про­
верить законы подобия: согласие между теорией и эксперямен­
том носит не только качественный, но и количественный ха­
рактер .  

V I I I. 4.2. Субгармонический каскад: конвекция Р Б 

Начнем с описания эксперимента, выполненного на  жидкой 
ртути при очень малом числе Прандтл,я (Pr � 0 ,03 ) . Чтоб,ы ста­
билизировать конвективную структуру, воспользуемся ячейками 
с малым аспектным отношением . (Г = 4 или Г =  6) , которые, 
кроме того, поместим в магнитное поле. Два обстоятельства спо­
собствуют успеху экспериментов. Во-первых, вследствие высо­
кой электропроводности ртути конвективные валы имеют силь­
ную тенденцию выстраиваться в напр авлении, параллельном 
магнитному полю. Это фиксирует пространственный порядок и 
препятствует расплыванию структуры при увеличении пара­
метра Ra (см. разд. V. 3.2) . Во-вторых, магнитное поле способ­
ствует затуханию некоторых мод, вызывающих колебания ва­
лов, делает более интенсивной диссипацию, что,  как мы видели, 
благоприятно для использования отображения первого возвра-
щения. · · Ртуть мы помещаем между двумя толстыми; медными пла­
стинами.  Конвективные движения измеряются болометрами,  так 
как оптические моды неприменимы в непрозрачцой среде. На  . 
первом этапе эксперимента мы  фиксируем интенсивность маг­
нитного поля на  нуле и ув�личиваем разность температур до 
возникновения конвекции при критическом значении числа Рэ­
лея Rac. Продолжая увеличивать Ra, мы замечаем, что вблизи 
2Ra наступает новая неустойчивость. Сигнал, зарегистрирован­
ный болометром, начинает осциллировать во времени с часто­
той f1 •  Эта осцилляторпая неустойчивость может быть обуслов­
лена волной, распространяющейся вдоль осей валов. При даль­
нейшем увеличении параметра Ra периодический режим 13 свою 
очередь становится неустойчивым и в спектре мощности сигнала 
появляется вторая частота 1 ) f2 , близкая, но все же отличная от 
f1f2. Физические колебания, связанные с этой второй частотой, 
до сих пор достоверно не идентифицированы. При несколько 
большем значении Ra происходит синхронизация двух осцилля­
торов, если выполняется условие субгармонического резонанса 
f2 = fi /2. 

Тенденция к синхронизации знаменует начало второго этапа 
эксперимента . Ячейку мы  помещаем в постоянное и однородное \ 1 

1 )  Происходит переход от предельного цикла к тору Т2 через бифурка­
цию, описанную в гл. VII .  
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магнитное поле, интенсивность которого сравнима с амплиту­
дами  двух осцилляторов. Постепенно увеличивая число Рэлея, 
мы встречаем последовательность четко определенны)\ значений 

Ra 

3�::-ВШIIJl 

3 ,65 

о 50 100 150 
т с 

200 

Рис. YI I I .  1 3а. Субrармонический каскад в эксперименте с теnловой конвек­
цией. Изменение формы сигнала (температуры жидкости в одной точке как 
функции времени} отчетливо указывает на то, что при увеличении параметра 
Ra/Rac происходит процесс удвоения периода. Отрезки соответствуют длине 
перщща, определяемой основным мотивом, который повторяется неоrрани-

ченно. 
Из р аботы А. Либхабера, С. Фова и К. Лароша. 

R a ,  при которых один периодический режим после бифуркации 
переходит в другой, с удвоенным периодом.  На рис. VI I I . 13, а 
представлены экспериментальные сиг.налы нескольких последо­
вательных периодических режимов. Появление в спектре Фурье 
субгар моник fl/4, f}/8, fl/ 1 6, fl /32 (и их нечетных гармоник) 
свидетельствует об удвоениях периода (рис. VI I I. 13, б) . По этим 
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результатам можно попытаться оценить скорость сходимости 
последовательных бифуркаций. Полученное значение 4,4 очень 
близко к значению 4,669 . . .  , предсказываемому теорией уни­
версального асимптотического режима .  

Этот эксперимент с конвекцией РБ убедительно подтверж­
дает существование субгармонического каскада в физической си-

1/1,-------r---------, а 

ав 

-70 о 

в Ra/R�,:: 3,64 

� 

Гц 

Рис. VIII .  1 3б.  Субгармонический каскад в эксперименте с тепловой конвек­
цией. Анализ Фурье со всей определенностью подтверждает вывод, к кото­
рому приводит рассмотрение рис. VI I I .  13 .  а:  при возрастаник параметра 
Ra/Rac появляются субгармоники - сначала с частотой ft/2 (а) , затем с ча­
стотами ft/4 (б) , ft/8 (в) и ft/ 1 6  (г) , а также их нечетные субгармоники. 

Из работы А. Либхабера, С. Фова и К. Лароша. 

стеме. Особенно важно, что измерение таких величин, как отно­
шение амплитуд Последовательных субгармоник, подтверждает 
теоретические предсказания.  Упомянем также о том,  что тепло­
вая конвекция в друГих жидкостях (жидком гелии, воде и т. д. ) 
также приводит к возникновению каскада удвоений периода. 

VI I I . 4.3. Обратный каскад: вращающийся магнит 

Субгармонический каскад легко наблюдается и в экспери­
менте с магнитом, что еще раз  подтверждает универсальность 
теории. Ось магнита (см .  гл. V) погружена в масло с большой 
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вязкостью, чтобы обеспечить сильную диссипацию энергии. За ­
фиксировав амплитуду и частоту вращающегося магнитного 
поля, мы постепенно изменяем амплитуду В 1 стационарного маг­
нитного поля, в свою очередь изменяющую управляющий пара­
метр М в уравнении ( 1 2 )  гл. V. В эксперименте используются 
следующие значения параметров : 

а = 0, 1 74; Р = 0,335; М Е [О, 1 600; О, 232 1 ] .  

Варьируя М, мы порождаем последовательность периодиче­
ских режимов, характеризуемых на каждом этапе удвоением 
периода. В качестве примера на  рис. VI I I .  14 показавы резуль­
таты, полученные после четвертой бифуркации. В спектре Фурье 
мы различаем субгармоники fi/2, fi/4, f1/8, и fi/ 1 6 начальной 
частоты f1 , а также их нечетвые гармоники. Аналогично в сече­
нии Пуанкаре мы видим 1 6  точек, подразделенных на две груп­
пы. В свою очередь �аждая группа подразделяется на четыре 
nары точек, что составляет всего восемь пар.  Такого рода рас­
пределение мы получили бы, проведя вертикальную прямую на 
рис. VII I .  7 в области существования аттрактора с периодом 
1 6Т. Продолжая увеличивать М выше значения, близкого 
к 0,2285 (численной оценки точки накопления) ,  мы увидим за­
метное изменение в эволюции спектра Фурье, и сечения Пуан­
каре. Дополнительные субгармонические пики высших порядков 
в спектре не появляются. Вместо этого шум начинает уширять 
основания некоторых пиков, прежде чем поглотить их. Этот про­
цесс происходит на нечетных гармониках сначала частоты fi / 1 6  
(рис. VI I I .  1 5 , а) ,  затем частоты f1/8 ( рис. VI I I .  1 6, а) и т .  д .  Ана­

логично в сечении Пуанкаре прекр ащается образование пар но-
вых точек за  счет «удвоения» существующих точек. В место 
этого дополнительные точки мало-помалу распространяются по 
коротким сегментам ,  удлиняющимся при увеличении М, прежде 
чем слиться попарно. Мы видим это на рис. V I I I .  1 5, б, где все 
еще можно различить восемь групп, и на  рис. VII I .  1 6, б, где 
различимы только четыре группы. Такое поведение вполне пред­
видимо, если на рис. VI I I .  1 0  передвинуть вертикальную прямую 
вправо за  Jtoo. Как предсказывает теория,  вслед за прямым ка­
скадом идет обратный каскад. 

Заметим ,  что с точностью до ошибок измерений точки сече­
ния Пуанкаре (рис. VII I .  1 6, б) не покрывают поверхность, 
а располагаются вдоль двух дуг кривых. Так происходит по­
тому, что диссипация энергии достаточно велика и маскирует 
структуру апериодического аттр актора .  Именно это служит 
,обоснованием анализа режимов с помощью отображения интер ­
.вала на себя. 

16  П Берже и д Р .  
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Рис. VIII .  1 4. Режим
' 

вращающегося магнита с частотой ft/1 6. Описанный в 
гл. V вращающийся м агнит претерпевает субгармонический каскад. Спектр 
Фурье (а) и сечение Пуанкаре (б) плоскостью (х, i) получены для предель­
ного цикла после четырех субгармонических бифуркаций. Форма спектра и 
разбиение сечения Пуанкаре на шеётнадцать групп точек соответствуют пред-

сказаниям теории. 
Из работы В.  Крокетта и К. Пуату. 
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Рис. V I I I . 1 5. Исчезновение частоты ft/ 1 6  в обратном каскаде. а - пики, со· 
ответствующие нечетным гармоникам частоты ft/ 16, ноглощены шумом и не 
видны в спектре Фурье, но .субгармоники частоты ft/8 еще отчетливо видны ; 
а - точки сечения Пуанкаре р азделены на восемь групп. В каждой из групп 

точки уже не разбиты н а  пары.  
Из работы В.  Крокетта и К. Пуату. 

16* 
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Рис. VIII .  16. Исчезновение частоты ft/8 в обратном каскаде. а - спектр, на­
nоминающий сnектр н а  рис.  VIII .  1 5, но без пиков с частотами, кратными f1/8; 
б - сечение Пуанкаре состоит лишь из четырех дуг кривых, длина которых. 

заметно увеличилась. 
Из работы В.  Крокетта и К. Пуату. 
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V I I I .  4.4. Универсапьная поспедоват�пьность: реакция БЖ 

Реакция Б� в открытом реакторе обладает последователь­
ностью периодических режимов с удвоением периода на каждой 
ступени каскада бифуркаций - так же, как в конвекции РБ и 
в случае вращающегося магнита. Реально наблюдаются не­
сколько первых бифуркаций каскада - режимы с периодом Т,. 
2Т, 4Т, ВТ и т. д. Причина обрезания каскада чисто экспер и­
ментальная : управляющим параметром в этом примере являет­
ся величина, обратная среднему времени пребывания реагентов 
в реакторе, которое можно изменять, варьируя скорость потока 
на входе с помощью питательных насосов. Но стабилизировать 
скорость потока (по крайней мере на протяжении длительного 
интервала времени) удается на уровне не выше 0,5- 1 % .  Зада­
вая значение универсальной постоянной б геометрической про­
грессии ,  мы  можем определить, как далеко нам удастся продви­
нуться в наблюдении режимов с периодами больше ВТ. 

Помимо субгармонического каскада, более наглядно иллю­
стрируемого другими экспериментами,  реакция Б/К позволяет 
продемонстрировать весьма интересный аспект теории. Весь на­
бор наблюдаемых режимов представлен в табл .  V I I I .  3 в ис­
ПОJiъзованных ранее обозначениях. Сравнивая табл. VI I I . 2 и 
V I I I .  3, м ы  идентифицируем несколько первых элементов уни­
версальной последовательности. Наблюдаются даже режимы 
с периодом больше 6. Хотя весьма вероятно, что другие перио­
дические режимы также присутствуют, но не  детектируемы ;  так 
как их области существования на оси управляющего параметра 

Таблица VIII. 3 

Период Последовательность точек Последовательно сть 
символов п и л 

'ё-:1 1 о 
o:t 2 0- 1 п "' 
:.: 4 2-0-3- 1 плп () "' 8 2-6-0-4-3-7-5- 1 плппплп � 

,Q 10  2-8-6-0-4-3-9-5-7- 1 плппплплп 1-о 
1>: ... 6 2-0-4-3-5- 1 плппп ..s O  
= = 5 2-0-4-3--::" 1 плпп ,Q ,Q  
о:;: о:;: 3 2-0- 1 пл "' С!) 
.., �-о  6 2-5-3-0-4- 1 пллпл с.. "' <1) 111 9 2-8-5-3-0-6-4-7- 1 пллплппл 111 () 
::;: l:t  5 2-3-0-4- 1 пллп = С!)  ;::.. 3 4 2-3-0- 1 плл 

Q 8 2-6-3-7-4-0-5- 1 плллплл = 



246 Глава  VI I I  ' u ·слишком узки, можно сказать, что эти режимы неустоичивы от-
носительно экспериментальных возмущений. Аналогичным обра­
:!ом можно интерпретировать отсутствие в табл. VI I I .  2 и VI I I. 3 
некоторых элементов, и это не должно нас интересовать. 

Рассмотрим табл. VI I I . 3 боле� подробно. На протяжении 
каждого эксперимента мы записываем временную вариацию по­
·тенциала электрода , обладающего специфической чувствитель-

Рис. VIII .  1 7. Периодические режимы в реакции Белоусова - Жаботинского. 
Для идентификации нескольких периодических режимов, соответствующих 
различным значениям потока реакционной смеси, .использовался сигнал элек­
трода, обладающего селективной чувствительностью к ионам Br-. Эти сиг­
налы (выборка из сигналов, полученных после субгармонического каскада) 
-описывают движение на  аттракторах, принадлежащих универсальному кас­
каду, представленному на  рис. VI I I .  3. Точки над сигналами указывают на-

чало и конец периодов. 
Из работы Р. Симон, А. Вольфа и Г.  Суинни. 

1юстью к иону Br-. Это позволяет нам проследить за ходом ре­
.акцни ,  измеряемым логарифмом концентрации иона.  Варьируя 
·Среднее вр.емя пребывания одного из реагентов в активной зоне 
реактора и поддерживая все остальные параметры (напр имер ,  
концентрации реагентов в резервуарах, откуда они поступают 
в реактор ,  температуру реактора )  Iia постоянном уровне, мы 

-обнаруживаем различные режимы, иногда периодические, 
иногда непериодические. На рис. VI I I .  17 видно. что сигналы ' 

записаны от нескольких периодических режимов 1 ) . Как  можно 
воспользоваться этой и�фор мацией для идентификации типа ат­
"Трактора ,  который мы наблюдаем? 

1 )  Обращаем внимание на  сходство между этими сигналами и сигналами, 
nредставленными на  рис. VI I I .  1 3 и соответствующими конв.екции РБ. 
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Для ответа на этот вопрос читателю следует иметь в виду. 
что эк�периментатор проходит тот же путь, какой выпадает тео­
ретику, но в противоположном направлении! Теоретик начинает 
с функции, определяющей последовательные итерации. Экспе­
риментатор сначала идентифицирует итерации по измерениям и 
надеется затем реконструировать функцию, задающую итера­
ции (или  по крайней мере ее гр афик) , -которая является «Не­
известной» в задаче. 

Рис. VII I .  1 8. Апериодический аттрактор.  Форма аттракторов в пространстве­
Х (t) , Х (t + т) , X (t + 2•) с • = 53 с восстановлена по сигналу X (t ) . Изобра­
жена проекция аттрактора н а  плоскость Х ( t ) , Х ( t  + т) .  Сечение Пуанкаре 
восстановленного аттрактора плоскостью, перпендикулярной плоскости рисун-

ка,  •Проведено вдоль штриховой прямой . 
Из работы Р. Симон, А. Вольфа и Г. Суинни. 

Если измерена только одна из динамических переменных, то· 
вос<;тановить аттрактор в исходном фазовом пространстве не 
представляется возможным. Но метод, описанный в конце 
гл. IV, позволяет построить проекцию аттрактора в трехмерном 
фазовом пространстве, если в качестве координат выбр ать зна-

. чение сигнала в момент времени t и в два более поздних 
момента времени t + ,; и t + 2,;. З атем мы находим точки пере­
сечения траектории с плоскостью, например с плоскостью, пер­
пендикулярной плоскости рис. V I I I .  1 8  (след пересечения пока­
зав штриховой линией ) . Мы видим ,  что точки пересечния р ас­
пределены отнюдь не случайно, а расПОJlожены на  одной кривой 
(почти на прямой ) . Это признак сильной диссипации. При  та­
ких условиях мы можем построить график зависимости абсцис­
сы точки на кривой от .аб(:циссы предшествующей точки и 
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получить отображение первого возвращения : гр афик xk+1 как 
функции Xk.  Если наши предположения верны, то следует ожи­
дать, что множество точек распределится вдоль векоторой кри­
вой. Эта кривая должна быть графиком той функции, которая 
задает итерации. Именно так и происходит, в чем нас убеждает 
рис. VII I .  1 9, а : мьi получаем кривую, а это свидетельствует 

.� 
1 �-r:k+l l 
' . 
! 
1 

а 

Рис. VI I I .  1 9. Отображение первого , возвращения. а - после того как построе­
но сечение Пуанкаре аттрактора,  динамика может быть исследована путем 
построения графика зависимости координаты точки Хkн от координаты пред­
шествующей точки Xk. Для экспериментатора важно восстановить по этим 
данным график отображения первого возвращения. К:ак видно. из рисунка а, 
мы получаем кривую, а не н абор отдельных точек и построенная кривая 
имеет экстремум ; б - плавно деформируя кривую, построенную на рис. а, мы 
наблюдаем переход от апериодического аттрактора к соседнему периодиче-

скому аттрактору с периодом 6. 
Из работы Р. Симон, А. Вольфа и Г. Суинни. 

о том, что дисперсия на плоскости (xk, Xk+ t )  очень мала.  В ча­
етности, заметим, что эта кривая не монотонна : она  имеет мак­
симум («горб») , как используемая в рассматриваемой теории  
квадратичная функция. На  этой стадии сравнение с теорией са­
моочевидно. Медленно варьируя управляющий параметр, мы 
можем постепенно изменять форму кривой и,  следовательно; по­
следовательность режимов, одни из которых хаотические, дру­
гие периодические. На рис. Vl l l .  1 9, б показано, как итерацион­
ная кривая, представленная на  рис. VI I I .  1 9, а, порождает пер­
вый аттрактор с периодом 6 универсальной последовательности, 
идентифицируемый как аттрактор 2-0-4-3-5- 1 ,  иди ПЛППП.  
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Г Л А В А IX 

П ЕРЕМЕЖАЕМО СТЬ 

IX. 1 .  ВВЕДЕН И Е  

Во введении ко  второй части этой книги мы уже охара�тери­
зов-али перемежаемость как один из типичных маршрутов пере­
хода от периодического состояния к хаосу. В этой главе мы под­
крепим наше утверждение как теоретическими аргументами,  так 
и анализом типичных и тщательно выбранных экспериментов. 
В данном введении мы впервые попытаемся объяснить, что 
кроется за термином «перемежаемость». Затем мы кратко рас­
смотрим содержание последующих разделов. 

Строго говоря, перемежаемость не имеет канонического оп­
ределения. Мы называем сигнал перемежающимся, если он под­
:вержен резким ' вариациям большой амплитуды. Под такое 
несколько расплывчатое определение можно подвести много слу­
чайнЫх явлений природы, не столь легко поддающихся тради­
ционному статистическому описанию в терминах распределений 
верощности, средних значений (математических ожиданий) , 
дисперсий и т. д. Приведем теоретический пример такой ситуа­
ц_ии. Предположим, что нам необходимо выбрать вещественную 
случайную величину х с р аспределением вероятности Р (х) = 
= ( 1 + х2) -I/2• В элементарной теории вероятностей такое рас­
пределение недопустимо, поскольку оно ненормируемо : интеграл 
r +"" 
j - оо  Р (х) dx, который выражает ' вероятность того, что х прини-

мает какое-нибудь значение и поэтому должен быть равен еди­
нице, в действительности логарифмически расходится при боль­
ших 1 х 1 ·  Это означает, что гистограмма значений х, взятых из 
конечной выборки (х, , Х2 ,  • • •  , XN) объемом N, сиЛьно растянута 
и, если ее нормировать, стремится к нулю при любом значении 
х. В отличие от этого гистограмма нормируемого раfпределения 

r +oo • вероятности Р0 (х) (такого, что интегр ал j - оо  Р0 (х) dx сходится) 

стремится к Р0 (х) при каждом значении х, если число N выбо­
рок стремится к бесконечности. При нормируемом распределе­
нии иенармированная гистограмма возрастает в среднем как N 
при большиtХ N [в интервале (х - (�х/2) , х + (�х/2) ) оказы-
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вается примерно 'F0 (х) �х N выбранных значений х] .  В случае 
же «распреде.пения» ( 1  + х2) -1 12 иенар мированная гистограмма  
растет только как 'N jln N .  Причина р азличия состо�т в том,  что 
при возрастании N мы выбираем все большие значения х с та­
ким весом,  который достаточен для непрерывного уменьшения 
относительного веса любого конечного значения х. На этом ос­
новано одно из возможных определений перемежаемости : слу­
чайная величина х называется перемежающейся, если относи.­
тельный вес больших флуктуаций -неnрерывно возрастает для 
статистических выборок возрастающего объема.  На практике 
мы не будем пользоваться этим формальным математическим 
определением. 

Многочисленные примеры перемежающихся nроцессов мы 
находим в природе и физике. В частности, в гидродинамике 
nеремежаемость возникает в нескольких классах эксперимен­
тальных явлений. Если мы возмутим быстрое течение (с боль­
шим числом Рейнольдса ) ,  поместив в него nластину, парал­
лельную среднему направлению течения, то в окрестности 
пластины образуется nограничный слой. Такой турбулентный nо­
граничный слой, если его усредниrгь по времени, имеет четкую 
пространствеиную границу. Но по не nопятным до конца причи­
нам эта граница в отдельные редкие интервалы времени испы­
тывает очень большие мгновенные смещения. Соответствующие 
флуктуации в поле скоростей становятся все более перемежаю­
щимися, если мы производим измерения на все больших р асстоя­
ниях от пограничн.ого слоя. Мы можем также упомянуть мелко­
масштабную перемежаемость в полностью развитой турбулент­
ности-явлении, объяснение которого все еще остается спорным., 
Переходвые течения в трубах (т. е. течения с числами Рей­
нольдса, точно соответствующими эксПериментальной точке. пе­
рехода между ламинарным и турбулентным режимами)  также 
имеют перемежающуюся структуру:  турбулентность имеет тен­
денцию сосредоточиваться в зонах' пространства с четко выра­
женной границей, как показал Рейнольдс более ста лет назад. 

Вполне возможно (хотя и не абсолютно достоверно) , что. 
в основе всех упомянутых нами явлений перемежаемости в гид­
родинамике лежит пространствеиная структура явлений : «боль­
шие флуктуации», о которых идет речь, локализованы в про­
странстве и во времени. Но цель нашей книги состоит в описа­
нии главным образом динамических явлений, в которых про­
странствеиная структура не играет важной роли : описание 
пространствеиной структуры мы свели  к описанию амплитуд не­
большого числа четко выраженных мод. Было показано (и  тео­
ретически, и экспериментально) ,  что в динамических системах 
с небольшим числом <;тепеней свободы при переходе от 
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·периодического 1 ) к хаотическому ( или  квазипериодическому) 
режиму может существовать временная перемежаемость. Даже 
при столь ограничительных условиях существует несколько, а 
именно три перехода через перемежаемость, каждЫй со своими 
отличительными особенностями. 

Опишем кратко феноменологию, общую для всех трех типов. 
Когда значение r управляющего параметр а меньше векоторого 
критического значения Гi , р ассматриваемая динамическая си­
стема  (будь то экспериrментальная система типа систем РБ или 
БЖ или теоретическая типа модели Лоренца, отображения ок­
ружности и пространства более высокой' размерности на себя) 
имеет предельный цикл ( или в случае отображений - устойчи­
вый дискретный цикл) . Система совершает р егулярные колеба­
ния и устойчива относительно малых возмущений. При r, лишь 
незначительно большем ri (порога перемежаемости) , мы имеем 
леремежающийся динамический режим. Временной сигнал со­
стоит из колебаний, которые кажутся регулярными и напоми­
нают устойчивый колебательный режим при r < ri .  Но на этот 
раз  колебания время от времени прерываются «аномальными» 
·Флуктуациями, амплитуда и напр авление остаются пр имерно 
.одними и теми же от флуктуации к флуктуации и. слабо завися­
щими от r. Мы называем этот переход перемежающимся, по­
-скольку, когда r приближается к ri в перемежающейся области 
(�r . �  ri ) ,  флуктуаЦии становятся все более редкими и полностью 
исчезают при r � ri. Подчеркнем , что в точке перехода к нулю 

-стремится не амплитуда и не частота исключительных флук­
'Туаций, а только их средняя частота. 

Теория перемежающихся переходов состоит из двух частей. 
Первая часть (теория Флоке) занимается изучением линейной 
неустойчивости предельного цикла,  объясняющей «спонтанный» 
рост флуктуации относительно режима, близкого к периодиче­
скому режиму. Вторая часть описывает процесс «реинъекции», 
или «реламинаризации», в ходе которого перемежающuеся 
.флуктуации затухают, уступая место новой фазе регулярных 
колебаний. В основе классификации перемежаемости на типы 1 ,  
I I  и I I I  лежат три  типа линейных неустойчивостей периодиче­
ских траекторий :  пересечения единичной окружности мультипли-

1 ) �о>Кно представить себе переход через переме>Каемость непосредствен­
но от стационарного состояния к турбулентному ре>Киму. Например, такого 
рода переход мо>Кет происходить, если устойчивое и неустойчивое многообра­
зия неподви>Кной точки потока в· фазовом пространстве двумерны. В модели 
Лоренца такого произойти не мо>Кет, поско.'lьку размерность фазового про­
странства равна только трем. Этот тип переме>Каемости не бы.'! исчерпываю­
щйм образом изучен ни  экспериментально, ни теоретически, и мы не будем 
рассматривать его здесь. 
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катарами Флоке в точке + 1  ( I  тип) , - 1  ( I I I  тип) или в двух 
комплексно-сопряженных собственных значениях ( I I  тип) . В сле­
дующих трех разделах мы дадим более полное теорети·ческое 
описание каждого из этих трех типов и дополним его экспери­
ментальными примерами, подтверждающими суЩествование пе­
ремежаемости I и I I I  типов. 

Пути мультипликаторов Флоке на комплексной плоскос-ти за­
висят только от линеаризации динамических уравнений относи­
тельно предельного цикла .  Это приближение, линейное по ам­
плитуде флуктуаций, приводит к неконтролируемому росту 
флуктуаций. Однако в нашем чисто качественном обзоре явле­
ния перемежаемости мы описываем флуктуации как достигаю­
щие со временем конечного уровня. Следовательно, теория 
требует анализа эффектов, которые по крайней мере слабо не­
линейны по амплитуде флуктуаций. В случае I I  и I I I  типов пере­
межаемость возможна лишь в том случае, если бифуркация 
субкритическая, т. е. если нелинейвые эффекты имеют тенден­
цию к усилению неустойчивости. Но в случае перемежаемости 
I типа мы можем не спрашивать, будет л и  бифуркация супер­
критической или субкритической, так как существует только 
один тип бифуркации, котора� (в  определенном Gмысле) всегда 
субкритическая (см. приложевне А). 

IX. 2. ПЕРЕМЕЖАЕМОСТЬ 1 ТИПА 

IX. 2. 1 .  Общие теоретические соображения 

В этом случае периодическая траектория, устойчивая при 
r � r;, теряет устойчивость ( и  фактически исчезает) при r = ri , 
т а к  как собственное значение матрицы Флоке выходит из еди­
ничной окружности через точку + 1 .  Наш анализ подразде­
ляется на две части, о которых упоминалось выше. Сначала мы 
рассмотрим явления , в  окрестности периодической траектории, 
теряющей устойчивость. Для этого мы воспользуемся локаль­
ным анализом в духе теории  Ландау с учетом нелинейных эф­
фектов в членах низшего порядка ряда Тейлора по амплитуде 
флуктуации. Несмотря на ср авнительно элементарный характер 
такого подхода, он все же позволяет высказать ряд количествен­
ных предсказаний, кото.рые впоследствии подлежат сравнению 
с результатами численнqго моделирования системы Лоренца и 
с данными экспериментов с реакцией БЖ. 

На второй стадии нашего анализа мы обсудим определен­
ный выше процесс реинъекции,  или реламинаризации. Этот 
процесс зависит от глобальной структуры потока в фазовом 
пространстве в следующем смысле; если траектория покидает 
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окрестность потерявшего устойчивость предельного цикла, она 
до.'Iжна «обследовать» части фазового пространства,  находя­
щиеся на кdнечном расстоянии от предельного цикла,  и тем са­
мым обрести чувствительност.ь к глобальной структуре потока. 
В частности, мы покажем, что реламинаризация допускает очень­
простое объяснение для потоков на торе Т2. Ка!\ известно, на т2 
возможны только периодические или квазипериодические ре­
жимы. Отсюда следует, что для некоторых переходов между 
двумя регулярными (нехаотическими)  режимами, например для 
переходов от периодического режима  к ' КВазипер иодическому,. 
может наблюдаться перемежаемость 1 типа.  Как показывает 
nроводимое ниже обсуждение модели Лоренца, перемежаемость 
1 типа может возникать nри переходе от периодического режима. 
к хаотическому. Все эти соображения мы рассмотрим более под­
робно в разделе, посвященном -реламинаризации. 

IX. 2.2. Локальный анализ 

Собственному значению матрицы Флоке, иерееекающему 
единичную окружность, вообще говоря, соответствует ед�нич­
ный собств�нный вектор. Именно так, как мы увидим· 
в разд. IX. 2.5, обстоит дело в случае  модеЛи Лоренца. Опреде­
лим на nлоскости сечения Пуанкаре координату и, откладывае­
мую по направлению собственного вектора .  Следовательно, ум­
ножение на  матрицу Флоке сводится к nростому умножениD 
координаты и на собственное значение Л. (г) : 

и' = Л. (г) и. ( IX .  1 )  

Пересечение_ единичной окружности в точке + 1 при г = Г ;  озна­
чает, что Л. (rl ) = 1 и (dЛ.fdr) /71 =1= О. Чтобы получить nредставле-
ние о том, как тр ансформируется отображение �уанкаре, когда 
параметр г изменяется в окрестности г;, воспользуемся упро­
щающим предположением (которое будет обосновано в дальней­
шем) о том, что выражение ( IX. 1 )  при r = г; есть начальный 
отрезок ряда Тейлора функции и' ( и, г) в окрестности и =  О и 
г = г; .  Тогда для объяснения перемежаемости 1 типа достаточно 
учесть члены старших порядков. 

Предельный цикл для динамической системы мы обнаружи­
ваем как неподвижную точку отображения Пуанкаре. Вблизи 
неподвижных точек при r < r; график функции и' (и)  почти ка­
сается диагонали (графика тождеСТвенного отображения) , так 
как (dи'fdи) lr ;  = Л. (rд = 1 .  Таким образом, мы находимся в си­
туации, схематически изобр аженной на рис. IX. 1 ,  а. В точке би­
фуркации (r = Гi1) кр и�ая и' (и) касается диагонали, так кalf 
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(dи'jdи) = 1 в неподвижной точке (рис. IX. 1 , 6) 1 ) .  Переход от 
рис. IX. 1 ,  а к рис. IX. 1 ,  б осуществляется сдвигом кривой и' (и )  
вверх. При дальнейшем увеличении параметра r кривая про­
должает подниматься, и между кривой и диагональю образуется 
узкий канал (рис. IX. 1 ,  в ) . 

и.' и' 

u 1- и. U+ и 
а. -б 

и' 

у 
в и. 

Рис. IX. 1. График отображения и -+ и' (и) вблизи его неподвижной точки. 
Когда угловой коэффициент кривой и' (и) на рис. б становится равным еди­
нице, график отображения касается диагонали. При изменении управляющего 
nараметра r происходит непрерывный переход от а к в. На рис. а отображе­
ние и -+ и' (и) имеет две неподвижные точки и±, которые исчезают на рис. в 

Однопараметрическое семейство кривых вблизи контакта 
представимо в следующей общей для и' фор ме:  

и' = и + е + и2• (IX. 2) 

l(оэффициент при и2 (втором члене разложения величины и' 
в ряд Тейлора относительно и = О и r = ri ) при подходящем 
выборе  масштаба переменной и можно выбрать равным еди­
нице. Параметр е, пропорциональный r - Гi, является управ­
ляющим параметром, варьируя который, мы осуществляем пере­
ход от рис. IX. 1 ,  а к рис. IX. 1 ,  в. 

1 )  Эта бифуркация возникает при слиянии двух неподвижных точек 
(одной устойчивой и другой неустойчивой) и называется бифуркацией седло­
узел. Является ли она суперкритической или субкритической, безразлично, 
поскольку такая бифуркация сопровождается исчезновением всех решений 
как устойчивых, так и неустойчивых (см. )Приложение А) . 
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Ситуация при в =  О изображена на рис. IX. 1 ,  6: ур авнение 
и' (и ) = и имеет двойной корень при и =  О с тангенсом угла 
наклона касательной (dи' fdи) 1 и=о = + 1 .  Пр и  8 =F О неподвиж­
ные точки уравнения ( IX. 2) являются решениями уравнения 
и' ( и) = и, т. е. и± = + (-8) 112, и существуют только при усло­
вии� если 8 < О.  Их собственные значения Флоке _ равны 
( dи / dи) 1 и± = 1 + 2 ( -8) 1 12 ; поэтому решение и_ устойчиво, 
а решение t4 неустойчиво. В этом петрудно убедиться, если вос­
пользоваться графическим построением для итераций преобразо­
вания и _.  и' (и) (рис. IX. 2) . 

и 

Рис. I:К. 2. Итерации отображения и - и' (и) для случая; когда существуют 
две неподвижные точки и±. Точка и_ лакальна устойчива :  итерации, начи­
нающиеся вблизи точки и_, сходятся к ней. Точка и+ неустойчива :  итерации, 

н ачинающиеся вблизи точки и+, удаляются от нее. 

Устойчивая неподвижная точка и_ служит аттрактором для 
начальных условий и < и+, а неподвижная' точка l4 неустой­
чива.  Итерации, начинающиеся с и > и+, быстро  р асходятся как 
( и<0> ) 2n при большом n и и0, близком к начальному условию. 
Графическое  представление перехода от режима  с 8 < О к ре­
жиму с 8 > О  также показывает, что обрыв ряда Тейлора для 
и' (и ,  r) на члене первого порядка по (r - Гi ) и второго порядка 
по и дает правильное описание окрестности перехода : кривизна 
кривой и' (и) , тангенс угла наклона касательной, близкий к + 1 
в области касания, и подъем кривой представлены верно. 

Мы видели , что при малом положительном 8 между диаго ­
налью и кривой и' ( и )  образуется узки� канал. Это приводит 
к двум важным следствиям. 
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1 ) При 8 > О (r � ri ) в рассматриваемой области не суще­
ствует более неподвижной 1очки отобр ажения первого возвра ­
щения . Это ясно из того, что неподвижные точки представимы 
в виде и± = + (-8) 1 12 . 

2)  Итерации, начинающиеся с отрицательного значения и, 
систематически дрейфуют в область и > О (рис. IX. 3) :  так как 
е и в2 положительны, справедJlИВО нер авенство и' = и + е + 
+ и2 > и . 

и 

Рис. IX.  З. Итерации отображения и �  и' = и + 8 + и2 при 8 > О. В отличие 
от отображения на рис. IX. 2 (8 < О) это отображение не имеет ни одной 
неподвижной точки. При м а лых положительных 8 итер ации, н ачин ающиеся 
при отрицательных з н ачениях и, проводят много времени в узком коридоре, 
отделяющем график отображения и' от графика тождественного отображения. 

Но еСJ!И параметр е очень м a Jl ,  то последовательные итера­
ции накашшваются в са мой узкой части канала .  Это возвра ­
щает нас к вопросу о перемежаемости.  Область канала (точнее, 
значений и ,  которые ·  действительно наблюдаемы) очень близка 
к неподвижным точкам, существующим при е < 0 . .  Следова­
тельно, если мы обратимся снова к непрерывному временному 
сигналу потока, соответствующего прохождению через канал для 
отображения Пуапкаре,  то обнаружим временную зависимость, 
во многом аналогичную временной зависимости устойчивых ко­
лебаний, происходящих при 8 < О. Но колебания более не ус­
тойчивы, т а к  как отображение первого возвр ащения и -+  и' (и ,  е )  
не имеет неподвпжной точки вблизи нуля и поэтому не суще­
ствует периодического решения,  устойчивого или неустойчивого, 
уравнений движения вблизи предельного цикла . 

17 П. Берже и др . 
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Это первое теоретическое описание перемежающеrося пере­
хода оставляет открытыми несколько вопросов. 

1 )  Существует ли простая динамическая модель, позволяю­
щая воспроизвести перемежающийся переход только что опи­
санного типа? В разд. IX. 2.5 будет показано, что в модели Ло­
ренца такой переход существует. 

2 )  Позволяет ли  теория высказывать количественные пред­
сказания, сравнимые с экспериментом? 

3 ) 'Если итерации прошли сквозь канал и тра�ктория вышла 
из почти регулярного колебательного режима, то как она мо­
жет войти снова в канал слева, чтобы начать новую фазу коле­
баний? 

Рассмотрим два последних вопроса .  

IX. 2.3. Количественные преАсказання модел• 
В нашей теоретической модели исключение физических пара­

метров приводит к универсальной форме преобразования и � 
� и' ( и ) : 

справедливой в окрестности и = О. Количественные предсказа­
ни,я, вытекающие из этого описания, принимают форму законов 
подобия, например,  управляющих средней продолжительностью 
ламинарных фаз вблизи в =  О.  Чтобы найти эти законы, заме­
тим с.Тiедующее : если величина и' близка к и, то разность и' - и 
можно заменить производной dиfdk. При этом индекс итерации 
k надлежит рассматривать как непрерывную переменную, что 
законно, ес.'Iи  разность и' - и мала .  Таким образом, разностное 
уравнение мы заменяем дифференциальным уравнением 

du _ + 2 ж - s  и .  

Это ур авнение имеет общее решение 
и (k) = в1 12 tg (в112 (k - k0)), 

( IX . 3) 

( IX .  4) 

где k0 (приближенно) фикси•рует шаг, на котором итерация про­
ходит наиболее узкую часть канала .  Для удобства записи поло­
жим ko = 0. Функция и (k) расходится при  k = + (n/2 ) в-112• 
Смысл этой расходИмости состоит в том,  что, когда k достигает 
значений пор ядка в-112, разность и' - и перестает быть малой 
величиной, а поэтому разностное уравнение ( IX. 2) не может 
быть заменено дифференциальным ур авнением ( IX. 3) . Это сви­
детельствует помимо прочего о том, что число -итераций, необ­
ходимое для прохождения через IРшал, составляет величину по-
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рядка е-112, так как именно такая величина соответствует ин­
тервалу значений между двумя последовательными особыми 
точками решения ( IX. 4 ) . Данная оценка является первым зако­
ном подобия :  средняя продолжительность ламинарных фаз рас­
ходится как е-1 12 ,_ 1 r - Гi j -112 по мере приближения к порогу. 

Когда мы имеем переход ч�рез перемежаемость между пе­
риодическим и турбулентным режимом, число Ляпунова у (е) ,. 
характеризующее уровень неустойчивости турбулентных траек­
торий,  становится величиной такого же порядка , как величина,  
обр атная времени корреляции сигнала с собой. Предполагая,  

Р(т, с.) 

Рис.  XI .  4. Распределение длин ламинарных фаз в режиме перемежаемости 
типа I. На рисунке представлен лишь качественный характер распределения, 
так как вид кривой зависит от деталей nроцесса реламинаризации. Верхняя 
граница порядка е - 1 1 2  вблизи е = О+ характерна  для nеремежаемости тиnа 1 
и соответствует максимальному времени прохождения коридора на рис . IX.  3. 

что корреляция почти полностью исчезает во время турбулент­
ных всnлесков, мы  заключаем, что время корреляции составляет 
величи·ну порядка е-112, как среднее время прохождения канала, 
и что обратная ему величина (число Ляnунова )  удовлетворяет 
закону i' (е)  s-+o+ ,....., е 1 12• Этот закон действительно подтверждает­
ся моделью Лоренца (разд. IX. 2.5) . 

Другой интересной величиной является статистическое рас­
пределение nродолжительности -r ламинарных фаз ,  т. е. P (-r, е) .  
В выборке из  N ламинарных фаз  (N - целое число) существует 
N � :  dт:' Р (-r' , в) фаз nродолжительностью менее -r. Мы уже знаем, 
что средняя nродолжительность ламинарной фазы равна 
� �  dт:Р (т:, в) т: ,....., в- 1 12 • При фиксированном  е продолжительность 
ламинарных фаз ограничена сверху величиной порядка е-1/2, и 
чем ближе мы nодходим к порогу, тем меньше флуктуирует 

17* ' 
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продолжительно.сть ламинарных фаз. Эти сообр ажения позво­
ляют нам прийти к качественным заключениям относительно 
формы функции Р (т, е)  в перемежающемся режиме (рис.  IX. 4) . 

Точная форма функциц Р (т, е )  завис ит от деталей рассмат­
риваемой задачи, так как флукту<щии параметра т отражают 
флуктуации процесса реинжекции в канал. Распр еделени е  

Р (т, в ) априори более лег.ко измеримо, чем упомянутые выше 
законы подобия, требующие точной ло кализации поро га в = О  
и, следовател ьно ; сер и и  экспер иментов с очень близкими значе­
ниями управляющего параметра .  Замет.им также, что в случае 
перемежаемости других типов ( 1 1  п 1 1 1 )  распределен ие продол­
жите,rJ:ьности л аминарных фаз подчиняется закону, весьма  от­
личному от того, которому подчи няется распределение в случае 

перемежаемости 1 типа .  Этот другой закон р а спределения имеет 
м а ксимум при малых временах и убывает а.т�гебраически при 
больших временах. 

IX. 2.4. Реламинаризации 

До сих, пор мы не р ассматрива.rrи, как ведут себя переме­
жающиеся р ешения вне области канала. Этот вопрос связа н  
с релами наризацией - .процессом,  позволяющим траектории вер ­
нуться в ка нал . Мы ограничимся качественными соображ-ения ми , 
так как процесс .реинжекции приводит к исследованию областей 
фазового пространства ,  Имеющих конечн ые размеры. Следова­
тельно, только топологичесF;ий подход позволяет нам пр ийти 

к зак.1ючениям, обладающим пе которой общностью . 
Н иже м ы  опишем три возможных вар ианта реинжекции : 

1 )  поток на  торе;  2) преобразование пекаря ( с  незначитель ными 
модификац и я :.\ш , позволяющими применять его к модеди Ло­
ренца ) ;  3 )  аттрактор Смейла . 

Реламинаризация на торе 

Напомним,  что , когда мы рассматриваем поток н а  торе Р. 
иреобразованием Пуа н каре является просто обратимое отобр а ­
жение окружности в себя. Это отобр ажение можно представить 
в 1=шдс гр а ф и к а  отобр ажениЯ полуоткрытого интервала [0, 1 )  
в [0 ,  1) при условии, что определяемая им непрерывная функ­
ц и я  е -+  f{e) строго монотонна ( напри м ер , монотонно возрас� 
тает)  п точки О и 1 отождествлен ы . В прямоугольной системе 
координат на графике (рис. IX. 5) возникают кажущиеся раз­
р ыв ы ,  которые исчезают, если отождествить О и 1 .  Р ис. IX.  5 
позвол яет наГл ядно представить, как происходит переход с пе­
!Jемежаемостью I типа в случае диффеоморфизма окружности. 
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Как показано на р ис. IX. 6, график функции f касается диаго­
нали,  а затем отрывается от нее .  В этом случае процесс реин­
жекции протекает очень просто : итерации,  выйдя из канала, 
описывают круг и входят в канал с другой стороны. Это не 
переход к турбулентности. Действительно, как мы уже знаем,  
поток н а  Т2 может быть пер иодическим или квазипер иодиче­
ским, но не хаотическим, т. е. турбулентным. В перемежаемости 
такого типа «турбулентные» всплески наступают пр иближенно 
периодически и их период либо соизмерим, либо песоизмерим 

i'(8 ) 

1 
1 
i 
1 

- - - , - -

ео 1 е 

Рис. IX. 5. Общий вид отображени я nервого возвращения для nотока на Т1• 
Сечение Пуанкаре имеет впд окружности,  пар аметризованной интервалом 
[0, l ] с отождествленными концами.  Разрывы графика отображения в точках 
О, 60 и l - кажущиес я. Они обусловлены вы бором nредста вления для отобра-

жения. 

с пер иодом быстрого движения на торе в зависимости от того, 
является ли перемежающийся режим периодическим или квази­
периодиt>еским .  

Когда канал закрыт, как на р ис. fX. 6, а, существуют две не­
подвижные точки отображения f; это соответствует затягиванию 
частоты,  или синхронизации (см.  гл. VII и приложение В) . 
В этом случае после п-кратного обхода тора  по большой окруж­
ности (параллели)  траектория возвращается в исходную точку 
на малой окружности. Знание отображения Пуанкаре не  задает 
'Однозначно значение n :  число вращений определено лишь по 
модулю 1.  В случае перемежаемости (рис. IX. 6, в) , предше­
ствующей синхронизации, на временном сигнале наблюдается 
-спроскальзывание фазы» м ежду двумя «квазирегулярными» пе­
риодами колебаний. Это явление можно объяснить следующим 
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обр азо�. Пр и  прохождении через канал вращения по большой 
и малои окружностям четко согласованы по фазе. Во времен­
ном сигнале это создает видимость регулярных колебаний толь­
ко с одним периодом. Между двумя прохождениями канала 
тр аектория совершает один дополнительный оборот по м алой 

r�(e' 
1. J 

а 

f(G) 
1 1--------.-� 

1 8  з 
Ри<;. IX. 6. Переход с перемежаемостью для диффеоморфизма окружности. 
На рис. а устойчивый 1 -цикл сосуществует с неустойчнвым 1 -циклом. В пе­
реходной ситуации б остается лишь один 1 -цикл, который исчезает на рис. в. 
В возникающем режиме пере11ежаемости реламинаризация происходит тогда, 
когда точка, выходящая из коридора справа, возвращается в коридор слева 

после однократного обхода окружности. 

окружности . Это означает, что один из осцилляторов сдвигается 
по фазе на один пер иод относительно другого, отсюда и про­
скальзывание фазы на  временном сигнале. Проскальзывание 
фазы является прИ!знаком аномальной «флуктуации» переме­
жающегося режима. Может случиться даже так, что для ка­
кой-нибудь динамической переменной проскальзывание фазы 
служит единственным проявлением аномальной флуктуации, не 
сопровождающейся сколько-нибудь заметным изменением ампли­
туды колебаний. Так происходм, например , в случае релакса­
ционного осциллятора .  
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Переход через перемежаемость и преобразование пекаря 

В этом разделе мы объясним процесс реламинаризации, воз­
никающий при преобразовании пекаря. Как будет показано 
ниже, сказанное с незначительными видоизменениями приме­
нимо к переходу через перемежаемость в модели Лоренца. Сна­
чала мы приведем несколько результатов относительно отобра­
жения сдвига Бернулли и тесно связанного с ним иреобразо­
вания пекаря. · З атем покажем, что, несмотря на  кажущиеся 
разрывы, преобразование пекаря может быть отображением пер ­
вого возвращения непрерывного потока. И в заключение объяс­
ним, как может произойти переход через перемежаемость от 
nериоДического режима к хаотическому и, в частности, как про-
исходит р еламинаризация . ' 

Преобразованием полуоткрытого интервала [О, 1 )  в себя 
с характерной ЧЗНУ является сдвиг Бернулли х -+ {2х} , где 
{2х} есть по определению дробная часть числа 2 (например, 
{2 · (3/5) } = 1 /5) . При каждой итерации преобразования все 
расстояния умножаются на 2.  Таким образом , даже первоначаль­
но бесконечно малое р асстояние возрастает в ходе итераций в 
геометрической прогрессии. Сдвиг Бернулли не может быть ото­
бражением первого возвращения по двум причинам :  оно не яв­
ляется однозначно обрати мым (например, 2 · ( 1 /4) } = {2 · (3/4) } = 
= 1 /2)  и непрерывным ({2х} О, а {2х} 1). Х --+ ( 1 /2 +0) Х--+( 1 /2-0) 
На первый взгляд кажется, что разрывноСТf? отображения 
несовместима с непрерывностью уравнений движения (таких, 
как уравнения Лоренца ) . В действительности это не так. Не 
вдаваясь в детали, можно утверждать, что, поскольку в мо­
дели Лоренца всегда существует неустойчивая неподвижная 
точка (например , конвективное состояние (Х, У, Z) = (О, О ,  О ) ) ,  
существует и множество начальных условий, приводящих при 
больших временах к неустойчивой неподвижной точке. 

Такое множество, называемое устойчивым многообразием не­
nодвижной точки, образует поверхность 1 ) нулевой меры (нуле­
вая мер а означает, что вероятность случайного выбора началь­
ных условий, при которых траектория достигает неподвижной 
точки, чрезвычайно мала и попасть в точку можно, только спе­
циальным образом выбрав начальные условия ) . Если неустой­
чивая неподвижная точка не принадлежит плоскости сечения 

1 )  Эта поверхность называется устойчивым. многообразием неподвижной 
точки. У н.еустойчивой неподвижной точки, кроме того, имеется н.еустойчивое 
многообразие (состоящее из всех начальных условий, из которых траектории 
достигают неподвижную точку за  отрицательное бесконечно большое время) . 
В отличие от неустойчивой точки устойчивая точка имеет только устойчивые 
многообразия. 
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Пуанкаре, то п�ресечение (если - оно существует) устойчивого 
многообразия с плоскостью Пуанкаре содержит точки ,  не Имею­
щие обр аза при· отображении первого возвращения. Именно 
вдоль кривой пересечения отображение Пуанкаре может быть 
разрывным. Примерам такого поведения может служить пло­
ское сечение Z = r - 1 в модели Лоренца. 

Итак , :\IЫ хотим построить обр атимое, но разрывное отобра ­
жение, исходя из сдвига Бернулли.  При сдвиге Бернулли у 
каждой точки имеются ровно два прообр аза , т. е. дв а числа  х0 
и х1 ,  такие, что 

1 1 О � х0 � 2 .  х1 = х0 + 2 •  
{2:со} · {2xi } ·  

Чтобы сделать это преобразование обратимым, необходимо 
ввести еще одну координату у, позволяющую различать два 
прообраз-а точки. Опред�лим пре_образование квадрата [О, 1 ] Х 
Х [0 ,  1 ]  в себя, называемое преобразованием пекаря , ка к 

где 
(х , у) � ({2х} , у1 (у , х)), 

у' (у, х) -- { у/2, 

(у + 1 )/2 , 

1 если О � х � 2 .  
если 1/2 < х � 1 .  

Это обратимое преобразование сохр аняет площади, так как яко­
биан его равен единице : 

дх' д у' 2 о дх дх 
дх' д у' -

о 1 = 1 .  
д у -ду 2 

Заметим,  что по оси х м ы  сохранили сдвиг Бернулли х' = {2х} . 
ДлЯ большей наглядности мы нарисовали голову кошки («кош­
ка Арнольда») на единичном квадрате плоскости _(х, у) и на 
его образе после р азрезания попола м  и р астяжения под дей­
ствие:\! преобр азования пекаря (рис . IX. 7 ) . Растяжение ·вдоль 
оси абсцисс отражает ЧЗНУ преобразования Бернулли. 

Весьма простое обобщение предыдущей конструкции позво­
ляет нам построить обратимое и разры_вное (двумерное) ото­
бражение, исходя из любого двукратного разрывного отобра ­
жения х -+  f (х) интервала [0, 1 ]  в себя, которое монотонно воз­
растает. Другое обобщение приводит к отображению, которое 
сокращает nло.цади, что отражает диссипативный характер рас­
сматриваемой динамиче'ской системы . Вследствие �того отобра

,
-
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жение имеет аттр актор, наделенный слоистой структурой, в то 
время как изображенное на рис. IX. 7 преобразование пекаря 
не имеет такого аттр актора,  поскольку оно сохр аняет площади. 
Например ,  вместо отображения у, определяемого по правилу 
у --+ у/2 и у -+ (у + 1 ) /2 .  мы могли бы воспользоваться отобра­
жением y -+ � (yj2) и у -+ � (у + 1 ) /2, где О < � < 1 .  С каждой 
итерацИ!ей площадь сокращается в 1 /� ( �  < 1 )  раз. Любое ото­
бражение f, удовлетворяющее выдвинутым выше условиям 

., 
1�---r----._, 

Or-----��------+-.. 112 1 • 
« 

r 

х 

Рис. IX. 7. Отображение пекаря.  Действие иреобразования пекаря можно на­
глядно представить себе, прослеживая иреобразования какой-нибудь фигурки, 
нарисованной н а  единичном квадрате (в данном случае головы кошки - при­
мер, предложенный В.  И. Арнольдом ) . Смысл названия отображения пекзр я  
ясен и з  следующего описания . Квадрат из теста а сжимают вдоль оси у и 
растягива'Оr вдоль оси х. З атем его разрезают пополам по вертикали и одну 
половину водружают поверх другой, образуя квадрат б. Объем теста при 
этой.  операции остается неизменным. Разрывное отображени,е пекзря сохра ­
няет площади: сжатие в 2 раза вдоль оси у в точности компенсируется 

растяжением в 2 раза вдоль оси х. 

(функция f монотонно возрастает, и у каждой точки имеются 
два прообраза ) ,  может пораждать переход с перемежаемостью, 
аналогичный рассмотренному нами в случае отображения ок­
ружности,  и аналогичное утверждение спр аведливо относительно 
отображения (х, y) -+ (f (x) , у' (у, х) ) .  На рис. IX. 8 показано, 
как изменяется f при переходе через порог перемежаемости. 

Итерируя отображение, представлепное на рис. IX. 8, в, мы 
видим,  что процесс р еинжекции (или реламинаризации) про­
исходит при пересечении р азрыва отображения х -+  f (х) . По вы­
ходе из канала итерации возраст�ют До тех пор, пока они не 
оказываются по другую сторону разрыва (обозначенного на 
р ис. IX.  8 ,  в через Хо) .  З а  исключением особых случаев, итера­
ции не попадают точно в точку при х = х0•  а ПОiJтому следую­
щая, итерация (в  общем случае) смещает точку в область 
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малых положительных значений х. Так каr< начало координат 
является неустойчивой неподвижной точкой, итерации начинают 
снова расти,- в конце концов снова входят в канал и т. д. Заме­
тим, что в отличие от рассмотренной ранее ламинаризации на 
Т2 в интересующем нас сейчас случае всегда остается ( н еустой­
чивая)  неподвижная точка отображения, которая  на рис. IX. 8 
выбрана за начало координат. Наконец, упомянем о том, что 

1 f'(x) 

Рис. IX. 8. Переход с nеремежаемостью тиnа 1 в nреобразованпи лекаря. 
Тесто р астягивается вдоль оси х. Разрыв (nодлинный, а не кажущийся) в 

точке · Хо вводится при разрезании куска теста на две части. 

между двумя «ламинарными фазами» траектория попадает в 
неустойчивые области фазового пространства. В таких областях, 
например в области Хо < х < 1 на рис. IX. 8, провзводная функ­
щш f больше единицы. Следовательно, флуктуации соответ­
ствующего временного сигнала существенно непредска зуемы. 
хотя их средние характеристики не изменяются от одного тур­
булентного всплеска к другому, так как траектория блуждает 
в одной и той же части пространства .  Т�ким образом, вполне 
допустимо говорить о подлинно «турбулентном всплеске». На­
пример ,  это проявляется в р ассматриваемой ниже модели Ло­
ренца. 
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Реламинаризация в случае аттрактора Смейла 
В этом разделе мы  попытаемся объяснить, как можно сде­

лать обратимыми сдвиг Бернулли и аналогичное отображение, 
добавляя по двум другим вещественным координатам отобра­
жение, сокращающее площади. Это отображение ( известное 
топологам еще в 20..:..__30-е годы ХХ столетия) позволило Смейлу 
показать, что непрерыв�;�ая динамическая система может обла ­
дать «устойчивой» ЧЗНУ (это означает, что ЧЗНУ характерна 
не только для самой системы,  но и для близких к ней систем) .  
В моде.1и Смейла отображение первого возвращения по одной 
из координат такое же, какое было выведено нами для отобра­
жения, близкого к сдвигу Бернулли.  Следовательно, если от­
влечься от второстепенных деталей, то это отображение по 
суЩеству сводится к сдвигу Бернулли, а поскольку сдвиг Бер ­
нулли порождает перемежаемость, в модели Смейла ,  основан­
ной на преобразовании пекаря,  нет ничего принцйпиально но­
вого. Но интерпретация процесса реламинар изации отличается 
от предыдущего случая, поскольку в случае отображения Смей­
ла  нет разрыва в отображеНИJИ первого отображения. Мы обсу­
дим кратко последний вопрос после того, как рассмотрим ат­
трактор Смейла.  

Рассмотрим еще раз двукратное отображение х -+  f (x) ин­
тервала [0, 1 ] на себя, порождающее переход через перемежае­
мость, которая связана с исчезновением пары неподвижных то­
чек ( схематически это исчезновение изображено на р ис. IX. 9) . 
Но в отлвчие от предыдущего случая мы  ИJСключаем разр ыв, вы­
бирая  в качес-r:ве х угловую переменную так, чтобы отожде­
ствить О и 1 (рис. IX . 9, а) . Разрыв при таком выборе устр а-
няется :  

f (х0 - О) = + 1 и f (хо + О) = О.  
Чтобы сделать отображение обр атимым и непрерывным, м ы  до­
бавляем к фазовому пространству еще две переменные у и z 
вместо одной переменной, как в предыдущем случае. Для коор ­
динат у и z область определения отображения есть внутрен­
ность окружности С. Рассмотрим образ окружности при двух 
значениях х - Ха и хь , та'ких, что f (xa) = f (хь) . Образ отображе­
ния, который требуется построить, имеет вид двух небольших 
непересекающихся окружностей, р асположенных диаметрально 
противоположно внутри С (рис. IX. 9, 6) . Одна из малых окруж­
ностей Са есть образ окружности С при х = Xla , другая окруж­
ность Сь есть образ окружности С при х = хь. К.огда Ха изме­
няется от О до х0, а хь от х0 до 1 , каждая из окружностей Са 
и Сь поворачивается на угол n вдоль кривой Г, изобр аженной 
на рис. IX. 9, б. Следовательно, коГда х принимает значения от 
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О до 1 ,  завершая полный цикл изменений на интервале j O, 1 ] , 
малые окружности также совершают полный ,оборот, обеспечи­
вая непрерывность отображения по у и z. 

-f{:x) 

а 

z 

11 

б 

Рис. IX. 9. Действие иреобразования Смейла на координаты. а - отображение 
первого возвращения по угловой переменной х. Отображение необр атимо:  
когда х совершает однократный обход окружности (представ.1енной здесь в 
виде интервала [0, 1 ]  с отождественными концами ) ,  образ f (x)  точки х 

дважды обходит окружность; б - nреобразование координ ат у и z. 
Круг С отображается либо н а  Са, либо на Сь в зависимости от того, чему 
равен х: Ха или хь (см. рис. а) . Таким образо�1 ,  глобальное отображение 
обратимо . Когда точка х обходит окружность, круги Са и Сь, оставаясь диа-

метрально nротивоnоложными, соверш а ют полный обход окруЖности Г. 

Мы можем также разложить это отображение, отправляясь 
от «бублика», или «полного» тора Т2 (а не только его поверх­
ности) .  Полный тор есть фазовое пространство : он образуется 
при обнесении диска, ограниченного окружностью С на пло-
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скости (х, у) , по окружности при изменении величины х. Умень­
шим объем тора ,  одновременно удвоив длину его большой ок­
ружности (параллели ) .  Сложим затем тор в форме восьмерки 
и вложим в исходный тор (р ис. IX. 10 ) . Эта конструкция иллю­
стрирует возможное отображение Пуанкаре для четырехмер­
ного потока, сечение Пуанкаре которого порождает трехмерные 

Рис. IX. 1 0. Схем а  отображения «ШИНЫ» в сам ое себя nри nреобразовании 
Смейла. Шина растягивается по большому кругу и складывается в восьмерку. 
Одна nетля восьмерки укладывается nоверх другой, nосле чего шину вкла­
дывают в nервон ачальную шину. Такое вложение возможно, так как сечение 

и объе:оd шины уменьшаются вследствие диссипации. 

объекты. Она показывает также, что отображение « пол ного» 
тора на себя может определить отображение первого возвра­
rцения, поскольку оно возникает от последовательности непре­
рывных деформаций. Вопрос о том ,  является ли данное отобра­
Жеtiие фазового пространства более или менее высокой р а змер­
ности на себя отображением первого возвраrцения, может быть 
весьма нетривиальным. Следует заметиrгь так�е, что такое ото­
бражение никогда не наблюдалось в физической системе, не­
сомненно, из-за его сложности. 

Качественное описание перехода через перемежаемость в фа­
зовом nространстве и процесса реламинаризации в рассматри­
ваемом непрерывном случае отли1чно от приве.денного выJUе опи­
сания для (разрывного) преобразования лекаря. Следовательно, 
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Н?М необходимо найти новое объяснение процесса реламинари­
зации, которое бы не рпир алось на р азрывность. Рассмотрим ок­
рестность неподвижной точки, исчезающей при переходе через 
перемежаемость. Эта неподвижная точка слабо устойчива в на­
правлении оси х и обладает конечной устойчивостью в направ­
лениях осей у и z [такая устойчивость соответствует сокраще­
нию площадей в плоскости (у, z) - см. рис. IX. 9] . Когда непод­
вижная точка исчезает и открывается канал (в отображении по 
координате х) , конечное притяжение в направлении осей у и z 

1 ( С )  1 11 

/ 
Рис. IX.  1 1 .  Окрестность неnодвижной точки иреобразования Смейла.  Итера­
ции быстро сходятся к оси х вдоJJь осей у и z ,  но м едленно движутся вдоJiь 

самой оси х. При пере�оде от а к б подвижная точка исчезает. 

сохраняется. У:стойчивое многообразие в направлении оси х вы­
рождается в линию С, которая притягивает близко р асположен­
ные точки из своей окрестности и вдоль которой отображением 
первого возвращения является отображение х -+ f (х) с каналом 
(рис. IX. 1 1 ) .  Если в своем хаотическом движении (т. е . в фазе 

турбулентного всплеска) траектория попадает в окрестность 
«пр изнака» �еподвижной точки, то предварительно ее 1Iритяги­
вает линия С. Процесс притяжения к линИtи С протекает с ко­
нечной скоростью, в то время как в направлении, параллельном 
линии С, траектория очень медленно приближается к порагу 
перемежаемости. Оказавшись почти на линии С, точка начинает 
ощущать (медленную) динамику одномерного отображения 
вдоль · оси х и медленно дрейфует в канале. Именно поэтому 
продолжительность ламинарных фаз велика и намного превы­
шает продолжительность «хаотических» блужданий в фазовом 
пространстве между двумя посещениями «призрака» неподвиж­
ной точки. Следовательно, на долю ламинарных фаз пр иходит­
ся подавляющая часть временного поведения системы. 
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IX. 2.5. Перемежаемость в модели Лоренца 

Поскольку модель Лоренца была введена в гл . V и является 
предметом подробного анализа в приложении Г, мы лишь на ­
помним здесь, что она состоит из трех обыкновенных диффе­
ренциальных уравнений и предназначается для моделирования 
конвекции Рэлея - Бенара .  Уравнения имеют следующий виД: 

X = Pr Y - Pr X, 
У = - XZ + гx - 'r,  
Z = XY - bZ. 

( IX . 5 . 1 )  
( I X .  5 .2) 

( IX .  5.3) 
Модель Лоренца стала предметом интенсивных исследований 
как функция параметра г и иногда начальных условий при обыч­
ных значениях параметров Pr = 10 ,  Ь = 8/3. Эти исследования 

)( 

Рис. IX. 1 2. Периодические колебания в модели Лоренца при r = 1 66. 
Из работы И. Помо и П. Манневиля. 

позволили получить множ�ство раЗJiичных р езультатов. В ча­
стности, были открыты два сценария перехода к турбулентности : 
переход через субгармонический 1каскад (гл. VI I I )  и переход 
через перемежаемость. В этом р азделе мы опишем в общих чер­
тах, как переход через перемежаемость осуществляется в модели 
Лоренца . 

Один из возможных типов динамических режимов в модели 
Лоренца связан с существованием предельного цикла .  При 
r = го = 1 66 выбранные случайным образом начальные условия 
после затухания переходных процессов выходят на совершенно 
регулярные колебания, в чем ветрудно убедиться, !lЗглянув на  
графики Х ( t) , У ( t )  Z ( t )  или любой функции этих величИ·н 
(рис. IX. 1 2 ) . 

Когда г чуть больше го, мы наблюдаем устойчивые колебания, 
аналогичные изображенным на  рис. IX. 1 2, на  всем интер­
вале ko, Гi] , где Гi = 1 66, 07. «Прочность» режима,  соответствую­
щеr:о предельному циклу, выражает глубокое свойство струк­
турной устойчивости (устойчивых) колебан�й. Но когда г ста ­
новится чуть больше Гi, типичные решения модели Лоренца 
становятся «турбулентными», но весьма  характерного вида. 
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При r = 1 66, 1 ( напомним, что ri � 1 66,67) временной сигнал 
Х (t) (рис. IX. 13) совершает колебания, почти столь же регу­
лярные, как и сигнал на  рис. IX. 1 2, но прерываемые время от 

х 

Рис. IX. 1 3 . Перемежаемость в модели Лоренца при r = 1 66, 1 .  Колебании 
между всплесками турбулентности почти такие же, как и в случае устойчи­

вого предельного цикла на рис . IX. 1 2. 
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Из �работы И. Помо и Манневиля. 
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Рис. IX. 1 4. Отображение первого возвращения в режиме перемежаемости 
(r = 1 66,2) . Построенный график подтверждает существование коридора и 
свидетельствует о сложности отображения, содержащего несколько разрывов. 

Из р аботы И. Помо и П. Манневиля. 

времени всплесками  турбулентности. Эти хаотические флуктуа­
ции имеют вполне определенную среднюю продолжительность и 
завершаются тем, что м ы  назвали реламинаризацией, т. е. воз­
вращением к ламинарному режиму. Хотя такое описание заве-
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домо в ключает в себя переход через перемежаемость, мы не 
можем немедленно решить, каким типом перемежаемости ( 1 , I I  
или I I I )  обусловлено описанное выше явление. 

Перемежаемость I I  типа в случае модели Лоренца (с  поло­
жительными значениями параметров) исключается, так как при 
такой перемежаемости наблюдалось бы локальное р асширение 
объемов в фазовом пространстве, в то время как система  Ло-

tgy(t:) 
0,65 

0,60 

0,55 

·./ 
/ 

' /...-L / хоэrрtрициент �z 
/ 

0 50 �� l / 

- 4  -2 -1 '-! t 
Рис. IX. 1 5. В ар иация числа Л я пунова вблизи порога перемежаемости. На­
блюдаемый рост в соответствии с теор ией пропорционален квадратному корню 
из расстоян ия е от порога . в ч е ы  мы легко убежд аемся б.'! агод а р я  логариф -

м ическому м асштабу по оси абсцисс. 
Из р а боты И.  Помо и П. Манневиля. 

ренца глобально 1 ) ,  т. е. всюду, сокращает площади. Не столь 
определенно мы можем исключить также перемежаемость 
I I I  типа, анализируя рис. IX. 1 3 . В этом сигна�е не наблюдается 
характерная особенность перемежаемости I I I  типа (см.  
разд. IX. 3) - рост субгармонических колебаний в ламинарной 
фазе. 'доказательство того, что в модели Лоренца имеет место 
перемежаемость 1 типа,  опирается главным образом на числен­
ное построение отображения первого возвращения, в котором 
обнаруживается характерное для перемежаемости 1 типа явле­
ние «открывания канала». Рис. IX. 14 позволяет со всей опре­
деленностью з а ключить, что в модели Лоренца вблизи r � r ;  

1 )  Впрочем , по этой самой причине лоренцева систем а Ре может иметь 
инвариантного тора Р :  в противном случае внутренниf объем тора глобаль­
но сохран ядся бы данной динамикой. Экспоненциальным сжатием же всех 
объемо в  это исключается. 

1 8  П .  Берже и др.  
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наблюдается перемежаемость I типа. Поскольку в численной 
модели величинам могут быть приданы любые значения, другие. 
теоретические предсказания также допускают проверку. Напри­
мер, рис. IX. 15 показывает, что вблnзи порога перемежаемости 
число Ляпунова у (в ) возраста�т, как в 1 12• Это подтверждает 
также хаотический характер турбулентных всплесков в том 
смысле, что они разрушают временную корреляцию сигнала 
с собой. Переход действительно происходит от периодического 
режима к хаотическому р ежиму с положительным числом Ля­
пунова. Наконец, упомянем о том, что процесс реламинариза­
ции в принциле аналогичен преобразов,анию пекаря. Отображе­
ние первого возвращения имеет разрывы, связанные с пересе­
чением устойчивого многообразия неподвижной точки (0, О, О) 
с плоскостью сечения Пуанкаре. К таким следствиям приводит 
сложность (странного) аттрактора  траекторий в режиме пере­
межаемос_ти. 

IX. 2.6. Перемежаем?сть в реакции БЖ 

Введенная в гл. V химическая реакция БЖ обладает не­
обычайным разнообразием пространствеино-временного поведе­
ния. Сосредоточим внимание на переходах через перемежае­
масть 1 типа, наблюдавшихся экспериментально в гомогенной 
фазе в открытом реакторе. Управляющим параметром с�ужит 
среднее время пребывания Т, реагентов. Фивяко-химические ус­
ловия поддерживаются как можно более точно при следующих 
значениях параметров : 

Реакционный объем 
Температура 

28 м л, 

39,6 °С. 

Концентрации реагентов в молях на литр : 

NaBr03 1 ,8 · 1 0- 3 

СН2(СООН)2 5,6 · 1 0 -3 

Се2(SО4)з 5,8 · 1 0-4 

H2 S04 1 ,5 

Концентрация ионов Се4+, определяемая по оптической плот­
ности реакционной среды на длине волны 340 нм, изменяется 
и позволяет следить за ходом реакции .. 

При среднем времени пребывания Т, около 1 00 мин реакция 
совершает абсолютно правильные колебания (рис. IX. 1 6, а) 
с периодом порядка минуты. Когда Т, становится меньше крити­
ческого значения Т,, ;, �  76 мин, колебания длятся большую 
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Рис. IX. 1 6. Колебания концентрации ионов СеН вблизи порога перемежае­
мости в реакции Белоусова - Жаботинского. а - ниже порога наблюдаются 
периодические колебания концентрации - автоколебательный режим с пре­
дельным цик,1ом (среднее время пребывания в реакторе 1 00 мин) ; б - чуть 
выше порога (среднее время пребывания в реакторе  76 мин) амплитуда м а ­
лых колебаний медленно возрастает со временем вплоть до внезапного появ­
ления пика с большой амплитудой ; а - при значительно меньшем времени 
пребывания в реакторе (35 мин ) амплитуда малых колебаний сильно умень­
шается, сами колебания становятся менее регулярными, а пики с большой 

амплитудой встречаются чаще. 
Из Р\iботы И.  Помо, Ж.-К. Ру, А. Росси, С .  Башляра и К. Видаля. ' 

часть времени, но прерываются от случая к случаю большими 
флуктуациями (рис. IX. 1 6, б) . При  дальнейшем уменьшении Т, 
(ниже Т,, i) промежуток времени между двумя большими флук­
туациями сокращается (рис. IX. 1 6, в) .  

18* 
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Такое поведение естествещю наводит на мысль о переходе 
через перемежаемость. Гипотеза о перемежаемости подтверж­
дается существованием ка нала в отображении первого возвр а­
щения, который может быть найден экспериментально 

20 • 

.J;Jc 
Рис. IX. 1 7. Отображение первого возвращения Xk - 1  = f (xk ) . В кач естве ко­
ордин аты х при построении этого графика выбрана амплитуда �1 г л ы х  коле­
баний сигнала на рис. IX. 16, б. Экспериментальные точки пронумерованы в 
х ронологическом порядке, что позволяет п р ос.1едить за м едленным движе!Jием 

вдоль ди агонали при п р охождении коридор а .  
Из работы И. Помо,  Ж.-К. Ру, А. Росси, С. Башляра .и К. Видаля. 

(рис. IX. 1 7) путем построения графика зависимости амплитуды 
одного колебания от амплитуды предыдущего колебания. Наше 
утверждение о том, что этот переход, по-видимому, приводит · 
к хаотическому режиму, опирается в основном на расплывание 
распределения вероятности интервалов между большими флук­
туациями (рис . IX. 1 8) .  З а метим, что это расnределение имеет 
форму, предсказываемую теорией (см.  рис. IX. 4) . 

Другие результаты, также согласующиеся с теоретическими 
предсказаниями, были получены в экспериментах с тепловой 
конвекцией. На рис. IX. 19 пок а з а вы два сигнала (один выше, 
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Рис. IX. 1 8. Гистограм м а  для . фаз периодических колебаний вблизи порога 
nеремежаемости. По оси ординат отложена вероятность P (n) наблюдения n 
периодических колебаний между двумя пиками с большими амnлитудами. 
Данные заимствованы из экспериментального сигнала, часть которого пред­
ставлена на рис. IX. 1 6, б. Построенная гистограмма явно подтверждает тео-

ретические предсказания (см. рис. IX. 4) . 
Из работы И. Помо, Ж.-К. Ру, А. Росси, С. Башляра и К. Видаш : .  

R«= 270 Rct с 

Rt1.= ЗОО RС'.с 

t 
Рис. IX. 1 9. Поведение скорости вблизи порога перемежаемости типа I в кон­
векции Рэлея - Бен ара.  Конвективная структура в этом эксперименте состоит 
из двух валов вдоль каждого из двух горизонтальных нап р авлений ячейки. 
Используется один осциллятор тепловой конвекции типа «Теплой к а пли>. 
а - периодический режим при Ra < Ra1, где Ra1 = 295Rac - п орог н аступле­
ния перемежаемости ; б - режим с перемежаемостью при Ra > Ra1. Обра­
щают на себя внимание длинные (неравной длины) последо в а тельно�ти 
с.1або возмущенных колебаний ( прохождение через коридор ) ,  прерыБ аемые 
внезапными всплеска�ш. Поразительна сходство между этими эксперимен­
та.1ьными сигналами и поведением модели Лоренц а (см. рис. IX. 1 2 и lX. 1 3) .  

Из работы П. Берже, М .  Дюбуа, П. Манневиля и И .  По!,ю 
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другой ниже порога перемежаемости) .  Бросается в глаза их 
, сходство с результатам и  численного моделирования системы Ло­

ренца (ом . рис.  IX. l 2  и IX. 1 3 ) . 

IX. 3. ПЕРЕМЕЖАЕМОСТЬ 1 1 1  ТИПА 

В этом случае собственное значение матрицы Флоке пересе­
кает единичную окружность на комплексной плqскости в точке 
- 1  и соответствующая бифуркация субкритическая, а поэтому 
нелинейвые эффекты низшего порядка не  с1 абилизируют траек­
тории  ( или поток) или последовательные итерации (для отобра ­
жения) в окрестности прежнего аттрактора 1 ) . В этом разделе 
мы разовьем т.еорию перемежаемости 1 1 1  типа и проиллюстри­
руем экспери ментально существование такой перемежаемости 
в неустойчивости РБ . 

IX. 3. 1 .  Теория перемежаемости 1 1 1  типа 

Как и в случае перемежаемости 1 типа, теория перемежае­
мости I I I  типа состоит из  нескольких частей . 

1 )  Описание локальных явлений в слабо неустойчивой об­
ласти ( соответствующей ламинарным фазам в динамике) . 

2 )  Количественные следствия для статистики ламинарных 
фаз вблизи порога. 

3 )  Описание процесса реламинаризации :  как может начаться 
ламинарная фаза после турбул,ентного всплеска? 

Описание локальных явлений 

Как и в случае перемежаемости 1 типа, мы можем, исходя 
из простой модели, сделать количественные предсказания отно­
сительно ламинарных фаз динамики, так как эти фазы по су­
ществу соответствуют пребыванию тр аектории в окрестности 
бывшего аттрактора. Во введении к этой главе и ко второй ча­
сти книги мы уже упоминали о том, что феноменология пере­
межаемости относительно независим а  от типа.  Если значения 
управляющего параметра меньше критического, то мы имеем 
устойчивый предельный цикл.  Есл и  управляющий параметр не­
значительно превосходит критическое значение, то на  протяже­
нии большей части времени мы по-прежнему наблюдаем перио­
дический р ежим, но он от случая к случаю прерывае�ся тур бу­
лентными

_ 
в�плескам и. Когда мы приближаемся к критическому 

1 )  Наоборот, в случае удвоения периода (или,  возможно, каскада удвое­
ний периода) нелинейвые эффеюы стабилизируют линейно , неустойчивые суб­
гармонические флуктуации (см. гл VI I I ) . 
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значению упр авляющего параметра ,  при котором мультиплика­
тор Флоке пересекает единичную окружность в точке - 1 ,  
всплески становятся более редкими.  :Как видно по эксперимен­
тально полученным сигналам  (наблюдавшимся в случае не­
-устойчивости РБ, рис. IX. 20 ) , ламинарная фаза наблюдается 
как интервал, на протяжении которого ампЛитуда субгармо-
ники нарастает до тех пор , пока не происходит своего рода 

6 

t 
Рис. IX. 20. Временн ая з ависимость горизонтального градиента температуры 
вблизи порога персмежаемости типа 1 1 1  при конвективном режиме Рэдея ­
Бенара .  Этот эксперимент проведен для конвекции Рэлея - Бенара с отно­
шением Ra/Rac � 420, несколько nревышающим порог nеремежае�юсти 
( Ra/Rac � 4 1 6,5) . Отмечается непрерывный рост с пос.1едующим резким уве­
личением амплитуды субгармоники, сопровождающийся ум еньшением амnли-

туды основной ч астоты. 
Из работы М. Дюбуа, М. А. Рубио и П. Берже. 

катастрофа ,  знаменующая начало турбулентного всплеска. Сле­
дуя подходу, близкому к тому, которым мы воспользовались при 
анализе перемежаемости 1 типа , исследуем динамику J1аминар­
ных фаз с помощью одномерного отображения. Это отображе­
ние должно соответствовать слабо неустойчивому многообразию 
замкнутой траектории. 

В линейном приближении это отображение принимает вид 

х -+ х' = - (1 + в) х . ( IX .  6) 

Неподвижная точка х = О при в = О становится нейтрально 
устойчивой. При малых положительных (отрицательных) значе­
ниях эtа неподви�ная точка неустойчива (устойчива) . Муль-
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типликатор Флоке ( дх' jдх) 1 х=О равен - ( 1 + в ) при пересече­
нии единичной окружности в точке - 1 и в =  О .  Неподвиrжная 
точка имеет координату х = О вдоль слабо устойчивого (при 
е < О)  или слабо неустойчивого (при в > О)  многообразия. Как 
и' в случае перемежаемости 1 типа, дополним линейный анализ , 
введя в уравнение ( IX. 6 )  члены, нелинейвые по х. Как будет 
показано в дальнейшем, для самосогласованности необходимо 
ввести члены второго и третьего порядков по х. Новое отобра ­
жение имеет вид 

х -+ х' = - (1 + е) х  + ах2 + �'х3• ( IX .  7) 

Для . дифференциальных уравнений коэффициенты сх. и �, мо­
гут быть определены явными формулами. Заметим,  чт.о значения 
этих коэффициентов определяют выбор масштаба по х, так как 
.QНИ входят в кубический полином, неоднородный по х. 

Чтобы проанализировать отображение, задаваемое уравнение 
( IX. 7)  по причинам, которые станут ясными из дальнейшего, 
желательно проиi'Герировать дважды. Если ограничиться чле­
нами, кубическими по х и линейными по в (так как нас интере­
суют только значения х и в в окрестности нуля) , то отображе­
ние второго возвращения принимает вид 

х -+ х" = х' [х' (х)] � ( 1  + 2в)-х + �х3, ( IX. 8) 
где 

В выр ажение для � мы включили только члены, не зависящие 1 )  
о т  в ,  так как нас интересует, что произойдет в пределе пр и 
е -+ 0. , · 

Отметим две отличительные особенности ураБиения ( IX. 8) . 
1 ) Коэффициент при линейном члене имеет значение, близ­

кое к + 1 [ а  не - 1 ,  как в уравнении ( IX. 7 ) ] .  Это связано про­
сто с тем, что мультипликатор Флоке при каждой щгерации 
умножается на себя. В результате после второй итерации пер­
воначальный коэффициент (- 1 )  переходит в (- 1 ) 2  = + 1 .  

2 )  Уравнение ( IX. 8 )  н е  содержит ( по крайней мере в низ­
шем члене по е ) члена, квадратичного по х. Это резко контра ­
стирует с моделью перемежаемости I т�па,  развитой выше, · и  
обусловлено отбрасыванием после двух итераций всех старших 
членов [ а  фактически всех членов четного порядка в р азложе­
нии х' (х) ] и сохранением только членов низшего порядка по в. 

1) Мы предполагаем также, что j3 имеет вполне определенный з нак 
вблизи е = О. Действительно, j3 - коэффициент при кубическом. члене в р аз­
ложении функции х' (х) в ряд Тей.1ор а - зависит от е .  Мы не рассматриваем 
случай j3 (е  = О) = О, который соответствует коразмерности 2. 
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Ур авнение ( IX. 8) можно представить в виде 
х" = x (( l + 2е) + �х2) .  
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Нелинейвый член �х2 в зав исимости от знака коэффиц':fента е 
порождает два противоположных эффекта . Если � < О , то мы 
имеем суnеркритическую бифуркацию с удвоением периода. 
В елабонелинейной области (е � О) отображение , задаваемое 
ур авнением ( IX. 8 ) , имеет устойчивую неподвижную точку (точ­
ка х = О  неустойчива ) . Следовательно , отобр ажение х' имеет 
устойчивый 2-цикл : существуют значения х, и х2, такие, что 

х" (х 1 ,  2) = х 1 ,  2; х' (х 1 )  = х:!; х' (х2) = х 1 , 

где 
х1 , � + ( --2ej�) 1 i2 

' - Е � О +  

и 
1 (dx'Jdx) lx, • (dx'Jdx) lx, l < 1 (условие устойчивости) . 

Наоборот, если � > О, то нелинейвый член �х2 оказывает 
- так,ой же эффект, кгк и е > 0 :  с каждой итер ацией он уве.пичи­

вает мультипликативный коэффициент при х. Таким образом , не­
линейность усиливает неустойчивость и мы имеем субкритиче ­
скую бифуркацию. Именно этот последний случай приводит 
к перемежаемости I I I  типа, котор ая нас сейчас интересует. 

Как и в случае перемежаемости I типа , мы nроанализируем 
субкр'итическую бифуркацию (� > О) , заменив вблизи непод­
вижной точки разность х" - х производной dxf dk и р азностное 
уравнение ( IX. 8 )  диффер енциальным уравнением 

dx ( 2 ) dk = х 2е + � х  ) . ( I X .  9 

ВвС'дЯ в х нор мирующий множитель (2е/�) 1 12, а в k нор мирую­
щий м ножитель е-1 ,  приведем это ур авнение к универ сальной 
фор ме 

(IX . . 1 О)' 

Это масштабное п р еобр азование само по себе полезно для тео­
ретических предсказаний . Индекс k, задающий число колеба ний 
на основной частоте , является мерой времени . Естественным 
масштабом для k слуJI.{ит величина е-1 • Мы заключаем, что 
средняя продолжит�льность ламинарных периодов вблизи по­
рога перемежаемости расходится, как е-1 • Вблизи того же по­
рога среднее время 'корреляции сигнала также сравнимо по. 
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порядку величины с средней продОJ'Iжительностью ламинарной 
фазы.  Это время есть величина, обратная показателю Ляпу­
нова ,  характеризующему среднюю скорость расходимости траек­
торий в фазовом пространстве. Мы заключаем, что показатель 
Ляпунова,  характер изующий турбулентность, возрастает в фазе 
перемежаемости, как 8. Аналогичным образом мы  можем ут­
верждать, что, так как масштабом х служит величина (28/Р) 1 12 ,  
·средняя амплитуда субгармонических флуктуаций в ламинарных 
фазах вблизи порога есть величина порядка 8112• 

Вместо интегрированИя уравнения ( IX. 1 0 )  попытаемен объ­
яснить, как вывести из него статистическое р аспределение длин 
ламинарных периодов. 

Статистика ламинарных периодов 
Уравнение ( IX. 9)  показывает, что при данном малом значе­

нии параметра 8 существуют два режима .  Если х достаточно 
иревосходит величину (28/Р) 1 12, то доминирует член j:lx2• При 
этих условиях уравнение ( IX. 9) сводится к уравнен.ию 

которое имеет р ешение 

dx R. 3 
(Jf"

= "х ' 

Хо х = -:----'--:::-:--:-=-( 1 - 2�kx�) 1 12 

( IX .  1 1 ) 

с начальным условием x (k = О) =  х0• Когда знаменатель обра­
щается в нуль, т. е. при 

1 k = 2�хо ' ( IX .  1 2) 

это решение р асходится. Продолжительность интервала  вре­
мени, к концу которого решение уравнения ( IX. 1 1 ) расходится, 
можно отождествить с концом ламинарной фазы, измеряемой 
в периодах основного колебания. 

Это соображение позволяет нам получить первую оценку 
статистического распределения ламинарных фаз.  Предположим, 
что начальное значение х0 выбрано случайным образом, т .  е. , 
иначе говоря ,  из однородного р аспределения в окрестности не­
устойчивой неподвижной точки ( гипотеза, которая должн;а быть 
подтверждена впоследствии при исследовании процесса релами­
наризации) .  Соотношение между х0 и k (длиной ламинарной 
фазы) , задаваемое формулой ( IX. 1 2) , приводит к сЛедующему 
соотношению дифференциалов : 

1 dk = -3 dk, 
' �хо 
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которое може� ,быть представлено в ВИ-!J:е 
1 k - 3/2 

dxo = 23/2� 1 /2 dk.  

283 

Это соотношение позволяет нам связать распределение длин 
k с распр еделением начальных условий х0• Если величина х0 
произвольна,  то в достаточно большой �татистической . выборке 
доля значений х0, заключенных между х0 и ха + dxo, пропор­
цианальна dx0• Предыдущее соотношение между дифференциа­
лами показывает, что относительное число ламинарных фаз, за­
ключенных между k и k + dk, есть величина порядка P (k) dk .­,_ �-lf2k�12dk. 

Разумеется, при малых k этот закон р аспределения не вы­
полняется. По определению малые k означают, что длина о�1ами­
нарной фазы есть величина порядка нескольких основных пе­
риодов. При столь коротких фазах последовательные итер ации 
р асходятся слишком быстро для того, чтобы мы могли считать 
разность х" - х малой и заменить отобр ажение ( IX, 8) уравне­
нием ( IX. 9) 1 ) .  Следовательно, р аспределение P (k) -- k-312 спра­
ведли-во только при достаточно больших значениях k. Но эти 
значения не должны быть и слишком большими.  Если k с;rано­
вится большим, то, как показывает уравнение ( IX. 1 2 ) , началь­
ная точка итерации приближается к нулю. а это противоречит 
гипотезе о том, что х � (е/�) 1 12, которая была и<:пользована при 
выводе уравнения ( IX. 1 1 ) из уравнения ( IX. 9 ) . 

Если эта гипотеза не выполняется (т. е. если исходная точка 
недостаточно близка к неустойчивой неподвижной точке) , то ла­
минарная фаза р азделяется на  две части. В первой из них гл ав­
ным в ур авнении ( IX. 9) является член, линейный по х, а по­
этому х (k) .- х0 ехр (2ke) . Эта часть заканчивается приблизи­
тельно тогда, когда х � (е/�) 1 12 , так что k .- ( l /4e) ln (е/�х�) · К:ак 
показывают рассуждения, ана.'lогичные приведеиным выше, да­
лее при k � е-1 (что реализуется при х0 � (е/� ) 1 12 ) распреде­
ление вероятности Р (k ) убывает по закону ехр (-2ek ) . 

1 )  Строго говоря, разностное уравнение (IX. 8) nредсказывает, что ите­
рации расходятся как 

Однако это весьма быстрая расходимость не nриводит к особенности за ко­
нечное время в отличие от того, что nроисходит в дифференциальном урав­
нении ( IX. 10) . Но, как бы то ни было, используемое нами приближение 
означает, что значения х малы, и это nозволяет нам оборвать разложение 
х! (х) в ряд Тейлора nосле нескольких nервых членов. Быстрая расходимость 
итерации, или особенности в дифференциальном уравнении, вынуждает х· 
nокинуть область применимости уравнений. 
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Резюмируя , можно утвер ждать ,' что Р (k )  п м еет два асимпто­
тических предела :  при 1 � k � е-1 мы получаем P (k )  .-. k-312, 
а при k � е-1 мы имеем P (k )  ,..._, exp ( -2ek) . 

Рела.мипаризация 
Как  и в случае перемежаемостн 1 типа , анализ реламинари­

зации не может быть в той же мер е  количестве�ным , что и ана­
л и з  ламинарной фазы:  реламинаризация зависит от глобальной 
структуры  потока, и поэтому ее анализ доЛжен носить тополо­
гический, т. е. качественный, хар актер . 

Прежде всего заметим,  что мультипликатор Флоке не может 
пересечь единичную окружность в точке - 1  в случае, когда по­
ток оriределен на Т2 или  на плоскости. Действительно , построив 
соответствующие графики, ветрудно понять, что · с.1або неустой ­
чивая траектория, отщепляющаяся от за мкнутой траектории,  
должна быт6 проведена на листе Мёбиуса , срединной линией 
которого служит замкнутая траектория . Лист Мёбиуса неориен­
тируем 1 ) и поэтому не может быть частью плоскости или Т2, 
которые являются ориентируемыми поверхностями. Это озна­
чает , что в случае перемежаемости I I I  типа процесс рела ми на ­
ризации ( в  отличие от перемежаемости 1 типа ) не может проис­
ходить на торе . Что же касается релам инаризации посредство м 
иреобразования пекаря иди на аттракторе Смейла ,  то она мо­
жет происходить при перемежаемости как I I I , так и 1 типа.  

Чтобы в конструкции ,  представ.'Iенной на рис. IX. 9, перейти 
от 1 типа к 1 1 1  типу, достаточно ПОСJ1е  завершения процесса 
( или перед его началом,  так как система  итер ационная ) произ ­
вести дополнительно поворот тора на 1 80°. Эта операция изме­
няет знак мультипликатора Флоке, перемещая его из окрестtю­
ст и точки + I  (перемежаемость 1 типа ) в окрестность точки - 1  
(перемежаемость I I I  типа ) . В резудьтате отображение на 
рис. IX. 9 переходит от x - f (x) в x - f (x) = f ( l - x) 
(рис. IX. 2 1 ) .  Такого рода топологические построения устанав-

1 )  Поверхность называется ор иентируемой , если н а  замкнутых кривых. 
проведеиных на ней, моЖно однозначно задать направление вращения. Пло­
скость, поверхность сферы и тор Т2 ориентируемы. Проведя на одной из этих 
поверхностей небольшую окружность и непрерывно перемещая ее по поверх­
ности, мы однозначно определим направ.'!еиие вращения ( например , по часо­
вой стрелке) в каждой точке поверхности . В отличие от этого лист Мёбиуса 
или, например, бутылка I(лейна неориентируемы. Перемещая по листу Мёбиуса 
небольшую (ориентированную) о_!(ружность, мы може�t оказ аться н а оборот­
ной стороне листа. Окружности , проведеиные на «дицевой» и н а  оборотной 
стороне листа Мёбиуса,  имеют противоположную ориентацию, поскольку лист 
Мёбиуса - односторонняя поверхность (у · которой лицевая сторона и «ИЗ­
fl а н к а »  отождествлен ы ) . Это доказывает, что лист Мёбиуса неориентируем. 
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.ливают связь между перемежаемостью типа 1 и типа 1 1 1  лишь 
в довольно общем виде , не детализируя ее . В ч астности , такие 
глобальные построения в общем случае не сохраняют непод­
вижные точки. 

Все эти сообр ажения применимы к проблеме реламинариза­
ции.  В случае перемежаемости 1 типа реламинаризация возни­
кает в результате прохождения итер аций через · канал,  образую­
щийся между графиком  функции f (x) и диагона.r1ью . В cJiyчae 

" 
f'(.x) 

Рис. IX. 2 1 .  Отображение окружнос'fи при перемсжаемости т и п а  I I I .  Если 
уrлозой коэффициент в точке Р становится меньше -1 и сопровождается 
субкрин1 ·�еской бифуркацией, то возникает персмеж аемость типа 1 1 1 .  Суще­
-ствует ( неустойчивая) неподвижная точка Р. имеющ а я  два прообраза : себя 
и другую точку Р'.  Когда итерация попадает в екрестность точки Р', ото­
бр ажени� переводит ее в окрестность точки Р: это и есть процесс ре.1 а м и н а -. 

ризации.  

перемежаемости I I I  типа ничего такого не наблюдается, так' ка к 
пересечение единичной окружности муJiьтипJiикатором Флоке не 
.сопровожда�тся исчезновением неподвижной точки отображе­
н и я .  В cJiyч ae отображения ,  схематически изображенного на 
рпс. IX. 2 1 ,  перемежаемость I I I  типа может возникнуть, когда 
тангенс )TJia  наклона касатеJiьной к кривой 1 (х) в неподвижной 
точке Р станет меньше ........: 1 и будет выполнено условие � > О 
на пер в ые члены разложения функции f в ряд Тейлора в окре­
-стности точки Р, обеспечивающее субкритичность сопровождаю­
щей бифуркации. Ка к l!З ::>естно, эти условия не гарантируют ис­
чезновения неподвижной точки Р. Реламинаризация: возникает, 
когда у неподвижной точки имеются два ·прообраза : она сцма  
и точк а ,  обозначенная на р ис . IX .  2 1  буквой Р. Тогда если траек­
тория, блуждая во время турбулентноrо всплеска, окажется в ' . 
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окрестности точки Р', то следующие итер ации вернут ее в ок­
рестность точки Р - слабо неустойчивой неподвижной точки. 
Это будет означать наступление новой ламинарной фазы.  Мо­
жет показаться, что такой процесс иск.1ючается для реальных 
систем,  описываемых детерминистическими уравнениями, кото­
рые  позволяют нам единственным способом возвр ащаться вспять 
по вр емени 1 ) . Такое сообр ажение апр иори исключало бы необ­
ратимое отображение Пуанкаре. Но мы уже увидели, что, когда 
отображение Пуанкаре является достаточно сильно сжимающим 
вдоль некоторых направлений пространства, порождаемое им 
отображение первого возвращения свободно от  ограничения об­
ратимости. В случае перемежаемости достаточно даже слабого 
с2Катия вдоль устойчивого многообразия. Если  начальная точка 
оказывается в достаточно близкой окрестности устойчивого мно­
гообразия траектории, то выходящая из нее траектория экспо­
ненциально быстро устремляется к периодической тр аектории 
(или к неподвижной точке сечения Пуанкаре )  вдоль этого мно­
гообразия и медленно удаляется от нее вдоль неустойчивого 
м ногообразия,  так как вблизи порога перемежаемости неустой­
чивость всего л и шь нейтр альна .  Используя отображение на  
рис. IX. 2 1  в качестве модели, мы можем свести приближение 
к неустойчивой неподвижной точке вдоль ее устойчивого много­
образия к единственной итер ации - той, которая переводит 
Р' Б Р. 

При этих условиях мы можем обосновать случайный выбор 
начальной точки итерации в ламинарной фазе в окрестности 
точки Р. Действительно, по крайней мере на рис. IX. 2 1 ,  отобра­
жение х-+ f (х)  является сильно растягивающим вне достаточно 

1) Возможность вернуться вспять во времени понятна, когда мы рассма­
триваем обыкновенные дифференциальные уравнения вида (dx/dt) = F(x ) .  
С другой стороны, для дифференциальных уравнений с диссипацией, наnри­
мер уравнений гидродинамики, вообще говоря, невозможно вернуться назад 
во времени, даже если речь идет о бесконечно малых интервалах. Если мы 
попытаемен вернуться вспять во времени в уравнении теплопроводности, или 
уравнении Фурье, Tt = хТхх (х > 0) , т. е .  найти T (t, х) по T ( t  + -r, х') при 
т >  О, то nолучим некорректную задачу (в  смысле Адамара) . Поэтому не 
вполне ясно, является ли условие единственности траекторий при обращении 
времени столь ограничительным, каким оно кажется. Необратимость происте­
кает из существования флуктуаций, затухающих со временем, со сколь угоди() 
}! алыми постоянными времени. При обращении времени эти флуктуации уси­
ливаются сколь угодно быстро и становятся неконтролируемыми. В случае 
,гидродинамики можно принять точку зрения, согласно которой в сокращен­
но;,t описании (нiшрнмер, в описании, приводящем к обыкновенным дифферен­
циальным уравнениям, как в случае модели Лоренца) такие флуктуации 
пренебрежимо м алы независимо от направления времени. Такая гиnотеза 
(формально) делает возможной обратимость сокр ащенного оnисания. Более 
подробное обоснование обратимости увело бы нас слиlllком далеко в сторону 
от темы нallleй книги. 
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малqй окрестности точки Р. Это растяжение, или ЧЗНУ, как мы 
.знаем: , означает, что начальные условия забываются, т. е. что 
точк� реинжекции по существу выбир аются случайным образом.  
В сл�дующем разделе мы приведем описание эксперимента РБ,  
в котором наблюдался такой переход ч,ерез перемежаемость 
I I I  типа. 

IX. 3.2. Перемежаемость 111  типа в конвекции Р Б  
Эксперимент проводился при следующих условиях: конвек· 

ция наблюдалась в силиконовом м асле с числом Прандтля 
Pr � 38, высотой ячейки d � 1 ,5 см , длиной Lx = 2d и шириной 
Ly = 1 ,2d. Число Рэлея Ra пр имерно в 380-400 раз больше 
критического значения Rac. Измеряется откдонение узкого пуч­
ка света,  вызванное градиентом температуры в конвектирую­
щей жидкости" Непосредственные наблюдения сводятся к сле­
дующему. При Ra/Rac между 333 и 377 вызванные тепдовой 
конвекцией течЕ!ния совершают почти регудярные кодебания 1 ) 
>С частотой порядка 1 ,7 · 10-2 Гц (т. е. с периодом около 1 мин) . 
При Ra/Rac � 4 1 6,7 в сигиаде возникает субгар моническая ча­
стота ,  сопровождаемая перемежаемостью. Типичный сигнад 
представлен на р ис. IX. 20. Между двумя турбудентными вспде­
>Сками отчетливо видны увеличение ампдитуды субгармоники 
и заметное уменьшение основной частоты. Когда амшштуда суб­
гармоники достигает того же порядка ве.пичины, что и ампди­
туда основного колебания, возникает фдуктуация, или турбу­
лентный вспдеск, нарушающая регулярность сигнала.  Сразу же 
после этого устанавливается регулярный режим с мадой едучай­
ной ампдитудой субгармоники. Нача.1ьная амплитуда опреде­
ляет продолжитедьность ламинарной фазы до следующего 
турбулентного всплеска. Чем меньше нача.пьная а мпдитуда суб­
гармоники, тем больше продолжительность ламинарной фазы.  
Режим перемежаемости обр атим,  и это подтверждает сообр аже-

' 1 ) Физическая природа этих колебаний весьма сложна и связана с гео­
метрией конвективных течений в ячейке. В описы ваемом эксперименте коле­
бания связаны с пульсацией холодного «шлейфа». Шлейф - это локальная 
флуктуация температуры жидкости, в данном случае понижение по сравне­
нию с окружающей жидкостью. Шлейф отделяется через более или менее 
регулярные интервалы времени от границ, создающих градиент температуры 
в жидкости. Шлейфы существуют главным образом в жидкостях при больших 
числах Прандтля по следующим причинам. Большое число Прандтля озна­
чает, что кинематическая вязкость жидкости во много раз больше ее темпера·  
туропроводности. Поэтому последняя малоэффективна, что позволяет боль­
шим градиентам температуры и плотности долго существовать в жидкости, 
прежде чем они релаксируют. В свою очередь это вызывает большие флук· 
туаriии архимедавой силы, которая служит причиной движения шлейфа. 



Ra = '20,3 Rac 
е = 0,11 

k 

t 

Рис. IX. 22. Перемежаемость типа 1 1 1  в конвекции Рэлея - Вен ара. а - об­
разец перемениого сигнала для того же режима, который представлен на 
рис. IX. 20. Растянутая шкала времени позволяет бoJiee наглядно представить 
рост субгармоники и связанное с ним затухание основной частоты. Слева 
определены величины /k, используемые при построении графика отображения 
второго возвращения. б - график отображения второго возвращения Jk+ 2 = 

= f (Ik) . 
При построении этого графика no эксперимента.1ы1ым данным, представлен­
н ы м  н а  рис . IX. 20, использованы два различных символа:  один из них 
(квадратики) соответствует субгармонике (возрастающие амплитуды) , другой 
(крестики) отвечает фундаментальной- частоте (уменьшающиеся амплитуды) . 

Непрерывная кривая - график функции 
f (/) = (1 + 2в) 1 + af2 + ЬJЗ 

(а и Ь - константы, удовлетворяющие неравенству а <  Ь) . Как предсказы­
в ает теория, именно такую форму должна иметь функция, задающая отобра­
жение второго возвращения вблизи порога перемежаемости. Обращает :вни­
м ание превосходное согласие с экспериментальными данными, полученное 
путем выбора п одходящего зн ачения подгоночного п а р аметра е (е = 0, 1 1 ) .  

Из работы М. Дюбуа, М. А. Рубио и П. Верже. 
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ние о том, что переход к хаотичес!{ому состоянию через пере­
межаемость обратим. 

Используя экспериментальные данные, можно показать, что 
в ламинарных фазах отображение второго возвр ащения имеет 
фор му, предсказанную уравнением ( IX. 8 ) . Пусть Ik - значение 
k-го максимума физического сигнала ,  например сигнала, пред­
ставленного на рис. IX. 20. Отображение второго возвращения 
определяется графиком завиенмости 1 k+2 = f (I  k) для последа-

Г�. 
1 

о 140 

Рис. IX.  23. Гистограмма для ламинарных фаз. Наблюдаемые длины варьи­
руются от 18 мин до 2 ч и более. Наиболее существенной особенностью и 
распределения является длинный хвост при больших Т, характерный для пе­
ремежаемоста типа I I I . Форма распределения заметно отличается от рас­
пределения, характерного для перемежаемости типа 1 ( см. рис. IX. 4 и IX. 1 8) . 

Из работы М. Дюбуа и М. А. Рубио. 

вательности значений k. Напомним, ' что теория предсказывает 
следующую форму функции :  

lн 1 = ( 1  + 2e) Ik + ЬI%. ( IX . l 3) 

Как видно из р ис. IX. 22, б, эта форма  хорошо согласуется с экс­
периментальными данными.  В частности, ·обращает на себя 
внимание существование точки перегиба в окрестности непод­
вижной точки отображения f (/ k) . Это соответствует отсутствию 
квадратичного члена в разложении функции f (/k) в ряд Тей ­
лор а .  

Другим характерным признаком перемежаемости является 
статистическое распределение длин т ламинарных фаз 

1 9 П.  Берже и др. 
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;(р ис. IX. 23) . К:ак показывают вычисления, аналогичные прове­
деиным в разд. IX. З. l ,  если Р (-с) d-r - доля .Ламинарных фаз 
в интервале времени от 1: -до 1: + d-r: (d-r: - малая величина) , то 

P (-r) ,.." ехр ( -28"t} 
[ 1 - ехр (-4ет)]312 • 

При 't � в-1 имеем Р (-с) ,...._, ехр (-2в-r) , в то время как при 1 � 
-� 1: � в-1 сцраведливо соотношение Р (-с) ,...., ( 4в-r) -З/2 (оба со­
отношения подтверждают теоретические предсказания) . Время 

ZD 40 6D 

Ra= ft1!J,9 R1Xc 
f_ = O,t 

80 
То , .мин 

140 

' Рис. IX. 24. Чис.ло ламинарных фаз, продолжительность которых превышает то. 
Экспериментальные точки получены путем суммирования гистограммы н а  /­
plic. IX. 23. Непрерывная линия - теоретическая кри&ая, подогнанная к экс­
периментальным точкам _путем изменения свободного параметра е. Пора­
зительно, что выбранное значение ( е = 0, 1 }  оказалось очень близким к зна­
чению, определенному независимо от отображениЯ второго возвращения 

(рис. IX. 2 1 ) . 
Из работы М. Дюбуа, М. А. Рубио и П. Берже. 

-r = 1 ,  ограничивающее обл'асть применимости последней оцен­
ки, можно интерпретировать как период колебаний с основной 
частотой. Действительно, представление о ламинарной фазе 
имеет смысл только в том случае, если на протяжении интеRвала 
времени , в течение которого длится такая фаза,  мы можем на­
блюдать большое число колебаний с основной частотой. Сравне­
ние теории и эксперлмента в рассматриваемом случае произво-
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дится nутем подсчет:а числа ламинарных фаз N (т :> то ) , для­
щихся больше 'to. При то > 1 получаем со 

( ( ехр ( -4ет0) ) 1 /2 N (1: > 'to) ....., ) dт Р (т) "" 1 - ехр (-4ет0) • 
' "t o  

(IX. l'�) 

Эта. функция параметра ,;0 полi,Iостью определяется значением 
параметр а 8 .  На рис. IX. 24 показаны результаты сравненпя 
уравнения ( IX. 1 4 )  и экспери ментальных данных. Согласие пре­
восходrюе, так как наилучшая аппроксимация ур авнением 
( IX. 1 4 )  экспериментальных данных осуществляется пр и 8 � 0 , 1 ,  
в то вр.е:мя как сами экспериментальные данные (рис. IX. 22, б 
и ГХ. 23} приводят к -в � О, 1 1 . Это позволяет идентифицировать 
наблюдаемое явление как перемежаемость I I I  типа .  За метим 
также, что одна из гипотез, сформулированных в разд. IX. 3. 1 , 
согласно которой ламинарные фазы начинаются случайно в ок­
рестност.к неподвижной трЧки, хорошо подтверждается статисти­
ч.ескими iйсследованиями, приводящими к рис. IX. 24. 

i1X. 4. TEOPИJI ЦЕРЕМЕЖАЕМОСТИ 11 Т И ПА -

�\{ы оFр а.ничим свой, анализ слабо нелинейными,  или локаль­
ными, явлениями , т. е. процессами , происходящими в окрестно­
сти -слабо неустойчивой замкнутой '  тр_аектории.  Мы можем по­
строить модель отображения первого возвращения - непрер ыв ­
ную, обр атимую и порождающую переход через перемежаемость 
11 типа .  Помимо прочего такая модель указывает возможный 
nуть для рела минаризации . В основе модели лежит весьм а 
сложное геометр ическое построение в пятимерном пространстве, 
причем главная идея по существу совпад�ет с той, которая по­
ложена в основу аттрактора Смейла .  

Когда два комплексно-сопряженных мультипликатора Флоке 
выходят из единичной окружности на  комплексной плоскости ,  
периодическая траектория . утрачивает свою устойчивость. Не­
устойчивое возмущение экспоненциально возрастает по модулю 
(в  линейном приближении) , одновременно поворачиваясь на ко­
нечный угол в своей плоскости• при каждой итерации. Для опи­
сания линейных и слабо нелинейных явлений при таких бифур­
кациях естественно (и  это уже традиция) воспользоваться .комп­
лексными числами. Пусть (х, у )- прямоугольные координаты на 
плоскости малых отклонений (возмущений) от неподвижной 
точки в направлении собственных векторов, соответствующих 
двум комплексно-сопряженным собственным значениям, пеки­
дающим единичную окружность. Мы определяем комплексное 
ч исло z = х + iy так, что в линеаризованном приближении ДJ1Я 

19* 
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амплитуд малых возмущений действие отображения первог.о воз­
вращения сводится к умножению ? на J..elф, где Л-положитель­
ное вещественное число, а ф - просто вещественное число. Н а  
пороге неустойчивости параметр '). р авен единице, ф- угол по­
ворота образа точки при каждой итерации (см. приложение В) . 
В этих обозначениях два комплексно-сопряженных собственных 
значения м атрицы Флоке имеют вид J..e±iФ и определение линей­
ной устойчивости. сводится к исследованию необычайно простой 
итерации 

z -+  z' = J..eiФz. (IX. 15) 

Как и в случае перемежаемости двух рассмотренных выше 
типов, введем малый у:правляющий параметр 8 ,  обращение ко­
торого в нуль совпадает с нейтральной устойчивостью, т. е. 
с '). = 1 .  Таким Qбр азом, мы получаем '). = 1 + 8. Угол ф, вхо­
дящий в уравнение ( IX. 1 5) , априори также зависит от 8 . Но 
мы предполагаем , что ф (8 = О ) не совпадает с одним из спе­
циальных углов : О, nj2, л, 2лj3, . . . . Как будет показано ниже, 
исключение таких ситуаций позволяет пронебречь зависимостью 
ф от е,  в окрестности 8 = О .  

Как и в случае перемежаемости 1 и 1 1 1  типов, анализ слабых 
нелинейностей мы начинаем с интерпретации правой части урав­
нения ( IX. 1 5) как начало разложения в ряд Тейлора функции 
z' (z) . Но в рассматриваемом , случае не существует при•чины, по 
которой разложение должно идти только по степеням z. Это 
означает, что мы должны рассматривать на равных основания 
степени z и z* (величины, комплексно-сопряженной с z) и клас­
сифицировать члены ряда только по степени модуля величи·ны z. 
Как и в случае перемежаемости 1 1 1  типа, мы должны удержи­
вать члены до третьего порядка,  чтобы получить теорию пер­
вого порядка по нелинейностям .  Мы получаем отображение 

z -+  z' = J..eiФz + a1z2 + а2 (z*)2 + a3zz* + 
+ b1z3 + b2z2z* + b3 (z*)2 z + b4 (z*)3 + . . . , ( IX .  1 6 )  

где ai и b i - комплексные коэффициенты, которые в аналиrгиче­
ском примере могут быть вычислены на  основе общих принципов 
разложения типа J!андау. Так Ж:е как линейные члены, пели­
нейвые члены порождают два эффекта : они поворачивают z во­
круг начала координат и изменяют модуль числа z. Как_ разде­
лить эти два эффекта, вообще говоря,  неясно, так как они тесно 
связаны неливейностью уравнения ( IX. 16) . Но в ,  рассматривае­
мом нами примере можно воспользоваться упрощениями,  воз­
никающими вблизи ,  z = О и '). = 1 , т. е .  в окрестности, где спра­
ведливо разложение ( IX. 1 6) . Эффект нелинейнбстей весьма раз-
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личен в з ависимости от того, рассматриваем ли мы модуль z 
или угол числа z. Неустойчивость сказывается главным образом 
на поведении модуля, который нейтр ально устойчив при е =  О . 
Это сзначает, что при 'Л, близком к 1 ( или е близком к О ) ,  м о- ' 
дуль числ а z эволюционирует, как мы и предполагаем ,  очень. 
медленно. Но угол, на который z поворачивается с каждой ите­
р ацией, остается конечным при е = О. Следовательно, предпо­
лагая ,  что угол z изменяется значительно, в то время как мо­
:дуль z остается почти неизменным,  мы по существу принимаем 
адиабатическое приближение 1 ) . В качестве примера рассмот-. 
рим случай, когда нелинейности в уравнении ( IX. 1 6 )  сводятся 
к одному члену a1z2 : 

( IX .  1 7. 1 ) 

Уравнение для комплексно-сопряженного числа Z* имеет вид 

( IX .  1 7 .2) 

�множая почленно эти два выражения, получаем 

1 z' 12·= 'Л2 1 z 1 2  + 1 а1 12 1 z 1 4  + Л 1 z 12 ( eiФz•a; + e- iФza1 ) .  ( I X . 1 8) 

Теперь на_f интересует средняя эволюция величины 1 z' l 2 при 
числе итераций, достаточно большом для того, чтобы угол z 
мог принимать многие значения, но в то же время достаточно 
малом для того, чтобы модуль z мог изменяться лишь незначи­
тельно. В первом приближении отображение, действующее на 
углы, есть \поворот на постоянный угол ф с начальным значе­
нием '1jJ0. Известно 2) ,  что если ф - произво.hьный иррациональ­
ный угол, то углы ('Фо + kф) (mod 2n) равнораспределены на  ин­
тервале [О , 2n] , где k прИ!нимает многие различные целые зна­
чения. Следовательно, среднее, которое мы хотим найти, есть 

1 ) Адиабатическим nриближением называется такое приближен ие , 13 ко ­
тором пар аметр изменяется м едленно,  в то время как систем а испы'j:мв ает 

быстрые изменения (обычно быстрые колебания) . Такая терм инология бере1 
н ачало в термодин амюtе : процесс там называется адиабатическим, если про­
текает настолько медленно, что позволяет пренебречь необратимыми явления­

ми, обусловленными вязким трением, пропорциональным скорости процесса . 
Несмотря на кажущуюся простоту, адиабатические теории отличаются тон­

костью и глубиной : они связаны с такими проблем а м и , как долговре!lirешrая 
устойч.ивость Солнечной системы, микроскопические основания второго начала 
термодинамики и классический предел кван"I;овой механики . 

2) Именно здесь входит условие, согласно которому угол Ф (е  = О) не 
принимает специальные значения n/2, 2n/3 и .т. д. В противном случ ае мы 

не могл и  бы принять гипотезу о том, что значения ('Фо + kФ) рав номерно 
распределены по окружности. Так как Ф зависит от 1 z 1 .  мы рассматриваем 
гораздо более сложный случай:  необходимо в яn ном виде учитьш ать с в я з ь  
-между Ф и модулем l z l .  Соответствующая теор ия напоминает знаменитую 
теорию К:АМ (К:олмогорова - Арнольда - М  озера) . 
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простое среднее J;IO углу чист1 z с однородным распределецнем 
на [0, 2n] : Усредняя уравнение ( IX. 1 8) , мы оставляем неизмен­
ными члены �2 1 z 1 2 и 1 a t l 2 1 z4 1 ,  не 'Зависящие от угла .  Наоборо,т, 
рассмотрим последний член в уравнении ( IX. 1 8) : если 'Ф - угол 
комплексного числа z,  то . последний член зависит от 'Ф как 
cos (ф- 'Ф)  и при усреднении по 'Ф дает нуль. Обобщая эти рас­
суждения, мы заключаем, что средняя эволюция модуля 1 z 1 ( ко­
торый мы обозначим через р)  в адиабатическом прибЛижении 
определяется соотношением 

( IX . 1 9) 

Сумма в скобках представляет собой ряд по р2, ' коэффициенты. 
которого могут быть почленыо вычислены 1 ) путем разложен ия 
соотношения ( IX. 1 6) и усреднения по •'Ф· Коэффициент А в фор ­
муле ( IX. 1 9) зависит явно от коэффициентов. ai и bi соотноше­
ния ( IX. 1 6) . 

В рассматриваемом приблИiжении  модуль р близок к О и член 
Ар4 можно считать малым по . сравнению с Л.2р2• Это позволяет 
разложить в ряд квадр атный корень в соотношении ( IX. 1 9) и 
получить 

р' = Л..Р ( 1 + �i: + . . .  ) . ( IX . 20} 

(Напомним,  что параметр Л. положителен и близок к единице . )  
Здесь также члены в скобке являются началом ряда по р2• 
В дальнейшем мы ограничимся только членами, явно выписан­
ными в соотношении ( IX. 20 ) , т. , е. отображение модуля имеет 
вид 

р .... р' = Л.р ( 1 + :.2 Р2) . ( IX . 2 1)  

Различие между субкритической и суnеркритической бифур­
кацией зависит от .знака коэффициента А .  Чтобы убедиться 
в этом,  мы можем рассматривать в первом приближении дей­
ствие нелинейных членов в р' (р )  только как замену множителк 
Л. величиной Л. [ 1 + (А/2Л.2) р2) . Если Л. >  1 (т. е. в условиях ли­
нейной неустойчивости) ' ' неустойчивость может компенсировать­
ся нелинейностями низшего порядка при А < О и усили�аться 
при А > О. Чтобы придать нашему анализу более количествен-· 

1 )  Заметим, что в эти выражения угол Ф явно не . входит. Это отражает 
глубокое свойство адиабатического приближения: «быстрая» переменпая (в. 
нашем случае Ф) не связана с «медленной» переменной (в нашем случае  р ). 
во всех алгебраических порядках разложения. Связь возникает только в транс­
цендентных порядках по р, например в exp (-1/p)f 
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ный характер , р ассмотрим окрестность точки л = 1 , т. е. значе­
ния "л =  1 + 8 ,  где 1 8 l  � 1 .  Отображение,  задаваемое соотноше­
нием ( IX. 2 1 ) ,  имеет одну или несколько неподвижных точек, 
которые являются решениями  уравнений : р = (-28/А ) 1 12 при 
А < О  и р = О. (Мы видим здесь квадр атично-корневую зави­
симость, характерную для теории бифуркаций Ландау . )  Если 
А ·< О, то существует суперкритическая бифуркация и непод­
вижная точка р = (-28/А ) 112 линейно устойчива . при  8 >. 0, 
а р = О неустойчива. Если же А > О  · ( мы здесь рассмат,риваем 
им,енно этqт случай) , .то бифуркация субкритическая.  Это озна­
чает, что при 8 < О линейно устойчивая JОЧка сосуществует с не­
устойчивой неподвижной точкой р = ( -28/ А) 1!2 • При 8 = О  не­
устойчивая неподвижная точка [в  действительности инвариант­
пая окружнрсть на плоскости (х, у) неустойчи•вых направлений 
ма1рицы Флоке] сливается с точкой р = О - проекцией пре­
дельного цикла на  плоскость (х, у) . Следовательно, при 8 > О 

. не существует устойчивого аrтрактор-а в области фазового про­
странства вблизи интересуЮщей нас замкнутой траектории. 
Именно в этом случае становится возможной перемежаемость 
1 1  типа, которую мы иссле�уем, используя задаваемое соотно­
шением ( IX. 2 1 )  отображение. Приведя р к безразмерной форме 
делением на (2"л2/А )  1 12 , з�пишем соотношение ( IX. 2 1 )  в «стан­
дартном» виде 

( IX .22) 

· , Формально перед нами то же итерационное соотношение, 
с которым мы встреча,лись при анализе перемежаемост,.и 
I I I  типа.  Следовательно, соотношение между длиной ламинар ­
ных  периодов (обозначенной через N) , значение р в начале ла ­
минар ного периода (обозначенное через р0) и параметр 8 ос­
таются по сущЕ:ству такими же, как ·  в случае перемежаемости 
I I I  типа .  Если 8 1 12 << р0 � 1 ,  то в итерациях, з адаваемых соот­
ношением ( IX. 22) , главным является кубический "член и N "" р02• 
С другой стороны, если ро � 8 1 12, то увеличение ампли;гуды ко­
лебаний в ·  ламинарной фазе управляется членом 8р в уравнении 
( IX. 22) и поэтому N ,....., -8-1 In р0. Таким образом, как и в слу­
ч�е перемежаемости I I I  типа,  гистограмма длин N ламинарных 
фаз состоИт из двух частей, отвечающих веравенетвам  N � 8-1 
и 1 � N � 8-1 . Однако эта элементарная теория р асiiределения 
-отличается от аналогичной теории,  развитой для перемежае­
мости 1 1 1  типа. В последнем случае неустойчивым многообра­
зием является линия, и Ламинарная фаза начинается на этой 
.линии в случайной точке вблизи неустойчивой неподвижной точ­
ки . Иначе говоря, если so - расстояние между начальной точкой 
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и неустойчивой неподвижной точкой, то вероятность того, что s0 
принадлежит интервалу lso, so + ds0) , р авна просто дифферен­
циалу ds0, умноженному lja нормирующий множитель, но в слу­
чае перемежаемости· 11 типа щ�устойчивое многообразие дву­
мерно. ПродО./IЖИтельность ламинарной фазы,  как и прежде,_ оп­
ределяется. расстоянием р0 между начальной точкой и неустой­
чивой неподвижной точкой, измеренным на поверхности обычным 
способом. Если начальная точка выбрана случайным образом 
на поверхности, то вероят.ность того, что р0 лежит в интер ­
вале [ро, Ро + dpo] , р авна величине 2npodpo, умноженной на 
константу, так как 2npodpo - площадь кольца, ограниченного 
окружностями  радиусов р0 и (р0 + dp0) с центром в неподвиж­
ной точке. Так как ро ""' N-1 12, мы получаем следующее соот­
ношение между дифференциалами : 

dp0 ,...., N -312 dN. 

Предположим теперь, что начальная точка выбрана на  не­
устойчивом многообразии случайным образом, т. е. с мерой d�-t, 
пропорциональной площади многьобразия. �огда d11 ,...., p0dpo, 
или d�-t ,.., poN-312dN .,..." N-2dN. Если мы находимся точно на по­
роге неустойчивости ( в = О ) , то это означает, что средняя про­
должительность ламинарной фазы расходится, . так как она оп­
ределяется интегралом, который при больших N ведет себя как 

� N (dN/N2). Но при конечном (малом ) · в среднее значение (N) -

величины N не р асходится. Действительно, распределение ве­
роятности P (N) ведет себя как 1 /N2 при в-1 � N � 1 (что со· 
ответствует в 1 12 � р0 � 1 )  и как ехр ( -2вN) при N � в-1 ( или, 
что эквивалентно, р0 � в 1 12 ) .  Таким образом , если параметр в 
конечен, то интеграл, определяющий среднее (N), сходится 
при больших N, так как ' в этой области Р (N} убывает экс­
поненциально. Характерный временной масштаб,  огр аничи­
вающий продолжительность ламинарной фазы, изменяется 
вблизи в =  О как в- 1 • Поскольку интеграл, определяющий сред­
нее (N), при в = О логарифмически расходится в области боль­
ших N, мы заключаем, что в окрестности в = О  среднее (N) 
ведет себя как в-1 • Предположим теперь, что число Ляпунова 
1' (в ) - величина того же порядка , что и (N)-1 , и сигнал утра ­
чивает память после каждого турбулентного всплеска . Тогда 
у (в ) ,...., 1 /ln ( l /в) .  В заключение укажем, что тщательные чис­
ленные исследования обнаруживают тонкие статистические эф­
фекты, которые вносят изменения в uриведенн9е выше элемен­
тарное описание �татистики. 
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ЗА КЛ ЮЧИТЕЛ Ь НАЯ Д И СКУС С ИЯ 

К. Видаль: «I1режде всего мне хотелось бы затронуть одИ!Н 
nринципиально важный аспект, не получивший должного разви­
тия в книге : область, в пределах которой теория динамических 
систем верна и применИiма ,  до сих пор остается неопределенной_ 
Мы располагаем описаниями отдельных событий и последова­
тельностей событий, приводящих к хаотическим . ситуациям :  из · таких описаний состоит вторая часть книги. Это означает, что 
при определенных условиях мы в состоянии пре.ziсказать, каким 
образом возникнет апериодический режим, т. е. произойдет пе­
реход. Но теория ничего не говорит о том,  сочетание каких 
условий гарантирует, что данная последовательность событий 
завершится установлением хаотическоtо режима .  Теория не оп­
ределяет' (по крайней мере в существующем ныне виде) пред­
посылки хаотическогQ режима, и это, несомненно, следует от­
нести к числу ее недостатков».' 

И . П омо: «Я Полностью согласен с этой точкой зрения. МоЖ­
но сказать, однако, что проделанны� анализ переходов к хаосу 
и хаотическиос явлений, несмотря ,  на все недостатки, обладает 
или должен обладать большой прогностической силой, посколь­
ку экспериментаторы наблюдали и переходы к хаосу, и ' хаоти­
ческие явления. Это позволяет на,м надеяться на то, что, ана­
лиЗируя более подробно эксперименты, пытаясь разобраться в 

. деталях Наблюдавшихея явлений, мы поймем,  наконец, почему 
в данном эксперименте удалось наблюJ(.ать именно тот, а не 
другой сценарий перехода к хаосу, почему ваблюдался тот или 
иной тип турбулентности, почему было большим или малым 
число стеnеней свободы. Неясно пока другое :  потребуется ли 
для того, чтобы узнать все  это, чудовищный объем вычислений, 
ставящий под сомнение эффективность предсказаний, поскольку 
эти расчеты сопряжены с неприемлемо большими затратами ма­
шинного времени и в конце концов не · слишком проясняют су-

- щество дела ,  или мы можем разработать промежутоЧную тео­
рию, менее общую, ' чем теория динамических систем в том виде. 
как она существует теперь, но достаточно подробную, чтобы 
предсказывать происходящее в данной ситуации, не вда -
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ваясь в детали конкретных уравнений, описывающих си­
стему». 

п. Берже: «В связи с высказанными з амечцниями по пов<:>дУ 
предсказаний я хотел бы подчеркнуть определе�ную практиче­
скую ценность понятий, изложенных в этой книге. Например ,  мы 
можем надеяться, что когда-нибудь нам удастся уточнить про- , 
гнозы погоды, если бы только мы сумели обобщить метод ото­
браЖений первого возвращения. Мы видели, что такие отобра­
жения действительно позволяют определить будущее, хотя и не 
позволяют предсказывать долговременное поведение хаотиче­
ской системы, т. �- найти «порядок в хаосе». Можем л� мы, опи­
р аясь на  такого рода методы, усовершенствовать прогноз по­
годы? Можем ли мы лучше понять исследования зависящим от 
двух параметров популяций живых организмов и эволюцию по- · 
пуляций различных видов с р азнотипными циклами и, следова­
тельно, лучше управлять этими популяциями? Мы считаем, что 
это возможно. Следует отметить также важность того, что в по­
<:Леднее время теории детерм инированных дин�мических систем 
нашли применевне в гидродинамике, по кр�йней мере для ана­
лиза некоторых тиnов турбулентности. В настоящее время нет 
сомнения в том,  что во многих экспериментах, в которых эффект­
ное число степеней свободы мало, нам удалось понять несколько 
вполне определенных маршрутов , ведущих к хаосу. Возникает 
-серьезный вопрос:  можем ли мы продвинуться гораздо дальше 
на пути к развитой турбулентности, в которой чиёло степеней 
свободы очень велико? В этой связи следует упомянуть не­
сколько самых последНИ4 работ по моделям,  ,зани,мающим в не­
котором смысле промежуточное положение между моделями 
с небольшим числом степен�й свободы, рассмотренными в этой 
книге, и моделями с очень большим� практически бесконечным 
чиспом степеней свободы. Мы начинаем понимать механизмы, 
возникающие в модельных системах с 50 или около тьго �::теп�­
нями свободы. Небезынтересно отметить, что прогресс, достиг-

, нутый в понимании щ�омежуточных случаев, подготавливает нас 
к преодолению пропасти, отделяющей в настоящее время детер ­
минированную турбулентность от обширной области развитой 
турбулентности, в которой пока остается много неясного».  

И . Помо: «Интересно, что были предложены модели1 для опи-
, сания таких достаточно конкретных явлений, как х_имическая· 
турбулентность и неустойчивости в пламенах. Эти модел}f зани­
мают промежуточное положение между системами с небольшим 
числом степеней свободы и полностью развитой турбулентностью 
со всеми примыкающими проблемами. В '  частности, эти модели 
обладают тем преимуществом, что nозволяют понять взаимо­
действие между описанными в книге эффектами сложной дина-
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, 
мики и не мен�е сложным и эффектами пространствеиной струк­
туры - двумя элементами ,  которые, несомненно, должны помочь 
нам объяснить развитую турбулентность. Важно понимать, что 
исследования, проводимые на основе этих моделей, сопряжены 
с большим объемом вычислений, но наша цель состоит отнюдь 
не в проведении этих громоздких вычислений, а в анализе ре­
зультатов вычислений для достижения лучшего понимания.  Про­
водимым до сих пор исследованиям развитой турбулентности не­
доставало не средств для .  выполнения большого объема вычис­
лений,  а скорее способа  анализа их результатов, опиравшегося 
на слишком рудиментарнЬJе понятия и потому не вносившего 
сколько-нибудь суrцественного вклада в понимцние статистиче­
ской мех аники, лежаrцей в основе теории турбулентности. Ныне 
мы постепенно выходим из этой ситуации слишком грубого ана­
лиза проблем нелин'ейной эволЮции,  но пока лишь начинаем 
использовать сравнительно тонкие методы анализа,  применяв­
шиеся к системам с небольшим числом степеней свободы». . 

К. Видаль :  «Если мы  попытаемся (как вы только что сде­
лали) заглянуть в будуrцее, то р азумно ожидать, что нас под­
хватит течение и наш путь будет пролегать· от . систем с неболь­
шим числом степеней свободы к системам с большим числом 
степеней свободы, прежде чем будет достигнуто более общее 
описание с элементами понимания полностью развитой турбу­
лентности. Кроме того, мы должны предпринять попытку под­
няться против течения, т. е. найти что-�ибудь, напоминаюrцее 
первое и даже второе начало теории динамических систем по 
аналогии с термодинамикой. Я должен признать, что задача эта 
весьма а мбициозна.  Знание обrцих нач.ал позволило. бы вывести 
минимальные условия, необходимые для наблюдения того или 
иного режима ,  а это десятикратно усилит моrць теории. 

Построение теории, как мы только что видели, уже идет по 
одному пути : это направление является естественным продол­
жением достижений последних десяти лет или около того. Дру­
гой путь уводит к самым глубоким корням анализа :  если на 
этом пути когда-нибудь и удастся достичь прогресса, то весьма  
вероятно, что продвижение будет очень мед�енно. Из множе­
ства многообеrцаюrцих 1:rдей и фактов , изложенных нами так. 
как мы понимаем их сейчас, следует особо выделить один эле­
мент, имеюrций первостепенное значение: я имею в виду ту . 
концептуальную методологическую и педагогическую роль, ко­
rорую теория динамических систем играет в точных науках». 

И. Помо: «Мы уЖе неоднократно отмечали в книге практи­
чес.кое значение такого понятия, как чувствительная зависимость 
от начальных условий, и я хотел бы кратко вернуться к нему 
еще раз. Необходимо отчетливо сознавать, что введение чувстви-
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тельной зависимост� от начальных условий знаменует подлин­
ный прогресс в точных науках. Анализ мньгих явлений, о кото­
рых мы бегло упоминали (в  метеорологии, биологии, турбулент-

. ности, экономике) , был пересмотрен на основе понятия ЧЗ НУ. 
Выяснилось, что даже, казалось бы, строгий математический 
формализм может :приводить к понятию статистической в<.t ;)иа ­
ции без необходимости введения флуктуаций внешнего проис­
хождения, и ,  как мы знаем, несмотря на этот статистический . 1 
аспект, можно что-то сделать, например проанализировать р ас-
пределения вероятности флуктуаций или кратковременную эво­
люцию, установление хаоса через показатели Ляпунова или воз­
никновение непредсказуемости. В определенном смысле именно 
этот аспект явлений, исследованный нами ,  отсутствует в той ма­
тематике, которую мы изучали до сих пор, и становится все 
более важным для понимания затронуте1го нами круга явлений. 

В этой связи уместно подчеркнуть новизну методов, исполь­
зуемых и внедренных в практику. Новизна практически состоит 
только в одном :  хотя фундаментальные идеи, о которых идет 
речь, начали широко применя,ться лет 10-20 назад, они были 
высказаны такими учеными, как Пуанкаре и Адамар ,  еще в на­
чале столетия. Случилось так ,  что их практиче�кое проникно­
вение в ф изику произошло лишь совсем недавно. Они оказались 
весьма эффективньщи,  в чем мы уже успели убедиться, и таят 
13 себе необычайно богатые возможности с точки зрения обра­
зевательного аспекта, что делает желательным включение их 
в программу высшей школы.  Еще один важный аспект новых 
идей и понятий - универсальность». 

П. Берже: «.Я хотел бы дополнить сказанное и подчеркнуть 
«достоинства» новой области в надежде на то, что по крайней 
мере некоторые из них не прошли незамеченными для читателя 
нашей книги. Первое достоинство - искусство упрощения, при­
водящее к моделям, имеющим некий смысл, несмотря на  все 
огрубляющие предположения. Приведу конкретный пример : 
конвекцию Рэлея - Бенара даже в м алой ячейке, где уме­
щаются только два конвективных вала, описывают уравнения 
гидродинамики - уравнения Навье - Стокса, которые, как пра­
вило, не · поддаются решению. Без упрощений и аппроксимаций 
самые мощные компьютеры не позволяют получить численные 
решения. Один из возможных подходов состоит в том,  чтобы 
цаетроить модель, сильно урезав исходные - уравнения. Как из­
вестно, именно так была построена модель Лоренца.  Такой под­
ход нельзя не признать многообещающим, но мы можем пойти 
дальше и перейти от дифференциальных уравнений к разно­
стным с тем , чтобы закончить дву- и даже одномерными ото­
бражениями.  Проделав этот переход, мы приходим к предельно 
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Qростой формулировке, для реализации которой требуются са­
мые скромные вычислительные средства .  На этом пути нам уда­
лось помимо прочего найти маршрут, ведущий к турбулентности 
черб каскады . удвоений периодов, убедительно подтвержден­
ный экспериментально. 

Вт9рое, что мне хотелось бы отметить особо - силу идеи 
универсальности. Мы упростили исходные уравнения ' до пре­
дела ,  и теперь наша модель универсальн·а . Какой смысл мы 
вкладываем в это понятие? Универсальность означает, что не 

· только уращ-1ение f (х) = 4�-tx ( 1 - х ) , описывающ�е каскад ·· удвоений периода, но и почти любая нелинейпая функция пе­
ременной х порождает тот же каскад: сценарий лечуветвителен 
к деталям модели. Другой аспект, связанный с универс�ль­
ностью, состо-ит в том,  что удвоение периода, приводящее к 
хаосу, обнаружено экспер иментально : в колебаниях параметри­
ческого маятника, в некоторых систе�ах электронных rе:нера­
торов, в особом режиме работы синхронного двигателя, в неко­
торых немонотонных химических реакциях , в движении жид­
кости в тепловой конвекции и т. д. Мы видим здесь подлинную 
универсальность поведения, что убеждает нас в правильиости 
наблюдений и показывает, сколь широка сфера применимости 
проведеиного анализа.  Наконец, среди общих особенностей, ко­
торые я с удовольствием отмечаю в исследованиях динамиче­
ских систем, существует взаимно обогащающее сотрудничество 
между теоретиками и экспериментаторами и, что еще более за ­
мечательно, между математиками и физиками. Кроме того, тео­
рии  пинамических систем представляют собой область, в разви­
тие которой . можно внести . вклад, р асполагая относительно 
скромными материальными средствами, но обладая богатым 
.вообр.ажением : она как бы воплощает в · себе триумф «легкой 
физики».  

К. Видаль :  «Весьма близкая ' идея, которая не может не вол­
новать физика, состоит в тесной взаимосвязи методологии (даже 
в ходе рассуждений) , существующей между теорией динамиче­
ских систем и методами,  на протяжении ряда 4ет применявши­
мися для , исследования фазовых переходов. Разумеется, я имею 
в виду метод ренормгруппы, которым мы можем воспользовать­
ся для определения Знаменитого параметра б = 4 ,6692 . . .  суб­
гармонического каскада. Ясно, что в свое время непременно 
будет достигнут глобальный синтез , поскольку между двумя 
теориями имеется слишком много формальных аналогий, чтобы 
цх нельзя было объединить в рамках единого более широкого 
подхода. 

В более широком плане · с.'Iедует, несомненно, подчеркнуть 
элемент, приводящий к многочисленнЫм и разнообразным эпи-



ЗаКJiючительная дискуссия зоз 

стемологическим следствиям, которые мы лишь бегло затро­
нули в нашей дискуссии : я имею в виду проблему пересмотра 
традиционных �редставлений о детерминированкости и случай­
ности. Ясно, что серьезный пересмотр научных определений 
этих понятий настоятельно необходим и что теперь мы должны 
выйти за  рамки идей, сформулированных вп�рвые Лапласом 
около двух столетий назад. Замечательно также, что понятие 
странного аттрактора, необычайно расширившего признанную 
область детерминированности, одновременно подводит гораздо 
более прочную, чем прежде, основу под необходимость обраще­
ния к статистическим методам.  Необходимость использования 
статистических методов теперь обосновывается не соображе­
ниями прагматического характера , а как бы .внутренней логи­
кой самой математики». 

И. Помо: «Хотя в книге об этом ничего не говорится ,  мы 
можем также упомянуть о гамильтоновых системах, играющих 
важную роль, с одной стороны, в небесной механике, а с дру­
гой - имеющих самое непосредственное о1'ношение к проблемам 
термоядерной плазмы, т. е. к решению самых важных техни­
ческих и научных проблем нашей эры. К.ак показали различ­
ные исследователи, в гамильтоновых сист�мах, например в дви­
жении частиц в неоднородных магнитных полях, также суще­
·ствуют законы унИверсальности, принципы которых были 
открыты методами ренормгруппы, разработанными в связи  с ис­
следованием критических явлений. Здесь также произошла сво­
его рода перегруппировка понятий : например, в случае гамиль­
тоновых систем была доказана взаимосвязь между одномерными 
кристаллами,  проблемами квантовой механики с квазип,ериодИ­
ческими потенциалами и проблемой движения заряженных ча­
стиц в сравнительно сложных магнитных. полях термоядерных 
реакторов. И в этом случае моЖно утверждать, что у нелиней­
ной физики, о которdй мы попытались рассказать в этой книге, 
хватило сил, чтобы обнаружить универсальные явления. Можно 
сказать, что блоки, на  которые делились принципиальные  про­
блемы, связанные с нелинейностью, начали мало-помалу рассы­
паться, и теперь мы являемся свидетелями возникновения но­
вого единого подхода к нелинейным явЛ"ениям ,  что следует счи­
тать неожиданным поворотом событий». 

К.. В идаль:  «С философской точки зрени� здесь можно усмот­
реть необычайно мощную идею1 которой нес·омненно потребует­
ся время для того, чтобы проникнуть в умы ученых . -Она выте­
кает из  центрального понятия чувствительной зависимости от 
нача J1ьных условий, которое иногда принято называть слабо 
устойчивой динамикой. Эта фундаментальная идея состоит 
в том ,  что через понятие ЧЗНУ наука снова приходит к осознаJ. 
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нию, идентификации своих пределов. Зд�сь уместно провести 
параллел� с принципом неопределенности Гейзенберга. Соглас­
но этому принципу, самое совершенное лабораторное оборудо­
вание не позволяет измерить одновременно сколь угодно точно 
коqрдинату и импульс частицы. Аналогичным образом чувстви­
тельная зависимость от начальных условий запрещает нам пред­
сказывать будущее динамической системы, поток которой на­
ходится на странном аттракторе,  независимо от того, каким 
образом мы будем это делать. Разумеется, эту параллель не сле­
дует проводить слишком далеко, поскольку между принципом 
неопределенности Гейзенберга и ЧЗНУ существуют м ногочис­
ленные различия. Наиболее очевидное р азличие состоит в том, 
что теория динамических систем есть феноменология на  макро­
скопическом уровне, в то время как малость постоянной 1i 
( кванта действия) ограничивает действие принципа неопреде­
ленности Гейзенберга микроскопическим уровнем. Тем не менее 
и в том и в другом случае  речь идет об идентификации вну­
тренних пределов науки и тем самым ее силы. Существование 
этой силы неоспоримо, но она ограничена в самом математи­
ческом смысле слов&. Теория динамических- систем по мере сво­
его развития обнаруживает способность находить пределы 
сферы своей собственной эффективности, что отнюдь не три­
виально и отнюдь не лишено интереса». 



ПРИЛОЖЕНИЕ А 

ЛО КАЛ Ь Н Ы Е  Б ИФУР КАЦИ И  КО РАЗМЕР НОСТ И 1 

1. ЛОКАЛЬНЫЕ БИФУРКАЦИИ 

В гл . II понятие бифуркации вводится на отдельных приме­
рах - в контексте параметрических осцилляторов и осциллято­
ров с вынуждающей силой. Но это понятие более фундамен­
тально : оно имеет основополагающее значение для целой обла ­
сти математики, известной под названием теории бифуркаций 1 ) . 
В данном приложении мы сформулируем основные положения 
этой теории .  

Рассмотрим автономный поток на  R n : 
Х = F11 (Х), Х Е Rn. 

Этот nоток зависит от некоторого множества параметров, пред­
ставляемого символически буквой Jl,  выбранной в качестве ин­
декса правой частц F (если существует k параметров, то f..( Е R k) . 
Ими могли бы быть Ra и Pr в эксперименте по тепловой ко Е­
векции ;  Pr ,  Ь и r в модели Лоренца ;  концентрация реагента 
[Х] (), объемный расход J и темп'ература Т в химических реак­
циях и т. д. Решения системы алгебраических уравнений 

F11 (X) = O 

являются неподвижными точками потока,  т. е. особыми точ­
ками сопр�женного векторного поля, или стационарными со­
стояниями- физической системы. Разумеется, поток имеет и дру­
гие решения иной природы, например периодические решения. 
В пространстве параметров существование данного решения 
может быть проележена с помощью гр афика, описывающего 
зависимость решения от !l: решение -как  функция параметра !l 
называется ветвью решения. Точка в .пространстве параметров, 
от которой расходятся несколько ветвей, называется точкой би­
фуркации. 

Часто по причинам,  связанным с существующими методами 
анализа ,  мы вынуждены ограничиться рассмотрением непосред� 

1) Теория бифуркаций берет начало в работах Анри Пуанкаре по систе­
мам дифференциадьных уравнений в начале этого столетия. Термин «бифур­
кация» был предложен Пуанкаре для обозначения ситуации, когда из данного 
решения рождается несколько решений. 

20 П Берже и др. 
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ственной о�рестности бифуркаЦИи. Основная идея состоит в том. 
чтобы вывести наиболее существенные свойства,  сохраняя в 
разложении в ряд Тейлора только члены низшего порядка. Та­
кая процедура не является слишком серьезным ограничением� 
ее наиболее заметным следствием является в принциле некото­
рое суЖение области пр�:�менимости наших выводов. Такое ло­
кальное математи'Jеское описание называется лоtсальными би­
фурк,ациями в отличие от глобальных бифурк,аций. Это озна­
чает,  что мы р ассматриваем малую окрестность данного реше­
ния, а не то, что происходит на конечном расстоянии от него. 

1 1. КОРАЗМЕРНОСТЬ 

Хотя размерность . k пространс:гва параметров зависит от 
рассматриваемой задачи, мы хотим развиrrь общий подход, сво­
бодный от ограничений. возникающих в связи с конкретными 
условиями .  Имея это в виду, мы определяем к,оразмерность би­
фурк,ации как наименьшую р азмерность простр анства, парамет­
ров; в котором может происходить такая бифуркация. Пояс­
ним это понятие на примере трехмерного пространства пара� 
метров (k = 3) . Геометрическое- место точек в пространстве 
пара'метров, удовлетворяющих векоторому условию, например­
потери устойчивости решения, в общем случае имеет вид по­
верхности Q (рис. А. 1 , а) .  Почти любая прямая р пересекает 
эту поверхность : двигаясь по Прямой D (размерность 1 ) ,  м ы  
в конце концов пересекаем поверхность Q и наблюдаем соот­
ветствующую бифуркацию. В этом случае мы говорим, что на­
блюдается бифуркация коразмерности 1 .  Если мы наложим не 
одно, а два условия, то они выполняются только вдоль лин'ин 
пересечения L двух поверхностей Q1 и Q2, соответствующих вы­
бранным нами двум условиям. Априори произвольная линия не 
имеет шаыса пересечься с L: чтобы пересечь линию бифурка­
ции коразмерности 2 (рис. А. 1 ,  6) , мы должны двигаться вдоль 
поверхности (размерность 2) . 

' 

Сказанное выше для случая k = 3 легко обобщается на  лю­
бое другое значение k путем простой замены слов «простран­
ствq», «поверхность» и т. д. словами «гиперпространство», «ГИ­
перповерхность» и т. д. Таким образом, существенным элемен­
том является не само значение размерности k, а коразмерность, 
т .  е. минимальное число параметров, которые необходимо варьи­
ровать для того, чтобы наблюдать бифуркаЦию определенного -
типа.  Исследование бифуркаций при этом упрощается,  так как 
используются только г�ометрические свойства соответствующего 
пространства и не учИ'Гывается конкретная размерность про­
странства параметров. Кроме того, поскольку характ�ристи�и 
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каждого типа бифуркации (диаграмма ,  свойства )  устанавли­
ваются без явной ссылки на какие-либо специфические условия, 
результаты приобретают совершенно общую приложимость. 

Pz 

Р.а 

P.z 

'Рис. A. l .  Коразмерности бифуркаций в тр�хмерном пространстве параметров. 
а - одно простое условие обычно соответствует заданию некоторой поверх­
ности Q . Произвольпая линия D пересекает эту поверхность (кроме исключи­
тельных случаев) . Следовательно, для того чтобы обнаружить бифуркацию, 
достаточно двигаться вдолQ линии D. Именно поэтому о такой бифуркации 
принято говорить как о бифуркации коразмерности один ; б - два условия, 
соответствующие поверхностям Ql и Q2, одновременно удовлетворяются 
только вдоль их линии пересечения L. Иенулевую вероятность пересечения 
с линией L имеет тоЛько поверхность (не изображенная на нашем рисунке) . ,  
Именно поэтому о бифуркациях, возникающих н а  линии, говорят ��:ак о би- . 

фуркациях коразмерности два.  · 
Ради простоты мы рассмотрцм только локальные бифурка­

ции коразмерности 1 ,  отсылая читателя, который заинтересуется 
бифуркациями коразмерности 2 и ,  3, к более специа,льным кни­
гам и статьям. 

20* 
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1 1 1. СУПЕРКРИТИЧЕСКИЕ БИФУРКАЦИ И КОРА3МЕРНОСТИ 
1 НЕПОДВИЖНЫХ ТОЧЕК 

Математики доказали, что при весьма общих условиях ло­
кальное исследование бифуркаций коразмерности 1 неподвиж­
ной точки может быть сведено к нескольким архетипам.  Точнее 
говоря,  было доказано, что существуют разложения в ряды и 
замены переменной, такие, что вблизи неподвижной точки по­
ведение системы описывается небольшим числом дифференци­
альных уравнений, зависящих от одного параметра ,  который мы 
обозначим через J.t· ИнтуитивнQ это заключение кажется доста­
точно разумным для бифуркаций - коразмерности 1 .  Более уди­
вительно то, что в фазовом пространстве также достаточно 
только одной переменной. Под действием преобразований, пере­
водящих неподвижную точку в начало координат, уравнения 
принимают одну из классических н,рр.мальн,ых форм. Ограни­
чиваясь третьим порядком, мы перечислим кратко четыре наи­
более часто встречающиеся формы, представленные в табл. 1 .  
Поскольку типичные случаи собраны, описаны и проанализиро­
ваны, нам достаточно решить, какой из :них соответствует рас­
сматриваемой проблеме, и обратиться к имеющейся полнОй (ло­
кальной) теории. 

Таблица /. Бифуркации коразмерности l неподвижных точек 

Нормальная фор>о�а 
(суперкритическаЯ )  

X = J.& - X2 
X = J..LX - x2 
X = !J.X - х 3 

z = (J..L + iy)z - z lzl2 

х- веществеиная перемениая; 
z - комплексиая перемеииая; 
t.L - расстояние от точки бифуркации ;  

. t - мии мая единица; v- произвольпая постоянная .  

Н азвание бифуркации 

Седло - узел {или точка возврата� 
Транскритическая (или со сменой 
устойчивости) 
Типа вилки 
Хопфа 

1 1 1 .  1 .  Бифуркации седло - узел х = f..t - х2 

Стационарное решение имеет вид х = + -y'J;. Оно опреде­
лено только при J.t > О и впервые возникает при J.t = О. При 
J.t < О решение не существует (ни устойчивое, ни неустойчивое) . 
В результате мы получаем бифуркационную диаграмму, изо­
браженную на рис. А.2. 
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1 1 1 . 2. Транскритическая бифуркация : х = J.LX - х2 
1 

Два стацион�рных решения х = О  и х = /.1. сосуществуют. 
Нетрудно видеть,· что решение х = О устойчиво при /.1. < О и не­
устойчиво при /.1. > О, а для решения х = /.1. все наоборот; в точке· 

х 

\ ' "" ... 
... ... 

.. ... .. 
.. ... 

... .. .. ..  .. ..  _ 
Рис. А.2. Схема бифуркации седло - узел. Неподвижн�я точка расположеню 
в начале координат (х = О, J.t = О) . Из точки бифуркации выходят две ветви· 
стационарных состояний : одна устойчивая (сплошная жирная линия) , другая 
неустойчивая (штриховая линия) . Вертикальные линии соответствуют сило-

вым линиям векторного поля. Стрелками, указано направление. 

! ' 
1 

� .  

Рис. А.З. Схема транскритической бифуркации. 

бифуркации эти два решения обмениваются устойчивостью 
(рис. А.З) .  

1 1 1 .  3. Бифуркация типа вилки :  х
· 

= J.LX - х3 

Стационарные решения в этом случае имеют вид х = О  и 
х = + -v11 ( последние два решения определены только при 
/.1. > О) . З аметим,  что эта нормальная форма инвариантна отно-



.3 10 Приложеине А 

сительно преобразования х -+ (-х) . Каждый раз ,  когда задача 
мечуветвительна к симметрии относительно отражения (напри­
.ыер , образование · конвективных валов РБ при первой конвек-

х 

Р.ис. А.4. Схема бифуркации типа вилки. 

р.· 

Рис. А.б. Схема · бифуркации Хоnфа . На этой диаграмме имеется доnолни­
тельное измерение у. Стрелки указывают наnравление силовых линий вектор­

ного поля. 

-тивной неустойчивости) ,  следует ожидать нормальную форму 
этого типа. Ее бифуркационная диаграм ма представлена на 
,рис. А.4. 

1 1 1. 4. Бифуркация Хопфа: z = (J& + i v ).2 - z l z l 2 

, На этот р аз z - комплексная переменная, а у - произволь­
вая константа, которая не играет роли бифуркаци�нного пара-
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метра. Заметим,  что эта · нормальная форма является комплекс­
ным эквивалентом . нормальной формы бифуркации типа вилки. 
Чтобы найти решения, удобно перейти-к веществе�ным перемен-­
ным, используя прямоугольные или полярные координаты. По­
лагая z = х + iy, приводим нормальную форму к следующему· 
виду: х = [JJ. - (�2 + у2)] х - уу, 

у = vx + [JJ. - (х2 + у2)] у. 

Помимо решения z = О (т. е. х = у = О)  существует другое ре--
'шение, для которого 1 z 1 2 не зависит от времени : 

· 

Это условие определяет н� плоскости (х, у) окруJКность радиу­
сом .Yi! (рис .  А.5). 

IV. СУБКРИТИЧ ЕСКИЕ БИ ФУРКАЦИИ 

Все нормальные формы, рассматриваемые в предыдущем 
разделе, являются cynepкpuтuчefKUMU (называемыми _ такJКе · 
нормальными) . Под этим мы _  понимаем, что нелинейвые член ы. 
х2 и х3 оказывают действие, противополоJКное неустойчивости, 
обусловленной членом : низшего порядка. Возьмем фoprv:y х = 
= J.kX - х3• При малых х мы моJКем сохранять только линей­
ный член. Получаемое тогда решение х = ехр (JJ.t) расходится · 
на бесконечности при !J. > О. Но решение полного уравнения не­
расходится экспоненциально, так как линейный член компенси­
руется членом -ХЗ, который возрастает слишком быстро для 
того, чтобы им моJКнЬ было пренебречь. Записывая · уравнение 
к виду 

мы видим ,  что нелинейвый член вызывает «насыщенИ'е» эффекта· 
линейной неустойчивости при х2 = JL. , · Однако ничто не мешает неливейному члену низшего по­
рядка оказывать на решени� дестабилизирующее действие. 
В этом случае· бифуркация называется субкритической,, а иногда' 
обратной. Все перечисленные выше нормальные формы могут 
быть сделаны субкритическими : для этого достаточно лишь 
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Рис. А.б. Схемы субнритических (или обратных) бифуркаций . 

г 

.а) .t = р. + х2; б) .t = р.х + х2; в) i = р.х + х3; г) z = (р. + iy) z + z J·z· l 

изменить знак неливейного члена .  В результате мы получаем 
-бифуркацибнную диаграмму на  p!JC. А.6. 

V. Б ИФУРI(АЦИИ I(ОРАЗМЕРНОСТИ 1 ПЕРИОДИЧЕСI(ИХ ОРБИТ 

Естественно спросить, какого рода бифуркации могут проис­
ходить локально не из неподвижной точки, а из периодической 
орбиты. Трудно удержаться от искушения еще больше обоб­
щить предыдущие результаты, особенно если учесть, что сече­
нием Пуанкаре периодической _орбиты является неподвижная 
точка.  Возникает вопрос: как далеко можно провести аналогию 
между неподвижной точкой потока и неподвижной точкой се­
чения Пуанкаре. Можно предсказать, что соответствующая ма­
тематическая задача могла  бы оказаться трудно разрешимой. 
Действительно, чтобы определить, где теория возвр ащается 
в плоскость сечения, нам потребовалось бы проинтегрировать 
ур авнения вдоль орбиты. Но теория Флоке (см.  р азд. IV. 3. 1 )  
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позволяет обойти эту трудность и заняться исследованием ли­
нейной устойчивости периодической орбиты без необходим�сти 
прослеживать эволюцию потока шаг за шагом.  Мы можем за­
ключить, что собственное значение может пересечь единичную 
окружность на комплексной плоскости тремя возможными спо-
собами .  

· 
Если пересечение происходит в точке + 1 ,  то теория не слиш­

ком отличается от той, которая была развита выше дJiя непод­
вижных точек потока. Нормальная форм-а , топологически экви­
валентная нормальной форме 'бифуркации седло-узел, предста­
вима в виде 

i = x + р. - х2, 

где член х введен собственным значением + 1 .  АналогиЧно су­
ществуют нормальные формы, приводящие к бифуркациям типа 
вилки и транскритическим бифуркациям .  

Когда собственное значение, равное -1 ,  приводит к потере· 
линейной устойчивости, эта ситуация не имеет аналогов среди 
бифуркаций неподвижной точки потока. Для этого случая необ­
ходимо развить свой особый подход, как мы сделали в гл. VI I I .  
На этот раз  бифуркация приводит к возникновению орбиты 
с удвоенным периодом через субгармоническую неустойчивость. 
Бифуркационная диаграмма  совпадает с диагр аммой бифурка­
ции типа вилки (см .  р ис. А.4) , но поведение решения радикально 
отличается. После субгармонической бифуркации периодическое 
решение попеременно посещает обе ветви. С другой стороны, 
после выбора одной из ветвей, или геометрического места то­
чек, в случае бифуркации типа вилки устанавливается одно и 
только одно решение. 

Наконец, если потеря устойчивости обусловлена пересече­
нием единичной окружности двумя комплексно-сопряженными 
собственными значениями,  то возникает явление, которое напо­
минает бифуркацию Хопфа и часто так называется, несмотря 
на некоторые р азличия между этими двумя бифуркациями. 
В сечении· Пуанкаре неподви:Жная точка заменяется множеством 
точек на кривой, напоминающей предельный цикл .  Однако наш 
анализ нуждается в уточнении, 1;ак как эта кривая сама не  яв­
ляется тр аекторией и траектории пересекают ее весьма необыч­
ным образом.  Именно здесь становится существенным число 
вращений и его рациональность- или иррациональность. Эти во­
просы рассмотрены в приложении В ,  посвященном квазиперио­
дичности и синхронизации (затягиванию частоты) .  



ПРИЛОЖЕИНЕ Б 

ПО КАЗАТЕЛ И ЛЯ П УН О ВА 

1. ОПИСАНИЕ 

Чем быстрее расходятся траектории на аттракторе, тем труд­
i!ее следить за эволюцией хаотического потока. Именно по­
этому мы пытаемся оценить или измерить скорость разоегания 
·траектории. Величина , используемая как мера расходимости 
-траекторий, называется - показателем Ляпунова или числом Ля-
пунова 1 ) . ' 

Чтобы продемонстрировать важность этой величины, рас­
смотрим поведение траектории вблизи решения ф (t) потока : 

�� = Р (ф) . 

Без огран'ичения общности мы будем рассматривать трехмер-
1:1ЫЙ поток ф ( t) = (Х ( t) , У ( t) , Z ( t) ) и воспользуемся в качестве 
пример а  моделью Лоренца (приложение Д) . Линеаризуя поток 
относительно ф (t) , получаем уравнение, описывающее эволюцию 
разности, котор.ую мы обозначим через бф (t) : 

().i. - дF 1 ().4. У", � дФ Ф (t) У" ' 
где дF fдф - матрица, которая зависит как от потока, так и от 
рассматриваемого частного решения. Для решения X (t) '· Y ( t) , 
Z{t)  модели Лоренца получаем .-

-Pr Pr О 
:: \Ф <t> = - Z(l) + 1 - 1  -X (t) 

У (t) X (t) -ь 
Проинтегрировать уравнение (Б . l ) аналитически, за  исключе­
нем особых частных случаев, невозможно. Однако его всегда 
можно проинтеГрировать численно и найти матрицу L ( t ) , та-
�ю. �  

, 

fJф (t) = L (t) fJф (0), 

1 ) Иногда оба термина используют как синонимы. В более точной версии 
под показателем Ляпунова понимают натуральный- логарифм числа Л япуно-
ва. - П ptu.t. пере в. 

· 
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где бф(t) - решение уравнения ( Б . l ) ; соответствующее на�аль� 
н ому смещению бф(О ) . В силу предыдущего соотношения L (О) = 
= 1 .  Для т-мерного' потока м атрица L имеет р азмеры т Х т 
И т собственных значений. 

Это очень напоминает теорию Флоке лИнейной устойчивости, 
периодической траектории .  Процедура имеет те же корни :  ли­
нейный анализ поведения в окрестност� траектории.  Но если 
в теории  Флоке нас интересует только то, что происходит через 
один период Т при движении по замкн,утой орбите, то в данном 
случае это ограничение снимается. Если собственные значениЯ 
матрицы Флоке дают инфор мацию о линейной устойчивости пре­
дельного цикла,  то собственные значения матрицы L дают ин­
формацию об эволюции в окрестности траектории, которая от-. 
нюдь не обязательно должна замыкаться на себя. 

Вместе с тем уравнения (Б . l )  легко интегрируются анали­
тическими, если производпая дР fдф не зависит от времени 1 ) и 
ее собственные значения - чис�а (возможно, комплексные) Л1 , 
Л2, Л.3• Мы приходим к матрице L (t ) , которая диагональна в си. 
стеме координат; образованной ее собственными �екторами :  1 1 

А1 О fiЛ,t О О 
L (t) _= 

о Аз 
Пусть L + - матрица, эрмитово-сопряженная с матрицей L. След 
произведения L+L равен : - . 

Tr (L + (t) L (t)) = е(д2-f:д�) t + е(д2н;) t + /дзн;) t .  

При во�растании t показат�ль с наибольшей вещественн�й 
частью Л в конце концов подавляет два остальных члена ;  по-. 
этому 

- 1 Л = lim 2t lп  [Tr (L + (t) L (t))J. 
�-+ оо - , 

Это выражение позволяет най:ги наибольшую вещественную 
часть Х:, не прибегая к обы'чным методам определения собствен­
ных значений, что весьма важно с практической точки зрения, 
поскольку '[ определяет долговременное поведение системы. По­
nытаемся обобщить полученное выражение на не столь частные 
ситуации. 

1) В нелинейнам потоке так будет только в том случае, если само реше� 
ние Ф (t) стационарно, в чем можно убедиться, исходя непосредственно из 
уравнений модели Лоренца. Хотя это не сооТВетствует Интересующей нас 
проблеме эволюции вблизи траектории, изучение такой гипотезы тем не менее 
полезно для дальнейшего. · ' 
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В большинстве случаев матрица дР fдф зависит от времени 
и матрица L (t) не представима  в таком просто м виде, как 
выше. Для этого существуют две причины:  во-первых, собствен­
ные значения матрицы дР fдф не постоянны и, во-вторых, мат­
р ица L н.,е диагонализуема в фиксированной системе отсчета.  
Однако мы можем по-прежнему определить величину 

' 1 Л.IФI = l im 2t lп [Tr (L + (t) L (t))] , t -+ oo  
поскольку · так  называемые мультипликативные эргодические 
теоремы гар антируют существование этого предела для широ­
кого круга ситуаций. Этот предел называется показателем Ля­
пунова ( или числом Ляпунова ) , соответствующим решению 
-tJ. (t). Он выражает , тот факт, что при больших временах раз­
ность бф возрастает или убывает в среднем экспоненциально 
в зависимости от того , положительна или отрицательна вели­
чина Л. IФI ·  

1 1 .  А НАЛИЗ ПРОСТЫХ СЛ УЧАЕВ 
Из многих возможных вариантов сосредоточим внимание на  

трех случаях, которые легче понять, так как  матрица дF fдф 
(и ,  следовательно, L) диагонализуема в фиксированной си­
стеме  координат. 

Если дР fдф имеет постоянные собственные значения, то соб ­
·ственные значения матрицы L ( t) имеют вид e'Jo.lt , где Л.i не за ­
висят от  t при любых i ;  поэтому Лн 1  действительно является; 
наибольшей вещественной частью 1) ' собственных значений Л.i. 

В качестве второго случая рассмотрим матрицу дР fдф , со­
ответствующую умножению на скаляр а, который стохастически 
флуктуирует во времени ' (эффект «мультипликативного шума») . 
Так как в этой ситуации 

Ь·ф (t) = а (t) Ьф (t), 
t . 

ьф �t) = ехр [) dt' � (t')] Ьф (0), 

матрица L ( t) вырождается в скаляр : 
t 

Iп L (t) = � dt' а (t'). 
о 

1 ) Матрица L имеет на самом деле т собственных значений, или показа­
телей, каждое из которых соответствует поведению в .одном из собственных 
направлений. Но :данный метод вычислений позволяет выделить только одно 
собственное значение - с наибольшей вещественной частью. 
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Рассмотрим среднее значение этой величины 
t 

ln L (t) = � dt' а (t') . 
о 
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Если статистический ансамбль, по которому мы вычисляем сред­
нее, стационарен (не зависит от времени) , то эргодическая тео­
рема 1 ) позволяет заменить a. ( t'') средним а по (не зависящему 
от времени) ансамблю : 

In L (t) = а (t) 
и поэтому 2) 

л1Ф1 = а. 
Обобщая, можно утверждать, что, когда дР fдф и L диаrе­

нализуемы в фиксированной системе отсчета , матрично� урав­
нение (Б . l )  принимает вид 

/)j( (t) = А  [ф (t)] бХ, 

бУ (t) = в [ф (t)] бУ, 
бi (t) = С  [ф (t)] бZ ,  

\ 
где А, В и С ...:.._ собственные значения (по предположению ве-
щественные) матрицы дР fдф в фиксированной системе отсчета. 
Решения известны: 

t 
бХ (t)

' бX (O) exp [} dt' А [ф (t')]] . 

1 ) Эргодическая теорема по существу утверждает, что ecлlf x (t)  - зави­
еящая от времени случайная велИчина с р аспределением вероятности Р (х) , 
то среднее функции f (x)  по времени для реализации x (t) не зависит от вре­
мени и р авно : 

(j) = � f (х) Р (х) dx = f .  
2 ) Более подробные вычИСJ1ения показывают, что если a. {t) не имеет « п а ­

м яти», то при больших временах 
(ln L (t))2 = ii2t2 + ct, 

где коэффициент с зависит от д�;�ойной корреЛяции a. (t) при малых временах, 
т. е. от величины а (t 1 ) - ii) - (а (t2) - ii). В свою очередь корреляция за­
висит только от разности 1 t1 - t2 l , если, как сказано выше, а. - стационар­
ный случайный nроцесс. При большой р азности 1 t1 - tz l корреляция стре­
мится к нулю, так как a. (t1 ) и а. Ц2) nри этом становятся независимыми 
случайными величинами и (а (t)  - ii) = О. Таким образом,. nри больших вре­
мена� среднее ii (t)  функции L (t) статистически определено с точностью до флуктуаций порядка t-1tz. 
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где величина Х выбрана нами в направлении собственного ·век­
тора с наибольшим в среднем собственным значением.  По­
скольку нас интересует поведение бХ при больших временах, 
а не мгновенные. значения этой случайной величины, наше вни-
мание привлекает величина · 

t 
_!_ 1 n / оХ (t) 1 = _!_ \ dt' А [ ф (t')] t оХ (О) t J . ' о 

Эргодическая теорема, о которой м:ы уже упом инали,/ утверж­
дает, что если (А ) - среднее величины А [ф) по множеству зна­
чений ф, то <А > есть и среднее по времени. Следовательно, 

и поэтому 

1 t 
l im + � dt' А [ф (t')] = (А), t� oo 0 

' 
. 1 1 ох (t) 1 (А) = I 1m 7 In оХ (О) . t � oo  , (Б.2) 

Нас интересует среднее значение логарифма отношения 
1 бХ ( t) /бХ (О) 1 ,  а не среднее значение самого отношения потому, 
что логарифм флуктуирует гора�до слабее и п�этому его сред­
нее значение имеет больший физический смысл. Чтобы щ)оде­
монстрировать это, разделим интервал,  по которому проводится 
интегрирование, на множество интервалов длиной •· где • ­
характерная длина корреляции для А [ф ( t') ] .  Пусть N - число 
таких интервалов. Тогда 

t N 
� dt' А [ф (t')] R< т z= Ai , 

о . i '=  1 

где A i - среднее значение А по одному из малых интервалов. 
Заметим, что At с различными индексами статистически неза­
висимы, так как длина интервалов меньше длины корреляЦии. 
Этому разложению показателя в сум му соответствует р азложе­
Н!fе экспоненты ,в произведение: 

t N 
Е (t) = ехр � dt' А [ф (t')] R< П �i •  

о i= l  
(Б.·З) 

·где ·pi. ( = ехр (•A t ) ) образуют '.последовательноеть из N незави­
симых множителей. 

Предположим теперь, что �i с равной вероятностью прини­
мают значения 1 /2 и 1 .  В ычислим среднее и среднеквадратич-
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ное значения Е ( t) : 
· . 

l ( l )N ( 3 )N · (E (t)) =2ff 2" + 1 = 4 , 

l ( l  )N ( 5 )N (E2 (t)) = 2ff 4 + 1 = 8 . 
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Отношение среднего квадрата к квадрату среднего значения 
равно 

(Е'! (t)} _ (�)N (E (t)}2 - 9 . 

При очень больших N это отношение та�же становится очень 
большим. Следоват�льно, нескольких очень больших значений Е 
достаточно для того, чтобы средний квадрат (f;2) . был гораздо 
(>ольше 1) , чем квадрат ср�днего значения (Е)2. Это означает, 
что распределение вероятности случайной величины Е с ув�и­
чением N испытывает сильный разброс: мы показали, что за­
даваемая выражением (Б .З)  величина Е сильно флуктуирует при 
больших N. Как показывает приведенный в примечании пример,  
мы можем ожидать, что выбор среднеГо значения логарифма 
величины Е будет гораздо более «разумным». Именно так и 
nроисходит: экспонента от среднего логарифма случайной вели�  
чины E (t) дает наиболее вероятное значение E (t) . Тем не ме­
нее не следует упускать из виду, что со временем отношение 
j бХ ( t) /бХ (О ) 1 ·сильно флуктуирует относительно наиболее ве­
роятного значениЯ. В частности, ero всегда мо�но умножить 

1 ) Чтобы показать правдоподобность такого заключения, приведем про­
стой числовой пример. Рассмотрим случайную величину Х, принимающую зна­
чение 1 с вероя1:ностью 99,9 %  и значение 1 000 с вероятностью 0, 1 %. Сред­
нее значение такой величины Х равно 0,999 · 1  + 0,00 1 · 1 000 � 2, а ее 
-средний квадрат равен 0,999 · 1  + 0,00 1 · 108 � 103• Это показывает, что · 
средний квадрат величины Х гораздо ,чувствительнее к присутствию ·редких 
больших флуктуаций, чем ее среднее значение. Наш пример показывает так­
же, что для сильно флуктуирующей случайной величины среднее значение 
утрачивает свой смысл. Действительно, утверждение о том, что среднее вели­
чины Х равно 2, мало что говорит о распределении этой величины. Гораздо 
-более содержательным было бы утверждение о том, что наиболее вероятное 
значение Х равно 1. Нетрудно показать, что это наиболее вероятное значение 
может быть найдено из среднего значения логарИфма :  

(lg Х) = 0,999 · ,О + 0,001 • 3 � 0,003. 
Следовательно, 

10<\g Х> � 1 ,  

что н требовалось показать. I(ачественно полученный результат объясняется 
тем, что логарифм является очень медленно возрастающей функцией своего 
аргумента. Таким образом, большие флуктуаци& слуЧайной величин�:r� )[ иска­
жают статистику lп J X I  Гораздо меньше, чем статистику I X I  и тем более Х2• 
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на коэффициент �i. который будет уменьшать (или увеличивать) 
отношение в 10  раз  по истечении, интервала времени 't. Следо­
вательно, если 

(ln Е (t)) � t'A, t � oo  

то  м ы  не можем заключить, что 
(Е (t)) � e'At, 

t � oo  _ так как  отношение (Е  ( t) ) ;ем испытывает по кр айней мере ко­
нечные флуктуа,ции и,  следовательно, не стремится к постоян­
ному пределу, как того требует последнее равенство. 

1 1 1. МЕТОДЫ ОПРЕДЕЛ ЕНИЯ 

Определяющее сщ>тношение · (Б .2 )  имеет большое практиче­
ское значение, так как лежит в основе некоторых алгоритмов 
определения 'A I ФJ по данным экспериментального измер ения 
бХ ( t) . Принцип состоит _ в следующем : предположим,· что мы 
свели непрерывную экспериментальную динамику к отобР.аже­
нию пер во г() возвращения х --+- f (х) , также экспер иментальному, 
в некотоj>ОМ конечномерном фазовом пространстве (на практике 
'R 2 или R3) . От этого экспериментального отображения мы мо­
жем с помощью какой-нибудь численной процедуры 1 ) перейти 
к аналитическому представлению отображения f. После того 
как это сделано, нам остается только найти число Ляпунова 
аттрактора, порождаемого пр иближенным аналитическим ото­
бражением f. Для этого мы вdспользуемся непосредс�венно 
определением. Выберем последовательность из N итераций 
(xt , х2, . . . , X1N) и вычислим произ,ведение матриц Якоби 

N 
JN = П �� lx . ·  i - 1 � 

Так как при каждой итер ации вектор флуктуаций умножается 
(в линейном приближении) на м атрицу Якоби дffдх lxi ' после N 

1 )  Как видно из рис. VI.  24 и Vl. 25, сечения Пуанкаре некоторых а т­
тракторов напоминают аттрактор Энона. Поскольку аттрактор Энона возни­
кает в преобраэовании, явно зависящем от двух вещественных чисе.1 а и f\, 
мы пытаемся определить значения параметров а и , � в экспериментальн:)Й 
ситуации. Для этого можно воспользоваться, н апример,  методом н а им еньших 
квадратов, т. е. минимизиров ать сумму L / Xi + l - F а, 11 (Xi )  j2 по 1_1 и f\, где 
F a, l\ - преобразование Энона, а X i - упорядоченная последовательность 

экспериментальных точек. 
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итераций получаем 

бхN = ддf 1 . . .  ддf 1 бх1 = JN бх1 • Х XN Х 
х 1 
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Среднее по времени (соответствующее непрерывному времени)  
ваменено средним по числу N итераций, и показатель Ляпунова,  
который требуется найти, равен ' 

'А =  l im 2� ln [Tr (JtJN)] ,  N-+oo 
где J N заменяет матрицу L ( t) . Ясно, что такой метод лучше 
всего р аботает, когда f может быть сведено к отображению 
прямой на себя. З аметим также, что показатель Л безразмерен,  
в то время как рассмотренная ранее величина (А ) имеет р аз­
мерность частоты (обратного времени ) . Для перехода от (А) 
к 'Л достаточно умножить (А )  на среднее время между двумя 
пересечениями траектории  с nоверхностью сечения : показатель 
Л есть скорость р асхождения траекторий за «средний период» 
(и ,  следовательно, безр азмерен ) , тогда как (А ) есть скорость 
расхождения траекторий в единицу времени. 

При численном моделировании нелинейных потоков опреде­
ление наибольшего показа:геля Ляпунова осуществляе:rся непо­
средственно, если имеется доступ к адекватным вычислитель­
ным средствам.  Исходя из вычисленного выше решения ф ( t) , 
мы можем с помощью численного интегрирования уравнения 
(Б . l ) найти матрицу L ( t )  и ,  пользуясь определением, оценить 
ЛrФI · Подчеркнем, что, согласно эргодической теореме, для этого 
не требуется предположения о диагонализации матрицы дР fдф. 
Это было сделано для модели Лоренца с Pr = 10 ,  Ь = 8/3 и 
п�раметром r, близким к порогу перемежаемости Гi (см.' гл. IX) . 
Мы видим ,  что в этом случае  (см. рис. IX. 1 5) наибольший по­
казатель Ляпунова возрастает как квадратный корень из r - ri 
(это подтверждает одно из предсказаний теории перехода че­
рез перемежаемости) . Другим примером служит модель Рёс­
слера ,  введенная в гл. IV [уравцение ( 1 1 ) ] .  При фиксированных 
значениях 'параметров а и Ь ( а = Ь = 0,2) м ы ·  варьируем тре­
тий параметр с и численно интегрируем поток. Мы получаем 
несколько режимов, одни из которых пер иодические, другие 
хаотические. На рис. Б. 1 ( гр афике наибольшего отличного от 
нуля показателя как функции параметра с )  видно, что i при­
нимает положительные значения, а они соответствуют расхож­
дению траекторий на аттракторе. 

С другой стороны, когда мы ста.пкиваемся с решением ф ( t) , 
полученным ·экспериментально, вычисление показателя Ляпу-

2 1  П. Берже и др. 
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нова становится гораздо более деликатной задачей из-за по-· 
грешностей в измерениях и неизбежного экспериментального­
шума. Если предположить, что ф ( t) флуктуирует в векотором 
статистическом ансамрле, то  теоретически возможно найти ин ­
тервал времени [ t1 , t2] ,  на котором реализация (т .  е .  определен-

- q 1 г--------------------------�с�.-------------------� "" ' 

t 

I.Хаотичесхий 
1 ре.жи.м 
1 н 
1 
1 
1 
I G  
1 
1 1 

с -

Рис. Б . 1 .  Наибольщий отличный от нуля показатель Х модели Рёсслера как 
функция параметра с [уравнение ( 1 1 )  из первой части нашей книги] .  Поло-
жительные значения показателя � свидетельствуют о расхождении первона­
чально близких траекторий на аттракторе (чувствит�льной зависимости от· 
начальных данных) .  Непрерывная кривая проходит через 300 отдельно вы­
чисЛенных точек (а :::; Ь = 0,2; параметр с принимает значения из интервала 

[2,5; 6) ) .  
Из работы Дж. Кратчфилда, д: Фармера, Н. Паккарда, Р .  Шоу, Г. Джонса ' и Р. Дж. Доннелла.  

ная последовательность значений) величины ф ( t) сколь угодно 
близка к опорной реализации, заданной на интервале времени 
[t�, t�] такой же · длины. Для этого необходимо удовлетворить. 
условию близости траекторий в начальный момент времени. 
Сравнивая поведение системы между t2 и t�,' м,ы можем прийти-
к заключению о р азличии в эволюции между соседними траек­
ториями. Конкретная трудность такого подхода проистекает от 
того, что показатель Ляпунова отражает 'средний эффект :  еле-
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довательно, для получения его статистически значимого сред­
него значения необходимо произвести многочисленные сравне­
ния 1 ) . 

JV. ХАРАКТЕРИСТИКИ АТУРАКТОРА 

Для хаотического решения ф ( t ) , связанного , со странным 
аттрактором, ЧЗНУ означает существование положительного 

Рис. Б.2. Знаки nокавателей Ляnунова для аттракторов р азличных типов в 
трехмерном фазовом пространстве. Нетрудно узнать аттракторы,  описанные 
в нашей книге: предельный цикл Ван дер Поля (е = 0,4) и аттрактор Ло-

Jfенца (r = 28) . 

показателя Ляпунова Л.[ФJ . Это - пр'ямое следствие среднего 
расхождения соседних траекторий. Следовательно, получение 
положительного показателя Ляпунова есть верный лри3нак 

1 ) Для определения наибольшего показателя Ляпунова по эксперимен­
тальным временным рядам предложено несколько алгоритмов. Судя по от­
сутствию- значительного прогресса, удовлетворительного результата пока до­
стичь не удалось. Именно поэтому мы не излагаем здесь эти nопытки. 

21*  
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хаотического режима. Вычисляя по определению показатель Ли­
пунова периодического или квазипериодического решения, м ы  пэ­
лучаем Л.IФJ = О . Если решение устойчиво, то любое смещение, 
«перпендикулярное» траектории, со временем убывает, и ,  следо­
вательно, соответствующие собственные значения м атрицы L 
всегда меньше единицы. С другой стороны, смещение вдоль са­
мой тр аектории не затухает и не усиливается ; оно эквивалентно 
просто сдвигу начальной точки х0• Инвариантность такого сме­
щения во времени выражается существованием постоянного соб­
ственного значения А, р авного единице, которое в этом случае 
больше всех остальных собственных значений. Следовательно, 
наибольший показатель Ляпунова Ai р авен нулю. 

Обобщая эти простые рассуждения, естественно идентифи­
цировать аттракторы по знакам показателей Ляпунова Л.i. Для 
трехмерного потока это приводит к р езультатам, представлен­
ным в таблице. Все перечисленные в ней аттракторы изобра­
жены на р ис. Б.2. 

Т и п  аттрактора 

Неподвижная точка 
Предельный цикл 
Тор Т2 
Странный аттрактор 

Знаки показателей Липунова 

(-.-.�) 
(0,-,-) 
(0,0,-) 
(+,0,-) 



ПРИЛОЖЕНИЕ В 
С И Н ХРО Н ИЗАЦ ИЯ О СЦИЛЛЯТОРО В  

1 .  ОБЩИ Е СВЕДЕНИЯ 

Проблема синхронизации связанных нелинейных осциллято­
ров требует для своего решения сложных и глубоких математи­
ческих теорий и привлекзет внимание великих умов, начиная 
с Пуанкаре. В настоящее время ее можно считать решенной, 
но крайней мере с точки зреJIИЯ физика. Мы не собираемся про- · 
водить здесь исчерпывающий анализ огромного объема накоп­
ленных значений, для которого нам потребовалось бы вводить 
сложные понятия из анализа, топологии и теории чисел, и огра ­
ничимся изложением наиболее важных практических результа­
тов теории.  

Если говорить не слишком строго, то можно утверждать, что 
в синхронизации осцилляторов существуют две компоненты. 

а) Во-первых, необходимо иметь два или более независимых 
осцилляторов, описываемых, например, двумя уравнениями 
Ван дер Поля с различными значениями параметр а 8,  и иметь 
возможность связать их (позднее мы поясним на· примерах, что 
имеется в виду под связью) . · · 

б)  Во-вторых, необходима диссипация. В противном случае 
мы имели  бы гамильтонову систему, для которой связанные 
осцилляторы (по крайней мер е частично ) описываются так на­
зываемой теорией КАМ 1 ) . 

Наиболее известным примерам синхронизации является дви­
жение Земли и Луны. Вращени,е Лунl>J вокруг своей оси синхро­
низуется с ее обр ащением вокруг Земли, поэтому мы всегда 
видим обращенную к. нам одну и ту же сторону Луны. С точки 
зрения математики это затягивание частоты простейшего типа 
1 : 1 ,  так как оба осциллятора имеют одинаковую частоту. Фи­
зическая интерпретация двух осцилляторов в случае движения 
Луны очень проста : одно твердое тело вращается с постоянной 
частотой ·Вокруг оси инерции, а другое обращается по кеплеров­
екай орбите. Механизм связи �ежду этими двумя осцилляторами 

1 )  Теория названа в честь ее  создателей Колмогорова, Аонольда и Мо­
зера. Было бы неверно утверждать, ЧТО в теории связанных осцилляторов 
все до конца понятно. · 
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гораздо менее очевиден и имеет двоякое происхождение. Во-пер­
вых, р аспределение масс на Луве обладает определенной 
асимметрией (Луна сферически несимметричltа ) . Во-втор ых, эта 
асимметрия связана силой ньютонощ:кой гравитаЦии ' с  анало­
гичной асимметрией, ,вызываемой на Земле распространением 
приливов. Несмотря на малую интенсивность, эта связь приво­
дит к весьма важным последствиям, поскольку вызываемые эф­
фекты накапливаются на протяжении длительного периода вре-

- мени ( ситуация, часто встречающаяся в астрономии ) .  Затуха­
' ние  обусловлено трением приливной волны о Землю (о конти­
ненты и о морское дно) . Величину силы трения можно оценить 
по запаздыванию между приливом и вызывающим его притя­

. женнем Луны. Следует заметить, однако, что создание количе-
ственной теории приливов все еще остается делом будущего. 

Можно привести много других примеров синхронизации·. Ин­
туитивно ясно, что для_ синхронизации  осцилляторов с близкими 
частотами Достаточно слабого взаимодействия. Например ,  из­
вестно, что если просто положить R_ядом на стол два экземпляра 
механических наручных часов одной _ модели, то механическая 
передача толчков от одной пары часов к другой обеспечивает их 
синхронизацию. Нельзя не вспомнить и биологические примеры :  
цир кадные р итмы, синхронизованные со  сменой дня и ночи, и 
более курьезные явления, такие, как синхронизация менстру­
альных циклов у женщин, живущих повседневно общающейся 
группой. _ 

Многочисленные примеры синхронизации мы находим в ·  ок­
ружающих нас р азл'ичных механических и электрических коле­
'бательных устройствах. Так, субгар моническая неустойчивость 
параметрического осциллятор а означает, что между частотами  
собственных колебаний и вынуждающей силы · имеет место 
арифметическое соотношение (см. гл. I I ) . Процесс синхрониза­
ции того или иного рода часто лежит в основе точных методов 
измерения и регистрации : гетеродин в радиотехнике, но�иус 
в механике, муар в оптике. Само слово «синхронизация» стало 
достоянием широких кругов ' общества и в повседневной речи 
употребляется в смысле одновременности событий, происхо�я­
щих далеко друг от друга, а не совпадения частот. 

1 1. АНАЛ ИЗ П РОБЛ ЕМЫ 

Теоретический подход к явлению синхронизации, которого 
мы qудем здесь придерживаться, · основывается главным обра­
зом на исследовании отображения Пуанкаре на окружности. На­
помним кратко взаимосвязь между .  синхронизацией и диффео-,... морфизмами на окружности. 
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а )  Теория Флоке устойчивости периодических траекторий . 
токазывает, что бифуркация Хопфа происходит, когда два комп­
лексно-сопряженных собственных значения матрицы устойчи­
вости пересекают единичную окружf!ость· .  на комплексной · пло­
скости при изменении .  управляющего параметр а. Бифуркация 
Хопфа  является суперкритической, когда слабо нелинейные эф­
фекты стабилизируют траекторию в окрестности бывшей перио-

.дической траектории, которая сохраняется, но становится ли­
нейно неустойчивой. В обще:vr случае r - диаметр малой окруж­
ности тор а ( меридиана) ,  а е - упр авляющий параметр [в точке 

с 

•Рис. В. ! .  Сечение Пуанкаре потока на торе ТZ. На этом рисунке показано, 
ка\', зная поток н а  -..аре, построить соответствующее сечение Пуанкаре для 
окружности С на торе. Траектория, выходящая из точки х на окружности С, 

пересекает окружность С снова в точке f (х) . 

>бифуркации е = О; при е < О предельный цикл вдоль большой 
"окружности (параллели) линейно устойчив;  при е > О он ли­
нейно неустойчив . и поэтому не является более предельным цик­
.лом] . Если чара'метризация с помощью е «общего положе­
ния» 1 ) , то вьшолняется закон подобия r :::::::: в 1 12• 

Вывод теории бифуркаций, которым мы воспользуемся, со­
·стоит в том, что по крайней мере в окрестности суперкр итиче­
.ской бифуркации Хопфа существует поток, для которого аттрак­
тором является тор Т2• 

б) Поток на Т2 (рис. B. l )  определяет отобр ажение Пуан­
каре  (или диффеоморфизм)  со следующими свойствами :  

1 )  отображение непрерывно и дифференцируемо; 
2)  оно отображает окружность ТI ( или одномер ную сферу 

.S 1 ) на себя. 

1 )  Это не исключает некоторых частных случаев, рассмотренных Арноль­
.дом. Они возникают при в = О, когда собственные значения матрицы Флоке 
'tl!вля�тся просты ми корнями из единицы, например ехр (,±2:ni/3 ) и ±i. 
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Окружность удобно пара метризовать с помощью криволи­
нейной координаты, «развертывая» окружность в единичный 

а f(x} 
1 

б 

1 1 
1 1 
1 
1 1 1 1 - - - - - - - - t- -1 1 

1 

1 1 
1 1 .х 

f(.x) 
l(.x) =f'(.x)+ 1 

• 

.:r e R 

Рис. В.2. Представление двух непрерывных обратимЬiх отображений в прямо­
угольной системе координат. а - отображение f окружности на  себя описы­
вает поток на  торе как сечение Пуанкаре этого потока (см. рис. В. 1 ) .  К:а­
жущиеся разрывы в точках О, 1 и Хо устраняются, если вспомнит'!>, что как 
на оси абсцисс, так и на оси ординат О и 1 соответствуют одной и той же 
точке на разрезе развернутой окружности; б - второе отображение f {x) 
х Е R построено по отображению f и может быть использовано для опреде 

дения чисда вращений Pif] на торе. 

интервал [О , 1 ] . При этом точки О и 1 соответствуют одной и 
той же окружности. После этого диффеоморфизм можно пред­
ставить отображением х -+ f (x) интервала  [0, 1 ] на себя, та­
ким,  что f (x) E [O, 1 ] , f (O ) = f ( 1 ) и прообр аз f-1 (x) каждой: 1 
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точки единствен. Последнее свойство связано с тем, что рас­
сматриваемые потоки однозначно обратимы. График отобра•  
жения f (х) в прямоугольной системе координат имеет кажу­
щийся разрыв (рис .  В.2) , возникающий из-за невозможности 
представить циклическую координату на плоском графике. Ус­
ловие непрерывности Диффеоморфизма  на окружности состоит 
в том, что если f (xo. + 0 ) = 1 ,  то f (xo - 0) = 0 и f (O ) = f ( 1 ) = 
= х1 , как показано на рис.  В.2,  а. Отображение f обратимо, 
€сли условие (df/dx) > О выполняется всюду [возможно также 
неравенство (dfldx) < О, но рассматривая вместо f двукратную 
итерацию f о f, мы снова возвращаемся к случаю (dffdx) > О] .  

ПринЯв все сказанное за  отправно.:й пункт, исследуем свой­
ства диффеоморфизмов на  окружности, аналогичных диффео­
морфизму на рис. В.2, где изображено отобр ажение первого 
возвр ащения потока на торе . (см .  рис.  В. 1 ) . Существенным эле­
ментом анализа является_,. число вращений отображения f, обо­
значенное через Prr! ' - еще одн� понятие, введенное Пуанкаре. 

1 1 1. Ч И СЛ О  ВРАЩ Е Н И Я  ' 
Чтобы понять, какой смысл имеет число вращений, рассмот-

рим сначала простейшую из возможных функций f, удовлетво­
ряющих · условиям, которые наложены на отображение первого 
возвращения - поворот окружности на  постоянный угол а.: 

х - {х + а} . 

где {у} - дробная часть числа у. Здесь а - Произвольное поло­
жительное вещественное число, которое меньше или равно еди­
нице. Исходя из этого отображения, м ы  можем затем опреде­
лить другое отображение, которое непрерывно и переводит R· 
в себя, с помощью простого сдвига : 

х - у + а, x E R. 

Мы видим,  что при О < х < 1 второе отобр ажение порождает 
либо {х + а.} +  1 ,  либо, {х + а.} . Итерируя это отображение п. 
раз ,  получаем 

x<nJ = x + na, 

откуда находим значение а. :  
xn а =  l im - . 

n � oo  n 

С помощью аналогичного построения мы  можем определить. 
угол поворота любого диффеоморфизма на S 1 , представленного. 
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отображением х -+ f (х) . Первый этап состоит в построении по 
.отображению f диффеоморфизма f на R , которЫй относится к f, 
как х + а к {х + а} . Пусть ха - точ·ка из tO , 1 ] , такая, что 
,f (ха) = 1 .  Определим f (х),, просто полагая (рис. В.2 ,  6) ,  что 

а) 1 (х) = f (х) при О < х :::::;;; х0; 
б) 1 (х) = f (х) + 1 при ха < х <: 1 ;  
в )  при всех остальных значениях х Е R диффеоморфизм 

J (х) полностью определяется условием периодичности f (х + 
+ n) = f (х) + n, где n - целое число .  

Нетрудно проверить; что если f (x) = {x + a} , то f (x) = x +  
+а, и что в общем случае f (x) наследует от f (x) свойства не­
nрер ывности и обратимости. Число вращений по определению 
>есть величина 

. f<n) (х) 
P !tJ = l tm , 

n�oo n 

т де r<n> (х) есть п-я итерация отображения ;. 

(B .l) 

Число вращений не зависит от выбора начальной точки х. 
В этом можно убедиться, если учесть, что, поскольку f моно­
тонно возрастает, f (х) и, следовательно, ;<n> (х) изменяются са­
,мое большее на единицу, когда х принИмает значения, заклю­
ченные между О и 1 . Следовательно, «ост'аток», обусловленный 
выбором точки х в определении Рш • составляет лишь l fn � пра-

. вой части соотношения ( В . 1 )  и обращается в нуль в пределе 
-больших n. 

Важность числа вращений . обусловлена главным образом 
тем, что . величина Рш инвариантна относительно сопряжения. 
В векотором смысле число вращений полностью описывает диф­
феоморфизм f ( за  исключением того случая, когда Pm обла- .  
дает «исключительными» арифметическими свойствами) . Под 
сопряжением мы понимаем изменение параметризации (или за­
мену переменной) окружности. Пусть х -+ С (х) - иреобр азова­
ние координат, где С - обратимое отображение интервала [0, 1 ]  
н а  себя. В результате иреобразования координат С диффеомор­
физм f переходит в отобр ажение 

f'c = C- 1 o f o C, 

где о означает композицию функций. Мы можем построить по 
С иреобразование координат с на R, такое, что - - - 1 - -

fc = C o f o C, 

где операция ,....., расширяет диффеоморфизм на S1  до диффео­
морфизма на R, определенного выше. 
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Ясно, что 
-(2) - 1 - - - 1 - -
fc = С - o f o C o C - o f o C , 

.а поскольку композиция функции и обратной функции есть тож­
.дественное- отображение:  

- - - 1 С о С  = 1 , 
.мы получаем 

1�> = с- 1 о 1<2> о с 
и в общем случае 

1�) = с- 1 о гп> о с. 

Используя определение числа вращений, можно показать, -что 

P[fc] = Рнi • 
.а это доказыва�т инвар иантность р отt�осительно сопряжения, 
т. е. р не изменяется при произвольнам прообразовании коор ­
динат х -+ С (х) . 

Важность числа вращений проистекает из обращения сле­
дующего свойства :  если два диффеоморфизма на S1 имеют одно 
и то же иррациональное число вращений, то существует преоб­
разование координат С (х) , связывающее их сопряжением. До­
казательство этог,о утверждения сложно и- основано на нетри­
-виальном испол�зовании алгебраических свойств р1,1 , а поэтому 
мы не будем останавливаться на нем. 

Таким образом, мы видим различие между двумя типами си-
7уаций : в одних случаях plfl рационально (сопряжения, вообще 
говоря, не существует) , в , дРУГИХ: иррационально (сопряжение 
существует) . "I:акое заключение часто считают «нефизическим»,  
так как оно придает решающее значение природе потока на 
торе и алгебр аическим свойствам числа вращений. Мы подробно 
рассмотрим,  к каким физическим следствиям приводит такое 
р азличие после того, .как выясним,  какие математические след· 
ствия из него проистекают. 

IV. РАЦИОНАЛ Ь НОЕ Ч ИСЛО ВРАЩЕНИЯ, СИ НХРОН ИЗАЦИЯ 

. Заглядывая вперед, мы можем утверждать, что случай,  
когда число вращений plfl р ационально, важен, поскольку со-
ответствует синхронизации двух частот вращения по большой 
и малой окружности тора  (см. р ис. B. l ) . Пусть Pm = {pfq} 
(р, q - целые числа) . Прежде всего мы можем огр аничиться 
случаем plfl = О .  Действительно, используя определение числа 



332 Приложеине В 

вращений, можно показать, что 
P[ t <kJ] = { kplfl } '  

а поэтому 

P[t<q>] = { q : } = {р} . О. 
Покажем теперь,  что если число вращений равно нулю, то­

уравнение f (х) = х имеет в интервале [О, 1 ]  по крайней мере· 
один корень. Если  бы это было не так, то (поскольку интервал .. 
[0, 1 ] компактен) для l f (x) - x l должна была  бы существовать 
нижняя граница ;� и верхняя граница �', такие, что О < � < 
< 1 f (х) - х 1 < �' < 1 .  Следовательно, расстояние между гра­
фиком функции f (х ) и- диагональю (или гр афиком любой из: 
функцИй х + n) всегда было бы больше, чем min (� ,  1 - �') . От­
сюда мы заключаем,  что 

О < inf (�, 1 - �') < P!f! < 1 - inf (�_, 1 - �'-) < 1 , 

а это противоречит гипотезе, согласно которой Рrп = О. Следо­
вательно, уравнение f (x) = х имеет на S 1 по крайней мере один 
корень. Мы можем доказать более сильное утверждение :  при 
общем выборе ото9ражения f, такого, что p[f] = О, отображение 
х -+  f (х) имеет по крайней мере две неподвижные точки, из ко­
тор ых одна устойчивая, а другая неустойчивая. Это свойство 
лучше всего доказывать графически. Рассмотрим случай,  когда 
fi (x) - х имеет корень между О и точкой хо, удовлетворяющей 
ур_авнению f (xo - 0) = 1 , и f (O ) = xi > O  (как на рис. В .З ) . 
Тогда функция f (x) - х положительна между О и Ха ( наимень­
шим корнем уравнения f (х) = х) и обращается в нуль в точке 
Ха . Если (df7dx) lx-x =F 1 , то график функции f (x) не касается - а 
диагонали в точке Ха и при значениях х, чуть больших Ха, функ.:.. 
ция (f (x) - х) отрицательна. Так как при х = х0 функция (f (x) ­
- х) снова положительна, между Ха и Хо заведомо существует 
второй корень хь функции ( f (х) - х) . Это общая ситуация в том 
смысле, что мы приняли только одно предположение: 
(dffdx) lx-x =f= 1 . Обобщение этого рассуждения показывает - а 
что корни функции (f (x) - х ) встречаются парами,  если каж� 
дую точ�у �асания графика функции f (x) и диагонали считать 
за  два корня. . 

Выясним, что происходит при итерации отображения х -+  
-+ f (x) . Корни функции  (f (x) - х ) являются неподвижными точ­
ками итер ации. Рассмотрим  простейший случай, когда ( f (x) - ,  
- х) имеет в интервале [0, 1 ] только два корня Ха и х ь ,  таких, 
что О < Ха < хь < х0 (см.  рис. В .З ) . Каким будет резу�ьтат 
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;итерации Х -+  f (x) ? Так как О < (df/dx) lx-x < 1 ,  Ха - устойчивая - а 
неподвижная точка, а так как (df/dx) lх=хь = Хь > 1 ,  Хь - не-
устойчивая неподвижная точка. Применяя изложенные в гл. IV 
графические методы, мы видим,  что при всех начальных точках 
итерации отображения f сходятся к Ха , за исключением того 
случая, когда в качестве начальной точки мы выбираем неустой­
чивую неподвижную точку хь. 

f(x) 

О Ха хь .хо 1 
Рис. В.3.  Итерации отображения на  окружности х ..:;.. f (х) .  Существуют две 
неподвижные точки : Ха (устойчивая) и хь (неустойчивая) . Итерации всех 

начальных условий на [0, 1 ] , кроме х = хь, сходятся _к точке Ха. 

Если Ха и Хь в действительности совпадают с одной и той же 
точкой касания графика · функции f (x) и диагонали, то итера­
дии отображения f всегда сходятся к той же точке касания. 
В этом случае · заключительная фаза сходимости к неподвижной 
точке происходит медленнее, чем в том случае, когда 
(df/dx) lx=xa < 1 . 

Напомним, что по предположению число вращений равно 
нулю 

а ) либо потому, что отношение р f q - целое число и тогда по 
определению 

Pif J  = {p/q} = О, 
б) либо потому, что мы р ассматриваем q-ю (а не первую) 

итерацию отображения ( f<q> ) , испольЗуя сравнение по модулю 
единица, входящее в определение числа вращений 1 ) . \ 

1 ) Этот случай соответствует затягиванию частот с отношением 1 : 1 (как 
вращение Луны вокруг своей оси и ее обращение вокруг Земли) . Период 
вращения по малой окружности тора кратен периоду вращения по большой 
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( 
Если р и q - взаимно простые (т. е. не имеющие общего. 

делителя ) целые ЧИСЛа ,  ТО, как f.!ЗВеСТНО, отображение , Х -+­
-+ f<q> (х) имеет по крайней мере одну пару неподвижных точек,. 
поскольку plfl = О. Но что можно сказать о самом отобр аже­
нии f? Пусть х - одна из неподвижных точек отображения f<q> • .  
Показатель q - наименьшее число, такое, что f<q> (х) = х. Дей­
ствительно, предположим , что существует целое число q* < q,. 
для которого t<q*) (х) = _х . Тогда число вращений отображения 
t<q*J было бы равно нулю, а число вращений отображения Г 
было бы вида р* / q* . Это противоречит предположению о том,. 
что в отношении р j q числа р и q взаимно простые. :Кроме того, 
q последовательных итераций точки Х, т. е. 1f (Х) ,_ . . . , f< q> (Х) ,. 
образуют последовательность точек _ (Х1 ,  Х2, • • •  , Xq) на S1 , на­
зываемую q-циклом и :гакую, что 

Х1 = f (XJ- I); Х1 =I= Xk, 1 < j < k �  q, 
где индекс j берется по модулю q, так что , Х1 = f (Хq) .  По-­
скольку f<q> имеет две неподвmжные точки, существуют по .край-­
ней мере  две такие последовательности (с периодом q) ,  одна· 
из которых неустойчива . В нейтральном случае, когда график: 
отображения f<t1> касается диагонали в точке Х1 1 [ а  также в точ­
ках Х2, Хз , . . . , Xq, поскольку производпая (dfjdx) f<q> прини-­
мает в каждой точке последовательности одно и ·  то же значе-­
ние] , обе последовательности совпадают� В остальных с-лучаях 
между любыми двумЯ точ_ками устойчивой последовательности 
всегда найдется одна точка неустойчивой последовательности,. 
и наоборот. Таким образом, устойчивая· последовательность при­
тягивает все начальные точки, за  исключением точек неустой­
чивой последовательности. Обобщая Эти р ассуждения, можно­
показать, что если существуют другие последовательности, устой-­
чивые или неустойчивые, то они также им�ют период q. 

Если отображение Пуанкаре х -+  f (х) имеет устойчивый: 
q .. цикл, то соответствующий непрерывный поток имеет предель­
ный цикл . Устойчивая траектория системы пересекает себя 
после q оборотов и, следовательно, является простой замкнутой 
кривой. Спектр Фурье состоит из л иний на частотах, кратных 
пекоторой основной частоте. Мы говорим,  что это синхрониза­
ция, поскольку две основные частоты, соответствующие движе­
ниям по большой и м алой окружности тора ,  связаны между 

окружности. Сводя: поток на торе к диффеоморфизму на окружности, мы 
не можем различить, сколько оборотов (один, два или больше) по большоИ 
окружности совершила траектория между двумя последовательными пере­
сечениями с малой окружностью. Следовательно, с точки зрения диффеомор­
физма на S1 отношения двух периодов движения определены только с точ­
ностью , до целого числа. • 



Синхронизация 'осцилляторов 335 

собой рациональньiм  отношением. Однако при очень больших q 
основной период становится очень длинным, а так как расстоя­
ние между соседними• линиями спектр а Фурье порядка I jq, ана­
лиз спектра может стать затруднительным и даже невозмqж­
ным, поскольку неизбежный экспериментальный шум у�еличи­
вает ширину л иний (см .  гл.  1 1 1 ) . 

V. И Р РАЦИОНАЛЬНОЕ Ч И СЛ О ВРАЩЕ Н И И, 
КВАЗИПЕРИОДИЧ ЕСКИ И Р ЕЖИМ 

Изложение в этом р азделе неизбежно должно ' быть более 
сухим из-за математических трудностей, связанных с анализом 
в случае иррациональных чисел вращений. Мы уже говорили 
О·  том, что два диффеоморфизма f и f' на S1 называются соnря­
женными, т. е .  связанными заменой переменной , если их числ а  
вращений равны ИJ ирр�щиональны. Это позволяет н а м  рассмот­
реть только простое вращение х � {х + Рт} - В теории чисел 
существует множество результатов, имеющих отношение к вра ­
щениям на ирращщнальные углы. Один из важных результатов 
состоит в том, что если число се иррационально, то последова­
тельные образы х, {х + се} ,  {х + 2сс} , . . .  , {х + пес} постепенно· 
покрывают окружность непрерывно и равномерно. Соответствую­
щая траектория всюду плотно наматывается на тор без само-
пересечени�. · ' 

В анализе Фурье такой непрерывной временной последова­
тельности мы обнаружим две р азличные угловые частоты ffi1 tr 
ffi2,  соответствующие периодам вращени5,1 по большой и м алой. 
окружности тор а . Так как отношение этих двух угловых частот 
иррационально, квазипериодический сигнал обнаруживает ( ап­
риори, так как осцилляторы не гармонические) всюду плотное 
бесконечное множество пиков на всех частотах J n1ffi1 + n2ffi2 i . 
где n1 , n2 ...:_ целые числа (см. гл. 1 1 1 ) . Строго говоря, несколько 
более сложная .. ситуация возникает, если иррациональное отно­
шение ffi1/ffi2 «слишком близко» к рациональному. Такая ситуа ­
ция, хотя и вызывает восторг у математиков, по-видимому, не 
играет особо важной роли в физике (см. юtже) . 

VI. СТРУКТУР НАЯ УСТОИ Ч И ВОСТЬ И С И НХРОНИЗАЦИЯ, 
с:ЧЕ РТОВА Л ЕСТ Н И ЦА» 

До сих пор м ы  огранщчивались анализом явлений, исходя из 
арифметической природы числа  вращений. Было показано, что 
если число вращений ирраЦионально, то происхоДит синхрониза­
ция, а если оно ирр ационально, то возникает квазипер иодич­
ность. Чтобы продвИнуться дальше, нам необходимо ' оценить 
относительную важность этих двух ситуаций. Следует ли 
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считать синхронизацию, соответствующую р ациональному числу 
вр ащений, ·  чем-то исключительным, как рациональные числа 
в множестве вещественных чисел? Из работы М. Хер мана мы 
знаем, как отвечать на такоrо рода вопрос, требующий нетри­
виального анализа,  поскольку мы находимся в рамках весьма 
общего подхода и не используем индивидуальные особенности 
выбр анной модели.  С этой точки зрения следует отметить два 
.особенно замечательных свойст�а. 

1 )  Синхронизация - явление струrстурно устойчивое, чем 
(в принципе) и объясняется его относительная универсальность. 

2) Вариация числа вращений как функция управляющего 
пар аметра в общем случае имеет своим графиком «чертову ле­
стницу». 

Эти два утверждения заслуживают обоснования и более под­
робного объяснения. 

VI. 1.  Структурная устойчивость синхронизации 

Предположим, что число вращений р ационально (например,  
равно нулю) .  Тогда в стандартном случае график отображения 
х -+  f (х) пересекает диагональ в двух точках. Если мы, изменяя 
управляющий параметр , слегка деформ ируем отобр ажение f, то 
две точки пересечения останутся (по крайней мере в том слу­
чае, когда возмущение не слишком велико) . Именно это мы и 
имеем в виду, когда говорим  о структурной устойчивости, кото­
рую не следует смешивать с динамической устойчивостью в ее 
.обыч'ном смысле (т. е. с устойчивостью относительно изменения 
начальных данных) . Пока число точек пер есечения остается 
р авным двум, .  число вращений сохраняет свое нулевое значение. 
К аналогичному результату мы придем всякий р аз,  когда чдсо!lо 
вращений будет р ациональным. Следовательно, Pm• когда оно 
р ационально, есть константа на открытых интервалах значений 
упр авляющего параметр а.  

Концы этих интервалов соответствуют нейтральным ситуа­
циям, когда график функции if (x) касается диагонали. Здесь 
также число вращений равно нулю, но бесконечно малое изме­
нение упр авляющего параметра может привести к отрыву гра ­
фика f (x) от диагонали и, следовательно, к изменению числа 
вращений (см.  гл. IX) . 

VI. 2. «Чертова лестница» 

Число вр ащений Pm есть непрерывная функция отобр аже­
ния f и, С.iJедовательно, любого непрерывного параметр а 'Л, ха­
рактеризующего f. Следовательно, изменение величины p!fl как 
функции параметра 'Л имеет весьма  необычный вид: каждый 
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раз, когда р проходит через рациональное значение, в графике 
р (Л) появляется горизонтальная ступень, так как эта функция 
постоянна на открытом интервале значений параметра Л. Но 
это еще и непрерывная функция параметра Л. 

Пусть 1 и 2 - два интервала значений параметра Л, на ко­
торых р принимает рациональные значения p,jq, и P2/Q2 
(рис. В.4) . Тогда заведомо существует другой интервал 3 зна­
чений Л,  расположенный между 1 и 2, на котором р = Рз/Qэ, где 
p3jq3 - любое р ациональное число , заключенное между P1/q1 и 

p(.i\.} 

--- --- - - - - - - - - --- - - ..,.....---� 

-------------� ---- 1 1 

1 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

а z 
Рис. В.4. Построение «чертовой лестницы». Показана з ависимость числа вра­
щений р (Л) от управляющего параметра Л. На открытых интервалах 1 и 2 
число вращений рационально и равно соответственно P1/q1 и pz/qz. В интер­
вале 3 между интермлами 1 и 2 число вращений равно Pafqз - р ациональ­
ному числу, заключенному между числами P1/Q1 и Pz/Q2· Следовательно. 
функция р (Л) постоянна на некотором открытом интервале значений пара­
метра Л всякий раз, когда она принимает рациональное значение. Оконча­
тельно мы получаем функцию, состоящую из бесконечного числа ступеней, 

которая из>�естна под названием «чертовой лестницы». 

Р2/ q2, например (р , + Р2) 1 ( q, + Q2) .  Та же процедура повто­
ряется для нового рационального числа,  заключенного - между 
p,j q, и Рз/ Qэ (или Р2/ Q2 и РН qз ) , и т. д. для всех интервалов 
значений Л, остающихся между интервалами синхронизации. 
Ось Л. в конце концов оказывается всюду плотно покрытой ин­
тервалами синхронизации. Но это не исчерпывает всех возмож­
ностей : так как функция р (Л.) непрерывна, она должна также 
принимать все иррациональные значения, заключенные между 
любыми рациональными. Иррациональные значения р должны 
вклиниваться между интервалами  синхронизации.  График р (Л) 
образует то, что получило название чертовой лестницы, так как 
между любыми двумя ступенями заключено бесконечно много 
ступеней. Но, естественно, большинство ступеней имеет беско­
нечно малую ширину, так как в любом ограниченном интер­
вале содержится (счетное) бесконечное множество ступеней. 

22 Л. Берже в др. 
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На практике ступени со сколько-нибудь заметной шириной соот­
ветствуют синхронизации с «простым» рациональным числом 
pfq, т. е. с отношением небольших целых чисел, например 1 / 1 , 
1 /2, 2/3 и т. д. 

Возникает вопрос : каково практическое значение иррацио­
нальных значений р? Действительно, для физики· имеют значе­
ние только такие явления, которые имеют иенулевую меру. Дело 
в том,  что для реальной физической системы значение Л никогда 
точно не известно, и поэтому мы не знаем, располагаем ли точ­
ным значением Л, соответствующим иррациональному числу вра­
щений, или .блиЗким к нему значением из очень узкого интер­
вала синхронизации. Очень разумная точка зрения, позволяю­
щая учитывать экспериментальные «впечатления», состоиlf в 
принятии вероятностного подхода. Иррациональные числа вра­
щений обретают «физический» смысл ( как квазипериадические 
режимы, противопоставляемые режиму синхронизации) ,  если 
значение Л, выбранное случайным образом в интервале (напри­
мер ,  между 1 и 2 на рис. В.4) , имеет шанс <)Казаться соответ­
ствующим иррациональному Рш·  Ответ, данный математиками 
на этот вопрос, можно сформулировать в виде двух утверж-
дений., . 

1 ) Вблизи нормальной (суперкритической) бифуркации 
Хопфа, т. е. в момент, когда в спектре Фурье сигнала возникает 
вторая частота с очень малой амплитудой, два осциллятора 
«игнорируют» друг друга. Это означает, что мы почти заведомо 
находимся вне интервала синхронизации ( несмотря на то что 
интервалы синхронизации расположены всюду плотно ! ) . , 

2) По мере возрастания амплитуды колебаний второго осцил­
лятора, т. е. когда мы покидаем точку бифуркации Хопфа , ве­
роятность оказаться вне интервала синхрон.изации убывает и 
обращается в нуль при значениях управляющего параметра, 
превышающих некоторое критическое конечное значение. Как 
было показано в гл. !VII,  это значение такое, что �рафик ото­
бражения х -+ f (x) имеет точку перегиба с горизонтальной ка­
сательной. 



ПРИЛОЖЕНИЕ Г 

МОДЕЛ Ь ЛОРЕН ЦА 

1. КОНВЕКЦИЯ РЭЛ ЕЯ - БЕНАРА 

Рассмотрим слой жидкости бесконечной протяЖенности по 
горизонтали, подогреваемый снизу. В приближении Буссинеска 
безразмерные уравнения, описывающие связанный перенос им­
пульса жидкости [через ее скорость v (r, t) ] и тепла [через от­
клонение температуры е (r, t) ] , имеют вид 1 ) 

Pr - l ( �� + v · Vv) = - Vp + 8). + V2v, 

V · v = O, 
д8 дt + v · ve = Ra A.•v + v� 

с числом Прандтля Pr = vfDт и числом Рэлея · 
Ra = (p0gad3/ТJDт) 6T. 

(Г. l а) 

(Г. lб) 
(Г. lв) 

Наличие оператора дифференцирования V по пространствеи­
ным персменным означает, что перед на,ми дифференциальные 
уравнения с частными производными, не слишком удобные в об­
ращении. Следовательно, желательно преобразовать их в какую­
иибудь конечную систему дифференциальных уравнений, т. е� 
в поток (разумеется, в математическом смысле, а не в поток 
жидкости) .  Для этого мы воспользуемся методом Галеркина, 
который можно рассматрИвать как своего рода экстраполяцию 
разложений типа Ландау. Основная задача состоит в том, чтобы 
определить неустойчивые моды, которые надлежит сохранить 
в обрезанном разложени·и, поскольку подход в духе Ландау не 
может удовлетворительно учитывать все иелинейности, когда 
входят флуктуации конечной амплитуды. Несколько правил по­
могают правильно отбирать моды. 

а )  Не следует вводить неустранимые особенности. В пели­
нейной динамике это не всегда легкая задача. Напри·мер , про­
стейшее нелинейвое дифференциальное уравнение 

� - х2 
dt -

1} Здесь мы снова используем обозначения из rn. V, rде читатепь может 
найти все необходимые опредепения. 
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имеет решение 

х (О) 
Х (t) = 1 - tx (О) ' 

которое обращается в бесконечность при t = 1 1  х (О ) , т. е. за ко­
нечное время, если х (О )  > О. Разумеется, для исключения всех 
р асходимастей из исходных уравнений необходимо использовать 
физику задачи. Но для того чтобы произвести вычисления, почти 
всегда необходимо обращаться к тем или иным приближениям 
и очень трудно проследить за тем, чтобы введение приближе­
ний не сопровождалось появлением новых особенностей. 

б )  l(оличественные свойства уравнений должны оставаться 
неизменными, в частности законы сохранения таких экстенсив­
ных переменных, как масса , импульс и т. д. 

в)  Усеченные уравнения следует выбирать как можно ближе 
к исходным. Если мы пытаемся моделировать дифференциаль­
ные уравнения с частными производными, как в случае задачи 
РБ, то желательно взять столько узлов в разностной схеме (или 
столько мод Фурье) , сколько требуется для эффективности вы-
числений . 

' 
Вывод модели Лоренца из уравнений (Г. l )  требует в основ­

ном правил са:. и «б». Что же касается правила «В», то в нем 
выражается требование максимального упрощени·я представле'" 
ния динамики. Апостериори, по крайней мер е  если судить по 
обильному урожаю полученных результатов 1 ) ,  такая процедура 
представляется вполне разумной. 

11.  ВЫВОД МОДЕЛ И ЛОР ЕИЦ.Л 

Самое первое упрощение состоит в том, чтобы считать кон­
вективные валы, возникающие за порогом неустойчи·вости РБ, 
параллельными (рис. Г. l ) .  Тогда вектор скорости любого эле­
мента жидкости перпендикулярен оси валов. Вдоль оси валов 
существует трансляционная инвариантность, поэтому перемен­
вые в уравнениях ( Г. l )  зависят только от двух пространствеи­
ных координат: высоты z И· горизонтальной координаты х, пер -
пендикулярной оси валов (рис. Г. l ) .  . 

Пусть u (x, z, t) и w (х, z, t) - компоненты поля скоростей по 
осям х и z. Тогда уравнение несжимаемости (Г. lб )  запишется 

1 ) Напомним, что перво}lачально ( 1963) Лоренц мамеревалея создать 
хотя бы грубую модель земной атмосферы, которая позволила бы произво­
дить расчеты на бывшем тогда в его распоряжении сравнительно небольшом 
компьютере LPG 30. 
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ди д w  -д + -д = иx + wz = O. х z • 
34 1 

Вводя функnию тока Лагранжа 'Ф (х, z, t) , замечаем, что ур авне­
нию несжимаемости удовлетворяют 

д� д� U = - ifZ = - '\j)z; W =  ::t- д;( = + 'Фх· 

Поле скоростей должно удовлетворять условиям, наложенным 
н а  верхнюю и ни.жнюю поверхности жидкости, задаваемые в 

z 

Рис. Г. l .  Схематическое изображение конвекционных валов при тепловой 
конвекции Рэлея - Бекара .  Все валы прямые, с параллельными осями . Вся 
структура периодична по оси х. Высота валов d по оси z припята за единицу 
длины, поэтому верхняя и нижняя поверхности жидкости определяются урав-

нениями 
z = - 1/2 и z = + l/2. 

Направление градиента температуры противоположно направлению гравита­
ционного поля g. 

единиnах длины d уравнениями z = + 1/2 и z = - 1 /2. Первое 
требование состоит в том, что, не должно быть потока жидкости 
через поверхности : 

w IZ=+ I/2 = о.  
1 )  Мы используем обычные обозначения : 

Ух = ( ;; )z, t "  
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Кроме того, если обе поверхности считаются «свободными» (это 
означает, что мы пренебрегаем силами поверхностного натяже­
ния) , то сдвиговая компонента тензора напряжения должна 
быть равной нулю: 

ди 1 
откуда 

-Т) - - о дz :г - ± 1 /2
- ' 

.2!!... j - о дz 2=± 1 /2 - • 
Нетрудно видеть, что эти условия выполняются, если 'Ф удовлет-
воряет условиям · 

'Ф l:г-± 1/2 = О, 
' 'Фzz lz=± l/2 = О. 

Этим двум условиям удовлетворяет член типа cos (nz) . Так как 
линии уровня функции 'Ф являются линиями тока поля скоро­
стей, они должны адекватно воспроизводить систему валов в на­
правлении оси х. Этого можно достичь с помощью члена типа 
sin (qx) с периодом 2n/q в направлении оси х. 

Используя м�тод Галеркина, мы произвольио ограничиваем 
описание функции 'Ф одним членом:  

'Ф (х, z, t )  = 'Ф1 (t) cos (nz) sin (qx), 

что приводит к следующим выражениям для компонент поля 
скоростей : 

и = n'Ф1 (t) sin (nz) sin (qx), 

w = q'Ф1 (t) cos (nz) cos (qx). 
(Г.2а) 

(Г .2б) 

Запишем теперь уравнение (Г . l а ) для компонент х и z 1 ) : 

Pr- 1 (и, + uu� + wu2) ' - р% + Au, (Г.За) 

Pr- 1 
(wt + uw% + ww2) = - Р:г + !1w + в. (Г.Зб) 

Действуя на уравнение (Г . l а ) оператором rot [вычисляя (д/дz) 
(Г.За) - (дjдх) (Г.Зб) ] ,  получаем 

Pr - l [- (!1'Ф )t + :z (ии% + wu2) - :х (uw% + ww2)] = - 112'Ф - 02, 
(Г .Зв) 

1) А означает оператор Лаппаса в прямоуrопьиых координатах (х, z) : 

A .- vs ... J:, ,+ :;. .  
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где мы воспользовались соотношением 

�·h = - (_2_и - �  w) . � дz дх ' 
Пр идерживаясь метода Галеркина,  мы должны далее вы­

брать произвольную, Н О  подходящую форму для е. Если дано, 
что отклонение температуры е связано с полем скоростей урав­
нениями (Г . l а ) и (Г.Зв) , то естественно наложить на е ту же 
периодичность по х, какой обладает поле скоростей. Именно 
поэтому мы при.нимаем для е такую же зависимость от х, как 
для w (компоненты скорости по оси z) . Кроме того, мы считаем, 
что температур а жестко за;Цана на  двух поверхностях. Это озна­
чает, что отклонение ·температуры е обр ащается на поверхно­
стях в нуль : 

е 'z= .±: l/2 == l) , 
Таким  образом, мы пр.иходим к следующей фор ме для 8 :  

8 (х, z ,  t )  = 81 (t) cos (:rtz) cos (q.x) + 02 ( i )  s i п  (2:rtz) ,  ( Г  .4) 
1 

сог.ласующейся с граничными условиями. Второй член, не за ­
висящий от х, оказывается необходимым, как мы увидим: в 
да.11ьнейшем, для включения хотя бы части нелинейностей си­
стемы ( Г . l ) .  

Подставляя в уравнение (Г.Зв ) приведеиные выше уравнения 
для и,  w ,  'Ф и 8, получаем 

- 1 · qe l 2 2 Pr ol· - (:rt + q' )  ol' l '1'1 = :rt2 + q2 � (Г .5) 

- линейное дифференциальное ур авнение первого порядка 1 ) 
для Ф 1 ·  

Из уравнения теплопроводности (Г. lв )  следует, что 

et + 'Фхеz - 'Фzех = Ra 'Фх + �8. (Г .6 ) 
Величина 'Фхеz - 'Фzех в этом уравнении - наследие нелинейнога 
члена v · V8 в уравнении (Г. l в) ; она р авна 

1i'x8z - 'ФРх = :rtq'Ф1 [- � sin (nz) + 82 cos (qx) (cos (nz) + cos(Зnz))] . 

Подставляя в уравнение (Г.б) выражения для поля скоростей 
(Г .2) и температуры (Г.4) , приходим к уравнению, допускаю­
щему только неконвективные решения ('Ф 1 = 0) . Следовательно, 

1 ) В результате обрезания исходных уравнений за  счет выбора  соответ­
ствующих функциональных форм для 'Ф и е нелинейный член v•vv уравне­
ния ( Г. l а) исчез. 
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вместо того чтобы требовать точного равенства , как мы обычно 
делали, потребуем равенства членов cos (qx) cos (лz) и sin ( 2л:z) 
и пренебрежем членом cos (qx) cos (Злz) . В результате получим 
два ур авнения 

е, = - nq'ljJД + q .Ra 'Фl - (л:2 + q2) е, ,  (Г .7а) 

(Г .7б) 

относительно членов, входящих в cos (qx) cos (л:z) и sin (2л:z) . 
Уравнения ( Г.б) , (Г.7а ) :и, (Г.7б) образуют систему трех обык­
новенных нелинейных дифференциальных уравнений для ампли­
туд 'Фl , е ,  и е2. Удобно произвести замену переменных 

t' = (л:2 + q2) t; х - n.q 'Ф - -1[2 (n.2 + q2) 1 • 

У = 
n.q2 е .  --/2 (n.2 + q2) 1 • 

и ввести два параметра 

q2 4n.2 
r = (n.2 + q2)э .Ra; Ь = n.2 + q2 • 

В результате мы приходим к так называемой модели 

X = Pr (Y - Х), 
Y = - XZ + rX - Y, 
Z = XY - bZ. · 

1 1 1. Н ЕПРОТИВОРЕЧИВОСТЬ МОДЕJIИ 

Лоренца 

(Г .Sа)  

(Г .Sб)  

(Г .Sв) 

Прежде всего убедимся в том, что обрезание не ввело не­
явно в модель какую-нибудь вежелательную особенность. До­
статочно показать, что ни. одно решение уравнений (Г.8) не 
обращается в бесконечность; иначе говоря, что векторное поле 
в R 3  на поверхности, окружающей начало координат и прохо­
дящей на большом расстоянии от него, всюду направлено к на­
чалу. Пусть f (Х, у, Z) = О будет уравнение такой поверхности. 
Необходимое и достаточное условие существования векторного 
поля состоит в том,  чтобы скалярное произведение вектора ско­
рости и нормали, направленной наружу от поверхности, было 
всюду отрицательным: 

Df = Xfx + Yfy + itz < о. 
Подставляя Х, У, t из уравнений (Г.8) , получаем 

Df = Pr (Y - X) fz + (-XZ + rX - Y) f6 + (XY - bZ) fz· 
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Из большого запаса возможных поверхностей f выберем эллип­
соид, уравнение которого имеет вид 

Х2 У2 Z2 
f (X, У, z) = 2Pr + 2 + 2 - (r +  1 ) Z - JL = O 

с произвольно большим JL � О. Подставляя ур авнение эллип­
соида, получаем 

Df = - Х2 - У2 - bZ2 + (r -f- 1)  z)z. 
Из определения поверхности ясно, что при достаточно большом 
JL доминируют квадратичные члены, а членом, линейным по Z, 
можно пренебречь. Следовательно, величина Df всегда отрица­
тельна : ни одна траектория, выходящая из начала координат, 
не может на конечном расстоянии от него уйти в бесконеч­
ность 1 ) . 

Нельзя не отметить еще одно обстоятельство : объемы в фа­
зовом пространстве сокращаются. Это означает ,  что поток, оп­
ред�ляемый уравнениями (Г.8) ,  диссипативен, как и исходные 
уравнения. Сокращение объема следует из того, что поле ско­
ростей имеет постоянную отриuательную дивергенцию : 

ak ar az дХ + дУ + дZ = - (Pr + 1 + Ь). 

Если в некоторый момент t = О  мы р ассмотрим множество на­
чальных данных, занимающих объем Q (О) , то концы траекто­
рий,  выходящих из  точек множества, в момент времени t запол­
нят объем Q ( t) , р авный 

Q (t) = Q (О) ехр [- (Pr + 1 + Ь) t] . 
Таким образом, объем монотонно убывает со временем. Попутно 
заметим, что, поскольку модель Лоренца задает поток в R3, экс­
поненциальное сокращение объема запрещает существование 
аттрактора на  торе Т2, так как в противном случае  объем внутри 
тора сохранялся потоком. Следовательно, в силу своей внутрен­
ней структуры модель Лоренца не может иметь квазипериоди­
ческого решения 2) . 

Наи остается определить волновое число q валов вдоль 
оси х. Так как одна из наших целей состоит в моделировании 
порога конвекции, представляется естественным выбрать (как 

1 ) Приведеиное выше доказательство использует метод, характерный длSI 
модели Лоренца .  Установить регулярность решений нелинейнога потока при 
всех t не всегда так просто. 

2 ) Это свойство является общим для всех потоков в R з  с всюду отри­
цательной дивергенцией. 
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дел а.'! сам Лоренц) волновое число флуктуаций, дестабилизи­
рующих состояние, в котором конвекция отсутствует и передача 
тепла осуществляется только за  счет теплопроводности .  По оп­
ределению такое состояние характеризуется тем, что 

X = Y = Z = O. 

Его л инейная устойчивость :� ависит от эволюции бесконечно ма­
лой флуктуации бХ, бУ и бZ, удовлетвор5!ющей ур апнениям 

бХ = Pr (бУ - бХ), 

бУ = r бХ - бУ, 

бZ = -Ь бZ, 

получающимся при линеаризации потока (Г .8)  относительно 
доконвективного состояния. Компонента бZ всегда затухает, так  
как коэффициент Ь положителен . Что же касается Iюмпонент 
бХ и б У, то они имеют вид 

бХ = бХ0 ехр (at), бУ = бУ0 ехр (ai) ,  

где а - корень характеристического уравнения : 

(а + Pr) (а + 1 ) - r Pr = О, 
или 

а2 + (Pr + 1 )  а +  Pr ( 1 - r) = О. 

Так как Pr > О, мы видим,  что один из вещественных корней 
этого квадратного уравнения становится положительным, как 
только параметр r иревосходит единицу. Следовательно, докон­
вективное состояние линейно неустойчиво при r ;;;.:: 1, т. е. при 

(ns + q2)2 
R.a ;;;;:::: :�· . 

Q r 

Соответствующими флуктуациями на пороге неустойчивости яв; 
ляются такие, которые приводят к минимуму R.a, т. е. такие, при. 
которых правая часть достигает минимума :  

1 q2 _ _ .,.2 -:- 2 • • • 
Следовательно, R.a = 27n4j4 . 

Эти хорошо известные значения впервые были вы�ислены 
Рэлеем. Параметр Ь в этом случае равен 8/3 .  Это значение 
часто используется при численном моделировании системы Ло­
ренца. 
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IV. БИ ФrРI(АЦИО Н НАЯ ДИАГРАММА ( Pr = 10 ;  Ь = 8/З) 
После того как система Лоренца выведена, поток (Г.8) сам 

по себе может быть предметом исследования безотносительно 
к его гидродинамическому происхождению. Поскольку в общем 
случае модель Лоренца не интегрируема ,  ее решения могут быть 
найдены численно с помощью компьютера,  если фиксировать 
три пара метр а Pr, Ь и r. Много исследований было проведено 
с значениями  параметров, первоначально выбранными самим 
Лоренцо м 1 ) : 

Pr = 10 ,  Ь = 8/3, r > О. 

Параметр r, непосредственно связанный с параметром Ra в про­
блеме РБ, т.  е. с приложеннqй р азностью температур , служит 
бифуркационным, или управляющим, параметром.  Совершим 
краткий обзор бифуркационной диагр аммы.  

Стационарные решения по определению таковы, что 

X = Y = Z = O • 
У = Х; Z = � Х2; Х = ± [b (r - 1 )] 112• 

Пр и О :::::;; г ::::; 1 существует только одно решение такого типа ­
чисто теплопроводящее состояние: 

X = Y = Z = O. 
Когда параметр r становится больше единицы, это решение те­
ряет устойчивость. Возникают два стационарных решения :  

X= Y = ± [b (r - 1 )] 112, Z = r - l .  
Мы имеем здесь бифуркацию типа вилки, при которой устойчи­
вая неподвижная точка рождает две другие неустойчивые не­
подвижные точки. Эти результаты -следуют из инвариантности 
потока (Г.8) относительно симметрии 

(Х, У, Z) -+ (-X, -У, -Z). 
Очень простые вычисления подтверждают, что два решения 

при r � 1 линейно независимы. Физически они соответствуют 
наступлению конвекции, и каждое из них связано с одним из 
двух возможных направлений вращения валов. Они теряют ли­
нейную устойчивость при r = 24,74, где каждое решение пре- ' 
терпевает субкритическую бифуркацию Хопфа ;  выше точки 
бифуркации существует только апериодическое решение. Хотя 
строгое математическое доказательство пока отсутствует, по-

1) Были исследованы и некоторые другие комбинации параметро в, в ос­
новном Pr = 1 6, Ь = 4. Для наших целей достаточно результатов, получен­
ных Лоренцам. 
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видимому, мы имеем здесь дело со странным аттрактором.  При 
бифуркации Хопфа наблюдается гистерезис, и при значениях 
пар аметр а r от 24,06 до 24,74 сосуществуют три аттрактора : 
два стационарных решения и стр анный аттр актор ,  который 

," ..... � · - .... ...... 
: \ i�\ ... ... .. 
, 1 1 � 1 • 1 

1 • . 

Страннъtй 
armпpcr.кmop 

состаяние 

Рис. Г.2. Бифуркационная диаграмма для модели Лоренца (Pr = J О,  Ь = = 8/3) . Первая бифуркация (r = l )  - суперкритическая бифуркация типа 
вилки, абуеловенная симметрией (Х, У, Z) --+ (-Х, - У, Z) данной модели. 
Вторая бифуркация (r = 24,7 4) - субкритическая ' бифуркация Хопфа. Вели­
чины, отложенные по оси ординат, изменяются как Х или У. Как обычно, 
штриховые линии соответствуют неустойчивым, а сплошные - устойчивым 

состояниям. ' 
Из диссертации К. Трессера «Простые модели . перехода к турбулентности» 
на звание доктора философии, защищенной в Университете Ниццы в 198 1  г. 

Иногда называется «нестандартным» . Упомянем также о том, 
что метастабильный хаос, о котором шла речь в гл . :VI, полу­
чается при меньших значениях r (до r = 1 3,926) . На рис. Г.2 
схематически изображена бифуркационная диаграмма .  Заме­
тим, что хаос на ней появляется не через потерю устойчивости 
периодической траектории.  Эта мода перехода «Не вписывает­
ею> в один из трех маршрутов , описанных во второй части книги. 

При r Е [24,74; 30, 1 ]  стр анный аттрактор составляет только 
устойчивое решение· потока (Г.8) . Нетрудно понять , почему так 
много математических исследований было выполнено при г = 28, 
т. е. в самом центре этой области. Выше r = 30, 1 и до r � 2 1 4  
диаграмма решений становится необычайно сложной, с чередо-
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ваннем хаотических и периодических режимов, внешне напо­
минающих соответствующие режимы, которые возникают при 

[ �  

r - - - -- ....- - - ,  
1 
1 
1 
1 
1 
1 

1 
1 
1 
1 

Orsнo 1 · 
nepUOtJU.чнocmu. 1 r 

Рис. Г.3. Типичное окно периодичности и процессы, предшествующие его по• 
явлению и исчезновению. Численные эксперименты, с необходимостью ограни­
ченные лишь самыми широкими (по r) окнами, показывают, '!ТО появлению 
окон периодичности всегда предшествует обратный каскад. Прямой субгар· 
монический каскад завершается основным предельным циклом, который впо-

следствии разрушается перемежаемостью типа 1 .  
квадратичном отображении интервала на себя при JL Е [0,892, . . . 
. . . ; 1' ] (см. рис. VI I I .  7) . Имеются веские основания считать, 
что «окон периодичности» бесконечно много. Мы упомянем . лишь 
три самых больших окна 1 ) : 

99,524 . . .  < r < 1 00,795 . . .  , 

1 45 , . . .  < r < 1 66, . . .  , 
2 14,364 . . . < r . .. 

Эти области, как объяснялось в разд. VI I I .  3 .5, являются обла­
стями различных периодических аттракторов. Интересно, что их 
появление и исчезновение подчиняются той последовательности 
событий, которую мы сейчас описываем (см. рис. Г.3 ) . Незадолго 
до того, как действительно начинается окно периодичности, 
наблюдается обратный каскад бифуркаций того типа ,  кото­
рый описан в - р азд. VII I .  3.3. В спектре Фурье шум и, следо­
вательно, хаос монотонно убывают. Обратный каскад сменяется 
прямым субгармоническим каскадом, который заканчивается 
основным предельным циклом, а вся совокупность режимов 

1) Границы окон указаны в соответствии с имеющимися данными. Этим 
(и только этим) объясняется различное число десятичных знаков. 
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в целом составляет окно периодичности 1 ) . Так же, как окну 
пеrиодичности �сегда предшествует обратный каскад (по край­
иен мере  во всех достаточно хорошо изученных случаях) , пepe-

tнr 
о r 

zнr 
1 

СА/ПА 

Memacmllliuлt;mrй C'tnp/%11Нizli1, 
а:аос antmpaкmop 

urr ZНТо�- СА СА 
13,926 U,06 Z4,1f. 

't'ре.ме:нсае.мостr. 11ШI1tt 1 

СА /ПА ПА СА/ПА 

.СА/ЛА 
841 

ПА 
9� 6Z� 100,795 145 166 Z14,8611 r 

Рис. Г.4. Послiщовательность аттракторов в модели Лоренца (Pr = 10 , 
Ь = 8/3) . НТ - неподвижная точка; СА - странный аттрактор ;  ПА - перио­
дический аттрактор (окно периодичности) ; « +» - сосуществование, а «/» -

чередование различных аттракторов. 

межаемость 1 типа каждый раз указывает на его конец 2) .  Когда 
основной предельный цикл утрачивает устойчивость, это проис­
ходит нз-за перехода через точку + 1 одного из собственных 
значений матрицы Флоке. Переход к хаосу при этом осуществ­
ляется от nериодического решения и вписывается в один из сце­
нариев теории. 

Аналитическое исследование модели (Г.8) в пределе боль­
ших значений r показывает,  что последний аттрактор непре­
менно является предельным циклом, и этот вывод убедительно 
nодкрепляется данными численного моделирования. Последнее 
окно ·перирдичности начинается при r = 2 1 4,364, а заканчивается 
обратным каскадом, который начинается при r = 1 97,4 . Прямой 
каскад заканчивается при r = 3 1 3. Выше этого значения пара­
метра r остается только соответствующий основной предель­
ный цикл в качестве устойчивого аттрактора. На рис. Г.4 пока­
заны последовательность аттрактора вдоль оси х и явления, под­
роб�о описанные в других частях этой книги. 

1 ) Подробно эта ситуация была объяснена в гл. VI I I ,  где мы рассматри­
вали субгармонический каскад, встречающийся при квадратичном отображе­
нии интервала на себя. Для восстановления той же nоследовательности 
(прямого каскада, за которым следует обратный каскад) достаточно выбрать 
в качестве бифуркационного параметра J.t какую-нибудь убывающую функ­
цию от r, например 1/r. 

2) Перемежаемость I типа была открыта и исследована при численном 
моделировании с r > 1 66. 



ПРИЛОЖЕНИЕ Д 
МАТЕМАТ ИЧ �СКИЕ ДО ПОЛ НЕН ИЯ 

I. _ МАТРИЦЬI 

Мы опишем здесь некоторые свойства квадратных матриц, 
иллюстрирующих основы теории матриц Флоке в том числе, 
в каком они встречаются в различных частях нашей книги. 

1 .  1. Общие сведения 

Пусть So - начало координат в сечении Пуанкаре устойчи­
вого предельного цикла и пусть S1 , S2, . . . , Sп - последова­
тельность точек пересечения траектории, первоначально близкой 
к предельному циклу. 

--- -· 

1 
1 

У fu' 

Рис. Д. l .  Две системы координат Sox' и S0y' - два собстве11Ньiх направления 
матрицы (если она имеет действительные собственные значения). 

Выясним,  как S2, . . .  , Sn можно получить из S1 в зависи­
мости от типа используемого отображения. Пусть (SoX, S0у) ­
прямоугольная система  и пусть х1 и у1 - координаты точки S1 
(рис. Д. l ) .  Рассмотрим линейное преобразование, определяю­
щее координаты образа S2 · точки St : 

{ х2 = ах1 + Ьу1 , 
S2 

У2 = СХ1 + dyl 
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и в общем случае п-я итерация Sn: 
{ Xn = axn- 1  + bYn- 1 • Sn 

Уп = CXn- 1 + dYn- 1 · 
�атрица А1 этого линейного преобразования имеет вид 

А1 = [ :  : ] .  
и мы можем написать 

Обычно вычисление матрицы A1n-1 сопряжено с громоздкими  и 
трудными выкладками.  Однако мы можем в общем случае 
найти другую систему коордИнат (х', у') и два числа Л.1 и Л.2 
(которые могут быть комплексными ) , таких, что координаты 
образа s2 связаны с координатами  точки s1 более просто : 

Аналогично 

{ х� = Л.1х� ,  
s2 , � , 

у2 = ,.2у1 . 

{ ' n- 1 ' 
Хп = А1 Х1 ,  

Sn 1 n - 1  1 
Уп = Л.2 У1 ·  

�атрица М' в новой системе координат диагональна:  

М' = [ � Л.� ] , и в этом случае 

вычислить 

нетрудно. 
Величины Л.1 и Л.2 называются собственяыми значениями 

матрицы М. Они являются корнями  уравнения 

1 
а 
� Л. d � л. l = 0' 

т. е. 
л_2 _: (а +  d) л. + (ad - Ьс) = О. 
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Нетрудно понять, при каких условиях собственные значения 
могут быть комплексными. Тогда (в случае матрицы М) они 
непременно комплексно-сопряженные: 

л, , 2 = а + i� .  

Собственными векторами V матрицы М называются такие век­
торы, для которых М ·  V = Л V. Один из них пар аллелен оси 
SoX', другой - оси Srш' новой системы координат; поэтому эти 
оси называются собственяыми направлениями матрицы М. 

Оси S0x' и S0y' определяются (в системе координат х, у) со­
отношениями 

Так как 

ах + Ьу = Л.х, 
сх + dу = Л.у, 

асимптотическое поведение иреобразования Sn определяется 
наибольшим по модулю значением Л . Пусть 1 Л 1 + - модуль этого 
значения. Тогда 

1 )  если I Л I + < 1 ,  то лп -+ 0 и Sn сходятся к началу коорди­
нат So; 

2) если 1 Л 1 + > 1 ,  то лп -+ оо и Sn стремятся к бесконечности. 

1 .  2. Матрица вращения 

Матрицей вращения М, называется матрица 

-ь ] а , а2 + Ь2 = 1 .  

Нетрудно убедиться, что ее собственные значения ')" (два 
комплексно-сопряженных Л) по модулю р авны единице и что 
действие ее на  вектор сводится к повороту его на угол у, такой, 
что cos у = а , sin у = Ь .  Матрицу вращения можно представить 
в виде [ cos y 

М = ' s in у 
- sin у ] . cos у 

Мы р ассмотрим несколько конкретных примеров, чтобы проил­
люстрировать эволюцию последовательных образов начальной 
точки на плоскости (х, у) (по предположению - плоскости се­
чения Пуанкаре) . 

23 П Берже и др. 
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1. 3. Матрица, у которой наибо.льшее по моду.лю собственное 
зnачение вещественно и бо.льше единицы 

С таким случаем мы встречаемся, когда потеря устойчивости 
вызвана пересечени€м единичной окружности в точке + 1 . Дред­
положим, что 1 Л I I < 1 < "'2-

При каждой итерации абсцисса х' умножается на число Л.1 , 
абсолютная величина которого меньше единицы, в то время как 
ордината у' умножается на число Л.2, которое больше единицы. 
Итерации любой начальной точки S1  при этом быстро (экспо­
ненциально) сходятся к оси у', а вдоль нее р асходятся, удаляясь 

z . 
з;,.t 

s/. 
1. ·�· 1' 

д п 
' м [ 0,5 0,5 ] б Рис. .2. ервые несколько итераций для матрицы = 0,5 o,g с со -

ствен н ы м и  значениями Л, = 0, 1 6  и Лz = 1 ,23. На этом и nоследующих ри­
сунках (до рис. Д4б) начальной точке присвоен номер 1, а итерации прону­
мерованы послеДовательными натуральными числами в порядке возрастания. 

в бесконечность. Следует отметить сильное сходство между та­
ким поведением и описанием (см. разд. VI.  3.2) гиперболичности 
отображений Пуанкаре. В случае гиперболичности также суще­
ствуют сжимающее направление х' и р астягивающее направле­
ние и два (локальных ! ) коэффициента Ляпунова Л.1, Л.2• Заме­
тим,  что сжимающее направление не обязательно перпендику­
лярно растягивающему направлению. 

На рис. Д.2 показаны положения нескольких первых итера ­
ций линейного преобразования, м атрица которого 

[ 0,5 
М = 5 О, 

0,5 ] 
0,9 
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имеет собцвенные значения 

л.! = 0, 16; 

Л2 = 1 , 23. 

355 

1. 4. Матрица, у которой наибоJiьшее по модуJiю собственное 
значение вещественно и меньше единицы 

л.2 < - 1 ' - 1 < л.! < 1 .  

Этот случай встречается, когда потеря устойчивости вызвана 
пересечением единичной окружности в точке - 1 .  При каждой 

5 J 
...... . -. ....__ . 

у 

1 
• 

z 
• 

·-·1-· -./... 
у' 

[ -1 3 1 ] Рис. Д3а. Первые итерации для м атрицы М = о: 1 0,3 с собствеt�ны;-tи 

значениями Лt = 0,36 и Л2 = - 1 ,36. 

итерации абсцисса х' умножается на число л , ,  абиолютная ве­
личина которого меньше единицы, в то время как ордината у' 
умножается на отрицательное число Л2, абсолютная величина 
которого больше единицы. Как и в предЫдущем случае, суще­
ствует экспоненциальная сходимость к оси у', вдоль которой 
образы экспоненциально расходятся, но на этот раз оказывают­
ся попеременно то на положительной, то на отрицательной по­
луоси из-за умножения на отрицательное число Л.2, изменяю­
щего пр и каждой итерации знак ординаты у'. 

23* 
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На рис. Д.За показано действие линейного преобраэования, 
матрица которого - [ - 1 , 3  

М - О 1 ' 

имеет собственные значения 
л. = 0,36; 

Л2 = - 1 ,36. 

1 .  5. Матрица, у которой наибольшее по абсолютной величине 
собственное значение веn(ественно и равно -- 1  

Может показаться, что этот случай н е  'представляет особого 
практf!ческого интереса. В действительности же его можно рас­
сматривать как асимптотическую ситуацию, возникающую, когда 

\ 

Рис. Д3б. Сходимость последовательных итераций к двум пределам S00 и S� 
(четные итерации сходятся к S00, нечетные - к S�). Линейное преобразова-[ -1 5 1 ]  
ние имеет матрицу М = 1' 1 с собственными значениями Л1 = 0,5 и 

Л2 = - 1 .  

л инейное нарастание неустойчивости насыщается действием не­
линейных членов. 

На  рис. Д.Зб показана эволюция последовательных итер ациЙ 
при умножении на матрицу 

М = ' [ - 1 5 

- 1  � ]  
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-с собстве11ными значениями 

Л.1 = 0,5; 
л.2 = - 1 .  

357 

По достижении прямой Soy' (действие собственного значения 
Л1 )  точки попеременно оказываются то на S00, то на  s:.,. На 
этом графике мы видим сечение Пуанкаре  после субгар мониче­
ской бифуркации, а на рис. Д.За изображена фаза эксnонен­
циального роста (линейная теор ия ) . 

1 .  6. Матрицы с комnлексно-сопряженными собственными 
значениями, модуль которых больше единицы 

Этот случай встречается , когда предельный ци.кл теряет ус­
тойчивость из-за пересечения единичной окружности в комп­
лексно-сопряженных точках а + i� .  Собственных направлений 
х' и у' при этом не _существует , и вместо них нам необходимо 
вычислить матр ицу вр ащений и угол у ( И/сходя из заданной 
матрицы ) . Например ,  рассмотрим преобр азование, матрица ко­
торого 

М = [ � - � ] имеет собственные значения Л.1, 2 = 1 + i ,  

модуль которых р авен -J2. · Записав исходную матрицу ·в виде 

- _ . ;- [ I /-J2 M - -v 2  . ;-1/-v 2 

мы узнаем матрицу вращения 

- I/-J2 ] 
I /-J2 , 

м __ [ со
. 
s v - s in v] 

r S I П  V COS V С у = n/4 . 

Умножение на М сводИ!Тся к растяжению в -J2 раз  и после­
дующему повороту на угол n/4 (рис. Д.4а ) . 

Нейтральный случай, когда модуль собственных значений 
равен единице, соответствует асимптотическому состоянию сече­
ния Пуанкаре режима после того, как нелинейвые эффекты по­
гасили э�споненциальный рост, вызванный линейной неустойчи­
востью (см. , например, рис. Д .4а ) . На рис. Д.4б показано д ей-
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у 

8 г 
• 

� '8о • 1  

5 
• 

7 6 • 

.Рис. Д4а. Первые итерации для матрицы М: = [ � 
значениями Лt, Л2 = 1 ± i. 

- 11 ] с собственными 

Рис. Д4б. 

7 

[ 43/2 - 1/2 ] Итерации -для матрицы М = . l-j с комплексными . � 1 /2 'V 3 2 
собственными значениями, равными по модулю 1 .  
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ствие преобразования с матрицей 

[�3 М =  
1 

2 

- ; l · 
-vз -2-

Моду.пь ее собственны: значений равен единице, и М есть про­
сто матрица вращении (у = л/6) . На рис. Д.4б показано,  что 
итерации Si обходят поочередно 12 эквидистантных точек на 
единичной окружности. Их можно рассматривать как сечение 
Пуанкаре потока , который после бифуркации Х6пфа претерпе­
вает синхронизацию 1 2-го Порядка.  

1 1 .  ЯКОБИЛИ 
11 .  1. Линейное преобр азование 

Рассмотрим две системы координат ( Ох, Оу) и (Oz, Ot) и 
линейное преобразование, которое отобр аЖает точку М с коор­
динатами х, у в первой системе в точку Р с коордиД!атами z, t 

у 

Mz -------, М 

о 

1 
1 
1 
1 
1 

м, о 
Рис. Д.5. Схематическое представление линейного преобразования. 

во второй системе (рис. Д.5) и определяется уравнениями 

z = ax + �y, 
t = vx + бy, 

где а, � .  у ,  б - вещественные числа .  Пусть Mt и м2 - две ТОЧКИ' 
с координатами ( 1 ,  О) и (0, 1 ) ,  а Р1 и Р2 - их образы с коорди-
натами  (а, у) и (� , б) . · 

Единичный квадрат OMtMM2 преобразуется в параллело­
грамм  OPtPP2, площадь которого (величина векторного произ-­
ведения) равна абсолютной величине определителя 

1 а � l = аб - �V v ' б 
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(знак определителя указыва�т ориентацию преобразования : 
плюс соответствует сохранению направления отсчета углов) . 
Если 1 аб - fly 1 > 1 ,  то происходит растяжение площадей , а пр и 
1 а.б - fly 1 < 1 их сокращение. 

Заметим,  что особый случай а.б - fly = О соответствует пре­
·образованию единичного квадрата в_ отрезок прямой. Такое пре-

!1 
м 

!lo+A -�--?1 
Уо --:У� ! 

о 

1 1 1 1 1 1 

--· Ре?. 
l1t �1 6Р 

� 1 

---J--- р 

о 

1 1 1 1 1 1 
z 

Рис. Д.6. Векторы, иллюстрирующие локальную линеаризацию nреобразования. 

-образование не биективно, т. е. х и у не могут быть однозначно 
.определены по z и t; преобразование перестает быть обрати­
м ым 1 ) . 

· 1 1 . 2. Локальное исследование произвольнаго иреобразования 

Пусть z=f (x, у) и t= g (x, у) - нелинейное преобразование. 
В окрестности точки Мо (Хо, Уо) , т. е. при малых приращениях 
IJ.x, Ау, членами второго порядка можно пренебречь (рис. Д.б) . 
Если 

то 
df = :� dx + :� dy = f� dx + f� dy, 

Az � f� Ах + f� Ау 
1) Мы rов'орим , что отображение, действующее из множества А в мно­

жество В, обратимо, илн биективно, если у каждого элемента множества В 
существует единственный nрообраз в множестве А. Наnример, отображение 
окружности на себя, nереводящее точку М, расnоложенную nод углом е, 
в точку М', расположенную под углом 26, не является обратимым (точка М' 
повернута на вдвое больший угол, чем точка М) , в то времЯ как отображе­
ние вращения 

обратимо. З аметим, что если отображение есть числовая функция одной nере­
менной , то обр атиы ое отображение должно быть монотонным (иначе у ка­
ких-то образов окажется по крайней мере два nрообраза ; см. гл. VII I ) .  Но 
неnрерывность длЯ обратимости не обязательна (см. разд . VI I .  -t и nриложе­
·ние В) . 
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11 аналогично для М и g (x, у). Если б Р - образ вектора бМ 
в окрестности точки М0, то 

, [ f� ( Хо, У о) f� ( Хо, У о) ] с'>Р � 1 ( 
) 

1 
( ) 

с'>М. gx Хо, Уо gy Хо, Уо 

Эта матрица называется матрицей Якоби и определяет линей­
ное отображение 1 ) , возвращающее нас к рассмотренному в на­
чале этого раздела случаю преобразований. Если определитель 

- 1  f� (хо, Уо) f� (хо, У0) 1 
l - 1 ( 

) 
1 ( ' 

gx Хо, Уо gy Хо, Уо) 

называемый определителем Якоби или якобианом, в точке­
(хо, уо,) , отличен от нуля, то отображение локально обратимо. 
Если 1 J 1 >! 1 ,  то в окрестности точки Мо площади растягивают­
ся; если I J I  < 1 , то площади сокращаются. 

Пример: отображение Энона 

{ xk+ l  = yk + 1 - ах�. 
Yk+ t  = �xk.  

В приведеиных выше обозначениях 

якобиан равен 

J (x, у) = -ах2 + у + 1 , 
g (х, у) = �у 

В случае отображения Энона якобиан есть константа. При ите­
рации отображения площадь каждый раз умножается на � и. 
после k итераций становится равной 

, 
a = ao l �k l. 

При � = 0,3 площадИ! сокращаются. 
Пр'едельный слуЧай 1 = О, т. е. � = О, должен �оответство­

вать потере обратимости : действительно, координата Yk+t = 
= О ·  Xk = О  и отображение становится нелинейным одномерным 
отображением, о котором уже известно (см. гл. VII I ) , что оно 
необратимо. 

1) Это отображение называется линейным касательным отображением .. 
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111.  ГОМЕОМОРФИ3МЫ, ДИФФЕОМОРФИ3МЫ 

Пусть f (x, у, z, . . . ) - функция n вещественнозначных пере· 
менных, задающая отображение, которое действует из пекото­
рой части п-мерного пространства Rn в множество веществен­
ных чисел ·R : 

( если. бы было р функций и переменных, то отображен�е дей­
ствовало бы  из !R n в RP) . 

1 11 .  1 .  Гомеоморфизмы 

Отображение типа отображения f из подмножества А про­
странства 1R n в подмножество В пространства RP называется 
rомеоморфизмом А на В, если оно обратимо и непрерывно в обе 
стороны (т. е. непрерывно само отображение f и ооратное ото­
бражение f-1 : В -+ А ) .  Непрерывность определяется в естествен­
ной топологии п-мерного пространства (индуцированной евкли­
давой метрикой) и предполагает, что каждое из подмножеств 
А и В содержит вместе с любой своей точкой некоторую ее ок­
рестность. 

Например, рассмотрим окружность внутри равностороннего 
треугольника, центр масс G которого совпадает с центром масс 
окружности. Любая прямая, исходящая из G, пересекает окруж­
ность в точке М, а треугольник - в точке М'. Отображение 

f: М -+ М' 

ставит в соответствие каждой точке окружности некоторую 
точку ' треугольника , и наоборот. :Кроме того, две соседние точки 
каждой из фигур отображаются в две соседние точки другой 
фигуры. Отображение f является гомеоморфизмом.  Можно 
также сказать, что окружность и треугольник гомеоморфны. 

1 1 1. 2. Диффеоморфизмы 

Диффеоморфизм должен удовлетворять более огр аничитель­
ному условию , чем гомеоморфизм : отображение f называется 
диффеоморфизмом из А в В, если оно обратимо и имеет на А 
непрерывные частные пронаводные первого п-орядка. (Можно 
показать, что обратное отображение имеет непрер ывные ча­
стные производные первого порядка на В.)  Любой диффео­
морфизм есть гомеоморфизм.  Обратное утверждение неверно. 
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Вещественнозначная функция f вещественной переменной, опре­
деленная на  интервале /, на  котором она имеет непрерывную 
пронаводную постоянного знака, есть диффеоморфизм 1 на об­
раз интервала f (!) . 

Отображение окружность -+ треугольник из предыдущего 
раздела не является диффеоморфизмом из-за разрывов произ­
водной в вершинах треугольника. Аналогичное отображение из 
окружности в эллипс является диффеоморфизмом. Другой при­
мер диффеоморфизма,  привеДенный в разд. VII .  4 и в приложе­
нии В - биективное отображение окружности в интервал [О, 1 ) .  
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