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П Р Е Д И С Л О В И Е

Книга представляет собой переработанное и дополнен­
ное в соответствии с программой курса, утвержденной 
Минвузом СССР для специальности «Теплогазоснабжение 
и вентиляция», издание учебника «Гидравлика и аэроди­
намика», выпущенного в 1971 г. на украинском языке 
(Киев, Вища школа).

В учебнике излагаются теоретические основы гидравли­
ки — важнейшие положения учения о равновесии и движе­
нии жидкости, применяющиеся для решения частных вопро­
сов на практике; подробно рассматриваются физические 
свойства, особенности движения газа; приводятся новые на­
учные данные, полученные за последнее время при изучении 
механики жидкости.

Теория движения несжимаемой жидкости применима как 
для жидких, так и для газообразных сред, но действие ее 
основных законов имеет свою специфику, что нашло отра­
жение в предлагаемой книге. Например, уравнение Бернул­
ли, обычно излагаемое в форме напоров при изучении во­
допроводных систем, для расчетов систем газоснабжения и 
вентиляции представляется в форме давлений..

Наибольшее внимание в учебнике уделено гидравлике 
трубопроводов (внутренней задаче гидроаэродинамики). 
Вопросы обтека-ния тел жидкостью (внешняя задача гидро­
аэродинамики), сжимаемости газов (элементы газодинами­
ки) и некоторые другие изложены более кратко, поэтому
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желающим глубже изучить эти вопросы следует пользо­
ваться специальной литературой, перечень которой при­
веден в конце книги.

Теоретический материал сопровождается числовыми при­
мерами, подкрепляющими различные теоретические положе­
ния по работе систем газоснабжения и вентиляции.

Учитывая, что в настоящее время происходит повсемест­
ный переход к использованию Международной системы 
единиц, все примеры выполнены в единицах СИ и едини­
цах, допускаемых к применению наравне с ними.

Автор выражает глубокую признательность проф. Альт- 
шулю А. Д. за ценные замечания, данные им в рецензии на 
учебник, которые учтены автором при подготовке настоя­
щего издания.



Глава I
ОБЩИЕ СВЕДЕНИЯ

§ 1 ^
Предмет гидравлики и аэродинамики.
Методы их изучения

Предметом механики жидкости и газа, или гидроаэромеха­
ники, является наука о движении жидкости. При этом 
под жидкостью понимают не только воду и другие капель­
ные вещества, но также газы (воздух). Если рассматривает- - 
ся газ без учета его сжимаемости, применяется термин 
«несжимаемая жидкость». Если сжимаемость газа учиты­
вается, о нем говорят как о «сжимаемой жидкости». Если 
по смыслу следует разграничить жидкости и газы, жидкость 
называют «капельной жидкостью», сохраняя в другом слу­
чае термин «газ» (воздух).

Механика жидкости намного сложнее механики твердого 
тела. Поэтому для решения задач прикладного характера 
используют те или иные приемы упрощенного подхода к 
изучению явлений.

В зависимости от методики изложения материала и 
области применения гидроаэромеханика приобретает раз­
личные названия, например гидравлика, аэродинамика, 
газодинамика, хотя по существу она остается технической 
механикой жидкости или газа.

Гидравлика — прикладная наука о законах движения и 
покоя жидкости.

Термин «гидравлика» возник от сочетания двух гречес­
ких слов: hydor — вода и aulos — трубка — и означал сна­
чала учение о водоводах. Область применения гидравлики 
сегодня.— различные трубопроводы, сооружения, маши­
ны и аппараты.

Аэродинамика изучает законы движения воздуха и его 
силовое взаимодействие с окружающими твердыми телами.
Эта наука возникла с развитием авиационной техники.
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Введение основ аэродинамики в настоящий курс5 обу­
словлено тем значением, которое имеет знание законов по­
коя и движения воздуха в области вентиляции.

Знание законов механики жидкости и газа необходимо 
для решения многих практических вопросов теплогазоснаб- 
жения и вентиляции: расчета трубопроводных систем для 
перемещения воды, воздуха, газа и других жидкостей (водо-, 
воздухо-, газо-, паропроводы), сооружений и устройств 
для передачи тепловой энергии (тепловые сети, отопитель­
ные системы, теплообменные аппараты), конструирования 
машин, сообщающих жидкости механическую энергию (на­
сосы, вентиляторы, холодильные установки), проектирова­
ния котельных агрегатов, печных и сушильных установок, 
воздухо- и газоочистных аппаратов, вентиляционных уст­
ройств и кондиционеров.

Гипотеза сплошной среды. Теоретическая механика как 
допустимую абстракцию использует понятия материальной 
точки и системы материальных точек. Последняя может 
быть дискретной, т. е. состоять из отдельных материальных 
точек, и сплошной, представляющей собой непрерывное 
распределение вещества и физических констант. Абсолютно 
твердое тело является простейшим примером абстрактной 
неизменной сплошной среды. Более общий случай механики 
сплошной среды объединяет как упругие и пластические, 
так и жидкие и газообразные тела, которые в отличие от 
абсолютна твердого тела обладают способностью деформи­
роваться.

Итак, в механике жидкости и газа система материальных 
точек заменяется понятием сплошной среды, в которой нет 
разрывов и пустот. Говоря о непрерывной среде и абстраги­
руясь от ее молекулярного строения, мы тем самым исклю­
чаем из рассмотрения молекулярные движения (точнее, 
учитываем только средние характеристики молекулярного 
движения, например давление и температуру), изучаем 
только движения, вызываемые внешними силами. Значит, 
гидроаэромеханические явления носят макроскопический 
характер. Поэтому при их анализе даже самый малый объем 
среды (элементарная частица) считается большим по сравне­
нию с межмолекулярными расстояниями.

С математической точки зрения условие сплошной сре­
ды означает, что любая функция, которая характеризу­
ет состояние жидкости (газа), непрерывна и дифференци­

руема.



Законы Ньютона и законы сохранения. При выводе 
уравнений движения или покоя среды возможны два подхо­
да. Первый — метод материальной частицы — заключает­
ся в составлении на основе второго закона Ньютона диффе­
ренциального уравнения движения (покоя) с последующим 
его интегрированием; такой подход применяется глав­
ным образом в гидроаэромеханике. Второй — метод конт­
рольных объемов — использует общие законы механики 
и физики (законы сохранения) для составления суммарный 
(интегральных) характеристик движения; он характерен 
для гидравлики.

Применение первого метода связано со значительными 
трудностями, возникающими вследствие специфического 
характера взаимодействия частиц жидкой или газовой сре­
ды между собой. Если при движении твердого тела расстоя­
ние между двумя любыми точками тела сохраняется не­
изменным, то при движении жидкости (газа) из-за легко- 
подвижности частиц расстояние между ними все * время 
изменяется, что и приводит к усложнению исходных диф­
ференциальных уравнений и их интегрирования. Поэтому 
в настоящем прикладном курсе главным образом приме­
няется второй метод — метод гидравлики.

Из законов сохранения прежде всего используется закон 
сохранения материи (массы) и закон сохранения энергии 
в его общем виде (первый закон термодинамики) и в форме 
теоремы кинетической энергии (для механических систем). 
В ряде случаев, как следствие второго закона Ньютона, 
применяется теорема сохранения количества движения.

При изучении движения и покоя газа с учетом его сжи­
маемости необходимо знать законы изменения его состояния 
при рассматриваемых процессах. Этим занимается специ­
альная наука — термодинамика, с основами которой 
читатель уже знаком.

* Методы подобия и анализа размерностей. С помощью 
аналитических способов механики жидкости не всегда уда­
ется решить даже самые простые инженерные задачи, свя­
занные с учетом сил вязкостного трения, например задачу 
о движении жидкости (газа) в цилиндрической трубе. По­
этому наряду с методами механики широко используется 
т е о р и я  и н ж е н е р н о г о  э к с п е р и м е н т а ,  ко­
торая учит, как ставить и планировать эксперимент, как 
наиболее правильно производить измерения и, что особен­
но важно, как обобщать результаты отдельных опытов и



распространять их на целые классы явлений, устанавливая 
при этом нужные количественные зависимости. Основой 
теории инженерного эксперимента являются методы анали­
за размерностей и подобия (ем. гл. IX).

§ 2
Основные величины

Масса и плотность. Согласно гипотезе сплошной среды 
масса распределяется по всему объему выделенного простран­
ства, где находится жидкость или газ.

Предел отношения массы рассматриваемого элемента 
среды Дт к его объему Д V, когда последний приближается к 
размерам точки,

р =  lim lAm/AV\

называется плотностью среды. Учитывая условие непре­
рывности среды, можно утверждать, что такой предел су­
ществует. Для однородной среды плотность представляет 
собой массу единицы объема:

Р =  m/V. . -  (1)
Силы. Различают две категории сил, действующих в 

жидкой и газовой среде: массовые и поверхностные.
М а с с о в ы е  с и л ы  действуют на каждый элемент 

среды и пропорциональны массе и объему элемента. К мас­
совым силам прежде всего относится сила тяжести (вес)

G*= mg, . (2)
где g — ускорение свободного падения.

Вес единицы объема однородной среды называют удель­
ным весом:

у =* G/V =  mg/V =  рg. . (3)
Вес определяется гравитационным полем (в земном поле 

тяготения это — сила тяжести). Следовательно, удельный 
вес зависит от гравитационного поля ,и поэтому применение 
его в качестве характерной величины не рекомендуется.

Кроме сил тяжести, при изучении движения сплошной 
среды большое значение имеют и силы инерции, равные 
произведению массы тела т на его ускорение ш, взятое о 
обратным знаком:

/  =  — mw.



П о в е р х н о с т н ы е  с и л ы  проявляются на гра­
ничных поверхностях рассматриваемого объема среды.

Пусть задан некоторый объем среды, ограниченный про­
извольной поверхностью (рис. 1, а). Мысленно разрежем 
его на две части и отбросим часть II . Тогда все внутренние 
силы, с которыми частицы I I  действовали на частицы I, 
станут внешними силами, действующими на заштрихован­
ную площадь S (рис. 1, б). Внешние силы, заменяющие 
действие отброшенной части, называют поверхностными.

Поверхностную силу, действующую на элементарную 
площадку (рис. 1 ,6), всегда можно разложить на две со­
ставляющие: нормальную силу АР и тангенциальную АТ. 
Первую называют силой давления (поскольку в жидкости 
действуют только сжимающие усилия), а вторую — силой 
сопротивления (жидкостного трения). Силы сопротивления 
проявляются только при движении жидкости, а силы дав­
ления действуют как в покоящейся, так и в движущейся 
среде.

Гидромеханическое давление. Поверхностные силы, от- - 
несенные к единице площади, называют напряжениями.

' В сплошной среде поверхностные силы распределяются не­
прерывно. Поэтому напряжения также действуют во всех 
точках выделенного объема среды и можно говорить о его 
напряженном состоянии.

Нормальные напряжения в жидкости, определяемые 
пределом отношения силы давления АР к площадке AS,

р =  lim I АР/AS I
AS-*-0

называют гидромеханическим давлением или просто давле­
нием. При переходе от точки к точке давление изменяется. 
Поэтому отношение конечной силы давления Р к конечной
Рис. 1. К методу замены внутренних сил внешними.



площади S дает среднее давление на эту площадь:
р =  P/S. (4)

Касательные напряжения и гидромеханическое определе­
ние понятия «жидкость». Предел отношения элементарной 
силы АТ  к площадке AS или отношение конечной тангенци­
альной силы Т к площади 5 называют касательным напряже­
нием:

Касательные напряжения возникают при деформации 
сдвига, где наиболее четко проявляются особенности жид­
кой (газовой) среды.

Рассмотрим деформацию сдвига твердого (упругого) 
тела и жидкой среды. В первом случае касательные напряже­
ния, вызванные действием сдвигающей силы АТ = ASEq> 
(рис. 2, а), пропорциональны угловой деформации ср:

где Е — модуль упругости тела.
Во втором случае (рис. 2, б) касательные напряжения 

возникают в результате скольжения верхней грани куба 
относительно нижней и деформация сдвига в данном слу­
чае -

где —̂  градиент скорости (йи — изменение скорости
течения при удалении на расстояние dп от поверхности слоя 
в перпендикулярном к нему направлении).

.РисГ 2 . К определению понятия «жидкость» в механике жидкости.

т =  lim |АГ/А5|, или т =  Г/S. (5)
AS->0

х — AT/AS ~  AS£(p/AS =  Ец>,



Сдвигающая сила

АТ =  AS|x ,
откуда

* где (л — коэффициент пропорциональности.
Формула (6) выражает гипотезу Ньютона о природе 

трения в жидкости: «Сопротивление, происходящее от
недостатка скользкости жидкости при прочих равных усло­
виях, предполагается пропорциональным скорости, с кото­
рой частицы жидкости разъединяются друг с другом». Ис­
ходя из этой же формулы, можно рассматривать жидкость 
(с механической точки зрения) как тело, у которого каса­
тельные напряжения возникают только при движении одного 
слоя по отношению к другому.

Если в твердом теле напряжения сдвига пропорциональ­
ны величине деформации, то в жидкости они зависят от 
скорости деформации; если в покоящейся жидкости ка­
сательные напряжения отсутствуют (х 0 при йи =* 0),' 
в твердом теле они могут существовать. Внутренние силы, 
возникающие в жидкости при деформации сдвига, носят 
характер сил трения, в твердом теле — сил упругости. 
Силы трения в жидкости отличаются от трения твердых тел: 
в жидкости эффект трения зависит от градиента скорости, 
а в твердых телах он является функцией нормального дав­
ления.

§ 3
Основные физические свойства жидкостей

Текучесть и вязкость. Т е к у ч е с т ь  — это свойство, 
общее для всех жидкостей, означающее способность течь 
под влиянием самых малых сдвигающих усилий. Этим, в 
частности, объясняется движение жидкости в трубе при на­
личии ничтожной разности давлений. С другой стороны, 
самое незначительное относительное движение слоев (час- 

*тиц) жидкости порождает эффект сопротивления, называе­
мый в я з к о с т ь ю .  Как следует из самого определения, 
понятие вязкости обратно понятию текучести.

Коэффициент пропорциональности ji, входящий в форму­
лу (6), называется динамическим коэффициентом вязкости

И
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(сокращенно — вязкостью); единица этой величины — пас­
каль-секунда (Па • с).

Кинематическая вязкость, измеряемая в квадратных 
метрах на секунду (м2/с),

v =  II/р. (7)
Вязкость определяют с помощью приборов, называемых 

вискозиметрами. Эти приборы весьма разнообразны как по 
своей конструкции, так и по принципу действия. Для ка­
пельных жидкостей применяют, например, капиллярные и 
шариковые, для газов — ротационные, ультразвуковые 
вискозиметры [2], [61.

Вязкость практически не зависит от давления, но су­
щественно изменяется с изменением температуры (табл. 1). 
Вязкость воды с повышением температуры быстро уменьша­
ется, а для газов — возрастает.

Молекулярная теория объясняет это различие между капельными 
жидкостями и газами так.

Вязкость газов обусловлена переносом количества движения, свя­
занного с обменом молекул между слоями газа. При нагревании актив­
ность молекул увеличивается, т. е. растет скорость их хаотического 
движения, а следовательно, обмен количеством движения и вязкость.

Капельные жидкости имеют сравнительно стабильную решетча­
тую структуру, в пределах которой молекулы колеблются относитель­
но положений равновесия. Под действием касательных напряжений 
слои жидкости скользят относительно друг друга и колеблющиеся части­
цы могут переходить в новые положения равновесия. Усиление моле­
кулярных колебаний при повышении температуры ослабляет жесткость 
связей, облегчая смещение частиц, что приводит к увеличению теку­
чести и уменьшению вязкости.

Согласно формуле (6) жидкость должна прилипать к стенкам сосуда, 
в котором она находится. В 1879— 1882 гг. проф. Н . П. Петров, исследуя 
условия смазки подшипников железнодорожных вагонов, подтвердил 
правильность гипотезы Ньютона. Опыт сводится к следующему.

Таблица 1. Значения кинематическай вязкости и удельной газовой 
постоянной для воды, воздуха и метана

Жидкость

Кинематическая вязкость 104 v, 1 
температуре, °С

м2/с , при Удельная 
газовая по­

стоянная R, 
Д ж /(к г-К )

0 20 50 100

Вода 0,01 0,005 0,003
Воздух 0,133 0,151 0,178 0,232 287
Метан 0,145 0,165 0,197 0,256 520



М ежду двумя параллельными пластинками, одна из которых непод­
вижна (к =  0), а другая движется со скоростью а =  ип (рис. 3), нахо­
дилась жидкость (масло). Измерив касательную силу Т , необходимую  
для сообщения скорости движущейся пластинке, и зная площадь плас­
тинки S ,  можно было определить касательные напряжения т =  T /S . 
При изменении расстояния между пластинками п изменялось и значе­
ние силы Т . Оказалось, что между напряжениями т для данной жид­
кости и расстоянием п между пластинками существует линейная зави­
симость [см. формулу (6)].

Гипотеза Ньютона подтверждается и для нулевой скорости у непод­
вижной стенки опытами с помощью современной измерительной аппа­
ратуры.

Формула (6) применима во всех случаях движения жидкости толь­
ко вблизи неподвижной стенки.

*
Следует обратить внимание, что кинематическая вязкость 

воздуха при 20° С в 15 раз больше, чем для воды при той же 
температуре, а вязкость природного газа почти не отлича­
ется от вязкости воздуха.

Уравнения состояния., Для капельных жидкостей урав­
нения состояния сложны. В диапазоне давлений, рассмат­
риваемых в настоящем курсе, состояние жидкости прак­
тически зависит только от температуры, например:

Температура воды, °С 4 20 40 60 80 90
Плотность р, кг/м5 1000 998 992 983 972 959

При повышении температуры от 4 до 90° С плотность 
воды уменьшается примерно на 4%, что следует помнить при 
проектировании отопительных систем.

В гидравлических расчетах обычно принимают постоян­
ное значение плотности капельных жидкостей, в частности 
для воды р =  1000 кг/м3.

Для идеальных газов (воздух, природный газ, перегре­
тый пар) уравнение состоя­
ния при относительно неболь­
ших температурах и давлени­
ях принимает проетую форму 
уравнения Клапейрона —
Менделеева:

Р/Р =  RT , ■ (8)

Рис. 3. Распределение касатель­
ных напряжений в жидкости меж­
ду  двумя пластинками, одна из ко­
торых движется, а другая непод­
вижна»
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р == p/(RT)t (9)
где R — удельная газовая постоянная: для воздуха 
R «  287 Дж/(кг * К), для природного газа R *

520 Дж/(кг • К); Т — термодинамическая температура, К.
Уравнение (9) позволяет определить плотность газа при 

данном давлении и известной температуре.
В технических расчетах плотность газа обычно приводят 

к нормальным (t — 0° С) или стандартным (t =  20° С) усло­
виям при давлении, равном 760 мм рт. ст., или 101 325 Па.

Согласно уравнению (9), плотность воздуха в нормальных 
условиях

п *0* 325 __ 1 по кг/м 3
Рн 287 (273 +  0) ’ КГ/М  ,

в стандартных условиях

101 325 1 О / «I / 1 Л Ч

Рст 287 (273 +  20) ’ Кг/ М • (Ю )

Газ, находящийся в равновесия с его жидкой фазой, 
называют насыщенным паром; он имеет более сложную 
структуру, уравнения состояния.

Давление насыщенного пара. При определенных услови­
ях капельные жидкости превращаются в пар и, наоборот, 
газ (перегретый пар) переходит в жидкость. Изменение аг­
регатного состояния, т. е. процесс кипения, зависит от дав­
ления паров жидкости, насыщающих пространство при дан­
ной температуре. Например, вода закипает при таких ус­
ловиях:

Температура, °С 10 20 40 80 100
Абсолютное давле­
ние, Па 1175 2350 7350 19800 101 325

ч

Таким образом, вода при малом давлении (около 
2000 Па) может закипать при невысокой температуре. Это не­
обходимо иметь в виду при анализе работы водопроводных 
систем на участках пониженного давления (всасывающие 
линии насосов, сифонные трубопроводы и др.).

Сжимаемость. Капельные жидкости при сжатии ведут 
себя как упругое тело, т. е. подчиняются закону Гука:

dV dp dp



где dV — уменьшение первоначального объема жидкости V 
при увеличении давления на dp; Е — модуль объемной 
упругости. Для воды при температуре 20° С Е = 2  • 109 Па, 
т. е. вода приблизительно в 100 раз менее упруга, чем сталь.

Величину, обратную модулю упругости, называют коэф­
фициентом объемного сжатия:

а 1 1 dF , 11ч
р „  =  — = — Г Ч Г - ( И )

Для воды ру =  ~2~7~['о9~ м2/Н. Иначе говоря, при изме­

нении давления на 1 Па ее объем уменьшается на — уоГ- 
своего первоначального объема, а при* изменении давления 
на 1 МПа объем воды изменяется на -2J ^ ~ •

■ Таким.образом, коэффициенты объемного сжатия воды, 
а также других капельных жидкостей весьма невелики, 
что позволяет в диапазоне изменения давлений, встречающе­
гося в сантехнике, как правило, считать их несжимаемыми.

Коэффициент сжимаемости идеальных газов значительно 
больше и определяется соотношениями (9) и (11) для задан­
ного процесса сжатия. Например, при постоянной темпера­
туре (процесс изотермического сжатия) ру =  1/р.

Сжимаемость характеризуется также отношением из­
менения давления к изменению плотности, равным квадра­
ту скорости распространения звука в среде:

Очевидно, для малосжимаемой среды при больших из­
менениях давления изменение плотности незначительно и 
скорость звука получается большой, и наоборот, при боль­
шой сжимаемости среды скорость звука оказывается малой. 
Например, скорость звука в воздухе равна 330 м/с.

Для оценки сжимаемости среды при ее движении важно 
не абсолютное значение скорости звука, а отношение скорос­
ти течениц и к скорости звука а, которое называется числом 
Маха:

Ма =  и]а. (13)
Если скорость движения среды мала по сравнению со 

скоростью звука в ней, число Маха мало по сравнению с
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единицей и движущуюся среду можно рассматривать как 
несжимаемую жидкость. Скорость воздуха в воздухопрово­
дах, газа в газопроводах низкого давления и газоходах 
котельных установок не превышает 12 м/с. Следовательно, 
в практике теплогазоснабжения .и вентиляции газ (воздух) 
можно рассматривать как несжимаемую жидкость. Поэтому 
в последующем изложении, когда не будет специальных 
оговорок, принимается условие

р =  const. (14)
При движении газов со скоростью более 70 м/с, а также 

при большой разности давлений влияние сжимаемости сле­
дует учитывать, т. е. полагать, что

р Ф  const, (15)
а газы рассматривать как сжимаемую жидкость.

Прочность на разрыв. При решении практических задач 
предполагают, что жидкости и газы не оказывают сопротив­
ления растягивающим усилиям. Для газов это является оче­
видным благодаря их свойству безгранично расширяться.

Капельная жидкость не заполняет весь объем сосуда,
в котором она находится, а образует на границе с окружаю­
щим ее газом свободную поверхность. Экспериментальные 
исследования показывают, что если стенки сосуда тщательно 
очищены и жидкость не содержит газа, прочность ее на 
разрыв может оказаться довольно значительной (для воды — 
до 2800 Н/сма), Однако эта цифра соответствует представле­
нию о разрыве или, вернее, распаде жидкости, происходя­
щем одновременно во всем ее объеме. В действительности

разрыв всегда начинается в 
каком-либо одном наиболее 
«слабом» месте. В частности, 
наличие хотя бы одного пу­
зырька газа резко уменьшает 
прочность жидкости. Можно 
сказать, что наличие в жид­
кости в практических услови­
ях растворенного воздуха и 
разных примесей снижает 
прочность жидкости почти до 
нул».

Капиллярность. Поверх­
ностный слой капельной жид-

Рис. 4. Эффект капиллярности.
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кости на ее свободной поверхности находится в особом напря­
женном состоянии, вызываемом неуравновешиваемостью 
действия молекулярных сил и характеризуемом силами 
поверхностного натяжения. Обычно этими силами в гидрав­
лике пренебрегают, однако в некоторых случаях их влияние 
становится заметным. Например, в трубках малого диамет­
ра уровень жидкости, смачивающей стенки трубки, подни­
мается (рис. 4,/) и опускается, если стенки не смачива­
ются (рис. 4,2), по сравнению с уровнем при отсутствии 
поверхностного натяжения. Это явление называют капил­
лярностью.

Высота капиллярного поднятия воды Л, мм, в стеклянной 
трубке диаметром d, мм, при 20° С

h =  30/d,

для ртути при тех же условиях

h =  10/d.

Указанные поправки следует учитывать при отсчетах пока­
заний в измерительных приборах, где используются стек­
лянные Трубки с жидкостью.

Ньютоновские и неньютоновские жидкости. Жидкости, 
вязкость которых полностью определяется их химической 
природой и состоянием (температурой и давлением), назы­
ваются ньютоновскими. К ним относятся вода, воздух, пар, 
природный газ и др. Их движение описывается форму­
лой (б).

Жидкости, вязкость которых не является константой, 
а зависит от времени действия и величины касательных на­
пряжений, называются неньютоновскими. К ним, в частнос­
ти, относятся растворы полимеров, резко снижающие сопро­
тивление течению воды в трубах, пластические материалы, 
обладающие порогом текучести, ниже которого они ведут 
себя как твердые тела, а выше — как жидкости (глинистые 
и цементные растворы, коллоиды, консистентные смазки 
и пр.). Свойства пластических материалов и неньютоновских 
жидкостей изучает наука реология.

Однофазные и многофазные жидкости. Ньютоновские 
жидкости представляют хюбой однофазные жидкие системы. 
На практике встречаются и многофазные, чаще всего двух­
фазные, системы, например жидкость — газ (воздух)', жид­
кость — твердые частицы, жидкость — пар. В сантехнике
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примером двухфазных потоков служат течения с образо­
ванием воздушных пробок в водопроводных линиях, кави­
тационные явления в насосах, перемещение твердых частиц 
и пыли в воздуховодах (пневмотранспорт).

Вязкая и невязкая жидкости. Воображаемую жидкость, 
кэторая характеризуется отсутствием внутреннего трения 
при ее движении, называют невязкой. Такой жидкости в 
природе не существует *. Тем не менее, абстрактная модель 
невязкой жидкости оказывается полезной при решении 
теоретических вопросов и описании ряда явлений, связан­
ных с обтеканием твердых тел и движением жидкости через 
некоторые установки и сооружения.

Модель невязкой жидкости не может объяснить проис­
хождение потерь механической энергии при движении 
жидкости по трубопроводам и вообще эффекта сопротивле­
ния. Для описания этих явлений используется более слож­
ная модель вязкой жидкости. Простейшей и наиболее упот­
ребительной моделью вязкой жидкости является ньюто­
новская жидкость. £

§ 4
Обозначения, единицы 
и размерности величин

Для закрепления сведений, изложенных выше, а также для 
облегчения изучения последующего материала приводим 
таблицу основных величин, применяемых в курсе гидрав­
лики и аэродинамики.

В Международной системе единиц (СИ) в качестве ос­
новных механических и тепловых единиц используются: 
метр (длина — L), килограмм (масса — М), секунда (вре­
мя — Т), кельвин (температура— 0). Таким образом, симво­
лическое обозначение системы величин механики и тепло­
вых величин — LMTQ.

До введения системы СИ наибольшее распространение в 
технике имела система МКГСС (техническая система — 
LFT). В системе МКГСС основными единицами являются 
единицы длины, силы и времени: метр, килограмм-сила, 
секунда.

* Жидкий гелий при температуре, близкой к абсолютному нулю, 
ведет себя как невязкая жидкость.
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В табл. 2 указаны единицы СИ, их обозначения и раз­
мерности в соответствии с [19], [27].

Если установленные единицы для практических измере­
ний физических величин оказываются слишком большими 
или слишком малыми, применяют десятичные кратные и 
дольные единицы от исходных единиц СИ.

Таблица 2. Основные и производные единицы, используемые в данном 
курсе

Единица СИ

Величина
Обозначе­

ние
размерность наименование обозначе­

ние

Длина 1 L метр * м
Масса т М килограмм кг
Сила Р , Т **,

R, F
L M T ~ 2 ньютон Н

Время t *** Т секунда с
Термодинамиче­
ская температура

Т 0 кельвин К

Площадь S L% квадратные метры м*
Площадь живого 
сечения

со V то же м*

Объем V и кубический метр м*
Объемный расход Q L»T 1 кубический метр 

в секунду
м3/с

Местная скорость и LT 1 метр в секунду м/с
Средняя скорость о L T - 1 то же м/с ■
Ускорение свобод­
ного падения

6 LT—2 метр на секунду 
в квадрате

м/с2

Кинематическая
вязкость

V L2T—l квадратный метр 
на секунду

м2/с

Массовый расход м МТ- 1 килограмм в секун- 
ДУ
килограмм на ку­
бический метр

кг/с

Плотность р ML*-3 кг/м3

Давление р L ~ l MT~ 2 паскаль Па
Касательное на­
пряжение

X ь —1мт~2 паскаль Па

Динамическая вяз­
кость

и паскаль-секунда Па - с

Удельная энергия Е L*T—% дж оуль на кило­
грамм

Дж/кр

Удельная газовая 
постоянная

R L27- 20- l дж оуль на кило­
грамм-кельвин

Д ж /(к гх  
X К)

* В метрах измеряется также высота или напор, обозначаемые Н  или h.
** Применяется также для обозначения термодинамической температуры, 

измеряемой кельвинами.
*** Применяется также для обозначения внесистемной единицы измерения 

тем пературы в градусах Цельсия.
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Для измерения многих физических величин используют­
ся удобные внесистемные единицы (техническая атмосфера, 
миллиметры ртутного и водяного столба и др). Чтобы избе­
жать ошибок при выполнении численных расчетов, в форму­
лы необходимо подставлять величины, выраженные в едини­
цах СИ (или МКГСС). Нельзя подставлять внесистемные, 
дольные или кратные единицы.

Глава II

ГИДРОСТАТИКА 

§ 5
Гидростатическое давление 
и его свойства

Г и д р о с т а т и к а  рассматривает законы равновесия 
жидкостей, находящихся в состоянии покоя, и практическое 
приложение этих законов.

Из двух видов поверхностных сил — нормальных и тан­
генциальных— в покоящейся жидкости действуют только 
первые, т. е. силы давления. Тангенциальные силы, или 
силы трения, проявляются только в движущейся жидкости 
[см. формулу (6)1. Поскольку жидкости не оказывают сопро­
тивления разрыву, силы давления всегда направлены внутрь 
по нормали, т. е. действуют как сжимающие усилия.

Соответственно из двух видов напряжений (нормальных 
и касательных) в покоящейся жидкости действуют только 
нормальные напряжения р, называемые гидростатическим 
давлением. Касательные напряжения т равны нулю.

Выделим в жидкости элементарный объем в виде тетра­
эдра (рис. 5). Заменим 
действие окружающей 
среды поверхностными 
силами давления, на­
правленными по внут­
ренней нормали к грани 
тетраэдра. Как видно из 
рисунка, направления

Рис. 5. К установлению не­
зависимости действия давле­
ния от его направления.



трех сил совпадают с направлениями координатных 
осей. На грань ABC  действует сила АРп в некотором 
направлении п. Кроме сил давления, на жидкость в объеме 
тетраэдра действуют еще массовые силы. Обозначим проек­
ции этих сил, отнесенных к единице массы, соответственно 
X, Г, Z.

Рассмотрим условия равновесия сил, действующих на 
выделенный тетраэдр. Например, проектируя все силы на ось 
х , можем написать:

АРх — АРп cos (п> я) +  ^Р  dxdydz =  О,

где р dxdydz — масса жидкости в объеме тетраэдра.
Заменяя в соответствии с выражением' (4) силу давления 

произведением давления на нормальную к этой силе пло­
щадку, перепишем приведенное уравнение так:

Рх 4 "  d*/d£ — pndSn cos {п , х) +  Хр ~  dxdydz =  0.

Площадь проекции треугольника ABC на координатнук> 
плоскость yOz равна АО В, т. е.

dSn cos (п , х) ~  ~  dydz.
у

Таким образом,

рх - у  dydz — рп \  dydz +  Xp.-i- dxdydz =  0,

или, после сокращения на ™  dydz,

P ^ -P n  +  X - j -  dx = 0 .

Теперь будем уменьшать тетраэдр до размеров точки. 
Тогда длина ребер тетраэдра приближается к нулю, в част­
ности, d* 0. Переходя к пределу, получим

Рх  —  Р , п =  0 ,  И Л И  р ,  =  р „ .

Проектируя силы на оси у  и г, аналогично найдем ру ==. 
*= Рп'у Р г ~  Рп- Окончательно

Р х  Р у  ~  P z  ~  р п •

Поскольку ориентация тетраэдра в пространстве вы­
брана произвольно, полученный результат доказывает, что*



гидростатическое давление в данной точке жидкой среды 
одинаково во всех направлениях. В другой точке пространства, 
занятого жидкостью, давление может быть другим. Значит, 

• давление определяется только расположением данной точ­
ки, т. е. является непрерывной функцией координат прост­
ранства:

Другими словами, давление образует скалярное поле, 
а сила давления, определяемая по формуле (4) как произве­
дение давления на площадку действия, является вектором.

§ 6
Дифференциальные уравнения 
равновесия жидкости 
(уравнения Эйлера)

Выделим в жидкости элементарный объем в форме паралле­
лепипеда со сторонами d#, dy, dz (рис. 6). На этот параллеле­
пипед действуют по внутренней нормали поверхностные силы 
давления окружающей жидкости, а также массовые силы 
выделенного объема с проекциями X, F , Z, отнесенными к 
единице массы. *

Если на три грани параллелепипеда, пересекающиеся в 
точке, действует давление р, на соответствующих противо­
положных гранях [см. функциональную зависимость (16)] 
давления изменятся на величину соответствующих част­

ных дифференциалов -|£- dx, dу, dz-
Рассмотрим условие равновесия сил, проектирующихся 

на ось х. Если сила давления на левую грань равна pdydz,
то на правую грань она составит ^р +  ~  dxj dydz. Массовая 

2 сила равна Xpdxdydz. Таким

р =  /(* , */, z). (16)

о х
А

Рис. 6 . К выводу дифференциаль­
ных уравнений равновеоия Эйлера.
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или

 с!л%с1г +  pXdxdydz =  0.

Отнесем уравнение к единице массы, Поделив все его чле­
ны на массу параллелепипеда pdxdydz. Тогда

X др
дх

Р

Z — —
Р

1 др
ду

др
dz

0;

=  0;

=  0.

(17)

Второе и третье уравнения в системе (17) получены анало­
гично первому при проектировании сил на оси координат 
у и z.

Система уравнений (17) и есть дифференциальные урав­
нения равновесия жидкости. Впервые их вывел Леонард 
Эйлер в 1755 г.

В векторной форме условие равновесия жидкости запи­
сывается одним дифференциальном уравнением. Изменение 
скалярного поля давления характеризуется его градиен­
том:

gradp др
дх l +  ~ w *  +

др
дг

где £, /  и к — единичные векторы координатных осей.
Действующая на выделенный элементарный объем жид­

кости AV результирующая сила давления равна grad pAV. 
Она уравновешивается массовой силой pAFF, где F =  
=  X i +  Y j  +  Zk, т. е.

pAVF =  grad pAV,
или

F — —  gradp =  0, 

что эквивалентно уравнениям (17).

(18)
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§  7
Интегрирование уравнений Эйлера.
Поверхности уровня

Для интегрирования умножим уравнения (17) соответ­
ственно на dx, dy, dz и просуммируем их:

X d x + Y d y  +  Z d z -  - L ( - | - d x +  -% -Ау +  - § U z )  = 0 .

Выражение в скобках представляет собой полный диф­
ференциал давления dp, поэтому уравнение*можно перепи­
сать так:

. Левая часть формулы (19) является полным дифферен­
циалом. Значит, и правая часть этого уравнения также 
должна быть полным дифференциалом. Для этого необхо­
димо и достаточно, чтобы существовала функция

частные произврдные которой по х, у, z с обратным знаком 
равнялись бы проекциям массовых сил на оси координат 
х, у , z, отнесенным к единице массы, т. е.

Функция П называется потенциальной, а силы, удовлет­
воряющие условию (20), называются силами, имеющими 
потенциал.

На основании изложенного можно утверждать, что жид­
кость находится в равновесии лишь в том случае, если дей­
ствующие в ней силы имеют потенциал. Из условий (19), 
(20) следует, что

=  Xdx +  Ydy +  Zdz. (19)

П =  /  (X , у , Z),

х=> — дП  .
дх  ’

ду
(20)

Z ап
дг

^ 2 -  =* — 6П, или +  dll =  0. 
Р Р

Проинтегрировав это выражение, получим • 
П +  р/р =  const. (21)



W--

В векторном представлении уравнение (21) получается 
сразу из уравнения (18). Действительно, если массовые 
силы имеют потенциал, то F =* —grad П.

Тогда

grad П +  -— gradn =  0, или П +  *= const.

Точки равного давления в скалярном поле образуют 
поверхности уровня. Для таких поверхностей р =* const, 
dp =  0. Дифференциальное уравнение поверхностей уровйя 
согласно выражению (19)

Xdx +  Ydy +  Zdz =  0, (22)
откуда следует, что массовые силы перпендикулярны к по­
верхностям уровня.

§ 8
Основное уравнение гидростатики 
в поле сил тяжести

Из массовых сил в условиях «абсолютного» покоя жид­
кости учитываются только силы тяжести, которые обладают 
потенциалом. Для проекций сил тяжести, приходящихся 
на единицу массы,

Х - 0 ;  К =  0; Z = * - l - g  =  - g .  '
Знак «минус» в последнем равенстве поставлен потому, 

что ускорение свободного падения g  направлено вниз, 
а ось z — вверх.

Подставив последнее условие в выражение (19), получим 
дифференциальное уравнение равновесия в поле сил тя­
жести:

- у -  =  — gdz, или +  gdz =  0. (23)

Для несжимаемой жидкости (р — const) уравнение (23)
легко интегрируется:

2Z +  ~Т =  const- ^
Это уравнение и выражает о с н о в н о й  з а к о н

г и д р о с т а т и к и .
Дифференциальное уравнение поверхности уровня (22) 

в поле сил тяжести
— gdz=*Q,
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откуда уравнение поверхности уровня
г =  const. (25)

Таким образом, в покоящейся однородной жидкости, 
которая находится под действием сил тяжести, поверхности 
уровня являются горизонтальными плоскостями. Например, 
для капельных жидкостей свободная поверхность — это 
поверхность уровня; поэтому она всегда горизонтальна 
независимо от расположения сосуда, в котором находится 
жидкость. Из выражения (25) также следует, что поверх­
ность раздела двух несмешивающихся жидкостей является 
поверхностью уровня, т. е. горизонтальной поверхностью.

Конкретизируем смысл постоянной в правой части уравне­
ния (24). Выделим в среде две поверхности уровня с давле­
ниями р и pQ и вертикальными координатами г и z0 (рис. 7 fa). 
Для этого случая уравнение (24) можно записать так:

в2 +  -е. =  в2Ь +  ^ . ,

откуда р =  Ро~\~ Рg (20— г).
Обозначив разность zQ— z =  h, находим

Р =  Ро +  Р#*

Если же поверхности уровня поменять местами* т. е. 
считать, что заданная поверхность с давлением р0 расположе­
на внизу, а поверхность с давлением р — вверху (рис. 7, б),

Рис. 7. К выводу основного уравнения гидростатики (16):
а  — поверхность с давлением р расположена ниж е заданной плоскости с давле- 
«нем р0; 6  — то ж е. выше.
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то
Р  =  Р о  +  p g  ( 2  —  * о ) .

или
Р =  Ро —  pgft-

Обобщая полученный результат, окончательно получаем
Р =  Ро±Р£*- (26)

Это д р у г а я  ф о р м а  о с н о в н о г о  у р а в н е ­
н и я  г и д р о с т а т и к и  (24), удобная для практическое 
го применения. Член pgh в уравнении (26) характеризует 
вес столбика несжимаемой жидкости высотой h и площадью 
в 1 квадратную единицу. Знак перед вторым членом правой 
части уравнения зависит от расположения искомой точки с 
давлением р. Если эта точка находится ниже заданной по­
верхности р0, в уравнении (26) надо принимать знак «плюс»;, 
если же искомая точка расположена выше поверхности р0, 
следует подставлять знак «минус».

Для невесомой жидкости, т. е. для среды без учета сил 
тяжести, уравнение гидростатики принимает вид

Р =  Ро, (27).

т. е. давление во всех точках среды одинаково.
Основное уравнение гидростатики (26) можно получить,, 

не интегрируя уравне­
ние Эйлера. Рассмотрим 
равновесие вертикаль­
ного цилиндрика жид- 

' кости высотой h и пло­
щадью AS (рис. 8). Сила 
давления снизу p2AS 
уравновешивается си­
лой давления сверху 
pxAS и силой тяжести 
самого цилиндри'кар^х 
X AS (силы давления, 
действующие на боковую

Рис. 8 . Равновесие элемен­
тарных цилиндров жидкос­
ти, находящихся в горизон­
тальном и вертикальном по­
ложениях.
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поверхность цилиндра слева и справа, нормальны к верти' 
кали). Таким образом,

т. е. мы получили частный случай уравнения (26).
Если же рассматривать условие равновесия горизонталь­

ного цилиндра, нетрудно доказать, что в горизонтальных 
плоскостях давление одинаково.

До сих пор изучались законы равновесия жидкости в 
условиях «абсолютного» покоя, где массовые силы были 
представлены только.силами тяжести. Если жидкость нахо­
дится в движущемся сосуде, возникают условия относитель­
ного покоя. Подвижную систему координат в состоянии-от­
носительного покоя, как известно из теоретической механики, 
можно свести к неподвижной системе, прибавив силы инер­
ции в переносном движении. В результате это приводит к 
деформации поверхностей уровня, между тем как давление 
распределяется согласно основному закону гидростатики, 
т. е. уравнению (26). Например, при вращении открытого 
сосуда с водой вокруг вертикальной оси (центрифуга) 
свободная поверхность приобретает форму параболоида вра­
щения.

Закон Паскаля
и его практическое приложение

, Уравнение (26) представляет собой аналитическое вы­
ражение з а к о н а  П а с к а л я ,  согласно которому дав- 
лешй передается без изменения в каждую точку среды.

p2AS =  pxAS +  pg/iAS, 
р2 =  P i +  p g h ,

§ 9

Действительно, давле­
ние р, которое созда­
ется поверхностной 
силой, приложенной к 
поршню, согласно 
уравнению (26) вхо­
дит как слагаемое в 
давления всех точек 
данного объема жид-

Рис. 9. Схема гидравли­
ческого домкрата.
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кости. Этот же вывод вытекает непосредственно для неве­
сомой жидкости.

Закон Паскаля указывает на способность жидкости 
передавать усилия на расстояние. Эта осо0енность жидкос­
тей, коренным образом отличающая их от сыпучих тел 
(например, от песка), широко используется на практике.

Приведем два характерных примера применения закона 
Паскаля.

Гидравлический домкрат. Принцип работы гидравличе­
ского домкрата ясен из схемы рис. 9. Сила R, прикладывае­
мая к поршню А, создает давление масла под поршнем 
р  =5 R/(nd2l4). Это давление передается в пространство, 
наполненное маслом под плунжером В. Давление р , действу­
ющее на площадь плунжера, уравновешивается грузом Р, 
т. е. р =PI(nD%/4). Сопоставив эти соотношения, получаем

Я =  Р (d2/D2).
Учитывая правило рычага первого рода, находим усло­

вие для поднятия груза:
F > P  (dVD2)(a/b).

Клапан Сх на схеме необходим для перепуска масла под 
* пори!ень А при холостом, а С2 — под плунжер В при рабочем 
ходе. Для опускания плунжера и груза масло выпускается 
обратно из полости 1 в полость 2 через перепускной вен­
тиль Е.

Силовой цилиндр служит для сообщения рабочему ор­
гану возвратно-поступательного движения. На рис. 10 
представлена простейшая схема г'идроуправления заслон­
кой В. Давление жидкости, которая находится в трубо­
проводе А , действует через распределительный кран С на 
поршень силового цилиндра Е , жестко связанного с заслон­
кой В. Положение крана, показанное на схеме, соответствует 
открытию заслонки. При 
положении крана, показан­
ного штриховой линией, за­
слонка закрывается.

Пример 1. Определить диа­
метр d силового цилиндра для 
подъема заслонки, установленной

Рис. 10. Схема силового цилин­
д р а  для приведения в действие 
задвижки.

29



на водопроводной линии диаметром D  =  200 мм. Разница давлений 
по обе стороны закрытой заслонки Дp ~ p i  — p^ =  600 кПа. Масса 
подъемных частей т  =  100 кг. Коэффициент трения заслонки в напра­
вляющих /  =  0 , 1.

Сила давления на заслонку

Ар =* 600 • 10? — 1 ~ 2-- - =  18750 Н.

Сила, необходимая для подъема заслонки,

F =  fP  +  m g =  Q,l • 18 7 5 0 +  1 0 0 - 9 , 8  =  2855 Н.

Требуемая площадь поршня силового цилиндра 

F 28с>с1
s =  ю г  =  ТюоТнГ - °’т п  м° ~ 48 “ 8-

Искомый диаметр силового цилиндра

d  =  V l 4AtTS =  1,13 V S  =  1 ,1 3 / 4 8  ^ 8  см.

Рассмотренные случаи свидетельствуют о возможности 
передачи давления с помощью рабочей жидкости^ На этом 
принципе основана работа гидростатического (объемного) 
гидропривода и систем гидропневмоавтоматики.

§ Ю
Абсолютное
и манометрическое давлениег 
вакуум

При измерении давления, как и любой другой физиче­
ской величины, необходимо условиться, что принимать за
начало отсчета. Исходя из конструктивных и физических
требований к приборам, измеряющим давление, наиболее 
удобно считать за нуль атмосферное давление ра. Тогда при 
давлении больше атмосферного прибор будет показывать 
манометрическое, или избыточное давление

Рман =  Р —  Ра, (28)
где р — абсолютное давление, отсчитываемое от нулевого 
давления.

Если измеряемое давление меньше атмосферного, прибор 
показывает вакуумметрическое давление, или просто ва­
куум (рис. 11):

Рвак =  Ра —  Р- (2 9 )

Приборы, измеряющие избыточное давление, называют 
манометрами, а вакуум — вакуумметрами.

30



Сопоставив уравнения (28) и (29), получим
^  Рыт ,— Рвак» (30)

т. е. вакуум можно рассматривать как отрицательное избы­
точное давление.

Заметим, что максимально возможный вакуум равен ат­
мосферному давлению (р™а*х -*■ ра при р =  0), а незначи­
тельный вакуум часто называют разрежением.

Измерение разрежений и малых давлений, которые час­
то встречаются в технике теплогазоснабжения и вентиля­
ции, весьма просто осуществляется жидкостным мановаку- 
умметром. Этот прибор представляет собой U-образную 
трубку, в которой находится капельная жидкость, например 
вода : один конец трубки сообщен с атмосферой, а другой 
присоединяется к среде, где измеряется давление. На рис. 12 
показана трубка, заполненная газом. Если давление в 
трубе больше атмосферного, уровень измерительной жид­
кости в U-образной трубке поднимается в правом колене и 
прибор работает как манометр; если давление газа в трубе 
меньше атмосферного, уровень жидкости поднимается в ле­
вом колене и прибор работает как вакуумметр.

Пренебрегая весом газа, можно считать, что давление в 
трубе р равно давлению в плоскости О—О, проведенной на 
уровне жидкости в левом колене прибора (рис. 12, а). Вспо­
миная свойство поверхности уровня, можно утверждать, 
что и в правом колене на этом уровне давление равно р.

Рис. 11. К понятию манометрического (избыточного) давления и ваку­
ума.

Линия давший, большего, чем атмосферное (р>ра)

Линия

Р

атмосферного

Рмт-Р-Ра 

давления (р=рв)

Линия давления, меньшего, '

PSan~ Pa~P

чем атмосферное (р<ра)

Линия нуледого давления (р = 0)

Р
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На высоте h верхней отметки уровня жидкости в правом 
колене давление атмосферное — ра. Использовав уравнение 
гидростатики (26), находим

р «  р8 +  рgh,
откуда

р — pa ^ p g h .
С учетом условия (28)

Рман — Р g h f  ( 3 1 )

где р — плотность измерительной жидкости.
Таким образом, показания прибора пропорциональны 

манометрическому давлению. В частности, 1 мм вод. ет. 
соответствует давлению 9,8 Па. Действительно, подставляя 
в формулу (31) соответствующие значения величин, полу­
чаем

1 мм вод. ст. =  1000 • 9,8 • 0,001 =  9,8 Па.
Для манометра, заполненного ртутью,

1 мм рт. ст. =  Г3600 • 9,8 • 0,001 »  135,3 Па.

В вакуумметре (рис. 12, б) плоскость равного давления 
А —А в трубке отвечает атмосферному давлению. Рассуж­
дая аналогичным образом, находим

P. = P +  Pgk, '
откуда

Ра —  Р =  Pgh-

Рис. 12. Измерение жидкостным манометром в газовой среде:
а ■— манометрического давления; 6 — вакуума (разрежения).
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I

. Учитывая условие (29),
Рвак =  (32)

Хотя выражения (31) и (32) имеют одинаковую форму, 
важно обратить внимание, что отсчет высот в этих уравне­
ниях, как видно из схем рис. 12, а, б, производится в проти­
воположных направлениях. Сделанный вывод вытекает 
непосредственно из условия (30).

Для измерения весьма малых давлений (разрежений) 
применяют микроманометры, с помощью которых обычно 
контролируют работу вентиляционных устройств и газовых 
трактов котельных установок, где их называют тягомера­
ми. Как видно из схемы рис. 13, с увеличением наклона 
трубки растягивается шкала для измерения:

I =  hi sin а.
Измерительной жидкостью служит технический спирт, 
который имеет незначительный эффект капиллярности 
(см. рис. 4).

При измерении избыточного давления точка замера со­
единяется с отверстием резервуарчика (на рис. 13 знак «-+»), 
а в случае разрежения — к самой наклонной трубке «—»).

Сложнее производить измерения жидкостными прибора­
ми'среды, которая сама является капельной жидкостью. 
Во-первых, необходимо, чтобы жидкость, в которой произво­
дится измерение, не смешивалась с жидкостью в U-образном 
мановакуумметре (вода и ртуть как раз отвечают этим требо­
ваниям). Во-вторых, в тех случаях, когда ось прибора не 
совпадает с точкой замера, следует вводить поправку на 
расположение прибора, обусловленную весом вертикально­
го столба жидкости в подводящих трубочках. Если прибор 
расположить выше точки замера, его показания будут пре­
уменьшенными в случае избыточного давления и преувели­
ченными в случае вакуума, соответственно поправка будет 
положительная или отрицательная. Наоборот, при располо­
жении прибора ниже точки замера его показания преувели­
чены при измерении избыточного давления и преуменьшены 
при вакууме, а поправки отрицательны или положительны.

Рис. 13. Микроманометр
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Пример 2. Определить манометрическое давление воды в котле, 
который расположен в подвальном помещении, если ртутный манометр, 
находящийся на первом этаже, показывает h ~  500 мм рт. ст., Н  =  
=  4 м (рис. 14).

Давление по показаниям ртутного манометра относительно плос­
кости О— О в соответствии с формулой (31)

Р ыт  =  Р р т #  =  13 600  * 9 »8  ’ °>5  =  66  640  П а *

Истинное давление, отнесенное к плоскости оси котла,

Рщп =  Рит  +  Р в о д ^  =  66 640 +  1 ООО • 9 ,8  • 4 =  105 840 Па.

Положительная поправка на расположение манометра при этом 
весьма значительна:

Рман — Рман =  105 840 —  66 640 =  39 200 Па =  39,2 кПа.

Если манометр измеряет разность давлений в двух точ­
ках, его называют дифференциальным (рис. 15). Обозначим 
разность уровней измерительной жидкости в коленях прибо­
ра через h , ее плотность — рж, а плотность жидкости в под­
водящих трубках/, 2 — рт. Тогда перепад давлений, который 
отвечает показанию дифференциального манометра h, опре­
деляется по формуле

A p  =  g (  Р ж  — Р т ) / ! -  ( 3 3 )

Действительно, проведем поверхность уровня О—0  на
отметке измерительной жидкости в левом коЛене прибора. 
Давления на этом уровне одинаковы в обоих коленах. При­
менив уравнение гидростатики (26), можем записать для дав­
лений в центрах труб Л и В (см. рис. 15):

•  ' Ра =  Ро — PTg*;
Р в  =  Ро —  Ртg  ( h  — h )  —  р ж £ / г .

Искомая разность (перепад) давлений

Рис. 14. К примеру 2.
Рис. 15. Схема дифференциального 
манометра, .
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Ьр =  РА — Рв =  Ро —  PrShi — Ро +  Рж ( К —  h) +
+  P m S ' i  =  8  ( Р *  —  Р т ) h ,

т. е. получили уравнение (33).
Если в подводящих трубках 1 я 2 находится газ, а не 

капельная жидкость, то влиянием его плотности рт можно 
пренебречь по сравнению с плотностью рж, и тогда формула 
(33) приобретает вид, аналогичный формуле (31):

Др =  Pxgh. (34)
Пример 3. Определить перепад давлений в трубах А и В, если пока­

зания дифференциального манометра h =  100 мм рт. ст ., когда он 
подключен:

а) к газопроводу; б) к паропроводу.
В случае а) искомый перепад по формуле (34)

Ар =  9 ,8  » 13 600 • 0,1 =  13 333 Па =  100 мм рт. ст,

В случае б) в подводящих трубках скапливается вода; по формуле
(33)

Ар =  9 ,8  (13 6 0 0 —  1000) • 0,1 =з 12 350 Па — 92 мм рт. ст.

. При измерении больших давлений, где жидкостные при­
боры неудобны из-за больших размеров, наиболее распро­
страненными являются пру-

- жинные манометры. На рис.
16 представлена схема пру­
жинного манометра, где ос­
новной деталью служит сог­
нутая по кругу полая метал-

. лическая трубка, имеющая в 
t сечении форму овала или эл­

липса. Один конец этой труб-
- ки запаян, а другой соединен 

с пространством, где измеря­
е т с я  давление, под влиянием

которого конец трубки пере­
мещается, что с помощью пе­
редаточного механизма сооб­
щается стрелке.

Имеется ряд других кон- 
s. струкций приборов для изме-

Рис. 16. Схема пружинного мано­
метра.
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рения давления (мембранные, грузопоршневые, электриче­
ские и др.). Все они измеряют давление по отношению к 
атмосферному, т. е. являются манометрами или вакууммет­

рам и.
В заключение отметим, что в формулы гидравлики для 

несжимаемой жидкости можно подставлять манометриче­
ское давление, а в случае вакуума — отрицательное маномет­
рическое давление. Однако при изучении сжимаемой жид­
кости, где учитывается изменение состояния среды, необхо­
димо при расчетах брать абсолютное давление

где ра — давление атмосферы, принимаемое по уровню 
моря равным 760 мм рт. ст. (101 325 Па).

Для капельной жидкости возможен еще специфический 
способ измерения давления непосредственно высотой столба 
этой же жидкости.

Возьмем закрытый резервуар (трубу), заполненный жид­
костью с давлением больше атмосферного, и присоединим к

Р  — Рман “Ь Ра» (35)

§ 11
Пьезометрическая высота 
и пьезометрический напор

Z
/

Ра

нему открытую с дру­
гого конца стеклян­
ную трубку (рис. 17).

А

d  некоторую высоту
ъ>| hp. Проведем повер-

^  хность уровня по оси
сосуда, где давление 

^  р, и по отметке жид- •

-А Жидкость в трубке 
поднимается относи­
тельно оси сосуда на

кости в трубке, где 
давление равно ат­
мосферному (ра).
Рис. 17. Схема, иллюстри­
рующая понятия пьезоме­
трической высоты и пье-

0 7 1 — пьезометрическая плос­
кость; 2 — плоскость срав­
нения.
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Согласно основному уравнению гидростатики (26) 
Р =  Ра +  Р g K

откуда

или

(36)

Итак, манометрическое давление выражается высотой 
столба жидкости hp. Эта высота называется пьезометриче­
ской, а стеклянная трубка, измеряющая пьезометрическую 

/ высоту,— пьезометром (греч. piezo давлю +  metreo мерю).
В зависимости от рода жидкости пьезометрическая вы- 

-  сота при одном и том же давлении будет разная. Например, 
пьезометрическая высота, эквивалентная внесистемной еди- 

’ нице давления в одну техническую атмосферу, равна: 
для воды

* Рассмотрим теперь случай, когда давление в сосуде 
. меньше атмосферного, т. е. имеется вакуум. Согласно усло­
вию (30) вакуум можно замерить трубкой, опущенной книзу 
(на рис. 18 она показана слева штриховой линией). 
Однако практически такое измерение осуществить не уда­
ется. Поступают иначе: берут стеклянную трубку, одним 
концом соединенную с верхней точкой сосуда, а другим — 
опущенную во вспомогательный открытый сосуд с той же 
жидкостью, на свободной поверхности которой давление 

■■ равно атмосферному (рис, 18). Поскольку в основном сосуде 
давление меньше атмосферного, жидкость в трубке подни­
мется на некоторую высоту hmK. Применяя уравнение 
(26) к свободной поверхности вспомогательного сосуда с 
Давлением ра и к отметке жидкости в трубке с абсолютным 
давлением р , получим

\
для ртути

к 9,8 . 1C* =  0,735 м рт. ст.
р 13 600 * 9 ,8

Р +  рЯ^вак =  Р а»



откуда
Р а  Р  ~  Р ^ в а к -  

Поскольку ра — Р =  Рвак,

(37)

Высоту /гвак называют вакуумметрической. Рассмотрен­
ный случай объясняет подъем (всасывание) жидкости в 
трубе за поршнем насоса (рис. 19).

Как уже было сказано, максимально возможный вакуум 
равняется атмосферному давлению. Если стеклянную труб­
ку с одного конца запаять, наполнить ее ртутью и открытым 
концом опустить в чашку с ртутью (опыт Торричелли), 
ртуть поднимается по трубке на высоту ha, равную атмо­
сферному давлению (чашечный барометр). На уровне моря 
ha — 760 мм рт. ст., что соответствует давлению

Ра =  9ёК  =  13 600 . 9,8 • 0,76 -  101 325 Па. (38)

Еще во времена Галилея было известно, что вода за порш­
нем насоса не может подняться на высоту более 10,3 м. Од­
нако лишь после опыта Торричелли в 1648 г. удалось уста­
новить причину этого явления:

максимальная вакуумметрическая высота в метрах во-

Рис. 18. К понятию вакууммет­
рической высоты.
Рис. 19. Подъем жидкости в тру­
бе за поршнем насоса.

с
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дяного столба

maxt,max р а   101 325
Пвак 1ЛПП . оpg 1000 • 9 ,8

10,33 м вод. ст. (39)

Обычно в наиболее распространенных центробежных 
насосах высота всасывания не превышает б—7 м из-за опас- 

’ ^ности вскипания жидкости при нормальных температурах 
и связанной с этим возможности разрыва столба жидкости.

Проведем произвольно ниже сосуда (см. рис. 17) горизон­
тальную плоскость О—О — плоскость сравнения. Расстоя- 

. ние от этой плоскости до поверхности уровня с давлением 
р  обозначим через г . Сумма

\ называется пьезометрическим напором и слагается из двух 
‘ высот: высоты расположения данной точки относительно . 
„ выбранной плоскости сравнения и пьезометрической высоты, 

4" отвечающей давлению в этой точке.
Горизонтальная плоскость, проведенная через уровень 

^  жидкости в пьезометре, называется пьезометрической. На 
Ц  рис. 17 она показана линией А—А. Таким образом, пьезо- 
{ метрический напор представляет собой расстояние между 

плоскостью сравнения и пьезометрической плоскостью. 
ч Если за плоскость сравнения принять отметку геодезиче- 
;? ского нуля, то пьезометрическая плоскость дает пьезометри-. 
% ческую отметку*

Выясним физический смысл термина «пьезометрический . 
напор». Обозначим массу частицы жидкоста через А т. 
Тогда запас потенциальной энергии частицы, находящейся 
на отметке пьезометра, относительно плоскости-сравнения

(40)

Если отнести этот, запас к единице 
Ш веса, разделив обе части равенства 

на Arhg, получим

£ пот =  a  mg (z +  hp).

N

Рис. 20. К примеру 4.



т. е. выражение (40). Согласно основному уравнению гидро­
статики (24) эта сумма постоянна для всех точек покоящейся 
однородной жидкости. Следовательно, пьезометрический 
напор представляет собой запас потенциальной энергий 
жидкости, отнесенной к единице веса, относительно выбран­
ной плоскости сравнения.

Пример 4. В системе пневматического водоснабжения (рис. 20) 
поддерживается постоянное давление /?ман =  400 кПа. Средняя от­
метка уровня воды в резервуаре относительно условной отметки, прини­
маемой за нуль, г =  30 м. Отметка объекта для подачи воды zQ =  60 м. 
Определить свободный напор при отсутствии течения воды.

Свободный напор равен разности пьезометрической отметки и от­
метки объекта водоснабжения:

Н о  =  Н р  20 .

Пьезометрическая отметка относительно условного нуля соглас­
но уравнению (40)

» . - » + T S r S r - ' ' “-
Свободный напор .

# о  =  71 — 6 0 =  11 м.

Приведенные в этом параграфе понятия дают наглядное 
представление о высотном положении уровня жидкости в 
различного рода установках, сооружениях и системах и 
поэтому широко используются в водо- и теплоснабжении.

В заключение важно подчеркнуть, что указанные поня­
тия трудно использовать для газа. Присоединим, например, 
пьезометрическую трубку к резервуару с газом, находящим­
ся под давлением. Газ, который поднимается в трубке на
высоту -^—Ц  нельзя отличить от окружающей атмосферы.
Вот почему в газоснабжении и вентиляции понятия «пьезо­
метрическая высота», «пьезометрический напор» не приме­
няют.

§ 12
Примеры применения 
основного уравнения гидростатики

Основное уравнение гидростатики (24), или (26), показыва­
ет, что давление в покоящейся несжимаемой жидкости рас­
пределяется по линейному закону.

На рис. 21 представлены эпюры давления капельной 
жидкости на вертикальную стенку резервуара. При откры­
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том резервуаре давление под действием сил тяжести распре­
деляется по треугольнику с основанием pgh и вершиной на 
свободной поверхности (рис. 21, а). Если на свободную по­
верхность действует еще избыточное давление (рис. 21, б), 
эпюра давления приобретает форму трапеции с основаниями 
рман и рман +  pgh; другими словами, для построения эпюры 
давления достаточно сместить треугольник, показанный на 
рис. 21, а, влево на величину риш. Для вакуума этот тре­
угольник смещается вправо, вследствие чего эпюра может 
принять вид, приведенный, например, на рис. 21, в. Распо­
ложение пьезометрической плоскости в последних двух 
случаях показано на рис. 21, б, в линией А—А.

Сложнее распределяется гравитационное давление (т. е. 
давление сил тяжести) воздуха или газа. Здесь при построе­
нии эпюры манометрического давления необходимо учиты­
вать изменение атмосферного давления по высоте, а также 
особенности конкретной схемы. Для иллюстрации сказанно­
го разберем некоторые важные случаи из практики тепло- 
газоснабжения.

Дымовая труба. Плотность наружного воздуха рн больше плот­
ности отходящих газов в дымовой трубе рвн> В плоскости выходного се­
чения трубы 2—2  (рис. 22) можно принять" что давление равно давле­
нию атмосферного воздуха в этой же плоскости — р & . В плоскости 
1— 1 по оси топки давления по обе стороны заслонки С  будут разными. 
Согласно уравнению (26) для вертикального столба наружного воздуха

Рис. 21. Эпюры распределения давления капельной жидкости на верти­
кальную стенку резервуара:
а  — открытого; б  — закрытого и находящ егося под давлением; в — закрытого 
и находящ егося под вакуумом.



высотой Я  и столба газа такой же высотой внутри трубы можно написать»

Ра, =  Ра, +  •>
в̂н, ~-Р&2 Рвн^^“

Вычитая второе уравнение из первого, получим

Pat -  Р т , =  P n S fi ~  Рвн8 н  =  S  (Рн —  Рвн) Н ’ 

откуда, учитывая формулу (28), разрежение

Рразр в  £  <Рн —  Рвя) (41)

Таким образом, труба с более легким газом создает разрежение 
(тягу), величина которого прямо пропорциональна высоте трубы и раз­
ности плотностей наружного воздуха и внутреннего газа. Если плот­
ность газа в трубе больше плотности наружного воздуха (рн <  рвн), 
на внутреннюю сторону заслонки С  действует манометрическое давле­
ние, воздух не поступает в топку, а газ выходит наружу. Такое явле­
ние, весьма нежелательное, называют опрокидыванием тяги. Оно слу­
чается, например, летом, когда при пуске холодный воздух в трубе тя­
желее наружного. Сказанное” полностью относится к вытяжным 
устройствам зданий, где более теплый (легкий) воздух в помещении 
стремится через трубу выйти наверх.

Газовый стояк — это вертикальная труба (рис. 23), заполненная 
газом, расположенная внутри здания для распределения газа по эта-
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акам. Стояк является частью газопровода низкого давления и находится 
Под небольшим манометрическим давлением. Плотность природных и 
большинства искусственных газов меньше плотности атмосферного 
воздуха, т. е. рвн <  ря.

Рассмотрим давление вне и внутри трубы в сечениях 1— 1 и 2—2, 
ведя отсчет от плоскости 1— / .  Согласно уравнению (26) давление внут­
ри трубы p Wi и давление наружного воздуха в плоскости 2— 2 
относительно плоскости 1— /

Рш г РВН] Рч  * =  P&i PugH .

Вычитая второе уравнение из первого и учитывая формулу 
(28), находим зависимость между манометрическими давлениями по 
высоте стояка:

Рштг Ри
откуда

+  8 (Рн —РВН) Я’ 

Рман, Рман, ^  8 (Рн Рвн) ^ ' (42)

Значит, манометрическое давление в газовом стояке (при условии 
' Рн >  Рвн) возрастает с высотой по линейному закону. Это объясняется 

тем, что абсолютное давление наружного воздуха уменьшается с вы­
сотой быстрее, чем абсолютное давление более легкого газа внутри тру­
бы. Иначе говоря, дополнительное давление газа с высотой возникает 
ротому, что абсолютное давление в газопроводе падает в меньшей сте­
пени, чем барометрическое.

Если принять рн =  1,2 кг/м3, рвн =  0,7 кг/м3 и Я  =  2 м, получим, 
,что на каждые 2 м высоты манометрическое давление в газовом стояке 
возрастает на

9 ,8  (1,2 — 0,7) • 2 =  9 ,8  Па да 1 мм вод. ст.

Рис. 24. Схема водяного отопления с естественной циркуляцией.

■Н— л Лл
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Вот почему при одинаковых условиях работы газовых приборов 
эффективность их на верхних этажах жилого дома больше, чем на 
нижних.

Если плотность газа в стояке больше плотности наружного возду­
ха, манометрическое давление линейно уменьшается с высотой.

Водяное отопление с естественной циркуляцией. На рис. 24 пред­
ставлена простейшая схема водяного отопления с естественной цирку­
ляцией, состоящая из котла А и одного нагревательного прибора В. 
Условно принимаем, что температура изменяется только в нагрева­
тельном приборе. Плотность горячей воды в левом стояке обозначим ' 
Р/, а плотность охлажденной в правом стояке — рохл. При закрытом 
вентиле С  задачу можно решать в условиях гидростатики. Примем 
давление в плоскости О—О, проходящей через ось котла, равным р 0.
В плоскости 1—2, проходящей через ось прибора, давление будет раз­
ным. Так, для точки 1 перед прибором согласно уравнению (26)

Р(г = Р о  —  P tg H ,
а после вентиля (точка 2)

Р<ЭХЛ2 ~  РQ Р ОХЛ&Н-
Поскольку плотность горячей воды меньше плотности охлажден­

ной, вычитаемая величина в первом уравнении меньше, чем во втором; 
значит, давление слева p t больше давления справа р охл . Разность дав­
лений

Др =  Pti —  р0ХЛг =  Ро— Р ~  (Ро -  Ро х л 8 н ) =  2  (Р охл  —  Pt) Я . (43) 
Если вентиль С  открыт, указанная разность давления создает цир­

куляцию воды в системе по часовой стрелке. х
При температуре горячей воды t  =  80° С плотность =  972 кг/м^ 

(см. § 3), а для охлажденной до t =  40° С воды рохл =  992 кг/м3. Таким 
образом, на каждый метр высоты прибора относительно оси котла дав­
ление

Ар =  9 ,8  (992 —  972) * 1 =  196 Па да 20 мм вод. ст.
Для систем индивидуального отопления такое давление достаточ­

но. Д ля многоэтажных строений и больших объектов в систему вклю­
чают насос для принудительной циркуляции воды.

Из изложенного следует, что для возникновения естественной цир­
куляции необходима разность высотных положений нагревательного 
прибора и котла.

§ 13
Сила давления жидкости 
на плоские стенки

Определение силы давления жидкости, действующей на 
ту или иную поверхность, имеет большое практическое зна­
чение при механических расчетах стенок, заглушек, пере­
городок, мембран и других устройств.

Начнем с более простого случая — определения силы 
давления жидкости на плоскую поверхность — на плоскую 
стенку. Будем считать, что стенка подвергается односторон­
нему давлению (с другой стороны давление атмосферное).
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Поэтому интерес представляет только сила избыточного 
давления.

Для общности случая возьмем капельную жидкость, 
свободная поверхность которой (являющаяся поверхностью 
уровня) находится под воздействием избыточного давления

Рман- Высота этого давления ~ =  hp характеризует­
ся пьезометрической плоскостью А—А (рис. 25), составляю­
щей угол 0 с плоской стенкой.

Определим силу давления жидкости, действующую на 
выбранную площадь 5  данной плоской стенки. На разные 
точки площади S, находящиеся на разных глубинах, дей­
ствуют согласно уравнению (26) различные давления. Для 
определения искомой силы Р сначала найдем силу давления 
на элементарную площадку

dP =  (рман +  pgh) dS =  pg (hp +  h) dS,
где hp -f  h — расстояние по вертикали от данной точки 
до пьезометрической плоскости А — А.

Как видно из рис. 25,
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Следовательно, элементарная сила давления
dP — рg  (ар +  a) sin 0dS.

Полная сила давления на всю площадь 5 определится 
суммой элементарных сил:

р  =  J pg sin 0  (ар +  a) dS =  pg sin О J (ар +  a) dS.
s  S

Выражение J (ар +  a) dS представляет собой статиче- 
s

ский момент площади относительно оси х. Он равен (ар -f~ 
+  ac)S, где ар +  ас — расстояние- от центра тяжести рас­
сматриваемой площади до оси. Поэтому

Р =  pg sin 0  (ар 4- ас) S.
Учитывая, что (ар +  ас) sin 0  =  hp +  hc и pg (hp +  hc) =

“  Рман *4" Pgh — Рман) ^

P =(pghp +  Pghc)S . (44)
В уравнении (44) первое слагаемое (рghp) характеризует

избыточное давление над свободной поверхностью рман, а 
второе (рghc) — избыточное давление, создаваемое весом 
самой жидкости. Таким образом, полное манометрическое 
давление, действующее в центре тяжести С,

рюше ”  Ршн +  рshe-
Поэтому уравнение (44) можно представить в следующем 

виде:
Р =  Рманс̂ , (45)

т. е. сила давления жидкости на плоскую стенку равна произ­
ведению площади рассматриваемой поверхности на маномет­
рическое давление в ее центре тяжести.

Если над свободной поверхностью жидкости имеется 
вакуум, то пьезометрическая плоскость располагается на
расстоянии hBaK =  (см. рис. 21, в), вниз от свободной
поверхности и манометрическое давление в центре тяжести 
С в зависимости от соотношения глубин Нр и hc может быть 
положительным или отрицательным.

Если р̂ ан =  0 (случай открытого резервуара), пьезо­
метрическая плоскость совпадает со свободной поверхностью

46



(hp *= 0) и нагрузка на стенку определяется тсГлько силой 
тяжести самой жидкости. В этом случае

Р =  Р ghcS, (46)

где he — глубина погружения центра тяжести смоченной 
поверхности.

Сила давления на горизонтальное дно открытого сосуда 
с жидкостью, где глубины погружения всех элементарных 
площадок одинаковы,

Р =  pghS. (47)

Из выражения (47) следует, что сила давления жидкости 
на дно сосуда не зависит , от формы его боковых стенок. 
На рис. 26 показаны три сосуда, наполненные до одного
уровня h и имеющие одинаковую площадь дна 5. Силы
давления на дно согласно уравнению (47) для всех сосудов 
равны; поставленные же на коромысловые весы сосуды 
дадут различный результат. Это так называемый гидроста­
тический парадокс. Читателю предлагается самому разъяс­
нить это.явление.

Для невесомой жидкости, когда можно пренебречь 
влиянием ее веса и считать давление во всех точках рассмат­
риваемой площади S одинаковым, формулу (45) можно за­
писать так:

Р ~  Рман5, (48)

где Рман — манометрическое давление среды.
Практически этот случай распространяется не только 

на газы, но и на жидкости в трубах и котлах, находящиеся 
под значительным внутренним давлением.

Пример 5." Найти силу"давления, действующую на заглушку трубо­
провода диаметром d =  100 мм, находящегося под,давлением ршя =» 
=  800 кПа.

Рис. 26. Гидростатический парадокс.



Р  =  800 • 103 —  0 ,1 2 =  6300 Н =  6,3 кН.
4

Кроме силы давления, надо знать точку, через которую 
проходит ее равнодействующая,— центр давления. Для это­
го воспользуемся теоремой Вариньона: момент равнодей­
ствующей силы относительно некоторой оси равен алгебра­
ической сумме моментов составляющих сил относительно 
той же оси. Обозначим расстояние от центра давления О 
до оси х через ар +  а0 (см. рис. 25). Поскольку силы давле­
ния всегда направлены перпендикулярно к стенке, момент 
силы Р равен (ар +  а0)Р , а момент элементарных сил — 
(ар +  а0) dЯ, то

Р {ар-\-а0) =  J (ар +  a) dP =  J (ар -f  а) р sin О (ар +  a) dS =  
s s

=  pg sin e j  (ap +  a f  dS. 
s

Выражение J  (ap +  a2) d«S представляет собой момент

инерции рассматриваемой площади «S относительно оси х , 
образованной пересечением поверхности стенки с пьезо­
метрической плоскостью. Обозначим его через 1Х. Тогда

P(ap +  ao) =  pgsin 0/*.

Заменим величину 1Х моментом инерции относительно 
оси, проходящей через центр тяжести,— /о. В соответствии 
с теоремой Штейнера

1Х — 1с +  (ар +  ao)2S.
Вместо Р подставим его выражение из формулы (44).

Тогда уравнение момен­
тов запишется так:
pg (■ар +  ас) sin 0S (ар +

+  ao) =  pg sin 0  [Iо +
+  (% +  acf  S],

Рис. 27. Определение центра 
давления тяжелой жидкости 
на вертикальную стенку.

По формуле (48)



*

откуда

a0 =  ac +
U

Оар ас ) S

Формулу (49) можно привести к виду

ho = he + (hp -j- /̂ >) S sin2 0,

(49)

(50)

где ho и hc — глубины погружения центра давления и цент­
ра тяжести рассматриваемой поверхности S. Последнее 
выражение показывает, что центр давления лежит ниже 
центра тяжести (за исключением случая вакуума, когда 
ho >  he). Для горизонтальной стенки (sin20  = 0 ,  hc ' =  
=  h0) эти точки совпадают.

Для вертикальной стенки открытого прямоугольного 
резервуара sin2 0 = 1 .  Тогда уравнение (50) примет вид

h0 = hc + hc S
(51)

При глубине жидкости в резервуаре Я и его ширине b 
(рис. 27)

ho =  Я/2 +  2ЬН*/(12НЬ) =  Я/2 +  Я/6 =  2/3Я,

т. е. центр давления расположен на расстоянии 213 глубины 
от свободной поверхности, или на расстоянии 1/3 глубины 
от дна.

Для невесомой жидкости h0 =  he.

Пример 6 . Д ля регулирования уровня воды в открытом резервуа­
ре применен поворачивающийся щиток, кото^мй должен автоматиче­
ски открывать квадратное отверстие размером а X Ъ =  200 X 200 мм 
в стенке при заданном уровне воды по отношению к центру отверстия 
Hq =  0 ,5  ы (рис. 28). Найти месторасположение шарнира О.

Если шарнир расположить 
по оси. отверстия, щиток будет 
прижиматься к отверстию. Оче­
видно, для выполнения условия 
задачи необходимо, чтобы ось 
шарнира проходила через центр 
давления при глубине h0 . Обоз­
начим искомое расстояние че­
рез Ah. Применив уравнение

Рис. 28. К примеру 6 .
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(51), можно написать

12 hc 12 • 0 ,5
0,2а

=  0,0067 м =  6 ,7  мм.

Величины Ah и hQ обратно зависимы. Наибольшее значение Ah 
отвечает случаю, когда верхний край отверстия совпадает с уровнем 
воды (h =  а/2). Тогда

Ah =  а /6 =  0 ,2 /6  =  0,033 м й  33 мм.

§  14
Сила давления жидкости 
на цилиндрические поверхности

Сила давления жидкости на плоскую стенку равна сумме 
элементарных сил, параллельных друг другу, поэтому их 
можно свести к одной равнодействующей.

Для неплоской (криволинейной) поверхности элементар­
ные силы давления перпендикулярны соответствующей 
площадке, но не параллельны между собой. В общем слу­
чае они образуют систему сил, как угодно расположенных в 
пространстве; расчет сводится к определению главного векто­
ра (сил) и главного момента (пары сш% Эта задача достаточ­
но сложна, Поэтому ограничимся определением сил давле­
ния на цилиндрические поверхности, которые сводятся к 
одной равнодействующей.

Рис. 29. К определению силы давления жидкости на цилиндрическую * ■
поверхность. Ж

А
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Возьмем две цилиндрические поверхности с горизонталь­
ной осью: на рис. 29, а показан случай, когда жидкость на­
ходится'над стенкой, а на рис. 29, б — под ней.

Пусть избыточное давление на свободной поверхности 
жидкости с пьезометрической плоскостью А —А равно р'шн. 
Определим горизонтальную и вертикальную составляющие 
силы давления на рассматриваемые цилиндрические поверх­
ности.

Выделим элементарную площадку dS. Нормальную к 
этой площадке элементарную силу dP разложим на две со­
ставляющие — горизонтальную dРх и вертикальную dРг:

dРх =  dР cos (п , х);
* dPz ~dPcos (n ,  г)„

или, учитывая формулу (45),
dР х =  рман COS ( п ,  X )  dS;

i , dPz =  Рман cos (rt, z) dS.

Как известно, произведение площади на косинус угла, 
который составляет нормаль к ней с некоторой осью, равно 
проекции этой площади на плоскость, перпендикулярную 
к оси, или

dS cos (я, х) =  dSz; 
dS cos (n, z) =  dSx.

Следовательно, выражения для составляющих элементар­
ных'сил примут вид

dP х — PuandSz\ 
d Р г =  PMandŜ .

Суммарные значения искомых составляющих будут:

t Рх =  § PMaHdS2;
I s

Pg =* J PmandSx.
s

Аналогично тому, как была выведена зависимость (45) 
для силы давления на плоскую стенку, получаем, что первый 
интеграл написанных соотношений равен

Рх =  Рманс5,. (52)
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Таким образом, горизонтальная составляющая силы 
давления на цилиндрическую плоскость равна силе давления 
на вертикальную проекцию этой стенки.

Второй интеграл, т. е. вертикальные составляющие

Рг =  J pMandSx =  J рg (hp +  h) d S x
S - S

представляют собой вес жидкости в объеме так называемого 
тела давления, образованного данной стенкой, ее проек­
цией на пьезометрическую плоскость и вертикальными 
проектирующимися поверхностями. Цилиндрические по­
верхности на рис. 29 расположены перпендикулярно к 
чертежу* Поэтому тело да'вления на рисунке представлено 
плоской заштрихованной фигурой. В зависимости от рас­
положения стенки по отношению к жидкости направление 
вертикальной составляющей силы может быть положитель­
ным (вниз — см. рис. 29, а) или отрицательным (вверх —\ 
см. рис. 29, б). Поэтому в общем виде этот интеграл записы­
вается так:

Pz = ± G = ^ ± m g = ±  pVg, (53)
где т и V — соответственно масса и объем тела давления.

В каждом конкретном случае направление (знак) верти­
кальной силы нетрудно установить, разложив нормальную 
силу давления, действующую на элемент площади стенки, 
на горизонтальную и вертикальную составляющие.

Пример 7. Определить силу, разрывающую болты полуцилиндриче- 
ской крышки радиусом г — 0 ,5 м, шириной в плоскости, перпендику­
лярной к чертежу, b — 2 м и находящуюся под внутренним давлени- 
ем Рит  =  50 кПа (Рис- 3°)-

Так как жидкость находится под крышкой, вертикальная состав­
ляющая силы давления направлена вверх и является разрывающей си-

Рис. 31. К определению напря­
жений на разрыв в цилиндриче­
ских резервуарах, находящихся 
под внутренним давлением.

<о

1
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яой. Для построения тела давления нанесем линию пьезометрической 
плоскости на высоте

Рман 50 . 103
Р “  Pg “  1 ООО - 10

Мысленно ограничим крышку вертикальными плоскостями. Разрез- 
. полученного тела давления на рисунке заштрихован. Искомая сила

■ P g V  =  P g (h p ■P, = - p g V  = pglhD- - 2 - \ 2 r b  =

=  1 ООО - 10 (5  —  ”  -,0,5- 1  2 . 0,5 • 2 =  92,3 . 103 H =  92,3 кН.

Полученные зависимости для определения горизонталь­
ной и вертикальной составляющих силы давления на цилинд­
рические поверхности можно распространить и на другие 
виды кривых стенок, в частности на сферические [ 1 7 ] .

Для невесомой жидкости вертикальная и горизонтальная 
составляющие силы давления равны между собой:

Р п  ~  Рман5п, (^ 4)

т. е. сила давления невесомой жидкости на неплоскую по­
верхность (кривую стенку) по заданному направлению п 
равна произведению избыточного давления на проекцию 
этой стенки на плоскость, перпендикулярную я.

Формула (54) прежде всего применяется для расчета 
толщины стенок котлов и трубопроводов. Сила давления на 
полу цилиндрическую поверхность длиной /, которая на­
ходится под внутренним давлением Рман (рис. 3 1 ) ,  равна
силе давления Р на диаметральную проекцию этой полосы:

Р ~  Рман&1‘

Эта сила должна уравновешиваться силами упругости 
стенок трубы по площади 2Ы:

F  =  2 сгб/,

где о — напряжения на разрыв. Следовательно,

PmbuDI =  2оЫ, 

откуда искомая толщина стенки

б =  РманЩ2а). (55)

63

й



§  15
Закон Архимеда

Определим результирующую силу давления жидкости 
{рис. 32, а) или газа (рис. 32, б) на тело произвольной формы, 
погруженное в данную среду. Проведем поверхность уров­
ня О—О с давлением ро и вертикальную цилиндрическую 
поверхность так, чтобы ее образующая касалась тела. 
Этим мы делим поверхность тела по контуру на две части: 
верхнюю КВС и нижнюю KDC. Найдем вертикальные 
составляющие силы давления на указанные части.

Сравнивая рис. 30 и рис. 32, убеждаемся, что поверх­
ности уровня на рис. 32 играют ту же роль, что и пьезометри­
ческая плоскость на рис. 30; различие состоит лишь в том, 
что избыточное давление в плоскости О—О на рис. 32 не 
равно нулю. Следовательно, формула (53) может быть при­
менена и в данном случае с учетом силы давления Fq =  poS 
на проекцию тела в плоскости О—О.

Вертикальная составляющая силы давления на поверх­
ность квс

PzKBC = Fo +  PgVKBC,

где Vk.bc — объем тела давления.
Вертикальная составляющая на поверхность KDC

p *k d g  =  —  ( F  о  +  p g V K D c ) .

Знак «минус» тут обусловлен правилом, приведенным 
в § 14 (рис. 29, б).

Вертикальная составляющая силы давления жидкости 
или газа на тело равна алгебраической сумме приведенных 
сил:

Р г к в с  +  Р 'к о с  = F o - F o  +  Р g V T ac -  р gV T n c =  -  Р g V ,

где V — объем тела (замк­
нутой поверхности).

0 Аналогично, проведя го­
ризонтальную цилиндри­
ческую поверхность так, 
чтобы ее образующая ка-

Рис. 32. К выводу закона Ар­
химеда:
а  — жидкая среда; б  -*  газовая.
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салась тела, нетрудно показать, что в горизонтальном 
направлении нет неуравновешенной силы давления жид­
кости на тело/

Итак, искомая результирующая сила давления среды на 
тело (замкнутую поверхность)

А =  — pgV =  — mg =  — G. (56)

Эта формула и выражает з а к о н  А р х и м е д а :  
на всякое тело, которое находится в жидкой (газообразной) 
среде, действует сила, направленная вверх и равная весу 
жидкости (газа) в объеме тела (замкнутой поверхности) . 
Эта сила А называется выталкивающей, или архимедовой 
силой *.

Архимедову силу обычно учитывают только для твердых 
тел, погруженных в жидкость. В газах эта сила кезначитель- 
на. Однако архимедова сила существенно проявляется н 
газовой среде разной плотности.

Если вес тела (замкнутой поверхности) больше архиме- • 
довой силы А, их равнодействующая направлена вниз и 
тело (замкнутая поверхность) погружается в данной среде.- 
Наоборот, если вес тела (замкнутой поверхности) меньше 
силы А, тело поднимается вверх. На этом принципе основа­
на конструкция воздушного шара, масса которого, включая 
оболочку, груз и легкий газ внутри шара, меньше веса 
воздуха в объеме шара. Этим же объясняется искривление 
вверх траекторий теплых струй, имеющих первоначально 
в холодном воздухе горизонтальное направление. Следова­
тельно, условие подъема массы внутри замкнутой поверхнос­
ти в жидкой или газообразной среде выразится неравенст­
вом

A > G .

При выходе твердого тела на свободную поверхность 
капельной жидкости выталкивающая сила уменьшится в. 
соответствии с уменьшением объема погруженной части 
тела, в результате чего тело будет плавать на свободной

* В сантехнике вместо термина «архимедова сила» часто применяют 
термин «подъемная сила». Однако его нельзя признать удачным, по­
скольку в аэродинамике общепринятым является понятие подъемной 
силы как нормальной составляющей к направлению течения при обте­
кании тел.
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поверхности. Условие плавания может быть записано так: ’

где Vu — объем погруженной части тела.
По этому условию рассчитывают поплавковые устройства 

сливных бачков и другое сантехническое оборудование.

Равновесие газа 
с учетом его сжимаемости

До сих пор при изучении законов равновесия газ рас­
сматривался как несжимаемая жидкость (р =  const). Выве­
дем теперь основное уравнение газостатики, учитывая влия­
ние сжимаемости газа (р Ф  const). Дифференциальное урав­
нение равновесия (23) для переменной плотности среды 
после интегрирования примет вид

закон изменения состояния газа. Примем, что температура 
постоянна: Т =  const (изотермический закон). Тогда урав­
нение состояния (9) примет вид

где С — постоянная величина.
Подставив последнее соотношение в уравнение (58), 

находим

Полученное уравнение газостатики (59) отличается от 
основного уравнения гидростатики (24) тем, что давление 
газа по высоте с учетом его сжимаемости в изотермических 
условиях распределяется не по линейному, а по логарифми­
ческому закону.

9gVn =  mgf (57)

§ 16

Для вычислен необходимо задать

(58)

р =  p/(RT) =  р/С,
откуда

С = pip,

С In р +  gz =  const,
или

£г "р“ П̂Р — const- (59)
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Указанная разница невелика даже при значительном из­
менении высоты. Чтобы убедиться в этом, сделаем следую­
щие преобразования. Напишем уравнение (58) для двух 
высот (г0 и г)\

gz +  In р =  gz0 +  In Ро,
Р Ро

откуда g (г —  z„) =  In •
Ро Р

Обозначив г — zQ = h и ——  =  Я, а также учитывая.
Ро£

что —  =  > получим
Р Ро

откуда

h = H in - £ -  
Ро

_  JL 
- г - = е  я

Ро

Разложим правую часть последнего равенства в степен­
ной ряд:

2

Р о - 1  • Я +  2 ( Я J +  "  ’

Первые два слагаемых этого ряда дают основное урав­
нение гидростатики в форме (26). Действительно,

Р =  \ __________=  j  ^ Pog Ро —  Pogfe t
Ро Н  Ро Ро

откуда
р  =г р 0 _  р 0£ /г ,

или, считая р0 да р,
Р =  Ро ~  P gh .

Таким образом, ошибка при вычислении давления па 
формуле гидростатики (26) для несжимаемой жидкости не

1 / h \ а превышает - y i - f f )  » т- е.



Если задаться допустимой ошибкой в 1 %, или ~  =*

=  0,01, TOTf =  ] / " ^  =* у -p  При стандартной плотности
воздуха ро — 1 ,2  кг/м3 и нормальном давлении атмосферы 
<р0-  101 325 Па) .

я = 4 j f f r  = 8500 М’
откуда

1 8500 ■«h =  - у { - =  1 2 0 0  м.

Итак, распределение давления воздуха в поле сил тяжес­
ти при изотермических условиях с ошибкой не более 1 %
можно определять, рассматривая газ как несжимаемую 
жидкость (р =  const) при изменении высоты до 1 2 0 0  м. 
Приблизительно такой же результат получится и при 
задании другого закона изменения состояния газа по высоте 
{например, адиабатического).

Поскольку в задачах газоснабжения и вентиляции ветре- ~ 
чаются значительно меньшие перепады высот, ошибка при 
применении уравнений гидростатики будет незначитель­
ной, что и оправдывает их применение в данном случае при 
рассмотрении условий равновесия воздуха (газа).

Глава III

ДВИЖЕНИЕ НЕВЯЗКОЙ ЖИДКОСТИ 
(ЭЛЕМЕНТЫ ГИДРОАЭРОДИНАМИКИ)

§ 1 7
Основные понятия 
кинематики жидкости

Раздел механики жидкости, изучающий законы ее дви­
жения, называют г и д р о а э р о д и н а м и к о й .

Легкоподвижность жидкости требует знания поведения 
каждой ее частицы, что создает большие трудности при ис­
следовании движения. Поэтому изучение движения жидкос­
ти обычно начинают с абстрактной модели невязкой жидкос­
ти, теорию движения которой можно считать достаточно 
разработанной.
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Ограничимся рассмотрением только несжимаемой жид­
кости.

Как и в механике твердого тела, сначала изучают виды 
движения, не касаясь вопроса о силах, вызывающих эти 
движения (кинематика), а уже затем рассматривается дви­
жение как результат действия сил (динамика).

Поле скоростей. Движение жидкости можно изучать 
способом Лагранжа или способом Эйлера.

В первом случае рассматривают поведение частиц жидкос­
ти, перемещающихся в пространстве и непрерывно изменя­
ющих свои координаты. Поскольку таких частиц бесконеч­
ное множество, этот метод исследования сложен.

Обычно пользуются способом Эйлера, при котором 
наблюдают, что происходит с движущейся жидкостью в 
данных точках пространства в определенные моменты 
времени.

Представим себе пространство, занятое движущейся 
жидкостью. Через каждую его точку проходят частицы с 
той или иной скоростью, характеризуемой вектором и 
и проекцией его модуля на оси координат их, иу, иг. В раз­
личных точках пространства скорости различны, т. е. прост­
ранство образует векторное поле скоростей, для которого 
применима общая теория физического поля.

Итак, вектор скорости является функцией расположе­
ния данной точки пространства и времени:

где радиус-вектор выражается через единичные векторы 
(орты) по осям координат:*

г  =  uxi +  uyj  +  uzk.

При записи в проекциях

Конвективное и локальное ускорения. Математическое 
•выражение ускорения можно получить, взяв полную произ­
водную по времени от функциональной зависимости (60) с 
учетом элементарного перемещения частицы жидкости 
dr при переходе от точки к точке. Полный дифференциал 
вектора скорости как функции двух переменных г и t равен

и =  F (г, 0, (60)

UX =  h  (х > У . г .  0 ;

uy =  fz(x, у , г, f); 
и г =  (х > У> Z, 0 -

(61)
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сумме частных дифференциалов:

d“ = - i - d' - + - 3 r («-
Чтобы найти ускорение ш, нужно изменение скорости 

Ли разделить на d/:
  da ди  dr , ди  dt   ди  , ди  dr

W  d t d r  d t ' dt d t dt ‘ dr d£

dr du  , duПоскольку = t t ,  ^  и *
Используя символическую запись пространственного 

дифференцирования
„  д . . д . , а ,  
v “ 1 T l +  "5 7 ^  +  ' d r fc’

получим

w =  (в V) в +  - |р  • (62)

Первое слагаемое уравнения (62) характеризует изменение 
скорости при перемещении частиц жидкости из одной точки 
пространства в другую и называется конвективным ускоре­
нием; второе слагаемое характеризует изменение скорости во 
времени в данной точке и называется локальным ускорением.

Установившееся и неустановившееся движения. Если по­
ле скоростей не меняется с течением времени, движение на­
зывается установившимся (стационарным). В этом случае 
Характеристики движения изменяются только при переходе 
от точки к точке пространства и функциональная зависи­
мость для скорости примет вид

и = F (г). (63)
В проекциях на оси координат

и, =  Л (*. у . г); '
=  /г (х, У> Z); (64)

«г =  /з (•*, У, г). .

Таким образом, при установившемся движении локальные 
ускорения равны нулю и полное ускорение равно конвек­
тивному:

w =  (и у )  и. (65)
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^  Типичными примерами установившегося движения яв­
ляются: истечение воды через отверстие в резервуаре при 
постоянном уровне или из крана при постоянном давлении, 
течение во всасывающих и нагнетательных линиях .центро­
бежных насосов и вентиляторов, работающих при постоян­
ных числе оборотов и производительности, течение в рас­
пределительной водопроводной или газовой сети при неиз­
менном характере работы потребителей, обтекание потоком 
воздуха зданий при постоянной скорости ветра.

В общем случае, когда характеристики скоростного поля 
изменяются с течением времени и справедливы зависимости 
{Щ , (61), движение называется неустановившимся (нестаци­
онарным). Примерами такого движения могут быть процес­
сы наполнения и опорожнения резервуаров газохранилищ, 
течение в трубопроводах при быстром открытии или за­
крытии запорных органов, течение в поршневых насосах 
и компрессорах, обтекание зданий при порывистом ветре.

Изучение неустановившихся движений значительно слож­
нее установившихся. Мы ограничимся изучением только 
установившихся движений*.

Линии тока. Представим себе в векторном поле скоростей 
ряд линий, скорости к которым касательны в любой точке 
(рис. 33). Такие линии и образуют линии тока. Следователь­
но, линия тока представляет собой кривую, в каждой 
точке которой в данный момент времени вектор скорости 
жидкости касателен к кривой.

Не следует смешивать понятия линии тока и траектории 
движущихся частиц. Касательные к траектории дают на­
правление скорости частицы в последовательные моменты 
времени, между тем как касательные к линиям тока характе­
ризуют направление скоро­
стей разных частиц в опре­
деленный момент времени.
Таким образом, при неус- 
тановившемся движении, 
когда линии тока изменя­
ют свое положение в про-

Рис. 33. Линии тока.

* Исключением является § 59, где рассматривается типичный слу­
чай неустановившегося движения капельной жидкости — гидравли- 

. веский удар.



странстве с течением времени, траектории и линии то­
ка не совпадают между собой. При установившемся дви­
жении, когда линии тока не меняют своего положения в 
пространстве с течением времени, траектории и линии тока 
совпадают'. В этом случае компоненты скорости в декартозой
системе координат их =  иу =  иг =  и диф­
ференциальное уравнение линий тока

Л .  =  _Ё_ . (6 6 )
их иу и2

Представление о линиях тока возникает непосредствен­
но из наблюдений за движением жидкости. Для этого нужно 
сделать течение видимым. Подмешаем, например, в воду 
алюминиевый порошок. Фотографический снимок, сделан­
ный с небольшой выдержкой, покажет путь частицы индика­
тора в виде короткого штриха. Каждый штрих можно рас­
сматривать как вектор скорости. Совокупность штрихов 
образует семейство линий'тока, которые в целом дают на­
глядную картину течения (рис. 34).

Движение воздуха можно сделать видимым с помощью 
дыма или тлеющих опилок.

Из определения линии тока также следует, что через 
каждую точку пространства может проходить только одна 
линия тока или, иначе говоря, линии тока не пересекаются.

Геометрическую картину движущейся жидкости в виде 
семейства линий тока, дающую представление о характере 
движения, называют спектром течения.

Поток вектора и рас­
ход. В теории поля по­
током вектора сквозь не­
которую поверхность S  
называется интеграл от 
проекции этого вектора 
на нормаль к каждому 
элементу данной повер­
хности:

Q =  £ undS. (67)
S

Рис. 34. Визуализация линий 
тока.
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В гидроаэродинамике поток вектора скорости представля­

ет собой объем жидкости, которая протекает через рассматри­
ваемую поверхность за 1 с. Действительно, объем цилиндра 
с основанием dS и высотой ип равен объему жидкости, выте­
кающей из элемента поверхности за 1 с (рис. 35). Сумма же 
этих элементарных объемов образует секундный объем Q, 
который называется расходом жидкости.

% Поток вектора — величина скалярная. Знак вектора 
зависит от ориентации поверхности 5. На рис. 35 элементар­
ный цилиндр построен на наружной поверхности, где жид­
кость как бы вытекает из нее, поэтому в данном случае поток 
считается положительным; если направление проекции 
скорости изменить на обратное, элементарный цилиндр стро­
ится на внутренней стороне поверхности, где жидкость как 
бы втекает в нее и потоку приписывается знак «минус».

Умножив подынтегральное выражение (67) на плотность 
жидкости р, получаем поток вектора «массовой скорости»

М =  j* pwndS, (68)

который представляет собой массу жидкости, проходящую 
сквозь поверхность S за 1 с.

Дифференциальное уравнение неразрывности. Выделим 
внутри пространства с движущейся жидкостью неподвиж­
ный контур в форме элементарного параллелепипеда с 
ребрами dx, dy, dz (рис. 36). Обозначим скорость жидкости, 
которая втекает в левую грань параллелепипеда, через 
их. Скорость жидкости, вытекающей из правой грани, вслед-

Рис. 35. Поток вектора 
через поверхность.

и* л /
dux

d z

—  )—
/

/
У А /

dx

Рис. 36. К выводу уравнения нераз­
рывности.



ствие непрерывности поля скоростей равна их -f dx.
Поскольку рассматриваемый элементарный объем неподви­
жен, изменение скорости не зависит от времени. В направле­
нии оси х через левую грань втечет за 1 с жидкость массой
(—puxdydz), а вытечет через правую грань[-^р (ux-\~^-dx) X 
Xdydz]. Значит, за 1 с из параллелепипеда вытекает в на­
правлении оси х жидкости больше, чем втекает, на р ^
X dxdydz. Аналогичные выражения получаются и для 
направлений у я z. Закон сохранения массы требует, чтобы 
сумма трех полученных приращений была равна нулю:

Р dxdydz +  р dxdydz ~f р dxdydz =  0.

Для несжимаемой жидкости р =  const, поэтому после 
сокращения на pdxdydz получим

-%~+4 г + ̂ =°- <69>
т. е. расход несжимаемой жидкости в данной точке, отне­
сенный к единице объема (или объемное расширение 
несжимаемой жидкости), равен нулю.

В теории поля левая часть выражения (69) называется 
расходимостью, или дивергенцией вектора скорости (div и);

divM =  0 .

Деформация и вращение частиц. Если движение твердо­
го тела в общем случае складывается из поступательного и 
вращательного движений, то жидкая частица при своем 
перемещении не только двигается поступательно и враща- 
тельно, но и деформируется.

Рассмотрим движение элементарной частицы в форме 
элементарного параллелепипеда с ребрами dx, dу, dz за 
элементарный промежуток времени dt. Поскольку расстоя­
ния, которые преодолевает частица за единицу времени, про­
порциональны скоростям, исследование поведения частицы 
для несжимаемой жидкости сврдится к изучению величины 
скоростей в разных точках внутри выделенного объема жид­
кости. За элементарный промежуток времени рассматривае­
мый параллелепипед переместится в новое положение. При 
этом вследствие разных скоростей точек он не только пере­
мещается в пространстве, но и изменяет свою первоначаль­
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ную ориентацию и форму. Схематически этот процесс можно 
иллюстрировать, рассматривая грань параллелепипеда, где 
перемещение сведено к следующим движениям (рис. 37); 
а — параллельный перенос; б — линейная деформация 
(изменение длины каждой пары сторон); в — угловая де­
формация (изменение каждого из четырех углов грани); 
г — поворот грани (как вращение твердого тела). Можно 
показать, что деформация и вращение выражаются со­
ответственно полусуммой и полуразностью накрест взятых

/ « даи дикпроизводных (для данной грани и

Условие вращения частиц записывается в проекциях на 
оси координат так:

2 Q =

2 Q, =

ди2 диу ,
ду дг 5

дих диг .
дг дх ’

диу дих

дх ду '

(70>

где Q*, Qz — компоненты угловой скорости вращения 
частицы. В теории поля вектор, компоненты которого харак­
теризуются удвоенными значениями (2QX, 2Qy, 2 0 г)„. 
называются вихрем и обозначаются rot а.

Вихревое и безвихревое движение. Различают движение 
жидкости с вращением и без вращения частиц. Если вихрь

Рис. 37. Деформация частицы жидкости при ее движении:
а — перемещение; 6 — линейная деформация; в — угловая деформация; 

$■ вращение.



отличается от нуля, т. е.
rot иф О , (71)

движение называют вихревым. Если же вращение частиц 
отсутствует, движение называют безвихревым. Аналитиче­
ски условие безвихревого движения записывается в векторной 
форме

rot и =  О, (72)
или в компонентах накрест взятых производных скорости

ди2

ду
дих
дг

диу
дх

диу
дг
диг
дх
диу
ду

(73)

Потенциал скорости. Введем для установившегося дви­
жения некоторую скалярную функцию, координат ср (х, у, г), 
частные производные которой по соответствующим коорди­
натным осям дают компоненты скорости, т. е.

дф . ___ &£_. _  _аср_
дх * иУ~~ ду ' и* ~  дг *uv = (74)

Эта функция удовлетворяет условиям безвихревого 
движения. Действительно, продифференцируем уравне­
ние (74) соответственно по z, х , у:

и по у , z , х :

дих д2ф
дг дхдг ’

диу __ а2ф
дх дудх ’
диг д2Ф
ду дгду

дих а2Ф
ду дх ду *

1 ̂
 

Г J d2q>
дг дудг *
диг д2ф_ дгдх
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Величина вторых производных не зависит от порядка 
дифференцирования. Поэтому, сравнивая обе системы напи­
санных равенств, находим условие (73), что и является приз­
наком безвихревого движения.

Функция ф, определенная указанным образом, обладает 
свойством потенциальной функции и называется потенциа­
лом скоростей. Соответственно безвихревое движение на­
зывают также потенциальным. Введение понятия потенциа­
ла скорости дает возможность заменить векторное поле 
скоростей скалярным полем <р, что значительно упрощает 
исследование.

Понятия вихревого движения. Пространство, в котором 
/Происходит вихревое движение, образует векторное ви ^  
ревое поле, компоненты которого определяются выражения­
ми (70). При изучении этого поля применяются понятия, 
аналогичные понятиям поля скоростей. Линия, касательная 
к которой в любой ее точке совпадает с направлением вектора 
вихря, называется вихревой линией (рис. 38). Частицы жидкос­
ти, расположенные вдоль вихревой линии, вращаются 
вокруг касательных к ней в соответствующих точках. Вих­
ревая линия является криволинейной осью вращения этих 
частиц. Наглядное представление о вихревой линии (по 
Н. Е. Жуковскому) дают бусинки, нанизанные на нитку.

Отметим, что в общем случае вихревые линии не совпа­
дают с линиями тока. Можно доказать, что вихревые линии 
являются замкнутыми и не могут обрываться внутри жид­
кости и заканчиваться на ее границах. Примерами этого 
служат смерч (точнее — его ядро), который упирается сво­
ими концами в поверхность земли (воды) и облака, обра-

Рис. 38. К понятию вих рево- 
го движения.

2Qt

Рис. 39. К понятию цирку­
ляции. 0 X



зование воронок в открытых водяных потоках (верхние 
концы этих воронок заканчиваются на свободной поверх­
ности, а нижние — на дне русла).

С характеристикой вихревого поля тесно связано понятие 
циркуляции, которое определяется как криволинейный 
интеграл вектора скорости, взятый вокруг замкнутой кри­
вой (рис. 39):

Г ^ j u , d l .  (75).
I

В потенциальных течениях циркуляция скорости равна 
нулю.

Примерами вихревых движений могут служить круже- 
йие опавших листьев при ветре за углом дома, образование 
вихревых движений позади мостовых опор на реке, дымо­
вые кольца, которые срываются с краев выхлопных труб 
двигателей внутреннего сгорания.

Особое значение имеют вихревые движения при изучении 
местных сопротивлений в трубах (см. гл. V, § 42).

Возникновение вихревых движений по Прандтлю свя­
зано с образованием и распадом поверхностей раздела. 
Такого рода поверхности могут возникнуть, например,

при слиянии двух течений с раз­
личными скоростями (рис. 40,а).По 
поверхности раздела происходит 
как бы скачок скорости. В резуль­
тате воздействия какого-нибудь 
случайного возмущения поверх­
ность раздела начинает искривлять- 
ся, принимая волнообразную фор- 

1------ — 1 ~ 1 + ! му. В дальнейшем деформация по­
верхности раздела нарастает (иллю­
страцией такого процесса может 
служить колебание полотнища фла­
га при ветре); постепенно поверх­
ность раздела закручивается, обра­
зуя вихрь. Затем этот 'вихрь под 
воздействием течения уплывает, а 
на его месте образуется новый

Рис. 40. Схема распада поверхности раз­
дела на вихри по Прандтлю:
а — скачок скорости на поверхности раздела} 
б «  процесс образования вихрей.



вихрь. Схематически описанное явление в разных его фазах 
показано на рис. 40, б *.

В заключение необходимо подчеркнуть, что, хотя тео­
рия вихревых движений базируется на модели невязкой 
жидкости, первопричиной вращения частиц является внут­
реннее трение, т. е. вязкость жидкости.

§ 18
Кинематика плоских 
потенциальных течений

При плоском течении частицы жидкости движутся парал­
лельно некоторой неподвижной плоскости со скоростями, не 
зависящими от расстояния до этой плоскости. Другими 
словами, плоское течение определяется двумя координата­
ми пространства {х и у) и поэтому его также называют дву­
мерными. Такое ограничение упрощает исследование благо­
даря уменьшению числа неизвестных, а также дает возмож­
ность применения эффективных математических приемов 
(метод конформных преобразований).

Характер многих течений, встречающихся в практике, 
приближается к плоским. Это прежде всего относится к 
обтеканию достаточно длинных тел, когда течение нормаль­
но к их образующим (ребрам).

Уравнение Лапласа. Для плоских течений дифферен­
циальное уравнение неразрывности (69) переходит в

а  при условии потенциальности (73) в

Подставив в уравнение неразрывности (76) вместо част­
ных производных компонентов скорости их выражения
через потенциал скорости \ их — -^ -1  иу = -  , получаем

* Знаки «—» и « + »  на рис. 40, б  означают уменьшение давления в 
местах сгущения линий тока и «его увеличение, где линии тока расхо- 

'Дятся (см. § 21); эта разность давлений имеет тенденцию возрастать со 
временем, что содействует распаду на вихри.

(77)

д2Ф . д2ф 
дх* +  dtp

0 . (78)



Это уравнение называется уравнением Лапласа. Решение 
его для заданных граничных условий дает семейство линий 
равного потенциала скорости

Задавая различные значения постоянной С, находим 
различные линии равного потенциала, принадлежащие 
данному семейству.

Вдоль линии равного потенциала dtp =  0:

С учетом уравнения (74) можно написать:
их йх +  uydy =  0 ,

откуда дифференциальное уравнение линий равного потен- % 
циала

Функция тока. Будем считать, что при установившемся 
движении существует функция

где каждому значению постоянной С отвечает конкретная 
линия тока. Иначе говоря, эта зависимость является урав­
нением семейства линий тока. Вдоль линии тока эта функция 
не меняет своего значения, т. е. ¥  =  const, или d¥  =  0 . 
Следовательно, вдоль линии тока

ф (.*, у) =  С. (79)

’Р (*, У) =  С,

2
d*  =  ^ d* +

+  ^ А у  =  0 . (81) '

А

движения линии тока 
совпадают с траектория­
ми движущихся частиц 
и описываются уравне­
нием (6 6 ), которое в дан-

Для установившегося •

в

dx

D
х

Рис. 41. К пояснению физи­
ческого смысла функций то­
ка.
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(82)

Сравнивая уравнения (81) и (82) для линии тока, нахо­
дим аналитическое условие для функции тока:

Выясним физический смысл функции тока. Возьмем произ­
вольный отрезок кривой АВ  и составим выражение для 
потока вектора через эту кривую. Представим, что его тол­
щина равна 1 в плоскости, нормальной к чертежу (рис. 41), 
поэтому площадь поверхности, которая соответствует от­
резку кривой /, равна М  (на рис. 41 эта поверхность показа­
на в плоскости ZX  справа). Поток вектора скорости сквозь 
элементарную площадку длиной I при скорости ип, нормаль­
ной к этому элементу,

Эта величина характеризует также расход жидкости в 
плоском потоке.

Определим скорость ип через проекции на координатные 
„  беи, обозначив через © угол, который образует вектор ип 

с осью х. Как следует из рис. 41,

Подставляем эти соотношения в уравнение для элемен­
тарного расхода dq и находим, что

дх * .(83)

dq =  undl • 1 , 
а через всю кривую [см. формулу (67)1

(84)

Цп =  и пх COS ©  -f- Uny Sin ©

И

— dy =  d/ cos ©; dx =  dl sin ©.

dq =  undl =  Unydx — Uttxdy, 
или, используя уравнение (83),
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Таким образом, дифференциал функции тока равен рас­
ходу жидкости сквозь элементарный участок кривой. Рас­
ход через весь участок кривой А В

<7 =  (85)
л

т. е. расход жидкости через произвольный отрезок кривой 
А В равен разности значений функций тока на ее границах 
и не зависит от формы кривой. Следовательно, если кривая 
А В представляет собой участок линии тока, то расход 
через нее q =  0  (поскольку вдоль линии тока Y =  const). 
Полученное выражение (85) также показывает, что расход 
между двумя линиями тока на всем их протяжении представ­
ляет постоянную величину.

Функция тока Y для потенциального течения, как и по­
тенциал скорости <р, удовлетворяет уравнению Лапласа. 
Действительно, взяв условие потенциальности (77) и выра­
жения для компонентов скорости через функцию тока (83), 
получим

dW п '
+  -а£1- = ° *  (8 6 )дх*

Понятие функции тока свойственно (за некоторыми 
исключениями) только плоским течениям и применимо 
также для изучения течений, не обладающих потенциалом 
скоростей.

Гидродинамическая сетка. Линии тока и линии равного
“"потенциала ортогональ­
ны между собой. Дейст­
вительно, угловые ко­
эффициенты для этих ли­
ний в соответствии с вы­
ражениями (82) и (80)

ах =  иу!их;
(2g =  UxftLy,

откуда а± аг ~  —1 , что 
и является признаком 
ортогональности рас­
сматриваемых кривых.

0
у  Рис. 42. Гидродинамическая 

T jf  сетка.
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Таким образом, линии тока и линии равного потенциала 
образуют гидродинамическую сетку движения, которая пол­
ностью определяет кинематическую картину самого движе­
ния (ем. рис. 42). При этом векторы скоростей касательны к 
линиям тока и нормальны к линиям равного потенциала.

Функции -ф и ф  являются сопряженными, т. е. гидро­
динамическая сетка не изменится, если линии тока принять 
за линии равного потенциала, однако при этом само дви­
жение будет совсем другим (сравните рис. 45 и рис. 47).

Чтобы построить точную гидродинамическую сетку при 
заданных граничных условиях, необходимо решить уравне­
ние Лапласа (78) или (8 6 ), что представляет значительные 
математические трудности. В некоторых случаях точное 
решение получается с помощью теории функций комплекс­
ного переменного (метод конформных преобразований). 
Имеются приближенные графические способы построения 
гидродинамической сетки. В последние годы в связи с бур­
ным развитием вычислительной техники получают распрост­
ранение численные способы решения уравнений Лапласа.

Примеры плоских 
потенциальных течений

Учитывая специфические трудности, связанные с решением 
уравнений Лапласа, большой интерес представляют те 
случаи потенциальных течений, которые дают точные зна­
чения функции тока и потенциала скорости без решения 
этих уравнений. Общая методика такова: задаемся произ­
вольной функцией, которая удовлетворяет уравнению Лап­
ласа, а затем выясняем, какой гидродинамической сетке она 
отвечает. Разберем несколько характерных примеров.

Плоскопараллельный поток. Задаемся линейной функцией тока
вида

Это уравнение удовлетворяет уравнению Лапласа. Действитель­
но,

ip =  ах  +  by. (87)

дх*
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ах +  by =  С
дает ряд параллельных прямых с угловым коэффициентом — alb. 

Из выражения (83)

дф , д\Ь
их — -гг2— ь= о; и» = ------   =  —  а.

* ду * дх

Уравнение линий равного потенциала с учетом уравнения (80) 

6у  _  их

Уравнение линий тока

dx
Ъ_
а

или, после интегрирования,

ау — Ь х - \-С ,

что дает ряд прямых с угловым коэффициентом Ыа, перпендикулярных 
линиям тока. Линии равного потенциала можно было получить сразу, 
учитывая свойство ортогональности между линиями тока и линиями 
равного потенциала.

На рис. 43, а представлена схема плоскопараллельного течения, 
а на рис. 43, б  — частный случаи течения, параллельного оси х (W =  
=  by).

Обтекание преграды. Рассмотрим гиперболическую функцию

¥  =  аху, (88)

У

Рис. 43. Плоскопарал­
лельный поток: 
а — общий случай; б  — 
течение, параллельное  
оси х.

Рис. 44. Обтекание 
преграды.
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удовлетворяющую уравнению Лапласа:

W  = 0 . Q<
дх2 ’ ду2

а2̂  , а2¥  
“Ж2“ +  1 ^ 2'

Уравнение линий тока

'= 0.

ху — С

характеризует семейство равносторонних гипербол с осями х  и у ,  ко­
торые являются их асимптотами. Если принять ось х  как преграду, 
асимптота х — 0, т. е. ось у  (при этом С =  0) отвечает центральной 
линии тока. При отрицательных значениях С линии тока-располагают­
ся левее оси у . Общая картина течения при обтекании преграды пред­
ставлена на рис. 44.

Составляющие вектора скорости:

и* =  ~ д у~  =  ш г’ и“ =  - — к------------- ау'

откуда получаются и направления линий тока, показанные на рис. 44 
стрелками.

Модуль скорости

а  =  a V x* +  y2 =  аг

определяется расстоянием от данной точки до точки О и прямо пропор­
ционален ему. Таким образом, скорость центральной линии тока 
постепенно уменьшается к центру О и в пределе при г  -*■ 0 скорость 
также стремится к нулю.

Уменьшение скорости при подходе к препятствию полностью под­
тверждается экспериментом.

Если обе асимптоты х  и у  принят^ за стенки, получим картину обте­
кания прямого угла.

Изменяя вид гиперболической функции (88), можно получить 
спектры обтекания острого и тупого угла или пластинки [13].

Итак, исследование течений, описываемых функцией (88)* показы­
вает, что жидкость обтекает препятствие, а не ударяется о него.

Источник (сток) на плоскости. Рассмотрим течение, функция тока 
которого определяется выражением

<89>

где q — постоянная; 0  — угол радиуса-вектора в полярных координа­
тах. Читателю самому предлагается убедиться в том, что эта функция 
удовлетворяет уравнению Лапласа.

Задавая различные значения 0  в пределах от 0 до 2я , получаем 
линии тока в виде пучка прямых, выходящих из центра О. При этом 
линии равного потенциала — концентрические окружности относи­
тельно этого же центра. Если линии тока направлены от центра к пери­
ферии (рис. 45, а), жидкость как бы вытекает из точки О. В этом случае 
течение называют источником на плоскости. Если же линии тока
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направлены от периферии к центру (рис. 45, б), жидкость как бы втека­
ет в точку О, а течение называют стоком на плоскости.

При полном вращении радиуса-вектора вокруг точки 0 , когда при­
ращение полярного угла 0  составляет 2л , функция тока получает при­
ращение q. Вспомнив выражение (84) для расхода в плоском потоке, 
убеждаемся, что постоянная q представляет собой расход жидкости 
сквозь цилиндрическую поверхность, охватывающую источник (сток) 
и имеющую единичную высоту.

Описанное движение можно еще трактовать как непрерывнее вы­
текание или втекание в каждую точку прямой, нормальной к плоскос­
ти чертежа, и поэтому его также называют линейным источником (сто­
ком). Если представить, что поток вытекает или втекает в точку О 
в пространственных условиях, движение называют источником (сто­
ком) в пространстве.

Практически движение в виде источника (стока) в точности осуще­
ствить не удается. Однако во многих случаях можно пользоваться иде­
ализированной схемой. Например, работа всасывающих щелей вытяж­
ных вентиляционных устройств приближается к плоскому (линейному) 
стоку.

На основании уравнения (84) легко найти скорость течения

и =  q/(2nr), ' (90)

где г — расстояние от данной точки течения до центра О. Из этой форму­
лы следует, что скорость обратно пропорциональна расстоянию от 
центра. Центр О является особой точкой поля скоростей (при г  0 
и 0), где расход q внезапно появляется (источник) или исчезает 
(сток).

Пример 8. Определить скорость течения воздуха на расстоянии 
1 м от всасывающей щели шириной b — 0 ,3  м, ограниченной двумя 
плоскостями (щитами) под углом 0  =  л/6  (рис. 46), при скорости в 
в щели и г — 10 м/с.

Рассматриваем данное течение как линейный сток. Тогда расход 
на 1 м длины щели в плоскости, перпендикулярной к чертежу, по фор­
муле (84)

<7 =  иф  =  10 • 0 ,3  =  3 м2/с.

Рис. 45. Источник и сток на плоскости.
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Тот же расход пройдет на расстоянии г — 1 м сквозь цилиндриче­
скую поверхность высотой 1 м и  длиной 0 г . Поэтому искомая скорость^ 
течения по формуле (90) с учетом того, что в данном случае полярный 
угол равен зх/6 ,

(л/6) г п • 1
: 5 ,7  м/с.

Следует иметь в виду, что такой расчет уже не годится для области- 
вблизи самой щели (приблизительно на расстоянии ширины Ь).

Циркуляционное течение. Рассмотрим течение, сопряженное - со  ̂
стоком (источником). В этом случае гидродинамическая сетка остает­
ся без изменения, но линии тока и равного потенциала меняются; 
местами. При таком течении частицы жидкости движутся по концент­
рическим окружностям вокруг центра О, поэтому его называют цир­
куляционным (рис, 47). При этом сами частицы не вращаются вокруг- 
своих осей, поскольку в целом поток безвихревой (потенциальный)..

Линейная скорость движения частиц вокруг центра О согласно урав­
нению (75)

и =  Г/(2 пг) (91).

При циркуляционном течении, как и в случае'источника (стока), 
скорости возрастают по мере приближения к центру. При этом произ­
ведение линейной скорости на расстояние движущейся частицы от 

. центра остается постоянным:

иг — const. (92)

Поскольку произведение иг пропорционально площади треугольни­
ка, построенного с основанием и при вершине в центре О, зависимость 
(92) часто называют законом площадей.

Циркуляционное движение с некоторым приближением осуществля­
ется в циклоне, симметричном относительно вертикальной оси враще­

н и е . 46. К примеру 8.



ния резервуара (рис. 48), где с помощью инерционной сепарации воздух 
очищается от пыли. Загрязненный воздух подводится по касательной 
к стенке, вследствие чего движение в резервуаре приближается к опи­
сываемому формулой (92). Твердые частицы вследствие инерции прижи­
маются к внешней стенке, теряют в результате трения свою скорость 
и падают вниз.

В циркуляционном течении центр О также является особой точкой, 
поэтому физически такой поток возможен лишь за пределами некото­
рого ядра конечного радиуса (на рис. 47 это ядро заштриховано). Ядро 
может быть образовано жесткой границей или вращающейся жидкос­
тью, течение в которой не является потенциальным. Примером подоб­
ного рода есть уже упоминавшийся смерч.

Сложение течений. Уравнения Лапласа (78), (86) — линейные 
дифференциальные уравнения. Как известно, сумма частных решений 
линейных уравнений является также решением этих уравнений. Та­
ким образом, просуммировав в различных комбинациях имеющиеся ре­
шения для простейших течений, мы получим различные виды более 
сложных потенциальных течений.

На рис. 49, а показан поток (кривые линии) как результат нало­
жения плоскопараллельного течения-и источника. Графически резуль­
тирующий поток получают геометрическим сложением сторон клеток, 
образующихся от пересечения линий тока складываейых потоков. 
Диагональ каждой клетки соответствует вектору скорости и направ­
лению' суммарной линии тока.

Рис. 47. Циркуляционное течение. 
Рис. 48. Схема циклона.

У
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Рассмотрим одну из клеток (рис. 49, б). Так как масштабы склады­
ваемых потоков должны быть одинаковыми, стороны клеток Д/i и Д/2 
пропорциональны векторам соответствующих скоростей, т. е.

I «1 Щ
? При достаточной густоте линий тока каждую клетку можно рас-
i сматривать как параллелограмм. Обозначим расстояния между линия-
\ ми токов соответственно Дпг и Д%. Образованные заштрихованные на
г рисунке треугольники подобны, следовательно,

«1 =  Ц2 
Дtix Дп2 ’

откуда

и%Апх =  игАпг .

На основании уравнения (84) получаем условие 

Aqx =  Д </а.

Значит, при графическом построении результирующего потока ли­
нии токов слагаемых течений нужно вычерчивать так, чтобы расходы  
между ними были одинаковы.

, В рассматриваемом случае плоскопараллельное течение вдоль
оси х имеет скорость ит , а источник —  расход ц. Из условия равенст­
ва расходов следует, что между смежными линиями

=  q!k,

Рис. 49. Сложение течений:
а  — линии тока; 6 — параллелограмм скоростей.
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откуда

kAy =  q/u00,

где Ду  — расстояние между линиями токов плоскопараллельного тече­
ния, k — количество лучей, выходящих из источника.

Линия тока -источника, направленная против оси х, встречает ли­
нию тока плоскопараллельного потока, скорость которого (исо) по­
стоянна. Поскольку скорость источника согласно уравнению (90) умень­
шается с увеличением расстояния от центра О, должна существовать 
точка А на расстоянии

0A  =  q /(2 m oo),

где эти скорости равны межу собой по абсолютной величине и противо­
положны по направлению. Результирующее течение в этой точке, на­
зываемой критической, имеет скорость, равную нулю. Течение (анало­
гично случаю обтекания преграды) разветвляется и симметрично оги­
бает источник. При этом кривая А В  как бы отделяет жидкость, вытека­
ющую из источника, от остального потока. Контур всякого твердого 
тела, обтекаемого потоком, является (при отсутствии отрыва) линией 
тока. Поэтому, если заменить зону^ ограниченную линией тока, твердым

Рис. 50. Сложение плоскопараллельного потока с источником и сто­
ками:
•а — течение с одним стоком; б — течение с двумя стоками.
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телом (область, отвечающая твердому телу, заштрихована), остальные 
линии тока при этом не изменятся и дадут картину обтекания этого 
твердого тела. Таким образом, источник является фиктивным и служит 
лщпь способом для деформации плоскопараллельного потока, обтекаю­
щего данный контур.

Рассмотрим некоторые комбинированные течения, представляющие 
репосредственный интерес для решения задач вентиляции.

Рис. 51.Сложение плоскопараллельного потока и стоков: 
а — течение с одним стоком; б — течение с двумя стоками.



П л о с к о п а р а л л е л ь н ы й  п о т о к  +  и с т о ч н и к - f  
+  с т о к. Результирующее движение дает картину обтекания тела 
овальной формы (рис. 50, а). Если ось абсцисс мысленно совместить 
с поверхностью земли, верхнюю часть овала можно рассматривать как 
вертикальное сечение здания криволинейного очертания, например» 
эллинга.

Прибавляя еще один сток, можно получить несимметричный спектр 
течения, который приближенно описывает обтекание ветровым поте­
ком здания прямоугольного профиля (рис. 50, б) [12]. Циркуляционная 
область (штриховые лиции на рисунке) относится к вихревому движе­
нию и не описывается изложенным методом.

Рис. 52. Схема ванны с однобортовым отсосом.
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Рис. 53. Обтекание цилиндра.



П л о с к о п а р а л л е л ь н ы й  п о т о к  +  е т о к .  Результи­
рующие линии тока представляют собой семейство кривых, исходящих 
из оси х, часть которых сходится в центре О (рис. 51), Эта схема Г16] 
используется для расчета однобортового местного отсоса п§ров, выде­
ляющихся во время эксплуатации промышленных ванн (рис. 52). Вели­
чина Д Я граничной линии тока характеризует высоту спектра всасы­
вания, обеспечивающую необходимый вентиляционный эффект. При 
этом ось всасывающей щели находится на уровне жидкости в ванне. 
Если щель расположена выше уровня жидкости, устраивают два стока 
по оси ординат (рис. 51, б).

Аналогично выполняется расчет и для двухбортового отсоса, а 
также при наличии нескольких точек отсоса.

П л о с к о п а р а л л е л ь н ы й  п о т о к - f  д и п о л ь .  Дипо­
лем называется определенная комбинация источника и стока, образую­
щаяся в результате предельного перехода при их неограниченном сбли­
жении и условии, что их мощность (произведение расхода на расстоя­
ние) при этом остается постоянной. Такое абстрактное течение дает 
линии тока в виде семейства окружностей, касающихся оси х , центры 
которых находятся на оси у .

Если сложить диполь с плоскопараллельным .потоком, получим 
картину обтекания цилиндра (имеется в виду цилиндр бесконечно боль­
шой длины в плоскости, перпендикулярной к чертежу. В двухмерном 
представлении это будет окружность). На рис. 53 показана половина 
симметричного спектра.

Скорость течения по контуру цилиндра

и =  2и00 sin 0 , (93)

где 0  — угол радиуса-вектора. Знак «минус» обусловлен тем, что век­
тор скорости направлен в сторону, противоположную отсчету угла 0 . 
Точка А , как и в других случаях разветвления симметричного обте­
кания, является критической; для нее иА =  0 (так как sin '0  =  0). 
Также критической является точка схода £>. В дальнейшем мы убедим­
ся, что в действительных условиях вязкой жидкости течение за участ­
ком контура BD  будет совсем иным (см. рис. 160). В точке В sin 0  =  I 
и ив =  2и00. Таким образом, по образующей цилиндра, проектирующей­
ся в точку В, скорость оказывается вдвое большей, чем скорость плоско- 

• параллельного течения.

§ 20
Основные уравнения 
динамики жидкости

Гидродинамическое давление. Давление движущейся жид­
кости имеет свойства гидростатического, если не учитывать 
силы вязкости. Действительно, для невязкой жидкости си­
лы, являющиеся причиной движения, не отличаются от 
сил, действующих в покоящейся жидкости (массовые силы, 
силы инерции). Поэтому доказательство того, что давление 
образует скалярное поле (см. §5), полностью распространя­
ется и на движущуюся невязкую жидкость. Таким образом,



в пространстве, занятом движущейся жидкостью,
р =  f  (х, у , 2 , t). ' (94)

Для установившегося движения
. P=*f(x> У, Z). (95)

Дифференциальное уравнение движения в форме Эйлера. 
Д ля п о л у ч е н и я  дифференциальных уравнений движения 
в о с п о л ь з у е м с я  выведенными ранее уравнениями равновесия 
(17), д о б а в и в  к ним согласно принципу Даламбера силы 
инерции. Эти силы должны быть отнесены к единице массы, 
как и силы т я ж е с т и  и давления, входящие в уравнения (17). 
Силы и н е р и и и  определяют как произведение массы на уско­
рение, в з я т о е  с  обратным знаком. Проекции этих сил на

оси к о о р д и н а т  равны: — 1 - f e -  , — ] J%l. , _  l d“*dt
Тогда

X-

У-

d и■х
р дх  d^

i dp  d tin
ду d t

1 dp  d и■z
p dz  d t

(96)

Это и есть дифференциальные уравнения движения невязкой 
жидкости, предложенные Л. Эйлером в 1775 г.

В в е к т о р н о й  форме система уравнений Эйлера запи­
сывается о д н и м  уравнением. С учетом развернутого выраже­
ния для ускорения (62)

f — -i-grad р = - | f - +  (uV) u. (97)

Уравнения Эйлера не интегрируются в общем виде. Лишь 
в некоторых частных случаях удается получить несложные 
решения.

Для установившегося движения локальное ускорение
ди ж  о и уравнение (97) запишется так: 
dt .

F  ~  grad р = (иЧ) и. (98)

Для безвихревого потенциального движения сразу по­
лучаем и н т е г р а л  уравнения (98). Действительно, конвек­
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тивное ускорение (wy) и согласно известному преобразова­
нию векторного анализа * может быть представлено так:

(uV) и =  grad ) — rot w х  и. (99)

Для безвихревого движения rot и X и =  0. Считая, что 
массовые силы имеют потенциал (F =  —grad П) и жидкость 
несжимаема (р =  const), уравнение (98) примет вид

d +  - £ .+ - £ - )  = °, (1 0 0 )

откуда
П +  JL  _}_ JL - =  const. (101)

Р ^

Нетрудно получить интеграл уравнений Эйлера (96), 
записанных в форме проекций на координатные оси, для 
установившегося движения, если рассматривать пере­
мещение частиц жидкости вдоль линий тока. Умножим 
каждое из уравнений системы (96) на соответствующую 
проекцию элементарного перемещения частиц dx, dy, dz 
и сложим их:

(Хйх +  YAy +  Zdz) — йх +  -|2- d{/ +  dzj —

- ( - i r ^  +  ^ - d^ + - % - dz) = °- (102>

Поскольку для установившегося движения линии 
тока совпадают с траекториями движущихся частиц, то
“~j7“ =  uxi =  иу> =  иг  Последний трехчлен левой
части уравнения (1 0 2 ) можно преобразовать так:

^ d x  +  - ^ d < /  +  -^p -d z  =  uxd x + (y ty  +  •

« Zd z  =  (Мх Ч- Щ  Н~ ^г) =  “г)-  (Ю З )

Кроме того, для установившегося движения, когда дав­
ление является только функцией координат и не зависит



от времени [ем. условие (95) ], второй член уравнения (102) 
есть полный дифференциал давления:

1 г d* +  ^  г  dz “  < 104>

Наконец, первый трехчлен уравнения (1 0 2 ) [см. интег­
рирование дифференциальных уравнений равновесия (17)1

Xdx +  Ydy +  Zdz = — dTl. (105)

Таким образом, с учетом выражений (103), (104), (105) 
уравнение (1 0 2 ) примет вид

dn  +  - ^ - + J - d ( « 2) = 0 .

Для несжимаемой жидкости

d ( n + - 2 - +  -y - )  =  0 > (Ю6 )

откуда

П +  —  + - 4 -  =  const. (107)
Р 1

Уравнение (107) называется интегралом Бернулли. 
Несмотря на одинаковую форму интегралов (1 0 1 ) и (107), 

эти уравнения существенно различаются. Константа в 
первом уравнении относится к потенциальному потоку в 
целом, а во втором — только к данной линии тока и может 
быть различной для разных линий тока.

Можно также показать [8 ], что лштеграл (101) распро­
страняется на винтовой поток (когда вихревые линии совпа­
дают с линиями тока), а интеграл (107) справедлив для 
движения частиц жидкости вдоль вихревых линий.

§ 21 '
Уравнение Д. Бернулли

При рассмотрении движения в поле сил тяжести справедли- 
‘ во условие (2 1 ), т. е.

П - ^ z  +  C. (108)
Тогда уравнения (1 0 1 ) и (107) примут вид

gz +  =  const. - (109)
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Уравнение (109) применимо для потенциального и винто­
вого потоков, а также для движения частиц жидкости вдоль 
линий тока или вихревых линий. Это уравнение будем на­
зывать уравнением Бернулли.

Даниил Бернулли (1700— 1782 гг.) — сын выдающегося математи- 
ка Иоганна Бернулли. С 1725 по 1733 гг. Бернулли работал в Петер­
бургской академии наук, где и написал свой знаменитый труд «Гидро­
динамика», изданный на латинском языке в Страсбурге в 1738 г. Д . Бер­
нулли впервые четко изложил ряд основных вопросов гидравлики 
в частности, сформулировал положения, из которых вытекает уравне­
ние (109).

Разберем несколько типичных примеров применения 
уравнения Бернулли. При этом следует иметь в виду, что в 
уравнении (109) две неизвестных величины — давление р 
и скорость и, поэтому для его решения необходимо дополни­
тельное условие [уравнение неразрывности (69)].’В приме­
рах, рассматриваемых ниже, скорость будет считаться из­
вестной.

Повышение давления (подпор) перед препятствием»
В критических точках О и Л потенциальных течений (см. 
§ 17, рис. 44, 53) скоростью =  0. Для точек течения, находя­
щихся на некотором расстоянии от препятствия, давление 
равно р, а скорость — и. Написав уравнение (109) для кри­
тической точки и точек, удаленных от препятствия, и учи­
тывая, что для плоского течения г — const, находим:

^ i L  +  0 = J L  +  4 - .
р р 2

Отсюда приращение давления (подпор), которое возника­
ет вблизи препятствия,

Ар =  ро, а — р =  р«2/2. (ПО)

Этот же результат можно получить, не налагая условия 
.потенциальности течения, для течения вдоль линии тока и 
принимая нулевую скорость в критической точке на основа­
нии данных эксперимента.

Пример 9. Определить подпор перед стеной дома, если скорость те- 
• чения (ветра), направленного перпендикулярно к стене, и =  10 м/с, пло­
тн ость  воздуха р =  1,2 кг/м3.

По формуле (110)

Ю2
Др в  1,2 • — —  =  60 Па =  6 мм вод. ст.
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Трубка Пито — Прандтля. В трубу с движущейся ка­
пельной жидкостью поместим две стеклянные трубки 
(рис. 54): 1 — загнутую навстречу течению (ее называют 
трубкой Пито), 2 — пьезометрическую; в результате эффекта 
подпора жидкость в трубке Пито поднимется на большую 
высоту, чем в пьезометрической. Носик трубки Пито с 
жидкостью в ней является препятствием для окружающего 
течения, вследствие чего скорость частиц движущейся жид­
кости при подходе к носику трубки уменьшается и в крити­
ческой точке А стремится к нулю. Важно подчеркнуть, что 
здесь не происходит явление удара, а имел4 место обтекание 
препятствия. В точке В вблизи пьезометрической трубки 
скорость равна скорости на линии тока на удалении от 
трубок.

Исходя из уравнения (109), для точек А и В

Умножив числитель и знаменатель^подкоренного выра­
жения (1 1 1 ) на ускорение свободного падения и зная, что

=  Ah — разность уровней жидкости в трубке Пито и
пьезометрической трубке, получаем

Таким простым прибором можно измерить местную ско­
рость в открытом потоке, например в реке или на канале.

Конструктивно объединенные в одном корпусе трубка 
Пито и пьезометрическая трубка (кольцевое пространство 
с прорезями на рис. 55) представляют собой трубку Пито— 
Прандтля. Такой прибор иногда называют гидрометриче­
ской (для жидкости) или пневмометрической (для воздуха)

откуда

U=*V%{pA — pB)lp =  V%bplP- (111)

( 112)

иП трубкой.
Чтобы трубкой Пи­

то — Прандтля можно 
было непосредственно
Рис. 54. К измерению мест­
ной скорости:
1 — трубка Пито; 2 «=■ пьезоме* 
трическая трубка.
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измерять скорость, к ней подключают дифференциаль­
ный манометр (рис. 55). При измерении небольшой 
скорости воздуха (газа) дифференциальный манометр пред­
ставляет собой U-образную трубку, заполненную наполови­
ну водой или спиртом; при очень малых перепадах давле­
ний используется микроманометр (см. рис. 13).

Трубка Пито — Прандтля^ благодаря своей простоте и 
надежности в работе широко применяется на практике, 
в частности в вентиляционной технике.

Пример 10. Определить местную скорость течения воздуха, если 
показания водяного манометра, подключенного к трубке Пито — 
Прандтля, равны Д р  =  15 мм вод. ст.

Согласно условию (31) давление, измеряемое столбом воды в 1 мм» 
равно 9,8  Па. Тогда

А р =  15 • 9 , 8 =  147 Па.

Искомая скорость по формуле (112)

и =  1^2 .1 4 7 /1 ,2  «  15,6 м/с.

Подъемная сила. Классической иллюстрацией закона 
Бернулли является возникновение (при определенных ус­

ловиях) подъемной силы при обтекании тел. Обратимся



©

а 0

Рис. 56. К возникновению подъемной силы при вращении цилиндра,

Рис. 57. Возникновение подъемной силы при обтекании крыла:
<в схема обтекания; б — циркуляция.

а
Рис. 58. Разрежение над крышей здания: 
а сплошная крыша; б — крыша с прорезью на коньке.
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прежде всего к случаю обтекания цилиндра (рис. 53), по 
бокам которого в точках В скорость увеличивается и давле* 
ние уменьшается [см. уравнение (109)1. Если представить» 
зто цилиндр вращается, это равносильно наложению на 
рассматриваемое течение некоторой циркуляции Г*. Тогда 
при-вращении цилиндра по часовой стрелке скорость тече­
ния вверху будет еще большей, а внизу — меньшей, а дав­
ления, соответственно, внизу — большие, а вверху — меньшие 
(рис. 56). В результате возникает разность давлений, которая 
и дает указанную подъемную силу. Описанное явление но­
сит название эффекта Магнуса.

Подобным образом трактуется эффект подъемной силы в 
обращенном движении ** при обтекании профиля крыла 
самолета или судна на подводных крыльях (рис. 57). В 1906 г.
Н. Е. Жуковский доказал, что подъемная сила на едини­
цу длины профиля

Р у ~  рГ«со,
где Г — циркуляция, связанная с интенсивностью вихрей, 
сбегающих с профиля.

Разрежение над крышей здания. По аналогии со спект­
ром течения, представленным на рис. 53, можно утверждать, 
что спектр течения перед зданием и над его крышей будет 
иметь конфигурацию, показанную на рис. 58, что означает 
увеличение скорости в точке В и соответствующее пониже­
ние давления. Таким образом, между воздухом под крышей, 
находящемся в состоянии покоя, где давление можно счи­
тать равным атмосферному, и течением над крышей, где 
давление пониженное, возникает разница давлений, которая 
■может создать при сильном ветре значительную подъемную 
силу Ру.

Напишем уравнение Бернулли для линии А В , считая, 
~то давление на удалении от здания равно давлению под 
'Крышей ра (разностью высотных отметок пренебрегаем):

Ра , и2 _  Рв , и В
р +  2 ~  р +  2 •

* Благодаря действию сил вязкости слои воздуха, прилегающие 
к цилиндру, приходят в движение по направлению вращения цилинд- 

а [см. формулу (6)1.
** В соответствии с принципом относительности в механике без- 

"злично, находится ли жидкость в покое, а тело равномерно движется 
и, наоборот, тело находится в покое, а жидкость набегает на него с 

Равной по величине, но противоположной по направлению скоростью.
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Разрежение над крышей
.Рразр =  Р а  — РВ =  Р ( и | — Ыг)/2. . (113)

Если на коньке крыши сделать прорезь (рис. 58, б), то 
за счет всасывающего действия пониженного давления соз­
дается вентиляционный эффект, широко используемый в 
промышленных зданиях.

Пример 11. Определить силу, стремящуюся поднять крышу при ско­
рости ветра на некотором расстоянии от здания и =  25 м/с, а над конь­
ком крыши и — 40 м /с .' Площадь горизонтальной проекции крыши 
S =  60 м2, вес крыши G =  25кН.

Разрежение над коньком крыши по формуле (113)

Рразр =  1 >2 (4° 2 —  252)/2 =  580 Па =  0,58 кПа.

Подъемная сила

^  =  / V 3 pS  =  °.-5 8 - 6 0  =  35 кН .

Искомая сила

Я =  35 — 25 =  10 кИ.

винтовое движение. При обтекании двух или большего 
числа параллельно расположенных зданий между ними 
возникает движение воздуха, которое приближается к 
винтовому, если скорость ветра направлена под углом 0  
к длинной стороне здания (рис. 59). При перпендикулярном 
направлении ветра возникает циркуляционное течение 
(см. рис. 48). Согласно формуле (91) при увеличении скорос­
ти к центру течения давление понижается. (Например, 
смерч, представляющий собой циркуляционное движение 
с вертикальной осью, обладает способностью засасывать 
встречающиеся на своем пути предметы. В данном случае 
образуется циркуляционное течение е горизонтальной осью 
и область пониженного давления формируется в простран­
стве, что не так опасно).

Рис. 59. Схема образования винтового течения при обтекании ветровым 
потоком зданий.
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Пример 12. Определить разрежение в центральной зоне простран­
ства между зданиями (см. рис. 59) на радиусе г  =  2 м при высоте, зда­
ния Н  =  16 и  и скорости ветра и =  5 м/с; 0  =  п/2.

По формуле (91) циркуляция на радиусе Я /2  — 8 м

Г =г 2л; • 8 • 5 =  2п  * 40 м2/с.

Скорость воздуха на радиусе г =  2 м

Г 2 л -  ~40
и =  -б —  =  — —-----х— = 2 0  м/с.

2 ш  2зт . 2

Согласно уравнению (113) разрежение

Рразр =  0 .6  (202 — 52) =  225 Па.

Этот пример поясняет возникновение местных «сквозняков» между 
зданиями даже при слабом ветре.

Глава IV

ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ ГИДРАВЛИКИ 
(ОДНОМЕРНОЕ ТЕЧЕНИЕ ЖИДКОСТИ)

§ 2 2
Метод гидравлики и понятие элементарной струйки

Широкий круг вопросов технической механики жидкости 
может быть решен с помощью специфического подхода к 
изучению движения жидкости, который называют м е т о ­
д о м  г и д р а в л и к и .  Его сущность заключается в 
следующем.

Течение жидкости мысленно разбивается на ряд элемен­
тарных струек (a b  на рис. 60), чтобы ось каждой из них была 
касательна ^направлению скорости. Затем действительное 
течение с различными скоростями отдельных струек заменя­
ют расчетной моделью потока, который движется как одно 
сплошноецелое с постояннойдля всех частиц в данном сечении 
скоростью. При такой схематизации течения скорости и уско­
рения в направлении, 
нормальном к основному 
движению, не учитыва­
ются. Для его описания 

'достаточно только одной 
координаты пространст­
ва — расстояния I вдоль 

. оси потока от раесмат-
Рис. 60. Одномерное течение 
Жидкости. •
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риваемого сечения до некоторой начальной точки О. По­
этому такое движение и называется одномерным. Реше­
ние задач одномерного движения жидкости является пред­
метом гидравлики.

При изучении движения жидкости различают внутрен- 
нюю и внешнюю задачи гидроаэродинамики. В первом слу­
чае рассматривают течение, ограниченное жесткими стенка­
ми, во втором — практически безграничное течение, обте­
кающее твердые тела различной формы.

Метод гидравлики прежде всего используется для внут­
ренней задачи гидроаэродинамики, т. е. для изучения дви­
жения жидкости в трубах и каналах.

Итак, метод гидравлики основывается на. понятии эле­
ментарной струйки. Выясним содержание этого понятия 
несколько подробнее.

Проведем в движущейся жидкости небольшой замкнутый 
контур (рис. 61). Совокупность линий тока, которые прохо­
дят через этот контур, образуют поверхность, или трубку, 
тока. Поскольку линии тока имеют направление скоростей, 
их нормальные составляющие на поверхности тока равны 
нулю, что указывает на отсутствие обмена частиц между 
внутренней и внешней сторонами поверхности тока. Следова­
тельно, трубка тока в известной степени ведет себя как труб­
ка с непроницаемыми стенками.

Содержимое трубки в виде пучка линий тока, т. е. жид­
кость, которая течет внутри трубки тока, называют э л е ­
м е н т а р н о й  с т р у й к о й .

Элементарная струйка обладает следующими свойствами.
1. При установившемся движении струйка не изменяет 

своего положения в пространстве и трубку тока можно рас­
сматривать как жесткую трубку с непроницаемыми стенками.

2. Нормальные сечения струйки (Ащ, Ащ  на рис. 61) 
малы, но вместе с тем не одинаковы в разных местах. Иначе 
говоря, пучок линий тока внутри трубки может сгущаться 
и расширяться.

3. Скорости во всех точках данного нормального сече­
ния струйки одинаковы (это вытекает из условия малой 
величины самих сечений), однако при переходе от одного

к другому они изменя­
ются.

Рис. 61. Элементарная струй­
ка.
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4. Количество жидкости, которое протекает внутри 
трубки за единицу времени, остается постоянным по ее 
длине, что следует из условия непроницаемости поверхнос­
ти тока.

При установившемся движении элементарная масса жид­
кости, протекающая за единицу времени через сечение 
А©! и равная произведению плотности р! на объем 
должна равняться массе жидкости p2w2A(o2, вытекающей 
за то же время из сечения Дсо2 струйки (см. рис. 61):

р^А©! =  p2w2A©2.

Для несжимаемой жидкости рх=  р2, тогда

=  и2А(о2. (114)

Это уравнение выражает условие неразрывности струй­
ки. В частности, из уравнения (114) следует, что для несжима­
емой жидкости при сужении трубки тока — сгущение ли­
ний тока — скорость возрастает, а при ее расширении — 
расхождение линий тока — падает (этот результат прекрас­
но иллюстрируется спектрами течений, рассмотренных в 
§18). Трубки тока должны быть замкнутыми или заканчи­
ваться на границах жидкости, поскольку при До ->• О 
скорость и - » -  о о ,  что невозможно.

В заключение заметим, что при очень малых сечениях 
трубку тока можно рассматривать как линию тока.

§ 23
Уравнение Бернулли
для элементарной струйки
невязкой несжимаемой жидкости

Выделим в движущейся жидкости трубку тока, определяе­
мую осью I (рис. 62). При установившемся движении ее по­
ложение в пространстве не изменяется. Далее возьмем в труб­
ке элементарный объем длиной 6.1 и рассмотрим силы, 
действующие на него в процессе движения. Прежде всего 
это силы давления. Если давление на основание элемента 
слева равно р, то справа р +  dp. Соответствующие силы 
давления направлены в противоположные стороны и сум­
марная сила давления определится как

рД© — (р -Ь dp) До =  — dpA©.
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Площадки А со слева и справа выделенного элемента 
отличаются друг от друга на величину второго порядка 
малости, поэтому принимаются одинаковыми.

Проекции сил давления, действующих на боковые по­
верхности элемента, на ось / равны нулю.

На элемент действует также сила тяжести, в направле­
нии движения равная

A mg cos © =  pgAwd/ cos О =  — pgAcod/ ~ п  ,

где ‘0  — угол между линией действия силы тяжести и осью 
струйки; при вертикальном расположении оси г, направ­
ленной вверх, cos 0  =  —

Наконец, согласно принципу Даламбера, для приведения 
уравнения движения к уравнению статики нужно еще ввес­
ти силы инерции, равные произведению массы на ускорение 
с обратным знаком. В одномерном представлении движения 
скорость при установившемся режиме является функцией 
одной координаты /, т. е. и =  /  (I).

Поскольку в данном случае линии тока совпадают с
dl -птраекториями движения частиц, и =  В соответствии с 

этим ускорение -

dt ~  dl ~~ dt ~~ dt '

Рис, 62. К выводу уравнения Бернулли_для струйки. ■ 

Z
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Выражение для сил инерции примет вид 

— Amw =  — рД<оdlu .

В жидкости действуют еще силы сопротивления (жидкост­
ного трения), однако для невязкой жидкости их не учиты­
вают.

Итак, уравнение равновесия рассматриваемых сил на 
выделенный элемент жидкости в проекциях на ось дви­
жения I

— dpAoo — pgAood/  pAood/w =  0 .

Разделим все члены этого уравнения на массу элемента 
pAcod/, т. е. отнесем его к единице массы, в результате чего 
получим:

dz , 1 dp . -  du Л

* - а г + ' Т ' ^ '  +  и ~аГ " 0 -
Умножив все члены последнего уравнения на элементар­

ное перемещение dl, получим дифференциальное уравнение ' 
одномерного движения жидкости для струйки:

gdz 4 - -  -f- udu — 0. (115)

Для несжимаемой жидкости (р =  const) это уравнение 
легко интегрируется:

I gz +  - J P +  =  const. (116)

Уравнение (116) — это уравнение Бернулли для элемен­
тарной струйки. По существу, это тот же интеграл Бернул­
ли (109), -если трубку тока рассматривать как линию тока.

При исследовании движения вдоль конкретной трубки 
тока константа предполагается известной, величина z задан­
ной, а давление р и скорость и подлежат определению. Для 
решения задачи нужно еще уравнение неразрывности (114). 
Рассмотренные в § 2 1  примеры могут быть решены и с помо­
щью уравнения (116).

Энергетический смысл уравнения Бернулли. Как следует 
из самого вывода уравнения (116), оно представляет собой 
уравнение работы, т. е. энергии. Каждый его член харак­
теризует энергию жидкости, отнесенную к единице массы 
(Дж/кг). При этом размерность каждого члена уравнения
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Бернулли

. dim g z  ^  dim —  *=* dim «  L2T~“2.p z
Энергия жидкости, отнесенная к единице массы, называ­

ется удельной энергией. Соответственно отдельные члены 
-уравнения (116) характеризуют следующие величины:
gz — удельную энергию положения, ~  удельную энер­

гию давления (причем сумма gz +  — равна удельной по-

тенциальной энергии),  удельную кинетическую энер"
гию.

Таким образом, с энергетической точки зрения уравнение 
Бернулли можно сформулировать так: при установившемся 
движении невязкой несжимаемой жидкости вдоль трубки 
тока сумма удельных энергий — потенциальной (положения 
и давления) и кинетической — есть величина постоянная. 
Иначе говоря, уравнение Бернулли выражает собой закон 
сохранения механической энергии применительно к жид­
кости.

§ 24
Уравнение Бернулли
для элементарной струйки
невязкой сжимаемой жидкости

Плотность сжимаемой жидкости измененяется в процессе 
движения (р Ф  const). Проинтегрировав выражение (115), 
получаем:

gz +  j  —  +  -у -  «= const.

При установившемся движении влияние сжимаемости 
практически проявляется только в газах, при анализе те­
чения которых удельной энергией положения (т. е. членом 
gz) можно пренебречь (см. § 16). Тогда

j  - у -  +  -ТГ “  const- <117)
Это выражение можно назвать уравнением Бернулли для 

сжимаемой'жидкости. Член J  характеризует потащи*
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альную энергию газа с учетом преобразования его внутрен­
ней энергии. Поэтому уравнение (117) можно сформулиро­
вать так: при установившемся течении невязкого газа сумма 
удельной потенциальной, внутренней и кинетической энер­
гии есть величина постоянная.

Для вычисления интеграла j  необходима знать процесс
изменения состояния газа при этом течении. Если считать, что 
течение происходит без теплообмена, то для невязкого газа 
это будет отвечать изоэнтропическому * изменению состоя­
ния. Такой процесс описывается уравнением

^  =  С, (118)

где k — показатель адиабаты процесса; С — постоянная.
Подставим в интеграл J  вместо р его значение из 

уравнения (118): *
п А 1 „ d/7 1 „ 1 1 k - \

j - f - = c . * . j T e c * i p k,ip = c k T ^ r p к =

k , k—1 »p k k - T - _  k p
■ * p k — l p ■*“ k — 1 p •

Теперь уравнение Бернулли для сжимаемой жидкости 
принимает вид

T = r f - + . - f “ -const- <ш >

Поскольку отношение —■ [см. уравнение состояния (9)1
выражается через термодинамическую температуру, урав­
нение (119) можно записать в такой форме:

RT +  — ■ — const. (1 2 0 )
*

Из уравнения (120) следует, что изменение скорости вдоль 
.трубки тока сжимаемого газа связано с изменением тем­
пературы. При увеличении скорости температура падает

* В общем случае процесс изменения состояния газа без теплооб­
мена называют адиабатическим. Однако для невязкого газа процессы
носят обратимый характер при неизменной энтропии, чем и обуслов­
ливается термин <аизоэнтропический>п



(например, если открыть вентиль баллона, в котором на­
ходился сжатый газ, происходит заметное охлаждение и 
даже обледенение вентиля).

Каждый член уравнений (119), (120), как и члены урав­
нения Бернулли (116) для несжимаемой жидкости, пред­
ставляет собой энергию, отнесенную к единице массы, 
н имеет аналогичную размерность.

§ 25
Влияние сжимаемости газа 
на его течение

Чтобы пользоваться уравнением (116), или (119), важно оце­
нить влияние сжимаемости газа. Для этого сравним резуль­
таты исследований по этим уравнениям типичных случаев 
движения.

РасаА рим, например, течение перед преградой (см. § 2 1 , 
рис. 44). Повышение давления (подпор) для несжимаемой 
жидкости можно определить ^по формуле (110). Для сжи­
маемого газа справедливо уравнение

~Ь о
Ра

или
к  —  1 р т 1 2 k  —  1 р А

Р л  р_

р А Р

откуда
k

т — Р
РА  р , \  _  P^2
р - р ^  Ч -  о •

где рл — плотность среды в критической точке с нулевой 
скоростью.

Выразим соотношение плотностей через отношение 
давлений, использовав уравнение (118):



и выражение для подпора перепишется, так:
k—1

Т = г * | - Г  - 1 = ^ Г -
‘ _  1 „ _ e f l

Решим последнее равенство относительно отношения дав­
лений:

Разложим теперь полученную зависимость в биномиаль­
ный ряд, ограничиваясь первыми тремя членами разло­
жения:

Последний член правой части равенства в скобках можно 
представить через скорость звука:

Р  _ _  1
кр а 2

Действительно,* исходя из формул (12) и (118),

°г =  Ж  =  а р к ~ 1 =  ^ * рк~ ' =  * 1 г -  (121)
Теперь выражение для подпора окончательно примет вид

где Ма — число Маха.
Формула (122) показывает, что влияние сжимаемости 

4 проявляется с приближением скорости течения к скорости 
звука. При малых числах Маха, когда квадратом этого числа 
можно пренебречь, формула (1 2 2 ) эквивалентна формуле 
подпора (1 1 0 ) для несжимаемой жидкости.

Задаваясь допустимой ошибкой Д при определении под­
пора, легко найти граничную скорость течения, при кото­
рой газ можно рассматривать как несжимаемую жидкость. 
При ошибке в 1 %, т. е. при Д =  0,01,

X

Отсюда

Арсж -  APl 

А̂ несжнесж

несж «  0 ,0 1 , или
нееж

1 = 0 ,0 1 ,

101



откуда, использовав уравнения (1 2 2 ) и (1 1 0 ),
Ри? (1 + 'М а 2/4)  1 = 0  01*

р и2 ’ ’

Ма2/4 — 0,01; Ма2 =  0,04; Ма =  0,2 w/a =  0,2.
Таким образом, при скорости течения и <  0,2а, т. е. 

меньшей 1/5 скорости звука, влияние сжимаемости газа 
можно не учитывать. Скорость звука в воздухе при стандарт­
ных условиях (k = 1 , 4 ,  р =*101 325 Па; р =*= 1,2 кг/м3) 
согласно формуле (1 2 1 )

а -  Vkp/p  =  1/1,4 • 101 325/1,2 =  343 м/с. 
Следовательно, скорость течения

и <  0,2а <  0,2 • 343 <  70 м/с

является границей при учете влияния сжимаемости возду­
ха. Для природного газа соответствующее значение гранич­
ной скорости получается равным 90 м/с.

Описанный анализ влияния сжимаемости можно проил­
люстрировать графически. Нанесем на р — р-диаграмму 
(рис. 63) давление рА перед препятствием (линия А А'),  
а также давление, отвечающее течению на расстоянии от него 
(линия NN').  Тогда площадь, заштрихованная на рисунке

горизонтальными линиями, будет равна интегралу ^  или

в данном изоэнтропическом процессе образования
прдпора. Соответствующий подпор для несжимаемой 
жидкости, т. е. газа без учета его сжимаемости, выразится 
высотой прямоугольника, построенного исходя из процесса 
изменения состояния при постоянном объеме (р =  const); 
На рис. 63 эта площадь заштрихована вертикальными линия­
ми. Площадь криволинейного треугольника A' N' K  пред­
ставляет разницу между изохорическим процессом (и =*

=  const) для несжимаемой 
жидкости и изоэнтропиче- 
ским процессом данного те­
чения воздуха.

Подставим в формулу 
(1 1 0 ) граничные значения

Рис. 63. Процесс течения газа 
на р  —  г/-диаграмме.
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скоростей для воздуха и газа. Тогда отвечающее этим ско­
ростям повышение давления

Ар =  - £ j -  =  ' I й? . -4- ° ’6 7 2  902 =  2950 4 - 2730 Па =■ . '

=  300 -т- 265 мм вод. ст.

В системах вентиляции и газопроводов низкого давления 
изменение давления не выходит за указанные пределы, чем 
и обосновывается применение там уравнений движения для 
несжимаемой жидкости.

Выполненный анализ относится к невязкой жидкости, 
где не учитывается влияние сопротивлений. В противном 
случае влияние сжимаемости может существенно проявить­
ся и при скоростях течения, значительно меньших указан­
ных, Например, в городских газопроводах среднего давле­
ния скорости принимают не более 20 -4- 30 м/с, между тем 
как перепад давления вследствие сопротивлений составля­
ет в них 20 -т- 30 кПа (0,2 -г- 0,3 кгс/см2). Понятно, что в 
таких случаях необходимо учитывать изменение плотности 
газа в процессе течения.

§ 26
Основные характеристики 
потока жидкости

Поток. В одномерной гидравлике под потоком понимают 
совокупность элементарных струек жидкости, движущихся 
с различными скоростями. В простейшем случае поток 
можно представить со­
стоящим лишь из одной 
струйки.

Для замены действи- 
тельного движения, име­
ющего различные ско­
рости отдельных элемен­
тарных струек, расчет­
ной моделью одномер­
ного потока "(с одной 
скоростью и давлением

. Рис. 64. Живое сечение по- 
.токов:
*  плоское; б *т неплоское.

а

5
юз



в данном сечении) необходимо еще ввести некоторые поня­
тия и определения.

Живое сечение. Проведем в потоке жидкости поверхность 
так (см. рис. 60), чтобы пересекающие ее элементарные 
струйки были бы нормальны к этой поверхности. Такая 
поверхность образует живое сечение потока и обозначается 
буквой со. Если струйки параллельны между собой, живое 
сечение представляет собой плоскость, в частности, для ци­
линдрической трубы — круг (на рис. 64, а — прямая ли­
ния). Если струйки между собой не параллельны, живое 
сечение образует неплоскую, криволинейную поверхность, 
например для конусообразной трубы — сферическую (на 
рис. 64, б — вогнутая и выпуклая линии).

Расход. Количество жидкости, протекающее за единицу 
времени через данное живое сечение, называют расходом. 
Различают массовый М  и объемный Q расходы.

Элементарный объемный расход через нормальное сече­
ние етруйки

AQ — и Асо, или d Q =* adco.
Объемный расход через 

все живое сечение

Q =  J dQ == J wdco. (123)

В дальнейшем объемный 
расход будем называть про­
сто расходом.

Чтобы вычислить расход 
по формуле (123), нужно 
знать аналитическое выра­
жение закона распределе­
ния скоростей в отдельных 
точках живого сечения или 
непосредственно измерить 
местные скорости течения в 
этих точках с последующим 
графическим интегрирова­
нием, что значительно

Рис. 65. К примеру 13:
о — эпюра скоростей; б — разбие-» 
нне круглого сечения на пять рав» 
новеликих площадей.
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усложняет расчет. Практически такие измерения (кроме це­
лей научного исследования) нужны при определении расхо­
да в воздухопроводах, воздушных и газовых каналах боль­
шого сечения.

Пример 13. Определить расход в воздухопроводе диаметром D  «=* 
«= 400 мм, если местные скорости измерялись с помощью трубки Пи­
т о — Прандтля методом равновеликих площ адей*; результаты изме­
рений представлены в виде эпюры скоростей (рис. 65).

Сечение воздухопровода разделим на пять равновеликих кольце­
вых сечений. Расход через каждое из них

АЛ «1 +  «О * АЛ «2 +  «8 А
AQi =  Y  ^Чг и т. д.

Для пятого центрального сечения AQ5 =  иьА о , где Аш == со/5 — 
*= зт£>2/20. Расход через все сечение воздухопровода

Q =  (nD%JiO) (ut и.г -}- ив -f* Щ ~Ь 2щ  -f- ив -(- щ  -{- Щ 4~ щ)-
Подставим соответствующие значения местных скоростей по дан­

ным рис. 65, а. Тогда

Q =  (л: • 0 ,4 2/40) (6,2 —  7 ,2  — 8 — 8,8 —  2 . 9 , 5 — 9 ,2  — 8 , 5 —

—  7 _  6,3) =  1 и 3/с.

Для сжимаемой жидкости, где плотность и, следовательно 
объемный расход изменяются в процессе движения, применя­
ется понятие массового расхода. Элементарный массовый 
расход сквозь нормальную площадку струйки

ДМ =  риДсо, или dМ *= padco;
массовый расход сквозь все живое сечение

М  J dМ =  J pwdo). (124)
<0 ft)

При одномерной трактовке движения сжимаемой жид­
кости неодинаковую плотность в отдельных точках живого 
сечения потока заменяют средней плотностью среды в дан­
ном сечении р; вынеся р за знак интеграла, получим

М  =  р J wdco =  pQ. (125)
(О

Следует отметить, что уравнение (125) применяется не 
только для сжимаемых жидкостей. В системах теплогазо-

* Д ля графического интегрирования эпюры скоростей в трубопро­
водах круглого сечения применяют способ равновеликих площадей. 
Для этого площадь круга делят на несколько равновеликих кольцевых 
сечений, центры которых соответствуют расстояниям, указанным на 
рис. 65, б.



снабжения и вентиляции, №  движение газа и вбздуха в 
. большинстве случаев рассматривается без учета их сжима­

емости, тепловые расчеты выполняются по массовому рас­
ходу с помощью формулы (125).

Средняя скорость. Пусть скорости всех струек, пересе­
кающих живое сечение, одинаковы и равны и*. Объемный 
расход согласно уравнению (125)

Уравнение (126) называют уравнением расхода.
Величину v называют средней скоростью потока жидкос­

ти. Из уравнения (126) следует, что

как частное от деления расхода на площадь живого сечения 
или как частное от деления массового расхода на плотность 
и площадь живого сечения.

Поскольку в действительности скорости отдельных стру­
ек потока неодинаковы, среднюю скорость по живому сече­
нию следует рассматривать как некоторое абстрактное по­
нятие. Но введение этого понятия дает возможность изучать 
поток, как одну струйку. Такая схематизация потока явля­
ется основой гидравлического подхода к изучению движения 
жидкости.

Для двух сечений потока, если считать, что между ними 
нет отвода или подвода жидкости, аналогично уравнению 
неразрывности (114) для элементарной струйки можно на­
писать

* В термодинамике этой же буквой принято обозначать удельный 
объем (о =  1/р). Таким образом, не следует смешивать эти понятия.

т. е.
Q —  V(d. (126)

Q ___  М  
со роа (127)

Таким образом, среднюю скорость можно определить

(128)

а для несжимаемой жидкости

1̂ 0 ! =  у2а>2. (129)
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§ 27
Удельная энергия потока 
несжимаемой жидкости

При выводе уравнения Бернулли (116) для элементарной 
струйки можно было пренебрегать изменением скорости 
и давления в пределах нормальных сечений благодаря 
их малым величинам. В потоке жидкости скорости и давления 
в пределах живых сечений различны, что необходимо 
учитывать.

Рассмотрим установившийся поток (рис. 60). Выделим 
в нем живое сечение. Удельная энергия одной из струек, 
проходящих через это сечение, согласно уравнению (116)

Полная энергия (мощность^ струйки

dN =  EdM  =* ^gz +  “ р +  -y -J  pwdco.

Просуммировав мощности струек по живому сечению, 
найдем полную энергию потока:

i v “ U g z + f + p u d a i 'о
Искомая величина удельной энергии потока равна част? 

ному отделения приведенной суммы на массовый расход М:

j ( « i + - £ - + 4 - ) и * >

Разобъем это уравнение на два интеграла:

J (gz +  pip) риды j  J~- pttdo)

E =  E ПОТ EКИН =  jjfi ( •

Enm характеризует удельную потенциальную энергию 
потока относительно выбранной плоскости сравнения, а 
Ект — удельную кинетическую энергию потока.

Для вычисления интеграла J  - у -  pwdco =  - у  J  wsdco нуж-
О (О

но знать закон распределения скоростей по живому сечению.



Умножим и поделим это выражение на и3со, где v -
J  u3dct>
tt)

средняя скорость потока, написав его т а к : р у с о —^ — 
Учитывая, что М =  росо, и обозначая 

• J tt3do)

V6<£>
— а, (130)

получаем выражение для удельной кинетической энергии 
потока:

£ кин =  сш2/2. (131)
Коэффициент а учитывает неравномерность распределе­

ния скоростей по живому сечению и представляет собой от­
ношение действительной кинетической энергии потока к 
энергии, подсчитанной по средней скорости; его называют 
коэффициентом кинетической энергии, или коэффициентом 
Кориолиса. Если скорости во всех точках живого сечения 
потока одинаковы, а =  1 ; если же скорости неодинаковы, 
а  >  1. Докажем это.

Скорость в данной точке живого сечения (местную ско­
рость) можно выразить через среднюю скорость:

и =  v ±  Aw,
где А и — малая величина. Тогда

j  и3dco =  J  (у ±  Aw)3 dco =  J  (v3 ±  3v2Au +
CO to fi>

+  ЗАu2v ±  Au3) dco.

Интегралом J  Aw3dco можно пренебречь, a 3v2 j  Awdco =*
со ®

=  0 , поскольку Q — J wdco =  |  (v ±  Aa) dco =  v J dco ±
to  to  со

=t J Awdco =  Q dh j* Awdco, откуда следует, что J Awdco =  0 .
СО Ы to

Итак,
J  w3dco =  y3co +  Зу J  Aw2doo;
CO to

4- Зу J Am2dca J Aâ do) .
® =  1 

0 30) U3G)
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Значения коэффициента кинетической энергии определя­
ют из эпюры распределения скоростей по живому сечению. 
Для основных случаев движения жидкости в трубах а  
=  1,04 1,08 (см. § 40). В инженерных расчетах часто при­
нимают а  »  1 .

Для вычислеиияч интеграла (gz +  р/р) «с1сонадо знать
не только характер изменения скоростей, но и закон измене­
ния давления по живому сечению. В общем случае решение 
такой задачи слишком сложно. Поэтому для упрощения 
вводят определенные ограничения для потока: рассматри­
вают движение, при котором угол расхождения между 
соседними струйками и кривизна струек невелики. Движе­
ние, отвечающее указанным условиям, называют плавноиз- 
меняющимся.

Для плавноизменяющегося движения в пределах живых 
сечений потока ускорения и силы инерции столь незначитель­
ны, что ими можно пренебречь. Если составить уравнение 
движения для поверхности живого сечения, оно будет ана­
логично зависимостям для случая покоя жидкости. Следова­
тельно, можно утверждать, что в пределах живых сечений 
плавноизменяющегося потока давления распределяются по 
закону гидростатики, т. е. согласно уравнению (24): 

gz -f- р/р — const.
Для иллюстрации сказанного приведем примеры плавно­

изменяющегося движения (рис. 6 6 , а) и движения, которое 
не отвечает его условиям (рис. 6 6 , б, е). В первом случае 
пьезометры, подключенные в разных точках живого сечения, 
дают одинаковую высоту поднятия жидкости, т. е. закон 
гидростатики (15) выполняется. Для потока, струйки кото­
рого сходятся или расходятся, живое сечение будет неплос­
ким (рис. 6 6 , б). В вертикальном сечении появляются 
составляющие скорости разной величины, а значит, и уско­
рения. Силы инерции, соответствующие ускорениям, изме­
няют давление по сравнению с гидростатическим. Отсюда 
следует, что в потоках, где живые сечения отличаются от 
плоских, условия плавноизменяющегося движения не вы­
полняются.

При поворотах потока (рис/6 6 , в) центробежкые силы, 
возникающие вследствие искривления струек, увеличивают 
или уменьшают давление по сравнению с гидростатическим, 
что также нарушает условие плавноизменяющегося движе­
ния.
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а

Рис. 66. Виды движений:
а — плавноизменяющееся; б — е расходящ имися струйками; в > 
ными струйками.

■ с искривлен»

Рис. 67. Сечения, удов­
летворяющие и неудовле­
творяющие условиям плав- 
ноизменяющегося движе­
ния.
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Итак, для плавноизменяющегося движения в выражении 
для £ Пот можно вынести за знак интеграла сумму gz -f* 
4* pi р. Тогда

£ Пот — ---------------------------— -jj----- — =  g2 +  “jp  (133)

Удельная энергия потока с учетом уравнений (131) и 
(133)

£  =  +  +  (134)

Величины г и р можно брать для любой струйки; в напор­
ных трубопроводах обычно берут центральную струйку, т. е. 
ту, которая проходит через центры тяжести живых сечений 
потока.

На рис. 67 линиями 1—1 показаны сечения, для которых 
выполняется условие плавноизменяющегося движения, ли­
ниями 2—2 —  сечения, для которых это условие не выпол­
няется.

§ 28
Уравнение Бернулли
для потока несжимаемой жидкости
без учета потерь энергии

При решении ряда технических задач, связанных с движени­
ем жидкости, можно не учитывать потери энергии, возника­
ющие вследствие вязкости между двумя живыми сечениями. 
Тогда удельная энергия потока в сечении 2—2 (рис. 6 8 ) 
будет приблизительно равна удельной энергии в сечении 
!/—1, т. е. Ег я» Е2.

Учитывая выражение для удельной энергии потока жи­
вого сечфшя (134), получаем уравнение Бернулли для пото­
ка несжимаемой жидкости без учета потерь энергии:

й  +  у  +  (11 у “ й + 7 ‘ +  < « , у .  (135)

Рассмотрим несколько характерных примеров примене­
ния уравнения Бернулли для потока несжимаемой жидкости 
без учета потерь энергии.

Струйный аппарат. Проанализируем изменение давле­
ния в плавном сужении горизонтальной трубы (рис. 69).
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Напишем уравнение (135) для сечения 1— 1 перед сужением 
й в его наиболее узком сечении — горле 2—2 — относи­
тельно плоскости сравнения, проведенной по оси трубы 
{zx=  z2=  0), приняв а х=  а 2=  1:

откуда давление в горле

Из уравнения неразрывности (129) следует, что с умень­
шением живого сечения скорости возрастают, поэтому 
v2 >  и, следовательно, давление в горле р2 <  рг.

Выразим скорости через расход, поделенный на живое 
сечение:

Рис. 68. К выводу уравнения Бер­
нулли для потока.

  Рис. 69. К образованию . вакуума в
2 плавном сужении трубы.



Последнее соотношение показывает, что давление в 
горле уменьшается с увеличением расхода. Вычтя из обеих 
частей равенства атмосферное давление и поделив на pg, 
получим:

т. е. пьезометрическая высота в горле при данном диаметре 
трубы D, сужении d и начальной,высоте к уменьшается с 
увеличением расхода Q. При некотором значении Qa в горле

р2
устанавливается атмосферное давление, т. е. =  О*
При дальнейшем увеличении расхода (Q >  Qa) пьезометри­
ческая высота становится отрицательной, т. е. в горле 
устанавливается вакуум. Для последнего случая предыду­
щее равенство перепишется так:

Изменение пьезометрической высоты вдоль сужения 
характеризуется линией, проведенной через отметки пьезо­
метров,— пьезометрической линией.

чину, которой в первом приближении можно пренебречь. 
Тогда

Принцип образования вакуума при сужении трубы 
используется в струйных аппаратах — водоструйных на­
сосах, или гидроэлеваторах, и эжекторах, широко применя­
емых в водотеплогазоснабжении и вентиляции (откачка 
воды из подвалов и на строительных площадках, отсасыва­
ние вредных газов из помещений, подкачка конденсата в 
теплосетях и пр.).

d 4Отношение обычно ^представляет собой малую вели-

k __

"MKe'"2gn4‘ (136)



Пример 14. Определить диаметр горла гидроэлеватора (рис. 70) 
для образования вакуума Лвак =  7 м при напоре перед аппаратом h =  
=  4 м и расходе Q — 2 л/с. #

По формуле (1.36)

_ J .  =  />BaK  +  fc =  7  +  4 = l l  м ,

откуда скорость в горле

=  У 2 • 9 ,8  - 11 =  14,6 м/с.

Из уравнения расхода (126)

d  =  / 4 / л  / Q /о =  1»1 3 | / Г ~ Т Г б ~~ ”  0,013 м== 13 мм*

С уменьшением диаметра горла скорость резко возрастает. Напри­
мер, при d  =  12 мм скорость достигнет значения vg =  17,8 м/с, при ко­
торой, согласно уравнению (136), hBaK =  12 м, что невозможно. В этом 
случае движение становится неустановившимся. Интенсивное образо­
вание пузырьков пара при пониженном давлений ведет к разрыву стол­
ба жидкости и прекращению на некоторый момент движения; при этом 
давление возрастает, пузырьки пара конденсируются и в последующий 
момент времени движение возобновляется. Затем описанное явление 
повторяется.

Труба Вентури служит для измерения расхода жидкости 
[17] и представляет собой плавную хходящуюся-расходя- 
щуюся вставку, к которой подключается дифференциаль­
ный манометр (рис. 71). Труба Вентури принципиально 
не отличается от сужения для образования вакуума, рас­
смотренного в предыдущем примере, только тут сужение 
значительно меньше.

_ Для вывода расчетной формулы применим уравнение 
(135) для сечения 1—1 перед сужением и сечения 2—2 в 
сужении (с&1=  а 2 =  1):

Учитывая уравнение неразрывности (129),

A / » -

откуда
Ар Гv2 =  У  2 ■р 1 _
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Подставив в уравнение расхода (126) полученное выра­
жение скорости, находим, что

< ® >

Следовательно, зная перепад давления по дифферен­
циальному манометру и подсчитав по этим показаниям Ар, 
можно для данного диаметра вставки и трубы определить 
расход жидкости, протекающей через трубу.



Пример 15. Определить расход воды через трубу Вентури, вмонти­
рованную в трубопровод диаметром D  =  100 мм, если диаметр сужен­
ной части d  =  70 мм, а перепад давления по дифференциальному мано­
метру h — 50 мм рт. ст.

По формуле (33)
Др =  g  (ррт — рв) h — 9 ,8  (13 600 —  1000) 0 ,05 =  6175 Па.

По формуле (137)

Q
я  . 0 ,07а 6175

1000
1

1 _7_
10

* 0,0155 м/с == 15,5 л/е.

Пример 16. Определить массовый расход газа через трубу Венту­
ри при D  =  100 мм, d ж 150 мм и h =  20 мм вод. ст. Плотность газа 
р =  0,7  кг/м3.

По формуле (34)

4 Др =  pgh  =  1000 • 9 ,8  • 0 ,02 =  196 Па.

По формуле (137) расход 

я  . 0,152 196
0,7 =  0,51 м3/с.15 \*

20 )
По формуле (125) искомый массовый расход

М  =  pQ =  0 ,7  * 0,51 =  0,36 кг/с.

Коллектор. Участок входа в трубу в системах вентиля­
ции называют коллектором. При плавном очертании профи­
ля он может быть использован как измеритель расхода воз­
духа (рис. 72).

Напишем уравнение Бернулли (135) для сечения перед 
коллектором (i>i= 0, р = ра) и для сечения 2—2 в самом

холлекторе:

ра = р2 +  р-
a«w'2 и 2

Разрежение в коллек­
торе

Рразр =  ра р2 ~

~ г, ~  -  Q2
- а 2Р 2 ~  “ 2 р 2 (jtD2/ 4)2 '

Рис. 72. Схема коллектора.



откуда

( ‘ 3 8 >

Пример 17. Определить расход воздуха (р — 1,2 кг/м3), засасывае­
мого вентилятором через коллектор диаметром D  =* 100 мм, если U-об­
разный манометр показывает разрежение 25 мм вод. ст., а коэффици­
ент а  =  1,06.

По формуле (138) '

Q =  0,785 • 10- 4 У  2 ' ^  j в '? -  =  0,154 м^/с.

§ 29
Общие сведения о потерях энергии 
{гидравлических сопротивлениях)

Течение в трубах и каналах с учетом влияния вязкоста 
составляет основное содержание в н у т р е н н е й  з а ­
д а ч и  г и д р о а э р о д и н а м и к и .

Для описания некоторых гидравлических явлений модель- 
невязкой жидкости оказалась вполне достаточной. Однако- 
уже при изучении самого простого случая течения в гори­
зонтальной цилиндрической трубе с постоянной скоростью* 
применение уравнения Бернулли (135) дает нереальный 
результат: при Vi— v2 pi=  Ръ хотя в действительности все­
гда р{ >  р2.

В этом случае нетрудно понять механический смысл вли- 
- яния вязкости. Согласно гипотезе Ньютона [см. формулу (6)], 
жидкость как бы прилипает к стенкам и поэтому скорость 
граничнойструйки, примыкающей к стенке, равна нулю. Н а 
уже на небольшом расстоянии от стенки она значительна (см.,' 

■например, эпюру скорости по сечению трубы на рис. 64, а). 
*Это и является причиной возникновения градиента скорос­
ти и, как результат, касательного напряжения т, которое,, 

-действуя на площадь жидкостного трения, создает силу 
сопротивления. Для преодоления этих сил требуется опре- 

' деленная затрата механической энергии жидкости. Поэтому 
в процессе движения вязкой жидкости запас ее механиче­
ской энергии уменьшается. Обращаясь к схеме рис. 67„ 

* можно утверждать, что



Обозначим энергию, затрачиваемую на преодоление сил 
сопротивления, Еп. Согласно закону сохранения энергии 
(другими словами — первому' закону термодинамики),

(139)

При этом предполагается отсутствие подвода или отвода 
тепла к потоку.

Согласно второму закону термодинамики, Еп — это та 
часть механической энергии, которая вследствие вязкости 
необратимо перешла в тепловую форму энергии. Таким об­
разом, с энергетической точки зрения действие вязкости, 
имеющее характер внутренних сил трения в жидкости, вы­
ражается в эффекте рассеяния (диссипации) энергии. Дру­
гими словами, Еп— это та часть энергии, которая израсхо­
дована на преодоление гидравлических сопротивлений.

Аналогичным образом трактуется вопрос о гидравличе­
ских сопротивлениях в условиях в н е ш н е й  з а д а ч и .

Тепловой эффект потерь энергии (гидравлических со­
противлений) во многих случаях мало заметен, в частности, 
в водопроводных линиях, что в известной степени объясня­
ется относительно большой теплоемкостью воды. Чтобы 
нагреть 1 кг воды на Г С, нужно затратить 4200 Дж, что 
соответствует падению давления на 4200 кПа.

На практике падение давления в водопроводных линиях 
намного меньше. Кроме того, температура жидкости в тру­
бопроводах мало изменяется благодаря балансу между теп­
лом, которое выделяется при диссипации, и теплоотдачей 
наружу. Если этот баланс нарушается (например, при ра­
боте центробежного насоса вхолостую с закрытой задвиж­
кой или при работе гидросистем с циркуляцией масла), эф­
фект нагрева жидкости может стать весьма ощутимым.

Слабо проявляется также тепловой эффект потерь энер­
гии в воздухо- и газопроводах. Однако при течении насы­
щенного пара в паропроводах он может вследствие тепло­
вого эффекта перейти в перегретое состояние.

В условиях внешней задачи тепловой эффект гидравли­
ческих сопротивлений весьма заметен при космических ско­
ростях (сгорание падающих на землю метеоритов, нагрев 
корпуса космического корабля при входе в земную атмо­
сферу и пр.).

Важно отметить принципиальное различие в оценке теп­
лового эффекта несжимаемых и сжимаемых жидкостей (га­
зов). В первом случае внутренняя энергия жидкости в про­
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цессе течения считается неизменной, между тем как при 
течении газов с учетом их сжимаемости необходимо прини­
мать во внимание изменение внутренней энергии газа вслед- 
ствие диссипации энергии,

§ 30
Уравнение Бернулли для потока 
вязкой несжимаемой жидкости 
и три формы его представления

Основное уравнение. Напишем уравнение Бернулли для по­
тока вязкой несжимаемой жидкости для двух живых сече­
ний, исходя из уравнений (134) и (139):

2 2 
gZ 1 -|_ Jk_ _j_ ai _J__ =  gz2 -f -E±- a 2 +  £ n. (140)

Это уравнение называется основным уравнением Бер­
нулли.

На практике при выполнении инженерных расчетов обыч­
но применяют две другие формы представления уравнения 
Бернулли.

Уравнение Бернулли в форме напоров и его геометри­
ческий смысл. Разделим почленно уравнение (140) на уско­
рение свободного падения g и обозначим

К  =  (141)

Вычтем из обеих частей уравнения (140) величину ^
т. е. перейдем от абсолютного давления к манометричес­
кому. Тогда уравнение (140) примет вид

„ t ^м ан  , У1   „ , ^ 2ман , „  v 2 , и /1 л 0 \*i + +  «i -  гг + —̂ r~ + “а ~2j[ + К - 042>
Каждый член последнего выражения имеет размерность 

длины и может быть представлен некоторой высотой. Ве­
личина z представляет собой высоту положения рассматри­
ваемой точки пространства с жидкостью относительно не- 

оторой горизонтальной плоскости, называемой плоскостью-
‘равнения, величина ~  равна пьезометрической высоте*

£ сумма двух высот (z 4 - характеризует пьезометри- 
~ский напор.

т..’ ч '
№



Величину iL  называют скоростным натром. 
Сумму трех высот

г + ^ г + “ -| -  =  я  (143)

называют полным напором потока жидкости. Разность 
полных напоров двух живых сечений потока равна потере 
напора между этими сечениями, т. е.

Й ^ Я х - Я , .  (144)

Указанные величины приобретают наглядное геометри­
ческое толкование (рис. 73). Линия, соединяющая пьезомет­
рические отметки вдоль потока, называется пьезометри­
ческой линией. Уравнение (142) называют уравнением Бер­
нулли в форме напоров.

Схему, показанную на рис. 73, нетрудно осуществить 
в лабораторных условиях. В трубопроводе переменного се­
чения, внутри которого протекает вода, устанавливают 
стеклянные пьезометрические трубки и трубки Пито *. Пер-

Рис. 73. Геометрическая интерпретация уравнения Бернулли (142) 
т форме напоров:
1 — напорная линия; 2 — пьезометрическая линия.
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* Чтобы показания трубки Пито отвечали полному напору потока, 
ее носик нужно расположить примерно на расстоянии четверти радиуса 
от стенки, где скорость струйки равна средней скорости потока.
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вые будут характеризовать пьезометрическую линию, вто­
рые -г- напорную линию. Вследствие потерь напорная ли­
ния обязательно понижается в процессе движения; Разни* 
ца между напором в начальном и данном сечениях равна 
потере напора. Пьезометрическая линия на участке трубы 
постоянного сечения, где скоростной напор не изменяется, 
параллельна напорной линии; при расширении трубы в 
связи с уменьшением скоростного напора пьезометрическая 
линия повышается, а при сужении понижается.
. С помощью уравнения Бернулли в форме напоров (142) 
можно найти высотные отметки жидкости, которые могут 
быть достигнуты в данной трубопроводной системе. Поэто­
му уравнение (142) широко используется при проектирова­
нии и гидравлических расчетах водопроводов.

С энергетической точки зрения уравнение Бернулли в 
форме напоров представляет собой энергию жидкости, от­
несенную к единице веса.

Уравнение Бернулли в форме давлений. Назовем произ­
ведение плотности жидкости на удельную потерю энергии 
потерей давления:

Рп =  рЯп. (145)
Тогда уравнение (140) после почленного умножения на 

плотность р примет вид
9 2pvt pVo

P8h +  P l + « 1  - J -  =  p gz2 +P2 +  « 2 - 2 ~  +  Pn- (146>

Здесь каждый член имеет размерность давления и пред­
ставляет собой энергию, отнесенную к единице объема. 
Величину р называют статическим давлением в отличие от
величины а  -у -, характеризующей динамическое давление.

Ц”, Член, учитывающий влияние сил тяжести, часто называют 
гравитационным давлением. Уравнение (146) назовем урав- 

Шпением Бернулли в форме давлений. Оно применяется в тех 
!  случаях, когда пьезометрические отметки (в противополож­
н о с т ь  уравнению в форме напоров) не являются характер- 
£*.ными показателями работы системы, в частности для изу- 
Учения движения газа (воздуха).

В.воздуховодах и газопроводах низкого давления пье­
зометрические отметки по существу неразличимы, так как 

^пьезометр, подключенный к любой точке системы, вслед- 
% Ствие того, что газ (воздух) бесцветен, не дает возможности
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определить эту отметку. Характеристикой потенциальной 
энергии движущегося газа служат в основном показания 
манометра.

Для выполнения численных расчетов в уравнении (146) 
давления следует привести к манометрическим. Напишем 
уравнение гидростатики, которое связывает атмосферное 
давление для тех же высотных отметок, что и исходное урав­
нение Бернулли в форме давлений (146):

где рн— плотность наружного воздуха.
* Вычтем из обеих частей уравнения (146) атмосферное 

давление, например на высоте z±:
о оput pvi

P g Z (  +  P i  —  P « , +  «1 —  =  p g * ,  +  p 2 —  P a , +  a a ~ 2~  +  P „ -

Если в правую часть последнего равенства подставить 
вместо pat его выражение из уравнения гидростатики, то

Ри?Pg*i + Pi — Ра, +  «1 —  =  рgZ2 +Р2— Ра2 ~  РнgZ2 +
+  PugZl  +  Рп-

Обозначив р — ра =  рман и считая рн >  р, после пере­
несения гравитационных членов в левую часть получим:

£  (Рн —  Р) h  +  p i M a a  +  - g -  =  р ^ ю  +  —j — +  Рп. (147)

Рассмотрим частные случаи уравнения (147):
1. Пренебрегаем гравитационным давлением; тогда

Демонстрация случая, описываемого уравнением (148), 
■в лабораторных условиях осуществляется потоком воздуха, 
прогоняемого с помощью вентилятора через трубопровод 
переменного сечения (рис. 74). Жидкостные манометры, 
подключенные к трубкам Пито и отверстиям в стенке тру-

^ы, показывают соответственно полное (р +  а  - и ста­
тическое давления в разных сечениях. Для удобства сравне­
ния давления отсчитываются от горизонтальной плоскости, 
проведенной через нули шкал манометров. Давления из­

Рн g*l +  Ра, =  Рнgz2 +  раг,

р4

P l  4 . -  =  р 2 +  а 2 — - +  Рп.ру? , р4
(148)



меняются аналогично'пьезометрическим линиям на рис. 73* 
Разница показаний трубки Пито и статической трубки дает 
динамическое давление потока в данном сечении, а разность 
полных давлений в начальном иданном сечениях — потерю 
давления.

Уравнение (148) применяется для расчета механических: 
систем вентиляции.

_ 2. Пренебрегаем динамическим давлением; тогда

В (Рн -  Р) h  + .Р 1„ан  =  №ман +  Рп- ( 1 4 9 >

Для демонстрации случая, описываемого уравнением 
(149), рекомендуется схема, приведенная на рис. 75, осу­
ществимая в лабораторных условиях при наличии газопро­
водной сети низкого давления. Регулируя заслонкой ско­
рость течения, получаем три характерных случая:

а) заслонка закрыта, движение отсутствует и маноме­
трическое давление возрастает по высоте (см. § 12):

Рис. 74. Иллюстрация к урав­
нению Бернулли (148) в фор­
ме давлений без учета грави­
тационного члена.

Рис. 76. Схема к демонстрации 
уравнения Бернулли (149) 
в форме давлений с учетом 
гравитационного члена в ла­
бораторных условиях.



б) заслонка открыта так, что потеря давления между 
рассматриваемыми селениями рп равна гравитационному 
давлению g (рн — р) Я, т. е. манометрическое давление одина­
ково в обоих сечениях:

Р̂ ман ^ман’
в) заслонка открыта полностью, рп >  g (рн — р)h, а ма­

нометрическое давление

Р^ыт  ^  Р^ман*

Уравнение (149) применяется для расчета газовых стоя­
ков внутри здания и гравитационных систем вентиляции.

Приведенные схемы'движения на рис. 73, 74 и 75 убеди­
тельно показывают, почему для капельных жидкостей удоб­
но применять уравнение Бернулли в форме напоров, а для 
газов — в форме давлений.* i

Представленные три формы уравнения Бернулли с энер­
гетической точки зрения характеризуют удельную энергию 
жидкости, отнесенную соответственно к единице массы, ве­
са и объема. Поэтому в дальнейшем уравнение Бернулли 
для потока жидкости будем также называть уравнением 
энергии, подчеркивая тем самым его энергетический смысл.

§ 31
Уравнение Бернулли для потока 
вязкой сжимаемой жидкости

Если при составлении уравнений движения потока несжима­
емой жидкости приходилось осреднять по сечению скорости 
отдельных струек (коэффициент а), то при составлении 
уравнений движения сжимаемой жидкости следует учиты­
вать, что не только скорости, но и плотности, температуры 
и давления отдельных струек в пределах живых сечений 
неодинаковы, однако это значительно усложняет исследо­
вание. Поэтому при одномерном представлении плавноиз­
меняющегося движения сжимаемой жидкости распростра­
няют уравнение для струйки на весь поток; иначе говоря, 
поток конечных размеров рассматривают как одну струйку.

Заменив в уравнениях (119), (120) скорость струйки и 
на среднюю скорость потока и, можно сразу написать урав­
нение Бернулли для потока сжимаемой невязкой жидкости:

■ j z r r j r  +  -y -  =  const . <15°)
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или

k — \ ■RT +  - VT const. (151)

-f- vdv +  d En — 0, (152)

Составим теперь уравнение Бернулли для вязкой сжимае­
мой жидкости.

Написав уравнение (140) для несжимаемой жидкости 
В разностной форме (без первого члена, при а £ =  а 2 =  1) 
и переходя к двум близлежащим сечениям, получаем диф­
ференциальное уравнение движения

Ф 
Р

интегрирование которого для сжимаемой жидкости зави­
сит от конкретных условий движения и закона изменения 
состояния газа.

Уравнение (152) иногда называют уравнением энергии в 
механической форме.

При адиабатическом течении, где отсутствует обмен теп­
ла со средой вне границ потока, можно получить уравнение 
движения в конечном виде следующим образом. В термоди­
намике применяется функция состояния газа, называемая 
энтальпией (i). Ее изменение записывается так:

Ф 
Р ’

где q — количество тепла, передаваемое 1 кг газа.
Подставив в уравнение (153) уравнение (152), получим:

d/ — dq vdv +  d£n *= 0.
При адиабатическом течении энергия, потерянная в ре­

зультате вязкости, переходит во внутреннее тепло (dЕп =  
dq), т. е.

 ̂ di +  vdv =  0.
Проинтегрировав это уравнение, получим:

const. (154)

Уравнение (154) называют 
'основным уравнением адиаба-

ис. 76. Процесс течения сжимае­
м о й  жидкости на i - s - диаграмме.

di =  dq + (153)
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тического течения газа, согласно которому сумма~удельной 
кинетической энергии и энтальпии остается неизменной в 
процессе движения. Важно отметить, что эта сумма остает­
ся постоянной независимо от того, рассматривается ли дви­
жение невязкого газа или учитывается энергия, затрачивае­
мая на преодоление сопротивлений вследствие вязкости. 
Последняя, переходя в тепловую, изменяет внутреннюю 
энергию, перераспределяя тем самым соотношение между 
кинетической и потенциальной энергией потока.

Рассмотрим процесс течения на i — з-диаграмме (рис. 76), 
которая широко применяется для анализа работы сопл па­
ровых и газовых турбин. По оси абсцисс откладывается эн­
тропия s, которая характеризует энергию, необратимо пе­
решедшую в тепло. Для вязкого газа энтропия учитывает 
работу сил сопротивления. Движение невязкого газа про­
исходит при постоянной энтропии, поэтому такой процесс 
называют изоэнтропическим. На рис. 76 он изображен вер­
тикальной прямой 1—2'.

. Адиабатический процесс движения вязкого газа пока­
зан линией 1—2, которая отклоняется вправо вследствие 
увеличения энтропии из-за потерь механической энергии. 
При одинаковой разности энтальпий — i2 и it — i2 ско­
рости v2 =  Vs, а давление p'2 вязкого газа меньше пасравне- 
нию с невязким. Следовательно, при адиабатическом те­
чении вязкого газа уравнения (150), (151) применять нельзя.

В случае изотермического течения газа, происходящего 
при постоянной температуре (для идеального газа — при 
постоянной энтальпии), процесс изобразится горизонталь­
ным отрезком 1—2" на рис. 76. Изменения давления и ско­
рости связаны с теплообменом между потоком и окружаю* 
щей его средой (подробнее см. § 62).

§ 32
Уравнение количества движения 
для установившегося потока 
несжимаемой жидкости

Теорема об изменении количества движения системы мате­
риальных точек формулируется следующим образом. Про­
изводная от количества движения системы К  по времени 
равна главному вектору внешних сил, действующих на эту

J2G
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систему:

d/C
d t =  2F. (155)

При установившемся движении несжимаемой жидкости, 
как показал еще Эйлер, изменение количества движения 
выделенной системы при ее перемещении за время М  может 
быть заменено изменением количества движения жидкости, 
протекающей за тот же промежуток времени между двумя 
сечениями.

Обратимся к схеме элементарной струйки (рис, 77). При 
установившемся характере движения при перемещении 
объема 1—2 достаточно рассмотреть изменение характерис­
тик элементарных объемов 1—Г  и 2—2 \  причем в соответ­
ствии с условием неразрывности массы этих элементарных 
объемов одинаковы. Изменение проекции количества дви­
жения на ось струйки за единицу времени при перемеще­
нии объема 1—2 может быть представлено разностью

(и2 — щ) или (для несжимаемой жидкости) 
£ 2 Ао) ! Д  ̂ u^ t и д /1== щ м , поэтому

Д/71
“дГ

Но Д/2— u2At и А/±=  .Ui&t, 

• (и2 — Uj) =  р («2Ао)2 — Ag )̂.

Это выражение представляет собой изменение секунд­
ного количества движения жидкости, проходящей через 
сечения Ao)t и До)2.

Этот результат моЖно сформулировать и иначе. Рассмо­
трим неподвижную поверхность 5, ограничивающую в мо­
мент At выделенный объем жидкости в струйке между 
сечениями Д®! и До)2 (рис. 77). Изменение количества дви­
жения объема жидкости 1—2 в элементарной струйке за вре­
мя At равно разности количества движения жидкости, про­
текающей через сечения 1 и 2, а вся поверхность 5 назы­
вается контрольной.

Выделим поток коне­
чных размеров, ограни­

ченный стенками произ- а —*
Рис. 77. К применению зако­
на количества движения для 
установившегося потока жид­
кости.
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вольной формы (рис. 78, о.), а в нем контроль­
ную поверхность, ограниченную сечениями 1— 1 и 2—2, 
ось потока I и произвольное направление п.

Составим выражение для еекундного количества движе­
ния (КД) массы жидкости, проходящей через данное живое 
сечение потока. Поскольку эта величина векторная, необ­
ходимо указать ее направление. Для плавноизменяющегося 
движения, где живое сечение считается плоеким, направ­
ление вектора КД совпадает с направлением местных скорос­
тей и оси потока I. Следовательно, для несжимаемой жид­
кости

КД =* р J w2dco.
(0 ’

Вводя среднюю скорость v, получим

J tt8d®

КД -  - I *  -  =  f ^ 2co’ (156)
где р — коэффициент количества движения (коэффициент 
Буссинеека). Он связан с коэффициентом Кориолиеа прос­
тым соотношением:

р « - £ ± 1 .  (157)

Рис. 78. К выводу уравнения количества движения для потока несжи­
маемой жидкоети.
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Эта фбрмула выводится так. Заменив в выражении для К Д ско­
рость струйки и алгебраической суммой v ±  Дм, получаем

р J  u2d(o — р J  (у ± Аи)а d<a =  pv2 J  d<a ±  2pv J  Aud® +  p J  Au2do).
Ю Ф (0 (0 (O

Вспомнив вывод формулы (132), констатируем, что средний инте­
грал правой части равенства равен нулю. Тогда

( р j  Audio \

1   I

V (I) J

— ру20) (1 -f- I) =  РрУ2<»,
откуда I  — Р — 1.

Из уравнения (132) а  *3 ’
Сопоставив два последних равенства, находим условие (157).

На данную контрольную поверхность действуют внеш­
ние силы: силы давления Р на живые сечения 1— 1 и 2—2, 
силы тяжести Gi= mg объема жидкости, ограниченной кон­
трольной поверхностью, силы реакции боковых стенок на 
жидкость R р силы сопротивления Т  (для вязкой жидкос­
ти). Векторы всех указанных .сил и КД образуют замкнутый 
многоугольник (см. рис. 78, б).

З а к о н  к о л и ч е с т в а  д в и ж е н и я  в проек­
циях на заданное направление п для установившегося по­
тока несжимаемой жидкости можно записать так*.

Рхру? COS (/, п) — P2ptl2 COS (I, ft) =  Рп, +  Рп, +
+  R„ +  Tn +  Gn. (158)

Рассмотрим течение на повороте трубы (рис. 79). Выде­
лим объем жидкости, ограниченный контрольной поверх­
ностью 1— 1 — 2—2. Пренебрегая силами тяжести и со­
противления, абсолютные значения сил давления Pt и Р2 
можно считать равными. Проектируем эти силы на верти­
кальное направление.

Уравнение (158) в данном случае запишется так:

pptfto sin  рргЛа sin j =  Р sin -j- +  R sin +  R,

откуда сила реакции стенки на жидкость (или одинаковая, 
но противоположная по знаку сила реакции жидкости на



стенку)

F *= 2 sin —  (P — ppo2c*>) =  2 sin ~  ш (p — ppo2).

Во многих случаях произведение Ppu2 намного меньше p.
\ Если им пренебречь, то

F — 2р(д sin ~ .

Сила реакции жидкости на стенку при повороте трубы 
может оказаться весьма значительной и ее действие необ­
ходимо учитывать при проектировании трубопроводных 
систем/

В заключение напомним, что важной особенностью зако­
на количества движения является исключение из рассмо­
трения внутренних сил, действующих в жидкости, ограни­
ченной контрольной поверхностью. Это дает возможность 
применять закон количества движения для анализа мест- 

I ных потерь энергии.

Рис. 79. Применение закона количества движения для определения 
реакции жидкости на стенку на повороте трубы.



Глава V
ПОТЕРИ ЭНЕРГИИ
ПРИ ДВИЖЕНИИ ЖИДКОСТИ

§ 3 3
Общие сведения

Получение конкретных зависимостей для расчета потерь 
энергии при движении жидкости в трубах и каналах являет­
ся основным содержанием внутренней задачи гидроаэроди­
намики.

Начнем с изучения наиболее простого, но вместе с тем 
очень распространенного случая движения,— равномерного 
движения.

Основная задача при изучении равномерного движения 
состоит в определении потерь энергии на единицу длины 
трубопровода, идущих на преодоление гидравлических со­
противлений.

Равномерным называется установившееся течение жидкос­
ти, при котором скорость каждой струйки в потоке не 
изменяется по длине. Иначе говоря, при равномерном пото­
ке живое сечение, величина и распределение скоростей ос­
таются неизменными. Равномерное движение происходит 
в цилиндрических трубах и призматических каналах до­
статочной длины при условии, что жидкость в процессе дви­
жения несжимаема (рис. 80).

Неравномерным называется движение, при котором ско­
рости струек изменяются (либо по длине изменяется живое 
сечение потока, либо при неизменном живом сечении изме­
няется распределение скоростей, либо изменяется и то и 
другое). Неравномерное движение возникает в трубах ко­
нусообразной формы и после препятствий по пути движения 
(рис. 81), а также в слу­
чае сжимаемой жид­
кости.

Потери по длине и 
местные потери энергии.
Рассмотрим движение

Рис. 80. Равномерное движе­
ние.

Рис. 81. Неравномерное дви­
жение.



жидкости в горизонтальном трубопроводе постоянно­
го сечения с неишенной эпюрой скоростей, т. е. равно­
мерное движение (рис. 80). Напишем уравнение Бернулли 
(146) для двух сечений в форме давлений:

9  2pyf pVt
Р +  Рх +  “ 1 ~  =  Р№  +  Л  +  “ 1 —  +  Р--

Поскольку в данном примере Zi =  г2% средняя скорость 
Vi =  v2 и а А =  а 2; тогда

P i Рч, ~  Рп'
Так как рп = рЕп, потеря энергии при равномерном 

движении пропорциональна разности давлений между рас­
сматриваемыми сечениями. Если предположить, что потерь 
нет (Еп =  0), то pi = р2\ в действительности при разномер­
ном движении давление в последующем сечении всегда мень­
ше, чем в предыдущем (р2 <  pi).

Работа сил давления рп расходуется на преодоление сил 
сопротивления, что и обусловливает потери механической 

/энергии. Эти потери прямо пропорциональны длине пути 
движения, поэтому их называют потерями удельной энергии 
по длине. Если потери выражены в единицах давления, их 
называют потерями давления по длине и обозначают /?*. Ес­
ли потери энергии выражены в линейных единицах (E Jg ), 
их называют потерями напора по длине и обозначают ht.

Различают еще местные потери энергииг которые об­
разуются в результате изменения структуры потока по 
пути движения жидкости (более подробно см. в § 42).

Рассмотрим движение жидкости через частично откры­
тую задвижку в трубопроводе (см. рис. 81). В отверстии 
(точнее, в суженном сечении С—С) скорости увеличивают­
ся, а давления уменьшаются. В сечении 2—2 на некотором 
расстоянии после задвижки скорости принимают значения, 
равные скоростям в сечении 1— 1 перед задвижкой. При 
отсутствии местных потерь давление в сечении 2—2 за счет 
уменьшения скорости на участке С—2 и преобразования 
кинетической энергии в потенциальную (если пренебречь 
на этом участке потерями по длине) достигло бы своего пер­
воначального значения pi. Опыт, однако, показывает, что 
давление р2 намного меньше, чем давление Уравнение 
энергии в форме давлений (146) для сечений 1—1 и 2—2 за -4 
пишется так:

P i — Р2 +  Ра’
132



где местная потеря давления ри =  рп (соответственно мест­
ная потеря напора обозначается hu).

Чтобы объяснить возникновение местных потерь, нуж­
но непосредственно наблюдать явление. Как видно из 
рис. 81, на участке С—2 наряду с основным течением четко 
различается область вихревого движения (На рис. 81 она 
обозначена 5). Скорости движения частиц в этой зоне значи­
тельно меньше, чем в основном потоке. Это и обусловлива­
ет в соответствии с формулой (6) появление значительных 
касательных напряжений и отвечающих им сил сопротив­
лений. Работа этих сил осуществляется за счет кинетиче­
ской энергии суженной части потока, .которая вследствие 
действия вязкости необратимо переходит в тепло. Поэтому 
давление в сечении 2—2 за местным сопротивлением пол-* 
ноетью.не восстанавливается (хотя скорости в этом сечении 
такие же, как и в сечении 1—/) и меньше давления pt.

Удельная потеря давления. Гидравлический и пьезоме­
трический уклоны. Удельной называют потерю давления, 
отнесенную к единице длины трубопровода:

При равномерном движении, пренебрегая силами тя̂
жести, потеря давления 

* по длине (рис. 82)

R i  =  Pi/l- (159)

Рис. 82. К понятию потери 
* давления по длине.

; Рис. 83. К понятию гидрав- 
". лического и пьезометриче­
с к о г о  уклона.



Следовательно, удельная потеря давления
=  (161)

Понятие удельной потери давления широко использует­
ся при расчетах вентиляционных систем и газопроводов низ-' 
кого давления.

Потерю напора по длине на основании уравнения (142) 
можно записать как разность полных напоров первого и 
второго сечений участка трубопровода:

h‘ = (2l + +  ж )  ~  (*2 +  "м  +  “а W

Потерю напора, отнесенную к единице длины, называют 
гидравлическим уклоном I:

(162)

Гидравлический уклон для данной точки оси трубопро­
вода в дифференциальной форме выражается так:

<1 6 3 >

Знак «минус» подчеркивает, что напорная линия вдоль тру­
бы в процессе движения может только понижаться.

При равномерном движении и прямолинейной оси тру­
бы напорная линия также представляет собой прямую 
(рис. 83), а гидравлический уклон характеризуется тангенсом 
угла наклона этой прямой по отношению к горизонту; при 
этом средний гидравлический уклон равен уклону в точке 
(/ср =  I).

Изменение пьезометрической линии на единицу длины 
называют пьезометрическим уклоном / п:

— - а г  ( * + - £ ) •  < 1 6 4 >

При равномерном движении, когда d о̂в =  0, гид­
равлический уклон равен пьезометрическому (/ =  / п), пье­
зометрическая линия проходит параллельно напорной 
на расстоянии (по вертикали) скоростного напора (см. 
рис. 83), а сама потеря напора выражается разностью пьезо­
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метрических отметок (напоров):

А, =  (*  +  - £ ) - ( * ,  +  - £ - ) - Я * - Я * .  (165)

В горизонтальной трубе потеря напора по длине равна
разности пьезометрических- высот между рассматриваемыми 
сечениями:

h =  i t z i  . (166)
' рг > '

При неравномерном движении пьезометрический уклон 
не совпадает с гидравлическим. В замедленном потоке (при 
расширении трубы) пьезометрический уклон в некоторых 
случаях может оказаться положительным, т. е. -пьезометри­
ческая линия не понижается, а повышается в процессе 
движения.

f
§  3 4
Уравнение равномерного движения 
и его характеристики

Составим уравнение равномерного движения жидкости. 
Для такого движения характерным является отсутствие 
ускорений и сил инерции. Поэтому механическая трактов­
ка равномерного движения весьма проста.

Выделим объем жидкости 1—2 в трубе (рис. 84). По­
скольку тут ускорения равны нулю, к такому отсеку мож­
но применить уравнение статики. На выделенный объем 
жидкости действуют такие внешние силы: нормальные к 
Ж11вым сечениям силы давления Pi =  /?!& и Р2 =  р2со и ка­
сательные силы сопротивления Т, приложенные к боковой 
поверхности. Силы сопротивления направлены против дви­
жения.

Обозначим касательные напряжения, действующие по 
поверхности раздела между неподвижными стенками трубы 
й потоком, т0, а смоченный периметр* живого сечения — X. 
Тогда площадь поверхности, где проявляются эти силы со­
противления, равна X/, а сила Т  =  т0%1

* Под смоченным периметром понимают линию контакта между 
жидкостью и стенкой. Не всегда периметр сечения трубы совпадает 
со смоченным периметром. Например, в безнапорных трубах, применяю­
щихся в канализации, поток не доходит до верха трубы. В- трубах, 
заполненных жидкостью, смоченный периметр совпадает с периметром

* сечения трубы.
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Спроектируем указанные силы на направление движе­
ния:

р х =  р 2 -f- Т, или рг<а — р20) +  т0%/.
Потеря давления

Р, = Р 1 - Рг  = ^ § -  = ^ .  (167)

а удельная потеря давления

R‘ = - r  =  T T -  (168)

В этих формулах отношение площади живого сечения к
смоченному периметру

#  =  ю/Х (169)

называют гидравлическим радиусом.
Гидравлический радиус не равен геометрическому ра­

диусу. Например, для круглой трубы гидравлический ра­
диус

=  ■ <170>

т. е. равен 1/4 диаметра или 1/2 геометрического радиуса г0.
Подставив последнее соотношение в уравнение (168), 

получим удельную потерю давления в круглой трубе:

=  . (171)в г0

Так как при равномерном движении гидравлический 
уклон равен удельной потере давления, деленной на плот-

Рис. 84. К выводу уравнения равномерного движения.
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ность и ускорение силы тяжести, то

При выводе указанных уравнений мы не учитывали вли­
яние сил тяжести, рассматривая движение жидкости в го­
ризонтальной трубе. Читатель может убедиться, что эти 
формулы справедливы и для случаев, когда труба имеет гео­
метрический уклон и силы тяжести проектируются на на­
правление движения.

Уравнения равномерного движения являются исходны­
ми для составления формул гидравлического расчета трубо­
проводов.

Подобно изложенному выше, можно вывести уравнение 
динамического равновесия для выделенного отсека внутри 
трубы, радиус которого г меньше радиуса трубы г0 (штри­
ховая линия на рис. 84), подставив в уравнение равномер­
ного движения (171) вместо напряжения вблизи стенки т0 
напряжение сил сопротивления между соприкасающимися 
поверхностями жидкости т, действующее на цилиндриче­
скую поверхность радиусом г, т. е.

R t —  2 x f r .

Сопоставив последнее соотношение с у р а в н е н и е м  ( 1 7 1 ) ,  

находим
т/т0 =  r/f q. (173)

Следовательно, касательные напряжения в сечении круг­
лой трубы обратно пропорциональны расстоянию от стенки 

.(см. рис. 84). Аналогичную зависимость получим и для тру­
бопроводов некруглого сечения.

Уравнения равномерного движения подтверждают, что 
падение давления в трубе обусловлено касательными на­
пряжениями. Однако чтобы определить величину касатель­
ных напряжений, необходимо прежде всего познакомиться 
с вопросом о режимах движения жидкости.

§ 35
Ламинарный и турбулентный режимы 
течения жидкости. Число Рейнольдса

Наблюдения показывают, что в жидковти возможны две 
совершенно различные формы движения. Наиболее четко 
эти формы проявляются при равномерном течении в трубах.



Проделаем следующий опыт. К резервуару. Л, напол­
ненному водой, присоединим стеклянную трубку В , ско­
рость течения в которой регулируется краном С (рис. 85). 
Раструб D в начале трубы служит для ликвидации возму­
щений, которые возникают в потоке при неплавном входе. 
Переливная труба Е устраивается для поддержания пос­
тоянного уровня в резервуаре А. Чтобы движение жидкос­
ти можно было наблюдать визуально, в трубу с,помощью 
капиллярной трубки F подается раствор краски (например, 
марганцовокислый калий).

Когда кран открыт незначительно и скорость течения 
воды в трубе В невелика, струйка раствора краски, выте­
кающей из трубки Ft принимает форму нити. Это говорит о 
том, что отдельные частицы жидкости в трубе перемеща­
ются по прямолинейным траекториям параллельно стенкам 
трубы и друг другу. Никаких поперечных перемещений 
частиц не происходит. Иначе говоря, жидкость в круглой 
трубе движется как бы концентрическими кольцевыми слоя­
ми, которые не перемешиваются между собой. Такое движе­
ние называют ламинарным (от латинского слова lamina — 
слой).

Если кран С сильно открыт, скорость течения в трубе 
окажется значительной и струйка раствора краски будет 
размываться, равномерно окрашивая всю массу жидкости, 
что указывает на непрерывное и интенсивное перемешива­
ние ее слоев. Отдельные частицы жидкости или целые груп­
пы частиц конечных размеров («жидкие комки») ведут себя 
приблизительно как молекулы по представлениям кинети-

Рис. 85. Прибор Рейнольдса для определения режимов течения:
/ — ламинарный режим; 2 — турбулентный режим-



ческой теории газов, т. е. пребывают в состоянии хаотич­
ного (беспорядочного) движения. Поскольку поток в целом 
движется прямолинейно, жидкие комки наряду с общим 
поступательным движением имеют и случайные поперечные 
перемещения; во всем потоке происходит процесс непрерыв­
ного перемешивания частиц жидкости. Такое движение на­
зывается турбулентным (от латинского слова turbulentus — 
неупорядоченный, бурный).

Таким образом, приведенный опыт показывает, что одна 
и та же жидкость может иметь два разных режима течения: 
ламинарный и турбулентный.

Турбулентный поток по своим свойствам резко отлича­
ется от ламинарного. Как мы убедимся в дальнейшем, при 
ламинарном режиме потери энергии по длине пропорцио­
нальны первой степени скорости, при турбулентном — про­
порциональны приблизительно квадрату скорости.

Отличны процессы передачи тепла при ламинарном и 
турбулентном режимах течения. В первом случае теплооб­
мен происходит только за счет теплопроводности жидкости; 
при турбулентном режиме в результате непрерывного попе­
речного перемещения частиц решающую роль играет тепло­
обмен путем конвекции. Поэтому эффективность теплооб­
мена при турбулентном режиме намного больше, чем при ла­
минарном.

Наконец, вопрос о двух режимах течения тесно связан 
с эффектом турбулентной диффузии, когда -поперечные 
перемещения масс жидкости способствуют переносу твердых 
частиц.

Условия перехода от ламинарного течения капельной 
жидкости к турбулентному и, наоборот, от турбулентного к 
ламинарному в круглых трубах впервые в 1883—1885 гг. 
изучил английский исследователь О. Рейнольдс. Проведя 
большое число опытов на установке, схема которой приве­
дена на рис. 85, Рейнольдс установил, что этот переход оп­
ределяется такими четырьмя физическими величинами: 
средней скоростью течения у, диаметром трубы d, вязкостью 
жидкости \х и ее плотностью р.

С помощью этих четырех величин составим выражение, 
которое характеризовало бы режим течения жидкости. Что­
бы это выражение можно было применить для жидкостей 
любой вязкости и плотности, движущихся с разными ско­
ростями в трубах разного диаметра, оно должно быть без­
размерным, т. е. представлять собой абстрактное число.
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Из указанных величин (v, d, |хир) можно составить такую 
комбинацию:

Re =  vdp/\i. (174)
С учетом зависимости (7) между динамическим и кинема­

тическим коэффициентом вязкости выражение (174) прини­
мает вид:

Re =  vd/v. (175)
Безразмерное число, определяемое выражениями (174), 

(175), получило название числа, Рейнольдса.
В своих исследованиях Рейнольдс пришел к выводу, что 

существует некоторое критическое значение ReKp, являю­
щееся границей между ламинарным и турбулентным режи­
мами течения, и нашел его: •

ReKp =  2300. (176)
При Re >  2300 движение будет турбулентным, а при 

Re <  2300 — ламинарным.
Критическое число ReKp =  2300 проверялось неодно­

кратно многими исследователями для разных жидкостей, 
а также и для газов. В частности, для воздуха оно было 
получено Стантоном в 1914 г.

Более тонкие исследования показывают, что в пределах 
изменения числа Рейнольдса от 2000 до 4000 происходит 
периодическая смена турбулентного и ламинарного режи­
мов (так называемая перемежающаяся турбулентность). 
Поэтому более точными условиями ламинарного и турбу­
лентного режимов течения в трубах следует считать сле­
дующие:

Re <  2000 — ламинарный режим;
Re >  4000 — турбулентный режим.

Указанные условия критического режима отвечают так называ* 
емой нижней границе перехода от одного режима к другому, т. е. гра­
нице перехода от турбулентного движения к ламинарному. Если ж е  
наблюдать обратный переход (от ламинарного движения к турбулент­
ному), оказывается, что эта верхняя граница зависит от многих слу­
чайных причин (условия входа в трубу, наличия возмущений в резер­
вуаре, откуда происходит истечение, и пр.). При выполнении специаль­
ных опытов удавалось довести верхнюю границу до значения ReKp =* 
=  20 000 и более. Разумеется, что в практических условиях, где всег­
да есть источники случайных возмущений, следует считаться только 
с нижней границей.

Приведенные данные относятся к равномерному течению
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жидкости и газа в трубах. При неравномерном движении 
значение ReKp существенно зависит от характера изменения 
скоростей вдоль течения. Например, в сужающихся трубах* 
где скорость возрастает по течению и само, течение более 
устойчиво, нижнее значение ReKp резко возрастает (до 20 ООО 
для труб круглого сечения). Наоборот, в расширяющихся 
трубах, где скорости уменьшаются по течению, переход от 
турбулентного режима движения к ламинарному происхо­
дит при ReKp <  2000.

Учитывая важность определения критического числа 
Рейнольдса, исследователи уже давно пытались решить эту 
задачу теоретически.

С механической точки зрения возникновение двух режи­
мов обусловлено степенью устойчивости движения. При тур­
булентном режиме всякие случайные возмущения имеют 
тенденцию роста; наоборот, при ламинарном режиме они 
угасают. В жидкости, представляющей собой непрерывную 
среду, состоящую из бесконечно большого количества дви­
жущихся частиц, скорость их движения является фактором, 
который стремится нарушить упорядоченный процесс те­
чения в целом. С другой стороны, вязкость жидкости мож­
но рассматривать как систему внутренних связей, которые 
действуют в качестве стабилизирующего фактора.

Итак, при преобладании сил инерции, которые зависят 
от скорости (иначе говоря, при больших значениях Re) 
возникает турбулентный режим движения, а при преобла­

дании сил вязкости (при малых значениях Re) — ламинар­
ный. Однако описанный метод исследования, ясный по сво­
ей идее, пока еще не дал количественных решений для тече­
ния жидкости в трубах.

Образование турбулентного движения можно обосновать 
еще исходя из общих законов физики, в частности из вто­
рого закона термодинамики в формулировке С. Больцмана: 
«Во всякой изолированной системе происходят такие изме­
нения, которые приводят систему в ее наиболее вероятное 
состояние». С этой точки зрения хаотичное движение от­
дельных частиц в, потоке жидкости, свойственное турбу­
лентному движению, является более вероятным, чем дру­
гие, более упорядоченные формы движения. Параллельно* 
струйное ламинарное течение может возникнуть только в 
условиях, которые не дают возможности частицам жидкости 
двигаться беспорядочно (из-за большой вязкости жидкости 
при малых скоростях).



%

Отметим, что число Рейнольдса, как и вообще любой 
безразмерный параметр, носит универсальный характер; 
оно пригодно для любых жидкостей (газов), для больших 
установок и малых моделей.

Напомним, что при изучении сопротивлений, теплопере­
дачи, переноса тепла и пассивных примесей, транспортиро­
вания твердых частиц в жидкости и во многих других слу­
чаях число Рейнольдса является исходным для построения 
расчетных зависимостей.

Пример 18. Определить режим течения жидкости в трубах при сле­
дующих условиях:

а) жидкость — вода, средняя скорость течения v =  1 м/с, диаметр 
трубы d — 100 мм, кинематическая вязкость при t — 20° С v =■ 
=  0,01 см2/с;

б) жидкость — газ, v =  4 м/с, d — 15 мм, v — 0,165 см2/с;
в) жидкость — горячая вода, v = 0 , 1  м/с, d  =  32 мм, v =  

=  0,0037 см2/с при t  =  80° С;
г) жидкость — воздух, v =  б м/с, d  =  200 мм, v =  0,16 см2/с.

. По формуле (175) сначала находим число Рейнольдса, а затем, 
пользуясь условием (176), определяем режим течения:

Результаты расчетов свидетельствуют, что в большинстве случаев 
движение жидкости в трубах турбулентное.

§  3 6
Ламинарное течение 
в круглых трубах 
и его характеристики

Ламинарное течение в круглой цилиндрической трубе про­
исходит без поперечных перемещений частиц жидкости, т.е. 
параллельными слоями. В данном случае можно предста­
вить, что эти слои свернуты в концентрические трубки, ко­
торые движутся поступательно вдоль оси трубы, скользя 
одна относительно другой, причем каждая такая трубка 
(слой) полностью сохраняет свою форму.

Чтобы рассчитать рассматриваемое течение, можно b o g -

г) Re

a) Re

б) Re

в) Re
I Режим турбулентный
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пользоваться формулой (6) для касательного напряжения 
между двуйя слоями жидкости. Поскольку цилиндрические 
слои имеют общий центр по оси трубы, dti =  dr и формула 
(6) в данном случае принимает вид:

d и d и

Касательное напряжение всегда считается положитель­
ной величиной. Поэтому знак перед |я ~  зависит от гради-

d и г,ента скорости В данном случае градиент скорости от­
рицательный, так как скорость уменьшается в направлении 
оси г.

Подставив в последнее уравнение вместо % его выражение 
из формулы (173), получим:

г d и
т° 77  “  Р 1 Г  *

откуда

или

dи ~ ----- ^  rdr,цг0

и = — г2 +  const. (178)

Константу находим из граничного условия: на стенке 
(г =  г0) скорость равна нулю. Тогда

const = 2|а

2  ̂ Г  r l
По оси трубы, где г =  0, скорость должна быть макси­

мальной.
Согласно условию (178)

«макс ^  , (179)
откуда

и =  Имакс ( \  —  - 4 * 1  • ( 1 8 0 )



Полученная формула показывает, что при ламинарном 
течении скорости в сечении трубы распределяются по закону, 
параболы (рис. 86).

Вычислим среднюю скорость ламинарного течения, ис­
пользовав формулы (123), (127)* и (180) расхода, средней ско­
рости и скорости, каждой струйки:

С “d“  f  “макс (  1 -  4 " ) 2 т й Г
_Q _co   _0_______ \ r0 / ________________имаке /1 81 'I

CD “  to - 2 *

Таким образом, средняя скорость потока при ламинар­
ном течении в круглой трубе равна половине максимальной.

На основе выражения (130) и формулы (180) определяет­
ся коэффициент Кориолиса, равный в данном случае 2.

Из уравнений (179) и (181) следует, что касательное на­
пряжение у стенки определяется средней скоростью и ра­
диусом трубы:

Наконец, подставив это выражение в уравнение равно­
мерного движения (171), получаем зависимость для удель­
ной потери давления:

р     2т0 8}д,0 _ 32jj,0 /юо\
Я , -  — ( 1 8 2 >

- Зная, что \\> =  vp, из формулы (182) найдем выражения

Рис. 86. Эпюра скоростей при ламинарном течении в цилиндрической 
трубе.
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для потери давления и напора по длине:

(183)

32vp vl
Р‘ = - J -
, 32 vvl
hi -  *

Формулы (183) впервые были получены эксперименталь­
но Пуазейлем в 1841 г., а теоретически обоснованы 20 лет 
спустя. Полное соответствие экспериментальных данных 
теории подтвердили правильность гипотезы Ньютона о 
природе жидкостного трения.

С помощью формул (183) можно определить- коэффи­
циент вязкости различных капельных жидкостей. Для это­
го достаточно измерить потерю напора между двумя сече­
ниями капиллярной трубки (ибо в капиллярных трубках 
вследствие малых диаметров практически обеспечивается 
ламинарный режим течения) и расход, если известны диа­
метр трубки и расстояние между сечениями. Схема прибора 
приведена на рис. 87.

Уравнение Бернулли в форме напоров (142) для сечений 
/ _ /  и 2—2

H = a - £ + h , .

Выразив скорость через расход и учитывая, что для ла­
минарного течения коэффициент кинетической энергии (Ко- 
риолиса) а  =  2, находим

о  _  о  16Q2 128vQ/
' 2g3t2#  ^  gnd* *

Величины Я, /, d известны и для определения v доста­
точно только измерить расход Q.

Ламинарный режим течения характерен, главным обра­
зом, для вязких жидкостей (нефть, мазут, минеральные мас­
ла и пр.). В санитарно-технической практике ламинарное 
течение иногда приходится наблюдать на малых объектах 
водяного отопления и внутридомового газопровода.

Кроме того, течение-в ламинарном режиме происходит 
через пористую среду, например при инфильтрации возду­
ха через строительные ограждения или при движении воды 
в некоторых фильтрах очистных сооружений.

Пример 19. Нагревательная печь (рис. 86) расходует 400 кг мазута 
в час (М  =  400 кг/ч). Плотность мазута р *  900 кг/м8, его кинетиче­
ская вязкость v = 0 ,2 7  сма/е. Определить* на какой высоте следует



расположить напорный бак относительно оси форсунки, если давление 
перед ней должно быть не менее 50 кПа при длине подводящей трубы 
/  =  25 м и диаметре d  =  20 мм.

Массовый секундный расход мазута

М = 400
3600

= 0,П  кг/с.

Средняя скорость течения мазута в трубопроводе 

М  0,11v =
рш

Число Рейнольдса 

0,39 • 0,02

900 • 0,785 • 0,022
0,39 м/с.

Re =
0,27 • 10-

=  290 <  2300 (режим ламинарный).

Vя
Пренебрегая кинетической энергией движения, т. е. членом а  - щ -

в уравнении Бернулли (142), для сечения по уровню мазута в баке 
и сечения перед форсункой

< Ры т  , ,h = ----------- f- hi,
P g

или, с учетом формулы (183),  для потери напора по длине 

Рш н  I 32vt>/ __ 50 . Ю3 32 • 0, 27 • 10” 4 • 0, 39 . 25h =  ■
g d 2 900 • 9,8 9,8 • 0,02а

: 7 ,8  м.

Рис. 87. Схема прибора для определения кинематической (или дина- 
! f мической) вязкости капельной жидкости.

Рис. 88. К примеру 19.
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В заключение необходимо отметить, что при рассмот­
рении ламинарного режима течения в трубах некруглого 
сечения нетрудно получить соответствующие характерис­
тики, применив метод исследования, аналогичный приве­
денному выше.

§  3 7
Основные характеристики 
турбулентного движения

Подавляющее число движений, встречающихся в технике, 
являются турбулентными, а не ламинарными. Турбулент­
ные течения происходят в трубах, потоках атмосферного 
воздуха, помещениях, в таких устройствах, как форсунки, 
газовые горелки, струйные аппараты, при обтекании тел 
и пр.

Турбулентные течения значительно сложнее ламинар­
ных. Для изучения турбулентности нужны методы, суще­
ственно отличающиеся от тех, которые применяются для 
изучения ламинарого движения. Беспорядочный характер 
движения отдельных частиц (жидких комков) жидкости в 
турбулентном потоке требует применения методов статисти­
ческой механики. Между статистической механикой моле­
кулярного движения и статистической гидроаэромеханикой 
вязкой жидкости, несмотря на то что они кажутся на первый 
взгляд аналогичными, существует принципиальное отли­
чие. Оно выражается прежде всего в том, что суммарная ки­
нетическая энергия молекул не меняется со временем (по 
кинетической теории газов), тогда как в турбулентном по­
токе кинетическая энергия жидкости всегда в той или 
иной мере рассеивается, переходя вследствие вязкости в 
тепло.

Приведем краткие сведения по турбулентности, необ­
ходимые для усвоения дальнейшего материала.

Мгновенная, осредненная и пульсационная скорости. 
Хаотичность турбулентного движения с кинематической 
точки зрения означает, что скорости жидкости в отдельных 
точках пространства, через которые она протекает, непре­
рывно изменяются как по величине, так и по направ­
лению.

Скорость в данной точке турбулентного потока, измерен­
ную в данный момент времени, называют мгновенной (обо­
значают и').
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Д ля измерения мгновенной скорости необходимы приборы "с очень 
малой инерцией. Таким свойством обладает, например, термоанемометр. 
Принцип действия прибора состоит в том, что электрическое сопротив­
ление проводника, помещенного в движущуюся жидкость, которая по­
догревается электрическим током, изменяется при изменении скорости 
течения вследствие повышения температуры; особенно удобен этот спо­
соб измерения для воздушных потоков [3]. Для водяных потоков, где 
электрическое сопротивление воды зависит не только от скорости те­
чения, конструкция термоанемометра существенно усложняется.- В та­
ких случаях часто предпочитают в качестве первичного прибора тензо- 
метрический датчик. Мгновенную скорость можно измерять также ме­
тодом визуализации потока с последующей его съемкой на кинопленку 
или фотографированием с малой экспозицией; этот способ достаточно 
точен, но весьма громоздок.

Типичная картина изменения мгновенной"скорости со 
временем приведена на рис. 89: изменение скорости, как 
видно, носит случайный характер.

При изучении турбулентного потока вводят понятие ос- 
редненной скорости. Осредненной называют среднюю за 
некоторый промежуток времени скорость в данной точке:

где t — достаточно длинный интервал времени.
Замена _поля мгно- 

и (:з венных скоростей на

(184)
О

"is поле осредненных ско­
ростей дает возможность 
применить для турбу­
лентного потока поня­
тие элементарной струй­
ки и разделение на не- 
установившееся и уста­
новившееся движение.

t Рис. 89. Характер изменения 
мгновенной скорости в дан­
ной точке турбулентного по­
тока е течением времени.

Рис. 90. Разложение мгно- 
венной скорости на составля­
ющие по трем взаимно перпен­
дикулярным направлени­
ям, одно из которых совпа­
дает с направлением Осред­
ненной скорости,
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Рассмотрим равномерное течение в трубе с постоянным расхо­
дом. Разложим мгновенную скорость, измеренную в данной 
точке, на три составляющие по координатным осям: иХг 
и'у, и2, причем пусть ось я совпадает с осью трубы (рис. 9D). 
Каждая из составляющих скоростей изменяется со 
временем, однако для установившегося движения за доста­
точный промежуток времени, несмотря на случайный ха­
рактер отдельных значений мгновенной скорости, осреднен- 
ные во времени значения поперечных составляющих равны 
нулю, т. е.

1 * -  \ *
и у — ~y ~ J u'ydt =  О и uz =  - j -  j  uzd t — О,

-о о
а продольная составляющая скорости

{ t
iiх =  —  j uxdt =  и 

о
будет иметь конечное значение. На рис. 89 это значение со­
ответствует высоте прямоугольника, равновеликого площа­
ди диаграммы скорости.

Если подобным способом определить осредненные ско­
рости нескольких точек поперек трубы, получим эпюру 
осредненных скоростей по сечению трубы, представленную 
на рис. 65 (или на рис. 92). Осреднение же последних дает 
среднюю скорость. Следовательно, не следует смешивать 
осредненную скорость и со средней скоростью потока v : пер­
вая дает осреднение во времени в данной точке, вторая — 
результат осреднения по сечению. Осредненная скорость, 
измеряется приборами с большой инерцией, например труб­
кой Пито — Прандтля (см. рис. 55).

Осредненную скорость можно рассматривать как ско­
рость струйки. При неизменном расходе жидкости, проте­
кающей через трубу, эпюра осредненных продольных ско­
ростей в данном живом сечении не изменяется с течением 
времени, что и является признаком установившегося дви­

жения.
Понятие осредненной скорости впервые было предложе­

н о  Буссинеском (1867 г.) и развито Рейнольдсом. С помощью- 
.этого понятия действительный турбулентный поток с его- 
^беспорядочно движущимися массами жидкости заменяют 
^воображаемой моделью потока, представляющей совокуп­



ность элементарных струек, скорости которых как по ве­
личине, так и по направлению равны осредненным скорос­
тям. А это значит, что к турбулентному потоку можно при­
менить те представления одномерной гидравлики, которые 
были развиты в предыдущей главе.

Отклонение мгновенной скорости от ее осредненного 
значения

называют пульсационной скоростью, или просто пульсацией.
Для установившегося движения пульсации изменяют 

свою величину и знак так, что эффект их осреднения во вре­
мени (при условии достаточного интервала времени t) рав­
няется нулю. На рис. 89 абсолютные значения пульсаций 
изображены вертикалями, отсчитываемыми от штриховой 
горизонтальной линии осредненной скорости.

Механизм возникновения касательных напряжений. За­
мена действительных беспорядочных движений жидких ком­
ков на фиктивное струйное движение требует введения не­
которых фиктивных сил взаимодействия между воображае­
мыми струйками. Благодаря этому появляется новый вид 
поверхностных сил и соответствующих касательных напря­
жений.

Рассмотрим, что происходит в турбулентном потоке, 
если действительную хаотичную картину заменить струй­
чатой моделью движения, учитывая при этом действие пуль­
саций. Выделим элементарный слой жидкости, движущийся 
в направлении оси х с осредненной скоростью их (рис. 91). 
За время (меньшее периода осреднения) в силу наличия 
поперечной пульсационной добавки Аиу через площадку 
AS пройдет элементарная масса жидкости рASu'y d̂ .

Aur =  и' — ‘й (185)

/ / /
У

/ / /

Для определения ко­
личества движения этой 
массы жидкости ее нуж­
но умножить на ско­
рость, которая в данном 
случае равна пульса, 
ционной добавке А и'ХФ

Рис. 91. Схема, иллюстриру 
ющая обмен количества дви 
жен и я между двумя соседи и 
ми слоями жидкости в турбу 
лентном потоке.
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Следовательно, количество движения равно p A S A u xAuydt. 
Внедряясь в слой, находящийся вблизи (на рис. 91 он 
показан штрихами), элементарная масса теряет свое коли­
чество движения, вследствие чего возникает импульс силы

AFdt — pASAUxAUydt.

Сила A F  имеет одинаковое направление со слоем и стре­
мится подтянуть площадку, лежащую вблизи и обозначен­
ную штриховой линией. Однако в соответствии с третьим 
законом Ньютона возникает сила сопротивления АТ, тор­
мозящая движение этой площадки, равная по величине си­
ле A F  и противоположная ей по направлению*.

A T d t  ~  —  р ASAu'yAuxdt.

Поделив обе части последнего уравнения на A S d t ,  полу­
чим выражение для касательного напряжения:

^ х у  5=5 p A U x A l l y  .

Итак,' касательные напряжения в турбулентном потоке 
обусловливаются пульсациями, или обменом количества 
движения между соседними слоями жидкости. Слой, дви­
жущийся с большей скоростью, подтягивает за собой от­
стающий и, наоборот, слой, который движется медленнее, 
тормозит опережающий. Знак «минус» подчеркивает, что 
сила сопротивления имеет направление, противоположное 
продольной пульсации. Индексы х и у показывают направ­
ление движения слоя и поперечных пульсаций: х — направ­
ление осредненного движения, а у — направление попереч­
ных пульсаций.

Осредненные касательные напряжения

Тгурб ==: рА tixAtiy . (186)
Подчеркнем, что в последнем соотношении осреднение 

значения произведения пульсаций не равно нулю, хотя ос­
реднение пульсаций отдельно по х и у для установившегося 
движения даст нуль. Действительно, если положительным

* Этот результат можно иллюстрировать более грубым, но наг­
лядным примером о двух платформах, движущихся по рельсам парал­
лельно друг другу и нагруженных мешками 'с песком: перебрасывая 
мешки с одной платформы на другую, можно одновременно затормозить 
движение данной платформы и ускорить движение соседней.



пульсациям Да* соответствуют главным образом положи­
тельные пульсации Диу, а отрицательным пульсациям 
&и'х — отрицательные Диу> то превалирующее число про- 
изведений ЬихЬму положительно. Если же, наоборот, 
положительным Дих соответствуют главным образом отри­
цательные пульсации Диу, а отрицательным пульсациям 
Ди* — положительные Ди'у, превалирующее число про­
изведений AuxAuy отрицательно. Следовательно, в обоих 
•случаях среднее от произведений Ди'хАиу не равно нулю, 
причем знак касательного напряжения как реакции силы 
-соответствующего импульса будет обратным.

На современном уровне знаний мы еще не научились рас­
считывать пульсации. Однако, как показывает зависимость 
(186), касательные напряжения турбулентных пульсаций 
пропорциональны квадрату скорости.

Этот результат очень важен для понимания закона со­
противления при турбулентном течении.

В схематизированном турбулентном потоке, кроме ука­
занных сил турбулентного обмена вследствие пульсаций, 
■еще проявляются (главным образом вблизи стенки) силы 
внутреннего трения, или вязкости, определяемые по форму­
ле (6). Полное касательное напряжение от турбулентных 
пульсаций ттурб и сия вязкости твязк ‘

т =  ттурб -f~ твязк,
«ли, с учетом уравнений (186) и (6),

т =  - р д ц;д«; +  ц - ^ - . (187)

Коэффициенты турбулентного обмена, теплопроводнос­
ти w  диффузии. Первый член уравнения (187), характери­
зующий напряжение от турбулентных пульсаций, можно 
записать в форме уравнения (6) для внутреннего трения:

т̂урб ^  рАихАиу =  6 — ,
где ___

„  -  РА и 'хА и 'у

dj/
называют турбулентной вязкостью.

(188)

(189)
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Выражение (188) было предложено Буссинеском в 1867 г. 
В отличие от динамического коэффициента вязкости р, в  
формуле (6) коэффициент е учитывает не молекулярную 
структуру жидкости, а особенности турбулентного движе­
ния. Из формулы-(189) следует, что величина е не является 
константой для данной жидкости, а изменяется при пере­
ходе от одной точки к другой в зависимости от кинематиче­
ских характеристик потока в этих точках. Только при изу­
чении турбулентности земной атмосферы можно считать 
коэффициент турбулентной вязкости постоянным для всех 
ее слоев.

Коэффициент в для турбулентного потока в трубе зави­
сит от формы ее поперечного сечения и от расстояния меж­
ду данной точкой и стенкой трубы.

Измеряя осредненные скорости и пульсации потока, мож­
но с помощью выражения (189) определить коэффициент е 
в данной точке. Установлено, что коэффициент турбулентной 
вязкости в сотни и даже в тысячи раз больше молекулярной 
вязкости р,.

Турбулентное перемешивание является причиной воз­
никновения не только добавочных касательных напряже­
ний вследствие переноса количества движения, но также 
переноса тепла и твердых частиц.

Если в разных точках потока температура неодинакова, 
частицы жидкости, перемещающиеся с мест с более высокой 
температурой, забирают оттуда больше тепла, чем туда 
приходится с частицами, перемещающимися с мест с низкой 
температурой. В результате происходит перенос тепла из 
зон с высокой температурой в области с низкой температу­
рой, т. е. явление, которое можно характеризовать как тур- 
булентную теплопроводность. По аналогии с уравнением 
(188) можно написать

< 1 9 0 >

где Q — перенос тепла при турбулентном перемешивании,, 
приходящийся на единицу времени и площади; ср — тепло-

dtемкость жидкости при постоянном давлении; ^  — градиент
температур; bq — коэффициент турбулентной теплопровод­
ности.

Если в потоке есть пассивная примесь твердых частиц 
с концентрацией с, при турбулентном перемешивании за
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единицу времени на единицу площади переносится масса 
примесей

М =  е д , - | - .  (191)

Механизм переноса тепла или примесей не вполне тож­
дественен переносу количества движения. Поэтому число­
вые значения коэффициентов 8, eq и ем? входящих в фор­
мулы (188), (190), (191), неодинаковы и зависят от условий 
движения. Исследования показывают, что еQ/e =  1,4 -ь 2, 
а Ё д * / е  =  1,2 - г -  1,4.

Масштаб турбулентности и диссипация энергии. Статис­
тическая теория турбулентности пока еще не дает возмож­
ности рассчитывать турбулентные пульсации в зависимос­
ти от конкретных условий движения. Иначе говоря, мы еще 
не умеем связать пульсации с осредненными скоростями в 
формулах (186), (187) без широкого использования данных 
экспериментальных исследований. Эти формулы также не 
раскрывают физического содержания явления, поскольку 
диссипация (рассеяние) энергии происходит в конце концов 
не вследствие фиктивной турбулентной вязкости е, а в ре­
зультате действия молекулярной вязкости при беспорядоч­
ном движении отдельных частиц жидкости.

По А. Н. Колмогорову [22] механизм диссипации состоит 
в следующем. В турбулентном потоке существуют пульса­
ции разных масштабов. Под масштабом пульсаций понима­
ют порядок величины расстояний, пройденных «жидкими 
комками» при их беспорядочном движении в турбулентном 
потоке. Наибольший масштаб пульсаций определяется раз­
мерами установки. Например, для трубы максимальный 
масштаб пульсации близок к диаметру трубы.

В число Рейнольдса Re, которое определяет свойства 
данного течения в целом, входит линейная характеристи­
ка I [для трубы это диаметр d — см. формулу (175)]. На­
ряду с таким числом Рейнольдса можно ввести качествен­
ное понятие о ^числах Рейнольдса, которые имеются в тур­
булентном потоке пульсаций разных масштабов.

Если I характеризует порядок величины масштаба дан­
ного движения, a ut — порядок величины его скорости, то 
соответствующее число Рейнольдса определится как Rez =
— 3jL' Эхо число тем меньше, чем меньше масштаб дви­
жения.
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* При больших значениях Re велики также и значения 
Re* крупномасштабных пульсаций. Однако большие чис­
ла Рейнольдса эквивалентны малым вязкостям. Следова­
тельно, вязкость жидкости становится существенной толь­
ко для мелкомасштабных пульсаций, где значения Re/ 
имеют порядок, равный, приблизительно 1. Именно в этих 
мелкомасштабных пульсациях, незначительных с точки зре­
ния общей картины движения в турбулентном потоке, и 
происходит диссипация энергии. Поэтому пульсации, вхо­
дящие в формулу (186), относятся к мелкомасштабным. 
Большие завихрения, которые образуются за препятстви­
ем (см., например, рис. 81 и рис. 102), являются крупно­
масштабными пульсациями. Их кинетическая энергия пе­
реходит в пульсации меньшего масштаба практически без 
рассеивания энергии, пока они не станут достаточно малы­
ми. Так возникает своеобразный «каскадный» процесс, при 
котором энергия осредненного движения последовательно 
передается все меньшим пульсациям вплоть до движений 
минимального масштаба, где превалирует влияние вязкос­
ти.

§  3 8
Формула Дарси для расчета 
потерь энергии по длине трубы.
Формула Шези

В предыдущем параграфе было установлено, что касатель­
ные напряжения в турбулентном потоке пропорциональны 
квадрату скорости [см. формулу (186)]. Однако полученная 
зависимость носила только качественный характер, посколь­
ку до настоящего времени еще не найдены способы расчета 
пульсаций.

Для получения расчетной формулы потерь энергии по 
длине трубы следует исходить из уравнения равномерного 
движения (168).

На основании уравнения (186) можно утверждать, что 
существует связь между средней (расчетной) скоростью по­
тока v и касательным напряжением у стенки т0 такого вида:

т0 =  &ргД (192)

где к — некоторый коэффициент, определяемый из опыта.
Подставив эту зависймость в формулу (168), а затем 

(172), получаем выражения гидравлического уклона и
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удельной потери давления для круглой трубы
/ А  л!L
/ =  4  ’  2 g  ’

(193)

Отсюда потери напора и давления по длине

(194)

В этих формулах безразмерный эмпирический коэффи­
циент к называют коэффициентом гидравлического трения.

^Последнее выражение в литературе получило название 
формулы Дарси. Эта формула весьма удобна для практи­
ческого пользования и является основной при расчете по­
терь по длине в трубах.

Французский инженер А. Дарси (1803— 1858) проводил опыты по 
определению потерь напора в новых и бывших в эксплуатации трубах 
из различных материалов. Он впервые предложил эмпирическую форму­
л у  пропорциональной зависимости гидравлического уклона от квадрата 
•скорости и установил влияние состояния внутренней поверхности труб 
на сопротивление.

До Дарси скорость равномерного течения воды в открытых кана­
лах определяли по формуле Шези

где С  — эмпирический коэффициент, называемый коэффициентом Шези; 
i —. геометрический уклон дна русла; R  — гидравлический радиус 
Жи0Ого сечения потока.

Если эту формулу записывать в виде i  =  v2l(C 2R ), то становится 
оч евидн о, что она, как и формула Дарси (193), показывает квадратич­
ный закон сопротивления.

Д ля равномерного течения в открытом русле гидравлический уклон 
равен геометрическому: I — i. Это следует из уравнения (162), если 
уч есть , что в открытом потоке р г — р 2 =  р & (давление на поверхности

водЫ равно атмосферному). Тогда /  =   ̂ , но разность геометри­

ческ и х отметок живых сечений, поделенная на расстояние между ними, 
равна приблизительно уклону дна русла i, значит, формулу (195) мож­
но записать так:

v  =  C f .  Ri, (195)



Сравнивая последнее выражение с выражением (193) и учитывая, 
что для круглых труб R  == d/4, получаем зависимость между коэффици­
ентом гидравлического трения и скоростным множителем:

Ь =  8glC*. (196)
Формулы Шези и Дарси подтверждают справедливость вывода, 

полученного в § 37 при анализе механизма трения, что в турбулентном  
потоке сопротивление в первом приближении пропорционально квад­
рату скорости. Более детальный анализ с учетом молекулярного тре­
ния дает закон пропорциональности в степени, меньшей 2 .

Коэффициент гидравлического трения X в формулах 
Дарси легко определяется опытным путем. Для этого доста­
точно измерить разность пьезометрических отметок (для га­
зов — разность давлений) в двух сечениях испытываемого 
трубопровода и среднюю скорость течения. В результате 
обобщения огромного экспериментального материала уда­
лось установить, что к в конечном итоге является функцией 
двух безразмерных параметров: числа Рейнольдса Re, учи­
тывающего влияние скорости и вязкости жидкости, а так­
же размеры самого трубопровода, и относительной шеро­
ховатости j-, где к — линейная величина, характеризую­
щая влияние стенок. Таким образом,

X =  /  (Re, 4). (197)

§ 39
Распределение скоростей по сечению трубы 
и полуэмпирические теории 
турбулентного движения

На рис. 92 показана типичная эпюра осредненных скорос­
тей по сечению трубы, полученная путем измерения скорос­
тей трубкой Пито —Прандтля в турбулентном потоке. Для 
сравнения штриховой линией показано распределение 
скоростей при ламинарном течении по формуле (180). Вы­
равниванию осредненной-скорости содействуют поперечные 
перемещения частиц жидкости. Скорости незначительно 
изменяются в основной толще потока, но резко уменьшают­
ся вблизи стенки. Средняя скорость течения составляет при­
близительно 0,8. максимальной против 0,6 при ламинарном 
течении.

Соотношения (187), (188) показывают, что касательные 
напряжения в турбулентном потоке зависят от градиента 
осредненных скоростей du/dy и, следовательно, от харак­



тера эпюры осредненных скоростей.* На рис. 92 видно, что 
наибольшие касательные напряжения вблизи стенки, где 
градиент скорости велик.

Теория Прандтля. Опыты Никурадзе. Трудности, воз­
никающие при попытках математического описания турбу­
лентного движения, привели к возникновению полуэмпи- 
рических теорий турбулентного движения.

Рассмотрим вкратце наиболее простую теорию Я. Пранд­
тля (1933 г.), идеи которой во многом сохранили свое зна­
чение и до настоящего времени. 14

Как уже указывалось, эпюра осредненных скоростей по 
живому сечению связана с эффектом сопротивления. Поэто­
му вывод расчетных зависимостей следует начинать с попы­
ток теоретически получить профиль скоростей. Решение за­
дачи может идти по следующему пути. Нужно выдвинуть 
гипотезу, пусть хотя бы самую грубую, о связи между пуль­
сациями и осредненными скоростями, построить на этой ос­
нове эпюру осредненных скоростей и сопоставить затем ее 
с опытом.

Центральным в теории Прандтля является допущение, 
что продольные и поперечные пульсации в формуле (186) 
пропорциональны в соответствующих точках градиенту ос- 
редненной скорости:

Рис. 92. Эпюры скоростей по сечению трубы при равномерном движе­
нии:
1 — осредненные скорости при турбулентном режиме; 2 — скорости при лами« 
нарном режиме.

(199)
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где у  — расстояние от стенки; 1тр — некоторый параметр, 
имеющий размерность длины.

Физически параметр /пер связан с масштабом турбулент­
ных пульсаций: это расстояние, на которое «жидкий комок» 
может двигаться в продольном или поперечном направле­
нии в виде неразрывного целого, т. е. с сохранением своего 
количества движения; Прандтль назвал /пер «длиной пути 
перемешивания».

Подставив выражения (199) в уравнение (186), получим 
формулу Прандтля для турбулентного трения:

,2 ( Аи \ 2 л  dи йа du /оллч
т -  1"Н7 j -  P?nep I f  ~ 8 I f  ’ (20°) .

где коэффициент турбулентной вязкости

в =  р 4 Р- | - .  (201)

Очевидно, возможный масштаб пульсаций тем меньше, 
чем ближе данная струйка осредненного движения к стен­
ке. Прандтль принял, что длина пути перемешивания пря­
мо пропорциональна расстоянию от стенки у, т. е.

/пер =  щ л (202)
где к — некоторая константа.

Подставив уравнение (202) в (200), находим
1 Г  т d и
V  v  = x y W ’

откуда

du =  -L  Y у  -у -  • (203)

Следующим в теории Прандтля является допущение, 
что в основной толще потока касательное напряжение по­
стоянно и приблизительно равно касательному напряжению 
на стенке, т. е.

У  ~ =Y  ~ у =const- <204) •
Это допущение вытекает непосредственно из характера 

эпюры осредненных скоростей (рис. 92): в турбулентном 
ядре градиент скорости незначителен и напряжения трения 
по существу определяются градиентом скоростей у стенки, 
откуда и следует т т 0.
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Величину j / "  называют динамической скоростью

' <205>

Динамическая скорость v* выражается через среднюю 
скорость течения v и коэффициент гидравлического тре­
ния %. Действительно, сравнив выражения (171) и (193), 
получим

4т0 _ А, ро2
d d ’ 2 *

откуда, учитывая уравнение (205),

v* =  и ] /" ~  , или (206)

Подставив уравнение (205) в уравнение (204) и допустив, 
что т =  т0, после интегрирования получим

й = - | - 1 п £  +  е . (207)

На оси трубы у — г0 и « =  имаКс- Тогда последнее ра­
венство примет вид

=  = ^ g f • <208>

Широко известны эксперименты И. Никурадзе (1932), 
проведенные под руководством Л. Прандтля, с латунными
трубами, поверхность которых можно считать гладкой, и с
трубами, имеющими равномерно-зернистую шерохова­
тость. Искусственная равномерно-зернистая, шероховатость 
создавалась песчинками одинаковой крупности, наклеен­
ными с помощью лака на внутреннюю поверхность трубы. 
Относительная искусственная шероховатость при диаметре 
зерен песка А и диаметре трубы d в опытах изменялась в
пределах - j  =  0,001 -ь 0,033, а относительная гладкость

dX  =  2А ~  15 "г* 500. Опыты проводились в широком диа­
пазоне изменения чисел Рейнольдса. Кроме перепада дав­
лений и средней скорости, необходимых для определения 
% и v#, во^время опытов снимались также эпюры осреднен­
ных скоростей.
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На рис. 93 нанесены измеренные на различных расстоя­
ниях от стенки скорости в безразмерных координатах

—- к-с— — , -У— . Все они, несмотря на различные значе-Л)
ния ^  и Re, укладываются на одну кривую при значе­
нии константы

к =  0,4 и Л 2,3
0,4

5,75. (209)

Этот результат прекрасно подтверждает гипотезу Пранд- 
тля. Правда, дальнейшие исследования показали, что вели-

Рис. 93. График к уравне­
нию (208).

Рис. 94. Схема течения 
турбулентного потока по 
Прандтлю:

— схема потока; 6 — тол­
щина ламинарной пленки 
больше выступов ш ерохова­
тости; в — толщина лами­
нарной пленки меньше выс­
тупов шероховатости.

U m m -'
V*

/

о Гла,Экие
= 5 0 7

в >,-> 
9  »->
в »->

< 252 
' 126 
' 60

■ Ь

•  » - ,
1 31 
> 15

У

0,2 0,4- 0,6 1,0 .

° с э  о v  °

Ламинарный спой 
а

&

6  9 -20 4 161



чина к не является постоянной. Тем не менее, в целом sfo 
не снижает ценности данной теории.

Уравнения (207), (208) указывают на логарифмический 
закон распределения осредненных скоростей по сечению. 
Многочисленные измерения эпюр скоростей в трубках и 
каналах, выполненные различными исследователями, так­
же подтверждают справедливость этих зависимостей. 

Уравнение (208) можно записать для средней скорости:

A \g - ^ -  = D, (210)
6  Уср

где Уф — расстояние от стенки, где местная скорость рав­
на средней (и =* и).

По опытам Никурадзе

D =  3,75 и - ^ -  =  0,223. (211)
Г0

Исходное уравнение (208) не удовлетворяет граничным 
условиям на стенке (при у -»■ 0 и -*■ оо, между тем как долж­
но выполняться условие и -*■ 0). По теории Прандтля сле­
дует искусственно разделить поток в трубе на две области: 
турбулентное ядро и- ламинарный подслой.

Согласно последней гипотезе возле стенки в очень тон­
ком слое течение носит ламинарный характер, а в основном 
потоке (ядре), где стенки не препятствуют поперечным пуль­
сациям, движение турбулентное (рис. 94). При этом следует

Рис. 95. График зависимости коэффициента гидравлического трения от 
числа Рейнольдса для искусственной равномерно-зернистой шерохо­
ватости в трубах (по Никурадзе):
;  _  rj д  а» 15; 2 — r j b  * 3 0 ;  3 — r0JД = *60; 4 — г„/А =  126; 5 — Г„/Д =• 
=  252; 6 — г„/Д — 507.



различать гладкую и шероховатую поверхности стенок 
трубы.

Не останавливаясь на промежуточных выкладках, ко­
торые можно найти в более подробных курсах [2], [5], [81, 
и используя зависимость (206), в конечном итоге можно вы­
вести следующие полуэмпйрические формулы Прандтля — 
Никурадзе.

Для гладких труб

— т ~  =  2 l g R e 0, 8.  (2 1 2 )
V Г̂Л

Для шероховатых труб

- y = -  =  2 1 g - £ + l , 7 4  =  2 1 g 4 + l , 1 4 .  (213)

На. рис. 95 представлены экспериментальные данные о 
коэффициенте гидравлического трения. По оси ординат 
отложены значения lg (100 X), а по оси абсцисс — lg Re.

Рассмотрев рис. 95,. можно сделать такие выводы. При 
турбулентном режиме (lg Re >  3,6, Re >  4000) каждая 
кривая справа отвечает своему значению относительной ше­
роховатости и при больших значениях Д/г0 почти парал­
лельна оси абсцисс. Иначе говоря, в этой области % не за­
висит от Re и определяется только относительной шерохо­
ватостью. Указанная область кривых на рис. 95 хорошо 
описывается формулой (213).

С уменьшением Re кривые коэффициента гидравлическо­
го трения шероховатых труб сначала понижаются, а затем 
опять несколько повышаются, сливаясь с прямой / / ,  на 
которую укладываются точки с различной шероховатостью. 
Эта область, где коэффициент гидравлического 'трения не 
зависит от шероховатости, а является только функцией 

.числа Рейнольдса, отвеча'ет гидравлически гладким трубам. 
Прямая II  также хорошо описывается полуэмпирической 
фЬрмулой (212).

В области ламинарного режима (lg Re <  3,3, Re <  2000) 
все опытные точки независимо от шероховатости уклады­
ваются на одну прямую I  в левой части чертежа. Уравне­
ние этой прямой
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можно также получить теоретически непосредственным 
сравнением формул Пуазейля (183) и Дарси (194). В са­
мом деле,

32\>ш/ * « I ру2

от к уд а
л   64v   64

И Г  “ Ж  *

При значениях Re =  2000 -г- 4000 (lg Re =-3,3 -ь 3,6) 
в области перемежающейся турбулентности наблюдается 
большой разброс опытных точек и кривая на рис. 95 здесь 
проведена условно.

Полученные закономерности для X объясняются теорией 
Прандтля так. Толщина ламинарного подслоя обратно про­
порциональна числу Рейнольдса, ибо с увеличением Re 
возрастают турбулентные пульсации и ширина основного 
ядра течения. При относительно малых значениях Re и ма­
лой шероховатости стенок (см. рис. 94, а) ламинарный под­
слой как бы покрывает шероховатость (6СЛ >  А). В этом 
случае шероховатость стенок не влияет на сопротивление, 
поскольку в ламинарном подслое возмущения, вызванные 
шероховатостью, сразу же угасают. Это и есть область гид­
равлически гладких труб. При больших значениях Re и 
большой шероховатости (см. рис, 94, б) толщина ламинар­
ного подслоя меньше величины выступов шероховатости 
стенок (бсл <; А), и завихрения, образующиеся за высту­
пами шероховатости, решающим образом влияют на эффект 
перемешивания, а следовательно, на сопротивления. По­
следняя область и отвечает шероховатым трубам. Наконец, 
при ламинарном режиме подслой заполняет все сечение 
трубы. -

Полуэмпирическая теория Прандтля дала возможность 
, качественно и количественно описать закономерности тур­

булентного течения для гладких и шероховатых труб. 
В то же время следует отметить, что эта теория не отражает 
особенностей сопротивления в промежуточной области меж­
ду гладкими и шероховатыми трубами, которая, как будет 
видно из дальнейшего, имеет большое практическое зна­
чение.

Новые исследования и теория А. Д. Альтшуля. Даль­
нейшие исследования не подтвердили гипотезу Прандтля
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о наличии у стенки подслоя с ламинарным течением. Еще 
Л. Д. Ландау высказал мысль, что турбулентные пульса­
ции возле стенки не исчезают внезапно, а угасают постепенно 
[8]. Сходство с ламинарным течением проявляется только 
в характере распределения осредненных скоростей возле 
стенки. Это предположение обосновывалось результа­
тами опытов с переносом тепла от жидкости к твердой стен­
ке. Затем гипотеза подтвердилась экспериментами ряда 
зарубежных исследователей, а также весьма тщательными

Рис. 96. Кинематические характеристики плоского турбулентного пото­
ка по И. К. Никитину:
а — эпюра осредненных скоростей; б — эпюра продольных пульсаций; в ■=- 
эпюра поперечных пульсаций; г  — эпюра произведения пульсаций.
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опытами И. К. Никитина [23], где измерения проводились 
в плоском потоке в гидравлическом лотке с помощью фото­
метода. Эти опыты более точны по сравнению с зарубежны­
ми для области вблизи стенки, поскольку при выполнении 
измерений не вносились возмущения в поток датчиками.

Характерные результаты опытов И. К. Никитина пред­
ставлены на рис. 96. Поперечные пульсации плавно угасают 
по мере приближения к стенке (рис. 96, в). Однако распре­
деление продольных пульсаций (рис. 94, б) имеет резкий 
излом на некотором расстоянии от стенки. Эта особенность 
четко прослеживается и в распределении произведения пуль­
саций Аих А и ’у (рис. 96, г), от которых зависит турбулент­
ная вязкость е. Приведенные данные свидетельствуют о 
том, что характер движения в области вблизи стенки и в 
основном потоке разный, хотя турбулентный режим сохра­
няется для всего потока в целом.

Слой жидкости вблизи стенки, где распределение про­
дольных пульсаций и произведение продольных и попереч­
ных пульсаций резко отличается от движения в основном 
потоке, можно назвать пристеночным. Внешняя граница 
пристеночного слоя четко определяется указанным изло­
мом. Грубо его толщина 6пр может быть найдена по профи­
лю осредненных скоростей, где прямолинейный участок 
вблизи стенки переходит в криволинейный (рис. 96, а).. При 
малой шероховатости турбулентная вязкость е, определяе­
мая по формуле (189), в пристеночном слое близка к моле­
кулярной вязкости |li; при большой шероховатости число­
вое значение 8 увеличивается, что и определяет квадратич­
ный закон сопротивления. В промежуточной области имеют 
значение оба фактора: вязкостное трение и трение, обуслов­
ленное турбулентными пульсациями. Схематически тече­
ние вблизи стенки по И. К. Никитину при малой и большой

шероховатости показано 
на рис. 97. Важно от­
метить, что в обоих слу­
чаях толщина пристеноч-

Рис. 97. Схема течения тур­
булентного потока вблизи 
стенки по И. К. Никитину: 
а — толщина пристеночного 
слоя больше выступов шерохо­
ватости; б — толщина присте­
ночного слоя примерно равна 
выступам шероховатости.
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ного слоя всегда больше выступов шероховатости (в про­
тивоположность гипотезе Прандтля).

Учитывая новые результаты экспериментальных иссле­
дований турбулентного течения, А. Д. Альтшуль предло­
жил полуэмпирическую теорию [2], согласно которой поток 
в трубе рассматривается как единое целое без искусственно­
го разделения на ядро и ламинарный подслой.

Полное касательное напряжение в турбулентном потоке 
с учетом турбулентной вязкости [см. формулы (187) и (188)1

т  =  (|L l +  8 )
d и 
d У (215)

Разделим все члены этого уравнения на плотность р:

(216)

где г|) =  — кинематический коэффициент турбулентной
вязкости.

В теории А. Д. Альтшуля принято допущение, что зна­
чение \|) зависит от расстояния от стенки у и изменяется со­
гласно закону

t|) =* xv+y. (217)
Линейный характер распределения турбулентных пуль­

саций вблизи стенки (см. рис. 96, г) обосновывает допуще­
ние (217).

Подставив уравнение (217) в уравнение (216), получим 
дифференциальное уравнение

d и 4
d у

которое после интегрирования дает логарифмический закон 
распределения скоростей:

и
1Г =  —  In„ ~ г . v , . -  (218)

Далее, рассуждая аналогично Прандтлю, Альтшуль в 
конечном итоге нашел выражение для скорости

7,8 +  5,75 lg 2 , 5 v

v*y У
(219)
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и для коэффициента гидравлического трения

—т=- =* — 2 fg ( R I r j  + 2 ж ) '  (22°)/ 1  R e / I  ^  2. 8d.

где постоянные берутся по данным опытов Никурадзе, a k  — 
средняя высота выступов шероховатости.

Полученные зависимости (219), (220), в отличие от фор­
мул Прандтля — Никурадзе, справедливы для всех облас­
тей сопротивления при турбулентном течении в трубах: 
гладкой, шероховатой и переходной. Последнюю, как уже 
отмечалось, Прандтль не рассматривал.

Степенная зависимость распределения скоростей. Лога­
рифмический закон распределения скоростей, получаемый 
на основе полуэмпирических теорий, хорошо подтвержда­
ется опытами, но неудобен для численных расчетов. С до­
статочной для практики точностью этот закон аппроксими­
руется степенной функцией вида

(221)

где показатель степени п зависит от к.
В первом приближении

л «  1 / 1 .  (222)
С помощью зависимости (221) и выражений для расхо­

да и средней скорости (123), (126) легко вычислить важные 
характеристики осредненного турбулентного потока в тру,-

V

бе: отношение средней скорости к максимальной —-----  иU макс
Ус ротносительное расстояние от стенки ——, где местная ско-
го

рость равна средней. Использовав выражение (222), нахо­
дим эти характеристики в зависимости от коэффициента гид­
равлического трения:

§ uda f “макс (~]г f  2л ('о ~  У) *У
^макс̂ О

-  (2+„)(, +  „) .(223)

= [ т е п л и т ] " « ° ’ 2 2 4  +  ° ’ 4 Х -  ( 2 2 4 )



Вспомнив выражение (130) для коэффициента кинетиче­
ской энергии (Кориолиса) и использовав формулы (221), 
(222), получим:

С / » 3  п
j w3dco I (2 +  п)3 (1 +  п)3 v3 2 т1 (г0 — у) dу

Вычисленные приблизительные значения осредненных 
характеристик в зависимости от Я и п представлены ниже:

Данные четвертой строчки таблицы представляют зна­
чительный практический интерес, так как они дают указа­
ние, на каком расстоянии от стенки трубы местная ско­
рость равна средней. Зная это расстояние, достаточно в 
этом ‘месте установить трубку Пито— Прандтля, чтобы по 
ее показаниям определить расход как произведение скорос­
ти на сечение трубы. Видно, что это расстояние составляет 
приблизительно четверть радиуса трубы. По опытам Нику- 
радзе уср/г0 ~  0,223.

Коэффициент гидравлического трения 
технических трубопроводов

График Г. А. Мурина. Опыты Никурадзе с трубами, имею­
щими стенки с искусственной шероховатостью (см. рис. 95), 
показали наличие двух областей сопротивления при турбу­
лентном режиме: шероховатой и гладкой. Переходная зо­
на между шероховатым и гладким трением, где одновремен­
но влияет как вязкость жидкости, так и шероховатость сте­
нок, Прандтлем и Никурадзе не исследовалась.

В дальнейшем, однако, в результате многочисленных 
опытов различных исследователей с техническими трубо-

0) 0а  =
8v3ml

4 (2  +  Зл)(1 + 3 п )
(2 +  п)3(1 +п)3 (225)

к 0,01 0,02 0,03 0,04 0,06
1/10 1/7 1/6 1/5 1/4
0,86 0,82 0,79 0,76 0,71

п
У/Ммакс
S/cp/'o 0,223 0,232 0,236 0,243 0,25
а 1,03 1,05 1,08 1,12 1,16

§ 40
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проводами, т. е. с трубами, шероховатость стенок которых 
обусловливалась-естественными условиями (материалом и 
технологией производства, а также эксплуатацией), было 
обнаружено следующее. Во-первых, рабочей для техниче­
ских трубопроводов является главным образом переходная 
область сопротивления. Во-вторых, закономерность изме­
нения сопротивления в переходной области по сравнению 
с трубами, имеющими искусственную шероховатость, носит 
совсем другой характер (рис. 98): для технических трубо­
проводов X возрастает с уменьшением Re, причем X имеет 
большие абсолютные значения. Таким образом, определение 
X в переходной области по формуле (213) приводит не к за­
пасу, а к преуменьшению потерь энергии, что недопус­
тимо.

Остановимся подробнее на результатах опытов, выпол­
ненных во Всесоюзном теплотехническом * институте 
им. Ф. Э. Дзержинского и обработанных Г. А. Муриным 
[11, применяемых в инженерной практике теплогазоснаб- 
жения и вентиляции.

Было испытано 49 стальных труб разных сортаментов- 
(цельнотянутые, газопроводные и сварные дымогарные), 
новых и бывших в эксплуатации, диаметрами от 40 до 160 мм. 
Кроме того, определялось сопротивление латунной трубы, 
у которой физическая шероховатость была минимальна и 
ее можно было считать гидравлически гладкой. Опыты про­
водились на холодной и горячей воде. Подогрев воды да­
вал возможность существенно уменьшить кинематическую 
вязкость и тем самым довести значения чисел Рейнольдса 
до весьма больших (107).

Результаты опытов представлены на рис. 99 при Re =  
=  4 • 103 — 4 • 107. Здесь четко различаются три области со­
противления при турбулентном режиме: I, II, III.

Область шероховатых труб ограничена слева штриховой 
линией. Линии Х—Х (Re) параллельны оси абсцисс и коэффи­
циент гидравлического трения определяется только шеро­
ховатостью стенок трубы.

Переходная область сопротивления ограничивается 
справа штриховой кривой линией, а слева—огибающей кри­
вой I. Значение X зависит не только от шероховатости, 
но и существенно возрастает с уменьшением Re.

В области гидравлически гладких труб X однозначно 
определяется Re: на рисунке она характеризуется указан­
ной кривой /.
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Рис. 98. Переходная область сопротивления:
1 — технические трубопроводы; 2 — трубы с искусственной равномерно-зер­
нистой шероховатостью.
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Рис. 99. График зависимости коэффициента гидравлического трения 
от числа Рейнольдса стальных технических трубопроводов (по Г. А. Му- 
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Эквивалентная шероховатость. Шероховатость зависит 
от технологии изготовления, условий эксплуатации и ма­
териала изготовления трубопроводов. Исследованиями ус­
тановлено, что средняя высота выступов шероховатости сте­
нок трубы Д не может полностью характеризовать влияние 
шероховатости на сопротивление. Поэтому вводится поня­
тие эквивалентной, или эффективной, шероховатости ks, 
под которой понимают такую высоту выступов равномерно­
зернистой (искусственной) шероховатости, которая созда­
ет эффект сопротивления, равный действительному сопро­
тивлению испытываемого трубопровода, определенному по 
формуле Никурадзе (213) для шероховатых труб.

Таким образом, эквивалентная шероховатость 6Э уста­
навливается не измерением высоты выступов физической 
шероховатости, а данными гидравлических испытаний тру­
бы. Величина /еэ характеризует не только среднюю высоту 
выступов, но также их форму, распределение по поверхнос­
ти и другие особенности. На рис. 100 в качестве иллюстра­
ции представлены 4 типа шероховатости.
. Каждая кривая % =  /  (Re) для технических трубопрово­
дов отвечает определенному значению эквивалентной ше­
роховатости или, как на рис. 99 — величине относительной 
эквивалентной гладкости dfk3, рассчитанной по уравнению 
Никурадзе (213). Если принять А =  k3 и решить урав­
нение (213) относительно d//e3, получим

0,57----------------- 1--------

d/k9 =  10 2V % ш . (226)

Рис. 100. Разные формы шероховатости стенок:
а — равномерно-зернистая; 6 — равномерно-волнистая; 
в — неравномерно-зернистая; г — неравномерно-волнистая.



Различие между и А определяется в первую очередь 
•дисперсий а, т. е. среднеквадратичным отклонением от сред­
ней величины выступов шероховатости.

По М. Д. Миллионщикову [22] при малых значениях а 
изменение X определяется только величиной А и не зависит 
от значения Re (искусственная шероховатость). При боль­
шой дисперсии значение X зависит не только от величины А, 
но и от значения Re. Отсюда следует, что для технических, 
трубопроводов, где значение сг велико, эквивалентная шеро­
ховатость кэ больше физической. Этим же объясняется плав­
ный рост X с уменьшением Re при увеличении толщины при­
стеночного слоя (рис. 100, в). Наоборот, для искусственной- 

.шероховатости, где сг мало, увеличение толщины присте­
ночного слоя с уменьшением Re резко проявляется нш 
характере вихреобразований и, следовательно, на X. 
(рис. 100, а).

Определение коэффициента гидравлического трения.
Приведем некоторые формулы для определения X, наиболее' 
распространенные в сантехнике.

Коэффициент гидравлического трения гладких труб* 
вычисляют по формуле Блазиуса

0,3164 

Re0=  - w  • <227>'

которая практически совпадает с формулой Никурадзе 
(213). Она справедлива для значений

Ren <  20 -щ- . (228)

При большой шероховатости, определяемой условием

■4-  >  250, (229)

трубы как гидравлически гладкие работать не могут.
Отметим, что данные, взятые на рис. 99 с огибающей 

кривой II, практически совпадают с вычисленными по фор­
муле (227).

Применив формулу (227), нетрудно показать, что поте­
ри энергии, подсчитанные по формулам Дарси (194), пропор­
циональны скорости в степени 1,75.

Для переходной области сопротивления коэффициент 
гидравлического трения определяют по формуле Б. Н. Ло-
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баева [20]
(230)

границы применения которой таковы:

4000 <  Re <  400 при - ^ - < 2 5 0 ;

20 <  Re <  500 при ^ - > 2 5 0 .
(231)

Формула (230) практически соответствует области между 
штриховой кривой I I I  и огибающей кривой II  на рис. 99.

Для шероховатых труб удовлетворительные результаты 
дает формула Б, Л. Шифринсона.

Область шероховатых труб с некоторым приближением 
характеризуется условием

Поскольку в этой области шероховатых труб потери 
пропорциональны квадрату скорости, область часто назы­
вают также квадратичной.

Одной формулой отразить все особенности областей ф- 
противления трудно. Тем не менее, имеются попытки со­
ставить универсальную формулу для трех областей сопротив­
ления при турбулентном режиме: гладкой, переходной и 
шероховатой.

За рубежом широко известна формула Кольбрука

которая удачно описывает закон сопротивления в трубах 
с технической шероховатостью. Формула получена путем 
объединения формул Никурадзе (211), (213) для шерохова­
тых и гладких труб [1]. Ее теоретическое обоснование для 
переходной области сделано А. Д. Альтшулем [см. уравне­
ние (219)1.

Наибольшее распространение в отечественной практике 
получила универсальная формула Альтшуля

(232)

Reni > 5 0 0 (233)

YT.
(234)

(235)
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ReПри -щ -  <  20 она практически совпадает с формулой
9 Re(227) для Гидравлически гладких труб, а при условии -77т-- >й/к э

>  500 — с зависимостью (232) для шероховатых труб.
Для применения формул (230), (232), (234), (235) необхо­

димо задать эквивалентную шероховатость kB данного тру­
бопровода. Ниже приведены ориентировочные значения 
k3 для труб из различных материалов (более подробные ре­
комендации даны в специальной литературе [1], [2 ] и пр.):

Т р у б ы k3, мм

Стальные:
для водопроводов 0 , 5 - 1 , 5
для газопроводов 0 ,1— 0,2
для систем теплоснабжения 0 , 2 - 0 ,5

Чугунны е 0 ,5— 1,5
Оцинкованные стальные 0,2— 0,5
Асбестоцементные 0,1— 0,2
Бетонные 1 - 3
Алюминиевые 0,05
Пластмассовые и латунные 0
Воздухопроводы :

из листовой стали 0,1
из фанеры 0,2
из шлакогипса 1,0
из шлакобетона 1,5

Кирпичная кладка 3 - 5

Наибольший диапазон изменения значений k9 относит­
ся к водопроводным трубам. Это объясняется тем, что ка­
чество воды весьма влияет на состояние поверхности стенок. 
С течением времени вследствие коррозии стенок их шерохо­
ватость возрастает. К воде, предназначаемой для водоснаб­
жения, предъявляются специальные требования. Техноло­
гический процесс очистки воды обычно связан с ее хлори­
рованием и введением ряда химических реагентов, которые 

. увеличивают агрессивность воды и ее коррозирующее дей­
ствие. Опыт эксплуатации больших водопроводов показы­
вает, что шероховатость труб за 10—15 лет возрастает в 
2—3 и более раз. Если водозабор осуществляется из под­
земного источника; прибавляется еще фактор отложения 
солей, увеличивающий шероховатость стенок. В системах 
теплоснабжения, где вода специально обрабатывается с 
целью ее умягчения, коррозионные процессы и отложения 
солей происходят не так интенсивно и шероховатость труб 
с течением времени изменяется мало. В газопроводах газ

175



при течении как бы шлифует стенки и, если бы не пере­
рывы в работе газопровода, его шероховатость со временем 
не увеличивалась бы, а уменьшалась.

В практике проектирования систем водоснабжения пользуются 
рекомендациями Ф. А. Шевелева f28]. В отличие от вышеприведенных 
формул, где необходимо задавать эквивалентную шероховатость, Ше­
велев предложил зависимости коэффициента сопротивления от вида 
материала и технологии производства труб, а также продолжительности 
их работы.

Для стальных и чугунных водопроводных труб, находящихся более 
5 лет в эксплуатации и работающих в квадратичной области,

Я =  0,021 Id0’3, (236)

где d — диаметр трубы, м, изменяющийся в пределах 50— 1000 мм.
В переходной области сопротивления

Я =  (0,37 • 10~ 6Id +  1/Re)0’13. (237)

Для определения гидравлического уклона водопроводных труб
по формулам (236), (237) составлены специальные таблицы [41]. Не­
достатком этих эмпирических формул является то, что они не выдержа­
ны с точки зрения размерности и применимы только для тех условий, 
при которых получены.

Анализ возможных значений коэффициента гидравли­
ческого трения для различных условий показывает, что тру­
бопроводы для систем теплогазоснабжения и вентиляции 
работают преимущественно в переходной области сопротив­
ления. Водопроводные линии чаще всего относятся к об­
ласти шероховатых труб. Как гидравлически гладкие 
работают пластмассовые, алюминиевые, латунные и другие 
трубы с очень малой физической шероховатостью, а также 
стальные трубы для некоторых режимов водяного отопле­
ния и газопроводов низкого давления.

Расчеты А,, выполненные по различным формулам, дают 
расхождение менее 10%. Их значения для различных ус­
ловий изменяются в основном от % — 0,02 до % — 0,04. 
Большие величины относятся к более шероховатым трубам 
меньшего диаметра, меньшие — соответствуют более глад­
ким трубам большего диаметра. Для ориентировочных рас­
четов можно принимать X »  0,03. Отметим, что пластмассо­
вые трубы имеют значения % примерно вдвое меньшие, чем 
стальные.

Значение Я можно непосредственно брать из основного 
графика типа приведенного на рис. 99, но выполненного в 
соответствующем масштабе, или по специальным номограм­
мам [2], [11].
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§  41
Движение жидкости в трубах 
и каналах некруглого сечения

Изложенный материал касался течения в трубах круглого 
сечения. Однако в сантехнике часто применяются вентиля­
ционные каналы прямоугольного или квадратного сечения, 
нагревательные приборы эллиптического сечения и другие 
устройства и сооружения, где живые сечения потока имеют 
некруглую форму (рис. 101).

При рассмотрении равномерного движения в руслах 
произвольной формы (§ 34) было введено понятие гидравли­
ческого радиуса — линейного параметра, определяемого 
отношением площади живого сечения потока со к его пери­
метру X:

R =  со/Х.
Сопротивление обратно пропорционально гидравличе­

скому радиусу R [см. уравнения (167), (168)]. Следователь­
но, при заданном живом сечении со сопротивление трубо­
провода может быть различным в зависимости от величин 
смоченного периметра X и гидравлического радиуса R. 
Гидравлически наивыгоднейшей формой сечения трубы 
является круглая, ибо круглое сечение обладает наимень­
шим периметром и наибольшим гидравлическим радиусом 
при заданной площади. Другие сечения при неизменном со 
имеют большее сопротивление.

Сопоставим круглое сечение диаметром d с квадратным, 
имеющим стороны а. Так как по условию сечения равны, то

со =  nd2/4 =  а1 у откуда d У  4/я а =  1,1 За.
Соответствующие значения гидравлического радиуса: 

Rd = nd2/(4nd) = dl4 и Ra = az/(4a) =  a/4.

Рис. 101. Значение гидравлического радиуса для разных форм попе­
речного сечения трубопроводов и каналов.

а ь

®  О С
R*a R=20b)

177

S '  " N QV  J

(а+ь]-Ш



Следовательно,

Таким образом, сопротивление квадратного сечения при 
прочих равных условиях на 13% больше круглого.

Для расчета трубопроводов некруглого сечения приме­
няют понятие эквивалентного диаметра, равного учетве­
ренному значению гидравлического радиуса:

4  =  4# =  4а>/%.
С помощью величины d3 Определяют потери энергии, a 

также другие характеристики движения, как для круглых 
труб. Другими словами, трубопровод произвольной формы 
заменяется круглым, обладающим тем же гидравлическим 
сопротивлением.

Для указанных на рис. 101 сечений значения гидравли­
ческих радиусов и соответствующих им эквивалентных диа­
метров таковы:

R =  d3 — d — круглое сечение;

R — -j-  ; d3 = а — квадратное;
D ab , 2 ab (238)
R =  Y W + W  : =  а + Т -  прямоугольное;

* 4 ab------------------------- эллиптическое.
- ( а  +  Ь ) - У Л

Пример 20. Определить потерю давления в вентиляционном кана­
ле из шлакобетона общей длиной 12 м; сечение прямоугольное со сто­
ронами* а X b =  200 X 400 мм; массовый расход М  =  700 кг/ч; плот­
ность воздуха р =  1,2 кг/м3, кинематическая вязкость воздуха v =  
=  0,15 см2/с.

Средняя скорость течения в канале

М __ 700 _ п м
ЗбООрсо 3600 • 1 ,2 -0 ,2  • 0,4 с *

Эквивалентный диаметр по формуле (238)

' J _ 2ab 2 *0,2-0,4
э ”  Т + Ь  ~  0 , 2 +  0,4 0,27 м>

Число Рейнольдса

vd3 2 • 0,27

Я „ =  1.13Я..



Эквивалентная шероховатость по данным, приведенным на с. 175, 
для шлакобетона kb — 1,5 мм;

da 270
1,5

=  180 <  250;

400 =  400 • 180 =  72 000 >  36 000,
«э

т. е. имеем переходную область сопротивления. 
Коэффициент гидравлического трения

X =  0,11
1,5 68
270 36 000

0,25
=  0,032.

Искомая потеря давления по формуле (194)

Pi -
ра2

: 0,032
12

0,27
1,2 • 22

: 3,4 Па.

Следует отметить, что кинематическая структура потока 
в некруглых трубах имеет, свои особенности. На рис. 102 
показаны циркуляционные течения, возникающие в прямо­
угольных трубах. Эти движения в плоскостях, нормальных 
к оси потока, называют поперечной циркуляцией. В прямых 
круглых трубах достаточной длины поперечная циркуля­
ция не возникает. Причина таких вторичных течений еще 
до сих пор четко не выяснена. Можно допустить, что из 
тех мест, где касательные напряжения больше, жидкость 
вследствие механизма турбулентности переносится в се­
редину трубы (канала), а оттуда течет к местам с меньшими 
касательными напряжениями, в частности, в углы рас­
сматриваемых сечений. Это приводит к тому, что в местах 
с большими касательными напряжениями скорость не­
много уменьшается, а в местах с меньшими касательными 
напряжениями, наоборот, немного увеличивается., В ре­
зультате касательные напряжения у стенок выравниваются. 
Иначе говоря, динамическая 
структура потока в прямо­
угольных трубах в целом не 
отличается от осесимметрично­
го течения в круглых трубах.

Сказанное является обосно- 
- ванием для формул сопротив-

Рис. 102. Вторичные течения в ка­
налах прямоугольного сечения:
1 — линии постоянных скоростей (изо-'
»ахи); 2 =» вторичные течения.

с
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ления, в которые входит эквивалентный диаметр. Деталь­
ные исследования показывают, что форма живого сечения 
потока (при данном значении d3) все же до некоторой сте­
пени влияет на сопротивление. Тем не менее в инженерных 
расчетах этим обычно пренебрегают.

Следует подчеркнуть, что в отличие от турбулентного 
режима при ламинарном течении форма живого сечения 
оказывает заметное влияние на сопротивление.

§ 42
Причины возникновения 
местных сопротивлений

Напомним, что местные потери энергии при движении жид­
кости по трубам и каналам возникают в местах изменения 
структуры потока по пути движения. Эти участки называют 
местными сопротивлениями. К ним, в частности, относят­
ся всякого рода запорные приспособления (вентили, задвиж­
ки, краны, клапаны), фасонные части трубопроводов (ко­
лена, раструбы, переходы, тройники, крестовины), сетки, 
фильтры.

Учет местных сопротивлений имеет большое значение в 
так называемых гидравлически коротких трубопроводах, 
где местные потери имеют величину такого же порядка, что 
и потери по длине. К коротким^трубопроводам и каналам 
относят воздухопроводы, вентиляционные и дымовые ка- . 
налы, всасывающие линии насосных установок и т. п.

Какие основные причины возникновения потерь энер­
гии в местных сопротивлениях? Неправильное представле­
ние о явлении иногда приводит к ошибкам при проектирова­
нии устройств и сооружений, связанных с движением 
жидкости. ч

При рассмотрении различных видов местных сопротив­
лений прежде всего обращает на себя внимание резкое изме­
нение спектра течения на участках местных сопротивлений.
С кинематической точки зрения это означает большие из­
менения местных скоростей как по величине, так и по на- * 
правлению.

Скачкообразное изменение скоростей связано с образо­
ванием поверхностей раздела, которые распадаются на вих­
ри с последующим каскадным процессом диссипации энер­
гии вязкой жидкости (см. § 17).

В турбулентном течении за преградой эти вихри обра-
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зуют отрывную область движения с крупномасштабными 
пульсациями, кинетическая энергия которых переходит в 
пульсации более мелкого масштаба, где и происходит в ко­
нечном счете диссипация энергии.

Этими же причинами обусловливаются потери энергии 
при слиянии и разделении потоков.

В некоторых случаях причинами возникновения местных- 
сопротивлений являются вторичные течения.

Рассмотрим указанные явления подробнее.
Обтекание острого угла. След поверхности раздела при 

обтекании острого угла показан штриховой линией Л К на 
рис. 103. Вследствие инерции струйки не могут сразу обо­
гнуть угол А, поэтому за ним образуется застойная область, 
а основное движение происходит вьпйе линии А К. Частицы 
жидкости в застойной области в результате действия вяз­
кости и -турбулентного перемешивания втягиваются в зону 
основного потока в направлении движения. Благодаря рас­
ширению основного потока за углом А и соответственно 
уменьшению скоростей на участке А К давление незначи­
тельно повышается, что способствует возникновению об­
ратного течения вблизи стенки. Так образуется вращатель­
ное движение, охватывающее значительную область (на рис. 
103 она обозначена буквой S), направление циркуляции 
которого показано стрелками. Наблюдения показывают, что 
отдельные вихри, образующиеся на поверхности раздела, 
непрерывно перемещаются и одни массы жидкости заменяют­
ся другими в рассматриваемой области, хотя явление в целом

Рис. 103. К образованию от­
рывного течения за препят­
ствием.
Рис. 104. Образование отрыв­
ных течений при: 
а — внезапном расширении; б — 
внезапном сужении; в — пово­
роте трубы; г — треугольник 
скоростей при течении на пово­
роте.
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можно считать установившимся. Описанное течение в об­
ласти 5 называют о т р ы в н ы м  [26].

Кинетическая энергия отрывного течения черпается из 
энергии основного потока. Несмотря на сравнительно не­
значительные осредненные скорости, эта энергия сущест­
венна благодаря большим пульсациям скорости, которая, 
как уже указывалось, в результате «каскадного процесса» 
в значительной степени необратимо диссипируется в тепло­
вую форму энергии. ^

Такова суть происхождения потерь энергии после мест­
ного сопротивления, создающего отрывные течения. Если 
по линии АК  поверхности раздела на рис. 103 установить 
жесткую стенку, то местные потери резко уменьшатся, так 
как в этом случае ликвидируется область отрывного тече­
ния.

Описанные отрывные течения возникают при внезапном 
расширении или сужении трубы или канала, а также, при 
повороте под углом. В первом случае (рис. 104, а) область 
отрывного течения S  образуется после сечения А —А и ее 
величина в основном зависит от степени расширения потока. 
В другом случае (рис. 104, б) эта область возникает на 
участке ACD сужения потока с последующим его расшире­
нием. Наконец, на повороте (рис. 104, в) область S обра­
зуется за углом А . Роль отрывных течений наиболее прояв­
ляется в задвижках (см. рис. 80) и отверстиях (см. рис. 112).

Следует подчеркнуть, что отрывные течения возникают 
только после угла, вызвавшего отрывное течение, но &е 
перед ним. В углу В перед препятствием (рис. 104, б) воз­
никают также вихревые движения. Однако интенсивность 
этих движений незначительна, так как скорость основно­
го потока вблизи угла В мала. Поэтому практически потери 
энергии перед углом не учитывают.

Постепенное расширение и сужение потока. В устройст­
вах, сечения которых постепенно увеличиваются (диффу­
зоры, раструбы), скорости течения потока в процессе дви­
жения уменьшаются, а давление возрастает (рис. 105). Ина­
че говоря, кинетическая энергия жидкости преобразуется 
в потенциальную. На первый взгляд при таком движении 
нет условия для образования отрывных течений. Однако, 
как показывает опыт, при угле конусности диффузора 0  ж  
*=» 14° поток отрывается от стенки и образуется вихреЕая 
область, обычно возле одной стороны (какой именно — за­
висит от случайных причин).
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Чтобы объяснить это явление, обратимся к эпюрам ос­
редненных скоростей по сечению (на рис. 105 такие эпюры 
показаны для двух сечений). Нетрудно заметить, что усло­
вия движения для струек в основной толще потока и вбли­
зи стенки неодинаковы. В основной толще потока струйки 
обладают значительной кинетической энергией, за счет 
которой и происходит указанный переход части кинети­
ческой энергии в потенциальную. Струйки же вблизи стен­
ки вследствие малой скорости имеют весьма малую кинети­
ческую энергию*, поэтому движение частиц здесь вообще 
затруднено в направлении положительного градиента дав­
ления, т. е. в сторону от меньших давлений к большим. Мо­
жет наступить момент, когда частицы в этих струйках оста­
новятся и начнут двигаться в обратном направлении, не­
смотря на то что в основном потоке частицы продолжают 
двигаться вперед. Количество заторможенной жидкости 
между стенкой и основным потоком быстро увеличивается 
и область возвратного течения все больше расширяется, по­
ка совсем не вытесняет транзитный поток от стенки. Так 
возникает указанный выше отрыв потока от стенки.

На практике, когда необходимо эффективно преобразо­
вать кинетическую энергию потока в потенциальную, угол 
конусности диффузора должен быть менее 14°. При этом 
отрыв потока от стенки не происходит. Такие устройства 
широко используются в насосных и вентиляционных уста­
новках.

Важно отметить, что в конфузоре, когда сечения трубы 
(канала) постепенно уменьшаются, а скорости в процессе 
движения возрастают и давление понижается (течение с от­
рицательным градиентом давления), отрыв потока от стенок
Рис.^ 105. Схема течения в диффузоре.

* Кинетическая энергия пропорциональна квадрату скорости 
й поэтому имеет более высокий порядок малости, чем величина самой 
Скорости.

183



не происходит, поскольку при таком движении направ­
ление сил давления по живым сечениям совпадает с направ­
лением скоростей частиц жидкости. Это, однако, не озна­
чает, что течение в конфузоре происходит без местных по­
терь энергии. Обычно конфузор соединяется с участком 
трубы постоянного сечения (рис. 106). В месте перехода 
в результате стеснения потока и последующего его расшире­
ния образуются уже известные нам отрывные течения S.

Вторичные течения (поперечная циркуляция). Измене­
ние направления потока связано с искривлением отдельных 
его струек. Это обусловливает возникновение центробежных 
сил, которые создают разность давлений потока по живым 
сечениям. Такая разность давлений и создает условия для 
возникновения вторичных течений, или явления попереч­
ной циркуляции (см. § 41).

Рассмотрим течение на плавном закруглении трубопро­
вода (рис. 107). Центробежные силы, действующие от цен­
тра к периферии, оттесняют поток от выпуклой стенки тру­
бы к вогнутой. Однако в пристеночном слое, где скорости ма­
лы, центробежные силы, пропорциональные квадрату ско­
рости, практически отсутствуют. Таким образом, возни­
кают условия для движения по поверхностям живых сече­
ний в направлениях, показанных стрелками на рис. 107 
справа. Эта поперечная циркуляция, складываясь с основ­
ным потоком, образует винтовое движение, которое вслед­
ствие вязкости затухает на некотором расстоянии от пово­
рота.

Описанные винтовые движения возникают не только на 
повороте трубы (канала), а й в  других случаях изменения 
направления течения, в частности, при делении потока в

троиниках, вентилях и 
т. п.

Слияние потоков. Как
уже указывалось, уст­
ройство, где соединяют­
ся два или более п о т о ­

ку ков, является местным

Рис. 106. Схема течения в 
конфузоре.

Рис. 107. Схема течения на 
плавном закруглении тру­
бопровода.
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сопротивлением. Например, во всасывающих тройниках 
вентиляционных систем или в струйных аппаратах соеди 
няются два потока. Механизм вихреобразования в случае 
когда соединяющиеся потоки имеют одно направление (рис 
108, а), уже разбирался в § 37. Если два потока соединяют 
ся под углом (рис. 108, б), местные потери возрастают. Раз 
ложив осредненные скорости присоединяемого потока на 
поперечную и продольную составляющие относительно на* 
правления основного потока, можно, применяя закон коли­
чества движения (подобно тому, как это было сделано при 
рассмотрении касательных напряжений от турбулентных 
пульсаций в § 37), получить величину добавочных касатель­
ных напряжений, пропорциональных произведению этих ско­
ростей. Поскольку осредненные скорости присоединяемого 
потока в несколько раз больше турбулентных -пульсаций, 
потери энергии, отвечающие этим касательным напряжени­
ям, могут быть весьма значительными.

Фильтры. Для очистки жидкости от твердых частиц ши­
роко применяются устройства (решетки, сетки, ткань, по­
ристые материалы и др.) с равномерно распределенными по 
сечению отверстиями диаметром от нескольких миллимет­
ров до нескольких микрометров, удерживающими самые 
малые примеси. Здесь поток расщепляется на множество 
поверхностей раздела, каждой из которых сопутствуют 
явления, описанные в § 17. В целом такая конструкция яв­
ляется местным сопротивлением и при малых размерах 
отверстий дает значительные потери энергии.

Участок стабилизации. Любое местное сопротивление в 
той или иной степени деформирует поток, что связано с уве­
личением пульсаций и перераспределением осредненных 
скоростей. На некотором расстоянии от местного сопротив­
ления эти добавочные явления угасают, эпюра скоростей 
выравнивается и течение становится таким же, каким оно 
было перед местным сопротивлением. Прямолинейный учас-

Рис. 108. Слияние потоков:
а — в одном направлении; 6 — под углом.
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ток трубопровода, на котором происходит процесс вырав­
нивания потока, называется участком стабилизации (см. 
на рис. 109  —  /стаб). Для некоторых видов местных сопро­
тивлений длина участка стабилизации достигает 5 0  и даже 
больше диаметров трубы. Потери энергии на таком участ­
ке, конечно, больше, чем в трубопроводе той же длины в 
условиях равномерного движения жидкости. Часто эти 
добавочные потери суммируют с данным местным сопротив­
лением.

В заключение необходимо напомнить, что приведенная 
трактовка местных явлений относится к турбулентному 
потоку. При ламинарном режиме отрывные течения и вих­
ри не возникают, поскольку инерция движущихся частиц 
оказывается недостаточной для преодоления влияния вяз­
кости. Однако это не означает, что местные препятствия по 
пути движения-не создают потери энергии. При ламинар­
ном режиме потери являются результатом значительных 
градиентов скорости, диктуемых геометрией данного мест­
ного препятствия. %

§  4 3
Формула Вейсбаха для расчета 
местных потерь внергии

Изложенный материал свидетельствует о сложности гидрав­
лических явлений, способствующих возникновению местных 
потерь энергии. Однако можно утверждать, что эти потери 
при турбулентном режиме пропорциональны кинетической 
энергии, поскольку отрывные и вторичные течения, а также 
вихреобразования — явления инерционного происхожде­
ния, интенсивность которых зависит от квадрата скорости. 
Таким образом, местные потери напора и давления соответ­
ственно равны:

и * v%м — С 2g
ру2

Рм С 2
(239)

где неизвестный коэффициент пропорциональности £ на­
зывается коэффициентом сопротивления.

Формулы вида (239) были предложены Вейсбахом в 1840 г., 
когда еще отсутствовали экспериментальные данные, по­
зволяющие раскрыть природу местных сопротивлений, но.
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я  до настоящего времени она является основной для расче­
та местных потерь.

В формулах (239) средняя скорость течения v относится 
к характерному живому сечению данного местного сопро­
тивления либо самого трубопровода. Безразмерный коэф­
фициент сопротивления £ нетрудно определить эксперимен­
тально для каждого типа местного сопротивления. Напри­
мер, чтобы найти значение £ задвижки относительно ско­
рости в трубе, достаточно измерить расход и разность пье­
зометрических отметок до задвижки и после нее для воды 
(рис. 109, а) или разность давлений для газа (рис. 109, б). 
При этом важно напомнить, что второе сечение для измере­
ния напора или давления должно находиться на расстоянии 
/Стаб от самого местного сопротивления.

Формулы Вейсбаха постулируют, что коэффициент £ 
для данного вида местного сопротивления является постоян­
ной величиной, которая не зависит от скорости течения и 
вязкости жидкости, т. е. от числа Рейнольдса. Многочис­
ленные экспериментальные исследования показывают, что 
условие I =  const для данного вида местного сопротивления 
полностью оправдывается только при больших числах Рей­
нольдса (Re >  2 • 104 -г* 4 • 104). При небольших значе­
ниях Re, в особенности при ламинарном или близком к не­
му режиме течения, влияние числа Рейнольдса на £ стано­
вится заметным. В справочниках значения £ обычно дают­
ся без учета влияния Re, поскольку на практике последние*

Рис. 109. К определению местных потерь:
а — потеря напора; б — потеря давления.

пг

Жидкость 
 _________t-cmaS

а

1x3 Газ
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как правило, больше указанных величин. Однако не надо 
забывать, что в отдельных случаях движения при малых 
значениях Re необходимо учитывать зависимость £ от Re 
(см. § 47).

§  4 4
Теоретический подход к определению 
местных потерь энергии

Рассмотрим прежде всего с л у ч а й  в н е з а п н о г о  
р а с ш и р е н и я  п о т о к а  (рис. 110), Выделим кон­
трольную поверхность, ограниченную контурными линия­
ми 1—А—В—2, 2—В—А—1. В сечении 2—2 поток уже 
стабилизировался. Количество движения жидкости, про­
текающей за 1 с сквозь сечение 1—1,

КДг =  p Q V i =  P ip co^ ! =  pjpcDjUi .
Соответственно, секундное количество движения в сече- 

нии 2—2
КД2 =  Р2Рю2у2 .

Силы гидравлического давления в сечениях 1— 1 и 2—2 
Pi =  Pl cdi; Р2 =  р2оз2.

В сечении В—А —А—В поток еще не успел расширить­
ся, поэтому можно принять давление в этом кольцевом (для 
круглой трубы) сечении постоянным и равным Тогда 
силы реакции стенок ВААВ  на жидкость 

R - p t ( м2 — »,).
Силами вязкостного трения жидкости о стенки на участ­

ке внезапного расширения пренебрегаем, а силы тяжести на
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Итак, уравнение количества движения в направлении 
оси потока для выделенной контрольной поверхности

Pt +  R +  К Л  =  Р2 +  КД2.

Учитывая выведенные соотношения для сил и количест­
ва движения, а также приняв р4=  р2 =  1, можем написать:

Раскрыв скобки и приведя подобные члены, получаем:

Приняв во внимание условие неразрывности =  
=  о)20 2 , последнее уравнение перепишется так:

Уравнение (240) дает возможность рассчитать повышение 
давления при внезапном расширении, если известны скорос­
ти до и после него.

Поскольку внутренние силы, действующие внутри кон­
трольной поверхности, не рассматриваются, а внешние силы 
известны, достигается количественная оценка явления; при 

1 этом само содержание явления не раскрывается.
Перейдем к определению величины потерь при внезап­

ном расширении потока и соответствующего коэффициента 
4 сопротивления в формулах (239). Прежде всего напишем 

уравнение Бернулли для сечений / —/ и 2—2 с учетом мест­
ных потерь давления ррасш'

Отсюда, приняв а 4 — а2 =  1*,

* В сечении 1— 1 в условиях равномерного движения коэффициент а  
близок к единице. Значение а  в сечении 2—2  существенно зависит от 
его расстояния до сечения В— В внезапного расширения. Например, 
для сечения D —D  (рис. 110), где поток заполняет все сечение, но еще 
не стабилизировался, а =  1,4-*- 1,6. Д ля сечения 2— 2 , находящегося 
на расстоянии /стаб =  20 d, можно считать а 2 tst 1.

Pi% + Pi К  “  %) +  +  P®^2 *

P2 — Pi =  P0¥>2 — $ • (240)
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Подставим в последнее уравнение вместо разности рг— 
— Рг его выражение из формулы (240). Тогда

(241)
Полученную зависимость (241) называют формулой Бор­

да, которая словами формулируется так: потеря давления 
при внезапном расширении потока равна динамическому 
давлению, подсчитанному по разности скоростей перед рас­
ширением и после него.

Формула (241) была выведена Борда в 1766 г., исходя 
из теории удара неупругих шаров, т. е. на основе предпо­
ложения, что быстро движущиеся частицы до расширения 
сталкиваются с частицами жидкости, движущимися медлен­
но после расширения. Однако такая трактовка явления не­
верна. В действительности, как это следует из свойств са­
мой жидкости, отдельные ее частицы находятся в постоян­
ном контакте между собой и никаких соударений между 
ними не происходит. Сходство формулы (241) с формулой 
потери кинетической энергии при ударе неупругих тел чис­
то внешнее. Правильно явление впервые было объяснено 
Беланже в 1840 г. Однако во многих руководствах по гид­
равлике еще до сих пор встречается неудачный термин «по­
теря на удар».

В тех случаях, когда расширение потока не внезапное, 
очевидно, можно написать

где k <С 1 — коэффициент «смягчения», значение которого 
зависит от конструкции расширения.

Представим формулу Борда (241) так:

Тогда коэффициент сопротивления при внезапном рас­
ширении [см. формулу (239)1

(242)

где степень расширения потока
П =  =  (Dj/CD; (243)..

Для труб круглого сечения
п =  (djdi f- (244)

р̂асш: — (1 Л)а. (245)



Эта формула, полученная теоретическим путем, хорошо 
согласуется с опытными данными.

Заметим, что индекс 1 при £ означает, что в формуле
(245) коэффициент сопротивления отнесен к большей ско­
рости перед расширением. Чтобы избежать ошибок при 
пользовании справочниками, очень важно обращать внима­
ние на то, к какой скорости (большей или меньшей) отнесен 
коэффициент £ в каждом конкретном случае.

Обратимся теперь к с л у ч а ю  в н е з а п н о г о  с у ­
ж е н и я  п о т о к а  (рис. 111).

Применяя методику исследования, аналогичную случаю 
внезапного расширения, выделим контрольную поверхность 
}—д —в —2—2—В —А. Уравнение количества движения в 
направлении горизонтальной оси движения

При вычислении реакции стенок логично принять, что 
давление pR, действующее на площадь А —В —В —Л, как 
при обтекании-преграды, равно

Подставив последнее выражение в уравнение количества " 
движения, после некоторых преобразований получим

-f рсо^? =  ргщ  +  R +  p<o2v1 .

(246)

и, соответственно, сама реакция

R  =  P r  (о ) !  —  щ )  =* ( p i  +  К  —  g>2) .

Уравнение Бернулли для сечений 1—1 и 2—2
А

R
В .С В 2

Ъ L

Рис. 111. К определению мест­
ных потерь при внезапном суж е­
нии.
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При совместном решении уравнений количества движе­
ния и уравнения Бернулли получаем

Результаты расчетов по полученным зависимостям почти 
совпадают с опытными данными, когда труба меньшего 
сечения выдвинута по отношению к торцевой стенке (штри­
ховая линия на рис. 111). Для основного случая сужения 
без выступа хорошие результаты дает формула (247), если 
в нее ввести поправочный коэффициент 0,5.

Полученное расхождение между опытом и теорией объяс­
няется неточностью оценки реакции. Использование форму­
лы (246) для подпора перед преградой при расчете реакции 
полностью оправдывается только при выдвинутой трубе.

Возможен и другой теоретический подход к изучению 
сопротивления при внезапном сужении потока. Основным 
источником потерь здесь (см. рис. 111) является область 
отрывного течения S, возникающая вследствие сжатия по­
тока при входе в трубу (канал) меньшего сечения с после­
дующим расширением струи. Для изучения явления преж­
де всего необходимо выяснить эффект сжатия. Под дейст­
вием центробежных сил искривленных струек поток сжи­
мается при внезапном сужении; на небольшом расстоянии 
от входной кромки (стенки А В) живое сечение потока ста­
новится минимальным (сечение С —С). Отношение площади 
этого сечения сое к сечению трубы щ  характеризуется коэф­
фициентом сжатия

Очевидно, что величина е зависит от степени стеснения 
потока в сужении, т. е. от отношения п =  щ !щ .

Эффект стеснения можно исследовать теоретически с 
помощью приемов гидромеханики невязкой жидкости, что 
было сделано Кирхгоффом и Н. Е. Жуковским. Приведем 
значения коэффициента е в зависимости от степени стесне­
ния п:

п 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6. 0,7 0,8
е 0,611 0,612 0,616 0,622 0,633 0,644 0,662 0,687 0,722

Отсюда коэффициент сопротивления
£суж2 “  1 ft' (247)

8 =  (0С/(02. (248)
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Как видно, при изменении п в широких пределах (0 
4-0,5) величина^ почти не изменяется и в среднем равна 
0,62. Эти данные получены для плоских щелей, однако спра­
ведливы и для круглых сечений.

За сжатым сечением С — С поток начинает расширяться 
и на некотором расстоянии заполняет все сечение (D —D). 
Участок расширения CD аналогичен рассмотренному участ­
ку расширения при выводе формулы Борда. Если пренеб­
речь потерями до сжатого сечения, то, применив формулу 
Борда (241), можем написать для потери давления при вне­
запном сужении потока такое выражение:

p ( v c ~  %)2 _ pi>2 (  VC

Рсуж -  2 ’  T ~ \ " S r  ~

где vc — средняя скорость в сжатом сечении С—С; v2 — 
средняя скорость в суженной части трубы.

На основании условий'неразрывности (129) и (248) мо­
жем написать

=  ж __1_ . 
щ  о)с  е

Теперь

и коэффициент сопротивления внезапного сужения относи­
тельно скорости щ

Ьуж, =  (4 -  1)> • <249>

Рассмотрим потери при п р о т е к а н и и  ж и д к о с ­
т и  ч е р е з  о т в е р с т и я  в трубопроводе (рис. 112). 
Картина течения напоминает только что рассмотренную 
схему сужения потока: Различие состоит лишь в том, что 
расширение потока после отверстия происходит не по сече­
нию со, равному сечению отверстия, а'по сечению трубопро­
вода Q. Если здесь величиной п обозначить отношение

п =  co/Q, (250)
то опять, применив формулу (241), получим выражение для 
потери давления в отверстии
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Однако =* . Таким образом, 'коэффициент со­

противления отверстия относительно скорости в трубопро­
воде

£°тв* “  i~k- 1 (251)

где значения е берутся из данных, приведенных на с. 192.
Наконец, обратимся к с л у ч а ю  п о в о р о т а  п о д  

у г л о м  (рис. 104, в). По теореме Борда, представив урав­
нение (241) в векторной форме, *

Рпов ---
Р ( у г —  У%)* рДо2

где &v — геометрическая разность скоростей перед поворо­
том и после него.

Из треугольника скоростей (рис. 104, в)
р (a? +  t | - 2 ! № cose) /OEm

Р п о в -----------------------------9 , (ZO Z;

откуда коэффициент сопротивления, определенный по ско­
рости перед поворотом,

£пов, =  l +  (-^-)a- 2 i c o s 0 .  (253)

Для поворота постоянного сечения vx — поэтому

£пов =  2(1 — cos 0) =  4 sin2 (254)

Эта формула дает хорошие результаты^если в нее ввес­
ти поправочный коэффициент 0,6. Расхождения между опыт-
Рис. 112. Схема течения через круглое отверстие в трубе.
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ными и теоретическими данными получаются за счет пренеб­
режения реакцией стенок, которая несомненно существует 
при повороте.

Ввиду сложности оценки реакции стенок теоретические 
уравнения не дают достаточно точного количественного ре­
зультата, зато правильно указывают на характер получае­
мых зависимостей.

§  4 5
Значения коэффициентов сопротивления 
для различных случаев

Можно выделить такие основные виды местных сопротив­
лений.

1. Сопротивления, связанные с изменением величины 
средней скорости (живых сечений) потока. Сюда следует 
отнести случаи внезапного, а также постепенного расшире­
ния или сужения потока (переходы, раструбы, диффузоры, 
конфузоры, отверстия и пр.).

2. Сопротивления, связанные с изменением направления 
скоростей (изогнутые участки труб — колена, отводы, по­
вороты и др.). .

3. Сопротивления, связанные со слиянием и разделением 
потока (тройники, крестовины).

4. Сопротивления, связанные с течением через трубо­
проводную арматуру (например, вентили, задвижки, кла­
паны).

5. Сопротивления на участке выравнивания (стабилиза­
ции) потока.

Сопротивления, связанные со слиянием и разделением 
потока, а также с протеканием через арматуру, включают 
в себя элементы первых двух видов сопротивлений.

Сопротивление на участке стабилизации чаще всего рас­
сматривают как часть данного местного сопротивления.

Приводимые ниже экспериментальные и частично теоре­
тические данные относятся к наиболее важным случаям 
местных сопротивлений. При этом основное внимание об­
ращается на выявление тех факторов, от которых зависит 
значение коэффициентов сопротивления. При выполнении 
детальных расчетов следует обращаться к специальной спра­
вочной литературе 17].

Сопротивления, связанные с изменением скоростей. 
В н е з а п н о е  р а с ш и р е н и е .  Значение коэффициен­
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тов сопротивления определяются по формуле (245) в зави­
симости от степени расширения п =  Характер из­
менения £Расш при этом виден из следующих данных:

Сопротивление быстро уменьшается с увеличением /г, 
что понятно, поскольку отрывные течения (области S на 
рис. 110) резко уменьшаются с уменьшением степени рас­
ширения потока. При п >  0,6 (что соответствует отношению 
диаметров =  V 0,6 «  0,8) сопротивление становится
совсем незначительным. При п =  0,25 (dx/d2 =  0,5) ^  =  
=  (1 — 0,25)2 =  0,56. В граничном случае истечения в 
большой резервуар (ю2 00» я '-*  0) максимальное значе­
ние 1, т. е. кинетическая энергия потока полностью 
рассеивается.

Анализируя явления, связанные со внезапным расши­
рением потока, необходимо помнить о длине участка стаби­
лизации, которая составляет здесь приблизительно 20d.

- Характер изменения пьезометрического напора вдоль участ­
ка стабилизации показан на рис. 110.

В н е з а п н о е  с у ж е н и е .  Как уже указывалось 
в предыдущем параграфе, коэффициент сопротивления вне­
запного сужения потока может быть представлен формулой

В данном случае величина £cyHtj линейно уменьшает­
ся с увеличением степени сужения п =  cog/cox. Из сопостав­
ления формулы (2 4 5 )  для случая внезапного расширения и 
формулы (2 5 5 ) для внезапного сужения видно, что во вто­
ром случае сопротивление изменяется не так резко, как в 
первом; если при малых значениях степени сужения 
£расш £суж> ТО При П >  0 ,5 ,  Н а о б о р о т , £Раеш £суж* 

Приведенные значения £суж относятся к нескруглен- 
ной кромке входа, что обычно и имеет место на практике в 
сварных и нарезных соединениях. При наличии скругле- 
ния или скоса входной кромки эффект сопротивления зна­
чительно уменьшается. Это происходит вследствие резкого 
уменьшения области отрывных течений. Например, для 
большой степени сужения (вход в трубу, когда п -*■ 0 и 
Ссуж =  0 ,5 )  при относительном радиусе скругления вход­
ной кромки rid =  0 ,2  значение £суж уменьшается до 0 ,0 3 ,  
т. е. в 17 раз.

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
1 0,64 0,36 0,15 0,04 0

£суж2 =  0,5 (1 — п). (255)
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- О т в е р с т и я  применяют, для регулирования трубо­
проводных систем и . управления ими. От размеров отверс- 

1тиягзависят его сопротивление и давление после него. К та­
ким устройствам, в частности, относятся шайбы для увязки 
давлений в ответвлениях вентиляционных сетей и си­
стем отопления, а также дроссели в системах гидропневмоав­
томатики., Любое запорное приспособление (вентиль, за­
движка, кран и др.) по существу является отверстием с пе­
ременным проходным сечением. Отверстия служат также 
для измерения расхода (см. § 51). Совокупность равномерно 

распределенных по сечению отверстий образует систему для 
выравнивания потока (решетки, жалюзи) или его очистки 
от твердой фазы (фильтры).

Теоретический подход к изучению явления привел нас 
к выводу зависимости (249), которая может быть также от­
ражена формулой И. Е. Идельчика

U ,  =  (1 +  0,707 V T ^ - n  ~  п*) -1 -  . (256)
В результате тщательных экспериментальных исследо­

ваний сопротивления отверстий на водопроводящих линиях, 
выполненных под руководством Л. Ф. Мошнина, была по­
лучена эмпирическая формула

?oTB,= 2 ,3 ( - i - - 0 ,8 ) a . (257)

На рис. 113 представлены кривые £ =  /  (я), полученные 
по формулам (249), (256) и (257). Эти формулы дают близкие 
между собой результа-
ты. Обращает внимание 
ярко выраженная нели­
нейность изменения ко­
эффициента сопротивле­
ния в зависимости от 
относительной величины 
отверстия. При малых 
проходных сечениях са­
мые незначительные их

Рис, ИЗ. Зависимость коэф­
фициента сопротивления от« 
верстия от относительной 
велцчины отверстия:
/  — по формуле (249); 2 — по фор- 

_юуле (256); 3 — по формуле (257).
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изменения ведут к резким изменениям сопротивления. На­
оборот, при больших отверстиях сопротивление их совсем 
незначительно. Отсюда, в частности, следует, что при за­
крытии задвижки ее влияние сначала почти не сказывается 
и лишь когда она закрыта больше чем наполовину, стано­
вится заметным эффект сопротивления; наконец, когда за­
движка закрыта более чем на 2/3, малейшее изменение ее 
положения вызывает значительное изменение сопротивле­
ния, что необходимо знать проектировщикам регулирую­
щих и управляющих устройств, а также эксплуатационному 
персоналу при манипулировании с запорными приспособ­
лениями.

Участок стабилизации после отверстия получается весь­
ма значительным. В сжатом сечении С—С (рис. 112) давление 
минимально, затем вследствие расширения потока оно час­
тично восстанавливается до значения р2 <С pv Таким об­
разом, потеря давления в отверстии определяется разно­
стью

Ротв — P i '  Рг-

Длина участка стабилизации зависит от относительной 
величины отверстия и при малых п достигает значений 
/стаб =  (5 0  -г- 8 0 )  D.

Как уже указывалось, отверстия часто применяются 
как добавочные сопротивления для «увязки» работы ответ­
вления по отношению к магистральному трубопроводу.

Пример 21. Подобрать диаметр шайбы (отверстия) в ответвлении 
воздухопровода для обеспечения в нем скорости v =  6 м/с при длине 
ответвления I =  20 м, его диаметре D  =  200 мм, начальном давлении 
(давлении в магистрали) р =  80 Па.

Определяем потерю давления по,длине в ответвлении по формуле 
(194), приняв X =  0,02:

Х-F  ' - f 1  =  °'02- § - •  =  43 ш '

Для увязки работы ответвления необходимо, чтобы падение дав­
ления в нем равнялось давлению в магистрали в месте присоединения. 
Получающийся избыток давления

рш =  Р — Pi — 80 — 43 =  37 Па
должна погасить шайба.

Применив формулу (239), вычисляем потерю давления в шайб©

п2_  г Рш Ьотв,
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откуда

-ОТВо
2 . 37 
1,2 • 62 1.7.

П® формуле (257) находим, что для найденного вначения £отв == 
*= 1,7

п =  ,=rJ ,--------=  0,6,
/ 1,7/2,3 +  0,8 

откуда искомый диаметр шайбы

d  =  D  \Г п  =  200 j/(M i =  155 мм.

Д р о с с е л и р о в а н и е  с ж и м а е м о й  ж и д ­
к о с т и .  -Рассмотрим течение газа через отверстие, полагая 
падение давления при этом столь значительным, что необхо­
димо учитывать сжимаемость газа. Такой процесс называют 
дросселированием. Если считать течение адиабатичным, 
для анализа явления применимо уравнение (154). Пренеб­
регая энергией скорости до и после отверстия, имеем 4 =  
=  /2, т. е. конечная энтальпия в данном процессе равна 
начальной и точка 2 на i — S-диаграмме (рис. 76) находится 
на одной изотерме с началь­
ной точкой 1. Однако бы- кди(р 
ло бы совершенно непра- 1,2 
вильно трактовать про- to 
цесс дросселирования как
Рис. 114. Зависимость коэф­
фициента смягчения km ф диф­
фузора от угла его раскрытия.
Рис. 115. Картина течения в 

' диффузоре:
а  — 0 /2  =  5°; 6 — 0/2 =  15й.



изотермический. В действительности явление происхо­
дит следующим образом. В сечении струи С—С (рис. 112) 
скорость максимальна, а давление минимально; про­
цесс течения от сечения 1—/до сечения С—С ввиду незначи­
тельности потерь на этом участке можно считать приблизи­
тельно изоэнтропическим, т. е. он изобразится отрезком 
1—С, немного отклоняющимся вправо на рис. 76. На 
участке течения С—2, где струя расширяется, давление 
повышается от ре до р2> меньшего рг. На этом участке и 
происходит диссипация энергии, вследствие чего энтропия 
возрастает и на рис. 76 течение представляется линией С—2.

Таким образом, в целом процесс дросселирования на 
рис. 76 изображается ломаной линией 1—С—2.

Д и ф ф у з о р .  Потери при расширении потока могут 
быть намного уменьшены, если переход от меньшего сечения 
трубы (канала) к большему осуществить постепенно с по­
мощью расширяющейся трубы — диффузора (рис. 105).

При малых углах конусности диффузора (0/2 <  7°) по-, 
ток заполняет все сечение, отрыв не возникает и сопротив­
ление диффузора незначительно. При 0/2 =  7 30° Про­
исходит отрыв потока от одной из стенок; при этом он носит 
обычно нестабильный характер, перебрасываясь с одной 
стороны на другую. Сопротивление диффузора при наличии 
отрыва потока резко возрастает. При 0/2 =  30 -f- 45° поток 
в диффузоре отрывается от обеих стенок и сопротивление 
достигает максимума. С дальнейшим увеличением угла со­
противление несколько уменьшается. Общий характер за­
висимости коэффициента смягчения &ДИф* от угла конуснос­
ти диффузора круглого сечения виден из рис. 114. Соответ­
ствующие числовые значения km$ приведены ниже:

© /2 2,5 5 7,5 10 20 30 40 60 90
 ̂ £диф 0,06 0,13 0,25 0,35 0,8 1,1 1,05 1,02 1

Картина течения в диффузорах без отрыва и с отрывом 
показана на рис. 115.

Обращаясь еще раз к графику на рис. 114, замечаем, что 
при углах 0/2 =  30 -г- 40° потери в диффузоре оказывают­
ся даже большими, чем при внезапном расширении. На

* Эффективность работы диффузора обычно принято характери­
зовать не коэффициентом сопротивления £ДИф, а коэффициентом &ДНф- 
Из уравнений (241), (242) следует, что £диф =  £диф£ расш.
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практике, как правило, принимают для круглого и квад­
ратного диффузоров 0/2 =  5 -т- 7°, для плоского — до 8°. 

- Если габариты помещения не позволяют применить 
диффузоры с углом конусности 0/2, близким к оптималь­
ному, то при 0/2 <  30° целесообразно принять специаль­
ную конструкцию ступенчатого диффузора (рис. 116), ко­
торый состоит из обычного диффузора с оптимальным углом 
раскрытия и расположенного за ним внезапного расши­
рения. Последнее в этом случае не дает значительных 
потерь, поскольку кинетическая энергия потока в конце­
вом сечении перед расширением мала.

Пример 22. Начальный диаметр диффузора df =  0 ,2  м, скорость 
воздуха Vi =  20 м/с. Требуется уменьшить скорость в 4 раза (у2 =  
=  5 м/с), причем по местным условиям длина диффузора не должна пре­
вышать ,1 = .  0,5 м, и определить потери давления при обычном и ступен­
чатом диффузорах. л 

ij%£ О б ы ч н ы й  д и ф ф у з о р .  Определяем конечный диаметр из 
условия неразрывности потока:

nd\ я dj

откуда

d2 =  d x I /  =  0,2 V  4 =  0,4 м.
Г  Vn —

Угол конусности диффузора находим из геометрического соотноше­
ния, связывающего его длину с начальными и конечными диаметрами 
(рис. 116):

t g A _  . 4  =  ,4i -  0.4 0,2 _  q о
g 2 21 2 - 0 , 5  V,A

отсюда 0 /2  11°.
Из графика на рис. 114 находим, что для @/2 =  11° коэффициент 

смягчения £ДИф =  0,5. Тогда потеря давления по формуле (242) при 
п =  1/4

1 9  • 9 0 2
Рдиф-^ 0 >5 (1 —  0,25)2 ■ =  67 Па.

С т у п е н ч а т ы й  д и ф ф у з о р .  Принимаем оптимальный угол 
раскрытия на одну сторону 0 /2  =  4°. Концевой диаметр диффузорной

части d'2 = d 1 +  2l t g - y - 0 , 2 + 2 .  0,5 • 0,07 =  0,27 м.

Из рис. 114 &ДИф =  0,14. Потеря давления в диффузорной части

. . / 0,202 * 1,2 . 202



Скорость течения в конце диффузор ной части

1_ \  =  20  ̂-^ Щ -\  =  11 м/с.
4  / \ 0,27

Потеря давления при внезапном расширении по формуле (252)

Ррасш =  =  22 Па.

Наконец, полная потеря давления в ступенчатом диффузоре 

р' =  Рдиф +  Ррасш =  15 +  22 -  37 Па.

Сравнив оба варианта, убеждаемся, что во втором случае потери 
оказались почти вдвое меньшими.

К о н ф у з о р .  При постепенном переходе от больших 
сечений трубы (канала) к меньшим — в конфузоре — 
потери уменьшаются по сравнению со случаем внезапного су­
жения потока. Как уже указывалось в § 42, основной при­
чиной потерь в конфузоре является отрывное течение, воз­
никающее после сжатого сечения С—Сна участке соедине­
ния конфузора с цилиндрической частью трубы. Очевидно, 
эффект сопротивления зависит от угла конусности конфузо­
ра 0/2. Вводя аналогично случаю расширения потока коэф­
фициент смягчения, можем написать

£конф  ^конф 0 ,5  (1 ft),

где бконф зависит от угла 0/2:
(258)

0/2
к̂онф

10 20 30 40 60 90
0,23 0,18 0,2 0,27 0,5 1

Угол конусности конфузора можно принимать до 0/2 — 
=  30° (на одну сторону).

Сопротивления, связанные с изменением направления 
скорости. Поворот под углом. Основной причиной потерь 
при повороте под углом является поджатие потока с после­
дующим его расширением за поворотом и образование от­

рывного течения 5 (рис. 104, 
в). Вихреобразования в углу 
В незначительны и не оказыва­
ют существенного влияния на 
величину потерь. Полуэмпи- 
рическая формула (см. § 44)
Рис. 116. Ступенчатый диффузор. ,
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дает такую зависимость коэффициента сопротивления от 
угла поворота:

£пов =  2,4 sin2 . (259)

Из этой формулы следует, что при 0/2 *< 30° сопротив­
ление поворота совсем незначительно; при © >  45° начи­
нается быстрое возрастание £пов и при 0  =  90° £Пов =  1 >2.

П л а в н ы й  п о в о р о т  часто называют также отво­
дом. Плавный поворот в значительной степени уменьшает 
интенсивность отрывных течений, показанных на рис. 103, в. 
Однако здесь приобретает значение эффект поперечной цир­
куляции (рис. 106), зависящий от угла поворота 0, относи­
тельного радиуса закругления rid и формы поперечного се­
чения отвода. Поэтому коэффициент сопротивления отвода 
является функцией ряда факторов: .

£пов =  f (В, rid, форма).
Кроме того, для плавного поворота заметно сказывает­

ся влияние гидравлического трения Ятр. Ввиду сказанного, 
в целом ^

-  Спов =  й о в  +  Сгр, ( 2 6 0 )

где £тр =  M/d =  XBrld.
Для отводов круглого сечения под углом 90° £Пов мож­

но определить по формуле Б. Б. Некрасова [9]

=  0 , 0 5  +  ( 2 6 1 )

Тогда коэффициент сопротивления отвода круглого се­
чения под углом 90° [см. формулу (260)]

£пов =  0,05 +  0,2 dir +  1,57 кг Id. (262)
При значении X = 0,025 получаем такие данные:

r /d  0,5 1 2 4
£пов 0,47 0,29 0,23 0,26

По сравнению с неплавным поворотом (£Шв9о° =  1,2) 
сопротивление уменьшается в несколько раз. Приведенные 
данные свидетельствуют также о том, что значительное уве­
личение относительного радиуса закругления не дает поло­
жительного результата из-за увеличения гидравлического 
трения. Существует определенное оптимальное соотношение
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между радиусом закругления и диаметром трубы, ко­
торое в данном случае составляет rid — 2,5, причем £0Пт =* 
=  0,23.

Зависимость между углом поворота круглого сечения 
при относительном радиусе закругления rid — 2,5 и £пов 
такова:

0 е 30 45 60 90 120 150 180
£пов 0,1 0,15 0,18 0,23 0,28 0,32 0,37

Величина £Пов существенно зависит от формы попереч­
ного сечения. По данным Г. А. Абрамовича [91 для прямо­
угольного сечения с соотношением сторон а х  b =  2,5 х  I 
(большая сторона параллельна оси поворота) коэффициент 
сопротивления отвода, уменьшается в 2,5 раза по сравнению 
с круглым отводом. Это объясняется уменьшением интен­
сивности «парного вихря», т. е. поперечной циркуляции 
(рис. 106).

Сопротивление отвода зависит также от числа Рейнольд­
са (при Re <  2 • 108) и от начального профиля скоростей. 
х Длина участка стабилизации после поворота достаточ­

но велика. Образующееся винтовое движение затухает мед­
ленно и может распространяться до 40d. В вентиляционных 
системах, где прямолинейные участки каналов между отво­
дами часто меньше указанной длины участка стабилиза­
ции, сопротивление поворота зависит от условий течения на 
смежных участках системы.

Можно существенно уменьшить сопротивление отвода 
устройством поворотных лопаток (рис. 117, а), которые 
препятствуют возникновению поперечной циркуляции (что 
является основной причиной сопротивления отвода). Одна­
ко применение лопаток эффективно лишь для отводов с ма­
лым радиусом закругления. Например, для прямого угла 
(rid — 0) £пов уменьшается с 1,2 до 0,33, т. е. почти в

Рие. 117\ Поворот, под углом:
а — колено с поворотными лопатками; б — колено, состоящее из трех звеньев* 
в — колено, состоящее из пяти звеньев.



4 раза, тогда как при fId ~  0,5 сопротивление отвода с ло­
патками и без них почти одинаково. В основном поворотные 
лопатки применяют в крупных вентиляционных установках 

, и аэродинамических трубах.
Если выполнить плавный поворот нельзя, можно умень­

шить сопротивление с помощью составного колена (рис. 
117, б). При наличии двух звеньев коэффициент сопротив­
ления уменьшается с 1,2 до 0,5, а при четырех — до 0,35.

Подытоживая сказанное, приходим к выводу, что доста- 
- точно точную оценку величины £пов можно сделать лишь 

на основании детального анализа геометрических размеров 
и характера работы данного отвода.

Сопротивления, связанные с делением и слиянием пото­
ков (тройники). Движение жидкости на участке деления и 
слияния потоков — в т р о й н и к а х  — носит сложный 
характер. Возникающие при этом сопротивления приходит­
ся учитывать, например, при гидравлических расчетах си- '  
стем отопления и вентиляционных сетей. Тройник, в котором 
происходит деление потока, называют приточным (или трой­
ником на нагнетании), а тройник, где потоки сливаются,— 
вытяжным (или тройником на всасывании).

Различают коэффициент сопротивления тройника на 
проход для потока в направлении основного течения и 
коэффициент сопротивления тройника на ответвление (£0) 
для потока, отделяющегося от основного течения, или пото­
ка, сливающегося с основным течением. При этом коэффи­
циенты сопротивления относят либо к скорости полного по­
тока (т. е. к скорости перед делением или после слияния), 
либо к скорости отделяемого или присоединяемого потока.

Пользуясь таблицами и справочными материалами, нуж­
но обращать внимание на то, к какой скорости отнесен дан­
ный коэффициент сопротивления Г так как значения £ в 
зависимости от того, определены ли они по скорости до раз­
деления (после слияния) или по скорости в ответвле­
нии, будут различны для одного и того же вида сопротив­
ления. Поэтому далее соответствующим индексом указыва­
ется номер сечения, к скорости которого отнесена данная 
величина £. Сечения всегда берут по направлению потока: 
в случае деления (рис. 118) цифра 1 относится к пол­
ному, 2 —отделяемому и 3 —проходящему потоку. В слу­
чае слияния сечение 1 относится к проходящему, 2 — 
присоединенному и 3 — полному потоку. Например, ^  
означает коэффициент сопротивления ответвления, отне-
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еенный к скорости в ответвлении, £Пз — коэффициент со­
противления на проход, определяемый по скорости прохо­
да в случае деления и по полной скорости при слиянии по­
токов.

Исследования показывают, что сопротивление тройника 
зависит от его геометрической формы, соотношения скорос­
тей и сечений, а также от направления течения.

Как уже указывалось в § 42, характер местных явлений 
различный при делении и слиянии потоков. Поэтому целе­
сообразно эти сопротивления рассмотреть отдельно.

Д е л е н и е  п о т о к о в .  На рис. 119, а показан слу­
чай, когда расход в ответвлении Q0 меньше расхода на про­
ходе Qn (Q0C  Qn). В ответвлении образуется отрывное те­
чение значительно большей интенсивности, чем при пово­
роте под углом. Этому способствует диффузорный эффект 
вследствие резкого увеличения площади сечения (со2 +  щ  >
>  coj). Положительный градиент давления содействует 
также образованию области отрывного течения возле проти­
воположной стенки прямого прохода. Вместе эти отрывные 
течения способствуют местному поджатию потока с после­
дующим его расширением как в ответвлении, так и на про­
ходе.

На рис. 119, б представлен случай, когда расход на от­
ветвление значительно превосходит расход на проходе (Q0>-
>  Qn). Вследствие значительного диффузорного эффекта 
на проходе образуется интенсивный вихрь.

На рис. 119, в показан предельный случай, когда расход
в ответвлении Q0=  0. Вихре-

а 5 5
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Следовательно, эта схема, несмотря на отсутствие течения 
в ответвлении, не эквивалентна движению на прямом участ­
ке трубопровода.

. Итак, сопротивление тройников при делении потока 
складывается в основном из потерь на внезапное расшире­
ние части потока, движущегося по прямой, и потерь на по­
ворот для части потока в ответвлении.

Потеря давления на проход, согласно формуле Борда 
(241), может быть представлена в виде

где kn да 0,4 — коэффициент смягчения. Тогда коэффициент 
сопротивления приточного тройника на проход, опреде­
ленный по скорости до и после деления потока, соответст­
венно

Потеря давления в ответвлении на основании выражения 
(252) для потерь на повороте под углом

где © — угол ответвления относительно оси основного по­
тока (рис. 118); kQ да 0 ,8 — опытный коэффициент.

Таким образом, коэффициент сопротивления в ответ­
влении относительно скорости до деления потока и в ответ­
влении

2

(263)

р (v \ -}- v \ —  2yjу2 cos 0)

(264)
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Приведем значения коэффициентов сопротивления при­
точного тройника под прямым углом на проход и в ответ­
влении в зависимости от соотношения скоростей:

1 0,8 0,6 0,4 0,2 0
0 0,01 0,06 0,14 0,26 0,4
0 0,02 0Д8 0,9 0,4 —
0 0,02 0,4 0,6 0,8 1
0,8 0,84 0,93 1,08 1,3 1,6
— 20,6 5,8 3,1 2 1

Как видно из таблицы, сопротивление на проход в целом 
незначительно и в приближенных расчетах его можно не 
учитывать. Наоборот, потеря в ответвлении значительна 
и имеет величину порядка динамического давления перед 
делением (£0l— 1)- При расчете же по скорости в ответвле­
нии £02 достигает весьма больших значений.

С л и я н и е  п о т о к о в .  Основные потери при слия­
нии потоков возникают в результате перемешивания со­
единяемых турбулентных потоков. Кроме того, есть потери 
на поворот и на поджатие потока с последующим его расши­
рением (рис. 120).

Использовав закон количества движения, можно полу­
чить такие формулы.

где поправочный коэффициент k0 меняется в широких пре­
делах (0,3 — 1). В первом приближении можно принять 
kQ «  0,7. Однако в ответственных расчетах следует руковод­
ствоваться более точными данными [7].

Коэффициенты £ в формулах (265) рассчитаны по скорос­
ти суммарного потока после слияния. Если же вычислить 
эти коэффициенты по скоростям перед слиянием, то

Коэффициент сопротивления на ответвление и на проход

(265)

(266)
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Из зависимости (265) следует, что, в отличие от случая 
деления потоков, сопротивления при слиянии потоков за­
висят не только от соотношения скоростей, но и от соотно­
шения сечений, т. е. от соотношения расходов, поскольку
Qo _
Q у3о)3

Ниже приведены значения £п и £0 для вытяжного трой­
ника при 0 =  90°, =  1 и =  0,34, найденные по(1)3 ©3
формулам (266):
Qo

“ SLСй3 " ) *
^ -  =  0,34. ■
^  J ‘П,

о

—0,7
0

0,07

0,2 0,4

— 0,17 0,31
0,25

0,5

0,45

1,2
0 “ 0Ж  0,48

0,6

0,73
0,60

2,6

0,8

1,1
"О^Г

4,6
0,56 0,76

1

1,4
0,7

6,8
0,7

Отрицательные значения £0з при малых расходах объяс­
няются всасывающим действием более мощного потока на 
проходе.

Как видно из таблицы, в целом сопротивление вытяжных 
тройников намного больше, чем. приточных.

Сопротивление арматуры. Сопротивление различной ар­
матуры состоит из рассмотренных выше видов сопротивле­
ний. Коэффициент сопротивления изменяется в самых ши­
роких пределах в зависимос­
ти от конструктивных особен­
ностей арматуры.

На рис. 121 приведены зна­
чения коэффициента сопро­
Рис. 120. Слияние потоков.
Рис. 121. Значения коэффициентов 
сопротивления вентилей различной 
конструкции.

f / ' 3

1 .

i

Г-2,7 р>2,5
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тивления вентиля диаметром 100 мм для нескольких его кон­
струкций. Как видим, прямоточный вентиль имеет сопро­
тивление в 6 раз меньшее/ чем стандартный вентиль (£ =  
=  3,9). При полностью открытом вентиле его сопротивление 
существенно зависит от диаметра условного прохода d. 
Например, для стандартного вентиля с делительными стен­
ками под углом 45° зависимость между диаметром условно­
го прохода и коэффициентом сопротивления такова:

d , мм 20. 40 100
I  10,8 8 4,9 3,9

С уменьшением диаметра от 100 до 13 мм сопротивление 
вентиля увеличивается почти в три раза.

Приведем данные о сопротивлении дроссельной заслон­
ки в круглой трубе при разной степени ее открытия s/d, ил­
люстрирующие ярко выраженную нелинейность увеличения 
сопротивления с уменьшением отверстия:

s/d  1 3/4 1/2 1/3 1/4 1/6
£ 0 0,26 2,06 5,52 17 98

Покажем зависимость между углом поворота и коэф­
фициентом сопротивления пробкового крана:

© 10 20 30 ' 40 50 55
I  0,31 1,34 6/13 20,7 95 273

Для вентиляционных среднеподвешенных створок эта 
же зависимость такова:

0  90 60 45 30 20 15
£ 1,6 3,3 5,2 9,2 18 31

Зависимость между сопротивлением приемных сеток е 
обратными клапанами разных диаметров, устанавливаемых 
на всасывающих линиях насосов:

d, мм 40 70 100 150 200
£ • 12 8,5 7 6 5,2

Ниже приведены данные о сопротивлении сеток из круг­
лой металлической проволоки в зависимости от п — 2соДЗ, 
где 2 со — сечение отверстий сетки, Q — сечение трубы:

п 0,2 0,4 0,6 0,8 . ,
£ 10 2,7 0,9 0,3
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Для ориентировочных расчетов можно пользоваться ос- 
редненными значениями коэффициентов местных сопротив-. 
лений:

М е с т н о е  с о п р о т и в л е н и е ■ С
Вход в трубу (кромка нескругленная) 0,5
Выход из трубы (кромка нескругленная) 1
Внезапное расширение (п — 0,2 •+- 0,4) 0,6- 0,4
Внезапное сужение (п =  0,2 ч - 0,4) 0,4— 0,2
Диффузор ( 0  <  14°) 0,1
Конфузор ( 0  <  30°) 0,1
Плавный поворот (r/d  >  3) 0,2—0,3
Угольник 1,2
Жалюзийная решетка 1.6
Симметричный тройник при делении потока 1 - 1 ,5
То ж е, при слиянии потока 2— 3

Подробные сведения о величине коэффициентов сопро­
тивлений для различных случаев можно найти в специаль­
ной литературе,

§ 46
Участок стабилизации
и взаимное влияние местных сопротивлений

Отрывные течения и вихреобразования непосредственно за 
местным сопротивлением деформируют эпюру осредненных 
скоростей турбулентного потока несмотря на то, что сред­
няя скорость течения в цилиндрической (призматической) 
трубе остается неизменной. Выравнивание эпюры осреднен­
ных скоростей"до вида, характерного для равномерного тур­
булентного потока в длинной трубе, происходит на участке 
стабилизации потока, длина которого может быть доста­
точно значительной.

Потери энергии на участке стабилизации являются со­
ставной частью местного сопротивления. В некоторых слу­
чаях необходимо определить потери, связанные с выравни­
ванием потока.

Рассмотрим участок течения после внезапного расшире-' 
ния потока (рис. 110). Непосредственно за вихревой зоной 
{сечение D—D), хотя поток занимает уже все сечение тру­
бы, распределение скоростей в его толще весьма неравно­
мерно. Стабилизация происходит лишь возле сечения 2—2, 
где эпюра осредненных скоростей принимает вид, нормаль­
ный для равномерного турбулентного пЬтока. Несмотря на
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то, что средние скорости в обоих сечениях одинаковы (vp =* 
=*= у2), кинетическая энергия потока, а также количество 
движения в них будут разными.

Уравнение Бернулли и уравнение количества движения 
для сечений D—D и 2—2 при условии v2 = vp =  v:

ру2 . риа
Pd +  & —g—  =  р 3 ------ -̂------/?стаб>

pD(0 +  PpCOU2 *= +  pCOU2.

Решая совместно оба уравнения, находим 

Рстаб =  РО2 (1 —  Р) +  (<* —  1) - ^ Г -  .

откуда коэффициент сопротивления рассматриваемого уча­
стка стабилизации

£стаб =  *  1 +  а —  2р.
Здесь а  — коэффициент Кориолиса, а р — коэффициент 
Буссинеска для нестабилизированного сечения D—D ; в 
сучении 2—2 эти коэффициенты приняты равными единице.

Пользуясь соотношением (157) между коэффициентами 
а и р ,  находим

£стаб ^  (ОЬ—  1 )/3 . (2 6 7 )

Например, при степени внезапного расширения п =  
=  0 ,2 5  коэффициент сопротивления по формуле (2 4 5 )  £раСш =* 
=  0 ,5 6 .  В сечении D—D для этого случая а =  1,4. Следо­
вательно, коэффициент сопротивления участка стабилиза­
ции согласно формуле (2 6 7 ) £стаб *= ~  1 - =  0 ,1 3  или

0 13e’-gg • 100 =  24% всего рассматриваемого местного соп-
- ротивления *.

Длину участка стабилизации теоретически определить 
трудно. Очевидно, она в первую очередь диктуется видом 
местного сопротивления. Имеет значение шероховатость 
стенок трубопровода, не учитываемая уравнением (267),

* В приведенном расчете не определяются потери по длине, кото­
рые на участке стабилизации должны учитываться отдельно. 
В данном примере при lzrsJ d  =  10 и Я, =  0,04 эти потери составят 
h  *= XIId — 0,04 • 10 =  0,4, т. е. величину, большую в 3 раза по 
сравнению с £стаб = 0 ,1 3 .
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а также число Рейнольдса. Согласно экспериментальным 
данным / СтабId »  10 -7- 50.

В коротких трубопроводах, где местные сопротивления 
расположены близко друг от друга, поток подходит к сле­
дующему сопротивлению еще не стабилизированным, вслед­
ствие чего потери здесь, а'также их сумма отличаются от 
получаемых при сопротивлениях, расположенных на боль­
шом расстоянии друг от друга. Приведем опытные данные 
А. М..Грабовского:

М е с т н о е  с о п р о т и в л е ­
н и е

£

Колено № 1 ч 1
Колено № 2
Два колена в горизонтальной

0,85

плоскости 1,52
Два колена в вертикальной .
плоскости 1,63
Вентиль №  1 9,4
Вентиль №  2 9,7
Два вентиля рядом
Два вентиля на расстоянии

. 17,6

10 диаметров 19,2

Итак, можно сделать вывод, что суммарный коэффициент 
комплексного сопротивления в большинстве случаев мень­
ше арифметической суммы коэффициентов сопротивлений, 
входящих в данный комплекс.

Уменьшение суммарного сопротивления при близком 
расположении отдельных местных сопротивлений справед­
ливо только при неизменном характере местных сопротив-. 
лений. В противном случае может получиться даже обрат­
ный результат: общее сопротивление больше суммы отдель­
ных сопротивлений.

Рассмотрим, например, сопротивление двух поворотов 
под прямым углом, имею- . 
щих разную длину прямо- 
линейной вставки (рис. 1 2 2 ).
Если относительная длина ^  
вставки II d >  4, суммарное 7 
значение £ составляет 0,5, 
что приблизительно равно

Рис. 122. Влияние относитель­
ной длины прямолинейной встав- о  
ки на повороте.
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арифметической сумме сопротивлений этих поворо­
тов. С уменьшением длины вставки суммарное значе­
ние £ уменьшается. Однако при lid <  1 сопротивле­
ние быстро возрастает, достигая при l id « 0  величи­
ны £ =  1,2. Это объясняется тем, что в граничном случае 
(lid =  0) мы уже имеем поворот под углом 90°, jipn котором 
интенсивность вихреобразований значительно больше, чем 
в двух поворотах под углом 45°.

В вентиляционных системах, где прямолинейные участ­
ки труб (каналов) относительно невелики, нельзя говорить 
о полностью стабилизированном течении, так как тут имеет­
ся большее или меньшее взаимное влияние местных сопро­
тивлений. Однако в практике инженерных расчетов местные 
сопротивления складывают арифметически, что дает в це­
лом некоторое преувеличение эффекта сопротивлений, ина­
че говоря, расчет ведется с некоторым запасом.

Подытоживая сказанное, необходимо констатировать 
чрезвычайную сложность явлений, связанных с возникнове­
нием местных сопротивлений и разнообразием факторов, 
влияющих на величину £ для тех или иных конкретных 
случаев. Поэтому читатель должен помнить, что данные о 
величине £, приводимые в справочниках и в специальной 
литературе, следует считать ориентировочными. Если тре­
буется точно определить местные сопротивления, необхо­
димо выполнить соответствующие экспериментальные ис­
следования на моделях, придерживаясь правил гидроаэро­
динамического моделирования (см. гл. IX).

§  4 7
Влияние числа Рейнольдса 
на коэффициенты местных 
сопротивлений

Приведенные данные о коэффициентах местных сопротивле­
ний относятся к турбулентному режиму движения с боль­
шими числами Рейнольдса, где влияние молекулярной вяз­
кости проявляет себя незначительно. При ламинарном или 
близком к нему течении коэффициенты местных сопротив­
лений в той или иной степени зависят от числа Рейнольдса.

При очень малых значениях Re эффект сопротивления 
вызван непосредственным действием сил вязкости и пропор­
ционален первой степени скорости. Коэффициент сопротив­
ления в этом случае изменяется обратно пропорциойально
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числу Рейнольдса по закону
I =  Л/Re, (268)

где А — постоянная, зависящая от вида местного сопротив­
ления и степени стеснения потока (табл. 3).

Такая закономерность была получена теоретически при4 
выводе формулы коэффициента гидравлического трения к 
для ламинарного режима в круглой цилиндрической трубе 
[формула (214)].

Однако экспериментальные исследования показывают 
[2], что с увеличением числа Рейнольдса, еще отвечающему 
ламинарному режиму в условиях равномерного течения, 
значения £ возрастают. Это явление объясняется возникно­
вением вихреобразований в местных сопротивлениях.

При достаточно больших числах Рейнольдса формиру­
ются отрывные течения, которые и являются основной при* 
чиной местных сопротивлений при больших значениях Re. 
Это область квадратичного сопротивления, где £ =  const 
для данного вида местного сопротивления.

Наличие острых кромок и углов в местных сопротивле­
ниях способствует возникновению вихреобразований при 
малых значениях Re. При более плавных очертаниях сте­
нок процесс вихреобразования запаздывает и влияние чис­
ла Рейнольдса начинает сказываться при больших его 
значениях. В первом приближении можно сказать, что при 
резких переходах в местных сопротивлениях коэффициент

Таблица 3. Коэффициенты А  и £кв для некоторых местных 
сопротивлений

Сопротивление А &КВ Сопротивление А £кв

Пробочный кран 150 0,4 Задвижка при зна­
Вентиль 3000 4 чениях п :

Шаровой клапан 5000 45 1 75 0,15
Угольник 400 1,4 0,75 350 0,2
Плавный поворот 0,5 1300 2
(колено) 130 0,2 0,25 3000 2 0

Тройник 150 0,3 Диафрагма при 'зна-. 
чениях п:

0,64
0,4
0,16
0,05

70
120
500

3200

1
7
70
800
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С не зависит от значения Re при Re >> 3000, а при плавных 
очертаниях — при Re >  10 ООО.

Ориентировочно определить коэффициент сопротивления 
при небольших числах Рейнольдса можно по формуле 
А. Д. Альтшуля [1], [2]

5 =  -W  +  (269) '

где £Кв — коэффициент сопротивления для квадратичной 
•области; А — постоянная для данного , вида местного со­
противления (табл. 3).

§ 48
Уравнение Бернулли 
в развернутом виде в форме напоров 
и в форме давлений

Зная основное уравнение энергии (Бернулли) для устано­
вившегося потока вязкой несжимаемой жидкости (140) и 
причины, возникновения потерь энергии, а также способы 
ях расчета, можно решать задачи о движении несжимаемой 
жидкости в трубах и каналах. Составим исходные уравне­
ния и изложим общую методику решения таких задач.

Система трубопроводов или каналов, по которым дви­
жется жидкость или газ, представляет собой совокупность 
различного рода гидравлических сопротивлений. Сам тру­
бопровод может состоять из участков разной длины и диа­
метров (каналов разных калибров *). На этих участках смон­
тированы запорные и регулирующие приспособления, филь­
тры, расходомеры и т. д. При определении общей потери 
удельной энергии в гидравлических расчетах исходят из 
принципа наложения потерь, согласно которому полная 
удельная потеря энергии слагается из алгебраической сум­
мы потерь каждого сопротивления в отдельности. Этот спо­
соб не совсем точен, если местные сопротивления располо­
жены близко друг от друга (§ 46).

Развернутые зависимости для технических расчетов 
-можно написать, использовав уравнения энергии (142), 
(146) и формулы Дарси (194) и Вейсбаха (234) для опреде­
ления потерь по длине и местных потерь.

Развернутое уравнение энергии в форме напоров и в
* Под калибром  канала некруглого' сечения обычно понимают.его 

эквивалентный диаметр (см. § 41).
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форме^авлений:

(270)

P g * i +  P i  +  <*i 2 =  9 8 * 2  +  f t  +  «  2

Знак 2 t при четвертых членах правой части этих 
уравнений указывает на сумму потерь по длине п последова­
тельно соединенных участков труб разных диаметров, а 
2 2— на сумму п местных сопротивлений по пути движения.
Скоростной напор а  и динамическое давление а -Щ- , ко­
торые входят как сомножители в указанные члены потерь 
уравнений (270), относятся не к первому или второму жи­
вому сечению, для которых написаны эти уравнения, а к 
тем сечениям труб, где рассчитываются потери.

Приведенные уравнения Бернулли наряду с уравнения­
ми объемного и массового расхода (125), (126) или нераз­
рывности (129) дают возможность решать разные задачи, 
связанные с установившимся движением жидкости или не­
сжимаемого газа в трубах и каналах. При этом уравнение 
в форме напоров применяют преимущественно для капель­
ных жидкостей, в частности для водопроводных линий, а 

 ̂уравнение в форме давлений — для газа (воздуха) без учета 
его сжимаемости (газопроводы низкого давления и газовые 
тракты котельных установок, вентиляционные системы).

Решая уравнение Бернулли, следует руководствоваться 
следующими правилами.

1. Если учитываются силы тяжести (первый член урав­
нения Бернулли), прежде BcerQ необходимо провести плос­
кость сравнения (удобнее всего через наинизшую отметку 
системы). Для горизонтальных участков трубопроводов за 
плоскость сравнения принимается ось наиболее низко распо­
ложенной трубы, а при наличии резервуаров с жидкостью — 
уровень более низкого резервуара.

При незначительном влиянии сил тяжести первыми чле­
нами уравнения (270) пренебрегают и вопрос о плоскости 
сравнения отпадает.
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2. Нужно выбрать два живых сечения: первое там, где 
следует определить скорость или давление, второе — где эти 
величины заданы. Для жидкости вторым сечением часто 
служит уровень в открытых резервуарах, где пьезометри­
ческая высота рМан I(pg) =  0, а скоростным напором можно 
пренебречь; для воздуха таким сечением является окружа­
ющая атмосфера, где рыт — р — ра =  0 и динамическое 
давление apv2/2 =  0.

3. Нумерация сечения должна следовать в направлении 
движения. При этом безразлично, в каком сечении харак­
теристики движения заданы, а в каком они подлежат оп­
ределению.

4. При учете сил тяжести координата z отсчитывается от 
плоскости, сравнения до центра тяжести рассматриваемого 
живого сечения.
/ 5. Выбранные сечения должны удовлетворять требова­

ниям плавноизменяющегося движения (см. § 27).
6. Потери энергии приписываются только к правой час­

ти уравнений (270).
7. Для выбора коэффициентов К и £, входящих в урав­

нения (270), следует руководствоваться данными § 40, 45.

Примеры применения уравнения Бернулли
Разрежение перед вентилятором. Всасывающая линия вентилятора 
(рис. 123) длиной I имеет плавный вход и местное сопротивление в виде 
сетки.

Применяем уравнение энергий в форме давлений без гравитаци­
онных членов. За первое сечение принимаем наружное пространство 
с атмосферным воздухом, за второе — место присоединения жидкости 
ного вакуумметра, где определяется разрежение. Манометрическое дав­
ление в первом сечении pMaHi =  — р а ~  0 ; динамическое давление

§  4 9

1

2РЩ
a i  —j -  =  0. Тогда уравнение

(270) примет вид

А

/
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где £вх и £с —  коэффициенты сопротивления входа и сетки.
Зная, что разрежение есть отрицательное манометрическое давле­

ние {рразр — —РШн)’ последнее равенство перепишется так:

риа
'•'разр ' «2 +  к —— +  £вх +  £<

Полученное уравнение показывает, что разрежение перед вентиля­
тором определяется динамическим давлением и сопротивлениями во 
всасывающей линии.

Пример 23. Определить разрежение перед вентилятором, если его 
^производительность Q =  0,35 м3/с, длина всасывающей линии I =  

=  5 м и ее диаметр d  =  200. мм (рис. 123).
Прежде всего по уравнению расхода (126) находим среднюю ско­

рость течения воздуха во всасывающей линии; при постоянном диамет­
ре она одинакова для всех сечений трубопровода:

Q 0,35
у =  —  = -------------------= 11,2 м/с.

о) 0,785 * 0 ,22

При плотности воздуха в стандартных условиях р =  1,2 кг/м3 дина­
мическое давление

pv2 1,2 • Ц,23
=  75,5 Па.

Выбираем значения коэффициентов, входящих в уравнение энер­
гии: Х =  0,02 (§ 40), а 2 =  1,05 [формула (225)], £вх =  0,02 (плавный 
вход), £с =  0,9 при п — 0,6 (§ 45).

Тогда искомое разрежение

^разр =  75 ,5  11,05 +  0,02 А  4 - 0 ,9  +  0,02^ =  150 Па.

Вакуум перед насосом. На рис. 124 представлена всасывающая 
линия центробежного насоса.

Проводим плоскость сравнения О — О по поверхности уровня воды 
в колодце. Сечение 1 — 1
берем по этому 

ню; ‘для* него гх =

же

Р м ан

уров-

=  0; о, ; 0.
Второе сечение принимаем 

по месту присоединения ваку­
умметра; для этого сечения 

Рман t

вак''

Рис. 124. К определению ва­
куума перёд насосом.



Величина hmK, отвечающая показаниям вакуумметра в метрах 
столба подаваемой жидкости, называется вакуумметрической высотой 
всасывания. Теоретически эта высота для воды на уровне моря hBaK =  
=  10,8 м; практически допустимую вакуумметрическую высоту прини­
мают равной б— 7 м* (сад- § 10).

Теперь уравнение энергии в форме напоров для данной задачи 
примет~вид

где £с — коэффициент сопротивления сетки с приемным клапаном; 
£пов —  коэффициент сопротивления поворота (иногда их может быть 
несколько). '

Из последнего уравнения следует, что вакуумметр ическая высота 
всасывания равна сумме геометрической высоты, скоростного напора 
и потерь напора во всасывающем трубопроводе. Вакуумметр ическая 
высота /tBaK всегда больше геометрической высоты всасывания h ; лишь 
в покоящейся жидкости ft>2/(2g) =  0 —  случай, когда закрыта задвиж­
ка на нагнетательной линии] имеет место равенство hBm =  h.

Пример 24. Определить высоту расположения насоса над уровнем 
воды в колодце, т. е. геометрическую высоту всасывания h (рис. 124), 
если подача насоса Q =  10 л /с, длина всасывающей линии / =  10 м 
и ее диаметр d  =  100 мм, допустимая вакуумметр ическая высота всасы­
вания Лвак <  6 м вод. ст.

Из предыдущего уравнения энергии

Скорость во всасывающей линии

Коэффициент гидравлического трения водопроводной трубы сог­
ласно данным § 40 Я =  0,04; при этом по уравнению (225) а =  1,1. 
Коэффициенты местных сопротивлений £с =  7,0 и £пов =  0,5 (см. § 45). 
Тогда

* В теплофикационных насосах, работающих на горячей воде, 
парообразование возникает при меньших вакуумах. В таком случае 
часто принимают вакуумметр ическую высоту отрицательной. Другими 
словами, теплофикационные насосы работают при избыточном (мано­
метрическом) давлении на всасывании.

KSc + GnJ-^j-.4
■откуда

1,282 /  10 \* =  6 - ^ ( i ,i + o,o4 _  +  7 +  o, 5 ) ^ m.
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Таким образом, в данном примере геометрическая высота всасы­
вания меньше вакуумметрической на 6—5 =  1 м.

Если уменьшить диаметр всасывающей трубы до 75 мм, то

и

й«= 6 2 ,32

2  . 9 ,8

т. е. в этом случае геометрическая высота всасывания меньше вакуум­
метрической на /гвак — h *= 6 —  1,8=  4,2  м и по сравнению с предыду­
щим случаем уменьшилась на 4 ,2— 1 == 3,2 м.

Переливная труба. Во избежание переполнения резервуара при 
закрытом вентиле А  (рис. 125)- устраивается переливная труба В. 
Д ля подбора диаметра при пропуске заданного расхода скорость в трубе 
определяется с помощью уравнения энергии в форме напоров для се­
чений 1— 1 и 2— 2 относительно плоскости сравнения, "проведенной 
через сечени* 2— 2:

Из этого уравнения следует, что с увеличением высоты переливной 
трубы h вследствие увеличения скорости возрастает и ее пропускная 
способность. С увеличением ж е длины I уменьшаются скорость v  и ее 
пропускная способность. Перед коленом в сечении С— С образуется ва­
куум. Уравнение энергии для сечений 1— 1 и С— С, если пренебречь 
разностью отметок этих сечений,

где £вх — коэффициент сопротивления при входе в трубу.

*откуда вакуум в сечении 
С — С

б4-4-е

Таким образам, вакуум 
за поворотом переливной тру­
бы тем больше, чем больше 
при той же скорости сопротив­
ления до рассматриваемого 
сечения. Поэтому длину гори­
зонтального участка трубы 
следует принимать минималь­
ной.

г ГОрИ-
трубы

В

-с:

Р ис. 1$5. Переливная труба. 2-L-L2±
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Пример 25. Подобрать диаметр переливной трубы при расходе  
Q =  6 л /с, высоте трубы h =  5 м, общей ее длине 1 = 9 м , а  длине до 
поворота =  4 м.

Находим скорость в трубе, использовав полученное уравнение для 
высоты трубы и задав ее диаметр d  =  50 мм. При этом принимаем: 
к  =  0,05, а  =  1Д4, £вх -  0,5, £пов -  0,3.

5 =  _  1,14 +  0,05
0,05

+  0,5  +  0,3  ,

откуда скоростной напор ——  =  0,46 м, а скорость v  =  3 м/е. Теперь2g
Q = .3  . 0,785 • 0 ,052 «  5,9 • 10“ 3 м3/с  =  6 л/с,

т. е. можно считать, что принятый диаметр удовлетворяет заданным 
условиям.

Проверяем вакуум после поворота. Подставив данные в уравнение 
для вакуума, находим

Л и  +  0 ,05 +  0,5 +  0,з) =  2 ,7  <  7 м.
19,6 0,05

Сифон. Трубопровод для транспортировки жидкости, в одном из 
сечений которого образуется вакуум, называется сифоном, По схеме 
сифона могут работать переливные трубы, водоводы между резервуа­
рами, имеющими разность уровней, всасывающие водоводы насосных 
станций и пр.

Чтобы сифон работал бесперебойно, его вакуум не должен превос­
ходить допустимых пределов. Таким образом, расчет сифона сводится 
к определению его пропускной способности и проверке наибольшего 
образующегося вакуума.

На рис. 126 показана схема сифона. Наибольший вакуум создается 
в сечении А ,  которое расположено на наивысшей отметке и наиболее 
удалено от начала движения. Напишем уравнение энергии в форме 
напоров для сечения верхнего резервуара и сечения А  относительно,

Рис. 126. Схема сифона.
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плоскости сравнения, проведенной через уровень верхнего резер­
вуара:

где I —  длина сифона до сечения с наибольшим вакуумом; £с —  коэф­
фициент сопротивления сетки при входе (сопротивлением на повороте 
прейебрегаем).

Скорость течения жидкости в сифоне определится из уравнения 
энергии, написанного для сечений верхнего и нижнего резервуаров,

где £в — коэффициент сопротивления запорного приспособления В, 
расположенного на сливной линии; £вых — коэффициент сопротивления 
на выходе из трубы в нижний резервуар; L — полная дйина сифона.

Зная скорость течения v  и диаметр сифона d, по формуле (126) 
находим расход сифона.

Задвижкой В  на сливной линии можно регулировать не только рас­
ход, но и величину вакуума; с ее прикрытием' уменьшается расход 
и вакуум.

Для приведения сифона в действие необходимо его предваритель­
но залить водой, чтобы удалить воздух.

Пример 26. Сифон соединяет два резервуара с водой, имеющих 
разность уровней Я = 4  м (см. рис. 126); превышение отметки сечения 
А над уровнем верхнего резервуара h — 4 ,5  м; диаметр трубы d — 
*= 100 мм; длина до сечения с наибольшим вакуумом / =  50, а вся длина 
сифона L =  70 м; а  =  1,1; к  =  0,04; =  5; £вых — 1.

Необходимо определить такое сопротивление задвижки В  и пропуск­
ную способность сифона, при котором наибольший вакуум в сечении А 
не превышает Лвак =  7 м вод. ст.

Определяем из уравнения для вакуума допустимый скоростной на­
пор в сифоне:

Подставив найденное значение —— в уравнение для напора Я , 

находим искомое сопротивление задвижки:

откуда

откуда
Vг

 =  0,096 м.
2g

откуда £в =  9,
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Сравнив полученное значение коэффициента сопротивления *а- 
движки со справочными данными, убеждаемся, что она должна быть 
закрыта примерно на 3/5.

Скорость течения

v =  / 2 g  • в.бЭ'б =* 4,43 /< Ш б =  1,37 м/с.

Пропускная способность, т. е. расход при данных условиях

Q =  0,785 • 0 ,1 2 • 1,37 =  10,8 ♦ Ю~ 3 м3/с  =  10,8 л/с.

Построение напорной и пьезометрических линий. Напомним, что 
полный напор жидкости

и  _  , м̂ан , _ V*— >
а пьезометрический напор

Рман

Гх Рассмотрим построение напорной и пьезометрической линий.для  
горизонтального трубопровода, состоящего из двух участков разной 
длины и диаметров, на одном из которых имеется вентиль (рис. 127).

Прежде всего определим пьезометрический напор сразу после 
входа в трубу и перед самим выходом из трубы (рис. 127 справа вверху).

В первом случае из уравнения (270) в форме напоров

откуда

о* ф
Нг =  Нр +  а —  +  £вх —

(а +  £вх)>2g
т. е. пьезометрический напор в сечении 2—2 понизится на величину по­
терь при входе и скоростного напора в трубе.

Рис. 127. К построению пьезометрической и напорной линий.
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Во втором случае

откуда

У2 Vs
Я. +  & И -5 -.

ffp  —  Н 2 +  2g  <?ВЫХ  а ) ^ 2-

Поскольку £вых =  1 и a ? s  I. Следовательно,, в этом случае пьезо­
метрическая отметка в сечении / — /  трубы перед резервуаром равна 
уровню жидкости в резервуаре, т. е. является водомерным стеклом.

Чтобы найти характеристики движения в любом сечении трубопро­
вода, сначала определяется скоростной напор. Д ля этого напишем

Гвнение энергии для сечений- поверхности уровней резервуаров 
- О г и Ог —  Ог

I иj / . o ft - % + х - 4 " « г + ь  * -  +
£раеш o „  + £ в ы х -

•J
2 г

Заменив скорость y2 в трубе большего сечения скоростью ^  [из 

2уравнения неразрывности щ — i>i Г , получим

нх — н/2= | ^вх +  - i -  - f  £в +  £расш+  ~ J ~ +

^ вых/ 4  J ’
где t BX, Св. £расш» Свых соответственно коэффициенты сопротивле­
ния при входе, вентиля, расширения и на выходе.

« vi 4  I <h Y  !Зная - щ - , находим - щ -  J и затем последовательно опреде­

ляем пьезометрические напоры в данных сечениях трубопровода. Напри­
мер, цля сечения D  -

-  П р о  =  Я ,  -  +  £ю  +  £» j .

Построив пьезометрическую линию, получаем напорную путем
прибавления скоростного напора (вертикальная штриховка).

Пример 27. Построить пьезометрическую и напорную линии для 
схемы рис. 127 при следующих данных: H i — 1,5 м; Я 2 =  0,5 м; / * »  
»  2 м; =  20 мм; 4  «  4 м; =  40 мм; а* =  0,06; Ха =* 0,05; £вх »

8 9 -  204 # . 225



4
0 . 5 ;  г в ы х  =  1 ;  Срасш =  1 -  -57  =  ° - 5 6 ; Е .  =  8.

Скоростной напор в первой трубе

1,5 — 0,5  = 0,5 +  0,06 — L p  +  8 +  0 ,56 +  (0 ,05  4

+ 1
0,02

24 
42

0,04

откуда =  0,06 м.

Скоростной напор во второй трубе

А 1
16

=  0,004 м.2g  ~  2g \  i  J “ °’06‘
Вычисляем соответствующие слагаемые потерь напора: 

/1ВХ =  0 ,5  . 0,065 =  0,032;

2
hu =  0,06 0,065 =  0,39;

£расш

0,02

£в =  8 • 0,065 =  0,52;

=  0,56 * 0,065 =  0,036; 

4
«0,05 ■0,04  

_ =  0,004.

0,004 =  0,02;

Выполняем проверку:

’ 1 =  0,032 +  0,39 +  0,52 +  0,036 +  0,02 +  0,004 <=* 1.

По полученным данным вычисляем пьезометрические напоры в 
соответствующих сечениях:

Н РА =  1,5 —  0,032 — 0,065 =  1,4;

Н рв  =  1,4 — 0 ,19 =  1,21 м;

Нр в  =  1,21 — 0,52 =  0,69;

Н рс  =  0 ,69 — 0,19 =  0,5;

Н РС =  0 ,5  -К 0,065 —  0,006 —  0,036 =  0,523;

HpD =  0 ,523 — 0,02 =  0 ,5  м.

Прибавив к пьезометрическим отметкам скоростные напоры (вер­
тикальная штриховка на рис. 127), получаем напорную линию.
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Пример 28. Газ. по домовому газопроводу подается на высоту Н  к 
горелке Г3 и на нулевую отметку к горелке Гн (рис. 128). Определить 
массовый расход газа в обоих случаях при следующих данных: длина 
газопровода к горелке Гв с учетом местных сопротивлений 1 — 37 м, 
его диаметр d  — 25 мм, высота Н — 20 м, коэффициент сопротивления 
горелки £г =  20, X — 0,04, начальное давление р иш  = 2 0  Па, плотность 
наружного воздуха рн =  1,2 кг/м3, плотность газа рР =  0,7 кг/м3.

А. В первом случае следует использовать уравнение энергии в фор­
ме давлений, но с выделением гравитационного члена при переходе 
к манометрическим давлениям [см. § 30, уравнение (149)]. Для условий 
данной задачи и вообще в большинстве практических случаев', где гра­
витационный член имеет значение, динамическим давлением ри2/2 можно 
пренебречь. Кроме того, в выходном сечении 2— 2  после горелки давле­
ние атмосферное, значит р шн =  0.

С учетом изложенного уравнение энергии $ 70) примет вид

S  (Рн ~  Рвн) Н  +  Ри&щ =  X   Ь !

9 ,8  (1,2 — 0,7) 20 +  20 =  ^0,04
37

0,025
-20

Рвн*

0,7и2

(271)

откуда v =  2,37 м/с.
Массовый расход ' х

М =  рвнш) =  0,7 . 2,37 • 19,6 • 10“ 4 =  31 • 10~4 кг/с^= И кг/ч.

Б. На нулевой отметке гра- 
ви?ационный член не имеет зна­
чения. Пренебрегая сопротивле­
ниями в линии,уравнение энер­
гии в данном случае будет

или
“ Сг

20 =  20 ■

Рвн*'2 
2 '

0 ,7 р2

откуда v  =  1,7 м/с.

Рис. 128. К примеру 28.

Рис. 129. Схема дефлектора.
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Массовый расход

М  =  0 ,7  • 1,7 • 19,6 . 1 0 - 4 =  22 • 10~4 кг/с =  7 ,9  к г /ч .,

Сопоставив случаи А и Б , убеждаемся, что расход через верхнюю

горелку будет в у -g- =  1,4 раза больше. Чтобы обеспечить равномерную

работу горелок, необходимо краником прикрыть верхнюю горелку, 
увеличив тем самым ее коэффициент сопротивления с £г =  20 до £г =  
=  68 .

Пример 29. Подобрать диаметр круглого дефлектора (рис. 129) 
для вытяжки смеси воздуха и дымовых газов (рвн =  0,9  кг/м^) в коли­
честве М  =  1200 кг/ч. Высота вытяжной тр у б ы '#  =  4 м. Разрежение, 
создаваемое дефлектором при ветровом воздействии в сечении 2— 2, 
Рразр ~  Ю Па. Манометрическое давление в помещении, откуда про­
исходит вытяжка, р тщ =  0. Плотность наружного воздуха рн =  
=  1,2 кг/м3. Принять: % =  0,02, коэффициенты местных сопротивлений 
при входе £Вх ~  0,6 и дефлектора £д — 1,2.

Применяем уравнение энергии в форме давлений с выделением гра­
витационного члена (271). Первое сечение берем перед трубой, где 
pMaHi — 0, а второе — в месте выхода газа из дефлектора, где создается 
разрежение, т. е. отрицательное манометрическое давление. Уравнение 
энергии для данной задачи примет вид

S  (Рн —  РВН)Я  +  Рразр ~  —  ( и  +  +  £д) • *272  ̂>

Такую задачу целесообразно решать методом подбора. Задавшись 
рядом значений диаметра £>, определяем скорость и динамическое дав­
ление из урввнения расхода. Подставив последнюю величину в правую  
часть уравнения (272), сравниваем полученный результат елевой час­
тью этого уравнения. Необходимо, чтобы обе части уравнения (272) 
были равны.

При U  =  300 мм

М *200 с о
. 0 рш .3600 • 0 ,9  • 0,785 • 0 ,3 2 — ’ М/С’

- g - .W L L S j? — 12.6 1Ь.

Подставив эти данные в уравнение (272), убеждаемся, что выб­
ранный диаметр недостаточен:

' g  (Рн —  Р.») НЯг  Рразр =  11,8 +  10 =  21,8; .

(&« +  х Т Г  +?д) =  12-6 (°-02 - р г  +  °-5 +  1 -2) =  25-

Расчет необходимо повторить (21,8 <  25).
Повторив расчет, находим, что условиям задачи удовлетворяет 

JD =  350 мм. _



Глава VI

ИСТЕЧЕНИЕ ЖИДКОСТИ 
ИЗ ОТВЕРСТИЙ И НАСАДКОВ

§ 50
Истечение несжимаемой жидкости 
из малого отверстия 
в тонкой стенке

Отверстием в тонкой стенке называется такое круглое от­
верстие, толщина стенок которого составляет не более чет­
верти его диаметра, а входная кромка скошена (не скруг­
лена).
, Рассмотрим сначала простейший случай истечения через 
незатопленное отверстие, когда капельная жидкость выте­
кает под напором в атмосферу (рис. 130). При этом движе­
ние считается установившимся: количество поступающей в- 
резервуар жидкости равно расходу ее через отверстие, дру­
гими словами, истечение происходит при постоянном напо­
ре (давлении). Приводимые ниже формулы и зависимости 
не являются принципиально новыми, они базируются на 
основных уравнениях гидравлики, т. е. на материалах 
гл. IV, V. /

Напишем уравнение энергии (270) в форме напоров для 
сечения О—О по уровню свободной поверхности жидкости в 
открытом резервуаре (рис. 130) и для сжатого сечения С—С 
вытекающей струи, где отдельные струйки приблизительно 
параллельны и движение можно считать плавноизменяю- 
щимся. Для плоскости сравнения, проведенной относитель­
но оси отверстия,

Я  +
г'ман q

Pg
гман£
Pg

+  ct-

где I -г  коэффициент сопротив­
ления отверстия.

Так как манометрическое 
давление в рассматриваемых

Рис. 130. Истечение капельной жидкос­
ти через незатопленное отверстие в тон­
кой стейке.
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сечениях равно нулю (рт „0 =  р.,тс =  0), то

»о °сЯ +  -2§- =  (« +  ? ) - | - .

Обозначим площадь сучения резервуара по плоскости 
0 —0 через Q, а стесненного сечения струи — шс- Тогда

v0Q, = Vc®c-
Мы уже знаем (см. § 44), что сжатое сечение потока зна­

чительно меньше сечения самого отверстия, т. е.
8С0Vc =  60) и Vo =  —q— vc — envc,

где е — коэффициент сжатия, зависящий от отношения п = 
=  ю/Q.

Эффект сжатия струи особенно четко наблюдается при 
истечении через незатопленное отверстие (рис. 130). 

Скоростной напор в сечении О—О можно представить так;

А=  e V  —
Ч  Ч '

При п <  0,5 (б <  0,644, см. с. 192) произведение e V <  
<  (0,5 • 0,644)2 «  0,1. Следовательно, скоростной напор 

с,2 , ,
составляет менее 10% скоростного напора в сжатом

сечении и им можно пренебречь. Отверстия, соответствую­
щие этим условиям, называют малыми.

Для малых отверстий уравнение энергии запишется так:

vcН = (а +  5). с2г ’
от-куда скорость вытекающей струи

Vc =  о  =  - 7J = = r V 2 ^ H  =  ф У Щ Й , (273)
У а +  £

где коэффициент скорости
<Р =  - -= L _— . (274)

V  * + ■£
В идеализированном случае, когда скорости отдельных 

струек в сечении С—С одинаковы (а =  1) и потери отсут­
ствуют (£ =  0), коэффициент скорости ф =  1 и

v =  V2gH .  (275)
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Последняя формула была получена Торричелли в 1643 г. 
на основе непосредственных наблюдений над скоростью ис­
течения через отверстие при разных напорах Я.

Следует подчеркнуть, что формула (273), имеющая широ- 
кое распространение, на практике представляет собой урав­
нение энергии, разрешенное относительно скорости во вто­
ром сечении.

Соотношение (274) показывает, что коэффициент скорос­
ти учитывает уменьшение скорости истечения вследствие 
потерь и неравномерного распределения скоростей в сжатом 
сечении. Для рассматриваемой схемы истечения можно 
принять £ =  0, т. е. пренебречь потерями. Однако нерав­
номерность распределения скоростей в сечении С—С су­
щественна. Согласно опытам Базена а  =  1,06. Тогда

ф =  ' - J -  г- =  0,97.
/ 1 , 0 6  +  0

Выведем теперь формулу для расхода, представив ее 
как произведение сечения отверстия (с учетом сжатия струи) 
На скорость истечения:

Q =  шсУс =  ейшс-

Подставим сюда скорость вытекающей струи vc из вы- 
ражения (273):

Q =  £(0ф У Щ Я  =  \ ш > У Щ В , (276)

Р и с. 131. И стечение через затопленное отверстие:
а — капельная жидкость; б — газ при малой разности давлений

— а?
— -4t-

------- с

-

-  _ 1

|
|

:
1 1 

О О 
1

№
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где коэффициент расхода
\i =  еф. (277)

Величину этого коэффициента, для малых отверстий в 
среднем принимают равной \i =  0,64 • 0,97 =  0,62.

Рассмотрим теперь случай, когда жидкость перетекает 
через малое отверстие из одного резервуара в другой вслед­
ствие разности давлений h = Hi— Я 2 (рис. 131, а). Здесь 
вытекающая струя перемешивается с окружающей покоя­
щейся жидкостью, и отверстие называется затопленным.

- Напишем,- как и в предыдущем случае с незатопленным 
отверстием, уравнение энергии для сечений 1—1 и С^-С от­
носительно плоскости сравнения, проведенной по оси от­
верстия: ’

Р ы т  с  V с  , V C

Я1 =  - ^ ~  +  “ ' 2 Г + с ~W
Высоту давления в сжатом сечении С—Сложно считать 

с некоторым приближением равной геометрической высоте 
# 2- Тогда

Отсюда скорость истечения

Vc =  V =  <р V 2 g  (Н 1 -  Я 2) =  ф ] /2 Р -  (278)

Подставив в формулу (278) вместо v с его значение —Я -,
получим формулу расхода:

Q  =  ц б  V 2 g  ( Н г — Я 2) =  \а& V ^ g H ,  (279)
где коэффициенты ф, е, \i считают такими же, как и для не- 
затопленного отверстия.

Аналогичная схема истечения через затопленное отвер­
стие и для газа (воздуха), перетекающего из пространства 
под давлением pi в ту же среду с меньшим давлением рг 
(рис. 131,6). Уравнение энергии (270) в форме давлений 
Для сечения / —/, достаточно удаленного от отверстия, где

ppf
cii - j -  ^  0, и для сжатого сечения С—С

Л - к + . 4 - + * 4 -  -
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Давление в струе рс считаем равным давлению окружаю­
щей среды (рс =  р2). Тогда

Р vc
Pi = Р2 Ч 2 (а  О*

Отсюда

В =  Ф ^ 2 Ы : . ^ ! 1 ;  (280)

<Э =  [ш / r S E K  =  (l(0| / 2 ^ - ,  ■ (281)

где Ар =  pi— рг.
Необходимо подчеркнуть, что формулы (279), (281) для 

истечения газа (воздуха) применяют лишь при малых пе­
репадах давлений, когда газ можно рассматривать как не­
сжимаемую жидкость (см. § 55).

§  51
Нормальная диафрагма 
для измерения расхода

.Коэффициент расхода отверстий в тонкой стенке — величи­
на мало изменяющаяся. Это дает возможность широко 
использовать такие отверстия для измерения расходов 
жидкости и газа. Отверстия, выполненные по определенным 
правилам [21], называются нормальными диафрагмами.
' Нормальная диафрагма — это круглое отверстие с до­
статочно острой кромкой, но без заусенцев (рис. 132). С тыль­
ной стороны отверстие имеет расточку под углом 45°. Пе­
репад давления, возникающий при течении жидкости через 
диафрагму, измеряется дифференциальным манометром 
(рис. 133). Напишем уравнение энергии (270) в форме дав­
лений для сечения 1— 1 перед диафрагмой и сжатого сече 
ния С—С после диафрагмы:

, К  , . -  Р °с
Pi Ч- <*i 2 ~  Рс Ч~ ас g— Ь £с —<Г~ *

На рис. 134 показана кривая изменения давления вдоль 
трубы на участке расположения диафрагмы. Видно, что 
давление сразу уменьшается послё диафрагмы, достигая 
минимального значения в сжатом сечении С—С, где скорос­
ти наибольшие, а затем постепенно- повышается за сч^т
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частичного преобразования кинетической энергии потока в 
потенциальную. В сечении 3—3 поток уже стабилизировал­
ся и давление рн существенно больше рс, но меньше pi. Раз­
ность давления pt — рн равна потере давления в^диафрагме, 
механизм которой рассматривался в § 45. Из конструктив­
ных соображений отбор давлений в нормальной дйафрагме 
производят непосредственно перед и за ней, где давления

несколько отличаются от р{ и рс. 
Поэтому перепад давления, изме­
ренный дифференциальным мано­
метром,

0t785pa
&p = k (рг — рс),

где k — коэффициент, учитываю­
щий изменение расположения мест 
отбора давлений по сравнению с се­
чениями /— 1 и С—С.

Рис. 132. Нормальная диафрагма для из­
мерения расхода.

Рис. 133. Измерение расхода с помощью 
диафрагмы.
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В отличие qt рассмотренных в § 50 случаев истечения че­
рез затопленное отверстие,, диафрагму обычно выполняют 
при п >  0,4, т. е. диафрагму нельзя считать малым отверс­
тием (при п <  0,4 она будет оказывать слишком большое 
сопротивление). Поэтому в данном случае динамическое

pyf
давление перед .диафрагмой a t —g-.

г. 4Q 4QВыразив скорость через расход vt =  , vc =
/ d \ 2и введя отношение п =  I— ] , переписываем выражение 

для перепада давлений с учетом уравнения энергии так:

&Р =  k -2 ( i S r ) 2 (“ с +  fc -

откуда

Q =  ^ / 2 ^ .  ' (282)

где коэффициент расхода

Ц, =  8 ac ~\-l,c — aLs2n* *

Как следует из выражения (283), коэффициент расхода 
диафрагмы является сложной' функцией ряда факторов. 
Тем не менее решающим является степень сужения трубы

/ d \ ̂отверстием диафрагмып =  1-^-\ . Для нормальной диафраг­

мы рекомендуется брать такие значения р в зависимости от 
п [21]:

n = ( A . J  0,1 0,2 0,3 0 ,4 ' 0 ,5  0,6 0,7

ix 0 ,6  0 ,615 0,633 0,66 0,69 0,74 0,8

* Итак, имея показания дифференциального манометра h 
и определив по формулам (33) или (34) соответствующий пе­
репад давлений Ар, приняв согласно приведенной таблице 
кoэф^фициeнт расхода р для данного отношения п и зная, 
накЬнец, диаметр диафрагмы d, по формуле (282) определя­
ем расход.

235



Пример 30. А. Определить расход воды через нормальную диаф­
рагму, если ее диаметр d — 50 мм, диаметр трубы D  == 100 мм, перепад 
Давления по дифференциальному манометру к  =  100 мм рт. ст.

По формуле (33) '
Д/7 =  9 ,8  (13,6 — 1) • 10*.• 0,1 =  12 300 Па.

При п — 0,25 коэффициент ц =  0,622 (с. 235). /
По формуле (282) искомый расход

Q =  0,622 • 0,785 • 0,05* ] / * 2  =  0,00614 м3/с  =  6,14 л/с.

Б. Определить расход газа через нормальную диафрагму, если ее 
диаметр d ~  200 мм, диаметр трубы D — 300 мм и перепад давления по 
дифференциальному манометру h — 100 мм вод. ст. (плотность газа 
р =  0,7 к г /рй3) .

Перепад давлений по формуле (34)

Ар =  100 • 9 ,8  =  980 Па.

При п =  0,44 коэффициент fi =  0,68 (с. 235).
Искомый расход

Q =  0 ,68 • 0,785 • 0 ,22 ] / " 2  - | у -  =  0,394 м*/с =  990 кг/ч.

Массовый расход -  '

М  =  pQ =  0 ,7  0,394 =  0,275 кг/с =  990 кг/ч.

Напомним, что формула (282) справедлива для газов 
только в том случае, если перепад давления в диафрагме 
невелик — менее 3000 Па, или 300 мм вод. ст. (см. § 25).

Нормальная диафрагма имеет малые габариты по сравне­
нию с другими сужающими устройствами для измерения 
расхода (соплами или трубами типа Вентури). Это преиму­
щество, несмотря на большее сопротивление, и обусловли­
вает широкое распространение измерительных диафрагм.

Более подробные сведения об измерении расхода жид­
кости с помощью нормальных диафрагм и других аналогич­
ных приборов можно найти в специальной литературе [21].

§ 52
Расчет отверстий 
для аэрации зданий

Аэрацией называется организованная естественная венти­
ляция зданий. Наибольшее практическое значение аэрация 
имеет в промышленных помещениях, где преимущественной 
вредностью является тепло (в котельных, кузницах, литей­
ных. цехах и т. д.).
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Верхней границей скорости истечения считают скорость 
омакс =  12 м/с (это значение ограничивается фактором 
шума). ,̂

Воспользовавшись формулой (280), легко 
необходимую разность давлений Армакс для создания ука­
занной скорости. Приняв р =  1,2 'кг/м3 и ф =  0,9, получим

откуда Ар =  106 Па =? 10 мм вод. ст.
Приведенный расчет подтверждает, что в вентиляцион­

ных системах разности давлений малы, что и позволяет 
здесь рассматривать воздух как несжимаемую жидкость.

Разберем простейшую схему аэрации здания с избыточ­
ным теплом, когда плотность воздуха внутри здания (рвн) 
меньше плотности наружного воздуха (рн). Обозначим рас­
стояние между отверстиями Я (рис. 134). Столб наружного 
воздуха высотой Я тяжелее такого же столба внутри поме­
щения. Поэтому, ссли открыть створки отверстий, воздух 
должен входить в нижнее отверстие и выходить через верх-- 
нее, как показано стрелками на рисунке. При этом, как 
только что было доказано, для создания заметной скорости 
истечения достаточно ничтожной разности давлений, что 
подтверждается и непосредственными наблюдениями.

Рис. 134. Схема расположения аэрационных отверстий в промышлен­
ном здании.
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Давление перед входным отверстием равно атмосферно­
му. Для создания же движения воздуха ^необходим перепад 
давления. Следовательно, после входного отверстия внутри 
помещения образуется давление меньше атмосферного от­
носительно оси этого отверстия. Перепад давления

АРвх — Pi р2 ~  Ра Р ~  Рразр» 

т. е. равен разрежению.
Аналогично рассуждая, приходим к выводу, что перед 

выходным отверстием устанавливается давление больше ат­
мосферного и перепад давления равен манометрическому 
давлению относительно оси верхнего отверстия:

Лрвых — Pi Р 2 ~  Р Ра ~  Рман-

При расчете воздухообмена важно знать не объемный, 
а массовый расход воздуха. В связи с этим перепишем фор­
мулу (281) так:

/M=pQ =  |K opj/r2 '-^ -  =  (w)K2pZp. (284)

Это и есть формула для расчета аэрационных отверстий, 
где перепад Ар определяется конкретными условиями. 
В частном случае схемы рис. 134 для входного отверстия

== И-Wbx V 2 р нрразр>

а для выходного

■Л̂вых =  fJ-СОвых V 2 рвнРман*
Расход для обоих отверстий одинаков (Мвх =  Мвых), по­

этому
Ц(йвх V 2 рн разр — И-®вых V  2 рвнРман*

Сократив на и полагая рн/рвн «  1, получаем

Р разр^вх ^ман®вых'

Последнее соотношение показывает, что манометриче­
ское давление в верхнем отверстии и разрежение в нижнем 
зависит от площади сечения самих отверстий. Если они оди­
наковы, то

С0ВХ =  03Вых И Рразр =  Рман»

т. е. манометрическое давление перед выходным отверстием 
равно разрежению после входного отверстия.

В самом помещении движение воздуха происходит с
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очень малыми скоростями. Поэтому без большой ошибки 
можно рассчитывать распределение давления по высоте по 
гидростатическому закону. В рассматриваемом случае, ког­
да верхнее и нижнее отверстия одинаковы, получаем эпю­
ру распределения манометрического давления, показанную 
на рис. 134. Линия атмосферного давления (так называемая 
нейтральная плоскость) проходит посередине. Рассуждая, 
как и при определении тяги в вытяжной трубе (§ 12), находим

If
Рразр — Рман =  §  (рн Рвн) £ ’ (285)

Если сечения входного и выходного отверстий не равны 
между собой, то рраэР Ф  Рман- При о)вх >  совых величина
Рман Рразр» Наоборот, При С0ВХ <С в̂ых Рразр Рман* Та-

- ким образом, регулируя сечения входного и выходного 
отверстий, можно изменять эпюру распределения давления 
по высоте и расположение нейтральной плоскости.

Эпюра распределения давления, приведенная на рис. 134, 
показывает, что манометрическое давление внутри "по­
мещения при наличии тепловых избытков возрастает по 
высоте (разрежение в нижней части графика характеризует 
отрицательное манометрическое давление — см. § 10). Ана­
логичное явление увеличения манометрического давления 
по высоте, когда рвн <С рн> мы уже рассматривали при рас­
пределении давления в газовом стояке (см. § 12).

Пример 31. Определить воздухообмен в помещении (рис. 134) 
при следующих условиях: расстояние между отверстиями по вертикали 
#  =  8 м; плотность наружного воздуха рн — 1,2 кг/м3; плотность воз­
духа внутри помещения рвн =  1,15 кг/м3; размеры отверстий одина­
ковы и равны со =  2 X 2 =  4 м2.

Согласно условию (285), определяем манометрическое давление перед 
выходным или разрежение после входного отверстия:

Рман =  Рразр =  9 ,8  (1,2 1,15) 4 =  1,96 Па.

Для данной схемы эти давления равны перепаду давления в отверс­
тии. Применив формулу (284), находим искомый массовый расход 
(коэффициент расхода здесь принимают обычно равным (л =  0,7):

М =  0 , 7 - 4  У Г П ^ П Т , 96 =  6,1 кг/с =  22 ООО кг/ч.

Рассмотренная схема аэрации не учитывает действия 
ветра. В последнем случае давления перед входным отверс­
тием и после выходного отверстия отличаются от атмо­
сферного и перепад давления в отверстии соответствующим 
образом изменяется (расчет такого случая см. § 65).



Количество раздаваемого и засасываемого воздуха че­
рез щели также рассчитывается по формуле (284). При этом 
в случае раздачи воздуха Ар равно манометрическому 
давлению, а при засасывании — разрежению в воздухо­
проводе.

^  § 53
Истечение через насадки

Короткая труба длиной от 3 до 8 ее диаметров называется 
насадком.

Выведенные в § 50 формулы скорости и расхода при ис­
течении через отверстия пригодны и для насадков, однако 
коэффициенты при этом будут другие. В насадке струя сна­
чала сжимается, как в отверстии, а потом расширяется, за­
полняя все сечение (см., например, рис. 135,6). Расчетным 
тут является не сжатое сечение С—С, а сечение 2—2 на вы­
ходе, для которого коэффициент сжатия 8 = 1 .  Поэтому 
для насадков

Ц =  8 ф ^ ф .
Внешний цилиндрический насадок представляет собой 

отрезок трубы, присоединенный к отверстию. Такие насад­
ки часто встречаются на практике. Например, нагнетатель­
ные патрубки в системах вентиляции работают как внешние 
цилиндрические насадки.

Чтобы обеспечить заполнение сечения на выходе жид­
костью (воздухом) такого насадка, его длина должна быть 
не менее трех диаметров. Картина явления здесь аналогич­
на входу в трубу (рис. 135, б). Заштрихованная вихревая 
зона является источником существенных местных потерь 
энергии, вследствие чего коэффициент скорости ф (опреде­
ленный по скорости на выходе) оказывается значительно 

« меньшим 1. Если принять коэффициент сопротивления, как 
при входе в трубу, £ =  0,5 и коэффициент Кориолиса на 
выходе а 2 =  1, по формуле (274) получим

У щ  +  1  / 1 + 0 , 5

Так как \i =  ф, то и |л — 0,82. ,
Таким образом, цилиндрический насадок, несмотря на 

большие потери, увеличивает расход по сравнению с от-
0 82 ' , 

верстием в y g j  — 1,3 раза. Объясняется это тем, что уве-
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личение е (от 0,64 до 1) перекрывает уменьшение ф (от 0,97 
до 0,82). Если рассматривать сжатое сечение С—С , то боль­
шая скорость в этом сечении по сравнению со скоростью в 
отверстии (при прочих равных условиях) обусловлена

Рис. 135. Типы насадков:
а  — внутренний цилиндрический; в  внешний цилиндрический; в — кони- 
чески-сходящ ийся; г  — коноидальиыЙ; д  — Конически-расходящийся; е — 
винтовой.

а 5

м

в
№ d

г



образованием вакуума в сечении С—С. Насадок как бы под­
сасывает жидкость из резервуара.

С увеличением длины насадка он переходит в короткий 
трубопровод, в котором в той или иной степени сказывает­
ся влияние потерь по длине (рис. 136). В этом случае фор­
мула коэффициента скорости или расхода принимает вид

<р =  |Л =  1 ----- . (286)
V ^ у щ + т ^ + т

Определим, при какой длине трубы ее коэффициент рас­
хода будет иметь значение |л =  0,62, т. е. такое, как при ис­
течении через отверстие такого же диаметра. Приняв К =  
=  0,03 и £вх =  0,5, находим

О -------------- !_______
u ’u z  ”  1 +  0,5  +  0 ,№ / d  ’

откуда lid =  36. Таким образом, труба длиной 36d пропус­
кает такой же расход, что и отверстие равного диаметра.

Движение капельной жидкости в цилиндрическом на­
садке ограничивается минимальным давлением, или наи­
большим вакуумом в сжатом сечении С—С (рис. 135, б), 
при котором упругость паров, насыщающих пространство, 
меньше этого давления. Величина же указанного давления 
(вакуума) в конечном итоге зависит от напора в резервуаре 
Я. Поэтому существует определенный предел для напора, 
выше которого работа насадка нарушается, струйки уже не 
расширяются до стенок и истечение происходит как через 
отверстие. й

Определим предельный напор Япр. Для этого напишем 
уравнение энергии (270) в форме напоров для сжатого сече-

' Рис. 136. Короткий трубопровод.
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ния С—С и выходного сечения 2—2 (рис. 13.5, б):

+  .£нас -К— ,

ГДе <£нас коэффициент сопротивления насадка/

Заменив vc =  и v2 = ср Y 2^Я, получим выражение 
для вакуумметрической высоты в сечении С — С:

Если принять величину допустимого вакуума hBaK =*

Приведенные данные относились к насадкам, края кото» 
рых не скошены. При достаточном скруглении входной 
кромки (rid >  0,2) можно избежать вихревых зон и обра: 
зования сжатого сечения при входе, благодаря чему значе­
ния коэффициентов |л и <р возрастают до 0,95.

Внутренний цилиндрический насадок представляет со­
бой выдвинутый во внутрь пространства, откуда происхо­
дит истечение, отрезок трубы (рис. 135, а).

Применим закон количества движения. При данном 
расположении насадка реакции стенок не проектируются 
на направление' движения. Поэтому (при коэффициенте 
Буссинеска Р =  1)

Сила давления Р определяется гидростатическим давле­
нием столба жидкости высотой Я, т. е. Р — pgH®. Тогда

ht'вак —■
Рмамс

рg  2 g  е 2 (1 ~h £нас)

Тогда
Поставим значения е =  0,64, ф =  0,82 и £нас =  0,5.

hmK =  0,822Я 0,67 Я.

=  9 м
Япр =  9/0,67 =  13,5 м.

gH =  о2, откуда v = Y gH .
*
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С другой стороны, по формуле (273) 

и =  <р УЩЩ-
Сравнив оба выражения скорости, получим 

Ф =  1 /|/2  =  0,71;
следовательно, |л =  0,71.
Полученные значения вполне согласуются с опытными 

данными. Меньшие значения ф и ja для внутреннего насад­
ка по сравнению с внешним объясняются большим эффектом 
сжатия струи и связанным с этим увеличением вихревых 
зон, что ведет к увеличению потерь.

По схеме внутреннего насадка рассчитывают всасываю­
щие патрубки вытяжных вентиляционных устройств.

Пример 32. Определить массовый расход воздуха через всасываю­
щий патрубок диаметром D =  200 мм при разрежении в коллекторе 
Рразр =  100 Па и плотности засасываемого воздуха р =  1,1 кг/м3 
при значении jx =  0,7.

По формуле (284)

М  = 0 ,7 -  0 ,785 • 0 ,2 2 У 2 • 100 - 1 , 1  =  0,47 кг/с =  1700 кг ч,

Конически-сходящийся насадок (рис. 135, в) дает ком­
пактную струю и незначительное рассеивание ее кинети­
ческой энергии, Поэтому такие насадки применяют там, где 
по условиям работы важны указанные свойства струи: в 
гидромониторах для разработки грунтов и горных пород 
способом гидромеханизации, в специальных наконечниках 
на брандспойтах (спрысках), в струйных аппаратах (гидро­
элеваторах и эжекторах).

Картина истечения из конически-сходящегося насадка 
в значительной степени зависит от угла его конусности ©. 
При малых значениях © сразу за входным сечением обра­
зуются отрывные течения и такой насадок работает почти 

, как цилиндрический. Наоборот, при больших значениях © на 
входе течение почти безотрывно, зато на выходе из насадка 
образуется сжатое сечение, как при истечении из отверстия. 
Существует определенное оптимальное значение угла ко­
нусности сужающихся насадков: © =  10 15°. В этом
случае ф =  0,96, е =  0,98, ja =  0,94.

Конически-расходящийся насадок (рис. 135, д) вслед­
ствие добавочного расширения струи обусловливает воз­
растание потерь энергии и уменьшение коэффициентов <р и 
ja до 0,45.

Однако пропускная способность расходящегося насад-
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ка больше пропускной способности цилиндрического при 
одинаковых размерах входа. Например, если степень рас­
ширения (D/d)2 — 2, отношение расходов через эти насад­
ки 2 = 1 , 1 .  Чтобы поток не отрывался от стенок, угол
конусности насадка не должен превышать 12°.

В расходящемся насадке вакуум во входном сечении воз­
растает по сравнению с цилиндрическим, что уменьшает 
предельный напор, необходимый для его работы.

Коноидальный насадок — это насадок, спрофилиро­
ванный по контуру вытекающей из отверстия струи 
(рис. 135, г). При соблюдении размеров, указанных на рисун­
ке, и . тщательной обработке поверхности ср =ц  =  0,98.

Коноидальные насадки применяют в лабораториях, а 
также как устройства для измерения расхода (нормальное. 
сопло).

Винтовой насадок. Для охлаждения воды в брызгаль- 
ных бассейнах промышленных предприятий и тепловых 
электростанций применяют специальные насадки, которые 
в противоположность конически-сходящимся должны как 
можно интенсивнее разбрызгивать вытекающую струю. 
Наибольшее распространение получили винтовые насадки 
(рис. 136, е). Они обеспечивают вращательное движение 
струи, которая под действием центробежных сил выбра­
сывается из насадка в виде рассеивающего факела, способ-' 
ствующего быстрому охлаждению жидкости? Для такого 
насадка ф =  р, — 0,95.

§  5 4
Зависимость коэффициентов истечения 
от числа Рейнольдса

Приведенные выше значения коэффициентов истечения для 
отверстий и насадков различной формы относятся к доста­
точно большим числам Рей- р щ
нольдса, когда влияние 1 1____ —
вязкости на истечение не Q9 --------

-проявляет себя в сколько- до—— --------
нибудь заметной степени, qz ^ -----------------------
 ‘1--------------------------- 1— ~ м
Рис. 137. Зависимость коэффи­
циентов истечения из малых от-
верстий в тонкой стенке от числа 0Л •
Рейнольдса, (по 'А. Д . Альт- о з ___________________ _____ ______
шулю). 10 10* 103 Ю* 10s 10*to  to 2 to *  to *  10я Ю
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Однако при истечении жидкостей повышенной вязкости 
(например, при подаче смазочных масел, при подаче 
топлива в форсунках, в гидросистемах), а также в не­
которых других случаях, когда числа Рейнольдса невели­
ки, обнаруживается влияние последних на коэффициенты 
истечения.

На рис. 137 приведены (по А. Д. АльтшулЮ) зависи- 
*мости коэффициентов ф, 8 и fx от числа Рейнольдса Re0 =  

V2sHd— i—ё—  дЛЯ случая истечения из малого отверстия в тон­
кой стенке. По рисунку видно, что значения ф монотонно 
возрастают с увеличением Re0, приближаясь при Re0 да 
«  100 ООО к ф =  0,97. Коэффициент сжатия в монотонно 
уменьшается от 1 до 0,6 с увеличением Re0. Коэффициент 
расхода jх изменяется по более сложному закону, достигая 
максимума в пределах Re0 =  500 +  1000. Для Re0<  10 000 
коэффициент расхода можно подсчитать по формуле

II =  0,592 +  5 ( 2 8 7 )
Для внешних цилиндрических насадков Б. Б. Некрасов 

рекомендует [91 формулу

I1 = ----------к — Г  ’ ' <288>
'•2 3 + W TЛ

где - j  — отнбсительная длина насадка.
Согласно этой формуле при Re со ^ = ^ Макс =  0,813.

§ 55
Истечение сжимаемой жидкости (газа) 
из отверстий

Рассмотрим явления истечения при большой разности дав­
лений, когда газ нельзя рассматривать как несжимаемую 
жидкость/

Прежде всего условимся считать изменение состояния 
газа при истечении адиабатическим. Это допущение доста­
точно обоснованно, поскольку при значительной разности 
давлений за счет преобразования потенциальной энергии в 
кинетическую в отверстии возникает столь большая скорость, 
что поток не успевает отдать свое тепло стенкам и окружаю­
щей среде, куда он вытекает. Для такого процесса приме­
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нимо уравнение Бернулли (154). Обозначим характерис­
тики среды в резервуаре, откуда происходит истечение 
(рис. 138), с индексом О, а параметры вытекающей струи без 
индекса. Тогда

Решение последнего уравнения требует дополнительных 
условий, поскольку состояние газа в вытекающей струе за­
ранее неизвестно. При рассмотрении адиабатического про­
цесса* течения на i — s-диаграмме параметры вытекающей 
струи отвечают точке 2 на кривой 1—2, отклоняющейся 
вправо (рис. 76, § 31).

Формула Сен-Венана. Если в первом приближении 
пренебречь влиянием сопротивлений (которые здесь невели­
ки), процесс истечения можно считать изоэнтропическим. 
На рис. 76 он представлен вертикальным отрезком 1—2'.

Применяем уравнение Бернулли для невязкой сжимае­
мой жидкости (150): t

Использовав термодинамическое соотношение =

Это и есть формула Сен-Венана для скорости истечения 
газа. При скордстях истечения v <  70 м/с эта формула

i0 =  i +  v2I2,
откуда скорость истечения

v =  Т/5(10 — I). (289)

Ро k _  р k xfl
Ро k — 1 р k  — 1 2 '

Разрешив его относительно скорости, находим

Согласно уравнению состояния (9),

(290)

k
, получим

« V — k
2k

fe-i
k

(291)
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приводится к формуле^Торричелли для несжимаемой жид­
кости .(§ 25)

Максимально возможная скорость истечения газа, со­
гласно формуле (291), будет при давлении р =  0:

' .=  /  T ^ r - t  =  V ^ T R T -  (292>

Это гипотетический случай, когда истечение происхо­
дит в среду с абсолютным вакуумом и потенциальная энер­
гия сжатого газа полностью переходит в кинетическую. 
В условиях космического полета этот случай вполне реален.

Критические параметры истечения. Анализ и экспери­
мент показывают, что в отверстии максимально возможная 
скорость истечения не может быть достигнута. Граничной 
является критическая скорость истечения, равная местной 
скорости звука:

vKp = а. (293)
Чтобы понять это очень важное обстоятельство, обратим­

ся к схеме рис. 138. Скорость в отверстии образуется за счет 
энергии давления в резервуаре. Давление в вытекающей 
струе равно давлению окружающей среды и управляется им, 
поскольку влияние среды распространяется на струю (се­
чение К— К) с местной скоростью звука, вследствие того, 
что сами частицы газа движутся из резервуара наружу со 
скоростью истечения v, скорость распространения влияния 
окружающей среды прбтив движения относительно отверс­

тия составит а — v. Однако 
указанное внешнее влияние 
среды действует на процесс ис­
течения до тех пор, пока ско­
рость истечения меньше а.

Допустим, что при постоян­
ном давлении в* резервуаре 
р0 д&вление среды р, куда про­
исходит истечение, уменыпа-

Н 8 ^
у Рис. 138. Истечение газа (возду-
** ха) при большой разности давле-

К ний.
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ется. При этом увеличивается перепад давления и скорость 
истечения возрастает. При достижении скорости своего кри­
тического значения (v =  а) сечение К— К становится пре­
пятствием для влияния извне (так называемым звуковым 
барьером) и давление внешней среды р тогда уже не может 
распространяться на сечение К—К . В этом случае при v =  
= а на струю уже влияет не давление окружающей среды, 
а параметры газа в резервуаре. При дальнейшем уменьше­
нии давления окружающей среды р характеристики струи 
остаются без изменения (поскольку параметры газа в ре­
зервуаре постоянны), т. е. сохраняют свои критические 
значения.

Найдем выражение для критической скорости. Квадрат 
скорости распространения возмущений (звука) при усло­
вии изоэнтропического процесса согласно уравнению (121)

Р

Заменив отношение —  произведением RT  и извлекая 

квадратный корень, получаем

а =  V kR T . (294)
Теперь на основе условия (293)

к̂р — ] / kRTKp. (295).
Однако критическая температура вытекающей струи 

Гкр пока еще неизвестна. Ее нетрудно определить, восполь­
зовавшись соотношениями (290), (295):

I p . ) - k R T v .

ИЛИ

откуда
2 (7*0 Т’кр) — (k — 1) Т  Кр,

(296)
Следовательно, критическая температура истечения со­

ставляет 2!(k 1) от начальной температуры среды Т0 в
резервуаре. Например, для воздуха при tb =  20° С, k =
=  1,4 Гкр =  j-—  (273 +  20) =  244 К =  -2 9 °  С.
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Подставив соотношение (296) в формулу (295), находим 
окончательно выражение для критической скорости в за­
висимости от начальной (заданной) температуры истечения
Т*. ________

2k RT0. (297)t>„P = у  ■k +  \
Критическая скорость истечения, например воздуха при 

t =  20° С

иКр =  V  287 • 293 =  314 м/с,

в то время как местная скорость звука при той же темпера­
туре по формуле (295) t

а =  К М  г 287 • 293'= 343 м/с.
Значение критической скорости получилось меньшим 

скорости звука при той же температуре вследствие того, 
что в вытекающей струе температура намного меньше, чем 
начальная в резервуаре.

Поделив выражение (292) на (297), находим отношение 
максимальной скорости к критической:

м̂а̂ с
/ 4 ^ 7 -  <2 9 8 >

Следовательно, для воздуха критическая скорость мень­
ше максимально возможной. -

Имея соотношение (296) для критической температуры, 
можем получить формулы и для других критических пара­
метров.

Подставив уравнение (296) в соотношение для изоэнтро-
k

р • ' ( т  \ k~~lпического процесса ~  =  I I , находим критическое
Ро \ /

отношение давлений

к̂р
Ро \ k V-

ft-1
(299)

Это отношение для воздуха составляет - ^ -  =  0,53, а
Ро

для природного газа (& =  1,3)— 0,55. Таким образом, 
при истечении газа в атмосферу, если начальное давление
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в резервуаре pQ— -Q-g • - =  185 ООО Па =  185 кПа и соот­
ветственно манометрическое давление ршн — 185 — 101 =
=  84 кПа, в отверстии возникают условия для критиче- 4

Критический расход. Массовый расход, выраженный с 
помощью критических параметров,

-Л4кр == ®Ркр̂ нр*
С учетом выражений (296), (300) критический расход 

представляется через начальные параметры:

Для воздуха ¥ кр =  0,68, для природного газа — 0,66.
Формула (302) для критического расхода применяется 

в тех случаях, когда отношение р(р0 меньше критического
Ркр/Pq- ' _
- При р/р0 >  /?кр/Ро скорость истечения меньше крити­

ческой и ее значение вычисляется по уравнению Сен-Венана 
0 (291). Массовый расход в этом случае

ского режима истечения.

Р о
отношение плотностей

Учитывая еще, что — , находим критическое -

(300)

k

^ Р  =  “ р » ( - 4 т - ) й 1 У - ь т * ? »

Заменяя Т0 =  , получаем

Мкр=<я( k ) У  - щ г г У р ф о - ^ к ^ У Р о Р о ,  (301)
1

' V s % T - -  (302)

М =  сору =  юр
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Последняя формула неудобна для псшьзования. Поэтому 
ее переписывают так:

(303)
где

т # т [
р

Ро

JM-1

Р

Ро
(304)

График этой зависимости для воздуха (<к =  1,4) приве­
ден на рис. 139. С увеличением перепада давлений, т. е. с
уменьшением отношения значения ¥  возрастают. При
критическом отношении давлений (р!рКр =  0,53) величина 
¥  достигает своего максимального значения (0,68). С даль­
нейшим уменьшением р!р0 (т. е. при увеличении перепада 
давлений), согласно уравнению (304), величина ¥  также 
должна уменьшаться (штриховая. линия на рис. ,139). 
В том, что при р/р0 — рщ!ро величина ¥  =  ¥ макс, т. е. 
уравнение (304) переходит в формулу (302), можно убедить­
ся, исследуя уравнение (304) на максимум и минимум функ­
ции. Однако трудно представить, чтобы расход уменьшался

с увеличением перепада
Ч>

0,6
0,5

0Л
0,3
0,2

0,1

Г - *

/
/ N

/

/ \
/

ш

/ * \/ \
/
/ т4 \

р 1 mi.

U— .1 1 1
Ж

давлений. Остается пред­
положить, что при р!р0 <£ 
<  Ркр/А» т. е. при сверх- 
критическом перепаде 
давлений, расход сохра­
няет постоянное значе­
ние, равное критическо­
му (горизонтальная npsb
Рис. 139. График для опре­
деления коэффициента ^  в
формуле (304).



мая на рис. 139). Такое предположение вполне оправды­
вается опытом. Физическая трактовка рассмотренных) яв­
ления была дана выше на с. 249.

Напомним, что при малых перепадах давлений приме­
нимы обычные формулы гидравлики. Если ограничиться 
точностью определения расхода до 5%, то формулами гид­
равлики можно пользоваться в диапазоне p/pQ — 1 -г- 0,9.

Коэффициент расхода. Приведенные соотношения полу­
чены в предположении идеального изоэнтропического про­
цесса истечения. Особенности действительного истечения по 
аналогии со случаем несжимаемой жидкости учитываются 
соответствующими коэффициентами.

Коэффициент расхода, (см. § '50) равен <ре. Коэффициент 
сжатия для отверстий в тонкой стенке и несжимаемой жид­
кости е — 0,64, однако с увеличением перепада давлений
и влияния сжимаемости величина ё возрастает: .

р/р 0 1 0,9 0,8 0,7 0,6 0,55
е 0,61 0,62 0,64 0,67 0,71 0,74

Заметно увеличивается е вблизи критического режима 
и при критическом перепаде давлений 8* =  0,74.

Коэффициент скорости для отверстий близок к 1 и его 
можно принимать, как и в случае несжимаемой жидкости, 
равным 0,97.
"" Итак, общая формула для массового расхода газа (воз­

духа) при истечении через отверстия принимает вид

Л4 =  р*о) l/ftjpi, (305)
дае [а* =» фе'Р — приведенный коэффициент расхода для 
случая истечения сжимаемой жидкости.

При критическом режиме величина WKp вычисляется 
по формуле (302): для воздуха ¥ кр =  0,68, для природно­
го газа — 0,66; коэффициент сжатия бкР =  0,74 и ф =  0,97. 
Таким образом, jx* =  0,97 • 0,74 • 0,68 *= 0,49 для воз­
духа и р,* =  0,48 для природного газа.

При докритическом режиме W вычисляют по формуле
(304) либо принимают по графику рис. 139: е выбирают в за­
висимости от перепада давлений р/р0 согласно приведенным 
данным.

Пример 33. Определить расход газа через предохранительный кла­
пан, установленный на выхлопном устройстве газораспределительного 
пункта. Давление в системе р т и — 600 кПа; температура i =  20° С;
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рабочее сечение клапана ю =  20 см2; газ природный [газовая постоян­
ная R — 520 Д ж /(кг • К), показатель адиабаты k — 1,3].

Газ вытекает в атмосферу, поэтому отношение давлений

Р — ________ 0 143
р0 6 0 0 +  101

тут намного меньше критического (0,55) и значение приведенного коэф­
фициента расхода составит {Акр — 0,48.

Начальная плотность газа определяется из уравнения состоя­
ния (9): о

_  р„ _ (600+ 101).1»>
Р“ ~  R T , ~  520 (273 +  20) ’ ' '

Теперь искомый массовый расход по формуле (305)

Мкр =  0,48 • 20 . 10~4 Y 701 • Ю3 . 4 ,6  =  1,74 кг/с.

Объемный расход, приведенный к нормальным условиям (ра =  
=  101 кПа, t =  0 °С , р =  а ,71 кг/м3),

М  1,74
Q =  --------  =  2 ,4  м3/с =  8800 кг/ч.

р 0,71

Истечение через цилиндрическую трубу. При истечении 
через трубу происходит значительная потеря давления, что 
связано с уменьшением плотности и, следовательно, с уве­
личением скорости вдоль течения. Действительно, массо­
вый расход

М  =  русо =  const,
но для цилиндрической трубы со =  const, откуда pt? =  const.

В концевом сечении трубы скорость наибольшая. Рас­
суждая как и в случае истечения через отверстие, приходим 

\  к выводу, что скорость в конце трубы не может превзойти 
критическую. Однако вследствие уменьшения плотности 
расход, т. е. пропускная способность трубы, уменьшается 
по сравнению с отверстием того же диаметра.

Задачи о расчете.таких выхлопных труб решаются ин­
тегрированием дифференциального уравнения энергии в 
механической форме (152) в Сочетании с уравнением состоя-' 
ния (9), расхода (124) и при условии критического состоя­
ния газа на выходе. Степень уменьшения критического рас­
хода по сравнению с формулой (301) для отверстий прибли­
женно может быть определена по формуле [25]

1
т = --------------- ~1— ,

/ V Л+1
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где 1щ приведенная длина трубы с учетом местных со­
противлений.

Если эту поправку рассчитать по формуле (281) для ко­
ротких труб (без учета сжимаемости), то получим ошибку 
в сторону преуменьшения расхода до 30%.

§  5 6
Сопло Лаваля 
(сверхзвуковое сопло)

Выше было показано, что при истечении из отверстий нель­
зя достигнуть скорости больше критической. Между тем 
для эффективной работы паровых и газовых турбин очень 
важно получить как можно большую скорость истечения. 
В практике теплогазоснабжения такого рода задача возни­
кает при конструировании газовых эжекционных горелок 
высокого давления, форсунок воздушного распыливания 
жидкого и пылевидного топлива и в других случаях.

Условие (298) показывает, что с энергетической точки 
зрения возможно получение скорости, значительно боль­
шей критической. Вопрос состоит лишь в том, каким обра­
зом этой скорости достигнуть.

Для ответа на поставленный вопрос исследуем изоэнтро- 
пическое течение в трубе переменного сечения. Напишем 
уже известные нам зависимости: 4

уравнение Бернулли в дифференциальной форме

+  odo =  0; ' (306)

дифференциальное уравнение неразрывности*

^  +  ^  +  Ч г  =  °  (307)

и выражение для скорости звука

Составим уравнение движения как комбинацию напи­
санных уравнений. Для этого прежде всего преобразуем 
первый член уравнения (306), использовав формулу скорости

* Это уравнение получается дифференцированием уравнения 
М =  риса — const.
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звука:
dp __ dp
p ~  dp

_dp_
p

dp
P

Подставим полученное соотношение в уравнение (306):
Ф I Ар , ydyаr2 -HL _ĵ  -щ о, или —  
р ' Р

а последнее равенство 
do>

• в уравнение (307). Тогда
ody , du
Ф =  0,

du
откуда

где — =  Ма — число Маха.

dv (308)

Рассмотрим три характерных случая.
1. Д о з в у к о в о й п о т о к :  скорость течения менб- 

ше скорости звука (v <• a, Ma <  1). Для этого случая вы­
ражение в скобках правой части уравнения (308) отрица­
тельно. Следовательно, в расширяющейся трубе >  о

скорость уменьшается по течению <  о). В сужающей­

ся же трубе <  0 й - j-  >  0» т. е. скорость возрастает
по течению. Таким образом, здесь характер течения качест­
венно не отличается от движения несжимаемой жидкости.

2. С в е р х з в у к о в о й  п о т о к :  у > а и М а >  1. 
Для такого течения выражение в скобках правой части

(308) положительно. В этом 
случае при расширении трубы
скорость возрастает (-— >  о \
а при сужении — уменьша­
ется ( <  О) по течению.

Следовательно, сверхзвуковой

Рис. 140. Сопло Лаваля.
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поток по своим свойствам прямо противоположен несжи­
маемой жидкости. Различие между дозвуковыми и сверх­
звуковыми потоками с физической точки зрения объясняет­
ся тем, что в первом случае при изменении сечения трубы 
плотность газа изменяется незначительно по сравнению со 
скоростью, между тем как во втором случае изменение плот­
ности при изменении сечения трубы опережает изменение 
скорости.

3. П о т о к  в к р и т и ч е с к о м  с о с т о я н и и :  
v =  а, Ма =  1. Тут выражение в скобках уравнения (308) 
обращается в нуль. Исходя из физической картины нераз­
рывного процесса течения, можно утверждать, что i

не может быть равно нулю. А это означает условие =
=  0, т. е. критический режим возможен только в наиболее 
узком сечении трубы.

Итак, разобранные случаи движения потока приво­
дят к схеме сопла для создания сверхзвуковой скорости 
(рис. 140).

С о п л о  Л а в а л я  состоит из короткой сужающей­
ся и относительно длинной расширяющейся частей. В су­
жающейся части поток дозвуковой и скорость возрастает 
по течению до наиболее узкого сечения — горла сопла 
К—К . Если перепад давлений до и после сопла невелик, 
то наибольшая скорость в сечении К— К не достигает свое­
го критического значения и поток в расширяющейся части 
сопла остается дозвуковым: скорость при этом все время 
уменьшается, а давление возрастает. При значительном пе­
репаде давлений скорость в сечении К— К достигает своей 
критической величины и поток в расширяющейся части 
сопла становится сверхзвуковым: скорость при этом про­
должает возрастать, а давление — уменьшаться.

Расчет сопла Лаваля сводится главным образом к 
определению сечения горла К— К и выходного сечения 2—2 
при заданном перепаде давлений. Конструктивное выпол­
нение входной части может бытьро некоторой степени про­
извольным: важно сохранить лишь плавное очертание сте­
нок. Выходной участок должен быть таким, чтобы в конце­
вом сучении 2—2 обеспечить параллельность вытекающих 
струек: такое требование обусловливается наилучшим ис­
пользованием струи. Важно отметить, что никаких вих­
рей в противоположность обычному диффузору на участке
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расширения сопла не образуется (ибо давление уменьшает­
ся, а не возрастает вдоль течения). Поэтому законы профи­
лирования участка К —2 совсем другие, чем в обычном диф­
фузоре: сразу после горла угол конусности берется большйм 
(до 30°), но затем для обеспечения параллельности струек 
конусная поверхность плавно переходит в цилиндрическую, 
что значительно удлиняет расширяющийся участок сопла.

Пример 34. Определить основные размеры сопла Лаваля для эжек> 
ционной газовой горелки среднего давления, если начальное давление 
воздуха р м&щ =  200 кПа, температура t0 — 20° С, конечное давле­
ние —  атмосферное. Расход воздуха Q =  240 м3/ч.

Плотность воздуха, приведенная к нормальным условиям (р& =* 
*= 101 кПа, t =  0°С ),

101 • 103
=  1,29 кг/м3.

287 • 273

Секундный массовый расход

0 р  2 4 0 - 1 , 2 9  .
М  =  ----- -  -  ------ — —-------- =з= 860 • 10 кг/с.

3600 3600

Начальная плотность воздуха

(2 0 0 4* Ю1) Ю3 о с  
Ро 287 # 293 — 3,5 кг/м .

И з формулы (301) определяем сечение горла сопла:

 860 У10-4 ■ - 1а. 4 . 1(Г « М. .  -
Ч 'к р /  РоРо 0,68 • 1 0 » /  30,1 . 3,5

=  12,4 см»,

откуда диаметр горла d 12 мм.
Скорость в выходном сечении 2— 2  по формуле Сен-Венана (291)

^для воздуха —— -- =» 3,6^

Для выходного сечения при р3 =  1,2 кг/м3

-  ‘'76 • 10-4 м* -  >’76 «*•
выходной диаметр d 2 =  15 мм.

В приведенном примере не учтены^сопротивления, которые при ра­
счетном режиме в сопле Лаваля невелики.
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Если действительный перепад давления меньше заданного, но 
больше критического, возникает скачок уплотнения, связанный с за­
метной потерей механической энергии и отклонением от изоэнтропи- 
ческого процесса течения.

§  5 7
Затопленные воздушные струи

С т р у е й  называется поток жидкости, не ограниченный 
жесткими стенками. Если струя движется в среде, обла­
дающей теми же свойствами, что и сама струя (например,, 
водяная струя в воде, воздушная струя в воздухе), она 
называется з а т о п л е н н о й .  Затопленная струя мо­
жет быть свободной или несвободной в зависимости от того, 
вытекает ли она в практически безграничное простран­
ство, или в пространство, ограниченное жесткими стен­
ками.

Изучение свойств струй имеет большое значение. В част­
ности, закономерности воздушных затопленных струй ис- 

' пользуются в вентиляции, при расчете систем отопления 
с сосредоточенным выпуском воздуха, систем кондициони­
рования воздуха, воздушных душей и завес, форсунок для 
сжигания пылевидного и жидкого топлива.

С в о б о д н а я  з а т о п л е н н а я  с т р у я ,  выте­
кающая из круглого отверстия или плоской щели. Вне­
шний вид струи хорошо наблюдается в виде клубов ды­
ма, выходящих из трубы в безветренную погоду. Будем 
считать жидкость несжимаемой (для вентиляционных струй 
это условие выполняется полностью), а режим течения —

• турбулентным.
Схема струи, полученная на основании обработки боль­

шого числа экспериментальйых данных, представлена на 
рис. 141. Благодаря турбулентному перемешиванию движу­
щихся частиц воздуха с окружающей средой, струя посте- 

 ̂ пенно расширяется, а ее скорости уменьшаются; при этом 
в процессе турбулентного обмена струя захватывает боль­
шую массу воздуха и ее расход возрастает.

Движение свободной затопленной струи, в отличие от 
сдучая расширяющейся трубы (диффузора), происходит при 
постоянном давлении, равном давлению окружающей сре­
ды. Это означает, что импульс внешних сил на границах 
струи равен нулю, а секундное количество движения оста­
ется неизменным.
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Различают два участка струи: начальный и основной. 
По оси начального участка скорость неизменна и равна на­
чальной скорости и0, а по оси основного участка она непре­
рывно уменьшается вдоль движения.

Зона постоянных скоростей на начальном участке обра­
зует ядро струи (рис. 141). Область возле ядра, где продоль­
ные составляющие осредненных скоростей и уменьшаются 
от значений щ до 0, образует пограничный слой (§ 63). Эпю­
ры скоростей на начальном участке имеют форму трапеции. 
Длина начального участка / Нач невелика, она составляет при­
близительно 10 калибров (для круглой струи под калибром 
понимают начальный радиус струи г0, а для плоской — ее 
полуширину Ь).

Основной участок струи — это область, где с внутрен­
ней стороны пограничный слой смыкается и осевая скорость 
Нмакс уменьшается вдоль оси.

Граница струи образуется внешней стороной погранич­
ного слоя. Точнее можно сказать, что под внешней грани­
цей струи понимается поверхность, во всех точках которой 
продольная составляющая скорости и'х пренебрежимо ма­
ла. При этом поперечная пульсация- и'д достаточно вели­
ка, так как за ее счет происходит увеличение массы и рас­
ширение струи. Угол расширения струи согласно указанной 
условной границы составляет примерно 12° на одну сторону.

На рис. 142 приведены опытные данные по измерению 
продольных осредненных скоростей в разных сечениях ос­
новного участка струи. Как видно, в разных сечениях поле 
скоростей непрерывно деформируется: чем дальше сечение

Рис. 141. Схема свободной затопленной струи.



от начала струи, тем ниже и шире эпюра скоростей. Иначе 
говоря, подтверждается общая картина постепенного рас­
ширения струи и уменьшение ее скоростей.

‘ Если эти же данные представить в безразмерных коорди­
натах и!«макс =  /  {у!г) ДЛЯ Круглой И « /« м а к с  =  f  (у/Ь) ДЛЯ  
плоской струи, обнаруживается следующее интересное об­
стоятельство: все опытные точки для любых сечений основ­
ного участка струи укладываются на одну общую кривую 
(рис. 143). Таким образом, отношение скорости и к макси­
мальной «макс в точке, расположенной на относительном 
расстоянии у/r (у/Ь) от оси, одинаково для всей струи, т. ё. 
скорости в подобных точках разных сечений струи подобны 
между собой. Другими словами, закономерность распре­
деления скоростей и, в частности, эпюры продольных осред­
ненных скоростей имеют одинаковый характер для всех 
сечений основного участка струи.

Если построить изотахи (линии равных скоростей и/имшс), 
то получим пучок прямых в области основного участка 
струи, исходящих из центра О, называемого полюсом струи 
(рис. 141). Таким образом, ширина струи увеличивается по 
длине по линейному закону.

Так как в струе давление постоянное, секундное коли­
чество движения массы воздуха во всех сечениях остается
и,м/с 
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без изменения, т. е.
гф)

КД =  j pw2do) =  const. - (309)

Вследствие универсальности закона распределения ско­
ростей предыдущее выражение для круглой струи приво­
дится к виду

' РоманеX2 =  COnst, (310)
в

а для ^плоской струи
~2Р«макс* =  COnst. (311)

В справедливости соотношений (310), (311) легко убедиться, кон­
кретизируя закон распределения скоростей.

Д ля круглой струи эпюра скоростей хорошо аппроксимируется 
функцией ошибок, т, е. выражением вида

-  - i - M - V_ д _  =  е м  | (312)
имакс

где с — некоторая постоянная.
Подставив выражение (312) в уравнение (309), находим

КД =  2ярМгшкссх J e  ( “  ) -i- d = яри1ткас‘х \
о

т. е. получаем условие (310).
Д ля плоской струи хорошие результаты дает функция

= , . - Н г )=  ch
Ммакс

Подставив выражение (313) в уравнение (309),

У

(313)

J  ch4 , 
о \ сх

-9 I \ / 4 - 2  .
К Д  =  Р«„ако“  )  --------J - — \ = ' Т  Р“ иак° С ̂ '

т. е. условие (311).

Из уравнений (310) и (311) получаем соответственно для 
круглой и плоской струй

^макс ~ const/*; (314)

м̂акс — COIlst/}/"X. (315)



Таким образом, осевая скорость основного участка струи 
изменяется обратно пропорционально расстоянию (в первой 
степени для круглой и в степени 1/2 для плоской струи) от 
полюса. v

Выполненный анализ показывает, что характеристики 
струи могут быть получены с помощью одной константы, 
определяемой из опыта.

. Предложено много способов решения поставленной 
задачи. Наибольшее распространение получила теория 
Г. Н. Абрамовича [18], который вывел формулы расчета 
струи на основе константы а, названной коэффициентом 
турбулентной структуры струи* В табл. 4 приведены ос­
новные расчетные формулы по Г. Н. Абрамовичу для круг­
лой и плоской струи.

Значение коэффициента турбулентной структуры струи 
а зависит от характеристик потока в начальном сечении 
струи, которые в свою очередь определяются конфигурацией

Таблица 4.. Расчетные формулы для круглой и плоской свободной 
струи по Г. Н. Абрамовичу

Параметры струи
Обозначе­

ния

Расчетные формулы струи

круглой плоской

Угол наклона (на 
одну сторону) ус­
ловной внешней 
границы 
Относительная 
длина начального 
участка
Относительный ра- 

■ диус (полуширина)

Относительная осе­
вая скорость на 
основном участке

Относительный 
расход на основном 
участке

0
2

k -  J l 
V  К

г  . Ь

го К

имакс

“о

Q

Qo

3,4а

0,67
а

3,4 (0,29 +  ~ )  
го

0,96

2,4а

1,03
а

2,4 ( 0 , 4 1 +  4^-) 

1,2

0,29 4- ~
го

2,18 (0,29 +  — ) 
го

(/ «' + х  

+1
П р и м е ч а н и е .  В этих формулах длина I означает расстояние от 

начала струи, которая в общем случае не совпадает с расстоянием х от 
полюса О.
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начального поля осредненных скоростей. В равномерном 
начальном поле скоростей (рис. 140) а =  0,066 для круглой 
и а — 0,09 — для плоской струи. При этом угол наклона 
внешней условной границы 0/2 соответственно равен 130, 
и 15° для круглой и плоской струи. Соответственно длина 
начального участка /0 равна 10го и 15Ь0. При развитой на­
чальной эпюре скоростей, свойственной равномерному тур­
булентному потоку в цилиндрической трубе, а — 0,07.

Искусственной турбулизацией потока в начальном се­
чении (с помощью специальных лопаток или решеток) мож­
но добиться значительного увеличения коэффициента а,

В ряде случаев, например при расчете струй для конди* 
ционирования воздуха, необходимо определить скорости на 
таком относительном расстоянии от начального сечения, 
при котором длина начального участка не имеет значения. 
Тогда формулы значительно упрощаются. Для круглой и 
плоской струи относительные осевые скорости соответст­
венно равны:

ц макс 0 ,96г0   0,48б?0 .
uQ al al *

“ макс __  1 ,2

«О '

При а «■ 0,07 применяемые в инженерной практике
формулы примут вид: 

для круглой струи

Цмакс __  §  8  •

для плоской струи 
м,мдкс

Мл 4,5 =

Эти формулы дают ошибку менее 10% при l/d0 >  20 и 
2b jl  > 1 5 .

Пример 35. Определить отношение осевой и начальной скорости 
воздушной струи, вытекающей из трубы диаметром d0=  50 мм, на рас­
стоянии I =  2 м от ее начала.

Относительное расстояние

I 2
=  _ _  =  40 >  20. 

d0 0,05
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и,'мако
=  6 , 8

По полной формуле (табл. 4), учитывая, что г0 =  0,025 м#

'макс

Расхождение составляет
0,169 — 0,163 * 100^2%.

0,163

Рассмотренное движение свободной струи предусматри­
вает достаточно большую область растекания. В вентили­
руемых помещениях, когда размеры струи сопоставимы е 
самим помещением (иначе говоря, когда струя и объем по­
мещения есть величины одного порядка), струя н е с в о ­
б о д н а .

Движение струи в ограниченном пространстве сущест­
венно отличается от движения свободной струи.

Несвободная струя, в отличие от свободной, приводит в 
движение частицы окружающей среды, образуя два проти­
воположно направленных потока: внутренний поток (или 
собственно струю) и внешний встречный поток. Схемати-, 
чески движение струи в ограниченном пространстве, выте­
кающей в тупик, показано на рис. 144. Струя развивается 
по закону свободной только в непосредственной близости 
от.начала, где ее сечения малы по сравнению с размерами 
самого пространства. Затем струя изменяет свой характер: 
замедляется приращение площади ее поперечного сечения и 
расхода. Активная часть струи увеличивается, пока не за­
ймет примерно 40% площади поперечного сечения самого 
пространства. После этого струя начинает угасать: умень-

Рис. 144. Схема затопленной струи в ограниченном пространстве.



шаются количество движения, расход, площадь попереч­
ного сечения и скорость. Развитие такой струи в основном 
определяется параметром i/Q , где Q — площадь попереч­
ного сечения помещения. При x!~\f Q =  0,2 сечение струи 
достигает максимальных размеров, при х! - /Q =  0,4 -г- 0,5 
струя практически угасает.

Если температура струи и окружающей среды одинако­
ва, струя называется и з о т е р м й ч е с к о й .  Такие 
струи и рассматривались выше. Однако, когда в вентили­
руемое помещение подается нагретый или охлажденный 
воздух, мы сталкиваемся с распределением поля темпера­
тур и его влиянием на саму струю.

В слабонеизотермических струях поля температур, как 
и поля скоростей, подобны и описываются зависимостя­
ми, аналогичными приведенным выше в табл. 4. Усло­
вием, определяющим неизотермичность струи, служит кри­
терий Архимеда Аг (см. гл. IX), характеризующий соотно­
шение между силами инерции и выталкивающими силами, 
которые проявляются вследствие разности плотности самой 
струи и окружающей среды. Исследованиями установлено» 
что при Аг 0,001 влияние архимедовых сил совсем мало 
и кинематика такой струи практически не отличается от 
изотермической. Поэтому такая струя и называется слабо- 
неизотермической. Подобие поля температур, как и распре­
деление концентрации примесей, тут обусловлено анало­
гией выражений для коэффициентов турбулентного обме­
на, теплопроводности и диффузии (188), (190), (191).

В сильнонеизотермических струях, когда разность тем­
ператур приточного воздуха и воздуха в помещении значи­
тельна, вследствие заметного действия архимедовых сил 
струя отклоняется от своего первоначального направления, 
причем по мере ее расширения величина отклонения возрас­
тает. Нагретая струя, плотность которой меньше, вытесня­
ется вверх более холодным воздухом помещения. Холодная 
струя в теплом окружающем пространстве, наоборот, опус­
кается вниз. Такие струи также называют воздушными 
фонтанами. Расчет фонтанов рассматривается в курсах 
вентиляции.



Глава VII

ГИДРАВЛИЧЕСКИЙ РАСЧЕТ ТРУБОПРОВОДОВ

§ 58
Общие положения

Трубопроводы служат для транспортирования различных 
жидкостей и газов на большие и малые расстояния и нашли 
исключительно широкое применение. Гидравлический ра­
счет трубопроводов базируется на основных уравнениях 
гидравлики.

Сначала разберем некоторые общие положения, а затем 
остановимся на особенностях расчета водопроводных, газо­
проводных и воздухопроводных систем.

Основные зависимости. Для последующего анализа 
упростим исходное уравнение энергии (Бернулли) в форме 
напоров (270).

Прежде всего местное сопротивление будем характери­
зовать некоторой эквивалентной длиной трубопровода /э. 
Из формул Дарси (194) и Вейсбаха (239) для определения 
потерь энергии по длине и местных потерь

Таким образом, при необходимости можно определить 
/э, если известны и d. В некоторых справочниках при­
водятся значения эквивалентных длин для отдельных видов 
местных сопротивлений.

Использовав понятие приведенной длины трубопровода, 
можно написать

симости от назначения трубопроводов эта величина может 
изменяться в широких пределах. Для длинных трубопрово­
дов, где основное значение имеют потери по длине, b =  1,3-г* 
4-1,1. Для коротких трубопроводов, где потери по длине 
и местные потери одного порядка, ориентировочно b >  1,5.

/

откуда

Я '

(316)

HIгде b «в 1 -]—   надбавка к потерям по длине; в зави'
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Преобразуем формулу Дарси (194), заменив скорость 
расходом, поделенным на площадь поперечного сечения 
трубы:

=  =  =  (317)2g\ 4
где удельное сопротивление трубопровода

(318)

Смысл введения понятия удельного сопротивления сво­
дится прежде всего к упрощению вычислительных опера­
ций. Кроме того, формула для потерь по длине (317) по сво­
ей структуре аналогична закону Ома для электрической це­
пи,. что дает возможность рассчитывать трубопроводные 
сети методом электромоделирования. Наконец, эта форму­
ла удобна для анализа работы сети совместно с гидравли­
ческими машинами, приводящими жидкость в движение.

Выражение удельного сопротивления (318) показывает, 
что потеря энергии по длине изменяется приблизительна 
обратно пропорционально пятой степени диаметра трубы.

С учетом выражений (316) и (317), а также пренебрегая
скоростным напором , уравнение энергии (270) примет 
вид

гг =  г2 -f +  5ЛС2 • /пр.

Вспоминая из § 11, что сумма z +  обозначает пьезо­
метрический напор Нр, последнее уравнение перепишем 
так:

нРх = нРг + W  • /пр,
или

HPl — HPi =  2AQ2 • /пр. (319)
Последнюю зависимость можно сформулировать следую­

щим образом: разность пьезометрических напоров двух то­
чек трубопровода равна сумме потерь напора между этими 
точками.

Если известно удельное сопротивление А (т. е. d и X) и 
приведенная длина трубопровода /пр, то из уравнения (319)



непосредственно определяется расход при заданном АН =  
=  HPi — HPls илй перепад АН при заданном расходе Q. При 
проектировании ставится другая задача: расход представ­
ляет собой технологическую величину, которая задана, а 
определению подлежат две величины — проходное сечение 
трубопровода (для круглой трубы — диаметр) и требуемая 
разность пьезометрических напоров (давлений).

Для решения второй задачи уравнения (319) недостаточ­
но, необходимо еще одно условие. Таким добавочным усло­
вием в первую очередь являются технико-экономические 
соображения, а также некоторые другие факторы, специ­
фические для данного вида трубопроводов. Как показывает 
опыт проектирования трубопроводных систем, скорость 
течения жидкости в них не может изменяться в широких 
пределах. При малых скоростях неоправданно возрастают 
размеры трубопровода и связанный с этим перерасход 
материала, а большие скорости лимитируются большими по­
терями энергии, что ведет к излишним затратам на электро­
энергию. Для .каждой системы существует оптимальное 
решение задачи, т. е. такая скорость, при которой получа­
ются минимальные затраты на строительство и эксплуа­
тацию системы.

Перепишем уравнение расхода (126) в виде
со =  Q/v, (320)

или, учитывая, что для'круглой трубы со =  ndV4,

d =  У Ш У 0 /5 =  1 ,1 3 /0 /»  , (321)
где v — скорость течения, обусловленная экономическими
или другими факторами.

Зная технологическую величину расхода Q и задавая 
скорость v, находим по формуле (321) значение диаметра d 
и подбираем его ближайшее стандартное значение. Для 
каналов некруглого сечения согласно уравнению (320) та­
ким же образом подбираем стандартные размеры проход­
ного сечения. Далее, получив размеры трубопровода, по 
уравнению (319) находим требуемую разность пьезометри­
ческих напоров (давлений).

Простой трубопровод. Простым называется трубопро­
вод, не имеющий ответвлений или присоединений; всякие 
другие трубопроводы относят к категории сложных.

Для простого трубопровода, состоящего из нескольких 
последовательно соединенных участков разного диаметра,
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но с постоянным расходом, уравнение (319) запишется так:
Qzm i .

Для одиночной линии, имеющей один диаметр, 
HPi~ H Pl =  AQH. (322)

Последовательное и параллельное соединение. При по­
следовательном соединении сложный трубопровод состоит 
из одной линии, но его. участки имеют разные расходы и 
диаметры. Расчетным здесь будет основное уравнение (319).

При параллельном соединении (рис. 145) пьезометриче­
ский напор в узловых точках А я В одинаков для всех участ­
ков. Поэтому для каждого участка можно написать ^

А Н а в  =  A t Q xl ^  

Отсюда
АНав =  A2Qtl2; АНав ~  AnQnln-

- V -
2̂̂ 2

м
(323)

Lt> du

Qn ' '

т. e. расходы на участках распределяются обратно пропор­
ционально корню квадратному из их сопротивлений» 

Кроме этого, расход до разветвления (или после соеди­
нения) равен сумме рас­
ходов отдельных участ­
ков:

Q =  Qi +  Q2 ~Ь 

+  • • • +  Qn- (324)
Совместное решение 

уравнений (322), (323) 
дает возможность найти 
расходы на участках при 
заданных их размерах и 
общем расходе.

Рис. 145. Параллельное сое­
динение трубопроводов.

Рис. 146. Разветвление»
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Простое разветвление представляет собой схему так 
называемой «вилки» (рис. 146). В отличие от параллельного 
соединения напоры в конечных точках С и D могут быть 
неодинаковы. Такая задача решается системой уравнений

Если заданы размеры трубопроводов и начальный и ко­
нечные напоры, с помощью системы (325) методом подбора 
определяются расходы на участках и напор в точке В.

Однако при проектировании системы заданы расходы, 
а подлежат определению проходные сечения трубопрово­
дов. Расчет ведут следующим образом.

Одна из трасс системы (например, АБС) считается глав­
ной и ее расчет производится как для случая последователь­
ного соединения. Проходное сечение участка BD подбирает­
ся в соответствии с известным напором (давлением) в точке В.

Дальнейшее развитие схемы «вилки» с большим числом 
ответвлений приводит к тупиковому трубопроводу. Расчет 
ведется методом выбора магистрали с последующей увяз­
кой остальных участков (ответвлений). Пример такого ра­
счета см. в § 61.

Параллельное соединение, состоящее из двух участков, 
яляется примером простейшей кольцевой сети, которая обес­
печивает надежность работы системы. Расчёт многокольце­
вой сети сводится к решению большого числа нелинейных 
уравнений (в частности, квадратных), что требует примене­
ния ЭВМ или использования специальных приемов расче­
та. Этот вопрос разбирается в специальных курсах.

Непрерывная раздача по пути. Предположим, что рас­
ход равномерно разбирается по пути движения (рис. 147).

Рис. 147. Трубопровод с непрерывной раздачей вдоль пути: 
а без транзитного участка; б «  с транзитным- участком.

На — =  AQH',
Н  в  —  Н е  =  A i Q i / j . ;  

Нв — Но =  A2Qtl2; 
Q =  Qi +  Фг-

(325)

I I
\ \ Г Т Н 1

а
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К такой схеме приближается работа магистрали газовой 
сети низкого давления вдоль улицы города при правиль­
ной планировке поперечных улиц (переулков), а также на­
ружного водопровода.

Возьмем элементарный участок dx на расстоянии х  от 
начала трубопровода. Пусть разбор расхода, приходящийся 
на 1 м длины, q = Q/L Тогда расход через элементарный 
участок

Q x  =  Q  —  qx,
а потеря напора на этом участке

ih t = AQldx *= A (Q — qx)2 dx, 
откуда потеря напора по всей длине трубопровода 

1 1 
ht =  J 6ht =  A J (Q — qx)2 dx =  

о о
=  A (QH — QqP +  q4sl3) =  AQH/3. - (326)

Сравнив полученный результат с формулой (317), убеж­
даемся, что при равномерной раздаче потеря энергии в тру­
бопроводе в три раза меньше, чем в случае транзитного рас­
хода.

На практике обычно встречается смешанный случай, 
когда часть расхода (QT) проходит транзитом, а другая (Qp) 
отбирается вдоль пути (рис. 147, б). .В этом случае потеря 
энергии определяется по формуле

hi =  i4QpaC4/, (327)
где расчетный расход

Qpac4 =  V  Q? +  QPQT +  Qp/3 . (328)

Изменение пропускной способности трубопровода при 
эксплуатации. При проектировании трубопроводов гидрав­
лическое сопротивление считается неизменным в течение их 
работы. Однако в действительных условиях эксплуатации 
сопротивление трубопроводов в большинстве случаев воз­
растает, что ведет к увеличению потерь энергии и при дан­
ном перепаде напоров (давлений) к уменьшению расхода, 
т. е. к уменьшению пропускной способности. Это "связано 
с увеличением шероховатости стенок вследствие коррозии 
и инкрустации.

, Увеличение шероховатости трубопроводов в процессе
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их эксплуатации можно оценить [1] формулой
kt — К  4-

где k0 — эквивалентная шероховатость, мм, для новых 
труб; kt — эквивалентная шероховатость через t лет экс­
плуатации; а  — коэффициент, характеризующий степень 
возрастания шероховатости, мм/год.

Значение коэффициента а  зависит от материала трубы, 
рода жидкости и условий работы системы.

По данным работы [1] для стальных труб, транспорти­
рующих природную воду, в зависимости от степени минера­
лизации а ~  0,02 4- 1. Для воздуховодов в зависимости от 
условий производства эта величина изменяется в пределах 
0,4 -т- 6. Для газопроводов можно принимать а  =  0,05.

§  5 9
Гидравлический удар

Под г и д р а в л и ч е с к и м  у д а р о м  понимают рез­
кое повышение (или понижение) давления жидкости в тру­
бопроводе, -вызванное внезапным изменением скорости те­
чения. Явление гидравлического удара свойственно только 
капельным жидкостям, которые обладают малой деформа­
цией сжатия. В газах резкое изменение скорости также вы­
зывает изменение давления, однако вследствие значитель­
ной сжимаемости и отличия молекулярной структуры газа 
явление носит другой характер.

Гидравлический удар в водопроводных линиях возникает 
при быстром закрытии (или открытии) запорных при­
способлений, например крана, обратного клапана при вы­
ключении электродвигателя насоса. Его легко обнару­
жить непосредственно по глухому звуку и сотрясению тру­
бы. Повышение давления при гидравлическом ударе иногда 
приводит даже к разрыву стенок трубопровода. Физически 
явление объясняется инерционными усилиями массы жид­
кости в трубе при резком изменении скорости во времени.

Рассмотрим гидравлический удар на примере простей­
шей схемы (рис. 148, а). Пусть в резервуаре Л напор воды 
будет постоянным независимо от изменения скорости тече­
ния в трубе. При полностью открытом кране В в трубопро­
воде устанавливается скорость v. Закроем быстро кран В. 
Тогда течение воды в трубе прекратится и самопишущий 
с малой инерцией манометр Р зарегистрирует в дрнной точке
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сечения трубы скачок давления, который затухает с те­
чением времени в виде некоторого колебательного процесса 
(рис. 148, б). Гидравлический удар — это явление, быстро 
протекающее во времени, и, согласно определению, данному 
в § 17, относится к категории неустановившегося движения, 
для изучения которого обычное уравнение Бернулли не­
применимо.

Теоретическое обоснование явления гидравлического 
удара и метод его расчета впервые был дан Н. Е. Жуков­
ским в 1898 г.

Предположим, что кран В (рис. 148, а) закрывается мгно­
венно. Движение воды, очевидно, при этом прекратится, 
а давление повысится. Однако переход от движения к покою 
и повышение давления в трубе произойдет по всей массе 
жидкости не мгновенно, а через некоторый промежуток 
времени. Этот процесс произошел бы внезапно по всей массе 
жидкости лишь в том случае, если жидкость была бы абсо­
лютно несжимаема, а стенки трубы абсолютно недеформи- 
рующимиея. В рассматриваемом случае незначительная 
сжимаемость воды и малая деформация стенок трубы имеет

существенное значение.
Обозначим скорость 

распространения пере­
хода от движения к по­
кою, т. е. волны повы­
шения давления (удар­
ной волны), возникаю­
щей в момент закрытия 
крана в конце трубы, 
через с. За элементарный 
промежуток времени dt 
повышение давления рас­
пространится на длину 

— cdt (рис. 148, в). Повы­
шение давления легко 
можно рассчитать по за-

Рис. 148. К изучению гидрав­
лического удара: 
а  — схема установки; б  изме­
нение давления во времени при 
гидравлическом ударе; в — к 
выводу формулы для скорости  
распространения гидравличес­
кого удара.
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кону сохранения количества движени% применительно 
к отсеку жидкости, заключенной в объеме 1—2. Количество 
движения в этом объеме до прохождения волны повышения 
давления равно pcdtm, где p£d/co — масса жидкости в объе­
ме 1—2, a v — скорость установившегося течения в трубе 
до закрытия крана. После прохождения ударной волны ско­
рость в выделенном отсеке падает до нуля; соответствующий 
импульс силы будет Apd/co. Таким образом,

Apd/co =з pcdfooy, 
откуда ;

Др =  р со. (329)
Формула (329) позволяет определить повышение давления 

в трубопроводе при мгновенном закрытии запорного при­
способления, если известна скорость'распространения-гид­
равлического удара с. , .

Выведем выражение скорости \гидравлического удара. 
На участке трубы длиной cdt (рис. 148, в) масса жидкости 
до прохождения волны гидравлического удара составит 
cd/po), а после прохождения волны благодаря сжатию 
жидкости и расширению трубы — cdt (р +  dp) (со +  dco). 
Их разность, очевидно, равна массе жидкости pycod/, протека­
ющей в трубе до гидравлического удара за тот же элемен­
тарный промежуток времени. Следовательно,

(р 4- Ф) (© +  dco) cdt +  pcaodf =  pucod/.

Раскрыв скобки, приведя подобные члены и опустив 
члены третьего порядка малости, находим

рш  =  pcdw -j- cocdp, 
или после деления на рш

Полученное выражение характеризует собой закон со­
хранения массы при гидравлическом ударе. Приведем его 

ж конечному виду, учитывая соотношения механики упру­
гих тел.

Ца основании закона Гука для объемной деформации 
жидкости можно написать

dp Др



где Ар — повьнЛние давления при гидравлическом ударе; 
Еж — модуль упругости жидкости.

Аналогично при линейной деформации трубы 
d D Аа
D ~  Е  ’LJ Т р

где £тР — модуль упругости материала трубы; dD — ли­
нейная деформация стенок трубы; Да — напряжения.

Линейную деформацию стенок можно выразить через 
деформацию площади поперечного сечения трубы:

dco __ d (jtD2/4) __ 2dD
to n D 2J4 D

Исходя из двух последних выражений и учитываяуфор- 
мулу (51) для определения напряжений в стенках цилинд­
рических резервуаров, находящихся под внутренним дав­
лением, получаем

do _  2dD   2Да   2ДрЕ>   ApD
_  __ _ _  _ _ _ _  2бЕтр “  Етр6 *

Подставив полученные выражения в уравнение скорос­
ти, находим

V = c [ ^  +  1^6~) =  +  Т  ' ‘ 4 т )  •

Окончательное выражение скорости распространения
ударной волны

с =  _ ... =  —— ....... с°    , (330)
V I +  (В /6 ) ( E J E ^ )  У 1 +  (D /6 ) ( £ ж/я тр)

где с0~  V Е ж/р — скорость распространения звука в жид- 
* кости; для воды с0 — 1450 м/с.

Отношение Еж/Етр существенно зависит от упругих 
свойств материала водопроводных труб, а это соответствен­
ным образом отражается на величине с:

Трубы Стальные Чугунные Асбесто- Пластмао
цементные еовые

Приблизительное отно­
шение Еж/Е гр 0,01 0,02 0,11 0,54
Скорость с при D jb  =  *
=  Ю м/с . 1340 1300 1000 570

Как видим, скорость распространения ударной волны 
в стали и чугуне мало отличается от скорости распростра­
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нения звука в воде; в пластмассовых трубах, для которых 
Етр мало, эта скорость резко снижается.

Мы рассмотрели так называемый прямой гидравличе­
ский удар, когда время закрытия крана Т  меньше времени, 
в течение которого ударная волна, возникшая у крана, до­
стигнет напорного резервуара, отразится от него и вернет­
ся назад; это время

t =  2 Цс,

где I — длина трубопровода, называемая фазой удара. Сле­
довательно, для прямого удара Т  <  t.

Если время закрытия запорного приспособления больше- 
, фазы удара, т. е. Т  >  t, возникает непрямой гидравличе­
ский удар, сила которого меньше прямого.

Повышение давления при непрямом гидравлическом 
ударе может быть оценено приближенно, если считать, что 
его сила уменьшается пропорционально увеличению вре­
мени закрытия запорного органа Т  по сравнению с фаз<$й 
удара t  = 2Ис> т. е.

t 21
Д Р непр =  Д/?пр ~ jT  —  А /?пр Qrp •

Подставив в последнее соотношение вместо рпр его вы­
ражение из уравнения (329), находим *

4 р Не „ р  =  -В^Л- =  .  ( 3 3 1 ) ,

Итак, анализируя формулы (329), (330), (331), приходим 
к выводу, что эффект гидравлического удара зависит от 
упругих свойств жидкости и материала, относительной тол­
щины стенок, длины трубопровода, времени закрытия за­
порного органа^ и скорости установившегося течения до- 
гидравлического удара.

Пример 36. Определить повышение давления в водопроводной ли­
нии длиной / *  1000 м при продолжительности закрытия запорного 
приспособления Тг — 1 и Т2 =  5 с. Диаметр трубы D  =  100 мм, тол­
щина стенок 6 = 7  мм, материал — сталь. Скорость течения до гид­
равлического удара v =  1 м/с.

* Формула (331) справедлива при условии, что изменение про­
ходного сечения запорного органа во времени происходит по линейному 
закону.

I 277



г Прежде всего определяем скорость распространения ударной вол­
ны по формуле (330):

1450 =  1330 м/с.

V
1 +  # 0>01

Вычисляем фазу удара:
2 • 1000 , е 

Тззо"' ^ 1-50-
При закрытии запорного приспособления за 1 с удар прямой; 

в этом случае повышение давления по формуле (329)

Дрпр =  1000 • 1330 • 1 =  1,33 • 108 Па =  1,33 МПа.

Во втором случае при Т =  5 с удар непрямой. По формуле (331)

2-1000.1.1000 . 1Л. _ 
д Рнепр = -------------- 5----------------=  4 • 106 Па =  0,4 МПа.

Таким образом, сила удара во втором случае уменьшалась в 4 раза.

Приведенный пример подчеркивает влияние времени 
закрытия запорного органа на величину гидравлического 
удара. Поэтому самым простым и действенным средством 
против гидравлического удара является медленное закрытие 
(открытие) запорного органа. Этому требованию вполне 
удовлетворяют вентили различных конструкций и задвиж­
ки, менее всего — краны и клапаны. На насосных станци­
ях, где имеется опасность возникновения гидравлического 
удара при отключении насосного агрегата в связи с аварией 
электросети, необходимы специальные мероприятия по борь­
бе с гидравлическим ударом.

В водопроводах внутри зданий, где длины участков не­
велики и фаза удара незначительна, но есть быстродейству­
ющие запорные приспособления (краны), возможно обра­
зование непрямого гидравлического удара. Поскольку сила 
его прямо пропорциональна скорости течения до удара, 
последнюю здесь ограничивают значением 2,5 м/с.

§ 60
Расчет трубопроводов 
в квадратичной области сопротивления

Расчет трубопроводов в квадратичной области сопротивле*: 
ния рассмотрим на примера расчета водопроводных линий. 

Работа водопроводных линий в большинству случаев
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приближается к шероховатой (квадратичной) области со­
противления. Для таких трубопроводов при данных диа­
метре, материале, технологии изготовления и условиях 
эксплуатации значения коэффициента гидравлического тре­
ния к и удельного сопротивления А являются вполне 
определенными. Для водопроводных линий с различными 
трубами составлены таблицы значений удельного сопротив­
ления А. Приведем полученные по формуле Ф. А. Шевеле­
ва (236) значения удельного сопротивления стальных труб 
(ГОСТ 3262—75), используемых для водопровода внутри 
здания:
Диаметр тру­
бы d, мм 10 15 20 25 32 40 50
Л, с2/дм6 31,4 8,97 1,66 0,428 0,092 0,045 0,011
Диаметр тру­
бы d , мм 70 80 90 100 125 150
А, с2/дмв 0,003 0,00117 529 • 10 - 6 28Ы  0 ~ в 86 • 10 ~ в 34-10 ~ в *

Обращает внимание резкое увеличение значений А с 
уменьшением диаметра, что вытекает из характера формулы 
(318) для удельного сопротивления.
^"Согласно СНиП Н-31-74, водопроводные трубы могут 
работать не только в шероховатой, но и в переходной об­
ласти сопротивления, где значение А зависит не только от 
шероховатости, но и от числа Рейнольдса, т. е. от скорости. 
При скоростях v <  1,2 м/с и температуре воды t »  10° С 
рекомендуется вводить такие поправки,..^увеличивающие 
значения А и подсчитанные на основе формул Ф. А. Шевеле­
ва (236), (237):

Скорость, м/с 1,2 1 0,8 0,6 0,4 0,2
Поправка k 1 1,03 1,06 1,11 1,2 1,41

Скорости в .водопроводных ли­
ниях обычно берут в пределах 1 •— '

1,5 м/с. Следовательно, поправ­
ка на отклонение сопротивления 
стальных водопроводных труб от 
квадратичного закона4 совсем не­
значительна. Можно сказать, что 
практически эти трубы работают в 
шероховатой области сопротивле­
ние
Рис. 149. Схема водопровода внутри зда­
ния.
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Для асбестоцементных труб, работающих в переходной 
■области сопротивления, или пластмассовых труб, относя­
щихся к гидравлически гладким, величина Л существенно 
зависит от скорости течения и для ее определения нужны 
развернутые таблицы или специальные номограммы.

Расчет водопроводных линий производится непосред­
ственно по формулам, приведенным в предыдущем пара- 
графе, поскольку они записаны в форме напоров и необхо­
димые значения Л берутся из табл. 3.

Пример 37. Подобрать диаметры водопроводной линии 1— 2— 3—  
4 — 5— $ внутри здания (рис. 149), если заданы расходы на ответвле* 
ниях и известны длины участков. Высота стояка h — 10 м.'Рабочий на­
пор, обеспечивающий минимально допустимый расход прибора (сво­
бодный напор), =  2 м. Напор магистрали наружного водовода Я 0 =  
=  18 м.

Д ля данной схемы сложного трубопровода с последовательным 
соединением участков уравнение (319) запишется так:

ДЯ >  b2A Q 4  +  /гвод,

где Д Я  — Н0 —  (h +  h0) =  18 —  (10 +  2) =  6 м — разность пьезо­
метрических напоров между начальной точкой 6  (перед водомером) 
и последней точкой /;  b —  надбавка на местные сопротивления, ее 
значение принимается одинаковым для всех участков: b =  1,3; hB0R —  
сопротивление водомера, принятое равным 1 м.

Таким образом, расчетное условие для данного примера примет
вид

6 >  1.35L4QH —  1, или 2 A Q 4  <  3,8 м.

При назначении диаметров в первом приближении пользуемся фор­
мулой (321), задав скорост^ по нижнему пределу, т. е. порядка 1 м/с,' 
поскольку заданная разность пьезометрических отметок невелика.

Расчет ведем с конца линии. Результаты расчета сведены в табл. 5»

Таблица 5. Расчет последовательного соединения водопровода внутри 
здания

Расходы 
на ответв­

лениях 
Qor> л/° I s№ О О cQ«3 VP a, Дл
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0,08 1— 2 2 0,08 10 1,02 31,4 0,63
0,1 2— 3 2 0,18 15 1 ,02 8,97 0,58
0 ,1 2 3— 4 5 0,3 2 0 0,96 1,66 0,75
Ч 4—5 8 0,5 25 1,02 0,428 0 ,8 6
0,3 5—6 12 0 ,8 32 1 0,092 0,7
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Как следует из таблицы, выбранные диаметры удовлетворяют тре­
бованиям, поставленным в задаче, так как суммарная потеря напора* 
на линии 2  Л/ =* 3,52 м оказалась меньше заданной 3,8 м.

§ 61
Расчет трубопроводов 
в неквадратичной области сопротивления

Для трубопроводов, работающих в неквадратичной (пере­
ходной) области сопротивления, применение понятия удель­
ного сопротивления А нецелесообразно, поскольку в этом 
случае требуется существенная поправка на скорость тече­
ния. Соответственно изменяется методика расчета. Разберем 
эту методику на примере газопроводов низкого давления 
и воздухопроводов.

Газопроводы низкого давления служат для транспор­
тирования газа от городских распределительных пунктов 
(ГРП) к потребителям и его раздачи внутри зданий. Мано­
метрическое давление здесь не более 2—3 кПа (200—300 мм 
вод. ст.). Поэтому газопроводы работают при малых пере­
падах давлений и движущийся в них газ можно рассматри­
вать как несжимаемую жидкость и применять уравнение 
энергии (Бернулли) в форме давлений (270).

Газопроводы, как и водопроводы, относятся к категории 
длинных трубопроводов, где местные потери учитываются 
соответствующей надбавкой к потерям по длине.

Плотность газа принимается при нормальных условиях 
(ра =  101 325 Па, t =  0° С). Для природного газа по урав­
нению состояния (9)

ро =  _____ =  _ _ _ _ _  =  о,71 кг/м3. (332)

Пренебрегая динамическим давлением, которое здесь 
весьма незначительно, исходное уравнение энергии (270) 
переходит в уравнение такого вида:

Po§zi +  Pi =  Роёг2 +  Рг +  2  ^ ~^d~ ~̂ 1Г~ ’ 
или, вспоминая прием перехода к манометрйческим давле­
ниям [см. уравнение (271)],

' g  (Ры ~  Ро) Н +  PiMm =  Р2иш +  2  ^ **Т~ * 3̂34^
1 Первый член левой части уравнения, учитывающий гра­
витационное давление вследствие разности плотностей
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наружного воздуха р„ и более легкого природного газа р0, 
принимают во внимание только при расчете газовых стоя­
ков высотных зданий и при резко выраженном переменном 
рельефе местности. Без этого члена уравнение (334) запи­
шется так:

=  =  (335)
т. е. аналогично уравнению (319) в форме напоров.

Для Простого трубопровода

Ap =  p i - p 2 =  ^ - j - - £ f - .  (336)

В газопроводных линиях низкого давления перепад дав­
ления обычно задан. Поэтому при известном технологиче­
ском расходе и заданной длине линии задача гидравлическо­
го расчета простого трубопровода однозначно решается с 
помощью уравнения (336). Для облегчения расчетов 
СНиПом рекомендуется номограмма, приведенная на рис. 150, 
где по оси ординат отложены расходы Q, м3/ч, а по оси 
абсцисс — потеря давления на единицу длины R t — Ар/1, 
Па/м, построенная на основе формулы Дарси для удельной 
потери давления:

D  А Р * Ро»* /0 074щ  «= —  _  —  _ _  . (3 3 7 )

Если заменить скорость через расход, поделенный на се­
чение трубы, формула примет вид

d ~  \ _L 16p°Qo  0 8 1  л т я ^d 2я2#  ~  ~2ГРо- (338)

При этом % рассчитывается по А. Д. Альтшулю [см. фор­
мулу (235)] при эквивалентной шероховатости для сталь­
ных труб к9 =̂ 0,1 мм и кинематической вязкости природ­
ного газа v =  0,143 • 10*"4 м2/с.
, С помощью номограммы на рис. 150 подбор диаметра га­

зопроводной линии весьма прост.

Пример 38. Подобрать диаметр газопровода длиной / =  100 м при 
заданном перепаде давления Др — 100 Па и расходе Q0=  100м3/ч ,

Удельная потеря давления

D Д Р ЮО , „  ,
« / “ —------100“ =  1 Па/«-

По номограмме на рис. 150 находим d =  100 мм.
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При отсутствии номограммы расчет можно выполнить таким обра­
зом. Подбираем диаметр в первом приближении по формуле (321) и при 
изменении скоростей для газопроводов низкого давления в пределах 
2 5 м/с.

Рис. 150. Номограмма для определения потерь давления в газопроводе 
низкого давления (до 5 кПа). Природный газ плотностью р0 — 0,73 кг/м3! 
v  =  0,143 * 10~4 ма/с.

0J  0,2 0,3 Of 1 г  3 4 5  10 20 30 4050
Ар/Lf па/м

26$,



Подставив среднее значение v —  3 ,5 м/с в формулу (321), находим

Н аконец , удельная потеря давления согласно уравнению  (337)

что дает потерю давления на участке

несколько больш ую  заданной.
Различие в результате по номограмме и расчету объясняется тем,- 

что при построении номограммы взяты не условны е проходы в свету, 
а  внутренние диаметры труб (в данном случае не d = 100, a dm — 
—  104 мм).

Воздухопроводы также работают при небольших давле­
ниях, поэтому и здесь применимо уравнение энергии (270).

В отличие от водопроводных и газопроводных линий 
воздухопроводы относятся к категории коротких трубо­
проводов. При этом большое значение приобретает по воз­
можности точный учет местных потерь, в связи с чем в рас­
четных уравнениях обязательно вводится член -Ц-.

Различают системы вентиляции с естественным и механи­
ческим побуждением.1В первом случае движение воздуха 
осуществляется за счет гравитационного давления и ветро­
вого воздействия, а во втором — с помощью вентилятора.

Для систем вентиляции с естественным побуждением 
воздуха ввиду небольших скоростей динамическим давле­
нием ри2/2 можно пренебречь. Тогда исходное уравнение 
энергии в форме давлений примет вид, аналогичный урав­
нению (334) для газопроводов низкого.давления, но с уче­
том местных потерь, т. е.

'Откуда ближ айш ий стандартный диаметр d —  100 мм» 
Т еперь проверяем удельную  потерю давления:

по формуле (235) при к э ~  0,1 мм

Др -  1,15 • 1 0 0 =  115 Па,
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g  (Рн —  рвн) Н — р !шн =  р 2ман +  2  ^ ~Цг~ +  2   ̂ ~ Т ~  ’

(339)
где рн — плотность наружного воздуха; рвн — плотность 
воздуха внутри помещения; d3 — эквивалентный диаметр 
(см. § 41).

Для систем без учета ветрового воздействия манометри­
ческое давление воздуха в начальном и конечном сечениях 
равно нулю и уравнение (339). переходит в уравнение вида

g-(pH— Рвн) = 2 * - ^ -  -£ f -  +  2 z J f - -  (3 4 0 )

В последнем случае давление,. создаваемое разностью 
весов столба наружного и внутреннего воздуха высотой Я, 
трат*итея на преодоление путевых и местных сопротив­
лений.

Поскольку такие системы работают с заданным перепа­
дом давлений, необходимые сечения каналов однозначно 
подбираются на основе уравнений (339), (340).

В системах вентиляции с механическим побуждением 
гравитационное давление не имеет значения, но динами­
ческим давлением не пренебрегают. Тогда расчетное уравне­
ние примет вид

, Р У 1 , Р У 2  , V  1  1 Р О 2 , Р у 2

P i +  2 2 2 ^  2 d  2 *

Обозначим сумму статического и динамического давле­
ния, т. е. полное давление, через

1 _  «  I Р ^ 2 
Рполн —  P i  2 *

Тогда

др=р.„ол„-№ „олН= 2 ^ - ^ + 2 ^ -  <341>

т. е. разность полных давлений между двумя точками систе­
мы расходуется на преодоление сопротивлений между этими 
точками.

В системах вентиляции с механическим побуждением, 
как и в напорных водоводах, уравнение (341) не решает 
однозначно задачу подбора проходных сечений каналов. Для 
этого необходимо выбрать скорость исходя из экономиче­
ских ’ факторов. Кроме того, имеют значение также
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конструктивные и эстетические соображения. Обычно для 
таких систем принимают v =  5 12 м/с, где верхнее зна­
чение скорости ограничивается условием шума.

Определение потери давления на единицу длины в воз­
духоводах сложнее, чем в газопроводах. Во-первых, воз­
духопроводы бывают, не только круглого сечения (из листо­
вого железа); часто они устраиваются в виде каналов пря­
моугольного или квадратного сечения из шлакогипсовых 
или шлакобетонных плит, а также в кирпичной кладке. 
Каждая из этих конструкций имеет весьма различную шеро­
ховатость стенок и стандартные размеры. Во-вторых, при 
определении эквивалентного диаметра йэ [формула (238)1 
нормализованные размеры прямоугольных каналов дают 
различные не округленные значения. Наконец, системы 
с естественным и механическим побуждением воздуха рабо­
тают в различных диапазонах скоростей. Это приводит к 
тому, что при расчете воздухопроводов нельзя ограничить­
ся одной номограммой типа рис. 150.

Приведем расчет рассматриваемых систем на двух кон­
кретных примерах.

Пример 39. Подобрать 
размеры каналов в системе с 
естественным побуждением  
воздуха (рис. 151) при сле­
дующих данных: -требуемый 
воздухообмен Q0 =  240 м/чр 
Я  =  16 м; общая длина ка­
налов I =  24 м; материал —  
кирпич (&э =  3 мм); плот­
ность наружного воздуха  
рн =  1,2 кг/м3 и внутри 
помещения рвн == 1,15 кг/м3; 
дефлектор на выходе создает 
за счет действия ветра раз­
режение рразр =  — 10 Па; 
сечение входной (приточной) 
створки 400 X 200 мм; ее  
коэффициент сопротивления 
при открытии на 45° £ст =  4 . 
Кинематическая вязкость во- 

\ j  здуха v =  0,15 • 10“ 4 м2/с # 
Задача решается м е т о ­

д о м  п о д б о р а .
Минимальные размеры 

вентиляционных каналов, ус-

Рис. 151, К примеру 39.
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траиваемых во внутренних кирпичных стенах, 140 X 140 мм. При 
этом скорость

240
3600 • 0,14 • 0,14

— 3,4 м/с

оказывается слишком большой. Поэтому берем сечение каналов 140 X  
X  280 мм, для которых скорость v  =  1,7 м/с.

Эквивалентный диаметр

2 . 0 ,1 4 - 0 ,2 8  Л10„
ё э ~~ 0,14 +  0,28 - ° ’1 8 7 м -

Число Рейнольдса

Re =  J f i r i r =  21 200'
Коэффициент гидравлического трения по формуле (235) при k3 =  

*= 3 мм
/  3  6 8  \0 .25

" = ° ’п ( - 1 б Г + т а - )  = 0'042-
Динамическое давление

Р д = _ Ы _ Ы 1 = 1 ,7 4 0 ,

Потеря давления по длине согласно формуле (194)

p' =  1'74W 24 =  9’4 n a -.

Местными сопротивлениями служат:-
приточная камера со створкой: с учетом того, что ее проходное 

сечение а>' больше сечения канала со,

to,2 . 0,14 • 0,28 
: 4 —7-jr — ;  (2Z lj*ст *ст ■ 0 ,2  . 0 ,4

дефлектор: £д =  1,2; 
вход в канал: £вх =  1;
два поворота под углом 90° : £пов =  2 • 1,2 =  2,4.
Таким образом, суммарный коэффициент сопротивления системы 

2 ; *  1 +  1 +  2 , 4 +  1,2 =  5,6.

Местные потери давления

рм =  2 р д =  5,6 • 1,74 =  9,7 Па.

Полная потеря давления

Pt Р и ~  9.4 +  9,7 =  19,1 Па.
Располагаемый перепад давления

’ 8  (Рн -  Рвн) Я  +  Рраэр =  М  (1»2 -  1,15) • 16 +  12 =  20 Па.
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Для выполнения условия задачи необходимо [см. уравнение (339)1# 
чтобы располагаемый перепад давления был больше потерь давления» 
В данном случае это условие выполняется: 20 >  19,1.

Пример 40. Определить перепад давлений (для подбора вентиля­
тора) вентиляционной сети, схема которой представлена на рис. 152. 
Расходы и длины участков заданы. Каналы слева — прямоугольные из 
шлакогипсовых плит, справа — круглые из листового железа.

Задача решается в следующей последовательности. Данная сеть 
разветвленная (тупиковая). Поэтому сначала выбираем магистраль* 
которая отвечает наиболее длинному и сложному пути движения возду­
ха. В данном случае это будут участки 1— 2— 3—4. Задаем стандартные 
сечения каналов так, чтобы скорости в них не выходили за допустимые 
пределы, возрастая по мере приближения к вентилятору. Уточнив 
скорости по уравнению расхода для выбранных сечений, вычисляем 
динамическое давление и другие параметры, необходимые для расчета 
потерь давления в магистрали.

Расчет ведется с конца магистрали.
При расчете очень важно выполнить п© возможности точную увяз­

ку ответвлений, Иначе говоря, сечение ответвлений необходимо по- 
добрать так, чтобы перепад давления в них не более чем на 10% отли­
чался от соответствующего перепада в магистрали. Большое значение 
имеет конфигурация и характер местных сопротивлений, изменением 
которых можно удовлетворить условиям увязки. В отдельных случаях 
приходится ставить добавочное сопротивление (шайбу).

Расчет ведется в табличной форме за исключением подсчета сум­
марного коэффициента сопротивления участка, который определяют 
на основании тщательной оценки местных сопротивлений по данным 
§ 45, а также по специальным справочникам (например, [9]).

Участок 3—4. Сопротивлениями служат приточная створка при 
полном ее открытии — £;ст =  2,6; поворот под прямым углом —  £пов =  
=  1,2; прямой проход через тройник —  по формуле (263)

Рис. 152. К примеру 40. 

4 ~ 5



Та
бл

иц
а 

6.
 

Ра
сч

ет
 

ра
зв

ет
вл

ен
но

й 
ве

нт
ил

яц
ио

нн
ой

 
се

ти

СЧ а>' <N ®
00

§  Ч 00 S
—  с о  —  см

00
см
X°  ооосч

о_ .о —~  оо из «  ю  ст>

ю LO
О 2  2

J, О Й 
t  СО r fоо —* —

осчrj*
X ■
3

ооо<М

иОю
§о

СГ> СО СЧ 00
о
о S

о
%
+

ь-
© о"

LC
СО<мо
о “

(С
53 S

4 -

8

22 • а
то то га

D  С  С

rv О* -а
Xсз

,* £ с
О. W  CL Q.

С. с

10 9 -2 0 4 289



S 3_ 4 =  2,6 - f t , 2  +  0,12 =  3,92.

Участок 2— 3. Местным сопротивлением является симметричный 
тройник. Поданным с. 211 £ =  1,3;

^ 2 — з =

Участок 2— / .  Местных сопротивлений нет.
Ответвление 3— 5. Коэффициент сопротивления, отнесенный к 

скорости после ответвления, по формуле (264)

Таким образом,

U  «0,8 =  0,8 _ № Г + 1] = 2’7-
Концевое сопротивление в виде приточной створки при открытии ее-для 
увязки с основным участком 3— 4 только на 30° £ст = 5 ,7  (см. с. 210).

Таким образом, суммарный коэффициент сопротивления на участ­
ке 3—5

2£3_ 5 =  2,7 +  5,7 =  8,4.

Ответвление 2— 6. Местные сопротивления: симметричный трой­
ник (аналогично участку 2— 3) — £ =  1,3; переход от прямоугольного

0,785 . 0 ,2 2 л о _ 
сечения к круглому при отношении сечений п — -рг- ^ — у у  =  0,27 -г-

— £суж =  б,Зб~1формула (255)]; плавный поворот под углом в  — 90° 
при rid  =  0 ,7 —  =  0,6; выхлоп с сеткой —  £в =  1,2.

2§2_ б  =  1,3 +  0,36 +  0,60 +  1,2 =  3,5.

Как следует из табл. 6, ответвления увязаны с магистралью:

^ 3 - 4 ^ ^ 3 - 5 ( 1 3 6 ^ 1 4 5 ) ;

ДРз_4 +  3 *** ^Р2—б (136 +  172 г» 296).

Это достигнуто соответствующим углом поворота створки на от­
ветвлении 3—5 и отношением радиуса закругления к диаметру на по­
вороте участка 2— 6.

§ 62
Расчет газопроводов
при больших разностях давлений

Кроме рассмотренных газопроводов низкого давления, го­
родские системы газоснабжения имеют газопроводы сред­
него (от 5 до 300 кПа) и высокого (от 300 кПа до 1,2 МПа) 
давления. Они являются основными артериями, по которым 
газ подается к газораспределительным пунктам (ГРП), пи­
тающим сеть низкого давления, и к отдельным объектам 
промышленного и коммунально-бытового назначения. 

Газопроводы среднего и высокого давлейия, в отличие
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от газопроводов низкого давления, работают при значи­
тельных перепадах давлений, что обусловливает необхо­
димость учета сжимаемости газа в процессе движения. 
Для расчета таких газопроводов используют уравнение 
движения сжимаемой жидкости, в частности, дифферен­
циальное уравнение движения в механической форме (152).

На элементарном участке трубопровода потери удельной 
энергии, согласно формуле Дарси, можно записать так:

Тогда уравнение (152) примет вид

Для интегрирования уравнения (342) необходимо за­
даться законом изменения состояния газа в процессе дви­
жения. В дайном случае предполагается изотермический 
процесс, т. е. течение при постоянной температуре (Т = 
=  const). Это допущение базируется на опытных данных: 
в длинных трубопроводах благодаря эффекту теплообмена 
температура газа практически равна температуре окружа­
ющей среды.

Использовав уравнения состояния (9) и расхода (127)* 
получаем зависимости

Подставив эти величины в дифференциальное уравнение 
движения газа в трубопроводе, находим

или
dp +  pwdo +  =  0. (342)

ИЛИ
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Интегрируя последнее уравнение при постоянных X *, М 
и Т  в пределах от начального давления ръ где I — О, до 
конечного давления p2i где I — L, получаем

«2 „2 Pi — Р2
( Х -Б - +  2 l n J t ) ^ R T - (3 4 3 >

Полученное уравнение изотермического течения газа в 
цилиндрических трубопроводах можно существенно упрос­
тить, считая второй член выражения в скобках, правой час­
ти (343) достаточно малым по сравнению с параметром % **.
Тогда

р \  —  р \  ,  L  М *
0 D 2©* ^  *

или

p l ^ - p l = X - ^ ~ R T .  (344)
V ^

Это и есть основное уравнение для расчета газопрово­
дов при большой разности давлений. Необходимо под­
черкнуть, что в уравнения (343), (344) входят квадраты 
абсолютных давлений, тогда как в формулах для несжимае­
мой жидкости (газопроводов низкого давления и воздухо­
проводов) разность Ар =  рг— р2 не зависит от того, берем ли 
мы абсолютные или манометрические давления.

При расчетах обычно задан массовый расход М  (или 
объемный расход, отнесенный к нормальным условиям 
Q0), а также конечное давление р2. Тогда для выбранного 
диаметра D по уравнению (344) находим квадрат начально­
го давления /??, затем /?2 и перепад Ар — рг— рг.

* Строго говоря, величина % здесь не является постоянной, по­
скольку плотность падает, а скорость возрастает вдоль течения; в пе­
реходной!'области сопротивления это означает уменьшение X. Однако 
при больших числах Рейнольдса, которые имеют место в таких газо­
проводах, это изменение совсем незначительно.

** Это становится ясным при конкретном сопоставлении величин.

Например, для Я, =  0 ,02 , 1 ~  500 м и  D  — 200 мм параметр %■— =  50;

при р± =  600 кПа и ра =  300 кПа величина 2 In ~  — 1,4, т. е .  состав-

ляет всего около 3% параметра %
i Рг
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Пример 41. Определить перепад давления в газопроводе длиной 
L  =  5 км, диаметром D  =  200 мм при расходе Q0 — 14 400 м3/ч (р0 — 
=  0,7  кг/м3, R  — 520 Д ж /кг) и конечном манометрическом давлении 
р 2 — 600 кПа. Принять температуру Т  =* 273 +  7 =  280 К и а  =

=*0*017.
Массовый секундный расход

QoPo И  400 • 0,7
М = 2,8 кг/с.

3600 3600
Абсолютное конечное давление

Рг ~  Р ^ ан +  Ра — 600 +  101 =  701 кПа.

Рис. 153. Номограмма для определения потерь давления в газопроводах 
среднего и высокого давления (до 1,2 МПа). Природный газ плотностью 
р0 =  0,73 кг/м3, v =  0,143 • 10~4 ма/с.
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Площадь поперечного сечения трубы

(о =  0,785 . 0,22 =  314 • 10“ 4 м3.

Согласно уравнению (344)

р? -  р \  =  0,017 ( ' з-, 2— |0  )* 520 • 280 =  0,5 . 10»  (ГК)* =

=  0,5 • 106 (кПа)2;

pf =  0,5 • 10е -+ 0,72 * 10е =  (0,5 +  0,5) 10е =  106 (кП а)2.

Теперь pi =  0е — 108 кПа й А р =  pt — р2 =  1000 — 701 да 
да 300 кПа.

Как видно из примера, несмотря на простую структуру формулы 
(344), расчет получается довольно громоздким. Поэтому на практике 
применяют специальные номограммы.

Заменив М  =  Q0Po> ,R T 0 =  , 0)2 =  j * формула (344)

приводится к виду

р \  — Р% «  1.62Л, р0р0/. (345)

По.этой формуле построена номограмма, представленная на рис. 153. 
По ней можно сразу найти разность квадратов абсолютных давлений.

Глава VIII 

ОБТЕКАНИЕ ТЕЛ 
ПОТОКОМ ЖИДКОСТИ

§ 63
Пограничный слой 
и начальный участок течения

В гл. VIII рассматривается обтекание тел с учетом влияния 
вязкости — в н е ш н я я  з а д а ч а  г и д р о а э р о д и ­
н а м и к и .

Пусть равномерный поток с помещенной в него тонкой 
пластинкой, ось которой совпадает с направлением течения 
(рис. 154), движется со скоростью и

С точки зрения кинематики невязкой жидкости поме­
щенное тело не вносит заметных изменений в условия ис­
следуемого течения. Между тем, как показывает опыт, в 
непосредственной близости от пластинки картина течения 
существенно меняется. Скорость на самой пластинке вслед­
ствие эффекта вязкости равна нулю. С увеличением рассто­

294



яния от стенки она быстро увеличивается до значения ско­
рости невозмущенного потока Область течения, где про­
исходит переход от нулевой скорости у стенки до скорости 
невозмущенного потока, называется п о г р а н и ч н ы м  
с л о е м  (рис. 155).

Впервые мысль о том, что влияние вязкости проявляет­
ся не во всей среде, а лишь в слое возле поверхности обте­
каемого тела, была высказана Д. И. Менделеевым в 1880 г. 
и развита Н. Е, Жуковским. Начало обоснованной теории 
пограничного слоя положил Л. Прандтль в 1904 г.

С помощью понятия пограничного слоя течение жидко­
сти вдоль твердого тела как бы раскладывается на тече­
ние внутри тонкого слоя вблизи стенки, где проявляется 
влияние вязкости, и на внешнее движение, в котором дей­
ствие вязкости незаметно. Вот почему внешнее течение мож­
но изучать методами теории невязкой жидкости (§19), тогда 
как к пограничному слою эти методы применить нельзя.

Понятие о пограничном слое тесно связано с сопротив­
лением и теплопередачей при обтекании тел потоком или при 
движении тел в жидкой (воздушной) среде.

Пограничный слой може? быть ламинарным и турбулент­
ным, причем переход хот одного режима к другому происхо­
дит иначе, чем в трубе.

В начале" обтекаемого тела толщина пограничного слоя 
мала и движение в нем носит ламинарный характер. В про-



цессе движения, как видно из рис. 154, толщина погранич­
ного слоя увеличивается и на некотором расстоянии х после 
небольшого переходного участка ламинарный режим сме­
няется турбулентным. При этом в месте перехода толщина 
пограничного слоя резмо возрастает.

Условия перехода ламинарного пограничного слоя в 
турбулентный зависят от режима обтекания, определяемого 
числом Рейнольдса, от степени турбулентности набегаю­
щего потока и от формы тела.. Если за характерный линей­
ный параметр взять толщину пограничного слоя 6, то со­
гласно экспериментальным данным критическое число Рей­
нольдса для пластинки, при котором происходит указан­
ный переход, составляет ReKp =  2750 -г- 3500, т. е. вели­
чину, близкую к критическому числу в трубе (см. § 35). Ес­
ли же за характерный линейный параметр взять расстоя­
ние х , то длр той же самой пластинки

ReKp =  Uoox/v == 3 • 105. (346)
Зная ReKp и задавшись скоростью невозмущенного потока йм , легко 

найти расстояние х, где ламинарный пограничный слой переходит 
в турбулентный. Для рассматриваемой пластинки при и ^  =  10 м/с

и кинематической вязкости воздуха  v == 0 ,1 5  • 10~“4 м2/с  
а: =  3 • 106 • 0 ,15 • 10 4/ 10 =  0,45 м.

Если режим обтекания характеризовать числом Рей­
нольдса, отнесенным к длине тела (Re =  UoJ/v), относи­
тельное расстояние места перехода ламинарного погранич­
ного слоя в турбулентный составит х/1 =  Re^/Re*. При 
больших значениях Re* отношение х/1 настолько малр, что 
пограничный слой на всем протяжении тела можно считать 
турбулентным.

Толщина пограничного слоя б является достаточно 
условной, так как нет резкой границы между внешним тече­
нием и движением вблизи стенки. Можно принять, напри­
мер, за толщину слоя такое расстояние от твердой границы
тела, при котором местная скорость отличается от скорости 
невозмущенного потока не более, чем на 1%.

Теоретические и экспериментальные исследования об­
текания пластинки показывают, что относительная толщина 
пограничного слоя для ламинарного и турбулентного режи­
мов может быть соответственно представлена выражениями:

6/х =  5/Rey*; (347)
Ых =  0,37/Re> . (348)
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Приведенные формулы дают возможность определить толщину 
пограничного слоя при обтекании пластинки. Например, при =*

=  10 м/с и v = 0 , 1 5 *  10—4 м2/с на расстоянии х =  0,4 м Re* —

== — ^(у-4 ~  * ^ 6’ следовательно, слой еще ламинарный.

По формуле (347), толщина

б =  0,4 -  -   =  0,0039 м =  3,9 мм.
V  2,67 • 105

Возьмем теперь расстояние х  — 1 м; для него Re* = ------- ~ -------.  =
F к 0,15* . 10~4

=  6,7 * 106, т. е. слой турбулентный и его толщина в этом месте по фор­
муле (348)

б —   .9— -  1 =  0,025 м =  25 мм.
(6,7,- 10б) /в

Выполненный расчет убеждает, что толщина пограничного слоя 
вообще незначительна, а толщина турбулентного слоя намного больше 
ламинарного.

Важно подчеркнуть, что давление в пограничном слое 
диктуется не самим слоем, а внешним течением. В данном 
случае при обтекании пластинки, расположенной по на­
правлению течения, внешнее давление не изменяется (гра­
диент давления dp/dx =  0), что создает условия для устой­
чивости самого слоя.

Формулы (347), (348) для относительной толщину пограничного 
слоя в упрощенном изложении получаются следующим образом.

Для анализа движения используется закон количества движения. 
Причем, в отличие от предыдущих случаев применения этого закона 
(§ 44), здесь рассматривается контрольная поверхность для двух близ­
лежащих сечений пограничного слоя вдоль плоской пластинки (рис. 156).

Жидкость втекает в левую и верхнюю грани контрольной поверх­
ности, а вытекает через правую грань. Элементарная секундная масса 
жидкости, приходящаяся на единицу ширины пластинки толщиной dу, 
равна рийу.

Обозначим интегральные значения секундного количества движе­
ния через указанные грани соответственно КДх, К Д |_ 2 и К Д2. Знаки 
этих величин по правилу положительного и отрицательного направле­
ния для внутренней и внешней нормали потока вектора [см. § 17, формула

(67)] будут «плюс» для правой и «минус» для левой и'верхней граней. 
Изменение секундного количества движения при переходе от сечения /  
к сечению 2  для боковых граней

КДг -  КД, =  d р иЧ у,
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а б

d (К Д 1_ 2) =  — d J  ри ^ и й у ^  — M^d J  рийу,

для верхней грани

где и — скорость на границе пограничного слоя, которая считается 
в данном случае неизменной вдоль течения.

Полное изменение секундного количества движения плоского по­
граничного слоя при переходе от сечения 1 к сечению 2

yj - и

d j  риЦ у  — u^ d  j  pudy.

При без градиентном обтекании пластинки (dp/dx =  0) внешней силой 
будет только сила трения Т, которая направлена влево, т. е.-будет отри­
цательна, и равна касательному напряжению на стенке т0, ^множенному 
на площадку трения d* • 1. Следовательно,

Г =  — t 0dx.

Тогда уравнение количества движения для рассматриваемой конт­
рольной поверхности представится выражением

\j и

d J  риЧ у  — M^d J  pudy =  — r 0dx.
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Для несжимаемой жидкости
6 б

о о
Полученное выражение можно еще записать так:

=  (349)

Это выражение называют интегральным соотношением Кармана. 
Оно справедливое как для ламинарного, так и для турбулентного погра­
ничного слоя.

При ламинарном режиме распределение скоростей по толщине по­
граничного слоя б можно представить зависимостью

' и -  ( у  2 
«со “  U

Подставив ее в уравнение (349), после интегрирования получим

2 2 
15 dx

Касательное напряжение на поверхности пластинки при ламинар­
ном течении выразится через скорость на границе слоя, его толщину и 
молекулярную вязкость формулой (6), т. е.

иоо 
=  ■

Таким образом, соотношение (349) примет вид дифференциального 
уравнения:

2 2 <*б «оо

или , v

6d6 =   —  dx.
15 pUoo

Интегрируя последнее уравнение по x t т. е. вдоль пластинки, нахо­
дим

б/х  =  3,9/Re^*. *

Подробные исследования показывают [36], что результаты более 
точны, если в числителе поставить цифру б, откуда и приходим к фор­
муле (347). 4

При турбулентном режиме воспользуемся степенным законом рас­
пределения скорости в виде

-L
и I и П и \  7

~uZ
J L  \n _  • JLV
. » )  ~ \ * l
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Это так называемый «закон одной седьмой», который подходит для 
гладкой поверхности пластинки. Для этого закона распределения ско­
ростей интегральное соотношение (349) после интегрирования по у  
будет

7 2 Ф
-ГГ Р“«

Касательное напряжение на стенке для турбулентного движения 
в трубе, согласно уравнению (204),

т° =  т р ’
где коэффициент гидравлического трения для гладких труб берется по 
формуле Блазиуса (227), т. е.

I  =  0,3164/Re0,25.

Тогда

0,3164 J  v
т° = — т - р "  Ы -

Применение последней формулы для рассматриваемого случая 
требует перехода от средней скорости в трубе v  к максимальной « макс> 
которая для пограничного слоя соответствует км . Для «закона одной 
седьмой» v =  0 ,82ымакс =  0 , 8 2 ^  (см. § 39). Кроме того, надо . за­
менить диаметр трубы толщиной пограничного слоя (d  =  26).

С учетом сказанного выражение для касательного напряжения 
примет вид

±  7  1_
0,822 • 0,316 2 /  v  \ 4  ~г~ /  v  \  ^

% -  8 рЦ°° ( 0,82а*, • 26 ) “  °»023Рисо  ̂ § J .

Теперь интегральное соотношение (349) запишется так: '

7 1

12 •р““ -ж -=0’023р“~ ( х ) 4 .

откуда после интегрирования по х  в конечном итоге получаем

JL
.Ь/х =  0,37/(Re*) 5 ,

т. е. формулу (348).

Рассмотрим теперь течение на н а ч а л ь н ы х  у ч а с т ­
к а х  т р у б  (каналов), где происходит как бы переход 
от внешней задачи к внутренней. В начале трубы развива­
ется пограничный слой, а затем, когда он смыкается (ряс. 
157), образуется течение, ничем не отличающееся от равно­
мерного в трубе, характер которого был разобран в § 39.
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Длину начального участка 1тч для гладких труб 
можно приближенно определить по формуле (348) для тол­
щины турбулентного пограничного слоя, подставив вместо 
Ь радиус г =  d/2. Тогда

т а " ! ? - '  «ли ^  =  1-35Ке'» -  (350)*Мяи
Далее условно примем, что переход от ламинарного по­

граничного слоя к турбулентному проходит на расстоянии 
Kid ^  1. В этом случае с учетом условия (346)

Re,M4 =  ReKp- ^  =  3 .  1 0 ^ .

Наконец, подставив полученное соотношение в уравне­
ние (350), получим

j _  _i_
lna4/d =  1,35 . 12,5 (lm4!d)5 =  16,9 (lm4/d )5 ,

откуда lm4/d =  16,9e/* =  35.
Согласно опытным данным, для плавного входа в трубу' 

4a4/d =  40 -7- 50; в случае острой кромки или выпрямля­
ющей решетки длина начального участка уменьшается до 
/нач/d »  20. Длина начального участка также уменьшается 
с увеличением шероховатости стенок.

Сопротивление начального участка, с одной стороны, 
меньше, чем сопротивление такого же участка трубы с раз­
витой эпюрой скоростей, так как действие вязкости распро­
страняется не на весь поток, а только на пограничный слой. 
С другой стороны, сопротивление больше за счет большего 
градиента скоростей и, соответственно, большего касатель­
ного напряжения у стенки т0. Поэтому в целом сопротивле­
ние начального участка трубы,-как показывают специаль­
ные опыты [1], мало отличается от сопротивления такой же 
трубы в условиях равномерного движения с нормальной 
эпюрой скоростей. На практике этой разницей обычно 
пренебрегают.

В заключение следует подчеркнуть, что нельзя смеши­
вать понятие пограничного слоя и пристеночного слоя, о 
котором речь шла в § 39, когда рассматривалось явление 
вблизи стенок трубы. Там по всей толщине потока тече­

н и е формируется по законам турбулентности, свойственной 
внутренней задаче, а граница пристеночного слоя опреде­
ляется особенностями распределения продольных пульса-
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ций (см. рис. 97, в). В данном же случае границей погра­
ничного слоя служит внешнее течение без заметного эффек­
та трения, которое можно рассматривать как потенциаль­
ное, а пристеночный слой существует в пределах погранич­
ного слоя.

§ 64
Отрыв пограничного слоя 
и формирование отрывных течений

Явление отрыва и связанное с ним формирование отрывных 
течений — одна из важнейших проблем динамики вязкой 
жидкости, имеющая значение для решения задач аэрации 
жилой застройки и промышленных зданий.

Началом отрывного течения следует считать точку от­
рыва пограничного слоя от стенки. Отрыв может произой­
ти от угловатой (рис. 168, а) или от гладкой поверхности 
(рис. 158, б).

Механизм отрыва при обтеканий угла может быть объяс­
нен свойством инерции пограничного слоя. Этот «инерци­
онный» срыв в точке С (рис. 158, а) с последующим распа­
дом на вихри, уже рассматривался в § 17 с позиций динами­
ки невязкой жидкости (поверхности раздела)^ На рис. 159 
представлена картина обтекания угловатого тела, где хо­
рошо видны отрывные течения за углами.
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Отрыв пограничного слоя от плавной поверхности тре­
бует более детального рассмотрения. Обращаясь к схеме 
рис. 158, б, необходимо подчеркнуть, что необходимым 
условием образования точки отрыва С является положи­
тельный градиент давления, т. е. движение в. сторону уве­
личивающегося давления (dp/dx > 0 ) . С подобным явле­
нием мы уже сталкивались при изучении движения в диф­
фузоре в условиях внутренней задачи (§ 42). В данном 
случае Положительный градиент давления создается пото­
ком вне пограничного слоя, который считается потенциаль­
ным. Для частиц среды, находящихся во внешнем потоке, 
полная энергия вдоль течения не изменяется, происхо­
дит только преобразование кинетической энергии в потен­
циальную. Иначе ведут себя частицы, движущиеся вблизи 
стенки, т. е. в пределах пограничного слоя. Вследствие



эффекта вязкости кинетическая энергия частиц уменьша­
ется по мере приближения к стенке. На участке течения 
до точки С энергии частиц еще хватает для преодоления поло­
жительного градиента давления. Однако в некоторой кри­
тической точке С частицы уже не могут дальше двигаться. 
Математически точка отрыва определяется как условие
jjit J  ̂ =  0, т. е. на стенке касательное напряжение об­
ращается в нуль. На участке же за точкой С под действием 
положительного градиента давления возникает возвратное 
движение, как показано на рис. 158,6.

В сечении С поток отходит от стенки, а пограничный 
слой трансформируется в отрывное течение. Границей от- 
рывногЬ течения и внешнего потока является условная 
линия раздела (в двухмерном представлении), хорошо про­
слеживаемая, например, для случая обтекания цилиндра 
(рис. 160,161). Обратные скорости отрывного течения убыва­
ют с увеличением расстояния от стенки, и можно наметить 
линию нулевых скоростей, вокруг которой происходит 
циркуляция частиц. Это течение носит неустойчивый харак­
тер. Возникающие вихри, отрываясь от тела, уплывают вниз 
по течецию; на их месте возникают новые и т. д. Таким 
образом, несмотря на общий установившийся характер 
движения, в области отрывного течения скорости в отдель­
ных точках пространства периодически колеблются.

Область отрывного циркуляционного течения не являет­
ся изолированной от внешнего потока благодаря механиз­
му турбулентного перемешивания. Тем не менее, массооб- 
мен -тут относительно невелик, что весьма существенно при 
оценке таких течений с точки зрения аэрации.
Рис. 162. Обтекание ветровым потоком преграды (одиночного здания 
прямоугольной формы).



Обратимся теперь к самому простому случаю обтекания 
ветровым потоком одиночного здания прямоугольного се­
чения высотой Н (рис. 162). Критической точкой отрыва 
является наветренный угол С. Наблюдая за таким тече­
нием непосредственно в гидролотке или на аэродинамиче­
ской модели, а также по материалам фото- и киносъемок 
получаем следующую картину течения. Основной поток 
обтекает как бы некоторое тело овальной формы; это дви­
жение можно считать потенциальным. Соответствующий 
спектр течения получают методами гидроаэродинамики 
невязкой жидкости, в частности, как комбинацию плоско- 

• параллельного потока, источника и двух стоков (§ 18). 
Границей указанного воображаемого тела является не­
которая поверхность раздела, которая на рис. 162 показа­
на линией С — С. Эта линия сначала поднимается от точ­
ки отрыва, достигая приблизительно двойной высоты на 
расстоянии порядка 2 , 5 а затем * постепенно опускает­
ся, пересекая плоскость отметки преграды на расстоянии 
около 8Н.

Граница транзитного течения С — С может быть опре­
делена теоретически на основе второго закона термодина­
мики; при наличии нескольких вариантов процесса в дей­
ствительности осуществляется такое движение, при 
котором рассеяние (диссипация) энергии будет максималь­
ной [12].

В области ниже линии С—С образуется отрывное течение, 
где линии тока осредненного движения получаются замкну­
тыми; другими словами, движение носит циркуляционный 
характер *. Это водоворотное течение возникает в ре- 
зультате взаимодействия силы турбулентного трения, на­
правленной вдоль транзитного потока, и положительного 
градиента давления, создающего силу давления в обратном 
направлении. Сила турбулентного трения будет наиболь­
шей на поверхности раздела С — Си наименьшей по поверх­
ности основания преграды. Поэтому в верхних слоях 
зоны сила трения превышает силу давления и частицы жид­
кости движутся вперед, в ту же сторону, что и транзитный 
поток. В нижней части зоны сила давления больше, чем

** В действительности в результате турбулентного обмена, хотя 
и незначительного, происходит непрерывная смена частиц между тран­
зитным .потоком и .зоной отрыва. Однако в условиях стационарного про­
цесса (установившегося движения) линии тока осредненного движения 
остаются неизменными.
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сила трения, поэтому частицы движутся в обратном на­
правлении. Эпюры скоростей в водоворотной зоне имеют 
вид, представленный на рис. 163 124]. Обратные скорости в 
плоскости основания преграды значительны.

Распределение скоростей в центральной части водоворотной зоны 
можно получить следующим образом.

Выделим в потоке, считая его плоским, элемент dxdy и рассмотрим 
действующие на него силы в направлении оси х (рис. 162 справа). Если 
касательное напряжение, действующее на нижнюю грань элемента,

обозначить т, то на верхнюю грань действует напряжение т +  ~  dу\

следовательно, результирующая сила трения, действующая на эле­
мент,

% -j- dy  J dx * 1 — Td* • 1
дх
ду

dxdy.

Эта сила, если пренебречь силами инерции, уравновешивается си^той 
давления Р , которая изменяется вдоль оси х , но по вертикали ее мож­
но считать постоянной. Значит,

Р  =  (р +  d x ) dy  * 1 — pdy  • 1 =

Теперь

Т  =  Р\
дх

ду
d y d z ;

др
дх

dxdy, или

др
дх

д%

~di

dxdy.

=  др 
дх

Касательное напряжение может быть представлено выражением 
(188), т. е.

_ - дих
ду

Рис. 163. Эпюры скоростей в зоне отрывного течения за прегра­
дой.

'Высота деления на дне
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Тогда

др д2их 
дх ~ 8 ду*

Выполняя интегрирование по у  при — —■ и 8 =  const и граничномОХ
условии, у  — К  их =  игр> получаем

В пределах водоворотной зоны расходы прямого и обратного тече­
ния' равны друг другу. Отсюда получаем условие

н
j  uxdy  =  О, 
о

которое после подстановки предыдущего выражения и интегрирования 
дает

1 др и h3 др
и =  — — — Я2, или е =  - 5 --------- ----  .

^  ГР Зе дх 3 мгр дх

Подставив последнее соотношение для турбулентной вязкости в 
уравнение-скорости, в конечном итоге находим закон распределения 
скоростей по вертикали отрывного плоского течения:

3 ( у ) 2 1их =  игр

Отсюда скорость у дна

(351)

и линия нулевой скорости

Уо(их~ 0) ~ V  х/з Л =  58/г.

На графике рис. 163 данные опытов [35] подтверждают приведен- 
ные выкладки для центральной части отрывного течения.

Описанную область отрывного течения в вентиляции 
называют аэродинамической тенью. Важно подчеркнуть, 
что несмотря на наличие пульсаций, турбулентный обмен 
с внешней средой в этой области оказывается недостаточ­
ным. Поэтому в пределах аэродинамической тени недо­
пустим выброс загрязненного воздуха.

При взаимодействии ветрового потока с группой зданий 
различного очертания задача весьма усложняется и реша­
ется путем модельных исследований в каждом конкрет­
ном случае.
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Из изложенного становится ясным, что описанный ме­
ханизм образования отрывных течений во многом сходен 
с причинами образования вихрей при протекании жидкос­
ти через местные сопротивления (см. § 42). Различие состоит 
лишь в характере транзитного потока: здесь он практически 
не отличается от потенциального, а там он турбулентный.

§  6 5
Распределение давлений 
и аэродинамический коэффициент

Рассмотрим вопрос о распределении давления вокруг обте­
каемого тела. Имея спектр течения, можно определить дав­
ление в любой точке тела.

Обратимся сначала к случаю обтекания цилиндра 
бесконечной ширины, где течение можно считать двухмер­
ным (плоским). Если явление изучать методами гидроаэро­
динамики невязкой жидкости (§ 18), спектр течения полу­
чается симметричным и имеет вид, представленный на 
рис. 53. На боковых поверхностях цилиндра поток уско­
ряется, а на лобовой и тыльной — замедляется. В крити­
ческих точках А , D скорость равна нулю, а в точках В она 
вдвое больше скорости невозмущенного потока (иь =  2 ^ ) .  
Соответственно давление между точками А и В пони­
жается, а на тыльной поверхности по мере приближения 
к точке D давление увеличивается. Таким образом, полу­
чается, что цилиндр не оказывает сопротивления движу­
щейся жидкости, что явно противоречит опыту (так -назы­
ваемый парадокс Эйлера — Даламбера).

Разберем теперь случай обтекания цилиндра с учетом 
действия вязкости при наличии пограничного слря. В ре­
зультате образования отрывного течения (рис. 160) основ­
ной поток за цилиндром почти не расширяется, что обус­
ловливает незначительное восстановление "Давления по 
сравнению с уменьшенным давлением в точках В и в  резуль­
тате в точке D давление остается пониженным. Между точ­
ками А и D возникает разность давлений, т. е. эффект со­
противления-. С энергетической точки зрения этот эффект 
вызван рассеянием энергии отрывного течения, получа­
емой от основного потока.

Давление в данной точке характеризуется безразмер­
ным коэффициентом давления
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равным отношению избыточного давления к динамическо­
му давлению невозмущенного потока. На рис. 160 внизу 
представлен график изменения коэффициента давления 
вдоль контура цилиндра.

Перейдем теперь к распределению давления от дейст­
вия ветрового потока на здания и сооружения. Этот воп­
рос особенно важен при проектировании §ысотных зданий, 
так как скорость ветра растет 'с увеличением расстоя­
ния от поверхности земли.

В случае простейшей схемы обтекания здания в виде 
прямоугольника (рис. 162) спектр течения качественно 
не отличается от рассмотренного выше спектра при обте­
кании цилиндра. Механизм образования подпора на на­
ветренной стороне и разрежения над крышей за точкой 
отрыва О был уже выяснен ранее (§21). Отрывное же тече­
ние на заветренной стороне (зона аэродинамической тени) 

-разбиралось в предыдущем параграфе. Как и в случае 
обтекания цилиндра, в последней зоне давление остается 
пониженным.

Для расчета распределения давления от действия ветра 
по контуру зданий и сооружений пользуются коэффициен­
том давления, который в вентиляции называют аэродина­
мическим коэффициентом:

k =  ~ ^ р ~  , (353)
Р<4/2

где рМан — манометрическое давление в данной точке 
(в случае разрежения значение k получается отрицатель­
ным).

Аэродинамический коэффициент для различных конфи­
гураций обтекаемых тел определяют на аэродинамических 
моделях и полученные данные откладывают в определенном 
масштабе в виде отрезков, нормальных к линии контура 
тела в данной точке. При этом положительное значение 
k откладывается внутри контура, а отрицательное— bi е 
его.* На рис. 164‘показаны эпюры k при обтекании тела 
в форме параллелепипеда при трех направлениях ветра. 
При 0 =  0 на лобовой (наветренной) стороне k =  +  (0,7 -f-

0,8), а на тыльной (заветренной) k ~  — (0,2 -j- 0,3).

=  - (352)
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Видно, что вое грани за исключением наветренной стороны 
находятся в зоне разрежения.

^Зная скорость ветра и значение к, легко по формуле 
(353) подсчитать давление в данной точке контура.

Рис. 164. Эпюры аэродинамических коэффициентов при обтекании тела, 
имеющего форму параллелепипеда.

/1
1 1

1 =

Е ..
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Пример 42. Определить разрежение, создаваемое дефлектором 
(рис. 130), при скорости ветра =  10 м/с и аэродинамическом коэф­
фициенте k — —0,4 (р =  1,2 кг/м3).

По формуле (353)

1 2 . 102
Рразр =  0*4 — — -̂------ =  24 Па да 2,4 мм вод. ст.

§ 66
Сопротивление обтекаемых тел

Под с о п р о т и в л е н и е м  тела понимается сила» 
с которой жидкая среда действует на равномерно движу 
щееся в ней тело. Однако задачу можно рассматривать и 
в обращенном движении, когда тело неподвижно, а жид­
кость обтекает его с равдой, но противоположной скорос­
тью. В этом случае тело оказывает сопротивление движу­
щейся жидкости, на преодоление которого затрачивается 
часть энергии потока.

Проблема сопротивления движению тела в жидкости 
является фундаментальной в ряде областей техники (авиа­
ции, подводном плавании и пр.). Применительно к дан­
ному курсу задача сводится главным образом к расчету 
силы давления ветра на здания, сооружения и ограждаю­
щие конструкции, а также к определению взвешивающей 
способности потока воздуха для перемещения твердых 
материалов.

Впервые задача определения сил сопротивления была 
решена Ньютоном на .основе следующих рассуждений.

Тело при своем движении за 1 с вытесняет со своего пути 
массу жидкости (рис. 165, а)

m/t — роууи,

где (дд — проекция тела на плоскость, нормальную к на­
правлению движения (так называемое «миделево» сечение 
тела). При этом тело сообщает каждой частице жидкости 
скорость, пропорциональную скорости тела и. Применив 
закон количества, движения, получим выражение силы 
сопротивления

F =  -2-’ и =  срвуД , (354)

где с — коэффициент пропорциональности.



Тот же результат получится при рассмотрении явления 
в обращенном движении, когда тело неподвижно, а на него 
набегает поток со скоростью Uoo (рис. 165, б).

Физически эта зависимость исходит из представления, 
что среда, в которой движется тело, состоит из мельчай­
ших частиц с определенной массой, не связанных друг с 
другом. При столкновении частиц с телом они отражаются 
от него по закону удара, что и приводит к возникновению 
силы сопротивления.

Однако эта теория неверна. Сопротивление жидкости 
движущемуся в ней телу является результатом разности 
давлений между лобовой и тыльной его частью и каса­
тельных напряжений в пограничном слое. По Ньютону учи­
тывается только лобовая часть поверхности тела, между 
тем как в действительности главной причиной сопротивле­
ния являются процессы, происходящие позади тела. Напри­
мер, сопротивление клинообразного , тела, обращенного 
острым концом навстречу потоку (рис. 166, а), будет боль­
ше сопротивления того же тела, обращенного навстречу 
потоку тупой стороной. Аналогично сопротивление полусфе­

ры, обращенной выпук­
лостью навстречу пото­
ку, будет больше сопро­
тивления полусферы, об­
ращенной выпуклостью 
по течению (рис. 166, б). 
Поэтому для уменьше­
ния сопротивления обте­
каемого тела нужно при­
дать ему плавные очерта­
ния, при которых умень­
шается интенсивность 
отрывных течений и, зна­
чит, сопротивление дав­
лению.

Р ис. 165. К определению  си­
лы сопротивления: 
а — тело движется в покоящ ей­
ся жидкой среде; б — тело непо­
движно, а поток набегает на не­
го.

Р ис. 166. Сопротивление:
а  —'клиновидного тела; б 
полусферы.
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Итак, сила сопротивления тела складывается из сопро­
тивления давлению, возникающего в результате обтекания 
тела на лобовой и образования отрывных течений на тыль­
ной сторонах, и сопротивления трению, обусловленного 
пограничным слоем.

Рассчитывать силу сопротивления можно по формуле 
Ньютона (354), если коэффициент пропорциональности с 
учитывает указанные факторы. Поскольку сопротивление 
давлению зависит от формы тела, а сопротивление трению — 
от числа Рейнольдса, коэффициент сопротивления

cf  — f  (форма, Re). (355)
В случае сжимаемой жидкости cf зависит еще от числа 

Маха (Ма).
Для неподвижного теЛа и набегающего на него потока*

F =  c p , ^ .  (356)

Знаменатель в этой формуле взят по аналогии с формулой 
Вейсбаха (239).

Коэффициент сопротивления Cf определяется эксперимен­
тально в каждом конкретном случае.

На рис. 167, а представлена зависимость cf = f  (Re) 
для шара. При Re <  1 применима теоретическая формула
Рис. 167. Зависимость коэффициента сопротивления cf от числа Рей­
нольдса:
а — для шара; б — для круглого цилиндра бесконечной ширины.
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Стокса для ламинарного режима обтекания
cf =  24/Re. ‘ (357)

В диапазоне Re =  10 -f- 2000 можно пользоваться фор- 
мулой Б. Н. Лобаева [29] _ "

4,3 ' (358)Cf — (lg Re)2
При Re =  2000 — 2 • 105 коэффициент сопротивления 

шара изменяется незначительно и примерно равен cf — 0,5. 
В этих пределах происходит отрыв пограничного слоя при 
угле обтекания 0,4л. При Re =  2 • 105 значение cf рёзко 
уменьшается (от 0,47 до 0,22), что объясняется переходом 
ламинарного пограничного слоя в турбулентный и увели­
чением угла обтекания вследствие поперечных пульсаций 
до 0,6я. Это’ явление называют кризисом сопротивления.

Аналогичную закономерность получаем для цилиндра 
(рис. 167, б) и некоторых других плавно очерченных тел, 
где при определенных значениях Re происходит отрыв по­
граничного слоя. Однако, для тел весьма плавного очерта­
ния (крыло самолета, каплеобразный профиль и др.), при 
обтекании которых вообще не происходит отрыва, коэффи­
циент сопротивления постепенно уменьшается с увеличе­
нием Re.

Для угловатых тел с инерционным отрывом коэффици­
ент сопротивления практически не зависит от числа Рей­
нольдса и представляет собой постоянную величину. 
Ниже приведены некоторые значения коэффициента сопро­
тивления Cf.

Ф о р м а  т е л а  

Шар:

Re <  10

Re =  10 -г- 2000

Re =  2000 -ь  2 - 105 
Re >  2 - 105 

Круглый цилиндр бесконечной длины:
Re =  (0,3 -V-1,5) 105 
Re =  5 - 105

Полусфера, обращенная выпуклостью навстречу 
потоку
Полусфера, обращенная выпуклостью по течению 
Куб
Пластинка круглой формы, установленная попе­
рек потока

24
Re 
4,3 

(lg Re)3 
0,47 
0,22

U2
0,3

1,1
0,33
1,2

1,1
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Прямоугольная пластинка с отношением сторон: 
О

7

1,12
0,91
0,85
0,87
0,99

В заключение следует заметить, что скорость ветра не 
является постоянной величиной; она минимальна у поверх­
ности земли и возрастает с высотой. Поэтому особенно боль­
шим ветровым давлениям подвергаются высотные здания и 
сооружения. Из-за ветрового воздействия на здание в зим­
ний период возникает инфильтрация холодного воздуха 
в помещении, что приводит к увеличению теплопотерь.

Характер изменения скорости с-высотой приближается 
(без учета влияния изменения температуры с высотой) к 
закону распределения скоростей в пограничном слое. Для 
оценки этого влияния можно воспользоваться формулой

и =  Ucc (—-) 10 , (359)
где и — скорость ветра на расстоянии у  от поверхности. 

§ 67
Падение твердых тел в жидкости.
Скорость витания
При свободном падении твердой частицы в жидкой или га­
зовой среде, находящейся в покое, только в первый момент 
наблюдается ускоренное движение; 
в дальнейшем возникающая сила 
сопротивления уравновешивается 
действием силы тяжести и частица 
падает равномерно, с постоянной 
■скоростью. Эта скорость называется 
гидравлической крупностью. Это 
понятие имеет большое значение 
при изучении процессов взвешива­
ния и отстаивания в жидкости, 
а также для расчета трубопрово­
дов для гидротранспорта частиц.

При изучении аналогичных про­
цессов в воздушной среде исполь­
зуется понятие скорости витания.
Рис*. 168. К выводу формулы скорости ви­
тания.
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Под последней понимают скорость восходящего потока воз­
духа (в вертикальной трубе), при которой твердые частицы, 
находящиеся в этом потоке, будут совершать колебательные 
движения приблизительно на одном уровне (как бы витать), 
т. е. будут находиться во взвешенном состоянии. Иначе 
говоря, это понятие эквивалентно гидравлической крупнос­
ти применительно к воздушной среде.

Выведем формулу скорости витания частицы шарообраз­
ной формы (рис. 168). Сила тяжести частицы, или ее вес

п nD3G = mg =  p4g - g -  ,

где рч — плотность частицы.
В воздушной среде частица падает под действием силы 

G', меньшей, чем G, вследствие влияния архимедовой силы

где рв — плотность воздуха.
Таким образом, сила падения

<7 =  G +  A  =  g  (р , —  Рв) .

Сила сопротивления при падении частицы в воздухе 
согласно формуле (356)

£1   Jt£>2 Рв^вит
t  -  Cf 4 2 *

Так как эти силы уравновешиваются при равномерном 
падении, то

, ч Jt£)2 Рв̂ итg (p., рв) Q Cf |  2 »
откуда

,, _ .  Г~Ь Г SD Р , - Р в .  1.15 г  П рч — Рв
"вит -  \  3 у с, рв =  Y T ,  У 8 S  •

(360)
Поскольку плотность воздуха рв значительно меньше 

плотности транспортируемого материала, разность рч — рв 
без большой ошибки можно заменить рч. Тогда формула для 
скорости витания шарообразной частицы принимает вид

<361) :
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Итак, зная коэффициент сопротивления частицы сь 
нетрудно по формуле (360) определить скорость витания. 
Данные для шаровидной частицы приведены на рис. 167, 
а также рассчитываются по формулам (357), (358). Так как 
значения щ в свою очередь зависят от скорости, задача ре­
шается методом подбора.

Пример 43. Определить скорость витания шаровидной частицы, 
если D  =  1 мм и рч =  1200 кг/м3.

. Задаем скорость витания vmT =  3 м/с. Тогда

По формуле*(358)
Cf =  4,3/(lg  200)2 =  о,8.

По формуле (361)

т. е. скорость больше заданной.
Задаем увих =  4,1 м /с . Тогда Re =  234; Cf =  0,77 и

т. е. найденная скорость совпадает с заданной.

В практических условиях форма твердых частиц тран­
спортируемого материала, концентрация и характер ма­
териала различны. Поэтому, чтобы получить конкретные 
данные для расчета, скорость витания разных материалов 
определяют экспериментальным путем в специальной тру­
бе витания. Она изменяется в широких пределах — от 2 
до 12 м/с.

Для обеспечения пневмотранспорта твердых материа­
лов среднюю скорость движения 'воздуха в трубопроводе 
берут несколько большей (в зависимости от формы частиц и 
концентрации материала) скорости витания, определенной 
для шаровидной частицы по формуле (360).

Из изложенного ясно, что понятие скорости витания по 
существу относится к вертикальным участкам трубопро­
водов пневмотранспорта. На горизонтальных участках 
условия для перемещения твердых частиц иные.

Рассмотрим механизм перемещения твердых частиц в 
горизонтальной трубе (рис. 169). Возьмем шаровидную

V,вит
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частицу, расположенную на дне трубы. При обтекании щара, 
как и при обтекании цилиндра, вверху частицы вследствие 
увеличения скорости образуется область пониженного дав­
ления и возникает подъемная сила Р, которая при доста­
точной скорости поднимает частицу. Сила сопротивления 
F перемещает частицу в направлении движения/воздуха в 
трубе, а сама частица начинает вращаться (в данном слу­
чае по часовой стрелке) в результате эффекта вязкостного 
трения.. В дальнейшем, когда частица поднялась, действие 
подъемной силы Р прекращается, но вращение частицы бла­
годаря инерции и наличию поперечного градиента осреднен­
ных скоростей сохраняется. Последнее образует циркуля­
цию и соответствующую ей подъемную силу Ру (см. эффект 
Магнуса на с. 91). Эта сила, как правило, недостаточна для 
поддержания частицы во взвешенном состоянии. Поэтому 
частица, описав некоторую траекторию, падает на дно тру­
бы и описанное явление повторяется.

В результате частицы движутся в воздушном потоке, 
описывая сложные, а после поворота трубы — винтовые 
траектории. Средняя скорость потока воздуха, при которой 
частицы начинают двигаться указанным образом в гори­
зонтальной трубе, называется скоростью веяния.

Если весьма увеличить скорость течения воздуха-, то 
можно добиться того, что твердые частицы будут переме­
щаться в горизонтальном трубопроводе, не падая на дно, 
т. е. будут находиться во взвешенном состоянии. Такая 
способность турбулентного потока объясняется наличием в 
нем поперечных пульсаций. Однако осуществлять пневмо­
транспорт таким образом вследствие большой разницы 
плотностей воздуха и материала экономически нецелесооб­
разно, а в некоторых случаях даже невозможно. Наоборот, 
гидротранспорт, где разность плотностей материала и воды 
в большинстве случаев незначительна,- осуществляется при

Рис. 169. К механизму перемещения твердых частиц потоком воздуха 
в горизонтальном направлении.
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таких скоростях течения воды, когда частицы находятся 
во взвешенном состоянии.

Скорость веяния по абсолютной величине мало отли­
чается от скорости витания. Поэтому на практике рас­
чет пневмотранспорта ведут по скорости витания.

Глава IX
МОДЕЛИРОВАНИЕ
ГИДРОАЭРОДИНАМИЧЕСКИХ ЯВЛЕНИЙ 

§ 68
Гидроаэродинамическое подобие

Общие сведения. При изучении гидроаэродинамических 
явлений необходимо широкое применение эксперимента. 
По существу ни один из вопросов, касающихся турбулент­
ного движения жидкости, не может быть решен теоретиче­
ски. С помощью эксперимента определяются условия, при 
которых возникает турбулентный режим течения.' Все виды 
гидравлических сопротивлений, возникающих при турбу­
лентном течении в трубах и каналах, и соответствующие 
им коэффициенты определяются опытным путем. Явления, 
связанные с обтеканием вязкой жидкостью твердых тел, так- 
жев не могут быть выяснены без эксперимента* и т. д.

Перед постановкой исследования экспериментатор дол­
жен знать, как должен быть поставлен эксперимент, как 
составить программу исследований и каким требованиям 
должна удовлетворять модель, какие величины надо изме­
рять в опытах и какие приборы при этом надо использо­
вать, как следует обрабатывать результаты опытов и на 
какие* явления их можно распространить, как обобщать и 
анализировать данные экспериментов.

Ответить на всё эти вопросы призваны методы подобия и 
размерностей, к'рассмотрению которых и перейдем.

Опыты практически проводят на м о д е л я х  натурных 
объектов. Они просты в изготовлении, их малые размеры 
позволяют осуществлять в лаборатории разнообразные 
условия опытов и выявлять искомые закономерности.

Обоснование моделирования и использование в натуре 
результатов экспериментов на модели связано с п о д о -  
б и е м движения в натуре и на модели. Кроме того, по­
добие имеет значение и для некоторых теоретических ис- 

. следований.
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Общие принципы подобия для широкого класса физи­
ческих явлений были сформулированы М. В. Кирпичевым. 
Начало теории гидроаэродинамического подобия было поло- « 
жено Н. Е. Жуковским. Моделирование вентиляционных 
систем разрабатывалось Е. В. Кудрявцевым.

П о д о б н ы м и  называют явления, происходящие в гео­
метрически подобных системах одинаковой физической при­
роды, когда одноименные величины (например, скорости те­
чения или силы, которые действуют в подобных точках*) 
имеют между собой постоянные отношения, которые назы­
ваются масштабами.

Каждая физическая величина имеет свой масштаб, при­
чем для подобных механических величин (в частности, для 
несжимаемой жидкости и в отдельных случаях для сжи­
маемой) все масштабы можно выразить тремя основными 
масштабами: геометрическим, кинематическим и масшта­
бом сил.

Если же рассматриваются явления, в которых прини­
мают участие не только механические величины, для установ­
ления подобия необходимо еще знать соотношения между 
основными масштабами -и масштабами других величин 
(например, при подобии тепловых процессов — соотноше­
ния между механическими и тепловыми величинами).

Итак, для установления подобия гидроаэродинамиче­
ских явлений между натурой и моделью следует использо­
вать правила механического подобия, т. е. должно быть 
выполнено одинаковое соотношение: линейных размеров 
(геометрическое подобие); скоростей и ускорений (кинема­
тическое подобие) и действующих сил (динамическое по­
добие).

Два потока будут геометрически подобными, если между 
их соответствующими линейными размерами существует 
постоянное соотношение

U L  =  к„ (362)
где kt — линейный масштаб, показывающий, во сколько раз ' 
размеры модели 1М уменьшены по сравнению с размерами 
натуры /н.

* Подобными называют точки подобных систем, которые одинако­
во расположены относительно их границ. Подобными могут быть точки 
пространства и моменты времени. Для установившегося движения (ко­
торое и рассматривается в данном курсе) подобными являются точки 
пространства.
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Другие элементы геометрического подобия также вы­
ражают через линейный масштаб, например, отйошение 
площадей

S J S M =  % (363)
и отношение объемов

VJVu = k h  (364)
Два потока будут кинематически подобны, если спектры 

линии токов (поля скоростей) на модели и в натуре в по­
добных точках пространства (для установившегося движе­
ния) связаны масштабом

“А . -  К- (365)
Соответствующий масштаб ускорений выражается через 

масштабы скоростей и длин:

kw^ w j w u ^ f^ ulkl. (366)
На рис. 170 показаны подобные поля скоростей осред­

ненного движения в виде линий тока при обтекании здания 
ветровым потоком. Масштабы турбулентных пульсаций 
отвечают условию геометрического подобия.

Для динамического подобия необходимо, чтобы все 
силы одинаковой природы,, действующие в подобных точках 
модели и натуры на частицы жидкости, отличались между 
собой только постоянными масштабами. Если на некоторый 
поток в натуре действует сила FHi а на подобный элемент 
потока на модели действует сила Fu, одинаковая по приро­
де с силой FH, то ~
_____________________ PJFU =  к,._________________ (367)
Рис. 170. Пример подобного поля скоростей.
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Выбор масштабных множителей kh ku, kp не является 
произвольным. Между ними имеется определенная связь. 
Силу, действующую на элемент потока согласно второму 
закону Ньютона, можно выразить как произведение массы 
на ускорение:

F = mw =  р Vw,
откуда масштаб сил

k2
kP =  kvk]kw =  k0 % -g -  =  k„k2,k l , (368)

где kp — масштаб плотности.
Полученное соотношение устанавливает искомую связь 

между масштабными множителями. Если отношение меж­
ду действующими силами на модели и в натуре известно, 
т. е. известен масштаб kF, то при выбранном масштабе kt 
и при заданных плотностях потоков (масштаб kp) можно 
найти ku и другие множители.

Условие (368) можно трактовать и иначе. Жидкость 
рассматривается как сплошная среда, поэтому в ней при 
движении обязательно проявляются силы инерции /: 
Масштаб этой силы, как и всякий другой, по соотношению 
(368)

k [s== kpkiku .
Следовательно, условие (368) можно записать еще так: 

kF = kIf или k j lk p ^  1, ‘ (369)
т. е. для выполнения условий динамического подобия от­
ношение между силами, опредбЛяющимиявление на модели 
и в натуре, и силами инерции должно быть одинаково.

Критерии гидроаэродинамического подобия. Условие 
гидроаэродинамического подобия требует равенства на 
модели и в натуре отношения всех сил, под действием кото- 
рых происходит явление. Однако практически невозможно 
создать условия подобия всех сил. Поэтому устанавливают 
частные условия подобия сил, определяющих явление, 
или критерии подобия.

Несжимаемая жидкость движется в результате действия 
основных сил (давления, тяжести и .внутреннего трения, 
или вязкости) и сил инерции. При установлении критериев 
подобия определяют условия, обеспечивающие пропорцио­
нальность силам инерции тех действующих сил, которые 
считаются главными в данном явлении.
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К р и т е р и й  Э й л е р а .  При рассмотрении гидро- 
аэродивамических явлений мы прежде всего сталкиваемся 
с силами давления. Поэтому первый критерий динамиче­
ского подобия получают, сравнивая масштабы сил давления 
и сил инерции. Сила давления равна произведению давле­
ния на площадь действия. Следовательно, масштаб этой си­
лы

kp = kvku
но kp — k i, поэтому kpkj =  kpkfeu, откуда '

Заменив масштабы соответствующими отношениями ве­
личин в натуре и на модели, находим

Рн ___ Ри 
Рн«н Рм4 

Обозначив это соотношение через Ей, получаем

Eu “  =  idem’ (37̂

где термин idem означает, что условия, определяемые 
данным соотношением, должны быть одинаковы на модели 
и в натуре. Полученный критерий называют числом Эйлера.

Нас обычно интересуют не абсолютные давления, а 
разность*давлений Ар в двух точках системы. Величину р 
в условии (370) можно заменить на Ар и критерий Эйлера 
примет вид

Обращаясь к формулам (239) Вейсбаха для гидравличе­
ских сопротивлений, с учетом последнего соотношения мож­
но написать

Eu =  С/2.

Следовательно, при квадратичном законе сопротивления 
числа Эйлера на модели и в натуре равны. Однако, -как 
увидим ниже, критерий Эйлера не является определяю­
щим.

К р и т е р и й  Р е й н о л ь д с а .  Выясним условия 
динамического подобия потоков, когда определяющими



являются силы внутреннего трения (вязкости). Масштаб 
касательных сил получаем из формулы (6):

kT =  k2ik^ =  kfevJtu.

Приравнивая этот масштаб к масштабу сил инерции, 
находим

М А  “  kpkiku ,

откуда

М-
Заменив масштабы соответствующими отношениями ве­

личин в натуре и на модели, получим
__ %1̂мРм 

Цн Им
Обозначив это отношение через Re, получаем' критерий 

Рейнольдса
Re = =  idem. . (371)

(Л V

Критерий Рейнольдса является важнейшей характери­
стикой исследуемого явления, так как от соотношения меж­
ду силами инерции и силами вязкости зависят основные 
свойства движущейся жидкости (см. § 35).

Обратцм внимание на следующее очень важное обстоя­
тельство. При соблюдении критерия Рейнольдса на модели 
и в натуре критерий Эйлера выполняется автоматически. 
Действительно, геометрическая сумма действующих сил и 
сил инерции равна нулю и поэтому при действии ♦ сил дав­
ления Р, сил вязкости Т  и инерции /  можно написать, что

Р +  Г +  7 =  0,
откуда

2 l _ _ A ± 1 h_.
/м Рш 4~  Т м

т 7По условию — ku  следовательно, и kp =*
Ти hf

р— __и_ _  т. е. равенство указанных масштабов и озна- 
Рм

чает выполнение критерия Ей при ReM ~  ReH.
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Если жидкости на модели и в натуре одинаковы (kQ — 
=  1), то при равенстве ReH =  ReM, как следует из уравне­
ния (371),

«Л  =  u j u, или kt = l/ku. (372)
Последняя зависимость показывает, что моделирование 

по Рейнольдсу требует увеличения скорости на модели па 
сравнению с натурой в kt раз. Такое условие практически 
трудно выполнить. В некоторых случаях это затруднение 
удается устранить, если на модели применить жидкость 
с меньшей кинематической вязкостью v. Тогда

=  «mvh 
lu «HVM ’

откуда
kt = k j k u. (373)

Следовательно, необходимое увеличение скорости на 
модели уменьшается пропорционально уменьшению вяз­
кости данной жидкости, т. е. в 'kv раз.

Например, при исследовании движения воздуха на модели с водой 
в гидравлическом лотке, учитывая, что для воздуха при температуре 
2)°  С кинематическая вязкость приблизительно в 15 раз больше, чем 
для воды (см. табл. 1), можно при условии равенства скоростей на мо­
дели и в натуре (ku =  1) добиться одинаковых значений Re на модели 
и в натуре при линейном масштабе k i =  15. Но для большинства аэро­
динамических исследований этот масштаб оказывается недостаточным.

Моделирование со строгим соблюдением подобия сил 
вязкости встречается редко.

Проанализируем* на некоторых примерах, насколько 
существенно сказывается на оценке явления несоблюдение 
условия равенства чисел Рейнольдса на модели и в натуре. 
Обратимся к графикам зависимости (рис. 95, 99) коэффи­
циента гидравлического трения от Re при разной шерохо­
ватости. Виднст, что для шероховатых труб значения X 
в широком диапазоне изменения не зависят от числа Рей­
нольдса. Такая же закономерность получается для коэф­
фициента сопротивления при обтекании угловых тел. 
Наконец, коэффициенты местных сопротивлений £ счи­
таются практически не зависящими от Re.

Приведенные примеры показывают, что при достаточно 
больших значениях Re для ряда явлений изменение числа 
Рейнольдса не влияет на сам характер явления. О таких 
явлениях говорят, что они автамодельны по отношению к
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числу Рейнольдса, т. е. явления качественно не изменяются, 
несмотря на уменьшение Re.

С точки зрения динамического подобия этот результат 
можно объяснить так. Число Рейнольдса характеризует 
отношение сил инерции к силам вязкости. Независимость 
указанных явлений от величины этого отношения означает, 
что силы вязкости по сравнению с силами инерции в опре­
деленном диапазоне изменения Re не оказывают существен­
ного влияния на механизм явления. Иначе говоря, мы имеем 
дело с крупномасштабными турбулентными пульсациями, 
интенсивность которых практически не зависит от вяз­
кости и числа Рейнольдса (см. с. 154). Следовательно, и 
эффект гидравлических сопротивлений, которые происхо­
дят в результате перехода кинетической энергии крупно­
масштабных пульсаций в мелкомасштабные, где она и ра£-- 
сеивается, также не зависит от Re.

Условие автомодельности значительно облегчает экс­
периментальные исследования, давая возможность ставить 
опыты на моделях с соблюдением только геометрического 
и кинематического подобия. Например, в опытах Ф. А. Се- 
ребровского при аэродинамических испытаниях жилой 
застройки на модели с линейным масштабом kt =  200 и 
соответствующими значениями ReH =  2,3 • 106 и ReM =  
=  7,5 * 104 относительные скорости воздушных потоков в 
пространстве между зданиями на модели и в натуре были 
практически одинаковы.

Следует отметить, что условие автомодельности по Рей­
нольдсу эквивалентно соблюдению критерия Эйлера (см. 
с. 325)

К р и т е р и й  Ф р у д а . -  Рассмотрим условия подо­
бия сил тяжести. Масштаб сил тяжести (веса)

kg =  kpkgk{.
Этот масштаб равен масштабу сил инерции: 

kpkgkl _= kpklku »
откуда

или

Fr =  =  idem. (374)

326



Это число называют критерием Фруда, или критерием 
гравитационного подобия. При моделировании по Фруду 
(при масштабе ускорения сил тяжести kg =  1)

=  (375)
Следовательно, скорости на модели уменьшаются прямо 

пропорционально квадратному корню из линейного масшта­
ба модели. Такое соотношение весьма удобно для исследо­
ваний.

Сопоставив уравнения (372) и (375), видим, что одновре­
менно нельзя удовлетворить равенству критериев Рейнольд­
са и Фруда для одной и той же жидкости на модели и в на­
туре.

Моделирование по Фруду имеет большое значение при 
исследовании работы гидротехнических сооружений.

К р и т е р и й  А р х и м е д а .  При исследовании гра­
витационных систем воздушного отопления и вентиляции, 
где силы тяжести действуют как архимедовы силы, возни­
кающие вследствие разности плотностей р — р0 двух сред 
(течение струи в среде другой платности), применяется 
критерий Архимеда. Он представляет собой отношение 
выталкивающей силы к силам инерции, т. е. величину, 
обратную Fr. Ускорение, вызванное действием этой силы,.
равно g. В результате получаем

Аг =  -jj-  'р~ р°- =  idem. (376)

При изучении движения воздуха путем конвекции пользуются кри- 
аерием, получаемым перемножением числа Архимеда на квадрат числа 
Рейнольдса. Этот критерий называется критерием Г  расгофа:

Or =  Ar Re" (377>

При исследовании некоторых задач вентиляции возникает вопрос 
о моделировании турбулентности наружной атмосферы. Турбулент­
ность можно характеризовать коэффициентом турбулентного обмена 
[формула (189)]. Тогда аналогично числу Рейнольдса получается крите­
рий подобия

им̂м 
е н е м »

откуда

еН г.



При моделировании по Архимеду, как и по Фруду,

— Vk l .
Следовательно,

% /е„ =  Ь'{< . (378)

Например, при линейном масштабе Щ — 200 коэффициент турбу­
лентной вязкости в среде, окружающей модель,

8М =  8н/2 0 3/а =  ен/90,

т. е. ничтожно мал. Полученный результат свидетельствует, что для 
малых моделей очень большое значение имеет ликвидация всяких слу­
чайных возмущений окружающей атмосферы.

К р и т е р и й  М а х а .  При мбделировании движения 
сжимаемой жидкости прибавляется еще один критерий по­
добия. Если исходить из адиабатического закона изменения 
состояния, масштаб давления согласно формуле (121) для 
скорости распределения звука в упругой среде может быть 
представлен зависимостью

kp — kpka •
Тогда масштаб сил давления

kp = kpkj =  kpkak2t . (
Приравнивая этот масштаб к масштабу сил инерции 

kikak р — ktkukp,
»аходим, что

kl/kl =  1, или k j k a =  1,
откуда

Ма =  и! а =  idem, (379)
т. е. мы получили уже известное нам число Маха.

% 6 9
Метод анализа размерностей

Метод анализа размерностей используют для изучения 
явления, где аналитические уравнения задачи неизвестны, 
но известны физические факторы, от которых зависит 
изучаемое явление. С помощью этого метода обрабатывают 
данные опытов и делают последующие обобщения.

Начало методу анализа размерностей положил Ж. Фу­
рье, а в дальнейшем его развивали О. Рейнольдс, Н. Е. Жу­
ковский, Р. Букингэм, акад. Л. Н. Седов и др.
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Метод анализа размерностей основывается на следую­
щих основных положениях.

Формулу размерностей производных единиц можно 
представить в виде степенного комплекса основных единиц. 
Если обозначить физическую (механическую) величину че­
рез W, ее размерность в системе СИ можно записать так:

d imlT= ( L f ( Mf ( T ) v . (380)

Пи-теорема, впервые сформулированная Н. Е. Жуковским 
и развитая в дальнейшем Р. Букингэмом, гласит: уравне­
ние, связывающее между собой п размерных величин, харак­
теризующих изучаемое явление, может быть представлено 
в виде зависимости между п — k безразмерными комбина­
циями (комплексами) этих величин, где k — число основных 
единиц.

Пусть величина W является функцией п размерных 
величин: ,

W =  / ( a lf а2, . . .  , ап). (381)
Можно доказать, что эта зависимость заменится уравнением

П =  /(1, 1, . . . > 1, зт2, ..  . , Ял—̂), (382)
где роль размерных величин играет п — k безразмерных. 
величин. В гидроаэродинамических исследованиях основ­
ная система состоит из трех единиц (кг, м, с), значит k — 3, 
и вместо п.величин изучаемое явление представляется в виде 
зависимости между п — 3 безразмерными комплексами этих 
величин.

Зависимость (382) —то критериальное уравнение, ко­
торое исследователь должен установить, анализируя опыт­
ные данные в виде комбинаций безразмерных комплексов.

Иллюстрируем, построение критериальных уравнений с 
помощью анализа размерностей следующими двумя клас­
сическими примерами.

Два режима течения жидкости. В опытах Рейнольдса (§ 35) режим 
течения жидкости (т. е. исследуемое явление) определялся следующи­
ми величинами, которые мы считали известными: средней скоростью 
течения v, вязкостью и плотностью жидкости (ц, и.р), а также диаметром 
трубы d. Таким образом, для данного случая общая функциональная 
зависимость (381) выражается четырьмя переменными величинами, т. е.

П =  /  (и, ц, р, d).
В данном случае искомый режим течения жидкости не является раз­

мер,цой величиной W, а представляет собой безразмерную величину П —
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функцию четырех переменных. В соответствии с Пи-теоремой эту функ­
цию можно выразить безразмерным комплексом и з п  — 3 = 4  — 3 =  1, 
т. е. из одной величины я .

Для определения я  напишем

я =  va ^ p vd b,

где а , Р, Y и ^ — показатели, подлежащие определению.
Заменим величины в последнем уравнении размерностями этих ве­

личин:
M°L°T0 =  (LT~ Y  (i f  .

В левой части безразмерная величина П выражена через размер­
ность основных величин в нулевой степени. Приравнивая показатели 
степени при основных единицах слева и справа, получаем систему трех 
уравнений:

а  — р — 3 t  +  6 =  0;

Р +  -У =  0;

— а  — {3 =  0,

откуда, разрешая все неизвестные относительно одной величины, на­
пример, а ,  находим, что

а  — — 3; а  — у; а  =  6.

Таким образом, искомый безразмерный комплекс принимает вид 

л: =  (vpd/ii)a ,

где неизвестный показатель степени а  может иметь любое значение, отли­
чающееся от нуля, поскольку безразмерное число в любой степени 
остается безразмерным. Проще всего принять а =  1; тогда получаем

л  — Re =  vpd/\x — vd/v.

Теперь становится ясным, каким образом исследователи, изучая 
закономерности изменения коэффициента гидравлического трения в за­
висимости от скорости течения, вязкости жидкости, диаметра и материа­
ла труб, применяя метод-анализа размерностей, пришли к обобщенной

зависимости f  ^Re, - j - j .

Сила сопротивления при движении твердого тела в жидкости.
Опытами установлено, что сила сопротивления F, возникающая при 
обтекании жидкостью твердого тела (например шара), зависит от ско­
рости набегающего потока и00, свойств жидкости (^ и р), геометриче­
ских размеров тела (для шара от его диаметра D ).

Напишем искомую зависимость в виде степенного комплекса

F  =  e p ^ D V .
где с — безразмерный коэффициент.

В данном случае имеем пять размерных величин. Следовательно, 
в соответствии с Пи-теоремой в безразмерном виде эту зависимость можно 
выразить двумя величинами.

Применим формулу размерности (380), учитывая размерность си^ы — 
MLT~ 2;

M L T ~ 2 »  ( M L - 3f  ( L T ~ l )V .
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Приравнивая показатели степени в левой й правой частях, полу- 
чаем систему уравнений:

1 =  a -f 6; |
1 =  Р +  У —  За — б; |
2 =  0+6.  j

Представим теперь а ,  § и у  в виде функции от б: 

а — 1 — 6; 
р =  2 — 6;
, Y =  2 — б, •

после чего формула силы сопротивления при обтекании шара прини­
мает вид

откуда

р _  „ .i-V -e n a -M  -  с яР2 ( _И Y,
* - Ч >  оо И  c i  g  4

: С- Re

8 D
где Cj =  —  • с; Re = ------------------ безразмерный комплекс.

Безразмерный комплекс в левой части последнего равенства харак­
теризует отношение искомой силы сопротивления к динамическому дав­
лению, скорости набегающего потока и ^  и площади проекции обтека­
емого тела на направление движения (миделево сечение (о), Этот комп­
лекс и называют коэффициентом сопротивления с/.

Итак,

F 1
Cl ”  cf ’

Put  nD* * Re'

откуда
„2

P«oo JlD2 
' - O f - J -  T ~

т. e. получена формула (356).

Методы подобия и размерностей тесно связаны между 
собой. В то же время имеется и различие. Оба требуют 
отчетливого представления о механизме рассматриваемого 
явления. Однако для применения, теории подобия нужны 
уравнения, определяющие процесс, а метод анализа раз­
мерностей становится не9 бходимым, когда уравнения про* 
uecca* неизвестны.
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