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1. Uber die invarianten Eigenschaften spezieller binérer
Formen, insbesondere der Kugelfunktionen®.

[Inauguraldissertation, Konigsberg i. Pr. 1885.]

Die vorliegende Untersuchung beschaftigt sich mit der Frage nach den
invarianten Eigenschaften, evtl. Kriterien solcher spezieller bindrer Formen,
deren Natur durch gegebene algebraische Differentialgleichungen gekennzeich-
net ist. Sie zerfillt in zwei Teile. Der erste Teil behandelt die allgemeinen
Methoden, welche zur direkten Herleitung invarianter Kriterien aus der ge-
gebenen Differentialgleichung Verwendung finden konnen. Die erzielten
Resultate verhelfen je nach ihrer Gestalt und Eigenart teils zur Konstruktion
eines Systems von Invariantenrelationen, deren Existenz die Transformier-
barkeit einer Form mit allgemeinen Koeffizienten in jene spezielle bedingt,
teils dienen sie als Mittel zur Bewerkstelligung dieser Transformation. Der
zweite Teil bezweckt es, die allgemeinen Deduktionen des ersten fiir einen
Spezialfall von besonderem Interesse, namlich fiir die Differentialgleichung
der Kugelfunktion zu verwerten, eine Untersuchung, welche ich auf Ver-
anlassung von Herrn Professor LINDEMANN unternommen habe. Als Ergebnis
erscheint in der Tat fiir die allgemeine Kugelfunktion jeden Grades und jeder
Ordnung eine Reihe invarianter und simultan-invarianter Beziehungen, durch
deren Benutzung die beiden fundamentalen Fragen nach den Bedingungen
der Moglichkeit und den Mitteln zur Ausfithrung der Transformation einer
Form mit allgemeinen Koeffizienten in eine bestimmte Kugelfunktion Er-
ledigung finden. Die SchluBbetrachtung kehrt zu allgemeineren Gesichts-
punkten zuriick, indem sie einerseits den Platz kennzeichnet, welchen der
behandelte Spezialfall der Kugelfunktion innerhalb einer umfassenderen
Gattung von Problemen einnimmt, andererseits auch fiir die Behandlung
jener allgemeineren Fragen die erfolgreiche Verwendung der Prinzipien des
ersten Teiles in Aussicht stellt. —

Erster Teil.
§ 1. Die Invarianten und Kovarianten eines Formensystems
als Funktion der einseitig Derivierten.
Unsere SchluBfolgerungen bedienen sich des folgéenden Fundamental-
theorems zur wesentlichen Grundlage:

1 Siehe auch dieser Band Abhandlung 4.
Hilbert, Gesammelte Abhandlungen. Bd. 1I. 1



2 Uber die invarianten Eigenschaften spezieller bindrer Formen. §1

Jede Invariante oder Kovariante einer bindren Form f ist in einfacher Weise
als Funktion der einseitig, d. h. nach einer Variablen genommenen Differential-
quotienten darstellbar. Fiihren wir ndmlich die tm folgenden stets wiederkehrende
Bezetchnung ein

fo= f = ®mzta)r

—1! d
h="0 gk = m@a + w),

—2)! d*
=" 32+ a)s, M
| P .
fi=(l,,,v_t£—d—xii=ai(alw+a2)nﬁ’

so ergibt sich die fragliche Darstellung, wenn in der Invariante, evtl. in der
Quelle (d. h. in dem ersten Gliede) der Kovariante die Koeffizienten ag, a,, g, . . -
durch dive mit den beziiglichen Zahlenfaktoren multiplizierten Differentialguo-
tienten fo, fys fos - - - ersetzt werden.

Zum Beweise dieses Theorems untersuchen wir die Anderung, welche die
Differentialquotienten f; bei der linearen Transformation der Form f ihrer-
seits erfahren. Wird der Transformation der Form f die linear gebrochene
Substitution Ty
P=UF TS
zugrunde gelegt, so stellen sich die Koeffizienten der transformierten Form

f=(a12' + ap)

symbolisch durch die Gleichungen dar

ay = oa, + ya,,
dy=fa,+8a,.

Hiernach ergeben sich fiir die Differentialquotienten f;” der transformierten
Form f die Ausdriicke '

fi= a4 o + s
= (xa, +ya)i(ya’ + 8o, = + a,)**
= (yo + )" (e, @ + ap)" (a0, [x — y2] + y[a, & + a,))? 2
= (yo' + 0)"*(a — ya) (f + w)f J
= o' z2(f + uf,

* Die Moglichkeit dieser Darstellung der Invarianten und Kovarianten scheint bisher
wenig beachtet oder verwertet zu sein, vgl. jedoch Fal p1 Bruxo: Theorie der bindren
Formen 1881, § 14, 11 in der deutschen Bearbeitung von TH. WALTER, wihrend das franzé-
sische Original den betreffenden Passus nicht aufweist. Ubrigens gilt unser Satz auch
in seiner Erweiterung auf terndre, quaternire usw. Formen, deren Invarianten und

Kovarianten in analoger Weise als Funktion der Differentialquotienten resp. nach zwei,
drei usw. Variablen darstellbar sind.



§1 Invarianten und Kovarianten als Funktion der einseitig Derivierten. 3

wo nach der Potenzierung

fi=1f
einzusetzen ist, wihrend den Zeichen p, z und u die Bedeutung
e=ad— By,
— ’ —3 e —_
z=yad’+0 = iy’
w0 +e _ v
e a—y=

zukommt. Jede Kovariante C der Form f geniigt nun der Definitionsgleichung
C(@, o, 7;) = 0°C(a, 2, 2,)
oder nach Einfithrung einer Variablen statt der beiden homogenen
C(a, 2') = g?2¢C(a, 7),
wo y den Grad der Kovariante in den Variablen bedeutet. Soll demnach eine
Funktion C der einseitig Derivierten £y, f,,f,, ... eine Kovariante sein,
so mu} die Beziehung

C(f) =e*zC(f)

statthaben. Andererseits wird durch Einsetzung des obigen Ausdruckes (2)
fiir die /', sobald wir die Funktion C in den f als homogen etwa vom Grade ¢
und als isobar (d. h. in jedem ihrer Glieder von gleicher Indexsumme J3'7)

voraussetzen:
C(f) = %29 2ZiC(f 4 u) .

Durch Vergleichung der rechten Seiten beider Gleichungen ergibt sich
neben den Erfordernissen
2t=p, gn—2p=y
noch die folgende, zugleich hinreichende Bedingung
C(f+w=0C(),

d. h. die Funktion C muf} der Differentialgleichung

@

du
geniigen, und umgekehrt:

Jede homogene und isobare Funktion C der Differentialquotienten f; ist eine
Kovariante der Form |, wenn ste der Differentialgleichung®

dcC ac ac
f°7f1 +2/1E+3f2d—/3+' --=0

dc acC daC
f°’¢z_f{+2f17f;+3f2d_j3+' =0

gendigt.

1 Vgl. die bekannten Differentialgleichungen der Invarianten und Kovarianten als

Funktion der Koeffizienten. SaLMox: Algebra der linearen Transformationen 1877 § 143.
1*



4 Uber die invarianten Eigenschaften spezieller binirer Formen. §1

Um die Kovariante C in gewohnlicher Weise als Funktion der Koeffizien-
ten der Form und der Variablen auszudriicken, setzen wir

C=coat+carl+tcar?...4ec,.

Die »-malige Differentiation dieser Identitdt nach z liefert fiir x = 0

AT
[ ], = # e

Mit Beriicksichtigung der Relation

%:f’ =(n — i)fz+1

und Benutzung des abkiirzenden Operationssymbols
d d d
4 =nf1m+ (n — l)fz'a‘f:+(”“2)fa'd_f; e

42=A44,

43=A444,
nimmt die linke Seite obiger Gleichung die Form an

[4%Cloco=[4"* Clpmpns=%'cC
oder nach Vertauschung von a,_; mit a;, wodurch bekanntermafen c,_,
in (— 1)P¢, iibergeht:
1
¢, = (—1)? l [An C]fi=a{ . 3)

Im speziellen Falle » = 0 erhalten wir die Quelle der Kovariante

o= (—1)?[Cly=ai-
In Formel (3) finden wir demnach die bekannte Ableitung der Koeffizienten
einer Kovariante aus ihrer Quelle wieder. Auch der Robertssche Satz von der
Gleichheit der Quelle des Produktes zweier Kovarianten mit dem Produkte
ihrer Quellen, sowie der Cayleysche Satz, nach welchem die Ausfithrung der

Operation
d

Gy g+ 20y g+ By g e -
an einer Kovariante einer Differentiation derselben nach der ersten Variablen a,
gleichkommt, sind unmittelbare Folgen unserer Uberlegungen.

Die bisher verwendeten Schliisse fithren fiir den Fall eines gegebenen
Systems von mehreren Grundformen f, ¢, », ... zu folgender leicht erweis-
baren Verallgemeinerung:

Jede tsobare Funktion C der einseitig Derivierten f;, @;, s, - . ., welche in
den Derivierten jeder einzelnen Form homogen, und zwar von den Graden resp.
91+9p> Gy s - - - S€UN MOge, ist eine simultane Kovariante des Systems |, ¢, v, .. .,



§2 Die Operationssymbole D und 4.

sobald sie der Differentialgleichung
dC ac daC
DC = fo dfl— f 2f1 af, 3!2 dafs R

ac ac dC
+%d~%+ 2%3@%'3%3—@4-' <

daC ac dac
+ %o 7'/714‘21/)1%;'*‘3'/)2(1_'/,;‘{”' *

e 4 e ¢ 8 s e » e s s o s e e = O
gendigt. Ste ist in den Variablen vom Grade

X =00+ gqnn<p+ gwnw+' : ‘—21),

und der Koeffizient von x*=* in derselben wird durch die Gleichung

¢, = (——1)”7::—![A"0]/‘=a" Pi=0i ...

bestimmt, wo durch das Symbol A* die x-malige Ausfithrung der Operation

d d d
4=n fle;‘l'("f -1 fz-df'i‘(”f —2) fa—d’f—z-l-' .-

d d d
+ %%;1—%-% (”qu—l)%d—(’jl-}- (n¢—2)¢3m + -

d d d
+nw'/’1'm+ (nlp_l)'l’zﬁ'y',_l'*' ("w—2)%7,;; +ee

-----------------------

angedeutet werden soll.

§ 2. Die Operationssymbole D und 4.

Bereits wihrend der bisherigen Betrachtungen sind wir den beiden Dif-
ferentiationsprozessen D und A begegnet. Wegen der hervorragenden Ver-
wendung, welche dieselben im folgenden finden werden, diirfte schon hier
eine nihere Behandlung derselben unerliBlich sein. Zum Zweck kiirzerer
Ausdrucksweise sei es dabei gestattet, jede tsobare Funktion der Differential-
quotienten f; evtl. @;, y;, . . ., welche bei eventueller Annahme eines Systems von
mehreren Formen f, @, p, ... tn bezug auf die Differentialquotienten jeder ein-
zelnen Form homogen tst, als ,,Funktion der einseitig Derivierten” oder kurz
als ,,Dervvante* des Systems f, @, v, ... 2u bezeichnen. Das vor eine Derivante
gesetzte Symbol D” resp. 4 soll ferner die x-malige Ausfithrung der resp.

Differentiationsprozesse

d d d
D=tgp+2hay +3 kg +--

d d d
+%¢T¢:+2¢1d—¢2+3%m+'”

d d d
+ Yo gy 21/’13%4‘ S¥egen T



6 Uber die invarianten Eigenschaften spezieller binirer Formen. §2

d d d
A=mn; hge+ 0 —1) hgg + (0, —2) fogy; + -
d d d
+ M1 g T e —Dga g (ﬂ¢—2)<ps——d¢ e

d
+'"’w‘l’1d + (n, I)Wzm’l‘(” 2)‘1’3 '|""'

.......................

andeuten. Steht eine Kombination solcher Symbole vor einer Derivante, so
ist zuerst das derselben unmittelbar zuniichst stehende Operationssymbol,
dann das vorhergehende usw. ausgefiihrt zu denken. Ist endlich eine Unter-
scheidung der partiellen Differentiationsprozesse je fiir die einzelnen Formen f,
@, v, ... notwendig, so werden die Buchstaben D und 4 durch angeheftete
Indices f, @, y, ... ausgezeichnet, z. B.:

d d d
D, = fo'&z-f- 2I1d_f2+ 3fz-d—f;+"',

d d
4; = n, f1gf:+(”f —l)fzjf:*i"("f _2)]‘37(%-1"' © e

d d d

D,= %37,;;4‘ 2?’13‘@4‘ 39’23784"":

d d d
Aw=”¢¢l7ﬁp;+ (nq’_l)%%‘l'l‘ (”¢”2)(P3d_(p; +or

Fir den Fall einer einzigen Grundform f stellt sich der allgemeinste Aus-
druck fiir die Derivante in der Summenform

v+ nt wnt---=gyg,
F:ZAW';;';J... 01"2.. 0 1 )
0712 1 /e (1;1—|—2v2+3v3+...=

dar. Um die Wirkung unserer Symbole auf diesen Ausdruck zu erkennen,
verstehen wir voriibergehend unter F ein Glied obiger Summe und setzen

F = frFO,
FO f;u F(l),
FO — fro F@,

Es ergibt sich dann durch eine einfache Rechnung das Gleichungssystem
{DA—AD}F =fp{DA—AD}F® 4 ny,F
{DA—AD}FO = f1{DA — AD} F® 4 (n—2)», FO,
{DA—AD}FO = f3{DA — AD} F® 4 (n — 4) v, F©,

.......................



§2 Die Operationssymbole D und A. 7

Durch Multiplikation der zweiten Gleichung mit fi°, der dritten mit f° f7*
usw. und Addition folgt das Resultat

{DA —AD}F = (n[vg+ v+ v+ 1—2[n+ 29 +---DF
=(gn—2p)F=yF, (4)

d. h. die Ausiibung der Operation DA — AD kommt einer Multiplikation der
Derivante mit dem thr eigentiimlichen Zahlenfaktor
x=gn—2p
gleich.
Betrachten wir nunmehr die simultane Derivante zweier Grundformen f
und @, welche sich in der Gestalt

Fo, Py + Fioy Py + Fip0yPiay » -+ + Fioy Dy

darstellt, wo F resp. @ Derivanten der Formen f resp. ¢ allein mit den durch
ithren Index bezeichneten Gewichten bedeuten. Die Zerlegung der Symbole D
und 4 in ihre Teile
D=D,+D,,
verhilft dann zu der Gleichung
{DA — AD}F,_, D,
= @ {D,4;— A, D} F,_,+ Fy 1{Dy A, — A, D, } P
= (gfnf+ Jo Ny — 2?) Fp—k¢k’

welche offenbar die allgemeinere Folgerung gestattet:

Auch fiir simultane Derivanten von mehreren Grundformen f, @, vy, ... gilt
Formel (4), sobald wir nur der Konstanten y den fir eine simultane Derivante
charakteristischen Zahlenwert

X=9:0%+ oo+ gpy + -+« — 2p
ertevlen.

Durch wiederholte Anwendung des Symbols D auf Formel (4) bei gleich-
zeitiger Benutzung derselben fiir die Derivanten DF, D?F, . . . ergibt sich die
allgemeine Relation

DPA—AD =w(y +v—1) D1, (5a)

In analoger Weise erzielt man durch wiederholte Anwendung des Symbols 4
auf Formel (4) bei gleichzeitiger Benutzung derselben fiir die Derivanten AF,
A%F, ... die weitere Formel

DA —A'D=vw(y—v+ 141, (5b)

Beide Formeln (5a) und (5b) erscheinen als Spezialfille der folgenden Rela-
tionen von allgemeinstem Charakter, deren Richtigkeit leicht mit Hilfe der
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Formeln (5a) und (5b) durch den SchluB von », u auf » 4- 1, p + 1 bestétigt
wird?:

D,,A“= AuDv + (x - ’1} N ”)Au-i Dv-—l + (x + ;_ lu)‘Au—zDv—z +oeeey (69’)

4D, =D,4,+(* "V T A0, A+ (T THD Ayt B)

—t

D= LD, A =21 g~
x! %!

In der Anwendung auf eine Kovariante C (vgl. § I) geht wegen

DC =0
die Formel (6a) in die einfachere iiber
QAJM=G+:*ﬂAHC (7a)
oder
(e O) — =)
D A" (47 0) = -éc—’j_"T),:{ 40, (Th)

d. h. die Kovarianten und thre Differentialquotienten nach = : A* C sind vor den
sibrigen gemeinen Dervvanten dadurch gekennzeichnet, daf, von einem Zahlen-
faktor abgesehen, die Operation D” A" an ihnen keine Anderung hervorruft.

Dieser speziellen Eigenschaft wegen sollen dieselben ,.spezielle Derivanten
hetifen.

§ 3. Die Derivante und das Kovariantensymbol [ ].

Eine Derivante F heift vom Range v, wenn in der Reihe
DF, D*F, D3F, ...,

D1 F die erste Bildung ist, welche identisch verschwindet. Wie die Anwendung
der Formel (6b) ergibt, ist dann in der Reihe

AF, MA2F, MBF, ...,
Ax+"+1F die erste identisch verschwindende Bildung, d. h.

1 Samtliche Formeln dieses Paragraphen gelten ihrer Ableitung zufolge auch fiir
negative und gebrochene Exponenten v, »,, ¥, ... im allgemeinen Ausdrucke fiir die
Derivante F'. Wie ich in einer spéteren Arbeit ausfiihrlicher zu begriinden gedenke, kann
diese Bemerkung z. B. zum Nachweis des kovarianten Charakters von

1
A n=ny
dienen. Das identische Verschwinden dieser Kovariante liefert dann das notwendige und
hinreichende Kriterium dafiir, da8 die Form f die »-te Potenz einer Form »-ten Grades ist.
Wir finden aus obigem Ausdrucke fiir v = 1 die Hessische Kovariante, fiir » = 2 die be-

kannte Kovariante
Q=(afa;—3Bapa,0,+2a}) 23D 4. . .,
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Dre Dervvante F vom Range v ist vom (x + v)-ten Grade in bezug auf die
Variable x.
Mit Benutzung der Formel (7b) erhalten wir nun aus der Derivante F

v-ten Ranges sukzessive folgendes System von Kovarianten
C"» =DF, (c=1yx+2v)

Co-1) = Dr-1 F __ ( ) D14 C(r)
y— vy — (0’—-11 y — » (> (o"q _1)! y — y— y—
Co-—=D—2 F_ )D 24000 — O D2 g1 ey,

y—3) (o‘—-v) v—3 Av (U (c—v—1)! =8 Ap—1 MHr—
Co—3 = Dr-3 F — D34 C0 — mDvSA 106—1)

(0 —»—2)! v—8 Ay—2 ¢ v—
—(6—4)!(9—2)!D PArROemD,

------------------------------

_ (o——v)' v Uy (6 —»— 1IN p—1 {Hr—
CO=F — 22 A CO) — mA 100-1

(o0 —v—2)! y—2 (Y (c—2» 4 1)
”(6—4)s(v—2)!A 2065, T (e—2v+ 2)! ;i 40%

oder nach sukzessiver Einsetzung der Werte von C®, 0D, 0¢=2  auf
der rechten Seite

» = DF,
Co- = {D"-l— 14 Dv}F

Y~2) e v—. 1 — 4
C« 2>_{D P gD+ oo 2)(0--1)2.4 D}F

...........................

1 1
{1_ c—2v+ 2)1!AD+ (a—2v—{—2)(o—2v+3)2!A2D2—+ o }F

Die Einfithrung der abkiirzenden Bezeichnung

1 AD A2 D2
[F]={(x+1>!—1:(x+2)1+2!(x+3ﬁ— +oe

oder nach der Umformung mittels Formel (6b)
1 1 1 1
[F] = 9?'{ 1— 5D A+ 5D, 4, — Dy Ay + — - - }F

gestattet obiges System von Kovarianten in der einfachen Form zu schreiben
CO = (o — 2p + 1)! [F],
(V= (6 —2»+ 3)! [DF],
C® = (o — 2v + 5)! [D2F],

0» = (o + 1)! [D"F],
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wihrend die letzte Gleichung des vorangehenden Gleichungssystems die
Identitat
F =900 9, 4,00 4 9, 4,C® 4 ... 49, 4,07,

_ ()
Ve = (% 4 2%) 12!

liefert, d. h.:

Jede Derivante v-ten Ranges st auf eine eindeutiq bestimmte Weise als
Summe von (v 4 1) speziellen Derivanten darstellbar. Die Kovarianten C9,
cw, 0@ . C” sind gleichsam als die Erzeugenden der Derivante F zu
betrachten.

Das Operationssymbol [] bedarf noch einer kurzen Behandlung.

Betrachten wir ein System von mehreren Grundformen f, ¢, v, ... und
legen die simultane Derivante in ihrer einfachsten Gestalt

foffs - oot -y ity -
zugrunde, so moge m die Anzahl der moglichen Derivanten F dieser Art vom

Grade ny, n,,, n,,, . . . resp. in den f;, @;, ;, . . . und vom Gewichte p, ferner
m' die Anzahl der moglichen Derivanten #” von obiger Gestalt und denselben
Graden ny, n,,n,, ... resp. in den f;, @;, ¥;, ... mit dem Gewichte p — 1

bezeichnen. Jede Derivante F stellt sich nun nach dem Fritheren als Summe
spezieller Derivanten durch die Formel
F=y,00 L 9y A CV 4 9, 4,0 + ...
dar, woraus nach (7b)
ADF =0+ 94,00 4 y54,0® 4 . ..
folgt, d.h.
[ADF}=0. (8)

Die m Bildungen DF sind nun Derivanten von denselben Graden in den
f,@,v,...wediekF und F', und vom Gewichte p — 1 wie die Derivanten F';
sie werden daher durch die m’ Derivanten #” linear ausdriickbar sein, etwa

DF =3F.
Daraus folgt durch Substitution in (8) die Existenz der m linearen Gleichungen
[YAF]=3[4F]=0

zwischen den m' Bildungen [AF']. Das erhaltene Gleichungssystem bedingt
daher im Falle m = m’ das Bestehen der m’ Gleichungen

[4F]=0,
welche ihrerseits wegen der notwendigen Beziehung
AF =3F

ein System von m' linearen Bedingungen zwischen den m Kovarianten [F]
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repriisentieren. Wie bekannt ist!, existieren in der Tat gerade m — m’ unter-
einander linear unabhiingige Kovarianten von bestimmtem Grade und Ge-
wichte, deren vollstindige Aufstellung durch obige Methode ermdglicht wird.

Im einfachsten Fall bei Zugrundelegung bilinearer Derivanten ¥ und F’
zweier simultaner Formen f und ¢ gestaltet sich die Ausfithrung obiger all-
gemeinen Deduktionen wie folgt:

Die beiden Systeme der Derivanten F und F' werden durch die m = p
resp. m’ = p — 1 Bildungen

F =fp,, fi@s1s fa®pzs ---s [o@as

F=fopy1, [ @o2s 20035 < s [r190
erschopft. Mithin bestehen zwischen den p Kovarianten

{F]’: Uo‘Pp]’ [fl?’p—l]: [fz%»—z], SRR [fa:‘Po]

nach dem Obigen die (p — 1) linearen Relationen

N [fi @pal + (e — 2 + D fop,] =0,
( ]) [fz 991;—2] + (ncp P + 2) [fl <Pp.-1] =0,

(n,—p + 1) [f,, qDo] + n [fy—l <P1] =0,

d. h. es existiert nur eine Kovariante der verlangten Art, nimlich die p-te
gegenseitige Uberschiebung der beiden Formen f und ¢

Vows] = fop, — ()fl(pm—1+(g>f2¢p—2—+'.'(—1)”fp(p0*’ 9

was durch direkte Ausfiihrung des Symbols linker Hand leicht bestatigt wird.
Das Operationssymbol [ ] erscheint hiernach vm Lichte einer Verallgemeinerung
des bekannten Uberschiebungsprozesses.

§ 4. Die Umformung gegebener invarianter Kriterien eines
Formensystems.

Die bisherigen Entwicklungen setzen uns in den Stand, mit Leichtigkeit
ein allgemeines Theorem abzuleiten, welches unseren spiteren Darlegungen
als Ausgangspunkt dienen wird.

Das Formensystem f, ¢, v, ... sei durch die Forderung charakterisiert,
daBl die Simultankovariante

S(fi’ (pia "Pi: "')
identisch verschwindet. Greifen wir dann aus der Reihe der simultanen For-
menf, @, y, . . . eine bestimmte, etwa die Form 7, heraus, so entsteht die Auf-

1 Vegl. FaA p1 Bruwno: § 18, 1, wo allerdings der betreffenden Anzahlberechnung die
Annahme einer einzigen Form f zugrunde liegt.
* Diese Gleichung ist bis auf einen konstanten Faktor richtig, siche Abh. 4.
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gabe, ein invariantes Kriterium des Systems von der Gestalt
IyHgy+ g Hegy + g Hegy +---=0 (10)

aufzusuchen, worin I'yy, I'g), Iy, . . . simultane Kovarianten des Systems
fs @, w, ... mit AusschluBl der Form #; H,,, Hy,, Hg,, . . . dagegen Kovarian-
ten der einzelnen Form #» bedeuten. Um diesen Zweck zu erreichen, bilden wir
die Determinante

1 A A2 eoe |
D, D,A D,A* ... 1

N 8, (11)
|D§ DA DiA* ... J
wo die Horizontalreihen in der angedeuteten Weise so weit fortzusetzen sind,

bis eine nochmalige Wiederholung dex Operation D, ihre sémtlichen Elemente
zu Null machen wiirde. Da nun

DD:} Ax = (D,] —!— Df+‘P+‘l’+"') D:l An

= Dy (Dy+ Dysgiys...) 47

=D,D A"

= const D, A"™" nach (7a)
wird, so ergibt sich, da} einerseits die Determinante (11) bei Anwendung des
Symboles D wegen Identifizierung ihrer Vertikalreihen, andererseits bei An-
wendung des Symboles D, wegen Identifizierung ihrer Horizontalreihen ver-
schwindet, d. h.

DC=o0, D,C=0,

folglich auch
{D — D,,}C’ - Df+?’+‘?+"' C =0.

Da iiberdies die in Rede stehende Determinante selbst wegen
§S=0, 48=0, A428=0,

also infolge der speziellen Natur des Formensystems identisch verschwindet,
so erhalten wir das Resultat:
Die durch das Symbol (11) gegebene Determinante, mit Null identifiziert,
liefert evn invariantes Kriterium des Formensystems von der verlangten Gestalt (10).
Die Verallgemeinerung des eingeschlagenen Verfahrens leuchtet von selbst
ein, wenn es sich darum handelt, Invariantenkriterien von der Gestalt

IF'oHagZoy+ o HeZg +---=0
zu entdecken, wo I'yyy, I, . . . simultane Kovarianten der Formen f, ¢, v, . ..
mit AusschluB von # und ¢; Hyy, Hyy, ... Te8p. Zyy, L s - - - Kovarianten

der einzelnen Formen 7 resp. ¢ allein bedeuten usw.
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Endlich sei noch sowohl fiir das Determinantensymbol (11) wie fiir die
bei der letzterwiahnten Verallgemeinerung zu benutzenden Symbole bemerkt,
daB sich meist bei ihrer Anwendung durch geeignete Kombination der Hori-
zontalreihen im Resultate wesentliche Vereinfachungen erzielen lassen; vgl.
unten § 7 und 8.

§ 5. Die Ableitung invarianter Kriterien aus der gegebenen
Differentialgleichung des Formensystems.

Die spezielle Natur des Formensystems f, @, v, . . . sei nicht, wie nach der
vorigen Annahme durch das Verschwinden einer Kovariante, sondern all-
gemein durch eine Differentialgleichung von der Gestalt

Ffi, @i vis..) =0 (12)
gekennzeichnet, wo F eine Derivante vom »-ten Range bezeichnen mag!. Die
Koeffizienten der Formen des Systems sind demgeméf entweder bloBe Zahlen
oder in bestimmter Weise von einer beschrinkten Anzahl von Parametern
abhingig. Es entsteht zunichst die Frage nach der einfachsten, in allgemeiner
Form angebbaren Kovariante des Systems, deren identisches Verschwinden
eine Folge der stattfindenden Differentialgleichung (12) ist und umgekehrt
das Formensystem definiert. Fiir v = 0 ist F' selber die gesuchte Kovariante,
und es wird sich iiberhaupt zeigen, da die GroBe der Zahl » wesentlich die
Einfachheit der resultierenden Kovariante bedingt.

Bedeutet nimlich 7 eine willkiirliche lineare Hilfsform, so erweist sich der
Ausdruck
8O = g8 — 3y D 752Dy — + - - -} F (13)
wegen

(D, + D}8» =0

als Simultankovariante des Formensystems f, ¢, w,... und der linearen
Form 7. Zugleich wird, wie leicht ersichtlich, ein beliebiges Formensystem
f, @, v, ... immer dann und nur dann in jenes spezielle mit der Evgenschaft (12)
linear transformiert werden kiénnen, sobald eine lineare Form © von der Art
emistiert, daf die Simultankovariante S® identisch verschwindet.

Um des weiteren ein von der willkiirlichen linearen Hilfsform 7 unab-
héngiges invariantes Kriterium zu gewinnen, ersetzen wir in dem Deter-
minantensymbol (11) # durch die lineare Form = und erhalten durch Anwendung
desselben auf die Simultankovariante S eine Kovariante von der Gestalt
74 I', weil ja 7 als lineare Form auBer ihren Potenzen keine weiteren invarianten
Formen besitzt. Nach Berechnung der Determinantenelemente fiithrt in der
Tat die Substitution

To=1, 7,=0

1 Vgl. den Anfang des § 3.
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zu einem Kovariantenkriterium der verlangten Art in Gestalt der verschwin-
denden (v + 1)-reihigen Determinante

ey ...
|
1 1 1
Cp €] ... C
0 “1 v F’ (14)
e ... 6!

wo dem allgemeinen Elemente die Bedeutung des Operationssymboles

c:‘=A¢Dn+<x—f—1>AL—lDu—l+(%_;—I)AL—2D:¢-‘2+" "

zukommt.
Fiir die ersten beiden Fille » = 1, 2 mége unser Determinantensymbol (14)
seinen vollstindigen Ausdruck finden wie folgt:

(11 4 1 4 4,
I‘D A‘D_l‘}p, (Dl A,D,—2 A,D,—24, IF
1 1 1 D2 A1D2_D1 A2D2-A1D1+1

Die allgemeine Kovariante (14), deren identisches Verschwinden fiir das
spezielle Formensystem f, @, v, . . . wir als eine Folge der Differentialgleichung
(12) erkannten, erscheint in der Variablen z vom Grade (v + 1) . Da diese
Zahl, wenigstens fiir y < 1 den Grad y + » der Derivante F in der Variablen
erreicht resp. iibersteigt, so diirfte zu erwarten sein, dafl das identische Ver-
schwinden der Kovariante (14) im allgemeinen zugleich die hinreichende Be-
dingung liefert, wenn es sich um die Méoglichkeit handelt, ein System mit
allgemeinen Koeffizienten in unsere spezielle Form mit der Eigenschaft (12)
mittels linearer Substitution zu transformieren. Die strenge Entscheidung in
dieser Frage muf} jedoch jedem einzelnen Falle iiberlassen bleiben.

Ist zur Charakterisierung des speziellen Systems eine groflere Anzahl von
Differentialgleichungen

F=0, FF=0, F'=0,...
notwendig, so werden sich neben den Kovariantenkriterien
C(F)=0, C(F)=0, C(F")=0,...
unter Umstinden durch Kombination mehrerer verschwindender Deri-

vanten F, F', F"', ... noch andere teilweise einfachere Kovariantenkriterien
von der Gestalt

CF,F)=0, C(F,F)=0, C(F,F,F)=0,...

ergeben. Das hierdurch gekennzeichnete Problem soll jedoch hier keine Unter-
suchung finden.
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In betreff der allgemeinen Natur der invariantentheoretischen Probleme,
fiir deren Erledigung die Prinzipien und' allgemeinen Uberlegungen dieses
und der vorhergehenden Paragraphen von Nutzen sind, verweisen wir auf § 10,
wihrend in den zuniichst folgenden Paragraphen des zweiten Teiles der Spe-
zialfall der Kugelfunktion eine eingehende Behandlung erfahren wird.

Zweiter Teil.

§ 6. Die Kugelfunktion P (p,a«) als binire Form n-ten Grades
mit ihren nichstliegenden simultaninvarianten Eigenschaften.

In der bisherigen Literatur scheinen die Fille ziemlich vereinzelt zu sein,
in denen Formen oder gar Formensysteme spezieller Natur vom Stand-
punkte invariantentheoretischer Anschauungen aus eingehendere Behandlung
gefunden haben. Die interessanteste und wichtigste Unternehmung dieser
Art rithrt von KLEIN! her, welcher seiner geometrisch-funktionentheoretischen
Betrachtungsweise entsprechend durch bloBe geometrische Hilfsmittel die
nach WEDEKIND? auch hinreichenden invarianten Kriterien fiir die in sich
selbst linear transformierbaren Formen ableitet. Im iibrigen war man zur
Auffindung invarianter Relationen auf die umsténdliche direkte Ausrechnung
aller in Frage kommenden Invarianten und Kovarianten angewiesen®. Die
allgemeinen Entwickelungen des ersten Teiles der vorliegenden Untersuchung
sind dazu bestimmt, ein in erweitertem Umfange wirksames Mittel an die
Hand zu geben, indem dieselben alle solche Formen einer gemeinsamen
invariantentheoretischen Behandlung zugéinglich machen, deren spezielle
Natur durch algebraische Differentialgleichungen gekennzeichnet werden
kann.

Unter den sich bietenden speziellen Formen dieser Art nimmt die all-
gemeine Kugelfunktion P*(p, z) schon ihrer sonstigen Wichtigkeit wegen ein
besonderes Interesse fiir sich in Anspruch.

Die allgemeine Kugelfunktion P*(p,z) n-ten Grades und p-ter Ordnung,
deren Untersuchung in dem angedeuteten Sinne der Gegenstand der folgenden
Paragraphen sein wird, besitzt die Gestalt
_ _ne—1) n(n—1)(n—2)(n—3)

2(2n+p—3) 2-42n+p—3)(2n+p—5)
_ n{n—1) {(n—2) (n—3)(n —4) (n — 5) P JET

2:4:-6@n+p—3)2n+p—5)2n+p—1T)

1 Math. Ann. Bd. 9 8. 196. :

2 Studien im binéiren Wertgebiet. Habilitationsschrift 1876; vgl. ferner GORDAN:
Uber Formen mit verschwindenden Kovarianten. Math. Ann. Bd. 12 S. 147.

3 Vgl. z. B. die Behandlung der Modular- und Multiplikatorgleichung 6-ten Grades
CrLEBscH: Binire Formen § 114 und 115 nach JouBerT und Gorpax, 1872.

xn—«i

Pr (p , Z) = " zn—2 -+

(15)
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und geniigt der Differentialgleichung
a*P»(p, aP*(p,

@ —)EEED | p P8 1P, =0, (16)
Eine dritte Definitionsart der Kugelfunktion, welche fiir unsere Zwecke in
betracht kommt, unterscheidet zwischen den Fillen ungerader und gerader
Ordnung wie folgt:

_p—1 p—l
p=1(mod2) Pr(p, ) = ﬂ?;’i{” (l =tz .m=n+=- )
cos=2x ;

dt (x® — 1)

p=0(mod2). Pr(p,z)= Fre (l—n+p——2 m—n—}—~-—1)

Der letzten Darstellungsweise zufolge nehmen die Kugelfunktionen gerader Ord-

nungnach invariantentheoretischen Gesichtspunkten gewissermafen den Kugel-

funktionen ungerader Ordnung gegeniiber eine bevorzugte Stellung ein. Ihre

Identitdat mit den Differentialquotienten einer Potenz der quadratischen Form
n=0%~—-1

gibt in der Tat zu einigen vorliufigen Uberlegungen Anlaf}, welche ihres Er-
gebnisses wegen der Bemerkung wert erscheinen.
Mittels Einfithrung der neuen bindren Variablen
=z+1, &H=2—-1 (17)
erhilt die Kugelfunktion wegen
= E]_ Ez
die Gestalt

dt 2 dl llfm o lzm
Prp, ) = PELE _[@ kA Gt

dat ar ]1=0, m=ne=1"

d. h. die Kugelfunktion P (p, x) fiir p = 0 (mod 2) ist die I-te Polare des m fachen
Punktepaares

z=—1 und z= 41

fiir den unendlich fernen Punkt als Pol genommen.

Die Bildung der fraglichen Polare durch Ausfithrung der Differentiation
nach A liefert in einfachster Weise die mittels der linearen Substitution (17)
transformierte Kugelfunktion in der Gestalt?

P, o= (p)a+(1)(, L) era

n (121) (m l_ 2) Er2gR. .. 4 (m l_ %>§'2' 7(18)

1 Vgl. Herng: Handbuch der Kugelfunktionen, Teil IIT § 124 S. 452, 1878.
2 Fiir p = 2 ergibt sich die bekannte Darstellung der Kugelfunktion X,, vgl. HEINE:
Handbuch der Kugelfunktionen Bd. 1 § 5:

=g+ () aa+(5) a g +a
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Bilden wir, der Auffassung von (9) entsprechend, die s-te gegenseitige Uber-
schiebung der beiden Formen

f=am, ¢=a*,

so muB} dieselbe, als Kovariante der Formen f und ¢, auch Kovariante der
Form » sein, und da letztere als quadratische Form, von ihren Potenzen ab-
gesehen, die Diskriminante

oo Ty — 7Y

als einzige invariante Bildung besitzt, so ergibt sich

(9=~ (}) hoen + (§) hrpia—+ -+ - = Clamomy — al) .

Wegen der Notwendigkeit der Ubereinstimmung von Gewicht und Grad in
den 7; gelten fiir die noch unbekannten Potenzexponenten s und ¢ die Bestim-
mungsgleichungen

2s=1,2s4+t=m+ pu,
oder

s=—;*, t=m+[la—7:.

Damit infolgedessen fiir ein ungerades ¢ auf der rechten Seite obiger Identitét
keine Irrationalitit auftrete, mull notwendig die Konstante C fiir diesen Fall
den Wert 0 annehmen. Setzen wir andererseits im Falle eines geraden ¢:

O (o 7 — 72t = O,

so erhalten wir die Relationen

fop: —G)ﬁ @i + (;)fz Pig—+---=0 (¢ = 1(mod 2)) (19a),
= ('am+e=i (=0(mod2)) (19b).

Aus der letzteren (19b) ergibt sich fiir 4 = 24 durch l-malige Anwendung
des Symbols A, was einer [-maligen Differentiation nach z gleichkommt

e,
pdia™ "

2 2
f‘(pzﬂ—( 1ﬂ> ft+1‘p2u—1+< 2”) fl+2‘P2u—2"'+ cee=( el

dl g™ #
dxt

oder, da f, und

stellen:

nichts anderes als Kugelfunktionen P und P’ vor-

Die 2 p-te Uberschicbung einer Kugelfunktion gerader Ordnung Pr(p,x)
iiber die p-te Potenz der quadratischen Form 7 liefert eine neue Kugelfunktion
P (p', x) vom Grade n'=n — 2 und der Ordnung p'=p + 2 u.

Hilbert, Gesammelte Abhandlungen. Bd. IT. 2
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Aus der ersteren vorhin abgeleiteten Relation (19a) ergibt sich fiire =2u —1
durch (/ + 1)-malige Anwendung des Symbols A4 die Gleichung

2 2
f P2u— ( l'u) fin Pap—1 T ( 2”) fre2 Pruo—+

2u —1 2u0—1
+C’{f,+1(p“_.1—<”1 )fz+2f]’zp—2+('u2 )fz+s?’2,u—3“‘+"‘}=0-

Da nun nach vorigem Satze der erste Teil der linken Seite dieser Identitét
selbst eine Kugelfunktion ist, so ist es auch der zweite, d. h.:

Die (2 4 —1)-te Uberschiebung einer Kugelfunktion gerader Ordnung P (p,x)
siber die u-te Potenz der quadratischen Form s ist selber eine Kugelfunktion
P (p', z) vom Grade n' = n — 2 u +1 wund von der Ordnung p' =p + 2 — 2.

Die eben bewiesenen Sitze sowie die Benutzung der Identitét!:

&P (p, ¥) _ &P (p,2) (W' =n+p)
da® dth (p'=p—2p)
oder P.=P..,

ermoglicht mit Leichtigkeit die Ableitung mannigfaltiger verschwindender
Simultankovarianten in der folgenden Determinantengestalt

P0P1P2' o Py PP Py PYPY .-

P1P2P3...P’1Pép’3...Pi’P'Z’Pg...

P, P,P,.-.PyP3;P;...-PyPy Py
wo die P, P’, P" ... Kugelfunktionen verschiedenen Grades und verschic-
dener Ordnung bedeuten. Ein niheres Eingehen auf derartige simultan-
kovariante Bildungen scheint jedoch hier nicht am Platze zu sein, zumal die
fundamentalen Fragen nach den Bedingungen der Moglichkeit und den Mitteln
zur Ausfithrung der Transformation einer Form mit allgemeinen Koeffizienten
in eine bestimmte Kugelfunktion die Aufstellung von kovarianten Kriterien
einer einzelnen Kugelfunktion erfordern, mithin auf dem eingeschlagenen
Wege ein Fortschritt in mafgebendem Sinne nicht zu erwarten ist. Wie die
folgenden Paragraphen zeigen sollen, wird vielmehr die Anwendung der in
§4 und §5 dargelegten Prinzipien eine erfolgreiche Behandlung obiger
Fragen erméglichen.

§ 7. Die invarianten Bedingungen fiir die Moglichkeit der
Transformation einer biniren Form mit allgemeinen
Koeffizienten in die Kugelfunktion P(p, x).

Den Entwicklungen des §1 entsprechend gilt fiir die Kugelfunktion und
ihre einseitigen Differentialquotienten nach z sowie fiir die quadratische

1 Vgl. Hexve: Handbuch der Kugelfunktionen, Teil IIT, § 124 S. 452.
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Form n die Bezeichnung

Pr(p, z)y = P,,
apr(p,z)
T dx n Py,
d*P*(p,
i = n(n— 1P,

wz—‘].:—'no,
T =T,
1=n2-

Die Einfiihrung dieser Substitution in die Differentialgleichung fiir die Kugel-
funktion (16) gibt derselben nach Weglassung des gemeinsamen Faktors »
die einfache Gestalt

F=(n—1)mPy+pmPi—(n+p—1)n, Pp=0. (20)

Diese simultane Derivante F der Kugelfunktion und der quadratischen
Form = besitzt den Rang 1, da sie, wie leicht ersichtlich, bereits nach 2-maliger
Anwendung des Symbols D verschwindet. Den Deduktionen des § 5 zufolge
kénnen wir daher nach Bildung der Simultankovariante (13)

— 2.8 = pry(me Py ~ 2y Py + 7, Py) — (2 — 2 + p)
X {To (709 Py — 713 Py) — 27 (79 Py — 7y Pg)} (21)

fir die Kugelfunktion P#(p, x) folgenden Satz aussprechen:

Eine allgemeine bindre Form f n-ten Grades ist smmer dann und nur dann
wn die Kugelfunktion P™(p, x) linear transformierbar, wenn eine quadratische
Form n und eine lineare Form v existieren, welche mit | derart verbunden sind,
daf die Simultankovariante SV (21) der drei Formen [,  und v identisch ver-
schwindet.

Je nachdem wir ferner in dem Determinantensymbole (11) in §4 fiir 9
die quadratische Form 7 oder die lineare Form 7 einsetzen, erhalten wir nach
Unterdriickung der beziiglichen Potenzen von 7 resp. = die beiden folgenden
fir die Kugelfunktion P=»(p,z) identisch verschwindenden Simultan-
kovarianten

(n—1)7y Py—(2n+p—2)7, Py, ProP1+(2n+p—2)7 Py, (n+-p—1)7, Py

O(P, 1) = |(n—2) 7o P3—(2n+p—3) 71 Py, (p+2) 7o Po+-(20+p—4)71 Py, (n+p) 5o Pr—71 Py s (22)
(n—=3)Ty Py—(2n+p—4) 71 Py, (p+4) 70 P3+(20+p—06)7, Py, (n+p+1) 7o P, —27, P
0P, )= (n 1) Pyt pmty Py— (n+ p—1) Py, (R —2) 0 Py+ (p+ 2)my Po— (0 +p) 7y Py | (23)
’ (2n+ p—2) (7o Py— 7, Py), (2n+ p—3)my Py— (2n+ p—4) 7 Py—m, Py |

2%
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von denen die letztere nach Einfithrung der Bezeichnungen
P =ayz" + (?)alx”—1+ e,

=boaw®+ 2b,z 4 b,,

H=(ag0; — af) s?"2 + - . .,

0 =byb, — b2,
(H, n), = (a3by — @, 0300 — @105y + aga3by + a} by, — agaybp) %3+ - . .,
(P, m)y = (@gbp — 20, by + agby) 22+ - - -
die iibersichtliche Gestalt

(a= (2n+p—2)(n—2))
C(P, m)=c1n(H,m)y+ 60 H+65[(P, m) ] {(z =—(2n+p—2)(p+2)) (24)
» (o= (n +p—1)

annimmt. DaB die Forderung des identischen Verschwindens einer jeden der
beiden Kovarianten (22) und (24) fiir sich auch eine hinreichende Bedingung
fitr die fragliche Moglichkeit der simultanen Transformation von P und 7
resp. P und = abgibt, lehrt die einfache Umkehrung des eben zur Herleitung
der Kovarianten benutzten Verfahrens, indem das Verschwinden der Deter-
minanten (22) und (23) direkt die Existenz einer quadratischen Form =
resp. einer linearen Form 7 mit der Eigenschaft S = 0 bedingt. Das gewon-
nene Resultat 1aBt sich wie folgt aussprechen: k

Damit eine allgemeine bindre Form f vom n-ten Grade in die Kugelfunktion
Pr(p, x) transformierbar sei, ist die Bedingung notwendig wnd hinreichend,
dap eine lineare Form = resp. eine quadratische Form m von der Art existiert,
dap die simultane Kovariante (22) resp. (24) tdentisch verschwindet.

Es bliebe noch iibrig, den eingeschlagenen Weg in der Weise zu verfolgen,
daB wir das Determinantensymbol (11) nach Einsetzung von t resp. = fir 5
auf die Simultankovariante (22) resp. (24) anwenden. Dadurch ergeben sich
invariante Kriterien von der Gestalt

_ Cy=0
resp.
72 Cy + (o713 — 77) Oy = 0,

worin Cyg, C(y) und C(y Kovarianten der Form P allein, und zwar von den
Graden resp. 12, 10 und 10 in den Koeffizienten bedeuten. Die Darstellung
dieser Kovarianten durch bekannte und iibersichtliche Bildungen ist jedoch
bereits fiir die einfachsten Félle mit derartig umsténdlichen Rechnungen ver-
kniipft, daB wir auf ein Unternehmen in diesem Sinne verzichten, und in
betreff der beschrinkten Verwendbarkeit jener Kriterien auf die beiden folgen-
den Paragraphen verweisen, wo fiir den hervortretenden Mangel nach ver-
schiedenen Richtungen hin Ersatz beschafft wird.
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§ 8. Die den Kugelfunktionen aller Ordnungen p gemeinsame
Kovariantenrelation.

Den in § 4 angedeuteten Gesichtspunkten entsprechend wird bei direkter
Anwendung des Determinantensymbols
1. M 42 43 44 45
D, D, M D, 42 D, A3 D, A% D, 45
D2 Dz Dz A® D2z 43 Dz At D2 A5

D, D& DA DA DA DA (25)
DD, D,D.44 D,D,A* D,D,A* D,D,A* D,D,A5
D, D2 D,D:A* D,D24* D,DiA* D,D%A* D,DZAs
auf die Simultankovariante S® (21) die letztere die Gestalt
Ty Fu) + Ty Il F(e) s (26)
annehmen, wo Ty, Ty - s gy Mgy, - o oy Iqy, Iy, - . . Kovarianten der

Formen 7, & resp. der Form P allein bedeuten. Durch Berechnung der ein-
zelnen Determinantenelemente und geeignete Kombination der Horizontal-
reihen der Determinante erkennen wir, daf die oben allgemein als notwendig
aufgestellte Gestalt (26) sich in vorliegendem Falle zu einem einzigen Pro-
dukte von drei Faktoren, nimlich

75, ay, I
vereinfacht, von denen der letztgeschriebene in der Determinantengestalt

(n—1)P, (n—2) P, (n—3)P, (n—4) Py (n— B5)P, (n— 6)P,

. pPr  (@+2)P,  (p+OPs  (@+6)P.  (p+ 8Py (p+10)P,
(n+p—1) Py (n+p) Py (n+p+1)Py (n+p+2)P; (n+p+ 3)Py (nt+p+ 4)P
(@n+p—2) Py 2n+p—3)P; (2n+p—4)Py (2ntp—5)P; (2ntp— 6)Py (2ntp— T)P,
(@n+p—2) Py (2n+p—4)P; (2n+p—6)P, (2n+p—8) Py (2n+p—10)P, (2n+p—12)Ps
0 P, 2P, 3P, 4P, 5P,

erscheint. Durch zweckentsprechende Kombination einerseits der zweiten und
vierten, andererseits der dritten und fiinften Horizontalreihe ergibt sich
schlieBlich die folgende einfachste Gestalt

n—1)Py (n—2)P; (n—3)Py (n— 4)Ps (n—5)Pg (n — 6)P,
P, P, P, P, P, P,
P, P, P, P, P, P,
0 P, 2P, 3P, . 4P, sp,| ®V
0 P, 2P, 3P, 4P, 5 P,
0 P, 2P, 3P, 4P, 5P,
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Diese Kovariante ist vom Grade 6 in den Koeffizienten, vom Gewichte 18,
mithin vom Grade 6 (n —6) in den Variablen. Um sie durch iibersichtlichere
kovariante Bildungen auszudriicken, stellen wir sie zunichst fiir n = 6 dar.
Als Invariante der Form 6-ten Grades nimmt sie dann notwendig die Ge-

stalt an
43 4+ ¢, AB+ ¢, C, (28)

wo 4, B, C die drei bekannten, allein in Frage kommenden Invarianten der
Form 6-ten Grades bedeuten, nimlich
A =agay — 60,05+ 16a,0; — 10aZ,
@y @ Gy O
a, ay a; a
B —_ 1 2 3 4 ,
Gy Q3 G 04
l @ Q4 G5 0O
C=oa2(e2aZ — 6aga,agas + 4aza8 + 4a}a; — 3aial)
+ay(18a,aa a5a5 + « < -) + - - - ¥
Die Konstanten in der Relation (28) bestimmen sich am einfachsten aus der
allgemeinen Determinante (27), indem wir n = 6 einsetzen und der Reihe
nach die beiden Spezialisierungen
l. gg=a,=ay=0;,=0;,=0q,=0,
2. gy=ap=a3=0a;=0
zur Anwendung bringen. Dadurch ergibt sich
¢ =0, c, =4, ¢; = — b.
Um schlielich auf den allgemeinen Fall n > 6 iiberzugehen, schreiben wir
die Elemente der ersten Horizontalreihe der Determinante (27) in der Zer-
teilung

5P, 4+ (n—6)P,, 4P+ (n—6)P;, 3P,+ (n—6)P,,
2P+ (n—6) Py, Py+ (n—6)Pg, (n—86)P,

dann erscheint, dieser Teilung entsprechend, auch die Determinante selber
als Summe zweier Determinanten, deren erste eine Kovariante mit der be-
rechneten Quelle (28) reprisentiert, deren zweite die Vorschreibung des ge-
meinsamen Zahlenfaktors (n —6) gestattet. Die angedeutete Operation liefert
somit als definitives Ergebnis die Relation

44B—5C+ (n—6)D =0, (29)

* Vgl. CLEBSCH: Bindre Formen § 76 und SarLmon: Algebra der linearen Transfor-
mationen § 252.
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worin die Kovarianten A, B, C, D aligemein fiir die Form n-ten Grades die
Bedeutung haben
A= (aya, + 6a,a;+ 150, 0, — 10a2) 226 | . . .,
‘ Gy O Gy a3 ’
B=|M " % % e ...,
P Gz G G
‘ 3 @ G5 G
C = (a3[o2ai — 6aya,a50, + 4a,a% + 4a}a; — 3 aZak]
+ a[18a,a50,a,a5 + - « -]+ < - Yt ..o
lay @, a a; a ag
18 G G G A G
G, a3 G a3 Qg O
b= 0 e 2a 3a, 4a; ba, OO R
0 a 2a, 3a; 4a, bay
| 0 a, 2a; 3a, 4a; bag

* Eine einfache Umformung dieser Determinante ergibt:
a 5ai 10a, 10a; 5a; ag

a; 5a, 10a; 10a; 5a; a4

1|a ba; 10a, 10a; 5ag a,
~20| 0 a, 4a, 6a, 4a; a
0 a 4a, 6ay, 4a, a;

| 0 a 4ay; 6ay, 4a; a4

D Z8m=8 L ...

In dieser Gestalt erscheint D als zu einer Gruppe von Kovarianten gehorig, deren all-
gemeiner Représentant die Form der x»-reihigen Determinante

-] —1
% (”1 )“l (”2

.......

%_2_2> - AR B

.......

annimmt. Den kovarianten Charakter dieser Determinante und ihre allgemeine Bedeu-
tung als Kovariante fiir die Form »-ten Grades nachzuweisen, bedarf es einer groffieren
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Die gefundene Kovariantenrelation (29) ist im Vergleich zu den Kovarian-
tenrelationen am Schlusse des vorigen Paragraphen nicht nur von willkom-
mener Ubersichtlichkeit und Einfachheit, sondern sie besitzt auch die iiber-
raschende Eigenschaft, den Parameter p, welcher die Ordnung der Kugel-
funktion anzeigt, nicht zu enthalten. Sie ist mithin den Kugelfunktionen
aller Ordnungen p vom #n-ten Grade gemeinsam, wihrend allerdings schon
aus diesem Grunde ihre Existenz keine hinreichende Bedingung fiir die Trans-
formation einer allgemeinen Form in eine bestimmte Kugelfunktion abgeben
wird.

Fiir den Fall der Kugelfunktion 6-ten Grades

PS(p, z)=(p+5)(p+7) (p+9)2*—15(p+5) (p+7) 2*+45(p+5)2*—15 (30)
ist die Kovariantenrelation (29) leicht direkt zu bestétigen. Die Berechnung
der Invarianten 4, B, C liefert nimlich das Resultat

A4=-2.3-5(p+5@+6)@+7),
B= 203(p+5F@+7(+1007,
C=—2¢-3p + 5)*(p + 6)(p + 7)* (p + 10§%,

und es ist in der Tat

44B—5C=0.

§ 9. Die Transformation einer Form mit allgemeinen Koeffizienten
in die Kugelfunktion P*(p, x).

Sobald die Moglichkeit der Transformation einer allgemeinen Form in
die spezielle Kugelfunktion nachgewiesen oder vorausgesetzt ist, bedarf es
zur wirklichen Bewerkstelligung dieser Transformation der Kenntnis der
quadratischen Form z. Als erster Versuch, dieselbe zu erlangen, wiirde die
Benutzung der am Schlusse des §7 angegebenen invarianten Relation

7 Cay + (o — 73) Cigy = 0
naheliegen. Wie bereits erwahnt, ist jedoch die Berechnung und Darstellung
des Kovariantenpaares C(,, und C(, durch fibersichtliche Bildungen schon
fir die einfachsten Fille mit so unbequemen Rechnungen verkniipft, da8
dasselbe zu einer ausfithrbaren Darstellung der quadratischen Form s nicht
verwendbar und daher einer genaueren Behandlung nicht wiirdig erscheint.

Um vielmehr auf einfacherem Wege unseren Zweck zu erreichen, kehren
wir zur Betrachtung des Determinantensymbols (25) zuriick. Wie aus der

Ausfiihrlichkeit. Als einfachstes Beispiel der erwihnten Art ergibt sich die bekannte
Kovariante

o 2“1 Qy
a 2a; ag|xdD 4 ..o =(3Bapa;a,—aia; —2ad)ad-DL ...,
0 Ay @
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Bauart derartiger Determinantensymbole hervorgeht, ver-
liert dasselbe durch die Unterdriickung der zweiten Horizon-
tal- und der letzten Vertikalreihe nur seine Eigenschaft der
Darstellbarkeit in der besonderen Gestalt (26), ohne seinen
simultankovarianten Charakter einzubiilen. Das in vorge-
schriebener Weise verkiirzte Determinantensymbol lautet

‘ 1 41 A? 43 41
Dz Dz At D2 A2 Dz 43 Dz s
D, DA DA D A3 DA
| D.D. D,D,A* D,D,4* D,D.A% D,D,A
D,D: D,DiA* D,D2A* D,D24* D,D2A4*
Durch Anwendung desselben auf die Simultankovariante
S (22) und nach Einsetzung der schon frither benutzten
Werte fiir die Elemente dieser Determinante lassen sich durch
geeignete Kombination der Horizontalreihen die entsprechen-
den Vereinfachungen wie oben erzielen, so daf sich fir
die Determinante nach Unterdriickung des unwesentlichen
Faktors z5 die schlieBliche Gestalt (Gl. 31) ergibt. Um
die gefundene Determinante (31) durch iibersichtliche in-
variante Bildungen darzustellen, setzen wir an
T=all +{n, 40 — p=, 0], (32)
=nll + p(x, O),

wo
u=>5n— 22
bedeutet. @ enthélt nur die Differentialquotienten
Po> Pl’stps’Pu P5

und ist eine Kovariante vom Grade 5 in den Koeffizienten,
vom Gewichte 11 und vom Grade g in den Variablen. Wie
man aus dem Formensystem der allgemeinen bindren Form
B-ten Grades ersieht, existiert von der verlangten Art nur
eine Kovariante, namlich die erste Uberschiebung, d. h. die
Funktionaldeterminante der beiden Kovarianten ¢ und 4, also

G G Gy Q3 Gy
a @ a; @ O |
(5 h=10 a 2a 3a das jat 4 - o ¥

’0 a, 2a, 3ay 4o,
0

a, 2a; 3a; 4a;
* Vgl. 8. 23 Anmerkung.
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und daher
O = co(%, 7). (33)
IT enthilt die Differentialquotienten
Py, P,, Py, P,, P,, P, P,,
den letzten Py jedoch nur linear; auBerdem ist I7 eine Kovariante vom Grade 5
in den Koeffizienten, vom Gewicht 12, mithin vom Grade 4 — 2 in den

Variablen. Bei ihrer Darstellung konnen daher auBer den Kovarianten 4
und B* und der Form f selber nur noch die Kovarianten

P = (G @y — 40,0y + 3ad) 220 | . . .,

G @ G
1=ia @G, a4 w3‘"—4’—|----,
Ay Gz Oy

(H, f)g = (ap a5 8, — o} ag — 3 ay 8385 + 3 a, a5 a
+2a902 — 3dia, — a, 30, + 20,03) 23718 4 . . .
zur Verwendung kommen?, und zwar in der Verbindung
IIT=c fB+ci(H fls+c74. (34)

Fithren wir die Ausdriicke (33) und (34) fiir @ und I7 in (32) ein, so bestimmen
sich die 4 Konstanten ¢y, ¢;, ¢y, ¢4 leicht dadurch, daBl wir irgend 4 vorkom-
mende Glieder, am bequemsten die Glieder

7ty P§ Py Py Py, 710 P§ Py Py Py, 7y P§P}Pg, 7 P3P, PE
auswihlen, ihre Zahlenkoeffizienten sowohl in der Determinante (31) als
auch in dem Kovarianten-Ausdrucke T (32) bestimmen und miteinander
identifizieren. Auf diesem Wege findet man die allgemeinen Werte jener
4 Konstanten wie folgt:

o= 3p-+4(n—1),

6,=—10(n —4)(n — 5)p — 4(n — 4) (5n® — 39n + 68),

= bn—2)(n—5)p+2(mn—1)(n— 5)(dn — 14),

g =—(n—5)(5n —8)p — 2(n — 1)(5n2 — 36 n - 56).

(35)

Die Bestimmung der quadratischen Form =z wird nunmehr durch die
Kovariante (32) ermdoglicht, welche durch Identifikation mit Null bei der

* Vgl. 8. 23 oben.

1 Die etwa noch in Betracht zu ziehende Kovariante (¢, 7),, welche firr die Form
5-ten Grades die bekannte lineare Kovariante abgibt, ist mit obigen Kovarianten durch
die Relation

(i, =jA—fB
verkniipft.
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von uns benutzten Bezeichnungsweise eine lineare homogene Differential-
gleichung fiir #z darstellt. Das Integral derselben lautet nach bekannter Art
2 2 ol
m=0F e ® (36)
Die Faktorenzerlegung der Kovariante ® vom Grade u in den Variablen
O = const (x — o) (x — 0) « * « (. — a,,)
erméglicht die Partialbruchentwickelung des unter dem Integralzeichen
stehenden Bruches in der Form

O_ He) 1 Do) 1 ) 1
60 40(y) T— o A0 (o) . — o 40(x,) z —o,”
Die Benutzung dieser Relation gibt dem Ausdrucke (36) fiir & die Gestalt
2 _2_ I (ay) 2 I (ae) 2 H(xu)
n=0" (z — al)ﬂ 40 () (@ — 0(2);“ 40(@2) | (r — « )FAO(a,‘)
.
2 f @) , \ 2 M) | .\ 2 O |

1 o + —~+1;
= (@ — o) w4 6(@) I(x — )" \46@) " | S — %),‘ 14 6(ay) l’ (37)

womit zuniichst die auch unmittelbar aus (32) ersichtliche Tatsache einleuch-
tet, daf} die Kovariante @ die quadratische Form # als Faktor enthalten muB.
Nehmen wir demnach z — o und # — «y als die beiden linearen Faktoren
von 7 an, so liefert die Identifizierung der Potenzexponenten auf beiden
Seiten der Gleichung (37) die folgenden Relationen

I (o) £ 1
460 () — 2 ’
Ias) _ B _ 4
A6 (ay) 2
I (o) — 1
40 (a3) ’ (38)
1T (o) _ 1
46 (a) ’
M)
A0 (x,) ?
aus denen durch Multiplikation fiir beliebige Werte von z die Identitit
=g
(o) | _ #-2 B2
-]_Z (e doiy) =+ " +1-5) (39)

entsteht. Das Produkt auf der linken Seite ist eine symmetrische Funktion
der u Wurzeln o;, und zwar erscheinen die Koeffizienten sémtlicher Potenzen
von z notwendigerweise als absolute Invarianten unserer Form f. Der hierin
ausgesprochene Satz darf als Erweiterung des Hermiteschen Satzes! gelten

1 SarmoN: Algebra der linearen Transformationen § 250; im englischen Original
2. Auflage S. 301.
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und gestattet in dhnlicher Weise wie dieser auch direkte Beweise seiner Rich-
tigkeit, unter denen der einfachste auf der Benutzung der symbolischen
Rechnungsart beruht. Bezeichnen nun

Jo, J1s Joy ooy Iy
die fraglichen Koeffizienten in der Entwickelung des Produktes (39), so ergibt

die Vergleichung der Koeffizienten der Potenzen von z das folgende System
von Invarianten-Kriterien fiirr die Kugelfunktionen

Jo= 1,
J1= 05
1
Jy=— g n(p—2), (40)
— 1 2
Ju= zw—%-

Die Gleichung

Jozt Fdyzr 14 Jyze2 0 o J, =0 ‘
mit Koeffizienten von absolut invariantem Charakter besitzt die allgemeine
‘Wurzel

welche insofern selber als irrationale u-deutige absolute Invariante der Form f
aufzufassen ist. In dem fiir die Kugelfunktionen zutreffenden Falle des Statt-
habens des invarianten Bedingungssystems (40) nimmt jene irrationale In-
variante z; nicht u, sondern nur 2 verschiedene Zahlenwerte, namlich

u )
?—1 und —1

an, von denen der erste im Sinne der Gleichungen (38) den beiden Wurzel-
werten von n = 0, der zweite den y — 2 iibrigen Wurzelwerten von @ =0
zugeordnet erscheint. Diese einfache und ohne Verleugnung des invarianten
Prinzips gewonnene Unterscheidung der beiden Gruppen von Wurzelwerten

oy, 0ty und oz, By, ..., o
zeigt zugleich, den Sitzen der allgemeinen Gleichungstheorie entsprechend,

die Moglichkeit und Methode einer rationalen Ausfithrung der Spaltung
der Form © in die beiden Faktoren

(@— o) (@—a) und (z—ag)(@—ay): - -(r—a).
Dem Obigen zufolge besitzen ndmlich die beiden Gleichungen

= I _»
@—0 und A'—@——2-—-1

2 und nur 2 gemeinsame Wurzeln « und «, oder, um eine dem invarianten
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Charakter der Frage angemessene Ausdrucksweise zau gebrauchen, die bheiden
Kovarianten

6 und 7,01+ 4 u(p— 2)(z, O), (41)

wo 7 eine beliebige lineare Form bedeutet, enthalten zwei und nur zwei ge-
meinsame lineare Faktoren z — o« und x — «,. Die Ableitung des Produktes
der letzteren

(2—w)(@—a) ==

ist daher in bekannter Weise durch rationale Operationen moglich. Mit der
vollzogenen Darstellung der Form # ist unsere Aufgabe in ganzer Vollsténdig-
keit erledigt:

Das Bestehen des invarianten Bedingungssystems (40) st notwendig und
kanreichend, um in der angegebenen Weise die quadratische Form n als gemein-
schaftlichen Faktor der beiden Kovarianten (41) ableiten zu konnen. Das Ver-
schwinden der Simultankovariante C(f, z) (24) der Form [ und der gefundenen
quadratischen Form 7t ist fernerhin fiir die Moglichkeit der linearen T'rams-
formation der vorliegenden Form f in die Kugelfunktion P*(p, x) (15) eine
notwendige und hinreichende Bedingung'. Zugleich leistet dieselbe Substitution,
welche die quadratische Form 7 in die speziellen Gestalten

a3 —z% resp. & &,
diberfiihrt, an der Form f die in Rede stehende Tramsformation in die spezielle
Gestalt der Kugelfunktion
Pr(p,x) (15) resp. P(&) (18).
Zum Schlusse soll die im vorstehenden allgemein entwickelte Methode
zur Bestimmung der quadratischen Form = durch wirkliche Aufstellung der
in Frage kommenden Kovarianten fiir die Kugelfunktionen P5 (p, z) und

P8 (p, x) durchgefiithrt und damit ihre Verwendbarkeit und verhéltnism#Bige
Einfachheit gezeigt werden.

I n=5 u=56n—22=3.
Pi(p,z)= (p+5)(p+T7)2*—10(p +5)a®+ 15w,
@ fh=—2-3@p+5F@+8(*—1),
(G fe= 22-32(p+52(p+8)(3Bp+ 16)z.

t Die Hinzufligung dieser Forderung war nétig wegen der bisher von mir noch nicht
beseitigten Unsicherheit betreffs der Frage, ob das Statthaben des Gleichungssystems (40)
nicht schon allein als Bedingung fiir die Moglichkeit der in Rede stehenden Transforma-
tion hinreichend sei. Die Entscheidung hieriiber diirfte von einer Diskussion des Resultates
zu erwarten sein, welches sich aus der Substitution des Ausdruckes (36) fiir » in (24)
ergibt.
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Die Konstanten ¢, ¢, ¢3, ¢; in (35) erhalten die Werte

6= 3p+16,
6= 8,
= 0,
cg= —8,

durch deren Einfithrung die Kovarianten @ und I7 in folgender Gestalt er-
scheinen:

O= (3p+16)(G 5,

IIT= 8fB—8j74

= —8(i, )"

Infolgedessen nehmen die beiden Kovarianten (41) die Form an

const (2 — 1) und const 7, (22 — 1);
folghch
7t = const (22 — 1).

In der Tat bestétigt auch die Rechnung

=41
T OHe- ok
Uy = OO [Zgé]=~l.

IL n=6, u=>5n—22=28.
Pe(pry= (p+5)(@+T)(p+ 92t --15(p + 5) (p + 7)
+ 45(p + ) 2?2 — 15,
Ad=—-2-35(+8)@+6)@E+7),
B=  2:3(p+5P@+7)(p+ 108,
i= 6(p+58){p+5@+TN(p+8at+2p(p+17)a?
+ (Tp + 40)},
1= —=2(p+52(p+10){p+5)(p+ TPt +3(p+1)(p+T7) 2
+9(p +7)2*— 9},
H, = 22-3(p+52(p+T7)(p+10){(p+ 6)22 —2},
@Gih= =@-D{p+5)(p+72*+10(p +7)a*+ 15z},

wo zur Abkiirzung
x=—25-3(p+5P(p+4)(p+7)(p+10)

* Vgl. Anmerkung S. 26.
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geschrieben ist. Die Konstanten ¢, ¢;, ¢,, ¢5 erhalten die Werte

Co= 3p+ 20,
c;=— 4(bp+ 28),
6= 20(p+8),
c;=— 2(11p 4+ 100),

durch deren Einfithrung die Kovarianten @ und II die Gestalt annehmen
O=x(3p+20)(=*—1{(p+5 @+ 7 +10(p+ 7)2*+ 152},
IT=%(3p+20){(p +5)(p +T)a*+ 5(p+T7) (p+11) 2*+15(2p+19) 22 4- 15} .
Die beiden Kovarianten (41) werden mithin

const (2 —1)((p+5)(p+ T2+ 10(p +7)2? +15x)
und const (22 —1){67,((p+5)(p +7)2*+10(p + T)a? + 15x)

— 57 ((p +5)(p + ) a* + 6(p +T) 2%+ 3)},
folglich
7t = const (22 —1).

Auch bestitigt in der Tat die Rechnung

0(1=+1 I .
= — 1 }[M]—?”
ag= 0

o= o0

_ 5 1 1/10(p+10)
o‘5_+1/_294-5'!'19—1-51/ p+7

__1__> 1 /10 +10) {11 q
o= V,p+5+p+5V p+T kol

- .5 5 1/10(p+10)

“7“+V p+5 p+5V p+7
a__V_JL__L_EMﬂW

o p+5 p+5) p+7

§ 10. SchluBbetrachtung.

Die Paragraphen 7 bis 9 diirften die wesentlichsten Ergebnisse ent-
halten, welche aus der Anwendung der allgemeinen Entwicklungen des ersten
Teiles dieser Arbeit auf die Kugelfunktion gewonnen werden kénnen. In
vorliegendem SchluBparagraphen méoge es noch gestattet sein, in kurzen Wor-
ten diejenigen allgemeineren Gesichtspunkte hervorzuheben, welche zu dem
oben erérterten besonderen Falle der Kugelfunktion durch naturgemiBe
Spezialisierung hinleiten.
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Eine binire Form f vom n-ten Grade wird gewissen, ihre Allgemeinheit
beschrinkenden Bedingungen unterworfen werden miissen, sobald eine andere
ihr derart zugehérige Form ¢ vom m-ten Grade existieren soll, daf die gegen-
seitige 4-te Uberschiebung beider Formen

o= rte (i<

identisch verschwindet!. Die fraglichen Bedingungen fiir die Form f werden
invariante sein und im allgemeinen in Gestalt einer identisch verschwindenden
Kovariante auftreten. Auch sind derartige Kovariantenkriterien unter Um-
stinden einer iibersichtlichen Darstellung fiahig. Die beiden Fille der ersten
(¢ = 1) und der letzten Uberschiebung (; = m) geben zu unmittelbar anschau-
lichen Deutungen AnlaB, und zwar auf Grund der beiden bekannten Sétze:

1. Emistiert fiir die Form f eine andere ihr derart zugehérige Form ¢, daB
die Funktionaldeterminante beider, nimlich

hoh=0o) el
identisch verschwindet, so ist die Form [ eine Potenz der Form . .
2. Existiert fiir die Form f eine ihr derart zugeordnete Form @ vom m-ten
Grade, daf die m-te Uberschiebung beider, niamlich

Pm==CF" ™

wdentisch verschwindet, so vst die Form f (sm allgemeinen) als Summe der n-ten
Potenzen von m linearen Formen darstellbar. Die letzteren werden aus der Fak-
torenzerlequng der Form @ gewonnen.

Diesen beiden gekennzeichneten Féllen entspricht im Sinne invarianter
Kriterien das identische Verschwinden der Bildungen resp.

1. der Kovarianten?:

1 2 3
Afy, AP, A, ..

2. der Katalektikant-Kovarianten:

fo h fo h 12 ‘ fohh 2 15 ‘

Ak Ihbh hhhih|
fafs fa . fofs i 15 )

fs fa fs 1o !

Bleiben wir jedoch bei der Funktion f selber noch nicht stehen, sondern
betrachten wir deren Polaren in bezug auf einen bestimmten Punkt, so ge-

1 Derartige Bedingungen spielen vielfach in neueren Untersuchungen iiber Apo-
laritidt usw. eine hervorragende Rolle.

2 Vgl. Anmerkung S. 8.
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langen wir bei Zugrundelegung der ersten Uberschiebung iiber eine quadra-
tische Form ¢ = #, d. h. fiir den einfachsten iiberhaupt in Betracht zu ziehen-
den Fall, nimlich

zu der allgemeinen Kugelfunktion P*(p, z) in der Gestalt (18). Von invarian-
tentheoretischen Gesichtspunkten aus kann also eine Verallgemeinerung der
Kugelfunktion nach zwei Seiten hin vorgenommen werden: einmal, indem
wir der zugrunde gelegten Form @ einen hoheren als den zweiten Grad erteilen
und zweitens, indem wir eine héhere Uberschiebung iiber ¢ als die erste zum
Verschwinden bringen. Fiir die in Rede stehenden Polaren oder einseitigen
Differentialquotienten solcher allgemeineren Formen f lassen sich in der Tat
dhnliche Differentialgleichungen, d. k. verschwindende Derivanten aufstellen
wie fiir die Kugelfunktionen selber. Als Beispiele mégen die beiden folgenden
Fille dienen: :
L m=3, ¢1=2.

F=w—2)gPy— 20 —p—0)g. P+ (W —2p — 4) g P,
+ @+ 1)@ Py=0.
II. m=3, 2=1.
F =@ — i)(”"z)?’ops"(”’_2?— 6) (0’ — 1) g, Py
—@2n—p—=3)p+2)p Py—(p+1)(p+2) g P, =0,
worin p die Ordnung, #’ den Grad der Polaren P bedeutet, also

Py=f,und n'=n—p.

Im ersten Falle ist die Derivante F' vom Range v = 1; im zweiten vom Range
» = 2. Allgemein wird der Rang der durch Polarisation entspringenden Deri-
vante den Wert der Differenz

y=m—2¢
annehmen?,

Das Gesagte geniigt, um die Kugelfunktion als Spezialfall innerhalb einer
umfassenderen Gattung von Formen zu kennzeichnen, deren Zusammenhang
und Einheitlichkeit durch invariantentheoretische Gesichtspunkte Begriin-
dung erhalt.

Zugleich sind durch obige Andeutungen eine Reihe allgemeinerer Fragen
beriihrt, zu deren rationeller und erfolgreicher Behandlung die Prinzipien
des ersten Teiles der vorstehenden Untersuchung ebenfalls geeignete Mittel
bieten werden.

1 Vgl §3.

Hilbert, Gesammelte Abbandlungen. Bd. IL. ' 3



2. Uber die notwendigen und hinreichenden kovarianten
Bedingungen fiir die Darstellbarkeit einer bindren Form
als vollstindiger Potenz.

[Mathem. Ammalen Bd. 27, S.158—161 (1886).]

Die binire Form f,, vom Grade n = u» sei die u-te Potenz der Form g,
vom »-ten Grade, so daBl die Relation:
fy = @l
besteht. Beide Seiten dieser Gleichung mégen in die % -te Potenz erhoben

und darauf ¥ + 1 mal nach der einen nicht homogenen Variabeln z differen-
ziert werden. Da der Ausdruck ¢,,, die Variable hochstens im Grade » ent-
hilt, so folgt die Bedingung

+14#4
d” f(/t)
dxv-‘r].

=0’ (1)

deren Existenz somit jedenfalls fiir die Form f,, als notwendig erscheint, damit
dieselbe die u-te Potenz einer Form ¢,, sein kann. Gehen wir nun umgekehrt
von der Bedingung (1) aus, so ist klar, daB8 aus derselben durch v + 1fache
Integration nach « eine Relation von der Gestalt

for =1, (2)
entspringt, worin y,, eine unbestimmte bindre Form »-ten Grades bedeutet,
deren Koeffizienten nichts anderes als die » + 1 auftretenden Integrations-
konstanten sind. Da somit in Gleichung (2) rechter Hand eine rationale Form
steht, so gilt das gleiche von ihrer linken Seite, d. h. die Form f,, ist not-
wendig infolge der bestehenden Bedingung (1) eine vollstéindige u-te Potenz,
wodurch sich das oben gefundene Kriterium (1) fiir die fragliche Darstell-
barkeit der Form f,, auch als ein hinreichendes erweist. ‘

Es bleibt noch iibrig, den gewonnenen Ausdruck linker Hand von (1) in
seiner Bigenschaft als Kovariante der Form f, zu erkennen und demselben
zugleich eine fiir die Berechnung geeignete Gestalt zu geben. Als Hilfsmittel
hierfiir bedarf es einiger allgemeiner Sitze, welche sich auf die Darstellbarkeit
einer jeden invarianten Form als Funktion der einseitigen Derivierten ihrer
Grundform beziehen. Fithren wir namlich fiir die einseitigen Differential-
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quotienten der Grundform f,, nach der einen nicht homogenen Variablen
die Bezeichnungen ein:

for:‘f(n)’

f= =D A

17 da ’
_ (n—2)! d*fw

k="

so gelten mit Benutzung der beiden abkiirzenden Differentiationssymbole
a a a
D=f°c’)—f1+2f15ﬂ-+3'f25ﬁ+' M

A=nhgm+m—Dhgr+ 0 — Dy +- -

die folgenden fiir unseren Zweck erforderlichen Sitze!:
1. Jede homogene und isobare Funktion C der Differentialquotienten fy, f,, {5,
.-y In 15t eine Invariante oder Kovariante der Form f,,, wenn sie der Dif-
ferentialgleichung
DC=0
geniigt.

IL. Die Quelle, d. h. das erste Glied dieser Kovariante, ergibt sich einfach,
wenn wir in jenem Ausdrucke C die mit den beziiglichen Zahlenfaktoren multi-
plizierten Differentialquotienten fy, fy, fs, . . ., f, durch die entsprechenden Koeffi-
zienten dqy, Ay, Qg, - . ., @y, der Grundform ersetzen.

IIL. Die Anwendung des Differentiationssymbols A auf eine homogene und
ssobare Funktion der ewnseitigen Derivierten fy, f1, fa, - . ., fn kommié einer Dif-
ferentiation jener Funktion nach der einen nicht homogenen Variablen x gleich.

IV. Fir unederholte und abwechselnde Anwendung der besden Differentiations-
symbole D und A auf eine Funktion der bezeichneten Art gelten allgemein die
Formeln:

DA = Azpy.,.(x k- l)-l-kAHD"‘l
+(7{+2k"‘l>l(l_1).k(k—l)AHD""2+'", (3a)

a0t = D+ (AT A kDo gro

+(l"g—%)l(l—l)-k(k—l)D""zﬁ“z‘*""’ (3b)

1 Betreffs der Begriindung und ausfithrlichen Behandlung derselben sei auf meine
Inauguraldissertation ,,Uber die invarianten Eigenschaften spezieller bindrer Formen, ins-
besondere der Kugelfunktionen § I und § II verwiesen; siche auch Abh. 4 in diesem Band.

g%
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worin y den mit n mulliplizierten Grad der fraglichen Funktion in den f, vermindert
um shr doppeltes Gewicht, bedeutes.

‘Was nun unser Kriterium (1) anbetrifft, so nimmt. zuniichst die linke Seite
desselben nach III die Gestalt an:

1
Ar+rfE (4)
Dieser Ausdruck reduziert sich nach einmaliger Anwendung des Symboles D
unter Benutzung der Formel (3a) in IV auf Null wegen

DAv+1f(~:T= Ay»+1pfgf + ((1)) A"f?: 0

und ist dadurch nach I als Kovariante der Grundform f,, legitimiert. Schlie-
lich ist offenbar, daB wir die gebrochenen und irrationalen Bestandteile des
Ausdruckes (4) nachtriglich durch einfache Multiplikation desselben mit

]‘z—%ﬂ in Wegfall bringen, ohne dabei den invarianten Charakter des Aus-
druckes oder seine Eigenschaft als notwendiges und hinreichendes Kriterium
fiir die fragliche Darstellbarkeit der Form f,, zu beeintrichtigen. Fiihren
wir daher die Bezeichnung ein:

v—Lt 41 1
Co=tfo * A, wvp=n, )
80 konnen wir das gewonnene Resultat wie folgt zusammenfassen:

Das identische Verschwinden der Kovariante C,, (5), welche in den Koeffizien-
ten der Grundform f, den Grad v + 1, das ndmliche Gewicht v + 1, mithin
in den Variabeln den Grad (n — 2) (v 4 1) besitzt, liefert die notwendige und
lanreichende Bedingung fiir die Darstellbarkeit der Form f,, vom Grade n = uv
als vollstindige u-te Potenz esner Form @, v-ten Grades.

Es bleibt noch iibrig, die gewonnene Kovariante C, fiir die ersten Fille
mittels ihrer Definitionsgleichung (5) wirklich auszuwerten und durch bekannte’
und iibersichtliche kovariante Bildungen darzustellen. Wir erhalten nach
Unterdriickung unwesentlicher Zahlenfaktoren fiir » =1, 2, 3, 4 die ein-
fachen Werte V

C,=H, C;,=302n—3)H:—(n—2)41,,
C,=1T, Ci,=43n—4)HT —(n—3)Bf,,

worin die Bezeichnungen gelten:

f = “own"‘(’;&)%”ﬂ"l‘l“ e, =ay=b =},
H = (aga, — a})x*"* + . - - =L (ab)2ar2br-2,
T = (aga; — 3aga,ay + 2 al) 232 . . . = (ab)2(be)al2br3cn-1,
A = (aya, — 4a,a,+ 3a) 220 . .. = L(ab)tartbrt,
B=(aay;— Baya,0, + 20a,0,0; + 8afa; — 6a,ad) x3710 4. ..
= (a b)*(ac)arSbi2crt.
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Die fiir » =1 und » = 2 gewonnenen Resultate stimmen sehr gut mit der
bekannten Tatsache iiberein, der zufolge das identische Verschwinden der
Hesseschen Kovariante H die Darstellbarkeit der Form f,,, als n-te Potenz
einer linearen Form und das identische Verschwinden der Kovariante T fiir
die biquadratische Form die Ausartung derselben in ein Quadrat einer qua-
dratischen Form bedingt.

Der Zweck dieser Note liegt zugleich darin, gelegentlich eines so einfachen
und greifbaren Beispieles, wie das behandelte ist, auf die Brauchbarkeit des-
jenigen bisher verborgenen Verfahrens hinzuweisen, welches durch die vier
oben kurz mitgeteilten Satze an die Hand gegeben wird und vorwiegend dazu
geeignet erscheint, in naturgemiBer Weise die gebrochenen und irrationalen
algebraischen Gebilde der invariantentheoretischen Forschung zuginglich zu
machen.

Leipzig, den 30. November 1885.



3. Uber einen allgemeinen Gesichtspunkt fiir
invariantentheoretische Untersuchungen im
biniéiren Formengebiete®.

[Mathem. Annalen Bd. 28, S. 381446 (1887).]

Die Theorie der algebraischen Invarianten hat sich vorzugsweise bei
Untersuchungen im bindren Variablengebiete zu bewihren, wo noch die
Gruppe aller linearen Transformationen der Variablen den fundamentalen
Begriff der allgemeinsten umkehrbar-eindeutigen Zuordnung vollkommen
erschopft. Von den einfachsten Grundlagen ausgehend, hat sich auch in der
Tat gerade die Invariantentheorie der b¢ndren Formen zu einer umfangreichen
Disziplin entwickelt, deren Lehren in verschiedene Gebiete der Analysis und
Geometrie eingreifen. Sehen wir jedoch von allen Anwendungen ab, so machen
sich in der einschligigen Literatur zwei verschieden geartete Tendenzen
geltend, denen entsprechend eine Einteilung sdmtlicher in Frage kommender
Probleme in zwei umfassende Kategorien zweckmiBig erscheint. Die erste
Kategorie trigt einen mehr zahlentheoretisch-formalen Charakter, indem
sie alle diejenigen Untersuchungen und Fragestellungen umfaBt, welche sich
auf Anzahl, Grad und Ordnung der invarianten Bildungen sowie auf Struktur
und Herstellung vollstindiger Formensysteme beziehen. Die gekennzeichnete
Klasse von Problemen findet die notwendige Erginzung in der zweiten
Kategorie, deren Tendenzen vorzugsweise auf die Erforschung der analyti-
schen Natur und Bedeutung der invarianten Bildungen gerichtet sind. Das
Studium der letzteren ist hier nicht ausschlieBlich Selbstzweck, sondern zu-
gleich ein gefiigiges und rationelles Mittel zu allgemeineren Untersuchungen
im binéren Formengebiete. Zur zweiten Kategorie gehéren alle Untersuchungen
iiber Kanonisierung und andere Darstellungen binérer Formen als Kovarian-
ten oder Kombinanten, iiber Ermittlung und Deutung invarianter Kriterien,
iiber auftretende Ausartungen bingrer Formen, sowie alle Fragen in bezug auf
Formen und Formensysteme spezialisierten Charakters. Wéhrend nun den
Problemen erster Kategorie zwei ausgebildete Methoden, ndmlich die ,,sym-
bolische von CreBscr und die ,,abzihlende® von SyLvEsTER zur Verfiigung

1 Die nachfolgende Untersuchung wurde vom Verfasser im Juni 1886 der philo-
sophischen Fakultit zu Konigsberg i. Pr. als Habilitationsschrift vorgelegt. — Vgl
iibrigens eine vorldufige Mitteilung in den séchsischen Berichten vom 7. Dezember 1885.
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stehen, erfreuen sich diese Methoden in ihrer Anwendung auf Probleme der
zweiten Kategorie keiner gleich allgemeinen Erfolge. Dementsprechend sind
bisher meist nur vereinzelte und spezielle, wenn auch an sich hochinteressante
Fragen aus dem Bereiche der zweiten Kategorie zur Behandlung gelangt,
und es diirfte bei der Bedeutsamkeit und Mannigfaltigkeit der sich aufdrdngen-
den Fragen ein umfassenderer Gesichtspunkt not tun.

Fiir die Inangriffnahme von Problemen der letzteren Art bieten sich
von vornherein zwei mogliche Wege, je nachdem wir fiir vorgeschriebene
Ausartungen des Grundformensystems nach den notwendigen Kriterien
fragen oder umgekehrt unter Annahme der Existenz gewisser invarianter
Relationen durch Beschreibung der entsprechenden Ausartung des Grund-
formensystems nach einer Deutung fiir jene Relationen suchen. Wie nun die
bisher der Untersuchung zugiinglichen FEinzelfille bestétigen, geben im
allgemeinen einfache an eine Grundform gestellte Anforderungen, wie z. B.
die Forderung einer Doppelwurzel, keineswegs zu iibersichtlichen invarianten
Bildungen AnlaB, wihrend umgekehrt das identische Verschwinden einfacher
Kovarianten, wie z. B. einer bestimmten Uberschiebung der Grundform iiber
sich selber, nur selten eine einfache Deutung fiir jene Grundform gestattet.
Um in diese eigentiimlichen Verhiltnisse und ihren analytischen Zusammen-
hang einen Einblick zu erhalten, sowie zugleich fiir eine ausgedehnte Reihe
darauf beziiglicher Fragen ein Untersuchungsmittel zu gewinnen, erscheint
die systematische Behandlung einer gewissen allgemeinen Gattung srrationaler
Invarianten und Kovarianten des Grundformensystems notwendig.

Zu der erwithnten Gattung irrational-invarianter Bildungen fithren natur-
gemaf und unmittelbar die folgenden Uberlegungen. Das vorgelegte Grund-
formensystem bestehe aus den bindren Formen f;, f5, f3, . . . in bestimmter
Anzahl und von vorgeschriebenen Ordnungen. Um dasselbe zu der Gesamt-
heit aller bindiren Formen von beliebiger Ordnung in invariante Beziehung
zu bringen, fingieren wir als allgemeinsten Repriisentanten jener Gesamt-
heit eine vollig willkiirliche Form ¢ und gelangen von dieser schrittweise
unter ausschlieflicher Benutzung der einfachsten invarianten Prozesse zu
simultanen Bildungen zusammengesetzterer Art, indem wir wie folgt operieren.
Wir ordnen zuniichst die Formen des vorgelegten Systems f, f,, fg, ... In
eine bestimmte Reihenfolge mit beliebig gestatteter Wiederholung etwa:
faos fgr <+ f,, und erteilen denselben in dieser Anordnung gewisse Uber-
schiebungszahlen resp. ¢, %, ..., ¢, zu. Die gemachten Festsetzungen ge-

.y Yy,

niigen zur Definition der Uberschiebungen

() ]
(fqz: (pl)ie = P2, } (1)

(fq;c) (px—l)iu == QP e
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Bezeichnen wir nun die Ordnungen der vorgelegten Formen, der Reihen-
folge Fos faas + s 1,, entsprechend, mit »;, n,, ..., n,, und die Ordnungen
der fingierten Form ¢ resp. der abgeleiteten Formen ¢, g, ..., ¢, mit »
Tesp. ¥, ¥y, . . ., ¥,, 80 bestehen zwischen diesen Zahlen die Relationen

ny o~ 2% =9 —v,

Ny — 21y = vy — vy,

M, — 2%, =, — v,_4.

Soll demnach die Ordnung », der Form ¢, mit der Ordnung » der Ausgangs-
form g iibereinstimmen, so ergibt sich dafiir durch Addition obiger Gleichungen
die von der Gradzahl » unabhéngige Bedingung

Nyt fg e, =2(0 Ay f g (2)

als hinreichend; d. h.: Sind fiir eine gewisse Reihenfolge der Formen unseres
Systems die Uberschiebungszahlen iy, iy, . . ., 1, der Bedingung (2) entsprechend,
gewdhlt, so charakterisieren jene Zahlen auf Grund unseres obigen Verfahrens
eine bestimmte Transformation des gesamten Formenvorrates ¢ in dem Sinne,
daf jede Form @ unter Vermittelung des linear zugeordneten Formenkreises
P15 Pas - - -5 P,y Schlieflich in eine Form ¢, von gleicher Ordnung iibergeht.

Wollen wir die Deutung einer bindren Form »-ter Ordnung als Punkt
eines »-fach ausgedehnten Raumes benutzen, so haben wir uns » Raume
R, R, R,, ..., R,_, von der Dimensionenzahl resp. », », %, ..., »,_, vor-
zustellen. Jedem Punkte im Raume R, wie er durch die Form ¢ festgelegt ist,
erscheint vermdge der Formeln (1) ein bestimmter Punkt ¢, im Raume R,,
dem letzteren wieder ein weiterer Punkt ¢, im Raume R, linear zugeordnet usw.
Interpretieren wir die schlieBllich gewonnene Form ¢, wieder als Punkt in dem
urspriinglichen Raume R, so fiihrt jene Kette von Zuordnungen zu einer
Kollineation im Raume R, und bei weiterer Fortsetzung der Operation ist
leicht ersichtlich, wie auch fiir jeden der anderen Riume eine entsprechende
Kollineation zustande kommt. Unsere Aufgabe liuft nun im wesentlichen
auf die Untersuchung dieser Kollineationen und ihrer Fundamentalgebilde,
d. h. derjenigen Punkte, Geraden, Ebenen usw. hinaus, welche bei der Aus-
fithrung jener Kollineationen in sich iibergehen.

Kehren wir zur analytischen Fassung unseres Problems zuriick, so handelt
es sich in erster Linie um die Herstellung und Charakterisierung aller solcher
Formen, Formenbiischel, Formenbiindel ¢ usw., welche die Eigenschaft be-
sitzen, sich nach x-maliger Wiederholung des oben beschriebenen invarianten
Prozesses zu reproduzieren. Die Irrationalitit der fraglichen Gebilde zeigt sich
von der Losung gewisser determinierender Gleichungen abhingig, deren
Koeifizienten rationale Invarianten des Grundformensystems sind. In den
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Wurzeln der erwiihnten determinierenden Gleichungen erkennen wir eine
allgemeine Gattung srrationaler Invarianten, wihrend jene Funda-
mentalgebilde selber ein zugehoriges System irrationaler Kovarianten
bestimmen. Die folgende Untersuchung begriindet in eingehenderer Weise,
wie die Diskussion dieser irrational-invarianten Gebilde als Mittel zum Stu-
dium des vorgelegten Grundformensystems dient.

Nach vorausgeschickter Kennzeichnung des allgemeinen Problems er-
scheint es als eine naturgemifle Spezialisierung desselben, wenn wir uns
zuniichst mit dem Falle nur einer Grundform und einmaliger Uberschiebung
eingehend beschiftigen. Beschrinken wir demzufolge die charakteristische
Anzahl x des allgemeinen Falles auf die Einheit, so nimmt die allgemeine Be-

dingung (2) die einfache Gestalt
n=21 (3)

an, worin » die, wie man sieht, notwendig gerade vorauszusetzende Ordnung
der vorgelegten biniren Grundform £, und ¢ die zur Verwendung gelangende
Uberschiebungszah! bedeutet. Die durch Spezialisierung des Formelsystems (1)
hervorgehende Relation

(f; Q)=

liefert dann die Definitionsgleichung einer Transformation, vermoge welcher
irgendeine Form ¢ aus dem gesamten Formenvorrate in eine Form gleicher
Ordnung y iibergefithrt wird. Unseren fritheren allgemeinen Auseinander-
setzungen zufolge entsteht in erster Linie die Frage nach denjenigen Formen ¢
von der Ordnung », welche die Eigenschaft besitzen, sich nach ihrer i-ten
Uberschiebung iiber die gegebene Grundform f bis auf einen konstanten
Faktor 1 ungedndert zu reproduzieren, so daBl die Identitit

(heh=4g (4)

gilt. Damit ist der eigentliche Ausgangspunkt fiir die nachfolgenden Betrach-
tungen gewonnen, in deren weiterem Verlaufe sich das eingehende Studium
jenes Formensystems ¢ als ein rationelles Forschungsmittel im Gebiete der
biniren Formen gerader Ordnung bewihrt findet.

§ 1. Die determinierende Gleichung und ihre Diskussion.

Unsere vorgelegte Grundform f und andererseits unser Formenreprésen-
tant @ mogen in ausfithrlicher Schreibart wie folgt lauten:

I= s+ (T)aar o+ () matet +- -+ anap,

v - vy -
Q= %y, + (l)alw{ la, + <2\)a2x'1 22 v, 1.
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Die nunmehrige Fragestellung verlangt die Ubereinstimmung simtlicher
v + 1 Koeffizienten fiir die beiden Seiten der Formel (4), und somit zerfallt
die Bedingung (4) in » + 1 Bedingungsgleichungen fiir die » 4 1 nicht homo-
genen Unbekannten

%y L) o, y)
2 3 = b 3
%o %o %o

worin sich von vornherein die Widerspruchsfreiheit und Bestimmtheit des
Problems offenbart: Im allgemeinen existiert fiir jede Ordnung v > 1, d. h. > -;
ewn bestimmies Formensystem ¢, welches der Grundform f im Sinne der Glei-
chung (4) zugehort.

Die » 4- 1 aus Formel (4) durch Vergleichung der Koeffizienten beider
Seiten erwachsenden Bedingungsgleichungen benutzen wir zunichst dazu,

um aus ihnen die » + 1 homogenen, linear auftretenden unbekannten Koeffi-
zienten der Form ¢:

oy > KLyy ooy &,
zu eliminieren, wodurch sich die determinierende Gleichung
A(A) =0 (5)

ergibt. Wie durch das in Klammern beigefiigte Argument A angedeutet
werden soll, enthilt die Determinante linker Hand auBer den Koeffizienten
der gegebenen Grundform f nur noch die Unbekannte 1, und zwar ausschlieB-
lich linear in den Elementen einer Diagonale, also im Grade »+ 1. Da der
Koeffizient dieser hochsten Potenz von A einen bestimmten, von Null ver-
schiedenen Zahlenwert annimmt, so ist es unter keinen Umstinden méglich,
daBl die gefundene Determinante identisch fiir alle Werte 4 verschwindet.
Es gilt ferner allgemein der Satz:

Die Determinante A(A) besitzt gegendiber den linearen Transformationen der
Grundform f einen invarianten Charakter, d. h. nach threr Entwicklung sind
samiliche Koeffizienten der Potenzen von A Invarianten der Grundform f.

Der Beweis dieses Satzes in seiner vollen Allgemeinheit gestaltet sich am
einfachsten, wenn wir im Hinblick auf Formel (4) die Bedeutung und Ent-
stehungsweise der Determinante A(A) zur Geltung bringen. Vermoge der
linearen Substitution

7 = axf + faf,

Ty =y @ + 0@
mit der Substitutionsdeterminante

e=xd— By

fithren wir die Formen f und ¢ simultan in die Gestalten f* und ¢ iiber und
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erhalten dann auf Grund der simultankovarianten Natur des Gebildes (7, ¢);
die Relation

(s @i—Ap=0(f, ¢)i — A = {(/', )i — &* 2 ¢},

welche zu den folgenden Betrachtungen AnlaB gibt: Vermége der beliebig zu
wihlenden Transformationskonstanten o, f, ¥, & entspricht jedem Formen-
paare f, @ mit der Eigenschaft (4) fiir ein bestimmtes 4 ein anderes Formen-
paar f, ¢' mit der analogen Eigenschaft

(fl, ¢,)i — ll (P’

fiir ein A’ = g°A. Ist also 1 in dem fraglichen Sinne eine der Grundform f zu-
geordnete Konstante, so findet dieselbe Zuordnung zwischen der Kon-
stanten 2’ = ¢°4 und der Form f statt, und umgekehrt. Das Bestehen einer
solchen Zugehérigkeit von f und 4 ist nun nach dem Bisherigen an die einzige
Bedingung des Verschwindens der Determinante 4(4) gekniipft. Da mit der
Erfilllung dieser Bedingung auch gleichzeitig die Zugehérigkeit von f und A’
in dem fraglichen Sinne statthaben soll, so wird notwendig die in den Koeffi-
zienten der transformierten Form f gebildete Determinante A’(2") mit der
urspriinglichen bis auf eine von Null verschiedene Konstante C iibereinstimmen
miissen, also

AX)y=4A(02)=CAQ).

Die Konstante €' finden wir durch Vergleichung der Koeffizienten von A"*!
gleich der ¢(v + 1)-ten Potenz von ¢ und haben somit die Beziehung

A'(@°2) = ¢V A(4),

welche nichts anderes als unseren obigen Satz zum Ausdruck bringt. Zugleich
bemerken wir, daf 4 als Wurzel der determinierenden Gleichung (5) mit inva-
rianten Koeffizienten selber eine vrrationale Invariante der Grumdform f vom
Gewichte © darstellt. Fiir die Entwicklung der Determinante 4(4) nach Potenzen
von A gilt der Ansatz

AR =T T+ Syl e T,

Hierin bedeutet J, eine von Null verschiedene Zahl; J, muf} sich bei der Un-
moglichkeit rationaler linearer Invarianten auf Null reduzieren, wéhrend J,
der einzig existierenden quadratischen Invariante (f, f), proportional ausfillt.
Die folgenden Koeffizienten Jg, Jy, ..., J,., sind Invarianten resp. vom
Grade 3, 4, ..., » + 1 in den Koeffizienten der Grundform f.

Die Determinante 4 (1) besitzt jedoch noch andere bemerkenswerte Eigen-
schaften, zu deren Erforschung ein niheres Eingehen auf ihren Bau erforderlich
ist. Wir schreiben zu dem Zwecke die i-te gegenseitige Uberschiebung der
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beiden Formen f und ¢ in der Gestalt

g=v

(f? 'P)i—Z{ - ])vkgai-i-o—v av+ (_ ])”"1 k;ai+o~v+lav—1 + s k:ai+o%} x;—ax;,

worin die mit oberem und unterem Index versehenen Buchstaben £ die beziig-
lichen Zahlenkoeffizienten der ausgefiihrten Simultankovariante bedeuten.
Die Determinante wird dann

kg Aiy s k(l) Ay 1y +o s 792-1 A1, k(v) a; — A
k@i yi, Eiai,ia, ... kya;+ (;)Z, kia£+1

A(2) = (6)
ka, a; — (—— 1), y) 2 k; @it . kv—l Qi1 k: Uit

Doch leiten wir zuvor einige eigentiimhche Beziehungen zwischen den Zahlen %
durch Benutzung der symbolischen Darstellungsweise der Kovariante (f, ¢),
ab, indem wir unter Bezugnahme auf die Relation (3) setzen:

(t, (P)e (a “) aa: “:: = 2 2 (— 1)1’_2 7‘72 Qito—v+o%—p x;—a Z

o=0 o=
= (1 % — g 01)F (@) @y + @y Tp)H () Ty -+ &y @)
_ Ev 92’:1'( l)w_gka i—o-+v—p 1,+o-v+g g v—gwl (7)
=0 =0

Die letztere Gleichung (7) wird offenbar in jhrer Giiltigkeit nicht beeintrichtigt,
wenn man in ihr der Reihe nach folgende beide Vertauschungen vornimmt.
Erstens setzen wir fiir a;, oy, 2, die Zeichen resp. a,, a,, #, und umgekehrt,
wodurch sich ergibt:

(— 1)i(ay 0 — ap oy )@y By + o y)F (0y Ty + g Bp)"~%

=3 3 ke e e agafal

=0
o=v pg=
_ N 0 1V—-0 _t=0-+v—p ’L+ﬂ—v+9 Y—Q -G 0o
=2 2 (— 1k ey a2 afop C2] "2,
o=0 g=

Die wurspriingliche Gleichung (7) liefert aber nach ihrer Multiplikation
mit (— 1)
(— 1)(ay ap — @ 0)(; 2, + Oy Ty)*(oy Ty + 0t T,)" "

o=y Q=

=3 (= U ke T 0 oy

Durch Vergleichung der Koeffizienten in beiden Doppelsummen erhalten wir
fiir die Zahlen % die allgemeine Relation

ko= (—1"k. (8)
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Zweitens werde in der urspriinglichen Gleichung (7) o in — ,, o In z; und

prung g % 2, %g 1
umgekehrt z, in — oy, #; in ay umgewandelt; dann ist

(— 1) (g @, + g @) (0 g — Ay 0y)? (%) Ty + %y 25)"

v v

Q
i

>
I

v+o0 30 t—o+v—g t+o—v+e r—@ _v—p
(— 1) kyar a2 ajop @y @

G

I
o
)

Il
<

k4

Q
[
°
©
i

»+p i—o+v—g i+o—vtp y—-0 _v—6 o
(— 1) kﬁal (22 (X,ltlg Xy T2.

L

It
o
il
=)

4

Die urspriingliche Gleichung (7) ergibt andererseits durch Multiplikation
mit (— 1)"*

(— 1) (ay 0ty — @y )P (8, 21 -+ Gy Tp)* (&%) Ty + &g Tp)"
o=v p=v¥

= > (= 1)tk a7 T A T o oy "

o=0

(=]

a=

woraus durch Vergleichung der Koeffizienten fiir die Zahlen % die weitere all-
gemeine Relation

B=(—1)""k ()

gewonnen wird. Die beiden Formeln (8) und (9) fassen wir kurz in die Doppel-

gleichung
By =K== (—1)""% (10)

zusammen, welche fiir uns ein besonderes Interesse beansprucht, da sie die
Determinante (6) und damit unsere Gleichung (5) als Bestlmmungsglelchung
fiir A einer niheren Behandlung zugénglich macht.

Die » 4+ 1 Wurzeln A der determinierenden (leichung (5) mdgen A(®, A1),

., A heilen. Nach dem Friiheren sind dies die einzigen Werte, welche die
Konstante 1 annehmen darf, damit zur Grundform f eine zugehérige Form ¢
mit der Eigenschaft (4) existieren kann. Wie wir leicht erkennen werden, ist
fernerhin zur Diskussion der determinierenden Gleichung und damit iiber-
haupt zur Weiterentwickelung unseres Problems eine durchgehende Unter-
scheidung folgender vier Hauptfille notwendig:

Hauptfall 1: i=0, »=0 (mod?2)
ys II: v=1, »=1 vs
) III: +=1, »=0
' IV: +=0, =1 )

n=2, rv=1.

Vertauschen wir nimlich in der Determinante (6) die Horizontalreihen mit
den Vertikalreihen derart, daB die Diagonalelemente

0 1 »
kO Qi kl Qi 25 o0 e kr Qitw
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ihre Plidtze nicht dndern, so ergibt sich
7‘78 Ai—vs ktl) Ai—vt1s 002> k3‘1 As—1, kya; — (*1)v A

v— vV v
@iy, K Gimyin s ooy KL a4 (—1) <1)1, kya;q

.............

A =

..........................

kf_,’ai — l, ki i1, ceny k:_laﬂ_,,_l, k:an
und nach Benutzung der Relation (9) und Multiplikation simtlicher Elemente
mit (— 1)*”:

A(A) = (—1)+DGE+»

0 0 0 0 (]
kO Qi—y, kl iyl 00> kv—l Ai—1, kv a; — (‘_1) A
1 1 1 iV 1
kO @i—vi41y kl Ajery 425 < o oy kv—l a; +('—1) (1 )A, kv a1
X ............
!
v it+v v » ¥
kOai—("'l) Z': kla'i+1: ce ey kv—la/H—v—la kva'i-.'-v

= (— L6 A(—1)2).
Die so gewonnene Relation
A(2) = (—DEFDEEN A((—1) 2) (11)

liefert fiir ein gerades ¢, also in den beiden Hauptfillen I und IV nichts anderes
als die Identitat
A(4) = (=1y D A(2).
Fiir den Hauptfall IT dagegen erhalten wir
A() = A(=1),

d. h. 4(4) ist eine gerade Funktion von 4; die » + 1 Wurzeln A unserer deter-

minierenden Gleichung (5) ordnen sich in %—l

cher Wurzeln. Fiir den Hauptfall III endlich fithrt die Formel (11) zu der
Relation :

Paare entgegengesetzt glei-

A2) = —A(-4),

d. h. A(4) ist eine ungerade Funktion von 4; von den v 4+ 1 Wurzeln der deter-
minierenden Gleichung ist eine gleich Null, wihrend sich die tibrigen »in -;— Paare
entgegengesetzt gleicher Werte anordnen. Was die beiden bisher noch nicht in
analoger Weise unterschiedenen Hauptfille I und IV betrifft, so ist allein der

erstere von beiden dadurch ausgezeichnet, daf fiir ihn die determinierende
Gleichung im allgemeinen » 4 1 wesentlich untereinander verschiedene Wurzeln
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Liefert. Fiir Hauptfall IV namlich erscheint unsere Determinante (6) vermoge
der den Zahlen % anhaftenden Eigenschaft (9) als schiefsymmetrisch beziiglich
des Diagonalgliedes:

0 1 v
koG, K1 Gi—yyay ooy kragy,.

Da dieselbe zudem geradreihig ausfillt, so stellt sie einem bekannten Deter-
minantensatze zufolge das vollstindige Quadrat eines Ausdruckes dar, wel-
+1 '

cher 2 im 12~— -ten Gré,de enthilt. Die v + 1 Wurzeln A der determinierenden

Gleichung ordnen sich demmnach fiir Hauptfall IV in %1 Paare gleicher

Waurzeln. Zur Erleichterung der Ubersicht bei spiterer Bezugnahme gruppieren
wir die v + 1 Wurzeln der determinierenden Gleichung (5) tn den vier Haupt-
fillen wie folgt:
Hawptfall 1: A©, 1D , AD, 4B s eeey AD),
y I1 4O A0 = 40 4@ A =A@ . Ae-D A0 — _ je-D), l
III: A©), AU = — A, 2@ A® — _. 4@ . o= A6~ _ _ Je=2) 10 — 0,
IV: A0, A0 = AO 4@ 16 = @ A0-D Ae) — Ao-D, J

(12)

1

”

Damit ist die Untersuchung der determinierenden Gleichung im all-
gemeinen erledigt. Die speziellen Vorkommnisse betreffs weiteren Zusammen-
fallens von Wurzeln werden in § 4 ausfiihrlich zur Sprache gelangen.

§ 2. Die Bestimmung des Systems der irrationalen Kovarianten ¢.

Nach Ableitung der Bestlmmungsglelchung fiir die Konstante 4 handelt
es sich um die Ermittlung und Diskussion dér fraglichen Formen ¢ selber.
Wihlen wir zu dem Zwecke von den oben gefundenen » + 1 Wurzeln eine aus,
etwa A0 und setzen ihren Wert in die Bedingung (4) an Stelle des anfangs un-
bestimmten Faktors A ein, so ergibt sich fiir die 1) zugeordnete Form ¢ die
besondere Bedingungsgleichung

(f, ) = AW g, (13)

welche durch Vergleichung der Koeffizienten auf beiden Seiden in fol-
gende » - 1 lineare Bestimmungsgleichungen fiir die » - 1 homogenen allein
noch unbekannten Koeffizienten o, o{”, ..., o) der Form ¢ zerfillt:

(=D'koaimy o + (=1 T Koy e B —APeg” =0,
(~) Rty + (= 1) H@ g0y + ot K aH-l“M ( )A(u) =0,

.........................

(= kaad” (=1 T Kiaga o e B, ol z‘%‘,f” =0.
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Da infolge der Wahl von A*? die Determinante dieses Systems verschwindet,
so fiihren die erhaltenen Bedingungen fiir die gesuchten Koeffizienten o,
™, ..., &% zu keinem Widerspruch. Zwischen jenen » + 1 Bedingungs-
gleichungen besteht vielmehr eine lineare Abhéngigkeit, vermdge welcher
je eine von ihnen mit den iibrigen v stets gleichzeitig befriedigt erscheint.
Nachdem wir damit die Méglichkeit der Auflosung des Gleichungssystems (14)
erkannt haben, ist es unsere Aufgabe, die Bestimmung der gesuchten Koeffi-
zienten o, «{, ..., «/*) ohne Bevorzugung oder Auszeichnung einer der
v + 1 Gleichungen (14) wirklich durchzufiihren. Zu dem Zwecke fingieren wir
eine neue (v -+ 2)-te Unbekannte % und betrachten an Stelle des fritheren
Systems (14) das folgende'

(=’kaa?  + (=1 Rana+ o+ Baag”  — 190+ yiu =0,
(— 1) Koty r108? 4 (— 1) T hlai 00?4 - k3 g
(u)  (u) v—
“( )“ ot "(f)?ﬁ?/z fu=0,1 5

( 1) kﬂat w 4+ (—=1)" lkl g1 oci,_)l + . —i—fc,a‘ — A gl

wo noch als letzte Gleichung mit der Unbekannten ¢*) die Identitét hinzutritt:

(=17 a4+ (=1 (7) e ar 2 1+...
+(—1) a2 — (—1)p" =0. (16)
Das aufgestellte Gleichungssystem (15}, (16) enthélt v 4 2 lineare Gleichungen
mit den » + 3 homogenen Unbekannten o), o)., ..., o, u, ¢*. Riir
die Verhaltnisse der letzteren liefert demnach die gewchnliche Auflésungs-
methode mittels Determinanten das Ergebnis:

ol = AW A e £ A Ay y, A, (17)

worin A%, A%,,... die den Unbekannten al, a,, ... entsprechenden
Determinanten des Systems bedeuten und insbesondere die Determi-
nante A(z, y, A*)) in ausfithrlicher Schreibweise folgende Gestalt annimmt:

Az, y, Am)

kg Ai—v s kg Qv i1 vy k3_1 %15 kgdi — s ?/;
ko @5 —pi1 s b @inr2s i by +(,1’> A khagg, —”G)yl g2 !
e P RPN I ¢ £-)
kgdi —_ (—"l)vl(‘u), k;ai+1, ey k:—l Gitr—15 k:a"H-v! (—l)w?/;
w;: —(I)$1$;—1, .. ’(_"1)“— () 1 w29(_1)1,$11l, 0
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Aus der Proportion (17) finden wir fiir die Unbekannte u den Wert Null,
dessen Einsetzung das Gleichungssystem (15) in das urspriingliche System (14)
iiberfithrt. Damit kennzeichnen sich die eben erhaltenen Lésungen (17) zu-
gleich als Losungen des Systems (14) und erscheinen iiberdies wesentlich
unabhiingig von den eingefithrten Parametern w,, y,. Die Beziehung (17)
lehrt ferner die Proportionalitiit der Form ¢“? mit der Determinante A (z, ,44"),
d. h.:

Az, y, K) = ¢t (2) 9 (y), (19)

worin fiir ¢ genauer ¢’(z) geschrieben ist, und y*’(y) eine noch un-
bestimmte Funktion von ¥, y, und den Koeffizienten der Grundform f be-
deutet. Fiir die Ermittlung der letzteren Funktion ist es unerlidflich, die oben
begonnene Unterscheidung der vier sogenannten Hauptfille wieder auf-
zunehmen. Setzen wir némlich in (18) ¥, y, fir z;, @, und umgekehrt, und
vertauschen dann in der Determinante die Horizontalreihen mit den Vertikal-

reihen ohne Verstellung der Diagonalelemente:
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so finden wir:
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Multiplizieren wir in dieser Determinante die 1-te, 2-te, ..., (» 4+ 1)-te Ver-
tikalreihe und die letzte Horizontalreihe mit (— 1)***, so ergibt sich mit Be-
nutzung der Relation (10):

Ay, =, X)) = (=1 A(z, g, (- 1) A4). (20)
Diese allgemeine Formel ist der frither gefundenen Relation (11) analog. In
dem Hauptfalle I: ¢ = 0, ¥ = 0 (mod 2) liefert sie die Beziehung
Ay, =, M) = A(x, y, AW),
deren Anwendung auf (19) die Gleichungen
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