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Vorwort zum zweiten Band. 
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Aus meinem Buch iiber die Grundlagen der Geometrie ist lediglich die Note 
,Uber Fliichen von konstanter Gau13scher Kriimmung" abgedruckt worden. 
Im iibrigen enthalt der vorliegende Band anstatt dieses Werkes eine von 
Dr. ARNOLD ScHMIDT verfa13te Ubersicht iiber meine geometrischen Unter

suchungen. 
Den genannten Herren und Herrn Dr. ULM, welcher die Hauptarbeit bei 

der Herausgabe iibernommen hat, sowie dessen Mitarbeitern Dr. MAGNUS, 
Fraulein Dr. T.AUSSKY und Herrn WITT spreche ich fiir ihren Anteil an dem 
W erke meinen herzlichsten Dank a us. 

Gottingen, Juli 1933. 
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1. (Jber die invarianten Eigenschaften spezieller binarer 
Formen, insbesondere der Kugelfunktionen 1• 

[lnauguraldissertation, Konigsberg i. Pr. 1885.] 

Die vorliegende Untersuchung beschaftigt sich mit der Frage nach den 
invarianten Eigenschaften, evtl. Kriterien solcher spezieller binarer Formen, 
deren Natur durch gegebene algebraische Differentialgleichungen gekennzeich
net ist. Sie zerfallt in zwei Teile. Der erste Teil behandelt die allgemeinen 
Methoden, welche zur direkten Herleitung invarianter Kriterien aus der ge
gebenen Differentialgleichung Verwendung finden konnen. Die erzielten 
Resultate verhelfen je nach ihrer Gestalt und Eigenart teils zur Konstruktion 
eines Systems von Invariantenrelationen, deren Existenz die Transformier
barkeit einer Form mit allgemeinen Koeffizienten in jene spezielle bedingt, 
teils dienen sie als Mittel zur Bewerkstelligung dieser Transformation. Der 
zweite Teil bezweckt es, die allgemeinen Deduktionen des ersten fiir einen 
Spezialfall von besonderem Interesse, namlich fur die Differentialgleichung 
der Kugelfunktion zu verwerten, eine Untersuchung, welche ich auf Ver
anlassung von Herrn Professor LINDEMANN unternommen habe. Als Ergebnis 
erscheint in der Tat fur die allgemeine ·Kugelfunktion jeden Grades und jeder 
Ordnung ein~ Reihe invarianter und simultan-invarianter Beziehungen, durch 
deren Benutzung die heiden fundamentalen Fragen nach den Bedingungen 
der Moglichkeit und den Mitteln zur Ausfiihrung der Transformation einer 
Form mit allgemeinen Koeffizienten in eine bestimmte Kugelfunktion Er
ledigung finden. Die SchluBbetrachtung kehrt zu allgemeineren Gesichts
punkten zuruck, indem sie einerseits den Platz kennzeichnet, welchen der 
behandelte Spezialfall der Kugelfunktion innerhalb einer umfassenderen 
Gattung von Problemen einnimmt, andererseits auch fiir die Behandlung 
jener allgemeineren Fragen die erfolgreiche Verwendung der Prinzipien des 
ersten Teiles in Aussicht stellt. 

Erster Teil. 

§ 1. Die lnvarianten nnd Kovarianten eines Formensystems 
als Funktion der . einseitig Derivierten. 

Unsere Schlu13folgerungen bedienen sich des folgenden Fundamental
theorems zur wesentlichen Grundlage: 

1 Siebe auch dieser Band Abhandlung 4. 
Hilbert, Gesammelte Abhandlungen. Bd.II. 1 



2 Vber die invarianten Eigenschaften spezieller binarer Formen. § 1 

Jede Invariante oder Kovariante einer binaren Form I ist in einlacher Weise 
als Funktion der einseitig, d. h. nach einer Variablen genommenen Dillerential
quotienten darstellbar. Fuhren wir namlich die im lolgenden stets wiederkehrende 
Beuichnung ein 

(1) 

so ergibt sich die fragliche Darstellung, wenn in der Invariante, evtl. in der 
Quelle (d. h. in dem ersten Gliede) der Kovariante die Koellizienten a0 , ~. az, . .. 
durch die mit den bezuglichen Zahlenlaktoren multiplizierten Dilferentialquo
tienten 10 , lv 12 , ••• ersetzt werden1• 

Zum Beweise dieses Theorems untersuchen wir die Anderung, welche die 
Differentialquotienten li bei der linearen Transformation der Form I ihrer
seits erfahren. Wird der Transformation der Form f die linear gebrochene 
Substitution oc x' + p 

X="" __ _ 
yx'+€5 

.zugrunde gelegt~ so stellen sich die Koeffi.zienten der transformierten Form 

f = (a~ x' + a~)'· 
symbolisch durch die Gleichungen dar 

a~= ow1 + ya2, 

a~=f3~+<5a2 • 

Hiernach ergeben sich fiir die Differentialquotienten 1/ der transformierten 
Form/' die Ausdriicke 

/'; = a~'(a~ x' + a~)n-i 
= (or. a1 + y a2)' (y x' + <5)n-t (a1 x + ~)n-t 
= (yx' + ~)"-l(a1 x + a2)"-i(~[or.- yx] + y[a1 x + a2])i 

= (y x' + <5)11--l(or.- y x)' (/ + u)1 

J 

(2) 

1 Die Moglichkeit dieser Darstellung der Invarianten und Kovarianten scheint bisher 
wenig beachtet oder verwertet zu sein, vgl. jedoch F Al DI BRUNO: Theorie der binaren 
Formen 1881, § 14, 11 in der deutsohen Bearbeitung von TH. WALTER, wahrend das franzo
sische Original den betreffenden Passus nicht aufweist. Vbrigens gilt unser Satz auoh 
in seiner Erweiterung auf ternii.re, quaternare usw. Formen, deren Invarianten und 
;Kovarianten in analoger Weise als Funktion der Differentialquotienten resp. nach zwei, 
drei usw. Variablen darstellbar sind. 



§ 1 Invarianten und Kovarianten als Funktion der einseitig Derivierten. 

wo nach der Potenzienmg 

einzusetzen ist, wahrend den Zeichen (!> z und u die Bedeutung 

(!=OC~-{Jy, 

z = yaf + <5 = _ (} ___ _ 
ot-yx' 

u = y(yx'+~) = _.:__Y_ 
(} ot-yx 

3 

zukommt. Jede Kovariante 0 der Form I genligt nun der Definitionsgleichung 

O(a', x~, x~} = e~'O(a, x1 , x2) 

oder nach Einfiihrung einer Variablen statt der heiden homogenen 

O(a', x') = ePzXO(a, x)' 

wo X den Grad der Kovariante in den Variablen bedeutet. Soil demnach eine 
Funktion 0 der einseitig Derivierten I 0 , ft, 12 , . • • eine Kovariante sem, 
so muB die Beziehung 

statthaben. Andererseits wird durch Einsetzung des obigen Ausdruckes (2} 
fiir die f', so bald wir die Funktion 0 in den I als homogen etwa vom Grade g 
und als isobar (d. h. in jedem ihrer Glieder von gleicher Indexsuinme .L;i} 
voraussetzen: 

0(/') = (!:Eizun-2:EiQ(f + u}. 

Durch Vergleichung der rechten Seiten beider Gleichungen ergibt sich 
neben den Erfordernissen 

.L;i=p, gn-2p=x 

noch die folgende, zugleich hinreichende Bedingung 

0(/ + u) = 0(/), 

d. h. die Funktion 0 muB der Differentialgleichung 

dO dO dO dO 
du = lo dft + 211 d/2- + 312 d/3 + · · · = O 

geniigen, und umgekehrt: 
Jede homogene und isobare Funktion 0 der DifferentiaUj_uotienten li ist eine 

Kovariante der Form I, wenn sie der Differentialgleichung1 

fo.!!!}_ + 2/1 dO + 312 dO + · · · = 0 
d/1 d/2 dfa 

genUgt. 

1 Vgl. die bekannten Differentialgleichungen der lnvarianten und Kovarianten als 
Funktion der Koeffizienten. SALMON: Algebra der linearen Transformationen 1877 § 143. 

1* 



4 Vber die invarianten Eigenschaften spezieller binarer Formen. § 1 

Urn die Kovariante a in gewohnlicher Weise als Funk:tion der Koeffizien
ten der Form und der V ariablen auszudriicken, setzen wir 

a = c0 XX + f1. xz-l + c2 xx-2 • • • + Cx • 

Die x-malige Differentiation dieser Identitat nach x liefert fiir x = 0 

[d"OJ -d,. = xlcx_,.. 
X Z=O 

Mit Beriicksichtigung der Relation 

df~ ( ")/ dx = n- t Hl 

und Benutzung des abkiirzenden Operationssymbols 

d d d 
Ll = nft dfo + (n- 1}/2 dil + (n- 2)/3 dfz + .. ·, 
Ll2 = Ll Ll' 
Lf3 = L! Ll Ll , 

nimmt die Iinke Seite obiger Gleichung die Form an 

( Ll" a]z=O = [ Ll" a]t,=an-t = "! C x->< 

oder nach Vertauschung von an-i mit ai, wodurch bekanntermaBen ex-" 
in (- l)"c,. iibergeht: 

(3} 

Im speziellen Faile " = 0 erhalten wir die QueUe der Kovariante 

Co = ( -l)P [O],f=at' 

In Formel (3) finden wir demnach die bekannte Ableitung der Koeffizienten 
einer Kovariante aus ihrer Quelle wieder. Auch der Robertssche Satz von der 
Gleichheit der Quelle des Produktes zweier Kovarianten mit dem Produkte 
ihrer Quellen, sowie der Cayleysche Satz, nach welchem die Aus:fti.hrung der 
Operation 

d d d 
a0-+2a1-+3~-+· ·· d~ d~ d~ 

an einer Kovariante einer Differentiation derselben nach der ersten V ariablen xt 
gleichkommt, sind unmittelbare Folgen unserer Dberlegungen. 

Die bisher verwendeten Schliisse fiihren fiir den Fall eines gegebenen 
Systems von mehreren Grundformen /, q;, 1p, ••• zu folgender Ieicht erweis
baren V erallgemeinerung: 

Jede isobare Funktion a der einseitig Derivierten /i, f/Ji• 1pi, .. • , welche in 
den Derivierten jeder einzelnen Form homogen, und zwar von den Graden resp. 
g 1, g cr , g 'I' , • • • sein miJge, ist eine simuliane K ovariante des Systems f, q; , 1p, ••. , 



§2 Die Operationssymbole D und L1. 

sobald sie der Diflerentialgleichung 

dO dO dO 
DC= fo df-; + 2/1 d/2 + 3/2 dfa + .. ·, 

dO dO dO + f{Jo dqJ1 + 2 q;1 dqJ2 + 3 q;2 dqJa + ... ' 
dO dO dO 

+ "Po dtp1 + 2 '1{11 dtp2 + 3 '1{12 dtpa + · · . ' 
.............. ·=0 

genU{Jt. Sie ist in den V ariablen vom Grade 

X = g1 n1 + g"' n., + g'P n'l' + · · · - 2 p, 
und der Koelfizient von xx->< in derselben wird durch die Gleichung 

l 
C,. = ( -l)P-;y [LI" O]t1=at, rpt=rr.t ••• 

bestimmt, wo durch das Symbol Ll" die x-malige Ausfuhrung der Operation 

d d d 
L1 = n, /1 dfo + (n, - 1) /2 dfl + (n, - 2) fa d/2 + ... 

d d d + n.,q;1 df/Jo + (n., -l)q;2 df/Jl + (n.,- 2)q;s df!J2 + 
d d d + niJ!"Pl·d'Po + (nop- 1) "P2 dtpl + (n"'- 2)'1{Js dtp2 + ... 

angedeutet werden soll. 

§ 2. Die Operationssymbole D und A. 

5 

Bereits wii.hrend der bisherigen Betrachtungen sind wir den heiden Dif
ferentiationsprozessen D und L1 begegnet. Wegen der hervorragenden Ver
wendung, welche dieselben im folgenden finden werden, diirfte schon hier 
eine nahere Behandlung derselben unerlii.£Hich sein. Zum Zweck kiirzerer 
Ausdrucksweise sei es dabei gestattet, jede isobare Funktion der Differential-
quotienten fi evtl. q;i, "Pi, ... , welche bei eventueller Annahme eines Systems von 
mehreren Formen f, q;, "P, ... in bezug auf die Di//erentialquotienten jeder ein-
zelnen Form homogen ist, als ,Funktion der einseitig Derivierten" oder kurz 
als ,Derivante" des Systems f, q;, 'I{J, ••• z·u bezeichnen. Das vor eine Derivante 
gesetzte Symbol D" resp. Ll" soli ferner die x-malige Ausfiihrung der resp. 
Differentiationsprozesse 



6 "Ober die invarianten Eigenschaften spezieller binii.rer Formen. §2 

d d d 
Ll = n1 ft dfo + (n1 -1) /2 dft + (n1 - 2) /3 d/2 + · · · 

d d d + n cp1 - + (n -1)cp2 -d + (n -2)cp3 - + · · · 
"' dt:po "' 'P1 "' dp2 

d d d 
+nrp1p1 -d +(nrp-l)1p2-d +(nrp-2)tp3-d +··· 

Wo W1 Wa 

andeuten. Steht eine Kombination solcher Symbole vor einer Derivante, so 
ist zuerst das derselben unmittelbar zunachst stehende Operationssymbol, 
dann das vorhergehende usw. ausgefiihrt zu denken. Ist endlich eine Unter
scheidung der partiellen Differentiationsprozesse je fiir die einzelnen Formen /, 
cp, 1p, ..• notwendig, so werden die Buchstaben D und L1 durch angeheftete 
Indices f, cp, 1p, ... ausgezeichnet, z. B. : 

d d d" 
D,= fodft+ 2/ld/2+ 3f2dfs+···, 

d d d 
Ll,=n,ftdfo +(n, -1)/2dft +(n, -2)fsdf2 +···, 

d d d 
D'l' = C{Jo dp1 + 2 9>1 dt:pa + 3 cp2 dt:pa + · · ·' 

d d d 
LI'P = n'Pcp1 :--d + (n"'- 1) cp2 -d + (n"'- 2) cp3 -d + · · ·, Po 'P1 'P2 

Fiir den Fall einer einzigen Grundform f stellt sich der allgemeinste Aus
druck fiir die Derivante in der Summenform 

(
'llo + '~~t + '~~2 + · · · = g,) 
V1 + 2 V2 + 3 'JI3 + • • • = p 

dar. Um die Wirkung unserer Symbole auf diesen Ausdruck zu erkennen, 
verstehen wir voriibergehend unter F ein Glied obiger Summe und setzen 

F - PO F(O) 
-- lo ' 

F(O> = 1~1 F(l)' 

F<t> = 12" F<2>' 

Es ergibt sich dann durch eine einfache Rechnung das Gleichungssystem 

{D Ll-LID}F = f~• {D Ll- LID}F<o> + nv0 F, 

{DLI - LID}F<0> = /~1{DLI - LID}F<1> + (n- 2) v1 F<0>, 

{DLI-LID}F<1>= f2•{DLI-LID}F<2>+ (n-4)v2 F(l), 
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Durch Multiplikation der zweiten Gleichung mit /~0 , der dritten mit foo fi• 
usw. und Addition folgt das Resultat 

{ D Ll - Ll D} F = (n [v0 + v1 + v2 + · · · ] - 2 [v1 + 2 v2 + · · · ]) F 
=~n-2~F=xF, W 

d. h. die Ausubung der Operation DLJ - LJD kommt einer Multiplikation der 
Derivante mit dem ihr eigentumlichen Zahlenfaktor 

x=gn-2p 
gleich. 

Betrachten wir nunmehr die simultane Derivante zweier Grundformen f 
und qJ, welche sich in der Gestalt 

F,'IJ, ~<o> + Ftp-tl ~~u + Ft'IJ-2> ~~~~~ • · · + Fto> ~t'IJ> 

darstellt, wo F resp. ~ Derivanten der Formen f resp. q; allein mit den durch 
ihren Index bezeichneten Gewichten bedeuten. Die Zerlegung der SymboleD 
und L1 in ihre Teile 

D= D1 + D"', 

Ll = LJ1 + Ll"' 

verhilft dann zu der Gleichung 

{DLJ - LID}F ,_k c.Pk 

= ~dD1 LI1 - LI1 D1 }F'J)-k + F11_k{D"'LJ'P- LJ"'D"'} c.Pk 
= (g1 n1 + g,n"'- 2p)F'IJ_kc.Pk, 

welche offenbar die allgemeinere Folgerung gestattet: 
A uch fur simultane Derivanten von mehreren Grundformen I, qJ, "P, .•• gilt 

Formel (4), sobald wir nur der Konstanten x den fur eine simultane Derivante 
charakteristischen Zahlenwert 

x = g1 n1 + g,n, + g'l'n'l' + · · ·- 2p 
erteilen. 

Durch wiederholte Anwendung des Symbols D auf Formel (4) bei gleich
zeitiger Benutzung derselben fiir die Derivanten DF, D2F, ... ergibt sich die 
allgemeine Relation 

.& Ll - Ll D" = v (x + v - 1) D .. - 1 • (5a) 

In analoger Weise erzielt man durch wiederholte Anwendung des Symbols LJ 
auf Formel (4) bei gleichzeitiger Benutzung derselben fiir die Derivanten LJF, 
J2F, . . . die weitet·e Formel 

DLJ"- Ll~ D = v(x- v + l)LI"-1 • (5b) 

Beide Formeln (5a) und (5b) e:cscheinen als Spezialfalle der folgenden Rela
tionen von allgemeinstem Charakter, deren Richtigkeit Ieicht mit Hilfe der 
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Formeln (5a) und (5b) durch den SchluB von P,fl auf 'P + l,p, + l bestatigt 
wird1 : 

l 
D .. = ,nx, :x. 

In der Anwendung auf eine Kovariante 0 (vgl. § I) geht wegen 

DO=O 
die Formel (6a) m die einfachere iiber 

DLI O=(x+v-p,)LI 0 
.. IJ. 'V IJ.-• 

oder 

(7a) 

(7b) 

d. h. die Kovarianten und ihre Ditferentialquotienten nach x: Ll" 0 sind vor den 
ubrigen gemeinen Derivanten dadurch gekennzeichnet, dafJ, von einem Zahlen
faktor abgesehen, die Operation D" Ll" an ihnen keine Anderung hervorruft. 

Dieser speziellen Eigenschaft wegen sollen dieselben ,spezielle Derivanten" 
heifJen. 

§ 3. Die Derivante und das Kovariantensymbol [ ] . 

Eine Derivante F hei/Jt vom Range 'P, wenn in der Reihe 

DF, D2F, [)3F, ... , 

D"+ 1 F die erste Bildung ist, welche identisch verschwindet. Wie die Anwendung 
der Formel (6b) ergibt, ist dann in der Reihe 

LIF, LI2 F, LI 3 F, ... , 

LJX+"+ 1 F die erste identisch verschwindende Bildung, d. h. 

1 Samtliche Formeln dieses Paragraphen gelten ihrer Ableitung zufolge auch fiir 
negative und gebrochene Exponenten v0 , v1 , v2 ••• im allgemeinen Ausdrucke fur die 
Derivante F. Wie ich in einer spii.teren Arbeit ausfii.hrlicher zu begriinden gedenke, kann 
diese Bemerkung z. B. zum Nachweis des kovarianten Charakters von 

1 

" LJP+l /o ' n = :x l' 

dienen. Das identische Verschwinden dieser Kovariante liefert dann das notwendige und 
hinreichende Kriterium dafiir, daB die Form f die :x-te Potenz einer Form v-ten Grades ist. 
Wir finden aus obigem Ausdrucke fiir v = 1 die Hessische Kovariante, fur v = 2 die be
kannte Kovariante 
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Die Derivante F vom Range v ist vom (X+ v)-ten Grade in bezug auf die 
Variable x. 

Mit Benutzung der Formel (7 b) erhalten wir nun a us der Derivante F 
v-ten Ranges sukzessive folgendes System von Kovarianten 

0'"> = D"F, (a= X+ 2v) 

0<1~-1> = nv-1 F - ~0'- ,.) 1 nv-1 A" Q<v> 
0'! ,., ' 

0(11-2) = DY-2 F- (<1 -- v)! Dv-2 A"O<v> - (<1- 'V- 1>! Dv-2 Av-1 O<v-1) 
a!v! (u-2)!(v-1)! ' 

O<v-3> = D"-3 F _ (a-- v)! nv-s L1" o<v> _ (a-,- 1>! Dv-3 Ll"-1 c<v-1> 
a!v! (u-2)!(,o-1)! 

(u -'II- 2)! Dv-3 L1"-20(,.-2) 
(<1 - 4)! (v - 2)! ' 

o<o> = F- ~-=-")__! A"0'")- (<1- 'II - 1)! Av-10( .. -1) 
a! v! (u-2)! (v-1)! 

(<1- V -- 2)! L1"-2Q(v-2) • • •- (<1- 2 'II+ 1)! A Q(l) 
(<1 - 4)! (v - 2)! (a - 2 v + 2)! 1! 

oder nach sukzessiver Einsetzung der Werte von o<v>, o<v-1>, o<v-2> ... auf 
der rechten Seite 

O<"J = D" F, 

O<v-1) = { Dv-1 - ~· L1 D"} F, 

0<,.-2> = { Dv-2- (a -12) 1! L1 D"-l + (u- 2) (~ -- 1)2-i ,12 Dv} F' 

o<o> - { I - _ ___ I -- A D + I L12 D2 - + ... }F 
- (u- 2v+ 2)1! (a-2v+2)(a-2v+3)2! · 

Die Einfiihrring der abkiirzenden Bezeichnung 

{ I Ll D LIZ fl2 } 
[F]= <x+I)!-I!(x+2)!+2!(x+-35!- +· •· F 

oder nach der Umformung mittels Formel (6 b) 

[F] = !d 1- -}D1 A1 + ! D2 L1 2 -- ~-D3 A 3 +- · · · }F 

gestattet obiges System von Kovarianten in der einfachen Form zu schreiben 

o<o> = (a - 2 v + 1)! [F], 

O<I> = (a - 2 v + 3) ! [ D F] , 

0<2> = (a - 2 v + 5)! [D2 F] , 

0<"> =(a+ 1)! [D" F], 
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wahrend die letzte Gleichung des vorangehenden Gleichungssystems die 
Identitat 

F =Yo o<o) + YIL11 O<ll + y2Ll20<21 + ... + y, Llv Qfl'), 

<x + u)! 
y,. = (X+ 2u) !u! 

liefert, d. h. : 
J ede Derivante v-ten Ranges ist auf eine eindeutig bestimmte Weise als 

Summe von (v + 1) speziellen Derivanten darstellbar. Die Kovarianten 0< 0 >, 
0(1), 0<2>, ..• , o<v> sind gleichsam als die Erzeugenden der Derivante F zu 
betrachten. 

Das Operationssymbol [] bedarf noch einer kurzen Behandlung. 
Betrachten wir ein System von mehreren Grundformen /, cp, 1p, ..• und 

legen die simultane Derivante in ihrer einfachsten Gestalt 

P<o /"' P<• m').0 m'"' m').• 111!'0 m~'1 M"2 
IO 1 /2 ' ' ' TO Tl T2 ' ' ' TO Tl 't'2 ' ' ' 

zugrunde, so moge m die Anzahl der moglichen Derivanten F dieser Art vom 
Grade n1, n'P, n"', ... resp. in den fi, 'Pi, "Pi, •.. und vom Gewichte p, ferner 
m' die Anzahl der moglichen Derivanten F' von obiger Gestalt und denselben 
Graden n1, n'P, n'l', ... resp. in den fi, <pi, "Pi• ••• mit dem Gewichte p- 1 
bezeichnen. J ede Derivante F stellt sich nun nach dem Friiheren als Summe 
spezieller Derivanten durch die Formel 

F = Yo o<o> + Y1 Ll1 0(1> + r2 Li2 0<21 + · · · 
dar, woraus nach (7b) 

L1 DF = 0 + yiL11 0(1) + Y2 L12 0<21 + · · · 
folgt, d. h. 

[L1 DF] = 0. {8) 

Die. m Bildungen DF sind nun Derivanten von denselben Graden in den 
f, <p, "P• ..• wie die F und F', und vom Gewichte p - 1 wie die Derivanten F'; 
sie werden daher durch die m' Derivanten F' linear ausdriickbar sein, etwa 

DF =.L)F'. 

Daraus folgt durch Substitution in (8) die Existenz der m linearen Gleichungen 

[2) L1 F1 = .2[L1 F1 = 0 

zwischen den m' Bildungen [ LlF']. Das erhaltene Gleichungssystem bedingt 
daher im Faile m ~ m' das Bestehen der m' Gleichungen 

[Ll F'] = 0, 

welche ihrerseits wegen der notwendigen Beziehung 

L1 F'=2: F 

ein System von m' linearen Bedingungen zwischen den m Kovarianten [F) 
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reprasentieren. Wie bekannt istl, existieren in der Tat gerade m- m' unter
einander linear unabhangige Kovarianten von bestimmtem Grade und Ge
wichte, deren vollstandige Aufstellung durch obige Methode ermoglicht wird. 

lm einfachsten Fall bei Zugrundelegung bilinearer Derivanten F und F' 
zweier simultaner Formen fund cp gestaltet sich die Ausflihrung obiger all
gemeinen Deduktionen wie folgt: 

Die heiden Systeme der Derivanten F und F' werden durch die m = p 
resp. m' = p - 1 Bildungen 

F =foq;p, /tqJp-1• fzCf'11-z, • •. , /pq;o, 

F' = lo Cf'p-1, /1 cp._2' l2 cp._a, · · ·' I p-1 Cf'o 

erschOpft. Mithin bestehen zwischen den p Kovarianten 

[F] = rio Cf'p]' Ut qJp-1], u2 cp._z]' .. . ' up qJo] 

nach dem Obigen die (p - 1) linearen Relationen 

n, U1 qJp-1J + (n'~' - P + 1) Uo cp"] = 0 , 

(n1 - 1) [/2 Cf'p-J + (n'~' - p + 2) [/1 cpp_1] = 0, 

d. h. es existiert nur eine Kovariante der verlangten Art, namlich die p-te 

gegenseitige Uberschiebung der heiden Formen I und cp 

Uocpp] = lo qJ11 - (f) It qJ,-1 + (~) lz cp._2- + · · • (- 1)11 IP cp0 * , (9) 

was durch direkte Ausflihrung des Symbols linker Hand Ieicht bestatigt wird. 
Das Operationssymbol [ ] erscheint hiernach im Lichte einer V erallgemeinerung 
des bekannten Oberschiebungsprozesses. 

§ 4. Die U mformung gegebener invarianter Kriterien eines 
Form en systems. 

Die bisherigen Entwicklungen setzen uns in den Stand, mit Leichtigkeit 
ein allgemeines Theorem abzuleiten, welches unseren spateren Darlegungen 
als Ausgangspunkt dienen wird. 

Das Formensystem I, cp, 1p, • • • sei durch die Forderung charakterisiert, 
daB die Simultankovariante 

s (f i ' Cf'i ' "Pi ' ••• ) 
identisch verschwindet. Greifen wir dann aus der Reihe der simultanen For
men I , cp, 1p, ••• eine bestimmte, etwa die Form rJ, hera us, so entsteht die Auf-

1 Vgl. FAA DI BRUNO: § 18, 1, wo allerdings der betreffenden A.nzahlberechnung die 
Annahme einer einzigen Form f zugrunde liegt. 

* Diese Gleichung ist his auf einen konstanten Faktor richtig, siehe A.bh. 4. 
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gabe, ein invariantes Kriterium des Systems von der Gestalt 

r(l) H(l) + r<2> H121 + rca> H131 + ... = o 

§4 

(10) 

aufzusuchen, worin Fm, F<21 , Fca>, . . . simultane Kovarianten des Systems 
f, q;, tp, ••• mitAusschlu.B der Form 17; H(l), H 121 , H 131 , ••• dagegen Kovarian
ten der einzelnen Form 17 bedeuten. Um diesen Zweck zu erreichen, bilden wir 
die Determinante 

c =l ~~ Dz 
~ 

I •• 

(11) 

wo die Horizontalreihen in der angedeuteten Weise so weit fortzusetzen sind, 
his eine nochmalige Wiederholung de:c Operation D~ ihre samtlichen Elemente 
zu Null machen wiirde. Da nun 

D D~ Ll" = (D~ + D1+"'+'~'+ ... ) D~1 Ll" 

= D~ (D~ + DI+'P+'i'+ .. . ) Ll" 

= D~DLI" 

= const D~ Ll"-1 nach (7a) 

wird, so ergibt sich, daB einerseits die Determinante (11) bei Anwendung des 
Symboles D wegen Identifizierung ihrer Vertikalreihen, andererseits bei An
wendung des Symboles D ~ wegen Identifizierung ihrer Horizontalreihen ver
schwindet, d. h. 

folglich auch 
DO=O, D~C=O, 

{D- D~}G = Dt+'P+'f'+··· C = 0. 

Da iiberdies die in Rede stehende Determinante selbst wegen 

s = 0 ' Ll s = 0 ' Ll2 s = 0 ' 

also infolge der speziellen Natur des Formensystems identisch verschwindet, 
so erhalten wir das Resultat: 

Die durch das Symbol (11) gegebene Determinante, mit Null identi/iziert, 
liefert ein invariantes Kriterium des Formensystems von der verlangten Gestalt (10). 

Die V erallgemeinerung des eingeschlagenen V erfahrens leuchtet von selbst 
ein, wenn es sich darum handelt, Invariantenkriterien von der Gestalt 

rei> H 111 Zc11 + rc2> Hc21 Z12, + ... = o 
zu entdecken, wo r(l), F 121 ••• simultane Kovarianten der Formen /, q;, tp, ... 
mit Ausschlu.B von 17 und C; H(l), Hc21 , ••• resp. Zm, Zc21 , ••• Kovarianten 
der einzelnen Formen 17 resp. C allein bedeuten usw. 
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Endlich sei noch sowohl fiir das Detenninantensymbol (11) wie fiir die 
bei der letzterwahnten V erallgemeinerung zu benutzenden Symbole bemerkt, 
da.B sich meist bei ihrer Anwendung durch geeignete Kombination der Hori
zontalreihen im Resultate wesentliche V ereinfachungen erzielen lassen; vgl. 
unten § 7 und 8. 

§ 5. Die Ableitung invarianter Kriterien aus der gegebenen 
Differentialgleichung des Formensystems. 

Die spezielle Natur des Formensystems f, cp, 1p, ••• sei nicht, wie nach der 
vorigen Annahme durch das Verschwinden einer Kovariante, sondern all
gemein durch eine Differentialgleichung von der Gestalt 

F(fi, 'Pn V'i' .. . ) = 0 (12) 

gekennzeichnet, wo F eine Derivante vom v-ten Range bezeichnen mag1. Die 
Koeffizienten der Formen des Systems sind demgema.B entweder blo.Be Zahlen 
oder in bestimmter Weise von einer beschrankten Anzahl von Parametern 
abhangig. Es entsteht zunachst die Frage nach der einfachsten, in allgemeiner 
Form angebbaren Kovariante des Systems, deren identisches V erschwinden 
eine Folge der stattfindenden Differentialgleichung (12) ist und umgekehrt 
das Formensystem definiert. Fiir v = 0 ist F seiher die gesuchte Kovariante, 
und es wird sich iiberhaupt zeigen, daB die GroBe der Zahl v wesentlich die 
Einfachheit der resultierenden Kovariante bedingt. 

Bedeutet namlich • eine willkiirliche lineare Hilfsform, so erweist sich der 
Ausdruck 

(13) 
wegen 

{ Dz + D} S<"> = 0 

als Simultankovariante des Formensystems f, cp, 1p, . . . und der linearen 
Form r. Zugleich wird, wie Ieicht ersichtlich, ein beliebiges Formensystem 
j, cp, 'lfJ, .•• immer dann und nur dann in ienes spezielle mit der Eigenschaft (12) 
linear transformiert werden konnen, sobald eine lineare Form T von der Art 
existiert, da/3 die Simultankovariante s<"> identisch verschwindet. 

Urn des weiteren ein von der willkiirlichen linearen Hilfsfonn 1: unab
hangiges invariantes Kriterium zu gewinnen, ersetzen wir in dem Deter
minantensymbol(ll) r; durchdielineareFormrunderhaltendurchAnwendung 
desselben auf die Simultankovariante s<"> eine Kovariante von der Gestalt 
·~ T, weil jar als lineare Form auBer ihren Potenzen keine weiteren in varian ten 
Formen besitzt. Nach Berechnung der Determinantenelemente fiihrt in der 
Tat die Substitution 

1 V gl. den Anfang des § 3. 
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zu einem Kovariantenkriterium der verlangten Art in Gestalt der verschwin
denden ('v + 1 )- reihigen Determinante 

1 
0 0 0 ' C0 C1 ... Cv' 

1 1 1 
~0 ~1 :·: ~v ~. F, 

c0 c} ... c:: 

(14) 

wo dem allgemeinen Elemente die Bedeutung des Operationssymboles 

D (X - Y - 1) ("' - 'II - 1) c~ = Ll, " + 1 Ll,_1 Du-1 + 2 Ll,_2 D,-2 + · · · 

zukommt. 
Fur die ersten heiden Faile v = 1, 2 moge unser Determinantensymbol (14) 

seinen vollstiindigen Ausdruck find en wie folgt: 

j 1 Lll Ll2 

I}F, ,. DD21 LllDl- 2 LI2Dl- 2 Lll 
Ll 1 D2- D1 Ll2 D2 - Ll1 D1 + 1 

Die allgemeine Kovariante (14), deren identisches Verschwinden fur das 
spezielle Formensystem f, q;, 'IJl, ••• wir als eine Folge der Differentialgleichung 
(12} erkannten, erscheint in der Variablen x vom Grade (v + 1) X· Da diese 
Zahl, wenigstens fiir X > 1 den Grad X + v der Derivante F in der V ariablen x 
erreicht resp. ubersteigt, so dtirfte zu erwarten sein, da.B das identische V er
schwinden der Kovariante (14) im allgemeinen zugleich die hinreichende Be
dingung liefert, wenn es sich um die Moglichkeit handelt, ein System mit 
allgemeinen Koeffizienten in unsere spezielle Form mit der Eigenschaft (12) 
mittels linearer Substitution zu transformieren. Die strenge Entscheidung in 
dieser Frage mu.B jedoch jedem einzelnen Faile uberlassen bleiben. 

Ist zur Charakterisierung des speziellen Systems eine gro.Bere Anzahl von 
Differentialgleichungen 

F=O, F'=O, F"=O, ... 

notwendig, so werden sich neben den Kovariantenkriterien 

C (F) = 0 , C (F') = 0 , C (F") = 0, ... 

unter Umstanden durch Kombination mehrerer verschwindender Deri
vanten F, F', F", ... noch andere teilweise einfachere Kovariantenkriterien 
von der Gestalt 

C (F, F') = 0, C (F, F") = 0, C (F, F', F") = 0, ... 

ergeben. Das hierdurch gekennzeichnete Problem soH jedoch hier keine Unter
suchung finden. 
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In betreff der allgemeinen Natur der invariantentheoretischen Probleme, 
flir deren Erledigung die Prinzipien und · allgemeinen Uberlegungen dieses 
und der vorhergehenden Paragraphen von Nutzen sind, verweisen wir auf § 10, 
wahrend in den zimachst folgenden Paragraphen des zweiten Teiles der Spe
zialfall der Kugelfunktion eine eingehende Behandlung erfahren wird. 

Zweiter Teil. 

§ 6. Die Kugelfunktion pn(p, x) als binare Form n-ten Grades 
mit ihren nachstliegenden simultaninvarianten Eigenschaften. 
In der bisherigen Literatur scheinen die Faile ziemlich vereinzelt zu sein, 

in denen Formen oder gar Formensysteme spezieller Natur vom Stand
punkte invariantentheoretischer Anschauungen aus eingehendere Behandlung 
gefunden haben. Die interessanteste und wichtigste Unternehmung dieser 
Art rlihrt von KLEIN1 her, welcher seiner geometrisch-funktionentheoretischen 
Betrachtungsweise entsprechend durch blo.Be geometrische Hilfsmittel die 
nach WEDEKIND2 auch hinreichenden invarianten Kriterien flir die in sich 
selbst linear transformierbaren Formen ableitet. lm librigen war man zur 
Auffindung invarianter Relationen auf die umstandliche direkte Ausrechnung 
aller in Frage kommenden Invarianten und Kovarianten angewiesen3 • Die 
allgemeinen Entwickelungen des ersten Teiles der vorliegenden Untersuchung 
sind dazu bestimmt, ein in erweitertem Umfange wirksames Mittel an die 
Hand zu geben, indem dieselben alle solche Formen einer gemeinsamen 
invariantentheoretischen Behandlung zuganglich machen, deren spezielle 
Natur durch algebraische Differentialgleichungen gekennzeichnet werden 
kann. 

Unter den sich bietenden speziellen Formen dieser Art nimmt die all
gemeine Kugelfunktion Pn(p, x) schon ihrer sonstigen Wichtigkeit wegen ein 
besonderes Interesse flir sich in Anspruch. 

Die allgemeine Kugelfunktion Pn(p,x) n-ten Grades und p-ter Ordnung, 
deren Untersuchung in dem angedeuteten Sinne der Gegenstand der folgenden 
Paragraphen sein wird, besitzt die Gestalt 

pn( )- n n(n-1) n-2 +· n(n-l)(n-2)(n-3) n-4) 
p,x - x - 2(2n+p-3)x · 2·4(2n+p-3)(2n+p-5)x 

(15) 
n(n -1)(n- 2) (n -- 3) (n- 4) (n- 5) xn-6 + ... 

2 · 4· 6(2n+p-3) (2n+ p-5) (2n+ p-7) 

1 Math. Ann. Bd. 9 S. 196. 
2 Studien im binaren Wertgebiet. Habilitationsschrift 1876; vgl. ferner GoRDAN: 

Vber Formen mit verschwindenden Kovarianten. Math. Ann. Bd. 12 S. 147. 
3 Vgl. z. B. die Behandlung der Modular- und Multiplikatorgleichung 6-ten Grades 

CLEBSCH: Binare Formen § 114 und 115 nach JoUBERT und GoRDAN, 1872. 
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und geniigt der Differentialgleichung 

d2 P" (p x) dP" (p' x) 
(x2 -1) dx2 ' -+px dx' -n(n+p-1)P"(p,x)=0. (16) 

Eine dritte Definitionsart der Kugelfunktion, welche fiir unsere Zwecke in 
betracht kommt, unterscheidet zwischen den Fallen ungerader und gerader 
Ordnung wie folgtl: 

p == 1(mod 2) 

p == O(mod 2) 

P"( ) d1 cosmfJ p,x =-~ 

Pn( ) = d'(x2- 1)"' 
p, X dxl 

( p-I p-l') l = - 2-, m = n + --2-

cosD=x , 

(l=n+p-2, m=n+: -1). 
Der letztenDarstellungsweise zufolge nehmen die Kugelfunktionen gerader Ord
nungnach invariantentheoretischen GesichtspunktengewissermaBen denKugel
funktionen ungerader Ordnung gegeniiber eine bevorzugte Stellung ein. Ihre 
Identitat mit den Differentialquotienten einer Potenz der quadratischen Form 

n=x2 -1 

gibt in der Tat zu einigen vorlaufigen Uberlegungen Anla.l3, welche ihres Er
gebnisses wegen der Bemerkung wert erscheinen. 

Mittels Einfiihrung der neuen binaren V ariablen 

~1 = X + 1 , ~2 = X - 1 (17) 

erhalt die Kugelfunktion wegen 
n = ~1 ~2 

die Gestalt 
pn (p, x) = d'~l_}': = [ d' (.;t + it rh)m1(.;2 + il.~/2)"' J ' 

dx d). .t=O, '~'='1•=1 

d. h. die Kugelfunktion P"(p, x) fur p == 0 (mod 2) ist die l-te Polare des mfachen 
Punktepaares 

X = - 1 und X = + 1 

fur den unendlich fernen Punkt als Pol genommen. 
Die Bildung der fraglichen Polare durch Ausfiihrung der Differentiation 

nach it liefert in einfachster Weise die mittels der linearen Substitution (17) 
transformierte Kugelfunktion in der Gestalt2 

P"(p, x) = (!) ~ + (~) (m !_ 1) ~-1~2 
+ (;) (m ~ 2) ~-2 ~~ • • • + (m ~ n)~· (18) 

1 Vgl. HEINE: Handbuch der Kugelfunktionen, Teil III § 124 S. 452, 1878. 
2 l~iir p = 2 ergibt sich die bekannte Darstellung der Kugelfunktion Xm vgl. HEINE: 

Handbuch der Kugelfunktionen Bd. 1 § 5: 

X .. = .;t' + ( ~ r .;~-1 .;2 + ( ; r .;~-~~ .;~ . . . + .;: . 
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Bilden wir, der Auffassung von (9) entsprechend, die i-te gegenseitige Uber
schiebung der heiden Formen 

f=n"", rp=n~', 

so mul3 diesel be, als Kovariante der Formen f und rp, auch Kovariante der 
Form n sein, und da letztere als quadratische Form, von ihren Potenzen ab
gesehen, die Diskriminante 

als einzige invariante Bildung besitzt, so ergibt sich 

Wegen der Notwendigkeit der Ubereinstimmung von Gewicht und Grad in 
den ni gelten fiir die noch unbekannten Potenzexponenten s und t die Bestim
mungsgleichungen 

oder 
i . 

s = -2-, t = m + ft- ~. 

Damit infolgedessen flir ein ungerades i auf der rechten Seite obiger Identitat 
keine Irrationalitat auftrete, mul3 notwendig die Konstante 0 fiir diesen Fall 
den Wert 0 annehmen. Setzen wir andererseits im Faile eines geraden i: 

i 
0 (n0 n 2 - n~)2 = 0', 

so erhalten wir die Relationen 

/o f/Ji -(Dtt f/Ji-1 + (~)/2 f/Ji-2- + · · · = 0 (i == 1 (mod 2)) (19a), 

= O'nm+1•-_i (i = O(mod2)) (19b). 

Aus der letzteren (19b) ergibt sich flir i =2ft durch l-malige Anwendung 
des Symbols Ll, was einer l-maligen Differentiation nach x gleichkommt 

dznm-1' 
oder, da /1 und IJ:XI nichts anderes als Kugelfunktionen P und P' vor-

stellen: 

Die 2 p,-te Vberschiebung einer K ugelfunktion gerader Ordnung pn (p, x) 
uber die p,-te Potenz der quadratischen For~ n lie/ert eine neue K ugelfunk~ion 
Pn'(p', x) vom Graden'= n- 2p, und der Ordnung p' = p + 2p.. 

Hilbert, Gesammelte Abhandlungen. Bd. II. 2 
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Ausderersteren vorhin abgeleitetenRelation (I9a) ergibt sich fliri = 2p -I 
durch (l + I)-malige Anwendung des Symbols L1 die Gleichung 

fz ff!21A- ( 2{') fz+l ff!2~A-l + ( 2() /1+2 fP2~A-2- + · · · 
+ 0 {tz+I fP21.-1 - (2 ~-' :LI) /1+2 fP2~A-2 + (2 p 2 I) /Z+a fP2~A-3- + · · ·} = 0 · 

Da nun nach vorigem Satze der erste Teil der linken Seite dieser Identitat 
selbst eine Kugelfunktion ist, so ist es auch der zweite, d. h.: 

Die (2p -I)-te tlberschiebung einer Kugelfunktion gerader Ordnung Pn(p, x) 
iiber die p-te Potenz der quadratischen Form n ist selber eine Kugelfunktion 
pn' (p', x) vom Grade n' = n - 2 p +I und von der Ordnung p' = p + 2 p- 2. 

Die eben bewiesenen Satze sowie die Benutzung der Identitat1 : 

oder 

{ 
(n' = n + p) 

(p'= p- 2p) 

ermoglicht mit Leichtigkeit die Ableitung mannigfaltiger verschwindender 
Simultankovarianten in der folgenden Determinantengestalt 

PoPtP2···PoPIP2···PoP1P2··· 

P1 P2 P 3 • • • Pi P2 P3 · · · P'{ P2 Pa · · · 

P 2 P 3 P, · · • P2 P3 P4, · · · P'2 P'S P'/, · · · 

wo die P, P', P" ... Kugelfunktionen verschiedenen Grades und verschic
dener Ordnung bedeuten. Ein niiheres Eingehen auf derartige simultan
kovariante Bildungen scheint jedoch hier nicht am Platze zu sein, zumal die 
fundamentalen Fragen nach den Bedingungen der Moglichkeit und den Mitteln 
zur Ausfiihrung der Transformation einer Form mit allgemeinen Koeffizienten 
in eine bestimmte Kugelfunktion die Aufstellung von kovarianten Kriterien 
einer einzelnen Kugelfunktion erfordern, mithin auf dem eingeschlagenen 
Wege ein Fortschritt in ma.l3gebendem Sinne nicht zu erwarten ist. Wie die 
folgenden Paragraphen zeigen sollen, wird vielmehr die Anwendung der in 
§ 4 und § 5 dargelegten Prinzipien eine erfolgreiche Behandlung obiger 
Fragen ermoglichen. 

§ 7. Die invarianten Bedingungen ffir die Moglicbkeit der 
Transformation einer binaren Form mit allgemeinen 

Koeffizienten in die Kugelfunktion P"(p, x). 
Den Entwicklungen des § 1 entsprechend gilt fiir die Kugelfunktion und 

ihre einseitigen Differentialquotienten nach x sowie fiir die quadratische 

1 Vgl. IIEINE: Handbuch der Kugelfunktionen, Teil III, § 124 S. 452. 
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Form n die Bezeichnung 
P"(p, x) = P0 , 

dl"'(p, x) p 
d:e = n l• 

d2P"(p, x) _ ( _ 1) P 
dx2 - n n 2• 

x2 -1=n0 , 

1 =n2 • 

Die Einfiihrung dieser Substitution in die Dif£erentialgleichung fiir die Kugel
funktion (16) gibt derselben nach W eglassung des gemeinsamen Faktors n 
die einfache Gestalt 

Diese simultane Derivante F der Kugel£unktion und der quadratischen 
Formn besitzt den Rang 1, da sie, wie Ieicht ersichtlich, bereits nach 2-maliger 
Anwendung des Symbols D verschwindet. Den Deduktionen des § 5 zufolge 
konnen wir daher nach Bildung der Simultankovariante (13) 

- 2·8111 = p1:0 (n0 P2 ~ 2n1 P1 + n2 P0)- (2n- 2 + p) 

X {T0 (n0 P2 - n 2 P0)- 2Tdn0 P1 - n1P0)} (21) 

fiir die Kugelfunktion pn (p, x) folgenden Satz aussprechen: 

Eine allgemeine binare Form f n-ten Grades ist immer dann und nur dann 
in die K ugelfunktion pn (p, x) linear transformierbar, wenn eine quadratische 
Form n und eine lineare Form T existieren, welche mit f derart verbunden sind, 
dafJ die Simultankovariante 8 111 (21) der drei Formen j, n und 1: identisch ver
schwindet. 

Je nachdem wir ferner in dem Determinantensymbole (11) in § 4 fur r; 
die quadratische Form n oder die lineare Form T einsetzen, erhalten wir nach 
Unterdriickung der beziiglichen Potenzen von n resp. T die heiden folgenden 
fiir die Kugelfunktion Pn(p, x) identisch verschwindenden Simultan
kovarianten 

(n-l)T0 P2-(2n+p-2)T1 P 1, p•0 P 1+(2n+p-2)TIP0 , (n+p-l)T0 Po 

O(P,T)= (n-2)T0 P 3 -(2n+p-3)•1 P 2, (p+2)•0 P 2+(2n+p-4)TIP1, (n+p)ToPI-TIPo , (22) 
(n-3)T0 P 4-(2n+p-4)T1 P 3, (p+4)T0 P 3+(2n+p-6)T1 P 2, (n+p+l)T0 P 2-2T1 P 1 

l(n-l)noP2+pn1P 1-(n+p-l)n2 P 0 , (n-2)n0 P 3+(p+2)n1P 2-(n+p)n2 Pl I (23) 
O(P,n)= . ,, 

1 (2n+ p-2HnoP1-n1P 0), (2n + p-3)n0 P 2 - (2n+ p-4)n1 P1-nsP0 1 

2* 
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von denen die letztere nach Einfiihrung der Bezeichnungen 

P = a0 x" + (~)a1 x"-1 + ·. ·, 
n = b0 x2 + 2 b1 x + b2 , 

H = (aoaa- a~)x2(n-21 + ... ' 
«5 =bobs- br, 

§7 

(H, n)2 = (a~b0 - a1 a3 b0 - ~a2 b1 + a0 agb1 + ~b2 - a 0 a 2b2)x2(n-al + · · ·, 

(P, n)2 = (agb0 ~ 2 a1 b1 + a0 b2) x"-2 + · · · 
die iibersichtliche Gestalt l(c1 = (2n+p-2) (n-2)) 
O(P, n)=c1n(H, n)2 +eg«5H +ea[(P, n)2] 2 (eg = -(2n+p-2) (p+2)) 

(c3 = (n +p-1)) 
(24) 

annimmt. DaB die Forderung des identischen Verschwindens einer jeden der 
heiden Kovarianten (22) und (24) fiir sich auch eine hinreichende Bedingung 
fiir die fragliche Moglichkeit der simultanen Transformation von P und T 

resp. P und n abgibt, lehrt die einfache Umkehrung des eben zur Herleitung 
der Kovarianten benutzten Verfahrens, indem das Verschwinden der Deter
minanten (22) und (23) direkt die Existenz einer quadratischen Form n 
resp. einer linearen Form -r mit der Eigenschaft SUI = 0 bedingt. Das gewon
nene Resultat liWt sich wie folgt aussprechen: 

Damit eine allgemeine biniire Form f vom n-ten Grade in die Kugelfunktion 
P" (p, x) transformierbar sei, ist die Bedingung notwendig und hinreichend, 
daP eine lineare Form -r resp. eine quadratische Form n von der Art existiert, 
daP die simultane Kovariante (22) resp. (24) identisch verschwindet. 

Es bliebe noch iibrig, den eingeschlagenen Weg in der Weise zu verfolgen, 
da./3 wir das Determinantensymbol (11) nach Einsetzung von -r resp. n fiir 17 
au£ die Simultankovariante (22) resp. (24) anwenden. Dadurch ergeben sich 
invariante Kriterien von der Gestalt 

0<01 =0 
resp. 

n 2 0(1) + (no n2- ni) 0(2) = 0' 

worin 0(01 , Ow und 0< 21 Kovarianten der Form P allein, und zwar von den 
Graden resp. 12, 10 und 10 in den Koeffizienten bedeuten. Die Darstellung 
dieser Kovarianten durch bekannte und iibersichtliche Bildungen ist jedoch 
bereits fiir die einfachsten Faile mit derartig umstandlichen Rechnungen ver
kniipft, daB wir auf ein Unternehmen in diesem Sinne verzichten; und in 
betreff der beschrankten Verwendbarkeit jener Kriterien auf die heiden folgen
den Paragraphen verweisen, wo fiir den hervortretenden Mangel nach ver
schiedenen Richtungen hin Ersatz beschafft wird. 
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§ 8. Die den Kugelfunktionen aller Ordnungen p gemeinsame 
Kovariantenrelation. 

Den in § 4 angedeuteten Gesichtspunkten entsprechend wird bei direkter 
Anwendung des Determinantensymbols 

I ,11 Lf2 ,13 ,14 Lf5 

D,. D,. LJl D,.LI2 D,. Ll3 D,. Ll4 Dn Lf6 

D2 
1f D~Lf 1 D;Lfs D;L13 D;LI4 D;LI6 

D, D.LI1 D.Lf2 D,LI3 D, L14 D,Lts 

D;D" D,D" L11 D,D,.L12 D. D" L1 3 D.DnL14 D, D:rr L1 5 

D,D; D,D;,L11 D,D;L1 2 D,D;L1 3 D,Di1L14 D. D;L15 

auf die Simultankovariante S(l) (21) die letztere die Gestalt 

r(l)n(l)r(l) + T12lllc2)Fc2 ) + 0 0 0, 

(25) 

(26) 

annehmen, wo T w • T1 zl , o 0 0, llw, ll1 zl, o o 0, F1 u, F1 2) , o o o Kovarianten der 
Formen T, n respo der Form P allein bedeuteno Durch Berechnung der ein
zelnen Determinantenelemente und geeignete Kombination der Horizontal
reihen der Determinante erkennen wir, daB die oben allgemein als notwendig 
aufgestellte Gestalt (26) sich in vorliegendem Faile zu einem einzigen Pro
dukte von drei Faktoren, namlich 

vereinfacht, von denen der letztgeschriebene m der Determinantengestalt 

(n-l)P2 

pPl 

(n+p-l)P0 

(2n+ p-2)P1 (2n+p-3)P2 (2n+p- 4)P3 (2n+p-5)P4 (2n+p- 6)P6 (2n+ p- 7)P6 

(2n+p-2)P0 (2n+p-4)P1 (2n+p -6)P2 (2n+p- 8)P8 (2n+ p-IO)P4 (2n+ p - 12)P5 

0 P0 2P1 3P2 4P3 5P, 

erscheinto Durch zweckentsprechende Kombination einerseits der zweiten und 
vierten, andererseits der dritten und fiinften Horizontalreihe ergibt sich 
schliel3lich die folgende einfachste Gestalt 

(n- l)P2 (n-2)P3 (n - 3)P4 (n- 4)P6 (n - 5)P6 (n - 6)P7 

pl Ps Ps P, P., Pe 

Po pl p2 Pa p4 Ps 
(27) 

0 p2 2P3 3P4 4P5 5 P8 

0 pl 2P2 3P3 4P4 5P5 

0 Po 2P1 3P2 4P3 5P4 
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Diese Kovariante ist vom Grade 6 in den Koeffizienten, vom Gewichte 18, 
mithin vom Grade 6 (n-6) in den Variablen. Urn sie durch iibersichtlichere 
kovariante Bildungen auszudriicken, stellen wir sie zunachst fiir n = 6 dar. 
Als Invariante der Form 6-ten Grades nimmt sie dann notwendig die Ge
stalt an 

(28) 

wo A, B, 0 die drei bekannten, allein in Frage kommenden Invarianten der 
Form 6-ten Grades bedeuten, namlich 

A = a0 a6 - 6 a1 a5 + 15 a2 a4 - 10 a~ , 

ao al a2 a a 

B= 
al a2 a a a4 

a2 a a a, a& 
a3 a4 a5 a6 

0 = a~(a~a~- 6a3 a4 a6 a6 + 4a3 a~ + 4ara6 - 3aiaf) 

+ a0 (18 a1 a2 a4 a5 a6 + · · ·) + · · · *. 
Die Konstanten in der Relation (28) bestimmen sich am einfachsten aus der 
allgemeinen Determinante (27), indem wir n = 6 einsetzen und der Reihe 
nach die heiden Spezialisierungen 

1. a0 = ~ = a2 = a4 = a5 = a6 = 0, 

2. a1 = a2 = a3 = a5 = 0 

zur Anwendung bringen. Dadurch ergibt sich 

Ct= 0, c2 = 4, 

Urn schlie13lich auf den allgemeinen Fall n > 6 iiberzugehen, schreiben wir 
die Elemente der ersten Horizontalreihe der Determinante (27) in der Zer
teilung 

5P2 +(n-6)P2 , 4P3 +(n-6)P3 , 3P4 +(n-6)P4 , 

2 P 5 + (n- 6) P 5 , P6 + (n- 6) P 6 , (n- 6) P 7 , 

dann erscheint, dieser Teilung entsprechend, auch die Determinante selber 
als Summe zweier Determinanten, deren erste eine Kovariante mit der be
rechneten Quelle (28) reprasentiert, deren zweite die Vorschreibung des ge
meinsamen Zahlenfaktors (n- 6) gestattet. Die angedeutete Operation liefert 
somit als definitives Ergebnis die Relation 

4 A B - 5 G + ( n - 6) D = 0, (29) 

* Vgl. CLEBSCH: Binare Formen § 76 und SALMON: Algebra der linearen Transfor
mationen § 252. 
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worin die Kovarianten A, B, C, D allgemein /iilr die Form n-ten Grades die 
Bedeutung haben 

A = ( ao a6 + 6 a1 all + 15 a2 a4 - 10 a~) x2 <n-sl + 
ao al a2 aa 

B= al a2 as a, 
x41n-6) + ... ' 

a2 a a a, as 

a3 a, a5 a6 

C = (aaa~a~- 6a3 a,a5 a6 + 4a3 a~ + 4a!a6 - 3a:a~] 
+ a0 [l8~a2 a,a5 a6 + .. ·] + .. ·)xs<n-6) + ... , 

a0 a1 ~ aa a, all I 

~ lJ..! as a, a5 as 

D= aa as a, ao as a? 
x'<n-el+ •• ·*. 

0 ao 2a1 3a2 4a3 5a4 

0 al 2~ 3a3 4a4 5a5 

0 aa 2a3 3a, 4a5 5a6 

* Eine einfache Umformung dieser Determinante ergibt: 

ao 5a1 10a2 10a3 5a4 as 

al 5~ 10a3 lOa, 5a5 as 

D=}- a2 5aa 10a4 10a5 5a6 a7 ;&cn-6) + .... 
20 0 ao 4a1 6a2 4a3 a, 

0 al 4a2 6a3 4a4 as 

0 az 4a3 6a4 4a5 as 

In dieser Gestalt erscheint D als zu einer Gruppe von Kovarianten gehorig, deren all
gemeiner Reprasentant die Form der u-reihigen Determinante 

ao ("11)al ("-1) 2 a2 ("-1) 3 aa . .• a,.-1 

al ("!1)a2 ("-1) 2 aa ("-1) 3 a4 • • ·a,. 
....... 

0 ao ("-2) 1 al ("-2) 2 a2 · · · a,_2 

0 ("-2) ("-2) 
xll+ ••• 

al 1 az 2 a 8 • • • ar.-1 

....... 
0 0 ao ("-3) 1 al · · · a,.-a 

0 0 al ("-3) 1 a2 · · · ax-2 
....... 

annimmt. Den kovarianten Charakter dieser Determinante und ihre allgemeine Bedeu
tung als Kovariante fiir die Form n-ten Grades nachzuweisen, bedarf es einer groBeren 
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Die gefundene Kovariantenrelation (29) ist im Vergleich zu den Kovarian
tenrelationen am Schlusse des vorigen Paragraphen nicht nur von willkom
mener Ubersichtlichkeit und Einfachheit, sondern sie besitzt auch die iiber
raschende Eigenschaft, den Parameter p, welcher die Ordnung der Kugel
funktion anzeigt, nicht zu enthalten. Sie ist mithin den Kugelfunktionen 
aller Ordnungen 'P VOID n-ten Grade gemeinsam, wahrend allerdings schon 
a us diesem Gmnde ihre Existenz keine hinreichende Bedingung fiir die Trans
formation einer allgemeinen Form in eine bestimmte Kugelfunktion abgeben 
wird. 

Fiir den Fall der Kugelfunktion 6-ten Grades 

P&(p, x)=(p+5) (p+ 7) (p+9) x6-15(p+5) (p+7)x4 +45 (p+ 5)x2-15 (30) 

ist die Kovariantenrelation (29) Ieicht direkt zu bestatigen. Die Berechnung 
der Invarianten A, B, 0 liefert namlich das Resultat 

A= -22 ·3·5(p + 5) (p + 6)(p + 7), 

B = 22 • 3 ('P + 5)3 (p + 7) (p + 10)2, 

0 = -26 • 32 (p + 5)4 (p + 6) (p + 7)2 (p + 10)2 ' 

und es ist in der Tat 
4AB-50=0. 

§ 9. Die Transformation einer Form mit allgemeinen Koeffizienten 
in die Kugelfunktion pn(p, x). 

Sobald die Moglichkeit der Transformation einer allgemeinen Form in 
die spezielle Kugelfunktion nachgewiesen oder vorausgesetzt ist, bedar£ es 
zur wirklichen Bewerkstelligung dieser Transformation der Kenntnis der 
quadratischen Form n. Als erster Versuch, dieselbe zu erlangen, wiirde die 
Benutzung der am Schlusse des § 7 angegebenen invarianten Relation 

n2 0(1) + (n0 n2 - nD 0 121 = 0 

naheliegen. Wie bereits erwahnt, ist jedoch die Berechnung und Darstellung 
des Kovariantenpaares 0(1) und 0 121 durch iibersichtliche Bildungen schon 
fiir die einfachsten Faile mit so unbequemen Rechnungen verkniipft, daB 
dasselbe zu einer ausfiihrbaren Darstellung der quadratischen Form n nicht 
verwendbar und daher einer genaueren Behandlung nicht wiirdig erscheint. 

Urn vielmehr auf einfacherem W ege unseren Zweck zu erreichen, kehren 
wir zur Betrachtung des Determinantensymbols (25) zuriick. Wie aus der 

Ausfiihrlichkeit. Als einfachstes Beispiel der erwii.hnten Art ergibt sich die bekannte 
Kovariante 

a0 2a1 a2 

a 1 2a2 a3 x31"-21 + · · · =(3a0 a1 a2 -a~a3 -2aVx31 n-21 + • · ·· 
0 a0 a1 
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Bauart derartiger Determinantensymbole hervorgeht, ver
liert dassel be durch die Unterdriickung der zweiten Horizon
tal- und der letzten Vertikalreihe nur seine Eigenschaft der 
Darstellbarkeit in der besonderen Gestalt (26), ohne seinen 
simultankovarianten Charakter einzubiif3en. Das in vorge
schriebener Weise verkiirzte Determinantensymbol lautet 

1 LJl ,12 LJ3 LJ4 

D; D'f, Ll1 D';, Ll 2 D'f, LJa D; LJ4 

D~ D,LJl D,LJ2 D~Ll3 D~Ll 1 

D. D:;r D. Dn Ll1 D, Dn Ll2 D, D,. LJa D, Dn Ll4 

D. D'f. D, D'f. Ll1 D, D'f. Ll2 D. D'f. LJa D~ D'f. LJ4 

Durch Anwendung desselben auf die Simultankovariante 
S(l) (22) und nach Einsetzung der schon friiher benutzten 
Werte fiir die Elemente dieser Determinante lassen sich durch 
geeignete Kombination der Horizontalreihen die entsprechen
den V ereinfachungen wie oben erzielen, so daB sich fiir 
die Determinante nach Unterdriickung des unwesentlichen 
Faktors n~ die schlie8liche Gestalt (Gl. 31) ergibt. Urn 
die gefundene Determinante (31) durch iibersichtliche in
variante Bildungen darzustellen, setzen wir an 

wo 

T = n II+ [n0 Ll 8 - ,u n1 8], 
=nil + ,u(n, 8)1 , 

,u = 5n- 22 

bedeutet. 8 enthalt nur die Differentialquotienten 

Po, PI, P2, Pa, P4, Ps 

(32) 

und ist eine Kovariante vom Grade 5 in den Koeffizienten, 
vom Gewichte 11 und vom Grade ,u in den Variablen. Wie 
man aus dem Formensystem der allgemeinen binaren Form 
5-ten Grades ersieht, existiert von der verlangten Art nur 
eine Kovariante, nii.mlich die erste Uberschiebung, d. h. die 
Funktionaldeterminante der heiden Kovarianten i und j, aliSo 

! a 
' 0 

(i, j)l = 0 

,~ 

a, I 
as I 

a0 2a1 3~ 4a3 ! xl' + · · · * 
4a4 ,. 

4a5 

* Vgl. S. 23 Anmerkung. 

~R:~R:~ 
i ~ 

<::1 I 
+ ~ 

~ + 
~ + ~ 

r{; 
C> 

!:; 

<::1 
I 
~ 

R: 0 0 ~~ 
i <::1 
~ I 
+ ~ 

~ + 
C> ~ 

!:; ~ ;:;-
I 
~ 

1-
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und daher 
{i) = Co(i, f)l• 

ll enthii.lt die Differentialquotienten 

§9 

(33) 

den letzten P6 jedoch nur linear; auBerdem ist ll cine Kovariante vom Grade 5 
in den Koeffizienten, vom Gewicht 12, mithin vom Grade f1 - 2 in den 
Variablen. Bei ihrer Darstellung konnen daher au13er den Kovarianten A 
und B* und der Form I selber nur noch die Kovarianten 

i = ( a0 a4 - 4 a1 a3 + 3 a~) x2 (n-4l + ... , 
ao al azl 

i = al a2 aa a:;s (n-41 + ... ' 
a2 a3 a,l 

(H, /)6 = (a0 ~ a6 - a~a6 - 3a0 a3 a5 + 3 a1 a2 a6 

+ 2 ao a~ - 3 a~ a4 - a1 a8 a, + 2 ~a~) xs n-16 + ... 
zur V erwendung kommen1, und zwar in der Verbindung 

II= c1 I B + c2 i(H, /)6 + c3 i A. (34) 

Fiihren wir die Ausdriicke (33) und (34) fiir 8 und II in (32) ein, so bestimmen 
sich die 4 Konstanten c0 , c1 , c2 , c3 leicht dadurch, daB wir irgend 4 vorkom
mende Glieder, am bequemsten die Glieder 

~~~~~.~~~~~.~~~~.~~~~ 

auswahlen, ihre Zahlenkoeffizient~n sowohl in der Determinante (31) als 
auch in dem Kovarianten-Ausdrucke T (32) bestimmen und miteinander 
identifizieren. Auf diesem Wege findet man die allgemeinen Werte jener 
4 Konstanten wie folgt: 

c0 = 3p+ 4(n- 1), 

Ct = -lO(n- 4) (n- 5)p- 4(n- 4) (5n2 - 39n + 68), 

c2 = 5(n - 2) (n - 5) p + 2 (n - 1) (n - 5}(5 n - 14), 

c3 = -(n- 5) (5n- 8)p- 2(n- 1)(5n2 - 36n +56). 

(35) 

Die Bestimmung der quadratischen Form :n; wird nunmehr durch die 
Kovariante (32) ermoglicht, welche durch Identifikation mit Null bei der 

* Vgl. S. 23 oben. 
1 Die etwa noch in Betracht zu ziehende Kovariante (i, j)2, welche fiir die Form 

5-ten Grades die bekannte lineare Kovariante abgibt, ist mit obigen Kovarianten durch 
die Relation 

(i,fh=jA-fB 
verkniipft. 
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von uns benutzten Bezeichnungsweise eine lineare homogeii.e Differential
gleichung fiir n darstellt. Das Integral derselben lautet nach beka~nter Art 

.! ~-J!!_dx 
n = 8'" e'• 8 • 

Die Faktorenzerlegung der Kovariante 8 vom Grade fl in den V ariablen 
e = const (x - cx:l) (x - ~) ... (x - <Xp) 

(36) 

ermoglicht die Partialbruchentwickelung des unter dem Integralzeichen 
stehenden Bruches in der Form 

II= II(rx1} __ !___ + II(rx2} _ 1_ ••• + II(rx,.) _ 1 _ 
@ Ll@(rxi) x-cx1 Ll@(rx2) x-rx2 Ll@(rx,.} x - rx,. 

Die Benutzung dieser Relation gibt dem Ausdrucke-(36) fiir n die Gestalt 
2 2 ll(ff.t) 2 ll(ff.2) 2 ll(ff.p) 

n = e'P (x- ocl)-;; Ll9(ff.!) (x- oc2)-; Ll@(ff.o) ••• (x- !Xp)/i Llfl(ff.p) 

_! { Il(ff.t) + 1\ ~ { II(ao) + 1}. _! f ll(ff.p)_ + 1 t. 
= (x _ rx1) ,, Ll &(at) f (x _ ~) 1• Ll &(ff.o) ••• (x _ oc,u) .u t Ll 9(ff.l') J , (37) 

womit zunachst die auch unmittelbar aus (32) ersichtliche Tatsache einleuch
tet, daB die Kovariante e die quadratische Form n als Faktor enthalten muB. 
Nehmen wir demnach x- rx1 und x - oc2 als die heiden linearen Faktoren 
von n an, so liefert die Identifizierung der Potenzexponenten auf heiden 
Seiten der Gleichung (37) die folgenden Relationen 

Ll~(~~~} = ~ - 1 • I 
II (rx1} _ !!_ _ 1 

Ll@ (rx2) - 2 ' 

II(rxa) = _ 1 

Ll@ (rx3) ' J 
II(rx4 ) _ 1 

Ll@ (rx4 ) - - ' ..... 
II(rx,u) 

Ll@ (rx,.) - 1 ' 

(38) 

a us denen durch Multiplikation fiir beliebige W erte von z die Identitat 

i=l• 

II { II (rx;) } ( )''-2 ( p. )2 z- - -····· = z-t-1 z +l - -
LI@ (rx;) 2 

i = l 

(39) 

entsteht. Das Produkt auf der linken Seite ist eine symmetrische Funktion 
der fl Wurzeln cxi, und zwar erscheinen die Koeffizienten samtlicher Potenzen 
von z notwendigerweise als absolute Invarianten unserer Form f. Der hierin 
ausgesprochene Satz darf als Erweiterung des Hermiteschen Satzes1 gelten 

1 SALMON: Algebra der linearen Transformationen § 250; im englischen Original 
2. Auflage S. 301. 



28 Dber die invarianten Eigenschaften spezieller binarer Formen. §9 

und gestattet in ahnlicher Weise wie dieser auch direkte Beweise seiner Rich
tigkeit, unter denen der einfachste auf der Benutzung der symbolischen 
Rechnungsart beruht. Bezeichnen nun 

Jo, J1, J2, · · ., J,. 

die fraglichen Koeffizienten in der Entwickelung des Produktes (39), so ergibt 
die V ergleichung der Koeffizienten der Potenzen von z das folgende System 
von Invarianten-Kriterien £iir die Kugelfunktionen 

Die Gleichung 

Jo= I, 

Jl = 0, 
1 

J2 = - 4 ,_,. (p- 2)' (40) 

~;=· . i (~ ~ ~).: J 

Jo zl' +Jl zp-l + J2 z.<•-2 ' .. + Jl, = 0 

mit Koeffizienten von absolut invariantem Charakter besitzt die allgemeine 
Wurzel 

II (oc1) 

zi =LIE'> (oc,)' 

welche insofem selber als irrationale ,_,.-deutige absolute lnvariante der Form f 
aufzufassen ist. In dem fiir die Kugelfunktionen zutreffenden Faile des Statt
habens des invarianten Bedingungssystems (40) nimmt jene irrationale ln
variante zi nicht ,_,., sondem nur 2 verschiedene Zahlenwerte, namlich 

!!:... -1 und -1 
2 

an, von denen der erste im Sinne der Gleichungen (38) den heiden Wurzel
werten von n = 0, der zweite den t-t - 2 iibrigen Wurzelwerten von e = 0 
zugeordnet erscheint. Diese einfache und ohne Verleugnung des invarianten 
Prinzips gewonnene Unterscheidung der heiden Gruppen von Wurzelwerten 

ot1 , ~ und ot3 , a4 , ••• , otp 

zeigt zugleich, den Satzen der allgemeinen Gleichungstheorie entsprechend, 
die Moglichkeit und Methode einer rationalen Ausfiihrung der Spaltung 
der Form e in die heiden Faktoren 

(x - ot1 ) (x - ~) und (x - ot3) (x - ot4 ) • • • (x - ot,u) • 

Dem Obigen zufolge besitzen namlich die heiden Gleichungen 

II p, e = 0 und - = - - 1 Ll@ 2 

2 und nur 2 gemeinsame Wurzeln oct und oc2 oder, urn eine dem invarianten 
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Charakter der Frage angemessene Ausdrucksweise zu gebrauchen, die heiden 
Kovarianten 

(41) 

wo -r eine beliebige lineare Form bedeutet, enthalten zwei und nur zwei ge
meinsame lineare Faktoren x - oct und x - tX2 • Die Ableitung des Produktes 
der letzteren 

ist daher in bekannter Weise durch rationale Operationen moglich. Mit der 
vollzogenen Darstellung der Form n ist unsere Aufgabe in ganzer Vollsti.i.ndig
keit erledigt: 

Das Besteken des invarianten Bedingungssystems (40) ist notwendig und 
hinreichend, um in der angegebenen Weise die quadratische Form n als gemein
scha/tlichen Faktor der beiden Kovarianten (41) ableiten zu konnen. Das Ver
schwinden der Simultankovariante 0 (f, n) (24) der Form f und der gefundenen 
q'Hadratischen Form n ist fernerhin fur die Moglichkeit der linearen Trans
formation der vorliegenden Form I in die K ugelfunktion pn (p, x) (15) eine 
notwendige und hinreickende Bedingung1• Zugleich leistet dieselbe Substitution, 
welche die quadratiscke Form n in die speziellen Gestalten 

~ - ~ resp. ~1 ~2 

ilberfuhrt, an der Form I die in Rede stekende Transformation in die spezielle 
Gestalt der K ugelfunktion 

pn (p, x) (15) resp. P (~) (18). 

Zum Schlusse soli die im vorstehenden aUgemein entwickelte Methode 
zur Bestimmung der quadratischen Form n durch wirkliche Aufstellung der 
in Frage kommenden Kovarianten fiir die Kugelfunktionen P5 (p, x) und 
P. (p, x) durchgefiihrt und damit ihre Verwendbarkeit und verhaltnismiiJ.3ige 
Einfachheit gezeigt werden. 

I. n = 5, p, = 5 n - 22 = 3. 

P5 (p, x) = (p + 5) (p + 7) x5 - 10 (p + 5) x3 + 15 x, 

(i, f)1 = - 26 • 32 (p + 5)2 (p + 8) (x2- 1), 

(i, j)2 = 22 • 32 (p + 5)2 (p + 8) (3 p + 16) X. 

1 Die Hinzufiigung dieser Forderung war n6tig wegen der bisher von mir noch nicht 
beseitigten Unsicherheit betreffs der Frage, ob das Statthaben des Gleichungssyste~ (40) 
nicht schon allein als Bedingung fUr die Moglichkeit der in Rede stehenden Transforma
tion hinreichend sei. Die Entscheidung hieriiber diirfte von einer Diskussion des Resultates 
zu erwarten sein, welches sich aus der Substitution des .Ausdruckes (36) fur n in (24) 
ergibt. 
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Die Konstanten c0 , <1_, c2 , Cain (35) erhalten die Werte 

c0 = 3p+16, 

c1 = 8, 

c2 = 0, 
c3 =- 8, 

§9 

durch deren Einflihrung die Kovarianten e und II in folgender Gestalt er
scheinen: 

e = (3 P + 16) (i, i>1 , 
II= 8jB-8iA 

=- 8(i, i)2 .* 

Infolgedessen nehmen die heiden Kovarianten (41) die Fonn an 

const (x2 - I) und const -r0 (x2 - 1); 
folglich 

n = const (x2 - 1). 

In der Tat bestatigt auch die Rechnung 

[.1~] = 
1 
2 

cx3 = oo [.1~] =- 1. 

II. n = 6, f-l = 5 n - 22 = 8 . 

pe (p, x) = (p + 5) (p + 7) (p + 9) xe -- 15 (p + 5) (p + 7) x4 

+ 45(p + 5)x2 - 15, 

A = - 22. 3. 5 (p + 5)(p + 6)(p + 7), 

B = 22 .3 (p + 5)3 (p + 7) (p + 10)2, 

~ = 6 (p + 5} {(p + 5) (p + 7) (p + 8) x4 + 2 p (p + 7) x2 

+ (7 p + 40)}' 

i = - 2 (p + 5)2 (p + 10) {(p + 5) (p + 7)2 x6 + 3 (p + 1) (p + 7) x4 

+ 9 (p + 7) x11 - 9} , 

(H, /)6 = 23 .3 (p + 5)2 (p + 7) (p + 10) {(p + 6) x2 - 2}, 

(i,jh = ~(x2 -l){(p + 5)(p +7) x5 + 10(p + 7) x3 + 15x}, 

wo zur Abkiirzung 

~ = - 25. 32 (p + 5)3 (p + 4) (p + 7) (p + 10) 

* V gl. Anmerkung S. 26. 
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geschrieben ist. Die Konstanten c0 , <;_, c2 , c3 erhalten die Werte 

c0 = 3p + 20, 

Ct = - 4 (5 p + 28)' 
c2 = 20 (p + 8) , 
c3 = - 2 (11 p + 100) , 

31 

durch deren Einfiihrung die Kovarianten B und II die Gestalt annehmen 

€J = "(3p + 20)(x2-1){(p + 5) (p + 7)x5 + 10(p + 7)x3 + 15x}, 
II= "(3p + 20){(p + 5)(p +7)x8+ 5(p+7) (p + ll)x4+15(2p+ 19)x2+ 15}. 

Die heiden Kovarianten (41) werden mithin 

const (x2 -1)((p + 5) (p + 7) x5 + 10 (p + 7) xa + 15 x) 
und const (x2 -1){6-r1 ((p + 5)(p + 7)x5 + 10(p + 7)xa + 15x) 

- 5 -r0 ((p + 5) (p + 7) x4 + 6 (p + 7) x2 + 3)}, 
folglich 

n = const (x2 - 1) . 

Auch bestiitigt in der Tat die Rechnung 

0(1 = + 1 
0(2=-1 

O(a= 0 

0(4 = 00 

0( = + 11 _ _ 5_ + _l_yw<P+iO) 
5 r p+5 p+5 p+7 

}U~J=3, 

= _ 1/ __ 5_ + _ I_ vlO(p+IO) [fr.>] = - - 1. 
ots r p+5 p+5 p+7 LJO" 

IX = + 11 _ _ 5 __ _ 5_ VW(p+IQj 
7 r p+5 p+5 p+7 

····--------~-------

1)( = _ 1; __ 5 ___ l _ v·w<~:t-10) 
8 p+5 p+5 p+7 

§ 10. SchluBbetrachtung. 
Die Paragraphen 7 his 9 diirften die wesentlichsten Ergebnisse ent

halten, welche aus der Anwendung der allgemeinen Entwicklungen des ersten 
Teiles dieser Arbeit auf die Kugelfunktion gewonnen werden konnen. In 
vorliegendem Schlu13paragraphen moge es noch gestattet sein, in kurzen Wor
ten diejenigen allgemeineren Gesichtspunkte hervorzuheben, welche zu dem 
oben erorterten besonderen Faile der Kugelfunktion durch naturgemaBe 
Spezialisierung hinleiten. 
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Eine hinare Form f vom n-ten Grade wird gewissen, ihre Allgemeinheit 
beschrankenden Bedingungen unterworfen werden miissen, sohald eine andere 
ihr derart zugehorigeForm q; vom m-ten Grade existieren soli, daB die gegen
seitige i-te Uberschiehung beider Formen 

identisch verschwindet1 • Die fraglichen Bedingungen fiir die Form f werden 
invariante sein Und im allgemeinen in Gestalt einer identisch verschwindenden 
Kovariante auftreten. Auch sind derartige Kovariantenkriterien unter Um
standen einer iibersichtlichen Darstellung fahig. Die heiden Falle der ersten 
(i = 1) und der letzten Uherschiebung (i = m) geben zu unmittelhar anschau
lichen Deutungen AnlaB, und zwar auf Grund der heiden hekannten Satze: 

1. Existiert fur die Form f eine andere ihr derart zugehOrige Form q;, dafJ 
die Funktionaldeterminante beider, niimlich 

(f' cph = (f cp) t:-1 o/71 

identisch verschwindet, so ist die Form f eine Potenz der Form cp. 
2. Existiert fur die Form f eine ihr derart zugeordnete Form cp vom m-ten 

Grade, da/3 die m-te Oberschiebung beider, namlich 

(/ • o/)m = (/ q;)m f:-m 

identisch verschwindet, so ist die Form f (im allgemeinen) als Summe der n-ten 
Potenzen von m linearen Formen darstellbar. Die letzteren werden aus der Fak
torenzerlegung der Form q; gewonnen. 

Diesen heiden gekennzeichneten Fallen entspricht im Sinne invarianter 
Kriterien das identische Verschwinden der Bildungen resp. 

1. der Kovarianten2 : 

1 2 3 

Ll 2 i;, Ll 3 tr;' Ll 4 if, ... ' 
2. der Katalektikant-Kovaria.nten: 

fo l1 fz 

A fz fs ' 

fz fa /4 

fo /1 fz fa 

/1 fz fa /4 
fz Is /4 Is 
fa I, I& Ia 

.... 

Bleihen wir jedoch bei der Funktion f selber noch nicht stehen, sondern 
hetrachten wir deren Polaren in hezug auf einen hestimmten Punkt, so ge-

1 Derartige Bcdingungen spielen vielfach in neueren Untersuchungen iiber Apo
laritat usw. eine hervorragende Rolle. 

2 Vgl. Anmerkung S. 8. 
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langen wir bei Zugrundelegung der ersten Uberschiebung tiber eine quadra
tische Form cp = n, d. h. fiir den einfachsten tiberhaupt in Betracht zu ziehen
den Fall, namlich 

m=2, i=1, 

zu der allgemeinen Kugelfunktion pn (p, x) in der Gestalt (18). Von invarian
tentheoretischen Gesichtspunkten aus kann also eine Verallgemeinernng der 
Kugelfunktion nach zwei Seiten hin vorgenommen werden: einmal, indem 
wir der zugrunde gelegten Form cp einen hoheren als den zweiten Grad erteilen 
und zweitens, indem wir eine hohere Uberschiebung tiber cp als die erste zum 
Verschwinden bringen. Fiir die in Rede stehenden Polaren oder einseitigen 
Differentialquotienten solcher allgemeineren Formen I lassen sich in der Tat 
ahnliche Differentialgleichungen, d. h. verschwindende Derivanten aufstellen 
wie fiir die Kugelfunktionen seiher. Als Beispiele mogen die heiden folgenden 
Faile dienen : 

I. m=3, i=2. 

F = (n'- 2) cp0 P3 - (2 n'- p- 5)cp1 P 2 + (n'- 2p- 4)ff2 P 1 

+(p+l)ffsPo=O. 

II. m = 3, i = l. 

F = (n'- i)(n'- 2) cp0 P 3 - (n'- 2p- 6)(n'- 1)tp1 P 2 

- (2n'- p- 3)(p + 2)tp2 P 1 - (p + l)(p + 2) cp3 P0 = 0, 

worin p die Ordnung, n' den Grad der Polaren P bedeutet, also 

P 0 = I P und n' = n - p . 

Im ersten Faile ist die Derivante F vom Range v = 1 ; im zweiten vom Range 
v = 2. Allgemein wird der Rang der durch Polarisation entspringenden Deri
vante den Wert der Differenz 

v=m-i 
annehmen1 . 

Das Gesagte gentigt, urn die Kugelfunktion als Spezialfall innerhalb einer 
umfassenderen Gattung von Formen zu kennzeichnen, deren Zusammenhang 
und Einheitlichkeit durch invariantentheoretische Gesichtspunkte Begriin
dung erhalt. 

Zugleich sind durch obige Andeutungen eine Reihe allgemeinerer Fragen 
beriihrt, zu deren rationeller und erfolgreicher Behandlung die Prinzipien 
des ersten Teiles der vorstehenden Untersuchung ebenfalls geeignete Mittel 
bieten werden. 

1 Vgl. § 3. 

Hl\bert, Gesammelte Abbandlungen. Bd. II. 3 



2. Vber die notwendigen und hinreichenden kovarianten 
Bedingungen fiir die Darstellbarkeit einer binaren Form 

als vollstandiger Potenz. 

[Mathem. Annalen Bd. 27, S. 158--161 (1886).] 

Die biniire Form f<n> vom Grade n = pv sei die p-~ Potenz der Form IP<~> 
vom v-ten Grade, so daB die Relation: 

/(n) = q;f~> 
1 

bes~ht. Beide Seiten dieser Gleichung mogen in die - -te Potenz erhoben 
p 

und darauf v + 1 mal nach der einen nicht homogenen Variabeln x differen-
ziert werden. Da der Ausdruck IP<~> die Variable hochstens im Grade v ent
halt, so folgt die Bedingung 

1 

d"+l fp. 
--'")=0 

dxv+l ' 
(1) 

deren Exis~nz somit jedenfalls fiir die Form f<nJ als notwendig erscheint, damit 
dieselbe die p-~ Potenz einer Form IP<~l sein kann. Gehen wir nun umgekehrt 
von der Bedingung (1) a us, so ist klar, daB a us derselben durch v + 1 £ache 
Integration nach x eine Relation von der Gestalt 

(2) 

entspringt, woriil "P<vl eine unbestimmte biniire Form v-ten Grades bedeutet, 
deren Koeffizien~n nichts anderes als die v + 1 auftretenden Integrations
konstan~n sind. Da somit in Gleichung (2) rechter Hand eine rationale Form 
s~ht, so gilt das gleiche von ihrer linken Seite, d. h. die Form f<n> ist not
wendig infolge der bes~henden Bedingung (1) eine vollstiindige p-te Potenz, 
wodurch sich das oben gefundene Kriterium (1) fiir die fragliche Dars~ll
barkeit der Form f<n> auch als ein hinreichendes erweist. 

Es bleibt noch iibrig, den gewonnenen Ausdruck linker Hand von (1) in 
seiner Eigenschaft als Kovariante der Form f<n> zu erkennen und demselben 
zugleich eine fiir die Berechnung geeignete Gestalt zu geben. Als Hilfsmittel 
hierfiir bedar£ es einiger allgemeiner Siitze, welche sich au£ die Darstellbarkeit 
einer jeden invarian~n Form als Funktion der einseitigen Derivierten ihrer 
Grundform beziehen. Fiihren wir namlich fiir die einseitigen Differential-
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quotienten der Grundform l<n> nach der einen nicht homogenen Variablen x 
die Bezeichnungen ein: 

lo = l(nl • 
(n-1)! dflnl 

11 = ---nT dx' 

I _ (n- 2)! d2 /!nl 

2- n! dx2 ' 

I 1 d"f<n) 
n = n! dxn ' 

so gelten mit Benutzung der heiden abkurzenden Differentiationssymbole 
a a a 

D=loatt+211ata +312ata +···, 
a a a 

Ll = nftato + (n -1)/2 att + (n- 2)/3 at2 + · · · 
die folgenden fur unseren Zweck erforderlichen Sat,ze1 : 

I. Jede homogene und isobare Funktion 0 der Dillerentiakj_uotienten 10 , 11 , 12 , 

... , In ist eine Invariante oder Kovariante der Form f<n>• wenn sie der Dil
ferentialgleichung 

genugt. 
II. Die Quelle, d. h. das erste Glied dieser Kovariante, ergibt sich einfach, 

wenn wir in fenem Ausdrucke 0 die mit den bezuglichen Zahlenjaktoren multi
plizierten Differentiakj_uotienten /0 , / 1 , I 2 , ••• , In durch die entsprec~nden Koeffi
zienten a0 , ~, a2 , .•• , an der Grundform ersetzen. 

III. Die Anwendung des Diflerentiationssymbols Ll auf eine homogene und 
isobare Funktion der einseitigen Derivierten /0 , / 1 , 12 , •• • ,fn kommt einer Dif
ferentiation fener Funktion nach der einen nicht homogenen V ariablen x gleich. 

IV. Fur wiederholte und abwechselnde Anwendung der beiden Dijferentiations
symbole D und L1 auf eine Funktion der bezeichneten Art gelten allgemein die 
Formeln: 

DkL11 = LI'Dk +(X+; -l)·l·kL1HDk-1 

+(X+; -l) l(l- 1). k(k- 1) LJ1-2 1.)k-2+ · · ·, (3a} 

L1' Dk = DkL1t + e- ~-X) ·l· kDk-1 LJ&-1 

+ e- ~- X)z(l- 1)-k(k -1)Dk-2LJH + ... , (3b) 

1 Betreffs der Begriindung und ausfiihrlichen Behandlung derselben sei auf meine 
Inauguraldissertation , tJber die invarianten Eigenschaften spezieller biniirer Formen, ins
besondere der Kugelfu,nktionen" §I und §II verwiesen; siehe auch Abh. 4 in diesem Band. 

3* 
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worin X den mit n multiplizierten Grad der /rag lichen Funktion in den/, vermindert 
um ihr doppelies Gewicht, bedeutet. 

Was nun unser Kriterium (1) anbetrifft, so niromt zunachst die linke Seite 
desselben nach III die Gestalt an: 

LJ"+l t: . (4) 

Dieser Ausdruck reduziert sich nach einmaliger Anwendung des Symboles D 
unter Benutzung der Forme! (3a) in IV auf Null wegen 

DLJ"+IJt = LJv+ID{: + (?) LJ"ft = 0 

und ist dadurch nach I als Kovariante der Grundform fc ,.1 legitimiert. SchlieB
lich ist offenbar, daB wir die gebrochenen und irrationalen Bestandteile des 
Ausdruckes (4) nachtraglich durch einfache Multiplikation desselben mit 

~~-2t+l in Wegfall bringen, ohne dabei den invarianten Charakter des Aus
druckes oder seine Eigenschaft als notwendiges und hinreichendes Kriterium 
fiir die fragliche Darstellbarkeit der Form f<,,.1 zu beeintrli.chtigen. Fiihren 
wir daher die Bezeichnung ein: 

,_.!..+1 ..!_ 
0, = fo "' LJv+lff, '/If-' = n, (5) 

so konnen wir das gewonnene Resultat wie folgt zusammenfassen: 
Das identische Verschwinden der Kovariante 0, (5), welche in den Koeffizien

ten der Grund/orm fen> den Grad 11 + 1, das niimliche Gewicht 11 + 1, mithin 
in den Variabeln den Grad (n- 2) (v + 1) besitzt, liefert die notwendige und 
hinreichende Bedingung fUr die Darstellbarkeit der Form fen> vom Graden= pv 
als vollstiindige p-te Potenz einer Form (/Jc,> v-ten Grades. 

Es bleibt noch iibrig, die gewonnene Kovariante 0, fiir die ersten Faile 
mittels ihrer Definitionsgleichung (5) wirklich auszuwerten und durch bekannte· 
und iibersichtliche kovariante Bildungen darzustellen. Wir erhalten nach 
Unterdriickung unwesentlicher Zahlenfaktoren fiir v = 1, 2, 3, 4 die ein
fachen W erte 

0 3 = 3 (2n- 3) H 2 - (n- 2).Afl,.1 , 

0, = 4 (3 n - 4) H T - (n - 3) B fl,.1, 

worin die Bezeichnungen gel ten: 

I = a x" + (n) a xn-1 + · · · + a = a" = bn = c" 
(n) 0 1 1 n '" "' "'' 

H = (a 0 a2 - ai)x2n-4 + · · · = Hab)2a:;-2b:-2, 
T = (a~ a3 - 3 a0 a1 a2 + 2 af) xscn-2> + ... =(a b)2 (b c)a:-2b:;-ac~-1, 
.A = (a0 a,- 4 a1 a3 + 3 a~) x2 <n-4) + · · · = Ha b)'a~b:-', 
B = (ag a5 - 5a0a1 a,+ 2a0 a2 a3 + 8aia3 - 6 a1 a~) xan-Io + · · · 

= (ab)'(ac)a:--ob:-'o:-1. 
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Die fiir v = 1 und v = 2 gewonnenen Resultate stimmen sehr gut mit der 
bekannten Tatsache iiberein, der zufolge das identische Verschwinden der 
Hesseschen Kovariante H die Darstellbarkeit der Form f<n> als n-te Potenz 
einer linearen Form und das identische Verschwinden der Kovariante T fiir 
die biquadratische Form die Ausartung derselben in ein Quadrat einer qua
dratischen Form bedingt. 

Der Zweck dieser Note liegt zugleich darin, gelegentlich eines so einfachen 
und greifbaren Beispieles, wie das behandelte ist, auf die Brauchbarkeit des
jenigen bisher verborgenen Verfahrens hinzuweisen, welches durch die vier 
oben kurz mitgeteilten Satze an die Hand gegeben wird und vorwiegend dazu 
geeignet erscheint, in naturgema.6er Weise die gebrochenen und irrationalen 
algebraischen Gebilde der invariantentheoretischen Forschung zuganglich zu 
mach en. 

Leipzig, den 30. November 1885. 



3. Uber einen allgemeinen Gesichtspunkt fiir 
invariantentheoretische Untersuchungen im 

binaren Formengebiete 1• 

[Mathern. Annalen Bd. 28, S. 381-446 (1887).] 

Die Theorie der algebraischen Invarianten hat sich vorzugsweise bei 
Untersuchungen im biniiren V ariablengebiete zu bewahren, wo noch die 
Gruppe aller linearen Transformation en der V ariablen den fundamentalen 
Begriff der allgemeinsten umkehrbar-eindeutigen Zuordnung vollkommen 
erschopft. Von den einfachsten Grundlagen ausgehend, hat sich auch in der 
Tat gerade die Invariantentheorie der binarenFormen zu einer umfangreichen 
Disziplin entwickelt, deren Lehren in verschiedene Gebiete der Analysis und 
Geometrie eingreifen. Sehen wir jedoch von allen Anwendungen ab, so machen 
sich in der einschlagigen Literatur zwei verschieden geartete Tendenzen 
geltend, denen entsprechend eine Einteilung samtlicher in Frage kommender 
Probleme in zwei umfassende Kategorien zweckmal3ig erscheint. Die erste 
Kategorie tragt einen mehr zahlentheoretisch-formalen Charakter, indem 
sie aile diejenigen Untersuchungen und Fragestellungen umfal3t, welche sich 
auf Anzahl, Grad und Ordnung der invarianten Bildungen sowie auf Struktur 
und Herstellung vollstandiger Formensysteme beziehen. Die gekennzeichnete 
Klasse von Problemen findet die notwendige Erganzung in der zweiten 
Kategorie, deren Tendenzen vorzugsweise auf die Erforschung der analyti
schen Natur und Bedeutung der invarianten Bildungen gerichtet sind. Das 
Studium der letzteren ist hier nicht ausschlie13lich Selbstzweck, sondern zu
gleich ein geftigiges und rationelles Mittel zu allgemeineren Untersuchungen 
im binaren Formengebiete. Zur zweiten Kategorie gehi:iren aile Untersuchungen 
tiber Kanonisierung und andere Darstellungen binarer Formen als Kovarian
ten oder Kombinanten, tiber Ermittlung und Deutung invarianter Kriterien, 
iiber auftretende Ausartungen binarer Formen, sowie alle Fragen in bezug auf 
Formen und Formensysteme spezialisierten Charakters. Wahrend nun den 
Problemen erster Kategorie zwei ausgebildete Methoden, namlich die ,sym
bolische" von CLEBSCH und die ,abzahlende" von SYLVESTER zur Verftigung 

1 Die nachfolgende Untersuchung wurde vom Verfasser im Juni 1886 der philo
sophischen Fakultat zu Konigsberg i. Pr. als Habilitationsschrift vorgelegt. - Vgl. 
iibrigens eine vorlaufige Mitteilung in den sachsischen Berichten vom 7. Dezember 1885. 
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stehen, erfreuen sich diese Methoden in ihrer Anwendung auf Probleme der 
zweiten Kategorie keiner gleich allgemeinen Erfolge. Dementsprechend sind 
bisher meist nur vereinzelte und spezielle, wenn auch an sich hochinteressante 

Fragen aus dem Bereiche der zweiten Kategorie zur Behandlung gelangt, 
und es diirfte bei der Bedeutsamkeit und Mannigfaltigkeit der sich aufdrangen
den Fragen ein umfassenderer Gesichtspunkt not tun. 

Fiir die Inangriffnahme von Problemen der letzteren Art bieten sich 

von vornherein zwei mogliche Wege, je nachdem wir fiir vorgeschriebene 
Ausartungen des Grundformensystems nach den notwendigen Kriterien 
fragen oder umgekehrt unter Annahme der Existenz gewisser invarianter 

Relationen durch Beschreibung der entsprechenden Ausartung des Grund
formensystems nach einer Deutung fiir jene Relationen suchen. Wie. nun die 
bisher der Untersuchung zuganglichen Einzelfalle bestatigen, geben im 

allgemeinen einfache an eine Grundform gestellte Anforderungen, wie z. B. 
die Forderung einer Doppelwurzel, keineswegs zu iibersichtlichen invarianten 
Bildungen Anlal3, wahrend umgekehrt das identische Verschwinden einfacher 
Kovarianten, wie z. B. einer bestimmten Uberschiebung der Grundform tiber 

sich selber, nur selten eine einfache Deutung fiir jene Grundform gestattet. 
Um in diese eigentiimlichen Verhaltnisse und ihren analytischen Zusammen
hang einen Einblick zu erhalten, sowie zugleich fiir eine ausgedehnte Reihe 
darauf beziiglicher Fragen ein Untersuch'ungsmittel zu gewinnen, erscheint 

die systematische Behandlung einer gewissen allgemeinen Gattung irrationaler 

lnvarianten und Kovarianten des Grundformensystems notwendig. 
Zu der erwahnten Gattung irrational-invarianter Bildungen fiihren natur

gema13 und unmittelbar die folgenden Uberlegungen. Das vorgelegte Grund
formensystem bestehe aus den binaren Formen ft> f2 , f3 , ••• in bestimmter 
Anzahl und von vorgeschriebenen Ordnungen. Urn dasselbe zu der Gesamt
heit aller binaren Formen von beliebiger Ordnung in invariante Beziehung 
zu bringen, fingieren wir als allgemeinsten Reprasentanten jener Gesamt
heit eine vollig willkiirliche Form qJ und gelangen von dieser schrittweise 
unter ausschlie13licher Benutzung der einfachsten invarianten Prozesse zu 

simultanen Bildungen zusammengesetzterer Art, indem wir wie folgt operieren. 
Wir ordnen zunachst die Formen des vorgelegten Systems fv f2 , f8 , ••• in 
eine bestimmte Reihenfolge mit beliebig gestatteter Wiederholung etwa: 

f q,, fq,, ... , fq" und erteilen denselben in dieser Anordnung gewisse Uber
schiebungszahlen resp. ~. i2 , ••• , i,. zu. Die gemachten Festsetzungen ge
niigen zur Definition der Uberschiebungen 

{!q.,({Jk :(/Jl•l 
(/qz' (/)1),2 - (/)2 ' r 

(fq,., (/Jx-l)i,. = (/),. · 

(1) 
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Bezeichnen wir nun die Ordnungen der vorgelegten Formen, der Reihen
folge /11,, ftJ•' ... , fa" entsprechend, mit~' ~ •... , n~, und die Ordnungen 
der fingierten Form rp resp. der abgeleiteten Formen rp1 , q,2 , .•• , rpx mit v 
resp. v1 , 'P2 , ••• , v", so bestehen zwischen diesen Zahlen die Relationen 

n1 - 2 i 1 = v1 - v , 

n2 - 2 i2 = '~'2 - v1 ' 

n,.- 2i,. = v,.- '~'x-1. 

Soli demnach die Ordnung v,. der Form rp,. mit der Ordnung v der Ausgangs
form rp libereinstimmen, so ergibt sich daflir durch Addition obiger Gleichungen 
die von der Gradzahl v unabhangige Bedingung 

n1 + n2 + · · · + n, = 2(i1 + i2 + · · · + i,.) (2) 

als hinreichend; d. h.: Sind fur eine gewisse Reihenfolge der Formen unseres 
Systems die Oberschiebungszahlen ~. i2 , ••• , i,., der Bedingung (2) entsprechend, 
gewahlt, so charakterisieren jene Zahlen auf Grund unseres obigen Verfahrens 
eine bestimmte Transformation des gesamten Formenvorrates rp in dem Sinne, 
da[J jede Form rp unter Vermittelung des linear zugeordneten Formenkreises 
rp1 , rp2 , ••• , rp,._ 1 schlie[Jlich in eine Form rp,. von gleicher Ordnung iibergeht. 

Wollen wir die Deutung einer binaren Form v-ter Ordnung als Punkt 
eines v-fach ausgedehnten Raumes benutzen, so haben wir uns " Raume 
R, ~. ~' ... , R,_ 1 von der Dimensionenzahl resp. v, v1 , v2 , •.. , v"_ 1 vor
zustellen. Jedem Punkte im Raume R, wie er durch die Form rp festgelegt ist, 
erscheint vermoge der Formeln (1) ein bestimmter Punkt rp1 im Raume R1 , 

dem letzteren wieder ein weiterer Punkt rp2 im Raume R2 linear zugeordnet usw. 
Interpretieren wir die schlie13lich gewonnene Form rp,. wieder als Punkt in dem 
ursprlinglichen Raume R, so flihrt jene Kette von Zuordnungen zu einer 
Kollineation im Raume R, und bei weiterer Fortsetzung der Operation ist 
Ieicht ersichtlich, wie auch flir jeden der anderen Raume eine entsprechende 
Kollineation zustande kommt. Unsere Aufgabe lauft nun im wesentlichen 
auf die Untersuchung dieser Kollineationen und ihrer Fundamentalgebilde, 
d. h. derjenigen Punkte, Geraden, Ebenen usw. hinaus, welche bei der Aus
flihrung jener Kollineationen in sich iibergehen. 

Kehren wir zur analytischen Fassung unseres Problems zurlick, so handelt 
es sich in erster Linie urn die Herstellung und Charakterisierung aller solcher 
Formen, Formenblischel, Formenblindel rp usw., welche die Eigenschaft be
sitzen, sich nach "-maliger Wiederholung des oben beschriebenen invarianten 
Prozesses zu reproduzieren. Die Irrationalitat der fraglichen Gebilde zeigt sich 
von der Losung gewisser determinierender Gleichungen abhangig, deren 
Koeffizienten rationale Invarianten des Grundformensystems sind. In den 
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Wurzeln der erwahnten determinierenden Gleichungen erkennen wir eine 
allgemeine Gattung irrationaler I nvarianten, wahrend jene Funda
mentalgebilde seiher ein zugehoriges System irrationaler K a variant en 
bestimmen. Die folgende Untersuchung begriindet in eingehenderer Weise, 
wie die Diskussion dieser irrational-invarianten Gebilde als Mittel zum Stu
dium des vorgelegten Grundformensystems dient. 

Nach vorausgeschickter Kennzeichnung des allgemeinen Problems er
scheint es als eine naturgema.Be Spezialisierung desselben, wenn wir uns 
zunachst mit dem Falle nur einer Grundlorm und einmaliger Vberschiebung 
eingehend beschaftigen. Beschranken wir demzufolge die charakteristische 
Anzahl ~ des allgemeinen Falles auf die Einheit, so nimmt die allgemeine Be
dingung (2) die einfache Gestalt 

n = 2i (3) 

an, worin n die, wie man sieht, notwendig gerade vorauszusetzende Ordnung 
der vorgelegten binaren Grundform I, und i die zur Verwendung gelangende 
Oberschiebungszahl bedeutet. Die durch Spezialisierung des Formelsystems (1) 
hervorgehende Relation 

(/, rp). = VJ 

liefert dann die Definitionsgleichung einer Transformation, vermoge welcher 
irgendeine Form rp aus dem gesamten Formenvorrate in eine Form gleicher 
Ordnung 1p iibergeftihrt wird. Unseren friiheren allgemeinen Auseinander
setzungen zufolge entsteht in erster Linie die Frage nach denjenigen Formen rp 

von der Ordnung v, welche die Eigenschaft besitzen, sich nach ihrer i-ten 
"Oberschiebung tiber die gegebene Grundform I his auf einen konstanten 
Faktor A. ungeandert zu reproduzieren, so da.B die Identitat 

(4) 

gilt. Damit ist der eigentliche Ausgangspunkt fiir die nachfolgenden Betrach
tungen gewonnen, in deren weiterem V erlaufe sich das eingehende Studium 
jenes Formensystems rp als ein rationelles Forschungsmittel im Gebiete der 
binaren Formen gerader Ordnung bewahrt findet. 

§ 1. Die determinierende Gleichung und ihre Diskussion. 

Unsere vorgelegte Grundform I und andererseits unser Formenreprasen
tant cp mogen in ausfiihrlicher Schreibart wie folgt lauten: 
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Die nunmehrige Fragestellung verlangt die Ubereinstimmung samtlicher 
v + 1 Koeffizienten fiir die heiden Seiten der Formel (4), und somit zerfallt 
die Bedingung (4) in v + 1 Bedingungsgleichungen fiir die v + 1 nicht homo
genen Unbekannten 

0 •• , A., 

worm sich von vornherein die Widerspruchsfreiheit und Bestimmtheit des 

Problems offenbart: I m allgemeinen existiert fur jede Ordnung v > i, d. h. ~ i
ein bestimmtes Formensystem cp, welches der Grundform f im Sinne der Glei
chung (4) zugehOrt. 

Die v + 1 aus Formel (4) durch Vergleichung der Koeffizienten beider 
Seiten erwachsenden Bedingungsgleichungen benutzen wir zunachst dazu, 
urn aus ihnen die v +I homogenen, linear auftretenden unbekannten Koeffi
zienten der Form rp: 

zu eliminieren, wodurch sich die determinierende Gleichung 

L1 (A.) = 0 (5) 

ergibt. Wie durch das in Klammern beigefiigte Argument A. angedeutet 
werden soll, enthalt die Determinante linker Hand au13er den Koeffizienten 
der gegebenen Grundform f nur noch die Unbekannte A., und zwar ausschlieB
lich linear in den Elementen einer Diagonale, also im Grade v + 1. Da der 
Koeffizient dieser hochsten Potenz von A. einen bestimmten, von Null ver
schiedenen Zahlenwert annimmt, so ist es unter keinen Umstanden moglich, 
daB die gefundene Determinante identisch fiir alle Werte A. verschwindet. 
Es gilt ferner allgemein der Satz: 

Die Determinante L1 (A.) besitzt gegeniiber den linearen Transformationen der 
Grundform f einen invarianten Charakter, d. h. nach ihrer Entwicklung sind 
siimtliche Koelfizienten der Potenzen von A. Invarianten der Grundform f. 

Der Beweis dieses Satzes in seiner vollen Allgemeinheit gestaltet sich am 
einfachsten, wenn wir im Hinblick auf Forme! (4) die Bedeutung und Ent
stehungsweise der Determinante L1 (A.) zur Geltung bringen. Vermoge der 
linearen Substitution 

mit der Substitutionsdeterminante 

e=rxb-{3y 

fiihren wir die Formen f und cp simultan in die Gestalten !' und rp' iiber und 
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erhalten dann auf Grund der simultankovarianten Natur des Gebildes (/, rp); 
die Relation 

(f, rp ); - ;. rp = e-i (f', rp')i- ;. rp' = e-i {(/', q/}; - ei;. rp'}, 

welche zu den folgenden Betrachtungen AnlaB gibt: Vermoge der belie big zu 
wahlenden Transformationskonstanten <X, {3, y, {J entspricht jedem Formen
paare I, rp mit der Eigenschaft (4) fiir ein bestimmtes A. ein anderes Formen
paar f', rp' mit der analogen Eigenschaft 

(/', q/); = X q/ 

fiir ein .A'= r/.1.. Ist also A in dem fraglichen Sinne eine der Grundform I zu
geordnete Konstante, so findet dieselbe Zuordnung zwischen der Kon
stanten A'= rl A. und der Form f' statt, und umgekehrt. Das Bestehen einer 
solchen ZugehOrigkeit von I und A ist nun nach dem Bisherigen an die einzige 
Bedingung des Verschwindens der Determinante L1 (A) gekniipft. Da mit der 
Erfiillung dieser Bedingung auch gleichzeitig die Zugehorigkeit von f' und A' 
in dem fraglichen Sinne statthaben soil, so wird notwendig die in den Koeffi
zienten der transformierten Form f' gebildete Determinante Ll' (.A') mit der 
urspriinglichen his auf eine von Null verschiedene Konstante 0 iibereinstimmen 
miissen, also 

Ll' (.A') = L1' (ei .A) = o L1 (A.) • 

Die Konstante 0 finden wir durch Vergleichung der Koeffizienten von ;.•·+1 
gleich der i(v + I)-ten Potenz von e und haben somit die Beziehung 

welche nichts anderes als unseren obigen Satz zum Ausdruck bringt. Zugleich 
bemerken wir, dafJ A als Wurzel der determinierenden Gleichung (5) mit inva
rianten Koellizienten selber eine irrationale I nvariante der Grundlorm I vom 
Gewichte i darstellt. Fiir die Entwicklung der Determinante L1 (A.) nach Potenzen 
von A. gilt der Ansatz 

LJ (A)= J 0 ).v+l + J 1 ).v + J2 ).v-1 + ... + J,+l .] 

Hierin bedeutet J0 eine von Null verschiedene Zahl; J1 muB sich bei der Un
moglichkeit rationaler linearer Invarianten auf Null reduzieren, wahrend J 2 

der einzig existierenden quadratischen Invariante (/, l)n proportional ausfallt. 
Die folgenden Koeffizienten J3 , J 4 , ••• , J,+1 sind Invarianten resp. vom 
Grade 3, 4, ... , v + 1 in den Koeffizienten der Grundform I. 

Die Determinante L1 (.A) besitzt jedoch noch andere bemerkenswerte Eigen
schaften, zu deren Erforschung ein naheres Eingehen auf ihren Bau erforderlich 
ist. Wir schreiben zu dem Zwecke die i-te gegenseitige Uberschiebung der 
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heiden Formen I und g; in der Gestalt 
(J='J' 

(/, g;}i= .2{( -1 )" kgai+o-~~~+ ( -1),.....1krai+o-v+l~v-l + · · · + k~ai+oCXo} xi-"x~, 
a~o 

worin die mit oberem und unterem Index versehenen Buchstaben k die beztig
lichen Zahlenkoeffizienten der ausgeftihrten· Simultankovariante bedeuten. 
Die Determinante wird dann 

Doch leiten wir zuvor einige eigenttimliche Beziehungen zwischen den Zahlen k 
durch Benutzung der symbolischen Darstellungsweise der Kovariante {f, rp)i 
ab, indem wir unter Bezugnahme auf die Relation (3) setzen: 

a=.,., e=~ 

(I ) ( )i i 1'-i " " ( 1)"-!lk" v-u o ,g;i= · a~ ax~x =~ ~- eai+o-v+eCX...-eXI X2 
o=O e=O 

= ( ai ~2 - a2 ~~)t ( al X1 + a2 X2)i ( ~~ X1 + ~2 X2)"-i 

(7) 

Die letztere Gleichung (7) wird offenbar in ihrer Gilltigkeit nicht beeintrachtigt, 
wenn man in ihr der Reihe nach folgende beide V ertauschungen vornimmt. 
Erstens setzen wir fur~. oc.1, 4_ die Zeichen resp. a2 , oc.2, x2 und umgekehrt, 
wodurch sich ergibt: 

(- J)i(~ ~- a2 oc.l)i(al X1 + a2 Xz)i(~I X1 + oc.2 Xz)"-i 

a=t' e=v "' ,..., { 1)!/ k,...." i-o+,-e i+o-v+e !/ v-e ~-o o =~ ~ - v-eal a2 OC.1~2 X1 X2. 
o=O e=O 

Die ursprtingliche Gleichung (7) liefert aber nach ihrer Multiplikation 
mit (- l)i: 

o = v o = v 
" -,..., { l)i+v-ek" i- a+v- e i+o--v+e e 1'- e .. -on = ~ ~ - e a1 a2 ~~ oc.2 X1 x2. 

n=O e=O 

Durch Vergleichung der Koeffizienten in heiden Doppelsummen erhalten wir 
fiir die Zahlen k die allgemeine Relation 

kv-o _ {- l}i+vko ,._a- e· (8) 
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Zweitens werde in der urspriinglichen Gleichung (7) IXt in - x2 , IX:! in x1 und 
umgekehrt x2 in - cx1, x1 in IX:! umgewandelt; dann ist 

(- l)--·-i(a1 x1 + a2 x2)i(a1 oc2 - a2 oc1)i (oc1 x1 + IX:! x2)~-i 

Die urspriingliche Gleichung (7) ergibt andererseits durch Multiplikation 
mit(- It-' 

(- l)Y-i(aloc2- a2cxt)i (aixi + a2x2)i(octxi + ~x2)~-i 

woraus durch V ergleichung der Koeffizienten fiir die Zahlen k die weitere all
gemeine Relation 

(9) 

gewonnen wird. Die heiden Formeln (8) und (9) fassen wir kurz in die Doppel
gleichung 

(10) 

zusammen, welche fUr uns ein besonderes Interesse beansprucht, da sie die 
Determinante (6) und damit unsere Gleichung (5) als Bestimmungsgleichung 
fiir A. einer naheren Behandlung zuganglich macht. 

Die 'II+ 1 Wurzeln;. der determinierenden Gleichung (5) mogen A_COl, A_cu, 

•• • , A_<•> heiBen. Nach dem Friiheren sind dies die einzigen W erte, welche die 
Konstante .A annehmen dar£, damit zur Grundform f eine zugehorige Form cp 
mit der Eigenschaft (4) existieren kann. Wie wir Ieicht erkennen werden, ist 
fernerhin zur Diskussion der determinierenden Gleichung und damit iiber
haupt zur Weiterentwickelung unseres Problems eine durchgehende Unter
scheidung folgender vier H auptfiille notwendig: 

Hauptfall 1: £=0, v= O (m~d 2) 1 _ . 
" 

II: i = 1, v = 1 
III: i= 1, v==O J n - 2t, 1' > i . 

" " 
" 

IV: i=O, v =1 " 
Vertauschen wir namlich in der Determinante (6) die Horizontalreihen mit 
den Vertikalreihen derart, dal3 die Diagonalelemente 

ko kl k'' o ai-~ , 1 ai-~+2 , · · ·, ,. ai+" 
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ihre PHi.tze nicht andern, so ergiht sich 

ko kl k"-l k" " , oa;_,., oai-v+l• · .. , o ai-h oa;- (-1) 11. 

Ll (A.)= 
k~ai-v+l• k~ai->+2, ... , ki-1 a;+ (-1r(;)A., kiai+l 

und nach Benutzung der Relation (9) und Multiplikation si.i.mtlicher Elemente 
mit(- W+": 

X 

kg a,_,, 

k~ ai-v+l• 

LJ(A) = (-1)Hl)(Hv) 

0 0 0 i 
k1 ai-v+I> ... , k,_l ai-l, k,. a;- ( -1) A 

k~ ai-•·+2, ... , k~-l ai + ( -1)i (;)A., k! ai+ 1 

= ( -1)<>+1)(i+v) LJ (( -1)i A.) • 

Die so gewonnene Relation 

(11) 

liefert fiir ein gerades i, also in den heiden Hauptfallen I und IV nichts anderes 
als die Identitat 

Ll(A) = (-1)v(>+l)LJ(A). 

Fiir den Hauptfall II dagegen erhalten wir 

LI(A.) = LJ(-A.), 

d. h. Ll (A.) ist eine gerade Funktion von A; die P + 1 Wurzeln A unserer deter

minierenden Gleichung (5) ordnen sich in 11 ~ 1 Paare entgegengesetzt glei

cher Wurzeln. Fiir den Hauptfall III endlich fiihrt die Formel (11) zu der 
Relation 

Ll (A.) = -LI (--A.), 

d. h. L1 (.A.) ist eine ungerade Funktion von A; von den P + 1 Wurzeln der deter

minierenden Gleichung ist eine gleich Null, wi.i.hrend sich die iihrigen pin ; Paare 

entgegengesetzt gleioher W erte anordnen. Was die heiden hisher nooh nicht in 
analoger Weise unterschiedenen Hauptfalle I und IV hetrifft, so ist allein der 
erstere von heiden dadurch ausgezeichnet, da13 fiir ihn die determinierende 
Gleichung im allgemeinen P + 1 wesentlich untereinander verschiedene Wurzeln 
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liefert. Fiir Hauptfall IV namlich erscheint unsere Determinante (6) vermoge 
der den Zahlen k anhaftenden Eigenscha£t (9) als schiefsymmetrisch beziiglich 
des Diagonalgliedes: 

Da dieselbe zudem geradreihig ausfallt, so stellt sie einem bekannten Deter
minantensatze zufolge das vollstandige Quadrat eines Ausdruckes dar, wel-

cher Aim~~ 1 -ten Grade enthalt. Die v + 1 Wurzeln A der determinierenden 

Gleichung ordnen sich demnach ftir Hauptfall IV in "~ 1 Paare gleicher 

Wurzeln. Zur Erleichterung der Ubersicht bei spaterer Bezugnahme gruppieren 
wir die v + 1 Wurzeln der determinierenden Gleichung (5) in den vier Haupt
fallen wie £olgt: 

Hauptfall I: A<o>, A(1) , A(2), A(3) , ... , A<">. l 
, II: A(O), ),(1) = _ A(O), A(2), ).(3) = _ ).(2), ..• , A(v-1), A.<"> = _ A(>·-1). 

, III: A(O), }.OJ =-}.COl, A(2), ).(3)=--it(2), ••• , A(v-2), A(•-1)=-A(,.-2), A(")=O.J 

, IV: A(O), },(1) = A(O), A(2), A(3) = .A,(2), ••• , }.(v-1), A(v) = A(v-1). 

Damit ist die Untersuchung der determinierenden Gleichung im all
gemeinen erledigt. Die speziellen Vorkommnisse betreffs weiteren Zusammen
fallens von Wurzeln werden in § 4 ausfiihrlich zur Sprache gelangen. 

§ 2. Die Bestimmnng des Systems der irrationalen Kovarinnten q:. 

Nach Ableitung der Bestimmungsgleichun~ fiir die Konstante A handelt 
es sich urn die Ermittlung und Diskussion der fraglichen Formen cp seiher. 
Wahlen wir zu dem Zwecke von den oben gefundenen v + 1 Wurzeln eine aus, 
etwa A<"> und setzen ihren Wert in die Bedingung (4) an Stelle des anfangs un
bestimmten Faktors A ein, so ergibt sich fiir die A<~·> zugeordnete Form r:p<r•> die 
besondere Bedingungsgleichung 

(13) 

welche durch Vergleichung der Koeffizienten auf heiden Seiden in fol
gende v + 1 lineare Bestimmungsgleichungen fiir die v + 1 homogenen allein 
noch unbekannten Koeffizienten ex&">, ex<j•>, ... , ex~·> der Form r:p<P> zer£allt: 

( -l)"ko. (.u)+(-l)"-1k0. (.u) +···+ko. (/•) -~(/•) (p) -0 I 0 a,_, ex, 1a,_,.+1ex,_ 1 ,a,IXQ 11 ex0 - , 

v 1 («) Y-1 1 (/•) 1 (r•) V (u) (/•) 
(-I) koai-"+lex; +(--1) k1ai-v+2ex,-1+···+k,ai+1CXO -(1 )A' ex1 =0, 

(·-·,): ~.:.~;, . . ~ ;_·, );_;k;· .. ~, ~>, ~ : .. ~ .k;~~. ~.; ~ •~' ~·, . ·~· o-.1 

(12) 

(14) 
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Da infolge der Wahl von AV•l die Determinante dieses Systems verschwindet, 
so fiihren die erhaltenen Bedingungen fiir die gesuchten Koeffizienten IX~·>, 
IX<j'>, .•. , IX~") zu keinem Widerspruch. Zwischen jenen v + 1 Bedingungs
gleichungen besteht vielmehr eine lineare Abhiingigkeit, vermoge welcher 
je eine von ihnen mit den iibrigen v stets gleichzeitig befriedigt erscheint. 
Nachdem wir damit die Moglichkeit der Auflosung des Gleichungssystems (14) 
erkannt haben, ist es unsere Aufgabe, die Bestimmung der gesuchten Koeffi
zienten IXfj>, IXy•>, •.. , IX~) ohne Bevorzugung oder Auszeichnung. einer der 
v + 1 Gleichungen (14) wirklich durchzufiihren. Zu dem Zwecke fingieren wir 
eine neue (v + 2)-te Unbekannte u und betrachten an Stelle des friiheren 
Systems (14) das folgende: 

( 1 )"ko (t<) - . oa.-viXv 

+ ( -1 r-1 ki ai+1 ~_!1 + · · · + k;ai+v <X/r) - A(!') IX~) 
+ ( -1 )" y;: u = 0' 

wo noch als letzte Gleichung mit der Unbekannten q;C"'l die Identitat hinzutritt: 

( 1),. (!') v ( 1}" ( "') (/.1) v-1 - IX,. Xz + - 1 IX;-1 Jh Xz + .. • 
+ (-1}"1X/f>x;:- (-1)"cp(p)= 0. (16) 

Das aufgestellte Gleichungssystem (15), (16) enthalt v + 2lineare Gleichungen 
mit den 'II+ 3 homogenen Unbekannten IX~·>, IX~!'_!l' ... , IX~·>, u, cp<.u>. Fiir 
die Verhiiltnisse der letzteren Iiefert demnach die gewohnliche Auflosungs
methode mittels Determinanten das Ergebnis: 

IX~): IX~~~:···: U: cp{p) = Ll~u): Ll~~l: · • ·: ± LJ (A.{p)}: Ll (x, y, A_{u)}, (17} 

worin LJ~·>, Ll~~1 , • • • die den Unbekannten IX~), <X~_! I> ••• entsprechenden 
Determinanten des Systems bedeuten und insbesondere die Determi
nante Ll (x, y, A<.">) in ausfiihrlicher Schreibweise folgende Gestalt annimmt: 

ll (x, y, A(.u)) 

kgai-v• k~ ai-v+l' k~-11Xi-1 ' k~ ai - i" , v .... , Y2 

k~ ai-,.+1, k~ ai-v+2• kl . ('II) ;_{!') .... ,._ta• + 1 , k1 fv) ,._I 
,. ai+ 1> - \ l Yt Y2 

. . . 
. 

k(, ai- (-IrA.("), ki ai+l• ... ' k=-l ai+v-1' k; a.+v• ( -1r yi 
x;, -(nx1x;-1, ... , (-lr-1(r)xi-1x2, (-I}" xi, 0 

(18) 
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Aus der Proportion (17) finden wir fiir die Unbekannte u den Wert Null, 
dessen Einsetzung das Gleichungssystem (15) in das urspriingliche System (14) 
iiberfiihrt. Damit kennzeichnen sich die eben erhaltenen Losungen (17) zu
gleich als Losungen des Systems (14) und erscheinen iiberdies wesentlich 
unabhangig von den eingefiihrten Parametern Yv y2 • Die Beziehung (17) 
lehrt fernerdieProportionalitat der Form cp<l'l mit der DeterminanteL1 (x, y,J.U'>), 
d. h.: 

(19) 

worin fiir cp<1•l genauer cp<l•l(x) geschrieben ist, und tp<11 l(y) eine noch un

bestimmte Funktion von Yv y2 und den Koeffizienten der G-rundform f be
deutet. Fiir die Ermittlung der letzteren Funktion ist es unerlii13lich, die oben 
begonnene Unterscheidung der vier sogenannten Hauptfiille wieder auf
zunehmen. Setzen wir niimlich in (18) y1 , y2 £iir :21_, x2 und umgekehrt, und 
vertauschen dann in der Determinante die Horizontalreihen mit den V ertikal
reihen ohne Verstellung der Diagonalelemente: 

so find en wir: 

kg a;_,., k!iai-v+1, 

k~ ai- •+1, ki ai-•+2, 

k~ai_;.<.">, k!ai+I> ... , k:- 1 ai+v-1 , 

x~, -(~)x1 x~- 1 , ... , (-1)'-1 (;')x~-1 x2 , 

Multiplizieren wir in dieser Determinante die 1-te, 2-te, ... , (v + 1 )-te Ver
tikalreihe und die letzte Horizontalreihe mit (- 1)i+•, so ergibt sich mit Be
nutzung der Relation (10): 

L1 (y, x, ).<1'>) = ( -1 )• (i+•l L1 (x, y, ( -- 1 )i ).<!'!) . (20) 

Diese allgemeine Forme} ist der friiher gefundenen Relation (11) analog. In 
dem Hauptfalle I: i == 0, v == 0 (mod 2) liefert sie die Beziehung 

L1 (y, x, ).<.u') = L1 (x , y, ).<1•>), 

deren Anwendung auf (19) die Gleichungen 

IP(.u) (X} tp<l"l (y} = <p<l•) (y} tp<l1l ( x) ; 
also 

tp<l•) = <p(l') 

Hilbert, Gesammelte Abhandlungen. Bd. II. 4 
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und des weiteren 
L1 (x, y, ;.<~'>) = cp<f'l(x) cp<t-t>(y)} 

L1 (x, x, A.<t-t>) = [cp<t-t>(x)]2 

§2 

(21) 

zur Folge hat. In dem zweiten Haupt£all: i == 1, v == 1 (mod 2) nimmt die 
allgemeine Forme! (20) die Gestalt an: 

L1 (y, x, ),(f'l) = L1 (x, y, -J.<.uJ). 

Setzen wir der Einfachheit halber p, als gerade voraus, so ist nach (12) fiir 
Hauptfall II: 

),Ct<+l) = _),(f<), 

und die erhaltene Relation schreibt sich in der Gestalt 
L1 (y, x, ).<1'>) = L1 (x, y, ),<f'+ll) , 

oder mit Benutzung von (19): 

cp<t-tl (y) VJ<"> (x) = cp<t-t+I> (x) VJ(f,+ll (y), 
also 

VJ(p) = cp(fl + 1), VJ(.u + 1) = cp(fl), 

und wir erhalten somit die endgiiltigen Formeln 

L1 (x, y, ),<.u>) = cpll'l(x) cp<F•+l>(y), 1 
L1 (x, y, ),(.u+lJ) = cp(l<+l) (x) cp<l'l (y), 

.d(x, x, A.<P>) = .d(x, x, A.<.u+1l) = cp<l•>(x)cp<'•+1l(x). 

(22) 

Aus der letzteren Relation £olgt noch, daB L1 (x, x, A.) eine gerade Funktion 
von A ist. Fiir den dritten Hauptfall: i == 1, v = 0 (mod 2) haben wir mittels 
Forme! (20): 

(23) 

Setzen wir wiederum der Einfachheit halber f.l als gerade voraus und schlie13en 
vorlaufig den Sonder£all p, = v aus, so ist nach (12) £iir Hauptfall III: 

),(,u+1) = _),(p), 

und die gefundene Relation schreibt sich: 

L1 (y, x, ),<">) = L1 (x, y, ),(f<+l>), 

oder mit Benutzung von (19): 

cp<t<> (y) vM (x) = cp<f<+ll (x) VJ<''+I> (y), 
also 

VJ{ft) = cp<t-t+l)' VJ(fl+ 1) = cp<t-t>. 

Dieselbe Forme! (19) fiihrt somit zu dem Gleichungssystem 

.d(x,y,AM) =cp<~<>(x)cp<.u+lJ(y), l 

.d(x, y, A_(p+ll) = cp<f'+ll(x)cp<f•l(y), 

Ll (x, x, A,<.u>) = L1 (x, x, ),(f'+ll) = cp<.u> (x) cp<~<+l> (x), 

(24) 
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wo die letzte Gleichung die Determinante L1 ( x, x, A) als gerade Funktion 
von A kennzeichnet. Der bisher ausgeschlossene Fall p = 11 erledigt sich durch 
Einsetzung des W ertes 

A.<•> = -A.<•> = 0 
in (23). Wir finden dann 

L1 (y, x, 0) = L1 (x, y, 0) = q.M(x) tp<">(y), 
mithin 

und schlie13lich 
tp<•> = (/JM 

Ll(x, y, 0) = f/J"(x)f/J"(y),} 

L1 (x, x , 0) = [f1J"(x)]2. 
(25) 

Bevor wir zur analogen Behandlung des letzten Hauptfalles iibergehen, 
moge hier noch der folgende Satz zur Sprache gelangen: 

Die Determinante L1 (x, y, A) besitzt gegenuber den linearen Transformationen 
rkr Grund form einen invarianten Charakter; d. h. entwickeln wir dieselbe nach 
Potenzen von A wie fol{Jt: 

L1 (x, y, A)= 00 A"+ 01 .A."- 1 + · · · + 0,., 

so sind die Koelfizienten 00 , Ov .. . , 0,. rationale Kovarianten von der Ord
nung 11 fur jede der beiden V ariablenreihen X:t, x2 ; y1, y2 , dagegen vom Grade 
0, 1 , ... , 11 in den K oelfizienten der Grund form f. 

Die Richtigkeit dieses Satzes wird Ieicht erkannt, sobald wir uns analoger 
Uberlegungen wie beim Beweise des entsprechenden Satzes auf Seite 42-43 be
dienen. Wenden wir namlich die vorhin gewonnenen Relationen fiir unsere 
Determinante Ll(x, y, A) nach linearer Transformation der Grundform fan, 
so mull offenbar das rechter Hand sich ergebende Formenprodukt mit dem 
durch direkte Transformation hervorgehenden Ausdrucke f/J' ( x') tp' (y') his 
auf eine Konstante iibereinstimmen, d. h. unter Beibehaltung der friiheren 
Bezeichnungsweise wird 

Ll'(x' , y', .?.') = OfP'(x')tp'(y') = O fP(X)tp(y) 
und folglich 

Ll'(x', y', ei A) = OLI(x, y, A), 

wodurch, nach Bestimmung der Konstanten 0 als 11(i- 1)-ter Potenz der 
Substitutionsdeterminante e, unsere Behauptung erwiesen ist. 

Die gewonnenen Formeln (21), (22) , (24), (25) ermoglichen fiir die ersten 
drei Hauptfalle die Bestimmung der Form fP'1'>, und zwar in der Weise, da13 
au13er der Hilfe rationaler Kovarianten nur die Kenntnis der irrationalen 
Invariante A<1•> erforderlich ist. Die Form f/J<I•) bezeichnen wir demnach als eine 
der irrationalen lnvariante A<.u> zugehOrige irrationale Kovariante rkr Grund

form /. 
4* 
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Wir wenden uns schlieJ3lich zur Erorterung des vierten Hauptfalles: i = 0, 
, = 1 (mod 2), welcher eine gesonderte Stellung einnimmt. Die allgemeine 
Relation (20) nimmt die Gestalt an: 

Ll (y, x, J,Cu>) = -LI (x, y, A.<">), 

oder mit Benutzung von (19): 

q;<P> (y) '1/'<.u> (x) = -q;<l'> (x) '!/'<."> (y). 
Mittels des Ansatzes 

ergibt sich die Relation 

Cq;<l·>(y)9M(x) = -Cql~<>(x)q;<~'>(y), 
welche nur durch die Annahme eines verschwindenden C befriedigt werden 
kann. Eine Folge hiervon ist das identische Verschwinden der Deter
minante Ll (x, y, J,<l•>) oder, was ebensoviel sagt, das gleichzeitige Verschwinden 
samtlicher ersten Unterdeterminanten von Ll (J,<P>). Der letztere Umstand 
notigt zur Wiederaufnahme der Betrachtungen, welche im Anschlui3 an das 
Gleichungssystem (14) zu der wichtigen Relation (19) gefiihrt haben. Die 
dort entwickelten Schliisse verlieren ihre Wirksamkeit, sobald neben der 
Determinante L1 (J.<P>) des Systems (14) noch si:imtliche ersten Unterdeter
minanten verschwinden und damit die lineare Abhangigkeit der Gleichungen 
des Systems (14) derart gesteigert wird, daJ3 stets je zwei von ihnen Folge 
der v - 1 iibrigen sind. Urn auch unter diesen Umstanden die Bestimmung 
der gesuchten Koeffizienten a~·>, a¥'>, ... , a~·> ohne Bevorzugung oder 
Auszeichnung irgend einer der , + 1 Gleichungen (14) wirklich durch
zufiihren, fingieren wir auJ3er der Unbekannten u noch eine weitere (v + 3)-te 
Unbekannte u<ll und betrachten an Stelle des Systems (14) das folgende: 

- leg ai-v oc<,:'> + k~ ai-v+I oc~~ 1 + · · · + k~ ai oc~·> - J.<l•l oc~> + Y2 u 

+ y~ll" uU> = 0, 

kl (!') + p <I•) + + p (!') ( "') ;,<~<> (!') - oai-•+locv lai-•+2oc•-1 ·•• .ai+locO - I· al -( n Yl y;-1 u - (n Yil) y~l)H u(l) = 0, (26) 

+ · · · +. k• a. oc(.u) - ).(!') rx<l'l v t+,. 0 ~,. 

- Yi u- Ylll'' u<I> = 0. 

Urn die Unbestimmtheit der Losungen zu vermeiden, fiigen wir noch die lineare 
Gleichung 

- oc<.u> x<W- (v)oc<."> x(l> x<t>•-• - • • • - oc<1•l x<n• = 0 (27) .. 2 I ··-1 1 2 o 1 

mit den willkiirlichen Parametern xi1>, x~1> hinzu, wahrend fiir die Un-
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bekannte p<"> die Relation 

- oc<l•1x" -- (v) oc<l•l x xv-1 - • • ·- oc<l•lx• + m<l•l = 0 (28) v 2 1 •-I 1 2 0 I r 

bestehen bleibt. Das aufgestellte Gleichungssystem (26), (27), (28) enthalt 
v + 3 lineare Gleichungen mit den v + 4 homogenen Unbekannten: IX~>, 
IX~~l' ••• , IX~>, u, uO>, p<l'l. Fiir die VerhlHtnisse der Ietzteren liefert demge
maB die gewohnliche Auflosungsmethode mittels Determinanten das Ergebnis 

IX~u): IX~'~1 : • • • : lt : U(l): p(l•) = ;1~'): 11~~1 : • • • 

: -"- L1 (x<O yo> ).<">) : -+- L1 (x y ).<.">) : L1 (X' Y A,<l'>). (29) 
- ' ' - ' ' (1) (I) ' 

X 'y 
wo Ll~">, .1~·~>1 , ••• die den Unbekannten IX~">, :x.~\ .... entsprechenden 
Determinanten des Systems bedeuten und insbesondere die Determinante 

L1 (:<,1>, ~1> ).<1•>) in ausfiihrlicher Schreibweise eine Gestalt annimmt, wie sie 

sich andererseits direkt durch zweimalige Rlinderung unserer urspriinglichen 
Determinante (6) ergibt, namlich 

kgai- •• 

k~ai- v+ I • 

L1 (::1), ~(1) A,(tt)) 

k~ai-v+ I> ... , k~_Iai- 1> k~ai-).<1•>, y;, 

k~ ai-•+2• .. · • k! 1 ai+ (~)).<l•l, k! ai+I • - (r)Y1 y;-I, 

... , + (v) x<I)•- • x<1l -x<1>• 
1 1 2 ' 1 ' 

-y~, 

0, 

0, 

(1)• 
Y2 

(v) (I) (I)'' • - 1 Y1 Yz 

0 

0 

. (30) 

Mit Riicksicht auf das identische V erschwinden der einfach geranderten 
Determinante folgt aus der Proportion (29) fiir jede der heiden Unbekannten u 
und u<1> der Wert Null, dessen Einsetzung das Gleichungssystem (26) in das 
urspriingliche Gleichungssystem (14) iiberfiihrt. Die der Proportion (29) ent
nommenen Verhaltniswerte der Unbekannten befriedigen daher zugleich das 
System (14) und erscheinen iiberdies wesentlich unabhangig von den Para
metern y1 , y2 und y\_1>, y~1>. Der letztere Umstand rechtfertigt den Ansatz 

L1 (x ;l) y (1) ).<.•·>) = q;<l'l (x , xCl>) 1J.M (y, yO>) . (31) 
.x 'y 

Sehen wir nun vorHiufig von etwaigen weiteren Ausartungen des Gleichungs
systems (14) ab, so laBt das letzt ere im gegenwartigen Faile eine einfach und 
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nur eine einfach unendliche Mannigfaltigkeit von Losungswerten fur die Un
bekannten zu. Diese Tatsache findet ihren Ausdruck darin, daB die Funk
tion q}'''(x, x<1l) in (31) bei variablen Parametern xi1>, x~1l ein Formenbtischel 
reprasentiert, also notwendigerweise die Gestalt anninlmt: 

q}"'(x, x<1l) = tp~'(x) xb">(x(l>) + q>y'>(x) x<t>(x<1l). (32) 

Da ferner die Determinante (30) flir 'X.l = xi1', ~= x~1l identisch verschwindet, 
so haben wir auch 

tp(f'l(x<ll, xU>)= <1'W'(x<ll)x~'(x<ll) + IPY''(x<ll) x<t''(x(l)) ~~ 0. 

Auf Grund dieser Beziehung nimmt (32) die neue Gestalt 

tp(«l(x, x(ll) = F (xOl) {tp~''(x) q<t''(x(ll) - <p~ul(x) tp~''(x<1>)} 

an, wo F(x11>) einen nur von xill, x~ll abhiingigen Quotienten bedeutet. Da 
nun die Determinante (30) durch Vertauschung von Xv x2 und xi1>, x~1 > nur 
ihr Vorzeichen iindert, so gilt das gleiche von der Funktion tp<"'>(x, x<1>) und 
wir erhalten aus der letzten Formel 

cp<~'>(x, xU>)= F(x){<1'~'(x) tpi"'(x<ll)- tp<['(x) IPW'(x(l>)}, 

d. h. F(x<1>) = F(x) stellt notwendig eine Konstante, etwa die Einheit dar. 
Schliel3lich ersetzen wir in der Determinante (30) y1 , y2 durch 'X_t, x2 ; yi0 , y~1' 
durch xi1', x~1l und umgekehrt, und vertauschen dann ihre Vertikalreihen mit 
den Horizontalreihen ohne Verstellung der Diagonalelemente: 

kgai-Y• k~ ai-Y+Z• ... , k;ai+•' 0, 0. 

Die so erhaltene Determinante geht durch Multiplikation der 1-ten, 2-ten, ... , 
(P + 1)-ten Vertikalreihe und der vorletzten und letzten Horizontalreihe 
mit- 1 unter Vermittelung der Relation (10) genau in die frtihere Gestalt (30) 
tiber. Wir gewinnen damit die Beziehung 

Ll(y, X ).<I'>)=Ll(x, y ).<~<>) 
y(ll, x<1l x(l), y<1> 

oder wegen (31) 

tp<P>(y, y(1>)tp<.">(x, x<O) = tp<~<>(x, x<ll)tp<l•>(y, yU>), 
folglich 

tp<~<>(y' yCl)) = <p(!•l(y' y(l>) = tp~''(y) tp~"'(y(1)) - IPY"'(y) ~PW'(y<ll). 

Demnach ergeben sich zur Bestimmung der gesuchten Formen tp<l•l als End
resultat die Formeln: 

Ll (:;1, ~ 1) ).C1•>) = {,P~>(x) 1PY''(x'1')- <p<['(x) ~PW'(x(ll)} l 
' !! X {tp~''(y) (/'<t''(y(ll)- IPY''(y) tp~''(y(1l)}, 

11 (:;1>, :<1> ;.<.t•>) = {IP~''(x) tp~"'(xO>)- rr<t'(x) ~PW'(xo>w.J 
(33) 
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Nach den letzteren Ausfiihrungen ist jede Form des Biischels c0 cp~'> + c... cp't> 
im Sinne der Bedingung (13) dem Wurzelwerte AY'' zugeordnet. Wahrend 
also in den ersten drei Hauptfii.llen jedem der v + 1 untereinander verschie
denen Wurzelwerte A. eine einzige Form cp entspricht, existieren im vorliegen-

den vierten Hauptfalle nur -11 ~ 1 untereinander verschiedene Wurzelwerte A., 

deren jeder zur Konstruktion zweier zugeordneter Formen cp0 und IP1 Anla.B 
gibt. Aus den Formeln 

(/' cp~l)i = }.(/<) cp~'), (f' cpt>)i = A,(/') cp~u) 

ist dann die Gleichberechtigung der fraglichen Formen mit irgend zwei linearen 
Kombinationen ihrer selbst direkt erkennbar. Urn mit den frliheren drei 
Hauptfallen in moglichster Ubereinstimmung zu bleiben, mogen im Hinblick 
auf die Festsetzungen (12) unter Annahme eines geraden p, die Bezeichnungen 
gelten: 

durch deren Einfiihrung die Bestimmungsgleichungen (33) in die folgenden 
iibergehen: 

L1 (::11 y 11 J,.<P>) = {cp<l•>(x) cp(u+ll(x<•>)- cp<l'+ll(x) cp<~<>(xU>)} ) 
' y< X {cp<ll>(y) cp<~<+ 1>(y<1>)- cp<~<+l>(y) cp(l'>(y<1>)}, (34) 

L1 (X, x .?,.<1'>) = {cp<.u>(x) cp<l'+l)(:z;(l>) ,- cp<l•+l>(x) cp(u>(x0l)}2. 
x(l), x<1> 

Durch Anwendung ahnlicher Schliisse, wie oben, la.Bt sich zeigen, dafJ 

auch die gegenwartig auftretende Determinante L1 (x' y A.). gegenuber den 
x(l), y<•> 

linearen Transformationen der Grund form einen invarianten Charakter besitzt; 

d. h. entwickeln wir dieselhe nach Potenzen von A. in der Gestalt 

L1(x, Y A.) =o ;."-•+O ;.~-2+···+0 
(1) y<I) 0 1 •·- 1' 

X ' 

so sind die Koetfizienten 00 , 01 , ••• , 0,_1 rationale Kovarianten von der Ord

nung v fur fede der vier Variablenreihen ~. x2 ; Yv y2 ; xi11, x~11 ; yi11, y~1> da
gegen resp. vom Grade 0, 1 , ... , v - 1 in den K oetfizienten der Grund form. 

Schlie.Blich erledigen wir noch die naheliegende Frage nach der Jacobischen 
Kovariante des gefundenen Formenbiischels. Zu dem Zwecke kombinieren 
wir in der Determinante (30) die vorletzte und letzte Horizontalreihe der
art, daB die Absonderung des Faktors ~ x~1> - x2 xi1> moglich wird. Wir er
halten dann nach Vollziehung des Grenziiberganges xi1> = ~. x~1> =X:! die 
Relation 
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Lf (x, y ).}P.>) 
1 . x<'> y<'> - hm _.:....__'--=----
v zCil=z x 1 x~1> - x 2 x~1l 

... , 

k~ ai + ).<P>, k~ ai+1 , ... , k;_l ai+~-1• k: ai+~' 

0, x;;-1, ... , - ('~'- 1) x"-2 x 1 1 2> 
x;:-I, 0, 0 

x;;-1, -('~' -1) x x~-2 1 1 2 ' 
.... , x;:-I, 0, 0, 0 

Da nun der Wert von 

_!_ lim rpCP.l (x) rpCP.+'> (x<'l) _ rpCP.+'>_(x)_p_'~~ixC'>)_ 

v "'''l=z x1 x~1l - x2 x\1 ) 

nichts anderes als die gesuchte Jacobische Kovariante F<I•J (x) darstellt, so 
haben wir zu deren Bestimmung die Formeln 

Ll'(x, y, ).<l'l) = J<P>(x)J<I'>(y),} 
A'(x, x, A(.u)) = [J~'-(x)]2, 

worin die Bezeichnung gilt: 

kg a;_,, 

k~ ai-v+1' 

k0ai +A, 

A'(x, y, A) 

k~ ai-v+1• · · ·' k?-1 ai-l' 

k~ ai-v+2' ..• ' k!-1 ai + (r)).' 

ki ai+I> ... ' k;_1 ai+v-1> 

k? ai- )., 0, 

k! ai+l, y;;-t, 

k;ai+v• y~-I, 

0, x;;-I, (p-1) v-2 ~-1 ... ' - 1 xi x2 ' xi ' 0, 

x;;-1, ("'- I) •-2 ,,_I - I xi x2 ' ... ' xi ' 0, 0, 

(35) 

Y2-1 

-(v-1\)Y y"-2 1 1· 2 

0 

0 

0 

Olfenbar ist auch diese Determinante gegenuber den linearen Transformationen 
der Grundform invariant, indem bei ihrer Entwickelung nach Potenzen von ). : 

A'(x, y, A)= Co/."-l + OtA"-2 + · · · + Cv - 1 

die Koeffizienten 0 0 , 01 , .•• , 0,_1 rationale Kovarianten von der Ordnung 
2v- 2 fiir iede der beiden Variablenreihen x1 , Xz; y1 , y2 , dagegen vom Grade 
0, 1, ... , v- 1 in den Koeffizienten der Grund/orm f darstellen. 

Der Vbersicht halber seien im folgenden diejenigen Ergebnisse kurz zu
sammengestellt, welche in den vier Hauptfallen zur Bestimrnung der ge-
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suchten 'II+ 1 Formen q;'0', q;<l), ... , q;<v> dienen. Bezeich'IWt allgemein q;<l') 
die im Sinne der Formel (13) dem W urzelwerte .A,(!I) zugeordnete Form, so gelten 
bei Zugrundelegung der Festsetzungen (12) die Formeln: 

Hauptlall I: Ll(x,y,.A.<P>) =q;<l'l(x)q;<l'l(y)} 

L1 (x, x, .A.<.u>) = [q;<l•l(x)]2 

" II: L1 (x, y, ).<.u>) = q;<.~•>(x) q;<t'+l>(y} l 
L.J(x, y, ).(,u+ll) = q;<.u+I>(x)q;<.u>(y) 

Ll(x, x, .A.<11l) = Ll(x, x, .A.<.u+I>) 

= q;<.">(x) q;<l'+l) (x) 

, III: L1 (x, y, ).<l'l) = q;<l•>(x} q;<1•+ll(y) l 
LJ (x, y, .A,<.u+ll) = q;<.u+l)(x} q;<l'>(y) 

LJ (X, X, ).(r•l) = L.J (x, X, ).(,u+l)) 

= q;<.u>(x) q;<t•+I>(x) 

L1 (x, y, 0) = q;<v>(x) q;<v>(y) 

Ll(x, x, 0) = [q;<v>(x)]2 

(p, = 0, 1, ... , v). 

(p, = 0, 2, ... ' y -·- 1). 

(p, = 0, 2, ... ' v - 2). 

IV: L1 (x' y J.,.<l'>) = {q;<P>(x) q;<.u+I>(x. Ul) -q;<,u+Il(x) m<l'l(xiO)} 
" x<l> y<l> • 

' X {q;<.u>(y) q;<l•+ll(y(ll) -q;<.u+ll(y) q;<lll(yO>)} 

L1 (x, x J.,.<f'>) = {cp<1•>(x) q;<f'+ll(x(ll) -q;<P+ll(x) q;<l'>(x(ll)}2 
x(l), x<1 > 

Ll'(x, y, J..<.u>) = JC">(x)J<.u>(y)} 

Ll'(x, x, A.<Pl) = [J<.u>(x)]2 
(p, = 0, 2' ... ' v - 1). 

Die Determinanten Ll(x, y, J.), L1 (x, y ;.) und Ll'(x, y, A.) bedeuten den 
x<l>, y<l> 

Formeln (18), (30), (36) zulolge bekannte ganze Funktionen von A.; ihre Koeffi
zienten sind Kovarianten der gegebenen Grundlorm I. Die eindeutige ZugehOrig
keit der irrationalen Kovariante cp<l•> zum W urzelwerte A_<l'> erleidet eine all
gemeine Ausnahme nur im vierten Hauptlalle, wo jede Form des Formenbiischels 
cp11'l, cp<l•+l) mit der J aoobischen Kovariante J<P> ( x) in gleichberechtigter Weise der 
Doppelwurzel A_<.u> = J..<I•+Il zugeordnet erscheint. 

§ 3. Die Diskussion des Form en systems p. 

Der gegenwiirtige Paragraph beschiiftigt sich mit der Untersuchung der 
Eigenschaften, welche das Formensystem cp als ein System irrationaler Ko
varianten der fraglichen Art kennzeichnen. Unsere Betrachtungen fiihren 
gleichzeitig zu einer Darstellung der Grundform I und gewisser rationaler Ko
varianten derselben unter V ermittlung der Form en q;. 
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Wir zeigen zunachst, da{J die 'JI + 1 Forrrum cp(O), cp<11, ••• , rl~1 ein System 
linear voneinander unabhiingiger Formen v-ter Ordnung bilden. Denn bestehe 
zwischen ihnen eine lineare Relation etwa von der Gestalt 

c<0> cp<o> + c(l> cp<1> + · · · + c<•> fP<•> = 0, (37) 

so folgt aus derselben nach Multiplikation der Forme! (13) mit c<."> und Summa
tion von fl = 0 his fl = v die weitere Relation 

;,.<o> c<O> cp<o> + A_(1l c<1> f/J(1)+ ••• + .A<•> c<•> f/Jl•> = 0. (38) 

Die Multiplikation derselben Forme! (13) mit ;,.<~t> c<l•> und Summation vonfl = 0 
his fl = v liefert au£ Grund der eben erhaltenen Relation (38) in analoger 
Weise 

A_(O)• c<O) f{J(O) + A.<1>• cP> qi<1> + • • · + A,<•>• c<•> (/)<•> = 0. (39) 

Die Fortsetzung dieser Operation ergibt 

~<o>~ c<~> :<o: ~ /,.~1)'. c<~> ~(1). +_. : . _+ ."<~>· ~<·>.cp<:·> ~ ~,) ( 40) 

A_(W c(O) cp(O) + A_(1)• c(1) (/)(1) + •.• + A_(v)• £!..•·) f{J(v) = 0, 

und nach Elimination der Ausdriicke c< 0lcp<ol, c<1lcpm; .•. , c<•>f{J<•> aus den 
nunmehr erhaltenen Gleichungen (37), (38), (39), ( 40) erscheint als not
wendige Folge die Identitat 

1 1 1 
/,.(0) A_(1) ••• /,.(•) I'<" 

= II (A.<I•) - /,.(><)) = 0. 

/,.(OJV A_(l)P • • • A_(v)• 

Die darin ausgesprochene Forderung der Gleichheit zweier Wurzeln A. ist in 
den ersten drei Hauptfallen offenbar nicht erftillt, sobald unter vorlaufiger 
Ausschlie.f3ung aller Vorkommnisse spezieller Natur die betrachtete Grund
form f eine Form vom allgemeinsten Charakter bedeutet. Dementsprechend 
kann eine lineare Relation von der Art (37) nicht existieren. Betreffs des vierten 
Hauptfalles nehmen die Gleichungen (37), (38), (39), (40) infolge der paar
weisen Gleichheit der Wurzeln A. die Gestalt an: 

•-1 

( c(2l (/)(2) + c<3> f{J(3l) + ... 
+ (c<•-1> f/J<•-1) + c<•> cp<•>) = 0, 

/,.(2) (c<2> cp<2> + c(3) f/J(3l) + ... 
+ A,<•-1> (c<•-1) qi•-1) + c<•> f/J<•>) = 0, 

•-1 

•-1 
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wovon das Verschwinden der Determinante 

1 
).<O) 

1 
).(2) 

... 1 
, , , ).(v--1) 

,tL<x 

59 

= I1 (.A.<I'l - A.<~>) ( v-1)' ft, X =0, 2, ... , - 2 -

v-1 v-1 v-1 
;,.'0)_2_ ;,.<2) 2 ... .A_<v-1)_2_ 

eine Folge ist, die mit der angenommenen Allgemeinheit der zugrunde ge
legten Form f nicht vereinhart werden kann. 

Des weiteren leiten wir eine eigentiimliche invariante Beziehung zwischen 
den Formen des Systems cp ah, indem wir die v-te Uberschiehung cp<~> iiber 
die Formel (13) bilden, wie folgt: 

((!, cp<l'>)i cp<">),. = ).<t•) (cp<l'>, cp<">),.. 

Unter Zugrundelegung der schon zu Anfang henutzten Bezeichnungen 

lautet jene Identitat in symbolischer Schreihweise: 

(a oc<.ul)i (a oc<">)f1(oc<.u> oc<">)v-i = ).<P>(oc<.u> oc<">)", 

woraus wir durch Vertauschung der Indices ft und " die zweite Relation ge
winnen: 

Multiplizieren wir diese letztere Relation mit (- 1t-H1 und addieren sie 
dann zur ersteren, so bleibt 

.A,<t<) (oc<.u> oc<">)" + ( -1 )v- i+l A.<"> ( oc<"> or;<t'>Y = 0 
oder 

Ist hierin der erstere Faktor von Null verschieden, so mull der zweite Null er
geben, d. h. es bestehi, die Relation 

(cp<l'>, cp<">),. = 0 

fii.r alle W erte der Indices t.t und x, fur welche nichi, die Beziehung 

.A_(/1) = ( - 1)i .A_(" ) 

(41) 

gilt. Urn die Bedeutung dieses Ergebnisses im einzelnen zu erkennen, stellen 
wir in der folgenden Tabelle fiir die vier Hauptfalle alle diejenigen Werte
paare der zusammengehi:irigen Indices ft, x auf, fiir welche die Uberschie-
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bung (q/•">, rp<x>) endlich bleiben dar£. Fur die Anordnung und Bezeichnungs
weise der v + 1 Wurzeln A gelten die friiheren Festsetzungen: 

Hauptfall I: p,"=0,0;=1,1;=2,2; ... =v,v, I 
, II: p, "= 0, 1; = 2, 3; = 4, 5; ... = v -1, v, 

(42) 
, III~ P·":O, 1::2,3::4,5:···:v-2,v-l;=v,v, 
, IV. p,"-0, l,-2,3,-4,5, ... -v-l,v. 

DaB die in vorstehender Tabelle ausgezeichneten Uberschiebungen (rp<l·>, q;<x>), 
auch wirklich im allgemeinen von Null verschieden sind, lehrt folgende Uber
legung. Die Funktionalinvariante f/J des Formensystems rp besitzt wegen 
der oben erwiesenen linearen Unabhangigkeit der Formen q; einen von Null 
verschiedenen Wert. Betrachten wir nun das Produkt 

t:/.(0) 
t:/.(0) -e') t:/.(0) ... <-Ir ()(~o> 

t:/.(0) ()((0) v 1 v-1 
0 1 v 

t:/.(1) ()((1) t:/.(1) ()((1) ··-(v)()((l) ( -1)' ()(b1) 
0 1 . , . 1 v-1 

. 
()((•) rl..(v) ... (/.(•) 

a.(•) - ( 'P) IX(•) < -1r IX~> 0 1 ·v 

v 1 1'-1 ... 

so ergibt sich durch Ausfiihrung der Multiplikation nach dem bekannten 
Multiplikationsgesetze der Determinanten: 

(q;<Ol, rp<O>), (q;<OJ, q;Ol), ... (rp<o>, q;<••l), 

(q;<1l, rp<Ol)v (q;<ll, q;Ol), •• , (q;<ll, q;<•>). 

worin N das Produkt aller Binomialkoeffizienten von v mit geeignetem Vor
zeichen bedeutet. Die Auswertung der Determinante linker Hand liefert 
unter Benutzung der Relationen (41) die Resu7tate: 

H auptfall I : 

" II: 
, III: 

IV: 

( rp(O), tp(O})v ( rp(l), f{J(ll), ... ( f{J(v), rp<•l)v -~ N (/)2, I 
(fP(Ol, rp(l))~ (rp(2), rp<3>); ... (rp<··-1}, tp<">); = N (/)2, 

( rp(O}' rp(1)); ( rp(2), f{J(3)); .. . ( f{J(v-2), rp<•-1)); ( tp", tp"), = N (/)2, l ( 43) 

( fP(O>, fP<r>); ( tp<2>, fP<3>); •.. ( rp<•-1l, rp<•>); = N rp2. 

Da die Invariante (/J nicht verschwinden dar£, so gilt dasselbe auch von jedem 
einzelnen Faktor der linken Seite, womit unsere Behauptung betreffs der 
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Endlichkeit der in Tabelle (42) bezeichneten Uberschiebungen erwiesen ist. 
Wir werden spater erkennen, wie dieselben zugleich eine einfache Darstellung 
als Funktion der Wurzelwerte A gestatten. 

Was die Frage nach den weiteren in varian ten Eigenscha£ten betrifft, 
welche das System cp als ein irrational-kovariantes Formensystem im 
fraglichen Sinne charakterisieren, so bedienen wir uns in unserer Unter
suchung des folgenden bereits von CLEBSCH eingefiihrten Differentiations
symbols1: 

Die Anwendung desselben auf eine Kovariante C = a;b~ von zwei Variablen
reihen :11_, x2 ; YI> y2 liefert die neue Kovariante (ab)" a~-ob;-o von einer urn a 

geringeren Ordnung beziiglich beider V ariablenreihen. Bezeichnen wir die 
a us dieser durch Identifizierung beider V ariablenreihen entstehende Kova
riante von einer Variablenreihe mit Qu, so gilt fiir die urspriingliche Kova
riante die folgende nach Potenzen der identischen Kovariante · (xy) fort
schreitende Entwicklung2 

0 = D• QO + cx.l (xy) D•-l!Jl + cx.2 (xy)2D•-2Q2 + ... +ex.. (x y)• Q•' 
y~x !J=X !J=X 

worin die Vorsetzung des Symbols D eine entsprechend wiederholte Polari
sation nach y1, y2, dagegen cx.1, cx.2, ... , o:, gewisse Zahlenkoeffizienten be
deuten. 

Das obige Differentiationssymbol !J" wenden wir nun zunachst riick
sichtlich der ersten drei Hauptfalle auf die Gleichungen (21), (22), (24), 
(25) an. Im vierten Hauptfalle legen wir den Ausdruck fiir die Formen
kombination 

cp" (x) cp(rt + J) (y) - q>(u+l) (x) cp<.ul (y) 

zugrunde, wie er sich nach Forme! (34) gleich der Quadratwurzel aus der 

geradreihigen schiefsymmetrischen Determinante L1 (x, x ).<.u>) ergibt. Nach 
y, y . 

Ausfiihrung unserer Operation kehren wir vermoge der Substitution y1 = x1 , 

y2 = ~ zu invarianten Bildungen mit einer Variablenreihe zuriick und ge
langen dadurch, wie einfache Oberlegungen zeigen, beziehungsweise in den 
vier Hauptfallen zu folgenden Ansatzen: 

1 Vgl. CLEBSCH; Theorie der binaren algebraischen Formen, § 6 und § 12. 
2 1. c. § 7 und § 8. 
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H auptjall I : 
Qa = dl"-2 a) ;_(!•)" + dJ.21'-2u} ;.< ~•)'"- 1 + ... + 0~2v-2u) 

Y=X 

{ 
(p, = 0, 1, ... , v), 

(a = 0, 1, ... , v), 
H auptfall II : 

Q" = dJ.2•-2 a) ;_<1•)''- 1 + 0~21'-2a) ;_<p.>•- 3 + ... + o~Z..-2u) 
Y=X 

{ (p, = 0, 2, .. 0' v - 1)' 
(a = 0, 2, ... , v - 1), 

+ Q~2v-211) ;_(1•)>-" + ... + ~~l2u) ;_(~<) 

{ (p, = 0, 2, ... ' v - 1) ' 
(a = 1, 3, ... , v), 

H auptfall III : 
Qa = 0~1'-2u) ;_(I•)• + 0~21'-2 a) ;.<~•)Y-2 + .. . + ~21'-2u} (44) 

v=x 

- o<2 • - 2u)- ( (• ) <•>) -. -rp,rp .. 

J (p, = 0, 2, .. 0 ' v - 2)' 
\ (a = 0, 2, .. . , v), 

f (p, = 0, 2, 0 • • ' v - 2) ' 
l (a = 1, 3, ... , v- 1), 

(a = 0, 2, ... , v), 

H auptjall IV: 
Y- 1 Y-3 

Qu = o<02v-2u) ;_<~·)2 + d,12•-2a) ;_<p)T + . .. + o<2•- 2 • ) 
•-1 v=x -2-

{ 
(p, = 0, 2, 0 0 0' v- 1)' 

(a = 1, 3, ... , v). 

Die O~e> bedeuten hierin rationale Kovarianten von der Ordnung e in den 
Variablen :21_ , x2 und vom Grade T in den Koeffizienten der Grundform /. 
Bemerkenswert ist, daJl zu ihrer Bestimmung und Darstellung durch iiber
sichtliche invariante Bildungen allgemeinen Prinzipien gemii13 die Berech
nung der Leitglieder, d. h. der Koeffizienten der hoohsten Potenz von :21_ 
ausreicht. 

In ahnlicher Weise wie die einfachen Uberschiebungen lassen sich auch 
andere simultane Kovarianten des Formensystems rp ausdriicken; so er
halten wir z. B. fiir den ersten Hauptfall das Produkt der Formen rp und 
ihrer Funktionalinvariante, wenn wir aus der Simultankovariante mit 2 v 
Variablenreihen 

rp<o> (x) rp(o) (y) rp(l) (x) rp<1> (y} .•• rp<•> (x) r:p<•> (y) = oc~W tfvo>• cx~w {J~>" •.• ex~>· {f;>• 
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die invariante Bildung 

{O)• (1)• {,.)• ({J{O) {J{1)) ({J{1) {J{2)) ({J{v-1) {J{")) oc., a:., . • . ex., • • • 

ableiten und dieselbe als rationale Kovariante der Grundform f darstellen. 
Doch erscheint ein weiteres Eingehen auf Fragen solcher Art an dieser Stelle 
nicht angebracht. 

Was nun zunachst den ersten Hauptfall betrifft, so reprasentiert die ent
sprechende Forme! in Tabelle ( 44) fiir p, = 0, 1, ... , 'V und ein festes a v + 1 
Gleichungen, und es folgt somit durch Elimination von 

oi2 .. -2o)' 0~2v-2u)' •• • ' 0~21'-2€1) 

das Verschwinden der Determinante 
,{0)>-1 ,{0)''-2 1 (m{O) {0)) _ 0{2>'-2<1) , {O)• 
II ,11 , ••• ,, T ,rp a 0 II 

,(l)V-1 ,{1)V-2 1 (m{l) (1)) _ 0{2•-2<1) ,{1)" 
II ,11 , ••• ,, -r ,rp a 0 II 

1{•)''- 1 ,{v)l'-2 .1 
A , A , • •., , 

Multiplizieren wir andererseits dieselbe Formel zuvor mit J{ftl und driicken 
dann ;,.<,•>•+r mittels der determinierenden Gleichung (5) durch die niederen 
Potenzen von A_{P) aus, so folgt durch Elimination von 

m21'-2<1)' 0~2v-2<1)' • • • ' o~:;;:-2<1) 

da.s Verschwinden der Determinante 
1(0)V- t ,(OJ>- 2 1 ,(OJ ( (OJ (OJ) _ 0(2v- 2aJ ,(OJV 
II ,11 , •• • , ,11 f{i ,rp a 1 II 

,(1)>-1 ,(l)Y-2 1 ,(1J ( (1) (1)) _ 0(2v-2aJ 1(1J1' 
II ,11 , ••• , ,11 f{i >f{i a 1 II 

! •••••••••••••••••••••• 

! ,(pJV- 1 1{>JV-2 1 ,{>) ( (>'J (yJ) - 0(21'-2<1) 1(v)V 
i ll ,11 , ••• , ,11 f{i , f{i a 1 II 

Die Entwickeluug der erhalteneu Determinanten nach ihrer letzten Vertikal
reihe ergibt schlie.Blich die heiden Relationen 

(tp<O)' tp<O))~ + (tp(l)' (/!(1))., (tp(V), rp<">)., - 0 (2 ,._2 <1) 

Ilo lit + ... + II,. - o ' 

).CO) (tp<O) ' (/!(0))~ + ).!1) (tp<l), (/!(1)), + • • • + ).!V) (rp<V) , tp<">)., = d]_2 >- Z<1J 

l10 Il1 II,. 

(a = 1, 2, ... , '1') , 

wo allgemein II, das Produkt der Differenzen von A,<"> mit den iibrigen A 
bedeutet. lm zweiten Hauptfalle erhalten wir in analoger Weise fiir ein 
gerades a durch Elimination von 
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die Relation 

}.(0) (<p<Ol~_<p''l)a + }.(2) (<p<~<3) 2": + • • • + ;.<>'-1) (<p<>-1) ,_<£~).!' = [ft2v-2a) 

IIo II. IIv-1 

(cr = 0, 2, ... , v -- I), 

und fiir ein ungerades cr durch Elimination von 

0~2~-2a)' 0~2v-2a)' ••• 'o~~l-2a): 

§3 

(<p<Ol!... <p<'>)~ + (<p<•>, <p(3l)u + • • • + (<p<>- 1>, <p<•l)u = O(o2v-2a) ( 1 3 ) 
II II II CT=, , ... ,V. 

0 2 v - 1 

Fiir den dritten Hauptfall folgen nach entsprechender Behandlung unseres 
Gleichungssystems (44) die Relationen 

2 ( <p(O)' <p(1) )., + 2 (<p(2)' (/)(3))0 + • • • + 2 ( !J'(V- 2)' !J'(V-1))11 + ( !J'll') '- (/l(V) )(1 = 0~2 ._2 !1) 

II0 II2 II•-• II,. 

(cr = 0, 2, ... , v), 

.1\(0) (<p(O)' <p(l))u + }.(2) (<p(2), !]'(3))0 + • • • + }.(V-2) (<p(J•-2>, (/l(J•- 1))0 = o<[•- 2 f1) 

Il0 II2 II._ 2 

(cr =I, 3, ... , v-I), 

und fur den vierten Hauptfall endlich wird 

(<p(O), (/)(1)).,- + (<p(2), (/)(3))0 + • • • + 
n 0 n 2 

.1\(0) (<p(O)' (/l(1)la }.(2) (<p(2)' !J'(8)lo }.(V-1) (<p(V-1)' (/l(V))11 (Zv- 2 r1) ---'--'---------' ---- + ---- + ... + ------- - = 01 
~ ~ ~1 

(cr = 1, 3, ... , v), 

wo hier n,. das Produkt der Differenzen der Wurzel ).C><) mit den iibrigen ). 
von geradem Index bedeutet. Durch Berechnung irgend eines bequem ge-

wahlten Gliedes der Determinanten L1 (x, x, A.) resp. L1 ~::).) erweist sich 

nun in allen vier Hauptfallen einerseits der Ausdruck 0~2 ·- 2 ") fiir cr = v, 
andererseits der Ausdruck Oi2•-Z•) fiir cr =v-i als von Null verschieden. 
Es bedeutet somit 0~0> eine endliche Zahl E, wahrend Oin> der Grundform f 
proportional ausfallt. Beriicksichtigen wir ferner, daJ3 jene Ausdriicke fur 
alle anderen W erte von cr wegen der Unmoglichkeit invarianter Bildungen 
von entsprechenden Graden notwendig identisch verschwinden miissen, so 
nehmen unsere obigen Formeln folgende definitive Gestalt an: 

Hauptfall 
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(a= 1, 3, ... , v - 2), 
und 

Hauptlall I: [(OJ (cpl01, cp<0>)., + zu> (cp<l), cp<l>).,+ ... + z<•J (cp<•>, cp<•>)., = 0 

(a = 0, 2, ... , v - i - 2, v - i + 2, ... , v), 

Hauptlall II: z<o> (cpW>, cp<1>)., + [<21 (cp<2J, cp<3>)., + ... + [<•-1) (cp<•-11, cpl•l)a= 0 

(a= 0, 2, ... , l'- i- 2, v-i+ 2, ... , v -1), 

Hauptlall III: z<o> (cp<o>, cp<l>)" + [<2> (cp<2>' cp<a>)., + ... + z<•-2> (cp<,.....2>' cp<•-1>)., = 0 

(a= 1, 3, ... , v- i- 2, v - i + 2, ... , v- 1), 

Hauptlall IV: [<o> ( cp<o>, rpU>).,. + 1121 (cpi2J, cp<al)" + ... + [h~l> (cp<•-lJ, rp<">)" = 0 

(a= 1, 3, ... , v-i- 2, v-i+ 2, ... , v), 

und endlich 
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HauptfaJl I: zw> (rp<o>, rp<01 lv-i + [(1) (cp<lJ, cp 11 '),._; + .•• + [(•) (cp(•·>, cp(.-)l.-i -I l 
Hauptlall II: [to> (cp(o>, rpU>)._; + [12> (cpl2l, cp<al)•-i + ... + z<•-1> (cp(•-ll, cp<d)._1 :1: 
Hauptlalliii: Z<ol (rp(o>, rp<ll),_; + Z<2> (cp<2>, cp<a>),._; + .•. + z<•-2>(cp<"-2>,cp<>·-ll),_;= I, j 
Hauptlall IV: zw> (rp<o>, cp<ll).-; + [<2> (cp<2>, rp<a>)._; + ... + l<,..._lJ (cp(,.....1>, cp<•>),_; =I. 

In Tabelle (45) nehmen die Ausdri.icke linker Hand fi.ir a= v einen end
lichen ZahlenwertE an, und in den Tabellen (46) und (47) bedeutct allgemein 

),(1<) ).IY.) 

~~> eine dem Quotienten ll resp. --;-- proportionate Konstante. 

Zugleich sei an dieser Stelle dara"~f aufmerksam gemacht, dafi man in 
analoger Weise wie 0~"-2 v> und Oi2"-2 "> auch die weiteren rationalen Kova
rianten 0~"-2 ">, 0~2 ·-2 ">, .•.. , 0~2 ·- 2 "> durch Summen von der Form 

~ A2 (rp, rp)u, ~ A3 (rp, tp)u, • • •, ~A" (tp, tp)u 

ausdri.icken kann, und wir werden spater an Beispielen bestatigt finden, wie 
in der Tat ein Verfahren dieser Art zu bemerkenswerten Darstellungen ge
wisser rationaler Kovarianten der Grundform fi.ihrt. 

Die eben abgeleiteten Tabellen zeigen, da.B zwischen den quadratischen 
Kovarianten der Formen cp immer je zwei voneinander unabhangige lineare 
Identitaten bestehen. Inwiefern dieselben in ihrer Gesamtheit das fri.iher 
gefundene System invarianter Eigenschaften (4) in sich enthalten oder ver
vollstandigen, ist au£ Grund folgender lJberlegungen zu entscheiden. 

Hilbert, Gesammelte Abhandlungen. Bd. II. 5 

( 4 li) 

(47) 
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Wir verstehen unter <p, tp, X drei beliebige Formen v-ter Ordnung und 
bestimmen die Zahl aller linear unabhangiger Simultankovarianten von der 
Ordnung v, welche die Koeffizienten jeder einzelnen Form nur im ersten 
Grade enthalten. Die gesuchte Zahl ist nach bekannten Satzen gleich der 
Differenz der Anzahl der Darstellungen der Zahl v und der Zahl v - 1 als 
Summe dreier Zahlen aus dcr Reihe 0, 1 , 2, ... , 'II. Wir finden diese An
zahl gleich 'II + l und schlieBen daraus, daB zwischen irgend v + 2 Kovarianten 
der fraglichen Art etwa den Kovarianten 

(q;, x> .. ·w. (q;, (1J!·x)\, (q;, (1J!, x>l),_l, ... , q;·(1f1, x), 

allgemein eine lineare Relation mit Zahlenkoeffizienten besteht, welche die 
Gestalt 

(q;, X),·tp = co(q;, (1J!·x)) .. + cl(q;, (1J!, xh),_l + · · · + c,q;·(tp, x), 
besitzen moge. Die V ertauschung von tp und x liefert eine zweite Forme!, 
deren Kombination mit der urspriinglichen die heiden Relationen 

(q;, x), •1J! + (q;, 1J!), ·X= 2co (q;, (tp · x)),. + 2cz (q;, (1J!, X)2),_2 + · · ·,} 
(q;, X),·1J!- (q;, tp),· X= 2Ct(q;, (1J!,Xh),_l + 2ca(q;, (1J!, x)s),_3 + · · · (4B) 

zur Folge hat. Bilden wir nun die (v - u)-te Dberschiebung der Form f(l<i<l 

tiber die Formensummen linker Hand in den Tabellen (45), (46), (47) und 
multiplizieren die entstandenen Gleichungen mit c", so liefert die Summation 
fiir u = 0, 2, ... , v resp. l, 3, ... , v mit Benutzung der Relationen (48) 
das Ergebnis 

Hauptfall I: 
(tp<~_tp<O>), p_~~ + (tp<~<l. tp<'>), tp''' + ... + 0:>(/"). tp<">),. 'P(V) = c,. E q;<."). 

ll0 ll1 II, 

(49) 

H auptfall IV: 
(9'(/"). 9'(1)), '1'(0)- (tp(l'). '1'(0)), fP(l) + (cp'"'. cp<3>), cp<2J- (tp<l"). p<•>), cp<"> + ... 

no n2 
(tp(l') > 'f'(1')), 'f'(V-1) _ (<p(/") t 'f'(l•-1)), 'f'(J') I + . --- ii-------------- - = c,. E f(!<1 > , 

v-1 
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und 

Hauptfall I: l!OI (rp<l•l' rp<OI)~ rp<ol + z(l) (rp'ld' rp<ll), 9'(11 + ... 
+ zcvl (rp'ld' rp<"l), (jl(vl = c~-i ((ji<i<l' /);' 

Hauptfall II: zcol (rp<l'l' rp(ll), 9'(01 + l(l) ((jl<l·l' 9'(01), rp(l) + ... 
+ zc•-11 (rp<lt), 9'<•1), rp<•-11 + z<•l (9'< ... 1, 9'<•-ll), rp<•l = c,_; (rp'"l, /);, 

Hauptfall III: liOI ((ji<id' rp<ll), rp<OI + z(l) ((jl(pl' 9'(01), rp<ll + ... 
+ zcv-21 (9''1'1' rp<•-11), (jl(v--21 + zc-11 (rp<l'l' (jl(v-21)~ rp(>-11 + zcvl ((jl(ftl' 9''"1), 9'(~1 

= c,_; (rp<Pl' /);' 

Hauptfall IV: 

+ lC21 { (rp<ld, rp<31),. rp<21 _ ((jil!tl, rp<2l), g;<31} + ... 
+ zcv-ll { (g;<l'l, rp<"l), g;C>-11 _ (q;C,"I, rp<•·-11), g;<•·l} = c,._; ((j!Cpl, /);, 

oder mit Benutzung der anfangs abgeleiteten invarianten Eigenschaften (41) 
des Formensystems g;: 

Hauptfall 1: (g;<.•· 1, rp<·"1), = E' Il1, 

Hauptfall II: (rp<pl, g;<.u+ll), = E' Ill' 

Hauptfall III: (g;Cpl, rp<l•+ll), = E' II1, 

(g;<•l' rp<•l), = E' II,.' 

H a·uptfall IV: (g;<1•l, g;<pHI), = E' n1, 

und 

(p, = 0, 1, ... , v), I 
(p, = 0, 2, ... ' v - 1)' 

(p, = 0, 2, ... ' v - 2)' (50) 

(p, = 0, 2, ... ' v - 1) 

Hauptfall I, II, III, IV: (/ , 9'<1<l); = -E" J.<1<l 9'<"> (p, = 0, 1, ... , v), (51) 

worin E', E" andere von Null verschiedene Zahlen bedeuten. Der eben 
vollzogene Dbergang von dem Formelsystem (45), (46), (47) zu (50), (51) 
gibt zu SchluBfolgerungen von endgiiltiger Bedeutung AnlaB. Zunachst sind 
die Formeln der Tabelle (50) deshalb interessant, weil sie die allein von Null 
verschiedenen quadratischen In varian ten der Formen g; in einfacher Weise 
als Funktion der Wurzeln A darstellen. Unter Zuhilfenahme der friiher ge
fundenen Relationen (43) zeigen sie ferner, daB fiir die ersten drei Haupt
faile das Quadrat der Funktionalinvariante der Formen 9' bis auf einen 
Zahlenfaktor mit der Diskriminante der determinierenden Gleichung und im 
vierten Hauptfalle jene Funktionalinvariante selbst mit der Diskriminante 
der durch Wurzelziehen reduzierten determinierenden Gleichung iiberein
stimmt. Andererseits ist bemerkenswert, daB die Existenz linearer Rela
tionen zwischen den quadratischen Kovarianten von der Art der Tabelle {45) 

5* 
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fur das Formensystem cp keine neuen Eigenschaften bedingt, sondern viel
mehr nur das bekannte Bedingungssystem (4I) bestatigt. Betrachten wu 
namlich ein beliebiges System von v + I Formen v-ter Ordnung 

(p = 0, 1, ... , v), 

fur welches die invarianten Bedingungen (41) erfiillt sind, so folgt nach 
dem Multiplikationsgesetze der Determinanten: 

0 Y2 (;) Yt Y~-t y'{ 
0 x'{ - x;-l x2 · · ·(-I)'" x; 

0 Ot(O) ~Y-!.~1 Ot(O) 0 Q(!O) - (;) OtiO) ... (-Ir rx~o, 
~ 0 0 

0= 0 (].(1) (1) (1.~1) (/.~1) - (n ocil) ~ (].•-1 0 ... (-1)' (].~1) 

Jo ry_<•l (•) (•·) . 
~ (].··-1 oco 

rx<•l -(;) rxi~> · · · (-I)" rx~·> 0 0 

(xi Y2- X2 Y1)'' cp<o> (x) cp<ll (x) cp<•·> (x) 

cp<o> (y) (cp<Ol, cp<Ol),. (cp(O), (/JUI),. ..• (cp<Ol, cp<••>),. 

cp<•·) (y) ( cp<•·), cp<Ol)v (cp<•l, (/J(ll),. ••• (cplrl, cp<•·>),. 

Durch Auswertung der letzteren Determinante erhalten wir auf Grund der 
vorausgesetzen Beschaffenheit des Formensystems cp bzw. in den vier Haupt
fallen die Gleichungen 

H auptfall I: 

II auptfall II: . 
9'<0> (x) 9'<'> (y) rp<O> (y) rp<•> (x) , rp<•- •> (x) ?J'''l (y) 9'"'-t> (y) rp"'> (x) 

(p<O)' p<'>). - (p<O>~p'''),. T •.. + - (p••·-11' p'''l),. - -(~~i, ,q!i·i ):-

= (xl Y2 - X2 Y1)'', 
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H auptfall IV: 
tp<OJ (x) tp<1J (y) tp<O> (y) tp<1> (x) tp<•-1> (x) tp<•> (y) tp'•-t> (y) tp<•> (x) 

(tp(O) > 1}'(1)),. - (p!O), 1}'(1)),. + • • • + (p<> 1), p<V))~ - (p(V 1), p<"l)v 

= (xl Y2 -x2 Y1)•. 

Nach Anwendung des vorhin charakterisierten Differentiationssymbols !J" 
auf diese Formeln und nachtraglicher Riickkehr zu einer Variablenreihe 
Xj_, ~ erkennen wir in dem Ergebnisse unsere friiheren Formeln der Tabelle (45) 
wieder. Umgekehrt zieht die Existenz der Relationen von der Art der 
Tabelle (45) das Bedingungssystem (41) nach sich. Benutzen wir namlich 
die friiher erwiesene Tatsache der linearen Unabhangigkeit der Formen q;, 
so folgt aus den Formeln (49) das Verschwinden der einzelnen mit jenen 
Formen q; multiplizierten Ausdriicke, d. h. ihrer beziiglichen v-ten Uber
schiebungen, wie es das Bedingungssystem (41) verlangt. Das Verschwinden 
jener quadratischen Invarianten und die Existenz der Relationen von der 
Art der Tabelle (45) reprasentieren mithin fiir unsere Formen q; zwei Be
dingungssysteme, welche sich nicht erganzen, sondern vielmehr einander 
vollig aquivalent sind. Anders verhalt es sich mit dem Bedingungssystem 
in Tabelle (46), welches jedes der friiheren Systeme genau vervollstandigt. 
Wie namlich der Ubergang zu den Formeln (51) lehrt, reicht die Hinzufii
gung dieses Systems fiir die Formen q; hin, damit dieselben im fraglichen 
Sinne einer Grundform f zugehoren. Wir gewinnen auf diese Weise das 
Ergebnis: 

Verschwinden fur ein System von v + 1 linear unabhiingigen Formen q; 
v-ter Ordnung alle quadratischen I nvarianten mit A usnahme der bzw. in Tabelle { 42) 
angegebenen, so bestehen gleichzeitig zwischen den quadratischen Kovarianten 
des Formensystems bzw. lineare Relationen von der Art der Tabelle (45) und 
umgekehrt. Existieren Ierner fur dasselbe Formensystem obenein bzw. v + 1, 
11 t _!, i-, ~-{ 1 Konstante l von der Art, da{J zwischen den quadratischen Kova

rianten die linearen Beziehungen in Tabelle (46) stattfinden, dann und nur 
dann geh6rt das Formensystem q; im Sinne der Bedingungsgleichung (4) einer 
Grundform I von der Ordnung n = 2 i zu. Die Grundform f erhalt man bzw. 
aus den Formeln der Tabelle (47), wahrend die irrationalen Invarianten ;. den 
Konstanten l sowie den entsprechenden Invarianten (q;, q;). von endlichem 
W erte proportional ausfallen. 

Was die Anzahl der Bedingungen fiir unser Formensystem q; betrifft, 
so steht das eben gewonnene Resultat mit der direkten Konstantenabzahlung 
in bestem Einklange. Beachten wir namlich, daB bei unserem Verfahren 
aile nur um konstante Faktoren differierenden Formen q; zu der gleichen 
Grundform I AnlaJ3 geben und auJ3erdem im vierten Hauptfalle jede Form 
durch eine beliebige Form des entsprechenden Biischels ersetzbar ist, so 
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haben wir fiir das System von v + 1 Formen v-ter Ordnung in den ersten 
drei Hauptfallen v (v + 1), im vierten Hauptfalle nur (v- 1) (v + 1) ver
fiigbare Konstanten in Anrechnung zu bringen. Das Bedingungssystem (41) 

enthalt nun offenbar in den vier Hauptfallen resp v (v +_!2 (v-.11_..0'_ + !1 
. 2 ' 2 ' 

v (v: 2), (v - 1)2(!:_±_1) einfache Bedingungen, und betreffs des zweiten Be-

dingungssystems (46) zeigt eine leichte Vberlegung, dal3 dasselbe resp. mit 

v(v:l) (2i+ 1), (v~l)2 -(2i + 1}, ~-(2i + 1) , (v -l)2(v+l) -(2i + 1) 

einfachen Bedingungen aquivalent ist. Die Anzahl der noch willkiirlichen 
Parameter des Formensystems rp ist somit bzw.: 

Hauptlall I: 
v(v+1) 

H auptlall II: 

v (v + 1) 

Hauptlall III: 
v(v+1) 

Hauptlall IV: 

v (v + 1) 
--- 2-

_ (v -1) (v + 1) _ {(v -t_!)_~ 
2 2 

v (v + 2) 
- --2- - {~ 

-(2i+1)}=2i+1, 

-(2i +1)}=2i+ l, 

-(2i+l)}=2i+l , 

(v- l) (v + 1)- (v - 1)2(v + 1) - {'v - 1)2(v j-1) - (2i + 1)} = 2i + 1 ' 

und stimmt in der Tat fiir aile vier Hauptfalle mit der Koe££izientenzahl 
einer Grundform I von der Ordnung n = 2 i iiberein. 

Das am Schlusse der Einleitung gekennzeichnete Problem verlangt nun
mehr zu seiner volligen Erledigung nur noch das Studium der moglichen 
Ausartungen und speziellen Vorkommnisse. 

§ 4. Die Ausartungen des Formensystems cp. 

Die Konstruktion eines vollstandigen Formensystems rp ist in der oben 
beschriebenen Weise offenbar nur dann durchfiihrbar, sobald einerseits die 
v + l Wurzeln A der determinierenden Gleichung, von ihrer paarweisen 
Gleichheit im vierten Hauptfalle abgesehen, untereinander verschieden aus
£allen, andererseits die kovariante Determinante (18) resp. (30) £iir keinen 
jener Wurzelwerte A identisch verschwindet. Das Zusammenfallen von Wurzel
werten A sowie das identische Verschwinden jener irrationalen Kovariante 
bedingen dementsprechend Vorkommnisse besonderer Art, die in ihrer Ge
samtheit um so mehr eines eingehenden Studiums bediirfen, als dieselben 
ein gefiigiges und rationelles Mittel zur Untersuchung der Ausartungen der 
Grund£orm I selber an die Hand geben. 
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Urn bei der Mannigfaltigkeit der zu berlicksichtigenden Ausnahmefalle 
befriedigende Vollstiindigkeit zu erzielen, erweisen sich zuvor einige Hilfs
betrachtungen bezliglich einer Verallgemeinerung der Determinantenbil
dung (18) als unerliiJllich. Zu Bildungen dieser Art flihrt eine Modifikation 
der frliheren Formulierung und Behandlungsweise unseres Problems, indem 
wir nunmehr die weitergreifende Frage nach den Formen "Pr mit den Be
dingungen 

(/, ?p,)i- A. "Pr + u (y x)• + ulll (ylll x)• + · · · + u<•> (y<•> x)• = 0, } 
(52) 

?p,(xlll) = 0, "Pr(x12l) = 0, ... , ?p,(x<•>) = 0 

aufwerfen, wobei 

x~1), x~l), .. . , x1•>, x~>, y~l) Y~l), ... , Yl') y~·> 

gegebene Gro.Ben, u, ulll, .•. , u<•> dagegen verfiigbare Konstanten bedeuten. 
Betrachten wir dann allgemein die durch (n + 1)-fache Rii.nderung aus Ll (/.) 
hervorgehende Determinantenbildung 

(
x, y ) 
xlll, ynl 

L1 0 0 0 0 ;. 

'x<n)' y(;r) I 

... , ... ' 

... , k1 (V) v-1 (V) (n ) (n)• - 1 
• ai+t, - - 1 Yt Y2 , · · ·' - 1 Y1 Yz • 

k0ai-(- 1rt., k~ ai t-t , .. . , k; ai+•·, ( -Ity~, ... . , ( -1)" Yl"'>•, 

X~' (,) •-1 - 1 xl Xz ' ... , ( -1)" xi, 0, ... , 0, 

(l)• - ( ,) (1) (l)''- 1 ( -1)" (l)'' 0, 0, Xz , 1 XI Xz ' , •• ' X1 ' ... ' 

(n)• - ( l/) X(JI) X(;r)V- 1 ( - 1 r X(n)V 0, 0, Xz , 1 1 2 , ••• ' 1 ' ... , 

so ergeben sich nach einfachen und schon friiher angewandten Determinanten
sii.tzen flir die Form "Pr und die Konstanten u,, von einem willklirlichen 
Proportionalitiitsfaktor abgesehen, die folgenden Ausdrlicke: 

(53) 
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tp, =A 
(

x, y 

X. (1), y<11 

xC2), yC2) 
. . . . . . 
~ . . . . . 
xC•l, y<•l 

u • ( ::::: :::: ) Ll ...... A , 
. .... . 
x<•l, y<n 

I ) . ) 

x<tl, y x<ll, y 
x<2l y<2l xC2l Y' 1) u~ll = Ll ( .. .' .' . . A , ... , u!'> = Ll ( .. .' .' • • A . . . . . . . . ..... 
xl•l, yc•l x<•l, y<•-1l 

§4 

Da die Gleichung (52) durch Einsetzung dieser Werte fiir 1p,, u,, u~l)' .. . , u~'1 

identisch erfiillt sein mu.l3, so ist eine a-malige Differentiation derselben nach 
A gestattet, und wir erhalten dadurch die weitere Beziehung: 

( fJ"'I') fJ"'I' f)u-l'l' auu auu(l) 
/, a;./ i- A a;./- a a;.u-1• + 7JI<} (y x)• + af}- (y<1) x)• + ... 

auu!r) + ·-a;.:- (y<•l x)• = 0 . (54) 

Der invariante Charakter unserer allgemeinen Determinantenbildung (53) 
lii.l3t sich durch iihnliche Schliisse und Uberlegungen erweisen, wie sie oben 
zum Nachweise der gleichen Tatsache fiir die Determinanten (6) und (18) 
notig waren; es gilt demnach der Satz: 

Nach Entwicklung der Determinante in Potenzen von A wie folgt: 

x<ll, y<Il 
(

x, y ) 

L1 :::::: A = C0 ).•-n: + C1 ).v-n-1 + ... +c.-.... 

x(a), y(:r:) 

bedeuten die Koejjizienten C0 , C1 , •.. , C•- .n: rational£ Kovarianten von der 
Ordnung v fiW jede der 2 (n + 1) Variabknreihen 

... , 

dagegen resp. vom Grade 0, 1, ... , v - n in den Koefjizienten der Grund
form f. 

Es eriibrigt noch, die nach A genommenen Differentialquotienten unserer 
allgemeinen Determinante (53) mit gewissen einfachen Invariantenbildungen 
derselben in Zusammenhang zu bringen. Schreiben wir zu dem Zwecke jene 
Determinante allein als Form des Variablenpaares ~, :1:2; y1, y2 betrachtet, 
in der Gestalt 
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L1 
(

:: ('·.1):':~:(1•)• ) 1 1< A. = - "-'-., (v) ('~') Ll" x<'> xt•-•> y<"> y<•-><> 
..:::..;, "<12 12 

;);('f)l y(:!t) I 

=A B oc• R• x<•l ••• xl7fJ y<•J •.• 11P<l x 1-' 11 • 

so stellt der Ausdruck 

" 
- 2} ( -1)" (;) Ll~-.. = A.,,,, ... zP"' B11,., ••• 11cn, (oc pr (55) 

eine Invariante dar, welche nur noch die iibrigen Variablen 

xill, x411 ; Yi11, Y411 ; • • • , xf':l, x~"''; Yi"'. Yi:r' 
enthalt. Die in der Summe zur Verwendung gelangte Bezeichnung L1 7 bedeutet, 
wie man erkennt, allgemein die auf das Element k: ai-•+,.+• beziigliche 

Unterdeterminante der Determinante L1 : : : : : : ;, . Andererseits setzen ( 

xt1l, yt1l ) 

;z;(:r), yVr) 

wir nun in der 1-ten, 2-ten, ... , (v + 1)-ten Horizontalreihe der letzteren 
Determinante fiir A. bzw. A.o, At• ... , A.. ein und erteilen unter Vermittlung 
der so erhaltenen Determinante Ll' dem nach A. genommenen Differential
quotienten der ursprlinglichen Determinante die Gestalt 

( 

x<lJ, y<lJ ) 

aLl · · · · · ·A 

X(ll", y(;t) I [aLJf aLJf aLl'] 
-··--··-= -+-+ .. ·+-- . a;. aAo aA1 iH. ; .• ~; .• ~···~; .• ~;. 

(56) 

Zufolge der Beziehungen 

(-1)•+IL1' = A0 L12 + · · · 
=- (r) ;,1 LIL1 + · · · 

= ( -1)• A.. Ll~ + ... 
erkennen wir, vom Vorzeichen abgesehen, die Ubereinstimmung der rechten 
Seite von Formel (55) mit der linken Seite in Forme! (56) und gewinnen 
damit das Resultat 

(

x<ll y<ll ) 

aLl : : : : : : A 
x<m y<m ······-- -·ai---.:_ = ( -l )• A.,,,, .. , xl:rl B11ctl ... 11<nl (IX (3)•, 
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dessen a-malige Anwendung zu dem allgemeinen Satze fiihrt: 
Schreiben wir die Determinante (53), allein als Farm der V ariablenpaare 

... ' 
betrachtet, in der symbolischen Gestalt 

IX y ) 
A (X: (:'1):' :y:(l:) LJ A = A B oc'' Rv ocO>" R(t)• 

, z(a) •• • z(.;t) y!o) ... y!T<) z f' !I z!l) f'yUI 

x<">, y<"> , 

so gilt fur die lineare lnvariante dieser Form die Relation 

o".d :: :': : >'-(

x!a) y!a) ) 

xcm yc"'> 
= (- )•" ' (57) 

oA. 

Nach diesen einleitenden Betrachtungen wenden wir uns der vorhin in 
Aussicht gestellten Untersuchung zu, indem wir zur leichteren Orientierung 
in der Gesamtheit aller moglichen Ausartungen des Formensystems p drei 
Gattungen unterscheiden, die in der angewandten Reihenfolge den Fort
schritt von der einfacheren zur zusammengesetzteren Ausartung erkennen 
lassen. 

An erster Stelle behandeln wir den Fall der blo13en Existenz einer (e + I)
maligen Wurzel A_<o>; derselbe besitzt die charakteristischen Kriterien 

iJ,d (A_ COl) 

{1).!0) = 0, 

{11l+l,d (J.!O>) 
a J.cW+' =+= o' 

(58) 

Da die letztere Determinante L1 (x, y, A_!O>) nach den Ausfiihrungen auf 
S. 52 im vierten Hauptfalle stets identisch verschwindet, so bleibt die in 
Rede stehende Ausartung in der verlangten Reinheit ausschlie13lich den drei 
ersten Hauptfallen vorbehalten. Die obigen Kriterien liegen irrational vor, 
lassen sich jedoch auf einfache Weise in eine rationale Gestalt umsetzen, 
sobald wir zwischen den invarianten Koeffizienten J0 , Jl> ... , J,+ 1 der deter
minierenden Gleichung (5) die Bedingungsgleichungen fiir das Statthaben einer 
(e + I)-fachen Wurzel aufstellen. So geniigt beispielsweise zur Charakteri
sierung unserer Ausartung fiir e =I das Verschwinden der Diskriminante 
der determinierenden Gleichung. 

Was nun die Bedeutung des gekennzeichneten Ausnahmefalles betrifft, 
so finden wir unter Benutzung der charakteristischen Kriterien (58) aus 
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Formel (54) fiir 7: = 0, (1 = 0, 1, ... , e und A.= ).COl das Gleichungs-
system 

(f • "Po); = ;.co> "Po 

(/ ~) -},.<0)~+ • a;.<•l ; - a;.<ol "Po 

(/ o2tpo ) - },.!0} a2'1'o __ + 2 a 'Po 
, a;.<ol• i- a.il<OI' a;.<ol 

wobei die rechter Hand definierten Formen 

"Po= Ll(x, y, A.<O>) 
otp0 a .d (x, y, J.l"l) 

- a;.<ol - = --- a;.1o1 

a2'1'o i.)2LJ(x, y, ).101) 
ai!Oi-.- = o).<OI• 

~o_ o2 'Po ae 'Po_ 
"Po' a ;.<•1' a;.<o1• ' • • ·' a ;.<o1!1 

als Funktion des Variablenpaares x1 , x2 und eines Parameterpaares y1 , y2 

zu betrachten sind. Die Form tp0 ist wesentlich nichts anderes als die friiher 
benannte Form q;<0>, und fiir die iibrigen Formen der obigen Reihe kann die 
Variation des Parameterpaares y1 , y2 nur innerhalb gewisser Grenzen von 
EinfluB sein, wie dieselben in folgendem Ansatze zum Ausdruck gelangen: 

VJo = tp<Ol (X) x<OJ (y)' 

:;~1 = tplll(x) x<O>(y) + tp!Ol(x) x<ll(y)' 

1 a2 'P 2T a;.<•~· = tp<2>(x)x<O>(y) + tp<ll(x)x<l>(y) + tp<O>(x)x<2>(y), 

__!_ ae'l'o = tp<el(x)x<Ol(y) -t- tp<e-ll(x)xOl(y) + ... + tp<O>(x)x<e>(y). 
(]! i.),1.101t! • 

Es ist damit ein System von Formen tp<0>, 1p<1>, tp<2>, ... , tp<el definiert, fiir 
welches das obige Gleichungssystem die Gestalt annimmt: 

{f, tp<Ol); = },.COl tpCO) 

{f, tp!ll); = ).COl tp!l} + tp<Ol 

(/' tp<2>)i = },.!0) tpl2) + tp<ll 
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Mit Riicksicht auf das Statthaben eines solchen kettenahnlichen Algorithmus 
moge die Formenreihe tpn>, tp<2>, ••• , tp<fll die e-fache Fortsetzung der Form 
tp<o> = p<o> genannt werden, und es gilt dann der Satz: 

Die den Kriterien (58) entsprechende Ausartung bedingt fiir die Form p< 0> 

die Existenz einer e-fachen Fortsetzung, deren Repriisentanten tp<1>, tp<2>, •.• , tp<el 
durch die Gleichungen (59) de/iniert sind. 

Betreffs der Formen X sei noch bemerkt, daB dieselben zu keinen neuen 
Form bildungen AnlaB geben, sonderil bzw. mit den Formen 'P wesentlich 
aquivalent erscheinen. Da jedoch ein naheres Eingehen auf diesen Punkt 
eine Unterscheidung zwischen den drei HauptHillen erfordert, so sei hier 
der Kiirze halber nur auf die Beispiele im folgenden Paragraphen ver
wiesen. 

Die Umkehrung obiger SchluBfolgerungen lehrt ferner, da(J die Existenz 
jener e-fachen Fortsetzung auch ihrerseits die charakteristischen Kriterien (58) 
unserer Ausartung als erfiillt voraussetzt. 

lndem wir. somit die notwendigen Folgen und hinreichenden Ursachen 
der in Rede stehenden Ausartung zur Untersuchung gebracht haben, ist in 
den Form en tp<ll, tp< 2>, ••. , tp<l!l gleichzeitig ein geniigender Ersatz fiir die 
offenbar in W egfall kommenden Formen p<1>, p<2>, ••• , p<el des allgemeinen 
Falles beschafft. Eine einfache Uberlegung zeigt namlich, daB samtliche 
fiir die Formen p<ll, p<2>, ••• , p<e> als Teil des Formensystems p giiltigen 
Theoreme des allgemeinen Falles nach geringen Modifikationen die Uber
tragung auf die Formen tp<1>, tp<2>, ••. , tp<e> gestatten. Ohne jedoch die 
SchluBfolgerungen des vorigen Paragraph en unter den so veranderten V er
haltnissen mit genauer Unterscheidung der einzelnen Hauptfalle zu wieder
holen, mogen an dieser Stelle nur folgende Hauptpunkte Erwahnung finden. 

Die v + 1 Formen tp<0l = p<0l, 'P(l), tp<2l, ••. , 'P<e), p<e+Il, p<e+2), ••• , p<~> 
bilden ein System linear voneinander unabhiingiger Formen v-ter Ordnung. 

Die v-ten Uberschiebungen einer Form 'P mit jeder zu einer einfachen 
Wurzel A,<~> gehOrigen Form p<"l verschwinden, wiihrend fiir die 11-ten Uberschie
bungen der Formen 'P untereinander Relationen gelten, deren Gestalt von der 
Eigenart des betrachteten H auptfalles abhiingt. 

Zur Dbertragung der weiteren Theoreme des allgemeinen Falles haben 
wir nur notig, an Stelle der Formeln (21), (22), (24) fiir p = 0, 1, ... , e 
die e + 1 Definitionsgleichungen (59) der Formen tp<o>, tp(l), ••• , tp<(Jl ein
zufiigen und dann die friihere Kette von SchluBfolgerungen zu wiederholen. 
Den Formeln ( 46), ( 4 7) des allgemeinen Falles entsprechend, gelangen wir 
auf diese Weise zu linearen Relationen zwischen den quadratischen Kovarianten 
des Formensystems tp, p, welche einerseits zur vollstiindigen Charakterisierung 
desselben als eines Formensystems der verlangten Ausartung dienen, andererseits 
die Darstellung der entsprechend ausgearteten Grundform f sowie gewisser ratio-
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ooler Kovarianten derselben ermoglichen. Die Beispiele im fiinften Paragraphen 
werden unsere Behauptungen bestatigen. 

Wahrend der eben erledigte Ausnahmefall durch die Existenz gewisser 
Relation en zwischen In variant en der Grundform charakterisiert werden 
konnte, begreift die zweite Gattung von Ausartungen solche V orkommnisse, 
welche beim identischen Verschwinden der zur Konstruktion des FormeD
systems q; dienenden kovarianten Gebilde zutage treten. Urn diese Gattung 
von Ausartungen von vornherein im allgemeinsten Sinne aufzufassen, setzen 
wir das Bestehen der Identitaten 

Ll (x y .?.<0>) = 0 Ll (x, y ).<O>) = 0 
' ' ' xO>, yO> ' 

(
x, y ) 
xO> yO> 

. . . Ll ' }.(0) 

' ~(r~1) ~ y~r-1) . 

=0 

voraus. Betrachten wir nun die Determinanten linker Hand als Formen 
resp. mit 2, 4, . .. , 2r Variablenreihen, so werden offenbar samtliche Invarian
ten dieser Formen und damit wegen der Relation (57) fiir n = a - 1 und 
a = 1, 2, ... , r gleichzeitig die r ersten nach .?. <0> genommenen Differential
quotienten der Determinante Ll (.?.<0>) verschwinden, d. h. J.<ol ist unter der 
zugrunde gelegten Annahme eine (r + 1)-fache Wurzel der determinierenden 
Gleichung. Nach Ausschlie.Bung einer hoheren Vielfachheit der Wurzel J.<ol 

erhalten wir in dem Bedingungssystem 

Ll (x y ;.<o>) = 0 Ll (x' y ;.<o>) = 0 . . . Ll ( :;1>' ~.O> ).<O>) ~ 0 t 
x<r-1), y<r- 1) 

' ' ' xO>' yO> ' , : : : : ' I (60) 

()Hl LJ ().CO)) 
--·a;.w>•t1 + 0 

die charakteristischen Kriterien der in Rede stehenden Ausartung. 
Bemerkt sei noch, daJl in der Reihe der Determinantenbildungen 

LJ (x, y, ).CO>), LJ (X' y ).(O)) 
x(l>' yO> ' ..• 

das identische Verschwinden irgend einer unter ihnen zugleich das Verschwin
den aller vorhergehenden Bildungen mit sich bringt, und es wird daher beispiels
weise bei Umsetzung der oben irrational vorliegenden Kriterien in rationale Ge
stalt nur die letzte der aufgefiihrten Identitaten der Beriicksichtigung bediirfen. 

Urn die Bedeutung des gekennzeichneten Ausnahmefalles zu erkennen, 
bedienen wir uns der S. 7l gewonnenen Mittel. Das Gleichungssystem (52) 
reprasentiert fiir -r = r r + v + 1 lineare Gleichungen zur Bestimmung 
der v + 1 Koeffizienten der Grundform "Pr und der weiteren Unbekannten 
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u, u(l), ..• , u<•>. Die Determinante des Systems ist jedenfalls von Null ver
schieden, da das identische Verschwinden derselben nach Formel (57) 
fiir :n; = r, a= r + 1 gleichzeitig das Verschwinden des (r +I)-ten nach A_<o> 

genommenen Differentialquotienten der Determinante Ll (A_(O>) zur Folge hat 
und dadurch mit unserer obigen Annahme in Widerspruch gerat. Die Losungen 
unseres Gleichungssystems sind mithin eindeutig bestimmt, und zwar er
geben sich fiir die Unbekannten u, uU>, ... , u<r> wegen Bestehens der charak
teristischen Kriterien (60) die W erte Null, nach deren Einsetzung unser 
Gleichungssystem in das folgende tibergeht: 

(/' 1p,.}; = A_(O) 1p,., 

1p,. (xOI) = 0, V'r (x<2>) = 0, ... , V'r (x<•>) = 0. 

Wir ersehen daraus, daB in dem Ausdrucke ftir die gesuchte Form 

( ::1)' :(1) ) 
V'r = Ll : : : : A_(O) 

x<rl' y<r) 

die Variation der Parameter y, yU>, •.. , y<•> gar keinen wesentlichen EinfluB 
zeigen, dagegen die Variation der Parameter x<1>, . . . , x<•> nur eine V er
tauschung zwischen Formen einer bestimmten r-fach unendlichen linearen 
Mannigfaltigkeit bewirken kann. Bedienen wir uns des somit berechtigteu 
Ansatzes 

( ::1) :(1) ) 
V'r = Ll : : ' : : A,<O) 

x<r>, y<rl 

= {1J'<o) (x) 1J'(o) (x<1l, ••• , x<•>) + 1J'(1) (x) 'P(1) (x<1l, ••. , x<•>) 

+ • .. + V'<r> (x) V'(r) (x(l)' ... ' x<•>)} X (y' y(l>' ... ' y<•>)' 

so liefern die entsprechenden Schliisse, wie sie bei Behandlung des allgemeinen 
vierten Hauptfalles auf S. 53, 54 durchgefiihrt sind, das Ergebnis 

( ::1) ~(1) ) 
LJ : : ' : : A_(O) 

x<r>, y<r) 

1p(O) (x) 1p(l) (x) ... 1p(r) (x) X(O) (y) X(l) (y) , . , X(r) (y) 
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wo von den Formen X wiederum das beim ersten Ausnahmefall S. 76 Be
merkte gilt. Urn die gewonnenen Resultate zusammenzufassen, sprechen 
wir den Satz aus: 

Die den charakteristischen Kriterien (60) entsprechende Ausartung zweiter 
Gattung bewirkt, dap der Wurzel A.101 im Sinne unseres Problems jede Form 
einer r-fach unendlichen linearen Formenmannigfaltigkeit zugeh6rt. Die letztere 
ist durch Formel (61) definiert. 

Durch Umkehrung der friiheren Schltisse ist leicht ersichtlich, dap auch 

stets unsere Kriterien (60) erfullt sind, sobald dem Wurzelwerte A.' 01 eine r-fach 
lineare Mannigfaltigkeit von Formen und nur eine solche zugeMrt. Es ist ferner 
klar, da.B die Formen 1p10>, 1plll, ••. , 1p<•> ftir die in Wegfall kommenden For
men 9'101, 9''1>, ... , 9'''> des allgemeinen Falles auch in jeder anderen Hinsicht 
ausreichenden Ersatz bieten werden. Zuniichst erweisen sich niimlich die 

v + 1 Formen 

als linear unabhiingig, wiihrend ihre v-ten Vberschiebungen teils Null, teils durch 
die W urzelwerte ). in einfacher Weise darstellbar sind. 

"Gm jedoch auch fur die weiteren Theoreme des allgemeinen Falles eine 
Ubertragung zu ermoglichen, betrachten wir das Determinantenprodukt 
rechter Hand in Forme} (61) als Form mit 2(r + 1) Variablenreihen wie 
folgt: 

"P!OJ (x) "P(1J (x) ... "P''l (x) x(O) (x) x<ll (x) •.. X'') (x) 

1p!OJ (x11l) tplll (xU>) ... "P''l (x!ll) x«OI (:z:!ll) x(l) (x!ll) . • . X''' (x!ll) 

_ ~ p• (1)• p<t)• (r)• Q(r)~ - oc., 11 oc.,1, 1 11111 ••• oc.,,., f'ul•J • 

Auf Grund der Formel (57) erhalten wir dann die bemerkenswerten Gleichungen 

oc" R" • •• oc<•-1)• p<r-1)• (rx<•> p<'')" 
X f'11 zlr-1) vlr-1) 

(62) a• A(:': : Y: : ;.,o,) 
x<r- 1) ylr-1) oc"{J'' • •• (r-2)• Q(r-2)~ ( (r- t>p<r-1))• (oc(r) Q(r))• _ -.......,....;.;'~----' 

x II lllx lr- t) f'ulr-2) IX f'. - a ).!0)2 

i)r LJ (x, y, ).lvl) 

• jJ ;_(0)• 
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welche eine Reihe invarianter Bildungen der Formen 1Jl' 0', 1p(l), ••• , "P''' 
und z<Ol, z(l), ••• , X''' durch den Wurzelwert ,A.<o> und durch rationale Ko
varianten der Grundform auszudriicken gestatten. Unter Benutzung der 
Kriterien (60) ergibtsichfernernachFormel (57) fiir:n: =a= 1, 2, ... , r- 1: 

aLl (x' y' ). (O)) 
~----=0 

a;.(o) ' 

Diese Gleichungen in Verbindung mit der letzten von den zuvor abgeleiteten 
Formeln (62) sind an Stelle der Gleichungen (21), (22), (24), (34) fiir 
I' = 1, 2, ... , r einzufiigen, worauf die blo.Be Wiederholung der SchluB
folgerungen des allgemeinen l!'alles zu einem System von linearen Relationen 
zwischen den quadratischen Kovarianten der Formen 

"P(O)' "P(l)' ••• ' "P'''; x(O)' x(l)' ••• ' x'''; IP(r+l)' IP(r+2)' ••• ' qi"' 

fiihrt, welches beziiqlich der wiinschenswerten Vollstiindigkeit und Leistungs
fiihigkeit den Relationen (45), (46), (47) des allgemeinen Falles genau entspricht. 
Betreffs naherer Begriindung und Ausfiihrung sei auf die Beispiele S. 89, 94, 
95, 97 im fiinften Paragraphen verwiesen. 

Der gegenwartige Ausnahmefall besitzt noch V orkommnisse besonderer 
Art, indem die Formeln (61), (62) durch Absonderung der Faktoren 

... , 

und darau£ folgende Gleichsetzung der Variablen 

xl = xill = x12' = ... ' x2 = x~ll = x~2l = ... ' 
Yl = y~u = y~2> = ... ' Y2 = y~u = y~2> = .. . 

zu bemerkenswerten Relationen AnlaB geben. Beispielsweise ergibt sich nach 
dem angedeuteten Verfahren das Produkt der Funktionalkovarianten der 
r-fach unendliclwn linearen Formenmannigjaltigkeiten 

'ljJ(O), 'ljJ(l), ••• , 'ljJ(r) und z!O), X(l), ••• , zCr) 

in folgender Gestalt: 

Ll (r) (x' y' ,A.(Ol) = Co A,<O)"-r + c1 .A_(O)''-T-1 + ... + c._, 

wo die Entwicklungskoeffizienten C0 , C1 , ••• , C~-r rationale Kovarianten von 
der Ordnung (r + 1) (v- r) in feder der beiden Variablenreihen ~. x2 ; y1 , y2 

und vom Grade 0, 1 , .... , v - r in den Koelfizienten der Grundform f be
deuten. Dabei bezeichnet der Ausdruck linker Hand diejenige Determinante, 
welche entsteht, wenn wir die Determinante Ll (A.) rechts mit 
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0, 0, 

0, 0, 

0, y~-·. 

,._,. ('V - r) v-r-1 
Y2 ' - 1 Y1 Y2 ' 

(- 1)"-• Yi_,.' 

und unterhalb mit 

0, 

0, ... , 0, x"-• 
2 ' 

0, ... , x"_,. 
2 ' 

(v-r) v-r-1 - 1 xl x2 ' 

.... , y~-T 

('V - r) v-r-1 · · .,- 1 Y1Y2 

... ' < -1 r-· y~-· 

. ~ . ' 0 

... , 

... ' 

.... ' 
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0 

0 

randern, dagegen die (r + 1)2 freibleibenden Eckfelder rechts unten du.rch 
Nullen ausfiillen. 

Die bisher zum Studium der AusnahmefiHle verwendeten Prinzipien 
fiihren du.rch wechselseitige Kombination zu.r allgemeinsten Gattung mog
licher Ausartungen, welche ihrerseits die heiden friiheren Gattungen als Spezial
falle von besonders einfacher Form in sich schlie13t. Ehe wir die charakte
ristischen Kriterien dieser allgemeinsten Ausartung aufstellen, setzen wir fiir 
unsere geranderten Determinanten und ihre nach ;..<o> genommenen Differential
quotienten die abkiirzenden Bezeichnungen fest: 

( ::1) :(1) )' 
An = L1 . . ' . . . A.<Ol ' 

x<n-1)' y<n-1) 

(

X, y ) x<ll y<ll 

rJ''] : : · J.<Dl 

x X(n-1), y<n-1) 

.A..,=---- - - OA(O)x 

Nehmen wir nun an, da£ sich die Ausdriicke A., A;, ... , N;/ auf Null 
reduzieren, wahrend Ar+I und A~+I von Null verschieden ausfallen, so folgt 
a us Formel (57) dasgleichzeitige Verschwinden der.Ausdriicke: A._1 , A;_ 1 , •.. , 

A~~f· Verschwinden des weiteren auch noch A~~f, A;~~ .... , A;~f1+1 bei 
.Annahme eines von Null verschiedenen A;~f'+2, so ergibt die Formel (57) das 

Hilbert, Gesammelte Abhandlungen. Bd. II. 6 
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identische Verschwinden der Ausdrlicke A,_ 2 , A;_ 2 , ••• , A~.::.-~·+2. Die Fort
setzung dieses Verfahrens flihrt offenbar zu der denkbar allgemeinsten Aus
artung und liefert deren charakteristische Kriterien in der folgenden Gestalt 

Ar+l + 0, 

Ar = 0, A; = 0, ... , A~ = 0, A~+l =j=O, 

Ar-1 = 0, A;-1 = 0, ... , A~~i'+ 1 = 0, A;.::.-1•+2 + o, (63) 

Ar-2 = 0, A;_2 = 0, ... , A~.::_-f+e•+ 2 = 0, M.::_-~•+eo+3 +0, 

A =0, AI =0, ... , Ae+e•+···+er+r=O, Ae+e•+···+er+r+l+O, 

womit zugleich ;,<o> als eine (e + !?! + · · · + er + r + 1)-fache Wurzel der 
determinierenden Gleichung (5) legitimiert ist. 

Die Bedeutung unserer Ausartung wird wiederum aus Formel (54) ersicht
lich, deren Anwendung fiir 

7: = r, a=O, 1, ... , (], 

7: = r - 1 ' a = (! + 1 ' (! + 2' ... ' (! + el + 1 ' 
7: = r- 2, a=(!+ e1 + 2, (! + e1 + 3, ... , e + (!1 + e2 + 2, 

7: = 0, a=(!+ el + ... + {!r-1 + r' ... '!? + ll1 + ... +e.+r. 
und A.= .A,<o> auf Grund der charakteristischen Kiiterien (63) das Gleichungs
system 

( ::1) :(1) ) 
"P· = Ll . • '.. • /,.10) 

x<•>, y<•> 

(64) 

zur Folge hat. Wir gelangen auf diesem Wege zu dem Satze: 
Die den Kriterien (63) entsprechende allgemeinste Ausartung bedingt die 

Existenz einer Fortsetzung Mherer Art, wie sie durch das Gleichungssystem (64) 
definiert ist. Umgekehrt setzt die Existenz iener Fortsetzung die charakteristischen 
Kriterien (63) als erfUllt voraus. 

Unsere weitere Auigabe wlirde nun darin bestehen, die Bildungen a~~! zur 

Definition und Konstruktion eines Formensystems 

zu verwenden, welches fiir die in W egfall kommenden Formen 

(/J(O), (/Jill, ••• , q;><e+e•+ · · · +er+r) 

des allgemeinen Falles den notwendigen und hinreichenden Ersatz bietet. 
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Da{J das so resultierende vollstiindige Formensystem 

wiederum die entsprechenden Eigenschaften und F iihigkeiten besitzt, wie das 
Formensystem p<o>, p(l>, ... , p<v> des allgemeinen Falles, lehrt unmittelbar die 
Vergleichung mit den heiden vorhin besprochenen Ausnahmefallen. Doch ist 
zu einer detaillierten Darlegung dieser Verhaltnisse eine besondere Unter
suchung erforderlich. Beispiele bietet die Diskussion der biquadratischen 
Form S. 90 und 92 im fiinften Paragraphen. 

Der Ubergang von den Formeln der allgemeinsten Ausartung zu den 
heiden friiher behandelten Ausnahmefallen geschieht, wie man sieht, durch 
die Spezialisierungen r = 0 resp. (! = (!1 = · · · = er = 0. Wahrend also den 
heiden friiheren Ausnahmefallen nur je eine Zahl e resp. r eigentiimlich war, 
erhalten wir im Faile der allgemeinsten Ausartung die Zahlenreihe: 

Q • f!1 • · • • • (!r 

und die Ausartung des Formensystems p ist offenbar erst dann in vollkom
mener und eindeutiger Weise festgelegt, sobald wir fiir jeden verschiedenen 
Wurzelwert A. der determinierenden Gleichung eine derartige Zahlenreihe an
geben. Im iibrigen sei noch ausdriicklich hervorgehoben, da£ keineswegs 
jede beliebig vorgeschriebene Zahlenreihe auch wirklich zu einer moglichen 
Ausartung Anla.ll geben wird. Da aber jedem wirklich existierenden Formen
systeme 1p, p eine in bestimmter Weise ausgeartete Grundform f zugeho.rt, so 
ist jedenfalls das in Rede stehende Zahlensystem zugleich als eine Charakteristik 
der ausgearteten Grundform zu betrachten. 

Nach den bisherigen Ausfiihrungen haben wir nunmehr im allgemeinen 
Faile sowie fiir aile moglichen V orkommnisse singularer Art ein System von 
Formen p resp. 1p, p aufgestellt, welche bei ihrer Uberschiebung tiber die 
gegebene Grundform ein besonders einfaches und iibersichtliches Verhalten 
zeigen. Die ausnahmslos statthabende lineare Unabhangigkeit dieser Formen 
setzt uns in den Stand, eine jede beliebige Form v-ter Ordnung als Summe von 
Formen unse.res Systems darzustellen und demnach auch fiir diese die Folgen 
ihrer Uberschiebung iiber die Grundform in anschaulicher Weise zu erkennen. 
Gleichzeitig erledigen sich offenbar durch die bisherigen Ergebnisse die Fragen 
nach Anzahl und Konstruktion der Formenbiischel, der Formenbiindel usw., 
welche sich nach ihrer Uberschiebung reproduzieren. 

Um zur Veranschaulichung die geometrische Deutung unseres Problems 
zu benutzen, wie dieselbe oben in der Einleitung kurz skizziert wurde, so ent
spricht unserem Uberschiebungsprozesse eine Kollineation im Raume von 
1' Dimensionen, welche im allgemeinen, vom vierten Hauptfalle abgesehen, 

6* 
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keine Besonderheiten beziiglich ihrer invarianten Gebilde besitzt. Sie fiihrt 
v + 1 Punkte und die durch dieselben festgelegten Hv + 1) v Geraden, 
Hv + 1) v (v- 1) Ebenen usw. in sich tiber. Dagegen vermindern sich im 
Ausnahmefalle der ersten Gattung jene Zahlen resp. um e, e(v-e), ~e(v -e)v 
usw. Im Falle der zweiten Ausartung liegt eine r-fach unendliche lineare 
Mannigfaltigkeit von invarianten Punkten vor, wahrend die Anzahlen der 
diskreten invarianten Punkte, Geraden, Ebenen usw. offenbar eine Reduktion 
auf die Zahlen v- r, ~(v- r) (v- r- 1), ~(v- r) (v- r- 1) (v- r- 2) 
usw. erfahren. Fiir die allgemeinste Ausartung endlich mu13 die befriedigende 
Erledigung aller entsprechenden Verhaltnisse einer spateren Gelegenheit vor
behalten bleiben, da sich die vorliegende Untersuchung darau£ beschrankt, die 
ma13gebenden Gesichtspunkte und wesentlichen Forschungsmittel zur Be
handlung unseres Problems dargelegt zu haben. 

§ 5. Beispiele und spezielle Folgerungen. 
Im vorliegenden Schlu13paragraphen sollen die Ergebnisse der bisher 

allgemein durchgefiihrten Theorie fiir eine Reihe einfacher Beispiele Ver
wertung und Bewahrung finden. Wir beginnen mit der Diskussion der Grund
formen 2-ter, 4-ter, 6-ter und 8-ter Ordnung, da in diesen Fallen die wirkliche 
Berechnung der in Frage kommenden Invarianten und Kovarianten sowie 
ihre Darstellung durch bekannte und iibersichtliche invariante Bildungen noch 
in einfacher Weise moglich ist. Erhalten wir so mit einerseits einen allgemeine
ren Einblick in den analytischen Bau des zur Grundform gehOrigen invarianten 
Formensystems, so fiihrt andererseits die Anwendung unserer Prinzipien 
zu einer rationellen Behandlungsweise der ausgearteten Grundformen. 

Was zuniichst die quadratische Form 

f = a0 xt + 2a1 x1 x2 + ~x~ 
anbetrifft, so nimmt bei der Voraussetzung v = 1, 2, 3 die Determinante .:1 (A.) 
resp. die Gestalt an: 

I a0 

a1 +;. ~-;.I· 
0 - ao -al-A. 

ao + 2). -~ 

~-A. a2 0 

0 0 -~ -~-A. 

0 2ao a1 +3A-a2 

- a0 a1 - 3 A. 2 ~ 0 

-a1 +A -a2 0 0 



§5 Beispiele und spezielle Folgerungen. 

und demzufolge Iauten die determinierenden Gleichungen fiir A. beziiglich 

v=l:A.2 +h=0, 

v = 2 : ;.s + h A. = 0, 

v=3: (A.2 +h)(9A.2 +h)=0, 

worin h die Diskriminante de.r Grundform 
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bedeutet. Fiir 1' = 1 , 3 tritt der zweite, fiir v = 2 der dritte Hauptfall ein. 
Zur Konstruktion des fraglichen Formensystems cp dient nach den allgemeinen 
Ausfiihrungen des ersten Paragraph en die Determinante Ll ( x, y, A.), welche 
sich £iir v = 1, 2, 3 beziiglich wie folgt darstellt: 

ao at- A. Ya 

a1 +A. ~ - Yt , 
x2 -x1 0 

0 -ao -at- A. y~ 

ao +2A. -a~~ -2yly2 
a1 -A a2 0 +Y~ 

+X~ -2x1 x2 + xf 0 

0 0 -ao -a1 -A. JA 
0 2 a0 ~+3A. -as - 3yl y~ 

- ao a1 -311. 2 a2 0 + 3yi Y2 
-at+ll -~ 0 0 -yf 

xs 
2 - 3x1 x~ +3xfx2 -xi 0 

Durch Aufwertung dieser invarianten Gebilde und Entwicklung nach Potenzen 
der identischen Kovariante (xy} erhalten wir das Resultat: 

v=l:Ll(x,y,A)=-Df -(xy)ll., 

v=2: Ll(x,y,A.)= -Yf+2(xy).ADf 

- Hxy)2(3A.2+ h), 

v = 3: Ll (x, y, A.)= 2D3f3- 6 (xy}AD2 f2 
+ ~(xy)2 (5.A2 + h)Df 

- (xy)S(9).8+ 5hJI.), 

(65) 

worin die Vorsetzung des Symboles D eine entsprechend wiederholte Polari
sation nach y1 , y2 bedeutet. Die Bestimmung der Formen p geschieht nun 
mittels der Formeln 
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v = 1: Ll (x, y' .il.<O>) = <p<O> (x) <pt1> (y)' A_ co>• + h = 0' 

v = 2: Ll (x' y' A.<O>) = <p<o> (x) <p<t> (y)' A.<O>• + h = 0' 

Ll (x, y' 0) = <p<2> (x) <p<2> (y)' 

v = 3: Ll (x, y, A.<O>) = 97co> (x) 97!1> (y), A_<o>• + h = 0, 

Ll (x, y, A.<2>) = 97cz>(x)<p<3>(y), 9.il.<2>• + h = 0, 

wahrend die quadratischen Invarianten und Kovarianten derselben sich be
ziiglich wie folgt ausdriicken: 

und 

'V = ]_: (rptO), <p(ll}J = _ 2 A_ tO), 

V = 2: (<p!O)' <p(ll)z = - 2 (<p12)' 97(2))2 = - 4 A_tOJ"' 

(<p<Ol, <p(OJ)2 = (<p<Ol, rpi2J)2 =(<pill, <p(lJ)2 = (rp(l), <p(2l)2 = 0, 

'V = 3: (rp<O)' rp<ll)a = - 3 (rpt2)' rpt3l)3 = - 16 A_(O)•' 

(<p<OJ, 97 t2J)3 = (<p<OJ, rp<a>h = (rp<Il, rp<2>)3 = (rplll, 97ca>)3 = 0 

'V = 1 : 97(0) rpll) = -/, 

'V = 2 : 97(0) rp<l) = 97(2)• = - f2' 
( 97{0)' rp<ll)l = 2 A_(O) I' 

v = 3 : 97(0) 97(1) 

(rptO), <p(lJ)1 = 3 (<p12), <p(3J)1 = _ 4 f2 A_tOl, 

(<p<Ol' <p<1>)z = - 9 (<p<Z>' <p<S>)z = + 8 I A_ co>•. 

Beachten wir fe.rner die du.rch identische Umfo.rmung aus (65) entstehenden 
Relation en 

v=2: Ll(x,y,A.<Ol)= -{DI-A.<O>(xy)}2, 
v = 3: Ll (x, y, A_<O>) = 2 {DI- .,l!Ol (xy)}3, 

Ll (x, y, .A.<2>) = 2 {DI- 3 .A.<2> (xy)}2 {DI + 3 .A.<Z> (xy)}, 

so lassen sich die Fo.rmen <p in allen d.rei Fallen durch die Linearfaktoren l 
und m der Grundform in folgender Weise darstellen: 

v = 1: <p<O> = l, rp<1> = -m, 

v = 2 : <p<O> = zz' 97<1> = mz' rp<Z> = "(---- 1 I, 
'V = 3: rp!O) = za, <p(l) =2m3, <p(2) = l2m, rp<3l = 2lm2. 

An der Hand dieser Darstellungsweise ist es Ieicht, aile Ergebnisse und For
meln im v'orliegenden Faile einer quad.ratischen Grundform durch direkte 
Rechnung zu verifizieren. 

Die einzig mogliche Ausartung der Formensysteme rp wird offenbar du.rch 
das Verschwinden der Diskriminante h bedingt, indem bei dieser Annahme 



§5 Beispiele und spezielle Folgerungen. 87 

aile Wurzeln der determinierenden Gleichungen gleichzeitig in den Wert Null 
zusammenfallen. Da die Determinante L1 (x, y, A) nicht verschwinden kann, 
so ist jene Ausartung von der ersten Gattung und nach den allgemeinen Aus
fiihrungen des vorigen Paragraphen resp. fiir v = 1, 2, 3 durch die Existenz 
einer ein-, zwei-, dreimaligen Fortsetzung hinreichend charakterisiert. Setzen 
wir nun die Grundform I gleich dem Quadrate der Linearform l und be
deuten p, q, r beziiglich je eine beliebige Iineare, quadratische, kubische Form, 
so dienen zur Vermittelung jener Fortsetzung resp. die Formen 

p = 1; tpiO) = (l, p)1 l; tpll) = p; 

v=2:tp<DI=~(l2,q)2 l2; tplll=(l,qhl; tpl21=q, 

v = 3: tp<DI = ~ (l3, r)3 l3; tplll = ~ (l2 , r)2 l2; tp<21 = (l, r)1 l; tpl31 = r, 

und es ist in der Tat: 

v = J: (/, tpiD1)1 = 0; (/, 1plllh = tpiDI; 

V = 2; (/, tpiO)h = 0; (/, 1plllh = 1p(OI; (/, 1p(21) = 1plll; 

V = 3: (/, 1p(O)h = 0; (/, 1p(l1)1 = 1p(O); (/, 1p(21) = 1plll; (/, 1p(31) = tpl21. 

Auf analoge Weise gelangen auch die entsprechenden Verhiiltnisse und 
Vorkommnisse £iir v > 3 zur Erledigung. 

Bevor wir zur Diskussion der biquadratischen Form iibergehen, moge kurz 
der allgemeinere Fall v = i zur Sprache gelangen, welcher deshalb ein be
sonderes Interesse fordert, weil er zugleich die Theorie der Potenzdarstellung 
und sogenannten Kanonisierung der binaren Formen gerader Ordnung in sich 
begreift. Die Zahlen k lassen sich in diesem Falle fiir ein allgemeines v an
geben und lauten wie folgt: 

so da.fl unsere Determinante L1 (A) die bereits von CAYLEY und SYLVESTER 
angegebene Gestaltl 

a,_l a,-A 
l 

a.+ m a,+ I 

(66) 

a, ± A av+l a2v- 1 a2, 

annimmt. Zu jedem Wurzelwerte). gehort eine bestimmte Kanonisierung der 
Grundform, welche durch die Linearfaktoren der zugehorigen Form q; ver
mittelt wird. 

1 Vgl. FAA. DI BRUNO: Theorie der binaren Formen, deutsch bearbeitet von 

TH. WALTER, § 15, 8; sowie SALMON: Algebra der linearen Transformationen, Nr. 132. 
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Setzen wir nun £iir die biquadratische Form die Bezeichnungen fest: 

f = a0 xt + 4 a1 x~ x2 + 6 a2 xi x~ + 4 a3 x1 x~ + a4 x~, 

i = ~ (f, /)4, 

1. = i(f, h),, 

h = i(f, /)2, 

T = 2 (/, h)v 

§5 

so gelangen wir durch Auswertung der Determinante (66) fiir v = 2 zu der 
determinierenden Gleichung 

A.3 - i A. - 2 i = 0, 

wahrend die bei einmaliger Randerung erhaltene Determinante durch Ent
wickelung nach Potenzen der identischen Kovariante (xy) die Gestalt an
nimmt: 

Ll (x, y, J.) = -2D2 (/J. + 2h)- ~(xy)2(3A.2 - i). 

Da die gegenwartige Annahme v = i = 2 den ersten Hauptfall bedingt, so 
erhalten wir zur Konstruktion unserer Formen cp die Formeln 

LJ (X, y, .A_(Ol) = cp(O) (x) q;!O) (y), 

L1 (x, y, A,<ll) = q;<IJ (x) q;<IJ (y), 

L1 (x, y, .A.<2J) = q;<2J (x) q;<2J (y), 

wo ;.<ol, ).(1), .A.<2l die drei im allgemeinen verschiedenen Wurzeln der oben ge
fundenen determinierenden Gleichung bedeuten. Die quadratischen In
varianten, die Funktionalinvariante (/J und die Quadrate sowie das Produkt 
der Formen cp driicken sich durch die Formeln aus: 

(cp<O), cp<OJ)2 = _ 2 (.A_<Ol _ .A_(l)) (.A_!O) _ .A_12l), 

(cp!l), cp<ll)2 = - 2 (},.!1) - A_(Ol)(A_!l) _ ),.121), 

(cp<2), cp<2J)2 = _ 2 (.A_!2) _ .A_(OJ) (.A_(2) _ },.!11), 

(cp<Ol, cp<ll)2= (cp<OJ, cp<2l)2= (cp<ll, cp(2J)2= 0, 

(/)2 = + ~ (cp<Ol, cp<OJ)2 (cpll), cp<lJ)2) (cp<2), q;!2)h 

= + 4 (},.10) _ A_<ll)2 {).11) _ },.121)2 (},.12) _ },.!0))2, 

cp(O)•= -2((},.10)+ 2h), 

cp(l)•= -2(/A.<ll+ 2h), 

q;(2)2 = -2 (/ },.12) + 2 h), 

' cpiOJ (x) cp<Ol (y) cp<OJ (x) cp<OJ ('!/) cpiOJ (x) cp<Ol ('!/') 

I q;<ll (x) cp<ll (y) q;<ll (x) q;<IJ ('!/) q;<ll (x) q;lll ('!/') 

cp<2J (x) cp<2J (y) cp<2J (x) q;<2l ('!/) cp<2l (x) q;<2J ('!/') 

= 16 (y '!/) (y' '!/') (y' y) (A.<O)- ).<11) (.API- ),.<21) (A.<2J- ),.<OJ) T' 
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von denen die letzteren zu folgenden Darstellungen der Grundform und ihrer 
Kovarianten Anla.B geben: 

I= 

h= 

tp<0)2 - tp<1J2 

2 (_A<OJ _ _Acll) 

jt!l) tpC0)2 _ jtCO) <p(1)2 

4 (jtCO) _ _A<ll) 

tpC1)2 _ <p{2)2 

= - 2 (A,Cll -_AC~l) 

_AC2) '1'(1)2 _ jtCll g:>C2J2 

4 (A_Cl) -_AC2l) 

T = t cpiO) cpl1) cpl2). 

pl2)2 _ tpC0)2 

2 (_AC2)- Xiiil)"' 
A_ CO) g:>C2)2 _ jtC2) tp<OJ2 

4 (A_C2J- A_COJ) 

Die moglichen Ausartungen unserer Formen cp charakterisieren sich kurz 
wie folgt: 

1. d. h. i3- 27 i2 = 0. 

Es folgt: 
A_IO) = A_(1) = _ ~ A_t2) = ~. 

i ' $ 

-2 (/ A_(O) + 2 h)= 'ljJ(0)2 (1p(O), 'ljJ(ll)2 = _ 2 (A_IO) _ A_t2l) 

-I = "P(O) "P(l) (cp12)' cp<2l)2 = - 2 (A.<O) - A,t2))2 

- 2 (/ A_t2) + 2 h) = cp(2)2 ( 'ljJ(O), 'ljJ(0))2 = ( 'ljJ(O), cp<2>)2 = ( 1p(l), cp<2>)2 = 0 . 

T = t "P(0)2 cp<2l. 

Die Form tp<0> wird mithin das Quadrat einer Linearform, welche ihrerseits 
als Faktor einfach in cp<2>, doppelt in fund h, fiinffach in T auftritt. 

2. 
(} LJ (A_ CO)) 

(JA_cOJ =0, Ll(x,y,A_t0>)=0, d.h. 3fj-2ih=0, 

und es folgt: 
A_(O) = A,t1) = _ 3_1, A_t2) = 6!. 

' t 

Der Doppelwurzel A.< 0> = A.<1> gehort ein Formenbiischel zu, welches sich 
mittels der Gleichungen bestimmt 

Ll (:;11 , ~111 ;.to>) = {tp<Il (x<I>) "Pto> (x) _ tp<O> (x<l>) 1p<1> (x)} 

X {1pUl (ytll) 'ljJ(O) (y)- tpiO) (y<ll) tpll) (y)}, 

()LJ (~j~; A_COl) = ('IJ'Il) , 'ljJ(1))2 'ljJ(Ol (x) 'ljJ(O) (y) 

_ (1pto>, tp1I>)2 {'l'to> (x ) "P111 (y) + "Ptl> (x ) "Pto> (y)} 

+ ('l'to>, 'IJ'<0>)2 "P(l) (x ) tp<l> (y), 

und wenn wir unter 1pto> und tp<ll speziell diejenigen heiden Formen des 
Biischels verstehen, deren Diskriminante verschwindet, so folgen die Ieicht zu 
deutenden Relationen 



90 Gesichtspunkt fiir invariantentheoretische Untersuchungen. §5 

I = ( 'IJ'(O)' tp<ll)2 'IJ'(O) 'IJ'(l) 

+2(A10)_ A.t2l)l= - 4 (~~~~~-}.c•J) h = ({)(2)2 

(tpiO), 'IJ'tll)~ = 2 (A(O) -- A_(2)) 

(({Jt2), ({J(2l)2 = _ 2 (A_ CO) __ A_C2l)2 

(tp<Ol, 'IJ'(Ol)2 = (tptl), 'IJ'(ll)2 = 0 

(tpiO), ({)(21)2 = {tp!ll, ({J(2J)2 = 0. 

3. 

T=O 

()LJ ().COJ) 
-----=0 

(}).COJ ' 
d. h. i=O, j=O. 

Die Grundform I enthalt dreifach den Linearfaktor l, wahrend fiir den einzigen 
Wurzel wert 

A_tO) = A_tl) = A_t2) = 0 

eine zweimalige Fortsetzung existiert. Bedeutet namlich m den von l ver
schiedenen Linearfaktor der Grundform und q eine beliebige quadratische 
Form, so ist: 

4. 

I= mza 

'l'to> = - ~ (m, l)~ (Z2' q)2Z2 (/ , tp<0>)2 = 0 

tp<t>= ~(l2, q)2ml + Hm, (l, q)t)tl2 (f, tp<t>)2 = tp<OJ 

'IJ'(2)= q 

a A P·'"'l = o 
a;.col ' 

a• A P-'"') ------=0 
J).COJ2 ' 

(f' tp<2l)2 = tp<ll. 

Ll(x,y,A.<O>)=O, d.h. h=O. 

Die Grundform ist die vierte Potenz einer Linearform l, wahrend dem einzigen 
Wurzelwerte 

A_ tO)= A_tl) = .A_t2) = 0 

ein Biischel von Formen zugehort, unter denen eine bestimmte Form tpm eine 
einmalige Fortsetzung gestattet. Bedeuten namlich n und q je eine beliebige 
lineare resp. quadratische Form, so gilt: 

I= l4 

'IJ''o> = ln (/, tp<0>)2 = 0 

tp<t> = (l2, q)2 Z2 (f, tp<t>)2 = 0 

'1'(2) = q (/' 'IJ'(21)z = '1'(1). 

In den gewonnenen Ergebnissen erkennen wir im wesentlichen die Theorie 
jener bekannten drei quadratischen Formen1 wieder, welche bereits in allen 
bisherigen Untersuchungen iiber die biquadratische Form und deren Faktoren
zerlegung die vornehmste Rolle spielen. An gegenwartiger Stelle hat sich 
gezeigt, wie die blof3e Anwendung unserer allgemeinen Prinzipien auf den 

1 Vgl. CLEBSCH: Theorie der binaren Formen, § 45-48 oder FAA DI BRuNO: Theorie 
der binaren Formen, deutsch bearbeitet von TH. WALTER, §20, 2-7. 
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Spezialfall i = v = 2 hinreicht, urn die jenes Formensystem cp betreffenden 
Fragen zu einheitlicher und methodisch vollstandiger Erledigung zu bringen. 

Die biquadratische Form behandeln wir schlieLnich noch vermoge der An

nahmen v = 3 und v = 4. lm ersteren Falle fiihrt die Auswertung der Deter
minante 

0 a.o 2a1 a2 -.?. 

-ao 0 3a2 + 3.A. 2a3 
Ll (A.)= 

- 2a1 -3a2 -3.A. 0 a4 

-a2 + A. -2a3 - a.4 0 

zu der determinierenden Gleichung 

(3A.2 - i)2 = 0, 

wahrend die aus jener durch einmalige Randerung entstehende Determinante 
den Wert 

Ll (x, y, A.)= -3 (3A.2 -- i){(xy)D2 I+ (xy)a A.} 

besitzt. Da nun unter den gegenwartigen V oraussetzungen die Vorschriften 
des vierten Hauptfalles zur Geltung gelangen, so ist 

folglich 

Ll (~;11 , ~<11 A.<1•l) = {cp<.ul (x) cp<1• +ll (x<I>) - cp<1•+ll (x) cp<l•l(x<ll)} 

X {cp<!•l (y) cp<l<+ll (y<ll) - cp<1• +ll (y) cp<1•l (y(ll)} 

0 L1 (~ ~~; ;,101) = - (cp<1•l, cp<l•+ ll)3 {cp(«l (x) cp<.u+ll (y) - cp<1• +1l (x) cp<l'l (y)] , 

und wir erhalten zur Konstruktion der Formen cp die Formeln 

- 3 {(x y) D2 1 + (x y)a .A_<Ol} = cp<O> (x) cp<Il (y) _ cp<Il (x) cp<Ol (y), 

.A_(O) = ).(1) = + v1' 
-3 {(x y) D2f + (x y)a A.<2>} = cp<2l (x) cp<3l (y) _ cp<3l (x) cpl2l (y), 

.A_(2) = ).13) = - v+: 
aus welchen wir noch die Relation 

I= (cp<Ol' cp<llh = (cp<2)' cp<3l)l 

entnehmen. Die quadratischen lnvarianten der Formen cp nehmen folgende 
Werte an: 

(cp!O), cplll)a = _ 6 .A_(O), (cp12), cp<3l)3 = _ 6 }.12), 

(cp<Ol, cp12!)3 = (cp10), cp(3J)3 = (cp11), cpl2l)3 = (cplll, f{i(3l)3 = 0. 

Wir erkennen, wie durch die gefundenen Beziehungen sich zugleich die Frage 
nach der Konstruktion der heiden kubischen Formenblischel von vorgeschrie
bener Jacobischen Kovariante erledigt. 



92 Gesichtspunkt fiir invariantentheoretische Untersuchungen. §5 

Die einzig mogliche Ausartung unserer Formen q; ist offenbar durch 
das Verschwinden der Invariante i bedingt, in welchem Faile dem Wurzel
werte 

A_(O) = A_(l) = A_(2) = A_<3J = 0 

ein Biischel von Formen zugehort, von denen jede eine einmalige Fort
setzung gestattet. Erteilen wir namlich der Grundform die Gestalt der be
kannten durch das Verschwinden von i charakterisierten Tetraederform 

I= xt + 2 J'-3 x~ x~ + xL 
so ist 

1p(O) = f -3 xr + 3 X1 X~ (/, 1p(0l)2 = 0 

1p<1> = 3 xi x2 + f -3 x~ (/, 1p<1>)2 = 0 

1p(2J = 3 X~ (/, "1'(2!)2 = "''(OJ 

"1'(3) = 3 X~ (/, "1'(3!)2 = "1'(1) 

("''<O>, "1'<1>)1 = f -3 I' ("''<O>, "''U>)s = 0. 

Setzen wir schlie13lich noch 'V = 4, so ergibt sich die determinierende 
Gleichung 

(3 A_2 - i) ( 4 .A_s - i A + j) = 0, 

welche als reduzibel erscheint. Zur Konstruktion der Formen q; geniigt die 
Relation 

deren rechte Seite gema13 der Spaltung der determinierenden Gleichung sich 
wie folgt umformen Hi13t: 

(/ A(P)- h)2~ 

(21 A.<~>- h) (21 .AY•>- h), 

3 A.<.ul• - i = 0 ' 

4A.<.u>'- iA.<i'l + i = 0' 

wo im letzteren Faile unter A,<~> und A.r") die heiden von A_<P> verschiedenen 
Wurzeln der rechter Hand angegehenen kuhischen Gleichung bezeichnen. 
Verstehen wir mithin unter q;~0>, q;~1>, q;~2> die drei hekannten quadratischen 
Formen q;, welche in dem friiher behandelten Falle 'V = 2 auftraten, so erhalten 
wir fiir die gesuchten Formen die Ausdriicke: 

q;<OJ =I A_(O) + h, 

q;<IJ = I A_(1J + h, 

q;<2J = q;~l) q;~2) ' 
q;<3J = (/J~OJ (/)~2), 

q;<4J = qJ~O) qJ~~~. 

A_(O) = + v;' 
A_(l) =-v=;' 
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Wir gelangen zur Diskussion der Form 6-ter Ordnung, fiir deren invariante 
Bildungen folgende Bezeichnungen gelten mogen : 

A=~(/, /)6 , 

i =} (/, /)p 

h = ~ (/, /)2' 

B = (i, i)4 , 

p = (/, i)2, 

k = (/, h)6. 

Was zunachst denjenigen Fall anbetrifft, welcher nach den obigen 
Ausfiihrungen die Cayley-Sylvestersche Kanonisierung der Grundform ver
mittelt, so ergibt sich durch Auswertung der Determinante (66) fiir v = 3 
die determinierende Gleichung 

),4 +A A_a + ~ (A.2- 6B) = 0, 

und die durch Randerung entspringende Determinante erhalt durch Ent
wicklung nach Potenzen der identischen Kovariante (xy) die Gestalt 

A (x, y, A.)= [)3Qo + ~ (xy) D2Ql + 190 (xy)2 DQB + t(xy)s Qa, 
v=z v=z v=z v=z . 

QO = -9fA.2- £Af- 21p, 
v=z 

Ql = 18A.i, 
v=z 

Qs = - 36 A_s - 18 A A. , 
v=z 

Da die gegenwartige Annahme den zweiten Hauptfall bedingt, so dienen 
zur Konstruktion des Formensystems cp die Formeln 

A (x, y, A.<O>) = cp<O> (x) cp<l> (y), 

A (x, y, ),!2>) = cp<2> (x) cp<3>(y), 

wo J,.!O> und ),<2> zwei wesentlich verschiedene Wurzeln der determinierenden 

Gleichung bedeuten. Die quadrat ischen Invarianten der Formen cp besitzen 
die Werte: 

wiihrend die Ausdriicke fiir die simultanen Kovarianten des Formensystems cp 

gleichzeitig zu bemerkenswerten Darstellungen der Grundform und gewisser 
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rationaler Kovarianten derselben Anla.l3 geben, wie folgt: 

-9 I A(O)• - ~A I + 27 p = IJ?(O) IJ?(l) , } 

-9 I A<2>" - ~A 1 + 27 p = IJ?<2> IJ?<a> , 

18 i = _I_ (m!O) mlll)1 = _I_ (m!2l m(3l)1 
).<01 'r ' 'r ).<2) 'r ' 'r ' 

Was die moglichen Ausartungen anbetrifft, so kommen der Reihe nach 
die V orkommnisse folgender Art in Betracht: 

1. L1(0)=0, d.h. A2--6B=0. 

Dem 'Vurzelwerte 
Al0l = A\1 ) = 0 

entspricht eine Form 1p< 0> mit einer einmaligen Fortsetzung V'lll, deren Kon
struktion mittels der Formeln 

L1 (x, y, A<O>) = V'<O>(x) V'!O> (y), 
8LJ(x y ).COl) 
_a~<;> _ = 1p<o> (x), V'<t> (y) _ V'<t> (x) V'(o) (y) 

geschieht. Es folgt daher 

-%A I+ 27 p = "1'(0).' 65'l k = (VJ(O), V'(Ol)2, 

- 9A = (VJ<O>, V'<l>) a· 

2. L1(0)=0, Ll(x,y,O)=O, d.h. Aj-6p=0, 

und zugleich ; 
k = 0, A2 - 6B = 0. 

Dem Wurzelwerte 
Al0l = A(l) = 0 

entspricht ein Formenbiischel V'<o>, VJ<1>: 

c)LJ (x, y, ;.co>) • 1 - two) --- = 27 (x y) vz~- 2 (x y)s 

= -(VJ<O>, V'<1>)3 {VJ<O>(x) V'<l>(y) _ V'<l>(x) 1p<O>(y)}, 

wahrend fiir die weiteren Formen 1J? die Formeln gel ten: 

L1 (x, y, Al2>) = IJ?l2>(x) IJ?!S>(y), 

1 = IJ?<2>1J?<3>, 

0 = (1J?<21, IJ?(31)2 • 

Erteilen wir somit der kubischen Form IJ?<z> die Gestalt 

IJ?(2) = xr + X~ ' 
so wird 

IJ?<S> = xi - x~ ' 

! = X~ - xg USW. 
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() ,1 (Jc(Ol) 
3. aJ.io> = o , d. h. B = o. 

Jedem der heiden Wurzelwerte 

A,IO) = A_(2) = + v=--~-
und 

A,ll) = A,(3) = _ -v~ ~-

entspricht eine Form 1p< 0l und 1p<ll mit je einer Fortsetzung 1p<2> resp. 1p<3>, zu 
deren Konstruktion die Formeln dienen 

4. 

LJ (x, y, A,IOI) = 1p(Ol(x) 1p!ll(y), 

()Ll (x y Jc10 >) 
()~(;, = 1p<O>(x) 1p<B>(y) _ 1p<2>(x) 1pC1>(y). 

rJ2Ll ().(O>) 0 /1 (x, y, 1<0>) = 0, d h · 0 
~= '- " .. ~= ' 

und damit zugleich 
p=O, k=O, B=O. 

Den heiden Wurzelwerten 

).10) = A,t2) = + v-=- ~-
und 

A,ll) = ).(3) = _ v- {-
gehort je ein Formenhiischel zu. Bezeichnen wir mit 1p<o>, 1pC2> und 1pC1l, 1pcs> 

je zwei Formen jener Biischel von der Eigenschaft 

(tp'o>,v,n>) 3 = (1JI<2>,tp<3>)3 = o, 
so ergibt sich zur Konstruktion dieser Formen 1p die Formel 

iJ.d(:,y,),IO>) = -18A.D3 / + 9A(::r )3 
())c!Ol . y 

= (tp<l>, 1pl2>)a 1p<O>(x) 1p\3l(y) _ (tp<O>, 1p<3>)3 1JI<2>(x) 1pU>(y). 

Erteilen wir der Grundform die Gestalt der hekannten durch das Verschwin
den von i charakterisierten Oktaederform 

so wird 

1JI'0> = V-3xr + 3x1 x~, 

tp<l> = - }"-3 xf + 3 x1 x~, 

Die noch iibrigen durch das gleichzeitige Verschwinden aller Wurzel
werte A. bedingten Ausnahmef&,lle erledigen sich ohne Schwierigkeit nach 
Analogie des oben genauer ausgefiihrten Beispiels der biquadratischen Form. 
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Behandeln wir ferner die Form 6-ter Ordnung vermoge der Annahme 
v = 4, so ergibt sich durch Berechnung der Determinante 

0 -ao -3a1 -3a2 - a3 -A 

ao 0 -6a2 -8a3 +4A -3a4 

Ll (A.)= 3a1 6a2 -6A. -6a4 -3a6 

3a2 8a3+4A 6a4 0 as 
a3 - A. 3a4 3a5 as 0 

die determinierende Gleichung 

Ferner wird 

Ll (x, y, A.)= /JfQO + 2(xy) _D3Ql + 172 (xy)'l. D2Q2 + t(xy)a DQS +! (xy)' Q4, 
1/=X y = x y~x y~x 1/~X 

Ql = 24A.(2/A.2 + 3p), 

!J2= 12{2i.A.2-3(i,i)2}, 

Q3 =- 4·~·9 A.k, 
y = x 

Q4 = - 12 ( 40 A.• + 12 A A.2 + 3 B) , 
y=z 

und da die gegenwartige Annahme den dritten Hauptfall bedingt, so gelten 
die Formeln 

Ll (x, y, A.<O>) = IP<O>(x) IP<I>(y)' 

Ll (x, y, A.<2>) = IP<2>(x) IP<S>(y)' 

L1 (x, y, 0) = IP!4>(x) IP<'>(y), 

woraus die Ausdriicke fiir die quadratischen Invarianten und Kovarianten 
des Formensystems IP Ieicht herzuleiten sind. Die Diskussion der Ausnahme
falle fiihrt zu keinen neuen bemerkenswerten Ausartungen der Grundform, 
indem die Diskriminante der determinierenden Gleichung von derjenigen 
des vorigen Beispiels nicht wesentlich verschieden ausfallt. 

Endlich unterwerfen wir die Form 8-ter Ordnung einer kurzen Behand
lung. Wirverstehen dabei unter J2 , J 3 , J 4 , J 5 dieinSALMONsLehrbuchNr.260 
angegebenen Invarianten resp. 2-ten, 3-ten, 4-ten, 5-ten Grades, wahrend 
fiir die in Frage kommenden Kovarianten folgende Bezeichnungen gelten 
mogen: 
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f = a: = b~ = c: = d:, 

i =! (ab)4a! b!, 

l =!(a b)6 a; b~, 
k = (ab) 2 (ac)a (bc)a a: b~ c;, 

m = (ab)2 (ac)4 (bc)4 a; bi, 

q = (a b)2 (a c)2 (a d)2 (b c)2 (b d)2 (c d)2 a; b; c; d;, 

n = (a b)2 (a c)2 (a d)2 (b c)2 (b d)2 (c d)4 a; bi. 
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Was zunii.chst den Fall der Kanonisierung unserer Grundform anbetrifft, 
so erhalten wir durch Berechnung der Determinante (66) fiir v = 4 die deter
minierende Gleichung 

),5- J2),3- 2J3),2 -16J4A.- 96J5 = 0' 

und die einfach gerii.nderte Determinante nimmt den Wert an: 

Ll (x, y, A.) = lJ4 Qo + /2 (x y)2 Tfl Q2 + Hx y)4 !J', 
y-x y=x y=x 

QO = j).3_j- 2iA2 - 8k). + 4q, 

Q2 = 2 l A.2 + m A. - n , 
Y=X 

y=X 

Da gegenwiirtig der erste Hauptfall in Betracht steht, so dient zur Konstruk
tion der Formen q; das Gleichungssystem 

Ll (x, y, ).<P>) = cp<P>(x) q;<l'l(y) 

und wir schlieBen mithin 

QO().<M) = q;<f<l", } 

Q2(J,.<I'l) = (q;<~<>, q;<."l)2 

(t.J, = 0, 1, 2, 3, 4)' 

(ft = 0, 1, 2, 3, 4)' 

wo ;.<o>, ).<I>, ).<2>, ;.<o>, ;.w die fiin£ im allgemeinen untereinander verschie
denen Wurzeln der determinierenden Gleichung bedeuten. Von den quadra
tischen Invarianten der Formen cp bleiben allein ihre vierten Uberschiebungen 
iiber sich selbst endlich, indem dieselben dem Differenzenprodukte der be
treffenden Wurzelwerte A. proportional ausfallen. 

Unter den moglichen Ausartungen des Formensystems cp heben wir nur 
das folgende Vorkommnis hervor, welches durch die Kriterien 

&LI(J.<O>) 
~i)~}.~<O~l '-- = 0, LJ (X, y, ).(O)) = 0, 

Ll (x, y, J..< 2>) = 0, 

Hilbert, Gesammelte Abhandlungen. Bd. II. 



98 Gesichtspunkt fiir invariantentheoretische Untersuchungen. §5 

hedingt ist. Nach den allgemeinen Ausfii.hrungen des vierten Paragraphen 
gehort im gegenwartigen Faile der Doppelwurzel Ji.<Ol ein biquadratisches 
Formenhiischel, dagegen der drei£achen Wurzel J1.<2l ein Formenhiindel im 
hekannten Sinne zu. Bezeichnen wir nun diejenigen heiden Formen jenes 
Biischels, deren vierte Dherschiehungen iiher sich selhst verschwinden, mit 
1p<o> und 1p<1>, so zeigen die ldentitaten 

L1 (x, y, JI.<Ol) = 0, 

oLI(~~~~/·101 ) = _ (1p<Ol, 1J'(ll)4 {'P<Ol(x) 1p(ll(y)- 1p(0J(y) 1p<l>(x)}, 

i.l(x,y,JI.<2>) = 0, 
DLI(x, y, ).!2l) 

8.1.(21 = 0 ' 

da.B die Grund£orm f und ihre Kovarianten i, k, q im wesentlichen mit dem 
Produkte jener heiden hiquadratischen Form en 1p1-v und 1p<1> iihereinstimmen, 
dagegen die Kovarianten l, m, n sowie die zweite Dberschiehung der heiden 
Formen 1p< 0l, 'P(l) iihereinander identisch verschwinden. Wie die Diskussion 
der hiquadratischen Form auf S. 92 lehrt, hahen wir nur eine der heiden 
Formen 1p< 0> und 'P(l) gleich der Hesseschen Kovariante der andern einzu
setzen, um ein Formensystem der verlangten Art zu erhalten. Erteilen wir 
daher etwa der Form 1p<0> die Gestalt der bekannten durch das Verschwinden 
der quadratischen Invariante ausgezeichneten Tetraederlorm 

1p(0) = xt + 2 f~3 xi X~ + X~ , 
so wird 

wiihrend die Grund£orm I dem Produkte heider Formen 

1p(0) 1p(l) = ~ + 14 xt X~ + 4 

proportional ausfallt und damit gleichzeitig ihre "Obereinstimmung mit der 
bekannten Prim£orm der Oktaedergruppe erkennen la.Bt . . 

Behandeln wir schlie.l3lich noch die Form 8-ter Ordnung vermoge der 
Annahme v = 5, so ergibt sich durch Berechnung der Determinante 

0 ao 4a1 6~ 4a8 a4-JI. 

ao 0 l0a2 20a3 l5a4+5l 4a5 

-4a1 -10a2 0 20acl0l 20a5 6a6 
L1 (.II.} = 

-6~ -20a3 -20a4+10l 0 l0a6 4a7 

-4a3 --15ac5l -20a5 -lOas 0 as 
- a4+A - 4a5 - 6a6 - 4a7 -as 0 
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die determinierende Gleichung 

(5.A.3 - J 2 .A. + 2J3 ) 2 = 0. 

Da £erner die gegenwartige Annahme den vierten Haupt£all bedingt, so 
lehrt die Anwendung unserer allgemeinen Aus£iihrungen, da.B einer jeden 
von den drei Doppelwurzeln 

ein Formenbiischel zugehort, zu dessen Konstruktion die £olgenden Formeln 
verhel£en: 

L1 (~;11 , ;;11, .A,I.ul) = { IPI.ul(x) IPIP+ll(zl11) - 1Ptu+11(x) IP'"I(zlll)} 

X { IP'"''(y) IPI.u+11(y111) - <plf•+ll(y) IPIPI(y(ll)}, 

IP'PI(x) IP'"+ll(y) _ IPIP+11(x) IP'~'~(y) = (x y) [)4 Q1 + ~ (xy)a D2 Qs + l (xy)s Qs 
v~x y=x v=x 

(!-' =0, 2, 4). 

v=x 

Die endlich bleibenden quadratischen Invarianten und die in Betracht kom-· 
menden Kovarianten des Formensystems IP nehmen beziiglich die W erte an: 

(!p!OI, IPI11)6 = 50 (..iiOI _ ,il21) (..i!Ol _A'''), 

(1/}121, 1/}131)5 = 50 (..i!21 _ .A_IOl) (.A.12l _ .A,I41), 

('PI'>, IP(5l)5 = 50 (.A. I&)- .A_(Ol) (..4<'>- .A.I2l)' 

(!piO>, IPI11)3 = (!p12l, IPI3l)s = (!p14l, tp15l)3 = _ 8l, 

).121(tp10) tplllh _ ).101 (tp12l, tpl31)t ).141 (tpiOI, tplll)t _ ).101 (tp141, tpl51h 

).101- ).12) -- = ).101 - ).14) 

,1_1() (tp121, tpl3lh- ).121 (tp141, tpl51h • 

= -· ).121~. ).lfl = 20'1.. 

Von den moglichen Vorkommnissen besonderer Art betrachten wir nur 
den Ausnahme£all 

7* 
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Es entspricht hier dem vierfachen Wurzelwerte 

A, CO) = A,Cll = A, Ill) = A,l3) = 3 J 3 
Jz 

§5 

eine dreifach unendliche lineare Formenmannigfaltigkeit, wahrend der Doppel
wurzel A,14> = A,15> ein Formenbiischel zugehort, dessen Kombinanten sich 
wie folgt, ausdriicken: 

(11'14>, 11'(51)6 = 30J2' 

(1p1Sl, 1/'(5))3 = 0, 

(11'''', 11''5')1 = -90 ~ t = - 60 i. J, 

Urn diesen Angaben entsprechend ein Formenbiischel 1p zu konstruieren, 
legen wir zunachst als Ausgangsform 1pt4> eine solche Form des Biischels zu
grunde, welche die Eigenschaft besitzt durch geeignete lineare Transformation 
die Jerrardsche Gestalt 

anzunehmen. Es gilt femer der Satz: 
Soll fiW eine Form 5-ter Ordnung eine andere Form derselben Ordnung 

existieren, deren dritte Oberschiebung uber die vorgekqte Form identisch ver
schwindet, so besteht die notwendige und hinreichende Bedingung dafur in dem 
V erschwinden ihrer I nvariante 4-ten Grades. 

Da diese Invariante fiir unsere Form 1p<4> den Wert ()(~ erhalt, so verein
facht sich zufolge unserer Bedingung der obige Ausdruck wie folgt: 

wahrend eine leichte Rechnung fiir die zugehorige Form den Wert 

11''5' =- 5xt x2 + ~ 
liefert. Bilden wir nun die Jakobische Kovariante des gefundenen Formen
biischels 11'<", 1pt51, so ergibt sich wiederum die bekannte Hexaederform 
8-ter Ordnung, und zwar in derselben kanonischen Gestalt wie oben. Gleich
zeitig lehrt unsere Betrachtung, da.l3, von trivialen Fallen abgesehen, jene 
Hexaederform die einzige Form ist, welche die Eigenschaft besitzt, sich 
nach ihrer vierten Uberschiebung iiber sich selbst zu reproduzieren1• 

1 BruosCHI behandelt in den Comptes rendus Bd. 96 S. 1689 eine Form 8-ter Ord
nung mit der erwahnten Eigenschaft, ohne, wie es scheint, zu bemerken, daB dieselbe 
nur ein anderer kanonischer Ausdruck fiir jene Hexaederform ist. Erteilen wir namlich 
der durch das Verschwinden der quadratischen Invariante ausgezeichneten biquadrati
schen Form 1p1°1 auf S. 98 die Gestalt 
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Damit beschliellen wir die Reihe der Ieicht zu vermehrenden Beispiele 
und speziellen Folgerungen unserer allgemeinen Prinzipien. 

Nach den einleitenden Betrachtungen am Anfange der gegenwartigen 
Abhandlung entsprang das vorstehend untersuchte Problem einer weit urn· 
fassenderen Idee. Unser Fall"'= 1 ergab sich aus der letzteren durch ilatur
malle Spezialisierung, hatte jedoch vorweg die Ausschliellung der Formen 
ungerader Ordnung zur Folge. Schon dieser Umstand weist auf die Not
wendigkeit der Untersuchung des weiteren Spezialfalles "' = 2 hin, welcher 
fiir die binaren Formen ungerader Ordnung eine nicht weniger wichtige Rolle 
spielen wird wie der oben behandelte Fall x = 1 fiir die Formen gerader 
Ordnung. 

Ostseebad Rauschen, den 15. September 1886. 

so wird 
tptll = (tp!Dl, ~ptOl)2 = xt + 8 x1 x~, 

wahrend das Produkt beider Formen den Wert 

annimmt, welcher mit dem Brioschischen Ausdrucke weaentlich iibereinstimmt. 



4. Ober eine Darstellungsweise der invarianten Gebilde 
im binaren Formengebiete 1• 

[Mathern. Annalen Bd. 30, S. 15-29 (1887).] 

In der gegenwartigen Mitteilung wird ein eigentiimliches Verfahren zur 
Darstellung von Invarianten und Kovarianten eines binaren Formensystems 
allgemein begriindet und dann fiir die invariantentheoretische Untersuchung 
gewisser binarer Formen von speziellem Charakter verwertet. 

Der Ubersichtlichkeit halber legen wir zunachst nur eine binare Form 
der n-ten Ordnung, und zwar in der nicht homogenen Schreibart 

I= a 0 xn + (~) ~ xn-l + · · · + an (1) 

zugrunde; es mogen dann fiir die einseitigen Differentialquotienten derselben 
nach der nicht homogenen Variablen x die spater stets wiederkehrenden Be
zeichnungen gel ten: 

lo = I ' l (n-1)! df I------···- ' 1 - n! dx 

l 
(2) 

In= 
1 d"f 

n! dx" · 

Nach diesen charakteristischen Festsetzungen untersuchen wir, unter welchen 
Bedingungen eine Funktion jener einseitigen Derivierten /0 , / 1 , ••• , In eine 
Invariante oder Kovariante der Grundform darstellt. Die zur Verwendung 
gelangende linear gebrochene Transformation der nicht homogenen Variablen sei 

rxx'+ fJ 
X=yx'+<5' 

I Die vorliegende Arbeit ist zum Teil eine verkiirz.te Wiedergabe derjenigen Gesichts
punkte, welche der Verfasser in seiner Inauguraldissertation: ltber die invarianten Eigen
schaften spezieller binarer Formen, insbesondere der Kugelfunktionen. Konigsberg i. Pr. 
1885, dieser Band Abh. 1, entwickelt hat. Doch waren insonderheit die Ergebnisse des 
zweiten Teiles der zitierten Dissertation bemerkenswerter Vervollstandigungen und er
weiternder Zusatze fahig. 
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worin der einfacheren Rechnung halber die Konstanten oc und 15 nur unendlich 
wenig von der Einheit, {J und r nur unendlich wenig von Null abweichen mogen. 
Die fiir die transformierte Form f' gebildeten einseitigen Differentialquotienten 
nehmen dann allgemein die Gestalt an1 : 

f~ = (ot 15)1 (y x' + b)n-2t (/; + iy f1_ 1), 

und es bedarf nur einiger einfacher Oberlegungen, urn zu dem folgenden 
Theorem zu gelangen: 

J ede homogene und isobare Funktion F der einseitigen Differentialquotienten 

/ 0 , / 1 , ••• , f .. vomGradeg und demGewichtep ist einelnvariante oder Kovariante 

der Form f von der Ordnung m = n g - 2 p, sobald sie der Differentialgleichung 

fJF fJF fJF 
foa/1 + 2 /1 8/s + Sf2 d/a + · · · = 0 

geniigt. 
Urn eine derart vorgelegte Kovariante Fin gewohnlicher Weise als Funktion 

der Koeffizienten der Form und der Variablen auszudriicken, setzen wir 

F = A0 xm + (7)A1 xm-l +···+Am. 

Die k-malige Differentiation dieser Identitat nach x liefert unter Beriick
sichtigung der Relation 

und mit Benutzung des abkiirzenden Operationssymbols 

a a a 
Ll =n/1010 +(n-1)/20 / 1 +(n-2)/30 /2 +· · · 

das Ergebnis 

LJkF = (m:!k)!Aoxm-k+ ... + (rn:!k)!Am-k> 

oder fiir x = 0 und nach V ertauschung der Koeffizienten a0 , a1 , ••• , a .. beziig
lich mit a.,, a .. _1 , .• • , a0 : 

A (m-k)![AkF] 
k = ± 1 LJ f;=a; • ·m. 

Im speziellen Faile k = 0 erhalten wir den ersten Koeffizienten, d. h. die QueUe 
der Kovariante F als Funktion der Koeffizienten von f. Umgekehrt folgt daher 
der Satz: 

Fur eine vorgelegte lnvariante resp. Kovariante der Grundform ergibt sich, 

abgesehen vom Vorzeichen, die Darstellung als Funktion der einseitigen Deri

vierten, wenn in der I nvariante resp. Kovariantenquelle die Formenkoejfizienten 

1 Die genaue Formel findet sich in der zitierten Dissertation, S. 2. 
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a0 , a1 , ••• , an durchdie entsprechenden Difjerentialquotienten /0 , / 1 , ••• , f n ersetzt 
werden1 • 

Gleichzeitig finden wir die bekannte Ableitung der Koeffizienten einer 
Kovariante aus ihrer Quelle wieder. Auch die Berechtigung der lediglich mit 
Quellen rechnenden Methode von RoBERTS sowie die gewohnlichen Cayley
schen Differentialgleichungen der Invarianten und Kovarianten als Funktion 
der Koeffizienten und Variablen2 sind unmittelbare Folgen unserer Uber
legungen. 

Die bisher verwendeten Schliisse fiihren fiir den Fall eines gegebenen 
Systems von mehreren Grundformen j, ((!, • • • zu folgender leicht erweisbaren 
Verallgemeinerung: 

J ede isobare Funktion F der einseitigen Derivierten /0 , / 1 , ••• , In, rp0 , rp1 , ••• , 

({!,, .•• , vom Gewichte p, welche uberdies in den Derivierten feder einzelnen 
Form homogen beziehungsweise von den Graden g, y, . .. sein mage, ist eine 
simultane lnvariante oder Kovariante des Formensystems j, ({!, ... von der 
Ordnung m = ng + vy + · · · - 2 p, sobald sie der Dijjerentialgleichung 

I 8F -l- 21 BF + 31 8F + BF aF aF 
0 a It ' 1 a I. ' 2 a Ia •.. + ({/o a 'PI + 2 Cf!I a 'P• + 3 Cfl2 a 'Pa + ... = 0 

genugt. Die Beziehung zur lnvariante oder Kovariantenquelle in gewohnlicher 
Darstellung wird durch die gleichzeitige Vertauschung der Differentialquotienten 
/ 0 , / 1 , ••• , fn, ({10 , rp1 , •.. , ({!,, •.. mit den entsprechenden Formenkoejjizienten 
a0 , a1 , ••• , an, et0 , et1 , ••. , et,, ..• vermittelt3. 

Die gewonnene Darstellungsweise der invarianten Gebilde bedingt keine 
wesentliche Unterscheidung zwischen Invarianten und Kovarianten, und da sie 
iiberdies von der Ordnung der Grundformen unabhangig erscheint, diirfte sie 
dazu geeignet sein, in naturgemaBer Weise auch die gebrochenen und irratio
nalen algebraischen Gebilde der invariantentheoretischen Behandlung zu-

1 Die Moglichkeit dieser Darstellungsweise der invarianten Gebilde scheint bisher 
wenig beachtet oder verwertet zu sein, vgl. jedoch FAA DI BRUNO: Theorie der binaren 
Formen, deutsch bearbeitet von TH. WALTER, 1881, § 14, 11.- Neuerdings veroffentlicht 
BRIOSom in diesenAnnalen Bd.29 S. 327 einen Satz, welcher aus demobigen, bereitsinder 
zitierten Dissertation aufgestellten Theorem unmittelbar folgt, wenn man darin an Stelle 
der willkiirlichen Variablen x den Wert irgendeiner Wurzel der Gleichung I= 0 einfiihrt. 
Wie BRIOSOHl an Beispielen zeigt, findet dieser Satz eine niitzliche Verwendung zur 
algebraischen Transformation jener Gleichung I = 0. - 'Obrigens gilt ein analoges Theo
rem auch fiir ternare, quaternare usw. Grundformen, deren Invarianten und Kovarianten 
als Funktion der Differentialquotienten nach zwei, drei, usw. Variablen darstellbar sind. 

2 Vgl. SALM<1N: Algebra der linearen Transformationen. 1877, Art. 143-147. 
3 In diesem Theorem ist zugleich als spezieller Fall das Lemma enthalten, welches 

kiirzlich S. GuNDELFINGER in der Abhandlung ,Zur Theorie der binaren Formen" Crelles 
J. Bd. 100 S. 413 mitteilt. 
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ganglich zu machen. Berucksichtigen wir ferner, daB nach Anwendung des 
obigen Verfahrens jede Invariante und Kovariante des Formensystems uns 
als ein Differentialausdruck vorliegt, so flihrt eine Relation zwischen jenen 
Gebilden zu einer Differentialgleichung, deren Studium fur gewisse Fragen der 
Formentheorie von Vorteil sein kann1• Endlich sei noch bemerkt, daB die 
Anwendung unserer Darstellungsweise in vielen Fallen die wirkliche Answer
tung von Invarianten und Kovarianten flir spezielle vorgelegte Grundformen 
wesentlich erleichtert und vereinfacht. 

Nach den vorangegangenen allgemeinen Darlegungen kehren wir wieder 
zu einer Grundform zuruck und beschaftigen uns eingehender mit den gegen
seitigen Beziehungen und sich erganzenden Eigenschaften der heiden bereits 
im Bisherigen aufgetretenen Differentiationssymbole: 

a a a 
D = foat1 + 2ftat2 + 3f2ats + ... ' 

a a a 
Ll =nftato + (n-1)/28/1 + (n-2)faat2 + .... 

Denken wir uns diesel ben angewendet auf eine beliebige homogene und isobare 
Funktion F der Differentialquotienten lo, 11 , ... , In vom Grade g und dem Ge
wichte p, so gilt zunachst betreffs der Vertauschung ihrer Reihenfolge die 
fundamentale Formel: 

[ D Ll - Ll D] F = m F, m=ng-2p. (3) 

Der Beweis derselben gelingt am einfachsten, wenn wir von ihrer Richtigkeit 
flir die spezielle Annahme F = /; ausgehen und dann zeigen, daB die Formel 
flir die Summe sowie fur das Produkt zweier Funktionen F und F' immer 
dann gilt, sobald ihre Giiltigkeit flir jeden der heiden Summanden, beziehungs
weise Faktoren F und F' feststeht. 

Durch wiederholte Anwendung des Symbols D auf Formel (3) bei gleich
zeitiger Benutzung derselben flir die Funktionen DF, D2F, . . . ergibt sich die 
allgemeinere Relation 

Dk L1- L1 Dk = k (m + k -1) D~<-t 

und in analoger Weise 

D LJI - Ll' D = l (m- l + 1) LJI-1. 

Beide Formeln erscheinen als Spezialfalle der folgenden Relationen von 
allgemeinstem Charakter, deren Richtigkeit durch den SchluB von k, l auf 
k + 1, l + 1 bestatigt wird: 

1 Auf dem erwahnten Umstande beruht die Beweismet hode in der zitierten Abhand
lung von S. GuNDELFINGER. - V gl. ferner die Note des Verfassers_: "Ober die notwendigen 
und hinreichenden kovarianten Bedingungen fiir die Darstellbarkeit · einer binaren Form 
a.ls vollstandige Potenz. Math. Ann. Bd. 27 S. 158. Siebe d iesen Band Abh. 2. 
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Dk LIZ= Ll' Dk + (m + 1k- l) l k LfHDk-1 

+ (m +: -l)l(l-1)k(k -1) LJl-2Dk-2 + · · ·, 

,11 Dk = Dk ,11 + (l- ~- m) l kDTt--1 ,11-1 

+ (1- ~- m) l(l-1)k(k -1) DTc-2.1H + · · ·. 

(4) 

Legen wir endlich mehrere Formen /, q;, . . . zugrunde und betrachten 
simultane Funktionen der Derivierten /0 , / 1 , •.• , fn, q;0 , q;1 , ••• , ffJv• so werden 
wir nunmehr unter D und .1 die Summe aller auf f, q;, ••• einzeln bezogenen 
Differentiationssymbole zu verstehen haben, also 

D = D1 + Drp + · · ·, 
.1 = .1, + Llrp + ... ' 

und es ist leicht erkennbar, daB bei diesen Festsetzungen samtliche obigen 
Formeln auch fiir simultane Gebilde giiltig bleiben, sobald wir nur der Zahl m 
i.iberall die modifizierte Bedeutung 

m=ng+vy+ · · · -2p 
erteilen. 

Fiir die folgenden allgemeinen Betrachtungen setzen wir ferner des kiir
zeren Ausdruckes halber fest, daB eine homogene und isobare Funktion F 
der Derivierten fo, ft, ... , In, ffJo• ffJI, ••. , q;,,, ... vom Ranger heiBen moge, 
wenn in der Reihe 

DF, D2F, •.. 

D'*1F die erste Bildung ist, welche identisch verschwindet. Wie sich mittels 
der Formeln (4) zeigt, ist dann in der Reihe 

LIF, L1 2F, ..• 

jm+r+lF die erste identisch verschwindende Bildung, d. h. die Funktion F 
vom Range r besitzt die Ordnung m + r in bezug auf die Variable x. Mit Be
nutzung der Formeln (4) erhalten wir aus einer vorgelegten Funktion F r-ten 
Ranges der Reihe nach folgendes System von Funktionen nullten Ranges, 
d. h. von Kovarianten: 

F<rl =D"F, 
F<r-1) = Dr-1 F __ (rn.__f__ti_!__ Dr-1 LJr F<rJ 

(m+2r)!r! ' 

F<OI = F- (m + ~-! ___ LJr F<•J- ... ~_I_ Ll F<lJ 
(rn+2r)!r! rn+2 ' 

oder nach sukzessiver Einsetzung der W erte von F<rl, F<r-11 , ... auf der 
rechten Seite: 
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F<rl =DrF, 

F<r-1 1 = [nr-1 - --1- A Dr] F 
m+2r ' 

F<Ol = [1- - 1 - LJD + -·-·- -1--- LJ 2D2- + .. ·]F 
m + 2 2 (m + 2)(m + 3) · 

Die Einfiihrung der abkiirzenden Bezeichnung 

[F] = [1- T(m\ 2) LID+ 1· 2(m + ~)(m + 3) LJ2D2- + ... J F 

gestattet, das obige System von Kovarianten in der einfachen Gestalt zu 
schreiben: 

F<O> = [F], 

F'11 = [DFJ, 

F<rl =[Dr F], 

(5) 

wahrend die letzte Gleichung des vorangegangenen Gleichungssystems die 

Identitat 
F = c<Ol F<Ol + c(l) A1 F<1l + ... + c<r) Ar F<rl' 

<kl= (m+k}! _ 
c (m+2k)!k! 

liefert, d. h.: J ede Funktion F r-ten Ranges ist auf eine eindeutig bestimmte 

Weise als Summe von (r + 1) AusdrUcken darstellbar, welche durch blo{Je Vor

setzung des Symbols A aus Kovarianten entspringen. Die Kovarianten F< 0>, 

FU>, ... , F<•>, sind gleichsam als die Erzeugenden der Funktion F zu betrachten. 

Was iibrigens die neu eingefiihrte Operation betrifft, so ergibt beispiels

weise die Rechnung: 

Uo{/1,] = (n _ ;;/~n~",~ ~!+I)! {to(/),- (i) /1 (/1,_1 +- · · · + ( -1)" /,qJo} · 

Das in Rede stehende Kovariantensymbol [] erscheint hiernach im Lichte 

einer Verallgemeinerung des bekannten Uberschiebungsprozesses. 
Die bisherigen allgemeinen Entwickelungen konnen unter anderem zu 

einem strengen Beweise eines bekannten Satzes tiber die Anzahl invarianter 

Bildungen dienen. Da namlich nach den Formeln (5) einer jeden Funktion F 

von bestimmten Graden g, y, ... und dem Gewichte p ein System von Ko

varianten .1"!0>, F<ll, ... , F<rl, mit gleichen oder kleineren Gewichten eindeutig 

zugeordnet ist und umgekehrt j edes solche Kovariantensystem zu einer be

stimmten Funktion F fiihrt, so miissen notwendig die Anzahl jener Funk

tionen F und die Anzahl der Kovarianten von den Graden g, y, ... und. von 

einem p nicht iiberschreitenden Gewichte untereinander iibereinstimmen. Be-
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zeichnen wir diese Anzahl mit Z:ll, so ist offenbar die Anzahl der linear un
abhangigen Kovarianten von den betreffenden Graden g, y, ... und dem 
Gewichte p gleich der Differenz der Zahlen Z:ll und Z:ll_1 , womit der in Aussicht 
gestellte Beweis fur den Fundamentalsatz1 des Cayley-Sylvesterschen Abzah
lungskalkiils in voller Strenge erbracht ist. 

Eine weitere Anwendung gestatten unsere Entwicklungen, wenn es sich 
urn die Konstruktion einer Funktion G handelt, welche nach V orsetzung des 
Symbols D, beziehungsweise Ll ein vorgeschriebenes Resultat F ergeben soil. 
Losen wir namlich die vorgelegte Funktion F nach Forme! {5) in ihre Erzeugen
den F<OJ, F<ll, .•. , FCrl auf, so ergibt sich, dal3 eine Funktion G der verlangten 
Art im ersteren Faile fur ein positives m immer, fur m:::;:; 0 dagegen nur unter 
der Bedingung 

[D-FJ = 0 

existiert, wahrend anderseits im zweiten Faile durchweg die Bedingung 

[FJ = 0 

erforderlich wird. Sind diese Voraussetzungen erfiillt, so erhalt die gesuchte ' 
Funktion G den Wert 

G = _1_ c<OJ LJF<O> + __ 1 _ ell> LJ2 F<ll + ... + --··-~---- el~"l LJr+I Fir) 
l·m 2(m-1) (r+l)(m-r) ' 

beziehungsweise 

G = 0c11 Fill + 0121 LJI F<21 + ... + elrl LJ~"-1 F<rl, 

wo rechter Hand naturlich noch beliebige Funktionen H mit der Eigenschaft 

DH=O, bzw. LlH=O 

hinzugefiigt werden diirfen. 

Das obige allgemeine Theorem und die daran anschliel3enden Betrach
tungen werden sich insbesondere von Nutzen erweisen, sobald es sich um die 
Ermittelung invarianter Eigenschaften und Kriterien fur solche besondere 
binare Formen handelt, deren Natur durch gegebene algebraische Differential
gleichungen gekennzeichnet ist. Formen oder Formensysteme mit speziellen 
oder beschrankt willkiirlichen Koeffizienten haben bisher nur ausnahmsweise 
vom Standpunkte invariantentheoretischer Anschauungen aus Erorterung ge
funden. Nehmen wir die Untersuchungen aus, in welchen F. KLEIN2 auf Grund 

1 Vgl. SYLVESTER: Surles actions mutuelles des formes invariantives derivees. Crelles 
.J. Bd. 85 S. 89. 

2 tiber binare Formen mit linearen Transformationen in sich selbst. Math. Ann. Bd. 9 
S. 183. - Vgl. andererseits GoRDAN: Uber Formen mit verschwindenden Kovarianten. 
Math. Ann. Bd. 12 S. 147. 
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einer funktionentheoretisch-geometrischen Betrachtungsweise fiir die in sich 
selbst linear transformierbaren Formen die notwendigen und hinreichenden 
invarianten Kriterien ableitet, so war man im iibrigen zur Auffindung in
varianter Relationen auf die umstandliche direkte Ausrechnung aller in Frage 
kommenden Invarianten und Kovarianten angewiesen1 . Im folgenden soli nun 
an dem Beispiele der hypergeometrischen Reihe gezeigt werden, in welcher 
Weise durch unsere friiheren Entwicklungen eine allgemeine und direkte 
Herleitung invarianter Kriterien aus der vorgelegten algebraischen Differen
tialgleichung moglich wird. 

Die hypergeometrische Reihe F (et, {J, y, x) ist offenbar dann und nur dann 
eine ganze rationale Funktion der Variablen x, wenn wir einen der heiden im 
Zahler jedes Gliedes auftretenden Parameter gleich einer negativen ganzen 
Zahl, etwa et = - n annehmen. Unter dieser Voraussetzung erhalt durch 
Vorzeichenanderung und reziproke Transformation der Variablen jene hyper
geometrische Reihe die Gestalt der folgenden binaren Form n-ter Ordnung 
in nicht homogener Schreibart: 

/ = xn + (n) fJ xn-1 + ... + ~({J _±_!l__:_-__:j/f + -~ - __ll_ (6) 
1 y y (y + 1) ••. (y + n - l) ' 

und die Vergleichung mit der allgemeinen Schreibweise (1) zeigt, daB die spe
zielle Natur der in Rede stehenden Form durch die einfache Formel 

fJ ({J + I) ... ({J + i - I) 
a-= - ---

• y(y+1) ... (y+i -1) 
charakterisiert ist. 

Vollziehen wir nun in der Differentialgleichung der hypergeometrischen 
Reihe 

d2F dF 
x(l- x) dx2 + {y- (et + {J + l)x} dx -et{JF = 0 

den Ubergang zu der Grundform /, so ergibt sich bei gleichzeitiger Einfiihrung 
der kubischen und der linearen homogen geschriebenen Form 

rp = IXo X~ + 3 et1 X~ X2 + 3et2 X 1 X~ + et3 X~ = X~ X2 + X1 X~ , 
3y -t 2(n -- l) 3{J+n-l 

VJ=fJoxl+{Jlx2 = --3(n-=-i-) -- x~+ -- 3(n-=. l) x2 

unserer friiheren Bezeichnungsweise (2) entsprechend 

d. h. 
(rp, /)2 + (VJ, /h = 0. (7) 

1 V gl. beispielsweise die Behandlung der Modular- und Multiplikatorgleichung 6-ten 
Grades. CLEBSCH: Binare Formen § 114 und 115. 
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Umgekehrt iiberzeugt man sich Ieicht, da13 a us einer Kovariantenrelation der 
letzteren Art stets eine Differentialgleichung von der obigen Gestalt folgt. 
Es Hi13t sich demnach der Satz aussprechen: 

Eine binare Form I von der n-ten Ordnung ist immer dann und nur dann in 
eine endliche hypergeometrische Reihe linear translormierbar, wenn eine kubische 
Form rp und eine lineare Form 1p existieren, welche mit I durch die Formel (7) 
verbunden sind. 

Zugleich sei hier kurz bemerkt, da13, einem allgemeinen Theoreme zufolge, 
die eben ausgesprochene Eigenschaft der Form I notwendigerweise das Vor
handensein einer (n - 6)-fach unendlichen Mannigfaltigkeit von Formen X der 
(n- 1)-ten Ordnung bedingt, von denen jede einzelne durch die invarianten 
Beziehungen 

<x, /)n-2 = o , (x, /)n-1 = 0 (8) 

mit der Grundform I verkettet ist1. Auch umgekehrt zieht das Vorhandensein 
einer solchen (n- 6)-fach unendlichen Formenmannigfaltigkeit jene charak
teristische Eigenschaft der hypergeometrischen Reihe nach sich. 

Die Kenntnis der Formen rp und tp setzt uns gleichzeitig in den Stand, die 
lineare Transformation der fraglichen Form in die Gestalt der hypergeometri
schen Reihe (6) zu bewerkstelligen. Fiihren wir namlich die kubische Form rp 
in die spezielle Gestalt 

(9) 

iiber, so sind die Koeffizienten der simultan transformierten Linearform tp 

von den Parametern der hypergeometrischen Reihe in der oben bezeichneten 
Weise abhangig, und es ergeben sich fiir letztere demnach die Werte 

{J = l (n - l) (3 /31 - l), } 

y = i (n- I) (3 /30 - 2). 
(10) 

Da die Transformation der kubischen Form rp in die fragliche Gestalt auf 6 ver
schiedene Arten geschehen kann, so gibt es ebenso viele verschiedene hyper
geometrische Reihen, welche im Sinne der Invariantentheorie mit der vor
gelegten Grundform aquivalent erscheinen2• 

Unsere weitere Aufgabe wird darin bestehen, das gefundene notwendige 
und hinreichende Kriterium (7) seines simultanen Charakters zu entkleiden. 
Zu dem Zwecke losen wir dasselbe durch Nullsetzen siimtlicher Koeffizienten 
der linken Seite in die n einzelnen Bedingungen auf: 

1 Vgl. am Schlusse dieser Mitteilung das Beispiel der Kugelfunktion 6-ter Ordnung. 
2 Mit Benutzung dieser bekannten linearen Transformation ist die genaue Answer

tung der Diskriminante fiir die im Endliohen abbreohende hypergeometrisohe Reihe 
moglioh. 
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1Xoa2-
n- 2) oc0 a3 - (2n

.n-3)oc0 a4 -(2n-

2oc1a1 + 

5)1X1a2 +(n-

8)cx1ad·(n-

oc2ao 

4)oc2al + cxaao 

7)oc2 a2 +2cx3~ 

+ f3oai- fJ1ao=O' 
+ (n-I)tJ0 a2- (n-I){J1 a1 =0, 

+ (n--l){J0 a3 -(n-I){31 a2=0, 

n-4)1X0a5 -(2n-ll)cx1 a4 +(n-10)cx2a3 +3cx3a2 + (n --I){J0a 4 -(n-I){31 a3=0, (ll) 

:n-5)1X0 a6 -(2n-I4)<Xt a5+ (n-I3)1X2a4 +4cx3 a3 + (n-I){J0a5 -(n-I){31 a4 =0, 

n-6)oc0 a7 - (2n-I7)1X1 a6+ (n-I6)cx2a~;+5cx3a4 + (n-I)(J0a6 - (n-I) {31 a5=0, 

IX1 a,.-

welche mittels Elimination der Koeffizienten IXo, 01:1 , 01:2 , oc3 , {J0 , {31 und geeigneter 
Einfi.ihrung der (n- 6) willki.irlichen Variablenreihen xi1>, x~1>; xi2>, x~2>; 
... ; xi"-6>, x~"-6> zur Bildung der n-reihigen Determinante 

a2' - 2a1 , ao, 0, a1' - ao, (1)"-1 

x2 ' 
(1)"-1 

. 'x2 

0, a,.' - 2 a,._1 , an-2> a,., - an-1' 
(1)''- 1 (n-6)"- 1 

x2 ' ., xl 

AnlaB geben. Elementaren Uberlegungen zufolge ist dieselbe betreffs ihrer 
Abhangigkeit von den enthaltenen Variablen als Determinante der folgenden 
Art darstellbar: 

Y1 (x<ll) ' Y2 (x(ll) , · · ·, 9n-6 (x(ll) I 
G = ;d~(~-j!;): ~2 (x<:-e;) : . .'., ~ .. ~6 {x<:-jl;) ' 

worin g1 , g2 , •• • , Yn--fS gewisse binare Formen der (n -I)-ten Ordnung bedeu
ten. Die Funktionalkovariante dieser (n- 6) Formen wird 

r = [n (xii) X~k?- Xik) X~l)l(1) - ... = z!'l-6) =X 

-'-' I a~.. ~ ~ ~1>. • • a~. . . o_, . . a.~ •. -ao . 

. 0' a,. ' - 2 a,._l ' an- 2' a,. ' - an-1 ' 

xg, .. . , 0 ! 
I 

0 : ..... ·X~ I 
und man erkennt leicht, daB das identische V erschwinden dieser Determinante 
einerseits und der Determinante G andererseits sich gegenseitig bedingt. Zur 
Charakterisierung der speziellen Form f ist mithin das identische V erschwinden 
der Kovariante r nicht nur notwendig, sondern auch hinreichend. 

Die Kovariante r ist vom Grade 6 in den Koeffizienten der Grund
form, vom Gewichte I8 und von der Ordnung 6 (n- 6) beziiglich der allein 
noch auftretenden Variablen x1 , x2 • Urn sie durch iibersichtlichere kova
riante Bildungen auszudriicken, schreiben wir vor allem ihre QueUe in 
der einfachen, von unwesentlichen Zahlenfaktoren befreiten Determinanten
gestalt: 
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(n- 1) a2 , a1 , a0 , 0' 0' 0 

(n- 2) a3 , ~. a1 , a2, au ao 
(n - 3) a,, aa, a2, 2a3 , 2~, 2a1 

(12) 
(n- 4) as, a,, aa, 3a4 , 3a3 , 3a2 

(n- 5) as, as, a,, 4a5 , 4a,, 4a3 

(n- 6) a?, as, as, 5a6 , 5as, 5a4 • 

Fiir n= 6 erhiiJt dieselbe als Invariante der Form 6-ter Ordnung den Wert 

(13) 

wo A, B, C nach der Salmonschen Bezeichnungsweise1 die drei bekannten 
allein in Frage kommenden In varian tender Form 6-ter Ordnung bedeuten. Die 
Konstanten Cl_, c2 , c3 bestimmen sich durch Anwendung der heiden Speziali
sierungen 

wie folgt: 

a0 = a1 = a2 = a4 = a5 = a6 = 0, 

a1 = a2 = a3 = a5 = 0, 

Urn auf den allgemeinen Fall iiberzugehen, schreiben wir die Elemente der 

ersten Vertikalreihe der Determinante (12) in der Zerteilung: 

5a2 + (n- 6) az, 4a3 + (n- 6) a3 , 3a4 + (n- 6) a4 , ••• (n - 6) a7 , 

so daB dementsprechend auch die Determinante selbst als Summe zweier 
Determinanten erscheint, deren erste mit der eben berechneten QueUe (13) 
iibereinstimmt, wiihrend die zweite den Zahlenfaktor n- 6 enthiilt. Das an
gedeutete V erfahren liefert somit schlieBlich die Relation: 

r = 4A B - 5 C + (n - 6) D , 

worin die Kovarianten A, B, C, D allgemein fiir die Form n-ter Ordnung die 
Bedeutung haben: 

A = ( a0 a6 - 6 ~ a5 + ... ] x~ ln-6> + ... , 
B = [a0 a2 a4 a6 - a0 ~a~- · · . Jxt<n- 6> + ... , 
c = [a~ a~ a~ - 6 a~ aa a4 a5 a6 + 4 a~ aa a~ + ... ] xr (n-6) + ... ' 
D = [- 2 a~ a2 a4 as ~ + 4 a~ a2 a4 a,~ - 2 a~ a2 a~ a6 + · · · ] xf <n-&> + · · · . 

Durch folgerechte Zusammenfassung aller bisherigen Ergebnisse erhalten wir 

den definitiven Satz: 

1 Vgl. SALMON: Algebra der linearen Transformationen, Art. 251, 252, 253. 
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Eine biniire Form der n-ten Ordnung ist immer dann und nur dann in 
eine endliche hypergeometrische Reihe linear transformierbar, wenn die Ko
variantenrelation 

4AB-50+(n-6)D=0 (14) 

bestehto Die letztere ist mithin der priizise und vollstiindige A usdruck fur die 
invariantentheoretische Eigenart der endlichen hypergeometrischen Reiheo 

Zur Bewerkstelligung der in Rede stehenden linearen Transformation 
sowie zur Berechnung der Parameter fJ und y der resultierenden hypergeo
metrischen Reihe bedarf es nach den friiheren Ausfiihrungen der Kenntnis 
der heiden Formen p und 'lfJo Wir fiigen deshalb zu den n Gleichungen (11) 
noch die weiteren Identitaten hinzu: 

beziehungsweise 

= 1p (y) 

und erkennen aus den so erhaltenen Gleichungssystemen, daB die Deterrni
nantenbildungen 

I ~2, -2al> ao, 0, a I, -ao, x~l>"-', ••• ' (n-5Jn-1 
x2 

F= 10 I , a,, -2a,._1 , an-2> a,., -a,_I, (1)10-1 C.•-5>'•-1 
x 1 , 0 •• , x 1 

i yf, 3y~ Y2• 3yl y~, y~, 0, 0, 0, • 0 0' 0 

beziehungsweise 

1 a2 , -2a1 , ao, 0, al, -ao, x(lJU-1 (n-o)n-1 I 
! 

2 '· • ., X2 

P= ,0, 
• • • • • • • • I 

a,., - 0 2a,._1 , a,._2, a,., -a,._I, xClJT•-1 x(n-5)n-1 I 
1 ' .... ' 1 

I 0, 0, 0, 0, Y1, Y2• 0, ... , 0 

fiir beliebige Werte der neu eingefiihrten (n- 5) Variablenreihen mit den 
Forrnen p (y)o, beziehungsweise 1p (y) notwendig proportional ausfallen. Urn 
betreffs jener mehrfachen Variablenreihen eine analoge Reduktion wie vorhin 
eintreten zu lassen, konstruieren wir durch Grenziibergang die heiden folgen
den Kovarianten: 

yf, 3 Yi Y2• 3yl y~, y~, 0, 
Hllbert, Gesammelte Abbandlulll!en. Bd. II. 

0, 0, ... , 0 
8 
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und 

p (x, y) = [II (x~o x~k;_ xikl x~~)l;(1J = .•. = z<"-6J ="' 

ll:!, -2a1 , a0 , 0, a1 , - a0 , xL .•. , 0 
. . . 

0, a .. , -2an-l• an-2> a,, -a,_l, 0, • •• , X~ 

0, 0, 0, 0, Y1• Y2• 0, ... , 0 

Dieselben enthalten nur noch die Variablenreihen :l1_, x2 ; y1 , y2 ; sie sind vom 
Grade 5 in den Koeffizienten der Grundform und von der Ordnung 5 (n- 5) 
beziiglich der ersteren Variablenreihe. Im Hinblick auf die friiheren Dar
legungen sprechen wir den zusammenfassenden Satz aus: 

Ist fur eine bindre Form der n-ten Ordnung die Kovariantenrelation (14) 
erfullt, so verhelfen die Ansiitze 

@(x,y) =D(x)cp(y), 

P(x,y) =D(x)tp(y) 

zur Konstruktion der kubischen Form cp und der linearen Form 'P· Jede der 
6 linearen Substitutionen, welche die kubische Form cp ( x) in die spezielle Gestalt (9) 
uberfuhrt, leistet zugleich die Transformation der vorgelegten Form in eine 
endliche hypergeometrische Reihe mit den beiden Parameterwerten (10). 

Was nun die Darstellung unserer heiden Kovarianten durch iibersichtliche 
Bildungen betrifft, so ist dieselbe in einfacher und allgemeiner Weise nur dann 
moglich, wenn wir durch Identifizierung der heiden Variablenreihen x1 , x2 

und y1 , y2 zu den invarianten Bildungen @(x,x) und P(x,x) iibergehen. 
Bringen wir namlich die Quell en der letzteren: 

al, ao, 0 ' 0 ' 01 
ll:!. al, a2, al, a., 

-9(n-l) aa, a2, 2 a3 , 2a2 , 2~ 

j a4, as, 3 a4, 3a3 , 3ll:! 

as, a,, 4a5 , 4a,, 4a3 

und 
(n- 1) a2 , (2n- 2) a1 , ao, 0 ' 0 

(n- 2) a3 , (2n- 5)a2 , ~. al, ao 

+3 (n- 3) a4 , (2n- 8) a3 , a2' 2a2 , 2a1 

(n- 4) a5 , (2n- 11) a4 , aa, 3a3 , 3a2 
(n- 5) a6 , (2n- 14) a5 , a4, 4a4 , 4a8 

mit den bekannten vollstandigen Formensystemen der Grundform 5-ter und 
6-ter Ordnung zur Vergleichung, so ergibt sich nach erfolgter Bestimmung 
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der Zahlenkoeffizienten die gesuchte Darstellung 

tP(x, x) = -18 (n- l)K, 

1[1 (x, x) = 6 (n - l) (n - 4) L + 18 (n - 4)(n - 5) B I - 6 (n - 1)(n - 5) i l, 

wo allgemein die weiteren Bezeichnungen gelten: 

K=[a~a2 a4 a5 -3a~a~a5 -t-2a~a3 a~- · · ·Jxrn-22 + · · ., 
L= [~a2 ai- 2a~a3 a4 a5 +a~ a=-···] xtn-24 +. ·. ,* 
i = [ao a4- 4al a3 + 3a~J xr<n-4) + ... ' 
l = [aoa2 a6- 3aoa3a5- aiao + ... ] xrn-l& + .... 

Es sei liberdies bemerkt, da13 die Kenntnis der eben dargestellten Kovarian
ten infolge der bestehenden Proportion 

cp: 1p = tP(x, x) : l[l(x, x) 

zur Konstruktion der gesuchten Formen cp und 1p wesentlich ausreicht. 
Die im vorstehenden allgemein entwickelten Resultate konnen flir die 

hypergeometrische Reihe der 5-ten und 6-ten Ordnung durch wirkliche Auf
stellung und Berechnung der in Frage kommenden lnvarianten und Ko
varianten direkte Bestatigung finden1 • 

Nachdem nun die beiden fundamentalen Fragen nach den Bedingungen 
der Moglichkeit und den Mitteln zur Ausflihrung der Transformation einer 
binaren Form in cine endliche hypergeometrische Reihe zur allgemeinen Er
ledigung gebracht sind, liegt es nahe, noch einer gewissen ausgezeichneten 
Ausartung der allgemeinen hypergeometrischen Reihe zu gedenken, welche 
infolge unseres gegenwartigen invariantentheoretischen Standpunktes eine be
sonders einfache Deutung erhalt. 

Wahlen wir nii.mlich die bisher allgemeinen Formen cp und "P derart, da13 
der Wurzelpunkt der letzteren Form harmonisch zu den drei Wurzelpunkten 
der ersteren gelegen ist, so wird durch diese invariante Bedingung die simultane 
Uberflihrung jener beiden Formen in die Gestalten 

x~x2 - xL bzw. cx1 

ermoglicht. Unter Anwendung unserer oben behandelten Darstellungsmethode 
mittels einseitiger Derivierter gewinnen wir aus der allgemeinen Kovarianten
relation(7) der hypergeometrischen Reihe die Differentialgleichung 2-ter Ordnung 

d2/ 1 df 1 
(x2 - 1) dx2 - -3 (n- 1)(3c + 4) x dx -t- 3- n (n- 1)(3c + 1) I= 0, 

* Vgl. die Cayleysche Tabelle fiir die Invarianten und Kovarianten der Grundform 
5-ter Ordnung. SALMON: Algebra der linearen Transformationen, 1877 Art. 232, 
Nr. 10 und 11. 

1 V gl. die anfangs zitierte Dissertation des Verfassers, S. 17 und 28, wo diese Rechnung 
fiir die allgemeine Kugelfunktion der 5-ten und der 6-ten Ordnung im wesentlichen durch· 
gefiihrt ist. Dieser Band Abh. 1, S. 19 und 31. 

8* 
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in welcher wir nach der Substitution 

4n+3p-4 
0 =-- 3 (n -1) 

die gewohnliche Differentialgleichung fiir die allgemeine _Kugelfunktion P;, 
wiedererkennen. Da offenbar auch umgekehrt die Differentialgleichung der 
Kugelfunktion mit N otwendigkeit zu jenen invarianten Beziehungen fiihrt, 
so ist die Existenz zweier harmonisch liegender Formen cp und 1p mit der simul
tanen Beziehung (7) in invariantentheoretischem Sinne das notwendige und 
hinreichende Kriterium fur die Kugelfunktion P;. 

Im iibrigen gelten naturgema13 fur die Kugelfunktionen dieselben Uber
legungen wie fiir die allgemeine hypergeometrische Reihe. So ersieht man bei
spielsweise fiir die Kugelfunktion 6-ter Ordnung die Existenz einer Form 
5cter Ordnung mit den kovarianten Beziehungen (8), da in der Tat die Re
lationen 

(P~, P~-) 5 = 0, 
fiir 

p + p'+ 12 =0 
identisch erfiillt sind1• 

Konigsberg i. Pr., den 23. Februar 1887. 

1 Betreffs weiterer den Kugelfunktionen a.Ilein zukommenden invarianten Eigentiim
lichkeiten vgl. die zitierte Dissertation, 8.15, 16, 18, 26. Dieser Band Abh. 1, S. 16-20, 29. 



5. Ober die Singularitaten der Diskriminantenflache. 

[Mathern. Annalen Bd. 30, S. 437-441 (1887).] 

Bezeichnen x1 , x2 , •.• , x,.+t die homogenen Punktkoordinaten eines n-di
mensionalen Raumes, so laJ3t sich jedem Raumpunkte eine ganze rationale 
Funktion n-ter Ordnung der einen Variablen t: 

X(t) = x1 t" + x2 tn-1 + · · · + x,.+l 

zuordnen, wahrend umgekehrt jede gegebene Funktion dieser Art einen be
stimmten Punkt j enes Raumes festlegt. Dieser geometrischen Deutung gema13 ist 

xoo=o m 
die Gleichung einer Ebene, welche bei variablem Parameter t die sogenannte 
Diskriminantenflache 

D(x10 x2 , ••• , x,.+l) = 0 (2) 

einhiillt. Zur Aufzahlung und Oharakterisierung der vorhandenen Singulari
taten dieser Flache haben wir die Diskriminante D der Gleichung (1) in der 
Nahe eines beliebigen Raumpunktes x1 , x2 , .•• , x,.+1 zu entwickeln und legen 
zu diesem Zwecke die dem letzteren zugehorige ganze Funktion in der all
gemeinsten Gestalt: 

X(t) = (t - t1)!'• (t - ~)~'• · · · (t - t,.)l'" - (3) { P-1 ' P-2' • • • ' p,,. > 1 

P-1 + P-2 + · · · + p,,. = n 
zugrunde. Setzen wir ferner 

Y(t) = Yt t" + Y2 tn-t+· · · + Yn+l 

und entwickeln die n Wurzeln der Gleichung 

X(t) + i. Y(t) = 0 
nach gebrochenen Potenzen von A, wie folgt: 

1 1 

t = tt + [-(t~ :.=-t;)~L2-::--~-(~_l)(tt- i~)iiit ]~'' ).I''+ ... ' 

1 1 

= t + [------ _ -Y(t") ----]~'").---,;;. + ... 
" (t,- t1JI'' . . . (t,- t, _,)""-' • 
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so ergibt sich, von einem unwesentlichen Vorzeichen und Zahlenfaktor ab
gesehen, fiir das Produkt samtlicher Wurzeldifferenzen der Wert: 

D(xl + l.yl, Xz + AY2• · · · ,x,.+l + l.y,.+l) 

[ AY(tl) J/II-1 [ AY(t,.) ]"'"-1 
= (t1- t~V"2 • •• (tl- t,.t" · · · ~- t~):u1 :· •• (t,. - t"-1)~'"- 1 

X (tl- t2)2P1.U• (tl- ts)2.U•I'• ..• (t,._1- t,.)2,u,._,,,,. + ... 
= [Y(t1)]'''-l [Y(t2)}"•-1 .•. [Y(t,.)].u,.-1 (t1 - tg).u•+.u• (t1 - t3).u,+.ua 

• , . (t,._1 _ t,.)Px-1 + p,. ).n-><+ ••.. 

Versteht man andererseits unter D1 , D2 , ••• die Polaren der Diskriminante D 
flir den Punkt x1 , x2 , .. • , Xn+l• wie dieselben durch ein-, zwei- und mehr
malige Anwendung des Differentiationssymbols 

a a a 
Yl axl + Y2 axa + ... + Yn+I a x .. +l 

aus der Diskriminante D hervorgehen, so lehrt die Vergleichung der eben ge
wonnenen Entwicklung mit der Identitat 

;_z 
D(x1 + l.y1 , x2 + l.y2 , •• • , x,.+1 + l.y,.+l) = D + AD1 + 2D2 + · · ·, 

da.B fiir den .betrachteten Raumpunkt Xt• x2 , ••• , Xn+l die Diskriminante D 
und ihre ersten n- u - 1 Polaren D1 , D2 , ••• , Dn_,._1 identisch ver
sclJ.winden, wahrend die (n- u)-te Polare D,._,. fiir jenen Punkt in die be
ziehungsweise Gttt - 1), ~ - 1) , ... , (p,. - 1 )-fach zu zahlenden Linearfaktoren 

Y(t1 ), Y(t2), •• • , Y(t,.) 

zerfiillt. Wie ebenfalls aus der obigen Entwicklung der Diskriminante er
sichtlich ist, gestattet das letztere Resultat eine U mkehrung. W enn niimlich 
fiir einen Punkt Xt• x2 , ••• , Xn+l nicht nur die Diskriminante D, sondern 
zugleich auch ihre ersten n - u - 1 Polaren identisch verschwinden, so zer
fiillt die (n - u)-te Polare dieses Punktes inn - u lineare Faktoren. Existieren 
unter diesen etwa je p1 - 1, P2 - 1, ... , p,. - 1 gleiche Faktoren, so erhiilt 
die dem Punkte zugehorige Form X (t) notwendig die Gestalt (3). Auf diese 
Weise ist mit alleiniger Hilfe der Diskriminante D und deren Polaren eine hin
reichende Unterscheidung und Charakterisierung der mannigfachen Ausartungen 
(3) einer binaren Form X (t) moglich1 • 

1 Um diese Unterscheidung herbeizufiihren, geniigen bereits die von SYLVESTER 
konstruierten Evektanten der Diskriminante, welche aus unseren Polaren vermoge der 
Substitution 

Y1 = t", Yz = (7) t•-l, · · ., Yn+l = 1 

entstehen und daher selbst nichts anderes als Polaren der Diskriminantenflache in bezug 
auf Punkte der Normkurve sind; vgl. SYLVESTER: On a remarkable theorem in the theory 
of equal roots and multiple points. Philos. Mag. ser. IV, t. 3. 1852. 
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Aus den bisherigen Uberlegungen folgt, da.B die Diskriminantenflache (2) 
den betrachteten Punkt :21_, x2 , ••• , Xn+t (n- ")-fach durchsetzt, und zwar 
je (P:t - 1), (P2 - 1), ... , (p,,. - 1 )-fach in der Rich tung der beziiglichen 

Ebenen: Y(~) = 0, Y(~) = 0, ... , Y(t,.) = 0. 

Samtliche Punkte Xv x2 , ••• , Xn+t derselben Art erfiillen auf der Diskrimi
nantenflache ein x-fach ausgedehntes Gebilde, welches durch die Zahlen 
ftl' P2' ... ' ft,. charakterisiert ist und daher kurz mit sp, I< a ... I'>< bezeichnet 
Werden moge. Um die Ordnung dieses Gebildes zu bestimmen, zahlen wir seine 
Schnittpunkte mit den " willkiirlichen Ebenen 

at11 x1 + a~u x2 + · · · + a!f+1 Xn+l = 0, 

al_"> x1 + a~>x2 + · · · + a:,X~1 x,.+ 1 = 0. 
(4) 

Fiihren wir zu dem Zwecke in den Ausdruck (3) fiir die Potenzen von t der 
Reihe nach die W erte ein: 

en = atll ' t..-1 = a~ll ' . . . ' 

f!l = al_">, f!l-1 = ag•>, ••• , 

ein Verfahren, welches einer mehrfachen Polarisierung der entsprechenden 
" Formen gleichkommt, so ergeben sich " Gleichungen von der Gestalt 

X1 (t1 , t2 , ••• t,.) = 0, 

X,.(t1 , ~ •••• t,.) = 0, 

wo die " zu bestimmenden Gro.l3en t1 , t2 , • •• , t,. auf der linken Seite beziiglich 
in den Graden p,1 , P2, ... , p,,. a uftreten. Die Zahl der wesentlich verschiedenen 
Losungen dieses Gleichungssystems* und mithin die Ordnung des in Rede 
stehenden singuliiren Gebildes der Diskriminantenfliiche ist: 

x! 
TI(i!) 1'11'2'. ·p,,., (5) 

wo das im Nenner stehende Produkt iiber alle diejenigen Zahlen i auszufiihren 
ist, welche angeben, wie oft in der Zahlenreihe 

Itt' 1'2 ' .•• ' p,,. 
dieselbe Zahl wiederkehrt. Das Gebilde sf'l f'O '"f'>< ist nur ein bestimmter Teil 

* Wie HILBERT diese Forme! fiir die Anzahl der Losungen des Gleichungssystems 
gewonnen hat, ist mit Sicherheit nicht festzustellen. Sie lii.Bt sich mittels der abziihlenden 
Methoden der Geometric heuristisch unschwer herleiten, z. B. indem man dieses System 
durch ein System von Gleichungen derselben Gradzahlen ersetzt, von denen jede einzelne 
vollstandig in Linearfaktoren zerfallt. DaB IIILBERT mit diesen abziihlenden Methoden 
beka.nnt war, zeigt die Ta.tsa.che, daB die systematische Untersuchung der Methoden 
der a.bzii.hlenden Geometrie in seinem Pariser Vortrag (Naohr. Ges. Wisa. ru>ttingen 1900) 
als Problem gestellt hat. Fiir einen exa.kten Beweis siehe B. L. v. d. WAERDEN: Zur 
algebra.ischen Geometrie I, Math. Ann. Bd.l08 (1933) 8.113. [Anm. d. Herausgeber.] 
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desjenigen zerfallenden Gebildes, welches durch die (n- " - 1)-te Polar
fliiche aus der Diskriminantenflii.che ausgeschnitten wird. Die Gesamtordnung 
der letzteren ist demnach gleich der Summe aller jener einzelnen Ordnungen (5) 
und es ergibt sich nach Ausfiihrung dieser Summation fur dieGesarnJ,ordnung des 
x-fach ausgedehnten singuli.irenGebildes der Diskriminantenfliiche der einfache Wert 

(n +" - 1) (n +" - 2) · · · (n-% + I) 
(2x- 1)! (6) 

Beispielsweise entsteht durch Projektion in den dreidimensionalen Raum 
aus der Diskriminantenflii.che eine abwickelbare Flache mit einer gewohnlichen 
Doppelkurve S22 von der Ordnung 2 ( n- 2)( n - 3) und der Riickkehrkurve S3 

von der Ordnung 3(n-2). Die Doppelkurve enthalt -~- (n - 3) (n - 4) (n -5) 

Punkte S222 , in welch en sich die Flache nach drei getrennten Richtungen hin 
durchsetzt. Auf der Doppelkurve und Riickkehrkurve gleichzeitig liegen 
6 (n- 3) (n -,. 4) Punkte S23 mit einer getrennten und zwei zusammen
fallenden Tangentialebenen, sowie ferner 4 (n - 3) Punkte S4 mit drei zu
sammenfallenden Tangentialebenen. Besitzt der dreidimensionale Projektions
raum keine spezielle Lage, so sind hiermit die Singularitii.ten unserer Flii.che 
erschopft und, wie man sieht, betriigt die Gesamtzahl ihrer singularen Punkte 
in Ubereinstimmung mit dem allgemein angegebenen Werte (6): 

g (n - 2) (n - 3) (2 n - 5) . 

Die x Gleichungen (4) definieren in unserem n-dimensionalen Raume eine 
(n - x}-fach ausgedehnte lineare Punktmannigfaltigkeit. Die gefundene Zahl 
(5) gibt daher auch gleichzeitig an, wieviel Formen von der Ausartung (3) in 
einer vorgelegten (n - x)-fach unendlichen Formenmannig/altigkeit vorkommen. 
So liefert beispielsweise die Anriahme 

fl1 = n- "+ 1, Ita= Its=· · · = ft,. = 1 
die Zahl x(n - " + 1) derjenigen binaren Formen der Mannigfaltigkeit, 
welche einen Linearfaktor (n - " + 1)-fach enthalten. In der Tat stimmt 
diese Zahl mit der Ordnung der Jacobischen Kovariante der vorgelegten 
Formenmannigfaltigkeit iiberein. 

Fiir n 
Ill = fl2 = ... = ft,. = It = -;-

ergibt sich die Zahl der in einer (n - x)-fach unendlichen Formenmannig
faltigkeit enthaltenen vollstandigen ~t-ten Potenzen gleich ft", womit ein all
gemeiner von FRANZ MEYER ausgesprochener Satz1 iiber die linearen Be
ziehungen zwischen gleichhohen Potenzen binarer Formen bestiitigt wird. 

Konigsberg i. Pr., den 2. Juni 1887. 

1 Vgl. Apolaritat und rationale Kurven, S. 350/)). 'fiibingen 1883. 



6. Ober binare Formenbiischel mit besonderer 
Kom binanteneigenschaft. 

[Mathern. Annalen Bd. 30, S. 561-570 (1887).] 

Die vorliegende Mitteilung behandelt eine besondere Art von binaren 
Formen, welche die Formen mit linearen Transformationen in sich 1 umfassen 
und ebenso wie diese durch formale Einfachheit ihrer invariantentheoretischen 
Eigenschaften ausgezeichnet sind. Im Anschlu.B hieran finden einige allgemei
nere Satze beziiglich des identischen Verschwindens von Uberschiebungen 
zweier Formen Erwiihnung. 

Soll fiir zwei binare Formen I und p von den Ordnungen n resp. v die zweite 
lJberschiebung (f, p) 2 identisch verschwinden, so erkennt man, da.B die Zahl 
n + v der in diesem Falle verfiigbaren Konstanten, vermindert um die Zahl 3 
der wesentlichen Koeffizienten der linearen Transformation, mit de:r Zahl 
n + v - 3 der Bedingungsgleichungen ge:rade iibereinstimmt. Sobald wi:r da
her alle durch blo.Be lineare Transformation auseinander hervorgehenden 
Formensysteme als nicht wesentlich verschieden rechnen, ist durch jene Be
dingung im allgemeinen eine endliche Zahl von zusammengehorigen Formen f 
und p festgelegt. Beispielsweise ergibt sich fiir v = 2 das zusammengehOrige 
Formensystem 

f=~+x~, 
p = xlx2, 

und fiir v = 3*: 

I _ ,. + n (n- 1) ,._1 + n (n- I) (n- 1) (n- 4) ,._2 2 L + ( l)" ,. 
- x 1 1 (2 n - 2) x1 x2 -1 . 2 (2 n - 2) (2 n - 5) x 1 x2 T • • • - X2 ' 

p = x~ x2 + x1 x~. 

1 Vgl. ]'. KLEIN: Vber binare Formen mit linearen Transformationen in sich selbst. 
Math. Ann. Bd. 9 S. 183, und GoRDAN: Binare Formen mit verschwindenden Kovarianten. 
Math. Ann. Bd.I2 8.147; ferner L. WEDEKIND: Studien im binaren Wertgebiet. HabiJi. 
tationsschrift. Karlsruhe 1876. 

* Vgl. die Note des Verfassers: Vber cine Darstellungsweise der invarianten Gebilde 
im binaren Formengebiete. Math. Ann. Bd. 30 S. 15. Wenn wir in der endlichen hyper
geometrischen Reihe nach dortiger Bezeichnung die Werte: 

fJ = - t (n - I), y = - j (n - I) 
einfiihren, so entsteht die oben angegebene Form f mit der verlangten lnvarianten
eigenschaft; siehe auch diesen Band Abh. 4, S. 110. 
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Wir untersuchen ferner, ob und unter welchen Umstanden au.l3er der 
Form cp noch eine weitere Form 'P von der Ordnung v ebenderselben Form I 
in der beschriebenen Weise zugehoren kann. Die Darstellung der simultanen 
Kovarianten (/, cph und (/, tp) 2 als Funktion der einseitigen Derivierten1 er
gibt: 

mithin: 

(/, cp)2 = lo Cf2 - 2 It CfJ1 + /2 Cfo = 0, 

(/, 'P)2 = lo 'P2 - 2/1 V'1 + l2 'lf'o = 0, 

oder fiir n = 2 v - 2: 
I = Cfo V'1 - C{J1 'Po · 

Die Einfiihrung dieses Ausdruckes fiir I in die heiden ersten Gleichungen liefert 
mittels Ieichter Rechnung: 

rp(cpo 'lf'a - 3cpl 'P2 + 3 Cf2 V'1 - Cfa 'Po) = cp (cp, 'P)a = 0, 

'tf'(C{Jo 'lf'a- 3cpl V'2 + 3cp2 'P1 - C{Ja 'Po)= 'If' (cp, 'P)a = 0, 

d. h. die gestellte Anforderung ist jedenfalls dann erfiillt, wenn I die Jacobische 
Kovariante eines Formenbiischels mit verschwindender dritter Uberschie
bung (cp, 'Ph ist. Was die letztere invariante Bedingung anbetrifft, so zeigt sich 
wiederum, da.l3 die Zahl 2 v - 2 der wesentlichen Konstanten eines Formen
biischels von der Ordnung v, vermindert um die Zahl 3 der Substitutions
koeffizienten mit der Zahl 2 v - 5 der Bedingungsgleichungen gerade iiber
einstimmt. Es gibt also im allgemeinen nur eine endliche Anzahl von wesentlich 
verschiedenen Formenbuscheln mit der in Rede stehenden Kombinanteneigen
schalt. 

Bevor wir jedoch zur Aufstellung solcher Formenbiischel iibergehen, moge 
noch ein allgemeiner Satz abgeleitet werden, welcher sich auf die Jacobische 
Kovariante derselben bezieht. 

Bedeuten zunachst cp und 'P zwei beliebige Formen von der Ordnung v, 
so fiihrt die bereits oben befolgte Darstellungsmethode mittels einseitiger 
Derivierter zu den Ausdriicken 

I= (cp, 'P)l = (01), 

u = (cp, 'tf')3 = (03) - 3 (12), 

v = (cp,'tf')5 = (05)- 5(14) + 10(23), 

wo der Kiirze wegen die Bezeichnung 

(ik) = Cfi'tf'k- C{Jk'tf'i 

1 Vgl. die zitierte Note des Verfassers, S. 17, oder dieser Band Abh. 4, S. 104. 
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gebraucht ist. Durch einfache Rechnung ergibt sich ferner: 

1 (/, 1), = 2 (2v _ 3)2(2 , _ 5) {(v- 3)(v- 4)(2v- 3)(01)(05) 

+ 3v(v- 3)(2v- 3)(01)(14) 

- 6v(v- 3)(2v- 3)(01)(23) 

- 2 (v- 3)(2 v- 3)(2 )I - 5)(02)(04) 

+ 3(v -- 2)2(2v- 5)(03)2- 2v2(2v- 5) (03) (12) 

+ 3v2(2v- 5)(12)2}, 
1 

(/, u)2= 2 (2 , _ 3)(2 , ..::_7) {(v- 4)(2v- 3)(01)(05} ...,.- (v- 6)(2v- 3) (01)(14) 

+ 2 (v- 6)(2 v- 3)(01)(23) 

- (2v- 3)(2v- 7)(02}(04) 

+ ( v - 2)(2 'V - 7)(03)2 + 2 'V (2 v- 7)(03)(12) 

- 3 v (2 'V- 7)(12)2}' 

und es gilt somit allgemein die folgende Relation zwischen den berechneten 

Kovarianten: 

I (11 - 3) (1' - 4) f 2 (v - 3) I v (v - 2) 2 * 
(,l},=--2(211-5)(2v-7) v+ 2v-3 (,u)2 +2(2v-3)Zu • 

Handelt es sich nun urn ein besonderes Formensystem mit ide~tisch ver

schwindender dritter Uberschiebung u, so nimmt jene Relation die Gestalt an: 

(v- 3)(v- 4) 
(1, 1), = - 2 (2,. - 5) (2, - 7l I v • 

d. h. die Jacobische Kovariante I eines Formenbuschels rp, "P mit identisch ver
schwindender Kombinante (q:>, "P)a besitzt die Eigenschaft, selbst in ihrer vierten 
tJberschiebung (f, 1)4 als Faktor aufzugehen. 

Im folgenden gelangen der Reihe nach fur die Ordnungen v = 3, 4, 5, 6, 7, 8 

samtliche Formenbiischel mit der in Rede stehenden Kombinanteneigenschaft 
zur Darstellung. Dabei bleiben jedoch als triviale Fli.lle unberiicksichtigt alle 

Formenbiischel mit ausgearteter Jacobischer Kovariante, namlich einmal 
diejenigen Biischel, deren siimtliche Formen einen oder mehrere Linearlaktoren 

gemeinsam besitzen, und ferner diejenigen, in welchen Formen mit mehr als 
zweifachen Linearfaktoren vorkommen. 

v = 3. Wahlen wir in dem gesuchten kubischen Formenbiischel eine Form 

mit doppeltem Linearfaktor aus und erteilen derselben die Gestalt 

q:>=xrxz, 

* Diese Formalist auf dem Wege symbolischerRechnung bereits von C. STEPHANOS 
gefunden worden; vgl. dessen Abhandlung: Sur les faisceaux de formes binaires ayant 

une meme Jaoobienne. Memoires presentes par divers savants a l'Academie des sciences 

de l'Institut de France Bd. 27 S. 32. 
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so ergibt sich aus der Forderung des Verschwindens der Invariante (rp, VJ)3 die 
ZU{Jeh&rige Form 

Das gewonnene kubische Formenbiischel ist daher das einzige von der verlangten 
Art; es besitzt zur Jacobischen Kovariante die bekannte Tetraederform 

deren vierte Uberschiebung {f, /), in Ubereinstimmung mit unserem all
gemeinen Satze verschwindet. 

11 = 4. Bestimmen wir in dem gesuchten biquadratischen Formenbiischel 
eine Form mit verschwindender Invariante j und legen dieselbe in der 
Gestalt 

rp = xf + x~ 
zugrunde, so liefert eine einfache Rechnung fiir die zugehOrige Form den Aus
druck 

Die Jacobische Kovariante des gefundenen Biischels ist die Oktaederform 

fiir welche in der Tat die Kovariante {f, /), identisch verschwindet. 
Y = 5. Das einzige existierende Formetibiischel mit der vorgeschriebenen 

Eigenschaft setzt sich aus den Formen 

rp = x~- 5x1 xL 

'P = 5xfx2 - xg 
zusammen. Fiir jede Form dieses Biischels verschwindet die Invariante 
4-ten Grades1• Die Jacobische Kovariante 

I= x~ + 14xf x~ + x~ 
ist nichts anderes als die Hexaederform, welche sich bekanntermaBen in ihrer 
4-ten Uberschiebung {f, /)4 reproduziert. 

11 = 6. Das gesuchte Biischel bestehe aus den Formen 

rp = oc0 x~ + 6 oc1 x~ X 2 + 15oc2 xf x~ + 20oc3xfx~ + 15oc4 x~x~ + 6oc5 x1 x~ + oc6 x~ 
1p = Pox1 + 6p1~x2 + 15p2 xfx~ + 20p3xfx~ + 15p,xfx~ + 6p5 x1 x~ + p6 :4. 

1 Betreffs der Rechnung vgl. die Habilitationssohrift des Verfassers: tlber einen 
allgemeinen Gesichtspunkt fiir invariantentheoretische Untersuchungen im binaren 
Formengebiete. Math. Ann. Bd. 28 S. 445. Siehe diesen Band Abh. 3. 
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Damit die dritte Uherschiehung (rp, 1p)3 identisch verschwinde, miissen die 
Koeffizienten jener heiden Formen den folgenden 7 Gleichungen geniigen: 

rxo Pa - 3 rx1 P2 + 3 rx2 P1 - rxs Po = 0 , 

rxo P4 - 2 rx1 Ps + 2 rxs P1 - rx4 Po = 0, 

rxoPs- 5~Ps + 5rxaP2- rxsPo = 0, 
rx0 p6 + 6rx1p5 - 15rx2P4 + 15rx4 p2- 6rx5 p1 - rx6 p0 = 0, 

rxlp6- 5rxaP4 + 5rx4Ps- rxsPI = 0, 

rx2 Ps- 2rxaPs + 2rxsPs- rxa p2 = 0' 

rxsPs- 3rx4Ps + 3rxsP4- rxs Pa = 0. 

Zru Behandlung dieser Gleichungen hringen wir druch geeignete simultane 
Transformation der Formen cp und 1J! die heiden mittleren Koeffizienten rx3 

und Pa und dann durch lineare Komhination der Formen die Koeffizienten rx0 

und p6 zum V erschwinderi. Da die Formen keinen Linearfaktor gemeinsam 
besitzen sollen, so sind die Koeffizienten rx6 und Po notwendig von Null ver
schieden, stehen aher im iihrigen sowie noch ein weiterer Koeffizient zru ge
eigneten V erfiigung. Die getroffenen V ereinfachungen lassen leicht erkennen, 
dal3 von den 7 Gleichungen des ohigen Systems zwei eine Folge der iihrigen 
sind und dementsprechend die gesuchten Formen die Gestalt 

cp = x~x2 + "xfx~ + A.x~, 
1p = x~ + 15x~x~ + 6(" + A.)x1 ~ 

annehmen, wo " und A. zwei willkiirliche Parameter hedeuten. Es gibt also 
zweifach unendlich viele Formenbiischel 6-ter Ordnung mit identisch ver
schwindender dritter Vberschiebung, welche nicht durch lineare Transformation 
ineinander iibergefiihrt werden konnen. Diese Tatsache ist dem gegenwartigen 
Fall v = 6 allein vor allen friiheren und, wie wir sehen werden, auch vor den 
noch weiter hehandelten Fallen v = 7 und v = 8 eigentiimlich. Die Jacohische 
Kovariante des gefundenen Biischels 

f = xl0 + 2"x~x2 - 45xfx~ - 18(3" + A.)xtx~- 18"(" + A.)x~x~ 
+ 30A.x1 x~ + 6A.(" + A.)x~0 

ist eine Form 10-ter Ordnung mit den wesentlichen Parametern" und .A; ihre 
vierte Uberschiebung wird druch die Form selhst teilbar, wahrend der lihrig
hleibende quadratische Faktor 

(cp, 1p)s = 5xr + 2 (" + 5A) X1 X2 + 2" (" +J.) X~ 

keine hesondere Invarianteneigenschaft aufweist. Bemerkt sei noch, daf3 die 
Invariante zweiten Grades fiir eine jede Form unseres Biischels verschwindet. 

v = 7. Die Koeffizienten rx und p der Formen cp und 1p mit der in Rede 
stehenden Eigenschaft mlissen den folgenden 9 Gleichungen genligen: 
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IXo{h-

31XoP5-

1XoPe + 

2 oc1 Ps + 2 oc3 P1 - oc4 Po = 0 , 
IX1 P4 - 12oc2 Ps + 121X3 P2 + IX4 P1 - 3oc5 Po = 0, 

31X1P5 - 9~p4 + 91X4Pz- 3IX5P1- IXePo = 0, 

mit den Kombinanten 

(q>, tp}t = x~1 x2 + 11 x~ x~- x1 x~1 , 

(q>, tp}s = 0. 

Die Jacobische Kovariante ist mithin nichts anderes als die bekannte Ikosaeder
form von der 12-ten Ordnung, deren vierte Uberschiebung in der Tat identisch 
verschwindet. Das zweite Losungssystem gibt zu einem Formenbiischel An
la.B, dessen Formen nach geeigneter linearer Transformation die folgende Ge
stalt annehmen: 

q> =xi -7x1 xg, 
tp = 7x~x2 - 13x~. 

Die Jacobische Kovariante des gefundenen Biischels 

I= x}2 + 22xfx~ + 13xl2 

ist in ihrer vierten Uberschiebung enthalten, wahrend der iibrigbleibende Faktor 

(q>, tp)5 =xi x~ 
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das Quadrat einer quadratischen Form wird. Die beiden gewonnenen Formen
buschel 7-ter Ordnung sind, wie man hieraus ersieht, wesentlich voneinander 
verschieden und uberdies die einzigen von der verlangten Art. 

'II = 8. Zur Bestimmung der gesuchten Koeffizienten a. und p dienen die 
11 Gleichungen: 

a.oPs- 3«1P2 + 3«2P1- «sPo = 0, 

a.oP4- 2«1Ps+ 2a.aPl- «4fJo=O, 

2a.oPo- «1P4-- 7a.2fJs+ 7«afJ2+ «4P1- 2rx.r,Po=0, 

a.oPs + 2rt.1Po- 7«2P4 + 7rt.4P2- 2rt.sP1- «sPo= 0, 

a.oP7 + 7 rt.1fJs- 7 rx.2Po- 2lrx.afJ4 + 2lrx.4fls + 7 rx.6p2- 7 rt.uPl-rt.7fJo=0, 
a.0 p8 + 22a.1 {J7 + 28«2/J6 -126rx.3 P5 + 126«6 /J3 - 28rt.6 P2- 22a.7P1 -a.8 {J0 =0, 

a.1Ps+ 7a.2p7- 7a.aPa- 21a.4Ps+ 2la.sP4+ 7a.aPs- 7a.7p2-a.sP1=0, 

a.2fJs + 2a.afJ7- 7 a.4/Js + 7 rx.sfJ4- 2oc7Ps- a.sfJ2 = 0, 

2rx.s/Js- a.4{J7- 7a.o/Ju+ 7«s/Jo+ «7P4- 2a.sPs=0, 

(1,4Ps- 2rx.sP7 + 2«7Po- a.sfJ4 = 0, 

a.o/Js- 3rx.sfJ7+ 3«7fJs- a.sflo=O. 

Nach Einfiihrung der entsprechenden Vereinfachungen wie im vorigen Faile 
erkennt man, dall jene Gleichungen die folgenden fiinf Losungssysteme be
sitzen: 

1. a.o = 0, r/.1 =0, r/.2 = 1, Ots = 0, r/.4= 0, rl.s= 1, a.6 = 0, 

a.7 = 0, oc8 = 28, 

fJo = 7, P1 = o, {J2 = 0, Ps = -2, P4= 0, fJ& = 0, fJu = 16, 

{J7 = 0, fJs = 0, 

2. a.o = 0, a.l = 0, a.2 = 1, (f,s= 0, a.4 = 0, or;,= 0, «u = -1, 

or;7 = 0, IXg = 0, 

Po= 7, P1 = o, p2 = 0, Ps= 0, p4 = 1, fJ& = 0, Pa= 0, 

p7 = 0, Ps= 7, 

3. or;0 = 0, a.1 = 0, or;2 = 1, a.a = 0, a.4 = 0, rx.,= 0, Otu= 0, 

or;7 = 0, IXs = 28, 

Po= 1, P1= o, p2 = 0, Ps= 0, P4= 0, fJ& = 0, Ps= 1, 

P7= 0, /Js = 0, 

4. or;0 = 0, a.l = 0, a.2 = -1, a.s = 0, or;4= 0, ot& = 28, a.a = 252, 

0(7= 504, «s =- 5824, 

Po= 1, fJ1 = o, p2 = 0, Ps= 8, p4 = 36, Po= 72, Pu = 1216, 

p7 =5040, Ps = 55440, 
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5. IX0 = 0, IX1 = 0, ~ = -4, IX3 = 0, IX4 = 0, IX5 = 
cx7 = 

{J0 = 112, {J1 = 0, {12 = 0, {J3 = 32, {1 4 = 36, {15 = 
{J7 = 

Die erste Losung liefert das Formenbiischel 

q; = (xf x2 + x~)2, 

1p = (xf- 8x1 x~)2, 

4, IX6 = 9, 

18, Otg = 32, 

72, {J6 = 112, 

180, {18 = 279. 

dessen Jacobische Kovariante dem Produkte der Oktaeder- und Hexaeder
form gleich wird, wahrend die 5-te "Oberschiebung (q;, 1p)5 der Oktaederform 
proportional ausfallt und die 7 -te Uberschiebung ( q;, 1p h identisch verschwindet. 
Das Formenbiischel, welches dem zweiten Losungssystem entspricht, ist mit 
dem vorigen Biischel aquivalent. Die dritte Losung fiihrt zu dem Formen
biischel 

mit den Kombinanten 

q;=x~x~+x~, 

tp = x~ + 28x~x~ 

(q;, tp)1 = x~3 x2 - 52 xi x~ + 28x1 x~3, 

(q;, tp)5 = xi x~, 
(q;, tp)7 = X1 X2 • 

Was die heiden iibrigen Losungssysteme anbetrifft, so konstruieren wir fiir 
die beziiglichen Formenpaare q;, 1p die 7-ten Uberschiebungen wie folgt: 

(q;, tp}7 = x~ + 4x1 x2 - 14xL 

(q;, tp)7 = 24 + 2x1 x2 - x~. 

Erteilen wir dann den letzteren durch lineare Transformation die Normal
form x1 x2 , so erweist sich nach einiger Rechnung das vierte Biischel als 
aquivalent mit dem zuletzt aufgestellten Biischel. Dagegen liefert die fiinfte 
Losung das neue Formenbiischel 

fP = xr + 8x1 Xf, 
1p = 4xix2 + 11xL 

und die in Frage kommenden Kombinanten lauten: 

( q;, tp )1 =. X~4 - 26 xr X~ + 22 X~', 

(q;, tp)s = xfx~. 

Die drei aufgestellten Formenbiischel konnen durch lineare Transformation 
nicht ineinander iibergefiihrt werden und sind iiberdies die einzigen Biischel 
8-ter Ordnung mit der in Rede stehenden Kombinanteneigenschaft. 
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Fiir die allgemeine Ordnung v lassen sich zwei wesentlich verschiedene 
Formenbiischel der verlangten Art angeben; es sind die folgenden: 

qJ = x~ + v(v- l)xix2-2 , 

V' = vx~-2x~ + (v- 4)(-v!- 9v + 12)x2, 
und 

({)=X~- 'IIXtX2-l, 

V' = vx~-lx2 - (v2 - 6v + 6)x2, 

wenngleich hiermit die Aufzahlung aller vorhandenen Blischel mit identisch 
verschwindender dritter Uberschiebung wohl kaum abgeschlossen ist. Es bleibt 
ferner die Frage 1 unerledigt, ob, abgesehen von trivialen Fallen, die Jacobi
schen Kovarianten von Blischeln mit jener Kombinanteneigenschaft die ein
zigen Formen gerader Ordnung sind, deren vierte Uberschiebung sich durch 
die Grundform selbst teilen laBt. 

Was endlich das identische Verschwinden einer beliebigen Uberschiebung 
von zwei binaren Formen und das hierdurch vermittelte Verhaltnis gegen
seitiger Zuordnung anbetrifft, so gelten die folgenden allgemeinen Satze, 
welche im besonderen auch die oben behandelten Fragen aus einem neuen Ge
sichtspunkte auffassen: 

Damit einer vorgelegten biniiren Form I von der n-ten Ordnung eine Form qJ 

von der v-ten Ordnung mit identisch verschwindender i-ten Uberschiebung (f, VJ); 
zugeordnet werden kann, ist fur die Form I das ide'[btische Verschwinden einer 
einzigen Kovariante (v + 1) (n - 2i)-ter Ordnung notwendig und hinreichend. 

Urn das Leitglied dieser Kovariante zu bilden, haben wir aus den Koeffi
zienten der Form f eine Determinante derart zusammenzusetzen, wie es die 
Elimination der v + 1 Koeffizienten der Form p aus den ersten v + 1 flir die
selben geltenden Bedingungsgleichungen erforderlich macht. 

W enn fur eine Form I der n-ten Ordnung eine a-fach unendliche lineare 
Mannig/altigkeit von Formen p der v-ten Ordnung existiert, deren i-te tlber
schiebungen (/, VJ)i identisch verschwinden, dann ist es stets moglich, eben derselben 
Form f eine (a + z)-fach unendliche lineare Mannig/altigkeit von Formen VJ der 
(v + z)-ten Ordnung mit identisch verschwindenden tlberschiebungen (f, VJ);+• zu
zuordnen, wobei z die Zahl n - 2 i bedeutet. 

Zum Beweise betrachten wir einerseits diejenige Matrix mit v + z + 1 
Horizontalreihen und v + 1 Vertikalreihen, welche entsteht, wenn wir, w1e 
bereits vorhin angedeutet wurde, die simultan-invariante Bedingung 

(/, ({]); = 0 

in die v + z + 1 einzelnen linearen Relationen auflosen und dann die v + 1 

1 Inzwischen hat sich Herr A. HIRSCH auf meine Anregung hin mit dieser Frage be
schiiftigt und dieselbe in bejahendem Sinne entschieden. 

Hilbert, Gesammelte Abhandlungen. Bd. II. 9 
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Koeffizienten der Form ffJ eliminieren. Andererseits liefert die gleiche Behand
lung der Bedingung 

(/, VJ)iH = 0 

eine Matrix mit v + 1 Horizontal- und v + z + 1 Vertikalreihen. Fiir die au£
tretenden Zahlenkoeffizienten folgt mit Benutzung der symbolischen Methode 
eine Beziehung, aus welcher man erkennt, da.l3 die zuletzt erhaltene Matrix 
nach Vertauschung der Horizontal- und Vertikalreihen bis auf unwesentliche 
Vorzeichen mit der ersteren iibereinstimmt. Infolge dieses Umstandes wird 
die in obigem Satze ausgesprochene Behauptung evident. 

Die heiden aufgestellten Satze gestatten die weitgehendste Verallgemeine
rung unter gleichzeitiger Beriicksichtigung mehrerer Grundformen und 
mehrerer invarianter Bedingungen. So sei beispielsweise noch der folgende 
Satz seiner mannigfachen Verwendbarkeit wegen erwahnt: 

Wenn fur ein System von x Formen f, /', ... von den Ordnungen n, n', .. . 
eine a-fach unendliche lineare Mannigfaltigkeit von ebensoviel Formen ffJ, q/, .. . 
der Ordnungen v, v', ... mit der simultaninvarianten Bedingung 

(/, lf!)i + (f, q/),. + ... = 0 

existiert, dann ist es stets rnJ)glich, eben demselben Formensysteme /, /', ... eine 
(a+ w- x - v- v'- · · · + 1)-fach unendliche lineare Mannigfaltigkeit von 
Formen 1p der Ordnung w mit den invarianten Bedingungen 

(/, VJ)n-i = 0, (f, VJ)n•-.;,• = 0, • • • 

zuzuordnen und umgekehrt; dabei ist der gemeinsame Wert der A usdrii,cke 

n+v-2i=n'+v'-2i'= ··• 
mit w bezeichnet. 

Konigsberg i. Pr., den 27. Juli 1887. 



7. Ober binare Form en mit vorgeschriebener Diskriminante. 
[Mathem. Annalen Bd. 31, S. 482-492 (1888).] 

Das Problem. 
Betrachten wir zwei binare Formen von der v-ten Ordnung: 

(/J = !Xo X~ + ( n IX1 X~-l X2 + • • • + tx,. x; , 

1f=fJ0 x~+(i)thx~- 1 x2 + ··· +fJ,x~, 

so gibt es bekanntlich innerhalb der einfach unendlichen linearen Formen
mannigfaltigkeit 

ucp + f-t'I{J (1) 

genau 2 v- 2 Formen mit doppeltem Linearfaktor. Das Produkt dieser 
2v- 2 Linearfaktoren ist durch die Funktionaldeterminante (cp, 1p) 1 der 
heiden Formen gegeben, wahrend man die jenen Formen entsprechenden 
2 v - 2 Parameterverhaltnisse ;e : p, durch Nullsetzen der Diskriminante () (;e, p,) 
des Gebildes (I) findet. Die Frage nach den Involutionen v-ter Ordnung mit 
vorgeschriebener Funktionaldeterminante hat der Verfasserl vor kurzem zur 
Losung gebracht. In der vorliegenden Arbeit handelt es sich darum, alle die
ienigen Formengebilde (1) zu bestimmen, fur welche jene 2v- 2 ausgezeichneten 
Parameterverhiiltnisse ":p, vorgeschriebene Werte annehmen, oder, was auf das 
namliche hinausliiu/t, fur welche die Diskriminante () (u, p,) eine gegebene biniire 
Form von der 2 v - 2-ten Ordnung in den Variablen u, p, wird. 

Die Diskriminante als Grundform. 
Die Diskriminante des binaren Gebildes (1) nimmt die Gestalt an: 

(J(u,p,)=!5ou2•-2+(2vl2)()1 ;e2r-3p,+ •.. +(J2,_2 ,u2"-2. (2) 

Der erste Koeffizient ()0 ist die Diskriminante der Form cp, der letzte Koeffi-

1 V gl.: "Uber die Biischel von binii.ren Formen mit der namlichen Funktionaldeter
minante. Ber. der konigl. sachs. Ges. Sitzung am 24. Oktober 1887. Dieser Band Abh. 12. 

9* 
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zient !52 ,._ 2 ist die Diskriminante der Form "P· Aus jedem dieser heiden Koeffi
zienten lassen sich unter Vermittlung der abkiirzenden Symbole 

a a a a 
"P arp =Po orxo + Pt arxl + ... + P. ari,' 

a a a a 
qJ a.,P = rxo ap; + rxl ii"fi~ + ... + rx,. a {3~ 

die iibrigen Koeffizienten !51 , !52 , ••• , !52 ,. _ 3 ableiten; es ist nii.mlich allgemein 

(2v- i- 2)! [ a ]; i! [ a ]2•-i-2 
b; = ·-(h --2)!- "P"ifi 15o = (2 v - 2)! qJ otp !52 ,._ 2 • 

Die in Rede stehenden Koeffizienten sind Simultaninvarianten des Formen
paares qJ, "P· Unterwerfen wir daher die Variablen x1 , x2 einer linearen Trans
formation, bei welcher die Substitutionsdeterminante gleich der Einheit ist, 
so besitzen offenbar sii.mtliche so entspringenden dreifach unendlichvielen 
Formenpaare die namliche Diskriminantenform b. Diese Tatsache ist fiir das 
oben aufgestellte Problem von Bedeutung. W enn wir namlich die Koeffizienten 
00 , 01 , •.. , 02,._2 als gegeben ansehen, so haben wir zur Bestimmung des zu
gehorigen Formenpaares 2v - 1 Gleichungen, und diese Zahl ist gerade urn 
3 geringer als die Zahl2v + 2 der zu bestimmenden Koeffizienten rxo, oc1 , •.. , oc,. 
und Po, p1 , .•• , p,.. Es wird daher die Widerspruchsfreiheit und Bestimmtheit 
des Problems au.l3er Zweifel stehen, sobald es gelingt, den strengen Nachweis 
dafiir zu fiihren, daf3 die Diskriminantenform o eine allgemeine Form ihrer 
Ordnung darstellt, oder, genauer gesagt, daf3 jede beliebige binare Form von 
der (2 v - 2)-ten Ordnung in den Variablen ", fl als Diskriminantenform !5 
eines geeignet gewahlten Formenpaares qJ, "P betrachtet werden dar£. Dieser 
~achweis wird im folgenden auf indirektem Wege erbracht. 

Gehen wir namlich von der Annahme aus, daJ3 zwischen den Koeffizienten 
o0 , o1 , ••• , o2,._2 eine identische Relation bestehe, so wiirde a us der Kon
stantenabzahlung folgen, daf3 es fiir eine Diskriminantenform o stets vierfach 
unendlich viele zugehorige Formenpaare qJ, "P gibt. Betrachten wir nun die 
Doppelverhiiltnisse, welche sich aus den 2v Wurzeln der heiden Gleichungen 
qJ(x, 1) = 0 und '1/)(X, 1) = 0 bilden lassen, so sind zwei Faile zu unterscheiden. 
Erstens konnte der Fall eintreten, daJ3 die Werte der Doppelverhaltnisse 
samtlich ungeandert bleiben, so bald das Formenpaar rp, "P mit irgendeinem 
anderen Formenpaare der in Rede stehenden vierfach unendlichen l\Iannig
faltigkeit vertauscht wird. Infolge dieser Annahme miiJ3te es moglich sein, 

1die vierfach unendlich vielen Formenpaare samtlich mittels linearer Sub
stitution der Variablen x1 , x 2 a us einem bestimmten Formenpaare rp, "P her
zuleiten. Da ferner die Determinante jener Substitution notwendigerweise 
einer Einheitswurzel gleich werden muJ3, so lii.ge tatsachlich nur .eine dreifach 
tmendliche l\Iannigfaltigkeit von Formenpaaren vor, und mit diesem beschriin
kenden Umstande tritt die urspriingliche Annahme in Widerspruch. Zweitens 
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werde vorausgesetzt, daB wenigstens cines jener Doppelverhaltnisse sich andert, 
wenn man das Formenpaar q;, tp durch ein anderes der vierfach unendlich
vielen Formenpaare ersetzt. Wird dann einer der variablen Parameter in der 
Weise bestimmt, daB daf? betrachtete Doppelverhaltnis den Wert Null annimmt, 
so sind drei Moglichkeiten zu berucksichtigen, je nachdem infolge dieses Ver
fahrens die betre££ende Form q; oder die Form tp einen Doppelfaktor erhalt 
oder endlich heiden Form en q;, tp ein gemeinsamer Linearfaktor zuteil wird. 
Tritt einer der heiden ersten Faile ein, so muBte die Diskriminante <50 oder 
b2,_2 verschwinden; eine derartige Spezialisierung der Diskriminantenform d 
ist a her offenbar nicht notwendig erforderlich. Die letzte l\Ioglichkeit wiirde fUr 
die Diskriminantenform b die Existenz eines Doppelfaktors und somit das 
identische V erschwinden ihrer Diskriminante bedingen. Der nachste Abschnitt 
zeigt, daf3 auch diese Folgerung der W ahrheit zuwiderlauft. Die eben bewiesenc 
Tatsache fiihrt unmittelbar zu dem folgenden Ergebnis: 

1st eine binare Form b(x, p) von der (2 v- 2)-ten Ordnung in den Variablen 

x,p vorgelegt, so gibt es stets eine endliche Anzahl von Formengebilden (1), dereti 

Diskriminante mit der Form b(x,p) ubereinstimmt. Dabei sind jedoch alle die

jenigen Formengebilde (1) als nicht untereinander verschieden zu betrachten, 
welche durch lineare Transformation aus einem bestimmten Formengebilde jener 

Art hervorgehen. 

Die Diskriminante der Diskriminantenform. 
Nach den Ausfiihrungen zu Anfang dieser Mitteilung entspricht einem jeden 

Linearfaktor x~x1 - x~ x2 der Funktionaldeterminante (q;, "Ph ein bestimmter 
Linearfaktor p' x - x' fl dcr Diskriminantenform (2), und umgekehrt. In der 
Tat ergibt sich: 

x' : p' = - tp(x~, x;): q;(x~, x;), 
x~ : x; = g (x', p') : h ('JI, p') . 

In letzterer Formel bedeuten g und h diejenigen ganzen Funktionen der Koeffi
zienten <Xo, <X1 , . .. , oc, ; {J0 , fJ 1 , . . . , {J, und der beigefiigten Argumente x', p', 
deren man sich in bekannter Weise bedient, urn den doppelten Linearfaktor 
der binaren Form x'q; + p,'tp rational darzustellen. Nehmen wir nun an, die 
Diskriminantenform (2) enthielte den Linearfaktor p,'x- x'p doppelt, so 
nimmt zufolge der obigen Beziehung die Funktionaldeterminante (q; , "Ph den 
Linearfaktor x~x1 - x~x2 doppelt an, es sei denn, daB die Ausdriicke g(x', p,') 

und h(x', p') gleichzeitig verschwinden. Das letztere Vorkommnis erfordert 
aber, daB die binare Form x'rp + p'tp entweder zwei Doppelfaktoren oder 
einen dreifachen Linearfaktor enthalt. W enn andererseits die Funktional
determinante (q;, tp)1 einen Doppelfaktor besitzt, so folgt notwendig, da13 ent
weder die Resultante A des Formenbuschels (1) verschwindet, oder in jenem 
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Biischel eine Form mit dreifachem Linearfaktor enthalten ist. Wir bezeichnen 
mit B und r diejenigen Kombinanten des Formenbiischels (1), deren Ver
schwinden die Bedingung dafiir liefert, dal3 unter den Formen des Biischels 
eine Form mit zwei Doppelfaktoren bzw. mit einem dreifachen Linearfaktor 
vorkommt. Die eben angestellten Dberlegungen zeigen dann, da.ll die Dis
kriminante der Diskriminantenform (2) notwendig die Gestalt annimmt 

(3) 

wobei die Exponenten m, n, t ganze positive Zahlen bedeuten. Die Diskrimi
nante Ll ist mithin, wie iiberhaupt jede Invariante der Diskriminantenform, 
Kombinante des Formenbiischels (1). 

Was den Grad der heiden Kombinanten B und r in den Koeffizienten 
einer jeden der heiden Formen q;, 1p anbetrifft, so ist derselbe derjenigen Zahl 
gleich, welche angibt, wie viele Formen mit zwei Doppelfaktoren bzw. mit einem 
dreifachen Linearfaktor in einem Formenbiindel von der v-ten Ordnung ent
halten sind. Diese Zahl ist 2 (v - 2) (v - 3) bzw. 3 (v - 2). * 

Zur Bestimmung der Exponenten m, n, t dienen die folgenden Uberlegun
gen. Wir nehmen an, da.ll die Formen q;, 1p einen gemeinsamen Linearfaktor 
enthielten und setzen demgemal3 

cp = (x~x1 - x~x2)q/,} (4) 

1p = (x~x1 - x~x2)1fJ'· 

Die Kombinante B kann dann ihrer Bedeutung zufolge nur in zwei Fallen 
verschwinden, namlich erstens, wenn die entsprechende Kombinante B' fiir 
das Formenpaar p', 1p' verschwindet, und zweitens, wenn der Ausdruck 

tp' (x~, x;) q/ (xi> x2 ) - q/ (x~, x;) tp' (x1 , x2) 

xgx1 - x~ x2 
(5) 

als Form der Variablen x1, x2 betrachtet, einen Doppelfaktor enthalt. Bezeich
nen wir die Diskriminante des Formengebildes "CfJ' + p1p' mit()'(", p) und die 
Funktionaldeterminante der heiden Formen q;'(x~, x;) und 1p'(x~, x;) mit/, 
so ist die Diskriminante jenes Ausdruckes (5): 

d = l51[tp1(X!, X2)- ql(x!, xm 
f2 . 

Nach Bestimmung der Gradzahlen fiir die Gebilde B' und d ergibt sich die 
Formel 

B = B'd2 • (6) 

Die namliche Methode zeigt, dai3 die Kombinante r unter jener Annahme (4) 
in die Gestalt 

F= F'/3 (7) 

* Vgl. die Note des Verfassers: Ober die Singularitii.ten der Diskriminantenfliichc. 
Math. Ann. Bd. 30 (1887) S. 440. Dieser Band Abh. 5. 
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iibergeht, wo F' die entsprechende Kombinante des Formenpaares rp', tp' be
deutet. Was schlieBlich die Diskriminantenform (2) betrifft, so gewinnt man 
bei der Annahme (4) fiir dieselbe den Ausdruck 

d('X, p,) = d'('X, p,) ['Xrp'(x~. x~) + p,tp'(x~. xm2 • 

Heben wir nunmehr die beschrankende Annahme (4) au£ und setzen 

rp = (x~ x1 - x~ x2) rp', 

tp = (x~x1 - x~x2)v!, 

(8) 

so sind jene Ausdriicke fiir B, r, d nichts anderes als die ersten Glieder in der 
Entwicklung dieser GroBen nach fortschreitenden Potenzen von x~ x;- x~ x;. 
Bezeichnet A' die Resultante der heiden Formen rp', tp', so ist 

(9) 

Aus der Formel (3) folgt mit Riicksicht auf (6), (7), (9), daB die Entwicklung 
der Diskriminante Ll mit dem Gliede 

(x~ X~- X~ x~)m A'm B'n F't rp'm tp'm d2n F' 
beginnt. Andererseits geht aus dem Ausdrucke (8) soviel hervor, daB das erste 
Glied in der Entwicklung der Diskriminante Ll den Faktor 

(x;x'{- x~x~){d'[tp'(x~, x~)- rp'(x~, x~)]}' = (x~x'{- x~x';) d'js 

enthalten muB. Die Exponenten m, n, t miissen daher jedenfalls beziiglich 
die Zahlenwerte 1, 2, 3 erreichen. Die letzteren konnen ferner nicht iiber
schritten werden, da die Zahl 

1·v + 2·2(v- 2)(v --3) + 3-3(v- 2) = 2(v -1)(2v- 3) 

bereits den Grad der Diskriminante Ll in den Koeffizienten jeder der Formen 
rp, tp darstellt, d. h.: 

Die Diskriminante der Diskriminantenform (2) besitzt den Wert 

Ll =A B2 F 3 • 

Die Losung des Problems in den Fallen v = 2, 3, 4. 
Der nachfolgende Abschnitt bringt das zu Anfang aufgestellte Problem 

in den Fallen v = 2, 3, 4 zur Losung. 

v =2. 
Man erkennt leicht, daB zu einer vorgelegten Diskriminantenform zweiter 

Ordnung nur ein einziges quadratisches Formengebilde "'P + p,tp zugehort. 
Im iibrigen bietet dieser Fall noch kein besonderes Interesse. 

v=3. 

Vorgelegt ist die biquadratische Form: 

d('X, p,) = d0 :~e4 + 4 d1 :~e3 p, + 6 d2 :~e2 p,2 + 4 d3 'X p,3 + d4p,4 ; 
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es werden diejenigen kubischen Formengebilde 'X(/! + fl"P gesucht, welche (J 

zur Diskriminante besitzen. Wir legen die heiden Formen jenes Gebildes in 
der bekannten typischen Darstellung1 : 

zugrunde, worin 

aF 
p = 7ik' 

aF 
'!jJ= am 

F = A lc4 + 4 B k3 m + 6 0 k2 m2 + 4 D k m3 + E m4 

eine biquadratische Form bedeutet, deren Koeffizienten Simultaninvarianten 
und deren Variable k, m lineare Simultankovarianten des Formenpaares p, "P 
sind. Bilden wir dann die Diskriminante des kubischen Gebildes 

aF aF 
'Xp + fl"P = 'Xak· +!l arn 

und setzen in dem erhaltenen Ausdruck nachtriiglich an Stelle der Variablen 
'X, fl die Variablen k, m, so geht derselbe in eine Kovariante der Form F iiber, 
welche die Ordnung und den Grad 4 besitzt und infolgedessen die Gestalt 
c1 fF + c2 iH annehmen mull. Dabei gelten fiir die invarianten Formen der 
biquadratischen Grundform F die iiblichen Bezeichnungen 

H = (F, F)2 ; i = (F, F),; i = (F, H)4 • 

Die Zahlen c1 , c2 ergeben sich ohne Schwierigkeit gleich 2 bzw. - 3. 
Die angestellten Ober"tegungen fuhren das in Rede stehende Problem auf die 

Bestimmung aller derfenigen biquadratischen Formen F zuruck, fur welche die 
Kovariante 

2fF-3iH 

den vorgeschriebenen Wert b(k, m) erhiilt. Die letztere Aufgabe wird, wie folgt, 
gelost. 

Setzen wir der obigen Bezeichnungsweise entsprechend 

und bedeutet ferner 8 eine willkiirliche Grolle, so gelten fiir die invarianten 
Bildungen der biquadratischen Form 8 b + ?J die bekannten Formeln 2 : 

H.li+>t = ! (t8 + y) b + (82- {-t) ?J, 

i,H"=t82 +2r8+! t2 , 

. I 1 1 1 
1 e H 'I = y e3 + 2 t2 82 + 2 t y 8 - 36 ,a + 3 y2. 

1 Vgl. P. GoRDAN: Vorlesungen tiber Invariantentheorie, 1885 Bd. 2 S. 348. 
2 Vgl. I. c. Bd. 2 § 16. 
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Der Ansatz 
F=t~+rJ 

fiihrt notwendig zu der Gleichung 

2 i••+'l(e ~ + n)- 3 i,"+'1H•6+'1 = a~, 

(10) 

wo a eine Proportionalitii.tskonstante bedeutet. Diese Gleichung ist offenbar 
identisch erftillt, sobald der Faktor von rJ auf ihrer linken Seite verschwindet, 
d. h. sobald die GroBe e der biquadratischen Gleichung 

(11) 

geniigt. Die gefundene Gleichung fiir e ist eine Tetraedergleichung und be
sitzt iiberdies die Eigenschaft, daB ihre Diskriminante der vierten Potenz der 
Diskriminante der vorgelegten Form ~ gleich wird. Betrachten wir nii.mlich 
die linke Seite der fraglichen Gleichung (11) als Grundform, so nehmen die 
heiden Invarianten derselben die Werte an 

I = 0, J = (~ L3 - 2 y2)2 • 

Es gibt mithin vier kubische Formengebilde "P + fLV' mit der vorgeschrie
benen Diskriminante ~- Die Formen rp, 1p fur ein 1"edes dieser Gebilrle sind 
die ersten Differentialquotienten einer biquadratischen Form F, welche sich 

nach AuflOsung der Tetraedergle!ichung (11) mit Hille der Formel (10) bestim

men laf)t. 
Ein Ausnahmefall tritt nur dann ein, wenn fiir einen Wurzelwert e der 

Tetraedergleichung (11) gleichzeitig der Ausdruck 

a= 2 y e4 - 2 L y e2 - (~ t3 + ~ y2) e - ~ t2 y 

zu Null wird. Man erkennt Ieicht, daB dies Vorkommnis durch das Verschwin
den der Diskriminante t 3 - 6y2 der vorgelegten Diskriminantenform ~ be
dingt wird. 

Um dem behandelten Problem die bekannte Frage nach den kubischen 
Formenbiischeln mit vorgeschriebener Funktionaldeterminante gegeniiber
zustellen, so sei daran erinnert, daB die letztere Frage auf die Bestimmung 
der biquadratischen Grundformen mit vorgeschriebener Hesseschen Kova
riante hinauslii.uft und diesem Umstande entsprechend nur zwei Losungen 
gestattet. 

v=4. 

Um die biquadratischen Gebilde "P + fLV' mit der vorgeschriebenen 
Diskriminante 
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zu hestimmen, hetrachten wir die heiden Invarianten jener hiquadratischen 
Gehilde: 

i(x, f-t) = i0x2 + 2 i1 x f-t + i2fJ,2, 

f(x' P) = io "3 + 3 i1 "2 fl + 3 i2 "#2 + i3P3 • 

Die Koeffizienten der heiden so erhaltenen Ausdriicke sind offenhar Simultan
invarianten des Formenpaares qJ, "P· Infolge der hekannten Darstellungsweise 
der Diskriminante einer hiquadratischen Form hahen wir 

<5(u, p) = [i(u, p)]3- 6[j(u, !-')]2. 

Es ist nun von 0AYLEY 1 und 0LEBSCH 2 die Aufgahe hehandelt worden, eine 
vorgeschriehene hinare Form von der 6-ten Ordnung in zwei Summanden zu 
zerlegen, von denen der erstere der vollstandige Kuhus einer quadratischen 
Form, der zweite das vollstandige Quadrat einer kuhischen Form wird. Die 
Aufgahe la.6t 40 verschiedene Losungen zu. Sind diese bekannt, so ist unser 
ursprungliches Problem auf die Frage nach den1"enigen biquadratischen Formen
gebilden "qJ + p "P zuruckgefuhrt, deren I nvarianten i (u, p,) und i (x, p,) vor
geschriebene Formen der zweiten bzw. dritten Ordnung sind. Auch dieses Problem 
ist vollkommen bestimmt und einer eleganten Losung fahig. 

Betrachten wir namlich an Stelle der heiden biquadratischen Formen 

(/) = cx0 xt + 4 cx1 xr X2 + 6 rx2 xi X~+ 4 rx3 x1 x~ + rx4xL 
"P = {:J0 xt + 4{:J1 xrx2 + 6{:J2 xrx~ + 4{:J3 x1 x~ + {:J4 x~ 

die folgenden drei ternaren quadratischen Formen 

P = Y1Y2- Y~, 

q = txo Yi + 4 txr Yr Y2 + 2 rx2 Yr Ya + 4 rx2 Y~ + 4 rxa Y2 Ya + rx4 Yi , 
r = f:JoYi + 4f:JrYr'!h + 2 f:J2YrYa + 4 f:J2Y~ + 4 f:JaY2Ya + {:J4y~, 

so entsteht aus diesen durch lineare Kombination die quadratische Form 
).p + uq + p,r mit der Diskriminante 

D()., x, p) = 24 

xrxo + Pf:Jo, 
xrxr + 1-'f:Jr, 

xrxr +Pf:Jl, 

- i). + "rx2 + fl f:J2, 
~).+xrx2tt-tf:J2, xrx3 +f-tf:J3 , 

= !).3_ 3).i(u, p) + 4j(u, p)*. 

P + xrxd·· Pf:J2 

xrxa+Pf:Ja 
xrx4 + f-lf:J4 

Der angestellten Vberlegung zufolge handelt es sick nunmehr um die Bestimmung 
aller derjenigen terniiren quadratischen Formengebilde ).p + uq + pr, welche 
die vorgeschriebene Diskriminante D ()., ", p) besitzen. 

1 Quart. J. Math. Bd. 9 S. 210. a Math. Ann. Bd. 2 S. 193. 
* Diese Beziehung zwischen der Diskriminante eines ternaren quadratischEm Gebildes 

und der kubischen Resolvente der binaren biquadratischen Form ist bereits von SELIVA
NOF bemerkt worden, vgl. Bull. Sci. math. s. 2, t. 7. 
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Urn diese Aufgabe zu li:isen, denken wir uns die drei ternaren quadratischen 
Formen p, q, r mittels linearer Transformation der Variablen y1 , y2 , y3 in die 
typische Gestalt! 

iibergeftihrt, worin F eine ternare kubische Form bedeutet, deren Koeffizienten 
Simultaninvarianten und deren. Variable l, k, m lineare Simultankovarianten 
der drei Formen p, q, r sind. Bilden wir dann die Diskriminante des ternaren 
quadratischen Gebildes 

aF aF aF 
A.p + -x.q + f.tr = A.ar + -x.ar + ,ua;;_ 

und setzen in dem erhaltenen Ausdrucke nachtraglich an Stelle der V ariablen 

A.,"' f.t die Variablen l, k, m, so geht derselbe in die Hessesche Kovariante 
der kubischen Form F iiber. Das in Rede stehende Problem liiu/t daher schlie/3-

lich auf die Bestimmung derjenigen terniiren kubischen Formen F hinaus, deren 

Hessesche Kovariante den vorgeschriebenen Wert D(l, k, m) besitzt. 

Bezeichnen wir mit S und T die Invarianten vom 4-ten bzw. vom 6-ten 
Grade in den Koeffizienten der kubischen Form D(l, k, m), mit H die Hesse
sche Kovariante derselben und bedeutet ferner 8 eine willkiirliche Gri:i.Be, so 
gilt fiir die Hessesche Kovariante der kubischen Form 8D + H die bekannte 
Formel2 

H.D+H = (~ S e2 + T 8 + /2 82) D + (83 - ~ S e- ~ T) H. 

Setzen wir daher an: 
F=8D+H, (12) 

so ergibt sich zur Bestimmung von 8 die kubische Gleichung 

e3 -~Se-~T=O. (13} 

Es gibt mithin drei Tripel von ternaren quadratischen Formen mit vorgeschrie

bener Diskriminante D. Die Formen P, Q, R eines jeden Tripels sind die ersten 

Dilferentialquotienten einer kubischen Form F, welche sich nach Auflosung der 

kubischen Gleichung (13) mit Hille der Formel (12} bestimmen lii[3t. 
Ist ein Formentripel P, Q, R bekannt, so eriibrigt es noch, die Form P 

mittels geeigneter linearer Transformation der ternaren Variablen l, k, m in 
die Gestalt y1 y3 - y~ iiberzufiihren. Gehen dann gleichzeitig die heiden anderen 

1 Vgl. S. GuNDELFINGER: Crelles J. Bd. 80 S. 73. 
2 Vgl. CLEBSCH·LINDEMANN: Vorlesungen iiber Geometrie Bd. I, 1876 S. 559. 
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Formen Q und R in die Gestalt q bzw. r tiber, so ergeben sich schlie13lich die 
heiden gesuchten biniiren biquadratischen Formen q; und tp, wenn man in 
den ternareu quadratischen Formen q und ran Stelle der Variablen y1 , y2 , y3 

bzw. xi, x1 x2 , x~ substituiert. 
Ein Ausnahmefall tritt nur dann ein, wenn fiir einen Wurzelwert s der 

kubischen Gleichung (13) gleichzeitig der Ausdruck 

-~Ss2+ Ts+ 11282 

zu Null wird. ::\<Ian erkennt ohne Schwierigkeit, daB das letztere Vorkommnis 
das Verschwinden der Diskriminante 8 3 - 6 T2 der ternaren kubischen Form 
D und infolgedessen das Verschwinden der Diskriminante der vorgelegten 
Diskriminantenform {J nach sich zieht. Zugleich ist auch unser urspriingliches 
Problem erledigt: 

Man erhiilt durch das dargelegte Verfahren 3·40 = 120 biniire biquadratische 
Formengebilde -xq; +t-ttp, welche eine vorgelegte biniire Form d(-x,f-t) von der 
6-ten Ordnung zur Diskriminante besitzen. 

Konigsberg i. Pr., den 6. Dezember 1887. 



8. Dber die Diskriminante der im Endlichen abbrechenden 
hypergeometrischen Reihe. 

[Journ. f . reine u. angew. Mathematik Bd. 103, S. 337-345 (1888).] 

Die hypergeometrische Reihe 

F(oc fJ y x) = 1 + a.f!_x + a.(a. + l)P(.B_ ±_~) x2+ ... 
' ' ' r 1 · 2. r (y + 1J 

wird offenbar dann und nur dann eine ganze Funktion der Variablen x, wenn 
wir einen der heiden im Zahler jedes Gliedes auftretenden Parameter gleich 
einer negativen ganzen Zahl, etwa oc = - n ansetzen. Da bei dieser Annahme 
die obige Reihe mit der n-ten Potenz der Variablen x abbricht, so fiihrt die 

Substitution x =-; - ~- und die darau£ folgende Multiplikation mit x~ zu der 
xl 

binaren Form 

1 = x" +(n)l!__xn- 1 x + (n)!'l_(P_±l_}x"-2x2 + ... + P(P+I)_:__:_ · (P+n_-l)x". 
1 1 y 1 2 2 y(y+l) 1 2 y(y+l)·· ·(y+n-1) 2 

Legen wir die allgemeine binare Form n-ter Ordnung in der gebrauchlichen 
Gestalt 

" + (n) n--1 + (n) n-2 2 + + " a0 x1 1 a1 x1 x2 2 a2 x1 x 2 • • • a,.x2 

zugrunde, so charakterisiert sich die spezielle Natur unserer Form I durch 
die einfache Formel 

p(p + 1) · •• (p + i- 1) a -=- --- -
' y (y + I)· · · (y + i- l) 

(i = 0, 1, ... , n) . 

Im lolgenden wird zuniichst gezeigt, wie sich die Diskriminante der biniiren 
Form I genau und allgemein in ihrer Abhiingigkeit von den Parametern fJ und y 
bestimmen lii/Jt. 

Wir erteilen der Form I durch Multiplikation mit der Konstanten 

0=y(y+1)···(y+n-1) (1) 
die von den Nennern befreite Gestalt 

cp ({J, y; x1, x2) = oc0 x~ + (~) oc1 x~1 x2 + · · · + oc,.x~, 
oc; = fJ ({J + 1) · · · ({J + i - 1) (y + i) (y + i + 1) · · · (y + n- 1) 

(i = 0, 1, ... , n), 
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und bemerken dementsprechend, da13 sich die Diskriminante der letzteren 
Form als eine gauze rationale Funktion der Parameter p und 'Y darstellen mu13. 

Urn nun diejenigen Linearfaktoren zu ermitteln, welche liberhaupt bei 
spezieller Wahl der Parameter in der hypergeometrischen Reihe F mehrfach 
auftreten dlirfen, setzen wir letztere mit der p-ten Potenz eines Linearfaktors l 
proportional und leiten aus der Differentialgleichung der hypergeometrischen 
Reihe 

durch (p - 2) £ache Differentiation die weitere Differentialrelation ab: 

dPF d•-1 F 
X (1- x) dx• + {(y + p- 2)- (ot + p + 2 p- 3) x} dx•-l 

d•- 2F 
- (ot + p- 2)(p + p- 2) dxH = 0. 

Da andererseits unserer Annahme zufolge die Differentialquotienten ~·~:~ 
d•-1 F d•F 

und d--1 den Linearfaktor l noch enthalten, wahrend derselbe in d-xv- xP 

nicht mehr au£geht, so Ia.f3t die zuletzt hergestellte Identitat flir den Linear
faktor l nur die Wahl £rei zwischen den drei Ansatzen 

l=l, l=x, l=l-x, 

oder, wenn wir in der oben beschriebenen Weise von der hypergeometrischen 
Reihe F zu der homogenen Form f oder q; libergehen: 

(2) 

Was die erste Annahme betrifft, so kann offenbar die Form q; nur dann 
den Faktor x1 mehrfach enthalten, sobald gleichzeitig IX,_1 und IX, verschwin
den, d. h. sobald eine der Relationen 

P=O, P+I=O, ... ' P+n-2=0 
besteht, und die Betrachtung der vorangehenden Koeffizienten 1Xn_2, cxn_3, ••• 

Iehrt, da.f3 Xt als zwei-, drei-, ... oder nfacher Faktor in unserer Form q; au£
tritt, je nachdem bezliglich einer der Ausdrlicke 

P+n-2, P+n-3, ... ' oder p (3) 
verschwindet. 

Urn das letzthin gewonnene Ergebnis zur Auswertung der Diskriminante 
der vorgelegten Form t:p zu verwenden, bedienen wir uns der bekannten all
gemeinen Eigenschaft der Diskriminante, vermoge welcher dieselbe nebst 
ihren ersten, zweiten, ... und k-ten Differentialquotienten nach den Koeffi
zienten der Grundform verschwindet, sobald die letztere einen (k + 2)-fachen 
Linearfaktor enthalt. Denkt man sich nun die Diskriminante Ll der Form t:p 
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als ganze rationale Funktion G der Parameter {3 und y ausgedriickt, so ergiht 
sich des weiteren durch wiederholte Differentiation nach {J: 

iJG 
a(J = 

woraus wir den Schlu.6 ziehen, da13 die ganze Funktion G heziiglich der Reihe 
nach die Ausdriicke (3) je einfach, zweifach, ... (n- I)-fach als Faktoren 
enthalten mu.6. Es erscheint dementsprechend der Ansatz herechtigt: 

l!" ({3, y) = ({3 + n - 2) ({3 + n - 3)2 ... pn-1 g ({3, y) , ( 4) 

worin g wiederum eine ganze rationale Funktion der Parameter {J und y 
bedeutet. 

Wir unterwerfen jetzt die Grundform fP nacheinander zwei speziellen 
linearen Transformationen, deren Ausfiihrharkeit auf den heiden folgenden 
Transformationsformeln der hypergeometrischen Reihe heruht: 

F {J ({J + I) • • · ({J- IX- I) ( · I ) 
((X,' {J' y' X) = (- X )-a l'Tr-+Ir:--=--: (y- IX- I) F ex' ex - y +I' (X, - p + 1 'X ' 

F (ex, {3, y, x) = ( 1 - x )-a F (ex, y - {3, y, x ~ 1) . 

Wir erhalten namlich hieraus durch Dbergang zu der homogenen und nenner
freien Form fP: 

fP ({J, y; x1 , x2) = fP (- y - n + 1 , -- {3 - n + 1; - X 2 , - x1) , 

f{!({J,y; x1,x2)=ff!(Y-{J,y; x1-t-x2, -x2). 

Da nun die Diskriminante einer hinaren Form eine Invariante von geradem 
Gewichte ist und die Suhstitutionsdeterminante jener heiden linearen Trans
formationen gleich der negativen Einheit ausfallt, so folgt, da.6 die in Frage 
kommende Darstellung der Diskriminante als ganze rationale Funktion der 
heiden Parameter {J und y ungeandert bleiht, wenn wir mit diesen Parametern 
eine jenen linearen Transformationen entsprechende Anderung vornehmen, 
d. h.: 

G ({J, y) = G (- y- n + I, -- {J- n + 1) = G (y- {3, y). 

Hieraus ergeben sich auf Grund der Beziehung (4) die Gleichungen: 

G({J, y) =({3 + n -2) ({J + n- 3)2 ... pn-1g(f3, y) 
n(n-1) 

= ( -1)-2 (y+ l)(y-t-2)2 .. , (y+n-1)n-1 g( -y- n+I, -{3- n-!-1) 

= (y - {J + n - 2) (y - {3 -t- n - 3)2 ... (y __ p)n-1 g (y _ (I, y); 
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folglich: 

G ({J, y) = N ({J + n - 2) ({J + n - 3)2 • • • pn-1 (y + 1) (y + 2)2 • • • } (5) 
(y + n- 1)n-1 (y- {J + n- 2)(y- {J + n- 3)2 ... (y- {J)n-1. 

Bei den benutzten linearen Transformationen nimmt der obige Linear
faktor l = 21_ nacheinander die weiteren Gestalten (2) an, so da13 sich gleich
zeitig durch das eingeschlagene Verfahren die einseitige Bevorzugung des erst
gewiihlten Linearfaktors ausgleicht. 

Da ferner einer einfachen Uberlegung zufolge der Grad der Diskriminante 
in bezug auf jeden der heiden Parameter {J und y dem Gewichte derselben, 
also der Zahl n(n- 1) gleichkommen mu13, so zeigt die Vergleichung mit den 
Gradzahlen in der letzthin gefundenen Gleichung (5), dall N darin notwendig 
eine nur noch von der Ordnung n abhangige Konstante bedeutet. 

Zur Bestimmung dieser Zahl N legen wir die Diskriminante der allgemeinen 
binaren Form n-ter Ordnung in Gestalt der Cayleyschen Determinante zu
grunde: 

D =}; ± dl,1 d2,2' • • dn-1,n-1' 

worin die Elemente die folgende Bedeutung besitzen: 

(6) 

Denken wir uns hierin fiir die Koeffizienten a0 , a1 , ••• , a,. die entsprechenden 
Koeffizienten 0(0 , 0(1 , ••• , O(n unserer speziellen Form r:p eingesetzt, so gilt die 
Identitiit 

Da alle Koeffizienten der Form r:p mit alleiniger Ausnahme von 0(0 den Para
meter {J als Faktor enthalten, so ist die Division eines jeden Elementes der 
Determinante linker Hand durch {J moglich, und die darauf folgende Null
setzung dieses Parameters {J fiihrt zu der weiteren Gleichung: 

2± 01,102,2 • • • o,._1,,._1 = N (n-2) (n-3)2 • • ·l"-2 {y (y + 1) · · · (y+n--1)}"-1 , 

wo nun die Determinante linker Hand infolge der Elementwerte 

den Wert 

oi,n-t = 1· 2 · · · (n - I) y (y + 1) · · · (y + n- 1) 

ot,k = 0 

n(n-1) 

(i + k > n) 

l.'±o•.• o2,! · • • 15,._1,,._1 = ( -1-) -2 -{l · 2 · · · (n -1) y(y + 1) · · · (y+n-l)}"-1 
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annimmt. Die Vergleichung der heiden letzten Relationen liefert flir die Kon
stante N den gesuchten Wert 

n(n-1) 

N = (- I )2 1 · 22 • • • ( n - 1 )n-1 • 

Urn schlie13lich von der gegenwartig behandelten Form rp zu der ursprling· 
lich vorgelegten Form f zurlickzukehren, bedar£ es nur noch einer Division 
der gefundenen Diskriminante G durch die 2(n - 1)-te Potenz der Kon
stanten 0 in (1), und man erhiilt auf diese Weise fur die Diskriminante der im 
Endlichen abbrechenden, homogen geschriebenen hypergeometrischen Reihe f den. 
Ausdruckl 

D- !:¥_".: ·· (n=!J-"-~-1~+n-2) (fl+n-3)2··· pn-1 (tJ-y-n+2) (fl-y-n+3)2 ... (tJ-!2_~~ 
- (y+n-1)" 1(y+n-2)"···y2n 2 • 

Durch Einflihrung des speziellen Wertes 

fJ=-r-n+1 

ergibt sich die Diskriminante der allgemeinen Kugelfunktion 

1· 22 • • • (n- 1)"-1 (2y + 2 n- 3) (2 y + 2n- 4)2 • • , (2 y + n- 1)"-1 

-~ ------ ---·· - -(";' + n _ 2)2 (y + n ;___ 3)4 ••• y2n 2 

und setzen wir uberdies noch den Parameter r der Einheit gleich, so erhalten 
wir die gewohnliche Kugelfunktion X., in der bekaunten Gestalt2 

x~+ (~r xr-lx2 + (~Y xr- 2 x~ + ... +X~' (7) 

wahrend nunmehr die Diskrimin.ante dieser speziellen K ugelfunktion den Wert 

(n+1)"-1 (n+2)n-2. · · (2n-l) 
------r:a~-.::3 22n-6. , • (n .....: 1)3-n 

besitzt. 
SchlieBlich sei noch bemerkt, dall die Beziehung zwischen der Cayleyschen 

Determinante (6) und dem Differenzenprodukt flir die Wurzeln der betreffen
den allgemeinen Gleichung n-ten Grades durch die Formel 

D = _!_a2<n-ll IT(w·- w )2 
n" o • k 

1 Wie ich inzwischen heroerke, ist dieses Resultat bereits von STIELTJES auf anderero 
Wege, narolich durch sukzessive Berechnung der Sturroschen Funktionen gefunden 
worden; vgl. C. R. Aoad. Sci., Paris Bd. 100 S. 620. 

1 Die in Rede stehende Uroforroung der Kugelfunktion entspricht der linearen 

Transformation des A.rgumentes x = x1 + x. ; vgl. HEINE: Handbuch der Kugelfunktionen. 
xl-Xa 

1878 Bd. 1 § 5. 
Hilbert, Gesammelte Abhandlungen. Bd. 11. 10 
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vennittelt wird. Wir erhalten hiernach beispielsweise fur das Produkt der 
Wurzeldilferenzen der gewohnlichen Kugelfunktion (7) den Wert 

p•-1 22•-z ..• (2 n - I)l 
II (w;- wk)2 = {1•-12•-2 .•• (n -l)l}'. 

Der gefundene Ausdruck fiir die Diskriminante D gestattet eine einfache 
Anwendung, wenn es sich darum handelt, zu entscheiden, wie viele reelle 
W urzeln die Gleichung n-ten Grades 

9J(f3, y; x, 1) = 0 (8) 

fur beliebig gegebene reelle W erte der Parameter {3 und r besitzt. Wir deuten f.J 
und y als rechtwinklige Koordinaten der reellen Punkte einer Ebene, so daB 
auf diese Weise jedem Punkte der Ebene eine Gleichung der obigen Art zu
geordnet erscheint. Lassen wir den Punkt {.J, y in der Ebene wandern, so kann 
die Anzahl der imaginaren Wurzelpaare der entsprechenden Gleichung offenbar 
nur dann eine Anderung erfahren, so bald j ener Punkt die Diskriminantenkurve 
G ({3, y) = 0, d. h. eine der geraden Linien 

f.J+n-i=O,) 
y+i-1=0, 

y-f.J+n-i=O 

(i = 2, 3, ... , n) (9) 

iiberschreitet. Der Orientierung halber moge allgemein diejenige Seite dieser 
geraden Linien die positive heiBen, fiir welche die linken Seiten ihrer beziig
lichen Gleichungen (9) positiv ausfallen, wiihrend die gegeniiberliegende Seite 
als die negative zu bezeichnen ist. Durch Berechnung der in Betracht kom
menden Wurzeln der Gleichung (8) in der Niihe einer Dberschreitungsstelle 
erhiilt man betreffs der Anderung jener Anzahl die erwiinschte Auskunft. 
Dberschreitet namlich der Punkt {.J, r in der Rich tung von der positiven nach 
der negativen Seite hin eine der geraden Linien (9), so iindert sich die Zahl 
der imaginiiren Wurzelpaare der entsprechenden Gleichung (8) fiir ein un
gerades i gar nicht; fiir ein gerades i dagegen erfiihrt diese Zahl einen Zuwachs 
oder eine Abnahme um eine Einheit, je nachdem an der Dberschreitungsstelle 
beziiglich die Ausdriicke 

(y + n- 1)(y + n- 2) · · · (y + n- i), ) 
- f.J ({3 + 1) ... (f.J + i- 1)' 

{3({3+ 1)·. ·({3+ i-1) 

(10) 

negativ oder positiv ausfallen. Man konstruiere daher in der f.Jy-Ebene die 
geraden Linien 

f3+n-i=0, l 
r+i-1=0, 

y-f:J+n-i=O, 

i = 2, 4, 6, ... , n ( n gerade) 

i = 2, 4, 6, .. . , n- 1 (n ungerade) 
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welche die y-Achse beziehungsweise unter den Winkeln 0, ; und : schneiden. 

Diese geraden Linien mogen nun streckenweise punktiert oder ausgezogen wer-
den, je nachdem fur die betreffende ~ ~ ll 

Stelle derselben die Ausdrti.cke (10) '~- ... '!:(, "'' , ll 
.c:; "> I X ...l'y 'b ~ 

negativ oder positiv ausfallen. Wie J, ~ <::> ~ /~x -~c' 
1 k h -}0,-E-- ' '\ X man eicht er ennt, ist dem nac ,~ 

der positiven Rich tung der y-Achse .1 "\ 

hin sich erstreckenden Fache des o 1 2 2 1 o + 
------ /si.I --- ---lr+t-o 

positiven Quadranten die Zahl ; 

bei geradem Grade n, dagegen die 

Zahl n-; 1 bei ungeradem Grade n 
zuzuweisen. Von der bekannten 
Zahl dieses Faches ausgehend hat 
man zur Bestimmung der den 
ti.brigen Fachern zugehorigen Zah
len die folgende Vorschrift zu be
achten. Fti.hrt der W eg tiber eine 

2 1 

s 

Abb. 1. 

r +5=o 

punktierte Grenzlinie in der Richtung von ihrer positiven zu ihrer ne
gativen Seite, so ist dem betretenen Nachbarfache eme urn die Einheit 

groPere Zahl zuzuschreiben; ~ ~ ~ 
fiihrt dagegen der W eg tiber ... ... ~ x , _,.ll \\ 

eine ausgezogene Grenzlinie ! l ~ x {~ '!>' 

in der Richtung von ihrer -~+ ~' {~ x o. x~l 
positiven zur negativen Seite, 1" 
so ist dem betretenen Nach-
barfache eine urn die Einheit _____ 0_ -~- _ 1 __ .1 r +t=O 

kleinere Zahl zuzuschreiben. 12/ t 
Zur V eranschaulichung mogen 
die heiden Beispiele n = 6 
(vgl. Abb. I) und n = 7 (vgl. 
Abb. 2) dienen. 

Der Punkt ,8 = - n, r = I 
liegt, wie man Ieicht einsieht, 
stets in dem durch die Zahl 0 
ausgezeichneten Fache, wo
durch der bekannte Satz von 

2 J 1 

i' +5=0 

Abb. 2. 

der Realitat samtlicher Wurzeln der.Gleichung Xn = 0 Bestatigung erhii.lt. 

Konigsberg i. Pr., denIO. Juni 1887. 



9. Lettre adressee a M. Hermite. 

[J. Math. pures appl. 4. Reihe, Bd. 4, S. 249-256 (1888).] 

Pendant mon sejour a Paris, l'annee derniere, vous avez eu la bonte de 
diriger mon attention sur l'analogie remarquable qui existe entre la theorie 
des invariants des formes binaires du quatrieme, du cinquieme degre, etc., 
et respectivement celle des formes cubiques ternaires, quaternaires, etc. Pour 
la forme binaire biquadratique et la forme ternaire cubique, cette analogie 
saute aux yeux le plus distinctement, aussitot que nous nous servons pour la 
discussion de ces formes d'une certaine proposition generale que j'ai expliquee 
dans un travail dans les Math. Ann. Ed. 28, S. 381-446*. 

Dans ce qui suit j'ai l'honneur de vous communiquer, en peu de mots, 
comment la theorie de ces formes se montre sous ce point de vue. 

Soit 
I = a0 xt + 4 a1 xi X2 + 6 a2 xi x~ + 4 a3 x1 x~ + a4 x~ = ai 

la forme primitive binaire et biquadratique. Premierement cherchons toutes 
les formes quadratiques 

gJ = oc0 xi + 2oc1 x1 x2 + oc2 x~ = oc:, 

pour lesquelles, par un choix convenable de la constante A., on ala relation 
(a oc}2 a~ = A. oc;. 

Apres une elimination facile, nous sommes menes a I' equation cubique en A. 

a0 a1 a2 -A 
A 

L1 (A.) = a1 a2 + -2 a3 = 0 

a2 -A a3 a4 

ou 
A3 - i jl- 2 i = 0' 

et, si nous employons le determinant muni d'un bord 

a0 ~ a2 -A 
A 

a2+2 
L1 (x, y, A.) = 

0 

* Dieser Band Abh. 3. 



Lettre adressee a M. Hermite. 

nous avons, pour fixer les formes cherchees, 

Ll(x, y, API) = qP>(x) qP>(y), 

L1 (x, y, A<2>) = <p<2>(x) <p<2J (y), 

Ll (x, y, A<S>) = <p<SJ (x) <p<SJ (y), 

ou, a pres !'identification des variables a;_, x2 et y1 , y2 , 

J.<l) 
- 2 I - k = <J>ct>', 

1 (2) -T I- k = fj1(21", 

).!3) 2 
- 2 I - k = <J>ca> ' 
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ou A<1>, A<2>, A<3> sont les trois racines de !'equation cubique et h est le hessien 
de la forme biquadratique. Puis, si nous designons les symboles des formes 
<pu>, <p121, qP> respectivement avec les indices (1), (2), (3), nous avons, a 
cause de 

les relations suivantes 

(aoclil)a: = .A<•>oc~ 1 ', 

(a oc(li'J) a; = J.<kJ oc~kJ•, 

(a oc<•>)2 (a ocU•J)2 = J.<il(oc<iJ oc<kJ)2, 

(a oc<kl)2 (a oc<iJ)2 = J.<k>(oc<il oc<kJ)2 

et par consequent, pour i =l= k' 

(oc<iJ oc<kJ)2 = 0, 

c'est-a-dire que les invariants bilineaires des formes <p<1l, <p<2>, <p<3> s'eva
nouissent, tandis que leurs discriminants prennent les valeurs 

(oc<IJ oc<ll)2 = a .J 0~~ = _ _!_ (A (1) _ J.<2J) (J.<ll _ J.<SJ) 
i)J.<l) 2 ' 

(oc<ZJ oc<2J)2 = a A (.1.'"1) = _ _!_ (J.<2J _ J.<I>) (J.<2J _ J.<S>) 
i)J.!2) 2 ' 

(oc<s> oc<BJ)2 = a Lf (7.'31) = _ _!_ (J.<SJ _ J.<I>) (J.<S> _ J.<2>) 
i)J.l3) 2 • 

D'autre part, en cherchant toutes les formes binaires cubiques <p qm 
remplissent identiquement la relation 

(/,<p)2=A<p, 

on arrive facilement aux resultats suivants. A chacune des deux valeurs 

"(1)= + V! et J.<2J = -- v; 
appartient un faisceau de formes cubiques <p{l) et <p<2>, et ces deux faisceaux 
cubiques sont en meme temps ceux qui ont la meme forme biquadratique I 
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comme jacobien. Du reste, de la meme maniere qu'auparavant, on obtient la 
valeur zero pour !'invariant bilineaire 

(tp(tl, !p(21)a. 

Voila les resultats principaux et essentiellement connus de la theorie 
d'une forme binaire biquadratique, qui menent facilement a la decomposition 
de la forme biquadratique et, d'autre part, a I' etude des degenerations possibles 
de la forme biquadratique. Comme on le voit, ces resultats ont ete deduits 
seulement au moyen d'un principe general, c'est-a-dire en cherchant toutes 
les formes qui se reproduisent par un certain mode d'operation invariantive. 
Dans ce qui suit, je voudrais montrer que ce meme point de vue suffit pour 
la resolution elegante de questions analogues dans la theorie d'une forme 
ternaire cubique. 

So it 
f = a111 xf + 3a112 x~x2 + · · · + a333 x~ =a! 

la forme primitive proposee. Premierement, considerons des formes bilineaires 

!p = IXu X1 U1 + IX12 X1 U:! + · · · + 1Xaa Xa Ua = oc., Up 

avec une serie de variables 21_, x2 , x3 et une autre serie de variables Ut, u2 , u3 

transformee par des substitutions inverses, et cherchons toutes ces formes rp 
pour lesquelles, par un choix convenable de J., on ala relation identique 

(a oc u) a8 all) = J.oc., u9 • 

En comparant les coefficients des produits des variables x1 , x2 , x3 et 
U1, U:!> u3 , on obtient neuf equations qui permettent !'elimination des neuf 
grandeurs IX11 , IX12 , ••. , IX33 , d'ou decoule !'equation du neuvieme degre pour). 

-A -aua au2 0 -a12a a122 0 -a133 

Una 0 -·aut atoa-A. 0 -all2 -a11s 0 

-au• aut 0 -a122 a 112 0 -a123 -A. a113 

0 -al23 -A a122 0 -a••a a••• 0 -a•aa 

0 -A. 0 

-at22 au• a122 0 -a••s 

0 -alas -· aoaa azoa 0 -aaaa Uoaa 

atsa 0 0 -al2a-A aaas 0 --a133 

-al2a ana a12a 0 -a•as alas -A. 

ou, si nous calculous le determinant et exprimons les coefficients des puissances 
de ). par les invariants fondamentaux S et T de la forme ternaire cubique, 

J. {J.s- 6 S J.4- T J.2- 3 S2} = 0. 

A chacune des neuf racines de cette equation 
).12) 

' 
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appartient toujours une forme bilineaire 

(jJ = u.,, (/Jill, fjJI2), fjJI3l, qJ('l, qi«ll, qi<2l, 9J<3l, q5<4l. 

Alors, si nous munissons le determinant d'un borda droite avec 

Y1 V1 • Y2 V1' Ya V1' Y1 V2 • Y2 V2' Ya Vs' Y1 Va' Y2 Va' Ya Va 

et en bas avec 

151 

nous serons en etat de fixer les quatre paires de formes bilineaires selon la 
formule 

(i=1,2,3,4). 

Du reste, par la meme methode qu'auparavant dans la discussion de la 
forme binaire biquadratique, nous obtenons les resultats 

{j) 0 _(j) 0 
C1.n<ll = ' C1.ij<ll = ' 

{j) tkl -(il -(k) 0 (j) -<kl 
ct.6<k> ct.il<l> = 0, C1.;9<kl <Xjt<ll = , <X;91ltl otil(ll = 0, 

c'est-a-dire que tous les invariants lineaires et bilineaires des formes qJ et lp 
s'evanouissent, excepte les quatre suivants: 

(i=1,2,3,4). 

Pour nous rapprocher des resultats connus, nous transformons une des 
huit formes bilineaires par une substitution lineaire dans la forme speciale 
pour laquelle seulement les trois coefficients cx.11 , ~2 , cx.33 demeurent finis. 
Alors la forme primitive I prend en meme temps la forme canonique de Hesse 
et, abstraction £aite de facteurs indifferents, nous avons les formules plus 
precises 

qJ = u1 x1 + e u2 x2 + e2 u3 x3 } 2in 
e = e a , 

qi = u1 x1 + e2 u2 x2 + e u3 x3 

({J px) a..,~.,= (1,2/- 3 h)= X1 X2 X3 , 

dans lesquelles nous reconnaissons Ia theorie des quatre triangles avec les 
neuf points d'inflexion. 

D'autre part, Sl nous ecrivons la forme primitive ternaire et cubique 
symboliquement 

nous pouvons chercher toutes les formes ternaires quadratiques 

(jJ = a.u xf + 2 ct.12 XI Xs + 2 ct.1a XI Xa + · · · + «as xi = ot! • 
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qui remplissent identiquement la relation 

(abot)2 a.,b., = Aot:. 

On arrive a deux valeurs pour A 

et .1.<2' = - 2 v-s, 
dont chacune appartient a un certain systeme deux fois infini de coniques 
rp<l) et rp<2). 

Comme on le voitj le principe explique mene a la construction d'invariants 
et covariants irrationnels et procure au moyen de ceux-ci une connaissance du 
sens propre et de la connexion analytique des formes invariantives rationnelles, 
quand meme, comme il arrive dans des cas plus compliques, le veritable calcul 
de tous les invariants et covariants resultants n'est plus practicable. 

Mais nous pouvons modifier notre principe en divers sens, par exemple, 
si nous cherchons une forme binaire cp du degre r de telle nature que lc covariant 
simultane (/, rp)i de celle-ci et d'une forme binaire donnee f du degre n contient 
Ia forme rp comme facteur. Dans le cas special n = 2 r - 2 et i = 2, ori 
obtient pour rp les formes de tous les faisceaux qui ont la meme forme 1 comme 
jacobien et, pour r = 4, ce dernier probleme a ete traite sous un autre point 
de vue par MM. BRILL (Math. Ann. Bd. 20 S. 330) et STEPHANos (C. R. Acad. 
Sci, Paris, Bd. 43 S. 994). 

Du reste, on peut specialiser Ia dite methode en cherchant simplement 
toutes les formes rp qui donnent un resultat s'annulant apres une certaine 
operation invariantive sur la forme proposee f. Dans la discussion d'une 
forme binaire 1 du degre n = 2r - 1, on profite de cette methode pour obtenir 
une forme rp du degre r dont les facteurs lineaires conduisent a la forme 
canonique. Mais je voudrais expliquer par un exemple que le meme principe 
suffit pour etablir la possibilite d'une forme canonique pour des formes a 
plusieurs variables. 

Soit representee la forme canonique d'une forme quaternaire cubique par 

I = a! = lf + lf + z: + l1 + li, 
ou "it, ~, Z3 , l4 , l5 sont des formes lineaires dont les coefficients, regardes comme 
des coordonnees homogenes, peuvent definir cinq points p1 , p2 , p 3 , p4 , p5 

dans l'espace. Si nous cherchons ensuite toutesles formes quaternaires quadra
tiques rp = u; avec des variables inverses Ur, u2 , u3 , u4 qui remplissent la 
relation 

nous trouvons un certain systeme de formes cinq fois infini. Mais, d'autre 
part, nous savons, a cause de la forme canonique supposee, que cette condition 
est remplie par toutes les surfaces quadratiques 1p contenant les cinq points 
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Pl• p2, p3 , p4 , p5 • Pour m'expliquer plus brievement, je nomme un systeme 
special de formes dont chacune contient un certain nombre de points fonda
mentaux un systeme naturel avec ces points fondamentaux. Alors le probleme 
de la representation canonique d'une forme quaternaire cubique est le meme 
que de trouver un systeme naturel1p, quatre fois infini, qui est contenu dans 
un systeme propose rp cinq fois infini de formes quaternaires et quadratiques. 
Mais maintenant il est facile de montrer que la representation canonique n'est 
possible que d'une seule maniere; car, si 

1 = z~a+ z;s+ z~a+ z~a+ z;s 
etait une autre expression canonique ou les coefficients des formes lineaires 
l~, l~, l~, l~, l~ donnent les cinq points p~, p~, p;, p~, p~ dans I' espace, il serait 
necessaire que le meme systeme rp cinq fois infini de surfaces quadratiques 
contint deux systemes naturels, quatre fois infinis: premierement le systeme 
de formes 1p avec les points fondamentaux Pvp2 , p 3 , p4 , p6 et secondement 
le systeme de formes 1p' avec les points fondamentaux p~, p~, p;, p~ , p~. Par 
consequent, il devrait exister quatre relations lineaires entre les formes 1p et 1p', 
c'est-a-dire que les dix points p1 , p2 , p 3 , p4 , p5 , p~, p~, p;, p~, p~ seraient 
necessairement situes de telle sorte qu'on puisse faire passer une surface 
quadratique par ces dix points et en meme temps par trois points arbitraires 
del' espace. Si no us supposons ces trois points dans le plan des points p~, p~, p;, 
on voit que les sept autres points p~, p~ et p1 , p2 , p3 , p4 , p5 seraient tous 
situes dans un autre plan, ce qui est exclu comme insignifiant. En meme temps 
nous apprenons que la susdite expression canonique est susceptible de re
presenter toute forme donnee quaternaire et cubique dans toute sa generalite; 
car elle contient le nombre convenable de constantes independantes et une 
representation indeterminee est inadmissible selon les reflexions que je vieils 
de faire. 

Voila une demonstration simple du theoreme fondamental dans la theorie 
de la forme quaternaire cubique; mais cette methode est susceptible de 
generalisation pour d'autres formes. Par exemple, on trouve au moyen des 
memes considerations, comme auparavant, que toute forme ternaire du 
cinquieme degre se laisse exprimer toujours d'une maniere et d'une seule 
maniere comme une somme de sept puissances de formes lineaires. 

Ainsi l'on voit que divers problemes de la theorie des formes peuvent se 
traiter pareillement, si l'on se place sous le point de vue que nous venons 
d'exposer. 



10. Dber die Darstellung definiter Formen als Summe von 
Formenquadraten. 

[Mathem. Annalen Bd. 32, S. 342-350 (1888).] 

Eine algebraische Form gerader Ordnung n mit reellen Koeffizienten und 
m homogenen Variablen moge definit heiilen, wenn dieselbe fiir jedes reelle 
Wertsystem der m Variablen einen positiven Wert annimmt und iiberdies 
eine von Null verschiedene Diskriminante besitzt. Eine Form mit reellen 
Koeffizienten wird kurz eine reelle Form genannt. 

Bekanntlich ist jede definite quadratische Form von m Variablen als Summe 
von m Quadraten reeller Linearformen darstellbar. Desgleichen lailt sich ?'ede 
definite binare Formals Summe von zwei Quadraten reeller Formen darstellen, 
wie man durch geeignete Faktorenzerlegung der Form erkennt. Da die in Rede 
stehende Darstellung den definiten Charakter der Form in der denkbar ein
fachsten Weise zutage treten laBt, so erscheint eine allgemeine Untersuchung 
betreffs der Moglichkeit einer solchen Darstellung von Interesse. Was zunachst 
den weiteren Fall n = 4, m = 3 angeht, so gilt der Satz: 

Jede definite biquadratische ternare Form liiPt sich als Summe von drei 
Quadraten reeller quadratischer Formen darstellen. 

Zum Beweise betrachten wir eine biquadratische ternare Form F, welche 
der Summe der Quadrate dreier quadratischer Formen q;, 1p, X gleich ist. 
Soll gleichzeitig dieselbe Form F als Summe der Quadrate der drei quadrati
scherr Formen q; + eq;', 'I'+ e1p', x + ez'darstellbar sein, woe eine unendlich
kleine Konstante bedeutet, so fiihrt die Vergleichung beider Darstellungen 
notwendig zu der Relation 

q;q;' +'I' 'I''+ xx' = o. 
Die drei Gleichungen 

q;=O, w=O, x=O 

(1) 

(2) 

mogen kein gemeinsames Losungssystem besitzen. Es miissen dann auf Grund 
der Identitat (1) die vier gemeinsamen Losungen der heiden letzteren 
Gleichungen die quadratische Form q;' zum Verschwinden bringen; hieraus 
folgt 

q;' = oc 'I' + Y X· 
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und desgleichen 
tp'=f3rp+Cx. 
x'=drp+lftp. 

Durch Einsetzung dieser Werte in die Identitat (1) gewinnen wir flir die ein
gefiihrten Konstanten die Relationen 

oc+f3=0, y+d=O, C+-&=0. 

Sobald daher die Resultante der drei Gleichungen (2) von Null verschieden 
ist, kann jene Identitat (1) ausschlie.Blich durch eine lineare Kombination der 
drei Losungen 

q/ = 0, rp' = -x, rp' = tp, 
tp' = X• vi= 0, tp'= -rp, 
x'=-tp, x'= rp, x'= 0 

befriedigt werden, d. h. es gibt keine mehr als dreifachunendliche Mannig
faltigkeit von Formen rp, tp, X, welche dieselbe Form F in der fraglichen 
Weise zur Darstellung bringen. Da das System der drei quadratischen Formen 
18 Koeffizienten, die biquadratische Form F dagegen nur 15 Koeffizienten 
besitzt, so folgt aus obigen Betrachtungen, dall eine jede biquadratische 
ternare Form sich als Summe von drei Formenquadraten darstellen lallt1• 

Die Koeffizienten der darstellenden Formen rp, tp, x enthalten noch drei 
willkiirliche Parameter und nehmen daher erst dann bestimmte Werte an, 
wenn wir ihnen irgend drei voneinander unabhangige Bedingungen auferlegen. 
Ist letzteres geschehen, so gibt es nur eine endliche Anzahl von Formensyste
men rp, tp, X, durch deren Vermittlung die vorgelegte biquadratische Form F 
als Quadratsumme dargestellt werden kann. Soil en von diesen Formensystemen 
bei beliebiger Wahl jener Bedingungen zwei Formensysteme zusammenriicken, 
so ist es den obigen Uberlegungen zufolge erforderlich, da13 die Resultante de~ 
betreffenden Formen rp, tp, X und infolgedessen auch die Diskriminante der 
darzustellenden Form F verschwindet. Der hierdurch gekennzeichnete sin
gulii.re Fall ist fiir die weitere Schlu13folgerung von Bedeutung. 

Es seien namlich F, F', F" drei definite biquadratische ternare Formen 
und p, p', p" drei veranderliche positive Gro13en, deren Verhaltnisse durch 
ide Punkte im Inneren eines Koordinatendreieckes dargestellt sein mogen. 
Wir konstruieren dann alle diejenigen Punkte p, p', p", fiir welche die Glei
chung 

pF + p' F' + p" F" = 0 (3) 

eine Kurve 4-ter Ordnung mit zwei oder mehr Doppelpunkten definiert. Wie 
auch die heiden definiten Formen F und F' gegeben seien, es ist offenbar 

1 Das allgemeine hierbei zugrunde liegende Prinzip riihrt von L. KRONECKER her. 
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stets moglich, F" so zu wahlen, daf3 jene Punkte p, p', p" nur in endlicher 
Zahl vorhanden sind, und wir konnen demnach die heiden Eckpunkte p = 1, 
p' = 0, p" = 0 und p = 0, p' = 1, p" = 0 durch eine krumme Linie verbinden, 
welche ganz im Innern des Koordinatendreieckes verlauft und keinen der vorhin 
konstruierten Punkte trifft. Betrachten wir jetzt einen Punkt p, p', p" dieser 
Verbindungslinie, so besitzt die entsprechende biquadratische Kurve (3) keinen 
Doppelpunkt. Denn da dieselbe iiberhaupt keinen reellen Punkt hat, so miif3te 
jeder etwa existierende Doppelpunkt der Kurve notwendig ein Punkt mit 
komplexen Koordinaten sein; der zu diesem konjugiert imaginare Punkt 
wiirde dann ein zweiter Doppelpunkt der Kurve sein, woraus sich ein offen
barer Widerspruch mit den getroffenen Festsetzungen ergibt. Indem wir mit 
den Grof3en p, p', p" dem Laufe der Verbindungslinie folgen, gelangen wir 
von der definiten Form F durch kontinuierliche V eranderung ihrer reellen 
Koeffizienten zu der definiten Form F', ohne dabei eine Form mit verschwin
dender Diskriminante zu passieren. Wir setzen nun die Form F gleich der 
Summe der Quadrate dreier reeller quadratischer Form en p, 'ljJ, X· Es bleiben 
dann bei kontinuierlicher V eranderung der reellen Koeffizienten von F offen
bar auch die Koe££izienten der darstellenden Form en p, 'ljJ, X stets reell, solange 
der vorhin betrachtete singulare Fall ausgeschlossen wird. Fiihren wir daher die 
kontinuierliche V eranderung von F inF' auf dem angegebenen W ege a us, so folgt 
notwendig, daf3 auch die letztere Form F' die fragliche Darstellung als Summe 
von drei Quadraten reeller Formen zulaBt. Damit ist unser Satz bewiesen. 

Die zu Anfang dieser Arbeit angeregte Frage gelangt jedoch erst durch die 
strenge Begriindung des folgenden Theorems zum befriedigenden Abschlu13. 

Unter den definiten Formen der geraden Ordnung n von m Variablen gibt es 
stets solche, welche sich nicht als endliche Summe von Quadraten reeller Formen 
darstellen lassen1• Alleinige A usnahme bilden die drei oben erledigten Falle 

I. n = 2 , m beliebig , 

II. n beliebig , m = 2 , 

III. n = 4, m=3. 

Der Beweis wird zunachst fiir den Fall der ternaren Form 6. Ordnung 
erbracht. 

Wir nehmen in der Ebene 8 getrennte Punkte (1), (2), ... , (8) an, von denen 
weder irgend drei auf einer geraden Linie noch irgend 6 au£ einem Kegelschnitte 
liegen. Durch diese 8 Punkte lege man zwei reelle Kurven 3-ter Ordnung, 
deren Gleichungen p = 0 und 'lfJ = 0 seien. Die heiden Kurven schneiden sich 

1 Die Existenz solcher Formen hat bereits H. Ml:NKOWSKI fiir wahrscheinlich ge· 
halten; vgl. die erste These in seiner Inauguraldissertation: ,Untersuchungen iiber qua· 
dra.tische Formen". Konigsberg 1885; siehe auch MINKOWSKI: Ges. Abh. Bd. I (19ll), 
S. VIII. 
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noch in einem 9-ten Punkte (9), welcher ebenfalls reell ist und von jenen 8 Punk
ten getrennt liegen moge. Es sei ferner I = 0 die Gleichung des durch die Punkte 
(1}, (2}, (3), (4), (5) hindurchgehenden Kegelschnittes und g = 0 die Gleichung 
einer Kurve 4-ter Ordnung, welche durch die Punkte (1 }, (2), (3}, ( 4), (5) ebenfalls 
einfach hindurchgeht und uberdies die Punkte (6), (7}, (8) zu Doppelpunkten 
besitzt. Dementsprechend sind cp, 1p, I, g ternare Formen mit reellen Koeffi
zienten. Die reellen homogenen Koordinaten der 9 Punkte (i) bezeichnen wir 
der Kfirze halber gleichfalls mit (i) und erkennen dann, daB die Werte 1(9) 
und g(9) von Null verschieden sind. Ware namlich 1(9) gleich Null, so konnte 
man durch lineare Kombination der Gleichungen cp = 0 und 1p = 0 die Glei
chung einer Kurve 3-ter Ordnung aufstellen, welche auBer den 6 Punkten (1}, 
(2), (3), ( 4), (5}, (9) noch einen 7 -ten Punkt mit dem Kegelschnitte I = 0 gemein 
.hatte. Diese Kurve 3-ter OrdnungmiiBte notwendig in den Kegelschnitt und eine 
durch (6), (7}, (8) gehende Gerade zerfallen, deren Vorhandensein durch unsere 
Annahme i.iber die Lage der 8 Punkte ausgeschlossen ist. Ware ferner g(9) 
gleich Null, so konnte man auf demselben Wege eine nicht zerfallende Kurve 
3-ter Ordnung konstruieren, welche durch die drei Doppelpunkte (6), (7}, (8), 
sowie durch die 6 einfachen Punkte (1), (2}, (3), (4), (5), (9) und i.iberdies noch 
durch einen beliebigen weiteren einfachen Punkt der Kurve g = 0 hindurch
liefe. lnfolgedessen mi.iBte die Kurve g = 0 in jene Kurve 3-ter Ordnung und in 
eine durch die Punkte (6}, (7), (8) gehende Gerade zerfallen; diese Folgerung 
tritt wiederum mit unserer Annahme in Widerspruch. Nachdem wir das Vor
zeichen der Form I so gewahlt haben, dall das Produkt 1(9) g(9) posit iv aus
fallt, betrachten wir die ternare Form der 6. Ordnung 

9?2 + 1p2 +pig, 
worin p eine positive Konstante bedeutet. Es se1 ferner allgemein p; die 
kleinste positive GroBe, fi.ir welche die Kurve 

9?2 + 'P2 + Pt I g = o 
in dem Punkte (i) einen Ri.ickkehrpunkt oder einen dreifachen Punkt erhii.lt. 
Gibt es eine GroBe solcher Art i.iberhaupt nicht, so setze man p; = oo . Die 
GroBen Pi sind samtlich groBer als Null, da dem Werte p = 0 die Kurve 
rp2 + r = 0 entspricht, welche offenbar die samtlichen in Rede stehenden 
9 Punkte zu isolierten Doppelpunkten besitzt. V erstehen wir nun unter [p] 
irgendeine von Null verschiedene positive GroBe, welche kleiner ist als die 
kleinste der Gro.f3en p;, so besitzt die Kurve 

9?2 + r + [pJig = o 
nur noch die 8 Punkte (1 ), (2), ... , (8) zu isolierten Doppelpunkten, wahrend 
sie den Punkt (9) uberhaupt nicht mehr trifft. Es ist infolgedessen moglich, 
urn jene 9 Punkte kleine Kreise von der Beschaffenheit zu beschreiben, da.f3 
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die terniire Form 
q;2 + "P2 + [p]fg 

iiberall im Inneren jener 9 Kreise positiv bleibt und allein in den Mittel
punkten der ersten 8 Kreise gleich Null wird. Da ferner aul3erhalb jener 9 Kreise 
der Ausdruck q;2 + '1jJ2 stets von Null verschieden ist, so besitzt der absolute 
Wert des Quotienten 

q;2 + "'2 --rg 
in dem Gebiete auJ3erhalb der 9 Kreise ein von Null verschiedenes Minimum M. 
Verstehen wir nun unter ([pJ] eine von Null verschiedene positive, weder [p] 
noch M erreichende Grol3e, so stellt der Ausdruck 

F = q;2 + "P2 + [[p]]!g (4) 

eine ternareForm der6-ten Ordnung dar, welche in den 8 Punkten (1), (2), ... , (8) 
Null ist, dagegen fur alle anderen reellen W ertsysteme der V ariablen von Null 
verschieden und positiv ausfiillt. 

Es bedeute P irgendeine definite terniire Form der 6-ten Ordnung und p 
wiederum eine von Null verschiedene positive Gro13e; die Form F + pP ist 
dann ebenfalls definit und moge sich als Summe von 28 oder weniger Formen
quadraten darstellen lassen, wie folgt: 

F + P P = e2 + u2 + ... + -r2, (5) 

wo e, 0'' ••• ' T gewisse reelle terniire kubische Formen bezeichnen, deren 
Anzahl die Zahl 28 nicht iiberschreitet. Substituieren wir in dieser Identitiit (5) 

die Koordinaten des Pnnktes (9), so ist notwendigerweise £iir eine jener kubi
schen Formen etwa fiir die Form e die Ungleichung 

!e (9) i > [ VF2~j I (6) 

erfiillt. Andererseits folgen aus derselben Identitiit (5) die 8 Ungleichungen 

le (1) I < I YP P- (1) I, ) 
le (2) I < liP P (2) I, ........ 
ie (8) I< jyp P-(S)j. 

(7) 

Da ferner die in Rede stehenden 9 Punkte das vollstiindige Schnittpunkt
system zweier Kurven 3-ter Ordnung bilden, so herrscht eine Beziehung von 
der Gestalt 

C1!! (1) + C2 (! (2) + · · • + Cg!! (8) + C9!! (9) = 0 ; (8) 

dabei sind die Grol3en c1 , c2 , ••• , c8 , c9 von den Koeffizienten der kubischen 
Form e unabhiingig und besitzen iiberdies ausnahmslos von Null verschiedene 
Werte. Aus der Gleichung (8) folgt: 

1Cte(1)j + lc~e(2)j + · · · + jc8 e(8)j;;::: lc9 e(9)1 
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und mit Benutzung der Ungleichungen (6) und (7): 

I cliP P (1) I+ lc21P P (2) I+· · · + lcsl'P P (8) I> jc9 ~J . 
Wahlen wir daher fiir p eine GroBe {p}, welche von Null verschieden, positiv 
und kleiner ist als der Wert des Quotienten 

c~F(9) 

so erkennen wir, daB unsere Annahme (5) schlieBlich auf einen Widerspruch 
fiihrt; d. h. : Die definite terniireFormF + {p} P von der 6-ten Ordnung liiPt sich 
nicht als Summe von 28 oder weniger Quadraten reeller Formen darstellen. 

Angenommen, die Form F + {p} P ware als Summe von 29 Quadraten 
reeller Formen darstellbar, so besteht jedenfalls zwischen letzteren eine lineare 
Relation mit konstanten positiven und negativen Koeffizienten. Von diesen 
moge der groBte positive Koeffizient den Wert y besitzen. Dividieren wir dann 
die in Rede stehende Relation durch y und subtrahieren sie von der Summe 
jener 29 Formenquadrate, so gelangen wir zu einer Darstellung der Form 
F + {p} P durch 28 positive Formenquadrate. In ahnlicher Weise fiihrt die 
Annahme einer Darstellung dutch mehr als 29 Formenquadrate schlieBlich 
wieder auf die Darstellung durch 28 Formenquadrate zuriick, d. h. die ternare 

Form F + {p} P von der 6-ten Ordnung liiPt sich iiberhaupt nicht als endliche 
Summe von Quadraten reeller Formen darstellen. 

Urn die Richtigkeit unseres Theorems fiir ternare Formen von beliebiger 
gerader Ordnung n zu erkennen, sei f = 0 die Gleichung irgendeiner reellen 

Kurve von der Ordnung ; - 3, welche durch keinen der 9 Punkte (1 ), (2), ... , 

(8), (9) hindurchlauft. Man nehme dann auf dieser Kurve soviel reelle Punkte 
(10), (11), ... an, daB jede durch diese Punkte hindurchgelegte Kurve von 

der Ordnung ; in die Kurve f = 0 und in eine kubische Kurve zerfallt , wah

rend das gleiche nicht mehrder Fall ist, sobald wit in der Reihe jener Punkte 
(10), (11), . . . einen Punkt unterdriicken. Infolge dieser Annahme und wegen 
der Lage der 9 Punkte (1), (2), ... , (8), (9) gilt eine Relation von der Gestalt 

c1 e (1) + c2 e(2) + · · · + c8 e(8) + c9 e(9) + c10e (10) + c11 e (11) + · · · = 0, 

wo e eine beliebige ternare Form von der Ordnung ; bedeutet. Die Kon

stanten c1 , c2 , ••• , Cg, c9 , c10 , c11 , • • • sind von den Koeffizienten der Form e 
unabhangig und die Konstanten c1 , c2 , ••• , eg, 0e besitzen iiberdies von Null 
verschiedene Werte. Bedeutet nun Peine definite ternare Form von der Ord
nung n, so ergibt sich durch dieselbe SchluBweise wie vorhin, daP die terniire 

Form F f2 + p P fur ein geniigend kleines positives p nicht als Summe von 
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~ (n + 1) (n + 2) Quadraten reeller Formen und folglich uberhaupt nicht als 
endliche Summe von Quadraten reeller Formen dargestellt werden kann. 

Was endlich die Formen mit mehr als drei Variablen betrifft, so bedarf 
es vor allem einer Untersuchung der quaternaren biquadratischen Form. 

Wir nehmen zu dem Zwecke in dem dreidimensionalen Raume 7 getrennte 
Punkte (1), (2), ... , (7) an, von denen nicht vier in einer Ebene liegen. Ferner 
soll es nicht moglich sein, durch irgend 6 jener Punkte einen Kegel2-ter Ordnung 
zu konstruieren, dessen Spitze in den 7 -ten Punkt fallt. Man lege nun durch jene 
7 Punkte drei reelle quadratische Flachen rp = 0, 1p = 0 und x = 0, welche 
sich noch in einem bestimmten 8-ten Punkte (8) schneiden. Dieser Punkt (8) ist 
ebenfalls reell und liege von jenen 7 Punkten getrennt. Es sei f = 0 die Glei
chung der durch die Punkte (i), (2), (3) hindurchgelegten Ebene und g = 0 
die Gleichung einer Flache 3-ter Ordnung, welche durch die Punkte (1), (2), (3) 
einfach hindurchgeht und i.iberdies die Punkte ( 4), (5), (6), (7) zu Knotenpunk
ten besitzt. Die reellen homogenen Koordinaten der 8 Punkte (i) bezeichnen 
wir der Ki.irze halber ebenfalls mit (i). Wie man Ieicht einsieht, ist /(8) von 
Null verschieden. Das gleiche gilt von g(8). Denn ginge die Flache g = 0 auch 
durch den Punkt (8), so mi.i.Bte sich gin der Gestalt 

rrp+s'lfl+tx 

ausdri.icken lassen, wo r, s, t Linearformen bedeuten. Die Definition der Flache 
g = 0 erfordert, da.B fiir jeden der Punkte (4), (5), (6), (7) die ersten Dif
ferentialquotienten der Form g nach jeder der vier homogenen Variablen, also 
die Ausdri.icke 

r!!J_+s~+tiz_ axl axl axl' 
r!!J_+s~+tiz_, 

0 X2 0 Xe 0 Xe 

r !!J_-+- s ~ + tiz_ ox3 ' ox3 ax3' 

r!!J_ + s~ + tiz_ ax, ax, ax, 
verschwinden und da keine der Linearformen r, s, tin samtlichen vier Punkten 
(4), (5), (6), (7) verschwinden dar£, so wi.irde folgen, da.l3 mindestens fi.ir einen 
von jenen vier Punkten die dreireihigen Determinanten der Matrix: 

acp otp ax 
a xl ' a x; ' a x; 
acp a"' ax 
ox8' ox2' ox2 
acp a"' ax 
ox3' ax3' ox3 
acp a"' ax 
a x, • ax, ' ax, 
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gleich Null werden. In letzterem Falle konnte man von einem jener vier Punkte 
einen Kegel 2-ter Ordnung konstruieren, welcher durch alle iibrigen 7 Punkte 
hindurchgeht. Diese Folgerung befindet sich mit den getroffenen Festsetzungen 
in Widerspruch. Nachdem wir das Vorzeichen von f so gewahlt haben, da.B 
/(8) g(8) positiv ausfallt, konnen wir eine ahnliche Schlu.Bweise wie oben bei 
Behandlung der ternaren Form 6-ter Ordnung anwenden. Dann ergibt sich, 
da[J der Ausdruck 

fur ein genugend kleines positives p eine Form darstelU, welche in den Punkten 
(1), (2), ... , (7) Null ist, dagegen fur alle anderen reellen W ertsysteme der 
V ariablen von Null verschieden und positiv ausfalU. 

Da die in Rede stehenden 8 Punkte das vollstandige Schnittpunktsystem 
dreier Flach en 2-ter Ordnung bilden, so gilt eine lineare Identitat von der Gestalt 

Cd! (1) + c2 e (2) + · · · + c7 e (7) + c8 e (8) = 0 , 

wo e eine beliebige quaternare quadratische Form bedeutet und die Kon
stanten c1 , c2 , ••• , c1 , c8 nur von den Koordinaten jener 8 Punkte abhangen. 
Es bedeute ferner P eine definite quaternare biquadratische Form und {p} 
eine Gro.Be, welche von Null verschieden, positiv und kleiner ist als der Wert 
des Quotienten 

c~F (8) 

a5{];~"fp-\J.>r+ lc2 fP(2) I+ ... + lc7 YP (7)l}2 · 

Setzen wir dann voraus, da.B sich die Form F + {p} P als Summe von 35 
oder weniger Quadraten reeller Formen darstellen lie.Be, so werden wir in 
gleicher Weise auf einen Widerspruch ge£iihrt, wie oben, als es sich um die 
ternare Form der 6-ten Ordnung handelte. Die definite quaternare biquadratische 
Form F + {p} P lafJt sich somit nicht als Summe von 35 oder weniger Quadraten 
·reeller Formen und folglich uberhaupt nicht als endliche Summe von Quadraten 
reeller Formen darstellen. 

Nunmehr bedeute tl> eine definite ternare Form der 6-ten Ordnung und lJI 
eine definite quaternare biquadratische Form. Weder tl> noch lJI sei als Summe 
von Quadraten reeller Formen darstellbar. Sind dann n und m gleich oder gri:i-
13er als vier, so ist es offenbar ohne Schwierigkeit mi:iglich, eine definite Form 
der n-ten Ordnung von m Variablen zu konstruieren, welche durch Nullsetzen 
einer oder mehrerer Variablen in eine der Formen tl> oder lJI iibergeht. Eine 
solche Form ist ebensowenig als Summe von Quadraten reeller Formen darstell
bar wie die Formen tl> und lJI selbst. 

Damit ist der vollstandige Beweis fiir die Richtigkeit unseres Theorems 
erbracht. 

Ki:inigs berg i. Pr., den 20. Februar 1888. 
Hilbert, Gesammelte Abhandlungen. Bd. II. 11 



11. Ober die Endliehkeit des Invariantensystems 
fiir binare Grundformen. 

[Mathern. Annalen Bd. 33, S. 223-226 (1889).) 

P. GoRDAN hat zuerst bewiesen, daJ3 es £iir ein vorgelegtes System von 
binaren Grundformen cine endliche Zahl von Invarianten gibt, durch welche 
sich jede andere Invariante jener Grundform rational und ganz ausdriicken 
liiJ3t. Im folgenden wird fiir diesen fundamentalen Satz ein anderer Beweis 
erbracht, welcher mit dem urspriinglichen Verfahren von P. GoRDAN1 nahe 
Analogien aufweist, wiihrend andererseits der Gedankengang dem von 
F. MERTENS2 gegebenen Beweise parallel lauft. 

Der Beweis stiitzt sich auf die heiden folgenden bekannten und leicht 
beweisbaren Theoreme: 

I. 

Ein System von beliebig vielen linearen und homogenen diophantischen 
Gleichungen besitzt eine endliche Anzahl positiver I~osungen von der Be
schaffenheit, daJ3 jede andere positive Li:isung sich mit Hilfe positiver ganz
zahliger Koeffizienten linear und homogen aus jenen zusammensetzen liiJ3t3 • 

II. 

Bildet man aus N beliebigen GroJ3en w, . . . die Summe ihrer 1-ten, 2-ten, 
... , N-ten Potenzen, wie folgt: 

w+· · ·, w 2 +· · ·, .. . , wN+· · · 
und bedeutet p irgendeine positive ganze Zahl, so gilt stets eine Identitat 
von der Gestalt 

(l) 

wo G, G(l), ... , G<N- l) ganze Funktionen jener N Potenzsummen sind. 
Beide Theoreme sind dem in Rede stehenden lnvariantensatze insofern 

gleichgeartet, als sie ebenso wie jener die Endlichkeit gewisser in sich 

1 Vorlesungen iiber Invariantentheorie Bd. 2, 1885 S. 231. 
2 Crelles J. Bd. 100 S. 223. 
3 Vgl. P. GORDAN: Vorlesungen iiber Invariantentheorie Bd. I, 1885 S. 199. 
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geschlossener Systeme behaupten. Zugleich weisen wir au£ den Umstand 
hin, daB in heiden Theoremen die charakteristische Reduktionsgleichung die 
einzelnen Glieder des geschlossenen Systems in linearer Weise enthalt. 

Die vorgelegte Grundform I von der n-ten Ordnung in den homogenen 
Variablen x, y stelle man als Produkt ihrer Linearfaktoren dar, wie folgt: 

1 = (oc<l>x + f3<1J y) (oc<2l x + (3<2> y) • •. (oc<nl x + f3<"l y) 

und benutze die Abkiirzung: 

(k, l) = oc<kl pm - cx;m {J<k>. 

J ede Invariante der Form f setzt sich bekannterma.Ben zusammen a us 
symmetrischen Gebilden von der Gest~lt: 

J = (1, 2)e1,2 (1, 3)e1,3 (2, 3)e•·· ... (n - 1, n)en-1,n + ... ' (2) 

wo man die folgenden Glieder der Summe aus dem hingeschriebenen Anfangs
gliede dadurch erhiilt, daB man die in den Klammern stehenden Zahlen 
1, 2, ... , n auf aile moglichen W eisen permutiert. Uberdies ist jedoch erforder
lich, daB in jenem Anfangsgliede jede der Zahlen 1, 2, ... , n gleich oft vor
kommt, d. h. es bestehen fiir die als Potenzexponenten auftretenden ganzen 
Zahlen notwendig die Gleichungen: 

e1,2 + el,a + . . , + el,n ) 

= e2,1 + e2,3 + ... + e2,n 

= e"•l + en,2 + ... + en,n-1' 

(3) 

wo allgemein ek,l und e1•k dieselben Zahlen sind. 
Nach Satz I liiBt sich jede positive Losung der diophantischen Glei

chungen (3) aus einer gewissen endlichen Anzahl m von speziellen positiven 
Losungen linear und homogen unter Vermittlung ganzzahliger positiver 
Koeffizienten p1 , p2 , ••• , Pm zusammensetzen, wie folgt: 

e1,2 = plep + p2e~·2 + ... + Pme!;:z, l 
ei,a = plep + p2e~·s + ... + Pme;:a, 

. . . . . ........... . 
en-l,n = p~e~-l,n + p2e~-1,n + ... + Pme;_-I,n. 

(4) 

Wir bedienen uns der Abkiirzungen: 

(1 2)e'·•(1 3)e1'"(2 3)e•·• ( 1 )e"-1·" I w1 =, 1,1, l···n-,nt, 
..................... 

1,~ 1,3 2,3 "-1 n 
Wm = (1, 2)em (1, 3)em (2, 3)e"' · · · (n - 1, n)e.,. ' , 

(5) 

und bilden samtliche Invarianten von der Gestalt 

(6) 
II* 
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wo keiner der Zahlenexponenten n1 , n2 , ••• , :ltm die Zahl 

N=1·2·3···n 

iiberschreitet und wo die folgenden Glieder der Summe auf gleiche Weise wie 

oben in (2) aus dem Anfangsgliede abzuleiten sind. 

Aus jedem der m Produkte (5) gehen durch Permutation der in den 

Klammern stehenden Zahlen 1 , 2, 3, ... , n noch N - 1 weitere Ausdriicke 

hervor; daher gelten, entsprechend der Reduktionsformel (1) in Satz II, 

Gleichungen der folgenden Art: 

~f·. ~-: ~1 ~ ~i1.>~1 ~r-: .. ·-: ~\~-l.>~f~1 , ) 

m~;n = G"' + G~~>m"' + ... + G~,I:-I>wf:.-1, 
(7) 

wo die Koeffizienten G ganze Funktionen der Potenzsummen 

ml +· .. , 
. m~ : · .. : ' .' . : ' ~~ ~ . .' ·: ) 

m;,.+· · ·, ... , m;;;+· · · 
(8) 

mm+ .. ·, 

bedeuten. Die Potenzsummen (8) sind sa.mtlich dem System (6) angehOrige 

In varian ten. 
Was nunmehr den allgemeinen Ausdruck (2) einer lnvariante anbetrifft, 

so erhalt derselbe bei Beriicksichtigung der Gleichungen (4) und (5) die 

Gestalt 
J = mf' m~• · · · m~;n + .... 

Hieraus erkennen wir leicht nach Eintragung der Werte (7), daB J eine ganze 

Funktion der Invarianten des Systems (6) wird, d. h. die lnvarianten (6) bilden 

ein System von der Beschaffenheit, UJie es unser Satz verlangt. 

Liegt ein System von belie big vielen Formen f, g, h, .. . zugrunde, so ist 

an Stelle von (2) ein symmetrisches Gebilde zu setzen, dessen Anfangsglied 

samtliche Determinanten der Linearfaktoren von f, g, h, . .. enthalt, und zwar 

in der Weise, daB die Koeffizienten der zur selben Grundform gehorigen 

Linearfaktoren in demselben Grade auftreten. Diese charakteristische Eigen

schaft einer Simultaninvariante findet ihren Ausdruck in einem System dio

phantischer Gleichungen, welches die Rolle des Gleichungssystems (3) iiber

nimmt. Im iibrigen gilt genau dieselbe SchluBfolgerung. 

Gottingen, den 30. Marz 1888. 



12. Dber Biisebel von binaren Formen mit vorgesebriebener 
Funktionaldeterminante* 1• 

[Mathern. Annalen Bd. 33, S. 227-236 (1889).] 

Das Problem. 
Ein Biischel von binaren Formen der v-ten Ordnung in den homogenen 

Variablen x, y: 
(1) 

hangt von 2 v- 2 wesentlichen Konstanten ab, und diese Zahl ist zugleich 
die Ordnung der Funktionaldeterminante 

ap aw ap aw 
I= ax ay- ay ax= (cp' VJ) • 

Gehen wir daher von der letzteren Form als gegeben aus, so entsteht die 
Frage nach der Zahl und Beschaffenheit der Formenbiischel mit der vor
geschriebenen Funktionaldeterminante f oder, was auf dasselbe hinauslauft, 
es handelt sich um die Ermittlung der Involutionen v-ter Ordnung, deren 
2 v - 2 Doppelelemente gegeben sind. Das gekennzeichnete Problem hat in 
neuerer Zeit vielfaches Interesse erweckt, aber nur in den einfachsten Fallen 
v = 3 und v = 4 durch 0. 8TEPHANos2 und A. BRILL3 erfolgreiche Behand
lung gefunden. 

Grundlegend fiir unser Problem ist vor allem der von A. BruLL4 streng 
erbrachte Beweis fiir die allgemeine Natur der Form f. Diese Tatsache laBt 

*Die hier abgedruckte Arbeit ist eine verbesserte Auflagc einer friiheren: 'Ober 
Biischel von binaren Formen mit der niimlichen Funktionaldeterminante, Ber. Sachs. Gcs. 
Wiss. Bd. 39 (1887) S. 112-122. Dicsc friihereArbeit enthiilt nur an einigen wenigen Stellcn 
ausfiihrlichere Angaben, welche als FuBnoten hier hinzugefiigt werden. [Anm. d. Hrgb.] 

1 Vgl. cine vorlaufige Mitteilung in den Berichten der Kgl. Sachs. Gesellschaft vom 
24. Oktober 1887. - Eine wesentlich vom vorliegenden Problem verschiedene Aufgabe 
besteht in der Bestimmung von binaren Formen mit vorgeschriebencr Diskriminante; 
vgl. die auf letztere Frage beziigliche Untersuchung des Verfassers in den Math. Ann. 
Bd. 31 S. 482. Dieser Band Abh. 7. 

2 Sur les faisceaux de formes binaircs ayant unc meme Jacobienne. Memoires pre
scntes a l'academie des sciences de l'institut de France Bd. 27. 

3 t!ber biniire Formen und die Gleichung 6-ten Grades. Math. Ann. :Bd. 20. S. 330. 
4 l. c. s. 334. 
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namlich unmittelbar erkennen, da£ zu jeder Form f notwendig eine endliche 
Anzahl n von Biischeln (1) zugehoren mu£. Ein weiterer Fortschritt ist die 
Berechnung dieser Anzahl durch F.1\iEYER1, H. ScHUBERT2 und C. STEPHA
Noss; dieselben fanden in Ubereinstimmung miteinander 

(2v--2)! 
n = (v-1)! v! • 

Im folgenden wird das bezeichnete Problem algebraisch verfolgt und in 
einer fiir jede Ordnung v giiltigen Weise zur Losung gehracht. 

Der zwischen zwei Losungen obwaltende Zusammenhang. 
Es seien 

(2) 

zwei Formenhiischel v-ter Ordnung mit der namlichen Funktionaldetermi
nante 

(3) 

Wir bestimmen zunachst alle Formen Y-ter Ordnung, deren P-te Uherschie
bungen iiber die Formen des ersteren Biischels verschwinden und erhalten so 
eine (v- 2)-fach unendliche lineare Formenmannigfaltigkeit M 1 , welche zu 
jenem Biischel apolar ist. Entsprechend hezeichne M 2 diejenige ('1'- 2)-fach 
unendliche Formenmannigfaltigkeit, welche zu dem zweiten Biischel apolar 
ist. Die den heiden Mannigfaltigkeiten M 1 und M 2 gemeinsamen Formen bilden 
ihrerseits eine (v- 4)-fach unendliche Mannigfaltigkeit M, welche notwendiger
weise apolar ist zu der dreifach unendlichen linearen Formenmannigfaltigkeit: 

~~+~~+~~+~~· w 
Die heiden Formenmannigfaltigkeiten M1 und M 2 besitzen die namliche 
Funktionaldeterminante wie die heiden Formenhiischel (2). Desgleichen 
stimmt die Funktionaldeterminante der Mannigfaltigkeit M iiherein mit der 
Funktionaldeterminante 

03 '/)1 i)311'1 i)3'P2 i)3'P2 
- ox3 a;;a a;;a ~ 

i)3'1'1 iJS'I{Jl i)3'P2 i)3'P2 

A 
iJx2 By iJx 2 By ox• By ox2 ay 

iJ3q;l iJ3'Pl iJ3q;z aa'Pz 

ax oy2 ax ay2 ox oy2 ox oy2 

iJ3q;l i)3'Pl asq;2 aa'P2 

fiij3 iiifl ---aya ~ 
1 Apolaritii.t und rationale Kurven, S. 391. Tiibingen 1883. 
2 Mitt. der mathematischen Gesellschaft in Hamburg 1884. 
3 Sur la theorie des formes binaires et sur !'elimination. Annales de I' ecole normale 

s. III Bd. l S. 351. 



Der zwischen zwei Losungen obwaltende Zusammenhang. 167 

Die Relation (3) fiihrt unmittelbar zu einer charakteristischen Eigenschaft 

der Mannigfaltigkeit (4). Betrachten wir namlich irgend ein dieser Mannig
faltigkeit angehoriges Formenhiischel, so zeigt sich, daB es im allgemeinen 

innerhalh jener Mannigfaltigkeit noch ein anderes Formenhiischel giht, welches 
die namliche Funktionaldeterminante wie das erstere hesitzt1• Es sei nun .,; 

ein Linearfaktor der Funktionaldeterminante Ll und q; diejenige Form der 
Mannigfaltigkeit (4), welche die Linearform.,; als vierfachen Faktor enthii.lt. 

Die Funktionaldeterminante dieser Form q; . und einer heliehigen anderen 

Form derselhen Mannigfaltigkeit (4) enthii.lt jedenfalls die Linearform .,; als 
dreifachen Faktor. Andererseits ist Ieicht einzusehen, daB jedes Biischel, 

dessen Funktionaldeterminante durch • 8 teilhar ist, selhst eine durch .,;3 teil

hare Form enthalten muB. Nach obiger Bemerkung gibt es daher in jeder 
Mannigfaltigkeit (4) noch eine zweite Form 1p, welche.,; als dreifachen Faktor 

enthii.lt. Diese und die Form q; hestimmen innerhalh der Mannigfaltigkeit (4) 
ein Biischel (1), dessen samtliche Formen durch .,;3 teilbar sind. Zu diesem 

Formenhiischel ist jede Form von der v-ten Ordnung apolar, welche .,; als 
(v-2)-fachen Faktor enthalt. Bestimmen wir daher eine quadratische Formn 

derart, da.B die Form .,;~- 2 n noch zu zwei anderen Formen der Mannigfaltig

keit (4) apolar wird, so ist diese Form .,;"-2 n zu allen Formen der Mannig
faltigkeit (4:) apolar und folglich in der Mannigfaltigkeit M enthalten. Die 

Funktionaldeterminante Ll der letzteren Mannigfaltigkeit ist mithin durch das 

Quadrat oder durch eine hohere Potenz des Linearfaktors.,; teilhar, d. h. die 
Funktionaldeterminante L1 enthiilt jeden ihrer Linearfaktoren zwei- oder 

mehrfach. Die Funktionaldeterminante L1 ist von der Ordnung 4 v - 12. 

Damit diesel be ein vollstandiges Quadrat werde, sind 2 v - 6 voneinander 
unahhangige Bedingungen zu erfiillen ni:itig. Da andererseits diese Zahl von 

Bedingungen gerade hinreicht, um innerhalh der (v- 2)-fach unendlichen 
Formenmannigfaltigkeit M1 eine (v- 4)-fach unendliche Formenmannigfaltig

keit M festzulegen, so schlie.Ben wir, dall die Funktionaldeterminante L1 im 
allgemeinen jeden ihrer Lineai:faktoren nur zweifach enthalt. Wir gewinnen 

dadurch die folgenden Siitze: 
Die dreijach unendliche lineare FormenmannigjaUigkeit (4) enthiilt 2 v - 6 

Buschel, deren siimtliche Formen einen dreijcuhen Linearfaktor besitzen. 

Die (v- 4)-fach ttnendliche lineare FormenmannigjaUigkeit M enthiiU 2v- 6 

Formen mit (v- 2)-fcuhem Linearfaktor. 
Die Fttnktional<kterminante Ll ist ein vollstiindiges Quadrat. 

Die heiden ersteren Satze hedingen sich gegenseitig und iiherdies den 

letzten Satz; indem sie den speziellen Charakter der heiden Mannigfaltig
keiten (4) und M kennzeichnen, wird damit zugleich die gegenseitige Ah-

1 V gl. C. STEPHAN OS: Sur Jes faisceaux de formes binaires etc. S. 52. 
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hangigkeit von irgend zwei Losungen unseres Problems in grelles Licht ge
riickt. 

Dem einfachsten Faile v = 4 entspricht der bekannte von C. STEPHANOS 
und A. BRILL entdeckte Satz. 

Die Kombinante J. 

Bereits C. 8TEPHANos1 hat auf eine allgemeine Bedingung aufmerksam 
gemacht, welche £iir die heiden Formen rp1 und rp2 gilt und eine Folge der 
Relation (3) ist. Sollen namlich zwei bestimmte Formen rp1 und rp2 von der 
v-ten Ordnung beziehungsweise zu zwei Biischeln mit der namlichen Funktional
determinante gehoren, so ist dazu notwendig und hinreichend, da.B eine ge
wisse Kombinante J jener Formen verschwinde. Diese Kombinante ist vom 
(v- 2)-ten Grade in den Koeffizienten jeder der heiden Form en rp1 und rp2 • 

Eine andere Deutung der Kombinante J ist auf Grund eines allgemeinen vom 
Verfasser2 angegebenen Theorems moglich. Hiernach ist das Verschwinden der 
Kombinante J zugleich die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, 
da.B den Formen rp1 und rp2 eine Form {) von der (2 v- 2)-ten Ordnung mit den 
invarianten Beziehungen 

(9'1• {)),._1 = 0, (rp2, {))v-1 = 0 
zugehort*. 

Urn die Kombinante J zweier Formen rp und v zu bestimmen, nehmen 
wir fiir den Augenblick an, daJ3 die heiden Formen rp und v von der v-ten Ord
nung einen gemeinschaftlichen Linearfaktor -r besitzen und auJ3erdem so 
spezialisiert seien, da13 die Kombinante J fur dieselben verschwindet. Wie 
man sich Ieicht iiberzeugt, folgt notwendig aus diesen Annahmen, da13 ent
weder die Kombinante J' der heiden Formen 

rp' = .!E. und v' = _!£_ 
T T 

1 Sur les faisceaux de formes binaires etc. S. 50. 
2 Vgl. Math. Ann. Bd. 30 S. 570. Dieser Band Abh. 6. 
* Die anfangs erwahnte Arbeit Ber. Sachs. Ges. Wiss. Bd. 39 enthalt die folgenden, 

nicht in die vorliegende Arbeit iibergegangenen Absatze: 
Enthalt ein Biischel die Form rp der v-ten Ordnung, wahrend gleichzeitig in der :Funk

tionaldeterminante desselben eine andere Form x von der v-ten Ordnung als Faktor auf
tritt, so verschwindet eine gewisse Simultaninvariante K,. vom Grade v-1 in den Koef
fizienten jeder der heiden Formen rp und X· Umgekehrt ist die letztere Bedingung auch hin
reichend fiir das Vorhandensein eines solchen Biischels. 

Das Verschwinden der Simultaninvariante K,. fiir zwei Formen rp und X der v-ten Ord
nung ist zugleich die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB dense! ben eine 
Form {) von der (2v- 2)-ten Ordnung mit den invarianten Beziehungen 

( rp, D).-1 = o, (x. &l,.-1 = o 
zugehOrt. [Anm. d. Hrgb.] 
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verschwindet oder die Funktionaldeterminante dieser heiden Formen q/ und 1p1 

den Linearfaktor -r enthii.lt. Diese Tatsache laBt erkennen, daB die Komhi
nante J der heiden Formen 

rp = oc0x" + (r) oc1x"-1 y + · · · + oc,y", 

"P = fJox"+ (r) {J1x"-1y + ... + {J,.y• 

die Eigenschaft hesitzt, nach Einsetzung der W erte 

... , 
Po = 0 ' fJ1 = fJ~ ' fJ2 = 2 fJ{ ' .. ·' fJ, = Y p;._l 

iiherzugehen in die Komhinante J' der heiden Formen (v-1)-ter Ordnung: 

(v-1) rp' = oc~ x•-1 + 1 oc{ x"-2 y + ... + oc;_1 y•-1' 

(v-1) vi= {J~ x•-1 + 1 {J{ x•-2 y + ... + {J:-1 y•-1' 

multipliziert mit 
'{J' 'R' <Xo 1 - <X1 Po • 

Fiihren wir daher in J' mittels der Gleichungen 

' ' 1 ' 1 ' 1 oc0 = oc1 , ot1 = 2 oc2 , ~ = 3 OC3 , ••• , IXv-1 = v oc, , 

... , 

die ungestrichenen Koeffizienten ein und hezeichnen den so entstehenden 
Ausdruck mit [J'], so erhalten wir die charakteristische Rekursionsformel 

Hierin sind A und B als ganze Funktionen der Koeffizienten von cp und 1p so 
zu hestimmen, daB der Ausdruck rechter Hand eine Simultaninvariante der 
heiden Formen cp und "P wird, d. h. der hekannten Differentialgleichung 
einer solchen geniigt. Diese Bestimmung der GroBen A und B ist nur auf eine 
einzige Weise moglich. Denn erfiillten etwa A', B' ehenfalls jene Bedingungen, 
so besaBen wir in dem Ausdrucke 

oc0(A --A') + {J0(B- B') 

eine Simultaninvariante vom Grade v- 2 in den Koeffizienten jeder der 
heiden Formen rp und "P, welche gleichzeitig mit der Resultante dieser heiden 
Formen verschwinden mii.llte; eine solche Simultaninvariante ist aber augen
scheinlich unmoglich. 

Die angegehene Methode gestattet eine sukzessive Berechnung der Kom-
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binanten J. Wir finden so fiir v = 3 und v = 4 beziehungsweise 

Ja = (cp, "'')a' 
J, = 8 (e, e)2 + [(cp, "1')4]2- (cp, cp)4 (tp, "1')4 *, 

wo e die dritte Uberschiebung (cp, tp}3 bezeichnet**. 
Die Kombinante J ist fiir die Fortentwicklung des in Rede stehenden 

Problems von fundamentaler Bedeutung*** und bedarf daher einer eingehen-

* Dieselben Werte findet C. STEPHANOS mittels direkter Rechnung, vgl. Sur les 
faisceaux de formes binaires etc. S. 50. 

** Die anfangs erwahnte .Arheit Ber. Sachs. Ges. Wiss. Bd. 39 enthiUt folgenden, 
nicht in die vorliegende .Arbeit ubergegangenen .Absatz: 

.Analoge tlherlegungen fiihren zur Darstellung der Simultaninvarianten K,.. Nehmen 
wir namlich an, daB die heiden Formen rp und 

X = Yo xr + G) Yl xr-l x2 + ... + y,. X~ 

mit verschwindender Invariante K,. einen gemeinsamen Linearfaktor enthielten, so laBt 
sich zeigen, daB dann notwendigerweise entweder die Simultaninvariante K,_1 der heiden 

Formen .!!'_ und A verschwindet oder • in einer der heiden Formen rp oder X als Doppel-
T 'l' 

faktor enthalten ist. Bei entsprechender Substitution und Bezeichnungsweise wie vorhin 
wird folglich K,. in das Produkt der .Ausdriicke K,_1 ( rp', x') und oc~, y~ iibergehen . .Auch 
zeigt sich in gleicher Weise, daB die entspringende Rekursionsformel 

K,. = [ K,_l] IXl Yl + 1Xo A + Yo r 
bei sukzessiver Anwendung zur eindeutigen Bestimmung der Simultaninvarianten K,. aus
reicht. Dieselhe erscheint, wie man sieht, in bezug auf die Koeffizienten der Form rp einer
seits und der Form x andrerseits symmetrisch gebaut, wodurch der interessante Rezi
prozitatssatz von C. STEPHANOS (l. c. S. 39) Bestatigung findet. Unsere Methode liefert 
beispielsweise 

K2= (rp,xh. 
K 3 = 4 [(<p, x)3] 2 -- 9 (h, k) 2 

K, = 3 (rp, rp), <x, x>, (rp, x>, - 8 (rp, x>, N. 
+ 3 [(rp, x) 4] 3 - 96 N 7 N 8 

(vgl. C. STEPHANOS, 1. c. S. 43), worin h und k die Hesseschen Kovarianten (rp, rp)2 be
ziehungsweise (X, xh der heiden kubischen Formen und N 5, N 7, N 8 diejenigen Simultan
invarianten der heiden Form en 4-ter Ordnungsind, welche in derTabelle von FAA DI BRUNO: 
Einleitung in die Theorie der binaren Formen, deutsch von TH. WALTER, S. 362-363, 
beziehungsweise mit den Nummern 5, 7, 8 aufgefiihrt sind. [.Anm. d. Hrgb.] 

*** .Auch zwischen der Form rp und den Faktoren v-ter Ordnung der Funktionaldeter
minante (rp, 1p) besteht eine Beziehung, welche durch das Verschwinden einer gewissen 
Simultaninvariante K zum .Ausdruck gebracht werden kann. Diese Invariante K wurde 
zuerst von C. STEPHANOS hehandelt, vgl. Sur les faisceaux de formes binaires etc. S. 38. 
Hierauf hat der Verfasser eine Rekursionsformel zu ihrer sukzessiven Berechnung auf
gestellt und vermoge derselben die Berechnung in den Fallen v = 2, v = 3 und v = 4 
wirklich ausgefiihrt, vgl. die Berichte der Kgl. Sachs. Gesellschaft vom 24. Oktober 1887, 
S. 115. Es sei zugleich darauf hingewiesen, daJ3 ehenso wie die Kombinante J so auch die 
Invariante K vielfache .Ansatze fiir weitere im Bereich unserer Fragestellung liegende 
Untersuchungen bietet. 
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deren Diskussion. Wir setzen sie in der Gestalt an: 

wo die Summe iiber aile Potenzexponenten i0 , i 1 , ••. , i, mit der Bedingung 

i0 + i 1 + · · · + i, = v - 2 

auszufiihren ist und Gioi··. ·i, ( 1p) die betreffenden Glieder vom (v- 2)-ten Grade 
in den Koeffizienten der Form 1p umfaBt. Nach Einfiihrung der abkiirzenden 
Differentiationssymbole 

a a , a a 
"P iJrp =flo arxo -r flt arxl + ... + {J, iJrx,, 

a a a a 
q; ihp = rxo a Po + rr.1 a P1 + ... + rx, a p, 

folgen aus der Kombinanteneigenschaft unserer · Simultaninvariante 

J(q; + q1p, 1p +pep),= (l-pq)v-2J(cp,1p) 

die weiteren Formeln: 

[ a ]" [ a ]" CfJa'P "Paq; J(q;,1p)=O, 

[ a]"[ a]" "x! (v-2)! m- 111- J(m 111) = ( -1) · -- - - --- J(m 111}. 
-r iJrp -r iJrp r• -r (v-:>e - 2)! r• -r 

Die Losuog des Problems. 

Es mogen 
X CfJ1 -j- f-l VJ1 ' X (/J2 + f-l VJ2 • • • • (5) 

die Gesamtheit derjenigen Formenbiischel darstellen, deren Funktional

determinante der gegebenen Form 

gleich ist. Es seien ferner 

~=~ox·+ (n ~~x"-ly + ... + ~ .. y", 

'YJ = 'YJoX"+ (;) 'YJ1X"-1y + · • · + 'Yj.y", 

u = u0 x" + ( i') u1 x•-t y + · · · + u, y•, 

v = v0 x" + (i') v1 x"-1 y + · · · + v,y" 
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Formen mit unbestimmten Koeffizienten. Die Summe 

{ ( 9'-'1 ' ~) .. ( "Pt ' rJ ),. - ( 9'-'1' rJ ), ( 'IJ-'1' ~) .. } ,._2 

+ { ( (/')2' ~),. ( 'IJ-'2' rJ ),. - ( 9'-'2' rJ },. ( 'IJ-'2' ~},.} v-2 + • ' ' 
ist offenbar eine rationale Funktion der Koeffizienten von I und daher einem 
Bruche gleich, dessen Zahler eine gauze Simultaninvariante der Formen I, ~, 1J 
und dessen Neuner eine gauze Invariante der Form I allein darstellt. Die 
letztere Invariante i ist aber notwendigerweise eine konstante Zahl; denn im 
andern Faile mii13te wenigstens eines der Biischel (5) fiir i = 0 unendlich gro13e 
Koeffizienten erhalten. Greifen wir ein solches Btischel heraus und denken 
uns die Koeffizienten desselben nicht, wie urspriinglich, als algebraische 
Funktionen der Koeffizienten a0 , a1 , ••• , a2 ,._ 2 der gegebenen Form I, sondern 
als algebraische Funktionen von a0 , a1 , ••. , a2 ,._ 3 und i, so ist die Annahme 
berechtigt, daB die Form q; beim Grenziibergange i = 0 in die endliche und 
nicht verschwindende Form q;' iibergehe, wahrend die Form "P erst nach 
Multiplikation mit 1,"P(p > 0) fiir i = 0 einen endlichen und von Null ver
schiedenen Wert tp' ergibt. Da trotzdem die Funktionaldeterminante beider 
Formen einen fiir i = 0 endlich bleibenden Wert besitzen soli, so folgt zu
nachst, daB 1p' mit q;' bis auf einen endlichen konstanten Faktor o iiberein
stimmen muB. Substituieren wir daher fiir 1p die Form 1p - oi-P rp, so wird 
nunmehr beim Grenziibergange das Biischel von einem niederen Grade un
endlich als vorhin. Die Fortsetzung dieses V erfahrens fiihrt auf einen Wider
spruch, welcher nur durch die Annahme i = const. beseitigt werden kann. 
Daher stellt jene Summe eine ganze Simultaninvariante vom Grade v - 2 
in den Koeffizienten einer jeden der drei Formen I, ~, 1J dar. Setzen wir in 
dieser Simultaninvariante allgemein an Stelle der Produkte 

;!,• ;!,~ 1 • • • ~- und 1Ji" 'YJt'- 1 • • • 1J'fj 
die Aggregate 

G;0 ; 1 ••• ;,.(u) beziehungsweise G;0 ; 1 ••• ;.{v}, 

so entsteht eine neue Simultaninvariante S(f, u, v), welche wiederum vom 
Grade v- 2 in den Koeffizienten einer jeden der drei Formen I, u, v ausfallt. 
Die Benutztmg der vorhin entwickelten Eigenschaften der Kombinante J 
fiihrt zu folgendem Ergebnis: 

Setzt man in der Simultaninvariante S(f, q;, v) an Stelle der Form I die 
F unktionaldeterminante ( q;, "P) ein, so lii[Jt sich das entstehende Gebilde in zwei 
ganze und rationale Faktoren spalten, von denen der eine die Koelfizienten der 
Form v, der andere diejenigen der Form 1p nicht enthiilt; und zwar gilt dann di:e 
ldentitat 

S(f, q;, v} = J(q;, 1p} J(q;, v). 

Diese Identitat dient einerseits in jedem einzelnen Faile zur wirklichen 
Berechnung der Simultaninvariante S(f, u, v}, andererseits ist mit ihrer Hilfe 
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die Losung unseres Problems moglich. Urn letzteres einzusehen, setzen wir 

). = J(q;, 1jJ) 

und vergleichen dann auf heiden Seiten der aufgestellten Identitat 

S(/,q;,v)=AJ(q;,v) (6) 

die Koeffizienten der Ausdri.icke 

(i0 + i1 + ··· + i~ = v- 2) 

Die Zahl der auf diese Weise aus (6) entstehenden Gleichungen ist 

N _ (2v--2)! 
- (v-2)! v! · 

In diesen N Gleichungen treten auBer der GroBe ). noch die Produkte von der 
Gestalt 

als Unbekannte auf. Da diese Produkte offenbar nur in linearer und homogener 
Verbindung vorkommen und ihre Zahl ebenfalls N betragt, so ist die Eli
mination derselben direkt ausfi.ihrbar und liefert eine Gleichung von der 
Gestalt 

D(.A.) = 0, (7) 

wo die linke Seite eine N-reihige Determinante ist und nur noch die eine 
Unbekannte ). enthalt. Aus der Identitat (6) folgen durch Anwendung der 

Operation 1jJ a~;p und unter Benutzung der Kombinanteneigenschaft von I 
und J die v- 2 weiteren Identitaten: 

[ 11' a~ r-2 S(f,q;, v) = ;, [11' a~ r-2 J(q;, v); 

A ist daher eine (v - 1)-fache Wurzel der gewonnenen Gleichung (7), d. h. D(J.) 
wird die vollstandige (v-1)-te Potenz eines Ausdruckes von der Gestalt 

F(A) = ).n + Al ).n-l + • • • + An-3 ).3 + An-2 ).2 +An 

und die Unbekannte }. geni.igt der Gleichung 

deren Grad 
F(IL) = 0, 

n = ___!!_ = (2v --~ 
v - 1 (v-1)! v! 

(8) 

in der Tat mit der zu Anfang erwahnten anzahltheoretisch berechneten Zahl 
i.ibereinstimmt. Die Koeffizienten A1 , A2 , ••• sind ganze Invarianten der 
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gegebenen Form f beziehungsweise vom (v- 2)-ten, 2 (v- 2)-ten, ... Grade. 
Der Koeffizient von A. ist gleich Null. 

Um die gesuchten Formenbiischel (5) selbst zu finden, dazu dient dasselbe 
Verfahren, welches der Verfasser in seiner Habilitationsschrift1 zur Erledigung 
ahnlicher Fragen angewandt hat. Das V erfahren liefert in unserem Falle die 
folgenden Resultate: Rand ern wir die Determinante D (A.) in geeigneter Weise 
unten bzw. an der Seite mit den Gliedern 

;b• ~' · · · ;': beziehungsweise 1Jb" rJi' · · · r/::, 
so ist die so entstandene Determinante durch die (v- 2)-te Potenz des Aus
druckes F(A.) teilbar. Der iibrigbleibende Faktor nimmt die Gestalt an: 

1'(A.) = To.A.n-1 + Tl A,n-2 + • • • + Tn-1• 

wo T 0 , T1 , T2 , .•• simultane Invarianten vom Grade 0, v- 2, 2(v- 2), ... 
in den Koeffizienten von f und vom Grade v - 2 in den Koeffizienten jed.er 
der heiden Formen ; und t) sind. 

Einer 1'eden von den n Wurzeln A.1 , A.2 , ••• der Gleichung (8) entspricht cines 
der gesuchten Formenbuschel (5). Die Konstruktion desselben uird ermogliclzt 
durch die Formel: 

J., T (A.,) _ { ( 1:) ( ) ( ) ( 1:) } •-2 ----ali'(,;iJ- - cp;' \i ~ tp;' r; ~ - cp; ' 1J ~ tp;' \> • • 

&;.-;-

Es ist bemerkenswert, da£ die mitgeteilte Losung des Problems im Grunde 
auf die Anwendung des in der Habilitationsschrift des Verfassers zum ersten 
Male eingehend behandelten und seitdem nach verschiedenen Richtungen hin 
erweiterten2 Gesichtspunktes hinauslauft. Wie dort so erfordert auch das hier 
behandelte Problem zur vollstandigen Erledigung eine Untersuchung samt
licher moglichen Ausartungen, wie sie durch das Zusammenfallen mehrerer 
Wurzeln der Gleichung fur A. bedingt sind. Schon der Fall einer blo13en 
Doppelwurzel gibt zur Unterscheidung zweier vollig verschiedener Aus
artungen AnlaL1, je nachdem die Bedingung An= 0 den Wert A.= 0 zu 
einer Doppelwurzel macht, oder wenn ein Wurzelwert A., zugleich den Aus
druck 

I iJF(i.) 
T ~ = n.An-z + (n -1) A1 A.n-a + · · · + 3A .. _3 A. + 2A .. _2 

zum Verschwinden bringt. ~ur im ersteren Falle fallen wirklich zwei der ge~ 
suchten Biischel zusammen, wahrend im letzteren Faile der Doppelwurzel A; 

1 "Uber einen allgemeinen Gesichtspunkt fiir invariantentheoretische Untersuchungen 
im binaren Formengebiete. Math. Ann. Bd. 28 S. 381. Dieser Band Abh. 3. 

2 Vgl. den Brief des Verfassers an CH. HE.RMITE: J. de Math. 1888. Dieser Band 
Abh 9 
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zwei untereinander verschiedene Biischel 

zugehoren, 

x cp, + p, 'IJl• und x cp~ + p 'IJl~ 

der Formel deren Konstruktion vermoge 

2 .l., aT(~_ 

--=az=F=f.l.~-=-l- = [{(cpu~), ('IJl;, r;),- (cp;, r;), ('IJli, ~).}''-2 

durch Auflosung einer quadratischen Gleichung ermoglicht wird. 
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Das einfachste Beispiel fiir die bisherigen allgemeinen Entwicklungen 
liefert der FalP v = 3. Die zur Losung des Problems erforderliche Simultan
invariante lautet iri symbolischer Schreibweise: 

S(/,u,v) = (au) 2 (av)2 (uv), 
wo 

gesetzt ist. Den weiteren Spezialfall v = 4 hat C. STEPHANOS in der zitierten 
Arbeit sehr ausfiihrlich, jedoch mittels einer wohl kaum verallgemeinerungs
fahigen und mehr rechnenden Methode behandelt. Die von ihm aufgestellte 
Gleichung 5-ten Grades2 geht durch eine sehr einfache Substitution in diejenige 
Gleichung desselben Grades iiber, auf welche die Anwendung unserer all
gemeinen Theorie fiihrt; ebenso dienen die iibrigen von C. STEPHANOS fiir 
diesen Spezialfall berechneten invarianten Bildungen vortrefflich zur Be
statigung unserer allgemeinen Entwicklungen. 

Konigsberg, den 23. Mai 1888. 

1 V gl. die zitierte Habilitationsschrift des Verfassers, S. 436-437. Dieser Band Abh. 3. 
2 Sur les faisceaux de formes binaires etc. S. 80. 



13. Zur Theorie der algebraischen Gebilde I. 

[Gottinger Nachrichten 1888, S. 450-457.] 

Die vorliegende Untersuchung nimmt die Theorie der algebraischen Ge
bilde von einem Gesichtspunkte a us in Angriff, welcher im wesentlichen durch 
die heiden folgenden Theoreme gekennzeichnet wird: 

Theorem I. Ist 

eine unendliche Reihe von Formen der n Veranderlichen x1, X:!• .•• , xn, so 
gibt es stets eine Zahl m von der Art, da13 eine jede Form jener Reihe sich in 
die Gestalt 

P = IX1 P1 + IX2 P2 + • • • + Dtm Pm 

bringen laJ3t, wo OCt' 0(2' ••• ' otm geeignete Form en der n v eranderlichen 
Xv x2 , ••• , Xn sind. 

Die Ordnungen der einzelnen Formen der Reihe sowie ihre Koeffizienten 
unterliegen keinerlei Beschrankungen. Denken wir uns die Koeffizienten der 
vorgelegten Formen rp1 , rp2 , cp3 , ••• als Zahlen eines bestimmten Rationalitats
bereiches, so gehoren die Koeffizienten der Formen ot1 , ot2 , ••• , otm dem nam
lichen Bereiche an. Fiir das unare, binare und ternare Formengebiet folgt 
die Richtigkeit unseres Satzes ohne Schwierigkeit und direkt. 

Theorem II. Sind 

P1• P2• P3• · · · 
'lfll' '1/-12' '1Jl3' ••• 

r unendliche Reihen von Form en der n Veranderlichen X:l, x2 , ••• , Xn, so 
gibt es stets eine Zahl m von der Art, daB fiir jeden Index k ein Gleichungs
system von der Gestalt 

(/Jk = IX1 rpl + ~ 9'2 + · • • + Dtm 'I'm' 

'IJlk = ot1 '1Jl1 + IX2 '1Jl2 + · • • + <Xm 'lflm' 
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erfiillt ist, wo rx.t• ~' ••• , ocm geeignete Formen der n Veriinderlichen 
xt, 31!, ••• , x., sind*. 

Das Theorem II geht fiir r = 1 in Theorem I iiber. Zunachst beweisen wir 
das Theorem II fiir Formen von n Veriinderlichen unter der Voraussetzung, 
daJ3 Theorem I fiir dieselbe Zahl von V eranderlichen bereits als richtig erkannt 
ist. Der Einfachheit halber betrachten wir nur zwei Formenreihen 

PI• P2• Ps• 

"PI' "P2' "Ps• 

Nach Theorem I laJ3t sich eine Zahl ~ finden von der Art, daJ3 fiir jeden 
Index k eine Gleichung von der Gestalt 

Pk = otki PI+ Ol:k2P2 +' ' '+ Ol:km1 pm,, 

besteht. Bilden wir nun die Formen 

lJI k = "Pk - Ol:kl "PI - oc,.2 "P2 - • · · - otr.m1 'lj}m1 , 

so lallt sich wiederum fiir die Reihe : 

lJ'I, 1JI2, 1J13, 

eine Zahl m angeben, so daJ3 fiir jeden Index k 

lJik = AI lJ'I + A21Jiz + • • • + Am lJI m 

gesetzt werden kann, wo A1 , ~ •... , Am geeignete Formen sind. Maner
kennt Ieicht, daJ3 die gro.Bere der Zahlen m und m1 zugleich eine solche ist, 
welche im Sinne des Theorems II den heiden urspriinglichen Formenreihen 
zugehOrt. 

Die Richtigkeit des Theorems II fiir die Variablenzahl n zieht die Giiltig
keit des Theorems I fiir die Variablenzahl n + 1 nach sich. Um diese Be
hauptung einzusehen, sei 

/I, fz, fs, · • · 

eine Reihe von Form en mit den n + 1 Veranderlichen xt, x2 , ••• , xn+1 ; 

A sei von der Ordnung r. Da eine lineare Transformation samtlicher Formen 
der Reihe freisteht, so dar£ vorausgesetzt werden, da.B in der Form /1 der 
Koeffizient von x~+l einen von Null verschiedenen Wert besitzt. Einem ein
fachen Gedankengange folgend, setzen wir 

gk= fk+ akfi= Pk+ tpkxn+I + · · · + ekx!+L 

* In dieser Allgemeinheit ist das Theorem II nicht richtig. Es dient nur zum Beweise 
von Theorem I; die Formen 7J;• 'Pi• ••• , fli sollen also nicht beliebige Ordnungen haben, 
sondern zwischen den Ordnungen von tp;, 'II';, ••. , (}; bestehen gewisse Abhli.ngigkeiten, 
wie sie die Gleichung auf dieser Seite, letzte Zelle, angibt. Nur unter dieser weiteren 
Voraussetzung ist Theorem II, wie man Ieicht sieht, richtig. [Anm. d. Herausgeber.] 

Hilbert, Gesammelte Abhandlungen. Bd. II. 12 
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wo die Formen ak samtliche n + 1 Veranderliche, dagegen die For
men f/Jk, "Pk, ••• , (!k nur noch die V eranderlichen 4, x2, .•. , x,. enthalten 
diirfen. Wenden wir nun Theorem II auf die r unendlichen Formenreihen 

f/JI, f/J2, f/Ja, · · · 

"P1, "P2, "Pa• · • · 

an, so folgt daraus unmittelbar die Richtigkeit des Theorems I £tir die Formen
reihe 

und es bedarf nur noch des Uberganges von dieser Formenreihe zu der ur
sprtinglichen Formenreihe ft, /2 , / 3 , •••• 

Die heiden Theoreme sind demnach ausnahrnslos giiltig, wie man auch 
die Formen der vorgelegten Reihen spezialisieren mag. Man sieht zugleich, 
wie die zu untersuchenden Formenreihen durch ein gegebenes Gesetz fest
gelegt sind. 

Das Theorem I fiihrt zum Beweise eines Satzes, welcher fiir die Invarianten
theorie in hoheren Formengebieten von entsprechender Bedeutung ist, wie 
der bekannte Gordansche Fundamentalsatz £tir das binare Formengebiet. 
Der Satz lautet: 

Ist ein beliebiges System von Grundformen mit beliebig vielen Veriinder
lichen (und Reihen von Veranderlichen) vorgelegt, so gibt es fur dasselbe stets 
eine endlicheZahl von ganzen und rationalen Invarianten (Kombinanten, usw.), 
durch welche sick jede andere ganze und rationale I nvariante in ganzer und ratio
naler Weise ausdriicken lii/3t. 

Ordnen wir namlich die Invarianten des Grundformensysterns m eme 
unendliche Reihe 

~1 ' ~2 , ~3 , ••• , 

indem wir sukzessive die Invarianten ersten, zweiten, dritten usw. Grades 
in den Koeffizienten der Grundformen konstruieren, so lehrt Theorem I, daB 
eine jede lnvariante i sich durch eine endliche Zahl m derselben in der Gestalt 

i = a1 i 1 + a2 i 2 + • · · + am im 

ausdriicken la.Bt, wo ar. a2 , ••• , am ganze homogene Funktionen der Koeffi
zienten der Grundformen bedeuten. 

N ehrnen wir nun der kiirzeren Ausdrucksweise wegen an, daB es sich nur 
urn biniire Form en mit einer V ariablenreihe han dele und denken uns diesel ben 
durch die lineare Substitution 

x1 = oc1 x~ + fit x~, 
x2 = oc2 x~ + {:J2 x; 
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mit der Determinante 
(! = IX1 P2 - IX2 P1 

transformiert, so geht die obige Gleichung tiber in 

(!pi = eP• a~ i 1 + (!P• a~ i 2 + · · · + (!Pm a;,. im, 

179 

wop, p1 , p2 , ••• , Pm beziiglichdie Gewichtederinvarianteni, ~. i2 , ••• , im 
und a~, a~, ... , a~ die entsprechenden Funktionen der transformierten 
'Koeffizienten sind. Wend en wir auf diese Identitat p mal das Differentiations
symbol 

an, so wird 
i = I 1 i 1 + I 2 i 2 + · · · + I m im, 

wo / 1 , I 2 , ••• , Im Invarianten des Grundformensystems sind. Wir unter
weden diese Invarianten derselben Behandlung wie vorhin die Invariante i 
und erhalten dadurch schlieBlich eine ganze und rationale Darstellung der 
Invariante i mit Hilfe der m Invarianten ~, i2 , ••• , im. 

Fiir das ternare Formengebiet leistet das Differentiationssymbol 

a" aa a" a" L1 = . . ......... . - ------- -- + ---·---- - --··--·----
a~a~a~ a~a~a~ a~a~a~ a~a~a~ 

a" a" + ---- ----·-
ar/.3 a{J1 ay2 arJ.a a{J2 ayl 

den entsprechenden Dienst1 usw. 
Aus den Theoremen I und II ergeben sich ohne Schwierigkeit die folgenden 

Theoreme: 
Theorem III. Sind A, B, ... , H gegebene Formen der n Verander

lichen X:t• ~ •••• , xn, so existiert stets eine endliche Zahl m von Formen
systemen mit denselben Veranderlichen 

X=X1 ,X=X2 , ••• , X=Xm, 
Y= Y1 , Y= Y2 , ••• , Y= Ym, 

W=W1 , W=W2 , ... , W=Wm, 

welche die Gleichung 
AX+BY+···+HW=O 

identisch befriedigen und zugleich die Eigenschaft besitzen, daB jedes andere 
jener Gleichung geniigende Formensystem in die Gestalt 

1 Vgl. P. GORDAN: Vorlesungen iiber Invariantentheorie Bd. II (1885) § 9 und 
F. MERTENS: "Ober invariante Gebilde ternarer Formen. Sitzgsber. Akad. Wiss. Wien, 
Math.-naturwiss. Kl. Bd. 95. 

12* 
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X= OCt xt + oc2X2 + ... + ocmXm, 

Y =OCt Yt + OC2 Y2 + · · '+ OCm Y m• 

W = OC1 W 1 + OC2 W 2 + ' · · + OCm W m 

gebracht werden kann, wo man unter oc1 , oc2 , ••• , O:m ebenfalls Formen der 
Veranderlichen x1 , ~' ••• , Xn zu verstehen hat1• 

Die m Formensysteme bilden die vollstiindige Losung der betrachteten 
Gleichung. Auch wenn mehrere Gleichungen von der in Rede stehenden Art 
gleichzeitig zu befriedigen sind, existiert stets ein volles Li:isungssystem in 
dem entsprechenden Sinne. 

Theorem IV. Sind A, B, ... , H ganze rationale Funktionen der p + q 
Verii.nderlichen xt• ~' ... , xP, 11t• u2 , ••• , u 11 , so existiert eine endliche 
Anzahl m von Formen U1 , U2 , ••• , Urn der q Verii.nderlichen ut, u2, •.. , u11, 

welche sii.mtlich Ausdriicken von der Gestalt 

AX+BY+···+HW 
gleich sind und iiberdies die Eigenschaft besitzen, daB jede andere Form von 
derselben Eigenschaft durch die Formel 

U = OC1 ijl + OC2 ij2 + • • • + OCm ij m 

gegeben wird. Dabei sind X, Y, ... , W ganze rationale Funktionen der 
Variablen xt, ~' ... , xP, ttv u2 , ••• , uq und oc1 , ~' ••• , ocm Formen der 
q Veriinderlichen ut, u2 , ••• , u11 • 

Das Theorem I fiihrt zu einem allgemeinen Satze iiber algebraische Ge
bilde, welcher beispielsweise fiir das quaternare Formengebiet folgende Deu
tung erhiilt: 

Durch eine gegebene algebraische Raumkurve lii(Jt sich eine endliche Zahl m 
von Fliichen 

fPt = 0' fP2 = 0' • • • ' f/Jm = 0 

hindurchlegen derart, da(J jede andere die K urve enthaltende Fliiche sich durch 
die Gleichung 

OCt f/Jl + OC2 f/J2 + ' ' ' + 1Xm f/Jm = 0 

darstellen liij3t, wo unter oc1 , oc2 , •.• , 1Xm quaternare Formen zu verstehen sind2. 
Wir wenden uns wiederum zur algebraischen Invariantentheorie und ver

stehen nach bekannter Ausdrucksweise unter einer irreduziblen Syzygie eine 

1 Dieser Satz ist von L. KRONECKER in seinem Beweise fiir die Endlichkeit des 
Systems der ganzen algebraischen Gro13en einer Gattung bereits implicite zur Geltung 
gebracht; vgl. Crelles J. Bd. 92 S. 16. 

2 Vgl. betreffs der Fragestellung G. SALMON: Analytische Geometric des Raumes 
Bd. II S. 79. 
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solche Relation zwischen den Invarianten des Grundformensystems, deren 
Iinke Seite nicht durch lineare Kombination von Syzygien niederer Ordnungen 
erhalten wird. Es gilt dann der Satz: 

Ein endliches System von Invarianten besitzt nur eine endliche Zahl von 

irreduziblen Syzygien. 
Als Beispiel diene das voile Invariantensystem von drei binaren quadra

tischen Formen, welches bekanntlich aus 7 Invarianten und 6 Kovarianten 
besteht. Fiir dieses System gibt es genau 14 irreduzible Syzygien. 

Zwischen den Syzygien ihrerseits bestehen lineare Relationen, welche 
wiederum seiher unter sich linear abhangig sein konnen usw. Was die Fort
setzung des hierdurch eingeleiteten Ver£ahrens anbetrifft, so geniige an dieser 
Stelle der Hinweis auf das unten behandelte Beispiel der Normkurve vierter 
Ordnung. Offenbar fallen die so entspringenden Fragen in den Wirkungskreis 
des Theorems III. 

Was die Theorie der Ausartungen algebraischer Formen anbetrifft, so 
sprechen wir folgenden speziellen Satz a us: 

Es gibt eine endliche Anzahl von ganzen Funktionen der Koeflizienten 

einer algebraischen Gleichung, welche verschwinden, sobald die Gleichung eine 

gewisse Zahl vielfacher W urzeln erhiilt und aus welchen sich eine fede andere 

ganze Funktion von derselben Eigenschaft in linearer Weise zusammensetzen 

liiPt. 
Sollen beispielsweise alle homogenen Funktionen der 5 Koeffizienten einer 

binaren biquadratischen Form angegeben werden, welche verschwinden, so bald 
dieselbe ein volles Quadrat wird, so bedarf es dazu der 7 Koeffizien

ten Co, c;_, ••• ' Cs, der Kovariante 6-ter Ordnung. Es laBt sich namlich 
zeigen, da.l3 jede Funktion von der verlangten Eigenschaft in die Gestalt 

a0 c0 + a1 c1 + · · · + a6 c6 

gebracht werden kann, wo a0 , ~ •••• , a6 homogene Funktionen der 5 Koeffi
zienten der Grundform sind. 

Urn im Sinne der oben dargelegten Prinzipien ein sehr einfaches Beispiel 
wirklich durchzufiihren, betrachten wir die Normkurve im vierdimensionalen 
Raume. Urn dieselbe zu definieren, setzen wir die 5 homogenen Punktkoordi
naten eines solchen Raumes gleich biquadratischen Formen an, etwa: 

ul= xf, 

u2= xfxz, 

u3 = xix~, 

u,=x1 x~, 

U5 = X~. 
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Die Diskussion dieses Gebildes ergibt folgende Tatsachen: 
Aile quinaren Formen der Veranderlichen u.t• u2 , Ua• u4 , u5 , welche nach 

Einfiihrung der obigen Ausdriicke identisch fiir aile W erte von ~, x2 ver
schwinden, sind enthalten in dem Ausdruck 

wo 
:X1 (/)1 + IXz P2 + · · · + 1Xe Ps • 

P1 = U1 Ua - ui' 
P2 = ul u4 - u2 Ua' 
Ps = ul Us - u2 u,' 
p4= ul Us- ui, 
Ps = Uz Us - Ua U4, 

Ps = UaUs- u~ 
zu setzen ist und oc1 , ~ ••• • , oc6 beliebige quinare Formen sind. Zwischen 
den 6 angegebenen Formen bestehen folgende 8 Identitaten 

"P1 = Ua P1 - U2 P2 - U1 Pa + U1 p, = 0' 
"Pz-=='= u,q;l- Ua Pz- UzqJs + Uz rp4 = 0, 

"Pa = Us P1 - Ua Pa + Uz Ps = 0, 
"P4-=='= Ua(/)2- Uz (/)4 + U1rp5 = 0, 

"Ps == u, Pz - Ua P a + U1 rpa = 0, 

"P6-=='=UsqJz- u,pa+ Uzp6 = 0, 

"P1 == u, Pa - u, q;, + Ua Ps - U2 Ps = 0' 

"Ps = Us (/Ja - Us rp, + U4 (/Js - Ua (/Js = 0 · 

Aile anderen Identitaten zwischen den Form en PI, q;2 , ••• , p6 haben die Gestalt 

/31 'P1 + f3z 'Pz + · · · + f3s 'Ps = 0, 
wo {31 , {32 , ••• , {38 irgendwelche quinare Formen sind. Die 8 angegebenen 
ldentitaten sind wiederum durch folgende 3 Relationen verbunden 

u, 'P1 - Ua 'Pz - Ua1fJ4 + Uz 'Ps + U1 'P1 = 0' 
Us1fJI - Ua1fJa - U41jJ4 + Ua"Ps + U21fJs + Uz"P7 + U1"Ps = 0, 
Us "P2 - u, 'Ps + Ua1fJs + Uz "Ps = 0 · 

Dieselben sind identisch erfiillt, wenn man fiir 1p1, 1p2, ... , 'Ps die obigen 
Ausdriicke einsetzt. Jede andere Relation zwischen denAusdriicken 1p1 ,1p2 , •• • ,1p8 

la.l3t sich aus den 3 angegebenen in linearer Weise zusammensetzen und zwi
schen den linken Seiten der letzteren findet keine weitere Identitat mehr statt. 

Berechnet man aus diesen Tatsachen die Zahl der Flachen n-ter Ordnung, 
welche jene Normkurve enthalten, so ergibt sich der Wert 

6 • (n- 1) • n · (n + 1) · (1_1-_ + 2) _ 8 . (n- 2). (n- 1) • ?t__' (n + .!_) 
1·2·3·4 1·2·3·4 

+ 3 . (n- 3) • (n -:- 2) • (n ~ l) • n = (n + !J .. J~-±_~n +~L:i"!: ± 4)_ _ (4n + I); 
1 · 2·3·4 1·2·3 · 4 
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d. h. es sind 4n + 1 Bedingungen erforderlich, damit eine Flache n-ter Ord

nung des vierdimensionalen Raumes die Normkurve enthalt. Dieses Ergebnis 
entspricht in der Tat der bekannten Geschlechtszahl Null unserer Kurve. 

Zur W eiterentwickelung der angeregten Fragen bedar£ es der Verallgemeine

rung des Noetherschen Fundamentalsatzes1 fiir Raume von beliebiger Dimen
sion sowie einer eingehenden Untersuchung aller hierbei in Betracht kommen

den Ausnahmefalle. An gegenwartiger Stelle soH jedoch der W eg nicht naher 

bezeichnet werden, welcher dem V erfasser zur Erreichung jenes Zieles ge

eignet erscheint. 
Aus dem Noetherschen Theoreme lassen sich Folgerungen ziehen, welche 

vollkommen im Rahmen der oben entwickelten Gedankenreihe ble.iben und 
insbesondere zu den eingangs erorterten Theoremen in naher Beziehung stehen. 
Das einfachste Beispiel dieser Art ist der Satz: 

Bedeuten lf!, tp, x drei ternare Formen <kr n-ten Ordnung mit nicht ver
sohwinden<kr Resultante, so ist jede terniire Form f von der Ordnung m 2: 3 n - 2 

in der Gestalt 
l=(f..lf!+fJ"P+rx 

darstellhar, wo (f.., fJ, y ebenfalls terniire Formen sind. 

Ostseebad Rauschen, den 6. September 1888. 

1 Vgl. M. NoETH.ER: Math. Ann. Bd. 6 S. 351 und Bd. 30 S. 410, sowie A. Voss; 
Math. Ann. Bd. 27 S. 527 und L. STICKELBERGER: Math. Ann. Bd. 30 S. 401. 



14. Zur Theorie der algebraischen Gebilde II. 
[GOttinger Nachrichten 1889, S. 25--34.) 

In einer vor kurzem unter gleichem Titel veroffentlichten Mitteilung ist 
von mir ein Prinzip entwickelt worden, dessen Kraft sich vornehmlich da 
bewahrt hat, wo es auf den Nachweis der Endlichkeit gewisser Systeme von 
algebraischen Formen ankommt. Aber die Anwendbarkeit desselben ist auf 
derartige Fragen keineswegs beschrankt, und die vorliegende Note soU zeigen, 
wie der in jener ersten Mitteilung dargelegte Gesichtspunkt insbesondere zu 
einer einheitlichen und iibersichtlichen Behandlung der charakteristischen 
Zahle;n, (Dimension, Ordnung, Geschlechter, Rang usw.) eines algebraischen 
Gebildes fiihrt. 

Sind A11 , A12 , ••• , A 1,. gegebene ganze Funktionen der n homogenen 
Variablen xt• x2 , • • • , x .. , so besitzt nach Theorem III das System von 
l Gleichungen 

A,1 Xl + A,2 X 2 + ... + A,,.x,. = o 
eine endliche Zahl von Losungen 

X 1 = X 11 , x, = xtz, ... , xt = x,f) 

(s=1,2, ... ,Z) 

(t=1,2 .... ,m) 

von der Eigenschaft, da13 jedes andere jenen Gleichungen geniigende Funk
tionensystem sich in die Gestalt 

X,= Y1 X 11 + Y2 Xu + · · · + Y,X,f) (t = 1, 2, ... , m) 

bringen Ht13t, wo Y1 , Y2 , .•• , Yf) ebenfalls ganze und homogene Funktionen 
jener n Variablen sind. Unter den p Losungssystemen moge iiberdies keines 
vorhanden sein, welches bereits aus den iibrigen durch lineare Kombination 
erhalten werden kann. Wir betrachten nunmehr die Formen X11 , X12 , ••• , X,., 
als bekannt und bestimmen fiir die Gleichungen 

Y1 Xn + Y2 X 12 + · · · + Yf)Xtf) = 0 (t = 1, 2, ... , m) 

das voile System von Losungen 

(s = 1, 2, ... , p) 

derart, da13 jede andere Losung die Gestalt 

Y, = Z1 Y,1 + Z2 Y,2 + .. · + Za Yu (s = 1, 2, ... , p) 
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annimmt. Wenden wir dann dasselbe V er£ahren auf das Gleichungssystem 

Z1 Y.1 + Z2 Y 82 + · · · + Zq Y • ., = 0 (s = I, 2, ... , p) 

an, so gilt der folgende fiir unsere weiteren Entwicklungen grundlegende Satz: 

Theorem V. Ist ein Gleichungssystem von der Gestalt 

A11 X 1 + A,2 X 2 + · · • + A.mXm = 0 (s = 1, 2, ... , l) 

vorgelegt, so £iihrt die Aufstellung der Identitaten zwischen den Losungen 

desselben zu einem zweiten Gleichungssystem von derselben Gestalt; aus 

diesem abgeleiteten Gleichungssysteme entspringt in gleicher Weise ein 
drittes usf. Das so gekennzeichnete Verfahren erreicht stets ein Ende, und 

zwar spiitestens nach n-maliger Anwendung, d. h. in der Reihe jener Gleichungs
systeme tritt an n-ter oder bereits an friiherer Stelle ein Gleichungssystem 
auf, welches keine Losung mehr besitzt. 

Der Beweis dieses Theorems ist nicht ohne Miihe. Durch geeignete Be

handlung des vorgelegten Gleichungssystems gelingt es, dem abgeleiteten 

Gleichungssystem eine solche Gestalt zu erteilen, da13 nur eine beschrankte 
Zahl der Losungen dieses abgeleiteten Gleichungssystems samtliche n Va

riablen enthalt, wiihrend dagegen aile iibrigen Losungen von einer jener n Va
riablen, etwa von x,, £rei sind. Durch Fortfiihrung dieser Schlu13weise und 

unter Benutzung des Theorems II wird der Fall von n Variablen auf den
jenigen von n- 1 Variablen zuriickgefiihrt. Um nun die Richtigkeit des 

Theorems fiir den Fall n = 2 zu erkennen, legen wir die Gleichung 

A1 X1 + A 2 X 2 + · · · + AmXm = 0 

zugrunde, wo A1 , A2, ••• , Am gegebene biniireFormen von der p-ten Ord

nung sind. Das voile Losungssystem dieser Gleichung besteht genau aus 
m- 1 Losungen. Ist niimlich irgend ein System von m Losungen jener Glei

chung vorgelegt, so lassen sich offenbar stets m biniire Formen Y1 , Y2 , ••• , Y m 

von der Art finden, da13 die Relationen 
(s=1,2, ... ,m) 

identisch erfiillt sind. Bezeichnen wir nun die den Form en Xtt, X2 t, ••• ,Xm 1 

gemeinsame Ordnung mit n 1 und bestimmen einen Linearfaktor von Y m, so 
lassen sich unter der Voraussetzung 

n1 <n2 < · · · <nm 

die m Losungen der gegebenen Gleichung durch lineare Kombination derart 

umgestalten, da13 jener Linearfaktor in dem fiir die neuen Losungen giiltigen 
Relationensystem iiberall unterdriickt werden kann. Wird das hierdurch 

angedeutete Ver£ahren so lange wiederholt, his sich die Linearfaktoren der 

Form Y m erschopft haben, so ergibt sich schlie13lich ein Relationensystem 
von der Gestalt 

(s=l,2, ... ,m), 
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wo ~, a2 , ••• , a,H wiederum binare Form en sind. Infolge dieses Ergebnisses 
ist die m-te Losung iiberfliissig, und man erkennt somit, da.B die Losungen 
eines vollen Losungssystems der vorgelegten Gleichung sich stets durch ge
wisse m- 1 Losungen ersetzen lassen; welche durch kein weiteres Relationen
system untereinander verkniipft sind, d. h. : Bereits das a us der utspriing
lichen Gleichung abgeleitete Gleichungssystem ist ein solches, welches keine 
Losung besitzt. Es bietet keine Schwierigkeit, dieses Ergebnis auf den Fall 
mehrerer Gleichungen zu iibertragen, deren Koeffizienten binare Formen von 
beliebigen Ordnungen sind. Das vorhin ausgesprochene Theorem ist alsdann 
in der Tat fiir das binare Formengebiet und damit zugleich allgemein als 
richtig erkannt. 

Zur Erlauterung des Theorems diene das Beispiel der Normkurve im vier
dimensionalen Raume. Die urspriingliche Gleichung ist in diesem Fall von 
der Gestalt 

wo cp1 , cp2 , ••• , cp6 die 6 in der ersten Note angegebenen quadratischen Formen 
der 5 homogenen Koordinaten bedeuten. Das abgeleitete Gleichungssystem 
enthalt 8 Gleichungen, und schon das dritte aus 3 Gleichungen bestehende 
Gleichungssystem besitzt keine Losung. 

Von prinzipieller Bedeutung ist die Behandlung der Gleichung 

x1 X 1 + x2 X 2 + · · · + xnXn = 0; 

dieselbe gibt namlich einen Beleg fiir den Fall, in welchem das in Rede 
stehende Verfahren tatsachlich erst nach n-maliger Anwendung ein Ende 
erreicht. 

Urn im folgenden eine kiirzere Ausdrucksweise zu ermoglichen und tiber
dies Ieichter an bekannte Anschauungen und gelaufige Begriffe ankniipfen 
zu konnen, nehmen wir an, da13 an Stelle eines Systems von Gleichungen 
nur eine einzige Gleichung von der Gestalt 

M 1 X 1 + M2 X2 + · · · + MmXm= 0 

zugrunde liege, wo M1 , M2 , ••• , Mm gegebene Formen der n homogenen 
Variablen X:t, x2 , ••• , Xn mit bestimmten Zahlenkoeffizienten und von be
liebigen Ordnungen sind. Wir bestimmen zunachst die Zahl der linear von
einander unabhangigen Formen M von der ~-ten Ordnung, welchc Ausdriicken 
von der Gestalt 

identisch gleich sind. Es ist zu diesem Zwecke nur notig, die Gesamtzahl der 
in X 1 , X2 , ••• , Xm auftretenden, bei der Darstellung verfiigbaren Koeffi
zienten urn die Zahl der voneinander unabhangigen Formensysteme 
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X1, X2 , ••• , Xm zu vermindern, flir welche der obige Ausdruck M von der 
~-ten Ordnung identisch verschwindet. Die letztere Zahl hangt, wie die Fort
setzung der angedeuteten Schlul3weise zeigt, von der Ordnung der in der 
Reihe der abgeleiteten Gleichungssysteme als Koeffizienten auftretenden 
Formen a b. V ermindern wir nun die Zahl der iiberhaupt vorhandenen linear 
unabhii.ngigen Formen der ~-ten Ordnung um die eben berechnete Zahl der 
in obiger Gestalt darstellbaren Formen M, so ergibt sich die Zahl der linear 
voneinander unabhangigen Bedingungen, welchen die Koeffizienten einer 
Form der ~-ten Ordnung geniigen miissen, damit dieselbe in obige Gestalt 
gebracht werden kann. Die auf diese Weise berechnete Zahl wird, falls die 
Ordnung ~ oberhalb einer bestimmten Grenze liegt, durch eine und dieselbe 
ganze Funktion von ~ ausgedriickt. Da diese Funktion xW fur ganzzahlige 
Argumente notwendig ganze Zahlen darstellen mul3, so konnen wir setzen: 

XW = Xo + X1 (i) + X2 (~) + · · · + Xv (!) (v < n), 

wo (f), (~), ... , (;) die Binomialkoeffizienten und Xo• x1, x2 ,' • •• , Xv be

stimmte von der Natur der Formen M1, M2 , ••• , Mm abhangige und daher 
fiir die gegebene Gleichung charakteristische ganze Zahlen sind. Der eben an
gedeutete Beweis fiir die Existenz der Funktion x(~) beruht, wie man sieht, 
wesentlich auf Theorem V. 

Die folgenden Auseinandersetzungen lehnen an diejenige Bezeichnungs
weise und Begriffsbestimrnung an, welche L. KRONECKER in der von ihm be
griindeten und neuerdings systematisch ausgebildeten Theorie der Modul
systeme1 anwendet. Doch sei im voraus bemerkt, da£ zum Unterschiede von den 
von L. KRoNECKER behandelten Fragen in unserer Untersuchung die Homo

genitat der Moduln M1, M2 , •• • , Mm beziiglich der Variablen Xj_, x2 , •• • , x,. 

eine wesentliche und notwendige Voraussetzung bildet. Die bisherigen Ergeb
nisse werden nunmehr wie folgt zusammengefa.Bt: 

Die Koeffizienten einer Form von einer geniigend hohen Ordnung ~ in den 

n homogenen Variablen Xj_, ~' ••• , x,. mussen genau x(~) voneinander unab

hiingige lineare Bedingungen erfuUen, damit die Form nach einem gegebenen 

Modulsystem (M1 , M2 , ••• , Mm) kongruent Null sei. Die ganze Funktion xW 
heij3e die ,charakteristische Funktion" jenes Modulsystems. 

Wir wenden diese allgemeinen Betrachtungen zunachst auf den vorhin 
ausfiihrlicher besprochenen Fall an, in welchem M 1 , M2 , ••• , Mm samtlich 

1 KRONECKER, L.: Crelles J. Bd. 92 S. 1-122; Bd. 93 S. 365-366; Bd. 99 S. 329-371; 

Bd. 100 S. 490-510; Berl. Sitzgsber. 1888 S. 429-438, 447-465, 557-578, 595-612, 

983-1016. Vgl. ferner R. DEDEKIND u. H. WEBER: Crelles J. Bd. 92 S. 181--290 sowic 

J. MoLK: Acta math. Bd. 6 S. 50-165. 
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binare Formen von der p-ten Ordnung sind. Das voile Li:isungssystem der 
Gleichung besteht dann unseren friiheren Auseinandersetzungen zufolge aus 
m- 1 voneinander unabhangigen Li:isungen, und wenn wir die Ordnungen 
dieser m - 1 Li:isungen bezliglich mit ~' :n:2 , ••• , :n;m-l bezeichnen, so ergibt 
sich flir die charakteristische Funktion des Modulsystems (M1 , M2 , ••• , Mm) 
der konstante Wert 

X(~)= Xo = P- :n:t- n2- · · · -:n:m-1 • 

Besitzen nun die Formen M1 , M2 , ••• , Mm nicht samtlich einen gemein
samen Teiler, so la13t sich offenbar jede Form M von der Ordnung ~ ~ 2 p -1 
in die Gestalt 

M =M1X1 + M2X2+ · · · + MmXm 

bringen und die charakteristische Funktion ist daher notwendig Null. Au£ 
diese Weise gewinnen wir den folgenden Satz: 

Besitzen die biniiren Formen M1 , M 2 , ••• , Mm von der p-ten Ordnung 
nicht siimtlich einen gemeinsamen Faktor, so besteht das volle LOsungssystem 
der Gleichung 

jederzeit aus m - 1 voneinander unabhiingigen LOsungen von der Eigenschaft, 
daP die Summe der Ordnungen dieser Losungen der Zahl p genau gleichkommt. 

Diesen Satz hat bereits F. MEYER1 vermutet und als Postulat bei seinen 
Untersuchungen tiber reduzible Funktionen verwendet. 

Was das Beispiel der Normkurve im vierdimensionalen Raume betrifft, 
so ergibt libereinstimmend die direkte Uberlegung sowie die in der ersten Note 
an der betreffenden Stelle ausgefiihrte Rechnung flir die charakteristische 
Funktion des Modulsystems ( q;1 , q;2 , ••• , q;6 ) den Wert 4 ~ + 1. 

Das Modulsystem (a;_, x2 , ••• , Xn) besitzt offenbar die charakteristische 
Funktion Null, und das gleiche gilt flir jedes Modulsystem, welches irgend 
n Formen mit nicht verschwindender Resultante enthalt. Fur das temiire 
Formengebiet vergleiche man den am Schlusse der ersten Note ausgesproche
nen Satz. 

Man sieht leicht ein, wie die gekennzeichnete Methode sich flir die Theorie 
der algebraischeu Gebilde verwenden liil3t. Ist beispielsweise im dreidimen
sionalen Raume eine Kurve oder ein System von Kurven und Punkten ge
geben, so kann man uach einem in der ersten Note bewieseneu Satze durch 
dieses Gebilde stets eine endliche Zahl von Fliichen 

t Math . .Ann. Bd. 30 S. 38. 
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solcherart hindurchlegen, da.B jede andere das Gebilde enthaltende Flache 
durch eine Gleichung von der Gestalt 

X1 M1 + X2 M2 + · · · + XmMm= 0 
ausgedriickt wird. Es ist somit offenbar, da.B jedem algebraischen Gebilde ein 
Modulsystem (M1 , M 2 , ••• , Mm) und durch dessen Vermittlung eine be
stimmte charakteristische Funktion x(~) zugehOrt. Die letztere Funktion gibt 
dann an, wie viele voneinander unabhangige Bedingungen eine Flache von 
der oberhalb einer gewissen Grenze liegenden Ordnung ~ erfiillen mu.B, damit 
sie das betreffende Gebilde enthalte. So hat die charakteristische Funktion 
einer doppelpunktslosen Raumkurve von der Ordnung # und dem Geschlecht p 
den Wert1 

x<~> = 1 - P + f1- ~. 

Entsprechende Tatsachen gelten fiir beliebige algebraische Gebilde im 
n-dimensionalen Raume. Findet man namlich fur die charakteristische Funk
tion eines algebraischen Gebildes den Wert 

X(~) = Xo + Xt (f) + X2 (~) + · · · + X~(!), 
so ist stets ., die Dimension und Xv die Ordnung des Gebildes, wii.hrend die 
iibrigen Koeffizienten z0 , Xv .. . , Xv-t mit den von M. NoETHER2 definierten 
und behandelten Geschlechtszahlen ·des Gebildes in engem Zusammenhange 
stehen. Inwiefern umgekehrt ein Modulsystem durch die Gesamtheit der 
Wertsysteme bestimmt ist, welche die einzelnen Moduln gleichzeitig zu Null 
machen, ist eine Frage, welche erst durch eine systematische und aile mog
lichen Ausnahmefalle umfassende Untersuchung des Noetherschen Funda
mentalsatzes fiir beliebige Dimensionenzahl eine befriedigende und allgemein
giiltige Beantwortung finden kann. 

Wir kehren zur Betrachtung der allgemeinen Modulsysteme zuriick und 
stellen einen auf die charakteristische Funktion derselben beziiglichen Satz 
auf. Sind irgend zwei Modulsysteme (M1 , M 2 , •• • , Mm) und (£1 , L2 , ••• , Lz) 
gegeben, so stelle man zunachst fiir die Gleichung 

M1 X 1 + M2 X2 + · · · + MmXm = L1 Y1 + L2 Y2 + · · · + L 1 Y, 
das volle Losungssystem 

X1 =X1,, X2 =X2 ,, ••• , Xm = Xm •• } 
Yl = Yl., Y2 = Y2s, ... , Yz = Yz, 

auf und bilde dann vermoge der Formeln 

(s = 1, 2, ... , k) 

K, = M1 Xla + M2 X2 , + ... + MmXm, = L1 Y1 • + L2 Y2a + · · · + L1 Y 11 

(s = 1, 2, ... , k) 

1 Vgl. M. NoETllER: Crelles J. Bd. 93 S. 295. 
2 Math. Ann. Bd. 2 S. 293 und Bd. 8 S. 495. 
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das sogenannte ,kleinste enthaltende" Modulsystem (Kv K 2 , ••• , Kk). An
dererseits erhlilt man durch Zusammenstellung der einzelnen Moduln der 
heiden gegehenen Systeme das ,gr613te gemeinsame" Modulsystem1 

{M1 , M 2 , ••• , Mm, L1 , L2 , .•• , L 1) = (G1 , G2 , ••• , Gu). 

Es la13t sich nun allgemein zeigen, da13 zwischen den chara"kteristischen 
Funktionen XM und XL der heiden gegehenen Modulsysteme und den charak
teristischen Funktionen XK und XG der heiden ahgeleiteten Modulsysteme die 
einfache Relation 

XM + XL = Xx + XG 
besteht, d. h.: 

Die Summe der charakteristischen Funktionen zweier beliebiger Modul
systeme ist gleich der Summe der charakteristischen Funktionen fur das kleinste 
enthaltende und das gro(Jte gemeinsame Modulsystem. 

Um die Bedeutung dieses Satzes zu erlliutern, wenden wir denselhen auf 
die Losung einer Aufgabe aus der Theorie der Raumkurven an. Es mogen 
zwei Raumkurven ohne Doppelpunkte von den Ordnungen ,u1 , ,u2 und be
ziehungsweise von den Geschlechtern p1 , p2 den vollstlindigen Durchschnitt 
zweier Flachen K1 = 0, K2 = 0 von der Ordnung ~, k2 bilden. Die den 
heiden Raumkurven eigenen Modulsysteme seien {M1 , M2 , ••• , Mm) und 
(~, L2 , ••• , L 1). Das kleinste enthaltende Modulsystem ist offenhar {K1, K2) 

und das gro13te gemeinsame Modulsystem {M1 , M2 , ••• , Mm, L1 , L2 , •• • , L 1) 

wird geometrisch durch diejenigen Punkte dargestellt, welche heiden Raum
kurven gemeinsam sind. Die Zahl dieser Punkte sei g. Die in Betracht kom
menden charakteristischen Funktionen sind 

XM = 1 - P1 + P1 ~ , Xx = - ~ ki k2 - ~ k1 k~ + 2 k1 k2 + k1 k2 ~ , 

X~ = 1 - P2 + #2 ~ , Xa = g , 

und die Anwendung unseres Theorems ergiht daher fiir die Zahl der den 
heiden Raumkurven gemeinsamen Punkte den Wert 

g = ~ k~ k2 + ~ kl k~ - 2 kl k2 - PI - P2 + 2 . 

In den zitierten Untersuchungen iiher Modulsysteme werden noch eine 
Reihe weiterer, fiir die Theorie der Modulsysteme fundamentaler Begriffe 
erortert. Die dort gegehenen Definitionen sind nach geringfiigigen Modifika
tionen auch fur die hier betrachteten Systeme homogener Moduln giiltig. So 
hei13en hei unserer Auffassung zwei Modulsysteme ,aquivalent", wenn von 
einer gewissen Ordnung in den Variablen an eine jede heziiglich des einen 
Modulsystems der Null kongruente Form auch stets bezliglich des anderen 

1 Vgl. betreffs der Begriffsbestimmung L. KRONECKER: Crelles J. Bd. 92 S. 78 sowie 
R. DEDEKIND und H. WEBER: Crelles J. Bd. 92 S. 197. 
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Modulsystems der Null kongruent ist. Zwei aquivalente Modulsysteme haben 
daher notwendig dieselbe charakteristische Funktion, und im besonderen sind 
alle Modulsysteme mit der charakteristischen Funktion Null der Einheit 
aquivalent. 

Zum Schlusse sei noch au£ die von CAYLAY, G. SALMON, S. RoBERTS und 
A. BRILL ausgebildete Theorie der sogenannten beschrankten Gleichungs
systeme1 hingewiesen, da insbesondere fiir diesen Zweig der Algebra unser 
Begri££ der charakteristischen Funktion eine wirksame Fragestellung sowie 
einen einheitlichen Gesichtspunkt liefert. Ist beispielsweise eine Raumkurve 
gegeben und betrachten wir irgend drei dieselbe enthaltende Flachen 
f = 0, g = 0, h = 0 beziehungsweise von den Ordnungen r, 8, t, so ist die· 
Zahl der Schnittpunkte dieser Flachen, welche au.Berhalb jener Raumkurve 
liegen, offenbar gleich der charakteristischen Funktion des Modulsystems 
(f, g, h), vermindert urn die charakteristische Funktion der Raumkurve. 
Diese Schlu.Bweise fiihrt in der Tat zu einem verallgemeinerungsfahigen Be
weise fiir den bekannten Satz, wonach die Zahl der durch eine gemein
same Raumkurve absorbierten Schnittpunkte jener drei Flachen gleich 
p,(r + 8 + t) - 12 ist, wenn p, die Ordnung der Raumkurve und 12 eine andere 
jener Raumkurve eigene Konstante, den sogenannten Rang derselben, be
deutet. 

Die weitere Aufgabe der im vorstehenden entwickelten Theorie besteht 
nunmehr in der wirklichen Durchfiihrung der den oben angedeuteten Anzahl
bestimmungen zugrunde liegenden algebraischen Prozesse. 

1 Vgl. G. SALMON; Algebra der linearen Transformationen 1887, Vorlesung 22 und 23 
sowie den beziiglichen Literaturnachweis. 



15. Zur Theorie der algebraischen Gebilde III. 

[Naohriohten der Gesellsohaft der Wissensohaften zu Gottingen 1889. S. 423--430.] 

Die vorliegende Mitteilung ist eine Ergii.nzung der heiden unlii.ngst unter 
dem gleichen Titel in diesen Nachrichten veroffentlichten Noten1 • Die sii.mt
lichen in diesen heiden Noten abgeleiteten Sii.tze tiber algebraische Gebilde 
beruhen wesentlich auf dem Theoreme I der ersten Note. Diesem Theoreme 
la.!3t sich nun eine noch allgemeinere Fassung geben, welche dasselbe auch fiir 
Anwendungen au£ zahlentheoretische Untersuchungen geeignet macht und, 
wie folgt, lautet: 

Theorem VI. Ist irgendeine nicht abbrechende Reihe von Formen F1, F 2, 

F 3, ••• mit ganzzahligen Koeffizienten und von beliebigen Ordnungen in 
den n homogenen Veranderlichen ~' x2, ••• , Xn vorgelegt, so gibt es stets 
eine Zahl m von der Art, da.!3 eine jede Form jener Reihe sich in die Gestalt 

F=A1 F1 +A2 F2 + ... +AmFm 

bringen lii.13t, wo A1, A2, ••• , .Am geeignete ganzzahlige Formen der nii.m
lichen n v eranderlichen sind. 

Wie man sieht, wird hier zum Unterschiede von der friiheren Fassung des 
Theorems verlangt, da.!3 in gleicher Weise wie die gegebenen Formen F1, F 2, 

F 3, ••• auch die bei der Darstellung zu verwendenden Formen A1, .A2, •••• , .Am 
Formen mit ganzzahligen Koeffizienten sind. Zum Beweise des Theorems 
bedienen wir uns der folgenden Schlu.!3weise, welche mithin zugleich fiir 
Theorem I einen neuen Beweis liefert. 

Wir bezeichnen allgemein mit /. die von der Veranderlichen Xn freien 
Glieder der Form F 8 ; sind dann alle Form en der unendlichen Reihe /1, I 2, / 3, ••• 

identisch Null, so setzen wir 
(s=l, 2, 3, ... ); 

im anderen Falle sei fa. die erste von Null verschiedene Form der Reihe /1 , / 2, 

/ 3, ••• , ferner /p die erste Form derselben Reihe, welche nicht einem Produkte 
von der Gestalt aa.fa. gleich ist, worin aa. eine ganzzahlige Form der Verander-

1 Vgl. Naohr. Ges. Wiss. Gottingen 1888 S. 450 und 1889 S. 25; siehe auch diesen 
Band Abh. 13 und 14. 
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lichen x1, x2, ••• , Xn_1 bedeutet; fr sei die erste Form jener Reihe, welche sich 
nicht in die Gestalt au.fu. + ap/fi bringen laBt, wo a"" und afi wiederum ganz
zahlige Formen von x1, x2, ••• , X 11 _ 1 sind, und in dieser Weise fahren wir fort. 
Ware nun unser Theorem VI fiir den Fall von n- l homogenen Verander
lichen bereits bewiesen und beachten wir, daB in der gewonnenen Formenreihe 
fa, /p, fr, ... keine Form durch lineare Kombination aus den vorhergehenden 
Formen erhalten werden kann, so folgt, daB diese Formenreihe notwendig im 
Endlichen abbrechen muB. Es sei demgemaB j,_ die letzte Form dieser Reihe, 
so daB stets 

(s = l, 2, 3, ... ) 

gesetzt werden kann, wo aa•' afJ•' ... , al.s ganzzahlige Formen von xv x 2, ••• , 

Xn-l sind. Bilden wir nun die Ausdriicke 

(s=l,2,3, ... ), 

so sind dies Fomwn der n Veranderlichen xt, x 2, ••• , Xm von denen jede die 
V eranderliche xn als Faktor enthalt. Wir bezeichnen allgemein mit xnfs1> die
jenigen Glieder der Form F~1>, welche lediglich mit der ersten Potenz von x., 
multipliziert sind und betrachten die Formen fi!>, /~1), /~1>, ... der n- 1 Ver
anderlichen x1, x2, ... , Xn-1· Verschwinden diese Formen samtlich, so setzen 
w1r 

(s = 1, 2, 3, ... ) . 

Ist dagegen jede Form der Reihe fl>, /~1>, N>, ... eine lineare Kombination 
der Fonnen fa., /p, ... , /;., wie folgt 

f~1>=a~1lfa+a~11fp+ ·· · +a~ljf,.=W>Ua,/p, ... ,fa) (s=1,2,3, ... ), 

so setzen wir 
F~2 l = F~ll -l~ll(xnFa, xnFfJ, .. • , xnF;,.) · 

In jedem anderen Faile sei /~{l, die erste nicht durch lineare Kombination aus 
fa, /p, ... , /1. hervorgehende Form dcr Reihe fil>, /~1>, /~1 >, ••. , ferner sei 6{L die 
erste Form dieser Reihe, welche keiner linearen Kombination der Formen fa., 
/p, ... , /;. ~~~1 1 gleich ist und entsprechend /~}{1 die erste nicht durch lineare 
Kombination von fa, /p, ... , /)., !~l,, tW, hervorgehende Form der namlichen 
Reihe. Die so entstehende Formenreihe fa, /p, ... , /;., f~}f1 , 6{!1, /~}t ... bricht 
unter der vorhin gemachten Annahme notwendig im Endlichen ab, und wenn 
fl}l1 die letzte Form der Reihe bezeichnet, so finden wir stets 

(s = 1, 2, 3, ... ), 

wo z;1l eine lineare homogene Funktion jener Formen bedeutet, deren Koeffi
zienten selber ganzzahlige Formen der n - l Variablen x1, x2, ••• , Xn-l sind .. 

Hilbert, Gesammelte Abhandlungen. Bd.II. 13 
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Setzen wir daher 

so besitzen die so entstehenden Form en F~2) der n V eranderlichen ~, x 2, ••• , xn 
samtlich den Faktor x!. Wir bezeichnen demgemaB allgemein mit x~/~2> die
jenigen Glieder der Form F~2), welche lediglich mit der zweiten Potenz der 
V eriinderlichen xn multipliziert sind und betrachten die Formen Ji2>, /~2>, 
/~2>, ••• der n- l Veranderlichen ~. x2, ••• , Xn_1• Sind diese Formen nicht 
samtlich Null beziehungsweise lineareKombinationen der Formen fc., /p, .. . , /,, 
J(J) f<1> J<1> b · h t<2l a· · h · a· w · a hi' 1 .;.1, 1, /1''1 , ••• , ,~.,, 1 , so ezeiC ne "''"1 1e erste me tIn 1eser eise urc meare 
Kombination entstehende Form jener Reihe; desgleichen sei 67l, die erste 
nicht durch fa, /p, .. . , fa, ~~~l1 , (p~l,, .. . , /1~{, /~7~1 linear darstellbare Form in 
derselben Reihe. Das in dieser Weise eingeleitete V erfahren muB wiederum 
nach einer endlichen Anzahl von Wiederholungen abbrechen, vorausgesetzt, 
daB unser Theorem VI fiir den Fall von n - l V eriinderlichen richtig ist. 
Bezeichnet demgemaB Ji7~1 die letzte durch jenes Verfahren sich ergebende 
Form, so wird stets 

wo l~2l eine lineare homogene Funktion bedeutet, deren Koeffizienten selber 
ganzzahlige Formen von~' x2 , ••• Xn-I sind. Setzen wir daher 

(s = l, 2, 3, ... ), 

so besitzen die so entstehenden Formen F~3> samtlich den Faktor x!. Wir be
zeichnen wiederum allgemein mit x!f.3> diejenigen Glieder der Form F~3>, 
welche mit keiner hoheren als der dritten Potenz von Xn multipliziert sind und 
gelangen so zu einer Forrnenreihe fi3l, /~3), j~3l, .. . , welche in entsprechender 
Weise einer weiteren Behandlung zu unterwerfen ist. Es ist ldar, wie die fort
gesetzte Wiederholung des angegebenen Verfahrens zU: der folgenden Forrnen
reihe fiihrt 

won, T, ... gewisse ganze positive Zahlen bedeuten und keine der auftretenden 
Formen einer linearen Kombination der vorhergehenden Formen gleich ist. 
Infolge des letzteren Umstandes mu.B auch jene R eihe im Endlichen abbrechen, 
vorausgesetzt, daB unser Theorem VI fiir den Fall von n - 1 V eranderlichen 
richtig ist. Wir bezeichnen die letzte Form jener Reihe mit A~1 und zeigen nun, 
daB jede Form in der urspriinglich vorgelegten Formenreihe F 1 , F 2 , F 3 , •.. 

einer linearen Kombination der Formen 
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gleich wird. Ist namlich F. irgendeine Form der urspriinglich vorgelegten 
Formenreihe und r die Ordnung dieser Form in bezug auf die V eranderlichen 
31_, x2 , ••• , x,., so betrachten wir die Gleichungen 

F~·t1 > = F!•> - W~, 
F!•> = F!•-1> _ z~r-u, 

F!1l =F. -l,, 

wo z~•>, ~·- 1>, ... , z. lineare Kombinationen der eben vorhin angegebenen 
Formen sind. Da ferner die Form F~r+lJ die Ordnung r besitzt und infolge ihrer 
Bildungsweise durch x~+l teilbar ist, so ist sie notwendig identisch gleich Null, 
und aus den obigen Gleichungen folgt, daJ3 auchF, eine lineare Kombination der 
vorhin angegebenen Formen ist. Diese Form en ihrerseits sind a us den Formen 

Fa.<ttJ, Fpm, ••• , F;.<n>, Fa.m, Fp<•>, •• • , FM•>, •• • , Fa.<w>, Fp<w>, •• • , F;.<w> 

durch lineare Kombination entstanden, und es ist daher offenbar m = A(roJ eine 
Zahl von der Beschaffenheit, wie sie unser Theorem VI verlangt. Das Theo
rem VI ist mithin fiir n Veranderliche bewiesen, unter der V oraussetzung, daJ3 
dasselbe fiir n - 1 Veranderliche gilt. Es ist nun Ieicht, sich von der Richtig
keit des Theorems fiir den Fall einer Veranderlichen zu liberzeugen, da in 
diesem Falle jede Form nur aus einem einzigen Gliede besteht und demgemaJ3 
auch die vorgelegte Formenreihe eine sehr einfache Behandlung zulaJ3t. 

Auf Grund des eben bewiesenen Theoremes laJ3t sich, wie in der ersten Note 
gezeigt worden ist, der Nachweis fiihren, daJ3 die Invarianten eines beliebigen 
Systems von Grundformen mit beliebig vielen Veranderlichen jederzeit ganze 
und rationale Funktionen einer endlichen Anzahl derselben sind. Fiir binare 
Grundformen laJ3t sich dieser Beweis in eine besonders einfache Fassung 
bringen, wenn man sich des folgenden in der Inauguraldissertation 1 des V er
fassers bewiesenen Satzes bedient: 

Jede homogene und isobare Funktion der Koeffizienten einer binaren Form 

aox~+(i)alx~-l'x2+ ... +a,.x~ 

vom Grade g in den Koeffizienten a0 , a1 , ••. , an und vom Gewichte p = ~g 
geht nach Anwendung des Operationssymbols 

LID Ll2 D 2 Llana 
[] = 1 - 1!2! + 2!3!- -3!4! + 

D Ll D 2 L12 D 3 Ll3 

= 1 - 1!2! + -2!3!- 3!4l + 
1 Uber die invarianten Eigenschaften spezieller binarer Formen, insbesondere der 

Kugelfunktionen. Konigsberg i. Pr. 1885, sowie Math. Ann. Bd. 30; siehe auch diesen 
Band Abh. 1 und 4. 

13* 
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wortn 
a a a 

D = ao aal + 2 at a~ + 3 a2 aaa -1- ••• 

a a a 
Ll = na1 -a + (n -1)a2 -a + (n- 2)a3 a- + · · · ao . al aa 

zu setzen ist, in eine Invariante jener Grundform tiber. 
Denken wir uns nun nach irgendeiner Regel die lnvarianten der Grund

form in eine unendliche Reihe i1, i 2, i3, ... geordnet, so lehrt Theorem VI, da.B 
eine jede Invariante sich durch eine endliche Zahl m derselben in der Gestalt 

i = A1 i1 + A2 i2 + · · · + Ami.,. 
ausdrticken llL6t, wo A1 , A2 , ••• , A.,. ganze homogene Funktionen der Koeffi
zienten a0 , a1 , .•• , a., sind. Wir beach ten ferner, daB jede Invariante durch 
Anwendung der Symbole D und Ll identisch zu Null gemacht wird und er
halten dann aus der obigen Gleichung 

[ ~1 = [At~] + [ A2 i 2] + + [A.,. i,.] 
oder 

wo J 1 , J 2 , ••• , Jm wiederum Invarianten der Gru,ndform sind. Indem wir 
diese Invarianten derselben Behandlung unterwerfen, wie vorhin die ln
variante i, erhaUen wir schlie{Jlich eine ganze und rationale Darstellung der 
lnvariante i mit Hilfe der m lnvarianten i1 , i 2 , ••• , i.,.. 

Dieselbe SchluBweise ist ftir ein System von beliebig vielen binaren Grund
formen gestattet. Handelt es sich jedoch um Formen mit mehr Veranderlichen 
oder V eranderlichenreihen, welche teilweise verschiedenen linearen Trans
formationen unterliegen, so ist das eingeschlagene Verfahren nicht anwendbar, 
weil bisher diejenigen Satze noch nicht bekannt sind, welche in der lnvarianten
theorie der Formen mit mehr Veranderlichen dem vorhin fUr das binare 
Formengebiet ausgesprochenen Satze entsprechen. Dagegen ftihrt das in der 
ersten Note auseinandergesetzte V erfahren auch im Gebiete der Form en von 
beliebig vielen Veranderlichen zu dem gewtinschten Beweise der Endlichkeit 
des vollen Formensystems. 

In den bisherigen Untersuchungen legten wir den von CAYLEY eingeflihrten 
lnvariantenbegrif£ zugrunde, indem wir lediglich diejenigen ganzen homogenen 
Funktionen der Koeffizienten der Grundformen betrachteten, welche gegen
uber jeder beliebigen linearen Transformation der Variablen die Invarianten
eigenschaft besitzen. Es hat jedoch seitdem der Begrif£ der lnvariante eine 
wesentliche Ausbildung und Erweiterung durch die Arbeiten von F. KLEIN1 

1 Vgl. die Programmschrift: Vergleichende Betrachtungen iiber neuere geometrische 
Forschungen, Erlangen 1872; siehe Ges. Abh. Bd. 1 (1921) S. 460. 
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und S. LIE 1 erfahren. Urn zu diesem allgemeinen Begriff der Invariante zu 
gelangen, wahlen wir cine bestimmte Untergruppe der allgemeinen Gruppe der 
linearen Transformationen aus und betrachten diejenigen ganzen homogenen 
Funktionen der Koeffizienten der Grundformen, denen nur mit Riicksicht auf 
die Substitutionen der gewahlten Untergruppe die Invarianteneigenschaft zu
kommt. Es entsteht nun die Frage, ob unsere friiheren Entwickelungen auch 
auf diese Invarianten sich iibertragen lassen und insbesondere zum Nachweis 
der Existenz cines endlichen Invariantensystems ausreichend sind. Denn 
obwohl unter den einer bestimmten Untergruppe zugehorigen Invarianten 
offenbar alle Invarianten im friiheren Sinne enthalten sind, so folgt doch aus 
unseren bisherigen Satzen iiber die Endlichkeit der vollen Invariantensysteme 
noch nicht, daB auch unter den Invarianten im erweiterten Sinne sich jeder
zeit eine endliche Zahl auswahlen laBt, durch welche jede andere Invariante 
der namlichen Art ganz und rational ausgedriickt werden kann. Es zeigt sich 
nun in der Tat, daB unsere SchluBweise sich auf gewisse, und zwar besonders 
interessante Substitutionengruppen ohne Schwierigkeit iibertragen laBt. Sind 
namlich die unsere Substitutionengruppe bestimmenden Substitutionskoeffi
zienten gauze und rationale Funktionen einer beschrankten Anzahl von Para
metern, so kann der Umstand eintreten, daB durch Zusammensetzung zweier 
beliebiger Substitutionen der Gruppe cine Substitution entsteht, deren Para
meter bilineare Funktionen der Parameter der heiden urspriinglich aus
gewahlten Substitutionen sind und daB es zugleich einen Differentiations
prozeB gibt, welcher sich in entsprechender Weise zur Erzeugung der zur vor
gelegten Gruppe gehorigen Invarianten verwenden lallt, wie der Differen
tiationsprozeB Ll * im Faile der zur allgemeinen linearen Gruppe gehorigen In
varianten. Fiir solche Substitutionengruppen ergibt sich stets durch unser 
SchluBverfabren die Endlichkeit des zur Gruppe gelWrigen I nvarianten
systems. Als Beispiel diene die Gruppe aller eine bestimmte quadratische 
quaternare Form in sich iiberfiihrenden linearen Substitutionen, sowie die 
Gruppe derjenigen linearen Substitutionen im Raume, bei denen eine be
stimmte Raumkurve dritter Ordnung ungeandert bleibt. 

Im vorstehenden haben wir den bereits in Theorem I und II der ersten 
Note dargelegten und in Theorem VI von neuem zum Ausdruck gebrachten 
Gesichtspunkt fiir die Theorie der algebraischen Invarianten verwertet. In der 
zweiten Note ist gezeigt worden, daB jenes Prinzip nicht ausschlieBlich au£ 
invariantentheoretische Anwendungen beschrankt ist, sondern ebensosebr in 
der Theorie der Modulsysteme sich als fruchtbar erweist. Bei diesen all
gemeineren Untersuchungen dient notwendigerweise das Theorem V der 
zweiten Note als Grundlage. 

1 Vgl. die Vorrede des Werkes: Theorie der Transformationsgruppen. Leipzig 1888. 
* Vgl. die erste Note: Zur Theorie der algebraischen Gebilde d. Bd. 8.179. 
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Ist ein beliebiges Modulsystem (Mv M 2 , ••• , Mm) vorgelegt, wo Mv M 2 , 

..• , M..,. homogene Formen der n Veranderlichen bedeuten, und bezeichnen 
wir allgemein mit c~ die Zahl aller derjenigen Formen von der Ordnung ~, a us 
denen sich in linearer Weise mit Hilfe konstanter Multiplikatoren keine nach 
dem Modulsystem (M1 , M 2 , ••• , Mm) der Null kongruente Form der nam
lichen Ordnung ~ zusammensetzen liUlt, so ist die unendliche Zahlenreihe c1 , 

c2 , c3 , ••• von einem gewissen Element an eine arithmetische Reihe von der 
Ordnung v, wo 'V eine dem Modulsystem charakteristische Konstante be
zeichnet. Es folgt diese Tatsache aus dem Umstande, da13 gema13 der Be
deutung der in der zweiten Note eingefiihrten charakteristischen Funk
tion x(~) eines Modulsystems fiir geniigend gro13e Werte von~ jederzeit 

c~=xW 

wird. Rechnen wir nun alle diejenigen Modulsysteme, fiir welche jene Zahlen
reihen elementweise genau iibereinstimmen, zu der namlichen Klasse, so gilt 
fiir Modulsysteme mit zwei homogenen Veranderlichen :l1_, x 2 der folgende 
Satz, dessen Beweis auf den in der zweiten Note mit Hille des Theorems V 
gewonnenen Resultaten beruht: 

W enn zwei binare Modulsysteme der namlichen Klasse angehOren, so kann 
man stets von dem einen Modulsystem durch kontinuierliche Anderung der 
K oelfizienten der dasseZbe bestimmenden Formen zu dem anderen M odulsysteme 
gelangen, so da(J die Klasse der bei dem tJbergange entstehenden M odulsysteme 
fortdauernd dieselbe bleibt*. 

Dieser Satz enthalt offenbar den Kern fiir eine auf Grund der dargelegten 
Prinzipien zu entwickelnde Theorie der binaren Modulsysteme. 

Konigsberg, den 30. Juni 1889. 

* Einen Beweis des Satzes hat HILBERT nie publiziert, jedoch ergibt er sich un
schwer aus der ausfiihrlichen Diskussion der binaren Formenmoduln in der Arbeit 16 
S. 239-240 [Anm. d. Hrgb.]. 



16. Dber die Theorie der algebraischen Form en\ 
[Mathern. Annalen Bd. 36, S. 473-534 (1890).] 

I. Die Endlichkeit der Formen in einem beliebigen Formensysteme. 

Unter einer algebraischen Form verstehen wir in iiblicher Weise eine gauze 
rationale homogene Funktion von gewissen V eranderlichen, und die Koeffi
zienten der Form denken wir uns als Zahlen eines bestimmten Rationalitats
bereiches. Ist dann durch irgend ein Gesetz ein System von unbegrenzt vielen 
Formen von beliebigen Ordnungen in den Verii.nderlichen vorgelegt, so ent
steht die Frage, ob es stets mi:iglich ist, aus diesem Formensysteme eine end
liche Zahl von Formen derart auszuwahlen, daB jede andere Form des Systems 
durch lineare Kombination jener ausgewahlten Formen erhalten werden kann, 
d. h. ob eine jede Form des Systems sich in die Gestalt 

F =A1F1 +A2F2 + · · · +AmFm 

bringen lii.Bt, wo F1 , F 2 , ••• , F m bestimmt ausgewlihlte Form en des gegebenen 
Systems und A1 , A2 , ••• , Am irgendwelche, dem niimlichen Rationalitats
bereiche angehi:irige Formen der Veranderlichen sind. Um diese Frage zu 
entscheiden, beweisen wir zuniichst das folgende fiir unsere weiteren Unter
suchungen grundlegende Theorem: 

Theorem I. Ist irgend eine nicht abbrechende Reihe von Formen der n Ver
iinderlichen~,x2, ... ,xn vorgelegt, etwa F1 ,F2 ,F3 , .•• , so gibt es stets eine 
Zahl m von der Art, da/3 eine jede Form jener Reihe sich in die Gestalt 

F =A1F1 +A2F2 + · · · +AmFm 

bringen laf3t, wo A1 , A2 , •• • , A., geeignete Formen der niimlichen n Veriinder
lichen sind. 

Die Ordnungen der eii:lzelnen Formen der vorgelegten Reihe sowie ihre 
Koeffizienten unterliegen keinerlei Beschrankungen. Denken wir uns die 
letzteren als Zahlen eines bestimmten Rationalitatsbereiches, so diirfen wir 
annehmen, daB die Koeffizienten der Form en A1 , A2 , ••• , A.,. dem namlichen 

1 Vgl. die vorlaufigen Mitteilungen des Verfassers: ,Zur Theorie der algebraischen 
Gebilde", Nachr. Ges. Wiss. Gottingen 1888 (erste Note) und 1889 (zweite und dritte 
Note). Dieser Band Abh. 13.bis 15. 
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Rationalitatsbereiche angehoren. Was die Ordnungen der FormenA1 , A2 , ••• , Am 
betri££t, so miissen dieselben jedenfalls der Bedingung geniigen, daB der mit 
Hilfe dieser Formen gebildete Ausdruck 

AlFl + A2F2 + ... +AmFm 

wieder eine homogene Funktion der n V eranderlichen darstellt, und es sei 
hier zugleich auch fiir die femeren Entwicklungen bemerkt, daB in allen 
Fallen, wo es sich um eine additive V ereinigung oder lineare Kombination 
mehrerer Formen handelt, die Ordnungen der Formen so zu wahlen sind, 
daB die Homogenitiit der entstehenden Ausdriicke gewahrt blcibt. 

In dem einfachsten Faile n = 1 besteht eine jede Form der vorgelegten 
Reihe nur aus einem einzigen Gliede von der Gestalt exT, wo c cine Konstante 
bedeutet. Es sei in der vorgelegten Reihe £1. x!' die erste Form, fiir welche 
der Koeffizient £1. von Null verschieden ist. Wir suchen nun die nachste auf 
diese Form folgende Form der Reihe, deren Ordnung kleiner ist als r1 ; diese 
Form sci c2 xT• und es ist dann wiederum die nachste auf letztere Form 
folgende Form der Reihe zu bestimmen, deren Ordnung kleiner ist als r 2 ; 

diese Form sei c3xr•. Fahren wir in solcher Weise fort, so gelangen wir jeden
falls spatestens nach r1 Schritten zu einer Form F m der vorgelegten Reihe, auf 
welche keine Form von niederer Ordnung mehr folgt, und da mithin eine jede 
Form der Reihe durch diese Form F m teilbar ist, so ist m eine Zahl von der 
Beschaffenheit, wie sie unser Theorem verlangt. 

Auch fiir den Fall n = 2 laBt sich unser Theorem I auf entsprechendem 
Wege ohne Schwierigkeit beweisen. Es geniige die folgende kurze Andeutung 
dieses Beweises. W enn die binaren Form en der vorgelegten Formenreihe 
samtlich die namliche binare Form als gemeinsamen Faktor enthalten, so 
schaffen wir zunachst diesen Faktor durch Division fort. Es ist sodann stets 
moglich, aus den Formen der erhaltenen Reihe durch lineare Kombination 
zwei binare Formen G und H zu bilden, welche keinen gemeinsamen Faktor 
besitzen. 1st dies geschehen, so laBt sich jede beliebige binare Form F, deren 
Ordnung nicht kleiner ist als die Summe r der Ordnungen der Formen G und H 
in die Gestalt 

F=AG+ BH 

bringen, wo A und B geeignet zu bestimmende Formen sind. lm besonderen 
ist daher auch jede in der Reihe enthaltene Form, deren Ordnung die Zahl r 
erreicht oder iibersteigt, einer linearen Kombination der Formen G und H 
gleich. Was endlich die Formen der Reihe anbetrifft, deren Ordnungen kleiner 
als die Zahl r sind, so kann man unter diesen jedenfalls eine endliche Anzahl 
derart auswahlen, daB aile anderen Formen der Reihe linearen Kombinationen 
der ausgewahlten Formen gleich sind. 
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Will man in ahnlicher Weise unser Theorem I fiir den Fall ternarer Formen 
beweisen, so wiirde vor allem der Noethersche Fundamentalsatz1 von den 
Bedingungen der Darstellbarkeit einer ternaren Form durch zwei gegebene 
Formen anzuwenden sein, und hierbei ware dann eine sorgfii.ltige Untersuchung 
aller moglichen Ausartungen des durch Nullsetzen der heiden gegebenen 
Fortnen definierten W ertesystems erforderlich. Da die durch diesen Umstand 
bedingten Schwierigkeiten mit der Zahl n der V eranderlichen immer starker 
zunehmen, so schlagen wir zum Beweise des Theorems einen anderen Weg ein, 
indem wir allgemein zeigen, wie sich der Fall der Formen von n Verander
lichen auf den Fall von n - 1 Veranderlichen zuriickfiihren laBt. 

Es sei F1 , F2 , F3 , ••• die gegebene Reihe von Formen der n Verander
lichen ~, x2 , ••• , Xn und F1 sei eine nicht identisch verschwindende Form 
von der Ordnung r. Wir bestimmen dann zunachst eine lineare Substitution 
der Veranderlichen :11., x2 , •• • , xn, welche eine von Null verschiedene Deter
minante besitzt und auBerdem die Form F1 in eine Form G1 der Verander
lichen y1 , y2 , ••• , Yn derart iiberfiihrt, daB der Koeffizient von y~ in der 
Form G1 einen von Null verschiedenen Wert annimmt. Vermoge der namlichen 
linearen Substitution mogen die Formen F2 , F3 , ••• beziehungsweise in 
G2 , G3 , .•. iibergehen. Betrachten wir nun eine Relation von der Gestalt 

G.= B1 G1 + B2 G2 + · · · + Bm Gm, 

wo 8 irgend einen Index bezeichnet und B1 , B2 , ••• , Bm Formen der Ver
anderlichen y1 , y2 , ••• , y n sind, so geht diesel be vermoge der umgekehrten 
linearen Substitution in eine Relation von der Gestalt 

F. = A1 F1 + A 2 F 2 + · · , +Am F m 

tiber, wo A1 , A2 , ••. , Am Form en der urspriinglichen Veranderlichen :11., 
~ •... , xn sind. Es folgt daher unser Theorem I fiir die urspriinglich vor
gelegte Formenreihe F1 , F2 , F3 , • •• , so bald der Beweis des Theorems fiir die 
Formenreihe G11 G2 , G3 , •• • gelungen ist. 

Da der Koef£izient von y~ in G1 einen von Null verschiedenen Wert besitzt, 
so la.Bt sich der Grad einer jeden Form G. der gegebenen Reihe in bezug auf 
die Veranderliche Yn dadurch unter die Zahl r herabdriicken, da.B man G1 mit 
einer geeigneten Form B. multipliziert und das erhaltene Produkt von G, 
subtrahiert. Wir setzen dementsprechend fiir beliebige Indices 8 

G, = B. Gt + Yst y!';1 + Ys2 Y::-2 + · · · + Ysr, 

WO B. eine Form der n Veranderlichen Yt• Y2• ... , Yn ist, wahrend die Formen 
g,1 , g,2 , ••• , 9sr nur die n - 1 Veranderlichen y1 , y2 , •.. , Yn-l enthalten. 

1 Vgl. M. NoETHER: Math. Ann. Bd. 6 8. 351 und Bd. 30 S. 410, sowie A. Voss: Math. 
Ann. Bd. 27 S. 527 und L. STlCKELBERGER : Math. Ann. Bd. 30 S. 401. 
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Wir nehmen nun an, daB unser Theorem I fiir Reihen von Formen mit 
n -· l V eranderlichen bereits bewiesen ist und wenden dassel be auf die Form en
reihe g11 , g21 , g31 , • . . an. Zufolge des Theorems I gibt es dann eine Zahl p 
von der Art, daB fiir jeden Wert von 8 eine Relation von der Gestalt 

Ysl = bslYll + bs2Y21 + · · · + b.,.gul = l.(gu, Y21> • • ., g,.l) 

besteht, wo bs1' bs2' . 0 0' b 8 I' Form en der n - l v eranderlichen Yl' Y2' 0 • 0' y n-1 
sind. Wir bilden nun die Formen 

YW =g., -l.(glt• Y2t• · · ., Y~'e) 

woraus sich insbesondere fiir t = l 

g~li = 0 

(t = l, 2, ... , r), (1) 

ergibt. Wir nehmen hierauf -w-iederum das Theorem I fiir den Fall von n- l 
Veranderlichen in Anspruch, indem wir dasselbe auf die Formenreihe 
gi~, g~~' g~~' . .. anwenden. Zufolge dieses Theorems gibt es dann eine Zahlp11> 

von der Art, daB fiir jeden Wert von 8 eine Relation von der Gestalt 

g~~ = bW_ gm + b~~ gw + ... + b~~:~.) Y~1~L 2 = w> <gm, g~~, ... , g~~l,2) 
besteht, wo b~IJ., b~~' .. . , b~~ 1 ,, Formen der n- l Veranderlichen y1 , y2 , ••• , 

Yn-1 sind. Wir setzen nun 

<2> <1> 1p> ( <1> <1> <1> ) Y8t = Yst - 8 glt 'Y2t ' · · ·' g,,!t)t (t = 1, 2, ... , r), (2) 

woraus sich insbesondere fi.ir t = 1, 2 

g~~ = 0' g~2J = 0 

ergibt. Die Anwendung des Theorems I auf die Formenreihe YiW, g~W. g~W, ... 
fiihrt zu der Relation 

(2) - l(2) ( (2) (2) (2) } 
9sa - s 913 'fhs ' · · ·' 91,!2)3 ' 

und setzen wir dann 

<3> <2> z<2> ( <2> <2> <2> > 9st = 9st- s glt,g2t• • • ., Yp.!2 lt (t = 1, 2, ... , r), (3) 

so folgt insbesondere 

g~lj! = 0, g~~ = 0, g~8:i = 0, 

Nach wiederholter Anwendung dieses Verfahrens ergeben sich die Relationen 

g(r-1) = g<r-2)- z<r-2)(g<r-2) g<r-2) . g<•(-22)) ) (t = l, 2, •.. 'r)' (4) 8t st 8 1t ' 2t ' • • •' I' r- t 

g1'11) = 0, g1'21) = 0, 0 0 0' g<:";!i = 0' 

und schlieBlich erhalt man 

(r-1) -- z<r-1) ( (r-1) _..<r-1) (r-1) ) 
g., - s 91r ''o!2r ' • · ·' g,,(r-I)r ' 

woraus 

0 - g<r-1)- z<r-l>(g<r-1) g<r-1) g!r-l) ) 
- st R It ' 2t ' • • •' .u("-1>t (t = l, 2, •.. , r) (5) 
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folgt. Durch Addition der Gleichungen (1), (2), (3), ... , (4), (5) ergibt sich 

g.t = l,(gw gzt> ... , gl't) + W>MV, g~V, . . ·, g~~~~~) + · · · 
+ l(r-1)( (r-1) (r-1) (r-1) ) 

s flu ' 'lzt ' · · ·' gl,c•-•Jt (t = 1, 2, ... , r). 

Auf der rechten Seite dieser Forme! konnen wir die Formen 
(1) (1) (1) (r-1) (r-1) (r-1) 

g1t' g2,' ... ' 'JpCllt> ••• 'Ytt 'g2t ' ... 'gp(r-l)t 

infolge wiederholter Anwendung der Gleichungen (1), (2), (3), ... , (4) durch 
lineare Kombinationen der Formen glt, g21 , • •• , 'lmt ersetzen, wo m die 
grollte von den Zahlen f-t, t-t<1> , ••• , t-t<r-I> bezeichnet. Wir erhalten auf diese 
Weise aus der letzteren Forme! ein Gleichungssystem von der Gestalt 

'lst = cBlgll+ c,2g21 + ... + c,mgmt= k.(glt, 'lu· .. . ,gmt) (t = 1,2, ... ,r), 

wo c,1, c,2, . . . , C8 m wiederum Formen der n- 1 Veranderlichen y1,y2, ... ,yn-l 

sind. Multiplizieren wir die Ietztere Forme! mit y~-t und addieren . die daraus 
fiir t = I , 2, .. . , r entstehenden Gleichungen, so folgt wegen 

g,t y"';t + 'ls2 y"';2 + ... + gsr = G. - B. G1 
die Gleichung 

G,- B. Gl = k,(G1 - Bl G1 , G2- B 2 G1 , .•. , Gm- Bm Gl), 

oder, wenn 0. eine Form der n Veranderlichen y1 , y2 , .•. , y,. bezeichnet 

G, = 0, G1 + k,(G1 , G2, . .. , Gm) = L.(G1 , G2 , ••• , Gm), 

d. h. die Zahl m ist fiir die Formenreihe G1 , G2 , G3 , ••• und folglich auch fiir 
die urspriinglich vorgelegte Formenreihe F1 , F2 , F3 , ••• eine solche Zahl, wie 
sie Theorem I verlangt. Somit gilt unser Theorem I fiir den Fall von n Veriin
derlichen unter der Annahme, daB dasselbe fiir Formen von n - I Verander
lichen bewiesen is t. Da das Theorem I fiir eine Reihe von Formen einer 
homogenen Veranderlichen oben bereits als richtig erkannt wurde, so gilt 
dasselbe allgemein. 

Vermoge des Theorems I laBt sich vor allem diejenige Frage allgemein 
beantworten, welche zu Anfang dieser Arbeit angeregt wurde. Es sei namlich 
ein beliebiges System von unbegrenzt vielen Formen der n V eranderlichen 
x1 , ~ •.•. , x,. gegeben, wobei es freigestellt ist, ob diese Formen sich in eine 
Reihe ordnen lassen oder in nicht abzahlbarer Menge vorhanden sind. Urn 
ein solches Formensystem festzulegen, denke man sich ein Gesetz gegeben, 
vermoge dessen ausnahmslos fiir eine jede beliebig angenommene Form ent
schieden werden kann, ob sie zu dem Systeme gehoren soil oder nicht. Wir 
nehmen nun an, es sei nicht moglich, aus dem gegebenen Formensystem 
eine endliche Zahl von Formen derart auszuwiihlen, daB jede andere Form 
des Systems durch lineare Kombination jener ausgewahlten Formen erhalten 
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werden kann. Dann wahlen wir nach Willkiir aus dem System eine nicht 
identisch verschwindende Form a us und be.zeichnen dieselbe mit F1 ; ferner 
moge F2 eine Form des Systems sein, welche nicht einem Produkte von der 
Gestalt .A1F1 gleich ist, wo .A1 eine beliebige Form der n Veranderlichen 
x1 , x2 , •• • , Xn bedeutet; F 3 sei eine Form des Systems, welche sich nicht in 
die Gestalt .A1 F1 + A2F2 bringen liiJ3t, wo .A1 und A2 wiederum Formen in 
x1 , x2 , ••• , Xn sind. Entsprechend sei F 4 eine Form des Systems, welche sich 
nicht in die Gestalt A1F1 + A2F2 + A3F3 bringen laBt, und wenn wir in dieser 
Weise fortfahren, so gewinnen wir eine Formenreihe F1 , F2 , F3 , •• • , welche 
zufolge der gemachten Annahme im Endlichen nicht abbrechen kann und in 
welcher trotzdem keine Form durch lineare Kombination der vorhergehenden 
Formen erhalten werden kann. Dieses Ergebnis widerspricht unserem Theo
rem I, und da somit die "vorhin gemachte Annahme unzulassig ist, so erhalten 
wir den Satz: 

Aus einem jeden beliebig gegebenen Formensysteme laPt sick stets eine 
endlicke Zakl von Formen derart auswiiklen, daP jede andere Form des 
Systems durck lineare Kombination 1"ener ausgewiiklten Formen erkalten wer
den kann. 

Wir betrachten insbesondere solche Formensysteme, denen die Eigen
schaft zukommt, daB jedes Produkt einer Form des Systems mit einer be
liebigen anderen, nicht notwendig zum System gehorigen Form sowie jede in 
den Veranderlichen :11_, x2 , ••• , xn homogene Summe von solchen Produkten, 
d. h. jede lineare Kombination von Formen des Systems wiederum dem 
Systeme angehort. Ein solches System von unbegrenzt vielen Formen heiBt 
ein Modul und somit lehnen diese Auseinandersetzungen, soweit sie spaterhin 
die Theorie der Moduln betreffen, an diejenige Bezeichnungsweise und Be
griffsbestimmung an, welche L. KRONECKER in der von ihm begrlindeten und 
neuerdings systematisch ausgebildeten Theorie der Modulsysteme 1 anwendet. 
Doch ist hervorzuheben, daB zum Unterschiede von den von L. KRONECKER 
behandelten Fragen bei unseren Untersuchungen, vor allem in Abschnitt III 
und IV dieser Arbeit, die Homogenitiit der Funktionen des Moduls eine 
wesentliche und notwendige Voraussetzung bildet. Sprechen wir den vorhin 
bewiesenen Satz insbesondere fur einen Modul aus, so erhalten wir unmittel
bar den folgenden Satz: 

Aus den Formen eines beliebigen Moduls liiPt sick stets eine endliche .Anzakl 
von Formen derart auswiihlen, daP jede andere Form des Moduls durch lineare 
Kombination jener ausgewiiklien Formen erhalten werden kann. 

1 Vgl. L. KRONECKER: Crelles J. Bd. 92 S. 1-122; Bd. 93 S. 365-366; Bd. 99 
S. 329-371; Bd. 100 S. 490-510; Berl. Sitzgsber. 1888 S. 429---438, 447---465, 557-578, 
595-612, 983-1016; und ferner R. DEDEKIND u. H. WEBER: Crelles J. Bd. 92 S. 181-290 
sowie J. MoLK: Acta mathematica Bd. 6 S. 50--165. 
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Urn ffu diesen Satz ein anschauliches Beispiel zu gewinnen, nehmen wir 
eine algebraische Raumkurve als gegeben an und £ragen nach dem vollen 
Systeme der diese Raumkurve enthaltenden algebraischen Flachen. Da die 
linken Seiten der Gleichungen dieser Flach en quaternare Formen sind, welche 
durch lineare Kombination Formen des namlichen Systems ergeben, so bilden 
diese Formen einen Modul, und der obige Satz erhalt mithin fiir diesen be
sonderen Fall die folgende Deutung: 

Durch eine gegebene algebraische Raumkurve lii{Jt sich eine endliche Zahl m 
von Fliichen 

F1=0, F2 =0, ... ,Fm=0 

hindurchkgen derart, da{J jede andere die K urve enthaltende algebraische Fliiche 
durch eine Gleichung von der Gestalt 

A1F1 +A2F2 + · · · +AmFm = 0 

dargestellt werden kann, wo unter A1 , A2 , .•• , Am quaterniire Formen zu ver
stehen sind1• 

Beispielsweise sei eine kubische Raumkurve durch die Gleichungen 

X1 = ~L 

x2 = ~u2, 

Xa = ~~ ~~. 

x4 = ~= 

(6) 

gegeben, wo zt, x2 , x3 , x4 die homogenen Koordinaten ihrer Punkte und ~1,~2 
die homogenen Parameter sind. Durch diese Raumkurve gehen die 3 Flachen 

hindurch, wo 
F1 = 0, F2 = 0, F 3 = 0 

F1 = x1x3 - x~, 

F2 = x2xa- xlx4, 

F3 = x2 x4 - x~ 

quadratische Formen bedeuten, von denen keine durch lineare Kombination 
der heiden anderen erhalten werden kann. Urn nun zu zeigen, da.B auch jede 
andere die Raumkurve enthaltende Flache sich durch eine Gleichung von 
der Gestalt 

A 1 F1 +A2F2 +A8 F 3 = 0 

darstellen laBt, nehmen wir an, es sei 

1 Die bier erledigte Frage nach der Endlichkeit der eine Raurnkurve enthaltenden 
Flachen wirft bereits G. SALMON in seinern Lehrbuche auf; vgl. Analytische Geornetrie 
des Raurnes, Teil II, S. 79. 
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eine Form, welche bei Anwendung der Substitution (6) identisch gleich Null 
wird. Mit Hilfe der Kongruenzen 

konnen wir setzen 

x1 x3 =x~, 
xlx,. = x2xa' 

x2x4 == x;, 

(Fl, F2, Fa), 
(Fl} F2, Fa), 

(Fl, F2, Fa) 

(7) 

worin 0 "' "•, 0 l.l., 0 1<•1<• wiederum gewisse Zahlenkoeffizienten bedeuten. 
AuBerdem darf angenommen werden, daB keiner der heiden Exponenten 
). 2 und .A.3 gleich Null ist, da entgegengesetztenfalls das betreffende Glied sich 
aus der zweiten Summe entweder in die erste oder in die dritte Summe hin
einziehen laBt. Wegen der Homogenitat der rechten Seite von (7) ist 

"1 + "2 = ~ + As = 1-'a + !-', 
und hieraus folgt 

3 "1 + 2 "2 > 2 ~ + As > 1-'a . 
Fiihren wir jetzt vermoge der Gleichungen (6) die Parameter , 1 , ' 2 in der 
rechten Seite von (7) ein, so erkennen wir, daB keines der so entstehenden 
Glieder 0 ~i' ~~· sich mit einem in der namlichen oder in einer anderen Summe 
entstehenden Gliede vereinigen kann, und da andererseits der Ausdruck auf 
der rechten Seite von (7) nach jener Substitution (6) verschwinden soli, so 
sind notwendigerweise die Koeffizienten 0 "' ... , 0 "• .<,, CP•I'• samtlich gleich 
Null. Aus der Kongruenz (7) erhalten wir somit 

F == 0 (F1 , F 2 , F 3) 

oder 
F=A1 F1 +A2F2 +A3 F 3 • 

Eine anderweitige V erwendung finden unsere allgemeinen Entwicklungen 
in der Theorie der Gleichungen, wenn man nach denjenigen ganzen homo
genen Funktionen der Koeffizienten einer Gleichung fragt, welche ver
schwinden, sobald die Gleichung eine gewisse Anzahl vielfacher Wurzeln be
sitzt. Da das System aller dieser Funhionen einen Modul bildet, so erhalten 
wir den Satz: 

Es gibt eine endliche Anzahl von ganzen homogenen Funktionen der Koe//i
zienten einer algebraischen Gleichung, welclte verschwinden, sobald die Gleichung 
eine gegebene Zahl vielfacher W urzeln erhiilt und aus welchen sich eine jede 
andere ganze Funktion von derselben Eigenschaft in linearer Weise zusammen
setzen liiPt. 

Sollen beispielsweise aile diejenigen homogenen Funktionen der Koeffi
zienten x1, x2, x3, x,, x5 der binaren Form 4. Ordnung 

qJ = x1 ~t + 4x2 ~j ~2 + 6x3 ~i ~~ + 4x4 ~1 ~~ + x5 ~~ 
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angegeben werden, welche verschwinden, sobald die Form ({I eine voile 4. Potenz 
wird, so bedarf es dazu der folgenden 6 quadratischen Formen 

F 1 = x1 x8 - x~, 

F2 = xlx4- x2xa, 

F s = xl Xs - x2 x4 ' 

F4 = x1 x5 - x~, 

Fs = x2x5- XaX4' 

Fs = Xa Xs - xi' 

und man iiberzeugt sich ohne Schwierigkeit auf dem entsprechenden W ege 
wie vorhin, daB jede andere Funktion F von der verlangten Eigenschaft in 
die Gestalt 

gebracht werden kann, wo A1, A.2, ... , A6 homogene Funktionen von 
x1 , x2 , x8 , x4 , x6 sind. 

Will man zweitens alle diejenigen homogenen Funktionen der Koeffizienten 
von p angeben, welche verschwinden, sobald die binare Form p ein valles 
Quadrat wird, so ist es notig, die folgenden 7 Funktionen zu bilden: 

F 1 = x~x4 - 3x1 x2 x3 + 2x~, 
F2 = xrx6 + 2x1 x2 x4 - 9x1 x~ + 6x~x3 , 

F 3 = x1 x2 x5 - 3x1 x3 x4 + 2x~x4 , 

F 4 = x1 x~ - x~ :Jj5 , 

F5 = x1 x4 x5 - 3x2 x 3 x5 + 2x2 xL 

F6 = x1 xg + 2x2 x4 x5 - 9x~x5 + 6x3 x~, 

F 7 = x2 xg - 3x3 x4 x5 + 2x~. 
Diese 7 Funktionen stirnmen im wesentlichen iiberein mit den Koeffizienten 
der Kovariante 6. Ordnung und 3. Grades von ([1, und hieraus la13t sich durch 
ein invariantentheoretisches Schhillverfahren zeigen, daB jede andere homo
gene Funktion von der verlangten Eigenschaft in die Gestalt 

A.lFl + AzF2 + ... + A?F? 

gebracht werden kann, wo A.1, A2, ... , A1 wiederum homogene Funktionen 
sind. 

Von allgemeinerer Natur und iiberdies von prinzipieller Bedeutung ffu 
die spaterhin folgenden Untersuchungen ist der folgende Satz: 



208 "Uber die Theorie der algebraischen Formen. 

SindF1 , F 2 , ••• , F m<'> gegebeneFormender n Veranderlichen X]_, x2 , ••. , xn, 
so existiert stets eine endliche Zahl m<2> von Formensystemen 

X 1 = X 11 , X 2 = X 21 , ... , Xm<'> = Xm<'>I, 

X 1 = X 12 , X 2 = X 22 , ..• , Xm<'> = Xm<'> 2 , 

welche samtlich die Gleichung 

F1 X 1 + F 2X 2 + · · · + Fm<uXm<•> = 0 

identisch befriedigen und durch welche 1"edes andere jener Gleichung genugende 
Formensystem in der Gestalt 

Xl = AlXn 

X2 = A1X21 

+ • • • + Am<•>XIm<•>, 

+ · · · + Am<•> X 2m<•>, 

ausgedruckt werden kann, wo A1 , A2 , ••• , Am<u ebenfalls Formen der Ver
anderlichen X]_, X2, ••• , Xn sind. 

Der Beweis dieses Satzes beruht auf unseren allgemeinen Entwick
lungen iiber die Endlichkeit der Formen eines beliebigen Systems. Es set 
XI, X2, ••. , xm(l) irgendein Losungssystem der vorgelegten Gleichung 

FlXl + F2 x2 + ... + Fm(l)Xm(I) = 0' 

und in jedem solchen Losungssysteme werde insbesondere die letzte Form xm(I) 
ins Auge gefa.6t. Auf Grund unserer friiheren allgemeinen Satze ist es dann 
moglich, aus der Gesamtheit dieser Formen Xm<•> eine endliche Zahll' von 
Formen xm(l)I> xm(l)2> •.. , xm(I)~, derart auszuwahlen, dal3 jede andere 
solche Form in die Gestalt 

Xm(Il = AJ.XmUil + A2Xm(Il2 + • • · + A~Xm<'ll" 
gebracht werden kann. Bilden wir nun die Formen 

XI= X,- Al.Xn- A2X12 - ···-A~ X,.., 

woraus sich insbesondere fiir t = m<1> 

x~.<,,= o 

(t = 1, 2, ... , m<I>), 

ergibt, so erkennen wir' da.6 jeder Losung XI' x2' ... ' xm(l) der urspriinglich 
vorgelegten Gleichung eine Losung X~, X~, ... , X~<•>- 1 der Gleichung 

FIXi + F2X2 + · · · + Fm(l)-1X;,.<,>-1 = 0 

entspricht, und es la.6t sich offenbar auch umgekehrt jede Losung der ur-
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spriinglich vorgelegten Gleichung durch Kombination aus den p, Losungs
systemen 

(s=1,2 , ... ,p,) 

und aus einem Losungssystem der eben erhaltenen Gleichung zusammen
setzen. Die letztere Gleichung enthiiJt aber nur m<U - 1 zu bestimmende 
Formen, und wenn folglich der oben ausgesprochene Satz fiir eine solche 
Gleichung als richtig angenommen wird, so ist derselbe auch fiir die vor
gelegte Gleichung bewiesen. Nun gilt unser Satz fiir mill = 1, da die diesem 
Faile entsprechende Gleichung 

F1 X1 = 0 

offenbar gar keine Losung besitzt, und damit ist der Beweis allgemein er
bracht. 

Als Beispiel diene die Gleichung 

(xlx8- ~) xl + (XzXa- xlx,)X2 + (~ x,- ~) Xa = 0, 

wo als Koeffizienten die nli.mlichen 3 quadratischen Formen auftreten, auf 
welche wir oben bei Behandlung der kubischen Raumkurve gefiihrt wurden. 
Wir erkennen Ieicht, da.6 aus den heiden Losungssystemen 

X1=Xa, X2=Xz, Xa=Xt, 

xl = x,, x2 = Xa, Xa = Xz 

sich jedes andere Losungssystem jener Gleichung zusammensetzen lii.Bt. 
Denn bezeichnet X1 , X2 , X3 irgend ein Losungssystem, so kann man zu
nachst mit Hilfe des ersteren der heiden Losungssysteme aile diejenigen 
Glieder in der Form xl wegschaffen, welche Xa als Faktor enthalten, und hier
au£ lassen sich mit Hilfe des zweiten Losungssystems aile mit x4 multiplizierten 
Glieder in X1 beseitigen, so da.B in dem nun entstandenen Losungssysteme 
X~' x;' x; die Form X~ von Xa und x, unabhangig ist. Setzen wir jetzt in 
der identisch erfiillten Relation 

(Xtx3 - x~) X!+ (x2 x3 - x1 x4) X2 + (x2 x,- x:) X3 = 0 

x8 = 0 und x, = 0 ein, so ergibt sich X~= 0, und hieraus folgt dann 

X2 = .A(x2 x4 - xi), X3 =.A (x1 x4 - x2 x3), 

wo .A eine beliebige Form der v eranderlichen Xt' Xz' Xa' x, bedeutet. Auch das 
so erhaltene Losungssystem ist eine Kombination jener heiden vorhin an
gegebenen Losungssysteme, wie man erkennt, wenn man das erstere Losungs
system mit .Ax,, das zweite mit - .A x3 multipliziert und dann die entsprechen
den Formen addiert. 

Als zweites Beispiel wahlen wir die Gleichung 

F1 X 1 + F2 X2 + · · · + F6 X 8 = 0, 
RUbert, Geaammelte Abbandlungen. Bd. n. 14 
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wo F1, F2 , • •• , F6 die oben angegebenen 6 quadratischen Formen der 5 Ver
anderlichen ~. x2, Xa, x4, Xs bedeuten. Man erhalt die folgenden 8 Losungen: 

Xl = Xa, x2 =-x2, Xa =-xl, X4= xl, X 5 = 0 ' Xs= 0 
' 

xl = x4, X2 =-Xa, Xa =-Xz, X4= x2 , X5 =0 ' Xs= 0 
' 

Xl = Xs, X2= 0 
' Xa =-Xa, X4= 0 

' Xs = x2, Xs= 0 
' 

X1 = 0 ' X2= Xa, Xa= 0 
' X4 =-Xz, Xs = xl, Xs= 0 

' 
X1 = 0 ' X2= x4, Xa = -xa, X4= 0 X5 =0 ' Xs= xl, 
XI= 0 ' X2= Xs, Xa =-x4, X4= 0 X 5=0 , Xs= x2, 
X1 = o ' X2= 0 

' Xa= x4, x4 = -x4 , Xs = Xa, Xs =-x2 , 
X1 = 0 ' X2= 0 ' Xa= Xs, X4=-Xs, x6 = x4, Xs =-Xa, 

und man zeigt dann in derselben Weise wie in ersterem Beispiele, dal3 jede 
andere Losung durch Kombination aus diesen erhalten werden kann. 

Wir haben vorhin die Endlichkeit des vollen Systems von Losungen fiir 
den Fall bewiesen, dal3 es sich urn eine einzige Gleichung handelt. Aber die 
dort benutzte Schlul3weise iibertragt sich unmittelbar auf den Fall, in welchem 
mehrere Gleichungen von der in Rede stehenden Art gleichzeitig zu be
friedigen sind. Wir sprechen daher den allgemeineren Satz a us: 

W enn ein System von m Gleichungen 

FnX1 +F12 X2 + · ·. +Ftm''lXmc'I=O (t= 1,2, ... ,m) 

vorgelegt ist, in welchem die Koeffizienten Fn, Ft2 , ••• , Ftmc,1 gegebene Formen 
von n Veranderlichen ttnd xl' x2' .. 0' xm(I) m<l) Ztl bestimmende Formen sind, 
so besitzt dasselbe stets eine endliche Zahl m<2> von LOsungssystemen 

(s = 1, 2, . .. , m<2>) 

derart, da{J 1'edes andere Losungssystem in die Gestalt . 

X 1 = A1 Xn + A2 X 12 + · · · + Am!•lXtmc•l (l = 1, 2, ... , m 11>) 

gebracht werden kann, wo A1 , A2 , •• • , Am1• 1 ebenfalls Formen der n Verander
lichen sind1. 

II. Die Endlichkeit der Formen mit ganzzahligen Koeffizienten. 
Die samtlichen bisher abgeleiteten Satze beruhen wesentlich auf dem 

Theoreme I des vorigen Abschnittes. Wahrend wir dort die in den Formen 
auftretenden Koeffizienten als Zahlen eines beliebigen Rationalitii.tsbereiches 
annahmen, so wollen wir nunmehr den Fall in Betracht ziehen, dal3 dieselben 

1 Dieser Satz ist fiir eine nicht homogene Veranderliche von L. KRONECKER in 
seinem Beweise fiir die Endlichkeit des Systems der ganzen algebraischen GroJ3en einer 
Gattung zur Geltung gebracht; vgl. Crelles J. Bd. 92 S. 16. 
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durchweg ganze Zahlen sind. Dementsprechend laBt sich jenem Theoreme I 
eine weitergreifende Fassung geben, welche dasselbe auch fiir Anwendungen 
auf zahlentheoretische Untersuchungen geeignet macht und wie folgt lautet: 

Theorem II. Ist irgend eine nicht abbrechende Reihe von Formen 
F1 , F2 , F3 , ••• mit ganzzahligen Koelfizienten und von beliebigen Ordnungen 

in den n hom<Jgenen Veranderlichen 4., x2 , ••• , Xn vorgelegt, so gibt es stets eine 
Zahl m von der Art, da/J eine fede Form fener Reihe sick in die Gestalt 

F=A1F1+A2F2+ · · · +AmFm 

bringen lii/lt, WO Al, A2, ... ' Am ganzzahlige Formen der namlichen n Ver
anderlichen sind. 

Wie man sieht, wird hier zum Unterschiede von der friiheren Fassung 
des Theorems verlangt, daB in gleicher Weise wie die gegebenen Formen 
F1 , F2 , F3 , • • • auch die bei der Darstellung zu verwendenden Formen 
A1 , A2 , ••• , Am Formen mit ganzzahligen Koeffizienten sind. 

Die zum Beweise des Theorems I angewandte SchluBweise reicht zum Be
weise des Theorems II nicht mehr aus. Denn das friihere Verfahren beruht 
darauf, daB wir die Grade der Formen F 2 , F 3 , ••• in bezug auf die eine Ver
anderliche Xn durch geeignete Kombination mit der Form Fl unter die Ord
nung r von F 1 herabdrlickten. Sollen hierbei keine gebrochenen Zahlen ein
gefiihrt werden, so muB der Koeffizient von x~ in F 1 notwendig gleich der 
positiven oder negativen Einheit sein, was im allgemeinen nicht der Fall ist 
und auch durch lineare ganzzahlige Transformationen der Veranderlichen nicht 
immer erreicht werden kann. Es bedarf daher zum Beweise des Theorems II 
einer neuen SchluBweise, und durch diese gewinnen wir offenbar zugleich fiir 
Theorem I einen zweiten Beweis. 

Wir bezeichnen allgemein mit f. die von der V eranderlichen Xn freien 
Glieder der Form F s; sind dann alle Formen der unendlichen Reihe f 1 , f 2, f 3, •.• 

identisch Null, so setzen wir 
(s = l,2,3, ... ), 

im anderen Falle sei fa. die erste von Null verschiedene Form der Reihe / 1, / 2, 

f 3, ••• , ferner /p die erste Form derselben Reihe, welche nicht einem Produkte 
von der Gestalt aa.fa. gleich ist, worin aa. eine ganzzahlige Form der Verander
lichen Xv x 2, .. • , Xn_ 1 bedeutet; /1 sei die erste Form jener Reihe, welche sich 
nicht in die Gestalt a a. fa. + ap/p bringen laBt, wo a a. und ap wiederum ganzzahlige 
Formen von x1, x2, •• • , Xn-l sind, und in dieser Weise fahren wir fort. Ware 
nun unser Theorem II fiir den Fall von n - l homogenen V eranderlichen 
bereits bewiesen und beachten wir, daB in der gewonnenen Formenreihe Ia., /p, 
/ 7, ••• keine Form durch lineare Kombination aus den vorhergehenden Formen 
erhalten werden kann, so folgt, daB diese Formenreihe notwendig im End-

14* 
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lichen abbrechen mu13. Es sei demgemiiJl j._ die letzte Form dieser Reihe, so 
da13 stets 

(s=1,2,3, ... ) 

gesetzt werden kann, wo aas' ap8 , •• • , al.s ganzzahlige Formen von xv x 2, •• • , 

Xn-l sind. Bilden wir nun die Ausdriicke 

(s = 1, 2, 3, ... ), 

so sind dies Formen der n Veranderlichen Xv x 2, .. . , Xn, von denen jede die 
Veranderliche Xn als Faktor enthiilt. Wir bezeichnen allgemein mit xnf/' die
jenigen Glieder der Form F~1>, welche lediglich mit der ersten Potenz von Xn 

multipliziert sind und betrachten die Formen fl>, f21>, 1&1>, .•. der n- 1 Ver
anderlichen xl, x2, •• • , Xn-1· Verschwinden diese Formen samtlich, so 
setzen wir 

(s=1,2,3, ... ). 

Ist dagegen jede Form der Reihe fil', f21>, /~1 >, .•• eine lineare Kombination 
der Formen fa, /p, ... , fl. wie folgt 

/~1) = a~11fa + a~11/p + ... + ai~ 1~. = l~1'(fa, /p, ... ' t .. ) (s = 1, 2, 3, ... ), 

so setzen wir 
F<2>- F<1>- z<1>( F F F) 
•- • 8 Xn a'Xn fi>''''Xn 1. • 

In jedem anderen Faile sei ~~~L die erste nicht durch lineare Kombination aus 
fu., /p, .. . , f~. hervorgehende Form der Reihe fl_l>, /k1', /~1>, ••• , ferner sei 6~?, 
die erste Form dieser Reihe, welche keiner linearen Kombination der Formen 
fu., /p, .. . , /,., frJ?, gleich ist und entsprechend /~N1 die erste nicht durch lineare 
Kombination von fu., /p, .. . , f~., ~~11 , ~~~?, hervorgehende Form der namlichen 
Reihe. Die so entstehende Formenreihe fa, /p, .. . , /,., ~~~l,, 6~?,, fr~L ... 
bricht unter der vorhin gemachten Annahme notwendig im Endlichen ab, und 
wenn /W, die letzte Form der Reihe bezeichnet, so finden wir stets 

1<1> z<t> (I 1 1 1u> so> 1<1>) 
8 = 8 a' {J' • • • • I.' all I' I fllll' • • • ' ,4111 (s =~ 1, 2, 3, ... ), 

wo W' eine lineare homogene Funktion jener Formen bedeutet, deren Koeffi
zienten selber ganzzahlige Formen der n - 1 Veranderlichen x11 x2 , ••• , xn_1 

sind. Setzen wir daher 

F<2> F<1> z<1>( F F F F<J> FU> F<1>) 
8 = • - • xn rx' xn {I' ••• ' xn "' al11> f/111' ••• ' ).(11 ' 

so besitzen die so entstehenden Formen F~2> der n V eranderlichen x1 , x2 , ••• , 

Xn samtlich den Faktor x! . Wir bezeichnen demgema13 allgemein mit x! /~2' 
diejenigen Glieder der Form F~2>, welche lediglich mit der zweiten Potenz der 
Veranderlichen Xn multipliziert sind, und betrachten die Formen fi2', /k2', fs2>, ••. 
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der n - l v eranderlichen x1' x2' ... ' Xn-1. Sind diese Formen nicht samtlich 

Null oder lineare Kombinationen der Formen lex., ffJ, ... , fl, ~~~l, !Wu ... , /lH, 
so bezeichne /~7~, die erste nicht in dieser Weise durch lineare Kombination 

entstehende Form jener Reihe; desgleichen sei fp7l, die erste nicht durch 

lex., /fJ, ... , f., f,.~l,, 6~~~, ... , JlH,, f,.7~, linear darstellbare Form in derselben 
Reihe. Das in dieser Weise eingeleitete Verfahren mu.B wiederum nach einer 

endlichen Anzahl von Wiederholungen abbrechen, vorausgesetzt, da.B unser 

Theorem II fiir den Fall von n - l Veranderlichen richtig ist. Bezeichnet dem

gema.fl /l7~, die letzte durch jenes Verfahren sich ergebende Form, so wird stets 

f,2> = l~2'(fcx., /p •... , t., t~l,, 6~1,, ... , tm,, /~7~, /~1~, •... , ti7~,) (s = 1, 2, 3, ... ) , 

wo ~2> eine lineare homogene Funktion bedeutet, deren Koeffizienten selber 
ganzzahlige Formen von xv x2 , ••• , X 11 _ 1 sind. Setzen wir daher 

F<s> p<z> z<z>( zp zp zp p<t> p<t> p<t> 
a = ' - s Xn "'' Xn P' • • ., Xn ).> Xn cx.l'l' Xn P''''. • ., Xn ).Ill> 

F~7~,, F~7!,, .. . , Fl.7~,) (s = 1, 2, 3, ... ), 

so besitzen die so entstehenden Formen F~8> samtlich den Faktor x!. Wir be

zeichnen wiederum allgemein mit x! /~3> diejenigen Glieder der Form F~3>, 
welche mit keiner hoheren als der dritten Potenz von xn multipliziert sind und 

gelangen so zu einer Formenreihe Jl3>, /~3>, fs8>, ... , welche in entsprechender 
Weise einer weiteren Behandlung zu unterwerfen ist. Es ist klar, wie die fort

gesetzte Wiederholung des angegebenen V erfahrens zu der folgenden Formen
reihe fiihrt 

l(n) /(n) /(n) .tC.) j<•> j<•> 
"'<"I' p<n> • • • •' l<"l' I ix.<•>' pm • • • • ' ).<<J ' • • • • • • • ' 

won, 't', •.• gewisse ganze positive Zahlen bedeuten und keine der auftretenden 
Formen einer linearen Kombination der vorhergehenden Formen gleich ist. 

Infolge des letzteren Umstandes mu.B auch jene Reihe im Endlichen abbrechen, 

vorausgesetzt, da13 unser Theorem II fiir den Fall von n - 1 V eranderlichen 
richtig ist. Wir bezeichnen die letzte Form jener Reihe mit flfJ, und zeigen 

nun, daB jede Form in der urspriinglich vorgelegten Formenreihe F 1 , F 2 , F 3 , ••• 

einer linearen Kombination der Formen 

F<"> F<"> F<"'> F<•> F<•> F<•> F<"'> F<w> F<"'> 
aJ"l' p<T<)> • • •' ).<">• ex.<•» p<•» • • •, J.(r)> • • •, "'(W)' p<"'l' • • •, J.(W) (8) 

gleich wird. Ist namlich F. irgend eine Form der urspriinglich vorgelegten 

Formenreihe und r die Ordnung dieser Form in bezug auf die V eranderlichen 
x1 , x2 , ••• , Xm so betrachten wir die Gleichungen 

Fr+ 1) = F~·> - ~·>' 

F~> = F~•-t> _ z~r-t>, 

F~1> = F, - l,, 
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woW>, ~;- 1>, ... , l,lineare Kombinationen der eben vorhin angegebenen Formen 
(8) sind. Da ferner die Form 1/~r+ I) eine hom ogene Funktion von der Ordnung r 
ist und infolge ihrer Bildungsweise durch x~+I teilbar ist, so ist sie notwendig 
identisch gleich Null, und aus den obigen Gleichungen folgt, daB auchF, eine 
lineare Kombination der vorhin angegebenen Formen (8) ist. Diese Formen (8) 
ihrerseits sind nun aus den Formen 

durch lineare Kombination entstanden, und es ist daher offenbar m = ;.<ro> 
eine Zahl von der Beschaffenheit, wie sie unser Theorem II verlangt. Das 
Theorem II ist mithin fiir n Veranderliche bewiesen, unter der Voraussetzung, 
daB dassel be fur n - 1 V eranderliche gilt. 

Es bedarf jetzt noch des Nachweises, daB das Theorem II fiir Formen 
ohne Veranderliche, d. h. fiir eine nicht abbrechende Reihe von ganzen 
Zahlen e1 , e2 , c3 , ••• gilt. Urn diesen Nachweis zu fiihren, nehmen wir an, es 
sei c" die erste von Null verschiedene Zahl der Reihe; es sei ferner e". die nachste 
Zahl der Reihe, welche nicht durch e,. teilbar ist. Wir bestimmen dann den 
gro13ten gemeinsamen Teiler e11 p' der heiden Zahlen e" und e1,.; derselbe ist jeden
falls kleiner als der absolute Wert von c,.. Wenn es nun noch eine Zahl e,. .. in 
jener Reihe gibt, welche nicht durch c1, p' teilbar ist, so bestimmen wir den 
gr613ten gemeinsamen Teiler e1,,. 1,. der heiden Zahlen e11 ,.. und c,. .. , und es ist 
dann e11 ,.. ,. .. kleiner als e111, •• Au£ diese Weise ergibt sich die Zahlenreihe e1,, 

efl- 1,., cp,.• p", ... , in welcher jede Zahl kleiner ist als die vorhergehende. Eine 
solche Reihe bricht notwendig im Endlich en ab, und es sei eP p' • .. 1,<•l die letzte 
Zahl jener Reihe. Diese Zahl ist der gro13te gemeinsame Teiler der Zahlen e"', 
e1,., ••• , cp.<•l• und es lassen sich daher ganze positive oder negative Zahlen 
a, a', ... , a<"> derart finden, daB 

wird. Da andererseits j ede Zahl der urspriinglich vorgelegten Reihe e1 , e2 , c3 , .•. 

ein Vielfaches der Zahl e111, ••• • 1,<Kl ist, so wird m = p,'"l eine Zahl von der Be
schaffenheit, wie sie unser Theorem II verlangt. 

Aus dem eben bewiesenen Theoreme lassen sich ohne Schwierigkeit alle 
diejenigen Satze entwickeln, welche den in dem ersten Abschnitte a us Theorem I 
abgeleiteten Satzen entsprechen. Wir wollen jedoch in dieser Richtung die 
Untersuchung nicht fortfiihren, sondern uns im folgenden lediglich auf die 
Behandlung solcher Fragen beschranken, welche in den Wirkungskreis des 
Theorems I fallen. 
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III. Die Gleichungen zwischen den Form en beliebiger Formensysteme. 
Wir kniipfen an die Entwicklungen in Abschnitt I an und denken uns 

demgemaB im weiteren Verlaufe der Untersuchung die Koeffizienten der in 
Betracht kommenden Formen nicht speziell als ganze Zahlen, sondern als 
irgendwelche Zahlen eines beliebigen Rationalitatsbereiches. 

Ist der Modul (F 1, F 2 , .•• , F m<'>) vorgelegt, so erhalten wir alle iibrigen 
Formen dieses Moduls, d. h. alle nach demselben der Null kongruenten Formen, 
wenn wir den Ausdruck 

A 1 F1 + A 2 F 2 + · · · + Am<'>Fm<'> 

bilden und die Ordnungen der Formen A1 , A 2 , ••• , Am<'> so wahlen, daB die 
Produkte A1F 1 , A2F 2 , •.. , Am<oFmu> samtlich von der namlichen Ordnung 
in den V eranderlichen sind und ihre Summe folglich eine homogene Funktion 
darstellt. Es werden nun zwei verschiedene Formensysteme A 1 , A 2 , ••• , Am<'> 
und B1 , B2, ..• , Bm<'> die namliche Form des Moduls liefern, wenn 

A1 F 1 + A 2 F 2 + · · · + Amtt>Fm<'> = B1 F 1 + B2 F2 + · · · + Bmtt>Fm<'> 

oder 

wird, d. h.: wir erhalten aus dem Formensysteme A 1 , A 2 , ••. , Am<'> alle 
iibrigen zu der namlichen Form des Moduls fiihrenden Systeme B1 , B 2 , ••• , 

Bm<'>. mittels der Formeln 

B1 = A1 + X 1 , B2 = A 2 + X 2 , ••• , Bmt'> = Am<'> + Xm<'>, 

wo Xv X 2, ... , Xmt'> irgend ein Losungssystem der Gleichung 

F1 X 1 + F 2 X 2 + · · · + Fm<t>Xm<'> = 0 (9) 

bedeutet. Um daher eine griindlichere Einsicht in die Struktur des vorgelegten 
Moduls zu erhalten, ist eine Untersuchung der letzteren Gleichung notwendig, 
WO dann Fl, F2, ... , Fmtt) als die gegebenen Koeffizienten und Xl, x2, ••• , 

Xmu> als die gesuchten Formen zu betrachten sind. Nach den Entwicklungen 
in Abschnitt I besitzt eine solche Gleichung eme endliche Zahl m< 2l von 
Losungssystemen 

( s = 1 , 2, ... , m<2l) 

derart, daB jedes andere Losungssystem sich in die Gestalt 

X 1 = Ai1> Ffi> + A~1> F~1l + · · · + A~l., F~;!1 ., (t = 1, 2, ... , m<t>) (10) 

bringen laBt, wo A~1 >, A~1>, ... , A~l., Formen der namlichen Veranderlichen 
x1 , x2 , ••• , xn sind. U nter diesen m<2> Losungssystemen moge iiberdies 
keines vorhanden sein, welches aus den iibrigen durch lineare Kombi
nation erhalten werden kann. Verandern wir nun in den Formeln (10) 
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die Formen Ai1>, A~1>, •.. , A~l. 1 , so gelangen wir dadurch nicht immer 
notwendig zu einem anderen Losungssystem der Gleichung {9), es werden 
vielmehr zwei verschiedene Formensysteme Ai1>, A~1 >, ... , A~l.1 und Bi1>, 
B~1>, ... , B~l2l dann das niimliche Losungssystem X 1 , X 2 , •.• , Xmul lief ern, 
wenn 

Ai1> F~l£+A~1> F~~+ · · · +A~l.,F~~(.,=Bi1>F~l£+B~1> F~~+ · · · +B~I.~F~!!(•> 
(t = 1, 2, ... , m<1>) 

oder 

(Ail)- Bi1>) FW + (A~l)- B~1>) ~~ + ... + (A~?.)- B~?.,) Fl!l(O) = 0 
(t = 1, 2, ... , m<1>) 

wird, und auf diese Weise werden wir auf die Untersuchung des Gleichungs
systems 

FW Xi1> + F~~ X~1> + · · · + F~~!•> X},!l., = 0 (t = 1, 2, ... , m(l>) {11) 

gefiihrt, wo ~1£, F[~, .. . , F[:J!•> die gegebenen Koeffizienten und Xi1>, 
X~1>, •.• , X},!l., die zu bestimmenden Formen sind. Das erhaltene Gleichungs
system {11) heiBe das aus (9) ,abgeleitete Gleichungssystem". 

Es sei hier besonders hervorgehoben, daB bei der Bildung des abgeleiteten 
Gleichungssystems ein derartiges volles Formensystem zugrunde gelegt wird, 
in welchem keine Losung durch lineare Kombination der iibrigen Losun
gen erhalten werden kann. Die Zahl und die Ordnungen der Losungen eines 
solchen Losungssystems sind, wie man Ieicht erkennt, vollkommen bestimmte, 
und auch die in den Losungen auftretenden Formen sind im wesentlichen be
stimmte, insofern jedes andere Losungssystem von der namlichen Beschaffen
heit dadurch entsteht, daB man die Losungen des anfanglichen Systems mit 
anderen darin vorkommenden Losungen von gleichen oder niederen Ordnungen 
linear kombiniert. Zufolge dieses Umstandes ist auch das abgeleitete Glei
chungssystem durch das urspriingliche Gleichungssystem in entsprechendem 
Sinne ein bestimmtes. 

Die Koeffizienten des abgeleiteten Gleichungssystems bestehen, wie man 
sieht, aus den Formen der Losungssysteme der urspriinglichen Gleichung, und 
wir erhalten somit die zwischen den Losungen der urspriinglichen Gleichung (9) 
bestehenden Relationen durch Aufstellung der Losungen des abgeleiteten 
Gleichungssystems (11). Wir bestimmen demgemaB fiir das letztere das voile 
System von Losungen 

X <1> - F<2> x<l> - F<2> x<l> - F<2> ( 1 2 <s>) 1- ls• 2- 2,, ... , ml•l- m!•ls 8= ' , ... ,m 

derart, daB keine dieser Losungen durch lineare Kombination der iibrigen 
erhalten werden kann und iiberdies jedes andere Losunssystem die Gestalt 

X)1> = Ai2> F~i> + A~2> F~W + · · · + A~l.1 F~~~·~ (t = 1, 2, ... , m<2>) 
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· A<2> A<2> . A<2> • d 1 h F . d D 1 anrummt, wo 1 , 2 , ••• , ml•l 1rgen we c e ormen sm . er etztere 
Ansatz :fiihrt au£ das Gleichungssystem 

F~;> Xi2> + F~W X~2> + · · · + F~~1• 1 X~l.1 = 0 (t = 1, 2, ... , m<2>), (12) 

wo ~~, F~i>, ... , F~~1, 1 die gegebenen Koeffizienten und X~2>, X~2>, ..• , X~(.1 
die zu bestimmenden Formen sind. Dieses dritte G1eichungssystem (12) ist aus 
dem zweiten Gleichungssysteme (11) in der namlichen Weise abge1eitet wie 
das zweite G1eichungssystem aus der urspriinglichen G1eichung (9). Durch 
Fortsetzung des eben eingesch1agenen V erfahrens erhalten wir eine Kette von 
abgeleiteten Gleichungssystemen, in welcher stets die Zahl der zu bestimmen
den Formen irgend eines Gleichungssystems iibereinstimmt mit der Zahl der 
Gleichungen des darau£ folgenden Gleichungssystems. 

Zur einheitlicheren Darstellung der weiteren Untersuchungen ist es notig, 
an Stelle der einen urspriinglichen Gleichung {9) ein beliebiges Gleichungs
system von der Gestalt 

(t=1,2, ... ,m) (13) 

zu setzen. Die Anwendung des oben angegebenen Verfahrens gestaltet sich 
dann zu einer allgemeinen Theorie solcher Gleichungssysteme, deren Kern in 
dem folgenden Satze liegt: 

Theorem III. Ist ein Gleichungssystem von der Gestalt (13) vorgelegt, so 
fuhrt die Aufstellung der Relationen zwischen den LOsungen desselben zu einem 
zweiten Gleichungssysteme von der niimlichen Gestalt; a us dies em zweiten ab
geleiteten Gleichungssysteme entspringt in gleicher Weise ein drittes abgeleitetes 
Gleichungssystem. Das so begonnene Verfahren erreicht bei weiterer Fortsetzung 
stets ein Ende, und zwar ist spiitestens das n-te Gleichungssystem iener Kette ein 
solches, welches keine LOsung mehr besitzt. 

Der Beweis dieses Theorems ist nicht miihelos; er ergibt sich a us den folgen
den Schliissen. 

Unter den Gleichungen des vorgelegten Systems konnten einige eine Folge 
der iibrigen sein, indem sie von jedem Formensysteme befriedigt werden, 
welches diesen letzteren Gleichungen geniigt. Nehmen wir an, da.6 solche 
Gleichungen bereits ausgeschaltet sind, so ist, wenn iiberhaupt Losungen vor
handen sein sollen, notwendig die Zahl m der Gleichungen des Systems {13) 
kleiner als die Zahl mm der zu bestimmenden Formen, und au.6erdem sind 
die m-reihigen Determinanten 

Fl· Fl· ... Fl· I 11 'l: tm 

Di1i2• · ·im = · · • • • · • • • ' 
Fmit Fmio ' ' ' Fmim 

wo i 1 , i 2 , ••• , im irgend m von den Zahlen 1, 2, ... , m<1> bedeuten, nicht 
samtlich gleich Null. Es sei etwa D = D12 ... m eine nicht verschwindende Form 



218 tlber die Theorie der algebraischen Formen. 

von der Ordnung r, und zwar moge diese Determinante D so ausgewahlt sein, 
da13 die Ordnungen der iibrigen Determinanten in den v eranderlichen xl' Xz' 
... , x,. nicht gro13er als r sind. Wir denken uns au13erdem eine derartige 
homogene lineare Substitution der Veranderlichen x1 , x2 , ••• , xn ausgefiihrt, 
da13 dadurch der Koe££izient von x~ in D einenvon Null verschiedenen Wert 
erhalt. Das Gleichungssystem (13) besitzt offenbar folgende Losungen 

X 1 =Dm+I,z, .. . ,m• ... ,~Ym=DI,z, ... ,m-l,m+I>Xm+I=D,Xm+z=O, ... , Xm<ll=O, l 
.Yl =Dm+2,2, ... ,m• .. . , Xm=Dt,2, ... ,m-l,m+2• Xm+l =0, Xm+z=D, ... , Xm<o=O, (14) 

;l~;m<:,,2: ... :m: .. ·., ·X~~;l,z: ... ·.~I,~<•,: ~m~l~~' ~~+~~O,· .. ·.,~~<•l~~.r 
Ist nun eine Losung X 1 , X 2 , .•• , Xmul des Gleichungssystems (13) vorgelegt, 
so la.f3t sich durch Kombination mit der ersten Losung in (14) aus jenem 
Losungssystem X 1 , X 2 , ••• , Xm<•l ein anderes ableiten, in welchem an Stelle 
der Form Xm+ 1 eine Form steht, deren Grad in bezug auf die Veranderliche x,. 
kleiner ist, als die Ordnung r von D angibt, wahrend die Formen Xm+2• 
Xm+a• ... , Xm<•l ungeandert bleiben. Die so erhaltene Losung la13t sich wieder
um mit dem zweiten Losungssystem in (14) derart kombinieren, da13 an Stelle 
der FormXm+z eine Form tritt, deren Grad in bezug auf die Veranderliche x,. 
kleiner als r ist, und wir erhalten durch entsprechende V erwendung der i.ibrigen 
Losungen in (14) schlie13lich eine Losung E1 , E 2 , • • • , Em<',, wo die Formen 
Em+ I• Em+Z• ... , Em<•l in bezug auf x,. von einem niederen Grade sind, als 
die Zahl r angibt. Wir wollen zeigen, da13 dann auch die Grade der Formen 
sl, Ez, .. . , Em beziiglich der Veranderlichen Xn kleiner sind als r. Zu dem 
Zwecke multiplizieren wir die Gleichung 

mit der auf das Element Ft. bezi.iglichen m - 1 reihigen Unterdeterminante 
vonD und summieren aile auf diese Weise fi.ir t=l, 2, ... , m entstehenden 
Gleichungen. Wir erhalten so eine Relation von der Gestalt 

(s = 1, 2, .... , m), 

und da die Ordnungen der hier vorkommenden Determinanten nicht gri:i13er 
sind als die Ordnung r von D, so sind in der Tat die Grade der Formen E. in 
be~ug auf x,. samtlich kleiner als r. 

Der eben bewiesene Umstand rechtfertigt den Ansatz 

E, = ~81 x~-l + ~. 2 x~-z + · · · + ~.r (s = 1, 2, ... , m0 >), (15) 
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wo ~.1 , ~.2 , ••• , ~sr Formen bedeuten, welche nur die n- 1 Veranderlichen 
x1 , x2 , ••• , Xn_1 enthalten. Wenn wir diese mlll Ausdriicke E1 , E 2 , ••• , Emil> 

aus (15) beziehungsweise fiir X 1 , X 2 , ••• , Xmo' in die urspriinglichen Glei
chungen (13) eintragen, linker Hand nach Potenzen von xn ordnen und die mit 
gleichen Potenzen von Xn multiplizierten Ausdriicke einzeln gleich Null setzen, 
so erhalten wir eine gewisse Anzahl p von Gleichungen zur Bestimmung der 
m<l)r Formen ~11 , ~12 , ... , ~me'' r· Bezeichnen wir der Kiirze halber die 
letzteren Formen mit ~1 , ~ 2 , ••. , fu'''' so erhalten jene p Gleichungen die 
Gestalt 

(t = 1, 2, ... ' p)' (16) 

wo die Koeffizienten CfJn, rpe2 , • •• , CfJe,•''' bekannte Formen der n - 1 Ver
anderlichen x 1 , x 2 , •• • , xn_1 sind. Es sei nun 

I: -- m(l) I: --- m(l) 1: - m(l) 
~J- 'f'!B' "'2- T2B' ' • •' ~p(l)- / ,(1{1) 8 

(s = 1, 2, ... , p<2>) 

ein volles Losungssystem von (16), und zwar ein solches, in welchem keine 
Losung durch lineare Kombination der iibrigen Losungen erhalten werden 
kann. Aus einer jeden Losung dieses Losungssystems Hi£t sich vermoge (15) 
eine Losung der ursprlinglichen Gleichungen (13) zusammens.etzen. Die so er
haltenen Losungen der Gleichungen (13) seien 

';::' - n-.(1) ';::' - n-.(1) ';::' --- n-.(1) 
"--~1 - · 'P'I s' -2 - 'P'2s' · · ·' -m<•> - - Y-'mP) s ( 2 <2r s = 1, ' . .. , f.l ) · (17) 

Durch Zusammenfassung der bisher angestellten Vberlegungen gelangen 
wir zu dem Ergebnis, daB eine jede Losung X 1 , X 2 , ••. , Xmo> der ursprling
lichen Gleichung (13) sich in die Gestalt 

+a~1><P~i +· ··+a;,~~,<P~~/,1• 1 +A~l)Dmu, 2, .. . ,m 

+A~1>Dm+2,2, .. . ,m -f- ''' + A~/,,-mDml11,2, . .. ,m' 

+A<1>D 1 1,2, . . . ,m-l,m+ l 

X - O> <f"·O> + <t>n-.<1> + _j O> n-o> + A<1>D ...J. 0 + +0 m+l- a1 ""m+ 1,1 a2 ""m+ 1,2 ... ,-a,,,., 'Vm+ t, ,,,., 1 ,- . • . ' 

X _ <ll .m(1l + Oln-.<1> + + <t> .m(1l -t 0 + A<1lD + •. + 0 m+2- a! 'Pm+2, 1 a2 ""m+ 2,2 • • • a,,,., 'Pm+2,!·<•1 - 2 • ' 

X - (1) n-.(1) + (1) n-.(1) t + (1) n-.(1) 
mill - a! ""mill! a2 'Pmttlz . .. . a,u12l""m'''' 'l2) +O+O 

+ · · · + A~~~"-·mD 
b . l"Bt <1> O> <1> F d ·1 V .. d I' h rtngen a , wo a1 , a2 , ••• , a1,1• 1 ormen er n .- eran er IC en x1 , 

x2 , ••• , Xn_1 und A\1>, A~1>, ... , A~~''-m Formen der n Veranderlichen 
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Xv Xz, ..• , Xn sind. Insbesondere miissen daher auch die Losungen 

X _ n.(l) X _ n.(l) X _ n.(l) 
1- Xn'Vls• 2- Xn'V2s• • • •• m<•>- Xn'Pmu>s (s = 1, 2, ... , p}2>) 

in obiger Gestalt darstellbar sein, und wir setzen dementsprechend 

+ ... + 1/1(2) tJJ(l) 
r p<•>s 1,u<•> + C2>D XII m+l,2, ... ,m 

+···+ x<2> D m.U>-m,s m(1),1,2, . .. ,m' 

+ ... + .,(2) tJJ(1) 
r p<•> s m,u<•> + <2>D XIs I,2, .. ,m-l,m+l 

+ .. ·+ x<2> D m(l)-m,s 1,2, ... ,m-l,mU>' 

x tJJ<l> - 1/1<2> tJJ<l> + ... + 1/1<2> tJJ<I> + x<2> D + o + ... + o n m+l,s- r11 m+l,l r,u<•>s m+I,,u<•> ls • 

tJJ(l) - (2)tJJ(1) + + (2) tJJCl) + 0 + (2) D + + 0 Xn m+2,s- "P1s m+2,1 .. • "P~,<•>s m+2,,ul•> · X2s '·' • 

Xn t/J<~~•>a = "Pl2] tJJg~,, 1 + · .. + "P~7~>s @~~~~ 1<<•> + 0 + 0 + .. · + X~lu-m,,D, 
(s = 1, 2, ... , p,<2>), 

(18) 

di F <2> <2> d . f 1 d h di F <2> wo e ormen 1p18 , ••. , "PI<<•>s un m o ge essen auc e ormen x1., ••• , 

x~lu-m,s Formen sind, welche nur die n - 1 Veranderlichen Xv Xa' ••• ' Xn-1 

enthalten. 
Die Losungen (14) und (17) bilden zusammengenommen ein volles Losungs

system der urspriinglich vorgelegten Gleichung (13), und die Aufstellung der 
zwischen diesen Losungen bestehenden Relationen fiihrt zu einem Gleichungs
system von der folgenden Gestalt 

+ Dm+I,2, ... ,m Yil) + · • • 
+ Dm<1l,2, ... ,m Y~~•>-m =0, 

+ ... + tJJ<I> x(l) mp<•> ,u<•> + D Y(l)+ ... I,2, ... ,m-l,m+l 1 

+D y<t> 1,2, .•. ,m-l,m.U) mUJ-m = 0, (19) 

m(l) x<IJ + + m(l) x<l) + D y<1) + 0 + + 0 'Vm+l,l 1 • • • 'Vm+l,p<•> p<•> 1 • '· =0, 

n.<t> x<t> + + n.<t> x<t> + 0 + D y<tl + + o 'Pm+2,1 1 • • • 'Vm+2,,u<•> I'<•> 2 • • • =0, 

mil) x<l) + + m(l) x<l) + 0 + 0 Y'm<•>t 1 · • • 'Vmt•>tr<•> ,u<•> + · ·· + DY~l.,-m = 0, 

X <t> x<t> y<1> y<1> a· b t' d F · a wo 1 , •.• , ,.,.,, 1 , ••• , mu>-m 1e zu es 1mmen en ormen s1n . 
Hierbei ist besonders hervorzuheben, da.B moglicherweise einige unter den 

Losungen (14) und (17) gleich linearen Kombinationen der iibrigen Losungen 
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sind und in£olgedessen das Gleichungssystem (19) nicht in dem oben de£inierten 
und durch Theorem III ge£orderten Sinne aus (13) abgeleitet worden ist. 
Urn das Gleichungssystem (19) in das aus (13) abgeleitete Gleichungssystem 
umzuwandeln, bedar£ es also noch einer Reduktion des Gleichungssystems (19), 
welche in der Tat spaterhin ausge£iihrt werden wird. 

Das Gleichungssystem (19) hat, wie aus (18) hervorgeht, die Losungen 

Xi1> = "PlZ{ - x,, X~1> = "P~Z{, 
y~t>= xW. 

... , 

... , 
X~1>= "P~~-x,, .. . , 

Yi1>= xi~. .. ., 

x(l)- <2> 
1 - "P1pi•J• 

X {1)_ (2) 
2 - "P2,ul•J• ... , 

X (l) 
,ui•J 

- (2) 
- "P,ul•Jt• 

y(l) - (2) 
ml•J-m- Xmlll-m,I> 

X (l) ,.,., - (2) 
- "P,.c•12• 

y<t> - (2) 
mi•J-m- Xmc•J-m, 2 • 

X( I) 
,uc•l 

Y<I> _ x<2> y(l) x<2> 
1 - 1 ,.,., • • • • • mi•J-m = mlll-m,,ul•l • 

(20) 

I t . t . d . L" X<1> X<1> y<t> y<t> d Gl . s Jetz 1rgen eme osung 1 , ... , pl•l, 1 , ... , m'''-m es e1-
chungssystems (19) vorgelegt, so laBt sich aus derselben durch Kombination 
mit den Losungen (20} eine andere Losung 

Xi1> = W>' ..• ' x~~~~~ = E~~~~. Y11) = Hi1> ••• ' y~~ll-m = H~~IJ-m 
herstellen, wo E11>, ••• , ;~1/., Formen sind, welche nur die n - 1 Verander
lichen Xv x2 , ••• , x,_1 enthalten. Setzt man diese Losung E11>, .•• , ~~~~~, 
Hil), ... , H~l.,_, in die letzten m< 1> - m Gleichungen von (19) ein, so sieht 
man Ieicht ein, daB die Formen Hi1>, ..• , H~l,,_, identisch Null sind, und wir 
erhalten somit zur Bestimmung der Formen Ei1>, ••. , E~1~1 die £olgenden 
Gleichungen 

n;.. (1) ..!1) + m(l) t(l) + + m(l) <:(1) _ 0 
'Ptl <;i 'Pt2 \02 • • • 'Ptpll) \Op.(2)- (t = 1, 2, ... , m<1>). 

Die Formen tPg>, I:[J~~ •••• , tPl~1., enthalten die Veranderliche x, hochstens 
im Grade r - 1. W enn wir daher in den letzteren Gleichungen linker Hand 
die Koef£izienten der Potenzen von x,. einzeln gleich Null setzen, so ergibt sich 
das Gleichungssystem 

~PW E11> + ~PW E~1 > + · · · + 9'~~,., E~~~~ = o (t = 1, 2, ... ,f-'<1>), (21) 

wo sowohl die Koe££izienten wie die zu bestimmenden Formen lediglich die 
n - 1 Veranderlichen x1 , x2, ••• , x,_1 enthalten. Dieses Gleichungssystem (21} 
ist, wie man sieht, das aus (16) abgeleitete Gleichungssystem. Es sei nun 

t(l) - (2) t(l) - (2) 1:(1) - (2) ( 1 2 (3)) 
~>t - 9'ts• ~>2 - 'P2•' ••• , ~>pl•l- Cf!pc•ls 8 = ' '•••• !-' 

ein volles Losungssystem von (21 ), und zwar ein solches, in welch em keine Lo
sung durch lineare Kombination der iibrigen Losungen erhalten werden kann. 
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Fassen wir die letzteren Entwicklungen zusammen, so erkennen wir, daJl 
eine jede Losung des Gleichungssystems (19) sich in die Gestalt 

x<l> 1 = a<[>rpw + · · · + a<~~) rp~2> <•J I·' ,u 
+ A~2) ( V'l~- xn) + A~2) tt.W + ... 
t- A<2> <2> · 1,!2) 1f'1,.<•J, 

x(l) 2 = ai2>rp~~ + + (2) (2) • · · a,.<•J P2p<•J + Ai2)1f'21 + A~2)(1f'22- xn) + · · · 

x~;~~~ = ai2> p~~~~ 1 + · · · + a~~{~ p~~L , .. <•J + Ai2> V'~~~~ 1 + A~2> V'~~~) 2 + · · · 
+ A ~;(.1 ( 1f'~~~11, 1•1 - xn), 

Y~1> o +···+ o +Ai2>xW+A~>xW+··· 

+ A~~~~ x~2t,·~ , 

0 + ··· + 0 -+ A <z> <2> + A<2> <2> 
· 1 Xmlll-m, 1 2 Xm<11-m, 2 

+ · · · + A~~~~x~l.J-m,,,,.J 

(22) 

b . 1·· r>t <2> <2> F d l V ·· d 1· h rmgen a.LJ , wo a1 , ••• , a,.1, 1 ormen er n - eran er 1c en x1 , x2 , • • • , 

Xn-l und Ai2> , • . . , A~~~~ Formen der n Veranderlichen x1 , x2 , • •. , Xn sind. 
Insbesondere mlissen daher auch die Losungen 

Xi1> = xn Pl2}, X~1> = xn p~}, ... , X~,\~1 = = xn p~~~~ 8 , Y~1> = 0, ... , Y~/l)_m = 0 

(s ·= l, 2, ... , fl<3>) 

in obiger Gestalt darstellbar sein, und wir setzen dementsprechend 

0 0 + .. ·+ 0 (23) 
I (3) (2) , x,,,.). X11.<•1, 

0 0 + .. ·+ 0 

+ (3) (2) x,,IZ) 8 Xm<•J-m, pl2) 

(s = 1, 2, .. . , fl< 3>), 



Die Gleichungen zwischen den Formen beliebiger l!'ormensysteme. 223 

d. F <3> <3> df lli h hd' F <3> <3> wo 1e ormen"Pis, ... ,·!p1,1, 18 un og c auc 1e ormenx1,, ···•X.u<•>snur 
die Verlinderlichen x 1 , x 2 , •. . , Xn-I enthalten. Nach (22) bilden die Lo
sungen (20) zusammengenommen mit den Losungen 

X <I> <2> x<I> <2> x<1> _ <2> yu> _ 0 y<1> 0 1 = IP1s• 2 = IP2s• ••• , 1•<•>-- IP.u<•>s• 1 - ' ••• , m<'>--m= 

(s = I, 2, ... , p,<3>) 

ein volles Losungssystem von (19), und die Aufstellung der zwischen diesen 
Losungen bestehenden Relationen flihrt zu dem Gleichungssystem 

(2) x<2) + -!- (2) x<2) + ( (2) ) y<z> + + (2) IPn 1 · · · -· IP1,u<•> 1•''' "Pn - Xn 1 · · · "Pt,,<•> Y(2) -0 
.u<•>-- ' 

<p~t, 1 x~z> + ... + <p~~?.,l<,.,x~~~~ + "P~1, 1 

o +···+ o +xW 

0 +···+ 0 (2) 
-j- Xm(l)-m,1 

y<2) (2) 
1 + '· · + Xm<'>-m,/•<•> 

X <2> x<2J y<2> y<z> d' b t' d F . d D. wo I , ••• , 1,1, 1 , I , ••• , 1,1, 1 1e zu es 1mmen en ormen s1n . 1eses 
Gleichungssystem (24) besitzt, wie aus (23) hervorgeht, die Losungen 

X(2) -- (3) x<z) - (3) 
1 -- "Pn- Xn, • • ·' 1,<•>- 'ljJ,,<•>I' ... , y<z> _ (3) ) 

1,121- X.uc•> 1' 

...... 
(2)- (3) 

Y .u<•> - X.uc•> ,u<•> • x<z>-- (3) 
1 -"Pip!')' X (2) - (3) y<2) -- (3) · · ., . .uc•,- "P1,c•>.uc•>- xn, 1 - X1 1,c•>• ... , 

I . . d . L'' x<z) x<Z> y<2> y<Z) d Gl . h st ]etzt 1rgen eme osung 1 , ••• , .u<•>, 1 , ... , 1,1, 1 es ew ungs-
systems (24) vorgelegt, so lii13t sich aus derselben durch Kombination mit den 
L.. (25) . d L·· r~2> c<z> H<2> H<2> bl 'te osungen e1ne an ere osung ~i , ... , s;1,1,, 1 , ... , ,u<•> a e1 n, wo 
~~2>, •.. , ~~~(., Formen sind, welche nur die n - 1 Veranderlichen x1 , x2 , ••• , 

th It S t t di L .. c<z> ri2> H<z> H<z> · d' Xn_ 1 en a en. e z man ese osung s;1 , ... , ~;. 1 , 1 , 1 , ... , 1'1, 1 Ill 1e 
ersten p,<2> Gleichungen von (24) ein, so sieht man leicht, daB die Formen 
H<z> <z> 'd . h N 11 . d d B . d F t<2> 1 , ... , H,uc•> 1 ent1sc u sm , un zur est1mmung er ormen s;1 , ... , 
e~~~~ erhalten wir daher die Gleichungen 

m(2) t(2) + m(2) t(2) + ... + mC2) t(2) = 0 
Ts1 s-1 Ts2 !>z Ts,u<•> lil'c•J (s = 1, 2, ... , p,<2>), (26} 

wo sowohl die Koeffizienten wie die zu bestimmenden Formen lediglich die 
n - 1 Veranderlichen xi, x 2 , ••• , Xn_1 enthalten. Dieses Gleichungssystem 
(26) ist, wie man sieht, das aus (21) abgeleitete Gleichungssystem. 

Das voile System von Losungen des Gleichungssystems (24) lliBt sich zu
sammensetzen aus den Losungen (~5) und aus Losungen von der Gestalt 

X (2) _ t(2) X(2) _ ri2) y<Z) _ Q y(2) _ O 
1 - 5"1 ' " •' ,u!3 1 - .;;.ca)' 1 - ' • "' ,ul2 1 - ' 

wo ~12\ ••• , ~~~1, Losungen des Gleichu·agssystems (26} sind. 

(24) 

(25) 
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Denken wir uns das eben beschriebene V erfahren fortgesetzt, so erhalten 
wir die Kette der Gleichungssysteme (13), (19), (24), ... und ferner zugleich 
die daneben laufende Kette der abgeleiteten Gleichungssysteme (16), (21), 
(26), .... Diese heiden Ketten von Gleichungssystemen stehen zueinander in 
engster Beziehung, indem das voile System von Losungen des n-ten Gleichungs
systems in der Kette (13), (19), (24), ... sich zusammensetzen liillt aus den 
Losungen von der Gestalt 

X (n-1) - (n) - x<n-1) - (n) 
1 - V'u xn, • • • • 1-'<m - V'fl<"> 1 • 

Y(n-1) (n) y<,.-1) _ (n) 
1 = Xn • · · · • 1-'<1<-1) - Xfl<n-t) 1 • 

(27) 
x<n-1) - .,(n) 

1 - TJ,u(1<)> 

y<n-1) - x<"> 
1 - 11-''"l• 

und den Losungen von der Gestalt 

~n-1)- t(n-1) x<n-1)- t(n-1) y<n-1) 0 y<n-1) 0 
1 -s-1 ' ••• , 1-'(1<) -s-1-'(1<)' 1 = ' ... , 1'(1<-1)= ' 

wo ~l"'-1>, ••• , ~~;p Losungen des n-ten Gleichungssystems in der Kette (16), 
(21), (26), ... sind. In dem Losungssysteme (27) bedeuten V'ii>, ... , V'~~~>~t<">, 

(n) (n) F d 1 V ·· d 1" h d Xu, ... , X.u<n-1> 1,<n> ormen er n- eran er lC en x1 , x2 , ••• , Xn-t• un 
zwischen diesen Losungen (27) fiir sich allein besteht, wie man Ieicht erkennt, 
keine Relation, d. h. das Gleichungssystem 

( (n) ) y(n) + + (n) V'u - x.,. 1 • · • 1f'1~-'-<"> Y(n) 0 
1-'(tt} = ' 

Y(n) + + ( (n) ) y(n) 0 1 • • • 1f'~t<1t) 1'(1J) - x.,. 1"(1J) = ' 

("') 
Xl"<n-1) 1 

besitzt keine Losung. 

Y(n)+ + (n) 
1 · · · X1~t<"> 

. . . ' . . . . . . 
Y(:n:) + + (n) 

1 · • • • X,u<n-t> ~' <"'> 

Y(n) 0 
l-'(1t)=' 

Y(:n:) -0 ,u<n>-

(28) 

In den Gleichungssystemen (16), (21), (26), ... der zweiten Kette handelt 
es sich lediglich urn Formen, welche von der V eriinderlichen x.,. frei sind. 
Nehmen wir daher an, das zu beweisende Theorem III sei bereits fi.ir den Fall 
von n- 1 Veriinderlichen als richtig erkannt, so folgt, dal3 in der Kette (16), 
(21), (26), ... spatestens an (n - 1)-ter Stelle ein Gleichungssystem auftritt, 
welches keine Losung besitzt. Infolge dieses Umstandes mu13 in der Kette (13), 
(19), (24), ... spiitestens an (n- 1)-ter Stelle ein Gleichungssystem auftreten, 
dessen volles Losungssystem durch die Losungen von der Gestalt (27) er-
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schi:ipft wird; es ist dann das unmittelbar auf dieses folgende Gleichungs
system, d. h. spatestens das n-te Gleichungssystem der Kette (13), (19), 
(24), ... von der Gestalt (28), und dieses Gleichungssystem laBt seinerseits 
keine Li:isung mehr zu. Wir haben somit, unter der Annahme der Richtigkeit 
des Theorems III fiir n - 1 Veranderliche, gezeigt, daB die Kette der Glei
chungssysteme (13), (19), (24), ... spatestens mit dem n-ten Gleichungssysteme 
abbricht. 

In der Kette der Gleichungssysteme (13), (19), (24), . . . wird allgemein 
das n-te Gleichungssystem dadurch erhalten, daB man fur das (n- 1)-te 
Gleichungssystem in der oben beschriebenen Weise ein volles System von 
Li:isungen bildet und dann die unbestimmten linearen Kombinationen dieser 
Li:isungen gleich Null setzt. Da nun im allgemeinen das bei unserem Verfahren 
sich ergebende volle Losungssystem ein solches sein wird, in welchem einige 
Li:isungen lineare Kombinationen der iibrigen sind, so ist das n-te Gleichungs
system der Kette (13), (19), (24), ... nicht notwendig zugleich dasjenige 
Gleichungssystem, welches man erhli.lt, wenn man a us dem (n - 1 )-ten 
Gleichungssysteme in dem von uns definierten und in Theorem III geforderten 
Sinne das abgeleitete Gleichungssystem bildet. Aber es bietet keine Schwie
rigkeit, aus der gefundenen Kette (13), (19), (24), . . . die Kette der aus (13) 
abgeleiteten Gleichungssysteme zu gewinnen, da wir hierzu offenbar nur notig 
haben, in den Gleichungssystemen der Kette (13), (19), (24), ... alle diejenigen 
Formensysteme zu unterdriicken oder durch lineare Kombinationen der anderen 
Formensysteme zu ersetzen, welche lediglich durch eben jene iiberfliissigen 
Li:isungen bedingt sind. Diese Dberlegung lehrt zugleich, daB die Zahl der 
Gleichungen und der unbestimmten Formen in den Gleichungssystemen jener 
Kette (13), (19), (24), ... jedenfalls nicht vermehrt zu werden braucht, damit 
aus dieser Kette (13), (19), (24), ... die Kette der aus (13) abgeleiteten 
Gleichungssysteme entstehe, und da die Kette (13), (19), (24), .. . den obigen 
Entwicklungen zufolge spatestens mit dem n-ten Gleichungssysteme abbricht, 
so hat die Kette der aus (13) abgeleiteten Gleichungssysteme urn so mehr 
diese Eigenschaft. Damit ist unser Theorem III fiir Formen von n Verander
lichen bewiesen, unter der Voraussetzung, daB dasselbe fiir den Fall von n - 1 
Veranderlichen gilt. 

Urn zu zeigen, daB Theorem III fiir den Fall n = 2 richtig ist, nehmen wir 
an, es sei ein Gleichungssystem von der Gestalt 

(t = 1, 2, ... , m) (29) 

vorgelegt, wo Ft1 , F 12 , ••• , Fem<•J binare Formen der Veranderlichen x1 , x 2 

sind, und es sei ferner 

X - FU> X - F<t> X - ·- F<1> 1 - 1•• 2 - 2s• ••. , m<•J - m<•l• 
Hilbert, Geeammelte Abhandluogen. Bd. II. 

(s = 1, 2, ... , m<2>) 
15 
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ein volles Losungssystem von (29) derart, daB keine in demselben enthaltene 
Losung eine lineare Kombination der iibrigen Losungen ist. Das aus (29) ab
geleitete Gleichungssystem nimmt dann die Gestalt an 

F<1> x<1> + F<1> x(l> + ... + F<1> x(l) - o t1 1 t2 2 em<•> m<•> - (t = 1, 2, ... , m<1>), (30) 

und es ist zu zeigen, daB dieses Gleichungssystem keine Losung besitzt. Zu 
dem Zwecke nehmen wir das Gegenteil an und verstehen unter X11>, X~1>, .•. , 
X~~., binare Formen beziehungsweise von den Ordnungen r1 , r 2 , •• • , rm<•>• 

welche jenes Gleichungssystem (30) befriedigen. Dberdies mogen diese Formen 
Xi1>, X~1>, ... , X~~., in eine solche Reihenfolge gebracht sein, daB 

r1 < r2 < r3 ~ • • • < rm<•> 

wird, und es sei endlich l eine binare Linearform, welche nicht in x1 Xi1> als 
Teiler enthalten ist. Bestimmen wir jetzt die Konstanten c2 , c3 , ••• , em'"' 
derart, daB die Formen 

(s = 2, 3, ... , m<2>) 

samtlich durch l teilbar werden, und setzen wir dann 

G~i> = Fg> - c2 x~·-rl FW - c3 ~·-n Fl}? - ... - em<•> xrm<•l -r, F~~(2)' (3I) 

so ist 
(t =I, 2, ... , m<1>), 

G<t> X(l) + F<1l Y<1> + F<1> Y(l) + · · · + F<1> Y<1> - 0 (t- I 2 m<1>) tl 1 t2 2 t3 3 tm<•> m<•>- - • • • • ·• • 

und hieraus £olgt, daB die Formen Gg> sii.mtlich durch l teilbar sind. Wir setzen 
dementsprechend 

G(l)- lH<1> n- t1 

Es geniigen nun die Formen 

(t = 1, 2, ... , m(l>) . 

X 1 =GW, X2 =G~i> • ... ,xm,,,=G~/,, 1 

und demnach auch die Formen 

(32} 

dem urspriinglich vorgelegten Gleichungssysteme (29), woraus insbesondere 
folgt, daB auch die letztere Losung durch lineare Kombination der obigen m(2l 

Losungen erhalten werden kann, und da die Formen Hg> beziehungsweise von 
niederen Ordnungen sind als die Formen ~~. so ergeben sich folgende 
Formeln 

H<1> A F<1> + A F<1> + + A F<1> t1 = 2 t2 3 ts • • • m<•> tm<•> (t =I, 2, ... , m<1>), 
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wo A 2 , A3 , ••• , Amr•J gewisse binare Formen bedeuten. Aus diesen Formeln 
und den Formeln (31) und (32) erhalten wir unmittelbar: 

F.<ll - A <t> F<t> + A.<t>F<t> + .. + A<t> F(l) 
C 1 - 2 t 2 3 t 3 • m<•l t mr•l (t = 1, 2, ... , m<1>), 

wo A~1>, A~1>, •.. , A~l. 1 gewisse andere binare Formen sind, d. h. unter jenen 
m<2l Losungen ist die erste Losung eine lineare Kombination der iibrigen 
Losungen. Dieser Umstand ist mit der vorhin gemachten Festsetzung in Wider
spruch, und unsere Annahme, daJ3 das Gleichungssystem (30) eine Losung be
sitze, ist somit als unzulassig erkannt. Damit ist das Theorem III fiir binare 
Formen und folglich auch zugleich allgemein bewiesen. 

Es wurde bereits oben dargelegt, inwiefern die Formen eines vollen und 
keine iiberfliissigen Losungen enthaltenden Losungssystems durch das ge
gebene Gleichungssystem festgelegt sind. Offenbar ist in entsprechendem 
Sinne auch die Kette der abgeleiteten Gleichungssysteme eine wesentlich be
stimmte. 

Was insbesondere die Untersuchung eines Moduls (F 1 , F 2 , ••• , F m) an
betrifft,.so legen wir dabei die folgende aus den Formen des Moduls zu bildende 
Gleichung 

F1 X 1 + F 2 X 2 + · · · + F m X.,.= 0 

als erstes Gleichungssystem zugrunde, und die Aufstellung der Kette der hier
aus abgeleiteten Gleichungssysteme gewahrt dann, wie spater naher ausgefiihrt 
werden wird, einen weitreichenden Einblick in das algebraische Gefiige jenes 
Moduls. 

Zur Erlauterung unserer allgemeinen Entwicklungen mogen folgende Bei
spiele dienen. Der bereits oben in Abschnitt I behandelte aus den 3 quadrati
scherr Formen 

gebildete Modul (F1 , F 2 , F 3) fiihrt zu der Gleichung 

F 1 X1 + F2 X2 + F 3 X3 = 0. 

Wie oben bewiesen wurde, laJ3t sich eine jede Losung dieser Gleichung in die 
Gestalt 

Xl = Xa yl + X4 y2' 

X2 = X2 yl + Xs y2' 

Xa = X1 Yt + X2 Y2 
15* 
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bringen, wo Y 1 , Y 2 quaternare Form en sind. Es entsteht somit das abgeleitete 
Gleichungssystem 

X a Y 1 + X4 Y 2 = 0 ' 

Xz YI + Xa Y2 = 0' 

XI yl + X2 y2 = 0' 

welches seinerseits keine Losung mehr zullU3t. Die Kette bricht also in diesem 
Falle bereits bei dem 2-ten Gleichungssysteme ab. 

Als zweites Beispiel diene der Modul (F1 , F 2 , ••• , F8 }, wo Fv F 2 , ••• , F6 

die ebenfalls bereits in Abschnitt I behandelten Formen von der zweiten Ord
nung in den 5 V eriinderlichen x1 , x2 , ... , x6 bedeuten. Die Gleichung 

besitzt die dort angegebenen 8 Losungen, und von diesen ist keine gleich einer 
linearen Kombination der tibrigen Losungen, wiihrend jede andere Losung 
dieser Gleichung sich aus jenen 8 Losungen zusammensetzen liiBt. Die all
gemeine Losung der vorgelegten Gleichung ist daher 

XI= Xa Yl + X4 Y2 + Xs Ya 

~=-~~-~~ +~~+~~+~~ 

X a = - X1 Y 1 - X2 Y 2 - X a Y s 

X4 = X1 yl + X2 Y2 

Xo= 

- x 3 Y5 - x, Y6 + x4 Y1 + x5 Y8 

- x4 y?- xo Ys 

+ Xa y7 + x, Ys 

wo Y 1 , Y 2 , ••• , Y 8 beliebige Formen sind. Wir erhalten somit das abgeleitete 
Gleichungssystem, wenn wir in den eben gewonnenen Formeln die Ausdrlicke 
auf der rechten Seite gleich Null setzen, und dieses abgeleitete Gleichungs
system seinerseits besitzt die folgenden 3 Losungen 

y1 = x, ' Y2 =- Xa, Ya= 0, Y4 =- x3 , Ys = x2' Ye= 0, 

Y7 = X1' Ys= 0, 

yl =X5' Yz= 0, Ya = -· Xa' Y4 =- X4' Yo= Xa, Ya = x2' 

Y7 = X2, Ys = xl' 

Yt= 0, Y2= Xs' Ya =- x4, Y,= 0, Ys= 0, Ys = Xs, 

Y7= 0, Y8 = x2 . 

Aus denselben laBt sich jede andere Losung jenes abgeleiteten Gleichungs
systems zusammensetzen, und das niichste abgeleitete Gleichungssystem 
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tautet daher 
x, ZI + xfi z2 = 0 ' 

- Xa ZI + Xs Za = 0 ' 

- Xa z2 - x 4 Za = 0' 
- x3 ZI - X4 Z2 = 0 , 

X2 ZI + x3 Z2 = 0 , 

x2 z2 + Xa Za = 0 ' 

XI ZI + X2 Z2 = 0 , 

x1 Z2 + x2 Z3 = 0 . 

Dieses Gleichungssystem lii.llt keine Losung zu, und die aus dem vorgelegten 
Modul entstehende Kette bricht also bei dem 3-ten Gleichungssysteme ab. 

Urn ein allgemeineres Beispiel zu behandeln, betrachten wir den Modul 
( x1 , x2 , ••• , x .. ) und beweisen fiir diesen Modul den folgenden Sa tz: 

Wird fur die Gleichung 

xi X1 + xz X2 + · · · + x,. X,. = o (33) 

die Kette der abgeleiteten Gleichungssysteme aufgestellt, so besteht allgemein das 

s-te Gleichungssystem dieser Kette aus (s ~ 1) Gleichungen, wiihrend fur dasselbe 

die Zahl der zu bestimmenden Formen gleich (:) und die Zahl der L6sungen des 

vollen L6sungssystems gleich (s~ 1) ist. Die Koeffizienten der abgeleiteten Glei

chungen sind siimtlich lineare Formen. 
Wir konnen diesen Satz fiir die niederen Falle ohne Schwierigkeit durch 

direkte Aufstellung der abgeleiteten Gleichungssysteme bestatigen. Was bei
spielsweise den Fall n = 4 anbetrifft, so besitzt das Gleichungssystem 

die 6 Losungen 

XI= x2, 

X1 = x8 , 

X1 = x,, 
X 1 =0, 

X 1 =0, 

X 1 =0, 

xi XI+ x2X2 + x3 X 3 + x4 X 4 = 0 

X2= -xi, Xa= 0 
' X4= 0 

' 
X2 = 0 

' Xa = - xl, X4= 0 
' 

X2= 0 
' Xa= 0 ' X,=- x1 , 

X2= xa, Xa = -x2, X,= 0 ' 
X2= x, , Xa= 0 

' 
X4 = - x2 , 

X2= 0 ' Xa= x,, X4 = - x3 , 

und das abgeleitete Gleichungssystem lautet daher 

x2 Y1 +x3 Y2 + x4 Y3 =0, 
-- x1 Y1 + x3 Y, + x4 Y6 =0, 

-xiY2 -x2 Y4 +x4 Y 6 =0, 
-x1 Y 3 - x2 Y 5 - xaY6 = 0. 
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Die Losungen dieses Gleichungssystems sind 

Yt= Xa, Y2=-X2, Ya= 0 
' Y4= xl' 

Y5= 0 
' Y&= 0 

' 
Y1 =- X4, Y2= 0 ' Ya= x2' Y«= 0 

' 
Ys= -xl, Ys= 0 

Yt= 0 
' Y2= x4' Ys= -xa, Y4= 0 ' 

Ys= 0 Ya= xl, 

Yt= 0 
' Y2= 0 

' Ys= 0 Y4= -x4 , 

Ys= Xa, Ys= -x2. 

Hieraus ergibt sich das dritte Gleichungssystem der Kette in der Gestalt 

xsZt- x4Z2 =0, 

- x2Zl + x4Za =0, 
+ x2Z2- XaZa =0, 

- x4 Z4 = 0, 

-x1 Z2 +x3 Z 4 = 0, 
+ x1 Z3 - x2 Z 4 = 0. 

Da dieses Gleichungssystem nur die eine Losung 

z1 = x4 ' z2 = Xa' Za = x2 ' z4 = xl 

besitzt, so erhalt das 4-te Gleichungssystem der Kette die Gestalt 

x4 U1 = 0, 

x3 U1 = 0, 

x2 U1 =0, 
x1 U1 = 0, 

und dieses Gleichungssystem HU3t offenbar keine Losung zu. Die Kette der 
abgeleiteten Gleichungssysteme bricht also erst beim 4-ten Gleichungs
systeme ab. 

Urn den Satz allgemein zu beweisen, folgen wir dem Gedankengange, 
welcher dem Beweise des Theorems III zugrunde liegt. Die Gleichung (33) 
laBt insbesondere die folgenden n - 1 Losungen zu 

X1 = x,., X 2 = 0 , X 3 = 0 , ... , X.,_1 = 0 , X,.= - x1 , 

X1 = 0 , X2 = x,. , X 3 = 0 , ... , X.,_1 = 0 , X .. = - x2 , 

xl = 0 ' x2 = 0 ' X a= x,.' . . . ' ~Yn-1 = 0 ' x .. = - Xs' 
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Wir nehmen nun eine beliebige Losung X 1 , X 2 , ••• , X .. der Gleichung (33) 
an und formen dann dieselbe durch geeignete Kombination mit den eben an
gegebenen n- 1 besonderen Li:isungen derart urn, daB an Stelle der Formen 
X 1 , X 2 , ••• , X .. _1 solche Formen treten, welche die Veranderliche x .. nicht 
enthalten. Da in der Gleichung (33) die Form X .. mit der Verii.nderlichen x .. 
multipliziert erscheint, so wird nach dieser Umformung die an Stelle von X .. 
tretende Form notwendig identisch gleich Null. Wir nehmen jetzt unseren 
Satz fiir den Fall von n - l V eranderlichen als bewiesen an und schlieBen 
aus demselben, daB die Gleichung 

(34) 

genau (n2l) Li:isungen besitzt, von denen keine eine lineare Kombination 

der ubrigen Li:isungen ist und durch welche jede andere Losung sich zusammen
setzen lii.Ilt. Da iiberdies nach jenem Satze die Li:isungen samtlich lineare 
Formen sein sollen, so erhalt die allgemeinste Li:isung von (34) die Gestalt 

xl = lu Y2 + · · · + Z1 (n;-t) Y(n;-1), 

Y2 + · · · + Z2 (n;-t) Y(n;,t), 

X .. _1 = l,._1,t Y1 + Z,.-1,2 Y2 + · · · + l11_ 1 ("2't) Y("'21) , 

wol11 , l12 , •• • , l .. _1(n'21) lineareFormendern-1 Veranderlichenx1 , x2 , ••• , 

Xn-l und Y1• Y2• ... , Y(n21) beliebige Formen der namlichen Veranderlichen 

x1 , x2 , ••• , X 11_ 1 bedeuten. Aus den bisherigen Uberlegungen erkennen wir, 
daB eine jede Li:isung der urspriinglich vorgelegten Gleichung (33) sich in die 
Gestalt 

X1 = x,.Y1 + 0 

X,.= - X1 Y1 - X 2 Y2 - • • • + 0 + • · • + 0 

bringen lii.Bt, wo Y1 , Y2 , ••. , Y .. _1 Formen der n Veranderlichen x1 , x2 , ••• , 

x .. und wo Yv ... , Y(n'21) Formen der n -1 Veranderlichen Xv x2 , ••• , X 11_ 1 

bedeuten. Da uberdies keine der verwendeten besonderen Li:isungen einer 
linearen Kombination der iibrigen Li:isungen gleich ist, so ist in "Oberein
stimmung mit dem obigen Satze die Gesamtzahl der in Betracht kommenden 

Li:isungen von (33) gleich n - 1 + (n21), d. h. gleich (;), und das aus (33) 
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abgeleitete Gleichungssystem erhalt die Gestalt 

x,. Y1 · · · + l11 Y,. + · · · + l1(n;l) Y(~) = 0, I 
x,. Y 2 + • · • + l21 Y n + • • • + l2 ("'21) Y (~) = 0 , 

~~~~~·-·x2 ·Y~~.·. ··+·O· . ~--· :~o· ... ·~o·.J 
(35) 

Urn das nachste abgeleitete Gleichungssystem aufzustellen, beriicksichtigen 
wir, daB das abgeleitete Gleichungssystem (35) die folgenden Losungen zulaBt 

... ' 

.... ' 

Yn-1 = ln-1,1 • 

Y,.+l = 0, 

Y,._l = ln-1,2' 

Yn+l =- x,., 

Yn+l = 0' 

• 0 0' y(~) = 0' 

Y,. = 0, 

0 •• ' y(~) = 0' 

Auf Grund derjenigen Betrachtungen, wie sie friiher beim Beweise des Theo
rems III angewandt wurden, erkennt man Ieicht, daB sich eine jede Losung 

von (35) aus den eben angegebenen (n21) Losungen und aus den Losungen 

Y1 = 0, ... , Y,._1 = 0, Y,.=Yt• Y,.+I = Y2, · · ·, 

zusammensetzenla.Bt, wo y1 , y2 , •.. , Y(n;l) Losungen des Gleichungssystems 

l31y1 + z.2Y2 + · · · + z.(";t)Y(";l) = o 
sind. 

(s = 1, 2, ... , n- 1) 

Das letztere Gleichungssystem ist das aus (34) abgeleitete Gleichungs-

system und besitzt daher unserem Satz zufolge genau (n31) Losungen, von 

denen keine eine lineare Kombination der iibrigen Losungen ist und aus denen 
jede andere Losung sich linear zusammensetzen laBt. Die Gesamtzahl der in Be
tracht kommenden Losungen des a us (33) abgeleiteten Gleichungssystems (35) 

ist daher gleich (n21) + (n31), d. h. gleich (;),was wiederum mit unserem 

Satze iibereinstimmt. Fahren wir mit dieser SchluBweise fort, so folgt die 
Richtigkeit unseres Satzes fiir n Veranderliche unter der Voraussetzung, da.B 
derselbe fiir n - 1 V eranderliche gilt. Da der Satz fiir n = 2 unmittelbar 
einleuchtet, so ist derselbe allgemein giiltig. 
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Die eben durchgefiihrte Umersuchung der Gleichung (33) ist vornehmlich 
deshalb von prinzipieller Bedeutung, weil dieselbe einen Beleg dafiir gibt, 
daP tatsiichlich der Fall vorkommt, wo die Kette der abgeleiteten Gleichungssysteme 
nicht friiher als nach dem n-ten Gleichungssysteme abbricht. 

IV. Die charakteristische Funktion eines Moduls. 

Die Entwicklungen des vorigen Abschnittes ermoglichen die Bestimmung 
der Anzahl derjenigen Bedingungen, denen die Koeffizienten einer Form 

geniigen miissen, damit dieselbe nach einem vorgelegten Modul der Null 
kongruent sei. Um dies einzusehen, betrachten wir den Modul (F1 , F 2 , ••• , 

F m>. WO F 1' F 2' ••• ' F m homogene Form en beziehungsweise von den Ord
nungen r 1 , r 2 , .•• , r m in den n Verii.nderlichen x1 , x2 , ..• , x, bedeuten, und 
£ragen zunii.chst, wie viele linear voneinander unabhii.ngige Formen F von der 

R-ten Ordnung es gibt, welche nach jenem Modul der Null kongruent sind. 
Aus dem Ansatze 

wo Al> A2 , ••• , Am Formen beziehungsweise von den Ordnungen R- r1 , 

R- r 2 , ••• , R- rm sind, und aus den entsprechenden Ausfiihrungen zu 
Anfang des vorigen Abschnittes erkennen wir, daJ3 jene gesuchte Anzahl gleich 

ist der Gesamtzahl der Koeffizienten der Formen A1 , A2 , ••• , Am, ver
mindert um die Zahl derjenigen linear unabhii.ngigen Losungssysteme der 
Gleichung 

(36) 

fiir welche X1 , X 2 , ••. , Xm beziehungsweise Formen von den Ordnungen 
R- r1 , R- r 2 , • •• , R- rm sind. Nach den Entwicklungen am Schlusse 
des Abschnittes l setzt sich eine jede Losung dieser Gleichung (36) aus einer 

endlichen Zahl von Losungen mit Hilfe der Formeln 

(t = 1, 2, ... , m) 

zusammen. Bezeichnen wir die Ordnungen der Formen FW, Fi~, ... , Fi1~u 1 
beziehungsweise mit rll), r~1 >, .•. , r~/,,, so sind Ai1>, A~1>, •.. , A~/,, Formen 
beziehungsweise von den Ordnungen R- r1 - ril), R- r1 - r~1>, •.• , 
R- r1 - r~/.,. Wir erhalten daher die verlangte Anzahl der linear unabhan
gigen Losungssysteme der Gleichung (36}, wenn wir die Gesamtzahl der in den 

Form en Ai1>, A~1>, •.. , A~/,, auftretenden Koeffizienten urn diejenige Zahl ver
mindern, welche angibt, wie viel linear unabhii.ngige Systeme von Formen 

X~l), X~1>, ... , X~(., von den Ordnungen beziehungsweise R - r 1 -- ri1>, 
R- r1 - r~l}' ... , R - r1 - r~/,, den Gleichungen 

X1m F.C111 + X2m F11211 + ... + X 11111• F 11111• = 0 (t = 1, 2, ... , m) (37) 
• m ' tm ' 
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geniigen. Zur Bestimmung dieser letzteren Zahl haben wir in entsprechender 
Weise zu beriicksichtigen, da1.3 die samtlichen Losungen von (37) durch lineare 
Kombination einer gewissen endlichen Anzahl derselben erhalten werden 
konnen. Es ist daher ersichtlich, da1.3 jene gesuchte Zahl sich ergibt, wenn man 
die Anzahl der in den betreffenden Formen auftretenden Koeffizienten urn 
die Zahl der linear unabhangigen Losungen des aus (37) abgeleiteten Glei
chungssystems vermindert. Dieses Verfahren hat man in entsprechender 
Weise fortzusetzen, his die Kette der aus (36) abgeleiteten Gleichungssysteme 
abbricht. Ist nun die Ordnung R der Form F so gro1.3 gewahlt, da1.3 die bei 
diesem Verfahren auftretenden Zahlen R- r1 , R- r2 , ••• , R- rm, 
R- r1 - r~l). R- r1 - rg>, ... , R- r1 - r~l,10 • • • samtlich positiv blei
ben, so lassen sich alle j~ne Anzahlen mit Hilfe ganzzahliger Koeffizienten aus 
denjenigen Zahlen zusammensetzen, welche angeben, wie viele Glieder die all
gemeinen Formen von den Ordnungen R- r1 , R- r 2 , ••• , R- rm, 
R - r 1 - r~l), R - r 1 - r~1>, ... , R - r 1 - r~~.), ... enthalten. Die letzteren 
Zahlen werden durch die Ausdriicke 

(R-r1 +I) (R-r1 +2) · · · (R-r1 +n-1) 
1·2 · · · (n-1) --- , · · ., 

(R-r,.+I)(R-r.,.+2) · • · (R-r,.+n-1) 
1 • 2 • :·-:·cn-=--rr---------- · · · · · 

(R- r1 -r~1> +I) (R-r1 - r\1) +2) · · · (R--r1 -rl1> +n-1) -- ... -------· ·------TT.-:-· · Tn -lf --- -----.. ... ---

(R -r1 - r~!i.J + 1) (R-r1 - r~~l1 > + 2) · · · (R-r1 - r~~/11 + n-1) 

' ... , 

1·2···(n-l) --, ... , 

gegeben und sind daher ganze rationale Funktionen vom n- 1-ten Grade in 
bezug auf R. Infolge dieses Umstandes ist somit auch die Zahl der nach dem 
vorgelegten Modul der Null kongruenten Formen fiir geniigend gro1.3e W erte 
von R gleich einer ganzen rationalen Funktion von R, deren Koeffizienten be
stimmte, nur von dem Modul (F 1 , F 2, ••• , F m) abhangige rationale Zahlen 
sind. Subtrahieren wir diese Zahl von der Zahl der Glieder einer allgemeinen 
Form der Ordnung R, so erhalten wir die Zahl der voneinander unabhangigen 
Bedingungen, welchen die Koeffizienten einer Form der R-ten Ordnung ge
niigen miissen, damit dieselbe nach dem Modul (F 1 , F 2 , ••• , F m) der Null 
kongruent sei. Die so definierte Zahl ist daher ebenfalls fiir geniigend gro1.3e 
W erte von R gleich einer ganzen rationalen Funktion von R mit rationalen 
Zahlenkoeffizienten. Wir hezeichnen diese ganze Funktion mit x(R) und 
nennen dieselbe die charakteristische Funktion des Moduls (F1 , F 2 , ••• , F m)· 
Der eben gefuhrte Nachweis der Existenz der charakteristischen Funktion stutzt 
sich auf die Endlichkeit der K ette der abgeleiteten Gleichungssysteme 
und beruht daher wesentlich auf dem Theorem III des vorigen Abschnittes. 
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Was die Grenze anbetrifft, oberhalb welcher die charakteristische Funk
tion x(R) die in Rede stehende Anzahl von Bedingungen darstellt, so zeigen 
die obigen Entwicklungen unmittelbar, wie dieselbe aus den Ordnungen der
jenigen Formen zu berechnen ist, welche in der Kette der aus (36) abgeleiteten 
Gleichungssysteme als Losungen auftreten. 

Das eben gewonnene Ergebnis lii.Bt sich offenbar auch in folgender Weise 
aussprechen: W enn wir allgemein mit cR die Zahl der linear unabhiingigen 
Bedingungen bezeichnen, denen eine Form von der Ordnung R genligen mull, 
damit dieselbe nach dem Modul (F 1 , F 2 , ••• , F m) der Null kongruent sei, so 
ist die unendliche Zahlenreihe c1 , c2 , c3 , ••• von einem gewissen Elemente an 
eine arithmetische Reihe von einer unterhalb der Zahl n liegenden Ordnung. 
In der Tat ist fiir geniigend gro.l3e W erte von R jederzeit 

CR = X(R). 

Die letztere tiberlegung begriindet zugleich eine Einteilung der Moduln, indem 
wir alle diejenigen Moduln zu der namlichen Klasse rechnen, fur welche jene 
Zahlenreihen cv c2 , c3 , ••• elementweise genau iibereinstimmen. 

Urn die allgemeine Gestalt der charakteristischen Funktion zu ermitteln, 
setzen wir 

x(R) = a0 + a~R+ a 2 R2 + · · · + a_~ .-!l~, 
a 

wo a, a0 , a1 , a 2 , ••• , a11 ganze positive oder negative Zahlen sind und der 
Grad d jedenfalls kleiner ist als die Zahl n der in den gegebenen Formen auf
tretenden Veranderlichen. GemaB der Bedeutung der charakteristischen 

Funktion erhii.lt x ( R) fiir alle ganzzahligen oberhalb einer bestimmten Grenze 
liegendenArgumente R stets ganzzahlige Werte, und hieraus lii.Bt sich beweisen, 
daB x(R) uberhaupt fiir alle ganzzahligen Argumente ganzzahlige Werte an
nimmt. Denn gabe es eine ganze Zahl r, fiir welche der Ausdruck 

nicht durch den Nenner a teilbar ware, so ware auch der Ausdruck 

fiir beliebige ganzzahlige W erte von k nicht durch a teilbar, und folglich ware 
auch x(r + ka) eine gebrochene Zahl. Hierin liegt ein Widerspruch, sobald wir 
k so bestimmt denken, daB r + ka jene Grenze iiberschreitet, oberhalb welcher 
x(R) notwendig eine gauze Zahl wird. 

Nachdem dies erkannt ist, setzen wir 

X (R) = Xo + Xt (~) + X2 (~) + · · · + Xa (:), 
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wo in iiblicher Weise 

(R) = R(R-1) • · • (R-s+ 1) 
8 1· 2 ... 8 

(s=1,2, ... ,d) 

bedeutet. Da den obigen Ausfuhrungen zufolge x(R) insbesondere auch fiir 
R = 0 eine ganze Zahl ergibt, so ist Xo eine ganze Zahl, und in entsprechender 
Weise erkennen wir der Reihe nach durch Einsetzen der W erte R = 1, 2, ... , d, 
daB auch die anderen Koeffizienten x1 , x2 , ••• , X11 ganze Zahlen sind. Da um-

gekehrt allgemein der Binomialkoeffizient (~) fiir aile ganzzahligen W erte von 

R eine ganze Zahl wird, so ist der obige Ausdruck, falls man unter z0 , XI• 
x2 , ••• , Xa ganze Zahlen versteht, die allgemeinste ganze rationale Funktion 
von der Beschaffenheit, daB sie fiir alle ganzzahligen Argumente seiher ganz
zahlige W erte annimmt. 

Die bisherigen Ergebnisse dieses Abschnittes fassen wir in dem folgenden 
Theoreme zusammen: 

Theorem IV. DieZahl der voneinander unabhiingigen linearen Bedingungen, 
denen die Koejjizienten einer Form von der Ordnung R geniigen mussen, damit 
dieselbe nach einem vorgelegten M odul ( F 1 , F 2 , ••• , F m) der Null kongruent 
sei, wird, falls R oberhalb einer bestimmten Grenze liegt, durch die Formel 

x(R) = Xo + X1 (f) + Xa (~) + · · · + Xa (f) 
dargestellt, wo x0 , XI• z2 , ••• , Xa gewisse dem Modul (F1 , F 2 , ••• , Fm) eigen
tUmliche ganze Zahlen bedeuten. Die ganze Funktion x(R) vom Graded in bezug 
auf R hei/3t die charakteristische Funktion des Moduls (F I, F 2 , ... , F m)· 

Die obigen Ausfiihrungen liefern zugleich eine allgemeine Methode zur Be
stimmung der charakteristischen Funktion. Urn diese Methode an einigen Bei
spielen zu erlautern, betrachten wir zunii.chst den Modul (F I, F 2 , F 3), wo 
FI, F 2 , F 3 die namlichen 3 quadratischen Formen der 4 homogenen Ver
ii.nderlichen xi, x 2 , x3 , x4 bedeuten, welche bereits in Abschnitt I und III 
ausfiihrlich behandelt worden sind. Die Zahl der Koeffizienten einer quater
naren Form von der Ordnung R betragt ~(R + 1) (R + 2) (R + 3). Diese 
Zahl ist urn diejenige Zahl zu vermindern, welche angibt, wie viellinear un
abhangige Formen F von der Ordnung R durch die Formel 

F = A1 F1 + A2 F2 + A3 F 3 

darstellbar sind, und die letztere Zahl erhalten wir wiederum dadurch, daB 
wir die Gesamtzahl der Glieder in den 3 Formen AI, A 2 , A3 der R- 2-ten 
Ordnung, namlich die Zahl 3 · ~(R -1) R(R + 1), urn die Zahl derjenigen 
linear unabhangigen Formensysteme XI, X 2 , X3 von der Ordnung R- 2 



Die charakteristische Funktion cines Moduls. 237 

vermindern, welche der Gleichung 

F 1 X1 + F 2 X2 + F 3 X3 = 0 

geniigen. Wie am Schlusse des Abschnittes I gezeigt worden ist, erhii.lt die all
gemeinste Losung dieser Gleichung die Gestalt 

xl = A?> Xa + A~l) x4 ' 

X2 = A~1> x2 + A~1> x3 , 

X3 = A?> x1 + AJ1 > x2 • 

Die zuletzt verlangte Zahl ist daher gleich der Gesamtzahl der Glieder in 
den heiden Formen .A~1 >, A~1> der (R- 3)-ten Ordnung, namlich gleich 
2·~(R- 2) (R- 1)R. Da nach den Ausfiihrungen in Abschnitt III das ab
geleitete Gleichungssystem 

x3 X{l' + x4 X~ll = 0, 

x2 X~1' + x3 X~ll = 0, 

x1 Xp> + x2 X~1' = 0 

keine Losung mehr zulaBt, so sind jene 2·~(R- 2)(R- 1)R Losungssysteme 
sii.mtlich linear voneinander unabhii.ngig, und die urspriinglich gesuchte Zahl 
wird 

x(R) = ~(R + 1 (R + 2)(R --!-· 3)- 3 ·* (R -1) R(R + 1) 
+ 2·}(R-2) (R-1)R= 1 + 3R. 

Dieses Ergebnis entspricht der Tatsache, da.f3 eine Flache R-ter Ordnung 
genau 1 + 3 R Bedingungen erfiillen muB, damit sie eine gegebene Raum
kurve 3-ter Ordnung enthalte. 

Urn ferner die charakteristische Funktion des Moduls (F1 , F 2 , ••• , Fa) 
zu berechnen, wo F 1 , F 2 , ••• , F6 die in Abschnitt I angegebenen quadrati
schen Formen der 5 V erii.nderlichen x1 , x2 , ••• , x5 sind, benutzen wir die in 
Abschnitt III fiir diesen Modul aufgestellte Kette der abgeleiteten Gleichungs
systeme. Aus den Ordnungen der in diesen Gleichungssystemen als Koeffizien
ten auftretenden Formen erhalten wir fiir die charakteristische Funktion des 
Moduls (F 1 , F 2 , ••• , Fa) den Ausdruck 

x(R) = (R+_!l(R+2) (R+:_!!)J~+4) _ 6 (R-1) R(R+ 1) (R+2) 
1·2·3·4 1·2·3·4 

+ B __ t~-2) (R-1) R(R+ 1) _ 3 (R-3) (R-2) (R-1) R _ l + 4R 
1·2·3·4 1·2·3·4 - . 

Behandelt man in gleicher Weise die oben fiir den Modul (x1 , x2 , ••• , xn) 
aufgestellte Kette der abgeleiteten Gleichungssysteme, so ergibt sich fiir die 



238 Vber die Theorie der algebraischen Formen. 

charakteristische Funktion dieses Moduls der Wert 

x;(R) = ~R+1) (R+2) · · · (R+n-1) _ (n) R(R+I) · • · (R+n-2) 
1·2···(n-1) 1 1·2···(n-1) 

+(n)(R-1)R · · · (R+n-3) _ ... 
2 1· 2 · · · (n-1) 

+(-1),. (R-n+1) (R-n+2) · • • (R-1) = O. 
1·2 · · · (n-1) ' 

und in der Tat ist offenbar jede beliebige Form nach dem Modul (x1 , x2 , .•• , 

x,.) der Null. kongruent. 
Ist ferner F eine beliebige ternare Form von der Ordnung r, so erhiilt die 

charakteristische Funktion des durch diese Form bestimmten Moduls (F) den 
Wert 

x;(R) = (R+1) (R+2) (R-r+1) (R-r+2) 
1·2 1·2 

= - ~ (r- 1) (r- 2) + 1 + r R. 

Sind F 1 , F 2 zwei beliebige ternare Formen von den Ordnungen r1 , r2 , 

welche nicht beide die namliche Form als Faktor enthalten, so wird fiir den 
Modul (F 1, F 2) 

x;(R) = (R+1) (R + 2) (R-r1 +1) (R-r1 +2) 
- 1·2 1·2 

(R-r2 + 1) (R-r2 +2) 
--- 1·2 -- -

+ (R - rl-r2+1) (R-r1 -=-_~2_+2) -r r 
1·2 -12• 

Bedeuten endlich Fv F 2 zwei quaternare Formen der Ordnungen r1 , r2 

ohne gemeinsamen Faktor, so ergibt sich fiir die charakteristische Funktion 
des Moduls (F 1 , F 2) der Wert 

x;(R) = 
(R+l) (R+2) (R+3) (R-r1 +1) (R-r1 +2) (R-r1 +3) 
--- 1-.2-:a 1·2·3 

(R-r2 +1) (R-r2 +2) (R-r2 +3) 
1·2·3 

+ (R-r1 -r2 + 1) {R-r1 -r2 +2) (R-r1 -r2 +3) 
1·2·3 

2 r 1 r 2 - ~ r 1 r 2 ( r 1 + r 2) + r 1 r 2 R . 

Die in diesem und in dem vorigen Abschnitte gewonnenen allgemeinen 
Prinzipien setzen uns in den Stand, den besonderen Fall eines Moduls von 
binaren Formen im Sinne unserer Theorie vollkommen erschopfend zu be
handeln. Um dies zu zeigen, sei der Modul (F1 , F 2 , ••• , Fm) vorgelegt, wo 
F 1 , F 2 , • • • , F m binare Form en sind, von den en wir der Einfachheit halber 
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voraussetzen, dal3 sie nicht samtlich eine und dieselbe Form als Faktor ent
halten und da.J3 ferner aile von der namlichen Ordnung r sind. W egen der 
ersteren Voraussetzung ist die charakteristische Funktion des Moduls 
(F1 , F2 , •• • , Fm) gleich Null. Denn unter jener Voraussetzung lli.Bt sich eine 
jede binare Form F von geniigend hoher Ordnung R in die Gestalt 

F = A1 F1 + A 2 F 2 + · · · + AmFm 

bringen, wo A1 , A2 , ••• , Am siimtlich Formen von der Ordnung R- r sind. 
Der Beweis dieser Tatsache wurde bereits zu Anfang des Abschnittes I kurz 
angedeutet. Andererseits berechnen wir die namliche charakteristische Funk
tion nach der oben dargelegten allgemeinen Methode, indem wir fiir die 
Gleichung 

F1 X 1 + F 2 X 2 + · · · + F m Xm = 0 

ein volles System von Losungen aufstellen, in welchem keine durch lineare 
Kombination der anderen Losungen des Systems erhalten werden kann. 
Dieses System von Losungen sei 

(s = 1, 2, ... , mill), 

und wir bezeichnen allgemein die den Formen G1 ., G28 , ••• , Gms gemeinsame 
Ordnung mit r,. Zwischen diesen Losungen besteht keine Relation; denn das 
aus obiger Gleichung abgeleitete Gleichungssystem 

(t= 1, 2, ... , m) 

besitzt zufolge von Theorem III des vorigen Abschnittes keine Losung. Die in 
Rede stehende charakteristische Funktion wird daher 

8 

z(R) = R + 1- m(R-r+ 1) + .2(R-r-r.+ 1) 
8 

= R(mlll -m+ 1)- (r-1) (mill -m+ 1) + r- .2r., 

wo die Summe tiber s = 1, 2, ... , mill zu erstrecken ist. Setzen wir auf der 
rechten Seite den Koeffizienten von R und das von R freie Glied einzeln gleich 
Null, so ergibt sich 

mltJ=m-1, 

r = r1 + r2 + · · · + r m-l , 

und hieraus gewinnen wir den Satz: 
Besitzen die m binaren Formen F 1 , F 2 , ••• , F m von der Ordnung r nicht 

samtlich einen gemeinsamen Faktor, so besteht das volle Losungssystem der 

Gleichung 
F1X1 +F2 X2 + · · · +FmXm = 0 

stets aus m - 1 LOsungen 

(s=1,2, ... , m - 1), 
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welche durch keine Relation miteinander verknupft sind, und die Summe iter 
Ordnungen dieser m- 1 LOsungen kommt der Zahl r gleich1 o 

Aus den m - 1 Gleichungen 

(s=1, 2, 0 0 0. m-1) 
folgt 

F 1 : F 2 : • • • : F,. = D1 : D2 ; • • • : D,., 

wo Dv D2 , 0 0 0, Dm die entsprechenden m - 1 reihigen Determinanten der 
Matrix 

Gu G21 Gal Gml 

G12 G22 Ga2 G,.2 

Gl,m-1 G2,m-1 Ga,m-1 0 • 0 Gm,m-1 

bedeuten. Da nach dem eben bewiesenen Satze die Ordnung dieser Determi
nanten in bezug auf die binaren Veranderlichen x1 , x2 gleich r ist, so sind jene 
Formen, abgesehen von einem unwesentlichen Zahlenfaktor, den entsprechen
den Determinanten jener Matrix gleich, und wir setzen demnach 

F 1 = D1 , F 2 = D2 , ••• , F m = Dm. 

Diese Formeln dienen umgekehrt dazu, urn die Formen F 1 , F 2 , ••. , Fm 
zu ermitteln, wenn die m - 1 Losungssysteme 

(s=1, 2, .. o, m-1) 

gegeben sind. Auch erkennen wir zugleich, da.B die Ordnungen r1 , r 2 , •• 0, rm-l 

keiner beschrankenden Bedingung unterliegen, abgesehen davon, daB ihre 
Summe gleich r ist. 

Die Zahlen r 1 , r 2 , 0 •• , r m-1 bestimmen iiberdies, wie man Ieicht einsieht, 
vollkommen die oben allgemein definierte Zahlenreihe c1 , c2 , c3 , 0 0 o fiir den 
vorgelegten Modul (F 1 , F 2 , ••• , F m) und infolgedessen auch die Klasse, 
welcher dieser Modul angehOrt. Fiir aile die Zahl 2 r - 1 iibersteigenden Werte 
von R wird cR = z(R) = 0. Endlich kann man die heiden vorhin gemachten 
Voraussetzungen fallen lassen, da.B die Formen des vorgelegten Moduls samt
lich von der namlichen Ordnung und ohne gemeinsamen Teiler sind, und man 
erkennt Ieicht, welche Abanderungen dann in den gefundenen Resultaten vor
zunehmen sind. 

Die eben angestellten Betrachtungen erledigen im wesentlichen die Theorie 
der binaren Moduln. Die weitere Aufgabe besteht in einer entsprechenden Be
handlung der Theorie derjenigen Moduln, welche Formen mit drei und mehr 

1 Diesen Satz hat bereits F. MEYER vermutet und bei seinen Untersuchungen tiber 
reduzible l!'unktionen als Voraussetzung eingefiihrt; vgl. Math. Ann. Bdo 30 S. 38. 
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V eranderlichen enthalten. Doch sei hier nur hervorgehoben, daJl es zu einer 
solchen Fortentwicklung der Theorie vor allem der V erallgemeinerung des 
Noetherschen Fundamentalsatzes1 fiir Formen von mehr Veranderlichen sowie 
einer eingehenden Untersuchung aller hierbei in Betracht kommenden Aus
nahmefalle bedarf*. 

Die in Abschnitt I zitierten Untersuchungen tiber Modulsysteme erortern 
eine Reihe weiterer fur die Theorie der Moduln fundamentaler Begriffe. Die 
betreffenden Definitionen sind nach geringfiigigen Abanderungen auch fur die 
hier betrachteten Moduln von homogenen Formen giiltig. Wir beschaftigen 
uns insbesondere mit den Begriffen des ,kleinsten enthaUenden" und des 
,grof3ten gemeinsamen" Moduls2. Sind irgend zwei homogene Moduln (F1 , 

F 2 , ••• , F m) und ( H 1 , H 2 , • • • , H 11) vorgelegt, so stelle man zunachst fiir die 
Gleichung 

FIXI +F2 X 2 + • • • +FmXm= HI YI + H2 Y2 + • • • + H,.Y11 

das volle Losungssystem 

Xl =FI•• 

YI = His' 

auf und bilde dann die Formen 

(s = 1, 2, ... , k) 

K. = F1F1s + F2F2 , + · · · + F mF ms = H 1H 1 , + H2 H2 , + · · · + H,.H,., 
(s = 1 , 2, ... , k). 

Der Modul (K 1 , K 2 , •.• , K l:) ist der kleinste enthaltende Modul. Andererseits 
erhalt man durch Zusammenstellung der einzelnen Formen der heiden vor
gelegten Moduln den groJlten gemeinsamen Modul in der Gestalt 

(FI 'F2' ... ' F m' HI' Hz' .. . ' H ,.) = (G1' Gz' ... ' Gg). 

Es besteht nun eine sehr einfache Beziehung zwischen den charakteristi
schen Funktionen XF und XH der heiden vorgelegten Moduln und den charakte
ristischen Funktionen XK und Xo des kleinsten enthaltenden und des groJlten 
gemeinsamen Moduls. Um diese Beziehung herzuleiten, bilden wir zunachst 
ein System SF von linear unabhangigen Formen R-ter Ordnung, welche samt-

1 Vgl. M. NoETHER: Math. Ann. Bd. 6 S. 351 und Bd. 30 S. 410 sowie A. Voss: Math. 
Ann. Bd. 27 S. 527 und L. STICKELBERGER: Math. Ann. Bd. 30 S. 401. 

* Die hier programmatisch skizzierte Fortfiihrung der Theorie der Modulsysteme 
auf Grund einer n-dimensionalen Verallgemeinerung des Noetherschen Fundamental
satzes ist vor aHem von E. LASKER in Math. Ann. Bd. 60 (1905) S. 20- ll6 durchgefiihrte 
"Uber die weitere Entwicklung der Theorie berichtet die zusammenfassende Darstellung 
von F. S. MACAULAY: Cambridge Tracts Bd. 19 (1916). [Anm. d. Hrgb.] 

2 Vgl. betreffs der Begriffsbestimmung L. KRONECKER: Crelles J. Bd. 92 S. 78 sowie 
R. DEDEKIND und H. WEBER: Crelles J. Bd. 92 S.197. 

Hllbert, Gesa.mmelte Abhandlungen. Bd. II. 16 



242 Vber die Theorie der algebraischen Formen. 

lich nach dem Modul (F1 , F 2 , ••• , F m) der Null kongruent sind und aus denen 
sich jede andere Form R-ter Ordnung von der namlichen Beschaffenheit linear 
zusammensetzen la.Bt. W enn R eine gewisse Grenze iibersteigt, so ist die Zahl 
der Formen dieses Systems SF gleich q;(R)- XF(R), wo q; (R) die Zahl der 
Glieder einer allgemeinen Form R-ter Ordnung bedeutet. Ferner bilden wir 
ein volles System Sx von linear unabhangigen Formen der R-ten Ordnung, 
welche sowohl nach dem Modul (F1 , F 2 , ••• , F m) als auch zugleich nach dem 
Modul (H1 , H 2 , ••• , H,.) der Null kongruent sind. Diese Formen sind samt
lich gleich linearen Kombinationen der Formen des Systems SF. Die An
zahl der Formen des Systems Sx ist flir geniigend gro.Be Werte von R gleich 
q;(R)- Xx(R). Endlich bilden wir ein System S von Formen, welche die 
Formen des Systems Sx zu einem vollen System SH von linear unabhangigen 
und nach dem Modul (H1 , H 2 , •• • , H 1.) der Null kongruenten Formen er
ganzen. Die Zahl der Formen des Systems SH ist q;(R) - XH(R) und da die 
Form en der Systeme S und S K zusammen die Formen des Systems SH ergeben, 
so ist die Zahl der Formen des Systems S gleich 

{q;(R)- XH(R)}- {q;(R)- xx(R)} = XK(R)- XH(R) · 

Nun sind, wie aus der angegebenen Bildungsweise hervorgeht, die Formen 
der heiden Systeme SF und S linear voneinander unabhangig und anderer
seits kann man durch lineare Kombination der Formen dieser heiden Systeme 
SF und S alle Formen herstellen, welche iiberhaupt lineare Kombinationen 
von Formen der Systeme SF und SH sind. Es bilden also die Formen der 
Systeme SF und S zusammengenommen ein volles System Sa von linear un
abhangigen Formen R-ter Ordnung, welche nach dem Modul (G1 , G2 , ••• , Gfl) 
der Null kongruent sind. Den obigen Betrachtungen zufolge ist die Gesamt
zahl der Formen in den Systemen SF und S gleich q;(R)- XF(R) + Xx(R) · 
- XH(R) und andererseits ist die Zahl der Formen des Systems Sa gleich 
q;(R) - Xa(R). Diese heiden Zahlen sind daher einander gleich, d. h. 

q;(R)- XF(R) + xx(R)- XH(R) = q;(R)- Xa(R) 
oder 

XF + XH = Xx + Xa · 

Wir sprechen dieses Ergebnis in folgendem Satze a us: 
Die Summe der charakteristischen Funktionen zweier beliebigen Moduln ist 

gleich der Summe der charakteristischen Funktionen fiir den kleinsten enthalten
den und den gro(Jten gemeinsamen Modul. 

Zum Schlusse dieses Abschnittes moge noch kurz der W eg bezeichnet 
werden, wie sich die eben gewonnenen allgemeinen Resultate fiir die Theorie 
der algebraischen Gebilde verwenden lassen. 

Es sei zunachst im drei-dimensionalen Raume eine Kurve oder ein System 
von Kurven und Punkten gegeben. Durch dieses Gebilde la.Bt sich nach einem 
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in Abschnitt I bewiesenen Satze stets eine endliche Zahl von Flachen 

F 1 = 0, F 2 = 0, ... , F m = 0 
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solcher Art hindurchlegen, daB jede andere das Gebilde enthaltende Flache 
durch eine Gleichung von der Gestalt 

A1F 1 + A 2 F2 + · · · + AmF m = 0 

dargestellt wird. Diese Uberlegung zeigt, daB jedem algebraischen Gebilde 
ein Modul (F1 , F 2 , •• • , Fm) und durch dessen Vermittlung eine bestimmte 
charakteristische Funktion X ( R) zugehi:irt. Die letztere Funktion gibt dann an, 
wie viele voneinander unabhangige Bedingungen eine Flache von der eine 
gewisse Grenze iiberschreitenden Ordnung R erfiillen miisse, damit sie das 
betreffende Gebilde enthalte. So hat die charakteristische Funktion einer 
doppelpunktslosen Raumkurve von der Ordnung r und dem Geschlechte p 

den Wert! 
X (R) = - p + 1 + r R. 

Als Beispiel diene die kubische Raumkurve, deren charakteristische Funk

tion zufolge der vorhin in diesem Abschnitte ausgefiihrten Rechnung den 
Wert 1 + 3 R erhalt. 

Fiir die Schnittkurve zweier Flachen von den Ordnungen r 1 und r 2 ergibt 
sich der friiheren Rechnung zufolge die charakteristische Funktion 

X (R) = 2r1 r2 - ~r1 r2 (r1 + r2 ) + r1 r2 R. 

Urn zugleich im AnschluB an die letzteren Betrachtungen die Bedeutung 
des zuvor abgeleiteten allgemeinen Satzes iiber die charakteristischen Funk
tionen zu erlautern, wenden wir denselben auf die Li:isung einer Aufgabe aus 
der Theorie der Raumkurven an. Es mi:igen zwei Raumkurven ohne Doppel

punkte von den Ordnungen e1 , e2 und beziehungsweise von den Geschlechtern 
p1 , p2 zusammen den vollstandigen Durchschnitt zweier Flachen K 1 = 0, 
K 2 = 0 von den Ordnungen r1 , r2 bilden. Die den heiden Raumkurven 
eigenen Moduln seien (F1 , F2 , •• • , F m) und (H1 , H 2 , ••• , H,.). Der kleinste 
enthaltende Modul dieser heiden Moduln ist dann ( K 1 , K 2) und der groBte 
gemeinsame Modul {F1 , F2 , •• • , Fm, H1 , H 2 , ••. , H,.) wird geometrisch durch 
diejenigen Punkte dargestellt, welche heiden Raumkurven gemeinsam sind. 
Die Zahl dieser Punkte sei !?· Die in Betracht kommenden charakteristischen 
Funktionen sind 

XF(R) =- P1 + 1 + e1R, 

XH(R) = -- Pz + 1 + e2R' 
Xx(R) = 2r1 r2 -~r1 r2 {r1 +r2)+r1 r2 R, 

Xa(R) = e 
1 Vg!. M. NoETHER: Crelles .T. Bd. 93 S. 295. 

16* 
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und die Anwendung unseres Satzes 

XF + XH = Xx + Xa 

ergibt fiir die Zahl der den heiden Raumkurven gemeinsamen Punkte den 
Wert 

e =- 2rlr2 + ~r1r2h + r2)- 'PI- P2 + 2 · 

Was die Verallgemeinerung dieser Betrachtungen auf Raume von beliebig 
vielen Dimensionen anbetrifft, so erseheinen noch die folgenden Resultate 
bemerkenswert. Es sei in einem Raume von beliebig vielen Dimensionen ein 
algebraisches Gebilde gegeben und der zu diesem algebraischen Gebilde zu
gehorige Modul moge die charakteristische Funktion 

X (R) = Xo + X1 (f) + X2 (~) + · · · + Xa (~) 
besitzen; dann gibt der Grad d dieser charakteristischen Funktion die Dimension 
und der Koeffizient Xa die Ordnung des algebraischen Gebildes an, wahrend die 
iibrigen Koeffizienten x0 , x1 , ... , Xa-1 mit den von M. NoETHER1 definierten 
und behandelten Geschlechtszahlen des Gebildes in engem Zusammenhange 
stehen. Der allgemeine Beweis hierfiir beruht auf dem Schlusse von n- 1 auf 
n Veranderliche. Wieman sieht, finden sich die eben angegebenen Satze in dem 
Faile der Kurve im dreidimensionalen Raume in der Tat bestatigt. 

Inwiefern umgekehrt ein Modul durch die Gesamtheit der Wertsysteme 
bestimmt ist, welche die einzelnen Formen des Moduls gleichzeitig zu Null 
machen, ist eine Frage, welche erst durch eine systematische und alle moglichen 
Ausnahmefalle umfassende Untersuchung des Noetherschen Fundamental
satzes fiir beliebige Dimensionenzahl eine befriedigende und allgemeingiiltige 
Beantwortung finden kann. 

Endlich sei noch auf die von A. CAYLEY, G. SALMON, S. RoBERTS und 
A. BRILL ausgebildete Theorie der sogenannten beschrankten Gleichungs
systeme2 hingewiesen, da insbesondere fiir diesen Zweig der Algebra unser 
Begrif£ der charakteristischen Funktion eine wirksame Fragestellung sowie 
einen einheitlichen Gesichtspunkt liefert. Ist beispielsweise eine Raumkurve 
gegeben und betrachten wir irgend drei dieselbe enthaltende Flachen F 1 = 0, 
F 2 = 0, F 3 = 0 beziehungsweise von den Ordnungen r1 , r 2 , r 3 , so ist die Zahl 
der Schnittpunkte dieser Flachen, welche auBerhalb jener Raumkurve liegen, 
offenbar gleich der charakteristischen Funktion des Moduls (F 1> F 2 , 1!'3), ver
mindert um die charakteristische Funktion der Raumkurve. Diese SchluB-

1 Vgl. Math. Ann. Bd. 2 S. 293 und Bd, 8 S. 495. 
2 Vgl. G. SALMON: Algebra der linearen Transformationen 1887, Vorlesung 22 und 23 

sowie den beziiglichen Literaturnachweis. 
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weise fiihrt in der Tat zu einem verallgemeinerungsfahigen Beweise fiir den 
bekannten Satz, wonach die Zahl der durch eine gemeinsame Raumkurve ab
sorbierten Schnittpunkte jener drei Flachen gleich e(r1 + r 2 + r3) - oc ist, 
wenn e die Ordnung der Raumkurve und oc eine andere jener Raumkurve 
eigene Konstante, den sogenannten Rang derselben, bedeutet. 

Diese Angaben mogen geniigen, um zu zeigen, wie die in diesem Abschnitte 
entwickelte Theorie der charakteristischen Funktion zu einer einheitlichen 
und iibersichtlichen Behandlung der einem algebraischen Gebilde eigentiim
lichen Zahlen (Dimension, Ordnung, Geschlechter, Rang usw.) fiihrt. Die 
weitere Aufgabe der Theorie ware nunmehr die wirkliche Durchfiihrung der 
diesen Anzahlbestimmungen zugrunde liegenden algebraischen Prozesse. 

V. Die Theorie der algebraischen Invarianten. 

Die in Abschnitt I entwickelten Prinzipien bewahren ihre Kraft ins
besondere auch in demjenigen Teile der Algebra, welcher von den bei linearen 
Substitutionen der Veranderlichen invariant bleibenden Formen handelt. Be
kanntlich hat zuerst P. GoRDAN1 bewiesen, da13 die Invarianten cines Systems 

von binaren Grundformen mit einer V eranderlichenreihe x1 , x2 samtlich ganze 
und rationale Funktionen einer endlichen Anzahl derselben sind. Die zu diesem 
Beweise benutzten Methoden reichen jedoch nicht aus, wenn es sich urn den 
Nachweis des entsprechenden Satzes £iir Formen von mehr Veranderlichen 
handelt, oder wenn die Grundformen mehrere Reihen von Veranderlichen ent
halten, welche teilweise verschiedenen linearen Transformationen unterliegen. 
Es sollen im folgenden die Mittel dargelegt werden, deren es zur Erledigung 
der eben gekennzeichneten allgemeineren Fragen bedarf. 

Um in dem Beweise die wesentlichen Gedanken moglichst klar hervor
treten zu lassen, betrachten wir zunachst den einfachen Fall einer einzigen 
binaren Grundform I mit nur einer Veranderlichenreihe x1, x2• 

Nach einem in Abschnitt I bewiesenen Satze la.Bt sich aus einem jeden 
beliebig gegebenen Formensysteme stets eine endliche Zahl von Formen der
art auswahlen, da.B jede andere Form des Systems durch lineare Kombination 
jener ausgewahlten Formen erhalten werden kann. Wir betrachten insbesondere 
das System aller Invarianten der binaren Grundform I, und es mu.B dann nach 
dem angefiihrten Satze notwendigerweise eine endliche Zahl m von Invarian
ten i 1 , i 2 , ••• , im geben von der Art, da.B eine jede andere Invariante i der 
Grundform I in der Gestalt 

(38) 

1 Vgl. Vorlesungen tiber Invariantentheorie Bd. II (1885) S. 231. Andere Beweise sind 
gegeben worden von F. MERTENS in Crelles J. Bd. 100 S. 223 und vom Verfasaer in den 

Math. Ann. Bd. 33 S. 223; siehe auch diesen Band Abh. 11. 
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ausgedriickt werden kann, wo A 1 , A 2 , ••• , Am ganze homogene Funktionen 
der Koeffizienten der Grundform I sind. Doch kann dieses Ergebnis offenbar 
auch direkt aus Theorem I in Abschnitt I abgeleitet werden. Urn dies kurz zu 
zeigen, wahlen wir zunachst nach Willkiir aus der Gesamtheit der Invarianten 
der gegebenen Grundform I eine Invariante a us und bezeichnen dieselbe mit i 1 ; 

ferner moge i 2 eine Invariante der Grundform I sein, welche nicht einem Pro
dukte von der Gestalt A1 i 1 gleich ist, wo A1 eine ganze homogene Funktion 
der Koeffizienten der Grundform I ist; i 3 sei nun eine Invariante, welche sich 
nicht in die Gestalt A 1 i 1 + A 2 i 2 bringen liLBt, wo A1 und A 2 wiederum ganze 
homogene Funktionen der Koeffizienten der Grundform I sind. Entsprechend 
sei i 4 eine Invariante der Grundform, welche sich nicht in die Gestalt 
A1 i 1 + A 2 i 2 + A3 i 3 bringen Hi.Bt, und wenn wir in dieser Weise fortfahren, 
so gewinnen wir eine Formenreihe i 1 , i 2 , i 3 , .•• , in welcher keine Form durch 
lineare Kombination der vorhergehenden Formen erhalten werden kann. Aus 
Theorem I im Abschnitt I folgt, daB eine solche Reihe notwendig im Endlichen 
abbricht. Bezeichnen wir die letzte Form jener Reihe mit im, so ist eine jede 
Invariante der gegebenen Grundform I gleich einer linearen Kombination der 
m Invarianten i 1 , i 2 , .•• , im. Das so gewonnene Ergebnis bezeichnet den 
ersten Schritt, welcher zum Beweise der Endlichkeit des vollen Invarianten
systems erforderlich ist. 

Der zweite Schritt besteht darin, zu zeigen, daB in dem Ausdrucke 
A1 i 1 + A 2 i 2 +· · ·+ Amim die Funktionen A1 , A 2 , •.• , Am stets durch In
varianten J 1 , J 2 , ••• , J m ersetzt 'Werden konnen, ohne daB sich dabei der 
Wert i jenes Ausdrucks andert. Dieser zweite Schritt laBt sich in dem hier zu
nachst betrachteten Faile einer binaren Grundform mit nur einer V erander
lichenreihe in besonders einfacher Weise ausfiihren, wenn wir uns des folgen
den in der Inauguraldissertation1 des V erfassers bewiesenen Sa tzes bedienen: 

Jede homogene und isobare (d. h. nur aus Gliedern von dem namlichen 
Gewichte bestehende) Funktion der Koeffizienten einer binaren Form 

a0 x~+ (~)a1 x~- 1 x2 + · · · + anx~ 
vom Grade r in den Koeffizienten a0 , a 1 , •.• , an und vom Gewichte p = ~r 
geht nach Anwendung des Differentiationsprozesses 

L1 D LJ•D• LJ3lJ3 
[ J = l- I! 2! -!- 2!3f -- 3!4! + ... 

D L1 D• ,12 JJ3 ,13 
= l - I! 2! + 2! 3t - 3f4T + ... ' 

1 Vber die invarianten Eigenschaften spezieller bini.irer Formen, insbesondere der 
Kugelfunktionen. Konigsberg i. Pr. I885, sowie: Vber eine Darstellungsweise der in
varianten Gebilde im bini.iren Formengebiete. Math. Ann. Bd. 30 S. 15; dieser Band 
Abh. I und 4. 
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wonn 

zu setzen ist, in eine Invariante jener Grundform tiber. 
Wir bezeichnen nun die Gewichte der Invarianten i, i1 , i 2 , ••• , i.,. be

ziehungsweise mit p, p1 , p2 , ••• , Pm und fassen ferner allgemein unter der 
Bezeichnung B. aile diejenigen Glieder des Ausdruckes A. zusammen, welche 
vom Gewichte p - p. sind. Da in der Forme! (38) auf der linken Seite nur 
Glieder vom Gewichte p vorhanden sind, so diirlen wir auf der rechten Seite 
der namlichen Formel alle Glieder der Produkte A.i, unterdriicken, deren 
Gewichte kleiner oder gro.Ber als p sind, und wir erhalten dadurch fiir i den 
Ausdruck 

(39) 

wo B1 , B 2 , ••• , Bm eben jene homogenen und isobaren Funktionen der 
Koeffizienten der Grundform sind. Beachten wir nun, da13 eine Invariante bei 
Anwendung des Differentiationsprozesses D sowie bei Anwendung des Differen
tiationsprozesses Ll identisch verschwindet und da13 die homogenen und iso
baren Funktionen B. dem obigen Satze zufolge bei Anwendung des Differen
tiationsprozesses [] in gewisse Invarianten J. der binaren Grundform f iiber
gehen, so folgt 

LiJ = i, 

[B.i.] = [B.]i.= J.i. (s =I, 2, ... , m), 

und wenn wir auf jedes Glied in (39) den ProzeB [ ] an wenden, so entsteht die 
Gleichung 

Die In varian ten J 1 , J 2 , ..• , J m sind samtlich von niederem Grade in den 
Koeffizienten der Grundform als die Invariante i, und indem wir nun diese 
Invarianten J v J 2 , ••• , J m der namlichen Behandlung unterwerfen, wie 
vorhin die Invariante i, erhalten wir schlieBlich eine ganze und rationale Dar
stellung der Invariante i mit Hilfe der m In varian ten i 1 , i 2 , ••• , im. Die 
letzteren m Invarianten bilden daher das voile System der Invarianten fiir die 
vorgelegte binare Grund£orm f. 

Der zweite Schritt in diesem Beweise hestand darin, daB wir zeigten, wie 
in dem urspriinglichen Ausdrucke (38) fiir i die Funktionen A1 , A 2 , •.• , A.,. 
selber durch Invarianten zu ersetzen sind. W enn es sich nun um Grundformen 
von mehreren Veranderlichen handelt, so kann dieser zweite Schritt nicht 
genau in der namlichen Weise wie vorhin ausgefiihrt werden, weil diejenigen 
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Satze noch nicht bekannt sind, welche in der Invariantentheorie der Formen 
mit mehr Veranderlichen dem vorhin fiir das binare Formengebiet aus
gesprochenen Satze entsprechen. Aber in jenem allgemeineren Faile leistet 
den gleichen Dienst ein Satz, welcher im wesentlichen mit einem von P. GoR
DAN1 und F. MERTENS 2 bewiesenen Satze iibereinstimmt und fiir ternare For
men wie folgt lautet: 

Es sei ein System von ternaren Grundformen j<ll, f<2l, ... , j<k) mit den 
Veranderlichen xl, ~. Xs vorgelegt; die Formen dieses Systems mogen ver
mittels der linearen Substitution der Veranderlichen 

X1 = an Y1 + a12 Y2 + a13 Ya ' 

X2 = a21 Y1 + a22 Y2 + ~a Ys ' 

Xa = aal Y1 + aa2 Y2 + aaa Ya ' 

(40) 

iibergehen beziehungsweise in fa1>, fi2>, ... , fik>. Es sei ferner F(fa) irgend eine 
ganze Funktion der Koeffizienten dieser transformierten Formen /~1>, /~2>, •.• , 
f~k>, welche in den Koeffizienten jeder einzelnen Form homogen ist. Multi
plizieren wir diese Funktion F (fa) mit aq, wo a die Substitutionsdeterminante 
und q eine beliebige nicht negative ganze Zahl bedeutet, und wenden wir dann 
auf das Produkt a« F (fa) den Differentiationsproze.B 

Q- 83 
a - "a-~-1---;a'a-22-a-;;-aa-3 

so oft an, his sich ein von den Substitutionskoeffizienten a1i, a12 , ... , a33 

freier Ausdruck ergibt, so ist der so entstehende Ausdruck eine Invariante des 
Formensystems j<ll, j<2l, ... , j<k>. 

Dieser Satz folgt unmittelbar aus der Eigenschaft der Unveranderlichkeit 
der Invarianten bei linearer Transformation. Um dies zu zeigen, denken wir 
uns die Grundformen j<ll, j<2l, ... , j<k> in den Veranderlichen y1 , y2 , y3 ge
schrie ben und wenden dann auf die letzteren V eranderlichen die lineare Trans-
formation 

Y1 = bu Zt + b12 Z2 + b13 Za , bu b12 bla 

Y2 = b21 Z1 + b22 Z2 + b2s Za , b= b2l b22 b23 (41) 

Ya = bal Z1 + ba2~ + bas Za' bal b82 baa 

an. Hierdurch mogen die Grundformen f<ll, j<2l, ... , j<'cl beziehungsweise in 
/~1>, /12>, ••• , fbk> iibergehen. Endlich setzen wir die heiden linearen Sub-

1 Vorlesungen iiber Invariantentheorie Bd.II (1885) § 9; vgl. aueh A. CLEBSCH: ttber 
symbolisehe Darstellung algebraischer Formen. Crelles J. Bd. 59 S. 1. 

2 Uber invariante Gebilde ternarer Formen. Sitzgsber. Akad. Wiss. Wien, Math.
physik. Kl. Bd. 95. 
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stitutionen (40) und (41) zusammen zu der linearen Substitution 

Xl= CuZl + ClzZz+ ClsZa, 

Xz = ~1 Zr + C22 Zz + ~s Za , 

Xa = Cal Z1 + Csz Zz + Cas Zs , 

Cu cl2 Cls 

c = Czl Czz Czs = ab, 

Cal Csz Cas 

249 

(42) 

wo c11 , c12 , •.• , c33 die bekannten bilinearen V erbindungen der Substitutions

koeffizienten all, a 12 , •.• , a 33 und b11 , b12 , •.• , baa sind. Die Grundformen 
j<l>, f<2>, ••. , J<k> mogen bei Anwendung der zusammengesetzten Substitu
tion (42) in /~1), /~2>, .•• , f!k> iibergehen. Zu der Substitution (41) gehort der 
DifferentiationsprozeB 

a a 

und zu der zusammengesetzten Substitution (42) gehort der Differentiations
prozeB 

aa aa 

a~l ac23 aeaa + acu aeaa acSl 
a a 

+ acla ac21 ac82 

Bezeichnen wir mit p die Zahl, welche angibt, nach wie vielmaliger An
wendung von [Ja der Ausdruck aq F(fa) von den Substitutionskoeffizienten all, 

a12 , ••• , a3a frei wird, so besteht unsere Aufgabe darin, zu zeigen, daB der 
Ausdruck 

eine lnvariante der Grundformen j<1>, j<2>, .•. , j<k> ist. Da der Ausdruck 

rechter Hand von den Substitutionskoeffizienten a11 , a12 , •.• , a33 frei sein 
soH, so ist auch 

In dieser Formel setzen wir fiir die Koeffizienten der Formen j<ll, J<2>, •.. , j<l:> 

die entsprechenden Koeffizienten der transformierten Formen /~1>, f,.2>, . .• , f~k> 
ein. Dadurch gehen die Koeffizienten der Formen /11>, /~2>, ... , j~k> in die 
Koeffizienten der Formen /~1 >, f,2>, ... , f~kJ iiber, und wir erhalten 

oder 
J(/a) = D~WF(f.)} 

afl J (fa) = D: {cfl F (f.)}. (43) 

Der Ausdruck & F (f.) hangt von den Koeffizienten der Grundformen J<I>, 

j<2>, ••• , p> und von den Substitutionskoeffizienten a11 , a12 , ••• , a33 , 
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b11 , b12 , ... , baa ab; er enthalt jedoch diese Substitutionskoeffizienten ledig
lich in den bilinearen Verbindungen c11 , c12, •.• , Cas. Es gilt nun fiir eine jede 
Funktion G dieser bilinearen Verbindungen c11 , c12 , ..• , c33, wie aus dem 
Multiplikationssatze der Determinanten Ieicht erkannt wird, die Beziehung 

QbG = aQcG, 

und durch p-malige Anwendung derselben erhalten wir 

Es ist nun andererseits 
J (/) = Q~ { cq F (/c)} 

und folglich wegen ( 43) und ( 44) 

J <fa) = aP-<l J (/). 

(44) 

Diese Formel zeigt, daB dem Ausdrucke J {f) die Invarianteneigenschaft zu
kommt. 

Der eben bewiesene Satz ermoglicht die Aufstellung von heliebig vielen 
Invarianten des vorgelegten Formensystems. Urn zu zeigen, daB durch dieses 
Verfahren samtliche Invarianten gefunden Werden konnen, betrachten wir 
den Ausdruck Q~ aP. Das Differentiationssymbol Qa geht aus der Determi
nante a hervor, wenn wir allgemein in jedem Gliede ± a11• a22• a3a• der letz-

teren fur das Produkt a11• a22• aaa· den Differentialquotienten 83 

Ba11• aa22• 8a33• 

einsetzen, wo 1', 2', 3' die Zahlen 1, 2, 3 in irgendeiner Reihenfolge bedeuten. 
Entsprechend erhalten wir das Differentiationssymbol Q~ aus aP, wenn wir 
in dem entwickelten Ausdruck fiir aP allgemein an Stelle von afi' af2• ... au• 
d D .ff . I . asp . en 1 erent1a quot1enten emsetzen, wo p11 , p12, ... , p33 a are aar~· ... aa:~· 
gewisse Exponenten bedeuten, deren Summe gleich 3 p ist. Hieraus folgt ins-

besondere, daB das V orzeichen von afi' af2" · · · a~3· in aP iibereinstinlmt mit 

dem Vorzeichen von 83
"' - --- ---- in Q~; wenden wir daher QP auf aP an, Baff' Baf~• ... Baf~• a 

so ergibt sich eine Summe von Iauter positiven Zahlen: d. h. Q: aP ist eine von 
Null verschiedene ZahP; diese Zahl werde mit NP bezeichnet. 

Es sei nun J (/) eine belie big vorgelegte Invariante, und diesel be andere 
sich bei der Transformation urn die p-te Potenz der Substitutionsdeterminante. 
Die Relation 

1 Vgl. A. CLEBSCH: 1. c. S. 12, wo die letztere Tatsa.che im wesentlichen auf dem nam
lichen W ege bewiesen worden ist. 
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zeigt dann, wie die Invariante J (f) durch das angegebene V erfahren erhalten 
wird, und somit folgt die Richtigkeit der obigen Behauptung. 

Auf diese Betrachtungen grundet sich der erstrebte Beweis flir die End
lichkeit des vollen Invariantensystems im ternaren Formengebiete. Der erste 
zu diesem Beweise flihrende Schritt ist der namliche, wie vorhin im Falle der 
binaren Formen, und wir nehmen demgemaB wiederum an, es seien aus der 
Gesamtheit der In varian ten der Grundformen f(ll, /(2l, ••• , j<k> die m In
varianten i 1 , i 2 , ••• , im derart ausgewahlt, daB eine jede andere Invariante J 
jener Grundformen in der Gestalt 

(45) 

ausgedrlickt werden kann, wo A1 , A 2 , ••. , Am ganze homogene Funktionen 
der Koeffizienten der Grundformen sind. 

Der zweite Schritt besteht darin, zu zeigen, daB in dem Ausdrucke 
A1 i 1 + A2 i 2 +· · ·+ Amim die Funktionen A1 , A 2 , •• • , Am stets durch In
varianten ersetzt werden konnen, ohne daB sich dabei der Wert i des Aus
druckes andert. Zunachst beachten wir. daB eine Invariante ihrer Definition 
nach in den Koeffizienten einer jeden einzelnen Grundform homogen ist. Es 
seien die Invarianten i, i1, i2, ... , im in den Koeffizienten der ersten Grund
form f' 1l beziehungsweise vom Grade r, r 1 , r 2 , •.• , r m· Da die linke Seite in 
Formel ( 45) demnach nur Glieder vom Grade r in den Koeffizienten von /(1l 

enthalt, so durfen wir auf der rechten Seite der namlichen Formel allgemein 
in den Funktionen A 8 alle diejenigen Glieder unterdrlicken, deren Grad in den 
Koeffizienten von j(ll kleiner oder groBer als r- r8 ist. Wenn wir in gleicher 
Weise die Grade in bezug auf die Koeffizienten der iibrigen Grundformen 
reduzieren, so gelangen wir schlieBlich zu der Gleichung 

i = B1 i1 + B2 i 2 + · · · + Bm im, 
wo die Funktionen B1 , B2 , ••• , Bm in den Koeffizienten jeder einzelnen 
Grundform homogen sind. In dieser Gleichung setzen wir an Stelle der Koeffi
zienten der Grundformen /(1), /( 2l, ..• , j<k> die entsprechenden Koeffizienten 
der transformierten Grundformen /~1>, /~2>, ... , f~k> ein und benutzen dann die 
Invarianteneigenschaft von i, i 1 , i 2 , •.. , im; dadurch ergibt sich 

aP i =aPt Bl Ua) i1 + aP• B2 Ua) i2 + ... + aPm Bm Ua) im' 

wop, p. die Gewichte der Invarianten i, i. und wo B.(fa) die entsprechenden 
Funktionen der Koeffizienten der transformierten Grundformen /~1>, /~2>, ... , 
f!k> sind. Wenden wir auf die erhaltene Relation p-mal das Differentiations
symbol Qa, an so folgt 

~ {aP}·i = Q~ {aPt Bdfa)} · i1 + Q~ {aP• B2 (/a)} ·i2 + · · · 
+ Q~ {aPm Bm Ua)} · im 

und, wenn wir durch die von Null verschiedene Zahl NP = Q~{aP} auf heiden 
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Seiten dividieren, entsteht eine Gleichung von der Gestalt 

i = J 1 il + J 2 i2 + · · · + J m im ' 
wo unserem vorhin bewiesenen Satze zufolge die Ausdriicke 

(s = 1, 2, ... , m) 

In varian ten der vorgelegten Grundformen fUl, f< 2 >, ••• , fkl sind. 
Unterwerfen wir diese In varian ten J 1 , J 2 , .•• , J m der namlichen Be

handlung, wie vorhin die Invariante i, so folgt, da13 auch diese Invarianten 
durch lineare Kombination a us i 1 , i 2 , .•. , im erhalten werden konnen, wobei 
die als Koeffizienten in der linearen Kombination auftretenden Funktionen 
wiederum Invarianten sind. Da sich a her bei jedesmaliger Wiederholung dieses 
Verfahrens die Gewichte der darzustellenden Invarianten vermindern, so bricht 
das Verfahren ab, und wir erhalten schlie13lich eine ganze und rationale Dar
stellung der Invariante i mit Hilfe der m In varian ten i 1 , i 2 , .•• , im. Damit 
ist der erstrebte Beweis fiir tern are Grundformen mit einer V eranderlichen
reihe erbracht. 

Aber es geschah lediglich im Interesse einer kiirzeren Darstellung, wenn wir 
uns im vorhergehenden auf diesen Fall beschrankten, und wir sehen nachtraglich 
Ieicht ein, da13 unsere Schliisse sich ohne weiteres auf den Fall von Grund
formen mit n Veranderlichen iibertragen lassen. An Stelle des vorhin benutzten 
Differentiationsprozesses tritt dann der allgemeine Differentiationsproze13 

!.2 = 27 ± ____ a:' -- ---- (1', 2', ... , n' = 1,2, ... , n), 
a ilan· aa22' 0 0 0 ila,. n' 

wo a11 , a12 , ••• , ann die n2 Koeffizienten der linearen Substitution der n Ver
anderlichen bedeuten. 

Enthalten ferner die Grundformen mehrere V eranderlichenreihen, welche 
samtlich der namlichen linearen Transformation unterliegen, so bleibt das 
obige Verfahren ebenfalls genau das gleiche und selbst in dem Faile, wo mehrere 
Veranderlichenreihen in den Grundformen auftreten, welche teilweise ver
schiedenen linearen Transformationen unterworfen sind, bedarf es nur eines 
kurzen Hinweises, in welcher Art die obige Schlu.Bweise zu verallgemeinern ist. 

Es sei ein System von Grundformen f(l>, f< 2>, ... , f U•l mit einer ternaren 
Veranderlichenreihe x1 , x2 , x3 und mit einer binaren Veranderlichenreihe ~1 , ~2 
vorgelegt, welche gleichzeitig, und zwar mittels der Formeln 

X1 = ar1 Y1 + a12 Y2 + ala Y a , an ar2 al3 

X2 = a21 Y1 + a22 Y2 + a2s Ya' a= a21 a22 aaa 

Xs = aal Y1 + as2 Y2 + ass Ys ' aal as2 ass 

~1 = otn 'Y/1 + IX12 'Y/2 , I otn 
0(12 

~ 2 = Qt21 'Y/1 + 0(22 'Y/2 ' 
ot= 

, otzl Qt22 
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zu transformieren sind. Nach Ausftihrung dieser Transformation gehen die 
Formen f(l>, j<2>, ... , j<k) i.iber in die Formen ~~~' f!2J., ... , f~"J., deren 
Koeffizienten sowohl die Substitutionskoeffizienten a11 , a12 , ••• , a 33 als auch 
die Substitutionskoeffizienten o:11 , o:12 , o:21 , o: 22 enthalten. Unter einer In
variante in bezug auf diese Transformationen verstehen wir dann einen in den 
Koeffizienten jeder einzelnen Grundform homogenen Ausdruck, welcher sich 
nur um Potenzen der Substitutionsdeterminanten a und ex andert, wenn wir 
in demselben fiir die Koeffizienten der Grundformen j(l>, j<2>, •.. , t<k) die ent
sprechenden Koeffizienten der transformierten Grundformen ~~~' fa2~, ••• , f'ak~ 
einsetzen. Unserem oben bewiesenen Satze entspricht dann im vorliegenden 
Falle der folgende Satz: 

Es sei F(fa<X) irgend eine ganze Funktion der Koeffizienten der trans
formierten Form en f'a12, /~22, ... , fak~, welche in den Koeffizienten j eder ein
zelnen Form homogen ist. Multiplizieren wir diese Funktion FUaa.) mit a"- o:", 
wo q und ~ beliebige nicht negative ganze Zahlen sind, und wenden wir dann 
auf das Produkt aflrt..'' FUaa.) jeden der heiden Prozesse 

()3 

und 

()3 ()3 

+ iJa13 iJa21 aaa2 - iJa1i:aa22 iJa3~ 
a2 a2 

a rx.u a rx.22 - a rx.12 a-;;;-

so oft an, his sich ein von den Substitutionskoeffizienten a11 , a12 , ••• , a33 , 

cx11 , cx12 , cx21 , IX 22 freier Ausdruck ergibt, so ist der entstehende Ausdruck 
eine Invariante der Grundformen j<1>, f<2>, ••• , t<k) in dem verlangten Sinne. 

Der Beweis dieses Satzes entspricht vollkommen dem vorhin £i.ir Formen 
mit einer ternaren Veranderlichenreihe ausfiihrlich dargelegten Beweise und 
ebenso erkennt man ohne Schwierigkeit, daB auch umgekehrt jede Invariante 
erhalten werden kann, indem man auf eine geeignet gewahlte Funktion der 
Koeffizienten der. transformierten Formen die Differentiationsprozesse Qa 

und Qa. in der durch den obigen Satz vorgeschriebenen Weise anwendet. 
Um nun die Endlichkeit des vollen Systems der in Rede stehenden In

varianten darzutun, nehmen wir wiederum an, es seien die m Invarianten 
iv i 2 , ••• , i.,. derart ausgewahlt, daB jede andere Invariante i in der Gestalt 

i = A 1 i 1 + A 2 i 2 + · · · + Am im 

ausgedriickt werden kann, wo A1 , A2 , .•• , Am ganze homogene Funktionen 
der Koeffizienten der Grundformen sind. Aus dieser Relation erhalten wir auf 
dem namlichen W ege wie vorhin eine Relation von der Gestalt 

i = B1 i 1 + B2 i 2 + · · · + Bm im , 
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wo die Funktionen B 1 , B 2 , ••• , B m in den Koeffizienten j eder einzelnen 
Grundform homogen sind. Setzen wir in dieser Gleichung an Stelle der Koeffi
zienten der Grundformen jill, f!2l, ... , j<kl die entsprechenden Koeffizienten 

der transformierten Grundformen /~1~, fa~, ... , j~k~ ein, so folgt 

a'll oc"'i = a'lll OC"1 BlUaa) il + ... + a'llmoc"m BmUaa) im. 

Die Anwendung des Differentiationsprozesses .Q~ tJ;: und die Division durch 
die von Null verschiedene Zahl 

fiihrt schlie.Blich zu einer Gleichung von der Gestalt 

i = Jl il + J2 iz + · · · + J m im • 

wo J 1 , J 2 , • •• , J m Invarianten der Grundformen in dem verlangten Sinne 
sind. Diese Formel fiihrt nach wiederholter Anwendung zu einer ganzen rat io
nalen Darstellung der Invariante i mit Hilfe der m In varian ten i 1 , i 2 , ••• , im. 

Auch in dem eben behandelten Faile sehen wir nachtraglich Ieicht ein, 
dal3 die angewandte SchluBweise sich ohne weiteres auf den Falliibertragen 
laJ3t, wo die gegebenen Grundformen beliebig viele, den namlichen oder ver
schiedenen Ttansformationen unterliegende Veranderlichenreihen enthalt. 
Wir sprechen daher den allgemeinen Satz a us: 

Theorem V. Ist ein System von Grundformen mit beliebig vielen Veriinder
lichenreihen gegeben, welche in vorgeschriebener Weise den niimlichen oder ver
schiedenen linearen Transformationen unterliegen, so gibt es fur dasselbe stets 
eine endliche Zahl von ganzen und rationalen Invarianten, durch welche sich 
jede andere ganze und rationale I nvariante in ganzer und rationaler Weise aus
drucken liif3t. 

Was die sogenaimten Kovarianten und Kombinanten von Formensystemen 
betrifft, so fallen diese Bildungen samtlich als spezielle Faile unter den oben 
behandelten Begriff der Invariante. Fiir diese invarianten Bildungen folgt also 
ebenfalls aus Theorem V die Endlichkeit der vollen Systeme. Das gleiche gilt 
von den sogenannten Kontravarianten und allen anderen invarianten Bil
dungen, bei welchen gewisse aus mehreren Reihen von Veranderlichen zu
sammengesetzte Determinanten ihrerseits als Veranderliche eintreten 1. Diese 
Bildungen kann man dadurch unter den oben zugrunde gelegten Invarianten
begrif£ fassen, daB man geeignete Formen mit mehreren V eranderlichenreihen 
zu den schon vorhandenen Grundformen hinzufligt. W enn dies geschehen ist, 
lassen sich die bisherigen Dberlegungen unmittelbar iibertragen, und es folgt 

1 Vgl. E . STUDY : "Uber den Begriff der Invariante algebraischer Formen. Ber. der 
kg!. sachs. Ges. der Wiss. 1887 S. 142. 
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daher insbesondere auch fiir alle solchen invarianten Bildungen die Endlich
keit des vollen Systems. Als Beispiel fiir diesen Fall diene ein System von 
Grundformen, in welch en die 6 Linienkoordina ten Pi k die V eranderlichen 
sind. 

Anders verhalt es sich jedoch, sobald wir die Verallgemeinerung des In
variantenbegriffes in einer Richtung vornehmen, wie sie durch die Unter
suchungen von F. KLEIN 1 und S. LIE 2 bezeichnet ist. Bisher namlich hatten 
wir die Invariante definiert als eine ganze homogene Funktion der Koeffizienten 
der Grundformen, welche gegeniiber allen linearen Transformationen der Ver
anderlichen die Invarianteneigenschaft besitzt. Wir wahlen nunmehr, jener 
allgemeineren Begrif£sbildung folgend, eine bestimmte Untergruppe der all
gemeinen Gruppe der linearen Transformationen aus und fragen nach den
jenigen ganzen homogenen Funktionen der Koeffizienten der Grundformen, 
denen nur mit Riicksicht auf die Substitutionen der ausgewahlten Untergruppe 
die Invarianteneigenschaft zukommt. Obwohl unter diesen Invarianten offenbar 
alle Invarianten im friiheren Sinne enthalten sind, so folgt doch aus unseren 
bisherigen Siitzen iiber die Endlichkeit der vollen Invariantensysteme noch 
nicht, daB auch unter den Invarianten im erweiterten Sinne sich jederzeit eine 
endliche Anzahl auswahlen laBt, durch welche jede andere Invariante der nam
lichen Art ganz und rational ausgedriickt werden kann. 

Die bisherigen Entwicklungen und Ergebnisse lassen sich auf die Theorie 
der lnvarianten in dem erweiterten Sinne allemal dann unmittelbar iiber
tragen, wenn die Koeffizienten der die Gruppe bestimmenden Substitutionen 
ganze und rationale Funktionen einer gewissen Anzahl von Parametern sind 
derart, daB durch Zusammensetzung zweier beliebigen Substitutionen der 
Gruppe eine Substitution entsteht, deren Parameter bilineare Funktionen der 
Parameter der heiden urspriinglich ausgewahlten Substitutionen sind und 
wenn es zugleich einen DifferentiationsprozeB gibt, welcher sich in ent
sprechender Weise zur Erzeugung der zur vorgelegten Gruppe gehorigen In
varianten verwenden laBt, wie der Dif£erentiationsprozeB Q im Falle der zur 
allgemeinen linearen Gruppe gehorigen Invarianten. Fiir solche Substitutionen
gruppen ergibt sich stets durch unser Schlui3verfahren die Endlichkeit des zur 
Gruppe gehorigen Invariantensystems. 

Urn kurz zu zeigen, wie der Beweis in solchen Fallen zu fiihren ist, betrach
ten wir die Gruppe der terniiren orthogonalen Substitutionen, d. h. die Gruppe 
aller derjenigen linearen Substitutionen von drei homogenen Veranderlichen, 
bei deren Ausfiihrung die Summe der Quadrate der Veranderlichen ungeandert 

1 Vgl. die Programmschrift: ,Vergleichende Betrachtungen tiber neuere geometrische 
Forschungen." Erlangen 1872; siehe auch Ges. Abh. Bd. 1 (1921) S. 460. 

2 Vgl. die Vorrede des Werkes: ,Theorie der Transformationsgruppen." Leipzig 1888. 
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bleibt. Die Transformationsformeln fiir diese Substitutionen sind bekanntlich 

x1 = (ai +a~- a~ - ai) y1 - 2 (a1 a3 + a2 a4) y2 - 2 (~ a4 - a2 as) y3 , 

X2 = 2 (a1 as- a2 a4) y1 +(a~-ai- a~+ a~) Y2 - 2 (al a2 + a3 a4) Ys, 
x3 = 2 {a1 a4 + a2.a3) y1 + 2 (a1 a2 - a3 a4) y2 + (ai- a~ +a; -a~) Ys, 

wo a1, a 2, a3, a4 die 4 homogenen Parameter der Substitutionengruppe he
deuten. Die Gruppeneigenschaft dieser Substitutionen bestatigt sich Ieicht, wenn 
man in den eben angegebenen Formeln an Stelle der Parameter a1 , a2 , a3 , a4 

andere GroBen eintragt und die so erhaltene Substitution mit der urspriing
lichen zusammensetzt. Was die zu dieser Substitutionengruppe gehorigen In
varianten betrifft, so gilt der folgende Satz: 

Wenn man ein System von ternaren Grundformen vermoge der angegebenen 
Suhstitutionsformeln linear transformiert und auf eine beliebige homogene 
Funktion der Koeffizienten der transformierten Grundformen das Differen-
tiationssymbol 

so oft anwendet, his sich ein von den Parametern av a2 , a3 , a4 freier Aus
druck ergiht, so besitzt dieser Ausdruck die Invarianteneigenschaft gegeniiber 
der durch jene Formeln definierten Substitutionengruppe. Das gleiche gilt, wenn 
jene homogene Funktion der transformierten Koeffizienten noch zuvor mit einer 
beliebigen ganzen Potenz des Ausdruckes ar + ai + a~ + a: multipliziert wird. 

Die Anwendung dieses Satzes ermoglicht den gesuchten Beweis der End
lichkeit des vollen Invariantensystems, wie man leicht erkennt, wenn man die 
Entwicklungen des friiheren Beweises auf den vorliegenden Fall iibertragt. 

Ein anderes Beispielliefert diejenige Gruppe, welche die folgenden quater-
niiren Substitutionen entha.lt 

xl=af Yt+3aiaz Yz+3~a~ Ya+a~ Y4• 
Xz = ar aa Yt + (ai a,+ 2 al a2 aa) Yz + (2 al a2 a4 +a~ aa) Ya + a~ a, y,' 
x3 = a1 a~ y1 + (2 a1 a3 a4 + a2 a~) y2 + (~a~+ 2 a2 a3 a4) y3 + az ai y4 , 

x4 = ag y1 + 3 a~ a, y2 + 3 a3 ai y3 + a: y4 • 

Deuten wir die Veranderlichen als homogene Koordinaten der Punkte des 
Raumes, so stellen diese Formeln mit den veranderlichen Parametern a1 , a 2 , 

a3 , a4 alle linearen Transformationen des Raumes dar, hei welchen eine ge
wisse Raumkurve dritter Ordnung ungeiindert bleibt. Durch die entsprechen
den Betrachtungen wie vorhin folgt auch fiir diesen Fall die Endlichkeit des 
vollen Invariantensystems. 

Nachdem flir ein vorgelegtes System von Grundformen die Invarianten 
samtlich aufgestellt worden sind, entsteht die weitere Frage nach der gegen
seitigen Abhangigkeit der Invarianten dieses endlichen Systems. Flir eine 
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derartige Untersuchung dienen wiederum die Theoreme I und III als Grund
lage. Wenn wir namlich in den dort auftretenden Formen eine der n homo
genen Veranderlichen der Einheit gleichsetzen, so erkennen wir unmittelbar, 
da.B jene heiden Theoreme auch fiir nicht homogene Funktionen giiltig sind, 
und es ist somit insbesondere die Anwendung derselben auf die zwischen den 
Invarianten bestehenden Relationen gestattet. Verstehen wir nun in iiblicher 
Ausdrucksweise unter einer irreduziblen Syzygie eine solche Relation zwischen 
den Invarianten des Grundformensystems, deren linke Seite nicht durch 
lineare Kombination von Syzygien niederer Grade erhalten werden kann, so 
folgt aus Theorem I der Satz: 

Ein endliches System von Invarianten besitzt nur eine endliche Zahl von 
irreduziblen Syzygien. 

Als Beispiel diene das voile Invariantensystem von 3 binaren quadrati
schen Grundformen, welches bekanntlich aus 7 Invarianten und 6 Kovarianten 
besteht. Es la.Bt sich zeigen, da.B es fiir dieses Invariantensystem 14 irreduzible 
Syzygien gibt, aus denen jede andere Syzygie durch lineare Kombination 
erhalten werden kann. 

Die Aufstellung des vollen Systems der irreduziblen Syzygien ist aber 
nur der erste Schritt au£ dem Wege, welcher gemii.B den oben in den Ab
schnitten I, III und IV allgemein entwickelten Prinzipien zur vollen Er
kenntnis der gegenseitigen Abhangigkeit der In varian ten fiihrt. Denn zwischen 
den Syzygien ihrerseits bestehen gleichfalls im allgemeinen lineare Relationen, 
sogenannte Syzygien zweiter Art, deren Koeffizienten Invarianten sind und 
welche wiederum selber durch lineare Relationen, sogenannte Syzygien 
dritter Art, verbunden sind. Was die Fortsetzung des hierdurch eingeleiteten 
Verfahrens anbetrifft, so mu.B dasselbe nach einer endlichen Zahl von Wieder
holungen notwendig abbrechen, wie unser Theorem III lehrt, wenn man 
dassel be in der vorhin angedeuteten Weise auf nicht homogene Funktionen 
iibertragt. Wir gewinnen somit den Satz: 

Die Systeme der irreduziblen Syzygien erster Art, zweiter Art usf. bilden 
eine Kette abgeleiteter Gleichungssysteme. Diese Syzygienkette bricht im End
lichen ab, und zwar gibt es keinesfalls Syzygien von h6herer als der (m +1)-ten 
Art, wenn m die Zahl der Invarianten des vollen Systems bezeichnet. 

Zur vollstandigen Untersuchung eines Invariantensystems bedarf es in 
jedem besonderen Falle der Aufstellung der ganzen Kette von Syzygien. 
Nach den Erorterungen des Abschnittes IV sind wir dann in der Lage, die 
linear unabhangigen Invarianten von vorgeschriebenen Graden anzugeben, 
und zwar ausgedriickt als ganze rationale Funktionen der Invarianten des 
vollen Systems. 

Konigsberg in Pr., den 15. Februar 1890. 
Hilbert, Gesammelte Abhandlungen. Bd. II. 17 



17. Ober die diophantischen Gleichungen vom Geschlecht 
Null. (Zusammen mit A. HURWITZ.) 

[Acta math. Bd. 14, S. 217-224 (1891).] 

Die vorliegende Mitteilung behandelt die Aufgabe, alle ganzzahligen 
Losungen der Gleichung 

(1) 

zu finden, unter der Voraussetzung, da.B /(xt, x2 , :ca) eine ganze ganzzahlige 
homogene Funktion vom n-ten Grade in den Variabeln x._, x2 , x3 bedeutet, 
und die durch jene Gleichung definierte ebene Kurve das Geschlecht Null 
besitzt. Die Frage nach allen denjenigen Punkten der Kurve (1), deren 
Koordinaten rationale Zahlen sind, bezeichnet offenbar im wesentlichen die 
gleiche Aufgabe. 

Zur Losung der Aufgabe stiitzen wir uns auf die Abhandlung von 
M. N OETRER: Rationale Ausfiihrung der Operationen in der Theorie der algebra
ischen Funktionen1• Den dort entwickelten Resultaten zufolge konnen wir 
zunachst, falls die Gleichung (1) vorgelegt ist, durch eine endliche Zahl von 
rationalen Operationen entscheiden, ob die Voraussetzung, da.B das Ge
schlecht der Gleichung Null ist, zutrifft. Sodann ist es ebenfalls durch rationale 
Operationen moglich, n- 1 linear unabhangige ternare ganzzahlige For
men tp1, tp2, .. . , 'Pn-1 von der (n- 2)-ten Ordnung anzugeben derart, da.B 
fiir beliebige Parameter A:t, ~ •... , An_1 die Kurve (1) von der Kurve 

(2) 

in n - 2 mit den Parametern A:t, ~, ... , An-t veranderlichen Punkten ge
schnitten wird. Die Gleichung (2) stellt die zu der Kurve (1) adjungierten 
Kurven (n - 2)-ter Ordnung dar. 

Es sei nun zur Abkiirzung 

tf>I =Au 'PI+ A12 'P2 + · ' '+ AI,n-1 'Pn-1 • l 
t/>2 = A21 (/JI + A22 'P2 + ' ' ' + A2, n-I 'Pn-1' r 

tPa = Aa1 'PI+ Aa2 'P2 + · · · + Aa,n-1 'Pn-1' 

1 Math. Ann. Bd. 23 S. 3llff. 

(3) 
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wobei A11 , At2 , •.• , As,n-1 unbestimmte Parameter bedeuten. Transformieren 
wir sodann die Gleichung (1) vermoge der Formeln 

Y1:y2:Ya = <P1:<P2:<P3, (4) 

so erhalten wir eine Gleichung 

(5) 

deren Iinke Seite eine ganzzahlige Form von y1, y2, y3 und den Para
metern Atv At 2 , ••• , A3,,._1 ist. Ferner ergibt die Ausfiihrung der Trans
formation Formeln der Gestalt 

(6) 

wo 1JI1 , 1JI2 , 1JI3 ebenfalls ganzzahlige Formen von y1 , y2 , y3 und den Para
metern A11 , A12 , ... , As,n-1 sind. Wir setzen diese Formen ohne einen allen 
gemeinsamen Teiler voraus. Die Form g(y1 , y2 , y3) ist notwendig irreduzibel 
und homogen von der (n- 2)-ten Ordnung in den Variabeln y1 , y2 , y8 , eine 
Tatsache, welche unmittelbar aus den bekannten Satzen tiber die rationalen 
eindeutig umkehrbaren Transformationen der algebraischen Kurven folgt. 
Wir erteilen jetzt den Parametern At1 , A12 , ••• , A8 n-I solche ganzzahligen 
Werte, daB die Form g(y1 , y2 , y3 ) irreduzibel bleibt. Dies ist stets moglich, 
da diejenigen Werte vonAt1 , At 2 , ... , A3 n-1 , fiir welche g(y1 , y2 , y3 ) reduzibel 
wird, gewissen algebraischen Gleichu~gen geniigen miissen. Vermoge der 
Formeln (4) und (6) entspricht nunmehr jedem Punkte der Kurve (1}, dessen 
Koordinaten rationale Zahlen sind, ein ebensolcher Punkt der Kurve (5) 
und umgekehrt. Daher ist unsere urspriingliche Aufgabe auf die Behandlung 
der Gleichuug g(y1 , y2 , y3 ) = 0 zuriickgefiihrt, welche ebenfalls ganzzahlig 
und vom Geschlechte Null ist, dagegen einen um zwei Einheiten geringeren 
Grad als f(x1 , x2 , x3} = 0 besitzt. 

Da die Fortsetzung dieses Verfahrens so lange moglich ist, als der Grad 
der Gleichung gro13er ist als drei, so gelangen wir schlieBlich zu einer Gleichung 
dritten oder zweiten Grades, je nachdem der Grad n der urspriinglichen 
Gleichung eine ungerade oder eine gerade Zahl ist. Eine Gleichung dritten 
Grades konnen wir aber sofort auf eine Gleichung ersten Grades reduzieren. 
Denn eine solche Gleichung stellt eine Kurve dritter Ordnung mit einem 
Doppel- oder Riickkehrpunkte vor, dessen Koordinaten notwendig rationale 
Zahlen sind, und diese Kurve kann stets vermoge einer rationalen eindeutig 
umkehrbaren Transformation in eine gerade Linie iibergefiihrt werden. Je 
nachdem also die Ordnung der vorgelegten Gleichung eine ungerade oder 
eine gerade Zahl ist, erhalten wir schlie13lich eine Gleichung ersten oder zweiten 
Grades. Wir behandeln diese heiden Faile gesondert. 

Im ersteren Falle sei 
(7) 

17* 
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die erhaltene lineare Gleichung. Es lassen sich dann offenbar drei ganzzahlige 
lineare Formen ~, w2 , w3 der homogenen Parameter lt, ~ von der Art an
geben, da.B die Proportion 

(8) 

aile rationalen Losungen der linearen Gleichung (7) liefert, wenn wir fiir die 
Parameter lt, t2 alle moglichen ganzen Zahlen einsetzen. Indem wir nun durch 
sukzessive Anwendung der vorhin ausgefiihrten Transformationen zu der 
urspriinglich vorgelegten Gleichung (1) zuriickgehen, ergibt sich eine Pro
portion von der Gestalt 

(9) 

wo e1 , e2 , es ganzzahlige Formen n-ter Ordnung der homogenen Variabeln lt, t2 

bedeuten. Nach eventuellem Ausschlu.B einer endlichen Anzahl von Losungen, 
welche wir als singuli.ire Losungen bezeichnen und auf welche wir sogleich 
zuriickkommen werden, findet man aus der Proportion (9) alle iibrigen, nicht
singularen rationalen Losungen der Gleichung (1), wenn man den Para
metern lt, ~aile moglichen ganzzahligen Werte erteilt. Es ist daher offenhar, 
da.B wir alle nicht-singularen ganzzahligen eigentlichen Losungen ~, x2 , x3 

unserer Gleichung (1) erhalten, wenn wir in e1 , e2 , ea die Parameter lt• t2 aile 
moglichen Paare relativer Primzahlen annehmen lassen, und immer den 
gro.Bten allen drei Zahlen gemeinsamen Teiler unterdriicken. Urn jedoch zu 
hestimmten Formeln fiir diese eigentlichen Losungen zu gelangen, bilden wir 
die Resultante der heiden Formen 

wo ~, A2 , }'3, p,1 , p,2 , p,3 unhestimmte Parameter bedeuten. Diese Resultante 
ist eine gauze ganzzahlige Funktion der Parameter ~, 1.2 , As, flt, p,2 , p,3 , welche 
nicht identisch verschwinden kann, da die Formen et. e2 , es keinen gemein
samen Teiler besitzen. Es sei R die gro.Bte positive ganze Zahl, welche in 
samtlichen Koeffizienten jener Funktion aufgeht. Bedeutet dann lt, ~ irgend ein 
Paar relativer Primzahlen, so ist Ieicht einzusehen, da.B jede in den drei Zahlen 

(l1 (tl' t2)' (l2 (tu t2)' (la ( t1' t2) 
aufgehende Zahl ein Teiler von R sein mu.B. Lassen wir daher die heiden 
Parameter lt und t2 unahhangig voneinander ein vollstandiges Restsystem 
nach dem Modul R durchlaufen, so gelangen wir durch eine einfache Schlu.B
weise zu folgendem Resultat: 

Es la.Bt sich ein endliches System von Formeln: 

xl = oci (-ri' -r2)' 

X1 = fJ1 (-rl, T2), 

X2 = oc2 (-rl, •2) • 

X2 = fJ2 (-rl, •2)' 
X3 = OCa (-rl, -r2): ) 
Xa = fJa (Tl' 'r2)' ...... 
Xa = ~a (-rl • -r2)' 

(10) 
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aufstellen, welches alle nicht-singularen ganzzahligen eigentlichen Li:isungen 
der Gleichung (1) liefert, wenn man den Parametern -r1 , -r2 aile moglichen 
ganzzahligen Werte beilegt. Dabei bedeuten ocv ~. oc3 , ••• , "v x2 , x3 ganze, 
ganzzahlige, nicht homogene Funktionen der Parameter T1 , T2 • 

Die bisherigen Entwicklungen beruhten wesentlich auf dem Umstande, 
daB die benutzten Transformationen eindeutig umkehrbar sind. Da diese 
Eindeutigkeit jedoch in den singularen Punkten der Kurve (1) eine Aus
nahme erfahrt, so bediirfen diese Punkte noch einer besonderen Untersuchung. 
Die singularen Punkte entsprechen den gemeinsamen Losungen der drei 
Gleichungen 

af 
a-=0, 

x2 
(11) 

und es kann daher stets durch eine endliche Anzahl rationaler Operationen 
entschieden werden, ob unter ihnen solche vorhanden sind, deren Koordinaten 
rationale Werte besitzen. Die so gefundenen ,singularen" Losungen der 
diophantischen Gleichung (1) werden nicht notwendig auch durch die For
meln (10) erhalten, wie sich Ieicht durch Beispiele zeigen lii.Bt. 

Wenn zweitens der Grad n der vorgelegten Gleichung eine gerade 
Zahl ist, so werden wir, wie oben gezeigt worden ist, auf eine quadratische 
Gleichung 

(12) 

gefiihrt. Wir konnen dann diese Gleichung stets durch eine lineare Trans
formation mit rationalen Zahlenkoeffizienten in die Gestalt 

(13) 

bringen, wo ~. a2 , a8 samtlich ohne einen quadratischen Teiler und paarweise 
relative Primzahlen sind. Bekanntlich besitzt diese Gleichung (13) ganz
zahlige Losungen dann und nur dann, wenn ~. a2 , a3 nicht aile dasselbe Vor
zeichen haben, und die Zahlen - ~a3 , -aa~, -~a2 beziehungsweise qua
dratische Reste der Zahlen ~. a2 , aa sind1 • 

Wenn diese Bedingungen erfiillt sind, so gibt es auf dem durch die 
Gleichung (13) definierten Kegelschnitte Punkte, deren Koordinaten rational 
sind, und wir konnen daher durch eine rationale eindeutig umkehrbare 
Transformation den Kegelschnitt in eine Gerade, oder, was dasselbe ist, die 
Gleichung (13) in eine lineare Gleichung iiberfiihren. An die letztere kniipfen 
sich sodann dieselben Betrachtungen, welche wir oben im AnschluB an die 
Gleichung (7) entwickelten. Es wird also auch in dem jetzt betrachteten 
Faile unsere diophantische Gleichung (1) eine unendliche Zahl von Li:isungen 

1 LEGENDRE: Theorie des nombres, 3me ed. T. I. §§III, IV. (Deutsch von H. MASER, 
Leipzig 1886). Vgl. auch LEJEUNE-DIRICHLET: Vorlesungen iiber Zahlentheorie, heraus
gegeben von R. DEDEKIND, 3. Aufl. § 157 des X. Supplementes. 
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besitzen, welche durch ein System von Formeln der Gestalt (10) gefunden 
werden, und zu welchen sich eventuell eine endliche Zahl von singularen 
Losungen gesellt. 

Sind jedoch die genannten Bedingungen nicht erfiillt, so besitzt der 
Kegelschnitt (13) keinen Punkt, dessen Koordinaten rationale Zahlen sind. 
Folglich gibt es dann auch auf der Kurve (1) keinen solchen Punkt, es sei 
denn, daB von den singularen Punkten dieser Kurve einer oder mehrere 
rationale Koordinaten besitzen. Unsere Gleichung (1) hat also jetzt entweder 
eine endliche Zahl von (singularen) Losungen oder iiberhaupt keine Losung, 
je nachdem die Gleichungen 

gemeinsame rationale Losungen zulassen oder nicht. DaB von diesen heiden 
Moglichkeiten auch die erstere eintreten kann, daB also ein singularer Punkt 
der Kurve (1) rationale Koordinaten besitzen kann, ohne daB ein weiterer 
Punkt mit rationalen Koordinaten auf der Kurve liegt, zeigt folgendes Bei
spiel. Es seien cp, 1p1 , 1p2 , 1p3 vier ganzzahlige quadratische Formen, femer l 
eine ganzzahlige lineare Form der Variaheln ~. u2 , Us· Diese Formen mogen 
so gewahlt werden, daB der durch die Gleichung 

(14) 

definierte Kegelschnitt keinen Punkt mit rationalen Koordinaten hesitzt, daB 
ferner die Kegelschnitte 

1Jlt= 0, (15) 

durch die heiden Schnittpunkte von cp = 0 mit der Geraden l = 0 hindurch
gehen, ohne mit cp = 0 zu demselben Biischel zu gehOren, und daB endlich 
der Kegelschnitt 

1fJa= 0 (16) 

die genannten heiden Schnittpunkte nicht enthalt. Offenhar konnen die 
Formen auf unendlich viele Weisen diesen Bedingungen gemaB angenommen 
werden. Transformieren wir nun die Gleichung (14) vermoge der Formeln 

(17) 

so erhalten wir eine ganzzahlige Gleichung 

I (x1 , x2 , x3} = 0, (18) 

welche eine Kurve vierter Ordnung vom Geschlechte Null darstellt. Den 
Schnittpunkten der Geraden l = 0 mit dem Kegelschnitt cp = 0 entspricht 
ein Doppelpunkt dieser Kurve vierter Ordnung, dessen Koordinaten die 
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rationalen W erte 

besitzen. Dagegen kann sich unter den nicht-singularen Punkten der Kurve (18) 
keiner mit rationalen Koordinaten finden, weil einem solchen auf dem Kegel
schnitt (14) ein Punkt mit ebenfalls rationalen Koordinaten entsprechen 
wiirde. Durch zweckma13ige Wahl der Form 1p3 kann man, wie wir noch be
merken wollen, nach Belieben erreichen, da£ entweder nur einer oder da13 
jeder der singularen Punkte der Kurve (18) rationale Koordinaten erhalt. 

Durch die vorstehende Darlegung findet die diophantische Gleichung 

/(x1 , x2 , x3 ) = 0 

von beliebigem Grade und vom Geschlechte Null ihre vollkommene Erledi
gung. Wie sich dabei gezeigt hat, besitzt eine solche Gleichung entweder keine 

LOsung, oder sie besitzt eine endliche Zahl von Losungen, welche dann stets die 

gemeinsamen ganzzahligen LOsungen der Gleichungen (11) sind, oder endlich sie 
besitzt eine unendliche Zahl von LOsungen, welche, abgesehen von eventuellen ge

meinsamen ganzzahligen LOsungen der Gleichungen (11), durch ein System von 
Formeln der Gestalt (10) gefunden werden. 

W enn der Grad der Gleichung eine ungerade Zahl ist; so tritt stets der letzte 
Fall ein. Eine diophantische Gleichung von ungeradem Grade und vom 
Geschlechte Null besitzt also stets unendlich viele Losungen. 

Konigsberg i. Pr., den 14. Marz 1889. 



18. t:Jber die Irreduzibilitat ganzer rationaler Funktionen 
mit ganzzahligen Koeffizienten. 

[Journ. f. reine angew. Math. Bd. llO, S. 104-129 (1892).] 

W enn eine ganze rationale Funktion mit ganzzahligen Koeffizienten und 
mit den Veranderlichen x, y, ... , w; t, r, ... , q vorgelegt ist und wir behalten 
in dieser Funktion einige von den V eranderlichen, etwa die V eranderlichen 
X' y' ... ' w' als Unbestimmte bei, wahrend wir fiir die iibrigen Veranderlichen 
t, r, ... , q irgendwelche ganze positive oder negative Zahlen einsetzen, so 
entsteht ein System von unbegrenzt vielen ganzen rationalen Funktionen 
der Veriinderlichen x, y, ... , w mit ganzzahligen Koeffizienten, und wir werden 
auf die Frage gefiihrt, ob in diesem Systeme notwendig irreduzible Funktionen 
der V eranderlichen x, y, ... , w vorhanden sein miissen, so bald die urspriing
lich vorgelegte Funktion eine irreduzible Funktion der v eranderlichen X' y' 
... , w; t, r, ... , q ist. Dabei wird eine ganze rationale Funktion mit ganz
zahligen Koeffizienten irreduzibel genannt, wenn sie nicht als Produkt meh
rerer solcher ganzer ganzzahliger Funktionen darstellbar ist. Die angeregte 
Frage und ihre Erweiterung auf beliebige Rationalitiitsbereiche riickt den 
Begriff der Irreduzibilitat in ein neues Licht, und iiberdies gestatten die sich 
ergebenden Resultate mannigfache besondere Anwendungen auf die Theorie 
der Gleichungen und der Rationalitatsbereiche. 

Unsere Entwicklungen beruhen auf folgendem Hilfssatze: 
Es sei eine unendliche Zahlenreihe ~, a2 , a3 , • •• vorgelegt, in welcher all

gemein a8 eine der a ganzen positiven Zahlen 1, 2, ... , a bedeutet; es sei tiber
dies m irgendeine ganze positive Zahl. Dann lassen sich stets m ganze positive 
Zahlen p<l>, p<2l, ••• , p<ml so bestimmen, daB die 2m Elemente 

ap+ pl•l , a 1,+1,u,+1,t•l , 

ap+ pt•l , a1,+pl''+1,(a) , ai<+ l'f'l+1,.(a ) , a 11+ pf'' +1,(' '+.••(' ' , 
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fiir unendlich viele ganzzahlige W erte 11 samtlich gleich der namlichen Zahl G 
sind, wo G eine der Zahlen 1, 2, ... , a bedeutet. Dabei wird der Index 11 + 11<ll 
des zweiten Elementes erhalten, indem man die Zahl #Ill zu dem Index 11 des 
ersten Elementes addiert; die Indices des dritten und vierten Elementes ent
stehen aus den Indices des ersten und zweiten Elementes, indem man zu diesen 
die Zahl 11<2> addiert; die Indices des ftinften, sechsten, siebenten, achten 
Elementes entstehen aus den Indices der vier ersten Elemente, wenn man zu 
diesen die Zahl p,<3> addiert, und schlieBlich erhalt man die Indices der 2m-t 

letzten Elemente, indem man zu den schon bestimmten Indices der 2m-t 

ersten Elemente die Zahl p,<m> addiert. 
Beim Beweise ist es notwendig, einzelne Teile der vorgelegten Reihe £iir 

sich zu betrachten. W enn insbesondere i au£einander folgende Elemente der 
Reihe herausgegriffen werden, etwa die Elemente a!"' aP+l' a,+2, ... , a,H-t• 
so nenne ich diese i Elemente ein Intervall der Reihe von der Lange i. Wir 
grenzen nun innerhalb der vorgelegten Reihe irgendein Intervall von der 
Lange a+ 1 ab. In diesem Intervalle tritt dann mindestens eine der Zahlen 
1, 2, ... , a, etwa die Zahl G, zweimal au£, d. h. in dem Intervalle von der 
Lange a+ 1 kommt jedenfalls eine der folgenden Gruppierungen vor: 

G~ll = GG, 

G~ll =G.G, 

G~ll = G .. G, 

... G. 

Wie schon durch die Schreibweise kenntlich gemacht ist, bedeutet hierin all
gemein G!1> ein Intervall von der Lange s, dessen erstes und letztes Element 
einander gleich, namlich gleich der Zahl G sind. Man sieht, daB die Anzahl 
aller moglichen voneinander verschiedenen Gruppierungen G~1> gleich a2 und 
somit jedenfalls kleiner als die Zahl (a+ 1)2 ist. Wir grenzen jetzt innerhalb 
der vorgelegten Reihe hintereinander (a+ 1)2 Intervalle ab, deren jedes die 
Lange a + 1 besitzt, und betrachten dann das so entstehende Gesamtintervall 
von der Lange (a+ 1)3• In demselben tritt notwendig mindestens eine der 
Gruppierungen G~1>, etwa die Gruppierung GW1, zweimal au£, d. h. in dem 
Intervalle von der Hinge (a+ 1)3 kommt jedenfalls eine der folgenden Grup
pierungen vor: 

G<2> o<t> a<I> 2J'(ll+t= :t,.(l). 11(1), 

G<2> ao> (a+ I)• = .u> ••• .. . G~U>· 
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Hier bedeutet allgemein G~2> ein Intervall von der Lange s, welches mit der 
Gruppierung G~fl, beginnt und mit der namlichen Gruppierung schlie£t. Die 
Anzahl aller voneinander verschiedenen Gruppierungen G~2> ist offenbar 
kleiner als das Produkt der Intervallange (a+ 1)3 in die Anzahl aller mog
lichen Gruppierungen G!1l, und folglich ist jene Anzahl der Gruppierungen 
G~2> jedenfalls kleiner als (a+ 1)5 • Wenn wir daher innerhalb der vorgelegten 
Reihe hintereinander (a+ 1)0 Intervalle abgrenzen, und zwar ein jedes von 
der Lange (a + 1)3, so tritt in dem so entstehenden Intervalle von der Gesamt
lange (a+ 1)8 mindestens eine der Gruppierungen G~2>, etwa die Gruppierung 
G~~l1 , zweimal auf, d. h. in dem Intervalle von der Lange {a+ 1)8 kommt 
jedenfalls eine der folgenden Gruppierungen vor: 

G<3> G<z> G<2> z,.(2l+2 = ,,(2).. .,cu' 

G<s> G<2> 
(a+ I)• = v<•l • • • 

Hier bedeutet allgemein G~3l ein Intervall von der Lange s, welches mit der 
Gruppierung G~~J, beginnt und mit der namlichen Gruppierung schlie£t. 

Nach m-maliger Anwendung des namlichen Verfahrens gelangen wir zu 
Gruppierungen von der Gestalt 

G<m> = G<m-l) ••• • •• G<m-1) 

und erkennen, da.l3 in jedem Intervall der Reihe von einer gewissen Lange l 
notwendig eine jener Gruppierungen G<m> vorkommen mu.l3. Dabei bedeutet l 
eine bestimmte endliche und nur von a und m abhangige Zahl. Die Anzahl 
aller voneinander verschiedenen Gruppierungen G<m> ergibt sich wiederum 
kleiner als eine gewisse endliche Zahl k, welche Ieicht aus a und m berechnet 
werden kann. In der vorgelegten Reihe konnen wir nun hintereinander be
liebig viele Intervalle von der Lange l abgrenzen, und es folgt daher, da£ es 
unter den Gruppierungen G<m> notwendig eine gibt, welche in der vorgelegten 
Reihe unendlich oft vorkommt. Diese Gruppierung sei die folgende 

... G~'(:.::l,>, 

wo G~v;J, und G;V:.-:N Intervalle von der Lange v<m> bzw. von der Lange v<m-1> 
bedeuten. 

Wir erkennen hieraus Ieicht die Richtigkeit des obigen Hilfssatzes. Es ist 
namlich die Gruppierung G;v;J, durch die folgenden Rekursionsformeln be
stimmt: 
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G~~l, =G ... ...G, 

G~W, =~H, ... .. . G~~{, 

G~~l, = G~7J, ... .. . G~71,, 

G~r:l, = G~'i:.~N ... . . . G~'i:.~N, 

wo stets die unteren Indices die Anzahl der Elemente angeben, aus denen die 
betreffenden Intervalle bestehen. Ich setze 

pill = 'V(l) - 1 , 

p!2) = .,<2) -- pf1l , 

p!3) = p!3l - p!2) , 

p,lml = vim)- v<m-1) 

und behaupte dann, da13 die so entstehenden, ganzen positiven Zahlen p<ll, 

p,!2l, ••. , p,!ml von derjenigen Beschaffenheit sind, welche unser Hilfssatz ver
langt. In der Tat: es ist eben bewiesen worden, da13 in der vorgelegten Reihe 
~, a2 , a3 , ••• die Gruppierung G~~~ unendlich oft vorkommt, d. h. es gibt 
unendlich viele ganzzahlige W erte von p, fiir welche 

G(m) 
a,.a,u+l .• • ap+y(m)-1 = y(m) 

wird. Aus dem Aufbau der Gruppierung G~~~ folgt dann 

a.u =G, 
a,u+,u<ll = G, 

a.u+t•'", = al'+tolll+l·'"' = G, 

a.u+t•''' =a ,u+~'''l+p''' = a11 +t•'"l+p<•l = a1,+1•<'l+1,,.,+1,,., = G, 

und damit ist der Hilfssatz bewiesen. 
Wir kehren jetzt zu der anfangs gestellten Frage zuriick und beweisen 

zunachst das folgende Theorem: 

I. W enn f( x, t) eine irreduzible ganze rationale Funktion der beiden V erander
lichen x und t mit ganzzahligen Koeffizienten bezeichnet, so ist es stets auf un
endlich viele W eisen moglich, in f( x, t) fur t eine ganze rationale Zahl einzusetzen, 
so da{J dadurch die Funktion f(x, t) in eine irreduzible Funktion der einen Ver
anderlichen X ubergeht. Dabei hei{Jt eine ganze rationale Funktion mit ganz
zahligen Koeffizienten irreduzibel, wenn sie nicht als Produkt mehrerer solcher 
Funktionen mit yanzzahligen Koeffizienten dargestellt werden kann. 

Wir setzen 
f(x, t) = Txn + T 1 xn-l + · · · + T,, 
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wo T, T1 , ..• , T .. ganze rationale Funktionen von t mit ganzzahligen Koef
fizienten sind, und nehmen dann - im Gegensatze zu der in obigem Theoreme 
ausgesprochenen Behauptung - an, daB die Funktion f(x, t) stets gleich 
einem Produkte zweier oder mehrerer ganzer ganzzahliger Funktionen von x 
wird, sobald wir fli:r t irgendeine ganze positive, oberhalb einer bestimmten 

Grenze c gelegene Zahl einsetzen. v ermoge der Substitution X = ~ erhalten 

WIT 

wo Sv 82 , ••• , s .. wiederum ganze ganzzahlige Funktionen von t bedeuten, 
und es wird dann auch die Funktion 

reduzibel fli:r jeden positiven ganzzahligen Wert von t, welcher eine gewisse 
Grenze C' i.iberschreitet, wo C' > C und i.iberdies so gro.6 gewahlt sein moge, 
daB die Funktion T fli:r aile tiber 0' hinaus liegenden W erte t von Null ver
schieden bleibt. 

Wir entwickeln jetzt die n Wurzeln y1 , y2 , •• • , Yn der Gleichung 

yn + Siyn-1 + S2yn-z + ... + s .. = 0 

in der von PmsEux1 zuerst angegebenen Weise nach fallenden ganzen Potenzen 
1 

von -r =eli, wok eine in bekannter Weise zu bestimmende positive ganze Zahl 
1 

ist, und wo unter iii der positive reelle Wert der Wurzel verstanden werden 
soli. Zu Anfang der Entwicklungen erhalt man eine endliche Anzahl von 
positiven ganzen Potenzen von 't'. Es sei h der hochste positive Exponent von 
l', welcher auftritt; wir finden dann die Entwicklungen: 

11 + {J 11 1 + + ~ + n1 + lh + CT1 + YI = otl 't' 1 't' - • • • 111 T T"ii T3 • • • ' 

Y2 = otz 't'11 + Pz l'll-1 + · · · + Az + : 2 + ~ + ~- + · · · , 

Y = ot 7:/i + {J l'k-1 +, .. +A + :ltn + ~ + CTn + ... 
n n n n T y2 T3 ' 

wo die Koe££izienten ot, {J, .•• , ;. , ~, e, (J, • • • samtlich vollig bestimmte 

1 Die Originalarbeit von PUISEUX befindet sich in Liouvilles J. Bd. 15, 16 (1850, 1851). 
- Diese Potenzentwicklungen sind bereits von Herrn C. RUNGE dazu benutzt worden, 
um gewisse notwendige Bedingungen dafiir abzuleiten, daB eine Gleichung zwischen zwei 
Unbekannten unendlich viele ganzzahlige Losungen besitzt, vgl. J. reine angew. Math. 
Bd. 100 s. 425. 
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rationale oder irrationale, reelle oder imaginare Zahlen sind. Die gefundenen 
Potenzreihen konvergieren stets, wenn t = Tk eine gewisse positive Gro.Be 0" 
tibersteigt. 

Wir wii.hlen zunachst unter den n Wurzeln y1 , y2 , •• • , Yn irgend zwei aus, 
etwa y1 und y2 , und bilden dann die Potenzreihen flir die heiden elementar
symmetrischen Funktionen derselben wie folgt: 

Y1 + Y2 = (cx1 + oc2) -r" + ({31 + {32) 7:11-l + • • • , 

Y1 Y2 = Ot1 Ot2 7:2" + (cx1 f3z + etzf3t) T2k-l + • · • . 

Da wir auf n (; .--;_!_) = (~) Weisen je zwei Wurzeln aus den n Wurzeln y1 , y2 , 

... , Yn auswahlen konnen, so ergeben sich im ganzen (~) Systeme von je 

zwei Potenzreihen. Wir wii.hlen ferner aus den n Wurzeln y1 , y2 , ••• , Yn 
irgend drei a us, etwa y1 , y2 , y3 , und bilden dann die Potenzreihen flir die drei 
elementarsymmetrischen Funktionen derselben wie folgt: 

Y1 + Y2 + Ya = (cxl + Ot2 + eta) •" + ({31 + {32 + f3a) 7:11-1 + · • · , 

YtYz + Y1Ya + Y2Ya = (cx10C2 + OC1Cta + OCzOCa) • 2" 

+ (r:t.1{32 +OCzf31 + oc1f3a+ ocaf31 +cx2Pa+ ocaf3z) T:2h-1+ · · ·, 

Y1 Y2 Ya = oc1 oc2oca -,;SA + (ocloc2f3a + IX1 r:t.af32 + r:t.2ocaf31) 7:3,._1 + • · • • 

Da wir auf(~) Weisen je drei Wurzeln aus den n Wurzeln y1 , y2 , •• • , Yn aus

wahlen konnen, so ergeben sich im ganzen (;) Systeme von je drei Potenz

reihen. In derselben Weise gelangen wir zu (~) Systemen von je vier Potenz

reihen, zu (~) Systemen von je flin£ Potenzreihen usw. Schlie.Blich wahlen 

wir unter den n Wurzelny1 , y2 , •• • , Yn irgend n -1 aus, etwa y1 , y2 , ••• , 

Yn-l und bilden die Potenzreihen flir die n - 1 elementarsymmetrischen Funk
tionen derselben wie folgt: 

Y1 + Y2 + ••• + Yn-1 = (ocl + Ot2+ ···+ IXn-1) -,;k + ({31 + {32 + ···+ Pn-1)-,;IH +···' 

Y1 Y2" • • Yn-1 = IX1 OC2· • · IXn-1 -,;(n-l)k 
+ (r:t.11X2··•1Xn-2f3n-1 + ••• + IX21Xa••·1Xn-1f31)-,;!n-1)h--1 + ••·. 

Es ergeben sich auf diese Weise (n ~ 1) = n Systeme, von denen jedes aus 

n - 1 Potenzreihen besteht. 
W enn wir jetzt noch die n urspriinglichen Potenzreihen hinzunehmen und 

jede von diesen flir sich als ein System zahlen, so haben wir insgesamt 

n + (;) + (;) + · · · + (n ~ 1) = 2n- 2 Systeme von Potenzreihen. Diese 
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2n- 2 Systeme von Potenzreihen wollen wir in eine b(lstimmte Reihen£olge 
bringen und mit den Nummern 1, 2, ... , 2n- 2 versehen. 

Nachdem dies geschehen ist, bestimmen wir eine Primzahl p, welche grtiller 
ist als jede der heiden GroBen 0' und 0", und denken uns dann in siimtliche 

1 

Potenzreihen unserer 2n- 2 Systeme fiir -o den positiven reellen Wert von pk 
eingesetzt. Da unserer friiheren Annahme zu£olge die ganze ganzzahlige Funk
tion g(y, p} reduzibel wird, d. h. in zwei ganze ganzzahlige Funktionen von y 
zerlegt werden kann, so muB unter den 2n- 2 Systemen von Potenzreihen 
mindestens ein System existieren, dessen siimtliche Potenzreihen sich gleich 

1 

ganzen rationalen Zahlen erge ben, wenn man ihre W erte fiir T = p li berechnet. 
1 

Das erste dieser Systeme habe die Nummer ~· Wir setzen ferner T = 2pli. 
Da infolge unserer Annahme die Funktion g(y, 2kp) reduzibel wird, so muB 
wiederum unter den 2n- 2 Systemen von Potenzreihen mindestens ein System 

1 

existieren, dessen siimtliche Potenzreihen fur T = 2pli ganzzahlige Werte an
nehmen. Das erste dieser Systeme besitze die Nummer a2 • Infolge der Sub-

1 

stitution T = 3p-,, mogen alle diejenigen Potenzreihen ganzzahlige Werte an
nehmen, welche dem Systeme mit der Nummer a3 angehoren usw. 

Durch dieses Verfahren ist eine unendliche Zahlenreihe ~' a2 , a3 , • .. defi
niert, in welcher allgemein a. eine der 2n- 2 ganzen Zahlen 1, 2, ... , 2n- 2 
bedeutet. Wir wenden auf diese unendliche Reihe den oben bewiesenen Hilfs
satz an, indem wir a = 2n- 2 und m = (n - 1) h + 1 setzen. Es lassen sich 
dann zufolge jenes Satzes m Zahlen pm, p<2>, .•• , p<m> so bestimmen, daB die 
2m Elemente 

a~<, 

a1,+t•'''' ar•+~<u'+t•'"'' 

at<+~<'•', a,,+1"•'+,u'•', a,u+~"'''+t•'•', a..,+p'•'+ ~< '"+p'•', 

fiir unendlich viele ganzzahlige W erte p siimtlich gleich der niimlichen Zahl G 
sind, wo G eine der Zahlen 1, 2, ... , 2n - 2 bedeutet. Es moge nun zu der Num
mer G etwa das folgende aus v Potenzreihen bestehende System gehoren: 

1 B 2 A JI1 P1 E1 Yt + Y2 + · · · + Y~ =At -rm- + 1 -rm- + · · · + 1 + --:r + .-2 + T3 + · · ·' 

Y Y ... y· =A -rm-t + B Tm-2 + ... +A + JI, + P, + E, + .... 
1 2 ~ " " ,. T .-2 .-a 
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Die Koeffizienten A, B, ... , A, II, P, 1:, ... sind samtlich vollig bestimmte 
rationale oder irrationale, reelle oder imaginare Zahlen; einige derselben haben 
den Wert Null, da ja die positiven Exponenten von 't' im allgemeinen kleiner 
sein werden als m- 1 = (n- l)h. Wir setzen in die obigen v Potenzreihen 

1 

't' = apli ein und erhalten dann 

Y1 + Y2 + · · · + Yv = A1 am-1 + B1 am-2 + · · · + L1 + d + ~~· + ·~} + · · · , 

Y Y Y = 4 am-1 + B am-Z + ... -+- L + F'v + Rv + Sv + ... 
1 2 • • · ,. ..J.. v v · v a 0 2 aa ' 

wo die Koeffizienten A, B, .. . , L, P, R, S, ... wiederum bestimmte nume
rische Grol3en sind. 

Es gibt, wie unsere Entwicklungen zeigen, unendlich viele ganze Zahlen p 
derart, da£ in den letzten Formeln die rechten Seiten samtlich ganze Zahlen 
darstellen, sobald wir fiir a eine der ganzen Zahlen 

p, 

fh + p<1J, 

fh + p<2J, fh + p!1) + p<2)' 

p + p(3), fh + pC1J + pC3J, fh + pl2J + pC3J, fh + pClJ + pl2J + p(3J, 

p + p!m), p + p!l) + p!m), fh + p.!2J + p!m), •.• , p. + p.<lJ + p.!2) + ... + p!m) 

einsetzen. Wir wahlen jetzt irgendeine von den v Potenzreihen des in Rede 
stehenden Systems aus, etwa die Potenzreihe 

~(a) = A1 am-1 + Bl am-2 + ... + L1 + :1 + :: + ~;. + ... ' 
und bilden aus derselben die folgenden m Potenzreihen 

~!1 J(a) =~(a) - ~(a+ p.(IJ), 

~(2J(a) = ~(lJ(a) _ ~!lJ (a+ p!2J), 

~(mJ(a) = ~!m-ll(a) _ '$!m-1J(a + p!m>). 

Aus der vorhin bewiesenen Tatsache folgt, da£ auch jede von diesen m Potenz
reihen fiir unendlich viele ganzzahlige Argumente a = p ganzzahlige W erte 
annimmt. Wir setzen ferner zur Abkiirzung 

'Pm-l(a) = A1 am-1 + B1 am-2 + ... + Ll. 

Die weiteren Koeffizienten P1 , R1 , 81 , ... der Potenzreihe ~(a) seien nicht 

samtlich gleich Null, und es bezeichne :: das erste Glied, dessen Koeffizient V1 
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nicht verschwindet. Wir erhalten dann 

~<l>(a) = lJlm-1 (a) - lJlm-1 (a + ,uP>) + Vl [~;, - (a+ l,ul'l)•] + ... . 
Hier ist die erste au£ der rechten Seite stehende Differenz eine ganze rationale 
Funktion vom (m- 2)-ten Grade in a; wir setzen 

lJlm-2 (a) = lJlm-1 (a) - lJlm-1 (a + ,u<11). 

Die iibrigen Glieder auf der rechten Seite entwickeln wir nach fallenden 
Potenzen von a; es wird dann 

v 
~(ll(a) = lJlm-2(a) + p}llv av:l + · · · · 

In entsprechender Weise erhalten wir 

v 
~(2l(a) = lJlm-s(a) + ,u<t> ,u<2> v (v + I) a•:2 + · · ·, 

wo <p.,_8 (a) eine ganze rationale Funktion vom (m - 3)-ten Grade in a be
deutet. Nach m Schritten gelangen wir schlie.Blich zu der Formel 

~<m>(a) = pP> ,u<2l .•• ,u<m>v(v + 1). · · (v + m- 1) ::m + · · ·. 
Da diese Potenzreihe mit negativen Potenzen von a beginnt, so liiJ3t sich eine 
positive Gro.Be r angeben derart, dai3 fiir alle diese Grenze r iiberschreitenden 
W erte von a der Wert der Potenzreihe absolut genommen kleiner als Eins 
ausfallt. Andererseits wird die Potenzreihe ~<m> (a) fiir unendlich viele ganz
zahlige Argumente a selbst gleich einer ganzen Zahl, und da eine ganze Zahl, 
deren absoluter Betrag unterhalb der Einheit liegt, notwendig gleich Null 
sein mui3, so folgt, dai3 es unendlich viele ganzzahlige Werte von a gibt, fiir 
welche die Potenzreihe ~<m> (a) verschwindet. 

Aus der letzten Formel ergibt sich aber 

L [ av+m ~<m> (a)] = pY> ,u<2> .•. ,u<m> v(v + 1) ... (v + m - 1) V1 , 
a=oo 

wo der Ausdruck rechter Hand eine von Null verschiedene Gro.Be darstellt. 
Dieser Umstand steht mit der eben bewiesenen Tatsache in Widerspruch, und 
es ist daher unmoglich, da.B unter den Koeffizienten P1 , R,_, 81 , •.. ein von 
Null verschiedener Koeffizient V1 auftritt. In derselben Weise folgt, dai3 auch 
die Koeffizienten P2 , R2 , 82 , •• • , P~, R.,, S.,, ... samtlich gleich Null sind, 
und wir erhalten daher die Gleichungen: 

YI + Y2 + ... + y .. = Al am-t + Bl um-2 + ... + Lt ' 

Yt Y2 • • • y., = A.,um-l + B.,um-2 + · · . + L,. 
Da die rechten Seiten fiir unendlich viele ganzzahlige W erte von a ganze Zahlen 
darstellen so lien, so folgt leicht, da.B die Koeffizienten A, B, ... , L sii.mtlich 



t!ber die Irreduzibilitat ganzer rationaler Funktionen mit ganzzahligen Koeffizienten. 2 7 3 

rationale Zahlen sind1. Fiihren wir wiederum die Veranderliche 1: ein, indem 
1 

wir a = -rp- k setzen, so wird 
m-1 m-2 

Y1 + Y2 + · · · + y,. = A1 P- T -,;m-1 + B1 P ----;;- -,;m-2 + · · · + £1 , 

m--1 m-2 

Y1 Y2 ... y,. = A,.p ___ k_ -,;m-1 + B.p ----;;- -,;m-2 + ... + L,,. 

Die bisherigen Entwicklungen ergeben das folgende Resultat: Bestimmen 
wir irgendeine Primzahl p, welche oberhalb einer gewissen Grenze liegt, so 
gibt es unter den oben aufgestellten 2n- 2 Systemen von Potenzreihen min
destens eines, dessen Funktionen die eben angegebene Gestalt annehmen, 
wobei die Koeffizienten A, B, ... , L samtlich rationale Zahlen sind. 

Wir bestimmen 2n - 2 Primzahlen p', p", ... , p<2"-2), welche unter sich 
verschieden und griil3er sind als die Primzahl p. Auch fiir jede dieser Prim
zahlen gibt es dann unter den in Rede stehenden 2n- 2 Systemen von Potenz
reihen eines von der entsprechenden Gestalt. Da aber die Anzahl der Prim
zahlen p, p', p", ... , p<2"-2> gleich 2n -1 ist, wahrend die Anzahl der Systeme 
nur 2n- 2 betragt, so muB es notwendig ein System geben, dessen Funktionen 
eine doppelte Darstellung zulassen. Es sei etwa wie oben 

m-1 m-2 

Y1 + Y2 + · · · + Y. = A1 P ----;;--,;m-1 + B1 p- T -,;m-2 + · · · + Lu 

m-1 m-2 

y1 y2 •• , y,. = A.p-k 0 m-1 + B.p-k 0 m-2 +, , , + L,. 
und zugleich 

m-1 m-2 

m-1 m-2 

y1 y2 • •• y. = A~ p'-k -,;m-1 + B~ p'-k .m-2 + ... + L; . . 

Durch Vergleichung der namlichen Potenzen von 1: auf der rechten Seite ergibt 
sich m-1 rn-1 m-1 m-1 

A1 p-T =A{ p'-T ... , A,. p-T =A; p'-k 
m-2 m-2 m-2 m-2 

B1 p-T = B{ p'--k- ... , B. p---;;- = B; p'-k 

=L~, ... , 
1 Man dar£ nicht schlieBen, daB jene Koeffizienten ganze rationale Zalllen sind, da 

es bekanntlich sehr wohl ganze rationale Funktionen einer Veranderlichen gibt, welche 
fiir alle ganzzahligen W erte derselben ganzen Zahlen gleich werden und trotzdem ge
brochene Koeffizienten besitzen; vgl. Math. Ann. Bd. 36 S. 512, wo ich die allgerneinsten 
Funktiori.en solcher Art aufgestellt habe; siehe auch diesen Band Abh. 16, S. 236. 

Hilbert, Gesammelte Abhandlungen. Bd. II. 18 
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Da die Koeffizienten A, B, .. . , L, A', B', .. . , L' si:i.mtlich rationale Zahlen 
sind und p, p' zwei voneinander verschiedene Primzahlen bedeuten, so zeigen 
die gefundenen Gleichungen, daB nur diejenigen Koeffizienten von Null ver
schieden sein konnen, flir welche der zugehorige Potenzexponent von • eine 
durch k teilbare Zahl ist, d. h. die Funktionen unseres Systems hiingen ganz 
und rational von •k ab, und wenn wir 7:k = t setzen, so wird 

YI + Y2 + ... + y .. = Fl (t)' 

YI Y2 ... y .. = F,.(t)' 

wo F1 (t}, ... , F,.(t) ganze rationale Funktionen von t mit rationalen Zahlen· 
koeffizienten sind. Das gefundene Resultat zeigt, daB die ganze rationale 
Funktion g(y, t) durch die ganze rationale Funktion 

P(y, t) = y"'- F 1 (t) y•-1 + F2(t)y"'-2 + ... + (- 1)• F. (t) 

teilbar sein muB, d. h. es ist 

g(y,t) = P(y,t) IJf'(y,t), 

wo P und IJf' ganze rationale Funktionen von y und t mit rationalen Zahlen
koeffizienten bedeuten. Mittels der Substitution y = xT erhalten wir hieraus 
fiir die urspriinglich vorgelegte Funktion die Gleichung 

I( t) = tl>(x, t) tl>'(x, t) 
X, ATnl ' 

wo 4> ( x , t) und @' ( x, t) ganze ra tiona I.e Funktionen von x und t mit ganz
zahligen Koeffizienten bedeuten, wahrend A eine ganze Zahl und T eine 
ganze ganzzahlige Funktion der einen V eranderlichen t ist. Bezeichnet dann 
P irgendeine in A oder in siimtlichen Koeffizienten von T aufgehende Prim
zahl, so wird der Quotient 

tP(x, t) tP'(x, t) 
p 

gleich einer ganzen ganzzahligen Funktion von x und t, und hieraus folgt Ieicht 
durch bekannte Schliisse, daB entweder die samtlichen Koeffizienten von 
@(x, t) oder diejenigen von@' (x, t) durch P teilbar sein miissen. Wenn ferner 
U {t) eine ganze ganzzahlige irreduzible in T aufgehende Funktion von t 
bezeichnet, so wird der Quotient 

lP (x, t) tP' (x, t) 
U(t) 

ebenfalls gleich einer ganzen ganzzahligen Funktion von x und t, und hieraus 
folgt in ahnlicher Weise, daB entweder in @ (X, t) oder in@' ( x, t) die samtlichen 
Potenzen von x mit Funktionen von t multipliziert sind, welche die Funktion 
U (t) als Faktor enthalten. Durch Fortheben der si:i.mtlichen Prirnzahlen P und 
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irreduziblen Funktionen U (t) gelangen wir zu einer Gleichung von der Gestalt 

f(x,t) = <p(x,t) q/(x,t), 

wo <p(x, t) und <p' (x, t) ganze rationale Funktionen von x und t mit ganz
zahligen Koeffizienten sind. Diese Gleichung sagt aus, daB die urspriinglich 
vorgelegte Funktion f(x, t) reduzibel ist. Da aber diese Folgerung mit der 
Voraussetzung unseres Theorems in Widerspruch steht, so ist unsere anfangs 
gemachte Annahme unzulassig, d. h. es gibt keine Grenze C derart, daB die 
vorgelegte Funktion f(x, t) fiir alle diese Grenze C iiberschreitenden ganz
zahligen W erte von t reduzibel wird, und damit ist der Beweis unseres Theo
rems vollstiindig erbracht. 

Der Kiirze wegen habe ich die ganze Untersuchung so gefiihrt, daB dieselbe 
nur die Existenz einer Zahl t von der im Theorem verlangten Beschaffenheit 
erkennen laBt. Es kann jedoch die Entwieklung ohne Schwierigkeit so erganzt 
werden, daB aus derselben zugleich hervorgeht, wie sich eine solche Zahl t 
mittels Rechnung durch eine endliche Anzahl von Handlungen wirklich 
finden laBt, sobald eine bestimmte ganzzahlige Funktion vorgelegt ist. 

Im folgenden beschaftigen wir uns mit einigen Verallgemeinerungen und 
Anwendungen des eben bewiesenen Theorems I. Dabei geniige hinsichtlich 
der Beweise der Satze eine kurze Andeutung der anzuwendenden Schliisse. 

Zuniichst nehmen wir an, es seien statt der einen irreduziblen Funktion 
f(x, t) mehrere irreduzible Funktionen f(x, t), g(x, t), ... , k(x, t) vorgelegt. 
Wir finden dann durch eine leicht erkennbare Abiinderung des obigeii SchluB
verfahrens den folgenden Satz: 

W enn f ( x, t), g ( x, t), ... , k ( x, t) siirntlich ganze ganzzahlige irreduzible 
Funktionen der beiden Veriinderlichen x und t sind, so ist es stets auf unendlich 
viele W eisen moglich, fur t eine ganze rationale Zahl einzusetzen, so daj3 dadurch 
jede dieser Funktionen f(x, t), g(x, t), ... , k(x, t) in cine irreduzible Funktion 
der einen Veranderlichen X ub£rgeht. 

Sprechen wir diese Tatsache fiir das Produkt F(x, t) der siimtlichen vor
gelegten Funktionen f(x, t), g(x, t), .. . , k(x, t) aus, so ergibt sich der Satz: 

In einer beliebig gegebenen ganzen ganzzahligen Funktion F(x, t) der beiden 
V eranderlichen x und t liij3t sich stets fur t auf unendlich viele W eisen eine ganze 
Zahl derart einsetzen, da(J in bezug auf die Veranderliche x die entstehende Funk
tion genau in ebenso viele ganze ganzzahlige irreduzible Funktionen zerfallt wie 
die ursprungliche Fttnktion F(x, t) bei unbestimmtem Parameter t. 

Schwieriger ist es, unser Theorem I sowie die eben erwahnten Folgerungen 
au£ den Fall auszudehnen, daB die gegebenen Funktionen statt der einen Ver
linderlichen x belie big viele V eriinderliche x, y, ... , w und statt des einen Para
meters t belie big viele Parameter t, r, ... , q enthalten. Urn diesen allgemein
sten Fall zu behandeln, beweisen wir zunachst den folgenden Satz: 

18* 
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Wenn F( x, t, r, ... , q) eine irreduzible ganze ganzzahlige Funktion der 
V eranderlichen x und der Parameter t, r, ... , q bezeichnet, so kann man stets 
fiir t, r, ... , q lineare ganze ganzzahlige Funktionen eines Parameters u ein
setzen, so daB dadurch die Funktion F(x, t, r, ... , q) in eine irreduzible Funk
tion der heiden V eranderlichen X und U iibergehtl. 

Es sei 
F(x,t,r, ... ,q) = fxn+f1xn-1-t·. ·+/,., 

wo /, ft, ... , f n ganze ganzzahlige Funktionen von t, r, ... , q sind. Setzen wir 

hierin X = r ein und multiplizieren dann mit tn-I, so ergibt sich eine Funk

tion, welche ebenfalls irreduzibel ist und die Gestalt 

G(y, t, r, ... , q) = yn + g1yn-1+ ... + g,. 

besitzt, wo g1 , ..• , g .. wiederum ganze ganzzahlige Funktionen von t, r, ... , q 
sind. Wir bilden die Diskriminante D des Ausdruckes rechter Hand; dieselbe 
ist eine ganze Funktion von t , r, ... , q, welche nich t iden tisch fiir alle W erte 
dieser Parameter verschwinden kann, da in diesem Faile G (y, t, r, ... , q) 
einen quadratischen Faktor enthalten und somit reduzibel sein mii13te. Wir 
bestimmen ein System von ganzen rationalen Zahlen 

t=t0 , r=r0 , ••• , q=q0 , 

fiir welche D nicht Null ist, und setzen diese ganzzahligen W erte in die Funk
tion G ( y, t, r, . . . , q) ein. Die so entstehende Funktion von y zerlegen wir in 
ihre irreduziblen ganzen ganzzahligen Faktoren: es sei 

wo rp (y), ... , X (y) ganze ganzzahlige Funktionen beziehentlich vom v-ten, ... , 
,u-ten Grade in y sind. 

Nunmehr betrachten wir die durch die Glei6hung 

G (y, t, r, ... , q) = 0 

bestimmte algebraische Funktion y; die Entwicklung dieser Funktion an der 
Stelle t = t0 , r = r0 , ••• , q = q0 liefert n Potenzreihen, welche nach ganzen 
positiven Potenzen der Gro13en 

t! = t - t0 , r' = 1· - r 0 , ... , 

fortschreiten und von folgender Gestalt sind 

1 Vgl. die von L. KRONECKER zu ii.hnlichem Zwecke angegebene Substitution: Grund· 
ziige einer arithmetischen Theorie der algebraischen GroLien. J. reine angew. Math. 
Bd. 92 S.ll. 



"Ober die Irreduzibilitiit ganzer rationaler Funktionen mit ganzzahligen Koeffizienten. 2 7 7 

Yn-/1+1 = .2r~•,e, ... , .. lf!•r'e. · · q'", 

y,. = _}) "/~·1!····•") t'• r'e • • • q'x. 

(7:,(!, ... '" = 1, 2, 3, ... ) 

Dabei sind die konstanten Glieder der v ersten Potenzreihen e~.i0• 0••••• 0>, ••• , 
et.~o,o, ... ,o) gleich den v Wurzeln der Gleichung q;(y) = 0, und die konstanten 
Glieder der flletzten Potenzreihen ri0• 0• • · •• o>, ... , ~~?· 0• ····OJ sind gleich den f'Wur
zeln der Gleichung x(y) = 0. Wir bilden jetzt die elementarsymmetrischen 
Funktionen der v ersten Entwicklungen und erhalten dadurch die folgenden 
v Potenzreihen 

Y1 + · · · + y, = _2 Ai•·e·····"> t'• r'e · .. q,., 

Y1 • • • Y, = _2 A~•.e, ... ,,.) t'• r'e · · · q'", 

(7:,(>, .•. ," = 1, 2, 3, ... ) 

so fortfahrend bilden wir schlie.l3lich die elementarsymmetrischen Funktionen 
der fl letzten Entwicklungen wie folgt: 

Yn-1•+l + · · · + Yn =.}; F~·· 12·····"> t'• r'e · · · q'", 

Y l ···Y =~r<•.!'·····">t'•r'e ... ..~" n-.t'+ n .;:::;,; p. 'f. • 

(r, e, ... , '"' = 1, 2, 3, ... ) 

Wir sind somit zu Systemen von Potenzreihen gelangt, von denen das erste 
System aus v Potenzreihen und das letzte System aus fl Potenzreihen besteht: 
die Koeffizienten A, ... , r dieser Potenzreihen sind rationale Zahlen, und es 
brechen jedenfalls die Potenzreihen eines Systems nicht samtlich im Endlichen 
ab; denn dieser Umstand hatte, wie man leicht zeigt, die Reduzibilitat der 
Funktion G(y, t, r, . .. , q) zur Folge. Wirkombinieren nunmehr noch die ver
schiedenen Systeme von Potenzentwicklungen untereinander, z. B. die Ent
wicklungen Yv ... , y, und Yn-p+l, ... , y,., und stellen dann auch flir diese 
kombinierten Systeme die elementarsymmetrischen Funktionen auf, so da13 
wir schlie13lich zu einer jeden irreduziblen oder reduziblen in G(y, t0 , r0 , ••• , q0) 

aufgehenden ganzzahligen Funktion je ein System von Potenzreihen mit fol
genden Eigenschaften erhalten: die Koeffizienten der Potenzreihen sind ratio
nale Zahlen, und es brechen jedenfalls die Potenzreihen eines Systems nicht 
samtlich im Endlichen ab. 
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Nachdem dies geschehen ist, setzen wir 

t'=t1 u, r'=r1 u, .... , 

und verwandeln dadurch unsere Potenzreihen in Potenzreihen der einen V er
anderlichen u: es ist dann unsere Aufgabe zu zeigen, da13 man stets flir ~' rv 
... , q1 ganze rationale Zahlen so wahlen kann, da13 auch nach dieser Sub
stitution die Potenzreihen eines Systems nicht samtlich im Endlichen ab
brechen. Urn diesen Beweis zu flihren, bezeichnen wir mit E eine Zahl, welche 
gr613er ist als die Summe der Exponenten der hochsten Potenzen von 
t, r, ... , q, welche in dem Ausdruck G ( y, t, r, ... , q) vorkommen. Es sei ferner 
A t'•a r'ea . · · q'"a ein solches Glied in einer dem ersten System angehorigen 
Potenzreihe, flir welches der Koeffizient A von Null verschieden ist und au13er
dem die Exponentensumme -ro: + 12a. + · · · + xo: die Zahl E tibertrifft; wir 
wahlen auch in jedem der tibrigen Systemc von Potenzreihen ein Glied von 
der namlichen Beschaffenheit aus, und es sci etwa Tt''r r'er . .. q'xr ein Glied 
in dem zum Faktor X gehorigen Systeme, dessen Koeffizient r von Null ver
schieden und wo -,;r + e,. + · · · + xr gr613er als die Zahl E ist. Wie eine 
einfache Uberlegung zeigt, kann man flir ~, r1 , ••• , q1 ganze rationale Zahlen 
derart wahlen, da13 in den so entstehenden Potenzreihen der Veranderlichen 11, 

beziehentlich die mit 

... , 
multiplizierten Glieder Koeffizienten haben, welche von Null verschieden 
sind. Hierausfolgt aber, da13 die einem und dem namlichen System angehorigen 
Potenzreihen flir die V eranderliche u nicht samtlich im Endlich en ab brechen 
konnen; denn ware dies der Fall, so miillte notwendig die Funktion G (y, t, r, 
... , q) nach Einflihrung der Werte 

in eine Funktion von y und u libergehen, welche in zwei oder mehr ganze ganz
zahlige Faktoren zerfallt. Es wlirde aber dieser Umstand seinerseits erfordern, 
da13 in den samtlichen dem Systeme angehorigen Potenzreihen die Koeffi
zienten aller derjenigen Glieder verschwinden, flir welche der Exponent der 
Potenz von u die Zahl E iiberschreitet, und letzteres ist tatsachlich nicht der 
Fall. Damit haben wir bewiesen, da13 auch nach Ausfiihrung jener Substitution 
die Potenzreihen eines Systems nicht samtlich im Endlichen abbrechen, und 
hieraus wiederum folgt, da13 die aus G(y, t, r, .. . , q) vermoge jener Sub
stitution entstehende Funktion der heiden V eranderlichen y und u notwcndig 
irreduzibel ist. W enn wir j etzt in der ursprlinglich vorgelegten Funktion 
F(x, t, r, .. . , q) jene Substitution ausflihren, so folgt, da13 die entstehende 
Funktion der heiden V eranderlichen x und u jedenfalls nicht in mehrere von x 
abhangige Faktoren zerfallen kann. Es bliebe mithin nur noch die Moglichkeit 
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iibrig, daB die aus F(x, t, r, .. . , q) vermoge jener Substitution entstehende 
Funktion einen Faktor besitzt, welcher allein die V eranderliche u enthalt. 
Man kann aber, wie ersichtlich ist, die ganzen Zahlen ~, r1 , ... , q1 zugleich 
so wahlen, daB auch dieser Fall nicht eintritt. Damit ist der Beweis fiir den 
vorhin ausgesprochenen Satz vollstandig erbracht. Mit Hilfe dieses Satzes 
beweisen wir jetzt das folgende allgemeine Theorem: 

II. Wenn F(x, y, .. . , w; t, r, .. . , q) eine irreduzible ganzzahlige Funktion 
der Veranderlichen x, y, ... , w und der Parameter t, r, .. . , q bezeichnet, so 
ist es stets auf unendlich viele W eisen mfJglich, fur die Parameter t, r, ... , q 
ganze rationale Zahlen einzusetz:en, so dafJ dadurch die Funktion F ( x, y, ... , w; 

t, r, . . . , q) in eine irreduzible Funktion der Veranderlichen x, y, ... , w ilbergeht. 
Wenn wir in der vorgelegten Funktion F(x, y, .. . , w; t, r, .. . , q) die 

Substitution 
y='Y}X, W=WX 

vornehmen und dann die etwa als gemeinsamer Faktor auftretende Potenz 
von x fortlassen, so entsteht eine Funktion G(x,rJ, ... , w,t,r, ... ,q) der 
Veranderlichen x und der Parameter rJ, . . . , w, t, r, ... , q, welche ebenfalls 
irreduzibel ist. Wir setzen zunachst nach dem eben bewiesenen Satze fiir diese 
Parameter lineare ganzzahlige Funktionen eines einzigen Parameters u ein, 
namlich 

rJ = 'YJ1 u + 1/o' 

t=t1 u + t0 , 

... , 

... , 

so daB jene Funktion iibergeht in eine irreduzible Funktion g(x, u) der heiden 
Veranderlichen x und u. Es laBt sich dann nach unserem Theoreme I fiir u 
eine ganze rationale Zahl u0 einsetzen, so daB die Funktion g( x, u0} eine irre
duzible Funktion der einen Veranderlichen x wird. Nunmehr erkennen wir, 
daB die urspriinglich vorgelegte Funktion F ( x, y, ... , w; t, r, ... , q) not
wendig in eine irreduzible Funktion der V eranderlichen x, y, ... , w iibergeht, 
wenn wir fiir die Parameter die ganzen Zahlen 

.... , 
einsetzen; denn die so entstehende Funktion wiirde in eine irreduzible Funktion . 
der einen V eranderlichen x iibergehen, wenn wir iiberdies noch setzen: 

Y = ( 1/1 Uo + 1/o) X ' .... , 
und von einer etwa als Faktor auftretenden Potenz der Veranderlichen x ab
sehen. Damit ist der verlangte Nachweis gefiihrt. 

Wir haben bisher in allen unseren Entwicklungen und Betrachtungen 
iiber die Irreduzibilitat stets den Bereich der rational en Zahlen zugrunde gelegt: 
eine ganze Funktion wurde dann kurzweg irreduzibel genannt, wenn sie sich 
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nicht als Produkt von mehreren ganzen Funktionen mit ganzzahligen rationa
len Koeffizienten darstellen lie13. Es ist jetzt notwendig, die gefundenen Satze 
auf den Fall eines beliebigen durch eine algebraische Zahl bestimmten Ratio
nalitatsbereiches auszudehnen. Wir nennen dementsprechend, wie es iiblich ist, 
eine ganze rationale Funktion, deren Koeffizienten einem gegebenen durch eine 
algebraische Zahl bestimmten Rationalitatsbereiche angehoren, irreduzibel in 
diesem Bereiche, wenn sie nicht als Produkt von mehreren ganzen rationalen 
Funktionen dargestellt werden kann, deren Koeffizienten in eben jenem 
Rationalitatsbereiche liegen. Es gilt dann das folgende Theorem: 

III. Wenn die FunktionF(x, y, .. . , w; t, r, .. . , q) in einem gewissen durch 
eine algebraische Zahl bestimmten Rationalitiitsbereiche irreduzibel ist, so ist es 
stets auf unendlich viele W eisen moglich, in dieser Funktion F ( x, y, ... , w; 
t, r, ... , q) fur die Parameter t, r, ... , q ganze rationale Zahlen einzusetzen, 
so dafJ dadurch diese Funktion in eine Funktion der Veriinderlichen x, y, ... , 
w iibergeht, welche in eben jenem Rationalitiitsbereiche irreduzibel ist. 

Das eben ausgesprochene Theorem III Hi.13t sich auf das Theorem II zuriick
fiihren, und zwar mit Hilfe eines V erfahrens, welches L. KRONEOKER1 anwendet, 
urn in einem beliebigenRationalitatsbereiche die Zerlegung einer ganzen ratio
nalen Funktion in ihre irreduziblenFaktoren zu bewirken. Wir Sorgen notigen
falls zunachst durch M:ultiplikation mit einer Zahl des gegebenen Bereiches 
und durch geeignete Transformation der Veranderlichen dafiir, da.B die Funk
tion F mindestens ein Glied mit einem ganzen rationalen Koeffizienten ent
halt, und da13 au.Berdem aile zu F konjugierten Funktionen voneinander ver
schieden sind. Wir bilden das Produkt dieser samtlichen konjugierten Funktio
nen und erhalten dann nach M:ultiplikation mit einer geeigneten ganzen 
rationalen Zahl eine ganze rationale Funktion G von x, y, ... , w, t, r, ... , q 
mit ganzen rationalen Koeffizienten, welche im Bereiche der rationalen Zahlen 
irreduzibel ist. Es lassen sich daher zufolge des Theorems II fiir t, r, ... , q 
gauze rationale Zahlen so bestimmen, da.B nach deren Einsetzung G in eine 
Funktion der Veranderlichen x, y, .. . , w iibergeht, welche im Bereiche der 
rationalen Zahlen irreduzibel ist. Wie Ieicht gezeigt werden kann, geht dann 
die urspriinglich vorgelegte Funktion F (x, y, .. . , w; t, r, .. . , q) nach Ein
setzung der namlichen ganzzahligen W erte fiir t, r, ... , q in eine Funktion 
der Veranderlichen x, y, ... , w iiber, welche in dem gegebenen durch jene 
algebraische Zahl bestimmten Rationalitatsbereiche irreduzibel ist. 

Wir wenden nun die gewonnenen Resultate auf die Theorie der Gleichungen 
an. Es sei eine Gleichung n-ten Grades in x vorgelegt von der Gestalt 

F0 xn + F1 xn-l + • · · + F,. = 0, 

1 Vgl. Grundziige einer arithmetischen Theorie der algebraischen GroBen. J. reine 
angew. Math. Bd. 92 S. 12 u. 13. 
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deren Koeffizienten F0 , F1 , ... , F .. ganze rationale Funktionen der Para
meter t, r, ... , q mit ganzen rationalen Zahlenkoeffizienten sind. Um die 
Gruppe r d,er Gleichung in dem durch die rationalen Zahlen und die Para
meter t, r, ... , q bestimmten Rationalitatsbereiche zu find en, bilden wir das 
iiber aile Permutationen ~, i2 , ••• , in der n Zahlen 1, 2, ... , n erstreckte 
Produkt: 

H ( u + X;1 u1 + X;2 u2 + · · · + X;,. u .. ) , 

wo u, ~, ~, ... , Un unbestimmte Parameter und X:J., x2 , ••• , x,. die n W urzeln 
der Gleichung bedeuten. Dieses Produkt II wird nach Multiplikation mit F~ 1 

eine ganze gauzzahlige Funktion der Unbestimmten u, ~' u2 , .•• , un, t, r, 

... , q, und wenn G(u, ~' ... , un, t, r, .. . , q) ein ganzer ganzzahliger im 
Bereiche der rationalen Zahlen irreduzibler Faktor dieser Funktion ist, so 
wird die gesuchte Gruppe r durch diejenigen Permutationen bestimmt, welche 
die Funktion G ungeandert lassen. Wie wir jetzt mit Hilfe der obigen Ent
wicklungen zeigen wollen, kann man in die vorgelegte Gleichung auf unendlich 

viele W eisen fur die Parameter t, r, ... , q ganze rationale Zahlen derart einsetzen, 

dap die so entstehende ganzzahlige Gleichung im Bereiche der rationalen Zahlen 

die niimliche Gruppe r besitzt. Um dies zu beweisen, berechnen wir die Dis
kriminante D der vorgelegten Gleichung; dieselbe wird nach Multiplikation 
mit einer Potenz von F 0 eine ganze ganzzahlige nicht identisch verschwindende 
Funktion der Parameter t, r, . . . , q. Wir konnen dann nach Theorem II zu
nachst fiir t unbegrenzt viele ganze rationale Zahlen bestimmen, nach deren 
Einsetzung G eine im Bereich der rationalen Zahlen irreduzible Funktion der 

Veranderlichen u, ~' ... , un, r, .. . , q wird. Unter diesen ganzen rationalen 
Zahlen t wahlen wir eine solche a us, fiir welche D nicht identisch verschwindet. 
Hierauf bestimmen wir eine ganze rationale Zahl r, bei deren Einsetzung die 
Funktion G eine im Bereiche der rationalen Zahlen irreduzible Funktion der 
iibrigbleibenden Veranderlichen wird, und fiir welche iiberdies die Diskrimi
nante D von Null verschieden bleibt. So fortfahrend erhalten wir fiir t, r, ... , q 
gauze rationale Zahlen, nach deren Einsetzung G in eine gauze ganzzahlige 

irreduzible Funktion g der Unbestimmten u, ~, .. . , u,. iibergeht, und fiir 
welche die Diskriminante D der Gleichung eine von Null verschiedene rationale 
Zahl wird. Es ist nun einerseits offenbar, daB alle Substitutionen, welche G 
zula13t, auch die Funktion g nicht andern konnen, und andererseits kann die 
Funktion g aul3er diesen Substitutionen nicht noch andere Substitutionen zu
lassen, da die Ordnung der Gruppe fiir die entstehende ganzzahlige Gleichung 
jedenfalls nicht groJ3er als die Ordnung der Gruppe r sein kann: r ist mithin 

zugleich die Gruppe der durch Einsetzung jener ganzen Zahlen entstehenden 
ganzzahligen Gleichung. 

Nehmen wir beispielsweise in einer Gleichung die Koeffizienten selber als 
die unbestimmten Parameter t, r, ... , q an, so ist die Gruppe T der Gleichung 
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die symmetrische, und es folgt daher, dafJ es unbegrenzt viele Gleichungen 
n-ten Grades mit ganzzahligen Koeffizienten gibt, deren Gruppe im Bereiche der 
rationalen Zahlen die symmetrische Gruppe ist. 

Zu solchen Gleichungen kann man im allgemeinen sogar gelangen, wenn 
man sich lediglich die geeignete Wahl des letzten Koeffizienten in der Gleichung 
vorbehalt. Urn dies einzusehen, nehmen wir in der Gleichung 

f(x) = a0 x" + a1 x"-1 + · · · + a,._1 x + t = 0 
die Koeffizienten a0 , ~, •.• , a .. _1 als gauze rationale Zahlen irgendwie an mit 
der Einschrankung, daB die Gleichung 

f'(x) = na0 x"-1 + (n-1) a1 x"-2 + · · · + a,_1 = 0 
lauter verschiedene Wurzeln besitzt und die Funktion f(x) fiir diese Wurzeln 
lauter verschiedene W erte annimmt. Die Diskriminante der ersteren Gleichung 
wird dann eine ganze rationale Funktion (n - 1)-ten Grades in t, welche 
lauter .verschiedene Linearfaktoren besitzt. Aus diesem Umstande kann mit 
Hilfe derjenigen Prinzipien, welche Herr A. HURWITZ1 dargelegt hat, gefolgert 
werden, daB die Monodromiegruppe jener Gleichung beziiglich des Parameters t 
die symmetrische ist2. Aus dem vorhin bewiesenen allgemeinen Satze ergibt 
sich sodann, da13 man in unserer Gleichung auf unendlich viele Weisen fiir 
den letzten Koeffizienten t einc gauze Zahl derart einsetzen kann, daB die ent
stehende ganzzahlige Gleichung im Bereich der rationalen Zahlen die sym
metrische Gruppe besitzt. 

Durch ahnliche Schliisse sind wir imstande zu zeigen, dafJ es unbegrenzt 
'viele Gleichungen mit ganzen rationalen Zahlenkoeffizienten gibt, deren Gruppe 
im Bereiche der rationalen Zahlen die alternierende Gruppe ist. Zum Beweise 
brauchen wir einige Satze, deren Richtigkeit man ohne Schwierigkeit mittels 
derjenigen Methoden erkennen kann, welche Herr A. HuRWITZ in den vorhin 
angefiihrten Arbeiten auseinandersetzt. Der erste dieser Satze lautet wie folgt: 

Es seif(x) eine ganze rationale Funktion der Veranderlichen x vom geraden 
Grade n, welche den Faktor x2 besitzt, und der Differentialquotient dieser 
Funktion habe die Gestalt 

f'(x) = n x(x-a)2 (x-- b)2 . .. (x-k) 2 ; 

dabei seien a, b, ... , k von Null und untereinander verschiedene Gr613en, und 
auch die Werte f(a), f(b), .. . , f(k) seien untereinander verschieden: dann ist 
die Monodromiegruppe der Gleichung 

" f(x) + (- 1).2 t2 = 0 

beziiglich des Parameters t gleich der alternierenden Gruppe. 

I Math. Ann. Bd. 39 S. 1. 
2 Vgl. auBerdem A. HURWITZ: ttber diejenigen algebraischen Gebilde, welche ein· 

deutige Transformationen in sich zulassen. Nachr. Ges. Wiss. Giittingen 1887 S. 103, wo 
die oben von mir benutzte Tatsache ebenfalls zur Geltung kommt. 
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Wir berechnen zunachst die Diskriminante dieser Gleichung, indem wir 
uns dabei einer bekannten Formel fiir die Resultante zweier ganzen Funktionen 
bedienen. Wenn namlich tp(x) und VJ(x) zwei ganze rationale Funktionen der 
Veranderlichen x vom Grade v und p und mit den Nullstellen oc1, oc2, ... , oc, 
und {31 , {32 , ••• , {31' bedeuten, und wenn wir dementsprechend 

tp(x) = oc(x-oc1 ) (x-oc2 ) • • • (x-oc,), 

VJ(x) = {3(x-{31 ) (x-{32 ) • • • (x-{3u) 

setzen, so gilt die Formel 

R(tp, VJ) = 
= ( -1)"·" rt.~' VJ(rt.I) VJ(rt.z) • • · VJ(rt.,.). 

Mit Hilfe derselben fihden wir fiir die Diskriminante der obigen Gleichung, 
d. h. fiir das Produkt der quadrierten Wurzeldifferenzen, den Wert 

n n n 

D = nn t2(f(a) + (- l)" t2) 2 (f(b) + (- 1)2- t2) 2 • • • (f(k) + (- 1)2- t 2) 2 , 

und das Produkt der Wurzeldifferenzen selbst wird daher 
1 n n n n 

D-2 = n-2 t(f(a) + ( -- 1)2 t2) (!(b)+ (- 1)2- t2) •.. (f(k) + (- 1)2- t2) . 

Wir setzen jetzt fiir a, b, ... , k irgendwelche rationalen positiven und von
einander verschiedenen Zahlen. Nach Annahme dieser Zahlen ist f(x) vollig 
bestimmt, und auch die Werte f(a), f(b), ... , f(k) sind untereinander samtlich 
verschieden; denn es ist beispielsweise /(b)- f(a) gleich dem von a bis b er
streckten Integrale iiber die in diesem Intervalle nirgehds negative Funk
tion f' (x). Da n eine gerade Zahl ist, so ist der gefundene Ausdruck fiir nt 
eine ganze rationale Funktion von t mit rationalen Zahlenkoeffizienten, und 
folglich ist auch die Gruppe der Gleichung in dem durch die rationalen Zahlen 
und den Parameter t bestimmten Bereiche gleich der alternierenden Gruppe. 
Man kann jetzt nach dem oben bewiesenen allgemeinen Satze auf unendlich 
viele W eisen fiir t eine ganze Zahl einsetzen, so daB die entstehende ganz
zahlige Gleichung im Bereiche der rationalen Zahlen die alternierende Gruppe 
besitzt, und damit ist unsere Behauptung fiir Gleichungen geraden Grades 
bewiesen. 

Urn die entsprechende Tatsache fiir Gleichungen vom ungeraden Grade n 
einzusehen, benutzen wir einen Satz, welcher wiederum ohne Schwierigkeit 
a us den von Herrn A. HuRWITZ entwickelten Prinzipien gefolgert werden kann. 
Dieser Satz lautet: 

Es sei f(x) eine ganze rationale Funktion der Veranderlichen x vom un
geraden Grade n, welche mit ihrem Differentialquotienten f' (x) durch die 
Formel 

xf'(x)- f(x) = (n-1) (x-a) (x-b)2(x-c)2·. ·(x-k)2 
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verbunden ist; dabei seien a, b, c, .. . , k von Null und untereinander ver
schiedene Gro.Ben, und auch die Werte f' (b), f' (c), ... , f' (k) seien voneinander 
verschieden: dann ist die Monodromiegruppe der Gleichung 

n-1 

f(x) + ((-1)0 t2 - f'(a)) x = 0 

bezliglich des Parameters t gleich der alternierenden Gruppe. 
Indem wir uns der oben angegebenen Formel fiir die Resultante zweier 

ganzen Funktionen und au.Berdem der Formel 

R(q;- X1p, '!jJ) = R(q;, '!jJ) 

bedienen, finden wir flir die Diskriminante jener Gleichung, d. h. fiir das 
Produkt der quadrierten Wurzeldifferenzen, den Wert 

n-1 n-1 

D = (n -l)n-1 t2 ((- 1)0 t2 + f'(b) -f'(a))2 . . · ((- 1)0 t2 + f'(k)- f'(a))2, 

und das Produkt der Wurzeldifferenzen selbst wird daher 
1 n-1 n - 1 n-1 

D2 =(n-l)- 2 t (( - 1)0 t2 +f'(b)-f'(a)) .. ·((-lf9 t2 +f'(k)-f'(a)) 

Wir wahlen jetzt flir b, c, ... , k irgendwelche rationalen positiven und von
einander verschiedenen Zahlen und setzen 

I 

Infolge der letzteren Annahme verschwindet auf der rechten Seite der Formel 

xf'(x)- f(x) = (n-1) (x-a) (x-b)2(x-c)2·. ·(x-k)2 

der Koeffizient von x, gerade wie dies auf der linken Seite der Fall ist, und es 
la.Bt sich deswegen eine ganze rationale Funktion f(x) vom n-ten Grade mit 
rationalen Zahlenkoeffizienten bestimmen, welche dieser Formel genligt. Diese 
Funktion /(x) besitzt zugleich die Eigenschaft, daf3 die Werte f'(b), /'(c), . . . , 
f' (k) samtlich voneinander verschieden sind; denn es ist beispielsweise 

c 

/'(c)- /'(b) = t;c) _l~l = J xf'(x)x-;l__(x__)_ dx, 

b 

und hierin wird die unter dem Integralzeichen stehende Funktion zwischen 
den Integrationsgrenzen nirgends negativ. Da n eine ungerade Zahl ist, so 
ist der gefundene Ausdruck flir Dl eine ganze rationale Funktion von t mit 
rationalen Zahlenkoeffizienten, und folglich ist auch die Gruppe der Gleichung 
in dem durch die rationalen Zahlen und den Parameter t bestimmten Bereiche 
gleich der alternierenden Gruppe. Man kann jetzt nach dem oben bewiesenen 
allgemeinen Satze auf unendlich viele W eisen flir t eine ganze Zahl einsetzen, 
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so daB die entstehende ganzzahlige Gleichung im Bereiche der rationalen 
Zahlen die alternierende Gruppe besitzt, und damit ist unsere Behauptung 
auch ftir Gleichungen ungeraden Grades bewiesen. 

Mit Hilfe des Theorems III lassen sich die bisher iiber die Gruppe einer 
Gleichung angestellten Betrachtungen auf beliebige durch eine algebraische 
Zahl bestimmte Rationalitatsbereiche ausdehnen. Wir gelangen so durch die 
entsprechenden Schliisse zu dem folgenden Satze: 

IV. Es sei eine algebraische Zahl gt und auperdem eine Gleichung n-ten 
Grades von der Gestalt 

F0 xn+F1 xn-l+ • · ·+F .. =O 

gegeben; die Koeffizienten F0 , F1 , ... , F .. seien ganze rationale Funktionen der 
Parameter t, r, ... , q, deren Koeffizienten Zahlen des durch gt bestimmten 
Rationalitiitsbereiches sind. 1st dann r die Gruppe der Gleichung in dem durch 
die algebraische Zahl 9l und durch die Parameter t, r, ... , q bestimmten Ratio
nalitiitsbereiche, so lassen sick stets auf unendlich viele W eisen /U!r die Parameter 
t, r, ... , q ganze rationale Zahlen einsetzen derart, dap die· so entstehende nume
rische Gleichung in dem durch die algebraische Zahl 9l bestimmten Rationalitiits
bereiche eben jene Gruppe r besitzt. 

Dieser Satz bietet ein prinzipielles Interesse, indem er zeigt, daB die formal 
in den Koeffizienten der Gleichung und im Rationalitatsbereiche auftretenden 
Parameter stets durch gauze rationale Zahlen ersetzt werden konnen, sobald 
es sich lediglich um die gruppentheoretischen Eigenschaften der Gleichung 
handelt: man vermeidet also auf diesem Wege die Adjunktion algebraischer 
Funktionen. 

Um zu zeigen, wie sich mit den gewonnenen Mitteln der Begriff der Mono
dromiegruppe in arithmetischer Weise erklaren laBt, nehmen wir an, es sei 
eine Gleichung gegeben, deren Koeffizienten ganze rationale Funktionen des 
einen Parameters t sind, und die Koeffizienten dieser ganzen rationalen Funk
tionen seien Zahlen eines durch die Zahl gt bestimmten Rationalitatsbereiches. 
Wir setzen jetzt ftir t irgendeine ganze rationale Zahl ein und denken uns die 
Gruppen aller so entstehenden numerischen Gleichungen in dem durch gt 

bestimmten Rationalitatsbereiche aufgestellt. Es sei ferner m: eine algebraische 
Zahl, durch deren Adjunktion die Gruppen jener Gleichungen samtlich eine 
Verkleinerung erleiden, und es gebe nun keine Zahl mehr, bei deren Adjunktion 
eine weitere Verkleinerung samtlicher Gruppen eintritt. Diejenige von den 
verkleinerten Gruppen, welche die groBte Ordnung besitzt, stimmt iiberein mit 
der Monodromiegruppe der urspriinglich gegebenen Gleichung beziiglich des 
Parameters t. 

Auf Grund des Theorems IV konnen wir auch unsere friiheren Satze iiber 
die symmetrische und alternierende Gruppe verallgemeinern; wir finden dann 
folgende Tatsachen: wenn ein beliebiger durch eine algebraische Zahl bestimmter 
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Rationalitiitsbereich gegeben ist, so kann man stets Gleichungen mit rationalen 
Zahlenkoeffizienten angeben, deren Gruppe in 7"enem Rationalitatsbereiche die 
symmetrische und ebenso solche, deren Gruppe in fenem Rationalitiitsbereiche 
die alternierende ist. Es gibt also auch in jedem durch eine algebraische Zahl 
bestimmten Rationalitatsbereiche Gleichungen von beliebigem die Zahl vier 
i.ibersteigendem Grade n mit rationalen Zahlenkoeffizienten, welche in jenem 
Bereiche durch Wurzelziehen nicht losbar sind. 

Ebenso zeigt man leicht, dafJ es unbegrenzt viele voneinander verschiedene 
Bereiche von bestimmtem Grade n (Gattungsbereiche n-ter Ordnung, Zahlen
korper n-ten Grades) gibt, in denen - abgesehen vom Bereiche aller rationalen 
Zahlen - kein Bereich niederen Grades enthalten ist. Gabe es namlich nur eine 
endliche Anzahl solcher Bereiche, so vereinigen wir diese zu einem neuen 
Rationalitlitsbereiche lR. Nach den obigen Entwicklungen gibt es dann eine 
Gleichung n-ten Grades mit rationalen Koeffizienten, welche im Bereiche lR 
die symmetrische Gruppe besitzt. Diese Gleichung definiert dann offenbar 
einen Bereich n-ten Grades, welcher von den eben angenommenen Bereichen 
n-ten Grades verschieden ist und i.iberdies keinen Bereich niederen Grades 
enthalt. Entsprechend beweisen wir die allgemeinere Tatsache, daB es un
begrenzt viele Bereiche vom Grade n = Pfl gibt, welche einen gegebenen 
Bereich r-ten Grades und - vom Bereiche aller rationalen Zahlen abgesehen -
nur diesen enthalten. 

In der vorstehenden Untersuchung ist lediglich die Existenz der Glei
chungen und Bereiche von gewissen Eigenschaften behauptet und bewiesen 
worden. Es kann jedoch entsprechend dem oben bei Ableitung des Theorems I 
hervorgehobenen Umstande die Entwicklung so erganzt werden, daB aus der
selben zugleich hervorgeht, wie sich jene Gleichungen und Bereiche wirklich 
durch Rechnung aufstellen lassen. 

Zum SchluB erwlihne ich noch einen Satz, welcher sich ebenfalls mit den 
oben benutzten Hilfsmitteln erledigen laBt, aber auch direkt durch geeignete 
Anwendung von Potenzentwicklungen bewiesen werden kann. Dieser Satz 
lautet: Wenn eine algebraische Funktion von t fi.ir alle rationalen in einem be
liebig kleinen Intervalle gelegenen Werte stets seiher rationale Werte annimmt, 
so ist sie notwendig eine rationale Funktion1 • 

1 Eine analytische Funktion kann sehr wohl fiir alle rationalen A.rgumente rationale 
Werte annehmen, wie dies neuerdings von E. STRAUSS gezeigt worden ist. 



19. Dber die vollen Invariantensysteme*. 

[Mathern. Annalen Bd. 42, S. 313-373 (1893).] 

Einleitung. 
Meine Abhandlung ,lJber die Theorie der algebraischen Formen" 1 enthalt 

eine Reihe von Theoremen, welche fiir die Theorie der algebraischen In
varianten von Bedeutung sind. Insbesondere in Abschnitt V der genannten 
Abhandlung habe ich mit Hilfe jener Theoreme fur beliebige Grundformen 
die Endlichkeit des vollen Invariantensystems bewiesen. Dieser · Satz von der 
Endlichkeit des vollen I nvariantensystems bildet den Ausgangspunkt und die 
Grundlage fur die Untersuchungen der vorliegenden Abhandlung2• Die im 
folgenden entwickelten Methoden unterscheiden sich wesentlich von den bisher 
in der Invariantentheorie angewandten Mitteln; bei den nachfolgenden 
Untersuchungen namlich ordnet sich die Theorie der algebraischen Invarianten 
unmittelbar unter die allgemeine Theorie der algebraischen Funktionenkorper 
unter: so da.B die Theorie der Invarianten lediglich als ein besonders be
merkenswertes Beispiel fiir die Theorie der algebraischen Funktionenkorper 
mit mehr Verii.nderlichen erscheint - gerade wie man in der Zahlentheorie 
die Theorie der Kreisteilungskorper lediglich als ein besonders bemerkens
wertes Beispiel aufzufassen hat, an welchem die wichtigsten Satze der Theorie 
der allgemeinen Zahlenkorper zuerst erkannt und bewiesen worden sind. 

Die im folgenden angewandten Methoden reichen fiir Grundformen
systeme mit belie big vielen V eranderlichen und Veranderlichenreihen a us, 
gleichviel, ob dieselben samtlich denselben linearen Transformationen unter
liegen oder ob sie in irgendwie vorgeschriebener Weise teilweise verschiedenen 
linearen Transformationen unterworfen werden sollen; dennoch werde ich bei 

* Der vorliegenden Arbeit gehen drei Noten iiber den gleichen Gegenstand voraus 
(siehe das Zitat zu Beginn dieser Arbeit). Diejenigen Stellen der Noten, die iiber den 
Inhalt der vorliegenden Arbeit hinausgehen, mogen als FuBnoten hinzugefiigt werden. 
[Anm. d. Hrgb.] 

1 Math. Ann. Bd. 36 S. 473; siehe auch diesen Band Abh. 16. 
2 Vgl. die 3 Noten des Verfassers: Ober die Theorie der algebraischen Invarianten. 

Nachr. Ges. Wiss. Gottingen 1891 S. 232 (Note 1) und 1892 S. 6 und 439 (Note 2 und 3). 
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der folgenden Darstellung der Kiirze und Anschaulichkeit wegen meist nur 
binare oder temiire Grundformen mit einer einzigen Veranderlichenreihe zu
grunde legen. 

Unter ,lnvariante" ohne weiteren Zusatz verstehen wir im folgenden stets 
eine ganze rationale Invariante, d. h. eine solche ganze rationale homogene 
Funktion der Koeffizienten a der Grundform oder des Grundformensystems, 
welche sich nur mit Potenzen der Substitutionsdeterminanten multipliziert, 
wenn man die Koeffizienten a durch die entsprechenden Koeffizienten b der 
linear transformierten Grundform ersetzt. Diese Invarianten besitzen, wie 
bekannt, die folgenden elementaren Eigenschaften: 

1. Die Invarianten lassen die linearen Transformationen einer gewissen 
kontinuierlichen Gruppe zu. 

2. Die Invarianten geniigen gewissen partiellen linearen Differential
gleichungen. 

3. Jede algebraische und insbesondere jede rationale Funktion von be
liebig vielen Invarianten, welche in den Koeffizienten a der Grundformen 
ganz, rational und homogen wird, ist wiederum eine Invariante. 

4. Wenn das Produkt zweier ganzen rationalen Funktionen der Koe££i
zienten a eine Invariante ist, so ist jeder der heiden Faktoren eine Invariante. 

Die Satze 1 und 2 gestatten die Umkehrung. Nach Satz 3 bildet das 
System aller Invarianten einen in sich abgeschlossenen Bereich von ganzen 
Funktionen, welcher durch algebraische Bildungen nicht mehr. erweitert 
werden kann. Der Satz 4 sagt aus, daB in diesem Funktionenbereiche die 
gewohnlichen Teilbarkeitsgesetze giiltig sind, d. h.: jede Invariante lii.l3t sich 
au£ eine und nur auf eine Weise als Produkt von nicht zerlegbaren Invarianten 
darstellen. 

Zur Berechnung der Invarianten und zur weiteren Entwicklung der Theor.ie 
bediirfen wir eines Hilfssatzes1, welcher eine fundamentale Eigenschaft des 
sogenannten .Q-Prozesses betrifft und kurz wie folgt ausgesprochen warden 
kann: 

W enn man irgend eine gauze rationale Funktion der Koeffizienten b der 
linear transformierten Grundform bildet und au£ diese den .O-Proze.l3 so oft 
anwendet, his sich ein von den Substitutionskoeffizienten freier Ausdruck 
ergibt, so ist der so entstehende Ausdruck eine Invariante. 

1 Vgl. meine oben zitierte Abhandlung S. 524 oder diesen Band Abh. 16, S. 248; der 
Satz stimmt im wesentlichen mit einem von P. GORDAN und F. MERTENS bewiesenen 
Satze iiberein. Neuerdings hat STORY in den Math. Ann. Bd. 41 S. 469 einen Differen
tiationsproze13 [ ] angegeben, welcher sich direkt aus Differentiationen nach den Koeffi
zienten a zusammensetzt und welcher den Q.Proze13 zu ersetzen imstande ist; dieser 
Proze13 ist eine V erallgemeinerung des in meiner Ina uguraldissertation fur bini.ire Formen 
aufgestellten Prozesses [ ], vgl. Math. Ann. Bd. 30 S. 20 oder diesen Band, Abh. 4 S. 107. 
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An diese elementaren Satze aus der Invariantentheorie schlie.Bt sich der 
bereits erwahnte Satz iiber die Endlichkeit an, welcher wie folgt lautet: 

5. Es gibt eine endliche Anzahl von Invarianten, durch welche sich jede 
andere Invariante in ganzer rationaler Weise ausdriicken la.Bt. Wir bezeichnen 
diese endliche Anzahl von In varian ten kurz als ,das volle I nvarianten
system". 

Die zusammengestellten5 Satze regen die Frage an, welche der aufgezahlten 
Eigenschaften sich gegenseitig bedingen und. welche getrennt voneinander 
fiir ein Funktionensystem moglich sind. In meiner oben zitierten 1. Note 
, tiber die Theorie der algebraischen Invarianten"1 habe ich unter anderem 
an einem Beispiele gezeigt, daB es ein System von unbegrenzt vielen ganzen 
rationalen homogenen Funktionen gibt, welchem die Eigenschaften 2, 3, 5 
zukommen, ohne da13 der Satz 4 fiir dasselbe gilt*. 

Schlie13lich sei erwahnt, daB aus den allgemeinen Theoremen meiner an
fangs zitierten Abhandlung ,Uber die Theorie der algebraischen Formen" 
noch 2 weitere Endlichkeitssatze fiir die Invariantentheorie folgen, namlich 
der Satz von der Endlichkeit der irreduziblen Syzygien und der Satz von der 
Syzygienkette, welche im Endlichen abbricht. 

1 s. 233. 
* In der erwahnten Note befindet sich noch folgende Stelle: Ich hebe hier kurz 

hervor, daB es Systeme von unbegrenzt vielen ganzen rationalen homogenen Funktionen 
gibt, denen die Eigenschaft 3 zukommt, ohne daB Satz 5 gilt. Ein solches System ist 
beispielsweise das System aller derjenigen ganzen rationalen homogenen Funktionen 
von x und y, welche sich ganz und rational aus Funktionen der Reihe xy, x2y4, 
x3 yB, x4 yl8, ... zusammensetzen lassen. Denn angenommen, man konnte eine Funktion 
der Form x" y~• durch die vorhergehenden Funktionen der Reihe ganz und rational 
ausdrucken und es ware etwa x"' ycx• · xfl yfi• · x' ya• ein Glied dieses Ausdrucks, so miiBten 
fiir die ganzen positiven Zahlen a, {J, ... , J. die Gleichungen 

erfiillt sein, was unmoglich ist. 

a+fJ+···+J.=~ 

a•+ fJ•+ . .. + J.•= ~· 

Es gibt ferner Funktionensysteme, denen die Eigenschaften 2, 3, 5 zukommen, ohne 
daB Satz 4 fiir dieselben gilt. Als Beispiel diene das System aller ganzen rationalen homo
genen Funktionen f von x, y, z, t, welche der Differentialgleichung 

x!!.!..- y !!1. + z at__ t at = o 
ax ay az at 

genugen. Der durch diese Funktionen bestimmte Integritatsbereich besitzt die endliche 
Basis xy, xt, yz, zt. Wie mansieht, sind x, y, z, t Faktoren von Funktionen des Systems, 
ohne selbst zum System zu gehoren; die Funktionen xy, xt, yz, zt sind samtlich in dem 
betrachteten Integritiitsbereiche unzerlegbar, und die Identitat 

xy·zt=xt·yz 

zeigt, daB die gewohnlichen Teilbarkeitsgesetze in jenem Integritatsbereiche nicht 
giiltig sind. [Anm. d. Hrgb.] 

Hilbert, Gesammelte Abhandlungen. Bd. II. 19 
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I. Der Invariantenk.orper. 

§ 1. Ein algebraischer Hil£ssatz. 

Die rationalen Invarianten einer Grundform oder eines Grundformen
systems bestimmen einen Funktionenkorper, und die ganzen rationalen In
varianten sind die ganzen algebraischen Funktionen dieses Funktionenkorpers; 
urn diese Tatsachen einzusehen, brauchen wir den folgenden einfachen Hilfs
satz: 

Wenn irgend m ganze rationale und homogene Funktionen ft, ... , lm der 
n Veranderlichen :11_, ••• , Xn vorgelegt sind, so kann man stets aus den
selben gewisse "' ganze rationale und homogene Funktionen Fv .. . , F,. der 
namlichen V eranderlichen zusammensetzen, zwischen denen keine algebra
ische Relation mit konstanten Koeffizienten stattfindet und durch welche 
sich jede der vorgelegten Funktionen 11 , ••• , lm als ganze algebraische Funk
tion ausdriicken liiJ3t. 

Zum Beweise bezeichnen wir die Grade der Funktionen A' ... ' f m in den 
V erii.nderlichen :11., ••. , Xn beziehungsweise mit vv ... , v m und a uLlerdem das 
Produkt dieser Gradzahlen mit v: dann besitzen die m Funktionen 

samtlich den Grad v. Besteht nun zwischen diesen m Funktionen keine alge
braische Relation mit konstanten Koeffizienten, so besteht auch zwischen 
den urspriinglichen Funktionen ft, ... , lm keine solche Relation, und diese 
Funktionen bilden daher selbst schon ein System von Funktionen der ver
langten Beschaffenheit. Im anderen Faile besteht eine Relation von der 
Gestalt 

G(f{, .•. , 1:,.) = 0, 

wo G eine ganze rationale homogene Funktion von !; , ... , 1;,. bedeutet. Wir 
fiihren nun eine lineare Transformation der m Funktionen aus, indem wir 
setzen: 

I{= «u fi' +···+«1m 1::,, 

wo die Determinante der Substitutionskoeffizienten exu, ... , Q(mm von 0 ver
schieden ist und wo auLlerdem flir die 0(11 , ••• , Q(mm solche Zahlenwerte ge
wahlt sein mogen, daLl in der linear transformierten Funktion H(t;', .. . , I~) 
der Koeffizient der hOchsten Potenz von f~ gleich 1 wird. Dann ist offenbar 
I~ eine ganze algebraische Funktion von t;', ... , /~_ 1 und folglich sind auch 
die Funktionen t;, ... , 1;,. und somit auch die urspriinglich vorgelegten Funk
tionen /1 , .•. , f m samtlich durch die m - 1 Funktionen g, ... , 1~- 1 ganz 
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und algebraisch ausdriickbar. Besteht nun zwischen diesen m- l Funk
tionen f~', ... , /~_ 1 keine algebraische Relation, so bilden diese m - l Funk
tionen ein System von Funktionen der verlangten Beschaffenheit. Im anderen 
Faile behandeln wir die zwischen diesen m - 1 Funktionen bestehende homo
gene Relation in der niimlichen Weise wie vorhin die Relation G = 0, und so 
gelangen wir schlieBlich durch Fortsetzung dieses V erfahrens zu einem Systeme 
homogener Funktionen F1 , ••• , F, vom nii.mlichen Grade v in den Verander
lichen 4_, ••• , x .. , welches die im Satze verlangte Beschaffenheit besitzt. 

§ 2. Die Invarianten J, J 1 , •.• , J,. 

Es seien i1, ••• , im die In varian ten eines vollen Invariantensystems; 
dieselben sind gauze rationale homogene Funktionen der Koeffizienten der 
Grundform und so folgt unmittelbar aus dem in § l bewiesenen Hilfssatze 
der Satz: 

I st eine beliebige Grundform oder ein Grundformensystem vorgelegt, so lassen 
sick stets gewisse " Invarianten J11 •• • , J, bestimmen, zwischen denen keine 
algebraische Relation stattfindet und durch welche jede andere lnvariante ganz 
und algebraisch ausgedrikkt werden kann. 

Die Zahl " ist beispielsweise im Faile einer einzigen binaren Grundform 
n-ter Ordnung gleich n - 2 und im Faile einer terniiren Grundform n-ter Ord
nung gleich ~(n + l) (n + 2) - 8. 

Die nach dem obigen Verfahren sich ergebenden In varian ten J1 , ••• , J, 
sind siimtlich von dem namlichen Grade in den Koeffizienten der Grund
form; dieser Grad werde mit v bezeichnet. 

Es gilt ferner der Satz: 
Man kann zu den Invarianten J1 , •• • , J, stets eine Invariante J hinzufilgen, 

derart, dafJ eine jede andere Invariante der Grundform sick rational durch die 
Invarianten J, J11 •• • , J, ausdrilcken liifJt. 

Um diese Invariante J zu finden, wiihlen wir irgend 2 Invarianten des 
vollen Invariantensystems aus, etwa ~. i 2 von den Graden v1 beziiglich v2 

und setzen dann 
i~ = i~t i~·. 

i~ = iJit ~· J~ ' 
wo die Exponenten oc1, oc2, {31 , {32, y gauze positive, den Bedingungen 

oc1 '~'1 + OC2 '~'2 = fJ1 '~'1 + f12 '~'2 + Y v , 

oc1fJ2- a2fJ1 = l 

geniigende Zahlen sind. Urn solche Zahlen zu finden, bestimme man zuniichst 
3 ganze positive Zahlen !51 , !52 , y, so daB die Bedingung 

!51 '1'1 + !52 '1'2 = y 'P 

19* 
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erfiillt ist und aullerdem die Zahlen <51 und <52 zueinander prim sind. Dann 
bestimme man 2 ganze positive Zahlen {J1 und {J2 , so da.B 

<51 {J2 - b2 {Jl = 1 

wird: die 5 Zahlen cx1 = ~ + {J1, oc2 = b2 + {J2, {J1, {J2, y sind dann, wie man 
Ieicht sieht, von der verlangten Beschaffenheit. 

Die Formeln 
i 1 = i~P• 1·~-cx• J~•f, 

i2 = i~-p, i~"' J-;«'r 

lehren, da.B ~ und i2 sich rational durch i~, i;, J 1 ausdriicken lassen. Da die 
heiden In varian ten i~, i; von dem namlichen Grade in den Koeffizienten der 
Grundform sind, so ist auch jede lineare Kombination 

i" = Ct i~ + c2 i~ 
eine Invariante. In diesem Ausdrucke konnen nach einem bekannten Satze 
a us der Theorie der algebraischen Funktionen die Konstanten Ct, c2 so be
stimmt werden, da.B sowohl i~ als auch i; rationale Funktionen von i", J1 , ••• ,J, 
sind. Hieraus folgt, da.B samtliche Invarianten der Grundform sich rational 
durch i", Jv ... , J,, ia, i 4 , ••• , im ausdriicken lassen. Wahlt man nun a us 
den Invarianten i", is, i4 , ••• , im wiederum 2 Invarianten aus, etwa i", is, 
so la.Bt sich in eben derselben Weise wie vorhin eine Invariante i"' bestimmen, 
derart, da.B sowohl i" als auch ia rationale Funktionen von i"', J 1 , ..• , J, 
und somit samtliche In varian ten rationale Funktionen von i"', J1 , •• • , J,., 
i 4 , i 5 , ••• , im sind. Durch Fortsetzung dieses Verfahrens gelangen wir schlie.B
lich zu einer Invariante i<m> = J von der im Satze verlangten Beschaffenheit. 

Nach den eben bewiesenen Satzen ist jede Invariante eine rationale 
Funktion von J, J1 , ••• , J" und eine ganze algebraische Funktion von 
J 1 , ..• , J ,. ; es ist aber auch umgekehrt jede von J , J 1 , • .. , J,. rational und 
von J1 , ••• , J ,. ganz und algebraisch abhangende Funktion i notwendiger
weise eine Invariante der Grundform. Denn da die Funktion i rational von 
den In varian ten J, J 1 , ... , J" abhangt, so ist dieselbe notwendig eine ratio-

nale Funktion von den Koeffizienten der Grundform: wir setzen i = ! , 
wo g und h ganze rationale Funktionen von den Koeffizienten der Grundform 
ohne einen gemeinsamen Faktor sind. Ferner geniigt i einer Gleichung von 
der Gestalt 

ik + G1 ik--1 + ... + Gk = o, 
wo G1 , ..• , Glc ganze rationale Funktionen von J 1 , ..• , J,. sind. Setzen wir 

in diese Gleichung i = -f- ein und multiplizieren dieselbe dann mit hlc-I, so er-

gibt sich, da13 -1~ eine ganze rationale Funktion von den Koeffizienten der 
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Grnndform ist. Da aber g und h zueinander prim sind, so ist h notwendiger
weise eine Konstante, d. h. i ist eine ganze rationale Funktion der Koeffi
zienten der Grundform und mithin eine ganze rationale Invariante. Hieraus 
folgt der Satz: 

Die Invarianten J, J1 , . .. , J,. bestimmen einen Funktionenkorper, in 
welchem die ganzen algebraischen Funktionen genau das System der ganzen 

rationalen Invarianten ausmachen; dieser Funktionenkorper werde im folgenden 
kurz der I nvariantenkOrper der Grund form genannt. 

Es gibt nun nach einem fundamentalen, von L. KRONECKER aufgestellten 
Satze in einem jeden Funktionenkorper stets eine endliche Anzahl ganzer 
Funktionen derart, daJl jede andere ganze Funktion des Korpers als lineare 
Verbindung jener endlichen Anzahl dargestellt werden kann, wobei die 
Koeffizienten der linearen Verbindung ganze rationale Funktionen des Korpers 
sind, und die allgemeine, von L. KRONECKER entwickelte Theorie der alge
braischen Funktionen lehrt zugleich, wie man die ganzen algebraischen Funk
tionen eines Korpers bestimmen kann. Urn hiernach aus den Invarianten 
J, J1 , ... , J,. das volle Invariantensystem ~ •... , im wieder zuriickzu
gewinnen, berechne man zunachst die Diskriminante D der Gleichung k-ten 
Grades fiir J. Die Invarianten der Grundform, d. h. die ganzen algebraischen 
Funktionen des Invariantenkorpers sind dann samtlich in der Gestalt 

. rlJk-1 + r2Jk-2 + ... + rk 
~= D 

darstellbar. Wenden wir das Theorem I in Abschnit t I meiner oben zitierten 
Arbeitl auf die a us den Funktionen F1 , F2 , ••• , Fk zu bildenden unendlichen 
Reihen an, so erkennen wir in der Tat, daB es eine endliche Zahl j11 . • •• , j M 

von Invarianten gibt, derart, daJl jede andere Invariante i in der Gestalt 

i = Al il + ... +AM iM 

dargestellt werden kann, wo Av ... , AM ganze rationale Funktionen von 
J 1 , ..• , J,. sind. Die In varian ten J1 , ... , J,., j1 , ••. , j M sind somit die In
varianten eines vollen Invariantensystems. 

Nach Kenntnis der Invarianten J, J1, ••• , J,. erfordert also die Aufstellung 

des vollen Invariantensystems nur noch die LOsung einer elementaren Aufgabe 

aus der arithmetischen Theorie der algebraischen Funktionen. 

II. Das Verschwinden der Invarianten. 

§ 3. Ein allgemeines Theorem iib er alg ebra ische Formen. 

Da alle Invarianten der Grundform ganze algebraische Funktionen von 
Jv ... , J .. sind, so folgt unmittelbar die weitere Tatsache: 

1 Math. Ann. Bd. 36 S. 474; siehe auch diesen Rand Abh. 16, S. 199. 
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W enn man den Koelfizienten der Grundform sowhe besonderen W erte erteilt, 
da(J die u I nvarianten J1 , •.. , J,. gleich 0 werden, so verschwinden zugleich 
auch siimtliche ubrigen Invarianten der Grundform. 

Es ist nun von gro13ter Bedeutung fiir die gauze hier zu entwickelnde 
Theorie, da13 die in diesem Satze ausgesprochene Eigenschaft des Invarianten
systems J 1 , ••• , J" auch umgekehrt die urspriingliche in § 2 zugrunde ge
legte Eigenschaft dieser Invarianten bedingt. Um den Nachweis hiervon zu 
fiihren, entwickeln wir zunachst ein Theorem, welches sich als drittes all
gemeines Theorem aus der Theorie der algebraischen Funktionen den heiden 
Theoremen I und III meiner oben zitierten Arbeitl zugesellt. Dieses Theorem 
lautet: 

Es seien m ganze rationale homogene Funktionen A, ... , f m der n V eriinder-
lichen :21_, •••• , x,.. vorgelegt und ferner seien F, F', F", ... irgend welche ganze 
rationale lwmogene Funktionen der niimlichen Veriinderlichen x._, .•. , x,.. von 
der Beschaffenheit, da/3 sie fur alle diejenigen W ertsysteme dieser V eriinderlichen 
verschwinden, fur wewhe die vorgelegten m Funktionen It' ... ' I m siimtlich 
gleich 0 sind: dann ist es stets moglich, eine ganze Zahl r zu bestimmen derart, 
dafJ jedes Produkt fl\r) von r beliebigen Funktionen der Reihe F, F', F", ... 
dargestellt werden kann in der Gestalt 

II<r> = ai /I+ a2 /2 + · · · +am 1m • 
wo a,_, a2 , ••• , am geeignet gewiihlte ganze rationale homogene Funktionen der 
V eriinderlichen :21_, ••• , x, sind. 

Im folgenden Beweise dieses Theorems nehmen wir zunachst an, da13 die 
Formenreihe F, F', F", ... nur aus einer endlichen Anzahl von Formen 
besteht. 

Der Beweis zerfallt in 2 Teile: in dem ersten Teile zeigen wir die Richtig
keit des Theorems fiir den besonderen Fall, da13 die vorgelegten m Formen 
II> ..• , f m nur eine endliche Anzahl gemeinsamer N ullstellen besitzen. Um 
diesen Nachweis zu fiihren, nehmen wir an, da.B das Theorem fiir Formen 
mit einer gewissen Anzahl gemeinsamer Nullstellen bereits als giiltig erkannt 
worden ist und zeigen dann, da13 dasselbe auch fiir solche Formen gilt, welche 
noch eine weitere gemeinsame Nullstelle besitzen. 

Die gemeinsamen Nullstellen der Formen ft, ... , lm seien 

XI = lXI , X2 = IX2 , ••• , X,.. = 1Xn , 

xi = flx • X2 = f12 , • • • ' x,. = {J,. , 

Wir setzen nun an Stelle der Veranderlichen x._, .•• , x,.. beziiglich die A us-

1 Vgl. Math. Ann. Bd. 36 S. 474 u. 492; dieser Band .Abh. 16, S. 199 und 217. 
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driicke 4.~1 , X:3~1 , ••• , X10_1 ~v ~2 ein, wodurch die Formen /1 , ••• , 1m in 
binare Formen von den Ordnungen v1 , ••• , 11m in den Veranderlichen ~1 , ~2 
iibergehen, dann bilden wir die Ausdriicke 

Fl = ul It + ~ 12 + ... + Um I m ' 

F2 = V1 ft + V2 /2 + · · · + Vm fm' 
wo ut •... , um, v1 , ••. , Vm binare Formen mit unbestimmten Koeffizienten 
und von solchen Ordnungen in den Veranderlichen ~1 , ~2 sind, da.f3 F1 und F2 

in eben diesen Veriinderlichen homogen werden. Die Resultante der heiden 
binaren Formen F1 , F2 in bezug auf die Veranderlichen ~1 , ~2 wird gleich 
einer ganzen rationalen Funktion der in den Formen ut, .. . , um, v1 , ... , Vm 

auftretenden unbestimmten Koeffizienten, und die Potenzen und Produkte 
dieser unbestimmten Koeffizienten erscheinen mit Formen multipliziert, 
welche nur die n - 1 Veranderlichen 4., .. . , x10_ 1 enthalten; diese Formen 
mogen mit I~, ... , I~· bezeichnet werden. Aus den Eigenschaften der Re
sultante zweier binarer Formen wird leicht erkannt, da.f3 die Formen f;, ... , f;,.. 
nur die folgenden gemeinsamen Nullstellen besitzen: 

und daB dieselben au.f3erdem samtlich gleich linearen Kombinationen der 
Form en fx, ... , I m sind, d. h. es ist 

II= o, l 
(/l , ... ,lm)· 

l:r.·== 0, 

Wenden wir das eben angegebene Eliminationsverfahren nunmehr auf die 
Formen 1;, ... , I~· an, so gelangen wir zu einem Systeme von Formen 
I~', . . . , I~ .. der n - 2 Veranderlichen 4., ... , xn_2 , welche nur die gemein
samen Nullstellen 

besitzen und welche samtlich nach dem Modul (f;, ... , t;l.) und folglich 
auch nach dem Modul (/1 , ••• , /m) kongruent 0 sind. Durch weitere Fort
setzung des Verfahrens ergibt sich schlie.f3lich ein System von binaren Formen 
l (n-2) An - 2) d V ·· d li h 1 h d" · 

1 , •• • , lin< .. - •> er eran er c en 4., X:!• we c e nur xe gememsamen 
N ullstellen 

besitzen und welche. samtlich kongruent 0 sind nach dem Modul (fv . . . , lm)· 



296 "Ober die vollen lnvariantensysteme. § 3 

Wir wahlen eine von diesen biniiren Formen aus und setzen dieselbe gleich 
(~a;_- cx1 x2)e'2 1PJ.2 , wo fu eine gauze positive Zahl bedeutet und cp12 eine fiir 
a;_=~. x2 = ~ nicht verschwindende binare Form ist. Hierbei ist an
genommen, da.l3 die Gro.l3en cxv cx2 nicht beide gleich 0 sind. 

In gleicher Weise finden wir, falls oc10 IXs nicht zugleich 0 sind, da.l3 es eine 
ganze Zahl !?Is und eine fiir a;_ = oc1 , x3 = IXs nicht verschwindende biniire 
Form cp13 der Veranderlichen a;_, x3 gibt, derart, da.B 

ist und es sei schlie.Blich lln-l,n eine gauze Zahl und Cfin-l,n eine fiir Xn_1 = IX.,_1 , 

xn = cxn nicht verschwindende binare Form der Veranderlichen Xn-t• Xn der
art, da.l3 die Kongruenz 

besteht. 
Da nach Voraussetzung eine jede Form der Reihe F, F', F", ... fiir 

a;_= oc1 , x2 = ~ •... , x., = cxn verschwindet, so kann allgemein 

F<il = F1~ (~x1- cx1x2) + F~iJ(cxaX1- IX1Xa) + ... + F}.'~t ... (o:,.xn-1- IXn-1 xn) 

gesetzt werden, wo Fi;~, F~iJ, ... , F~>_ 1, n Form en der n Veranderlichen a;_, ... , xn 

sind, und hieraus folgt tnit Hilfe der obigen Kongruenzen, da.l3, wenn zur Ab
kiirzung 

(! = 1!12 + ll1a + · • · + !?n-1,n 
und 

(/) = Cfi12 Cfi1a • • • Cfin-I, n 

gesetzt wird, die Kongrueuz 
(/) II<e> = 0 , 

besteht, wo (/) eine fiir a;_ = o:1, x2 = ~' ... , Xn = 1Xn nicht verschwindende 
Form und []<e> das Produkt von irgend e Formen der Reihe F, F', F", . .. 
bezeichnet. 

Die Formen W, /1 , ... , fm besitzen eine geringere Anzahl gemeinsamer 
Nullstellen als die Formen fv ... , fm des urspriinglichen Systems. Nehmen 
wir also an, da.l3 das Theorem fiir ein Formensystem mit weniger gemein
samen Nullstellen bereits als richtig erkannt ist, so folgt, da.l3 es eine Zahl r 
gibt, derart, da.l3 

fl<rl=O, (W,/1, ... ,/m), 

wo []<•> ein Produkt aus irgend r Formen der Reihe F, F', F", ... ist, und 
hieraus folgt dann mit Hilfe der obigen Kongruenz 

n<e+r)= 0' 

wo n<l!+r> ein Produkt aus irgend e + r Funktionen der Reihe F, F', F", ... 
bedeutet. Somit ist bewiesen, da.l3 das Theorem unter der gemachten Annahme 
auch fiir das Formensystem /10 ••• , fm gilt. 
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Nun gilt das Theorem in dem Faile, wo die vorgelegten Formen keine 
gemeinsame Nullstelle haben. In der Tat, bei dieser Annahme haben auch 
die binaren Formen ft- 2>, •• . , /~;;3£, keine gemeinsame Nullstelle; es ist 
daher jede binare Form von :ll_, x2, deren Ordnung oberhalb einer gewissen 
Grenze liegt, insbesondere also auch die Form xf' und die Form ~· fiir ge
niigend gro.lle Exponenten lh und e2 kongruent 0 nach dem Modul {/1 , • •• , /m)· 
Ebenso zeigt man, da.ll die Formen xi•, ... , ~n bei geniigend gro.llen Expo
nenten l!s, ... , e,. kongruent 0 sind nach dem Modul {/1 , ... , / m)· Hi era us folgt, 
da.ll eine jede Form der Veranderlichen :l1_, ••• , x,., deren Ordnung die Zahl 
lh + e2 + · · · + l!n iibersteigt, kongruent 0 ist, nach eben jenem Modul, und 
damit ist die obige Behauptung bewiesen. 

In dem zweiten Teil wird nun das Theorem allgemein bewiesen, und zwar 
nehmen wir zu diesem Zwecke an, da.ll dasselbe fiir beliebige Formen von 
n - 1 Veranderlichen bereits als richtig erkannt ist und zeigen dann, da.f3 
es auch fiir n Veranderliche gilt. 

Setzen wir 1 = tx2 , so gehen die Formen fv ... , fm, F, F', ... in Formen 
der n- I Veranderlichen x2 , ••• , x, tiber, deren Koeffizienten ganze ratio
nale Funktionen des Parameters t sind. Diese Formen von n - 1 Verander
lichen bezeichnen wir beziiglich mit g1 , •.. , flm• G, G', .... Wenn wir jetzt 
dem Parameter t irgend einen bestimmten endlichen Wert erteilen, so ist 
offenbar, da.ll jede Form der Reihe G, G', ... fur solche Werte der Verander
lichen ~ •... , x., verschwindet, fiir welche die m Formen g1 , •.. , f!m siimt
lich gleich 0 sind. Es sei nun das Theorem fur den Fall von n - 1 Verander
lichen bewiesen und es sei fiir diesen Fall auch bereits erkannt, da.ll man die 
Zahl r jedenfalls unterhalb einer Grenze wiihlen dar£, welche nur von den 
Ordnungen und der Anzahl der Formen g10 ••• , f!m, G, G', ... und nicht von 
deren Koeffizienten abhangt: dann wissen wir folgendes: Es gibt eine Zahl 
r = a12, so da.ll ein jedes Produkt IJ<aa) von a12 Formen der Reihe G, G', ... 
fiir jeden speziellen Wert von t eine Darstellung von der Gestalt 

IJ(r1u) = bl f/1 + b2 f/2 + ' ' '+ bmf!m 

gestattet, wo b1 , .•• , bm ganze rationale homogene Funktionen der n - 1 
Veranderlichen x2 , •• • , Xn sind. Betrachten wir in dieser Formel die Koeffi
zienten u der Formen ~ •. .. , bm als unbestimmte Gro.13en und vergleichen 
dann auf der linken und rechten Seite die Koeffizienten der namlichen Po
tenzen und Produkte der Veranderlichen x2 , ••• , Xn, s.o erhalten wir ein 
System von linearen nicht homogenen Gleichungen zur Bestimmung der Koeffi
zienten u. DieKoeffizienten in diesen linearen Gleichungen sind ganze rationale 
Funktionen des Parameters t und wir wissen au.l3erdem, daB dieses System 
von linearen Gleichungen fiir jeden besonderen endlichen Wert von t Losungen 
besitzt. 
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Es gilt nun der folgende leicht zu beweisende Hilfssatz: 
W enn ein System von linearen Gleichungen von der Gestalt 

c11 u1 + · · · + c1 %> u%1 = ~, 

Ca 1 U1 + · · · + Ca,U%1= C11 

vorgelegt ist, wo ~. C:J.2 , ••• , cqp• ~ •••• , cq ganze rationale Funktionen 
eines Parameters t sind, flir jeden besonderen Wert von t Auflosungen besitzt, 
so kann man fiir die Unbekannten ~ •... , uP stets rationale Funktionen 
von t bestimmen, derart, daJ3 nach Einsetzung derselben die obigen Glei
chungen beziiglich des Parameters t identisch erfiillt sind. 

Wenden wir diesen Hilfssatz auf die oben erhaltenen Gleichungen an und 

setzen dann t = ~. so ergibt sich nach Fortschaffung der Neuner eine Kon
Xz 

gruenz von der Gestalt 

wo 1p12 eine hinare Form der heiden Veranderlichen :11_, x2 ist, und wo []<au) ein 
Produkt von irgend 0"12 Formen der Reihe F, F', ... hedeutet. 

In gleicher Weise erhalten wir eine Kongnienz von der Gestalt 

wo 1p13 eine hinare Form der heiden Veranderlichen :21_, Xa ist und wo IJ<au> 
ein Produkt von a13 Formen der Reihe F, F', ... hedeutet, und es sei schlieJ3-
lich O"n-I,n eine ganze Zahl und "Pn-l,n eine Form der heiden Veranderlichen 
Xn-I, Xn derart, daJ3 die Kongruenz 

besteht. Da es nun offenbar nur eine endliche Anzahl von· Wertsystemen 
gibt, flir welche die Formen 1p12 , 1p13 , ••• , "Pn-I,n• /1 , ••• , fm samtlich ver
schwinden, so ist dieses Formensystem ein solches, fiir welches die Richtig
keit des Theorems bereits feststeht; es kann daher eine Zahl r gefunden werden, 
so da.l3 die Kongruenz 

IJ<r) =0, 

besteht. Mit Hilfe der obigen Kongruenzen ergibt sich hieraus 

wo a die groJ3te der Zahlen a12 , a13 , ••• , a,._1 n hezeichnet. 
Da hinare Formen iiherhaupt nur eine endliche Anzahl von Nullstellen 

besitzen konnen, so gilt das Theorem nach dem ersten Teil des Beweises fiir 
den besonderen Fall n = 2 und somit auch allgemein fiir Formen von n Ver
anderlichen. Enthalt nun die vorgelegte Reihe F, F', . . . unendlich viele 
Formen, so bestimme man - was nach Theorem I meiner oben zitierten 
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Arbeit stets moglich ist - eine Zahl # derart, da.B eine jede Form der Reihe 
F, F', ... gleich einer linearen Kombination der # Formen F, F', ... , F<t-t-Il 

wird. Ist dann das Produkt von irgend r der Formen F, F', .. . , F <P-ll nach 
dem Modul (A, .. . , fm) kongruent 0, so gilt offenbar das namliche auch fiir 
jedes Produkt von r Formen der unendlichen Reihe F, F', ... und somit ist 
das Theorem vollstandig bewiesen. 

Nach dem eben bewiesenen Theorem ist insbesondere die r-t e Potenz 
irgend einer von jenen Formen F, F', F", .. . kongruent 0 nach dem Modul 
(/1 , / 2 , ••• , fm) - eine Tatsache, welche fiir den speziellen Fall zweier nicht 
homogenen Veranderlichen bereits von E. NETT01 ausgesprochen und bewiesen 
worden ist. 

§ 4. 
Der grundlegende Satz tiber die Invarianten, deren Verschwinden 

das V ersch wind en aller ii brigen In varian ten zur Folge hat. 

Wir nehmen jetzt die am Anfang des vorigen Paragraphen unterbrochenen 
Entwicklungen tiber die Theorie der Invarianten einer Grundform oder eines 
Grundformensystems wieder auf und beweisen den folgenden grundlegenden 
Satz: 

Wenn irgend # Invarianten 11 , ... , 11, die Eigenschaft besitzen, dafl da~ 
V erschwinden derselben stets notwendig das V erschwinden aller ubrigen I nva
rianten der Grundform zur Folge hat, so sind alle Invarianten ganze algebraische 

Funktionen jener # I nvarianten I 1 , ... , I ,, . 
Nach Voraussetzung sind die p In varian ten I 1 , ••. , I /1- Funktionen der 

Koeffizienten der Grundform von der Beschaffenheit , da.B allemal, wenn man 
diesen Koeffizienten solche besonderen W erte erteilt, welche die# In varian ten 
/ 1 , ... , I"' zu 0 machen, notwendig samtliche Invarianten der Grundform 
verschwinden, und daher gibt es dem allgemeinen in § 3 bewiesenen Theorem 
zufolge eine Zahl r derart, daB jedes Produkt IJ<rl von irgend r oder mehr 
Invarianten der Grundform in der Gestalt 

fl<rl = a1 I 1 + a2 12 + ··· + a~< I~< 

darstellbar ist, wo a1 , a2 , ••• , a /1- ganze rationale homogene Funktionen der 
Koeffizienten der Grundform sind. Nunmehr bezeichnen wir wie friiher mit 
~, ... , im die In varian ten eines vollen Invariantensystems und ferner mit v 
die groBte von den Gradzahlen dieser Invarianten: dann stellt sich offenbar 
eine jede beliebige Invariante i der Grundform, deren Grad > vr ist, als 
Summe von Produkten fl<rJ dar, und es wird so mit 

i = a~ 11 + a; 12 + · · · + a;, Iu , 
wo a~, a~ , . .. , a;, wiederum ganze rationale homogene Funktionen der Koeffi-

1 Vgl. Acta math. Bd. 7 S. 101. 
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zienten der Grundform sind. Nach den Entwicklungen des Abschnittes V 
meiner oben zitierten Abhandlung: ,"Ober die Theorie der algebraischen 
Formen" 1 konnen in dieser Forme! die Ausdriicke a~, a~, . .. , a~ durch In
varianten beziiglich i~ , i~, ... , i;, ersetzt werden, so da13 sich eine Gleichung 
von der Gestalt 

i = iU1 + i~I2 + · · · + i~I, 
ergibt. Die Invarianten i~, i~, ... , i~ sind samtlich von niederem Grade in 
den Koeffizienten der Grundform als die Invariante i; sie konnen ihrerseits 
wiederum in der namlichen Weise durch lineare Kombination der Invarianten 
11 , 12 , ••• , I 1, erhalten werden und dieses Verfahren la13t sich so lange fort
setzen, bis wir zu Invarianten gelangen, dereh Grad < vr ist. Wir denken uns 
samtliche linear unabhangige Invarianten, deren Grad < vr ist, aufgestellt 
und bezeichnen dieselben mit iv j2 , ••• , iw· Fiir eine beliebige Invariante i 
der Grundform besteht dann ein System von w Gleichungen der folgenden 
Gestalt: 

~·i1 = Gi1> i1 + G~1l i2 + · · ·+a:;> iw, 
ii2 = Gi2l it+ G~2 > i2 + · · ·+G);> iw, 

G<1> G<1> a<w> . I F k . d I . I I wo 1 , 2 , ••• , w ganze ratwna e un twnen er nvananten 1 , ••• , ,. 

bedeuten. Durch Elimination von j1 , j2 , ••• , iw folgt die Gleichung 

I G(l)- i I t 

G<2> 
i 1 

G~1> ... a:;> 
G~2 > - i ... a~;> 

I ~i"'; . . G~W) ••• ~ ~;:;- i 

=0, 

welche zeigt, daB i eine ganze algebraische Funktion von I 1 , .•• , IP ist. 
Es ist hiernach offenbar fiir das Studium der Invarianten einer Grundform 

von groBter Wichtigkeit, die notwendigen und hinreichenden Bedingungen 
dafiir ZU kennen, daB fiir diese Grundform die Invarianten samtlich gleich 0 
sind; wir werden somit, wenn wir die N Koeffizienten der Grundform in be
kannter Weise als die Koordinaten eines Raumes von N - 1 Dimensionen 
deuten, auf die Aufgabe gefiihrt, dasjenige algebraische Gebilde Z in diesem 
Raume zu untersuchen, welches durch Nullsetzen aller Invarianten bestimmt 
ist. Bezeichnet wie friiher " die Anzahl der algebraisch unabhangigen In
varianten, so gibt es den friiheren Betrachtungen zufolge genau " Invarianten 
I 1 , ••• , I", durch deren Nullsetzen das algebraische Gebilde Z bereits vi:illig 
bestimmt ist; a us dem eben bewiesenen Satze folgt nun notwendig fl > ", 

1 Vgl. Math. Ann. Bd. 36 S. 527; dieser Band Abh. 16, S. 251. 
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d. h. es ist nicht mi:iglich, eine noch kleinere Zahl von Invarianten anzugeben, 
durch deren Nullsetzen das Gebilde Z ebenfalls schon bestimmt wird. 

§ 5. Das Verschwinden der samtlichen In varian ten einer binaren 
Grundform. 

Der eben in § 4 bewiesene Satz bildet den Kern der ganzen hier zu ent
wickelnden Theorie der algebraischen Invarianten. Wir wenden denselben 
zunachst auf die Theorie der binaren Formen an; fiir diese la.l3t sich das al
gebraische Gebilde Z ohne besondere Schwierigkeit allgemein angeben, wie 
der folgende Satz lehrt: 

W enn alle I nvarianten einer biniiren Grund form von der Ordnung n = 2 h + I 
bezuglich n = 2h gleich Null sind, so besitzt die Grundform einen (h + I)-fachen 
Linear/aktor und umgekehrt, wenn dieselbe einen (h + I)-fachen Linearfaktor 
besitzt, so sind siimtliche lnvarianten gleich Null. 

Urn den ersten Teil dieses Satzes zu beweisen, bilden wir fiir die vorgelegte 
Grundform 

I= a0 x~ + (~) a1 x~-1 X2 +···+a,. x;;

die folgenden Uberschiebungen: 

F 1 = [ ao a2 - arJ x~ Cn-2> + ... ' 
F 2 = [a0 a4 - 4a1 a3 + 3a~]xiCn--4 > + ... , 

F,. = [ a0 a21.- (2/~) a1 a211-1 + ... ± ~ (2t)a~ J x~Cn-2hl + .... 

Wir stellen dann die Bedingungen dafiir au£, da.l3 die Formen f, Fv ... , F,. 
beziiglich /, F1 , ... , F,._1 samtlich die namliche Linearform als Faktor gemein 
haben, was etwa auf folgende Weise geschehen kann. Es sei M das kleinste 
gemeinschaftliche Vielfache der Zahlen n, 2 (n - 2), 2 (n - 4), ... , 2 (n - 2h) 
und man setze 

M =mn = 2m1(n- 2) = · · · = 2m,.(n- 2h), 
beziiglich 

M = mn = 2mt(n- 2) = · · · = 2mA_dn- 2h + 2); 

je nachdem n eine ungerade oder gerade Zahl ist. Dann bilde man die heiden 
Form en 

beziiglich 

u = ur + ulF';' + ... + uhr:h, 
V = v r + v1 F;'' + ... + vh F';'h, 

U = u r + u1 F';' + · · · + uH F';'.!'1', 

V = v r + v1 F~' + ... + v,_, F';'~' , 
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wo u, U:t, ... , u,. und v, vl> ... , v,. unbestimmte Parameter sind. Die Re
sultante dieser heiden Formen U, V ist von der Gestalt 

R(U, V)=J1 P1 +· · ·+J,P", 

wo P1 , ••• , P1, gewisse Potenzen und Produkte der unbestimmten Para
meter u, v und wo J 1 , .•. , J"' Invarianten der Grundform sind. Die Glei
chungen 

J 1 =0, ... , J,..=O 

stellen die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir dar, da.B 
die Formen /, F1 , ••. , F,. beziiglich die Formen /, F1 , .•. , F,._1 samtlich 
die namliche Linearform als Faktor enthalten. Denn wenn das letztere nicht 
der Fall ware, so konnte man stets den Parametern u, v solche numerische 
Werte erteilen, da.B die heiden Formen U, V keinen gemeinsamen Faktor 
enthielten, und dieser Umstand wiirde der Bedingung R(U, V) = 0 wider
sp:rechen. Wir transformieren jetzt die binare Grundform f mittels der 
Substitution 

Y1 = IX1 X1 + or:2 X2, 

Y2 = fh X1 + fJ2 X2 , 

wo fJJ.Xr + {J2 x2 diejenige Linearform bezeichnet, welche eben in jenen Formen 
als gemeinsamer Faktor enthalten ist und wo oct, or:2 so gewahlt sind, da.B 
die Determinante (f..1 {J2 - ~{J1 von Null verschieden ausfallt. Die Koeffizienten 
der transformierten Form g bezeichnen wir mit b0 , br, ... , bn. Da nun die 
transformierte Form g und ihre Uberschiebungen samtlich den Faktor Y2 
besitzen, so miissen ihre Koeffizienten notwendig folgende Gleichungen be
friedigen: 

bezliglich 

b0 = 0, 

bob2 - br = o, 

b0 = 0, 

b0 b2 - bi= 0, 

b0 b2k-2- (2 hI 2) bl b2 ,._3 + · · · ± ! ('f:' ~ 12) b~-1 = 0. 

Fiigen wir im Faile eines geraden n noch die Gleichung F,. = 0 hinzu, so 
folgen fiir ein ungerades sowie fiir ein gerades n die Gleichungen 

b0 = 0, b1 = 0, ... , b11 = 0, 

und hieraus ergibt sich, da.B die Form g den Faktor y2 wenigstens (h + 1)-fach 



§ 6 Das Verschwinden der Invarianten. 303 

enthiilt. Es ist selbstverstandlich, da.l3 in besonderen Fallen die Berechnung 
der Bedingungen dafiir, da.l3 I, F1 , ••. , F.,. einen gemeinsamen Faktor haben, 
sich erheblich abkiirzen la.13t. 

Der zweite Teil des Satzes wird unmittelbar als richtig erkannt, wenn 
wir die Grundform so transformieren, da.l3 dadurch die ersten h + 1 Koef
fizienten b0 , ~ •••• , b.,. samtlich gleich 0 werden. In der Tat, wenn eh+1 , 

eh+2 , ••• , e11 beliebige gauze positive Zahlen bedeuten, so lautet das all
gemeinste Glied, welches aus den iibrigen Koeffizienten bh+l• bh+2 , ••• , b11 

gebildet werden kann, wie folgt 

b~'fi b~'f2 • • • b~n; 

es ist aber fiir dieses Glied das doppelte Gewicht notwendig gro.l3er als das 
n-fache des Grades; jedes Glied einer Invariante enthalt daher notwendig 
mindestens einen der Koeffizienten b0 , b1 , • . • , b.,. als Faktor und hat folglich 
fiir unsere besondere Grundform den Wert 0. 

Die vorhin aufgestellten Invarianten II> ... , II' beziiglich I 1 , ..• , II', F.,. 
bilden, wie eben gezeigt worden ist, ein System von Invarianten der Grund
form I von der Art, da.l3 das Verschwinden dieser Invarianten notwendig 
das Verschwinden aller Invarianten der Grundform zur Folge hat, und nach 
dem in § 4 bewiesenen Satze sind mithin siimtliche I nvarianten der Grund
lorm I ganze algebraische Funktionen jener eben gefundenen. Zu der Herstel
lung dieses Systems von Invarianten haben wir lediglich Resultantenbildungen 
verwandt. 

§ 6.' Anwendungen auf besondere binare Grundformen und 
Grundformensysteme. 

Die allgemeinen bisher von uns erhaltenen Resultate finden in allen be
sonderen berechneten Fallen die schonste Bestatigung, wie folgende Beispiele 
zeigen: 

Fiir die binare Form 5-ter Ordnung erfiillen die 3 Invarianten A, B, 0 
von den Graden beziiglich 4, 8, 12 die Bedingungen des in § 4 bewiesenen 
Satzes. Denn das gleichzeitige V erschwinden derselben bedingt notwendig 
das Auftreten eines dreifachen Linearfaktors in fund dieser Umstand wiederum 
hat, wie der in § 5 bewiesene Satz lehrt, zur Folge, da.l3 alle Invarianten der 
binaren Form gleich Null sind. Es miissen daher alle Invarianten ganze alge
braische Funktionen von A, B, 0 sein, und in der Tat enthalt das volle 
System nur noch eine weitere Invariante, namlich die schiefe Invariante R, 
deren Quadrat bekanntlich eine ganze rationale Funktion von A, B, 0 ist. 

Die binare Form 6-ter Ordnung besitzt 4 In varian ten A, B, 0, D von 
den Graden beziiglich 2, 4, 6, 10, deren gleichzeitiges Verschwinden not
wendig das Auftreten eines vierfachen Linearfaktors bedingt. Dieser Umstand 
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hat wiederum zur Folge, daB aile Invarianten der Form gleich Null sind; in 
der Tat ist entsprechend unserem in § 4 hewiesenen Satze die noch iihrige 
schiefe Invariante R der Grundform eine ganze algehraische Funktion von 
A, B, 0, D, namlich gleich der Quadratwurzel a us einer ganzen rationalen 
Funktion dieser 4 Invarianten. 

Wir hetrachten ferner eine hinare Grundform f von der 5-ten Ordnung 
und eine lineare Grundform l. Wenn die 6 simultanen Invarianten A, B, 
0, (/, l5) 5 , (h, l6 )8 , (i, l2)2 zugleich verschwinden, wo h = (/, /)a und i = (/, /)4 

gesetzt ist, so folgt: entweder tritt die Linearform l 3-fach als Faktor in f auf 
oder die Form f enthalt irgend einen 3-fachen Faktor, wah.rend die Koeffizien
ten der Linearform l gleich 0 sind, oder die Koeffizienten der Form f sind 
samtlich 0. In allen diesen 3 Fallen sind, wie man leicht erkennt, samtliche 
Simultaninvarianten der heiden Grundformen gleich 0, und somit hat also das 
V erschwinden der genannten 6 Simultaninvarianten das V erschwinden aller 
iihrigen Simultaninvarianten zur Folge. Hieraus folgt nach den1 in § 4 he
wiesenen Satze, da13 aile Simultaninvarianten der heiden Grundformen fund l 
ganze algebraische Funktionen der genannten 6 Invarianten sind. 

Da die in Rede stehenden Simultaninvarianten mit dem System der In
varianten und Kovarianten einer einzigen hinaren Grundform 5-ter Ordnung 
identisch sind, so folgt, daB sich samtliche 23 invariante Formen einer hinaren 
Grundform 5-ter Ordnung als ganze algehraische Funktionen der 3 Invarian
ten A, B, 0 und der 3 Kovarianten /, h, i ausdriicken lassen. Beriicksichtigen 
wir noch, daB aile Invarianten und Kovarianten der hinaren Grundform 
5-ter Ordnung rationale Funktionen von /, h, i, (/, h)1 , (/, h)3 sind, so kann 
nach unseren allgemeinen in Abschnitt I ausgefiihrten Entwicklungen aus 
diesen Angaben allein das hekannte System jener 23 invarianten Formen he
rechnet werden. Man hat zu dem Zwecke nur notig, aile diejenigen Funk
tionen aufzusteilen, welche ganze algebraische Funktionen von A, B, 0, f, h, i 
und zugleich rationale Funktionen der Kovarianten /, h, i, (/, hh_, (/, h)s sind. 

Um die simultanen lnvarianten zweier hinaren kuhischen Formen /, g 
aufzusteilen, bilden wir eine lineare Kombination xf + A.g derselhen und ent
wickeln die Diskriminante dieser Form nach den unhestimmten Parametern x 
und ). wie folgt: 

D (xf +A. g) = Dox4 + Dl ')(,a;.+ D2 "2).2+ DaxA.a + D,. ).4. 

Die 5 Invarianten D0 , D1 , D2 , D3 , D4 sind offenhar nur dann samtlich gleich 
Null, wenn die kubischen Formen fund g beide den namlichen Linearfaktor 
zweifach enthalten, und dieser Umstand wiederum hat zur Folge, daB auch 
aile iihrigen Simultaninvarianten Null sind. Unserem Satze zufolge miissen 
daher aile simultanen Invarianten der heiden kuhischen Formen f und g 
ganze algehraische Funktionen von D0 , D1 , D2, D3 , D4 sein. Das voile 
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Invariantensystem enthalt nun auJler diesen 5 Invarianten nur noch 2 weitere 
Invarianten, namlich die Dherschiehung (/, g)3 und die Resultante R der 
heiden Formen: man findet in der Tat durch Rechnung hestatigt, daJl diese 
heiden Invarianten ganze algehraische Funktionen jener 5 Invarianten sind. 

Urn das simultane System einer kubischen Form I, einer quadratischen 
Form g und einer linearen Form l zu untersuchen, hezeichnen wir mit~' d2 , r 

heztiglich die Diskriminanten von I und g und die Resultante beider Formen; 
ferner hilden wir die lnvarianten (/, P)3 , (h, l2)2 , (g, l2)2 und (h, g)2 , wo h 

die Hessesche Kovariante von I bezeichnet. W enn diese 7 Simultaninvarianten 
samtlich gleich 0 sind, so nehmen, wie man ohne Schwierigkeit zeigt, die 
3 Grundformen notwendig die Gestalt an 

1 = c p2 q, g = d p2 , l = d' p, 

wo p, q lineare Formen und c, c', c" gleich 0 oder von 0 verschiedene Kon
stante sind. Da nun ftir diese besonderen Grundformen offenbar sii.mtliche 
Simultaninvarianten gleich 0 sind, so folgt mit Hilfe des in § 4 hewiesenen 
Satzes, daJl samtliche Simultaninvarianten der 3 Grundformen ganze alge

braische Funktionen jener 7 Simultaninvarianten sind, oder, was auf das 
niimliche hinausliiuft, daJl siimtliche simultane lnvarianten und Kovarianten 
einer kuhischen Form I und eine:r quadratischen Form g ganze algebraische 
Funktionen der 4 Invarianten ~. ~. r, (h, gh und der 3 Formen I, h, g sind. 

Wir behandeln endlich noch ein allgemeineres Beispiel, niimlich das 
System von y hinaren linearen Formen 

l1 = ~ X + b1 y, l2 = a2 X + b2 y, ... , l,. = a,. X + b., y. 

Das voile lnvariantensystem hesteht aus den Determinanten 

(i, k = 1, 2, ... , v). 

Wi:r bilden die heiden binaren Formen (v- 1)-ter Ordnung 

p = a~~·-1 + a2~•-2'YJ + ... + a,.'YJ•-1, 

"P = bl ~-1 + b2 ~-2 'YJ + ... + b., 'YJ•-1 

und herechnen die Funktionaldeterminante de:rselben 

(p, "Ph= Po ~2 "-4 + P1 ~2 ·-5 1'/ + ·' · + P2v-41'/2"-4 • 

Die Koeffizienten p0 , Pv ... , p2 ,._4 sind als line are Kombinationen der Deter
minanten Pik seiher lnvarianten der linearen Grundformen, und man er
kennt leicht, dall, wenn diese lnva:rianten p0 , p1 , ••• , p2 ,. _ 4 samtlich Null 
sind, notwendig entweder aile Koeffizienten der Form p oder diejenigen 
von tp verschwinden oder beide Fo:rmen his auf einen nume:rischen Faktor 
miteinande:r tibereinstimmen. In allen diesen Fallen sind samtliche Deter

minanten Pik gleich Null, und hieraus folgt mit Hilfe unseres Satzes, da.ll die 
Hilbert, Gesammelte Abhandlungen. Bd. II. 20 
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Determinanten Pik ganze algehraische Funktionen von p0 , p1 , ••• , p2~_4 
sindl, woraus zugleich die Unahhangigkeit der letzteren 2v - 3 Invarianten 
geschlossen werden kann. 

§ 7. Systeme von simultanen Grundformen. 

Um die in § 5 fiir eine hinare Grundform erhaltenen Resultate auf ein 
System simultaner hinarer Grundformen auszudehnen, verfahren wir wie 
folgt: wir hetrachten die heiden hinaren Formen von der namlichen Ord
nung n 

I= a0 x~ + (~)a1 x~1 x2 + ···+a,.~, 

g = b0 x~ + (~) b1 ~1 X 2 + · · · + b,. x~ 

und bilden dann eine lineare Kombination Af + pg derselben, wo A und p 
2 Parameter hedeuten. W enn nun die Invarianten von ).j + pg fur alle Werte A 
und p verschwinden, so mul3 nach dem in § 5 bewiesenen Satze die 

Form i.l + pg notwendigerweise einen ; + 1 heziiglich n ~ _! -fachen Linear

faktor besitzen, was fiir Werte auch die Parameter A undpannehmenmogen, 

und hieraus folgt Ieicht, da13 I und g seiher die namliche Linearform a]s ; + 1 

beziiglich n t 1-fachen Faktor enthalten miissen, ein Umstand, welcher 

seinerseits zur Folge hat, da13 auch samtliche Simultaninvarianten der heiden 
Formen I und g gleich 0 sind, d. h.: 

Wenn J 1 , ••. , J 1, solche lnvarianten der einen Grundlorm I sind, durch 

welche sick alle ubrigen I nvarianten diese·r Grund form ganz und algebraisch aus

driicken lassen, so gelangt man von diesen lnvarianten J1 , ••• , J1, durch wieder

holte Anwendung des Aronholdschen Prozesses 

a a a 
b0 -- + b1 - + · · · + b -aao aal 11 a an 

zu einem System von Simultaninvarianten, welches die Eigenschaft besitzt, daP 

jede Simultaninvariante der beiden Formen I und g eine ganze algebraische 

Funktion der Simultaninvarianten dieses Systems ist. 
Durch diesen Satz tritt eine neue fundamentale Eigenschaft des Aronhold

schen Prozesses zutage. 
Der besondere Fall n = 3 ist hereits oben behandelt worden. Im Fall 

zweier biquadratischer Grundformen haben wir die heiden Invarianten i und i 

1 Das nii.mliche Resultat habe ich auf einem vollig anderen Wege erhalten in meiner 
Arbeit: 'Ober :Biischel von binaren Formen mit vorgeschriebener Funktionaldeterminante. 
Math. Ann. Bd. 33 S. 233; dieser Band Abh. 12, S. 172. 
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in :Betracht zu ziehen und setzen 

i(A.I + pg) = i 0 A2 + i1Af-l + i 2 p 2 , 

1. (A. I+ P g) = io ;,a+ it A2 P + i2 A. P2 + ia P3 • 

Es folgt dann aus entsprechenden Grunden wie vorhin, da.B jede Simultan
invariante der heiden Formen I und g eine ganze algehraische Funktion 
der 7 Invarianten i0 , ~. iz, f0 , j1 , j 2, ia ist, und diese 7 Simultaninvarianten 
sind algehraisch voneinander unahhangig, da die Zahl x fiir das hetrachtete 
Grundformensystem den Wert 7 hesitzt. 

Setzt man an Stelle der hinaren Form g die n-te Potenz einer Linearform, 
so gewinnen wir das folgende Resultat: 

Aus den Invarianten J 1 , ••• , J1, der binaren Grundlorm I ergibt sick durch 
wiederholte Anwendung des Prozesses 

a a a xn_._- x xn--l ___ + · · · ± x"-
2 &ao 1 2 aal 1 &an 

ein System von Kovarianten, welches die Eigenschaft besitzt, da/3 alle ubrigen 
Kovarianten der Grundlorm ganze algebraische Funktionen der Kovarianten des 
erhaltenen Systems und der I nvarianten J1 , ••• , Jfl sind. 

Beispielsweise erhlUt man fur die hinare kuhische Grundform I durch ein
und zweimalige Anwendung jenes Prozesses auf ihre Diskriminante D die 
heiden Kovarianten t = (1, hh und j2; in der Tat ist die Hessesche Kovariante 
h =(I, 1)2 eine ganze algehraische Funktion von D, t und I, da ja ihre dritte 
Potenz eine ganze rationale Funktion dieser invarianten Bildungen wird. 
Wenden wir ferner auf die Invarianten i und i einer hiquadratischen hinaren 
Form I jenen Proze.B an, so gelangen wir zu den Kovarianten I und h = (/,./)2 , 

und in der Tat ist das Quadrat der allein noch tihrigen Kovariante t = (f, hh 
eine ganze rationale Funktion von i, j, I und h. 

Samtliche "Oherlegungen lassen sich Ieicht auf die Theorie der Kom
binanten von zwei oder mehr binaren Grundformen tihertragen. So zeigt sich, 
da.B die Komhinantinvarianten der heiden Form en I und g dann und nur dann 
samtlich verschwinden, wenn unter den Formen des Formenhtischels A.f + p,g 
sich zwei Formen befinden, von denen die eine einen r-fachen Linearfaktor 
besitzt und die andere diesen namlichen Linearfaktor (n + 1 - r)-fach enthalt 
und hieraus folgt der Satz: 

Eine fede Kombinantinvariante zweier binarer Formen I, g ist eine ganze 
algebraische Funktion der lnvarianten ihrer Funktionaldeterminante (!, g)1 • 

Die Ausdehnung der bisherigen Entwicklungen auf die Theorie der Formen 
mit mehr Veranderlichen ist ohne weiteres nur in dem Ma13e moglich, als man 
die Besonderheit derjenigen Formen anzugehen weill, welche die Eigenschaft 
hesitzen, da13 aile ihre Invarianten 0 sind. So ist heispielsweise im Falle einer 
terniiren Form dritter Ordnung das Verschwinden aller Invarianten die Be-

20* 
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dingung fiir das Auftreten eines Ri.ickkehrpunktes in der durch Nullsetzen 
der Form dargestellten Kurve. W enn wir nun 2 ternare kubische Form en 
linear kombinieren und die heiden Invarianten 

S(A.I + p.g) = SoA.4+ ... + S,p.4, 

T(A.I + p.g) = T 0 A.6 + · · · + T6 p.6 

hilden, so folgt durch die entsprechende SchluBweise, daB aile simultanen 
Invarianten der heiden Formen I und g gauze algehraische Funktionen der 
12 Invarianten S0 , ••• , S4 , T0 , ••• , T6 sind, und da die Zahl u ehenfails 
gleich 12 ist, so erkennen wir zugleich, daB diese 12 Invarianten voneinander 
algehraisch unabhangig sind. 

Auch die terniire hiquadratische Form kann noch auf dem namlichen 
W ege durch Rechnung hehandelt werden, wogegen die Erledigung der ent
sprechenden Prohleme fiir hohere Falle neuer und ailgemeinerer Methoden1 

hedarf. 

Ill. Der Grad des Invariantenkorpers. 

§ 8. Darstellung des asymptotischen Wertes der Zahl 9'(a). 

In § 2 ist ein System von In varian ten J, J1 , ••• , J" hestimmt worden, 
von der Beschaffenheit, daB aile i.ihrigen Invarianten der Grundform sich 
ganz und algehraisch durch Jv ... , J,. und rational durch J, Jl> ... , J, 
ausdri.icken lassen. Die irreduzihle Gleichung, welcher J geni.igt, ist von der 
Gestalt 

Jk+ GlJk-1+ G2Jk-2 + ... + Gk= 0, 

wo Gv G2 , ••• , Gk ganze rationale Funktionen von J1 , ••• , J, sind. Der 
Grad k dieser Gleichung ist zugleich der Grad des Invariantenkorpers. 

Um zuniichst fiir eine hinare Grundform I von der n-ten Ordnung die 
Zahl k zu hestimmen, hetrachten wir die Anzahl 9'(a) derjenigen Invarianten 
der Grundform I, deren Grad in den Koeffizienten der Grundform die Zahl a 
nicht iiherschreitet und zwischen denen keine lineare Relation mit konstanten 
Koeffizienten stattfindet. Die Berechnung dieser Zahl <p(a) kann auf 2 ver
schiedenen W egen geschehen, und die Vergleichung der auf heiden W egen ge
fundenen Resultate fi.ir den Grenzfail a= oo ergiht dann den gesuchten 
Wert von k. 

Nach § 2 ist jede Invariante i in der Gestalt 

. rl Jk-l + r2Jk-2 + ... + rk 
t= D 

darsteilhar, wo Fv ... , Fk, D ganze rationale Funktionen von Jv ... , J,. 
sind. Aus dieser Darsteilungsweise konnen wir eine ohere und eine untere 

1 V gl. die Abschnitte IV und V dieser Arbeit. 
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Grenze fiir die Zahl rp (a) ableiten. Beach ten wir namlich, da.B im vorliegenden 

Faile die Zahl " den Wert n - 2 hat und bezeichnen wir mit v, v1 , ..• , v n-2 , ~ 

die Grade der Invarianten J, Jv ... , J ,._2 , D und mit A.(a) die Anzahl der 

Systeme von positiven ganzen Zahlen ~1 , ~2 , ••• ,~,._2 , welche der Ungleichung 

'V1 ~1 + 'V2 ~2 + • • • + Pn-2 ~n-2 < a 

geniigen, so finden wir Ieicht 

A.(a) + A.(a- v) + A.(a- 2v) + · · · + A.(a- [k -l]v) < rp(a), 

rp(a) S:A. (a+ CJ) +A. (a+t5-v) +A (a+CJ- 2 P) + · · ·+A (a+ (J- [k- 1] v). 

Nun gilt fiir die eben definierte Zahl J.(a) die Formel 

L J.. (a) = _I _ __ I _ _ _ 
cr=oo a•-• n- 2! v1 v2 ••• v._2 

und somit folgt aus obiger Ungleichung 

tp(u) I k L ---- -------
cr=oo u•-2 - n- 2! v1 v2 • • • Vn-2 • 

§ 9. Berechnung des Grades k des Invariantenkorpers fiir ewe 
binare Grundform n-ter Ordnung. 

Wir konnen eben diesen Grenzwert noch auf einem anderen Wege, namlich 

mit Hille derjenigen Methode bestimmen, welche von CAYLEY und SYLVESTER 

zur Abziihlung der Invarianten von vorgeschriebenen Graden benutzt worden 

ist. Bekanntlich ist die Anzahl der linear unabhangigen Invarianten vom 

Grade a in den Koffizienten der binaren Grundform n-ter Ordnung gleich dem 
1 - ncr 

Koeffizienten von r 2 in der Entwicklung des Ausdruckes 

(I- r"+l) {I- r"• 2 ) ••• (I- ro• n) I (r) = 1 
(I - r2)(I - r3) ···(I -- r•) 

Dieser Ausdruck kann in die Gestalt 

I (r) = lo (r) + r" It (r) + r2 " l2 (r) + • · · + rnu fn (r) 

gebracht werden, wo /0 (r), ft(r), ... , j,.(r) rationale Funktionen von r be

deuten, welche durch die Identitat 

n n-1 • • • _ (u - r) (u- r 2) • • • (u- r") 
U fo + U ft + + /,. - (I - 72) (I - r3) ... (I - r") 

definiert sind. Zur Ausfiihrung der Rechnung bedarf es der Unterscheidung 

zwischen ungerader und gerader Ordnung n. 
Es sei erstens die Ordnung n eine ungerade Zahl. Da es in diesem Faile 

nur Invarianten von geradem Grade gibt, so erhalten wir offenbar die ge-

1 Vgl. FAA DI BRUNO: Theorie der binaren Formen S. I94. Leipzig I881. 
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suchte Zahl p(u), wenn wirden Koeffizienten 

von 1'" in dem Ausdruck /0 + r2/1 + r4 /2 + · · · , 
" r" " " " fo + r'/1 + r8 /2 + · · · • 
" r3" " " " /o + r6 fi + r12 /2 + · · · , 

. 
a 
-n 

fo + ra /1 + r2" /2 + · · · " r2 " " " 
bestimmen und die Summe dieser Koeffizienten bilden oder, was auf das 
namliche hinauslauft, wenn wir die Koeffizienten 

" von r" 
' 

r2n r3n 
' 

-n 
in /0 , ... , r2 

r"-2, r2(n-2) rs(n-2) ~(n-2) 

" /1' " ' ' ... ' r2 

r"--4 r2(n-4l r3(n-4) -~(n-4) 

" /2' " ' ' ' ... ' r2 

" -
" r r2 r3 

' 
... , r2 '' fn-1 -2-

samtlich zueinander addieren. Verstehen wir nun unter e .. eine primitive n-te 
Einheitswurzel, so ist, wie man sieht, die Summe der Koeffizienten von 

(J 

r", r2n, rsn, ..•• r2 " info gleich dem n-ten Teil der Summe der ersten ~ n Koef· 
fizienten in der Entwicklung des Ausdruckes 

fo (r) = fo (r) + fo (e., r) + fo (e~ r) + · · · + /0 (e:-1 r). 

Verstehen wir ferner unter En-2 eine primitive (n- 2)-te Einheitswurzel, so 
ist die Summe der betreffenden Koeffizienten in A gleich dem (n - 2)-ten Teile 

der Summe der ersten ~ (n- 2) Koeffizienten in der Entwicklung des Aus

druckes 
f't (r) = A (r) + /1 (e.,_2 r) + /1 (e;_2 r} + · · · + /1 (e::~ r) · 

Endlich werde 
/:...1 (r) = fn-1 (r) 
2 -2-

gesetzt. Wenn wir jetzt fiir den Parameter r indenAusdriicken/~, J;, .. . , /~_1 
beziiglich die Gro.l3en 2 

1· 3·5 • • •n 
n n-2 ... , t1·3·5 .. ·n 

einsetzen, so erkennen wir, da.l3 die gesuchte Zahl p(u) gleich der Summe der 
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ersten ; 1· 3 · 5 · · · n Koeffizienten in der Entwicklung des Ausdruckes 

h (t) = _!_ /~ v·3·~·. ·n) + -~-/~ v·3~~;.:.:_r<_) + ... + /~-1 (t1·3·5 .. "") 
n n-2 -

2 

wird. 
Aus einem bekannten Satze von ABEL la13t sich Ieicht die folgende Tat

sache ableiten: 
W enn die Koeffizienten einer Potenzreihe 

~ (t) = a0 + a1 t + ~ t2 + ... 
von der Beschaffenheit sind, dal3, unter u eine ganze Zahl verstanden, der 
Ausdruck 

a0 + a1 + ~ + · · · + ae 
(!" 

fiir unendlich wachsende (! sich einer endlichen Grenze nahert, so ist diese 
endliche Grenze 

~ L [(1- t)" l,l3 (t)]. 
". 1=1 

Mit Hilfe dieses Satzes findet man 

L --~-.. _2 = ---1 --, L [(1 - t)"-2 h (t)]. 
rl=oo(; 1·3·5· · ·n) (n- 2>·t=1 

Falls nun n > 3 ist, kann 

h(t) =! /o v·3·~·. "") + n ~ 2/1 v-3~~;· "") + ... + '";l(t1·3·5···n) + h! (t) 

gesetzt werden, wo h' (t) eine solche rationale Funktion von t bedeutet, daJ3 
der Ausdruck (1 - t)"-2 h' (t) in der Grenze fiir t = 1 verschwindet. Ferner 
ist fiir einen beliebigen Index i 

(1 - t)"-1 /; (r) = ----- ----···-··-- -~.J!) ___________________ -----, 
[ 2 • !~~..!':.] [a . !..-~±~] · · · [n. !_:_!_-__j)_~_:;.~J 

n-2~ n-2~ n-2~ 

wo zur Abkiirzung 
[M] = 1 + t + t2 + ... + tM-1 

gesetzt ist und wo die Zeichen gi(r) rationale Funktionen von r bedeuten, 
welche durch die Identitat 

(u- r) (u- r2). · · (u- r") = g0 (r) U" + g1 (r) un-1 + . · · + g,. (r) 

definiert sind. Nun fiihrt eine einfache Rechnung zu folgender Formel 

_ y, (I) [-dN (t)J _ [dr!i (r)J 1· 3 · 5 .. :n N (l) 
L[(l-t)n-2h(t)]= \.--, l . dt t=l ~r r=l n-2~ 

t=l .,.;;.; n-2t N 2 (I) 
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wo die Summe iiber die Zahlen i = 0, 1, 2, ... , n ; 1 zu erstrecken ist und 

wo zur Abkiirzung 

N(t) = [2·1·3·5 .. .'n] Lr3.1·3·5 .. .'n'j·. ·[n·1·3·5 .. .'n] 
n-2' n-2~ n-2~ 

gesetzt ist und hieraus £olgt durch geeignete Umformung der Summe rechter 
Hand 

t~ [(1-t)n-2 h (t)] = - 2. n! (1. 3 ~ 5 ... n)n 2.}) (-] )i (7) (n- 2 i)n-3' 

wo die Summe wiederum iiber die Zahlen i = 0, 1 , 2, ... , n ; 1 zu er 

strecken ist. 
Die Vergleichung mit der am Schlusse des § 8 erhaltenen Formel liefert 

das Resultat 
i 

k - _!_ _!_ Y' ( -1 )i (~) (.!!: - i)"-3 * 
4 n! ...::::;_, ~ 2 

( . 1 n-1) 
~=0, '2, ····~. 

Die eben fiir den Grad k des Invariantenkorpers gewonnene Formel wird 
im Faile einer binii.ren Grund£orm 5-ter Ordnung Ieicht bestii.tigt. Da nii.mlich 
die 3 Invarianten A, B, 0 beziiglich von den Graden 4, 8, 12 sind, so haben 
wir v1 = 4, v2 = 8, v3 = 12 zu setzen, und es ergibt sich dann k = 2. In der 
Tat geniigt die schiefe Invariante Reiner Gleichung 2-ten Grades, und durch 
diese 4 In varian ten A, B, 0, R ist der Invariantenkorper vollig bestimmt. 

Es sei zweitens die Ordnung n eine gerade Zahl. Wir erhalten dann in ent
sprechender Weise wie vorhin die gesuchte Zahl <p(O'), wenn wir die Koeffi
zienten 

1·~- 2·..!: 3·~- n 
(J·-

in /0 , von r0, r 2 r 2' r 2 ... , r 2 
' ' 

, rO, /(i-t) /(i-t)' ra(i-t)' rr(i-t) 
" /1' ' 

... , r 

" rO, r t (i-2) r 2(i-2) ra(i-2), rr(i-2) 
" /2' ' ' 

... , r 

" ro' rt 
' 

rs 
' 

ra, ... , r"' " /(i-t) 
siimtlich zueinander addieren. Mit Hil£e der prirnitiven Einheitswurzeln 

s.,' En , ... von den Geraden !!._ -i-- 1, ... gelangen wir entsprechend 
2 z--t 2 , 

* Diese Forme! sowie die entsprechende fiir eine gerade Ordnung n habe ich bereits 
in den Berichten der Gesellschaft der Naturforscher und Arzte, Halle 1891, mitgeteilt; 
siehe Jahresbericht der deutschen Mathematiker-Vereinigung 1892 S. 62. 
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wie vorhin zu den Funktionen /~, t;, ... , !(!J--I)' und wenn w1r in diesen 
-%-t fJ 

Funktionen fiir den Parameter r beziiglich die Gro.Ben t+, tf-•, ... , i~ 1 

einsetzen, so erkennen wir, da.B die gesuchte Zahl <p(a) gleich der Summe der 

ersten a ; ! Koeffizienten in der Entwicklung des Ausdruckes 

ist und hieraus folgt dann durch dieselbe Schlu.Bweise wie vorhin 

L q; (a) = _I_ L [(1 - t)"-2 h (t)]. 
( n )n-2 (n - 2) 1 a~ro 11 2 ! · t=l 

Falls nun n > 4 ist, kann wiederum 

gesetzt werden, wo h' (t) eine solche rationale Funktion von t bedeutet, da.B 
der Ausdruck (1 - t)n-2 h' (t) in der Grenze fiir t = 1 verschwindet. Ferner 
ist fiir einen beliebigen Index i unter Benutzung der oben erklarten Ab
kiirzungen 

( 1 - t)n-1 /; (r) = --!:-
1
_

1 
__ --------"!-'--'' 

1
(--'-r)

1 
__ [ -n-,-

2. _2_·_ 3. _2_·_ • . • n. _2_·_ 
n . n . n . 

. 2- t. 2- t 2- t 

Bezeichnen wir den Nenner des Ausdruckes rechter Hand mit N (t), so wird 

n 
...... ! 

g, (I) [dN J.tl] _ [dg, (r) J _2_·_ N (I) 
dt t=l dr r = In . 

l 2 - t 
L [(1 - t)n-2 h(t)] == " - --, N" (l) 

t=l .4ln-2t 

-----:--(~---,--,)n-:--::-2 ~-, (- 1)i (~) (~ - - i r-3' 
2·n! 2 ! 

wo die Summe iiber die Zahlen i = 0, 1 , 2, ... , -i - 1 zu erstrecken ist. 
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Die Vergleichung mit der am Schlusse des § 8 erhaltenen Fonnel liefert 
das Resttltat 

i 

-~-- --- = - _! _1_ _}) (- I )i (~) (-n_· - i )n-3 "1 "2 · · · ""-2 2 n! ~ 2 

(i=O, I, 2, ... ,-i--I). 

Die eben gewonnene Formel wird im Faile einer binii.ren Grundform 
6-ter Ordnung Ieicht bestii.tigt. Da nii.mlich die 4 Invarianten derselben 
A, B, 0, D beziiglich von den Graden 2, 4, 6, 10 sind, so haben wir v1 = 2, 
v2 = 4, v3 = 6, v4 = 10 zu setzen, und es ergibt sich dann k = 2. In der Tat 
geniigt die schiefe Invariante R einer Gleichung 2-ten Grades, und durch die 
5 genannten lnvarianten ist der Invariantenkorper voilig-bestimmt. 

§ 10. Die typische Darstellung einer binii.ren Grundform. 

Die in § 8 und · § 9 angewandten Methoden fiihren zugleich zu einem neuen 
Beweise fiir die Moglichkeit einer typischen Darsteilung der binaren Grund
form. 

Urn dies zu zeigen, nehmen wir erstens an, es sei die Ordnung der binaren 
Grundform n eine ungerade Zahl. Die linearen Kovarianten der Grundform 
sind dann samtlich von ungeradem Grade in den Koeffizient-en der Grundform, 
und es bezeichne %(a) die Anzahl der linearen Kovarianten, deren Grad in 
den Koeffizienten der Grundform die Zahl a nicht iiberschreitet und zwischen 
denen keine lineare Relation mit konstanten Koeffizienten stattfindet. Urn 
die typische Darsteilung der Grundform auszufiihren, bedarf es zweier linearer 
Kovarianten lund m, welche nicht durch eine Relation von der Gestalt 

Al + Bm = 0 

miteinander verbunden sind, wenn man unter A und B geeignet gewii.hlte In
varianten versteht. Die Existenz zweier solcher linearer Kovarianten kann 
wie folgt bewiesen werden: nehmen wir an, die Grundform besitze iiberhaupt 
keine lineare Kovariante, so hatte offenbar tp1 (a) fur aile a den Wert 0. Gabe 
es andererseits eine lineare Kovariante l von der Art, da.B aile iibrigen Ko
varianten der Grundform gleich A l sind, wo A eine Invariante bedeutet, so 
ware notwendigerweise, wenn A den Grad von l bezeichnet 

und folglich 
L '/)t_(al = 1. 

n=co 'P (a) 

Nehmen wir endlich die Existenz zweier linearer Kovarianten lund m von der 
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gewiinschten Beschaffenheit an und bezeichnen wir mit p1 , p2 , ••• , Pr die 
iibrigen im vollen Formensysteme vorkommenden linearen Kovarianten, so 
ist jede dieser Kovarianten in der Gestalt 

A 1 l+B1 m 
Pt = ------c;--

darstellbar, wo A;, B;, 0; Invarianten sind, und es ist folglich eine jede lineare 
Kovariante p der Grundform in der Gestalt 

Al+Bm 
P = c1c2· .. a; 

darstellbar. Bezeichnen wir jetzt den Grad der linearen Kovariante m mit p 
und den Grad der Invariante 01 0 2 • • • Or mit r, so ergibt sich fur <p1 (a) die 
Ungleichung 

<p (a- J.) + <p (a- p) < <p1 (a) < <p (a-;.+ y) + <p (a - fL + y) 

und folglich ist 

Um nun zu entscheiden, welchen Wert der Ausdruck L fl!t ((cr)) in Wirklich-
a~oo fP CT 

keit besitzt, wenden wir wiederum die Cayley-Sylvesterschen Abzahlungs
satze an. Diesen Satzen zufolge ist die Zahl der linearen Kovarianten vom 
Grade a gleich dem Koeffizienten von rHnG-t) in der Entwicklung des Aus
druckes I, und wir erhalten daher die gesuchte Zahl <p1 (a) , wenn wir die 
Koeffizienten 

_!_(n-1) _l___(3n-1) 1 
-1-(an-1) 

von r 2 , r2 r-2 (5n-1) ... , r2 in fo , 

--1-(n-1)-1 _!_ (3n-1)- 3 _!_ (5 n-1)-5 _!_ (an- 1) -a 
It, " r2 r2 r2 ' . .. , r2 

" ' ' 
_!_(n- 1)- 2 _!_ (3n- 1)- 6 1- (5n - 1)- 10 _1_ (un- 1)- 2 a 

12' " r2 r2 ' r 2 ... ' r2 ' 
, " 

r2, 
_!_ (!7-1) 

I (";t) " rO, rt ... , ,z 
" 

, 

samtlich zueinander addieren. Die Ausfiihrung der Rechnung ergibt dann 

unter der Voraussetzung n > 3 fiir den Ausdruck L !ft((a)) den Wert 2, und 
O'= CO (/! CT 

hiermit ist der gewiinschte Nachweis gefiihrt. 
Ist zweitens die Ordnung n eine gerade Zahl, so bezeichnen wir mit <p2 (a) 

die Anzahl der quadratischen Kovarianten, deren Grad in den Koeffizienten 
der Grundform die Zahl a nicht iiberschreitet und zwischen denen keine lineare 
Relation mit konstanten Koeffizienten stattfindet . Um die typische Dar-
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stellung der Grundform auszufiihren, bedarf es dreier quadratischer Ko
varianten l, m, p, zwischen denen keine Relation von der Gestalt 

Al+Bm+Op=O 

besteht, wo A, B, 0 Invarianten sind. Wir erkennen wiederum durch die 
namliche Schlul3weise wie vorhin, daB es 3 solche Kovarianten notwendig 

gibt, falls der Quotient ~ (~j in der Grenze fiir a = oo den Wert 3 annimmt. 

Dies trifft unter der Voraussetzung n > 4 in der Tat zu, wie eine der vorigen 
entsprechende Rechnung zeigt. 

Die bisherigen Resultate dieses Abschnittes III sind auf rein arithmetischem 
W ege abgeleitet worden, und nur am Anfange des § 8 ist die a us algebraischen 
Betrachtungen bekannte Tatsache benutzt worden, daB die Zahl " der alge
braisch unabhangigen Invarianten einer binaren Grundform n-ter Ordnung 
den Wert n- 2 hat. Auch diese Tatsache ergiht sich, wie im folgenden kurz 
gezeigt werden soli, mit Hilfe unserer Methode ohne Benutzung eines Elimina
tionsverfahrens. 

Die Uberlegungen des § 8 zeigen, daB der Quotient qJa~) in der Grenze 

fiir a = oo einen endlichen von 0 verschiedenen Wert annimmt. In § 9 ist 

gezeigt worden, daB der Ausdruck L ~:~~ his auf einen von 0 verschiedenen 
a~oo 

Zahlenfaktor gleich der Summe 
i 

""' ) . (n) ( n .)n-3 _L.,(-- 1 ' i T-t ' (i=O, 1, 2, ... , 11,;1 hez.; -1) 
ist. Aus diesen Tatsachen kann x = n- 2 geschlossen werden, sohald der 
Nachweis dafiir gefiihrt ist, daB jene Summe eine von 0 verschiedene Zahl 
darstellt. Urn diesen Nachweis zu fiihren, hestimmen wir die Anzahl der Ko
varianten l, m, ... , p, welche in den V eranderlichen von der Ordnung v sind 
und zwischen denen keine lineare Relation von der Gestalt 

Al+Bm+· · ·+Ep=O 

hesteht, wo A, B, ... , E Invarianten sind. Diese Anzahl findet man gleich 

dem Ausdrucke L P~((a)2, wo tp,,(a) dieAnzahl der Kovarianten v-ter Ordnung 
<T=OO (/J 11 

hezeichnet, deren Grad in den Koeffizienten der Grundform die Zahl a nicht 
iiherschreitet und zwischen denen keine lineare Relation mit konstanten 
Koeffizienten stattfindet. Berechnen wir diesen Grenzwert mit Hilfe der 
Cayley-Sylvesterschen Abzahlungssatze entsprechend, wie dies oben fiir die 
Faile v = 1 und v = 2 geschehen ist, so erhalten wir einen Ausdruck, in welch em 
wiederum jene Summe 

i 

" i (n) ( n ·\n-a ..:::,;(-1) i 2--t; 
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auftritt. Tragt man in diesen Ausdruck an Stelle jener Summe den Wert 0 
ein und legt dann der Zahl v einen geniigend gro13en Wert bei, so fallt, wie die 
Rechnung zeigt, der Wert des neu erhaltenen Ausdruckes grii3er als v + 1 
aus, und dieser Umstand widerspricht der Tatsache, daB die Anzahl der Ko
varianten l, m, ... , p von der v-ten Ordnung hochstens gleich v + 1 sein dar£. 
Die Annahme, daB jene Summe den Wert 0 hat, trifft folglich nicht zu, und 
damit ist zugleich der gewiinschte Nachweis erbracht. 

Mit Hilfe der typischen Darstellung einer binaren Grundform ist von 
A. CLEBSCH1 der folgende Satz bewiesen worden: 

W enn fur 2 binare Formen von irgend einer Ordnung n > 4 mit numeri
schen Koeffizienten die entsprechenden Invarianten samtlich die namlichen 
Werte haben und auBerdem eine gewisse im Neuner der typisch dargestellten 
Koeffizienten auftretende Invariante N von 0 verschieden ist, so gehoren die 
heiden Formen zu der namlichen Klasse. 

Dabei bezeichne ich 2 binare Formen als zugehorig zur namlichen Klasse, 
wenn man dieselben durch eine lineare Substitution von nicht verschwinden
der Determinante ineinander transformieren kann. W enn wir die W erte fur 
die In varian ten J1 , ... , J n-2 iiberdies derart wahlen, daB die Diskriminante D 
der Gleichung fiir J von 0 verschieden ist, so gibt die Zahl k an, wie viel W erte 
von J mit jenen Werten von J 1 , .•• , J n-2 vereinbar sind, und hieraus folgt: 

Der Grad k des I nvariantenkorpers gibt zugleich im allgemeinen die Zahl 
der voneinander verschiedenen Klassen von biniiren Formen an, deren Invarianten 
J1 , •.• , J n-2 gleich gegebenen GrofJen sind. 

§ 11. Das System von v binaren Linearformen. 

Die Methoden dieses Abschnittes III lassen sich auch auf Systeme von 
simultanen binaren Grundformen anwenden. Als einfachstes Beispiel diene 
das System der v binaren Linearformen 

a1 x + b1 y, a2 x + b2 y, ... , a,. x + b., y, 

welches bereits in § 6 behandelt worden ist. Das voile Invariantensystem 
besteht a us den Determinanten Pi k. AuBerdem geniigt jede dieser In varian ten 
der Differentialgleichung 

aJ aJ aJ 
al a bl + a2 a b2 + ... + a,. a b,. = 0 

und umgekehrt jede dieser Differentialgleichung geniigende Funktion J von 
der Gestalt 

1 Theorie der binaren Formen 1872. 
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ist eine Invariante der Linearformen VOID Gewichte e. Hieraus kann bewiesen 
werden, dall die Anzahl der Invarianten vom Gewichte e, zwischen denen 
keine lineare Relation mit konstanten Koeffizienten stattfindet, gleich ist 

x (e) = ["'' (e)J2 - "''(e -1) "''(e + 1), 

wo "''(e) die Anzahlder positiven ganzzahligen Losungen der Gleichung 

rl + Tz + • • • + r, = (! 

bedeutet und daher den Wert (!?~ 11 ~~~)'! besitzt. Durch Einsetzung dieses 
(!. v . 

W ertes find en wir 

(e + 1) (e + 2)2 (e + 3)1 • • • (e + v- 2)2 (e +v-I) 
X (e)= (v-I)! (v- 2)! 

In § 6 ist ein System von In varian ten p0 , PI, ... , p2 ,_4 aufgestellt worden, 
durch welche sich alle iibrigen In varian tender Grundform ganz und algebraisch 
ausdriicken lassen. Ferner werde eine lineare Funktion p der Invarianten Pik 
mit konstanten Koeffizienten bestimmt derart, dall alle In varian ten Pi k ra
tionale Funktionen von p, p0 , PJ., .• • , Ph-4 sind. Da infolgedessen die In
varianten p, p0 , p1 , ••• , p2 , _ 4 ein Invariantensystem von der in § 2 behandel
ten Art bilden, so konnen wir mit Hilfe der in § 8 angewandten Methode den 
Grad k des durch diese Invarianten bestimmten Invariantenkorpers berech
nen. Es ergibt sich auf diese Weise 

k=(2v-4)!L X(f!_).= (2v- 4)! - . 
e~oo e2>-4 (v -1)! (v- 2)! 

Auch kann zugleich gezeigt werden, dall die 2 v - 3 In varian ten p0 , p1 , ... , 

p2 ,_4 algebraisch voneinander unabhangig sind. 
Gehen wir zuriick auf die Bestimmungsweise der p0 , p1 , ••• , p2 ._4 in 

§ 6, so erkennen wir, dall die flir k gefundene Zahl zugleich die Anzahl der 
Blischel von binaren Formen angibt, deren Funktionaldeterminante eine vor
geschriebene binare Form von der (2v- 4)-ten Ordnung ist1• 

Endlich sei noch erwahnt, dall die Funktion ;de) nichts anderes ist, als 
die sogenannte ,charakteristische Funktion" desjenigen algebraischen Ge
bildes, welches man erhalt, wenn man 

(i, k = 1, 2, ... , v) 

setzt und hierin die Gro13en Pik als die Veranderlichen, at, bi als willkiirliche 
Parameter auffa13t. Somit zeigt das eben behandelte Beispiel zugleich, wie die 
in der vorliegenden Abhandlung entwickelten Prinzipien sich mit denjenigen 

1 Vgl. meine .Arbeit: Ober Biischel von binii.ren Formen mit vorgeschriebener Funk
tionaldeterminante. Math . .Ann. Bd. 33 S. 227 sowie die dort ausfiihrlich zitierte Literatur 
d,ieses Problems; dieser Band .Abh. 12. 
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auf allgemeine Moduln bezliglichen Methoden in Verbindung bringen lassen, 
welche ich in Abschnitt III und IV meiner Abhandlung , Vber die Theorie der 
algebraischen Formen" auseinandergesetzt habe. In Dbereinstimmung mit den 
dort gemachten allgemeinen Angaben 1 ist der Grad 2v - 4 der charakteristi
schen Funktion in bezug auf e die Dimension des algebraischen Gebildes, 
wahi"end der Koeffizient der (2v- 4)-ten Potenz von e nach Multiplikation 
mit (2v - 4)! in der Tat die Ordnung jenes algebraischen Gebildes liefert. 

IV. Der Begriff der Nullform. 

§ 12. Die Substitutionsdeterminante als Funktion der 
Koeffizienten der transformierten Grundform. 

Nach den Auseinandersetzungen in Abschnitt I und II ist es zur Auf
stellung und Untersuchung des vollen Invariantensystems einer Grundform 
vor allem erforderlich, ein endliches System von solchen lnvarianten zu 
kennen, deren Verschwinden notwendig das Verschwinden samtlicher Invarian
ten der Grundform zur Folge hat. Die Aufgabe, ein System solcher Invarianten 
zu finden, ist in § 5 fiir eine binare Grundform I geli:ist, jedoch auf einem Wege, 
welcher bei Benutzung der bisherigen Hilfsmittel keiner Ausdehnung auf 
Grundformen von mehr V eranderlichen fli.hig ist. Zwar die Existenz eines 
solchen Systems von Invarianten, deren Verschwinden das Verschwinden aller 
iibrigen zur Folge hat, folgt unmittelbar aus dem Theorem I in Abschnitt I 
meiner Arbeit , Vber die Theorie der algebraischen Form en " 2 ; aber dieses 
allgemeine Theorem gibt durchaus kein Mittel in die Hand, ein solches System 
von Invarianten durch eine endliche Anzahl schon vor Beginn der Rechnung 
iibersehbarer Prozesse aufzustellen in der Art, da13 beispielsweise eine obere 
Grenze flir die Zahl der Invarianten dieses Systems oder fiir ihi"e Grade in den 
Koeffizienten der Grundform angegeben werden kann. Die hierin liegende 
Schwierigkeit wird nun vollstandig iiberwunden durch die nachfolgenden 
Entwicklungen, bei deren Darstellung wir uns der Kiirze halber auf den Fall 
einer einzigen Grundform beschranken, obwohl die Methoden und Resultate 
von allgemeinster Giiltigkeit sind. 

Es sei eine ternare Grundform f von der n-ten Ordnung in den Verander
lichen X:i• x2, x3 vorgelegt, deren N = ~ (n + 1) (n + 2) Koeffizien
ten ~. a2 , ••• , aN samtlich bestimmte numerische Werte besitzen: dann 
besteht zunachst unsere Aufgabe darin, zu entscheiden, ob es noch irgend eine 
Invariante J gibt, welche fiir die vorgelegte besondere Grundform I von 0 ver
schieden ist oder ob alle Invarianten von I gleich 0 sind. Um diese Entschei-

1 Vgl. meine Abhandlung: "Ober die Theorie der algebraischen Formen. Math. Ann. 
Bd. 36 S. 520 oder dieser Band Abh. 16, S. 244. 

2 Math. Ann. Bd. 36 S. 474; siehe auch diesen Band Ahh. 16, S. 199. 
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dung zu ermoglichen, transformieren wir die Form I der 3 v eranderlichen 
4_, x2 , x8 mittels der linearen Substitution 

X1 = CX.n Y1 + OC12 Y2 + CX.ta Ya ' 

X2 = oc21 Yt + OC22 Y2 + oc23 Ya , 

Xa = oc31 Y1 + OCa2 Y2 + OCaa Ya' 

OCn OC12 oc13 

0 = 0(21 0(22 0(23 ' 

wo die Substitutionskoeffizienten oct1 , oc12 , ••• , oc33 unbestimmte Gro13en sind. 
Die Koeffizienten der transformierten Form g(yv y2 , y3) bezeichnen wir mit 
bv b2 , ••• , bN; dieselben sind ganze rationale Funktionen vom n-ten Grade 
in oc11 , IX12 , ••• , oc33 mit bestimmten numerischen Koeffizienten. Nehmen wir 
nun an, es gebe eine lnvariante J, welche fiir die besondere Grundform f ver
schieden von 0 ist, so ware 

J(g) = oPJ(/), 

wo p das Gewicht der Invariante J bedeutet und J (f) eine von 0 verschiedene 
Zahl ist. Nach der Division durch diese Zahllehrt die letztere Gleichung, da13 
die Substitutionsdeterminante o einer Gleichung gentigt, deren erster Koeffi
zient gleich 1 ist und deren tibrige Koeffizienten ganze rationale Funktionen 
von b1 , b2 , ••• , bN sind, d. h. die Substitutionsdeterminante o ist unter jener 
Aunahme, eine ganze algebraische Funktion der Koeffizienten bv b2 , ••• , bN. 

Es ist nun sehr wesentlich, da13 der hierin ausgesprochene Satz auch um
gekehrt gilt. Um dies zu zeigen, nehmen wir an, es sei o eine ganze algebraische 
Funktion von b1 , b2 , ••• , bN und gentige etwa der Gleichung 

oP+ Gt(b)o.P-1 + · • · + G'IJ(b) = 0, 

wo G1 ,G2 , •• • , GP ganze rationale Funktionen von b1 , b2 , ••• , bN mit nume
rischen Koeffizienten sind. Diese Gleichung mu13 identisch erftillt sein, wenn 
wir fiir die Substitutionsdeterminante o und fiir die b1 , •.• , bN ihre Aus
drticke in den OCu• ~' ••• , oc33 eintragen. Da nun o homogen vom 3-ten Grade 
und die b1 , ••• , bN homogen vom n-ten Grade in den oc11 , oc12 , ••• , oc33 sind, 
so konnen wir offenbar annehmen, da13 in· der obigen Gleichung diejenigen 

Koeffizienten G8 gleich 0 sind, flir welche 38 eine gebrochene Zahl ist, und da13 
n 

die tibrigen Funktionen G, in den Gro13en b1 , b2 , ••• , bN homogen vom 

Grade 38 sind. Wir denken uns ferner fur den Augenblick in der Form f die 
n 

Koeffizienten ~. a2 , ••• , aN als unbestimmte Gro.f3en, und bv b2 , •• • , bN 
dementsprechend als Funktionen nicht nur der Substitutionskoeffizienten 
oc11 , cx.12 , ••• , <Xss, sondern zugleich als linear von ~, a2 , • • • , aN a bhangig. 
Die linke Seite der obigen Gleichung, namlich der Ausdruck 

oP+ G1 (b) oP-1 + ... + G'P (b) 

wird nunmehr erst dann identisch fiir alle Werte von cx.11 , ~· ••• , <Xss ver-
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schwinden, so bald wir wieder statt der Gro.Ben ~, a2 , ••• , aN die betreffenden 
numerischen Koeffizienten der besonderen Grundform I einsetzen. lndem wir 
auf diesen Ausdruck p-mal den Proze.B 

iJ a a 
dan a0(1• aal3 

'Q= a a a 
aa21 aa22 aa23 

a a a 
a0(31 0 rta2 O<taa 

anwenden, erhalten wir zufolge des in Abschnitt V meiner Abhandlung 
,Uber die Theorie der algebraischen Formen"1 bewiesenen Satzes einen Aus
druck von der Gestalt 

o'P + Jl (a)+ J2 (a)+ 0 0 0 + J p (a)' 

WO op eine von 0 verschiedene Zahl bedeutet und Jl(a), J2(a), 0 0 ., Jp(a) 
lnvarianten der Grundform I mit den unbestimmt gedachten Koeffizienten 
~. ~' ... , aN sind. Dieser Ausdruck mu.B nun 0 sein, sobald man fiir die 
Grol3en ~, a2, ••• , aN die betreffenden numerischen Koeffizienten der Form I 
einfiihrt, und daraus folgt, da.B nicht samtliche lnvarianten J 1 , J 2 , ••• , JP 
fiir die besondere Grundform f verschwinden konnen. Wir sprechen dieses 
Resultat in folgendem Satze a us: 

Eine Grundlorm mit bestimmten numerischen Koeflizienten besitzt dann 
und nur dann eine von 0 verschiedene I nvariante, wenn die Substitutionsdeter
minante fJ eine ganze algebraische Funktion der Koelfizienten der linear trans
formierten Form ist. 

§ 13. Die Entscheidung, ob die vorgelegte Grundform eine von 0 
verschiedene Invariante besitzt oder nicht. 

Nunmehr soli der Weg angegeben werden, wie man durch endliche und 
von vornherein iibersehbare Prozesse entscheiden kann, ob fJ eine ganze 
algebraische Funktion der Gro.Ben ~, b2 , ••• , bN ist oder nicht. Zunachst 
lehrt der in § 1 bewiesene Hilfssatz, da.B es stets moglich ist, aus den Gro.Ben 
bi> b2 , ••• , b N mittels geeigneter numerischer Koeffizienten c.u, Ct2, ... , C7 N 

solche r lineare Ausdriicke 

Bl = Cn b1 + ~2 b2 + · · · + C1 N bN , 

Br = Crl bl + Cr2 b2 + · · · + CrN bN 

zu bilden, durch welche alle Gro.Ben ~, b2 , ••• , bN sich als gauze algebraische 
Funktionen ausdriicken lassen und zwischen denen keine algebraische Relation 

1 Math. Ann. Bd. 36 S. 524; dieser Band Abh. IG, S. 248. 
Hilbert, Gesammelte Abhandlungen . Bd. II. 21 
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stattfindet. Die r Ausdriicke Bv ... , Br sind dann ebenso wie die 
GroBen bv ... , bN ganze rationale homogene Funktionen n-ten Grades 
von oc1v oc12 , •.• , exss mit numerischen Koeffizienten, und da zwischen irgend 
10 solchen Funktionen von oc11 , oc12 , . . . , oeaa stets eine algebraische Relation 
bestehen muB, so hat r jedenfalls hochstens den Wert 9. 

Urn zu untersuchen, unter welchen Umstiinden die Zahl r < 9 ausfallt, 
denken wir uns in der transformierten Form g(y1 , y2 , y3) fiir die Verander
lichen der Reihe nach irgend 8 W ertsysteme 

Yx = y~, Yx = y;', · · · , Yx = Yl81 , 

Y2 = Y~' Y2 = Y~', · · · , Yz = y~81 , 

Ya = Y~' Ya = Y~'' · · · ' Ya = Y~81 
eingesetzt; wir gelangen so zu 8 linearen Ausdriicken g', g", ... , g(8 l von der 
Art der Ausdriicke B. Zwischen g und diesen 8 Ausdriicken bestehe die alge
braische Relation 

G (g, g', ... , g(81 ) = 0, 

wo angenommen werden kann, daB nicht auch die Differentialquotienten der 
ganzen rationalen Funktion G nach den g, g', ... , g( 8l fiir aile !Xu' oc12 , ••. , 0'-aa 

identisch verschwinden. Durch Differentiation der obigen Identitat nach den 
oc11 , oc12 , ••• , oc33 erhalten wir 

rJG ag iJG iJg' iJG &g«8J --. -+ - - +· .. +-·-=0 iJ g iJ <Xu r) g' a <Xu a g181 i) <Xu ' 

iJG iJg &G &g' &G ag«BJ 
&g O<Xss + &g' iJocaa + .. '+ &g181 8o:a3 = O, 

und hieraus folgt 

&g &g' i)g18) 
() OCsa (} <Xsa • • • (} <Xoa 

Beriicksichtigen wir die Gleichungen 

ag at - - = yk --- , a oc., ax, 

=0. 

(i,k=l,2,3), 

so liefert die Entwicklung der obigen Determinante nach den Elementen der 
ersten Vertikalreihe eine Relation von der Gestalt 

at at at 
Dn Yt axl + D21 Y2 axt + D3l Ys axl 

at at of + Dl2 Yt ax2 + D22 Y2 ax2 + Daz Ya ax2 
at at at + D13 Yt OXa + D23 Y2 OXa + Dsa Ya axs = 0, 
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wo D11 , D21 , ••• , D33 ganze rationale Funktionen der Gri:i.Ben oc11 , oc12 , ••• , IXaa• 
y~, y~, y~, ... , yi8>, y~8), y~8> sind. Wir nehmen an, daB die Unterdeterminan
ten D11 , D21 , ••• , D33 nicht samtlich identisch fiir aile diese Parameter ver
schwinden und legen den letzteren dann solche numerische W erte bei, daB 
wenigstens eine jener Unterdeterminanten von 0 verschieden ist. Da die 
y1 , y2 , y8 lineare Funktionen von Xt, x2 , x8 sind, so ergibt sich hiernach aus 
der obigen Relation eine lineare Differentialgleichung fiir I von der Gestalt 

ilf of of 
ll ;;- + z2 " + la " = 0, vx1 vx2 vx" 

wo ~. l2, l3 lineare homogene Funktionen von Xt• x2 , Xs sind. Wenn jedoch 
die obige Annahme nicht zutrifft und somit aile Unterdeterminanten der 
obigen Determinante identisch verschwinden, so stelle man mit irgend einer 
dieser Unterdeterminanten die entsprechende Uberlegung an: man gelangt 
dann wiederum zu einer linearen Differentialgleichung fiir f. 

Die gewonnene lineare Differentialgleichung fiir I kann durch Anwendung 
einer geeigneten linearen Transformation der Veranderlichen leicht naher 
untersucht werden; es ergibt sich dann das Resultat: 

Die Zahl r ist im allgemeinen nur dann < 9, wenn die vorgelegte Form I 
die besondere Eigenschaft hat, lineare kontinuierliche Transformationen in sich 
selbst zu gestatten. 

Wir kehren nun zu der am Anfang dieses Paragraphen angestellten Be
trachtung zuriick und bestimmen, falls r < 9 ist, irgend 9 - r Funktio
nen B,+l, ... , B9 vom Grade n in oc11 , ~, ••• , oc33 und mit numerischen 
Koeffizienten derart, daB zwischen den 9 Funktionen B1 , ••• , B9 ebenfalls 
keine algebraische Relation stattfindet. DaB dies unter den obwaltenden Um
standen immer moglich ist, laBt sich leicht mit Hilfe einer bekannten Eigen
schaft der Funktionaldeterminante zeigen. Nunmehr werde die irreduzible 
Gleichung aufgestellt, welche zwischen {J, B1 , ••• , B9 besteht; diesel be sei 
von der Gestalt 

wo F0 , F1 , ..• , F,. ganze rationale Funktionen von B1 , ..• , B9 bedeuten. 
Nehmen wir an, es sei {J eine ganze algebraische Funktion der GroBen 
~. b2 , ••• , bN, so hangt {J notwendig auch ganz und algebraisch von 
B1 , ••• , B, ab und geniigt folglich einer Gleichung von der Gestalt 

{Ju+ E1 {Je-1 + ... + E 12 = 0, 

wo E1 , ••• , E 11 ganze rationale Funktionen von B1 , ••• , Br sind. Die linke 
Seite dieser Gleichung muB aber die linke Seite der vorigen Gleichung als 
Faktor enthalten und hieraus kann leicht geschlossen werden, daB F 0 gleich 
einer von 0 verschiedenen Konstanten ist und daB die iibrigen Koeffi-

21* 
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zienten FI, ... , F" lediglich ganze rationale Funktionen der Ausdriicke 

B1 , ••• , B, sind. Urn also die gewiinschte Entscheidung zu treffen, ist 
es nur notig festzustellen, ob die irreduzible, zwischen (J, B1 , • .• , B9 be
stehende Gleichung von der soeben genannten Beschaffenheit ist oder nicht. 

§ 14. Eine obere Grenze fiir die Gewichte 
der Invarianten J1 , ••• , J,. 

Wir konnen zugleich £iir den Grad n jener irreduziblen Gleichung eine 
obere Grenze finden, und zwar mit Hilfe der folgenden Betrachtung: 

Es seien h + 1 Formen HI, ... , Hh+I gegeben, welche samtlich vom 
Grade m in den h homogenen Veriinderlichen Ut, ... , uh sind. Wir bilden 

alle Potenzen und Produkte R-ten Grades der GroBen HI, ... , H,.+l und 
betrachten die Gleichung 

~ o H 8' n•· . .. n"~>+' - o 
~ Sr,S2, ... ,Bh+l 1 2 h+l-

(81 + 8 2 + · · · + 811+1 = R). 

Indem wir auf der linken Seite nach Ausfiihrnng der Multiplikation samt
liche Potenzen und Produkte der Veranderlichen Ut, ... , uh gleich 0 setzen, 
ergibt sich zur Bestimmung der 

(R +l)(R + 2) · · · (R +h) 
l . 2 . .. )~,-----

Koeffizienten O.,. •• ..... Bh+I ein System von 

(mR+I) (mR + 2) · · ·(mR +h-I) 
l. 2 . .---:h- l 

linearen homogenen Gleichungen; diese Gleichungen werden stets Losungen 

haben, sobald 
(R+I)···(R+h) (mR+I)···(mR+h-l) 
----- ~-- > --- - -

l•2oo •h 1•2• ooh-1 

und folglich urn so mehr, sobald 

(R + 1)" > h (m R + h - 1)"-1 

ist.Diese Ungleichungwirdjedenfallsdann erfiilltsein, wennwir R =h(m + 1)h-l 

nehmen. Hi era us folgt, daB zwischen den Funktionen HI, ... , H h+l not
wendig eine Relation bestehen muB, deren Grad kleiner oder gleich der 
Zahl h(m + 1)h-I ist. 

Wir wenden diesen Satz auf die 10 Formen (Jn, BL ... , Bg an, von denen 

j ede homogen v~m 3 n-ten Grade in den 9 V eriinderlichen OCu, IX12 , ••• , IX33 

ist; wir setzen also h = 9 und m = 3n. Auf diese Weise ergibt sich, da13 der 

Grad n der oben aufgestellten Gleichung jedenfalls die Zahl 9n(3n + 1)8 nicht 



§15 Die Aufstellung der Nullformen. 325 

iibersteigt. Hieraus folgt unter Anwendung des in § 12 eingeschlagenen Be
weisverfahrens der Satz: 

W enn die SUbstitutionsdeterminante IJ eine ganze algebraische Funktion 
der Koeflizienten der linear transformierten Grundform ist, so gibt es notwendig 
eine von 0 verschiedene lnvariante, deren Gewicht die Zahl 9n(3n + 1)8 nicht 
ubersteigt. 

Dieser Satz fiihrt dann mit Hilfe der in § 4 und § 12 bewiesenen Satze 
unmittelbar zu folgendem Satze: 

Siimtliche I nvarianten einer terniiren Grund form n-ter Ordnung lassen sick 
als gauze algebraische Funktionen derienigen Invarianten ausdriicken, deren 
Gewicht ~ 9n(3n + 1)8 ist. 

Hiernach konnen auch die inAbschnitt I behandelten Invarianten J 1 , ... , J" 
stets so angenommen werden, da.B die Gewichte derselben unterhalb einer 
gewissen nur von n abhangigen Grenze liegen, und aus der oberen Grenze fiir 
die Gewichte £olgt dann unmittelbar eine obere Grenze fiir die Grade der 
Invarianten J 1 , ••. , J". 

Urn die in diesem Abschnitt IV gefundenen Resultate und die spaterhin 
aus denselben zu zieh~nden Folgerungen kiirzer aussprechen zu konnen, 
fiihren wir den Begriff der Nullform ein. 

Eine Grundform wird eine N ullform genannt, wenn ihre Koetfizienten 
solche besonderen numerischen W erte besitzen, dafJ alle I nvarianten fur dieselbe 
gleich 0 sind. 

Ist eine Nullform f vorgelegt, so lehren die obigen Betrachtungen, da.B 
fiir gewisse endliche, durch F0 = 0 bestimmte W erte von B1 , •.• , Br die 
Determinante <5 unendlich grol3e W erte annehmen mu.B. Da nun £iir endliche 
~ •... , Br auch die Gro.Ben b1 , ••• , bN samtlich endliche Werte haben 
miissen, so kann -in richtig zu verstehendem Sinne - die Nullform f auch 
als eine Form bezeichnet werden, welche die Eigenschaft besitzt, endliche Koeffi
zienten zu behalten bei Anwendung gewisser linearer Substitutionen von unend
lich gro(Jer Determinante. Diese Eigenschaft der Nullform findet in dem folgen
den Paragraphen ihren genauen algebraischen Ausdruck. 

V. Die Aufstellung der Nullformen. 

§ 15. Eine der Nullform eigentiimliche lineare Transformation. 

Aus den Betrachtungen des Abschnittes IV geht hervor,. wie man durch 
eine endliche Anzahl rationaler Operationen ein System von Invarian
ten J 1 , ••• , J" mit den in Abschnitt I aufgefiihrten Eigenschaften finden 
kann. Was die praktische Berechnung eines solchen Systems in bestimmten 
Fallen angeht, so wird dieselbe offenbar wesentlich erleichtert werden, wenn 
man von vornherein anzugeben weill, welche Bedeutung das Verschwinden 
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samtlicher Invarianten fiir die vorgelegte Grundform besitzt. Diese Bedeu
tung ist fiir eine binare Grundform in § 5 ermittelt worden und ich habe dann 
auch auf Grund dieser Kenntnis ein System von Invarianten aufgestellt, durch 
welche sich aile iibrigen lnvarianten der binaren Grundform ganz und alge
braisch ausdriicken lassen. Versucht man auf diesem im binaren Gebiete ein
geschlagenen W ege oder durch Rechnung auch im Faile von mehr Verander
Iichen die Nullformen aufzustellen, so stoBt man auf wesentliche Schwierig
keiten, und es ist mir nur fiir eine kubische und eine biquadratische ternare 
Grundform durch miihsame Rechnung gelungen, die Nullformen auf solche 
Weise zu finden. Im gegenwartigen Abschnitte wird mittels einer neuen 
und allgemeinen Methode die Aufgabe, alle Nullformen zu finden, vollstandig 
gelost werden. Bei der Entwicklung dieser Methode werde ich wiederum der 
Kiirze halber eine einzige ternare Form zugrunde legen. Die Methode beruht 
auf dem folgenden Hilfssatze: 

Wenn eine ternare Nullform I von der n-ten Ordnung mit den Koeffizienten 
ll.i, ... , aN vorgelegt ist, so laBt sich stets eine lineare Substitution von der 
Gestalt finden 

wo P1., fl2, #a ganze Zahlen und $n, $ 12 , ••• , $ 33 gewohnliche nach ganzen 
positiven Potenzen der Veranderlichen T fortschreitende Reihen sind und fiir 
welche die Koeffizienten b1 , ••• , bN der transformierten Nullform g in der 
Grenze fiir < = 0 samtlich endlich bleiben, wahrend die Determinante der 
Substitution 

<~'' $u ' <~"' $12 ' <·"' $13 

15 = <1'" $21 ' <1' 2 ~22 ' <~"• $23 = T·u Q 

<~'-' $a1 ' -rt"• $a2' <1'" $aa 

fiir -r = 0 unendlich wird. 
Zum Beweise transformieren wir die vorgelegte Nullform I mittels der 

linearen Substitution 

X1 = otu Y1 + ot12 Y2 + ot1a Ys ' I 
ot12 otl3 I otn 

X2 = IX21 Y1 + IX22 Y2 + ot2a Ya ' t5 = IX21 ot22 IX23 ' 
Xs = IXs1 Y1 + ots2 Y2 + otaa Ys ' I ota1 ota2 otas 

wo otu• cx12 , ••• , otas unbestimmte Parameter sind. Es entsteht so eine Form g, 
deren Koeffizienten ~, ... , bN ganze rationale Funktionen n-ten Grades 
von otu, <Xu!, ••• , otas mit bestimmten numerischen Koeffizienten sind. Wir 
konstruieren dann in der Weise, wie gegen Ende des § 13 dargelegt worden ist, 
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9 algebraisch voneinander unabhiingige Funktionen B1 , ..• , B9 , durch welche 
sich aile Funktionen bv •.. , bN ganz und algebraisch ausdriicken und bilden 
auch wie dort die irreduzible Gleichung, welche zwischen b, B1 , .•• , B9 be
steht; diesel be ist von der Gestalt 

F0~+ F 1 <5"- 1 + · · · + Fn=O, 

wo T0 , T1 , ..• , r,., ganze rationale homogene Funktionen von B1 , ••• , B9 

sind und wo insbesondere der erste Koeffizient T0 notwendigerweise ein Aus
druck ist, welcher einige der Gro.Ben Bv ... , B9 wirklich enthiilt. Denn im 
entgegengesetzten Faile ware tJ eine ganze algebraische Funktion von~, ... , bN 
und dann konnte f nicht, wie vorausgesetzt worden ist, eine Nullform sein. 

Nunmehr bestimme man 9 Zahlen lft., ... , Bg derart, da~, wenn man 
dieselben beziiglich fiir B1 , ••• , B9 einsetzt, der Ausdruck T 0 verschwindet, 
dagegen wenigstens einer der iibrigen Koeffizienten F1 , •• • , r" jener irre
duziblen Gleichung von 0 verschieden bleibt. Ferner bestimme man 9 Zahlen 
df.0, ••• , Ifl,0 derart, da.B, wenn man in jene irreduzible Gleichung 

B1 = Bf + Bf0 t , 

B9 = B~ + B~0 t 

einsetzt, dieselbe dann in eine Gleichung zwischen tJ und t iibergeht, welche 
ebenfalls irreduzibel ist1• Diese Gleichung zwischen b und t sei folgende: 

rg <5 " + rf <5"- 1 + ... + r~ = o, 
wo Tg, rr, ... , J;; ganze rationale Funktionen von t bedeuten. 

Nunmehr betrachten wir die folgenden 9 Gleichungen 

Bl (cxu' CX12' • • ·' CX33) = Bf + Bf0 t, 

Bs (cxn, ot12, ••• , cx33) = B~ + B~0 f. 

Da zwischen den 9 Funktionen B1 , • • • , B9 keine algebraische Relation be
steht, so verschwindet die Funktionaldeterminante derselben 

DB1 DB9 I 
Dcx11 • • • Ocx11 

nicht identisch £iir aile cx11 , <X12 , ••• , txaa, und folglich sind durch jene 9 Glei
chungen die 9 Grollen cx11 , ~2 , ••• , otaa als algebraische Funktionen von t de-

1 Dall eine solche Bestimmung der .Bf0, ••• , B8° stets moglich ist, habe ich in meiner 
Abhandlung: Uber die Irreduzibilitat ganzer rationaler Funktionen mit ganzzahligen 
Koeffizienten, Crelles J ourn. Bd. 110 S. 104, gezeigt; dieser Band Abh. 18. 
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finiert. Ein System zusammengehoriger Zweige dieser algebraischen Funk
tionen werde in der Umgebung der Stelle t = 0 durch die folgenden Ent
wicklungen 

N - [Vik p (i-tn) 
""'ik- . ik ' ' (i,k=l,2,3) 

dargestellt, wo m eine positive ganze Zahl, '~~ik rationale Zahlen und Pik ge
l 

wohnliche nach ganzen positiven Potenzen des Argumentes tm fortschreitende 
Reihen sind. Die Determinante der 9 entwickelten Gro.Ben 

ist von der namlichen Gestalt und stellt einen Zweig der algebraischen Funk
tion b(t) dar, welche durch jene Gleichung 

rg <5" + rf <5"- 1 + ... + r~ = o 
definiert ist. Da diese Gleichung nun irreduzibel ist, so konnen samtliche 
iibrigen 31:- 1 Zweige der algebraischen Funktion 6(t) aus dem eben ge-

wonnenen Zweige (J = t" Q (£~) durch analytische Fortsetzung erhalten wer
den. Diese weiteren :n - 1 Zweige seien 

!}' = t~' Q' (t!-) ' 
(J" =t•" Q" (t~")' 

1 

(j(n-1) = t"m-1) Q<n-1) (t~in-1))' 

und zwar moge der urspriingliche Zweig (J iibergehen in die Zweige 
6', 15", ... , tJ<a-l) beziiglich auf den Wegen W', W", .. . , w<n-1), und 
diese 31: - 1 W ege seien in der komplexen Ebene der Veranderlichen t so ge
wahlt, da.B die Unstetigkeitspunkte der algebraischen Funktionen IX;k(t) 

und (J ( t) samtlich au.l3erhalb dieser W ege liegen. Nun verschwindet rg fiir t = 0, 
wahrend die iibrigen Koeffizienten r~ . ... , F2 fiir t = 0 nicht samtlich 
gleich 0 sind, und daher mu.B wenigstens einer der 31: Zweige (J, 6', ... , 6<"--.> 
fiir t = 0 den Wert oo annehmen; es sei dies etwa der Zweig 6' = t•' Q'. Da Q' 

1 

eine nach ganzen positiven Potenzen von tm' fortschreitende Reihe ist und 
m' hierbei eine ganze positive Zahl bedeutet, so mu.B v' notwendig eine 
negative Zahl sein. Nunmehr verfolgen wir die Werte derjenigen zusammen
gehorigen Zweige, welche durch das System von Potenzreihen 

(Xik= t''ikpik (t~), (i, k = 1, 2, 3) 
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dargestellt sind, auf dem Wege W' und gelangen dadurch zu einem anderen 
System von zusammengehorigen Zweigen der algebraischen Funktionen IZ;k (t) ; 

das System dieser Zweige werde in der Umgebung der Stelle t = 0 durch die 
Potenzreihen 

dargestellt. Bezeichnet M eine positive gauze Zahl, welche sowohl durch m' 
als auch durch die Neuner der rationalen Zahlen v;k teilbar ist, so liefert die 
Substitution t = TM ein System von Potenzentwicklungen fiir die algebraischen 
Funktionen IZ;k von der Gestalt 

(i, k = 1, 2, 3)' 

wo die /-t; gauze Zahlen sind, und dies System ist von der im Satze verlangten 
Beschaffenheit; denn fiir t = 0 erhalten die Gro13en B1 , •.. , B9 die Werte 
dj_, ... , B~, und folglich bleiben auch die Gro13en b1 , •• • , bN, da dieselben 
gauze algebraische Funktionen von B1 , ••• , B9 sind, samtlich fiir T = 0 endlich. 

Die Umkehrung des eben bewiesenen Satzes ist unmittelbar einzusehen. 
In der Tat, wenn man fiir die Gro13en IZ11 , IZ12 , ... , iXaa Potenzreihen von der 
genannten Eigenschaft angeben kann, so ist jedenfalls ~ nicht eine gauze 
algebraische Funktion von b1 , ••• , bN, uud folglich ist die Grundform f eine 
Nullform. 

§ 16. Ein Hilfssatz iiber lineare Substitutionen, deren 
Koeffizienten Potenzreihen sind. 

Urn den in § 15 ge£undenen Satz auf die Berechnung der Nullformen an
zuwenden, brauchen wir einen Hilfssatz iiber die Normierung von linearen 
Substitutionen, deren Koeffizienten Potenzreihen einer v eranderlichen T sind. 
Dieser Hilfssatz lautet: 

Wenn eine Substitution von der in § 15 bezeichneten Art 

( T~' $u, T~' $12, T·u' $13) 
(1Z) = T•u• $21' -r;f'• $22 > T·u• $23 ' 

T~· $a1' T·"' $a2 ' T·u' $sa 
mit der Determinante 

gegeben ist, wo ftt, ft2, p,3, p, gauze Zahlen und $ 11 , $ 12 , ... , $ 33 gewohnliche 
nach ganzen positiven Potenzen der V eranderlichen T fortschreitende Reihen 
sind, so lassen sich stets 2 andere lineare Substitutionen bestimmen 

(
Pn P12 

({3) = {321 {322 

{331 fJa2 

(
'Yn 

(y) = Y21 

Ys1 
welche von folgender Beschaffenheit sind: 

~:: ~::)' 
Ya2 Yaa 
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1. Die Elemente der heiden Substitutionen ({J) und (y) sind gewohnliche 
nach ganzen positiven Potenzen von -r fortschreitende Reihen, etwa 

fJ, k = ({J, k)o + ({3i k)1 -r + ({J, k)2 ?:2 + · · · , 
'Yi k = ('}'; k)o + (y; k)1 -r + (Yi k)2 T2 + · · · , 

deren konstante Glieder den Bedingungen 

geniigen. 

(f3u)o ({312)o (fJ1a)o 

({321)o ({322)o (f32s)o = 1, 

(fJa1)o (f3s2)o (fJs3lo 

('Yu)o ('Yl2)o ('Y1s)o 

(Y21lo ('Y22lo (Y23)o = I 

(Ya1)o ('Ys2)o (Yss)o 

2. Die aufeinanderfolgende Anwendung der Substitutionen ({J), (oc}, (y) 

liefert eine Substitution von der Gestalt 

(r) (•) (/J) ~ (f :· 
wo At'~' As gewisse gauze Zahlen sind. 

Zum Beweise setzen wir 

~ik= (~;k)o+ (~, k)1 -r + (~,k)2-r2 + · · ·, 
0 = (O)o + (0)1 -r + (0)2 ?:2 + · · · ; 

hierbei dar£ (0)0 verschieden von 0 angenommen werden, da man im anderen 
Faile die Zahl p urn eine oder mehrere Einheiten groJ3er wahlen kann. AuBer
dem nehru en wir noch J.l1 :;::=: p2 2: p3 an. Ist dann J.l1 + ft2 + p3 = p, so wird die 
Determinante 

(~u)o (~12)o 

(~21)0 (~22)0 

(~s1)o (~s2lo 

(~1s)o I 
(~2slo I 
(~sslo , 

gleich einer von 0 verschiedenen Konstanten sein, und folglich liefert die Um
kehrung der Substitution 

( ~11 ~12 ~13) 
(~) = ~21 ~22 ~23 

\ ~31 ~32 ~33 

eine Substitution (~)-t, deren Elemente wiederum gewohnliche nach ganzen 
positiven Potenzen von -r fortschreitende Reihen sind. Man erhalt somit un
mittelbar 2 Substitutionen von der im Satze verlangten Beschaffenheit , 
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wenn man setzt 
1 0 0 

(fJ) = (o 1 o), (y) = (\1!)-1, 

0 0 1 

ft1 = A1 , ft2 = A2 , ft3 = Aa · 

Ist andererseits p,1 + p,2 + p,3 < p,, so muB jene Determinante I (\l!ik)o I den 
Wert 0 haben, und wir konnen dann 3 nicht samtlich verschwindende Zah
len £1 , ~. c3 finden, so daB 

E1 (\l!u)o + E2 (\1!2;)o + Ea (\l!a;)o = 0, 

wird. Nunmehr haben wir 3 Faile zu untersuchen. 
1. Es sei 11. + 0 ; wir setzen c1 = 1. Dann ist 

(i = 1, 2, 3) 

eine Substitution von der Determinante e1 = 1, deren Elemente ganze 
rationale Funktionen von T sind, und es wird 

(T~'~ \l!h, T~'~ \l!i2, -rf<~ \l!{s) 

(oc') = (oc) (e) = T1'" \1!21 , -r~'• \1!22 , -r~"• \1!2a ' 

-r~<• \l!a1 ' -r.«• \1!32 ' T·u• \1! 33 

wo p,~ eine ganze Zahl > ft1 ist, und wo \1!~1 , \1!~2 , \1!~3 wiederum nach ganzen 
positiven Potenz~n von T fortschreitende Reihen sind. 

2. Es sei e1 = 0 und e2 + 0 ; wir nehmen ~ = 1 an. Dann ist 

wiederum eine Substitution von der Determinante e2 = 1, deren Elemente 
ganze rationale Funktionen von T sind, und es wird 

wo p,~ eine ganze Zahl > p,2 ist und wo \1!~1 , \1!~2 , \l3~3 nach ganzen positiven 
Potenzen von -r fortschreitende Reihen sind. 

3. Es sei c1 = 0, e2 = 0, und e3 + 0; wir setzen e3 = 1. Dann ist 
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wo ft; eine Zahl > ft3 ist u:rid wo $;1 , $;2 , $;3 wiederum nach ganzen positiven 
Potenzen von -r fortschreitende Reihen sind. 

1st nun die Exponentensumme ft~ + ft2 + ft3 bezuglich fL1 + ft~ + fts, 
fL1 + ft2 + ft; = fL, so ist nach dem vorhin Bewiesenen fur die Substitution (oc') 
unser Satz richtig, und folglich gilt derselbe, wenn wir die Gleichung 

(y) (IX') ({3) = (y) (oc) {(e) ({3)} 

beriicksichtigen, auch fiir die Substitution (oc). 1st jedoch jene Exponenten
summe < ft, so wiederhole man das eben auf (oc) angewandte Verfahren nun
mehr fur die Substitution (oc'). Da bei jedem weiteren Schritte die bezugliche 
Exponentensumme sich wenigstens urn eine Einheit vermehrt, so wird man 
nach einer endlichen Zahl r von Wiederholungen des beschriebenen Ver
fahrens zu einer Substitution (oc<•l) gelangen, fur welche die Exponenten
summe gleich fL ist. Damit ist der Beweis fur unseren Hilfssatz erbracht. 

§ 17. Die kanonische Nullform. 

Die Elemente der Substitution 

sind konstante Zahlen, und da uberdies die Determinante I ({Jik)o/ = 1 ist, so 
gestattet diese Substitution die Umkehrung. Wir transformieren nun die vor
gelegte Nullform f mittels dieser Umkehrung und erhalten so eine Nullform 
f' = ({30)-1 f, deren Koeffizienten wiederum Konstante sind. Infolge der in 
§ 16 aufgestellten Formel ist 

[(
T,t' 0 0 ) l 

.~o 0 -r4•0 /' =.~Py)(oc)({J)/'J. 
0 0 -r•• 

Andererseits ist 

L [(y) (oc) ({3)/'] = L [(y) (oc) L { ({3) /'}] = L [(y) (oc) /] . 
r~O r~O r~O r~O 

Nach § 15 liefert die Anwendung der Substitution (oc) auf f eine Form, deren 
Koeffizienten fiir T = 0 samtlich endlich bleiben, und da {y) eine Substitution 
ist, deren Elemente nach ganzen positiven Potenzen fortschreitende Reihen 
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sind, so ist auch (y) ((/.)/ eine Form, deren Koeffizienten flir • = 0 samtlich 
endlich bleiben. Somit folgt dann die nii.mliche Eigenschaft auch fiir die Form 

(~;., ~.. ~ ) /' = !' ( -r•• xi> ••• X2 , -r•• x 3) • 

0 0 ••• 

Da die Determinante der Substitution ((/.) fiir T = 0 unendlich wird, so ist 
die Summe ~ + ~ + .As notwendig eine negative Zahl. 

Umgekehrt, wenn es fiir eine Form f mit numerischen Koeffizienten 
3 ganze Zahlen ~. A2 , As von den genannten Eigenschaften gibt, so ist die 
Form f offenbar eine Nullform; wir wollen eine Nullform von dieser be
sonderen Art eine kanonische Nullform nennen und sprechen dann die folgende 
Definition a us: 

Eine terniire Form f = _2a,,,.,,.x~·x~•x3' von der Ordnung n rnJjge eine 
,kanonische Null/arm" heijJen, wenn sich 3 ganze Zahlen ~' Jc2 , As, deren 
Summe negativist, linden lassen von der Art, da/3 jeder Koeflizient a,.,,..,., den 
Wert 0 hat, fih welchen die Zahl ~n,_ +.As~+ Asrba negativ aus/allt, wahrend 
die ubrigen Koelfizienten beliebige numerische W erte besitzen. 

Die vorigen Entwicklungen lehren dann den Satz: 
Eine 1·ede N ullform kann mittels einer geeigneten linearen Substitution von 

der · Determinante I in eine kanonische N ullform transformiert werden. 
Verstehen wir unter einer Klasse von Formen die Gesamtheit aller der

jenigen Formen, welche durch lineare Substitution mit nicht verschwindender 
Determinante ineinander transformiert werden konnen, so spricht sich der 
eben gewonnene Satz wie folgt aus: 

In jeder Klasse von Nullformen gibt es eine kanonische Nullform. 
Die Aufgabe, aile Nullformen aufzustellen, ist somit auf die Frage nach 

den kanonischen Nullformen zuriickgefiihrt, und diese Frage verlangt ledig
lich die Konstruktion aller Systeme ganzer Zahlen ~.~ • .As von der oben ge
nannten Beschaffenheit. 

§ I8. Die Aufstellung der kanonischen Nullformen. 

Urn die am Schlusse des vorigen Paragraphen gestellte Aufgabe zu losen, 
nehmen wir in einer Ebene ein gleichseitiges Dreieck ABC mit der Seiten
lii.nge n als Koordinatendreieck an und bestimmen dann die Koordinaten eines 
Punktes P dieser Ebene wie folgt: wir ziehen durch P je eine Parallele zu den 
Seiten AC, BA, CB, welche die Dreiecksseiten BC, CA, AB beziiglich in 
den Punkten A', B', C' treffen mogen. Die Abschnitte ; 1 = PA', ; 2 = P B', 
¢3 =PC' seien dann die Koordinaten des Punktes P. Teilen wir jetzt jede 
der 3 Dreiecksseiten in n gleiche Teile und ziehen dann durch diese Teilpunkte 
zu jeder Seite je n - I Parallele, so zerfallt das Koordinatendreieck in lauter 
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gleichseitige Dreiecke von der Seitenlange 1. Jedem so entstehenden im 
Inneren oder auf den Seiten des Koordinatendreiecks gelegenen Eckpunkte 
~1 = ~' ~2 = ~. ~3 = na entspricht dann ein Glied an,n.n,x~'x~·x~' der 
ternaren Form von der n-ten Ordnung, und es entspricht auch umgekehrt 
einem jeden Gliede der ternaren Form je ein Eckpunkt der konstruierten 
Dreiecke. 

Sind nun 'ILt, u2 , u3 beliebige reelle Konstante, deren Summe 'ILt + u2 +Us 
von 0 verschieden ist, so stellt die Gleichung 

U1 ~I + ~ ~2 + Ua ~a = 0 

eine Gerade dar, welche nicht durch den Mittelpunkt M des Koordinatendrei
eckes hindurchgeht. Wir bestimmen alle diejenigen Eckpunkte ~' ~. n3 , 

welche au.Berhalb und mit dem Mittelpunkte M auf der namlichen Seite von 
jener Geraden '~Lt~l + u2 ~2 + u3 ~3 = 0 gelegen sind und setzen dann in der 
ternaren Form n-ter Ordnung alle diesen Eckpunkten ~. n2 , n3 entsprechen
den Koeffizienten an, n. n, gleich 0, dagegen die tibrigen Koeffizienten gleich 
irgendwelchen numerischen Werten. Die so erhaltene Form werde mit fu,u.u, 

bezeichnet; dieselbe ist eine kanonische Nullform. Urn dies einzusehen, be
stimmen wir 3 rationale Zahlen u;_, u;, u; von nicht verschwindender Summe 
und von der Beschaffenheit, dal3 alle aul3erhalb und mit M auf ein und der 
namlichen Seite von jener Geraden 'ILt ; 1 + u2 ~2 + u3 ; 3 = 0 gelegenen Eck
punkte auch aul3erhalb und mit M auf der namlichen Seite von der Geraden 
u~ ~1 + u; ~2 + u~ ~3 = 0 liegen und umgekehrt. Dal3 dies immer moglich ist, 
sieht man leicht ein, wenn man die 3 Faile unterscheidet, dal3 auf jener Ge
raden u1 ~1 + u2 ~2 + u3 ~3 = 0 keine, eine oder mehrere der betrachteten Eck
punkte gelegen sind und man dann die u~ , u;, u; gentigend wenig von 'ILt, u2 , u3 

verschieden annimmt. Dann bestimmen wir eine positive oder negative ganze 
Zahl u derart, dal3 die Produkte uu~, uu;, uu~ ganze Zahlen mit negativer 
Summe sind. Setzt man diese ganzen Zahlen beztiglich gleich l.r, ~' A.a, so 
erweist sich mittels derselben in der Tat die vorhin konstruierte Form fu,u.u, 

als kanonische Nullform, da in fu,u.u. alle diejenigen Koeffizienten an,n.ns 
gleich 0 sind, ftir welche 

ausfallt. 
Sind ferner v1 , v2 , v3 reelle Konstante, deren Summe verschwindet, so 

stellt die Gleichung 'I\ ~1 + v2 ; 2 + v3 ~3 = 0 eine Gerade dar, welche durch 
den Mittelpunkt M geht. In diesem Faile bestimmen wir alle diejenigen Eck
punkte 'ILt, u2 , Us, welche auf jener Geraden v1 ~1 + v2 ; 2 + v8 ~3 = 0 liegen, 
sowie alle diejenigen, welche aul3erhalb und mit dem Koordinateneckpunkt A 
auf der namlichen Seite jener Geraden v1 ~1 + v2 ; 2 + v3 ~3 = 0 gelegen sind 
und setzen dann in der ternaren Form n-ter Ordnung alle diesen Eckpunkten 
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~' ~' na entsprechenden Koeffizienten an,n•n• gleich 0, dagegen die iibrigen 
gleich beliebigen Werten. Die so erhaltene Form werde mit f.,,v,v, bezeichnet; 
dieselbe ist wiederum eine kanonische Nullform. Urn dies einzusehen, ver
schieben wir die Gerade v1 ; 1 + v2 ; 2 + v3 ; 3 = 0 parallel mit sich und in der 
Richtung von A weg derart, da.l3 dabei kein Eckpunkt von der Geraden iiber
schritten wird, welcher nicht schon zu Anfang auf der Geraden lag. Ist dann 
die neue Lage der Geraden durch die Gleichung ~ ~1 + u2 ; 2 + u3 ; 3 = 0 dar
gestellt, so stimmt die Form/.,,.,,.,, offenbar mit fu,u,u, iiberein und ist daher 
nach dem Vorhergehenden eine kanonische Nullform. 

Bei der Definition der kanonischen Nullform /.,,.,..,, hatten wir an Stelle der 
dem Punkte A zugewandten Seite der Geraden v1 ;1 + v2 e2 + Va ~3 = 0 auch mit 
gleichem Rechte die andere Seite in Betracht ziehen konnen. Die so entstehende 
kanonische Nullform ist der ersteren umkehrbar eindeutig zugeordnet. 

Die kanonischen Nullformen fu,u,u, sind nun lediglich spezielle Faile der 
zuletzt behandelten kanonischen Nullformen fv,v.va. Urn dies zu beweisen, 
nehmen wir an, da.l3 die Punkte M und A auf der namlichen Seite der zu be
trachtenden Geraden ~e1 + u2e2 + u3 ; 3 = 0 liegen und ziehen dann zu 
dieser Geraden durch M eine Parallele; die Gleichung dieser Parallel en sei 
1 ; 1 + v2 ; 2 + v3 ; 3 = 0, wo die Summe v1 + v2 + v3 = 0 ist. Man erhalt nun 
die Form fu,u,u, aus der Form fv,v•"•' wenn man in letzterer alle diejenigen 
Koeffizienten gleich 0 nimmt, welche durch die zwischen heiden Parallelen 
gelegenen Eckpunkte dargestellt werden. 

Liegen die Punkte M und A nicht auf der namlichen Seite der Geraden 
~ e1 + u2 ; 2 + Ua;3 =0, so ist noch zuvor eine Vertauschung der Koordinaten 
notwendig. 

Nach dem Vorstehenden ist es zur Aufstellung einer vollstandigen Tabelle 
der kanonischen Nullformen nur notig, die kanonischen Nullformen f"'"'"' 
zu ermitteln, und wir erhalten somit zur Konstruktion jener Tabelle die fol
gende Regel: 

Man ziehe durch den Mittelpunkt M irgend eine gerade I.Jinie und bestimrne 
dann diejenigen Eckpunkte, welche auf dieser Geraden oder auf der dem Punkte A 
zugewandten Seite au{Jerhalb dieser Geraden gelegen sind. Die diesen Eck
punkten n1 , ~' n3 entsprechenden Koeffizienten an,n,n, in der terniiren Form 
n-ter Ordnung setze man gleich 0, wiihrend man die ubrigen Koeffizienten be
liebig lasse. 

Da man au£ die angegebene Art alle kanonischen Nullformen erhalt, so 
folgt, daJ3 die Anzahl der verschiedenen Arten von Nullformen iibereinstimmt 
mit der Anzahl der wesentlich verschiedenen Stellungen, welche ein durch M 
gehender Strahl den betrachteten Eckpunkten gegeniiber einnehmen kann. 
Dabei diirfen jedoch diejenigen Stellungen unberiicksichtigt bleiben, fiir welche 
die entsprechenden Formen spezielle kanonische Nullformen sind. 
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Um die gefundene Regel an einigen Beispielen zu erlautern, habe ich die 
untenstehenden Abbildungen entworfen, denen man sofort die ternaren 
kanonischen Nullformen his zur 6-ten Ordnung entnimmt. Man erhalt dann 
die folgende Tabelle, in welcher der Ki.irze halber a;_ = 1, x2 = x , x3 = y 
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gesetzt ist, ferner a eine willkiirliche GroBe und (xy), einen homogenen 
Ausdruck s-ten Grades in x, y mit willkiirlichen Koeffizienten bedeutet. 

n = 2. 1. (x y) 2 , 

n=3. 

n =4. 

n =5. 

n= 6. 

2. ax + x (x yh . 

a y2 + (xy)s . 

1. (xy)s + (xy)4 , 

2. x{ax+x(xyh+(xy) 3}. 

1. ax3 + (xy) 4 + (xy)5 , 

2. x {x (x Yh + x (x y)2 + (x y)4}, 

3. x2 {a + (xyh + (xy)2 + (xy)g}. 

1. x3 (xyh+ (xy) 5 + (xy)6 , 

2. x{ax2 + x 2 (xy)1 + x(xy) 3 + (xy) 5}. 
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Zu bemerken ist, da13 im Faile n = 2 die heiden kanonischen Nullformen 
durch lineare Transformationen ineinander iibergefiihrt werden konnen, so 
daB in diesem Faile tatsachlich nur eine Nullform existiert. 

Nach Berechnung der Nullformen kann man Ieicht angeben, welche Aus
artung diejenigen ebenen Kurven aufweisen, die durch Nullsetzen dieser 
Nullformen definiert sind. So erhalt man aus dieser Tabelle fiir eine kubische 
ternare Form das oben in § 7 S. 307 angegebene Resultat bestatigt. Ferner 
finden wir beispielsweise, da13 fiir eine biquadratische Form I samtliche In
varianten dann und nur dann verschwinden, wenn die Kurve f = 0 entweder 
einen 3-fachen Punkt besitzt oder wenn sie in eine kubische Kurve und eine 
W endetangente derselben zerfallt. 

§ 19. Die quaternaren kubischen Nullformen. 

Die dargelegte zur Aufstellung ailer ternaren Nuilformen dienende Me
thode la13t sich unmittelbar auf den Fall von Formen und Formensystemen 
mit beliebig vielen Veranderlichen und Veranderlichenreihen ausdehnen. 

Urn beispielsweise die quaternaren Nullformen von der 3-ten Ordnung 
aufzustellen, konstruieren wir im Raume ein regulares Tetraeder mit der 
Kantenlange 3, teilen dann jede Kante in 3 gleiche Stiicke und ziehen durch 
die Teilpunkte zu jeder der 4 Seitenflachen je 2 Parallelebenen; dieselben 
zerschneiden das Tetraeder in Iauter regulare Tetraeder mit der Kanten
lange 1. Je einem Eckpunkte (~, n2 , n3 , n4) dieser Tetraeder entspricht ein 
Glied der quaternaren kubischen Form. Urn aile kanonischen Nullformen zu 
ermitteln, haben wir alle moglichen Stellungen aufzusuchen, welche eine 
durch den Mittelpunkt M des Tetraeders gehende Ebene gegeniiber den 
bezeichneten Eckpunkten einnehmen kann. Zu dem Zwecke benutzen wir 
das urspriingliche Tetraeder zu einer ahnlichen Koordinatenbestimmung 
im Raume, wie vorhin das gleichseitige Dreieck in der Ebene. Dann wird 
eine jede den Mittelpunkt M = (1, 1, 1, 1) enthaltende Ebene durch eine 
Gleichung von der Gestalt Ut~1 + u2 ~2 + u3 ~3 + u4J4 = 0 dargesteilt, wo 
u1 + u2 + u3 + u4 = 0 ist. Wir nehmen u1 > u2 > u3 > u4 an und nennen 
kurz einen Punkt ( ~, ~~, ~g, ~~) des Raumes links oder rechts von der Ebene 
u1 ~1 +u2 ~2 +u3 ~3 +u4~4 =0 gelegen, je nachdem u1 ~~+u2~g+u3~ 
+ u4 ~~ > oder < 0 ist. A us der Gleichung Ut + u2 + u3 + u4 = 0 und 
den angenommenen Ungleichungen folgt ~ > 0. Wir unterscheiden nun die 
heiden Faile 1. u2 < 0, 2. u2 > 0. Im Faile 1 erkennen wir Ieicht, da13 die 
9 Punkte (3, 0, 0, 0), (2, 1, 0, 0), (2, 0, 1, 0), (2, 0, 0, 1), (1, 2, 0, 0), (1, 0, 2, 0), 
(1, 1, 1, 0), (1, 1, 0, 1), (1, 0, 1, 1) notwendigerweise links von jener Geraden 
liegen, und die Gleichung 5 ~1 - ~2 - ~3 - 3 ~4 = 0 stellt auch wirklich eine 
Ebene dar, auf deren linker Seite gerade jene 9 Punkte liegen, wahrend samt
liche iibrigen 11 Eckpunkte rechts von derselben gelegen sind. Im Faile 2 

Hilbert, Gesammelte Abhandlungen. Bd. II. 22 
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haben wir 2 Unterfalle 2a und 2b zu unterscheiden, je nachdem u3 < 0 
oder u3 > 0 ist. Im Faile 2a liegen notwendigerweise die 8 Eckpunkte 
(3, 0, 0, 0), (2, 1, 0, 0), (2, 0, 1, 0), (2, 0, 0, 1), (1, 2, 0, 0), (1, 1, 1, 0), (1, 1, 0, 1), 
(0, 3, 0, 0) links von jener Ebene, und die Gleichung 5 ; 1 + ;2 - 3 ; 3 - 3 ; 4 = 0 
stellt auch wirklich eine Ebene dar, auf deren linker Seite jene 8 Punkte liegen, 
wahrend samtliche iibrigen 12 Eckpunkte rechts von derselben gelegen sind. 
Der Fall 2b fiihrt zu einer Ebene, auf deren linker Seite diejenigen 10 Eck
punkte, fiir welche ; 4 = 0 ist und auf deren rechter Seite die iibrigen 10 Eck
punkte gelegen sind. W enn wir nun der Klirze wegen xt = 1, X:! = x, x3 = y, 
x4 =z setzen und unter a eine willkiirliche Gro13e, unter (xyz). und (yz)8 homo
gene Ausdriicke s-ten Grades von x, y, z beziiglich y, z mit beliebigen Koeffi
zienten verstehen, so erhalten wir folgende Tabelle der Nullformen: 

l. z2 + (xyz)a, 

2a. (y zh + (y z) 3 + x (y z) 2 + x2 (y z)I> 

2b. az+z(xyz)r+z(xyz)2 • 

Da aber, wie Ieicht zu sehen, die Nullform 2b durch Anwendung einer geeig
neten linearen Substitution: in eine Gestalt transformiert werden kann, welche 
in der Form 2a als Spezialfall enthalten ist, so folgt, da.B es nur 2 wesentlich 
verschiedene Arten von Nullformen gibt. lndem wir ferner die Ausartungen 
derjenigen kubischen Flachen ermitteln, welche durch Nullsetzen dieser Null
formen dargestellt werden, find en wir den folgenden Satz: 

Fiir eine quaterniire kubische Form f verschwinden dann und nur dann 
samtliche I nvarianten, wenn die durch f = 0 dargestellte Fliiche entweder einen 
Doppelpunkt besitzt, fur welchen die 2-te Polare eine doppelt gezahlte Ebene 
ist oder wenn dieselbe einen Doppelpunkt besitzt, fiir welchen die 2-te Polare aus 
2 getrennten Ebenen besteht, deren Schnittlinie ganz auf der Fliiche liegt. 

Auch die Theorie der quadratischen und bilinearen Formen mit beliebig 
vielen Veranderlichen kann auf dem eingeschlagenen Wege behandelt werden. 

Ferner lassen sich durch die nunmehr gewonnenen Hilfsmittel alle die
jenigen Satze auf Formen mit 3 und mehr Veriinderlichen ausdehnen, welche 
in Abschnitt II lediglich fiir binare Formen abgeleitet sind. Insbesondere er
weist sich der in § 7 gefundene Satz uber eine fundamentale Eigenschaft des 
Aronholdschen Prozesses als allgemein gultig. 

Die gewonnenen Resultate tiber ternare Nullformen gestatten die folgende 
geometrische Deutung: wenn wir die terniire Form f durch einen Punkt in 
einem Raume von N - 1 Dimensionen darstellen, so ist in diesem Raume 
durch das Nullsetzen aller lnvarianten ein algebraisches Gebilde bestimmt, 
dessen irreduzible Bestandteile zufolge der obigen Entwicklung von vorn
herein angegeben werden konnen; zugleich sieht man, da.B diese Gebilde 
~iimtlich rational, d. h. von solcher Art sind, da.B man ihre Punkte erhalten 
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kann, indem man die Koordinaten derselben gleich rationalen Funktionen 
von Parametern einsetzt. 

Fassen wir aile Invarianten der ternaren Grundform zu einem Modul zu
sammen, so haben wir durch die obigen Entwicklungen zugleich aile die
jenigen irreduziblen Moduln bestimmt, welche in jenem Modul enthalten sind. 

§ 20. Das Verschwinden der Invarianten einer Nullform und die 
Ordn ung dieses Versch wind ens. 

Die Tatsache, daB fur eine kanonische Nullform samtliche Invarianten 0 
sind, kann auch direkt aus der obigen Definition der kanonischen Nullform 
abgeleitet werden, und auf diesem Wege erhalten wir zugleich einen bemerkens
werten Aufschlu.B tiber die Vielfachheit des Verschwindens der Invarianten 
einer beliebigen Nullform. 

Eine Invariante der Grundform 

ist namlich eine ganze rationale Funktion der Koeffizienten a,., "• "•, deren 
Glieder samtlich den gleichen Grad g und die gleichen Gewichte p = ~ ng 
besitzen. Schreiben wir dieselbe also in der Gestalt 

wo C den Zahlenkoeffizienten des betreffenden Gliedes bezeichnet, so gelten 
flir die Exponenten e,.,,,.n. die folgenden 3 Gleichungen: 

_}) n1 e,., "• "• = 1J n g , 

_}) n2 e,., ...... = ~ n g , 

.}; n 3 e,., ,.. "• = ~ n g , 

wo die Summe tiber aile Systeme von Zahlen 'nt· nz, na zu erstrecken ist, 
deren Summe n betragt. Es moge nun ~'~'As ein System von 3 Zahlen 
sein, durch welche eine kanonische Nullform der oben gegebenen Definition 
gemii.B bestimmt wird. Die Summe dieser 3 Zahlen sei gleich -A, wo A eine 
positive von 0 verschiedene Zahl bedeutet. Aus den letzteren Gleichungen 
folgt dann: 

.}; (A1 n1 + ~ ~ + A3 n3) e.,,,. .... = k n g (A1 + A2 + A3) = - k An(/. 

Lassen wir in der Summe linker Hand alle diejenigen Glieder weg, deren 
W erte > 0 sind, so erhalten wir 

.};' (A.1 n1 + ~ n2 + A.3 n 3) e,., no "• ;;;; - ~ A. n g 
oder 

22* 
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wo die Summe 2)' iiber alle Systeme von Zahlen ~. n2 , na zu erstrecken ist, 
fiir welche At~+ .As~+ .?.ana negativ ausfallt. Bezeichnet ferner A den 
groi3ten der absoluten Werte von At• .As, A.a, so ist 

I At nl + A2 n2 + A3 n3l < n A , 
und hieraus ergibt sich 

~-y' A.g 
.L.J e,., ...... > 3A ' 

d. h. in jedem Gliede 0 H a~~~~~~· einer Invariante erreicht oder iibersteigt die 
Summe der Exponenten derjenigen Koeffizienten a.,, ....... welche fiir eine 

kanonische Nullform gleich 0 sind, eine gewisse positive Zahl :~, und daher 

versckwinden fur eine kanonische N ullform nicht nur alle I nvarianten, sondern 
auch siimtliche nack den a,.,,.,, genommenen DijferentiaVj_uotienten derselben 

bis zu einer gewissen Ordnung G kin, wo G die grof3te ganze, den Wert ; ~ nicht 

Ubersteigende Zahl bedeutet und mithin eine Zahl ist, welche zugleich mit dem 
Grade g selbst iiber alle Grenzen hinauswachst. Da nun jede beliebige Null
form nach dem obigen Satze in eine kanonische Nullform transformiert 
werden kann, so gilt die eben gefundene Eigenschaft /ilr eine jede N ullform, 
und auf diesen Umstand lai3t sich ein neuer Beweis fiir die Endlichkeit des 
vollen Invariantensystems griinden, auf welchen ich jedoch hier nicht naher 
eingehe1*. 

1 Diesen Beweis habe ich dargelegt in meiner 3. oben zitierten Note S. 445; derselbe 
gebraucht nicht das Theorem I meiner Arbeit: Uber die Theorie der algebraischen Formen. 
Math. Ann. Bd. 36 S. 474 oder dieser Band Abh. 16 S. 199. 

* Dieser in der Anmerkung des Verfassers zitierte Beweis moge hier als Fu.Bnote 
hinzugefiigt werden. 

Zu diesem neuen Beweise brauchen wir den folgenden Hilfssatz: 
Sind m ganze rationale homogene Funktionen /1 , ••• , f.,. der n Veriinderlichen 

x1 , ••• , Xn vorgelegt, so la.Bt sich stets eine ganze Zahl r bestimmen von der Beschaffen
heit, daB eine jede ganze rationale homogene Funktion F der namlichen Veranderlichen, 
welche nebst allen ihren Di£ferentialquotienten der r-ten Ordnung fiir samtliche den 
Funktionen /1> ••. , f m gemeinsamen N ullstellen verschwindet, in der Gestalt 

F = A1/1 + A2/2 + · · · + Amfm 

dargestellt werden kann, wo .A1 , .A2 , ••• , Am geeignet gewahlte ganze rationale homo
gene Funktionen der Veranderlichen x1 , ••• , Xn sind. 

Dieser Satz kann in ahnlicher Weise bewiesen werden wie der in der vorliegenden 
Arbeit (Abh. 19) auf S. 294 stehende Satz. 

Wir konstruieren nun fiir eine ternare Grundform f ein System von Invarianten 
i 1 , ..• , i.,., deren Gewichte die Zahl 9 n(3 n + 1)8 nicht iibersteigen und durch welche 
sich eine jede andere Invariante, deren Gewicht die Zahl ebenfalls nicht iibersteigt, linear 
mit konstanten Koeffizienten zusammensetzen la.Bt. Nach den Entwicklungen auf S. 319£. 
dieser Arbeit 19 bilden diese Invarianten i 1 , .•• , i ... ein System von solchen Invarianten, 
deren Verschwinden das Verschwinden samtlicher Invarianten der Grundform zur Folge 
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Um nach der in Abschnitt I und II entwickelten Methode das voile In
variantensystem zu erhalten, hat man der Reihe nach die folgenden 3 Auf
gaben zu losen: 

hat. Auf dieses System von lnvarianten i 1 , ••• , i., wenden wir den eben ausgesprochenen 
Hilfssatz an und schlieBen aus demselben, daB es eine Zahl r gibt von der Beschaffen
heit, daB eine jede Funktion F der Koeffizienten von f, welche nebst ihren r-ten Differen
tialquotienten fiir die gemeinsamen Nullstellen ailer Invarianten der Grundform 0 ist, 
in die Gestalt 

gebracht werden kann, wo die A1 , A2 , ••• , A., geeignet gewahlte Funktionen der Koeffi
zienten der Grundform sind, oder in kiirzerer Ausdrucksweise: Es gibt eine ganze Zahl r 
derart, daB jede ganze rationale Funktion der Koeffizienten der Grundform, welche nebst 
ihren r-ten Differentialquotienten fiir die gemeinsamen Nullsteilen samtlicher Invarianten 
verschwindet, der 0 kongruent ist nach dem Modul (i1 , .•• , i.,). 

Andererseits konnen wir nun, wie groB auch r sein moge, zufolge der Betrachtungen 
dieser Arbeit eine Zahl g finden derart, daB eine jede Invariante, deren Grad diese Zahl g 
iibersteigt, nebst ihren r-ten Differentialquotienten fiir die gemeinsamen Nullstellen samt
licher Invarianten der Grundform verschwindet, und demnach muB jede Invariante von 
hoherem als g-tem Grade kongruent 0 sein nach dem Modul (i1 , ••• , i .. ). Aus der letzteren 
Tatsache schlieBen wir genau in derselben Weise, wie dies auf S. 299-300 der vorliegen
den Arbeit geschehen ist, daB aile Invarianten der Grundform ganze algebraische Funk
tionen der ~ •... , i .. sind. Dieser Satz ergibt folgendermaBen die Endlichkeit des vollen 
Invariantensystems: Wenn niimlich i 1 , ••• , i., ein System von Invarianten ist, durch 
welche aile anderen Invarianten als ganze rationale Funktionen dargesteilt werden konnen, 
so kann man einen von L. KRoNECKER (Grundziige einer arithmetischen Theorie der alge
braischen GroBen § 6) gegebenen fundamentalen Satz der Theorie der algebraischen 
Funktionen anwenden und findet so in dem durch aile Invarianten bestimmten R.atio
nalitatsbereiche eine endliche Zahl I1 , I 2 , ••• , II' von ganzen algebraischen Funktionen 
der GroBen i 1 , i 2 , ••• , i .. von der Art, daB jede andere ganze algebraische Funktion i 
des betrachteten Rationalitatsbereiches in der Gestalt 

i=a1 I 1 +a2 I 2 +· · ·+ af'lf' 
dargestellt werden kann, wo a1 , a2 , •• • , a~' ganze rationale Funktionen von i1 , i 2 , ••• , i .. 
sind. Nun sind Ip I 2 , •• • , II' ganze rationale Invarianten; denn es kann Ieicht gezeigt 
werden, daB jede rationale Invariante, welche ganze algebraische Funktion der ganzen 
rationalen Invarianten i 1 , i 2 , ••• , i .. ist, notwendig selber eine ganze rationale Invariante 
ist. Die Invarianten i 1 , i 2 , ••• , i.,, I1 , I 2 , ••• , II' bilden folglich eine endliche Basis des 
Systems ailer Invarianten der Grundform. Nach Kenntnis einer Systems von lnvarianten 
iv i 2 , ••• , i .. , durch welche sich alle Invarianten als ga.nze algebraische Funktionen a'U/1-
driicken lassen, erfordert also die AujsteUung des vollen lnvariantensystems nur noch die 
LOsung einer elementaren A ufgabe der arithmetischen Theorie der algebraischen Funktionen. 
Bei der wirklichen Ausfiihrung der Rechnung kommt es vor allem auf die Berechnung der 
Diskriminante einer den Rationalitatsbereich bestimmenden Gleichung an, da bei der 
Darstellung der Funktionen des Fundamentalsystems diese Diskriminante allein im 
Nenner auftreten kann (Anm. d. Herausgebers). 
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1. Man stelle ein System 81 von lnvarianten auf, durch welche sich aile 
iibrigen Invarianten der Grundform als ganze algebraische Funktionen aus
driicken lassen. 

2. Man stelle ein System 82 von lnvarianten auf, durch welche sich alle 
iibrigen Invarianten rational ausdriicken lassen. 

3. Man berechne ein vollstandiges System 83 von ganzen algebraischen 
Funktionen in dem durch die Systeme 81 und 82 bestimmten lnvariantenkorper. 
Die Funktionen dieses Systems 83 sind lnvarianten und bilden, zusammen
genommen mit den Invarianten 8 1 , das gesuchte voile Invariantensystem. 

Von diesen 3 Aufgaben ist die erste die schwierigste. Nach dem in § 4 
bewiesenen Satze erhalt man ein System 81 , indem man solche lnvarianten 
ermittelt, deren Verschwinden notwendig das Verschwinden aller Invarianten 
zur Folge hat, und hierzu wiederum geniigt es nach dem in § 14 bewiesenen 
Satze, aile diejenigen Invarianten in Betracht zu ziehen, deren Gewicht eine 
gewisse Zahl nicht iibersteigt. Was endlich die wirkliche Berechnung eines 
solchen Systems 81 in bestimmten Fallen angeht, so wird dieselbe wesentlich 
durch die in§ 18 gewonnene Kenntnis der Nullformen erleichtert; denn mittels 
dieser Kenntnis kann in jedem besonderen Faile offenbar leicht entschieden 
werden, ob irgend welche bereits gefundenen Invarianten von der Beschaffen
heit sind, dal3 ihr Verschwinden notwendig das Verschwinden samtlicher In
varianten zur Folge hat. 

Die Aufstellung eines Systems 82 ist mit Hilfe einer typischen Darstellung 
oder durch eine geeignete in jedem besonderen Faile anzustellende Rechnung 
moglich. Wir wollen jedoch im folgenden Paragraphen zeigen, wie auch ohne 
die Kenntnis eines Systems 82 das voile Invariantensystem aufgestellt 
werden kann. 

§ 22. Die Ableitung des vollen Invariantensystems a us den 
Invarianten J1 , ••. , J , . 

Es sei ~, ... , im ein System 81 von In varian ten, durch welche sich aile 
iibrigen ganz und algebraisch ausdriicken lassen. Der in § 1 bewiesene Hilfs
satz lehrt dann, a us diesen Invarianten ein System von" In varian ten J1 , ... , J Y. 
zu berechnen, durch welche sich ebenfails aile Invarianten der Grundform ganz 
und algebraisch ausdriicken lassen, und zwischen denen keine algebraische 
Relation stattfindet. Ist dies geschehen, so wahle man aus den Funktionen 
~, ... , bN eine gewisse Zahl -r von Funktionen a us - es seien dies etwa 
~ ••.. , br, so daB zwischen J1 , ••• , JY., b1 , •• • , br keine algebraische Re
lation stattfindet und daB slimtliche iibrigen Funktionen br+l, b,+ 2 , ••• , bN 
algebraische Funktionen von J1 , .•. , J,, b1 , ... , b, sind1. Nun gilt, wenn p1 

1 Die Zahl x hat in dem vorliegenden Falle einer ternaren Grundform n.ter Ordnung 
den Wert N - 8, und die Zahh hat den Wert 9. 
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das Gewicht der Invariante J1 bezeichnet, die Gleichung 

liP' JI (a~> ... ' aN) = JI (bl' ... ' bN) 
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und da infolgedessen die GroBe <'l eine algebraische Funktion von J 1 , b1 , ••• , bN 
ist, so lassen sich nach einem bekannten Satze in dem Ausdrucke 

B = c <'l + c,+l bT+1 + c,+2 b<+2 + · · · + eN bN 

die Konstanten c, c•+l' c,+2 , ••• , eN derart bestimmen, daB samtliche GroBen 
<'l, b,+l, b,+ 2 , •• • , bN rationale Funktionen von B, J1 , •• . , J,., ~ •... , b, 
sind. Die Funktion B geniigt einer Gleichung von der Gestalt 

Bl' + R1 Bl'-t + ... + R~'= 0, 

wo ~' ... , R,., rationale Funktionen von J1 , ••• , J,., b1 , ..• , b, sind. 
Wir betrachten jetzt J1 , .• . , J,., ~ •... , b, als die unabhangigen Ver

anderlichen und bestimmen dann in dem durch B definierten Funktionen
korper ein Fundamentalsystem, d. h. ein System von ganzen algebraischen 
Funktionen B1 , •.. , B M des Korpers derart, daB jede andere ganze Funktion 
des Korpers sich in der Gestalt 

GiBI + G2B2 + ... + GMBM 

darstellen laBt, woGv 02 , ••• , GMganze rationaleFunktionen von J1 , •• • , J,., 
~' ... , b, sind. Die Funktionen B8 geniigen, da sie ganze algebraische Funk
tionen von J1 , ••• , J", b1 , ••. , b, sind, je einer Gleichung von der Gestalt 

(s = 1,2, ... , M), 

wo Fll, .. . , F}/8 ganze rationale Funktionen von Jv .. . , J,, b1, .. . , b, sind, 
und da diese Funktionen andererseits rational von B, J 1 , •.• , J", ~, ... , b, 
abhangen, so gehen dieselben, wenn man an Stelle der GroBen b1 , .•• , bN 
ihre Ausdriicke in ~, ... , aN, tX11 , tX12 , ••• , IX:Ja einsetzt, iiber in ganze ratio
nale Funktionen von ~, ... , aN, tXu, tX12 , ••• , tX33 • 

Bezeichnen wir, wenn irgend ein von tXn• tX12 , ••• , IX:Ja ganz und rational 
abhangender Ausdruck A vorgelegt ist, allgemein das von diesen GroBen 
tXu, tXt2 , ••• , tX33 freie Glied mit [A], so sind offenbar die Ausdriicke 
[B1], ••. , [BM] samtlich Invarianten der Grundform. In der Tat, [B.J ge
niigt der Gleichung II 

[B,}" + [F1 .] [B,y'- 1 + · · · + [F~'.] = 0, 

und da nun lediglich die Grol3en bv ... , b, noch die Substitutionskoeffi
zienten tXn• ~ •... , tX33 enthalten, so ist klar, dal3 die Ausdriicke 
[F11], ••• , [F1 ,], ••• , [~.,.] ganze rationale Funktionen der Invarianten 
J1 , .. • , J" sind. Hieraus folgt wegen der in der Einleitung genannten Eigen
scha£t 3 des Invariantensystems, daB [B1], •.• , [BM] lnvarianten sind. 
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Andererseits ist eine jede Invariante J der Grundform I wegen der Glei
chung 

eine rationale Funktion der Gro.Ben ~, ~, ... , b N, und da sie au13erdem 
ganz und algebraisch von J 1 , ••• , J" abhangt, so ist sie eine ganze algebra
ische Funktion des betrachteten Korpers und als solche notwendig in der 
Gestalt 

darstellbar, wo Gv ... , GM ganze rationale Funktionen von J1 , •• • , J,., 
b1 , ••• , b7 sind. A us dieser Forme! erhalt man 

wo [G1], ••• , [GM] gauze rationale Funktionen von J1 , •.. , J,. sind. Diese 
Gleichung sagt a us, da.B J 1 , ... , J", [ B1], ... , [ B M] ein System von In
varianten bilden, durch welche sich eine jede andere Invariante der Grund
form I ganz und rational ausdriicken la.Bt. 

Die auseinandergesetzte Methode zur Aufstellung des vollen Invarianten
systems erfordert lediglich rationale und von vornherein iibersehbare Pro
zesse, und die nahere Ausfuhrung liefert auch zugleich eine nur von n ab
hangige obere Grenze fiir die Gewichte der Invarianten des vollen Invarianten
systems. Hiermit sind, glaube ich, die wichtigsten allgemeinen Ziele einer 
Theorie der durch die Invarianten gebildeten Funktionenkorper erreicht. 

Konigsberg, den 29. September 1892. 



20. Dber ternare definite Formen. 
[Acta math. Bd. 17, S. 169-197 (1893).] 

Eine ganze rationale homogene Funktion I der drei v eranderlichen X, y, z, 

deren Ordnung n eine gerade Zahl ist und deren N = ~ (n + 1) (n +2) Koeffi

zienten reelle Zahlen sind, moge eine ternare definite Form genannt werden, 
wenn dieselbe flir reelle W erte der Veranderlichen x, y, z stets positiv ausfallt 
oder den Wert 0 annimmt. Gibt es reelle von x =~ y = z = 0 verschiedene 
W ertsysteme der V eranderlichen, flir welche die definite Form f den Wert 0 
annimmt, so ist, wie man leicht zeigt, die Diskriminante der Form f not
wendig gleich 0. 

Die eben aufgestellte Definition laBt unmittelbar erkennen, daB durch 
beliebig oft wiederholte Addition .und l\'Iultiplikation von definiten Formen 
stets Formen entstehen, welche wiederum definit sind, d. h. die Gesamtheit 
aller definiten Formen bildet einen Formenbereich von der Beschaffenheit, 
da13 jede durch Addition und l\'Iultiplikation aus Formen des Bereiches zu
sammengesetzte Form wiederum dem Bereiche angehort. Ferner ist jedes 
Quadrat einer belielJigen Form mit reellen Koeffizienten eine definite Form, 
und wir erhalten daher durch Addition und l\'Iultiplikation solcher FormeD
quadrate stets wiederum definite Formen. Ich habe jedoch in einer Abhand
lung: ,;Ober die Darstellung definiter Formen als Summe von Formen
quadraten"1 gezeigt, daB nicht jede definite Form auf diese Weise als Summe 
von Formenquadraten dargestellt werden kann, und zwar lautet der beziig
liche dort von mir bewiesene Satz wie folgt: 

Eine 1"ede ternare quadratische und biquadratische definite Form la(Jt sich 
aTis Summe von drei Quadraten reeller Formen darstellen. Unter den definiten 
Formen von der 6-ten oder von hOherer Ordnung gibt es jedoch stets solche, welche 
nicht einer endlichen Summe von Quadraten reeller Formen gleich sind. 

Urn dennoch zu einer allgemein giiltigen Darstellungsform fiir die de
finiten Formen zu gelangen, beachten wir zunachst die Tatsache, daB allemal, 
wenn ein Faktor einer definiten Form definit ist, notwendig auch der iibrig
bleibende Faktor eine definite Form sein muB; es wlirde daher der definite 

1 Math. Ann. Bd. 32 S. 342. Siehe diesen Bd. Abh. 10. 
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Charakter einer Form auch bereits dann erkennbar sein, wenn dieselbe sich 
als Bruch darstellen lieBe, dessen Zahler und N enner gleich Summen von 
Formenquadraten sind. Eine solche Darstellung ist nun in der Tat stets m6glich, 
wie im folgenden gezeigt werden wird. Der Beweis dafiir bietet erhebliche 
Schwierigkeiten dar; ich teile der Dbersicht halber die Darlegung desselben 
in 9 Abschnitte und kennzeichne kurz am Anfange eines jeden Abschnittes 
das zu erstrebende Ziel, am Schlusse des Abschnittes die in demselben ge
fundenen Resultate. 

1. 

Urn die Existenz von gewissen defin,iten Formen, deren Besonderheit 
spater ausfiihrlich dargelegt werden wird, nachzuweisen, bedienen wir uns 
des folgenden Hilfssatzes: 

Es sei eine ternare Form F von der n-ten Ordnung und mit reellen Koeffi
zienten vorgelegt von der Beschaffenheit, dal3 die Kurve F = 0 o gewohn
liche Doppelpunkte Pv ... , P0 mit g-etrennt liegenden Tangenten und 
aul3erdem beliebige andere Doppelpunkte besitzt; es sei ferner F' eine Form 
von derselben Ordnung n und mit reellen Koeffizienten, welche in den Punk
ten P1 , ••• , P J verschwindet, dagegen in samtlichen iibrigen Doppelpunkten 
der Kurve F = 0 einen von 0 verschiedenen Wert annimmt; endlich soli es 
moglich sein, N - o Punkte in der Ebene zu bestimmen derart, daB durch 
diese und durch die o Punkte P1 , ••• , P J sich keine Kurve n-ter Ordnung 
hindurchlegen lal3t: unter diesen Voraussetzungen gibt es stets eine Kurve 
G = 0 von der namlichen Ordnung n, deren Koeffizienten sich von den Koeffi
zienten der Form F nur urn beliebig kleine GroBen unte!scheiden und welche 
in beliebiger Nahe der Punkte P1 , ... , P0 je einen gewohnlichen Doppel
punkt mit getrennten Tangenten besitzt, sonst aber keinen weiteren singu
laren Punkt aufweist. 

Der Einfachheit halber setzen wir im folgenden stets die dritte Koordi
nate z der Einheit gleich; die Koordinaten der o Punkte P1 , ... , Po seien 
dann beziiglich 

y=bl,." .. ,y=bo. 

Die gesuchte Form G.nehmen wir an in der Gestalt 

G = F +[t(F' +[.Q), 

wo t eine Veranderliche und .Q wiederum cine Form n-ter Ordnung bedeutet: 
wir wollen dann die N Koeffizienten u1 , ... , u N dieser Form .Q als Funktionen 
von t derart bestimmen, da.B die Form G fiir geniigend kleine Werte von t 
die Bedingungen des obigen Hilfssatzes erfiillt. Zu dem Zwecke fiihren wir die 
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folgenden Ausdriicke ein: 
IX,= a8 + t(A. + ~.), l 
{J,=b,+t(B.+ rj8 ) J 

(s = 1, ... , b), 

wo ~., 'YJs noch zu bestimmende Funktionen von t sind und wo 

. oF' o2F oF' o2 F l 
A,= -~~ ~:;= (:~fy): ~:b:' 

--a;- ox oy - ay o:c2 

-- oF' fJ2 F oF' o2 F l 
B, = -:-: ~·~ - - (oo;~~Y ~:b; 

einzusetzen sind. Nunmehr betrachten wir die 3 /J Gleichungen 

G(IX,, {J.) = 0, l 
oG 
Tx (1X8, {J8 ) = 0, 

oG f oy (IX,, {J.) = o 
Dieselben nehmen wegen 

oF 
F(a,, b,) = 0, o:c (a,, b8 ) = 0, 

F' (a., b5 ) = 0 

(s=1, ... ,/J). 

(s = 1, ... , /J), 

nach W eglassung des Faktors t auf der linken Seite, die Gestalt an 

Q(a., b,) + tF1 + t2 F 2 + · · · = o, 
oQ ()2F ()2F , 
a;(a., b,) + ~. ax2 (a., b,)+ 1Jsaxoy(a., b,) + tF1 + · · · =0, 

oQ ()2F ·a2F " 
:>(a,, b,) +~.~- (a,, b,) + 11. -0 da. , b.)+ tF1 + · · · = 0. uy uX uy y -

(s = 1, 2, ... , /J), 

wo rl' r2' ... ' r;' ... ' F;'' . . . ganze rationale Ausdriicke m ul' . .. ' u N; 

g,, 1]8 bedeuten. 
Es gilt nun bekanntlich der folgende Satz1 : 

W enn m Gleichungen von de~ Gestalt 

auxl + · · · + almXm + t ~11 (xl, · · ., Xm) + t2 ~12 (xu··., xm) + · · · = 0, 

1 Vgl. L. KONIGSBEMER: Theorie der Differentialgleichungen mit einer unabhangigen 
Variabeln, S. 43. Leipzig 1889. 
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gegeben sind, wo die linken Seiten Potenzreihen der m + 1 V erander
lichen x._, ... , xm, t bedeuten und die Determinante der Koeffizienten 
a11 , a12 , .•• , amm einen von 0 verschiedenen Wert besitzt, so lassen sich fiir 
die Gro.6en x1 , ... , xm eindeutig bestimmte, nach ganzen Potenzen von t 
fortschreitende Reihen finden, welche obige m Gleichungen identisch fiir 
aile W erte von t befriedigen. 

Nach der Voraussetzung des zu beweisenden Hilfssatzes gibt es in der 
Ebene N - (J Punkte P J+ 1' ... , P N von der Beschaffenheit, daB durch die 
N Punkte P1 , ... , P"v keine Kurve n-ter Ordnung sich legen laBt. Die 
Koordinaten solcher N - (J Punkte bezeichnen wir beziiglich mit: 

x=a8+1, ... ,x=aN, 

y = b8+1, ••• , y = bN. 

Wir fiigen dann den obigen 3 (J Gleichungen noch die folgenden N - (J Glei
chungen 

(s = (J + 1, ... , N) 

hinzu und betrachten in dem so entstehenden Systeme von N + 2 (J Glei
chungen die GroBe t als unabhangige Veranderliche und die N + 26 
Gro13en ~, ... , uN ; ~1 , rh ; ~2 , r12 ; ... ; ~b, 'YJo als die zu bestimmenden Funk
tionen von t. Auf dieses Gleichungssystem HiBt sich der obige Satz anwenden; 
denn diese N + 2 (J Gleichungen haben die verlangte Gestalt und die be
treffende Determinante der Koeffizienten von~, ... , uN; ~1 , 'Yj1 ; ~2 , 'Yj2 ; ••• ; ~li, 1]0 

nimmt den Wert an 

Hier haben die (J Faktoren des Produktes II samtlich einen von 0 verschiede
nen Wert, da nach V oraussetzung die Punkte P 1 , ... , P 8 fiir die Kurve F = 0 
gewohnliche Doppelpunkte mit getrennten Tangenten sind, und die N-reihige 
Determinante ist wegen der zuvor angenommenen Eigenschaft der Punkte 
P1 , •.. , P N ebenfalls eine von 0 verschiedene GroBe. 

Damit haben wir die Koeffizienten der Form Q als Funktionen von t be
stimmt, und es bleibt nur noch iibrig zu_ zeigen, daB fiir geniigend kleine 
Werte t die Kurve G = 0 au.6er den (j Doppelpunkten oc1 , {J1 ; ... ; oc11 , {111 keine 
anderen singularen Punkte besitzt. Dieser Nachweis geschieht wie folgt. Die 
Koordinaten der singularen Punkte der Kurve G = 0 bestimmen sich aus den 
Gleichungen 

G=O, 
a a 
ax= o, 
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und sind daher, wie man Ieicht durch Elimination erkennt, algebraische 
Funktionen von t. Besal3en also diese 3 Gleichungen fiir beliebige Werte 
von t aul3er den c5 Losungen cx1 , {31 ; •.. ; ad, {Jd noch eine andere gemeinsame 
Losung, so miil3te dieselbe sich wie folgt entwickeln lassen 

x = a0 + a1 t•• + a2 t''• + · · · , 
y = b0 + b1 V'' + b2 tf'• + · · · , 

wo die Exponenten v1 , v2 , .•• , p1 , p2 , ... , positive rationale Zahlen und 
wo ~, b1 von 0 verschieden angenommen werden konnen. Fiir t = 0 folgt, 
daB der Punkt x = a0 , y = b0 ein singularer Punkt der Kurve F = 0 ist. 
Nach der im Hilfssatze gemachten V oraussetzung nimmt die Form F' in den 
singularen Punkten der Kurve F = 0 einen von 0 verschiedenen Wert an. 
Es sei F'(a0 , b0) =a. Verlegen wir nun den Anfang des Koordinatensystems 
in den Punkt x = a0 , y = b0 , so nehmen die obigen 3 Gleichungen die Ge
stalt an 

xy+· · ·+t(a +a'x+a"y+· · ·)+· · ·=0, 

y + · · · + t (a' + · · · ) + · · · = 0, 

x + · · · + t (a''+ · · · ) + · · · = 0, 

und man iiberzeugt sich Ieicht, daB diese Gleichungen durch die Reihen 

x = alt>' + ... ' y = bltf-'1 + ... 
nicht identisch fiir aile Werte t befriedigt werden konnen. Damit ist der Be
weis fiir unseren Hilfssatz vollstandig erbracht. 

Der Hilfssatz ist nach verschiedenen Richtungen hin einer Verallgemeine
rung fahig; ich mochte iiberdies hervorheben, daB derselbe in der Theorie 
der algebraischen Kurven und Flachen zur Erledigung von Existenzfragen 
wesentliche Dienste leistet. 

2. 

In diescm Abschnitte werde ich eine ternarc definite irreduzible Form G 
von der Beschaffenheitkonstruieren, daB G = 0 eine Kurve mit -!(n - l)(n-2) 
getrennt liegenden Doppelpunkten darstellt, welche zum Teil reell und isoliert, 
zum Teil paarweise konjugiert imaginar sind. 

Ich nehme zu diesem Zweck an, es sei bereits eine ternare definite irre
duzible Form r von der (n - 2)-ten Ordnung konstruiert von der Eigen
schaft, daB r = 0 eine Kurve mit i(n - 3)(n - 4) getrennt liegenden 
Doppelpunkten darstellt; ferner nehme ich 2 lineare Formen l und l' mit 
reellen Koeffizienten und von der Beschaffenheit an, daB die imaginare ge
rade Linie l + il' = 0 die Kurve r = 0 in n- 2 getrennt liegenden ima
ginaren Punkten Q1 , ... , Qn_2 schneidet. Die konjugiert imaginare Gerade 
l- il' = 0 schneidet dann die Kurve r = 0 beziiglich in den n- 2 kon-
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jugiert imaginaren Punkten Q~, ... , Q~_2 , und diese letzteren Punkte liegen 
wiederum alle untereinander und von den Punkten Q1 , ... , Qn_2 getrennt. 
Ferner nehme man auf r = 0 irgend 3 (n - 2) paarweise konjugiert ima
ginare Punkte R1 , ••• , R3 (n- 2) und auf der Geraden l + il' = 0 zwei ima
ginare Punkte 81 , 82 an; die zu diesen konjugiert imaginaren Punkte 8~, 8~ 
liegen auf der Geraden l - i l' = 0. Endlich sei P irgend ein aui.lerhalb der 
Kurven r = 0, l + i l' = 0, l - i l' = 0 gelegener reeller Punkt der Ebene. 
Ich konstruiere jetzt eine Form F' von der n-ten Ordnung, welche in 
den !(n- 3)(n- 4) Doppelpunkten von r = 0, ferner in den Punk
ten Q1 , ••. , Qn_3 , Q~, .. . , Q~_3 , ~' ••• , R3(n-Z)• 81 , 8 2 , 8~, 8~, in dem 
Punkte P und in dem Schnittpunkte der heiden Geraden l = 0, l' = 0 ver
schwindet. Eine solche Form existiert stets, da die Gesamtzahl der an
gegebenen Punkte gleich -!n(n + 3) ist. Die Form F' nimmt in den heiden 
Punkten Qn_2 , Q~_2 einen von 0 verschiedenen Wert an; denn im entgegen
gesetzten Falle wiirde die Kurve F' = 0 mit der Kurve F = 0 mehr als 
n(n- 2) Punkte und mit den Geraden l + il' = 0, l- il' = 0 mehr als 
n Punkte gemein haben, und folglich miii.lte die Form F' mit der Form 
F = (l2 + l' 2)F his auf einen konstanten Faktor iibereinstimmen. Dies ist 
aber nicht der Fall, da die letztere Form F im Punkte P einen von 0 ver
schiedenen Wert hat, die Form F' dagegen im Punkte P verschwindet. 

Wir wenden jetzt den in Abschnitt l bewiesenen Hilfssatz auf die 
KurveF = Oan. Diese Kurvehat die i(n- 3)(n -4) Doppelpunkte vonF=O, 
ferner die Punkte Q1 , ••• , Qn_2 , Q~, ... , Q~_2 und aui.lerdem den Punkt l = 0, 
l' = 0 zu gewohnlichen Doppelpunkten mit getrennten Tangen ten. Die Form F' 
verschwindet in diesen samtlichen Punkten, ausgenommen in den heiden 
Punkten Qn_2 , Q:_2 • Es gibt daher nach jenem Satze eine Kurve G = 0 von 
der namlichen Ordnung n, welche in der Umgebung der Doppelpunkte 
von F = 0, der Punkte Q1 , .•. , Qn_3 , Q~, ... , Q~_3 und des Punktes l = 0, 
l' = 0 je einen gewohnlichen Doppelpunkt mit getrennten Tangenten besitzt, 
sonst aber keinen Doppelpunkt aufweist. Die Zahl der Doppelpunkte der 
Kurve G = 0 ist daher genau gleich i (n - l )(n - 2). 

Die Form Gist fiir hinreichend kleine Werte des Parameters t eine definite 
Form. Denn hatte die Kurve G = 0 einen reellen Zug, so miii.lte dieser fiir t = 0 
sich in einen reellen isolierten Doppelpunkt der Kurve F = 0 zusammen
ziehen. Andererseits kann fiir jede urn einen solchen Doppelpunkt abgegrenzte 
Umgebung ein von 0 verschiedener Wert von t gefunden werden, so daB die 
diesem Werte t entsprechende Form Gin jener Umgebung positiv oder Null ist. 
Man sieht dies Ieicht ein, wenn man den Mittelpunkt des Koordinatensystems 
in den variierenden Doppelpunkt verlegt. 

DaB die erhaltene Form G fiir beliebige, zwischen gewissen Grenzen 
liegende W erte von t irreduzibel ist, kann durch folgende Betrachtung ge-
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zeigt werden. Wir denken uns durch die Gleichung G = 0 die GroBe y als 
algebraische Funktion von x bestimmt und dann tiber der komplexen x-Ebene 
die zu dieser Funktion y zugehOrige Riemannsche Flache konstruiert. Fiir t = 0 
zerfallt diese Riemannsche Flache in 3 getrennte den Gleichungen F = 0, 
l + il' = 0, l- il' = 0 entsprechende Teile: der erste der Gleichung r = 0 
entsprechende Teil bedeckt die komplexe x-Ebene (n - 2)-fach und ist 
wegen der Irreduzibilitat jener Gleichung in sich zusammenhlingend; die 
heiden anderen Teile bedecken die x-Ebene je einfach. Lassen wir nun den 
Parameter t von 0 an wachsen, so werden die Doppelpunkte Qn_2 , Q~_2 au£
gelost, und infolgedessen erhalten die heiden letzteren Teile je 2 Verzweigungs
punkte, welche dieselben mit dem ersteren Teile zu einer einzigen in sich 
zusammenhangenden Riemannschen Flache verbinden. Damit ist der ver
langte Beweis gefiihrt. 

Wir haben jetzt eine irreduzible definite Form G von der Eigenschaft ge
funden, daB die Gleichung G = 0 eine Kurve mit -f(n- l)(n- 2) gewohn
Iichen getrennt liegenden Doppelpunkten darstellt. 

3. 
In diesem Abschnitt wollen wir die soeben konstruierte Form G als Bruch 

darstellen, dessen Zahler gleich der Summe von 3 Formenquadraten ist. 
Zu dem Zwecke wahlen wir auf der Kurve G = 0 irgend n - 4 getrennt 

liegende und paarweise konjugiert imaginare Punkte A1 , ... , An-4 a us und 
bilden dann 3 voneinander linear unabhangige Formen e, a, x von der 
(n- 2)-tenOrdnung und mit reellenKoeffizienten, welche in den i(n- 1) (n- 2) 
Doppelpunkten und in den n - 4 Punkten A1 , ... , An_4 verschwinden. Dies 
ist stets moglich, da die Zahl der auferlegten Bedingungen gerade urn 3 kleiner 
ist als die Zahl der Koeffizienten einer Form von der (n - 2)-ten Ordnung. 
Wenn wir nunmehr die Kurve G(x, y, z) = 0 vermoge der Formeln 

~: 'YJ: l; = e(x, y, z): a(x, y, z): x(x, y, z) 

transformieren, so erhalten wir eine Gleichung von der Gestalt g(~, 'YJ, l;) = 0. 
Hier ist g eine irreduzible quadratische Form von ~, 'YJ, l;, da unter den 
n(n- 2) Schnittpunkten der heiden Kurven G = 0 und tt(! + va + wx = 0 
nur 2 mit den unbestimmten Parametern u, v, w veranderliche Punkte vor
handen sind. Die Ausfiihrung der Transformation ergibt Formeln von der 
Gestalt 

x : y : z = r ( ~, 'YJ, l;) : 8 ( ~, 'fJ, l;) : k ( ~, 'YJ, l;), 

wo r, 8, k Formen der Verii.nderlichen ~, 'YJ, l; mit reellen Koeffizienten sind. 
Hi era us folgt, daB g eine definite Form ist; denn ware g (g, rt, l;) = 0 die 
Gleichung eines reellen Kegelschnittes, so wiirden sich durch Berechnung 
der Formen r, 8, k unendlich viele reelle W ertsysteme x, y, z ergeben, fur 
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welche G verschwindet. Die Form g gestattet daher eme Darstellung von 
der Gestalt 

g (;, 'fJ, C) = ( cd + d1 'fJ + e1 C)2 + ( C2 ; + d2 'fJ + e2 C)2 + ( C3 ~ + d3 'fJ + e3 C)2 , 

wo c, d, e reelle Konstanten sind, deren Determinante von 0 verschieden ist. 
W enn wir nun in der Form g statt der Veranderlichen ; , 'fJ, I; die For

men(!, a, u einsetzen, so entsteht cine Form von der (2n- 4)-ten Ordnung 
in x, y, z, welche die Form G als Faktor enthalt. "\Vir setzen 

g(e, a, u) = h(x, y, z)G(x, y, z), 

wo h cine definite Form von der (n- 4)-ten Ordnung in x, y, z bedeutet. 
Die 9 reellen Konstanten c, d, e sind noch zum Teil willkiirlich: man 

wahle die 3 Konstanten c1 , d1 , e1 derart, da13 die Kurve ( n - 2)-ter Ordnung 
<;(! + f4a + e1u = 0 aus der Kurve G = 0 au13er jenen i(n- l)(n- 2) Doppel
punkten und den n - 4 £esten Punkten A1 , •.• , An--t zwei von diesen und 
untereinander getrennt liegende Punkte A und B ausschneidet. 

Setzen wir der Kiirze wegen 

so erhalten wir: 

C1 (! + d1 a + e1 u = P(x, y, z), 

c2 e + d2 a + e2 u = E(x, y, z), 

c3 e + d3 a + e3 u = K (x, y, z), 

Aus dieser Formel sieht man unmittelbar, da13 die Form h in den 
n - 4 Punkten A1 , ... , An_4 verschwindet; auBerdem ist £iir die weitere 
Entwicklung der Umstand wesentlich, daB h in den Doppelpunkten der 
Kurve G = 0 nicht verschwindet. Urn das letztere zu beweisen, nehmen wir 
das Gegenteil an und verlegen den An£ang des Koordinatensystems in den 
betreffenden Doppelpunkt, fiir welchen h = 0 ist. Dann haben die in Betracht 
kommenden Formen die Gestalt 

h = h1 x + h2 y + · · ·, 
G = G11 x2 + 2G12 xy + G22 y2 + · · ·, 
P=P1x+P2 y+···, 
E=E1 x +E2 y+ · · ·, 
K = Kl X+ K2 y + ... ' 

wo nur die Glieder niedrigster Ordnung in x, y hingeschrieben sind. A us der 
obigen Identitat folgt leicht 

(P1x + P2 y)2 + (E1 x + E2y)2 + {K1 x + K2 y)2 = 0, 

und hieraus wiederum ergibt sich, daB die 3 linearen Formen 

P1 x + P2 y, E1 x +E2 y, K1 x + K2 y 
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entweder identisch 0 sind oder sich untereinander nur um einen konstanten 
Faktor unterscheiden. Wir konnen daher jedenfalls a us den Formen P, .J:, K 
2 lineare Kombinationen ll1 , ll2 herstellen, welche keine Glieder erster Ord
nung in x, y enthalten. Dann wahlen wir auf G = 0 einen beliebigen Punkt P 
und bestimmen die Konstanten \, ~ so, daB die Form ll = A.1ll1 + A.2ll2 im 
Punkte P verschwindet. Die Kurvell = 0 besitzt dann in dem Anfangspunkte 
des Koordinatensystems einen Doppelpunkt und geht auBerdem durch 
die ubrigen Doppelpunkte der Kurve G = 0 und durch die Punkte A1 , ••. , 

An-4• P je einfach hindurch; sie wurde daher die Kurve G = 0 in mehr 
als n(n- 2) Punkten schneiden, was unmoglich ist. DieAnnahme, derzufolge h 
in jenem Doppelpunkte verschwindet, ist daher unzulassig. 

Wir haben in diesem Abschnitte gezeigt, daB die in Abschnitt 2 konstruierte 
Form G die Darstellung 

gestattet, woP, I:, K Formen (n- 2)-ter Ordnung mit reellen Koeffizienten 
bedeuten, welche in den !(n- l)(n- 2) Doppelpunkten und auBerdem 
in den n - 4 paarweise konjugiert imaginaren Punkten A1 , ••. , An-4 der 
Kurve G = 0 verschwinden. AuBerdem ist h eine Form (n - 4)-ter Ordnung, 
welche in jenen i(n- l}(n- 2) Doppelpunkten von 0 verschieden ist, da
gegen in den n - 4 Punkten A1 , ••• , An_4 verschwindet. Die Kurve P = 0 
schneidet auf G = 0 noch die heiden weiteren einander konjugiert imaginaren 
Punkte A, B a us, in welchen h von 0 verschieden angenommen werden kann. 

4. 
Die Form Gist eine Form mit verschwindender Diskriminante. Wir werden 

jetzt mit Hilfe dieser Form G eine Form f mit nicht verschwindender Diskri
minante konstruieren, welche die namliche Darstellung wie G gestattet. 

Aus den am Schlusse des vorigen Abschnittes angestellten Betrachtungen 
folgt, daB ffu einen Doppelpunkt der Kurve G = 0 die 3 Determinanten 

ap ap ap ap I a:E a:E 

ax ·a;; ax -ay II ox -&y 

&:E &:E ' aK aK ' &K &K 
-ax ay ax iJy ax -&y 

nicht samtlich verschwinden, und es ist daher moglich, 3 quadratische For
men p, q, m zu bestimmen von der Beschaffenheit, daB die Determinante 

&P ap 
-ax a-y p 

a:E &:E 
ax &y 

q 

&K &K 
ax ay- m 

Hilbert, Gesammelte Abhandlungen. Bd. II. 23 
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eine Funktion wird, welche in samtlichen Doppelpunkten von G = 0 einen 
von 0 verschiedenen Wert annimmt. Wir setzen nun 

rp= P+thp, 

1p=l:+thq, 

x=K+thm, 

I = G + 2 t { p p + 1: q + K m) + t2 h (p2 + q2 + m2) 

und haben dann infolge der Formel flir G die Identitat 

hi= p2 +"Pz + X2, 

WO die Formen h, I, p, 1p, X offenbar samtlich in den Punkten Av .. . , An-4 
gleich 0 sind. 

Um den Nachweis zu fiihren, daB die Form I fiir beliebige zwischen ge
wissen Grenzen liegende Werte von t eine von 0 verschiedene Diskriminante 
besitzt, nehmen wir im Gegenteile an, es gebe fiir beliebige t stets ein Werte
paar x, y, welches den Gleichungen 

I = 0, ~ = 0 ax ' 
geniigt. Durch Elimination erkennt man Ieicht, daB die Losungen x, y alge
braische Funktionen von t sind und daher eine Entwicklung von der Gestalt 

x = a0 + a1 tv1 + a2 t•• + · · · , 
y = b0 + b1 t-"1 + b2 V'• + · · · 

gestatten wiirden, wo die Exponenten v1 , 1•2 , •.• , p1 , fl 2 , ••• positive ratio
nale Zahlen sind und wo ~, b1 von 0 verschieden angenommen werden konnen. 
Fiir t = 0 folgt, daB der Punkt x = a0 , y = b0 ein Doppelpunkt der Kurve G=O 
ist. Verlegen wir den Anfang des Koordinatensystems in diesen Doppelpunkt, 
so erhalten die in Betracht kommenden Formen die Gestalt 

G = G11 x2 + 2 G12 x y + G22 y2 + · · •, 
P p + 1: q + K m = 01 x + 02 y + · · ·, 

h (p2 + q2 + m2) = en + ... , 
und es wird folglich 

1 at 
2 ax =Gux-+-Gt2y+Ott+· ··, 

i : ~ = G 12 X + G 22 y + c 2 t + . . . ' 

1- -~- ;~ --} ;~ = 01 xt+ C2 yt+ c0 t2 + · · ·, 

wo rechter Hand nur die Glieder niedrigster Ordnung in x, y, t hingeschrieben 
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sind. Damit nun diese 3 Ausdriicke nach Einsetzung der Werte 

identisch flir alle t verschwinden, ist es, wie man Ieicht zeigt, notwendig, da13 
jene Reihen fiir x, y nach ganzen Potenzen von t fortschreiten und da13 die 
Determinante 

den Wert 0 hat. 

jGu 
L1 = I G12 

I o1 

Zur Berechnung der Determinante L1 setzen wir 

P = P1x + P2 Y + · · ·, P =Pol + · · ·, 
}; = 1:1 x + };2 y + ... ' q = got + ... ' 
K = K1 x+K2 y + · · ·, m=m0 t-t-· · ·, 

h = ho+"·, 

wo h0 wcgcn der friiher bewiesenen Eigenschaft der Form h von 0 verschieden 
ist. Aus der Formel 

folgt 
h0 G11 = Pr + .E[ + Ki, 
ho G12 = P1 P2 + .1:11:'2 + K1 K2, 

hoG22 = P~ + .Ei + K~, 
und die Determinante L1 ist daher bis auf den Faktor h0 gleich der Diskrimi
nante der quadratischen Form 

(P1 X+ P2 Y + hoPoT)2 + (.El X+ L'2 Y + hoqoT)2 

+ ( K1 X + K2 Y + h0 m0 1')2 ; 

diese Diskriminante ist aber bis auf den Faktor h0 gleich dem Quadrat der 
Determinante 

welchc ihrerseits infolge der vorhin getroffenen Wahl der quadratischen 
Form en p, q, m eine von 0 verschiedene Zahl darstellt. Wir sind somit au£ 
cinen Widerspruch gefiihrt, und hieraus folgt die Unzulassigkeit unserer 
Annabme, der zufolge die Diskriminante der Form f fiir aile Werte t ver
schwinden sollte. 

23* 
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Wir kehren zu. den im vorigen Abschnitte konstruierten Formen zuriick. 
Da die Form P im Punkte A verschwindet, so wird eine der heiden For
men .E + i K oder .E - i K ebenfalls in A gleich 0 ; es sei dies etwa die Form 
.E + i K. Dann wird zugleich die konjugiert imaginare Form I - i K in dem 
zu A konjugiert imaginaren Punkte B gleich 0 und die Form I+ i K hat 
notwendig in B, die Form I - i K in A einen von 0 verschiedenen Wert; 
denn im entgegengesetzten Faile miiBten 1: und K in A verschwinden, und 
da h in A von 0 verschieden ist, so wiirde folgen, daB die Kurve G = 0 in A 
einen Doppelpunkt besitzt, was nicht der Fall ist. 

Wir beweisen ferner, daB die Kurve I+ i K = 0 die Kurve G = 0 in A 
beriihrt. Zu dem Zwecke verlegen wir den Anfang des Koordinatensystems 
in den Punkt A und wahlen die Tangente von G = 0 im Punkte A zur 
y-Achse; die in Betracht kommenden Formen nehmen dann die Gestalt an 

P = P1 x + P2 y + · · ·, G = G1 x + · · ·, 
r + i K = Tl X+ T2 y + ... ' h = ho + ... ' 
1:- i K = T~ + ... , 

wo T~, G1 , h0 von 0 verschiedene Zahlen sind. A us der Relation 

h G = p2 + (.E + i K) (I - i K) 

folgt T2 = 0, und damit ist die Behauptung bewiesen. 
Die Formen I, rp, 1p, X enthalten noch die V eranderliche t. Durch Wahl 

eines geniigend kleinen W ertes fur t konnen wir offenbar erreichen, daB die 
Schnittpunkte der Kurve I= 0 mit den Kurven "P + ix = 0, "P-ix= 0 
in beliebige Nahe der beziiglichen Schnittpunkte der Kurve G = 0 mit den 
Kurven I + i K, .E - i K = 0 fallen, wobei die Entfernung zweier Punkte 
etwa durch die Summe der absoluten Betrage der Koordinatendifferenzen 
gemessen werden moge. Wir grenzen nun unter Zugrundelegung eben der
selben Definition der Entfernung urn die !(n- 1) (n- 2) Doppelpunkte 
von G = 0 je ein so kleines Gebiet ab, daB h in jedem Punkte dieser Gebiete 
von 0 verschieden ist, und daB auBerdem keine Form von der (n - 3)-ten Ord
nung existiert, welche in jedem dieser !(n- l){n- 2) Gebiete eine Null
stelle besitzt. Da.l3 letzteres stets moglich ist, geht aus dem Umstande hervor, 
daB es keine Kurve (n- 3)-ter Ordnung gibt, welche durch die samtlichen 
!(n- l)(n- 2) Doppelpunkte von G = 0 hindurchgeht. AuBerdem grenze 
man auch urn die heiden Punkte A, B je ein Gebiet ab, in welchem h von 0 
verschieden ist. Nun wahle man t so klein, daB die Schnittpunkte der Kurven 
1p + ix = 0 und "P - ix = 0 mit der Kurve I= 0 samtlich in die abgegrenzten 
Gebiete fallen, abgesehen von den n- 4 Schnittpunkten Ap .. . , An--4• 
welche fest bleiben. Beriicksichtigen wir dann die Identitat 

P I = qJ + "P2 + z2 
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und die Tatsache, daB I = 0 keinen Doppelpunkt besitzt, so erhalten wir 
durch eine ahnliche SchluBweise, wie sie kurz zuvor angewandt worden ist, 
das folgende Resultat: die Kurve tp + ix = 0 berlihrt die Kurve I= 0 in 
einem Punkte des um A abgegrenzten Gebietes und in je einem Punkte der
jenigen Gebiete, welche um die !(n- l)(n- 2) Doppelpunkte von G = 0 
abgegrenzt sind; wir bezeichnen die Bertihrungspunkte beztiglich mit A, U1, •.• , 

UHn-l)(n-2). Die Kurve tp- ix = 0 bertihrt die Kurve I = 0 in einem Punkte 
des um B abgegrenzten Gebietes und in je einem Punkte der um die 
i(n- l)(n- 2) Doppelpunkte abgegrenzten Gebiete; wir bezeichnen die 
Berlihrungspunkte bezliglich mit B, V1 , ..• , VHn-t><n- 2>· 

Somit haben wir eine definite Form I mit nicht verschwindender Dis
kriminante konstruiert, welche die Darstellung 

rp2 + 'l's + z2 
I= h 

gestattet; dabei sind f!!, tp, X Formen von der (n- 2)-ten Ordnung mit reellen 
Koeffizienten und mit den folgenden Eigenschaften: die Kurven f!! = 0, 
tp = 0, x = 0 haben mit der Kurve I = 0 gewisse n - 4 paarweise konjugiert 
imaginare Punkte A1 , .•. , An-4 gemein; die Kurve tp + ix = 0 bertihrt 
auBerdem die Kurve I= 0 in den 1 + t(n- l)(n- 2) imaginaren 
Punkten A, U1 , •• • , UHn-l)(n-2); die Kurve tp- ix = 0 berlihrt I= 0 in 
den konjugiert imaginaren Punkten B, V1 , ••. , VHn-t><n-2>; die Kurve rp = 0 
schneidet die Kurve I= 0 noch in den weiterenPunktenA, ul, ... ' UHn-l)(n-2)• 

B, V1 , ••• , VHn-I><n-2>. Samtliche in Betracht gezogene Punkte liegen von
einander getrennt, und die Berlilirungspunkte U 1 , ... , UHn-l)(n-2) sowie die 
Berlihrungspunkte V1 , .•. , VHn-lHn-2> liegen nicht auf einer Kurve (n- 3)-ter 
Ordnung. 

5. 
In den nun folgenden Abschnitten werden wir sowohl die Koeffizienten 

der eben konstruierten Form I als auch die auf der Kurve I= 0 gelegenen 
Punkte A, B, U, V einer stetigen Veranderung unterwerfen, und zwar derart, 
daB dabei die samtlichen Koeffizienten von I und die Koordinaten der 
Punkte A1 , .•• , An-4• A als die unabhangigen Veranderlichen, dagegen die 
Koordinaten der Punkte U 1 , ••. , UHn-l)(n-2) als Funktionen jener unab
hangigen Veranderlichen betrachtet werden. Dabei benutzen wir einige Tat
sachen aus der Theorie der Abelschen Funktionen, welche sich fur unseren 
Zweck wie folgt aussprechen lassen. 

Es sei F eine beliebige Form von der n-ten Ordnung mit reellen Koeffi
zienten und von nicht verschwindender Diskriminante. Durch die Gleichung 
F = 0 wird y als algebraische Funktion von x definiert. Da die Kurve F = 0 
keinen Doppelpunkt besitzt, so hat das Geschlecht derselben den Wert 

p = !(n - l)(n - 2). 
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Die p uberall endlichen Integrale der Kurve haben die Gestalt 

f x~' yv 
w= 8 p - dx, 

• ax 
wo die Summe der Exponenten ft, v die Zahl n - 3 nicht uberschreitet. 

Fur unseren Zweck kommt das Problem in Betracht, cine Kurve von 
der (n- 2)-ten Ordnung zu konstruieren, welche die gegebene Kurve F = 0 in 
den gegebenen Punkten A1 , ..• , An_4 schneidet, in dem ebenfalls gegebenen 
Punkte A beruhrt und endlich in p weiteren zu bestimmenden Punkten be
ruhrt. Dieses Problem fuhrt auf cine Teilungsaufgabe; dassel be ist daher mit 
Hilfe des Jacobischen Umkehrproblems losbar. 

Es seien p bestimmte uberall endliche Integrale nach der von RIEMANN 

angegebenen Vorschrift ausgcwahlt; wir bezeichnen dieselben mit w1 , .•. , w'P 
und verstehen allgemein unter w ( P) den Wert eines solchen Integrals im 
Punkte P. 

I. Sind dann P1 , ••. , Pn(n- 2) die Schnittpunkte irgend einer Kurve 
(n- 2)-ter Ordnung mit der Kurve F = 0, so ist nach dem Abelschen Theorem 

W8 (P1) + · · · + W 8 (Pn<n-2)) = {38 , (s ~= 1, 2, ... , p), 

wo {31 , ... , {31> gewisse Summen von uberall cndlichen Integralen bedeuten, 
welche nicht von den Punkten P1 , ••• , Ptt(n- 2), sondern nur von den Koeffi
zienten der Form F abhangen. 

Aus der Umkehrung des Abelschen Theorems ergibt sich ferner der folgende 
Satz: 

II. Wenn fur n(n- 2) Punkte P1 , ... , Pn<n-2> der Kurve F = 0 die 
in Satz I angegebenen Kongruenzen erfiillt sind, so konnen diese durch eine 
Kurve (n - 2)-ter Ordnung ausgeschnitten werden. 

Wir verstehen im folgenden unter w(x) den Wert, welchen das Integral w 
in dem Punkte mit den Koordinaten x, y annimmt. Es gelten dann fiir die 
zu unserem algebraischen Gebilde zugehorige Funktion e von p Veriinder
lichen die folgenden Satze: 

III. Wenn die p Punkte U1 , ... , U'P nicht auf eincr Kurve (n- 3)-ter Ord
nung liegen, so verschwindet die Funktion 

(9 ( Wl (X) - wr( ij 1) - • • · - W1 ( ij 1>) , .•• , W Z> (X) - W Z> ( U 1) - · · · - W 1> ( U 1,}) 

nicht identisch fiir aile Werte von x . 
IV. Wenn die obige Funktion e nicht identisch fiir aile Werte von X. ver

schwindet, so hat sic, als Funktion von X betrachtet, die p Plmkte ul' . .. ' u 1> 
und nur diese zu Nullstellen, und wenn man dann in jener Funktion e die Werte 

w. (U1 ) + · · · + W 8 (U1>) - ~ - ! [w.(A1 ) + · · · + w.(An_4)] - W 8 (A) 

(s = l,2, ... ,p) 
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einsetzt, so sind die p Nullstellen die Berlihrungspunkte einer Kurve (n- 2)-ter 
Ordnung, welche F = 0 in den gegebenen Punkten A1 , ••• , An-4 schneidet 
und in dem gegebenen Punkte A berlihrt. 

V. Die Funktion @ verschwindet identisch, wenn es moglich ist, in jeder 
beliebig kleinen Umgebung der p Punkte U1 , ... , Up andere p Punkte 
U~ , , .. , U~ zu fin den von der Art, dal3 diese ebenfalls Berlihrungspunkte 
einer Kurve (n- 2)-ter Ordnung sind, welchc F = 0 in den gegebenen 
Punkten Av ... , An_4 schneidet und in dem gegebenen Punkte A berlihrt. 

VI. Umgekehrt, wenn die obige Funktion @ identisch fur aile Werte 
von X verschwindet, so gibt es in beliebiger Nahe der Punkte ul' ... ' up 
stcts p andere Punkte U~ , ... , U~ von der Art, dal3 die letzteren die Be
riihrungspunktc einer durch A1 , ... , An-4 hindurchgehenden und in A be
riihrenden Kurve (n- 2)-ter Ordnung sind. 

6. 

Mit Hilfe der angcflihrten Satze Hi.l3t sich die stetige Anderung der Koeffi
zienten der Form I in der Weise vollziehen, wie dies am Anfang des vorigen 
Abschnittes in Aussicht genommen worden ist. Zu dem Zwecke bilden wir 
fiir die besondere Form I die Funktion 

@ [w1 (x) -- w1 (U1)- • • · - w1 (Up), ... , wp(x) - wp(U1) - • • ·- wp (U:~~)] 

und denken uns darin die auf die Punkte U bezliglichen Integralsummen 
durch die bekannten Grol3en ersetzt, in der Weise, wie dies in Satz IV des 
vorigen Abschnittes geschehen ist. Da nach der in Abschnitt 4 ausgeflihrten 
Konstruktion von I die p Berlihrungspunkte ul, ... , up nicht auf einer 
Kurve (n- 3)-ter Ordnung liegen, so ist nach Satz III des vorigen Abschnittes 
die Funktion e nicht identisch fur alle Werte von X gleich 0. Die Funktion e 
besitzt daher nach Satz IV nur in den p Punkten U1 , .•. , Up den Wert 0. 
Die Perioden und Argumente der Funktion @ setzen sich in bestimmt vor
geschriebener Weise aus den zur Kurve I = 0 gehorigen tiberall endlichen 
Integralen zusammen. W enn wir daher die Koeffizienten der Form I und die 
gegebenen Punkte A1 , ... , An_4 , A einer stetigen Anderung unterwerfen, 
so andcrn sich auch die Perioden und Argumente der Funktion @ stetig, 
solange nur die Diskriminante der Form I nicht 0 wird. Es lal3t sich nun die 
Funktion @ nach Potenzen der Perioden und Argumente entwickeln und nach 
einem bekannten Satze von WEIERSTRASs1 sind folglich auch die Nullstellen 
der Funktion @ stetige Funktionen der Perioden und Argumente. Damit ist 
gezeigt, dal3 diese Nullstellen ebenfalls sich stetig andern, wenn man die Koeffi-

1 Vgl. die Abhandlung: Einige auf die Theorie der analytischen Funktionen mehrerer 
Veriinderlichen sich beziehende Satze. Ges. Werke Bd. II (1895) S. 135, Abschnitt I. 
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zienten der Form f und die gegebenen Punkte A1 , ••• , An_4 , A einer stetigen 
Anderung unterwirft. 

Die Nullstellen U1 , .• . , Up der Funktion 8 sind, wie eben ausgefiihrt 
worden ist, die Beriihrungspunkte einer Kurve (n- 2)-ter Ordnung. Da durch 
diese p Beriihrungspunkte und durch die gegebenen Punkte A1 , .•• , An_4 , A 
die Beriihrungskurve '!fJ + ix = 0 vollig bestimmt ist, so folgt, daB auch die 
Koeffizienten der Form '!fJ + ix bei jener stetigen Anderung selber cine stetige 
Anderung erfahren, und das gleiche gilt daher auch von den Koeffizienten der 
Formen 1p und X. 

Es kommt nun wesentlich darauf an, zu zeigen, daB jede durch stetige 
Anderung aus f cntstehende Form F cine ebensolche Darstellung gestattet 
wie die Form f. Urn diesen Beweis zu fiihren, konstruieren wir zunachst aus 
den p Nullstellen der Funktion (9 fiir die Kurve F = 0 die beziigliche Be
riihrungskurve; es sei P + i X = 0 die Gleichung dieser Beriihrungskurve; 
dabe; miissen die n - 4 einfachen Schnittpunkte dieser Beriihrungskurve 
mit F = 0 paarweise konjugiert imaginar gewahlt sein; wir bezeichnen die
sel ben wiederum mit A1 , •.. , An-4. Die Beriihrungspunkte hciBen wiederum 
A' ul' ... ' up und die zu diesen konjugiert imaginaren Punkte B, VI' ... ' v p 
sind dann of£enbar diejenigen Punkte, in welchen die ebenfa.lls durch 
A1 , ••• , A,H hindurchgehcnde Kurve 1J' - i X = 0 die Kurve F = 0 bcriihrt. 

Nach Satz I ist 

w.(A1 ) + · · · + w.(An_4) + 2[w.(A) + w.(U1) + · · · +w.(UP)] == {J., 

u•. (A1) + · · · + W 8 (An_4) + 2 [w .• (B) + w.(V1 ) + · · · + w.(Vp)] = {J. 

(s=1,2, ... ,p), 

und wenn man diese heiden Formeln addiert und die so entstehende Kon
gruenz durch 2 dividiert, so wird 

w. (Al) + · · · + w. (An-4) + w. (A)+ w. (Ul) + · · · + w. (Up) 

+ W 8 (B)+ w. (VI)+···+ w. (Vp) == {J. + ; II., (s=1, 2, ... ,p), 

wo II1 , ••• , liP ein Periodensystem ist und wo e entweder 0 oder 1 bedeutet. 
Urn zu entscheiden, welcher von diesen heiden Fallen eintritt, beachten wir, 
daB die auf/= 0 gelegenen Punkte A1 , ... , An_4 , A, U1 , •. • , Up, B, Vv ... , Vp 
samtlich durch eine Kurve (n - 2)-ter Ordnung, namlich durch die Kurve 
rp = 0 ausgeschnitten werden und daB daher nach Satz I 

w. (A1) + · · · + w. (An_4) + w. (A)+ w. (UI) + · · · + w. (Up) 

+ w. (B) + W 8 (VI) + · · · + w. (V p) == {J., (s = 1, ... , p) 

ist. Da aber durch stetige Anderung der Koeffizienten der Form F und der 
Koordinaten der Punkte A1 , .•• , An_4 , A die obige Formel in diese letztere 
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iibergefiihrt wird und die Perioden II1 , ••• , II'J) bei dieser Anderung nicht 
samtlich verschwinden konnen, so folgt, da.l3 in der ersteren Forme} e den 
Wert 0 hat, und nach Satz II konnen daher die au£ F = 0 gelegenen 
Punkte A1 , .•. , An_ 4 , A, U1 , .. . , U'J), B, V1 , ... , V'J) ebenfalls durch eine 
Kurve (n- 2)-ter Ordnung ausgeschnitten werden; dieselbe sei durch die 
Gleichung (/J = 0 dargestellt, wo <P eine Form (n - 2)-ter Ordnung mit reellen 
Koeffizienten bedeutet. 

Jede der heiden Kurven </J2 = 0 und lJI2 + X2 = 0 schneidet die 
Kurve F = 0 in den n(n- 2) Punkten A1 , . .. , An-4• A, U1 , . .. , U'J), B, 
V1 , .•. , V'J), und zwar zahlt offenbar jeder dieser Punkte als 2-facher Schnitt
punkt. Bestimmen wir daher die Konstante A. derart, da.l3 die Form 
A.</J2 + lJ'2+ X2 mit der Form F noch eine weitere Nullstelle gemein hat, so 
wird jene Form A. <P2 + lJ'2 + X2 notwendig die Form F als Faktor enthalten. 
Dabei ist die Konstante A. eine reelle Zahl; denn ware sie komplex und be
zeichnen wir ihren konjugiert imaginaren Wert mit A.', so folgt, da.l3 auch 
zugleich die Form A.'</J2 + lJ'2 + X2 durch F teilbar sein mii13te, was offenbar 
nicht zutrifft. Nehmen wir ferner die Quadratwurzel aus dem absoluten Wert 
von A. mit in die Bezeichnung der Form (/J auf, so erhalten wir eine Relation 
von der Gestalt 

H F = ± </J2 + p2 + X 2 • 

Da wir durch stetige Anderung der Koeffizienten von F, <P, lJI, X not
wendigerweise wieder zu den beziiglichen Koeffizienten der Form en I, tp, 1p, X 
zuriickgelangen konnen und zwischen diesen letzteren Formen die Relation 

hl=rp2+1p2+x2 
besteht, so mu.l3 auch in der obigen Formel das positive Vorzeichen gelten, 
und wir haben somit gezeigt, da.l3 die Form F die Darstellung 

(/}2 + 'fF2 + X2 
F= H 

gestattet. Dabei ist F eine Form mit reellen Koeffizienten, welche aus der 
Form I durch beliebige stetige Anderung der Koeffizienten entstanden ist, 
mit der Einschrankung jedoch, da.l3 bei der vorgenommenen Anderung keine 
Form auftritt, deren Diskriminante gleich 0 ist oder fiir welche die betreffende 
Funktion e identisch fiir aile Werte von x verschwindet. 

7. 
Wir untersuchen in diesem Abschnitte, unter welchen Umstanden aus 

der Form I durch stetige Veranderung der Koeffizienten eine Form entstehen 
kann, flir welche die betreffende Funktion e identisch verschwindet. Fiir 
diese Untersuchung brauchen wir einen Hil£ssatz aus der Theorie der Elimi
nation, der wie folgt lautet: 
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Es seien m Gleichungen von der Gestalt 

G1 (x, y, ... , p, q, .. . ) = 0, 

Gm(x, y, .. . , p, q, .. . ) = 0 

vorgelegt, wo G1 , •.. , Gm gauze rationale Funktionen der Unbekannten 
x, y, ... und der Parameter p, q, ... sind. Diese Gleichungen seien fur x = 0, 
y = 0, ... , p = 0, q = 0, ... erfiillt, und es gebe ferner eine positive GroBe ~ 
von der Art, daB allemal, wenn die Werte der Parameter p, q, . . . absolut 
genommen die GroBe 15 nicht iiberschreiten, ein und nur ein System von 
GroBen x, y, ... gefunden werden kann, welche jene Gleichungen befriedigen 
und deren absolute Betrage ebenfalls samtlich die GroBe 15 nicht iiber
schrciten: dann sind notwendig die GraBen x, y, ... algcbraische Funktionen 
der Parameter p, q, ... d. h. jede der Funktionen x, y, ... geniigt einer 
algebraischen Gleichung, deren Koeffizienten rational von p, q, ... abhangen. 

Der Beweis bietet keine wesentliche Schwierigkeit; ich gehe jedoch au£ 
denselben hier nicht naher ein. 

Mit Hilfe des eben ausgesprochenen Satzes HWt sich der Beweis fiihren, 
daB die Koordinaten der Beriihrungspunkte U1 , •• • , U11 algebraische Funk
tionen der Koeffizienten der Form F und der Koordinaten der Punkte 
A1 , ••• , An_4 , A sind. In der Tat, wenn man die Bedingungen dafiir aufstellt, 
daB U1 , .. . , U11 die Beriihrungspunkte einer Kurve (n- 2)-ter Ordnung sind, 
welche die Kurve F = 0 in den gegebenen Punkten A1 , •.• , An_4 schneidet 
und in dem gegebenen Punkte A beriihrt, so erhalt man ein System von 
algebraischen Gleichungen; und wenn wir dann die Koeffizienten der Form F 
und die Koordinaten der Punkte A1 , ••• , An_4 , A stetig and ern lassen, so 
entspricht jedem dadurch entstehenden Systeme von Koeffizienten und 
Koordinaten cine bestimmte Funktion e, deren Nullstellen eben jene Be
riihrungspunkte darstellen. Somit sind unter Beriicksichtigung der Satze IV 
und V in Absehnitt 5 alle Bedingungen unseres Hilfssatzes erfullt, und es folgt 
daher a us demselben, daB die Koordinaten der Beriihrungspunkte U1 , ••• , U 11 

algebraischen Gleichungen geniigen, deren Koeffizienten gauze rationale 
Funktionen von den gegebenen GraBen, namlich von den Koordinaten der 
Form Fund den Koordinaten der Punkte A1 , •• . , An_4 , A sind. Wir denken 
uns diese algebraischen Gleichungen aufgestellt und nehmen an, daB die 
Koeffizienten dieser Gleichungen nicht samtlich eine gauze rationale Funktion 
der gegebenen GroBen als gemeinsamen Faktor enthalten. 

Soll nun die Form F die Besonderheit haben, dall die beziigliche Funk
tion e fiir alle Werte von X und fiir alle Werte der Koordinaten von Al' ... ' 
An_4 identisch verschwindet, so gibt es nach dem Satze VI des Abschnittes 5 
in beliebiger Nahe der Punkte U1 , ••• , U 11 noch andere Werte U~, ... , U~, 
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welche jene Gleichungen befricdigen, d. h. jenc Gleichungen haben unendlich 
viele Losungen und daher mii13ten in diesem Faile mindestens in einer jener 
Gleichungen samtliche Koeffizienten verschwinden. Durch Nullsetzen dieser 
samtlichen Koeffizienten entsteht dann ein Gleichungssystem von der Gestalt 

01 = 0' ... ' OM = 0 ' 

wo 01 , ••. , 0 M ganze rationale Funktionen von den Koeffizienten a1 , ..• , aN 

der Form F sind. Diese Funktionen konnen nicht samtlich ein und denselben 
Faktor enthalten, da ja die linken Seiten der obigen Gleichungen sonst eben
falls diesen Faktor enthalten mii13ten, was unserer Festsetzung widerspricht. 
W egen der gefundcnen Eigenschaft dcfinieren diese Gleichungen, wenn wir die 
Koeffizienten a1 , .•. , aN von F als hom ogene Punktkoordinaten in einem 
Raume R von N - 1 Dimensionen deuten, gewisse algebraische Gebilde, 
welche von niedrigerer als von der (N - 2)-ten Dimension sind, und somit hat 
sich ergeben, daD die Funktion e bei beliebiger Wahl der Punkte A1 , ... , 

An_4 , A nur dann identisch verschwinden kann, wenn die Koeffizienten 
a1 , ..• , aN dcr betreffenden Form F im Raume R von N - 1 Dimension en 
einen Punkt darstellen, welcher auf gewisscn algebraischen Gebilden von 
niederer als der (N - 2)-ten Dimension gelegen ist. 

8. 

Wir sind nun in den Stand gesetzt, die am Schlusse des Abschnittes 6 ge
fundenen Resultate auf aile definiten Formen auszudehnen. Zu dcm Zwecke 
beweisen wir zuvor den folgenden Satz: 

Es sei /1 , / 2 , ••• eine unendliche Reihe definiter Form en, von den en jede 
cine Darstellung in der oben gcfundenen Weise gestattet und deren Koeffi
zientcn in der Grenze beziiglich den Koeffizienten einer bestimmten Form F 
gleich sind: drese Form ]I' ist dann ebcnfalls in der fraglichen Weise darstellbar. 

Zum Bcweise setzen wir 
''+ "+ 0 I - 'P.~ 1p; X~ 

• - h. ' (s = 1, 2, ... ) 

und denken uns fiir jedenWert von s den Bruch au£ der rechten Seite so ein
gerichtet, daB der absolut groDte Koeffizient in den Formen q;., 1p., Xs der 
Einheit gleich wird, was sich offenbar stets erreichen laDt, indem wir Zahler 
und Neuner des Bruches durch das Quadrat dieses absolut groDten Koeffi
zienten dividieren. Da nach der Voraussetzung auch die Koeffizienten der 
Formen f. samtlich absolut genommen unter einer gewissen Grenze liegen, 
so gilt das namliche auch von den Koeffizienten h •. Betrachten wir nun die 
unendliche Reihe der Koeffizienten in den Formen q;., 1p8 , x., h., so folgt aus 
einem bekannten Satze, daD sich mindestens ein System von zugehorigen 
Werten finden la13t, in dessen Umgebung sich die Koeffizientenwerte der 
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Formenreihe verdichten. Die aus diesen Verdichtungswerten gebildeten 
Formen bezeichnen wir mit(]), P, X, H. Dann ist es fiir ein belie big klein vor
geschriebenes <5 stets moglich, eine Zahl s zu finden, so daB 

I (j) ·- 'Psi < 0 ' IP - 1Jls [ < 0 ' I X - Xs [ < 0 ' I H - hs I < <5 

ausfallt. Hieraus kann leicht bewiesen werden, daB 

H F = 4)2 + p2 + x2 

ist; ware namlich 
H F _ 4)2 _ p2 _ x2 = L1 , 

wo L1 eine Form ist, welche mindestens einen von 0 verschiedenen Koeffizienten 
hat, so setze man 

H = hs + :rc., F = f. + "s , (]) = rp, + o, , P = 1Jls + e. , X = Xs + YJ,' 

in die letztere Gleichung ein und beachte, daB durch geeignete Wahl von 8 

samtliche Koeffizienten der Formen :rc8 , "" 08 , s,, 'Yls unter jeden noch so 
kleinen Wert herabgedriickt werden konnen. Hiermit a her ware es unvereinbar, 
daB Ll einen von 0 verschiedenen Koeffizienten hat. 

Durch eine leichte "Oberlegung folgt zugleich, daB notwendigerweise, 
wenn fiir jedes 8 die 3 Formen rp" 1p., Xs eine gewisse A.nzahl gemeinsamer 
Nullstellen haben, auch die Grenzformen (]), P, X ebenso viele gemeinsame 
Nullstellen besitzen miissen. 

Der leichteren Darstellung wegen deuten wir im folgenden die N Koeffi
zienten ~, ... , aN der Form F als homogene Punktkoordinaten im Raume R 
von N - 1 Dimensionen und betrachten in diesem Raume zunachst die durch 
die Gleichung D = 0 dargestellte Flache, wo D die Diskriminante der Form F 
bedeutet. Diese Flache ist von der (N - 2)-ten Dimension und teilt den Raum 
in verschiedene Gebiete. Wir denken uns ferner in dem Raume R die durch 
die Gleichungen cl = 0' ... ' c M = 0 dargestellten algebraischen Gebilde 
konstruiert; diesel ben sind den A.usfiihrungen des vorigen A.bschnittes zufolge 
von niederer als von der (N- 2)-ten Dimension. Nunmehr fassen wir ins
besondere diejenigen Punkte des Raumes R ins A.uge, welche den definiten 
Formen entsprechen. Wie leicht einzusehen und auch bereits in meiner oben 
zitierten A.rbeit: ,"Ober die Darstellung definiter Formen als Summe von 
Formenquadraten"1 bewiesen worden ist, konnen zwei definite Formen durch 
stetige Anderung der reellen Koeffizienten ineinander iibergefiihrt werden, ohne 
daB dabei eine Form mit verschwindender Diskriminante passiert wird, 
d. h. die den definiten Formen entsprechenden Punkte des Raumes R erfiillen 
ein einziges zusammenhangendes Gebiet. A.n der Grenze dieses Gebietes liegen 

1 Vgl. Math. Ann. Bd. 32 S. 344; dieser Band Abh. 10, S. 156. 
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solche Punkte, denen definite Formen mit verschwindender Diskriminante 
entsprechen, und auBerdem ragen in jenes Gebiet der definiten Formen noch 
isolierte Gebilde von der (N - 3)-ten und von niederen Dimensionen hinein, 
deren Punkte ebenfalls Formen mit verschwindender Diskriminante darstellen. 
Da die Gebilde 01 = 0, ... , 0 M = 0 ebenfalls hochstens von der (N- 3)-ten 
Dimension sind, so konnen auch diese den Zusammenhang des Gebietes der 
definiten Formen nicht storen, und wenn daher I und F zwei definite Formen 
sind, so ist es stets moglich, durch stetige Anderung der reellen Koeffizienten 
die Form I in die Form F iiberzufiihren, ohne daB dabei ein Punkt der Dis
kriminantenflache D = 0 oder ein Punkt des Gebildes 01 = 0, ... , 0 M · 0 
iiberschritten wird. 

Wir verstehen jetzt unter I die in Abschnitt 4 konstruierte definite Form. 
Da die Beriihrungspunkte U1 , •• • , U'P nicht auf einer Kurve (n- 3)-ter Ord
nung liegen, so verschwindet die Funktion 8 nicht identisch, und der ent
sprechende Punkt im Raume R liegt daher nicht auf jenen Gebilden 
01 = 0, ... , eM= 0, zugleich liegt derselbe auBerhalb der Diskriminanten
flii.che. Nun bezeichne F irgend eine beliebige definite Form, so daB der ent
sprechende Punkt entweder auBerhalb oder auf jenen besonderen Gebilden 
zu liegen kommt. Dann verbinde ich in der eben betrachteten Weise I mit F 
durch einen Weg, auf welchem die Form I stetig in F iibergeht, ohne daB dabei 
ein auf jenen besonderen Gebilden gelegener Punkt passiert wird. 

Wir fiihren nunmehr den Beweis dafiir, daB jedem Punkte dieses Weges 
eine Form entspricht, welche die fragliche Darstellung als Quotient gestattet. 
In der Tat, wenn wir den Weg his zu einem bestimmten Punkte hin durch
laufen und wenn allen his dahin durchlaufenen Punkten Formen entsprechen, 
welche jene Darstellung gestatten, so ist auch fiir die diesem Punkte ent
sprechende Form jene Darstellung moglich, wie aus dem zu Anfang dieses 
Abschnittes bewiesenen Satze folgt. Andererseits ergibt sich aus Abschnitt 6 
die folgende Tatsache: wenn fiir cine Form F, welche einem Punkte des 
konstruierten W eges entspricht, die Darstellbarkeit bereits bewiesen worden ist, 
so laBt sich von diesem Punkte ab auf dem Wege stets ein endliches Stiick 
abgrenzen derart, daB auch alle diesem Wegstiicke entsprechende Formen 
jene Darstellung gestatten, und da die dem Endpunkt des Weges ent
sprechende Form F eine beliebige definite Form ist, so haben wir den folgen
den Sa tz bewiesen: 

Jede beliebige ternare definite Form F von der n-ten Ordnung ist in der 
Gestalt darstellbar 

(])2 + 'f'2 + xz 
F= H ' 

wo if>, P, X Formen mit reellen Koeffizienten von der (n - 2)-ten Ordnung 
sind, und H die (n- 4)-te Ordnung besitzt. 
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9. 

Das eben gewonnene Ergebnis liefert unmittelbar den Beweis fiir den in 
der Einleitung ausgesprochenen Satz; denn die rechter Hand im Nenner des 
Bruches auftretende Form H von der (n - 4)-ten Ordnung ist offenbar ebenfalls 
eine definite Form und gestattet daher wiederum nach eben jenem Satze die 
Darstellung als Bruch, dessen Zahler eine Summe von 3 Formenquadraten 
und dessen Nenner eine definite Form von der (n- 8)-ten Ordnung ist. Durch 
Fortsetzung dieses V erfahrens gelangen wir schlie13lich zu einem Bruche, 
dessen Nenner einc Konstante oder eine quadratische definite Form ist. Da 
letztere ebenfalls einer Summe von Formenquadraten gleich ist, so erhalten 
wir nach Ausfiihrung der Multiplikat ionen eine Darstellung der ursprlinglichen 
Form F als Quotient von Quadratsummen. Wir sprechen den so gewonnenen 
Sa tz wie folgt a us : 

Eine iede terniire definite Form F liifJt sick in der Gestalt 

F 11>~ + 11>~ + . . . + 11>~ 
= (/)~ + (/)~ +--:-:--~- + (/)~ 

darstellen, wo $ 1 , $ 2 , , ••• , (/>P, <p1 , <p2 , ••• , fPe Formen mit reellen Koeffizienten 
sind. 

Konigsb erg in Pr., 18. Fcbruar 1892. 



21. Ein Beitrag zur Theorie des Legendreschen Polynoms. 

(Acta Mathematica Bd. 18, S. 155-159 (1894).} 

Die vorliegende Mitteilung beschaftigt sich mit der Frage nach dem 
kleinsten von 0 verschiedenen W erte, dessen das Integral 

fl 
I= j[f(x )]2 dx ({3 > ~) 

"' 
fahig ist, wenn man fiir /(x) eine gauze rationale Funktion (n - I)-ten Grades 
mit ganzzahligen Koeffizienten wahlt und wenn man unter ~ und fJ gegebene 
Konstanten versteht. Wird 

/(x) = al xn-1 + a2 xn-2 + ... + an 

gesetzt, so geht das Integral in eine definite quadratische Form der n Ver

anderlichen 0-:i' a2' ... ' an iiber: 
i k 

I = j; ct.;k a;ak (i,k = 1, 2, ... , n), 

deren Koeffizienten durch die Formel 

gegeben sind. 
Um eine obere Grenze fiir das Minimum dieser quadratischen Form I zu 

erhalten, bedar£ es der Berechnung ihrer Diskriminante 

lct.u 
D _ ,. Cl.21 ap-

CX1 ~ .. • Cl.tn 

CXn2 • • • Cl.,.n 

Ersetzen wir in dieser Determinante jedes Element durch seinen Integral
ausdruck und verwenden dabei in allen Elementen der ersten Horizontalreihe 
die Integrationsveranderliche x = 4, in den Elementen der 2-ten, . .. , n-ten 

Horizontalreihe beziiglich die Integrationsveranderlichen x = ~ •... , x = xn, 
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so stellt sich die Diskriminante der quadratischen Form I als ein n-faches 
Integral von der folgenden Gestalt dar: 

p p i<k 

Dap = J · · · J xf-1 x~-2 • • • x~ IJ(x;- xk) dx1 • • • dxn. 
"' "' 

Die Vertauschung der n Integrationsveranderlichen x1 , ••• , Xn und die Ad
dition der dadurch entstehenden Gleichungen liefert dann 

p p i<k 

Dap= ~!f· · J Jl(x;-Xk)2 dx1 • • ·dxn 
IX <X 

und wenn wir mittels 
(i = 1, 2, ... , n) 

die neuen Integrationsveranderlichen y1, •.. , Yn einfiihren, so gewinnen wir 
die Formel 

(P- (Lr Dap= -2- D, 

wo zur Abkurzung D = D -I, +l gesetzt ist. 
Beispielsweise folgt fUr ~ = 0, fJ = I 

1 
I I I I 

I I 2 3 4 n 
I 0 

3 
0 5 I I I 1 1 

I 1 2 3 4 5 n+1 
D= 2n 0 3 0 -.s- 0 = 2n2 I I I l 1 

I 
0 

I 
0 

1 3 -4 5 6 n+2 
1f 5 7 

1 1 I 1 I ' 
n n+l n-+-2 n+3 ... 2n--11 

Um nun D zu berechnen, entwickeln wir die ganze rationale Funktion f(x) 
m eine nach Legendreschen PoJynomen X."' fortschreitende Reihe. Wegen 

xm = CmXm + c'mXm-1 + ... + ci:;'' Xo' 
wo 

m• c - --------· -----
m- 1· 3 · 5 • • • (2m-- I) 

ist, erhalten wir 

f(x)=al(cn-1Xn-1 +c~-lXn-2 + · · ·) + a2(cn-2Xn-2 + c~-2Xn-a + · · ·) + · · · 

=c,._lalXn-1 +(c~-1 al +cn-2a2)Xn-2+(c~-lal +cf..-2a2+cn-aaa)Xn-a+ · · · 

und mit Hilfe der Formeln 

+1 2 

f x;_ dx = 2m +T • 
-1 

(m + k) 
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folgt somit 

+1 2 2 2 
[IJ.x~-1= J f2(x)dx= .. --bi+2n-3b~+2--n 5b~+· . . , 

#=+ 1 _ 1 2n- 1 

wo 
b1 = c,._l~• 

b2 = c~-1 al + Cn-2 a2' 

b3 = c~_1 a1 + c~_2 a2 -+ c,._3 a3 , 

gesetzt ist. Auf Grund dieser Darstellung als Summe von Quadraten linearer 
Formen gewinnt man fiir die Diskriminante D den Wert 

2" 
D = 1 .-:f:-5.- . :(2n---=-1) (co 01 • • • 0n-1)2 

= 2"• .. {~-~==-_?_•-2 --~~ 2Y(n_=--~)_l_}~ 
pn-122n-2 ... (2 n- 2)2 (2 n- 1)1' 

und hierin ist die rechte Seite genau identisch mit ~· , wo L1 denjenigen Wert 

bedeutet, welchen ich in meiner Abhandlung: Uber die Diskriminan;te der im 
Endlichen abbrechenden hypergeometrischen Reihe1 fiir die Diskriminante des 
einer gewissen linearen Transformation unterworfenen Legendreschen Poly
noms n-ten Grades erhalten habe. Unter Beriicksichtigung der oben fiir D 
aufgestellten Forme! folgt hieraus das Resultat: 

1 

Die Diskriminante der quadratischen Form J /2(x)dx hat den Wert 
0 

1 
I I I 
2 3 n 
I I I 

2 "if 4 n+I 

I I 1 I 
{I n-1 2n-2 . . . (n - 2)2 (n- 1)1}4 

}2n:.:.122n-2, · · (2n- 2)2(2n --1)1 ·a 4 5 n+2 

i. 
j_!_ I 1 I 

n n+-i n+ 2 2n---I 

und stimmt genau uberein mit dem reziproken W e1t der Diskriminante derGleichung 
n-ten Grades 

~n + ( 7 r ~n-1 + ( ~ r ~n-2 + . . . + 1 = 0 ' 

deren Zinke Seite sick durch eine lineare 1'ransformation der V eriinderlichen ~ 
in das Legendresche Polynom X,. Uberfuhren liif3t. 

1 Crelles J. Bd. I03 S. 342; siehe auch diesen Band Abh. 8, S. 145. 
Hilbert, Gesammeltc Abhandlungen. Bd. II. 24 
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Wir kehren zu der urspriinglich gestellten Frage zuriick. Die Anwendung 
der Stirlingschen Formel liefert, wenn N eine positive Zahl bedeutet, die 
Gleichung 

N ll + (N- 1) l2 + · · · + 2l(N- 1) + ll N = ~ N2 l N- ~ N2 (1 +eN), 

wo e,. eine mit wachsendem N verschwindende Zahl bedeutet. Mit Hilfe dieser 
Formel findet man Ieicht 

lD = (1 + e~)l(2-'l"), 
wo e~ mit wachsendem n verschwindet, d. h. 

D = 'YJn 2-n• 
und folglich 

({J- rx.)"" Dap= 'YJn -4- ' 

wo 'YJn mit wachsendem n sich der Einheit nahert. 
Nun ist es, einem Satze von H. Ml:NKOWSKI1 zufolge, stets moglich, in 

einer definiten quadratischen Form die n Veranderlichen derart als ganze 
Zahlen zu bestimmen, da.B der Wert der quadratischen Form kleiner ausfallt 
als das n-fache der n-ten Wurzel aus ihrer Diskriminante. Wird daher die 
positive Differenz fJ - ex kleiner als 4 angenommen, so folgt, dal3 es stets mog
lich ist, eine ganze rationale Funktion f(x) mit ganzzahligen Koeffizienten 

fl 
zu bestimmen, fiir welche der Wert des Integrals I= J f(x)dx kleiner aus-

"' 
fallt als n'Yj~ (I fJ ~ ~ r. Da aber 'YJ~ = Yn~ mit wachsendem n sich eben-

falls der Einheit nahert, so erhalten wir das Resultat: 
p 

Das Integral J f(x)dx kann einen beliebig kleinen positiven Wert erhalten, 

"' wenn. man die ganze ganzzahlige Funktion /(x) geeignet wiihlt, vorausgesetzt, 
daP das I ntegrationsintervall ex bis fJ kleiner als 4 ist. 

Konigsberg i. Pr., 13. Marz 1893. 

1 Crelles J. Bd. 107 S. 291. 



22. Zur Theorie der aus n Haupteinheiten gebihleten 
komplexen Gro6en. 

[Nachrichten der Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen 1896. S. 179-183.] 

Im AnschluB an die in diesen Nachrichten vom Jahre 1884 veroffent
lichten Untersuchungen von K. WEIERSTRASS tiber komplexe Zahlensysteme 
hat R. DEDEKIND in diesen Nachrichten vom Jahre 1885 einen Satz auf
gestellt und bewiesen, dessen wesentlicher Inhalt sich wie folgt aussprechen 
IaBt: 

Man denke sich 11_, ••• , en als n komplexe Haupteinheiten eines Zahlen
gebietes A, und es sei die lineare V erbindung 

IX = IX1 e1 + · · · + IX,. en 

mit beliebigen reellen oder imaginaren Koeffizienten 1X1 , ••• , 1Xn der allgemeinste 
eindeutige Ausdruck einer Zahl jenes komplexen Zahlengebietes A. Das Pro
dukt zweier Haupteinheiten sei durch die Formeln 

(i,k,=1,2, ... ,n) (I) 

definiert, wo eiik), •.• , e~k) gewohnliche reelle oder imaginare Zahlen bedeuten. 
Fiir die Zahlen IX des komplexen Gebietes .A. sollen die gewohnlichen Gesetze 
der Addition und Multiplikation, namlich das assoziative, das kommutative 
und das distributive Gesetz Giiltigkeit haben, woraus unmittelbar fiir die 
Konstanten eiikl, ... , e~k) die Bedingungen 

e~ikl = s~kil' l 
..2 eiils> B~k> = ..2 e~ka> e~» 
(s) (s) 

(i, k, s, t, r = 1, 2, •.. , n) 

folgen. Dementsprechend geschehe das Rechnen mit den Zahlen IX des kom
plexen Gebietes A so, als wiiren e1 , .•. , en unbestimmte Parameter, deren 
Produkte und Potenzen man vermoge der Gleichungen (1) stets auf lineare 
Kombinationen dieser Parameter e1 , ... , en zuriickzufiihren habe. 

Soli dann noch fiir das komplexe Zahlengebiet A der Umstand zutreffen, 
daB das Quadrat einer Zahl IX des komplexen Gebietes nur dann verschwinden 
kann, wenn die Zahl ot selbst verschwindet, so ist es stets moglich, an Stelle 

24* 
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der Haupteinheiten ~ •... ,en gewisse lineare Kombinationen ~ •... , e~ der
selben mit nicht verschwindender Determinante als neue Haupteinheiten 
einzufiihren, fiir welche die einfachen Multiplikationsregeln 

e~2 =ei, } 
e~ el. = 0 (i + k) 

(i,k=l, ..• ,n) (2) 

gelten und durch welche offenbar wird, daB jede Rechnung in dem komplexen 
Zahlengebiete A auf n parallellaufende Rechnungen im Gebiete der gewohn
lichen reellen oder imaginaren Zahlen hinauskommt. 

Die diesem Satze von R. DEDEKIND zugrunde liegende rein algebraische 
Tatsache ist vor kurzem von G. FROBENius in den Berliner Sitzungsberichten 
auf neue und einfachere Art bewiesen und verallgemeinert worden. Die nach
folgenden Zeilen sollen zeigen, wie der Dedekindsche Satz ohne rechnerische 
Hilfsmittel aus einem allgemeinen Theoreme flieBt, welches ich in meinen 
Untersuchungen iiber die Theorie der algebraischen Invarianten benutzt 
habe und welches wie folgt lautet: 

Es seien m ganze rationale homogene Funktionen ft, .. . , fm der n Ver
anderlichen X:J., ••• , Xn vorgelegt, und ferner sei F eine ganze rationale Funk
tion der namlichen Veranderlichen X:t' .•. ' Xn von der Beschaffenheit, daB sie 
fiir alle diejenigen W ertsysteme dieser Veranderlichen verschwindet, fiir 
welche die vorgelegten m Funktionen fv ... , f m samtlich zugleich verschwin
den: dann ist es stets moglich, eine ganze Zahl h zu bestinunen derart, daB die 
h-te Potenz der Funktion F dargestellt werden kann in der Gestalt 

FA= A1/1 + • · · + Amfm, 

wo A1 , ••. , Am geeignet gewahlte ganze rationale Funktionen der Verander
lichen x1 , ••• , Xn sind. 

Dieses Theorem habe ich fiir den Fall, daB es sich urn hom ogene Funktionen 
handelt, in den Mathematischen Annalen Bd. 42 S. 320 his 325 ausgesprochen 
und bewiesen1• Im vorliegenden allgemeineren Falle inhomogener Funktionen 
braucht man nur eine (n + 1)-te homogenmachende Veranderliche einzufiigen 
und zugleich noch die Funktion F mit einer Potenz dieser neuen V erander
lichen zu multiplizieren; wendet man dann das von mir bewiesene Theorem 
fiir homogene Funktionen an, so ergibt sich unmittelbar auch die Giiltigkeit 
desselben fiir den allgemeineren Fall. 

Wir beweisen zunachst die Tatsache, daB die Gleichungen (1), wenn wir 
darin ~, ... , en als unbekannte GroBen auffassen, auBer dem Losungssystem 
ct = 0, ... , en = 0 noch genau n weitere Losungssysteme 

(k=l,2, ... ,n) (3) 

1 Dieser Band .Abh. 16, S. 293---299. Vgl. auch meine Note ,Vber die Theorie der 
algebraischen lnvarianten" in Nachr. Ges. Wiss. Gottingen 1891. 
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besitzen und daB die n-reihige .Determinante E aus den letzteren n Losungs
systemen von 0 verschieden ist. 

In der Tat: es kann die Anzahl solcher Losungssysteme ~ = e;, ... , e .. = e: 
der Gleichungen (1) nicht grof3er als n sein. Denn verstehen wir unter ut, ... , u .. 
Unbestimmte und setzen 

so wird unter Anwendung der Gleichungen (1) 

~e~ . :n~f ~ ..... -: ~ln.e:i.' I 
ue~ = lnlet + ... + z .... e!' 

(4) 

wo lr1 , ••. , lnn lineare Funktionen von ut, ... , u,. sind, deren Koeffizienten 
in Ieicht anzugebender Weise sich aus eiik>, ... , e~k) zusammensetzen. Die 
Elimination von e; , . . . , e: a us ( 4) liefert 

ln- u, • .. , lln 
.....• =0, 

lnl' ... , z .. n- u 

und da dies eine Gleichung n-ten Grades in u darstellt, so gibt es hochstens n 
verschiedene Ausdriicke fiir u. 

Andererseits besitzen die Gleichungen (1) keinesfalls insgesamt weniger 
als n Losungssysteme und auch keinesfalls nur solche n Losungssysteme, fUr 
welche die zugehorige n-reihige Determinante E verschwindet, wobei stets 
von dem Losungssystem ct = 0, ... , en = 0 abgesehen wird. Denn ware dies 
der Fall, so lief3e sich offenbar eine lineare hom ogene Funktion von e1 , ••• , e .. 
von der Gestalt 

mit reellen oder imaginaren, nicht samtlich verschwindenden Koeffizienten 
oc1 , ••• , ex" ermitteln, welche flir aile gemeinsamen Nullstellen der n 2 Funk
tionen 

seiher verschwindet, und es mliBte daher nach dem eben ausgesprochenen 
Theorem einen Exponenten h geben derart, daB fiir die h-te Potenz der linearen 
Funktion oc identisch in ~, ... , e .. eine Gleichung von der Gestalt 

(5) 

gilt, wo A11 , A12 , ..• , Ann geeignete ganze rationale Funktionen von~ •... , e .. 

sind. Fassen wir nun oc als Zahl des komplexen Gebietes A auf, so wird infolge 
der Identitat (5) notwendig och = 0, und wenn etwa 2" eine tiber h hinaus
liegende Potenz von 2 ist, so wird offenbar auch oc2 ~ = 0 sein. Der Umstand, 
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daB im Zahlengebiet A jede Zahl verschwinden muB, deren Quadrat ver
schwindct, bedingt nun der Reihe nach die Gleichungen 

d. h. es muBte 

sein, was der Bestimmungsweise der Koeffizienten rx1 , ... , ex, widerspricht. 
Damit ist der Nachweis dafiir erbracht, daB die Gleichungen (1) auBer dem 
Losungssystem e1 = 0, ... , en= 0 genau n Losungssysteme (3) besitzen und 
daB die Determinante E dieser n Losungssysteme von 0 verschieden ist. 

Wir setzen nunmehr 

(k=l,2, ... ,n), 

wo Elk), ... , Elf:l die U nterdeterminanten von E bezuglich fur die Ele-
mente eik), ... , ef:l bedeuten. Dann sind e'1 , ... , e~ solche n lineare hom ogene 

Funktionen von ct, ... , e, mit der Determinante ~ , welche fiir die n Losungs

systeme (3) bezuglich die n Wertsysteme 

e~ = 1' e~ = 0, ., e~ = 0, 

e~ = 0, e; = 1, ., e~ = 0, 
(6) . . . . 

e~ = 0, e~ = 0, ., e' = .. 1 

annehmen. Setzen wir daher die Multiplikationsregeln fur die neuen Haupt
einheiten e~, ... , e~ in der Gestalt 

(i, k = 1, 2, ... , n) 

an, so mussen dieselben, als Gleichungen aufgefaBt, die n Losungssysteme (6) 
zulassen, und hieraus ergibt sich sofort ihre Ubereinstimmung mit (2). Damit 
ist der Beweis des Dedekindschen Satzes erbracht. 

Um die in der genannten Abhandlung von R. DEDEKIND aufgestellten 
Behauptungen in allen Teilen zu beweisen, ist die Betrachtung der Deter
minante 

Ll= 
Lin, · · ·' Llln i 
•.•••• i 

Ll,l, ... , Ll,,! 
notig, worin 

Lli k = 2} e~rs) e~ikl 
(r,s) 

gesetzt ist. Mit Benutzung der neu eingefuhrten Haupteinheiten e~, ... , e~ 
kann man leicht einsehen, daB die Determinante Ll von 0 verschiedcn ist. 
Lii.Bt man jedoch fiir das Zahlensystem die oben gestellte Forderung fallen, 
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wonach das Quadrat jeder von 0 verschiedenen komplexen Zahl ebenfalls 
von 0 verschieden ist, und flihrt eine solche Zahl, deren Quadrat verschwindet, 
zugleich mit geeignet gewahlten n - 1 weiteren Zahlen als neue Haupt
einheiten ein, so erkennt man sofort, daB die Determinante Ll verschwindet. 
Die Forderung, daB Ll von 0 verschieden bleibt, ist daher mit der in Rede 
stehenden Forderung fiir das System der komplexen Zahlen gleichbedeutend. 

Wenn eine ganze rationale Funktion F von t1_, ••• , en ohne konstantes 
Glied, als komplexe Zahl aufgefaBt, verschwinden soU, so ist dazu notwendig 
und hinreichend, daB die Funktion numerisch verschwindet, wenn man in ihr 
jedes der n Losungssysteme (3) fiir t1_, ••• , en einsetzt. In der Tat ist diese 
Bedingung offenbar notwendig; sie ist aber auch zugleich hinreichend, da ja 
dann nach dem oben ausgesprochenen allgemeinen Theorem jedenfalls eine 
Potenz von F eine Kombination der Ausdriicke Eac sein muB und sich hieraus 
wiederum ergibt, daB F selbst, als komplexe Zahl betrachtet, verschwindet. 

Gottingen, den 3. Juli 1896. 



23. tiber die Theorie der algebraischen Invarianten. 
[Math. papers read at the international Math. Congress Chikago 1893 S. 116-124. 

New York: Macmillan & Co. 1896.] 

Unter den algebraischen Funktionen von mehreren Veriinderlichen 
nehmen die sogenannten algebraischen Invarianten wegen ihrer merkwiirdigen 
Eigenschaften eine ausgezeichnete Stellung ein. Die Theorie dieser Gebilde 
erhob sich, von speziellen Aufgaben ausgehend, rasch zu gro.Ber Allgemein
heit1 - dank vor allem dem Umstande, da13 es gelang, eine Reihe von be
sonderen der Invariantentheorie eigentiimlichen Prozessen zu entdecken, 
deren Anwendung die Aufstellung und Behandlung invarianter Bildungen be
triichtlich erleichterte. Seit dieser Entdeckung ist die mathematische Literatur 
reich an Abhandlungen, welche vorzugsweise die technische V ervollkommnung 
dieser Prozesse und der au£ denselben begriindeten sogenannten symbolischen 
Methoden bezwecken. Ich habe nun in einer Reihe von Abhandlungen2 die 
Invariantentheorie nach neuen, von den genannten Methoden wesentlich 
verschiedenen Prinzipien entwickelt. Das Nachfolgende enthiilt eine kurze 
"Obersicht tiber die hauptsiichlichsten Resultate, zu welchen ich mit Hilfe 
dieser neuen Prinzipien gelangt bin. 

Obwohl die mitzuteilenden Prinzipien fiir Grundformen und Grund
formensysteme mit beliebig vielen V eranderlichen und Veranderlichenreihen 
ausreichen, so werde ich doch der Kiirze und des leichteren Verstandnisses 
wegen zunachst nur eine einzige binare Grundform f von der n-ten Ordnung 
mit den Veranderlichen a,_, x2 und mit den Koeffizienten a zugrunde legen. 
In dieser Grundform werde 

X1 = 1Xn Y1 + IX12 Y2' 

X2 = IX21 Y1 + cx22 Y2 
( 15 = 1Xn OC22 - IX12 OC21) 

1 Vgl. den umfa.ssenden von FRANZ MEYER im Jber. dtsch. Math.·Ver. Bd. I (1892) 
S. 79 veroffentlichten Bericht ,Uber den gegenwiirtigen Stand der Invariantentheorie". 

2 V gl. die heiden zusammenfassenden Arbeiten des Verfassers ,;tJber die Theorie dor 
algebraisohen Formen", Math. Ann. Bd. 36 S. 473 und ,Uber die vollen Invarianten
systeme", Bd. 42 S. 313, sowie die kiirzeren Mitteilungen ,Zur Theorie der algebraischen 
Gebilde", Nachr. Ges. Wiss. Gottingen 1888 S. 450 (erste Note) und 1889 S. 25 und 
423 (zweite und dritte Note), und ,Uber die Theorie der algebraischen Invarianten", 
Nachr. Gcs. Wiss. Gottingen 1891 S. 232 (erste Note) und 1892 S. 6 und 439 (zweite 
und dritte N"ote); siehe auch diesen Band Abh. 16, 19 und 13, 14, 15. 
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eingesetzt; die Koeffizienten b der transformierten Form g sind dann ganze 
rationale Funktionen vom ersten Grade in den a und vom n-ten Grade in den 
a11 , a12 , ~u ~2 • Unter ,Invariante" ohne weiteren Zusatz verstehen wir stets 
eine solche ganze rationale homogene Funktion der Koeffizienten a der Grund
form f, welche sich nur mit einer Potenz der Substitutionsdeterminante t5 
multipliziert, wenn man die Koeffizienten a durch die entsprechenden Koeffi
zienten b der transformierten Grundform g ersetzt. Die wichtigsten bekannten 
Eigenschaften der Invarianten sind: 

1. Die Invarianten lassen die linearen Transformationen einer gewissen 
kontinuierlichen Gruppe zu. 

2. Die Invarianten geniigen gewissen partiellen linearen Differential
gleichungen. 

3. Jede algebraische und insbesondere jede rationale Funktion von be
liebig vielen Invarianten, welche in den Koeffizienten a der Grundformen ganz, 
rational und homogen wird, ist wiederum eine Invariante. 

Das System aller Invarianten bildet diesem Satz zufolge einen in sich ab
geschlossenen Bereich von ganzen Funktionen, welcher durch algebraische 
Bildungen nicht mehr erweitert werden kann. 

4. Wenn das Produkt zweier ganzen rationalen Funktionen der Koeffi
zienten a eine Invariante ist, so ist jeder der heiden Faktoren eine In
variante. 

Dieser Satz sagt aus, da13 im Bereiche der Invarianten die gewohn
lichen Teilbarkeitsgesetze giiltig sind, d. h. jede lnvariante Hi13t sich auf 
eine und nur auf eine Weise als Produkt von unzerlegbaren In varian ten 
darstellen. 

5. Wenn man auf irgend eine ganze rationale Funktion der Koeffizienten b 
der transformierten Grundform g den Differentiationsproze13 

i)2 i)2 
{J = ------- - --a IZu 0 ~2 0 OC12 0 IX21 

so oft anwendet, his sich ein von den Substitutionskoef£izienten a freier Aus
druck ergibt, so ist der so entstehende Ausdruck eine lnvariante. 

Von tieferer Bedeutung als diese elementaren Satze ist der Satz iiber die 
Endlichkeitl des Invariantensystems; derselbe lautet: 

1 Fiir binare Grundformen mit einer Veranderlichenreihe ist dieser Endlichkeitssatz 
zuerst von P. GoRDAN mit Hilfe der symbolischen Methode bewiesen worden, vgl. Vor
lesungen tiber Invariantentheorie, Bd. 2 (1885) S. 231. Weitere Beweise vgl. F. MERTENS: 
Crelles ,J. Bd. 100 S. 223, und die Note des Verfassers, Math. Ann. Bd. 33 S. 223 
oder dieser Band Abh. II. - Der oben skizzierte Beweis des Verfassers ist von all
gemeinster GiHtigkeit, vgl. Math. Ann. Bd. 36 S. 521 oder dieser Band Abh. 16, S. 245 
und Nachr. Ges. Wiss. Gi:ittingen Nov. 1888 S. 452 oder dieser Band Abh. 13, S. 178 
und 1892 S. 445. 
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6. Es gibt eine endliche Anzahl von Invarianten ~. i2, .. . , im, durch welche 
sich jede andere I nvariante in ganzer rationaler Weise ausdriicken liifJt. 

Zum Beweis dieses Satzes bedarf es des folgenden Hilfstheorerns1 : 

1st irgend eine nicht abbrechende Reihe von Formen der N Veranderlichen 
~, a2 , .•• , aN vorgelegt, etwa F1 , F2 , F 3 , ••• , so gibt es stets eine Zahl m von 
der Art, da.B eine jede Form jener Reihe sich in die Gestalt 

F = A 1 F 1 + A 2 F 2 + · · · + AmFm 

bringen la13t, WO Av A2, .. . , Am geeignete Formen der namlichen N Ver
anderlichen sind. 

Wenden wir dieses Hilfstheorem auf das System aller Invarianten der 
Grundform I an, so folgt unmittelbar die Existenz einer endlichen Anzahl m 
von Invarianten i.J., i 2 , ••• , im von der Beschaffenheit, da.B eine jede andere 
Invariante i der Grundform I in der Gestalt 

i = A1 i 1 + A 2 i2 + · · · +Am im 

ausgedriickt werden kann, wo Av A2 , ••• , Am gauze homogene Funktionen 
der Koeffizienten a der Grundform I sind. Der .zweite Schritt des Beweises 
besteht nun darin, zu zeigen, da.B in dem Ausdrucke rechter Hand die Funk
tionen .A1 , ~ •••• , Am stets durch Invarianten i~, i;, .. . , i~ ersetzt werden 
konnen, ohne da.B sich dabei der Wert i jenes Ausdrucks andert. Dieser Nach
weis wird gefiihrt, indem man in jene Relation an Stelle der Koeffizienten a 
die Koeffizienten b der transformierten Grundform eintragt und dann den 
Satz 5 anwendet2. 

An den Endlichkeitssatz 6 schlie.Ben sich zunachst zwei weitere Endlich
keitssatze an, deren Beweise ebenfalls auf der Anwendung des obigen Hilfs
theorems beruhen. V erstehen wir in der iiblichen Ausdrucksweise unter einer 
irreduziblen Syzygie eine solche Relation zwischen den In varian ten ~, i 2 , ••• , im, 
deren Iinke Seite nicht durch lineare Kombination von Syzygien niederer Grade·. 
erhalten werden kann, so gilt der Satz: 

7. Es gibt nur eine endliche .Anzahl von irreduziblen Syzygien. 
Als Beispiel diene das voile Invariantensystem von 3 binaren quadra

tischen Grundformen, welches bekanntlich aus 7 Invarianten und 6 Kovarian
ten besteht. Es la.Bt sich zeigen, da.B es fiir dieses Invariantensystem 14 irre
duzible Syzygien gibt, aus denen jede andere Syzygie durch lineare Kom
bination erhalten werden kann. 

1 Neuerdings hat P. GoRDAN dieses Hilfstheorem einer weiteren Behandlung unter
worfen, vgl. Math. Ann. Bd. 42 S. 132. 

2 STORY hat in den Math. Ann. Bd. 41 S. 469 einen DifferentiationsprozeB [ ] an
gegeben, welcher den ProzeB Q zu ersetzen imstande ist; derselbe entsteht durch Ver
aUgemeinerung des in meiner Inauguraldissertation fur binare Formen aufgestellten 
Prozesses ( ], vgl. Math. Ann. Bd. 30 S. 20 oder dieser Band Abh. 4, S. 107. 
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Zwischen den Syzygien ihrerseits bestehen gleichfalls im allgemeinen 
lineare Relationen, sogenannte Syzygien zweiter Art, deren Koeffizienten 
Invarianten sind und welche wiederum selber durch lineare Relationen, soge
nannte Syzygien dritter Art, verbunden sind. Von dem hierdurch eingeleiteten 
Verfahren gilt der Satz: 

8. Die Systeme der irreduziblen Syzygien erster Art, zweiter Art, usl. 
bilden eine Kette, welche stets im Endlichen abbricht, und zwar gibt es keineslalls 
Syzygien von hOherer als der ( m + 1 )-ten Art, wenn m die Zahl der I nvarianten 
bezeichnet. 

Der Endlichkeitssatz 6 bildet den Ausgangspunkt und die Grundlage fiir 
die weiteren Entwicklungen. Die lnvarianten ~' i 2 , ••. , im hei.Ben das voile 
Invariantensystem. Zunachst erkennt man ohne besondere Schwierigkeit die 
folgenden Tatsachen: 

9. Man kann stets eine gewisse Zahl x von Invarianten I 1 , .•• , I, bestimmen, 
zwischen denen keine algebraische Relation stattlindet und durch welche jede 
andere I nvariante i ganz und algebraisch ausgedriickt werden kann, d. h. so dafJ i 
einer Gleichung von der Gestalt 

ik + G1 ik-1 + · · · + Gk = 0 

geniigt, wo G11 ••• , Gk ganze und rationale Funktionen von I 11 ••• , I"' sind. 
Man kann Ierner zu diesen Invarianten I 1 , ..• , I, stets eine Invariante I hin
zuliigen, derart, dafJ eine jede andere I nvariante i der Grundlorm I sick rational 
durch die I nvarianten I, I 1 , ... , I" ausdrucken liiftt. 

Will man umgekehrt aus den Invarianten I, I 1 , ... , I" wieder das voile 
Invariantensystem ~' ... , im zuriickgewinnen, so hat man nur notig, alle 
Funktionen aufzustellen, welche rational durch I, I 1 , •.• , I" und ganz und 
algebraisch durch I 1 , •.• , I" ausdriickbar sind, und dies ist eine bekannte 
elementare Aufgabe aus der arithmetischen Theorie der algebraischen Funk
tionen. 

Fiir den vorliegenden Fall einer einzigen binaren Grundform hat die 
Zahl x den Wert n- 2. 

In Ubereinstimmung mit dem Gesagten besteht das voile Invarianten
system einer binaren Form 5-ter Ordnung aus den 3 geraden Invarian
ten A, B, 0 von den Graden beziiglich 4, 8, 12 und der schiefen Invariante R, 
und da R2 eine gauze rationale Funktion von A, B, 0 ist, so sind aile lnvarian
ten der Grundform ganz und algebraisch durch A, B, 0 ausdriick;bar. In glei
cher Weise erkennt man, daB aile Invarianten einer binaren Form 6-ter Ord
nung durch die 4 geraden In varian ten A, B, 0, D von den Graden beziig
lich 2, 4, 6, 10 ganz und algebraisch ausdriickbar sind. 

Die Zahl k, welche den Grad der Gleichung fiir eine beliebige Invariante i 
angibt, laBt sich fiir den vorliegenden Fall einer binaren Form n-ter Ordnung 
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allgemein bestimmen. Es ist namlich, wenn man mit N das Produkt der 
Grade der x = n - 2 Invarianten I 1 , ..• , I" bezeichnet 

k 1 1 ~ . ( n) (n ·)"-s 
N=-4n!_L,(-1)' i 2-t ( . n -1) t=0,1,2, ... , - 2-

beziiglich 

k 1 1 2i (n) (n ·)"-s ~ - =---- (-1)i. --t 
.\' 2 n! t \2 

je nachdem n ungerade oder gerade ist. Diese Formelliefert in der Tat fiir n = 5 
und n = 6 den Wert k = 2. 

Die Zahl k bedeutet zugleich im allgemeinen die Zahl der durch lineare 
Transformation nicht auseinander hervorgehenden Grundformen, deren 
Invarianten I 1 , ... , I, gleich gegebenen Gro.13en sind. 

Da eine jede Invariante i einer Gleichung von der Gestalt 

ik + G1 ik-t + ... + G~c == 0 

geniigt, so folgt uninittelbar die weitere Tatsache: W enn man den Koeffi
zienten der Grundform I solche besonderen Werte erteilt, da.l3 die u Invarian
ten I 1 , ••• , I, gleich Null werden, so verschwinden zugleich auch samtliche 
iibrige Invarianten der Grundform. Es ist nun von gro.l3ter Bedeutung fiir die 
ganze Theorie, da.l3 die in diesem Satze ausgesprochene Eigenschaft des 
Invariantensystems I1 , ... , I" auch umgekehrt die urspriingliche diese 
Invarianten definierende Eigenschaft bedingt, wie der folgende Satz 
lehrt: 

10. Wenn irgend p, Invarianten I1 , •• • , I~, die Eigenschalt besitzen, dafJ das 
Verschwinden derselhen stets notwendig das V erschwinden aller ubrigen In
varianten der Grundlorm zur Folge hat, so sind alle I nvarianten ganze algebraische 
Funktionen 1'ener p, Invarianten I 1 , . . • , I~,· 

Der Beweis dieses Satzes verursacht erhebliche Schwierigkeiten. Die 
Zahl p, ist notwendig > x. Urn die Fruchtbarkeit des Satzes zu erschOpfen, 
bedarf es der Kenntnis der Bedingungen, welche erfiillt sein miissen, damit 
die Invarianten der Grundform samtlich 0 sind. Wir nehmen die Grundform 
mit bestimmten numerischen Koeffizienten an. Die Frage, ob diese Grund
form eine Invariante besitzt, welche von 0 verschieden ist, wird dann durch 
den folgencl,en Satz beantwortet : 

11. Eine Grundlorm I mit bestimmten numerischen Koelfizienten a besitzt 
dann und nur dann eine von 0 verschiedene I nvariante, wenn die Substitutions
determinante ~ eine ganze algebraische Funktion der Koelfizienten b der linear 
transformierten Form g ist. 

Fiir den vorliegenden Fall der binaren Grundform gelangt man ohne be-
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merkenswerte Schwierigkeit zu der weiteren Tatsache: Wenn alle Invarianten 
einer binaren Grundform von der Ordnung n = 2h + 1 beziiglich n = 2h 
gleich Null sind, so besitzt die Grundform einen (h + 1 )-fachen Linearfaktor und 
umgekehrt, wenn diesel be einen (h + 1 )-fachen Linearfaktor besitzt, so sind 
samtliche Invarianten gleich Null. Beispielsweise hat, wie man Ieicht erkennt, 
das gleichzeitige Verschwinden der 3 Invarianten A, B, 0 einer binaren 
Grundform f 5-ter Ordnung notwendig das Auftreten cines 3-fachen Linear
faktors in f zur Folge und daher wegen der eben angefiihrten Tatsache zugleich 
auch das Verschwinden aller Invarianten von f. Folglich miissen nach Satz 10 
alle Invarianten von f ganze algebraische Funktionen von A, B, 0 sein, und 
in der Tat enthalt das volle Invariantensystem nur noch eine weitere Inva
riante, namlich die schiefe Invariante R, deren Quadrat bekanntlich eine 
ganze rationale Funktion von A, B, 0 ist. Was die binare Form f 6-ter Ord
nu.ng betrifft, so hat das gleichzeitige Verschwinden der 4 Invarian
ten A, B, 0, D notwendig das Auftreten cines 4-fachen Linearfaktors in f 
zur Folge, und dieser Umstand bedingt wiederum das Verschwinden aller 
Invarianten. Folglich miissen nach Satz 10 alle Invarianten von f ganz 
und algebraisch durch A, B, 0, D ausdriickbar sein, und in der Tat ist die 
allein iibrige schiefe Invariante R gleich der Quadratwurzel aus einer ganzen 
Funktion von A, B, 0, D. 

Auch erkennt man zugleich fur den Fall der binaren Grundform, dai3 es 
lediglich geeigneter Resultantenbildungen bedarf, urn ein solches System 
/ 1 , .•• , I,, von Invarianten aufzustellen, deren Verschwinden das Verschwinden 
aller Invarianten bedingt. 

Urn jedoch zu einer allgemein giiltigen, tiber den besonderen vorliegenden 
Fall der binaren Grundform hinausreichenden Theorie zu gelangen, bedarf 
es der Einfiihrung der Begriffe ,N ullform" und ,kanonische N ullform". Eine 
Grundform wird eine Nullform genannt, wenn ihre Koeffizienten solche be
sonderen numerischen W erte besitzen, dai3 aile Invarianten fur diesel be gleich 
Null sind. Was die Definition der kanonischen Nullform betrifft, so heii3t eine 
binare Grundform- von der Ordnung n = 2 h + 1 beziiglich n = 2h eine 
kanonische Nullform, wenn die Koeffizienten a0, ~ •••. , ah samtlich gleich 
Null sind. Eine ternare Form 

nh n2 , n3 

f = _.2 a.,,1n. ns X~1 x~• x~• 

von der Ordnung n wird cine kanonische Nullform genannt, wenn sich 
3 ganze Zahlen x1 , x2 , x3 , deren Summe negativ ist, finden lassen von 
der Art, da.B jeder Koeffizient an, nz ns den Wert 0 hat, fur welchen die Zahl 
4 ~ + x2~ + x3 n3 negativ ausfallt, wahrend die iibrigen Koeffizienten be
liebige numerische Werte besitzen. Man erhalt die folgende Tabelle der 
ternaren kanonischen Nullformen his zur 6-ten Ordnung, worin a cine will-
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kiirliche Gro13e und (xy). den allgemeinen homogenen Ausdruck s-ten Grades 
in x, y bezeichnet. 

n = 2. (1) ax+ x (xy)1 , 

(2) (x Y)2. 

n=3. ay2 +(xy)3 • 

n=4. (1) (xy)3 +{xy)4 , 

(2) x{ax + x(xy)r + (xy)a}. 

n=5. (1) ax3 +(xy)4 +(xy)5 , 

(2) x{x(xy)1 + x(xy)2 + (xy)4}, 

(3) x2 {a + (xy) 1 + (xy) 2 + (xy)3}. 

n = 6. (1) x3 (xy)r + (xy)5 + (xy) 6 , 

(2) x{ax2 + x2(xyh + x(xy)3 + (xy)s}. 

Wahrend somit die Aufstellung der kanonischen Nullformen eine leichte Auf
gabe ist, bietet es ganz erhebliche prinzipielle Schwierigkeiten, den Nachweis 
zu :fiihren, da13 mit den kanonischen Nullformen im wesentlichen, d. h. abgesehen 
von linearen Transformationen mit willkiirlichen Substitutionskoeffizienten 
zugleich samtliche Nullformen gegeben sind. Es gilt namlich der Satz: 

12. Eine jede Nullform kann mittels einer geeigneten linearen Substitution 
von der Determinante 1 in eine kanonische Nullform transformiert werden. 

Durch diesen Satz ist man imstande, auch £iir Grundformen von hoherer 
Ordnung und mit mehreren V eranderlichen Ieicht zu entscheiden, ob ein 
vorgelegtes System von In varian ten I1 , ••• , I" die Eigenschaft besitzt, da13 
durch dieselben aile iibrigen Invarianten der Grundform ganz und algebraisch 
ausdri.ickbar sind; man hat zu dem Zweck nur notig, zu untersuchen, ob das 
Nullsetzen der lnvarianten 11 , •. . , I hinreicht, urn die Grundform als Null-

"' form zu charakterisieren. Unter den mannigfachen sich ankniipfenden Folge-
rungen sei hier nur noch auf einen Satz von prinzipieller Bedeutung hin
gewiesen, welcher fiir den Fall einer ternaren Grundform wie folgt lautet: 

Samtliche lnvarianten einer ternaren Grundform n-ter Ordnung lassen 
sich als ganze algebraische Funktionen derjenigen Invarianten ausdri.icken, 
deren Gewicht :::;; 9n(3n + 1)8 ist. 

Auf Grund dieses Satzes findet die fundamentale Aufgabe der lnvarianten
theorie ihre Erledigung, namlich die Aufstellung des vollen lnvarianten
systems, vermoge einer endlichen Rechnung; ich spreche diese Tatsache in 
folgendem Satze aus: 

13. Die Au/stellung des vollen Invariantensystems it, ... , i,. erfordert 
lediglich rationale Operationen, deren Anzahl endlich ist und unterhalb einer 
vor der Rechnunq angebbaren Grenze liegt. 
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In der Geschichte einer mathematischen Theorie lassen sich meist 3 Ent
wicklungsperioden leicht und deutlich unterscheiden: Die naive, die formale 
und die kritische. Was die Theorie der algebraischen Invarianten anbetrifft, 
so sind die ersten Begriinder derselben, CAYLEY und SYLVESTER, zugleich 
auch als die Vertreter der naiven Periode anzusehen: an der Aufstellung der 
einfachsten Invariantenbildungen und an den eleganten Anwendungen auf 
die Auflosung der Gleichungen der ersten 4 Grade hatten sie die unmittelbare 
Freude der ersten Entdeckung. Die Erlinder und Vervollkommner der sym
bolischen Rechnung CLEBSOH und GoRDAN sind die V ertreter der zweiten 
Periode, wahrend die kritische Periode in den oben genannten Satzen 6 his 13 
ihren Ausdruck findet. 

Ostseebad Cranz, 9. Juni 1893. 



24. Dber diophantische Gleichungen. 
[Nachrichten der Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen 1897. S. 48-54.) 

Die Diskriminante D der Gleichung n-ten Grades in t 

x0 tn + X1 tn-1 + • • • + Xn = 0 (1) 

mit den unbestimmten Koeffizienten x0 , :11., ••• , Xn und den Wurzeln ~, ... , tn 
wird durch den Ausdruck 

D = x~"- 2 II<i,kl (t;- tk)2 (i= 1, 2, ... , n; k = i+ 1, i+ 2, ... , n) 

definiert; die Diskriminante D 1st eine ganze rationale Funktion vom Grade 
2 n- 2 in den Unbestimmten x0 , :!1_, ••• , Xn und mit ganzen rationalen 
Zahlenkoeffizienten. lm folgenden behandeln wir die diophantische Gleichung 

D= ±1. (2) 

I. Die diophantische Gleichung (2) ist stets in rationalen Zahlen x0 , :11., .•• , Xn 

auflOsbar. 
Urn dies einzusehen, setzen wir in der Gleichung (1) xt = 0, x2 = 0, ... , 

Xn_2 = 0; es entsteht dann eine trinomische Gleichung, und wir finden ftir 
die Diskriminante derselben den Wert: 

n(n - 1) 

D = (- 1)_ 2 __ { nn x~-1 x;:--1 + (1- n)n-1 x~-2 x~_t}. 

Der rechts in geschwungener Klammer stehende Ausdruck wird gleich ± 1, 
sobald wir beziiglich 

bei ungeradem n 
n-1 

x0 = (1- n) 2 , 

bei geradem n 
_'! __ 1 

x0 = (1- n)·2 , 

einsetzen. 

-n+1 
x = (1-n)_2_ 

n-1 ' 

_..'!_+1 
Xn-1 = (1 - n) 2 ' 

Von erheblichem Interesse erscheint mir nun die Frage nach den ganzen 
rationalen Losungen der diophantischen Gleichung (2); diese Frage wird durch 
folgenden Satz beantwortet: 
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II. Die diophantische Gleichung (2) ist fur n > 3 in ganzen rationalen 
Zahlen x0 , 4_, ••. , Xn nicht losbar. Die einzigen Gleichungen mit ganzen rationa
len Koelfizienten und mit der Diskriminante ± 1 sind 

die quadratische 
(u t + v) (u' t + v') = 0 

und die kubische 

(ut + v) (u't + v') ([u + u']t + [v + v']) = 0; 

dabei bedeuten u, u', v, v' beliebige ganze rationale Zahlen mit der Bedingung 

u v'- u' v = ± 1. 

Wir beweisen zunachst die folgende Tatsache: 
Es sei eine im Bereich der rationalen Zahlen irreduzible Gleichung n-ten Gra

des in t vorgelegt 

(3) 

deren Koeffizienten a0 , ~ •••. , an ganze rationale Zahlen sind; es sei oc eine 
Wurzel dieser Gleichung und k der durch oc bestimmte Zahlkorper n-ten Grades: 
dann ist die Diskriminante D dieser Gleichung (3) stets eine solche ganze ratio
nale Zahl, welche die Diskriminante d des Korpers k als Faktor enthalt. 

Zum Beweise setzen wir oc = 0(1 so, daB ~, exz ganze Zahlen des Korpers k 
0(2 

sind; wir hezeichnen ferner mit a den groBten gemeinsamen Idealteiler der 
heiden Zahlen oc1 , exz und verstehen unter a1 , ~ solche I deale des Korpers k, daB 

wird. Endlich sei (32 eine durch ~ teilhare ganze Zahl in k von der Art, da.l3 der 

· Quotient h. zu der Diskriminante d des Korpers k prim ausfallt. Das Produkt a a 
a.f32 ist eine ganze Zahl des Korpers k, weil ~/32 durch das Ideal exz =a~ 
teilbar ist; wir setzen {31 = oc/32 und haben dann a. = ;; • Urn den gro.l3ten ge

meinsamen Idealteiler li der heiden ganzen Zahlen {31 , {32 zu bestimmen, be
zeichnen wir die den ganzen Zahlen {31 , {32 entsprechenden Hauptideale des 
Korpers k ebenfalls beziiglich mit /31 , {32 ; wir erhalten dann 

Da a1 , ~ den groBten gemeinsamen Idealteiler 1 haben, so ergibt sich der 
groBte gemeinsame Teiler li der heiden ganzen Zahlen /31 , /32 gleich dem 

Quotient Pa und folglich fallt li zu der Diskriminante d des Korpers k prim a us. a a 
Bezeichnen wir die zu den Zahlen a., /31 , /32 konjugierten Zahlen beziiglich 

"t I (n-1) t:l tl(n- 1). t:l f3(n-1) "bt . h fii" a· D" IDl a. , ••• , Ot , p 1 , • •• , fJl , p 2 , ••• , 2 , SO erg1 SIC r le IS-

H ilbert, Gesammelte Abhandlungeo. Bd. II. 25 
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kriminante D der Gleichung (3) der Wert 

I 1 oc; ••• oc;n-1 2 

D = a~n-2 1 oc' ... oc''fl-1 
. 

1 oc;<n-1) ••• (oc;ln-l))n-1 

und, wenn wir ct.= {31 
{32' 

1 _ /!_{ (n-1) _ fli"-1 ) • 
ct. - {3~ , ••• , oc: - fJ~'-1 > emsetzen, 

a2n-2 B 
D=---o __ 

( n (fJ2 ))2 11-2 ' 

wo n({J2) die Norm der Zahl {J2 in k bedeutet und wo zur Abktirzung 

M.-1 f112 {J2' pn-1 12 
' ... ' 2 \ 

I 
{3' n-1 {J'n-2 {J' {J'n-1 I 

B= 1 ' 1 2' ... ' 2 

({Jin-1))n-1, ((J<n-1))n-2 p<n-1) (p<n-l))n-1 
1 2 > ''' > 2 I 

gesetzt ist. 

(4) 

(5) 

Verstehen wir unter t einen unbestimmten Parameter, so ist das Produkt 

eine ganze rationale Funktion von t mit ganzen rationalen Zahlenkoeffizienten. 
Nach einem zuerst von KRONECKER1 aufgestellten und bewiesenen Satze ist 
der gro13te gemeinsame Teiler dieser ganzen rationalen Koeffizienten gleich 
der Norm n(b) des Ideals b. Es ist fiir unseren Beweis offenbar keine Ein
schrankung, wenn wir annehmen, da13 die Koeffizienten a0 , a1 , ... , a .. in (3) 
den gro13ten gemeinsamen Teiler 1 haben. Unter dieser Voraussetzung ergeben 
unsere Ausfiihrungen die in t identische Relation 

und durch Vergleichung der Koeffizienten von tn erhalten wir somit 

n (fJ2) = ± a0 n (b) . 

Mit Benutzung dieser Gleichung nimmt die Gleichung (4) die Gestalt an 

B 
n = c:n-(t>))2-n=2 • 

Da B, wie man sofort aus (5) sieht, durch die Diskriminante d des Korpers lc 

1 Grundztige einer arithmetischen Theorie der algebraischen GroBen. J. Math. 
Bd. 92 S. I. Vgl. ferner meinen demnachst erscheinenden Bericht fiir die Deutsche 
Mathematiker-Vereinigung ,Die Theorie der algebraischen Zahlkorper" Bd. 4 Satz 20, 
S. 190; siehe auch Ges. .Abh. Bd. 1 S. 80. 
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teilbar ist und da '6 und folglich auch n (b) zu d prim ausfallt, so folgt a us 
dieser Gleichung die Richtigkeit der aufgestellten Behauptung. 

Urn nun den Satz II iiber die diophantische Gleichung (2) zu beweisen, 
wenden wir den Satz von H. MrNxowsxr1 an, demzufolge die Diskriminante 
eines algebraischen Zahlkorpers stets von ± 1 verschieden ist. Mit Riicksicht 
auf die vorhin bewiesene Tatsache mu13 hiernach auch jede im Bereich der 
rationalen Zahlen irreduzible Gleichung (3) eine Diskriminante haben, die 
von ± 1 verschieden ist. Ist andererseits eine reduzible Gleichung mit ganzen 
rationalen Zahlenkoeffizienten vorgelegt, so mu13 ihre Diskriminante einem 
bekannten Satze zufolge durch die Diskriminante eines jeden ganzzahligen 
Faktors ihrer linken Seite teilbar sein. Hieraus folgt, da13 die Diskriminante D 
einer Gleichung jedenfalls nur dann gleich ± 1 sein kann, wenn ihre Iinke 
Seite in lauter lineare Faktoren mit ganzen rationalen Zahlenkoeffizienten 
zerfallt. 

Soli nun die Diskriminante einer Gleichung n-ten Grades 

(u t + v) (u' t + v') · · · (u(n- 1) t + v(n- 1>) = 0, (6) 

worin u, v, u', v', ... , u(n-1>, v(n-1> ganze rationale Zahlen bedeuten, gleich ± 1 

werden, so mu13 notwendig jede der ~-~2-_!2 Determinanten 

u v' - u' v, u v" - - u" v , ... , u(n-2> v<n-1> - u<n-1> v(n-2> (7) 

den Wert ± 1 haben. Setzen wir in (6) 

- v + v't' 
t=----

u- u't' 

und multiplizieren dann mit (u - u' t')", so gehtdie linke Seite der Gleichung(6) 
in eine Gleichung von der namlichen Gestalt (6) iiber; doch ist nunmehr 

u = ± l, v = O, u'=O, v' =±l. 

Da die Ausdriicke (7) den Wert ± 1 haben sollen, so ergibt sich daraus Ieicht, 
da13 der Grad n nur gleich 2 oder gleich 3 sein kann und da13 im letzteren Faile 

u" = ± 1 , v" = ± 1 

sein mu13; damit ist der Satz II vollstandig bewiesen. 
Ich schlie13e hier noch einige allgemeine Bemerkungen iiber diophantische 

Gleichungen an. 
Wenn es sich urn den Nachweis handelt, da13 eine vorgelegte diophantische 

Gleichung in rationalen Zahlen nicht IOsbar ist, so gelingt dieser Nachweis in 
vielen Fallen dadurch, daB man die diophantische Gleichung in eine Kon-

1 Geometrie der Zahlen. S. 130. Leipzig 1896. Vgl. auch meinen oben zitierten 
Bericht, Satz 44. S. 211 oder Ges. Abh. Bd. 1 S. 100. 

25* 
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gruenz umwandelt und dann die Unmoglichkeit einer Losung dieser Kongruenz 
nach einer Primzahl oder Primzahlpotenz feststellt. Fiir den Fall einer quadra
tischen diophantischen Gleichung mit zwei Unbekannten folgt umgekehrt aus 
der Losbarkeit samtlicher aus ihr entspringenden Kongruenzen die Los
barkeit der Gleichung in rationalen Zahlen. Wir konnen namlich auf Grund der 
bekannten Kriterien fiir die Losbarkeit einer quadratischen ternaren dio
phantischen Gleichung den folgenden Satz1 ableiten: 

Wenn m, n beliebige ganze rationale Zahlen bedeuten, so ist die diophan
tische Gleichung 

mx2 + ny2 = 1 

in rationalen Zahlen x, y stets dann losbar, wenn die Kongruenz 

mx2 + ny2 = 1 

nach jeder Primzahl und nach jeder Primzahlpotenz in ganzen rationalen 
Zahlen x, y los bar ist. 

DaB dieser Satz auf diophantische Gleichungen hoheren Grades jedenfalls 
nicht unmittelbar iibertragen werden darf, zeigen die Beispiele 

y2 + 7 (x2 + 1) (x2 - 2)2 (x2 + 2)2 = 0, 

y2- 3 (x2 + 1)2 (x2- 2)2 (x2 + 2)2 (x2 + 7) = 0. 

(8) 

(9) 

Die linken Seiten dieser Gleichungen sind irreduzible Funktionen von x, y. 
Keine der heiden Gleichungen (8), (9) ist in rationalen Zahlen x, y losbar. 
Bedeutet p eine beliebige ungerade Primzahl, so ist jedenfalls eine der drei 
Zahlen -1, +2, -2, quadratischer Rest nach p; bezeichnen wir denselben 
mit r und bedeutet e einen beliebigen ganzzahligen Exponenten, so laBt sich 
offenbar eine ganze rationale Zahl a finden, fiir welche a2 = r nach p• ausfallt, 
und es hat mithin die Kongruenz 

y2 + 7 (x2 + 1) (x2- 2)2 (x2 + 2)2 _ 0, (p•) 

die Losung x = a, y = 0. Ist ferner 2" eine beliebige Potenz von 2, so gibt es, 
wie leicht zu sehen, stets eine ganze rationale Zahl b, so daB b2 + 7 · 24 = 0 
nach 26 wird, und es ist mithin x = 0, y = b eine Losung der Kongruenz 

y2 + 7 (x2 + 1) (x2- 2)2 (x2 + 2)2 == 0, (2•). 

Ahnlich £olgt die Richtigkeit unserer Behauptung fiir die diophantische 
Gleichung (9). 

Das eben besprochene Vorkommnis legt uns die Vermutung nahe, daB es sehr 
wohl ganze rationale Funktionen von t mit ganzen rationalen Zahlenkoeffi
zienten geben konnte, die im Bereich der rational en Zahlen irreduzibel sind und 

1 Vgl. meinen oben zitierten Bericht, Satz 102, S. 299 oder Ges. Abh. Bd. 1 S. 173. 
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trotzdem im Sinne der Kongruenz nach jeder Primzahl und nach jeder Prim
zahlpotenz reduzibel sind. In der Tat stellt beispielsweise das Produkt 

(t + Y5 + r=a~) (t +-v5 ~ v -31) (t + r5 -I-=31) (t +- y5--; l-=31) 
= t4 + 13 t2 + 81 (10) 

eine irreduzible Funktion 4-ten Grades mit ganzen rationalen Koeffizienten 
dar, welche im Sinne der Kongruenz nach jeder Primzahl und nach jeder Prim
zahlpotenz in das Produkt von zwei ganzen Funktionen mit ganzen rationalen 
Zahlenkoeffizienten zerfallt. Der Beweis ergibt sich Ieicht in folgender Weise. 

Die Primzahl 31 ist in dem durch f5 bestimmten quadratischen Korper 

k1 = k ( {5) und die Primzahl 5 ist in dem durch f - 31 bestimmten quadra

tischen Korper k2 = k(f-=31) je in zwei voneinander verschiedene Primideale 
zerlegbar. Ferner ist Ieicht zu sehen, da.B jede von 5 und 31 verschiedene Prim
zahl mindestens in einem der drei quadratischen Korper ~. k2 oder 

lea= k(f- 5--:-31) als Produkt zweier voneinander verschiedener Primideale 
zerlegt werden kann. Es bedeute nun p irgendeine Primzahl und k einen solchen 
.unter den drei quadratischen Korpern ~. ~. k3 , in dem pin zwei voneinander 
verschiedene Primideale tJ, +>' zerfallt; dann wahlen wir in dem Produkt auf 
der linken Seite von (10) zwei Faktoren aus derart, da.B ihr Produkt eine qua
dratische Funktion 

mit ganzen algebraischen, in k gelegenen Koeffizienten wird. Das Produkt der 
heiden iibrigen Faktoren sei 

[2 + r;.' t + {J'; 

hierin sind dann r;.', {J' eben£alls ganze Zahlen ink. Da lJ ein in p nur zur ersten 
Potenz vorkommendes Primideal ersten Grades in k ist, so gibt es, wenn e 
einen beliebigen Exponenten bedeutet, stets vier ganze rationale Zahlen 
a, b, a', b', so da.B r;.- a, {J = b, r;.' _a', {J' = b' nach lJ 8 aus£allt. Daraus £olgt 

(t2 + r;.t + {J} (t2+ r;.'t + {J') == (t2 + at+ b) (t2+ a't + b'), (.)> 8 ) 

und folglich auch 

t4+ 13t2+ 81- (t2+ at+ b) (t2+ a't + b'), (p 8 }. 

Gottingen, den 20. Februar 1897. 



25. fiber die In varian ten eines Systems von beliebig vielen 
Grundformen. 

[Mathern. Abhandlungen HERMANN AMANDUS ScHWARZ zu seinem 50. Doktorjubilaum, 
S. 448-451. Berlin: Julius Springer 1914.] 

Es sei F eine Form mit irgend einer Anzahl von Variablen und irgend einer 
Ordnung; die Anzahl ihrer Koeffizienten sei n. Wir betrachten nun das Grund
formensystem (F), welches aus N solcher Formen F besteht, so da.B samtliche 
Grundformen des Systems (F) dieselben Variablen und die gleiche Ordnung 
besitzen; dabei sei die Anzahl N > n. 

Wir greifen n Formen F1 , ... ; F n a us den Formen (F) hera us und be
zeichnen mit (J) das voile System von ganzen rationalen lnvarianten dieser 
n Formen derart, da.B jede ganze rationale Invariante derselben sich ganz und 
rational durch die Invarianten (J) ausdriicken la.Bt. 

Die erste Frage ist die, ob und auf welche Weise aus den Invarianten (J) 
ein solches System von ganzen rationalen Invarianten des Grundformen
systems (F) abgeleitet werden kann, durch welche sich jede ganze rationale 
Invariante von (F) rational darstellen la.Bt. Diese Frage ist Ieicht folgender
ma.Ben zu beantworten. 

Unter den Invarianten (J) kommt gewi.B die n-reihige aus den n Koeffizien
ten der n Grundformen F1 , ••• , F n zu bildende Determinante Ll vor. Ver
stehen wir nun unter (Ll) das System aller n-reihigen Determinanten, die sich 
iiberhaupt aus den Koeffizienten von irgend n unter den N Formen (F) bilden 
lassen, so ist das aus den Invarianten (J) und (Ll) bestehende System (J, Ll) 
gewi[J ein solches von der verlangten Art. 

Urn dies einzusehen, bedenken wir, da.B fiir jeden Index h > n gewi.B 
eine Relation von der Gestalt 

(1) 

besteht, wo Ll die Determinante der Formen F1 , • . • , F n und Ll1h, ... , Lln11 

gewisse andere Determinanten des Systems (LI ) bedeuten. Indem wir die Koe£
fizienten der entsprechenden Glieder auf heiden Seiten der Forme! (1) einander 



Uber die Invarianten eines Systems von beliebig vielen Grundformen. 391 

gleichsetzen, erhalten wir Gleichungen von der Gestalt 

A A<k> + A A<k> + + A A Ck) AJ.k> = '-'lh _ _! _______ "'_2A _9L1 • • • ":'nh " (h > n, k = 1, 2, ... , n)' (2) 

wo A~k> die Koeffizienten der Grundformen (F) bedeuten. 
Ist nunS irgend eine ganze rationale Invariante des Grundformensystems (F) 

und setzen wir darin fiir die Koeffizienten der Formen F n+l, •.. , F N die Aus
driicke (2) ein, so erhalten wir fiir S einen Bruch, dessen Neuner eine Potenz 
von Ll ist und dessen Zahler ganz und rational von Ll 1 h, ••• , Llnh abhangt, 
wobei die Koeffizienten ganze rationale In varian ten der n Form en F1 , ... , F n 

sind und als solche sich ganz und rational durch die In varian ten des Invarian
tensystems (J) darstellen lassen. Damit ist unsere Behauptung bewiesen. 

Wir fragen zweitens, ob und auf welche Weise a us den In varian ten ( J) ein 
solches System von ganzen rationalen In varian ten des Grundformensystems (F) 

abgeleitet werden kann, durch welche sich jede ganze rationale Invariante 
von (F) ganz und algebraisch darstellen la13t. Diese Frage laBt sich ebenfalls 
Ieicht beantworten, wenn man sich eines gewissen tie£ liegenden allgemeinen 
Theorems1 iiber die ganze algebraische Darstellung von Invarianten bedient. 
Dieses Theorem lautet: 

Wenn irgend eine gewisse Anzahl von Invarianten die Eigenschaft be
sitzen, daB das Verschwinden derselben stets notwendig das Verschwinden 
aller iibrigen Invarianten des Grundformensystems zur Folge hat, so sind aile 
Invarianten ganze algebraische Funktionen jener Invarianten. 

Ich bilde nun aus den Invarianten (J) aile diejenigen Invarianten (V J), 
die entstehen, wenn wir statt der Koeffizienten der Formen F1 , ••• , F n irgend
wie die entsprechenden Koeffizienten der Formen F n+I, ... , F N einfiihren, 
so daB das aus (J) und (V J) zusammengesetzte Invariantensystem (J, V J) aile 
diejenigen ganzen rationalen Invarianten des Grundformensystems (F) ent
halt, in denen jedesmal nur die Koeffizienten von irgend n oder weniger Grund
formen vorkommen; alsdann stelle ich den folgenden Satz auf: 

Jede ganze rationale lnvariante unseres Grundformensystems (F) von N For
men ist eine ganze algebraische Funktion der lnvarianten (J, V J). 

Urn die Richtigkeit dieses Satzes einzusehen, bedar£ es nur der Erkenntnis, 
daB den Invarianten (J, V J) die in obigem Theorem genannte Eigenschaft 
fiir das aus den N Formen bestehende Grundformensystem (F) zukommt. 
Diese Erkenntnis gewinnen wir Ieicht durch folgende "Oberlegung, bei der wir 
der Kiirze wegen N = n + 1 nehmen. Es seien _Flj_, Fg , ... , F~+l Formen 
unseres Grundformensystems mit spezieilen numerischen Koeffizienten von 
solcher Art, daB fiir sie samtliche Invarianten (J, V J) verschwinden. Nun 

1 Vgl. meine Abhandlung: Vber die vollen lnvariantensysteme § 4. Math. Ann. :Bd. 42 
S. 326, oder dieser Band Abh. 19. S. 299. 
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gibt es gewi./3 numerische Werte oc1, ••. , ocn+l, die nicht samtlich Null sind und 
fiir welche identisch in allen V ariablen der Formen 

oc1 F1 + oc2 F2 -1- • · • + oc11+1 F,.+l = 0 

ausfallt; indem wir etwa oc,. =I= 0 annehmen, finden wir aus (3) 

F IX1 F IX~&-1 F IXIi+l F 1Xn+1 F 
h = - - 1- ..• - - 11-1- - lt+l- ... -- fl+l' 

~ ~ ~ ~ 

(3) 

(4) 

Es sei jetzt S irgend eine ganze rationale Invariante unseres aus n + 1 In
varianten bestehenden Grundformensystems; tragen wir darin fiir F,. den 
Ausdruck (4) ein, so erhalten wir fiir S einen Ausdruck als Invariante der 
n Formen F1 , ••• , F,.-:1 , Fn+v .. . , FM1 und da aile diese Invarianten zu den 
Invarianten (J, V J) gehOren und daher fiir unsere speziellen Grundformen 
F~, Fg, ... , ~+1 mit numerischen Koeffizienten Null sein soli ten, so wird 
auch die Invariante S fiir unsere speziellen Grundformen ebenfalls Null. Es 
bilden demnach die Invarianten (J, V J) ein solches System von Invarianten 
unseres Grundformensystems, deren Verschwinden gewi./3 das Verschwinden 
iiberhaupt einer jeden Invariante des Grundformensystems (F) zur Folge hat. 
Damit ist der gewiinschte Beweis erbracht. 

Es entsteht drittens die Frage, ob und auf welche Weise aus den Invarian
ten (J) ein solches System von ganzen rationalen Invarianten des Grundfor
mensystems (F) abgeleitet werden kann, durch welche sich jede ganze rationale 
Invariante von (F) ganz und rational darstellen la13t. Nun ist die bekannte 
Polarisation 

p _ A.Cll ---~ + A.C2) _a_+ . .. -+· 4cn> ___ a_ 
- h ()AU> h oA<2l - h iJA<nl 

k k 

ein solcher Differentiationsproze./3, der, auf irgend eine Invariante angewandt, 
wiederum eine Invariante erzeugt. Bezeichnen wir mit (PJ) die siimtlichen 
aus den Invarianten (J) durch Polarisation erzeugte Invarianten, so mocbte 
ich hier das Problem nennen, festzustellen, ob wirklich das aus (J) und (PJ) 
zusammengesetzte Invariantensystem ein solches volles Invariantensystem 
fiir (F) liefert, durch welches die ganze und rationale Darstellung aller In
varianten von (F) rnoglich ist*. 

* Die zuletzt von HILBERT gestellte Frage ist nach G. PEANO: Atti Ace ad. Sci. 
Torino 17 (1882) S. 580 bejahend zu beantworten. [Anm. d. Hera.usgebers.] 



26. Dber die Gleichung neunten Grades. 
[Mathern. Annalen Bd. 97, S. 243-250 (1927).] 

Die Mehrzahl derjenigen Probleme, die ich in meinem Vortrage ,Mathe
matische Probleme"1 genannt hatte, und die verschiedenen Gebieten der 
Mathematik angehoren, sind seitdem auf mannigfache Weise erfolgreich be
handelt worden. In der folgenden Mitteilung mochte ich auf einige dieser 
Probleme zuriickkommen, und zwar auf solche, die zu ihrer Behandlung rein 
algebraische Hilfsmittel und Methoden erfordern, wahrend die Fragestellungen 
selbst aus andern, nicht algebraischen Disziplinen entsprungen sind. 

Eine erste Klasse solcher Probleme betrifft die Frage nach der Endlichkeit 
gewisser voller Funktionensysteme - eine Fragestellung, die wir der Invarian
tentheorie verdanken. Das einfachste Problem dieser Klasse scheint mir fol
gendes zu sein. 

Es seien eine Anzahl m von ganzen rationalen Funktionen XI' ... ' xm 
der Variablen x mit bestimmten numerischen Koeffizienten vorgelegt; 
dann wird offenbar jede ganze rationale Verbindung von X 1 , ••• , Xm nach 
Eintra.gung dieser Ausdriicke stets eine ganze rationale Funktion von x. Es 
kann jedoch sehr wohl gebrochene rationale Funktionen von X1 , ••• , Xm 
geben, die nach jener Eintragung ebenfalls zu ganzen Funktionen von x 
werden. Das Problem besteht nun darin, zu zeigen, da.l3 sich eine endliche 
Anzahl solcher gebrochener Funktionen von X1 , ••. , Xm finden laBt, aus 
denen, zusammen mit den Funktionen X10 ••• , Xm selbst, jede andere 
solche gebrochene Funktion in ganzer rationaler Weise zusammengesetzt 
werden kann2, 

Das genannte Problem liefert ein Beispiel dafiir, wie das in der Arithmetik 
so haufige Vorkommnis, daB eine hOchst einfach zu stellende und naheliegende 
Frage der Beantwortung gro.l3e Schwierigkeit bietet, auch im Bereiche der 
reinen Algebra eintreten kann. 

1 Gehalten auf dem internationalen Mathematiker·KongreB zu Paris: Nachr. Ges. 
Wiss. Gottingen 1900 S. 253-297, sowie Arch. Mathematik u. Physik 1901 3. Reihe 
Bd. 1 S. 44-63 und S. 213-237. 

ll Vgl. das 14. Problem meines zitierten Vortrages. 
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Eine andere Klasse algehraischer Prohleme der gekennzeichneten Art ent
steht, wenn man topologisch wichtige und interessante Kurven, Flachen 
oder sonstige geometrische Gehilde, die eventuell mit solchen Besonderheiten 
ausgestattet sind, wie sie die topologischen Untersuchungen neuerer Zeit zum 
Gegenstand hahen, au£ algehraische Weise zu realisieren trachtetl. 

Ein sehr ein£aches Beispiel hierfiir ist die Au£gahe, die projektive Ebene 
umkehrhar eindeutig und iiherall regular ins Endliche zu projizieren. Be
kanntlich gelingt dies im dreidimensionalen Raume durch die von BoY in 
seiner Dissertation angegebene Fliiche - eine Flache, die in einer Raum
kurve mit dreifachem Punkte sich selbst durchdringt. Es entsteht die Frage, 
oh etwa im vierdimensionalen Raume eine zweidimensionale singularitiiten
freie Fliiche vom niimlichen Zusammenhange und ohne Selbstdurchdringung 
existiert. 

Die gestellte Frage findet ihre Beantwortung im hejahenden Sinne, und 
zwar auf die einfachste Weise durch die Erkenntnis, da13 hereits eine sehr 
einfach durch quadratische Funktionen definierhare Flache die gewiinschte 
Ahbildung auf die projektive Ehene gestattet, niimlich die durch folgende 
Formeln dargestellte Flache: 

X=rJC, 

y= c ~. 
Z=~rJ, 

t = ~2- fJ2, 

~2 + rf + cz = 1; 

dahei bedeuten x, y, z, t die rechtwinkligen Koordinaten eines vierdimen
sionalen Raumes und die Parameter ~, rJ, C die rechtwinkligen Koordinaten 
in einem dreidimensionalen Raum. Die durch diese Formeln dargestellte 
Flache verliiuft im vierdimensionalen Raume offenbar iiherall regular, und 
da einem Punkte ~, rJ, C der Kugel des dreidimensionalen Raumes stets 
der niimliche Punkt x, y, z, t der Fliiche entspricht wie seinem Pole 
- ~, - r;, - C, so besitzt die Flache im vierdimensionalen Raume auch 
den gewiinschten Zusammenhang der projektiven Ehene. Es bedar£ dem
nach nur noch des Nachweises, da.B die hetrachtete Flache keinerlei Selbst
durchdringung hesitzt, d. h. da13 einem jeden Punkte x, y, z, t der Flache 
nur ein Paar von Wertetripeln ~, r;, C und - ~, - r;, - C entspricht. 

Fiir diesen Nachweis hedenken wir, da13 infolge der Forme! 

tz + 4z2 = (~z + r;2)2 

durch t und z eindeutig ~2 + r;2 hestimmt ist, und da t selhst ~ - r;2 ist, so 

1 Diese Fragestellung ist als eine Verallgemeinerung und Vertiefung des 16. Problems 
meines Vortrages zu betrachten. 



Uber die Gleichung neunten Grades. 395 

ergeben sich aus t und z auch der Wert von ~2 und derjenige von YJ2 etwa = p 
bzw. q eindeutig. 

Nehmen wir nun zunachst an, es falle p > 0 aus, so £olgen unter Zu
ziehung der Gleichungen 

z = ~ 'YJ und y = C; 
fur ; , 'YJ, C die Tripelpaare 

und 
z 

n=-y-r;' 
und damit ist die zu beweisende Behauptung als zutre££end erkannt. Fallt 
andererseits p = 0 a us, so ziehen wir den Wert q £iir 172 in Betracht. Ist als
dann q > 0, so £olgen unter Zuziehung der Gleichung 

X=rJC 
fur ; , 1J, ?; die Tripelpaare 

~ == 0, 

und 

g = 0, 

dies entspricht wiederum der zu beweisenden Behauptung. Fallt endlich 
auch q = 0 aus, so liefert die Gleichung 

;2 + 1}2 + cz = 1 

£iir g, 1J, C ausschlicBlich die heiden W ertetripel 

; = 0, 'YJ = 0, c = 1 
und 

;=0, rJ=O, C= -1, 

und damit erkennen wir, da13 unsere Behauptung stets zutri££t. 
Die vorhin erwahnte von BoY angegebene Flache im dreidimensionalen 

Raume ist neuerdings von F. ScHILLING in sehr schi:iner und anschaulicher 
Weise dargestellt worden; die Aufgabe, diese Flache algebraisch in mi:iglichst 
einfacher Weise zu realisieren, gehort in den Bereich unserer Pro bleme. 

Eine dritte Klasse von Problemen der bezeichneten Art entspringt aus 
den Anregungen, die die Nomographic bietet1 . Diese Disziplin legt uns namlich 
nahe, die Funktionen von beliebig vielen Argumenten danach zu charakteri
sieren, ob sie aus Funktionen von einer gewissen £esten Anzahl von Argu
menten zusammengesetzt werden konnen. 

1 Vgl. das 13. Problem meines Vortrages. 
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Aus Funktionen nur eines Argumentes erhalten wir durch Einsetzungen 
immer wieder nur Funktionen eines Argumentes. Wollen wir also zu Funk
tionen mehrerer Variablen gelangen, so ist es notig, zu dem Bereich der 
Funktionen eines Argumentes mindestens noch eine Funktion von zwei 
Variablen zu adjungieren. Wir wiihlen dazu die Summe u + v der heiden 
Variablen u, v und erkennen dann sofort, daB damit zugleich die drei anderen 
Rechnungsspezies: Subtraktion, Multiplikation und Division in den Bereich 
der ausfiihrbaren Operationen fallen - lassen sich diese doch aus Funktionen 
eines Argumentes und der Summe wie folgt zusammensetzen: 

u- v = u + ( -v), 
I 

u · v = -4 { (u + v)2 - (u - v)2}, 

u I 
=U·-. 

v v 

Es erhebt sich zunachst die Frage, ob es i.iberhaupt au13er der Summe 
noch andere analytische Funktionen von wesentlich zwei Argumenten, d. h. 
solche analytische Funktionen gibt, die sich nicht durch Funktionen eines 
Argumentes und durch die Summe ausdri.icken lassen. Der Nachweis der 
Existenz solcher Funktionen li.i.Bt sich in der Tat auf verschiedene Weise 
fi.ihren. Die weitreichendsten Resultate in dieser Richtung sind diejenigen, 
zu denen A. 0sTROWSKI1 gelangt ist. Diesen zufolge ist insbesondere die 
Funktion der zwei Variablen u, v 

C (u, v) = '\' u" 
.L.; n" 

n=l,2, 3, .•. 

eine solche, die sich nicht zusammensetzen la13t aus analytischen Funktionen 
eines Argumentes und algebraischen Funktionen mit einer beliebigen Anzahl 
von Argumenten. 

Eine weitere Frage ist die nach der Existenz von algebraischen Funktionen 
solcher Art, d. h. die Frage, ob es eine solche algebraische Funktion gibt, die 
sich nicht durch Funktionen eines Argumentes und durch die Summe aus
dri.icken li.i.Bt. 

In der bezeichneten Richtung gibt uns die Methode der Tschirnhausen
Transformation einige wichtige Aufschli.isse. Diese Methode besteht bekannt
lich in folgendem. 

Es sei die Gleichung n-ten Grades 

xn + UtXn-1 + u2xn-2 + ... + Un = 0 

vorgelegt. Urn die Wurzel x als Funktion der n Variablen Ut_, u2 , ••• , un dar-

1 Vgl. dessen Abhandlung: Vber Dirichletsche Reihen und algebraischeDifferential
gleichungen. Math. Z. Bd. 8 S. 24I. 
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zustellen, machen wir mit unbestimmten Koeffizienten t1 , ••• , tn-l den 
Ansatz 

X= xn-1 + tlxn-z + ... + tn-1 

und stellen die Gleichung fiir X auf; dieselbe lautet 

Xn + UIXn-1 + ... + un = 0, 
wo allgemein 

u11 = UA (tl, ... , tn-1) 

eine Funktion h-ten Grades in t1 , ••• , t.,_1 ist. Bestimmt man dann die 
Parameter t10 ••• , tn-l so, daB 

U1 =0, U2 =0, U3 =0 

wird, so ergibt sich, daB allein durch rationale Prozesse und durch Wurzel
ziehen unsere urspriingliche Gleichung sich in die Gestalt 

Xn + U4 Xn-4 + U5 Xn-s + · · · + Un = 0 

bringen laBt. Setzt man schlie13lich noch 

X= yYJnY, 
so entsteht fiir die neue Unbekannte Y eine Gleichung n-ten Grades, in der 
nicht nur die Koeffizienten von yn-1, yn-2, yn-a Null, sondern auch der 
erste und letzte Koeffizient gleich 1 geworden sind. 

Hiernach erhalten die Gleichungen vom fiinften. his neunten Grade folgende 
Normalformen: 

x5 + ux + 1 = 0, 

x6 + ux2 + vx + 1 = 0, 

x7 + u x3 + v x2 + w x + 1 = 0, 

xs + ux4 + vxS + wx2 + px + 1 = 0, 

x9 + u xs + v x4 + w xS + p x2 + q x + 1 = 0. 

Da die Operation des Wurzelziehens auch nur eine Funktion eines Argu
mentes ist, so erkennen wir zugleich, daB die Herstellung jener Normal
formen lediglich Funktionen eines Argumentes und die Summenoperation 
erfordert. Was unsere Frage nach einer algebraischen Funktion von wesent
lich zwei Argumenten im angegebenen Sinne betrifft, so kann offenbar die 
Gleichung fiinften Grades eine solche noch nicht liefern; denn da die obige 
Normalform vom fiinften Grade nur den einen Parameter u enthii.lt, so ist 
offenbar auch die allgemeine Gleichung fiinften Grades durch Funktionen 
eines Argumentes unter Hinzunahme der Summenoperation auflosbar. 

Fiir die N ormalform sechsten Grades 

xo+ux2+vx+1=0 

mi3lingen, w1e es scheint, die V ersuche, sie durch Funktionen nur emes 
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Argumentes mit Hinz~hme der Summe zu losen; es liegt daher die Ver
mutung nahe, da.B die Wurzel dieser Gleichung sechsten Grades eine Funktion 
von der verlangten Beschaffenheit darstellt. 

Was die Gleichung siebenten Grades 

x' + u xa + v x2 + w x + 1 = 0 
anbetri££t, so habe ich schon in meinem zu Anfang dieser Mitteilung genannten 
Vortrage die Vermutung ausgesprochen, da.B dieselbe sogar mit Hilfe be
liebiger stetiger Funktionen zweier Argumente nicht lOs bar ist; auch fiir diese 
Behauptung steht der Nachweis noch aus. 

Desgleichen ist vermutlich die Wurzel der Gleichung achten Grades 
nicht zusammensetzbar aus Funktionen von nur drei Argumenten, vielmehr 
scheint es, daB die obige Normalgleichung achten Grades im fraglichen Sinne 
wesentlich eine Funktion der vier Argumente u, v, w, p ist. 

Urn so bemerkenswerter erscheint es mir, da.B infolge des Zusammen
treffens verschiedener Umstande die allgemeine Gleichung neunten Grades zu 
ihrer .Auflosung auch nur Funktionen von vier .Argumenten erfordert, indem die 
fiinf Koeffizienten u, v, w, p, q der obigen Normalform eine Reduktion auf vier 
Variable zulassen und also nicht wesentliche Variable in unserm Sinne sind. 

Urn dies einzusehen, wenden wir die Methode der Tschirnhausen-Trans
formation an und gelangen so zu einer Gleichung fiir X von folgender Gestalt 

X9+ U1 Xs+ U2 X7 +· · ·+ U9 =0, 

WO Uv u2, ... ' Ug ganze rationale Funktionen von tv ... ' ts sind. 
Wir driicken nun mittels der in lt, ... , t8 linearen Gleichung 

ul (tl, ... , ts) = 0 

den Parameter t8 durch die anderen Parameter t1 , ••• , t7 aus. Setzen wu 
den so entstehenden Wert von t8 in U2 , U3 , U4 ein, so gehen diese Ausdriicke 
in gewisse Ausdriicke U~, u;, U~ iiber, die in~ •... , t7 bzw. vom zweiten, 
dritten, vierten Grade sind. Indem wir sodann U~ als Summe von acht Qua
draten linearer Funktionen 4, ... , L 8 der Parameter t10 ••• , t7 darstellen 
wie folgt 

U ~ ( t1 , ... , t7 ) = Lj + L~ + · · · + L~, 
erkennen wir, da.B die Gleichung 

durch die Ansatze 
U~(t10 •• • , t7) = 0 

L 1 + iL2 = 0, 

L 8 + iL4 = 0, 

L5 + i L6 = 0, 

L7 + iL8 = 0 
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efriedigt werden kann. Dies sind vier lineare Gleichungen fiir die Para
eter ~' ... , t7 • Wir driicken mittels derselben t4 , t5 , t6 , t7 durch t1 , t2 , t3 

as und setzen die auf diese Weise erhaltenen in t1 , ~' ~ linearen Werte 
u~, u~ ein: es entsteht dann je ein in~'~' ta kubischer bzw. ein biquadra

scher Ausdruck 

unmehr kommt es darau£ an,~' ~' t3 so zu bestimmen, daB auch diese heiden 
usdriicke verschwinden. 

Zu dem Zwecke bedenken wir, daB die Gleichung 

U~'(t1 , t2 , t3 ) = 0 

dem dreidimensionalen ~ t2 ~-Raume eine kubische zweidimensionale 
Flache darstellt. Auf einer sol chen Flache liegen 27 gerade Linien. Urn eine 
~rselben zu finden, hat man eine Gleichung 27 -ten Grades aufzulosen, deren 

Koeffizienten rational von den Koeffizienten in U~ = 0 abhangen. 
Wir wollen nun untersuchen, wie weit sich die Anzahl der Koe£fizienten 

er Gleichung u;' = 0 reduzieren laBt. Bekanntlich gestattet eine ganze 
tionale Funktion dritten Grades von drei Variablen stets die Darstellung 
s Summe von fiin£ Kuben wie folgt: 

U;'(t1 , ~' t3) = Mf + M~ + M~ + M: + M~, 
M10 M 2 , M3 , M4 , M5 lineare Funktionen von t1 , t2 , t3 sind. Diese Dar

ellung ist im wesentlichen eindeutig: die KubenM~, M~, Mg, M!, M~ sind 
urzeln einer Gleichung fiinften Grades, deren Koeffizienten sich rational 

urch die Koe££izienten der kubischen Funktion U~' ausdriicken. Wir er
ennen hierims, daB zur Darstellung der Kuben M~, M~, Mg, M!, M~ und 
ithin auch der linearen Funktionen M1 , M 2 , M3 , M 4 , M5 selbst auBer der 
1mmenoperation nur Funktionen von einem Argument erforderlich sind. 

Venn wir nun an Stelle von t10 t2 , t3 die linear gebrochenen Werte 

neue Variable einfiihren, so wird aus der Gleichung U~' = 0 eine Gleichung 
on der Gestalt 

m~ + m~ + m~ + 1 + (V1 m1 + V2 m2 + V 3 m3 + V4) 3 = 0, 

nur die vier Parameter V10 V2 , V3 , V4 in ihren Koe£fizienten enthalt. 
araus folgt, daB, wenn die Gleichungen 

tl = 1?1 8 + (]1 ' 

t2 = 1?28 + (]2, 

ta = (!a8 + Cia, 
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mit der Variablen 8 eine der 27 Geraden unserer Flache U~' = 0 darstellen, 
die Koeffizienten e1 , e2 , e3 , G1 , G2 , G3 ebenfalls algebraische Funktionen jener 
vier Parameter V1 , V2 , V3 , V4 sind .. 

Setzen wir endlich noch in U~' an Stelle von~' t2 , t3 obige lineare Funk
tionen von 8 ein, so geht die Gleichung 

u~ ( tl ' t2 ' la} = 0 

in die biquadratische Gleichung 
Ut(s) = 0 

fiir s iiber, und die Auflosung dieser erfordert wiederum au£er der Summen
operation nur Funktionen von einem Argument. 

Die gefundene Tschirnhausen-Transformation liefert nunmehr, wenn wir 
noch in U5 , U6 , U7 , U8 , U9 die entsprechenden Einsetzungen machen, an 
Stelle der urspriinglich vorliegenden Gleichung neunten Grades eine Gleichung 
von der Gestalt 

P+~F+~P+~P+~X+~=O 

und, indem wir noch die Substitution 

X= im;Y 

anwenden, gelangen wir zu einer Gleichung von der Gestalt 

in der nur die vier Parameter W1 , W2, W3 , W 4 auftreten. Die Aujlo8ung 
der allgemeinen Gleichung neunten Grades erfordert also nur algebraische Funk
tionen von vier Argumenten, und zwar kommt man mit Funktionen eines Argu
mentes, der Summe und noch zweier spezieller algebraischer Funktionen von 
vier Argumenten a us. Es ist unwahrscheinlich, daB fiir die allgemeine Gleichung 
neunten Grades sich die Anzahl der Argumente noch weiter reduzieren la13t. 

Fiir die Gleichungen hOheren Grades gilt o££enbar die entsprechende 
Reduktion der Anzahl der Argumente. 



Nachwort zu Hilberts algebraischen Arbeiten. 
Von B. L. VAN DER WAERDEN. 

Von HILBERTs algebraischen Arbeiten haben vorwiegend die Abhandlungen 
,16. Uber die Theorie der algebraischen Formen" und ,19. Uber die vollen 
Invariantensysteme" einen umwalzenden Einflu.B auf das algebraische Denken 
gehabt. Diese Arbeiten bilden den Abschlu.B von HILBERTs invariantentheore
tischen Untersuchungen; sie ragen aber in Methode und Bedeutung tiber den 
Bereich der Invariantentheorie weit hinaus. Ihr wesentlicher Kern, der in 
der zweiten Arbeit von HILBERT selbst bewu.Bt formuliert wird, besteht in der 
Anwendung arithmetischer Methoden auf algebraische Probleme. Den Aus
gangspunkt bildet die auf KRoNECKER und DEDEKIND zuriickgehende Er
kenntnis, dai3 die ganzen rationalen und algebraischen Funktionen irgend
welcher Veranderlichen mit demselben begrifflichen Apparat behandelt werden 
konnen wie die ganzen rationalen und algebraischen Zahlen. Indem HILBERT 
in diesen Abhandlungen den Invariantenkorper als Spezialfall eines Funktio
nenkorpers betrachtet, steht er am Wendepunkt einer historischen Entwick
lung: Vor ihm war das Interesse der Algebraiker vorwiegend auf eine moglichst 
explizite Aufstellung aller Invarianten gegebener Grundformen gerichtet, nach 
ihm mehr auf die allgemeinen arithmetischen und algebraischen Eigenschaften 
von Systemen rationaler und algebraischer Funktionen. Aus diesem Ge
dankenkreis ist spater in natiirlicher Weise die allgemeine Theorie der abstrak
ten Korper, Ringe und Moduln erwachsen. 

Das als Hilbertscher Basissatz bekannte Theorem I, das die Grundlage 
der Arbeit 16_ bildet, ist, wie sich spater gezeigt hat, nicht auf Formen be
schrankt, sondern gilt genau so fiir inhomogene Polynome. Seine pragnanteste 
Fassung, aus der die Hilbertsche Formulierung ohne Miihe folgt, lautet: 
Jedes Ideal im Polynombereich von n Variablen besitzt eine endliche Ideal
basis, vorausgesetzt, dai3 im Koeffizientenbereich jedes Ideal eine endliche 
Ideal basis besitzt. Die Spezialfalle: Koeffizientenbereich ein unendlicher 
Korper oder der Bereich der ganzen rationalen Zahlen, ergeben die Hilbertschen 
Theoreme I und II. Kiirzere Beweise des Theorems I gaben P. GoRDAN!, 
und E. NoETHER2• Die wohl endgultig einfachste und allgemeinste Fassung 
des Beweises gab E. ARTIN im Anschlui3 an den Hilbertschen Beweis des 
Theorems IJS. 

Hilbert, Gesammelte Abhandlungen. Bd.II. 26 
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An verschiedenen Stellen in den Arbeiten 16. und 19. betont HILBERT 
die Wichtigkeit einer "Obertragung des M. Noetherschen Fundamentalsatzes, 
der die Bedingungen fiir Darstellbarkeit einer ternaren Form F in der Gestalt 
Af + BqJ mit gegebenen f und 9/ angibt, auf mehr als 3 Veranderliche und 
mehr als 2 Formen. Diese iJbertragung ist von E. LASKER4 wirklich durch
gefiihrt, womit die Grundlage der Idealtheorie der Polynombereiche gelegt 
war. Im Rahmen dieser Idealtheorie, die von F. S. MACAULAY weiter ausgebaut 
und zusammenfassend dargestellt wurde5, ergeben sich auch fiir die Hilbert
schen Satze iiber die charakteristische Funktion (Theorem IV der Arbeit 16.) 
und fiir den grundlegenden Hilbertschen Nullstellensatz der Arbeit 19. (§ 3) 
iibersichtliche, einfache Beweise. Den einfachsten Beweis des Hilbertschen 
Nullstellensatzes hat iibrigens E. RABINOWITSCR6 gegeben. Der groBte Erfolg 
fiir die Hilbertsche Methode wurde aber errungen, als 192F E. NoETHER 
zeigte, daB die gesamte Laskersche Idealtheorie ausschlie13lich aus dem Hil
bertschen Basissatz hergeleitet werden kann, und somit fiir alle diejenigen 
Ringbereiche gilt, in denen jedes Ideal eine endliche Basis besitzt. Damit 
war eine gemeinsame Grundlage fiir die Idealtheorie der ganzen algebraischen 
Zahlen und der ganzen algebraischen Funktionen, insbesondere der Polynome 
geschaffen, welche in spateren Arbeiten von E. NoETRER und ihrer Schule 
noch weiter ausgebaut wurde. Eine zusammenfassende Darstellung findet sich 
in der schon zitierten Modernen Algebra II. 

Die Endlichkeitsfragen der vollen Invariantensysteme und allgemeinerer 
Systeme von rationalen Funktionen wurden mit Hilbertschen Methoden er
folgreich weiter bearbeitet von E. NoETRER8 und A. 0sTROWSKI9 • Von den 
iibrigen algebraischen Arbeiten HILBERTS haben vor allem die Arbeit 18. ,;Ober 
die Irreduzibilitat ganzer rationaler Funktionen" und 20. , Uber ternare definite 
Formen" AnlaB zu einer weiteren Entwicklung gegeben. Fiir den Haupt
satz der Arbeit 18., den Hilbertschen Irreduzibilitatssatz, haben F. MERTENS, 
Tn. SKOLEM und K. DoRGE neue Beweise und Verscharfungen angegeben10• 

Die Frage, inwieweit der Irreduzibilitatssatz sich auf allgemeinere Grundkorper 
ausdehnen laBt, hat W. FRANZ11 untersucht. Die in der Arbeit 18. ebenfalls 
behandelte Frage nach der Existenz von Gleichungen mit vorgeschriebener 
Gruppe hat E. NoETHER12 wieder aufgegriffen und fiir eine Reihe von Fallen 
erledigt. Hieran schlieBen. sich die Arbeiten von BREUER13, FuRTWANGLER14 

und GRoBNER15, ferner in anderer Richtung die von TscHEBOTARow16 und 
ScnoLZ17• 

Die Hilbertschen Arbeiten 10. und 20. befassen sich mit der Frage nach der 
Darstellung definiter Formen als Summe von Quadraten. Nachdem in der 
Arbeit 10. mit sehr scharfsinnigen Methoden bewiesen war, daB eine solche 
Darstellung im allgemeinen im Bereich der ganzen rationalen Funktionen 
nicht moglich ist, wird die Darstellbarkeit der ternaren Formen als Quotienten 
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von Quadratsummen (oder, was au£ dasselbe hinauskommt, als die Summe 
von Quadraten rationaler Funktionen) in der Arbeit 20. dargetan. Die Dar
stellbarkeit der binaren Formen oder der Polynome als Summen von Quadra
ten von Polynomen mit ganzen rationalen Koe££izienten hatte inzwischen 
E. LANDAu1B bewiesen. Das allgemeine Problem der Darstellbarkeit der defi
niten rationalen Funktionen von beliebig vielen Veranderlichen als Summen 
von Quadraten aber wurde erst von E. ARTIN19 mit den Methoden der all
gemeinen Korpertheorie gelost. Das von HuJJERT in der Abhandlung 26 ge
stellte Problem, die Losung der allgemeinen Gleichung n-ten Grades mit Hilie 
von Funktionen von moglichst wenig Argumenten zu bewerkstelligen, ist von 
N. TsCHEBOTAROW weiter bearbeitet worden. Uber diese Untersuchungen be
richtet dessen Vortrag au£ dem Internationalen Mathematiker-Kongre13 
Ziirich 193216 • 
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Zu Hilberts Grundlegung der Geometrie. 
Von ARNOLD ScHMIDT. 

Die Arbeiten HILBERTS zur Grundlegung der Geometrie sind teils als Fest
schrift zur Einweihung des Gottinger Gau13-Weber-Denkmalsl, teils als ,An
hange I-IV" zu dieser Festschrift in dem Buche ,Grundlagen der Geo
metrie"2 vereinigt. Ein Abdruck des Buches, das vor kurzem seine 7. Au£
lage erlebte, verbietet sich; es sei hier tiber seinen Inhalt und tiber die wich
tigsten unmittelbaren Auswirkungen3 Bericht erstattet. Als Basis dieses Be
richtes mogen die Hilbertschen Axiome (in der Fassung der 7. Auflage) und 
ihre Einfiihrung zitiert werden. 

,Erklarung. Wir denken drei verschiedene Systeme von Dingen: die 
Dinge des ersten Systems nennen wir Punkte und bezeichnen sie mit A, B, 0, 
... ; die Dinge des zweiten Systems nennen wir Geraden und bezeichnen sie 
mit a, b, c, ... ; die Dinge des dritten Systems nennen wir Ebenen und bezeich
nen sie mit oc, (3, y, .... " . . . , Wir denken die Punkte, Geraden, Ebenen in 
gewissen gegenseitigen Beziehungen und bezeichnen diese Beziehungen durch 
Worte, wie ,liegen', ,zwischen', ,kongruent', ,parallel', ,stetig'; die genaue 
und fiir mathematische Zwecke vollstandige Beschreibung dieser Beziehungen 
erfolgt durch die Axiome der Geometrie." 

I. Axiome der Verkntipfung. 1. Zu zwei Punkten A, B gibt es 
stets eine Gerade a, die mit jedem der heiden Punkte A, B zusammen
gehort. 2. Zu zwei Punkten A, B gibt es nicht mehr als eine Gerade, 
die mit jedem der heiden Punkte A, B zusammengehort. 3. Au£ einer 
Geraden gibt es stets wenigstens zwei Punkte. Es gibt wenigstens drei 
Punkte, die nicht au£ einer Geraden liegen. 4. Zu irgend drei nicht au£ ein und 
derselben Geraden liegenden Punkten A, B, 0 gibt es stets eine Ebene oc, 

I Leipzig 1899. 
2 2. Aufl. 1903; 7.Aufl.l930, Leipzig.- ltbersetzungen: Les principes fondamentaux 

de Ia geometrie, Ann. sci. Ecole norm. Paris, 3. Reihe, Bd. 17; The Foundations of 
Geometry. Chicago 1902. 

3 Wichtige, die Grundlagen der Geometrie betreffende Arbeiten, welche zu den 
Hilbertschen Untersuchungen nur in mittelbarem Zusammenhange stehen, konnten 
bier nicht zitiert werden. 
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die mit jedem der drei Punkte A, B, 0 zusammengehOrt. Zu jeder Ebene gibt 
es stets einen mit ihr zusammengehorigen Punkt. 5. Zu irgend drei nicht auf 
ein und derselben Geraden liegenden Punkten A, B, 0 gibt es nicht mehr als 
eine Ebene, die mit jedem der drei Punkte A, B, 0 zusammengehOrt. 6. Wenn 
zwei Punkte einer Geraden a in einer Ebene ot liegen, so liegt jeder Punkt 
von a in der Ebene ot. 7. Wenn zwei Ebenen einen Punkt gemein haben, so 
haben sie wenigstens noch einen weiteren Punkt gemein. 8. Es gibt wenigstens 
vier nicht in einer Ebene gelegene Punkte. 

II. Axiome der Anordnung. 1. Wenn ein Punkt B zwischen einem 
Punkt A und einem Punkt 0 liegt, so sind A, B, 0 drei verschiedene Punkte 
einer Geraden, und B liegt dann auch zwischen 0 und A. 2. Zu zwei Punkten A 
und 0 gibt es stets wenigstens einen Punkt B auf der Geraden A 0, so da13 0 
zwischen A und B liegt. 3. Unter irgend drei Punkten einer Geraden gibt es 
nicht mehr als einen, der zwischen den heiden anderen liegt. 4. Es seien 
A, B, 0 drei nicht in gerader Linie gelegene Punkte und a eine Gerade in der 
Ebene A B 0, die keinen der Punkte A, B, 0 trifft: wenn dann die Gerade a 

durch einen Punkt der Strecke A B geht, so geht sie gewi13 auch entweder 
durch einen Punkt der Strecke A 0 oder durch einen Punkt der Strecke B 0. 
- Die Verkntipfungs- und Anordnungsaxiome gestatten, die in den folgenden 
Axiomen auftretenden Begriffe ,Strecke", ,Seite einer Geraden bzw. Ebene", 
,Halbstrahl", ,Winkel'' zu definieren. 

III. Axiome der Kongruenz. 1. Wenn A, B zwei Punkte auf einer 
Geraden a und ferner A' ein Punkt auf derselben oder einer anderen Geraden 
a' ist, so kann man auf einer gegebenen Seite der Geraden a' von A' stets 
einen Punkt B' finden, so da13 die Strecke A B der Strecke A' B' kongruent 
ist, in Zeichen: A B = A' B'. 2. Wenn eine Strecke A' B' und eine Strecke 
A" B" derselben Strecke A B kongruent sind, so ist auch die Strecke A' B' 
der Strecke A" B" kongruent. 3. Es seien A B und BO zwei Strecken ohne 
gemeinsame Punkte auf der Geraden a und ferner A' B' und B' 0' zwei Strecken 
auf derselben oder einer anderen Geraden a' ebenfalls ohne gemeinsame 
Punkte; wenn dann A B - A' B' und B 0 = B' 0' ist, so ist auch stets 
AO = A'O'. 4. Es sei ein Winkel <J:(h, k) in einer Ebene ot und eine Gerade a' 
in einer Ebene ot' sowie eine bestimmte Seite von a' in ot' gegeben. Es bedeute 
h' einen Halbstrahl der Geraden a', der vom Punkte 0' ausgeht: dann gibt 
es in der Ebene ot' einen und nur einen Halbstrahl k', so da13 der Winkel 
-1: (h, k) kongruent dem Winkel -1: (h', k') ist und zugleich alle inneren Punkte 
des Winkels -1: (h', k') auf der gegebenen Seite von a' liegen, in Zeichen: 
-1: (h, k) _ -1: (h', k'). Jeder Winkel ist sich selbst kongruent. 5. Wenn fiir 
zwei Dreiecke ABOund A' B'O' die Kongruenzen AB =A' B', AO = A'O', 
-1: B A 0 = -1: B' A' 0' gel ten, so ist auch stets die Kongruenz -1: A B 0 
= -tA' B'O' erftillt. 
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IV. Axiom der Parallelen. Es sei a eine beliebige Gerade und A ein 
Punkt aul3erhalb a: dann gibt es in der durch a und A bestimmten Ebene 
hOchstens (bzw. genau) eine Gerade, die durch A lauft und a nicht schneidet. 

V. Axiome der Stetigkeit. 1. (Archimedisches Axiom.) Sind A B und 
0 D irgendwelche Strecken, so gibt es auf der Geraden A B eine Anzahl von 
Punkten A1 , A2 , ••• , A., so dal3 die Strecken A A1 , A1 A2 , ••• , A,._1 A,. der 
Strecke 0 D kongruent sind und B zwischen A und A,. liegt. 2. (Vollstandig
keitsaxiom.) Die Punkte der Geraden bilden ein System, welches bei Aufrecht
erhaltung der Axiome I 1-2, II, III, VI keiner Erweiterung mehr fahig ist. 

Der Verzicht auf eine vorangehende Definition oder Beschreibung der 
Grundbegriffe, welche vielmehr durch die Angabe geniigend vieler axiomati
scher Aussagen tiber sic implizit dejiniert werden dergestalt, dai3 aile ein
schlagigen Urteile in eindeutiger Weise sich als wahr oder falsch herausstellen, 
gab den Anstol3 zu einer neuen Art axiomatischert Denkens. Von den mannig
fachen Einsichten und Problemen, zu denen man im Verfolg dieser Richtung 
der Abstraktion gelangt, sei hier nur das Problem der Widerspruchsfreiheit 
erwahnt; die Widerspruchsfreiheit der geometrischen Axiome fiihrte HILBERT 
auf diejenige der Arithmetik zuriick1, deren Nachweis der Hauptgegenstand 
von HILBERTS neueren Untersuchungen ist. 

In der Formulierung der Axiome erkennt man zwei sich erganzende Ten
denzen. Einmal ermoglicht die Unbeklimmertheit urn Herkunft und aprio
rische Evidenz der Axiome jene ins Auge fallende Abgerundetheit des Axio
mensystems; die Sorge urn die empirische Zuganglichkeit der Axiome ist in 
gewisser Weise ersetzt durch das Streben nach logisch iibersichtlichen Sach
verhalten. (Diese Einstellung findet sich iibrigens auch in HILBERTS axioma
tischen Betrachtungen zur Physik wieder.) Dem steht die· andere Tendenz 
gegenliber, der logischen Okonomie doch in jedem Faile die begriffliche Ein
sichtigkeit und Anschaulichkeit vorzuziehen. Die letztere Tendenz ist im Laufe 
der weiteren Entwicklung der geometrischen Grundlegung nicht iiberall an
erkannt worden; es sei kurz erlautert, in welcher Weise sie in HILBERTs Fest
schrift zur Geltung kommt. - HILBERT fiihrt solche geomctrischen Begriffe, 
die anschaulich und begrifflich zunachst als eigenstandige erscheinen, auch 
einzeln als eigene Grundbegriffe ein: so trennt er im Gegensatz zu seinen Vor
gangern scharf die Verkniipfungs- und die Anordnungstatsachen, was vom 
logisch okonomischen Standpunkt unnotig sein wiirde; so ist weiter in den 
Kongruenzaxiomen von Strecken und Winkeln die Rede, obwohl sich die 
Winkelkongruenz auf die Streckenkongruenz zurlickfiihren la13t. Eine solche 
Reduktion, die ihre axiomatischen Vorteile hat, ist spater von VEBLEN 2 

1 ,Grundlagen ... ", Kap. II. 
2 The Foundations of Geometry; Monogr. on Modern Math. ed. by I. W. A. Young. 

London l9ll. 
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durchgefiihrt worden. - W eiter setzt HILBERT die Axiome gleich in einer Weise 
an, in der die trivialen Grundeigenschaften der geometrischen Relationen 
prasumiert sind, so ist die Strecke A B definitionsgemaJ3 dassel be wie die 
Strecke BA, der Winkel <r.(h, k) dasselbe wie der Winkel <r.(k, h); die 
Gruppe der Anordnungsaxiome beginnt mit der Forderung, daB mit ,B zwi
schen A und C" auch ,B zwischen C und A" statthaben solle. Das Parallelen
axiom, dessen Allgemeingiiltigkeit bei Zuhilfenahme aller anderen Axiome 
unschwer aus seinem Zutreffen auf einen Punkt und &ine Gerade folgt, wird 
trotzdem in allgemeiner Form ausgesprochen, weil die Heraushebung eines 
Punkt-Geraden-Paares der geometrischen Anschauung inadaquat ware. Ent
sprechendes gilt fiir das Archimedische Axiom. In den angefiihrten und ahn
lichen Fallen blieben fiir eine rein okonomisch orientierte Axiomatik Betati
gungsfelder; beziiglich der Anordnung haben VEBLEN1 und ScHWEITZER2 

Reduktionen durchgefiihrt, beziiglich des Parallelenaxioms und des Archi
medischen Axioms BALDUS3• -In gewissen der Hilbertschen Axiomgruppen 
werden Begriffe (wie Strecke usw.) zngrunde gelegt, die sich nur mit Hilfe 
der vorangehenden Axiomgruppen definieren lassen. Die Frage nach der 
gegenseitigen Unabhangigkeit der Axiome wird auf diese Weise ganz zwangs
laufig auf die geometrisch belangvollen Unabhangigkeitsfragen beschrankt. 
(Bei Zulassung unnotiger Pramissen in den Axiomen ware offenbar Ieicht 
jede gewiinschte Unabhangigkeit zu erzwingen.) -Endlich ist hier das Voll
standigkeitsaxiom hervorzuheben, das die Axiome von CANTOR und DEDEKIND 
ersetzt; die Prii.gnanz dieses Axioms hangt allerdings mit seinem Charakter 
eines ,Axioms iiber Axiome" zusammen. 

Ubrigens haben die Axiome auch bei Einhaltung der heiden geschilderten 
Tendenzen HILBERTS einige Reduktionen gestattet (die in der Formulierung 
der oben aufgefiihrten Axiome der 7. Auflage bereits' beriicksichtigt wurden); 
hier sind vor allem die erfolgreichen Bemiihungen von BERNAYs4, MooREs, 
RosENTHAL6 und W ALD7 zu nennen. Dariiber hinaus hat HILBERTS geo
metrische Axiomatik zahlreiche Mathematiker angeregt, je nach Einstellung 
und speziellem Bediirfnis andere Axiomensysteme aufzustellen oder die Rolle 
einzelner geometrischer Relationen erschopfend zu analysieren; a us der Fiille 
der hierunter fallenden Arbeiten sei nur das VEBLENsche Axiomensystem 
fiir die projektive Geometrie8 erwahnt. 

In der Entwicklung der geometrischen Grundlagenforschung lassen sich 

1 Trans. Math. Soc. 1904. 2 Amer. Journ. 1909. 
3 Atti Congr. Bologna Bd. 4 (1928) und Sitzgsber. Heidelberg. Ak. Math. nat. Kl. 1930. 
4 HILBERT: Grundlagen ... , 7. Aufl. S. 31. 5 Trans. Math. Soc. 1902. 
6 Math. Annalen Bd. 69 und 71. 7 HILBERT: Grundlagen ... , 7. Aufl. S. 6. 
8 Trans. Amer. Math. Soc. Bd. 5; vgl. auch R. MooRE: Trans. Amer. Math. 

Soc. Bd. 9. 
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drei konstruktive Direktiven fur die Auswahl und die Behandlung der Einzel
probleme unterscheiden. Die erste, diejenige der Ausschaltung jeder Parallelen
annahme und die damit im Zusammenhang stehende, von KLEIN1 vorgeschla
gene, strenge Beschrankung au£ Axiome im liberblickbaren Raumstlick, war 
bereits vor HILBERT -insbesondere von PASCH 2 und PEANo3 in ihre Konse
quenzen hinein verfolgt worden. Der zweiten Direktive, Stetigkeitsannahmen 
zu vermeiden, war VERONESES geometrisches Werk 4 gewidmet; die Konsistenz 
seines ,Nicht-Archimedischen" Aufbaus der Geometrie ist allerdings schwer 
durchschaubar und unterlag mehrfachen Einwendungen5. HILBERT nahm diese 
Tendenz au£. Er konstruierte eine Nicht-Archimedische Geometric, in der 
die Axiome der Gruppen I-IV erflillt sind und deren Konsistenz unmittelbar 
a us derjenigen der reellen Zahlen folgt 6• Darliber hinaus werden in der Fest
schrift aile Einzelprobleme nach Moglichkeit unter Ausschaltung der Stetig
keitsaxiorne behandelt; gegebenenfalls werden Notwendigkeit und Reichweite 
solcher Axiome einer ausflihrlichen Untersuchung unterzogen. Dazu gesellt. 
sich als weitere flir aile Einzelprobleme charakteristische Zielsetzung das Stre
ben, die ebene Geornetrie selJJstandig, unabhangig von raumlichen V oraussetzun
gen aufzubauen und darliber hinaus die Rolle der raumlichen Daten in der 
ebenen Geometrie festzulegen. 

Beide Direktiven treten hervor bei der Algebraisierung der ebenen Geo
metrie unter Heranziehung des Desarguesschen und des Pappusschen Satzes 
ohne Kongruenz- und Stetigkeitsannahmen, welche etwa gleichzeitig von 
HILBERT und F. ScHUR durchgefiihrt wurde - von ScHUR, indem er in der 
ebenen projektiven Geometrie den Fundamentalsatz ohneStetigkeitsannahmen 
a us den heiden angegebenen Schnittpunktsatzen bewies 7, von HILBERT durch 
eine Streckenrechnung auf Grund der ebenen Axiome I, II, IV und des 
Desarguesschen Satzes 8• Diese Streckenrechnung gestattet eine.nichtkommu
tative Algebraisierung der Geometrie, und HILBERT zeigte weiter, daB die 
Kommutativitat der Multiplikation dieser Algebraisierung l. nicht aus den 

I U. a. Math. Annalen Bd. 4. 
2 Vorlesungen iiber neuere Geometrie. Leipzig 1882. 
3 Fondamenti di Geometria. Riv. Mat. Bd. 4 (1894). 
4 Fondamenti di Geometria. Padua 1891. 
5 Z. B. SCHOENFLIES: Jber. dtsch. Math.-Ver. Bd. 5 und 15. 
6 ,Grundlagen ... ", Kap. II. 
7 Math. Annalen Bd. 51. Die Moglichkeit eines solchen Beweises war bereits von 

H. WIENER (Jber. dtsch. Math.-Ver. 1892) behauptet worden. --'- Neuerdings ist -
unter etwas veranderten Gesichtspunkten - die Abhiingigkeit bestimmter Schnittpunkt
satze voneinander von R. MoUFANG untersucht worden: Math. Annalen Bd. 105/106. 

8 Die Streckenrechnung wurde spater von ARNOLD ScHMIDT vereinfacht (HILBERT: 
Grundlagen ... , 7. Aufl., Kap. V). - Eine andere Streckenrechnung gab HESSENBERG 
an: Acta Math. Bd. 29. 
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angegebenen Annahmen folgt, 2. hingegen eine Folge des Archimedischen 
Axioms ist, 3. iiquivalent dem Pappusschen Satze ist. Daraus ergibt sich 
zugleich die Stellung der herangezogenen Schnittpunktsiitze zu den Axiomen I, 
II, IV: Der Pappussche Satz1 ist von den ebenen und riiumlichen Axiomen I, 
II, IV unabhiingig, jedoch im Rahmen dieser Axiome eine Folge des Archi
medischen Axioms; der Desarguessche Satz2 ist bei Zugrundelegung ledig
lich der ebenen Axiome I, II, IV nicht nur notwendig, sondern auch hin
reichend fur die Einbettbarkeit der betreffenden ebenen Geometrie in eine 
riiumliche. Zusammen mit HESSENBERGS Beweis des Desarguesschen Satzes 
aus dem Pappusschen 8 lehrt die Algebraisierung, da13 im Rahmen der ebenen 
Axiome I, II, IV der Pappussche Satz aile reinen Schnittpunktsiitze nach 
sich zieht. 

Bei Verzicht auf die axiomatische Heranziehung der Schnittpunktsatze 
erhebt sich die Frage nach der Algebraisierung der Geometrie bei Benutzung 
der Kongruenz. Auch diese Frage wurde von HILBERT und ScHUR gleichzeitig 
untersucht. ScHuR bewies den Pappusschen Satz ohne Stetigkeitsbetrach
tungen, dagegen unter raumlichen Voraussetzungen 4, womit nach dem 
Vorigen die Algebraisierung der riiumlichen absoluten Geometrie ohne Stetig
keitsannahmen durchgeftihrt war. HILBERT leitete den Pappusschen Satz 
aus den ebenen Axiomen I his IV her und gab eine auf dem Pappusschen 
Satze und diesen Axiomen fu13ende Streckenrechnung5 an, womit die (kom
mutative) Algebraisierung der ebenen euklidischen Geometrie ohne Stetigkeits
annahmen vollendet war. Der Desarguessche Satz ergibt sich in diesem Zu
sammeilhange a us der Algebraisierung; HILBERT zeigte noch, da13 beim Be
weise des Desarguesschen Satzes aus den ebenen Axiomen I-IV das Axiom 
der Dreieckskongruenz III 5 nicht entbehrt werden kann6 • Dies Ergebnis 
lehrt zusammen mit dem oben erwiihnten Kriterium fur Einbettbarkeit, da13 
nicht jede Geometrie, in der die ebenen Axiome I, II, IV gelten, in eine 
riiumliche eingebettet werden kann, welche allen Axiomen I, II, IV gentigt. 

Mit HILBERTS Algebraisierung der ebenen euklidischen Geometrie war zu
gleich die Begrtindung der Proportionenlehre ohne Voraussetzungen tiber Raum, 
Stetigkeit oder Flacheninhalte erledigt; in einem Kapitel der ,Grundlagen" 
wird ein kurzer, direkter Weg zu den Satzen dieser Theorie dargelegt 7. 

Auf ganz anderem Wege ftihrte HILBERT die Algebraisierung der ebenen 
hyperbolischen Geometrie - Axiom IV ist durch ein entsprechendes Axiom 

1 ,Grundlagen ... ", Kap. VI. 
3 Math. Annalen Bd. 61. 
5 ,Grundlagen ... ", Kap. III. 

2 ,Grundlagen ... ", Kap. V. 
4 Math. Annalen Bd. 51. 

6 Nach HILBERT konstruierte MouLTON (Trans. Math. Soc. 1902) eine etwas einfacherc 
,Nicht-Desarguessche Geometrie". 

7 ,Grundlagen ... ", Kap. III. 
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ersetzt - ohne Stetigkeitsannahmen durch1 ; er bediente sich dabei einer 
,Endenrechnung", welche die Einftihrung v~m Linienkoordinaten gestattet. 
Kurz darauf ftihrte HESSENBERG 2 - unter Benutzung Dehnscher Method en 3 -

die Algebraisierung der ebenen elliptischen Geometrie auf diejenige der 
ebenen euklidischen Geometrie ohne Stetigkeitsannahmen zurtick. Schliei3-
lich brachte HJELMSLEV 4 einen Beweis des Pappusschen Satzes auf Grund 
allein der eben en Hilbertschen Axiome I-III; diese Abhangigkeit ftihrt 
nach Herleitung des Desarguesschen Satzes zu jenem Resultat, das den Ab
schlull des Fragenkomplexes darstellt: Die ebene Geometrie lallt sich ohne 
axiomatische Einfiihrung eines (nichttrivialen) Schnittpunktsatzes und jede 
Annahme tiber Parallelitat, Stetigkeit oder Raum algebraisieren5• 

Als letztes klassisches Problem im axiomatischen Aufbau der Geometrie 
verbleibt die Polygoninhaltslehre. Die stillschweigende Voraussetzung EuKLIDs, 
Flacheninhalte seien als Grollen zu behandeln, die sich in seinem Gebrauche des 
Satzes ,Das Ganze ist gro13er als sein Teil" 6 offenbart, war von DE ZoLT 7 

in die explizite Form eines Axioms tiber Polygoninhalte gebracht worden: 
Nimmt man ein Teildreieck irgendeiner Dreieckszerlegung eines Vielecks fort, 
so lallt sich mit den tibrigen das Vieleck nicht ausfiillen. Scnun8 gab eine 
Begriindung der Polygoninhaltslehre mit Hilfe des Archimedischen Axioms, 
in der der fundamentale Satz von der Zerlegungsgleichheit zweier Dreiecke 
mit gleicher Grundlinie und Hohe ohne das de Zoltsche Axiom bewiesen und 
dieses letztere sodann hergeleitet wird. HILBERT zeigte, daB zum Beweise des 
genannten fundamentalen Satzes das Archimedische Axiom unentbehrlich 
ist. Nach Einfiihrung der Begriffe des Inhaltsmalles eines Polygons (d. i. ein 
gewisses Streckenaggregat im Sinne der Desarguesschen Streckenrechnung) 
und der Erganzungsgleichheit zweier Polygone (Erganzbarkeit zu zerlegungs
gleichen Polygonen durch paarweise kongruente Dreiecke) bewies HILBERT 
sodann ohne Benutzung des Archimedischen Axioms die Aquivalenz der 
Pradikate ,erganzungsgleich" und ,von gleichem InhaltsmaB"; damit ist die 
Polygoninhaltslehre ohne raumliche Voraussetzungen, ohne ein Axiom tiber 
Flacheninhalte und ohne Stetigkeitsannahmen begrtindet 9 • - Auf den 
Satz ,Das Ganze ist groBer als sem Teil" kommt HILBERT in einer anderen 
Arbeit1° zurtick, in welcher gezeigt ist, daB bei Verzicht auf das Archi-

1 Math. Annalen Bd. 57. Abgedruckt als ,Anhang III" der Grundlagen . .. . 
2 Math. Annalen Bd. 61. 3 Math. Annalen Bd. 53. 4 Math. Annalen Bd. 64. 
5 Bei etwas veranderter Einfiihrung der Kongruenz lassen sich nach HJELMSLEV 

in dieser Herleitung sogar noch die Anordnungsaxiome ausschalten. Math. Fys. 
Meddelelser Bd. 10. 

6 Elemente, I. Buch, 39. Satz. 
7 Principii della eguaglianza di poligoni. Mailand 1881, 1883. 
8 Sitzgsber. Dorpater Naturf. Ges. 1892. 9 ,Grundlagen ... ", Kap. IV. 

10 Proc. London Math. Soc. 4. Abgedruckt als ,Anhang II" der Grundlagen .... 
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medische Axiom und bei einer noch zu besprechenden engeren Fassung 
des Dreieckskongruenzaxioms III 5 die Erganzungsgleichheit eines Vielecks 
mit einem Teil nicht ausgeschlossen ist. 

DEHN gab eine Begriindung der Polygoninhaltslehre in der ebenen ellip
tischen Geometrie1, welche sich mit gewissen Modifikationen auf die hyper
bolische Geometrie iibertragen laBt. Er zeigte weiter2, daB der Begri££ der 
Erganzungsgleichheit von Polyedern nicht zur Begrlindung der Polyeder
inhaltslehre ausreicht, indem er das von HILBERT in seinem Pariser Vortrage3 

gestellte Problem loste, zwei Tetraeder von gleicher Grundflache und Hohe 
anzugeben, die nicht erganzungsgleich sind. Flir diesen Tatbestand wurde 
spiiter von KAGAN' und VAHLEN 5 ein sehr kurzer Beweis gegeben. W. Suss 6 

lieferte eine Begriindung der Polyederinhaltslehre ohne Stetigkeitsannahmen, 
welche auf dem Begriff der Ergiinzungsgleichheit von Polygonen aufge
baut ist. 

Den besprochenen Einzelproblemen pragt die oben erwahnte Direktive, 
die ebene Geometrie von raumlichen Vorstellungen frei zu machen, ihren 
Stempel auf. Solche stecken nun implizite bereits in der herkommlichen Auf
fassung der Kongruenz, welche auch bei der selbstandigen Betrachtung der 
ebenen Geometrie ebene Bewegung und Umklappung bzw. Spiegelung zusam
menzufassen pflegt. Die Eigenschaften der Spiegelung in der Ebene sind 
offenbar weit weniger elementar als die der Bewegung, so daB es gegen die 
eingangs angeflihrte Tendenz der reinlichen Scheidung anschaulich und be
grifflich verschiedener Tatbestiinde verstoBen wlirde, Bewegung und Spiege
lung axiomatisch als eines anzusehen, statt die Abhangigkeit der letzteren zu 
untersuchen. HILBERT stellte daher die Frage nach der N otwendigkeit von 
Spiegelungsaxiomen 7 , welche sich nach Auswahl der ,ebenen" Axiome aus 
dem Hilbertschen raumlichen Axiomensystem in folgende Form kleidet: Wie 
hangt Axiom III 5 - der ,Umklappungssatz" -von jenem engeren Axiom 
III 5* ab, daJ3 aus ihm bei Anfligung der Einschrankung entsteht: ,voraus
gesetzt, daB A B und A 'B' gleichliegende Schenkel der Winkel .q: B A C bzw . 
.q: B' A '0' sind"~ (Es zeigt sich, daB bei Zugrundelegung dieses engeren 
Axioms stets noch - als III 6 - die Transitivitat der Winkelkongruenz 
axiomatisch gefordert werden muB.) - Zunachst drangt sich der Satz von den 
Basiswinkeln des gleichschenkligen Dreiecks als Vermittler auf; HILBERTS 
diesbezligliches Resultat sei gleich mit einer von BERNAYS 8 herrlihrenden 

1 Math. Annalen Bel. 60. 
2 Naohr. K. Gee. Wiss. GOttingen 1900 und Math. Annalen Bd. 57. 
3 Naohr. K. Ges. Wise. Gottingen 1900, Problem Nr. 3. 
4 Math. Annalen Bd. 57. 5 Math. Annalen Bd. 104. 6 Math. Annalen Bd. 82. 
7 Proc. London Math. Soc. Bd. 4. Abgedruokt als ,Anhang II" der Grundlagen .... 
8 Bisher nicht veriiffentlicht. 
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Verscharfung angegeben: der Umklappungssatz ergibt sich ohne jede Stetig
keitsannahme aus den Axiomen der Gruppen I, II, den engeren Kongruenz
axiomen und dem Basiswinkelsatz bei Hinzuziehung noch eines Kongruenz
axioms (III 7): ,Ein Winkel kann nicht in einem kongruenten mit dem
selben Scheitelliegen." - Der Basiswinkelsatz ist nun allerdings selbst eine 
Eigenschaft der Umklappung. Bei dem Versuch, auf die axiomatische For
derung einer solchen ganz zu verzichten, sieht man sich genotigt, auf Annah
men tiber Parallelismus und Stetigkeit zuriickzugreifen; au.l3er dem Archime
dischen Axiom V 1 zieht HILBERT das ,Nachbarschaftsaxiom" V 3 heran: 
,Ist irgendeine Strecke A B vorgelegt, so gibt es stets ein Dreieck, in dessen 
Innerem sich keine zu A B kongruente Strecke finden Hi..l3t." Hierzu sei 
wiederum gleich eine Verscharfung des Hilbertschen Resultats angefiihrt: A us 
den Axiomen der Gruppen I, II, IV, den engeren Kongruenzaxiomen (III 1-4, 
5*, 6-7) und den Stetigkeitsaxiomen V 1, 3 folgt der Umklappungssatz; 
alle Eigenschaften der Spiegelung lassen sich also herleiten 1• An Hand zweier 
merkwiirdiger ,Nicht-Pythagoreischer Geometrien" zeigte HILBERT, da.l3 hier
bei keines der heiden Axiome V 1, 3 entbehrt werden kann. Nachdem RosE
MANN2 entdeckt hatte, da.l3 in der letzten dieser Geometrien der sogenannte 
Seitenkongruenzsatz auch fiir gleichliegende Dreiecke nicht erfiillt ist, konnte 
ARNOLD SCHMIDT1 zeigen: Die Aufnahme dieses Kongruenzsatzes unter die 
Kongruenzaxiome macht das Nachbarschaftsaxiom. (nicht aber das Archi
medische Axiom) entbehrlich, so da.l3 die Umklappung sich bereits als 
abhangig von einem System erweist, das auBer den Axiomen der Gruppen I; 
II, IV und den engeren Kongruenzaxiomen einschlieBlich des Seitenkongruenz
satzes nur das Archimedische Axiom umfaBt. Die Notwendigkeit eines Axioms 
wie III 7 ....:. oder aber einer ,Archimedischen" Forderung fiir Winkel - wurde 
dabei auf einen gruppentheoretisch-algebraischen Satz zuriickgefiihrt, der 
neuerdings von B. NEUMANN 3 bewiesen wurde. 

In einer der erwahnten ,nichtpythagoreischen" Geometrien gilt nicht der 
Satz, daB die Summe zweier Seiten eines Dreiecks groBer als die dritte sei. 
Friiher hatte HILBERT die Stellung dieses Satzes bei Zugrundelegung eines 
Axiomensystems, das auf die Axiome I, II, III 1-3 (lineare Kongruenz
axiome), V1-2hinausHi.uft, untersucht4; ergabeineMaBbestimmungan, welche 
allgemeiner als die ,euklidische" und die ,nichteuklidische" Ma.l3bestimmung 
ist und der genannten Dreiecksungleichung geniigt. Nachdem MINKOWSKI 5 

noch eine andere Art solcher MaBbestimmungen angegeben hatte, ermittelte 
HAMEL6 auf HILBERTS Anregung die allgemeinste derartige MaBbestimmung, 

1 A. SCHMIDT. Erscheint in Math. Annalen 1933. 2 Math. Annalen Bd. 90. 
3 Sitzgsber. PreuB. Akad. d. Wiss. Berlin 1933, X. 
4 Math. Annalen Bd. 46. Abgedruckt als ,Anhang I" der Grundlagen .... 
5 Geometric der Zahlen. Leipzig 1896. 6 Math. Annalen Bd. 57. 
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bei welcher die Geraden die Kiirzesten sind - allerdings unter einer weiteren 
axiomatischen Einschrankung, deren geometrische Plausibilitat umstritten 
ist: die Langenfunktion solle viermal differenzierbar sein. (In der Ebene ist 
au13erdem noch der Desarguessche Satz vorauszusetzen.) FUNK zeigte, da13 
die Hilbertsche Ma13bestimmung durch Hinzunahme der Forderungen kon
stanten inneren Kriimmungsma13es und der Symmetrie der Lange erhalten 
wird1 ; und er untersuchte weiterhin die Rolle der Forderung, daE Aqui
distante der Geraden wieder Gerade sein sollen 2• 

HILBERT wandte sich auch der Frage der elementaren Konstruktions
mittel3 zu; sein Resultat lautet nach Einbeziehung einer Reduktion von 
KuRSCHAK 4 : Die auf Grund der Axiome I-IV losbaren elementaren Kon
struktionsaufgaben lassen sich mittels Lineals und Eichma13es - eines In
strumentes zum Abtragen einer Strecke - ausfi.ihren. Der Beweis stiitzt sich 
naturgema13 auf die Axiome I-IV. - HJELMSLEV schaltete auch noch das 
Parallelenaxiom aus, indem er an Hand der Axiome I-III die entsprechende 
Behauptung fi.ir die Axiome I-III bewies 5• - Schlie13lich gab HILBERT ein 
Kriterium dafiir an, da13 eine mit Lineal und Zirkel ausfiihrbare Konstruktion 
auch allein mit Lineal und Eichma13 ausfiihrbar sei: es geniigt und ist notig, 
da13 die Aufgabe fiir alle Lagen der vorgegebenen Punkte genau 2n reelle 
Losungen besitzt, wo n die kleinste Zahl der Quadratwurzeln ist, die zur Be
rechnung der Losungen ausreichen. Der Beweis macht von der Darstellbar
keit einer rationalen Funktion als Summe von Quadraten (vgl. hier S. 402-403) 
Gebrauch. Dem genannten Kriterium braucht iibrigens, wie HILBERT erwiihnt, 
bereits die Konstruktion eines rechtwinkligen Dreiecks mit gegebener Hypo
tenuse und einer gegebenen Kathete nicht zu geniigen. 

Die bislang geschilderten Untersuchungen - mit Ausnahme etwa · der
jenigen iiber die Geraden als Kiirzeste - gehoren der an EUKLID anschlieEen
den konstruktiven Art geometrischer Axiomatik an. Auch zu derjenigen Be
griindungsweise der Geometrie, die dieser Axiomatik gegeniibersteht, hat 
HILBERT beigetragen - zu dem von RIEMANN 6 und HELMHOLT z7 intendierten 
Aufbau der Geometrie, bei welchem man den Raum von vornherein als drei
dimensionale, stetige Punktmannigfaltigkeit betrachtet und durch abstrakte 
Charakterisierung der Bewegung der Punktgesamtheit den Anschlu13 an die 

1 Math. Annalen Bd. 101. 
2 Monh. Math. Phys. Bd. 37. - Auch eine Arbeit von BusEMANN (Math. Annalen 

Bd.l06) kniipft an die in Rede stehenden Fragestellungen an; die axiomatische Ein
stellung ist allerdings eine andere. 

a ,Grundlagen ... ", Kap. VII. 4 Math. Annalen Bd. 55. 
5 Opuscula Math. A. WIMAN dedicata, 1930. 
6 Nachr. K. Ges. Wiss. Gottingen Bd. 13. 
7 Verhandl.Math.-hist. u. med.Vereins Heidelberg Bd.4;Nachr.K. Ges.Wiss. Gottingen 

1868. 
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analytische Geometrie herzustellen sucht. Diese Begriindung der Geometric 
war von Lm 1 - und auch von PoiNCARE 2 - unter Herausstellung des 
Gruppenbegriffs in strenger Weise durchgefiihrt worden, wobei sie Dif
ferenzierbarkeit der die Bewegungen charakterisierenden Funktionen voraus
gesetzt hatten; auch hier zeigte sich die Sonderstellung der Ebene, bei deren 
selbstiindiger Betrachtung ein zusiitzliches Axiom ( etwa das Helmholtzsche 
Monodromieaxiom) benotigt wurde. HILBERT leitete - bei Definition der 
Ebene und der Bewegung im oben angedeuteten Sinne- die ebene Geometric 
unter Vermeidung der Differenzierbarkeitsannahmen aus dem folgenden mini
malen Axiomensystem her3: 

I Die Bewegungen bilden eine Gruppe. II Der Kreis (d. i. die Gesamtheit 
aller Punkte, in die ein Punkt unter Festhaltung eines anderen Punktes M 
durch Bewegung tibergefiihrt werden kann) besteht aus unendlich vielen Punk
ten. III Die Bewegungen bilden ein abgeschlossenes System, d. h. wenn es 
Bewegungen gibt, durch welche Punktetripel in beliebiger Nahe des Punkte
tripels ABC in beliebige Niihe des FunktetripelsA' B'C' iibergefiihrt werden 
konnen, so gibt es auch eine Bewegung, durch die ABC in A' B'C' tibergeht. 

Der aus einer langen Kette von Einzelbetrachtungen bestehende Beweis, 
in welchem zunachst der Kreis als geschlossene Jordansche Kurve erkannt 
und dann die Gerade definiert wird, benutzt weitgehend die Theorie der reellen 
Funktionen. 

Nach Ausbau gruppentheoretischer und topologischer Methoden wurden 
spiiter von verschiedenen Autoren weitere Begriindungen der Geometric auf 
Axiom en tiber die Gruppe der Bewegungen oder tiber Abstiinde durchgefiihrt; 
erwiihnt sei hier die Untersuchung von Suss4, in welcher die von HILBERT 
gelegentlich eines Vortrages gestellte Frage behandelt wird: Inwieweit kann 
in der Hilbertschen Begriindung der Geometric Axiom III durch die Forde
rung ersetzt werden, daB sich zwei Punkte nicht durch Bewegung beliebig 
nahekommen konnen 1 

1 Theorie der Transformationsgruppen Bd. 3. 
2 Bull. Soc. Math. de France Bd. 15. 
3 Math. Annalen Bd. 56. Abgedruckt als ,Anhang IV" der Grundlagen .... 
4 Tohoku Math. J. Bd. 26 (vgl. auch Bd. 27). 



27. Dber die reellen Ziige algebraischer Kurven. 
[Mathern. Annalen Bd. 38, S. 115-138 (1891).] 

A. HARNACK1 hat bewiesen, da.l3 die Anzahl der reellen Ziige einer ebenen 
algebraischen Kurve n-ter Ordnung hochstens gleich -! (n- 1) (n- 2) + 1 
ist, und er hat zugleich ein Verfahren angegeben, mittels dessen man in der 
Tat ebene Kurven n-ter Ordnung mit ! (n - 1) (n - 2) + 1 reellen Ziigen 
konstruieren kann. Da eine solche Kurve mit der Maximalzahl reeller Ziige 
keinenfalls einen Doppelpunkt besitzt, so dar£ kein Zug der Kurve sich selber 
oder einen anderen Zug durchschneiden, und die Kurve besteht daher, wenn 
die Ordnung n gerade ist, nur aus paaren Ziigen. Ist die Ordnung n ungerade, 
so besitzt die Kurve einen unpaaren Zug; die iibrigen Ziige sind samtlich paar. 

Um die wesentlichen Eigenschaften eines paaren und eines unpaaren Zuges 
klar hervortreten zu lassen2, deuten wir die ternaren homogenen Koordinaten 
~. x2 , x3 als Koordinaten eines Punktes im Raume, bezogen auf ein recht
winkliges Koordinatensystem, so da.l3 jedem Punkte der urspriinglichen Ebene 
eine durch den Anfangspunkt 0 gehende gerade Linie und jedem Zuge der 
ebenen Kurve ein Kegel entspricht, dessen Spitze im Anfangspunkte 0 liegt. 
Ein solcher Kegel teilt nun den Raum entweder in zwei oder in drei Gebiete. 
Im ersteren Faile ist es moglich, eine jede durch den Anfangspunkt 0 gehende 
Gerade durch Drehung um 0 in jede andere durch 0 gehende Gerade iiber
zufiihren, ohne den Kegel zu iiberschreiten, d. h. ohne da.l3 die Gerade in
zwischen einmal mit einer Erzeugenden des Kegels zusammenfallt. Es wird 
dann der Kegel und der entsprechende Kurvenzug ein unpaarer genannt. Im 
zweiten Faile gehi:iren zwei Raumgebiete als Scheitelraume zusammen, insofern 
alle geraden Linien, welche das eine erfiillen, nach ihrer Verlangerung in das 
andere Gebiet hineinragen. Der Kegel und der entsprechende Kurvenzug 
hei.l3en dann paar. Die heiden zusammengehOrigen Raumgebiete und das ent
sprechende Gebiet der Ebene bilden das I nnere des Kegels oder der Kurve. 
Aile iibrigen durch 0 hindurchlaufenden Geraden erfiillen das dritte Raum-

1 Math. Ann. Bd. 10 S. 189. 
2 Vgl. MoBIUS: Uber die Grundformen der Linien der dritten Ordnung, Gesammelte 

Werke Bd. 2. S. 89 und v. STAUDT: Geometrie der Lage S. 81. 
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gebiet. Dieses und das entsprechende Gebiet der Ebene heil3t das auPere 
Gebiet. Zwei unpaare Ziige schneiden sich in einer ungeraden Anzahl von 
Punkten; zwei paare Ziige, sowie ein unpaarer und ein paarer Zug schneiden 
sich in einer geraden Anzahl von Punkten. J eder durch das Innere eines paaren 
Zuges gelegte unpaare Zug schneidet den paaren Zug wenigstens in zwei 
Punkten. 

Durch die vorstehenden Betrachtungen ist das Innere und das Aul3ere 
eines paaren Kurvenzuges in bestimmter Weise unterschieden, und wenn daher 
eine Kurve mit mehreren Ziigen gegeben ist, so konnen wir fiir jeden einzelnen 
paaren Zug angeben, welche Ziige au£erhalb oder innerhalb desselben Iiegen 
und welche denselben umschlie.Ben. Was hierbei die verschiedenen Moglich
keiten anbetrifft, so erscheint es vor allem notig, die au13ersten Vorkommnisse 
bei der Gruppierung der Ziige in Betracht zu ziehen, und wir untersuchen 
daher im folgenden die Frage, wie viele von den Ziigen einer Kurve mit der 
Maximalzahl reeller Ziige hochstens ineinander eingeschachtelt sein konnen, 
d. h. wie viele Ziige derart liegen konnen, da.B der erste Zug vollstandig im 
Inneren des zweiten, der zweite im Inneren des dritten Zuges verlauft us£. 

Man erkennt Ieicht, daP bei einer geraden Ordnung n ( > 4) hochstens 

-~- 1 Ziige in der eben beschriebenen Weise eingeschachtelt sind. Denn giibe es -;

eingeschachtelte Ziige, so nehme man auf einem der iibrigen Ziige einen belie
bigen Punkt A an und verbinde diesen Punkt A mit einem Punkte des zu
innerst gelegenen Kurvenzuges durch eine Gerade. Da die so gelegte Gerade 

den Zug, auf welchem A liegt, und au13erdem jeden der ; eingeschachtelten 

Ziige mindestens in 2 Punkten trifft, so hatte sie mit der Kurve im ganzen 
wenigstens n + 2 Punkte gemein, was unmoglich ist. 

W enn wir die Existenz einer Kurve der geraden Ordnung n mit der 

Maximalzahl reeller Ziige annehmen, von denen in der Tat ; - 1 auf die vorhin 

beschriebene Weise ineinander eingeschachtelt liegen, so ist Ieicht ersichtlich, 
da13 die iibrigen! (n2 - 4n + 6) Ziige samtlich untereinander getrennt ver
laufen. Denn wiirde auch nur einer dieser Ziige einen anderen umschlie.Ben, 
so hatte die Verbindungslinie eines Punktes des letzteren Zuges mit einem 
Punkte des zu innerst gelegenen Zuges der Kurve mindestens n + 2 Punkte 
gemein, und dieser Fall ist unmoglich. Dagegen hindert nichts, dal3 die iibrigen 
! (n2 - 4n + 6) Ziige auf verschiedene Weise in den ringformigen Gebieten 

verteilt sind, welche durch die i - 1 eingeschachtelten Ziige gebildet 

werden. 
Ist die Ordnung n ungerade, so besitzt die Kurve einen unpaaren Zug 

und es sind hoohstens ! ( n - 3) paare Zuge der K urve ineinander eingeschachtelt. 
Denn gabe es ! (n- 1) eingeschachtelte Ziige, so nehme man auf einem der 
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iibrigen Ziige einen beliebigen Punkt an und verbinde diesen Punkt mit einem 
Punkte des zu innerst gelegenen Kurvenzuges durch eine Gerade. Da die so 
gelegte Gerade auBerdem den unpaaren Zug der Kurve wenigstens in einem 
Punkte schneiden mul3, so hatte sie mit der Kurve im ganzen wenigstens 
n + 2 Punkte gemein, was unmi:iglich ist. Die iibrigen ! (n2 - 4 n + 7) Ziige 
liegen wie vorhin untereinander getrennt. 

Wir wollen jetzt zeigen, da/3 Kurven von der in Rede stehenden Art in der 
Tat existieren. Zu dem Zwecke nehmen wir an, es sei f = 0 die Gleichung 
einer Kurve von der Ordnung n mit der Maximalzahl reeller Ziige, unter denen, 

je nachdem n gerade oder ungerade ist, die ; - 1 Ziige Z1 , Z2 , ..• , Z ~ _1 
2 

bzw. die !(n- 3) Ziige Z1 ,Z2 , ••• ,ZHn-s> auf die verlangte Weise inein
ander eingeschachtelt sind. AuBerdem moge es eine Ellipse k = 0 geben, 
welche entweder den auBersten Zug Z n bzw. Zl<n- 3> umschlieBt oder 

2-1 
ganz im innersten Zuge Z1 liegt oder allgemein den Zug Z, umschlieBt und 
zugleich im Innern des Zuges Z,+ 1 liegt, wobei v cine der Zahlen 1, 2, ... , 

-;-- 2 bzw. eine der Zahlen 1, 2, ... , ! (n- 5) bedeutet. Diese Ellipse k = 0 

schneide einen der iibrigen ! (n2- 4n + 6) bzw. ! (n2 - 4n + 7) Ziige in 
2 n Punkten Av A2 , ••• , A2 n, und zwar derart, daB letztere als Punkte der 
Ellipse in der namlichen Reihe aufeinanderfolgen, wie wenn wir den Kurven
zug durchlaufen. Wir nehmen nun auf der Ellipse zwischen zweien dieser 
Punkte, etwa zwischen A1 und A2 , 2n + 4 Punkte B1 , B2 , ••• , B2nH beliebig 
an und verbinden B1 mit B2 , B3 mit B4 , ••• , B2n+3 mit B2 n+4 durch gerade 
Linien. Die linken Seiten der Gleichungen dieser geraden Linien multipli
zieren wir miteinander und bezeichnen das entstehende Produkt, welches 
eine ternare Form von der n + 2-ten Ordnung ist, mit g. Wird dann eine 
GroBe ~ geniigend klein bestimmt, so ist bei geeignet gewahltem Vorzeichen 

fk ± ~g = 0 

die Gleichung einer Kurve der n + 2-ten Ordnung, welche 

~ (n- 1) (n- 2) + 1 + (2 n- 1) = Hn + 1) n + 1, 

d. h. die Maximalzahl von Ziigen besitzt, unter denen in der Tat ; bzw. 

! (n - 1) Ziige ineinander eingeschachtelt sind. Denn jeder der eingeschach
telten Ziige Z1 ,Z2, •• • ,zn bzw. ZvZ2 , ••• ,ZHn-3> gibt zu einem nahebei 

2-1 

gelegenen Zug der neuen Kurve AnlaB. Wir bezeichnen die so entstehenden 
Ziige der neuen Kurve mit Z~, Z~, .. . , Z'n bzw. mit Z~, Z~, .. . , Z~<n-a>· 

2-1 
Zugleich entsteht aus der Ellipse k = 0 ein besonderer Zug Z', welcher die 
Ellipse entweder aul3en umschlieBt oder sich derselben von innen anschmiegt, 

Hilbert, Gesa.mmelte Abbandlungen. Bd. II. 27 
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so da13 die Ellipse entweder zwischen den Ziigen z: und Z' oder zwischen 
den Ziigen Z' und z:+l eingeschachtelt ist. Die Ellipse k = 0 schneidet einen 
der neu entstandenen Ziige in den 2 n + 4 Punkten Bv B2 , ••• , B2n+4• und 
zwar derart, da13 die Reihenfolge dieser Schnittpunkte auf der Ellipse und 
auf demKurvenzuge die namliche ist. Wir erkennen somit, da13 die Ellipse k = 0 
gegeniiber der neu gebildeten Kurve n + 2-ter Ordnung genau die entspre
chende Lage einnimmt, wie gegeniiber der urspriinglichen Kurve n-ter Ord
nung. Das beschriebene Verfahren ist daher von neuem anwendbar, und bei 
jedem weiteren Schritte gelangen wir zu einer neuen Kurve von der verlangten 
Beschaffenheit, deren Ordnung um zwei Einheiten gro13er ist. Da fiir die 
niedrigsten Ordnungen die Existenz der Kurven von der verlangten Be
schaffenheit Ieicht erkannt wird, so folgt dieselbe allgemein. 

Durch das angegebene Verfahren gelangen wir in den Fallen n = 6, 
n = 7, n = 8 zu folgenden Kurven der in Rede stehenden Beschaffenheit. 

n == 6*. 1. Ein Zug Z, innerhalb desselben ein einzelner Zug, au13erhalb 
des Zuges Z 9 untereinander getrennt liegende Ziige. 

2. Ein Zug Z, innerhalb desselben 9 getrennt liegende Ziige, au13erhalb 
des Zuges Z ein einzelner Zug. 

n == 7. 1. Ein Zug Z, innerhalb desselhen 2 getrennt liegende Ziige, au13er
halh des Zuges Z 12 getrennte paare Ziige und ein unpaarer Zug. 

2. Ein Zug Z, innerhalb desselben 12 getrennte Ziige, au13erhalh des 
Zuges Z 2 paare Ziige und ein unpaarer Zug. 

3. Ein Zug Z, innerhalh desselhen 3 getrennte Ziige, au13erhalb des Zuges Z 
11 paare Ziige und ein unpaarer Zug. 

4. Ein Zug Z, innerhalb desselhen 13 getrennte Ziige, au13erhalh des 
Zuges Z ein paarer und ein unpaarer Zug, 

n = 8. 1. Ein Zug Z1 , innerhalb desselhen ein einzelner Zug, au13erhalb 
des Zuges Z1 2 getrennt liegende Ziige; diese heiden letzteren Ziige sowie 
der Zug Z1 werden gleichzeitig umschlossen von einem Zuge Z2 , au13erhalb 
des Zuges Z2 17 getrennt liegende Ziige. 

2. Ein Zug Z1 , innerhalb desselben 17 getrennte Ziige, au.l3erhalb des 
Zuges Z1 2 getrennt liegende Ziige, die heiden letzteren Ziige sowie der Zug Z1 

* Diesen Fall n = 6 habe ich einer weiteren eingehenden Untersuchung unterworfen, 
wobei ich - freilich auf einem auBerordentlich umstandlichen Wege - fand, daB die 
eli Ziige einer Kurve 6-ter Ordnung keinesfalls samtlich auBerhalb und voneinander 
getrennt verlaufen konnen. Dieses Resultat erscheint mir deshalb von Interesse, weil 
es zeigt, daB fiir Kurven mit der Maximalzahl von Ziigen der topologisch einfachste Fall 
nicht immer moglich ist. Zugleich folgt aus dem erwii.hnten Umstande, daB eine Flache 
4-ter Ordnung mit zwolf Mii.nteln nickt existieren kann; vgl. die Preisschrift von K. RoHN: 
Die Flachen 4-ter Ordnung hinsichtlich ihrer Knotenpunkte und ihrer Gestaltung S. 42, 
wo die Zahl zwolf als obere Grenze fiir die Anzahl der Flachenmantel angegeben wird; 
siehe auch diesen Band Abh. 29. 



Ober die reellen Ziige algebraischer Kurven. 419 

werden umschlossen von einem Zuge Z2 ; auBerhalb des Zuges Z2 ein em
zelner Zug. 

3. Ein Zug Z1 , innerhalb desselben ein einzelner Zug, auBerhalb des ZugesZ1 

14 getrennt liegende Ziige, diese letzteren 14 Ziige sowie der Zug Z1 werden 
umschlossen von einem Zuge Z2 , auBerhalb des Zuges Z2 5 getrennte Ziige. 

4. Ein Zug Z1 , innerhalb desselben 5 getrennt liegende Ziige, au3erhalb 
des Zuges Z1 14 Ziige, diese 14 Ziige sowie der Zug Z1 werden zugleich um
schlossen von einem Zuge Z2 , auf3erhalb des Zuges Z2 ein einzelner Zug. 

Die Frage nach der Maximalzahl der reellen Ziige gestattet auch fiir die 
algebraischen Raumkurven eine vollstandige Erledigung. 

Wir untersuchen zunachst, aus wie vielen Ziigen eine irreduzible Raum
kurve n-ter Ordnung hochstens bestehen kann. HALPHEN1 und M. N OETHER2 

haben gezeigt, da3 eine irreduzible nicht ebene Kurve n-ter Ordnung vom 
Maximalgeschlecht notwendig auf einer Flache zweiter Ordnung liegt. Dieses 
Maximalgeschlecht wird ! (n - 2)2 bzw. t (n - 1) (n - 3), je nachdem die 
Ordnung n gerade oder ungerade ist. Es sei nun eine nicht ebene Kurve n-ter 
Ordnung mit der Maximalzahl reeller Ziige gegeben; projizieren wir dieselbe 
von irgend einem Punkte aus auf eine Ebene, so entspricht einem jeden 
Zuge der Raumkurve ein Zug der ebenen Kurve, und das Geschlecht der 
Raumkurve stimmt iiberein mit dem Geschlechte der ebenen Kurve. Die 
Anzahl der reellen Ziige einer jeden ebenen Kurve ist, wie A. HARNACK in 
der zu Anfang zitierten Arbeit ebenfalls bewiesen hat, hochstens gleich dem 
urn Eins vermehrten Geschlechte der Kurve und es ist daher die Zahl der 
Ziige der Projektionskurve und folglich auch die Zahl der Ziige der urspriing
lichen Raumkurve hOchstens gleich t (n - 2)2 + 1 bzw. l (n - 1) (n-3) + 1, 
je nachdem n gerade oder ungerade ist. Zugleich folgt, daB eine jede nicht ebene 
Kurve n-ter Ordnung, welche genau t(n - 2)2 + 1 bzw. !(n -1) (n- 3) + 1 
Ziige besitzt, notwendig auf einer Flache zweiter Ordnung liegen muf3. 

Wir wollen nunmehr zeigen, daB die eben gefundene obere Grenze fiir 
die Anzahl der Ziige auch wirklich erreicht wird. Zu dem Zwecke nehmen 
wir an, es sei eine Kurve en von der geraden Ordnung n als Schnitt eines · 
einschaligen Hyperboloides H = 0 und einer Flache F = 0 von der Ord-

nung ] gegeben und diese Kurve en habe die Maximalzahl ! (n - 2)2 + I 

von reellen Ziigen. AuBerdem moge auf dem Hyperboloide H = 0 mittels 
der Ebene E = 0 eine Ellipse ausgeschnitten sein, welche einen von den 
Ziigen der Kurve en in n aufeinanderfolgenden Punkten A1 , A2 , ••• , An 
schneidet. Wir nehmen auf dieser Ellipse zwischen den Punkten A1 und A2 

1 Bull. Soc. fran9. Math. Bd. 2 S. 42. 
2 Zur Grundlegung der Theorie der algebraischen Raumkurven. Crelles Journ. Bd. 93 

8. 293. 
27* 
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n + 2 Punkte B1 , B2 , ••• , Bn+ 2 beliebig an und konstruieren !(n+2) Ebenen, 
von denen die erste durch B1 und B2, die zweite durch B3 und B4 , ••• und 
die t (n + 2)-te durch Bn+l und Bn+2 hindurchgeht; es soil keine dieser 
Ebenen mit der Ebene E = 0 zusammenfallen. Das Produkt der linken 
Seiten der Gleichungen dieser i (n + 2) Ebenen ist eine quaterniire Form G 
von der ! (n + 2)-ten Ordnung. Wird dann eine GroBe ~ genligend klein 
bestimmt, so ist bei geeignet gewiihltem Vorzeichen 

FE±~G= 0 

die Gleichung einer Fliiche von der i (n + 2)-ten Ordnung, welche aus dem 
Hyperboloide H = 0 eine Raumkurve On+2 der n + 2-ten Ordnung mit 

Hn- 2)2 + 1 + (n- 1) = ~n2 + 1 

reellen Zugen ausschneidet; denn bei jenem Ver£ahren entsteht aus jedem 
Zuge von On ein Zug der Kurve On+2 , und die Ellipse zusammen mit dem in 
n Punkten geschnittenen Zuge von On gibt zu n neuen Zugen der Kurve On+2 

Anla13. Die erhaltene Anzahl von Zligen ist die Maximalzahl. AuBerdem 
schneidet einer der n neu entstandenen Zuge die Ellipse E = 0 in den 
n + 2 au£einander£olgenden Punkten B1 , B2 , •• • , Bn+2 , so da13 das eben 
au£ On angewandte Verfahren in entsprechender Weise auf die neu entstan
dene Kurve On+2 anwendbar wird. Da fiir n = 2 jene Maximalzahl gleich 
Eins wird, so kann fiir das eben beschriebene Verfahren eine beliebige Ellipse 
au£ dem Hyperboloide H = 0 ala Ausgang dienen, und wir erkennen dann 
durch den Schlu13 von n auf n + 2 allgemein fur jede gerade Ordnung n die 
Existenz von Raumkurven mit l (n - 2)2 + 1 reellen Zligen. 

Urn die entsprechende Tatsache fur Kurven von der ungeraden Ord
nung n nachzuweisen, nehmen wir an, die Fliiche F = 0 von der t(n + I)-ten 
Ordnung schneide das einschalige Hyperboloid H = 0 in einer Hilfsgeraden L 
und in einer Kurve n-ter Ordnung On, welche l (n- 1) (n- 3) + I Zuge 
besitzt. Au13erdem moge au£ dem Hyperboloide H = 0 mittels der Ebene E=O 
eine Ellipse ausgeschnitten sein, welche einen von den Zligen der Kurve On 
in den n Punkten A1 , A2 , ••• , An schneidet. Die Punkte mogen siimtlich 
au£ einem ganz im Endlichen sich erstreckenden Teile des Kurvenzuges 
liegen, und zwar sei beim Durchlaufen dieses endlichen Kurventeiles die 
Reihenfolge der Punkte genau die angegebene. Die Hilfsgerade L treffe die 
Ellipse im Punkte A und die Lage des Punktes A au£ der Ellipse sei derart, 
da13 beim Durchlaufen der Ellipl'le der Reihe nach die Punkte A, A1 , A2 , ... , An 
aufeinanderfolgen. Wir nehmen nun auf der Ellipse zwischen den Punkten A 
und A1 n + 2 Punkte B1 , B2 , ••• , Bn+2 beliebig an und konstruieren eine 
Ebene, welche durch die Gerade L und durch den Punkt B1 geht und hierau£ 
noch ! (n + 1) Ebenen, von denen die erste durch B2 und B3 , die zweite 
durch B 4 und B 5 und die ! (n + 1)-te durch Bn+J und B<a+2 hindurchgeht. 
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Das Produkt der linken Seiten der Gleichungen dieser i (n + 3) Ebenen 
werde mit G bezeichnet. Bestimmen wir dann eine Gr6.6e <5 genligend klein, 
so ist bei geeigneter Wahl des Vorzeichens 

FE±bG=O 

die Gleichung einer Flache von der } (n + 3)-ten Ordnung, welche aus dem 
Hyperboloide H = 0 die Gerade Lund iiberdies eine Raumkurve 0 .. +2 von 
der n + 2-ten Ordnung mit 

i (n - 1) (n - 3) + 1 + (n - 1) = i (n + 1) (n - 1) + 1 

Zligen, d. h. mit der Maximalzahl von Zligen ausschneidet. 'Oberdies schneidet 
einer dieser Zlige die Ellipse E = 0 in den n + 2 Punkten B1 , B2 , ••• , B .. +2 • 

Die letzteren Punkte liegen wiederum samtlich auf einem ganz im Endlichen 
sich erstreckenden Kurvenstlicke, und wenn Bv B2, ••• , Bn+2 die Reihen
folge der Punkte beim Durchlaufen dieses endlichen Kurvenstlickes angibt, 
so herrscht auf der Ellipse die Reihenfolge A, Bv B2 , ••• , B .. + 2 • Das eben 
auf 0"' angewandte Verfahren wird daher in entsprechender Weise auf die 
neu entstandene Kurve 0 .. +2 anwendbar. Da flir n = 1 jene Maximalzahl 
gleich Eins wird, so kann flir das eben beschriebene Verfahren eine beliebige 
Gerade des Hyperboloides H = 0 als Ausgang dienen, und wenn wir dann 
irgend eine Gerade aus der anderen Schar der Erzeugenden des Hyper
boloides als Hilfslinie L hinzunehmen, so folgt durch den Schlu.6 von n au£ 
n + 2 allgemein, da.6 es Raumkurven von der ungeraden Ordnung n mit 
! (n- 1) (n- 3) + 1 Zligen gibt. Wir sprechen daher den Satz aus: 

Die Zahl der reellen Ziige einer irreduziblen Raumkurve n-ter Ordnung ist 
Mchstens l (n- 2)2 + 1 bzw. i (n- 1) (n- 3) + 1, fe nachdem dieOrdnung n 
gerade oder ungerade ist, und es gibt in beiden Fallen Raumkurven, welche wirk
lich aus so vielen Ziigen gebildet sind. 

Wir untersuchen nunmehr Lage und Gestalt der Raumkurven mit der 
Maximalzahl reeller Zlige. Da nach den obigen Ausflihrungen diese Kurven 
auf einer Flache zweiter Ordnung Iiegen, so ist es nicht moglich, da.6 ein Zug 
derselben sich in einen der iibrigen Ziige hineinschlingt. Die Ziige der Raum
kurve liegen vielmehr samtlich getrennt im Raume, derart, da13 jeder Zug 
durch stetige Anderung auf einen Punkt zusammengezogen werden kann, 
ohne da.6 er wahrenddessen einen der anderen Ziige durchschneidet. Doch ist 
damit sehr wohl vertraglich, da.6 einer der Kurvenziige auf der Flache zweiter 
Ordnung einen der anderen Ziige umschlie13t, und es sind sogar im allgemeinen 
flir die namliche Kurvenordnung n verschiedene Gruppierungen der Ziige auf 
der Flache zweiter Ordnung moglich. 

Wir sehen ferner Ieicht ein, da.6 eine Raumkurve mit der Maximalzahl 
reeller Zlige keinen wirklichen Doppelpunkt besitzen dar£. W enn wir namlich 
das Gegenteil annehmen und dann au13erhalb der Raumkurve auf der die 
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Raumkurve tragenden Flache zweiter Ordnung einen Punkt P so hestimmen, 
daB keine der heiden in diesem Punkte P sich schneidenden Geraden der 
Flache den Doppelpunkt der Kurve trifft, so liefert die Projektion der Raum
kurve von diesem Punkte aus eine ehene Kurve von der n-ten Ordnung, 
welche einen gewohnlichen Doppelpunkt und au.Berdem einen n,_-fachen und 
einen ~-fachen Punkt hesitzt, wohei n,_ + ~ = n ist. Das Geschlecht der 
ehenen Kurve ware folglich kleiner als i (n- 2)2 hzw. ! (n- 1) (n- 3). 
Da aher die Zahl der Ziige einer Kurve hochstens urn eine Einheit gro.Ber 
sein kann als ihr Geschlecht, so konnte die ehene Kurve hiernach hi:ichstens 
! (n - 2)2 hzw. ! (n - 1) (n - 3) Ziige hahen und das namliche ware daher 
auch fiir die Raumkurve der Fall. Dieser Umstand widerspricht unserer 
Annahme, zufolge derer die Raumkurve die Maximalzahl reeller Zi.ige hesitzt. 
Die Betrachtung lehrt zugleich die W erte der Zahlen n,_ und 16:! erkennen. 
Denn da die durch Projektion entstandene ebene Kurve notwendig das Ge
schlecht ! (n - 2)2 hzw. ! (n - 1) (n - 3) besitzt, so ergeben sich die 

Werte n,_ = ~··, ~ = ~;- hzw. n,_ =! (n + 1), ~ =! (n- 1), je nachdem 

die Ordnung n gerade oder ungerade ist. 
Die vorhin konstruierten Raumkurven mit der Maximalzahl reeller Zi.ige 

besitzen, wie man sieht, keinen oder einen einzigen unpaaren Zug, je nach
dem ihre Ordnung n gerade oder ungerade ist. Es entsteht so die weitere 
Frage, ob - ebenso wie fiir ebene Kurven - die Forderung der Maximalzahl 
reeller Zi.ige das Auftreten mehrerer unpaarer Zi.ige ausschlie.Bt oder ob au.Ber 
den vorhin konstruierten Raumkurven noch andere Arlen von Raumkurven 
mit der Maximalzahl von Ziigen vorhanden sind. 

Urn zunachst eine obere Grenze fiir die Anzahl der unpaaren Ziige einer 
Raumkurve n-ter Ordnung mit der Maximalzahl reeller Zi.ige zu bestimmen, 
projizieren wir wie vorhin die Raumkurve von einem Punkte P der quadra
tischen Flache auf eine Ebene; der Punkt P soli nicht auf der Raumkurve 

selbst liegen. Die entstandene ehene Kurve n-ter Ordnung besitzt zwei -; -fache 

oder einen! (n + 1)-fachen und einen t (n- 1)-fachen Punkt, je nachdem n 
gerade oder ungerade ist. Wir hezeichnen diese heiden funkte mit A und B. 
Au.Ber diesen heiden Singularitaten besitzt die ehene Kurve - wie vorhin 
gezeigt worden ist - keinen mehrfachen Punkt. Jedem unpaaren Zuge der 
Raumkurve entspricht auch ein unpaarer Zug der ebenen Kurve und um
gekehrt. Denn wenn wir durch den Projektionsmittelpunkt P eine Ebene 
legen und wenn diese Ebene einen Zug der Raumkurve in einer ungeraden 
Zahl von Punkten schneidet, so trifft die durch die Ebene bestimmte Gerade 
den entsprechenden Zug der ebenen Kurve in der namlichen ungeraden Anzahl 
von Punkten. Somit kommen wir auf die Untersuchung der durch Projektion 
entstandenen ebenen Kurve zuriick. 
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Wir heweisen Ieicht, da.l3 die ehene Kurve hochstens einen unpaaren Zug 
besitzen kann, welcher durch jeden der heiden Punkte A und B eine ungerade 
Anzahl von Malen hindurchgeht . In der Tat nehmen wir an, es gahe zwei 
solche Zlige und heriicksichtigen wir, da.l3 diese Zlige au.l3erhalh der Punkte A 
und B einander nicht durchschneiden diirfen, so wlirde folgen, da.l3 die heiden 
unpaaren Zlige im ganzen eine gerade Anzahl von Malen einander durch
schneiden, und dies ist nicht moglich. In der entsprechenden Weise erkennt 
man, da.l3 heim Vorhandensein mehrerer unpaarer Zlige kein einziger von 
diesen sowohl durch A wie durch Beine gerade Anzahl von Malen hindurch
lauft. Wenn also die ehene Kurve mehrere unpaare Zlige hesitzt, so giht es 
unter diesen stets einen unpaaren Zug Z, welcher durch einen der heiden 
singulii.ren Punkte, etwa durch A, eine ungerade Anzahl von Malen und durch 
den anderen singuliiren Punkt B eine gerade Anzahl von Malen hindurchgeht. 
Es mlissen dann aher notwendig auch die iihrigen unpaaren Zlige der Kurve 
den namlichen Punkt A eine ungerade Anzahl von Malen und den Punkt B 
eine gerade Anzahl von Malen schneiden - ahgesehen von dem einen etwa 
vorhandenen unpaaren Zuge, welcher durch jeden der heiden Punkte A 
und Beine ungerade Anzahl von Malen hindurchgeht. In der Tat, wenn es 
einen unpaaren Zug gahe, welcher A eine gerade und B eine ungerade Anzahl 
von Malen schnitte, so mii.l3te dieser unpaare Zug den unpaaren Zug Z in 
einer geraden Anzahl von Punkten durchschneiden, und dies ist unmoglich. 

Die hisherigen Ausflihrungen zeigen, da.13 jeder unpaare Zug durch einen 
der singularen Punkte, etwa durch A, eine ungerade Anzahl von Malen, also 

mindestens eininal, hindurchgeht. Da nun A ein -~-facher hzw. ein i (n ± 1)

facher Punkt ist, je nachdem die Ordnung n gerade oder ungerade ist, so 

kann die Kurve jedenfalls hochstens -~ hzw. ! (n + 1) unpaare Zlige hesitzen. 

Diese ohere Grenze flir die Zahl der unpaaren Zlige wird jedoch nicht erreicht, 
wie man in folgender Weise zeigt. 

Wir setzen erstens n = 4 v, wo v eine ganze Zahl hedeutet, und nehmen 
an, es existiere eine Kurve von der Ordnung n mit der Maximalzahl von 
Zligen, welche in A und in B je einen 2v-fachen Punkt hesitzt; 2v Zlige der 
Kurve seien unpaar, lind jeder dieser 2 v Zlige gehe einmal durch den Punkt A. 
Nach den ohigen Ausflihrungen konnte es dann hi:ichstens einen unt er den 
2 v unpaaren Zligen gehen, welcher durch den Punkt B eine ungerade Anzahl 
von Malen hindurchgeht. Da Punkt B ein 2 v-facher Punkt der Kurve ist, so 
mii.l3ten, ahgesehen von jenen unpaaren Zligen, noch eine ungerade Anzahl 
reeller Zweige der Kurve durch B hindurchlaufen. Die lihrigen unpaaren 
Zlige der Kurve laufen aher samtlich durch Beine gerade Anzahl von Malen 
hindurch, und es mli.l3te daher mindestens einen paaren Zug der Kurve gehen, 
welcher durch B eine ungerade Anzahl von Malen hindurchgeht . Dieser paare 
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Zug kann nicht auch durch A laufen, weil sich in A bereits 2 'P unpaare Ziige 
schneiden. Da der paare Zug auBerhalb der Punkte A und B nirgends einen 
anderen Zug schneiden kann, so wiirde er jenen unpaaren, durch B eine 
ungerade Zahl von Malen hindurchlaufenden Zug in einer ungeraden Anzahl 
von Punkten schneiden miissen, und dies ist nicht moglich. Damit ist gezeigt, 
daB jeder der 2 'P unpaaren Ziige durch B eine gerade Anzahl von Malen 
hindurchliiuft. Wir nehmen jetzt n > 4 an; es existiert dann auBer den 
2 'P unpaaren Ziigen jedenfalls noch ein paarer Zug. Wir ziehen von einem 
beliebigen Punkte eines paaren Zuges der Kurve eine Gerade nach dem 
Punkte B. Da diese gerade Linie in B mit jedem der unpaaren Ziige eine 
gerade Anzahl von Punkten gemein hat, so folgt, daB dieselbe noch jeden 
der unpaaren Ziige in einer ungeraden Zahl von Punkten, also mindestens 
in je einem Punkte, auBerhalb B tre££en muB. Nun ist B ein 2 P-facher Punkt 
der Kurve, und es wiirde also die gerade Linie mit der Kurve mindestens 
4 'P + 1 Punkte gemein haben. Diese Folgerung steht im Widerspruch mit 
der angenommenen Irreduzibilitiit der Kurve. Die Kurve kann daher nicht 
2 'P unpaare Ziige besitzen, und da eine Kurve gerader Ordnung auch eine 
gerade Anzahl unpaarer Ziige besitzen muB, so folgt, daB unsere ebene Kurve 
und daher auch die anfiinglich betrachtete Raumkurve von der Ordnung n = 4P 
mit der Maximalzahl reeller Ziige hochstens 2 'P - 2 unpaare Ziige besitzen 
kann. Ausgenommen ist die Kurve 4-ter Ordnung, fiir welche die Annahme 
zweier unpaarer Ziige freisteht. 

Wir setzen zweitens die Ordnung n = 4 'P + 2 und zeigen, daB in diesem 
Faile unsere Kurve gar keinen unpaaren Zug besitzen dar£. Nach den friiheren 
Uberlegungen mliBte namlich jeder der vorhandenen unpaaren Ziige durch 
einen der heiden singularen Punkte, etwa durch A, eine ungerade Anzahl 
von Malen hindurchlaufen. Nun ist die Zahl der samtlichen unpaaren Ziige 
notwendig gerade, und da A ein 2 'P + 1-facher Punkt der Kurve ist, so miiBte 
mindestens ein paarer Zug Z existieren, welcher den Punkt A eine ungerade 
Anzahl von Malen schneidet. Andererseits dar£ hochstens ein unpaarer Zug 
zugleich auch durch B eine ungerade Anzahl von Malen laufen, und infolge
dessen miiBte es jedenfalls einen unpaaren Zug geben, welcher durch B eine 
gerade Anzahl von Malen liiuft. Dieser unpaare Zug · wiirde jenen paaren 
Zug Z eine ungerade Anzahl von Malen schneiden, und dies ist unmoglich. 

Es sei drittens die Ordnung n = 4 'P + 1 ; die vorhin fiir die Anzahl der 
unpaaren Ziige gefundene obere Grenze ist in diesem Faile gleich 2 'P + 1. 
Diese Grenze wird wiederum nicht erreicht. Wir nehmen, urn dies einzusehen, 
an, es gabe eine Kurve mit der Maximalzahl von Ziigen; 2 'P + 1 von diesen 
Ziigen seien unpaar und liefen je einmal durch den 2P + 1-fachen Punkt A. 
Hochstens einer von diesen 2 'P + 1 unpaaren Ziigen dar£ zugleich auch durch 
B eine ungerade Anzahl von Malen hindurchgehen. Da a her B ein 2 p-facher 
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Punkt der Kurve ist, so mii.13te in diesem Faile mindestens ein paarer Zug 
vorhanden sein, welcher durch Beine ungerade Anzahl von Malen hindurch
lauft. Dieser paare Zug kann nicht durch A laufen, weil sich im Punkte A 
bereits 2 v + 1 Zweige der Kurve schneiden; er wiirde folglich jenen unpaaren, 
eine ungerade Zahl von Malen durch B laufenden Zug eine ungerade Anzahl 
vonMalen schneiden. Dies ist unmoglich, und es ist damit gezeigt, da.l3 keiner 
der 2 v + 1 unpaaren Ziige durch B eine ungerade Anzahl von Mal en hin
durchgehen dar£. Au.13er den 2 v + 1 unpaaren Ziigen existiert, falls die Ord
nung der Kurve n > 5 ist, noch ein paarer Zug, und wir sehen, wie im ersten 
Faile, Ieicht ein, da.l3 eine durch B und einen beliebigen Punkt des paaren 
Zuges gelegte Gerade mit der Kurve mehr als n Punkte gemein haben wiirde. 
Die Kurve kann also nicht 2 v + 1 unpaare Ziige besitzen, und da eine Kurve 
von ungerader Ordnung notwendig eine ungerade Anzahl von unpaaren 
Ziigen besitzt, so folgt, da.l3 eine Raumkurve von der Ordnung n = 4 v + 1 
mit der Maximalzahl reeller Ziige hochstens 2 v - 1 unpaare Ziige besitzen 
kann. Ausgenommen ist die Kurve 5-ter Ordnung, fiir welche die Annahme 
von 3 unpaaren Ziigen freisteht. 

Wir setzen endlich viertens die Ordnung n = 4 v + 3. Die Kurve konnte 
dann den friiheren Betrachtungen zufolge hochstens 2v + 2 oder vielmehr, 
da sie von ungerader Ordnung ist, hochstens 2 v + 1 unpaare Ziige besitzen. 
Auch diese Anzahl wird nicht erreicht. Wir nehmen an, es existiere eine 
Kurve der verlangten Art mit 2 v + 1 unpaaren Ziigen und haben dann zu 
unterscheiden, ob jeder von diesen unpaaren Ziigen durch den 2 v + 2-fachen 
Punkt A oder durch den 2v + 1-fachen Punkt B einmal hindurchlauft. Im 
ersteren Falle mii.l3te es au.13erdem noch eiilen paaren Zug Z der Kurve geben, 
welcher den Punkt A einmal schneidet. Fiir n > 3 wird 2v + 1 > 1, und es 
gibt daher unter dieser Voraussetzung jedenfalls einen unpaaren Zug, welcher 
durch B eine gerade Anzahl von Malen hindurchlauft. Dieser unpaare Zug 
wiirde jenen paaren Zug Z eine ungerade Zahl von Malen schneiden, was 
unmoglich ist. Nehmen wir zweitens an, es liefen die 2v + 1 unpaaren Ziige 
der Kurve samtlich durch den 2 v + 1-fachen Punkt B einmal hindurch, so 
ist zunachst, wie man Ieicht einsieht, ausgeschlossen, da.l3 einer dieser unpaaren 
Ziige auch durch A eine ungerade Zahl von Malen hindurchlauft. Wird dann 
wiederum n > 3 angenommen, so besitzt unsere Kurve jedenfalls noch einen 
paaren Zug, und wir erkennen dann wie oben bei Behandlung der Fallen= 4 v 
und n = 4 v + 1 , da.l3 eine durch A und einen beliebigen Punkt des paaren 
Zuges gelegte gerade Linie mit der Kurve mehr als n Punkte gemein haben 
wiirde, und dies ist unmoglich. Es folgt also, da.l3 eine Raumkurve von der 
Ordnung n = 4 v + 3 mit der Maximalzahl reeller Ziige hochstens 2 v - 1 
unpaare Ziige besitzen kann. Ausgenommen ist die Kurve dritter Ordnung; 
diese besteht aus einem unpaaren Zuge. 
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Wir fassen die erhaltenen Resultate wie folgt zusammen: 
Eine irreduzible Raumkurve n-ter Ordnung mit der M aximalzahl reeller Ziige 

besitzt unter diesen beziehungsweise h6chstens 2 v - 2, 2 v - 1 , 2 v - 1 unpaare 
Ziige, je nachdem n = 4v, 4v + 1, 4v + 3 ist. In dem Fallen= 4v + 2 sind 
siimtliche Ziige notwendig paar. Ausgenommen sind die K urven 3-ter, 4-ter 
und 5-ter Ordnung, fiir welche beziehungsweise die Annahme von 1, 2, 3 un
paaren Ziigen freisteht. 

Es wird im folgenden gezeigt, daB die in diesem Satze ausgesprochenen 
Einschrankungen fiir die Zahl der unpaaren Ziige auch hinreichend sind, 
d. h. wenn man eine die gefundenen Grenzen nicht iiherschreitende gerade 
oder ungerade Zahl wahlt, so existieren stets Raumkurven von gerader hzw. 
ungerader Ordnung mit der Maximalzahl reeller Ziige und mit soviel unpaaren 
Ziigen als jene Zahl angiht. Dieser Nachweis hildet den schwierigsten Teil 
unserer Aufgahe. 

Es ist zunachst notwendig, die Konstruktion einer Raumkurve 4-ter Ord· 
nung mit 2 unpaaren Ziigen auszufiihren. Zu dem Zwecke nehmen wir auf 
einem einschaligen Hyperholoide H = 0 zwei Paare von geraden Linien an, 
von denen das eine Paar L, M der einen Schar und das zweite Paar L', M' 
der anderen Schar von Erzeugenden angehort. Wir legen dann durch die 
heiden Geraden L und L' sowie durch die heiden Geraden L und M' je eine 
Ehene und hezeichnen das Produkt der linken Seiten der Gleichungen dieser 
heiden Ehenen mit P. Es wird dann die quadratische Form P in einem 
durch L' und M' hegrenzten Teile der Oherflache des Hyperholoides iiherall 
null oder positiv und in dem anderen Teile der Oherflache null oder negativ. 
Hierauf legen wir durch die heiden· Geraden M und L' sowie durch die heiden 
Geraden M und M' je eine Ehene und bilden das Produkt Q der linken Seiten 
der Gleichungen der heiden Ebenen. Da auch die so erhaltene quadratische 
Form Q auf dem Hyperholoide nur heim Uherschreiten der Linien L' und M' 
ihr Vorzeichen andern kann, so ist bei geeigneter Wahl des Vorzeichens P ±Q 
eine quadratische Form, welche in den Punkten von L' und M' verschwindet 
und in allen anderen Punkten des Hyperboloides einen von null verschie
denen Wert hat. Bezeichnen wir daher mit G eine heliehige quaternare qua
dratische Form, so stellt die Gleichung 

fiir geniigend kleine Werte ~ eine quadratische Flache dar, welche aus dem 
Hyperholoide eine irreduzihle Kurve 04 von der 4-ten Ordnung mit 2 un
paaren Ziigen ausschneidet. Zugleich ist klar, daB die heiden Scharen von 
Erzeugenden des Hyperholoides sich gegeniiher den Ziigen der Kurve ver
schieden verhalten: die Geraden der einen Schar schneiden entweder einen 
der heiden Kurvenziige in 2 reellen Punkten oder sie schneiden die Kurve 
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iiberhaupt nicht, und die Geraden der anderen Schar schneiden jeden der 
heiden unpaaren Ziige in einem Punkte. 

Die eben konstruierte Kurve 0 4 von der 4-ten Ordnung ist vom Ge
schlechte 1, und es lassen sich daher die Koordinaten ihrer Punkte als ellip
tische Funktionen eines Parameters t darstellen, derart, daB die Parameter
werte t = 0 his t = w alle Punkte des einen Zuges und die Parameter-

ia/ i w' 
werte t = 2 + 0 his t = 2 + w aile Punkte des anderen Zuges liefern. 

Dahei hedeuten w, w' zwei reelle GroBen, und w, i w' sind die heiden Perioden 
der Kurve1. Der Parameter t sei so normiert, daB die Summe der Parameter-

werte fur die 4 Schnittpunkte der Kurve mit irgend einer Ebene gleich i ;' 

wird. Nach dem Ahelschen Theoreme ist dann die Kongruenz 

miw' 
tl + t2 + • •. +· t4m- --2-' (w, i w') 

die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB die 4m Punkte ~, 
~ •... , t4m durch eine Flache m-ter Ordnung a us der Raumkurve 04 aus
geschnitten werden konnen. Es sei L eine gerade Linie des Hyperboloides H = 0, 
welche die heiden unpaaren Ziige der Kurve 0 4 in je einem reellen Punkte 

trifft. Die Parameter dieser heiden Punkte seien At und i ;' + ~, wo At und ~ 
reelle GroBen hedeuten. Ferner sei L' eine Erzeugende des Hyperholoides, 
welche der anderen Schar angehort und einen der unpaaren Ziige in den 
heiden Punkten t = A.~ und t = A.~ schneidet, wo A~ und ..:t; ehenfalls reelle 
GroBen hedeuten. Zur Abkiirzung setzen wir 

-r =- il.1 - A2 =A~+).~, (w). 

W enn wir nun durch die Gerade L eine Flache von der ungeraden Ordnung m 
legen, so schneidet dieselhe unsere Kurve 0 4 noch in 4m - 2 weiteren Punkten, 
und nach dem angefiihrten Satze gilt fiir die Parameter ~, t2 , ••• , t4 m-z 
dieser Punkte die Relation 

+ I - ( • ') tl t2 T · · ' + t4 m-2 = 't' ' w, ~ OJ • 

Ist umgekehrt bei ungerader Zahl m die letztere Bedingung erfiillt, so gibt 
es stets eine Flache m-ter Ordnung, welche die Gerade L enthalt und aus 
der Kunre 0 4 jene 4m - 2 Punkte ~. ~ •... , t4 m-z ausschneidet. Denn stellt 
die Gleichung G = 0 eine Flache m-ter Ordnung dar, welche a us der Kurve 04 

die 4m Punkte ~. t2 , ••• , t4 m_2 , il.1 , i;/ + ~ ausschneidet, so ist es stets 

moglich, eine quaternare Form K von der m - 2.ten Ordnung derart zu 
hestimmen, daB die Flitche G + K F = 0 noch m - 1 weitere Punkte mit 
der Geraden L gemein hat und folglich die Gerade ganz enthalt. 

1 Vgl. CLEBSCH-LINDEMANN: Vorlesungen iiber Geometrie Bd. I S. 610. 
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Ist m eine gerade Zahl, so erkennt man in derselben Weise die Bedingung 

(w, i w') 

als notwendig und hinreichend dafiir, da.B eine Flache von der m-ten Ord
nung existiert, welche die Gerade L' enthalt und aus der Kurve 04 die wei
teren 4m-2 Punkte t:J_, t2 , •• • , t4m_2 ausschneidet. 

Die Konstante -r: ist, wie man Ieicht erkennt, unabhangig von der beson
deren Wahl der geraden Linien L und L' in den beziiglichen Scharen von 
Erzeugenden. Die aufgestellte Bedingung 

(w, i w') 

ist daher allgemein notwendig und hinreichend fiir die Existenz einer Flache 
m-ter Ordnung, welche aus der Kurve 04 die 4m-2 Punkte t:J_, t2, •• • , t4 m_ 2 

ausschneidet und au.Berdem eine beliebig gegebene Gerade der einen bzw. 
der anderen Schar enthalt. 

Dagegen andert die Konstante -r: ihren Wert, wenn wir statt des Hyper
boloides H = 0 etwa das Hyperboloid H + F = 0 zugrunde legen, welches 
ebenfalls die Kurve 04 enthii.lt, aber mit dem Hyperboloide H = 0 k~ine 
Erzeugende gemein hat. Infolge dieses Umstandes konnen wir annehmen, 
da.B die Konstante -r: weder gleich null noch gleich einem Vielfachen der Pe
riode w ausfallt. 

Nach diesen Vorbereitungen fiihren wir den Nachweis fiir die Existenz 
der moglichen Arten von Raumkurven. 

Wir setzen erstens die Ordnung n = 4 v und bestimmen 8 reelle Gro.Ben ti1', 

t~1>, .•. , t~ll, welche den Bedingungen 
t~l) < 0 < t~l) < t~l) < ... < t~l) ' 
t~l) + t~l) + t~U + • • • + tiS) = 0 

geniigen. Au.Berdem sei t = 0 ein im Endlichen liegender Punkt der Raum
kurve 04 , und der gro.BerenAnschaulichkeit wegen nehmen wir die Gro.Ben tl1' 

und t~1l dem absoluten Betrage nach so klein an, da.B, wahrend der Parameter t 
von ti1' his t~1l wachst, der entsprechende Punkt eine ganz im Endlichen 
gelegene Strecke der Kurve 04 durchlauft. Darauf bestimmen wir 16 reelle 
Gro.Ben ti2', t~2), ••• , tl7i, welche den Bedingungen 

til) < t~2) < 0 < t~2) < t~2 ) < ... < ti~ < t~0 ' 

ti2) + t~2) + t~2) + . . . + ti~ = 0 

geniigen, dann 24 reelle Gro.Ben ti3', t~3l, ... , t~~ mit den Bedingungen 

ti2l < tiS) < 0 < t~S) < t~S) < • • • < t~~ < t~2 l , 

tiS) + t~S) -f- t~S) + • • • -t- t~~ = 0 

us£., bis wir zu einem System von B(v- I) Gro13en 
~v-1) t<v~1) t(v~l) 
£1 ' 2 ' • · ., 8(v-1} 
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gelangen, fiir welche die Bedingungen 

t (v-2) - t(t'-1) .-- 0 < t<"-1) < t<"-1) < < t(t'-1) < t<v-2) 
1 '- 1 ......__ 2 3 • • • B(v-1) 2 ' 

t (,.-1) + t<"-1) + t<v-1) + + t<•-1) _ 0 
1 2 3 • • • 8(Y-1) -

erfiillt sind. 
Nach den obigen Ausfiihrungen sind durch die Parameterwerte t~1>, 

t~1>, .•• , t~1 > au£ einem der heiden unpaaren Ziige der Kurve 0 4 8 Punkte 
hestimmt, welche durch eine FHiche 2-ter Ordnung a us derselhen ausgeschnitten 
werden konnen. Die Gleichung dieser Flache 2-ter Ordnung sei G<1> = 0. Fiir 
geniigend kleine Werte b0 > stellt dann die Gleichung 

F<l> = F + b<l>G<1> = 0 

eine quadratische Fliiche dar, deren Schnitt mit dem Hyperboloide H = 0 
ehenfalls eine Kurve 4-ter Ordnung mit 2 unpaaren Ziigen ist. Der eine von 
diesen heiden unpaaren Ziigen schneidet den entsprechenden Zug der urspriing-
1. h K o · a 8 P kt <1> <1> <r> ·a · d w · 1c en urve 4 m en un en t1 , t2 , ••• , t8 , un zwar In er mse, 
daJ3 heim Durchlaufen des unpaaren Zuges der neuen Kurve jene 8 Punkte t~1 >, 
tg>, ... , t~1> in der namlichen Reihenfolge auftreten wie heim Durchlaufen 
der Kurve 04 • Der zweite Zug der neuentstandenen Kurve lau£t nehen dem 
entsprechenden Zuge der urspriinglichen Kurve 0 4 entlang, ohne ihn zu 
schneiden. Es sei nun G<2> = 0 die Gleichung einer Flache 4-ter Ordnung, 
welche aus der urspriinglichen Kurve 04 die 16 Punkte ti2>, t~2>, .•• , tiW aus
schneidet. Dann stellt die Gleichung 

F<2> = F F<I> ± ~<2> G<2> = o 
hei geeignet gewiihltem Vorzeichen und fiir geniigend kleine W erte d<2> eine 
Flache 4-ter Ordnung dar, welche aus dem Hyperboloide H = 0 eine 
Kurve 8-ter Ordnung mit 2 unpaaren und 8 paaren Ziigen ausschneidet. 
Denn von den 4 unpaaren durch F = 0 und F<1> = 0 hestimmten Ziigen 
bleiben lediglich die heiden sich gegenseitig nicht schneidenden unpaaren 
Ziige auch nach der angegehenen Variation unpaar, wahrend die unendlichen 
Teile der heiden anderen unpaaren Ziige einen einzigen ins Unendliche 
sich erstreckenden paaren Zug liefern. Die iihrigen neu entstehenden 7 paaren 
Ziige verlaufen samtlich im Endlichen. Unter ihnen ist einer vorhanden, 
welcher einen der unpaaren Ziige der Kurve 04 in den 16 Punkten ti21 , 

t~2>, ••. , t<(J schneidet, und zwar derart, . daJ3 heim Durchlaufen jenes paaren 
Zuges die 16 Punkte in der namlichen Reihenfolge ti2>, t~2>, .•• , t~ZJ erscheinen 
wie beim Durchlaufen des unpaaren Zuges der Kurve 0 4 • Wenn ferner 
a<s> = 0 die Gleichung einer Fliiche der 6-ten Ordnung darstellt, welche aus 
d .. 1· h K 0 d. 24 P nkt <3> (3> <3> h "d t er ursprung IC en urve 4 Ie u e t1 , t2 , ••• , t24 aussc ne1 e , 
so ist 

F<s> = F F{2l ± ~~a> GIS>= 0 
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bei geeignet gewahltem Vorzeichen und fiir geniigend kleine W erte (J(S) die 
Gleichung einer Flache 6-ter Ordnung, welche aus dem Hyperboloide H = 0 
cine Kurve 12-ter Ordnung mit 4 unpaaren und mit 8 + 14 = 22 paaren 
Ziigen ausschneidet. Denn einer von den unpaaren Ziigen der Kurve 04 und 
der von diesem in 16 Ptmkten geschnittene paare Zug liefern zusammen 
einen unpaaren Zug und 15 paare Ziige. Einer dieser 15 paaren Ziige schneidet 
einen der unpaaren Ziige der urspriinglichen Kurve 04 in den 24 aufeinander
folgenden Punkten ti3>, t~3>, ... , t~~. Fahren wir in derselben Weise fort, so 
erhalten wir bei dem nachsten Schritte eine Flache F<4> von der 8-ten Ord
nung, welche aus dem Hyperboloide H = 0 eine Kurve von der 16-ten Ord
nung mit 6 unpaaren und mit 8 + 14 + 22 = 44 paaren Ziigen ausschneidet. 
Wie man sieht, kommen mit jedem weiteren Schritte noch 2 unpaare Ziige 
zu den vorhandenen hinzu, wahrend der Zuwachs zur Anzahl der paaren 
Ziige mit jedem weiteren Schritte urn 8 Einheiten groBer ist als bei dem 
vorhergehenden Schritte. Wir gelangen daher nach t-t - 1 Schritten zu einer 
Flache 

von der 2t-t-ten Ordnung, welche aus dem Hyperboloide H = 0 eine Kurve 
von der 4t-t-ten Ordnung mit 2t-t - 2 unpaaren und mit 

8 + 14 + 22 + 30 + ... + (8 f-l - 10) = 4 ,u2 - 6 f-l + 4 

paaren Ziigen ausschneidet. Dabei ist f-l cine Zahl, welche die Zahl v nicht 
iiberschreitet. 

Die Flache G<r> = 0 von der 2 t-t-ten Ordnung schneidet einen der heiden 
unpaaren Ziige der Kurve 04 in den 8 .u Punkten tY'\ t~·>, ... , t~~. Es sei 
jetzt G'<l'> = 0 die Gleichung einer Flache von der namlichen Ordnung 2,u, 
welche aus dem anderen unpaaren Zuge der Kurve 04 irgend 8t-t reelle Punkte 
ausschneidet. Dann wird bei geeigneter Wahl des Vorzeichens und fiir geniigend 
kleine Werte (J'(t<) die Gleichung 

F'(p) = F F<p-1) ± (j'(II)G'(tt.} = 0 

eine Flache darstellen, welche aus dem Hyperboloide H = 0 eine Kurve 4t-t-ter 
Ordnung von der namlichen Gestalt ausschneidet wie die Flache F<t'> = 0. 
Auch trifft diese Schnittkurve 4t-t-ter Ordnung die urspriingliche Kurve 04 

in 8 t-t aufeinanderfolgenden Punkten; a her es ist jetzt ein unpaarer Zug, 
welcher die 8ft Punkte aus der Kurve 0 4 ausschneidet. Nunmehr sei G<1'+1) =0 
die Gleichung einer Flache von der Ordnung 2t-t + 2, welche aus dem ersteren 
unpaaren Zuge der Kurve 04 irgend 8,u + 8 reelle Punkte ausschneidet; 
dann stellt die Gleichung 

F<t,+l> = F F'<.u> ± (J<.«+t>G<t.-t·t> = 0 

bei geeigneter Wahl des Vorzeichens und fiir geniigend kleine Werte CJ<I•+l) 
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eine Flache dar, welche aus dem Hyperboloide H = 0 eine Kurve von der 
4p, + 4-ten Ordnung mit 2p,- 2 unpaaren Ziigen und mit (4p,2 - 6p, + 4) + 8p, 
paaren Ziigen ausschneidet. Denn die sich ins Unendliche erstreckenden 
Teile der heiden sich schneidenden unpaaren Ziige liefern nach der Variation 
einen einzigen paaren Zug, so dai3 die Gesamtzahl der unpaaren Ziige bei 
dem Verfahren ungeandert bleibt. Einer von den unpaaren Ziigen der eben 
konstruierten Kurve der 4p, + 4-ten Ordnung schneidet einen der heiden 
unpaaren Ziige der Kurve 04 in 8p, + 8 aufeinanderfolgenden Punkten, und 
es wird daher der nachste Schritt auf eine Flache F<1•+Zl = 0 fiihren, welche 
aus dem Hyperholoide H = 0 eine Kurve mit der namlichen Anzahl 2p,- 2 
von unpaaren Ziigen und mit (4p,2 - 6p, + 4) + 8p, + (8p, + 8) paaren Ziigen 
ausschneidet. Die Schnittpunkte mit der Kurve 04 nehmen wir hei jedem 
weiteren Schritte abwechselnd auf dem einen und dann auf dem anderen 
unpaaren Zuge der Kurve 04 an, so dai3 es stets ein unpaarer Zug der neu 
konstruierten Kurve ist, welcher einen von den unpaaren Ziigen der Kurve 0 4 

schneidet, und infolgedessen die Zahl der unpaaren Ziige hei allen weiteren 
Schritten ungeandert hleiht. Andererseits wird der Zuwachs fiir die Anzahl 
der paaren Ziige hei jedem Schritte, ehenso wie friiher, urn 8 Einheiten ver
groi3ert. Nach P- p, Schritten gelangen wir so zu einer Kurve von der Ord
nung n = 4P mit 2p,- 2 unpaaren und mit 

(4p,2 - 6p, + 4) + 8p, + (8p, + 8) + ... + {8(v- l)} 

=4'P2-4P-2p,+4 

paaren Ziigen; dieselbe besitzt also insgesamt 

4 v2 - 4 P + 2 = j: (n - 2)2 + l 
Ziige, und dies ist, wie friiher gezeigt worden, die Maximalzahl. Setzen 
wir der Reihe nach p, = 2, 3, ... , P, so erhalten wir Raumkurven 4P-ter 
Ordnung mit der Maximalzahl reeller Ziige, unter denen beziehungsweise 
2, 4, ... , 2 v- 2 Ziige unpaar sind. Da die Existenz von Raumkurven mit 
der Maximalzahl von Ziigen ohne einen unpaaren Zug hereits ohen nach
gewiesen worden ist, so ist damit die gestellte Aufgahe im ersten Faile 
n = 4 P erledigt. 

Im zweiten Faile n = 4 P + 2 darf eine Kurve mit der Maximalzahl reeller 
Ziige unseren friiheren Entwicklungen zufolge iiberhaupt gar keinen unpaaren 
Zug besitzen, und wir wenden uns daher sofort zu der Untersuchung des 
dritten Falles n = 4 P + l. Zu dem Zwecke erinnern wir uns der vorhin auf
gestellten Bedingung fiir die Existenz einer Flache m-ter Ordnung, welche 
4m-2 gegehene Punkte aus der Kurve 04 ausschneidet und zugleich eine 
gegebene Gerade des Hyperboloides enthalt. Die dort his auf ein Vielfaches 
der Periode w definierte Konstante r werde nun so gewahlt, da.f3 ihr Wert 



432 tiber die reellen Ziige algebraischer Kurven. 

zwischen 0 und ro fallt. Durch eine lineare Transformation des Hyper
holoides H = 0 konnen wir Ieicht hewirken, da.B diejenige Strecke der 
Kurve C, ganz ins Endliche fallt, welche der Punkt heschreiht, wahrend 
der Parameter t von 0 his -r wachst. Ferner sei e eine positive Gro13e, welche 

kleiner ist als jede der heiden Zahlen ~~ und -;-, so da.B die Ungleichungen 

e"-1 e''-2 e 
0 <9<1.'7<· · ·<sv-7 

_e_ < T - e < 1: - e2 < · · · < 1: - e"- 1 < T 8v-7 

erfiillt sind. Wir hestimmen jetzt 9 reelle Gro13en 

ferner 17 Gro.Ben 
t~21 ' t~21 ' ••• ' t~~) 

und schlie13lich 8 'P - 7 Gro.Ben 

welche den Bedingungen 

0 <till 
ti2) 

ti8l 

t(,.-1) t'"-1) t<•-1) 
1 ' 2 ' ... ' 8•-7' 

< t~l) <' , '< t~U 
< t~2) <· .. <t~> 
< t~3) < ... < t~~) 

< ti2)' 

< ti3)' 

< ti4)' 

ti"-l) < t~- 1) < · • · < t~,.-=-_1~ < T - e; 

tp> + t~11 + · · · + t~0 = e•-1, 

ti2l + t~2l + ... + ti~> = e•-2, 

t (v-1) + t<v-1) + + t<v-1) - e 
1 2 • • ' Sv-7 -

geniigen. Es lassen sich solche Gro.Ben offenhar Ieicht finden, indem man jede 

der Gro.Ben t~1>, t~1>, ••• , t~1> geniigend wenig verschieden von dem W erte e~-1 

annimmt, ferner jede der Gro13en 

'J'-2 

geniigend wenig von e17 verschieden und schlie13lich jede der Gro.Ben 

t(•-1) t<1'-1) t<•-1) 
1 ' 2 ' ' ' '' Sv-7 

geniigend nahe dem W erte 8 v ~ 7 annimmt. Setzen wir noch 

t(l) -v-1 t<2) 1'-2 t<•-1) 
10 = • - e • 18 = • - e • · · ·' 8•-6 = T - e' 
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so gelten die Bedingungen 

0 <til) < t~l) < ... < t~l) <tW <•, . 
t(l) 
9 < tf> < t~2). <· .. <tW < tii) <tW, 

t(2) 
17 < ti3) < t~3) < ... < t~~ < t~BJ < tiW. 

. . . . . . . 
t<"-2) < t<v- 1) < t<v-1) < , .. < t<"-1) < t<v-1) < t<v-2) . 8'V-15 1 2 81'-7 81'-6 8v-14' 

till + t~ll + ... + t~l) +tit{ =.' 
ti2> + t~2> + . . . + tW + tii> = • , 

t(v-1) + t<v-1) + + t<"-1) + t(v-l) _ ,.. 
1 2 · • · 8v-7 Bv-6 - • • 
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Es sei jetzt L eine gerade Linie auf dem Hyperholoide, welche jeden der 
heiden unpaaren Ziige der Kurve 04 schneidet. Au13erdem sei diese Gerade L 
so gewii.hlt, da13 von ihr diejenige Strecke der Kurve 0 4 gar nicht getroffen 
wird, welche ein Punkt heschreiht, dessen Parameter von 0 his • wii.chst. 
Wir wii.hlen dann a us der anderen Schar der Erzeugenden eine solche Gerade L' 
aus, welche die Kurve 0 4 iiherhaupt nicht schneidet. Die Ehene, welche die 
Geraden L und L' enthii.lt, sei durch die Gleichung E = 0 dargestellt. Den 
frtiheren Ausftihrungen zufolge giht es eine Flii.che 3-ter Ordnung, welche 
die 10 Punkte ti1>, tk1>, ••. , em a us einem der Ziige der Kurve 0 4 ausSSJhneidet 
und zugleich die Gerade L enthalt. Die Gleichung dieser Flache sei G(l) = 0. 

Ftir geniigend kleine Werte tJO> stellt dann die Gleichung 

F(ll = FE + {J(l>G(tJ = 0 

eine Flache 3-ter Ordnung dar, welche die Gerade L enthalt und tiherdies 
aus dem Hyperholoide H = 0 eine Kurve 5-ter Ordnung mit 3 unpaaren 
Ziigen ausschneidet. Der eine dieser unpaaren Ziige schneidet den heziig
lichen unpaaren Zug der Kurve 0 4 in den 10 Punkten ti1>, t~1>, ••. , tm, und 
zwar in der Weise, da13 heim Durchlaufen des unpaaren Zuges jener Kurve 
5-ter Ordnung die 10 Punkte in der namlichen Reihenfolge auftreten wie 
heim Durchlaufen der Kurve 04 • Es sei nun G<2> = 0 die Gleichung einer 
Flache 5-ter Ordnung, welche die Gerade L enthalt und aus der Kurve 0 4 

die 18 Punkte ti2>, t~2>, ... , ti~ ausschneidet. Dann stellt die Gleichung 

p12> = F Fit> ± {J12>G<2> = o 
bei geeignet gewahltem Vorzeichen und ftir geniigend kleine Werte ,j<2> eine 
Flache 5-ter Ordnung dar, welche aus dem Hyperholoide H = 0 die Gerade L 
und au13erdem eine Kurve 9-ter Ordnung mit 3 unpaaren und mit 10 paaren 
Ziigen ausschneidet. Denn nur die 3 sich gegenseitig nicht schneidenden 
Ztige bleihen auch nach der Variation unpaar, wiihrend die unendlichen Teile 
der heiden anderen unpaaren Ziige einen einzigen sich ins Unendliche erstrek-

HIIbert, Gesammelte Abhandltmgen. Bd. II. 28 
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kenden paaren Zug liefern. Die iibrigen 9 neu entstehenden paaren Ziige 
verlaufen samtlich im Endlichen. Unter ihnen ist einer vorhanden, welcher 
den beziiglichen unpaaren Zug der Kurve 0,1 in den 18 aufeinanderfolgenden 
Punkten ti2>, t~2>, ••• , tirf schneidet. Stellt jetzt G<3> = 0 eine Flache 7 -ter Ord
nung dar, welche die Gerade L enthalt und aus der Kurve 04 die 26 Punkte ti3>, 
<3> <s> h ·a t · t2 , ••• , t26 aussc ne1 e , so 1st 

F<3> = F F<2> ± <'J<S>G<s> = 0 

bei geeignet gewahltem Vorzeichen und fiir geniigend kleine W erte ()<3> die 
Gleichung einer Flache 7-ter Ordnung, welche aus dem Hyperboloide H = 0 
die Gerade L und aul3erdem eine Kurve 13-ter Ordnung mit 5 unpaaren 
und 10 + 16 = 26 paaren Ziigen ausschneidet. Fahren wir in derselben Weise 
fort, so erhalten wir bei dem nachsten Schritte eine Flache F<4l = 0 von der 
9-ten Ordnung, welche aus dem Hyperboloide H = 0 die Gerade Lund eine 
Kurve von der 17-ten Ordnung mit 7 unpaaren und 10 + 16 + 24 = 50 paaren 
Ziigen ausschneidet. Wie man sieht, kommen mit jedem weiteren Schritte 
noch 2 unpaare Ziige zu den vorhandenen hinzu, wahrend der Zuwachs zur 
Anzahl der paaren Ziige mit jedem weiteren Schritte urn 8 Einheiten gr613er ist 
als bei dem vorhergehenden Schritte. Wir gelangen daher nach v -1 Schritten 
zu einer Flache F<v> = 0 von der 2 v + 1-ten Ordnung, welche aus dem 
HyperbQloide H = 0 die Gerade L = 0 und eine Kurve von der 4 v + 1-ten 
Ordnung mit 2 v - 1 unpaaren und mit 

10 + 16 + 24 + 32 + ... + 8 (v- 1) = 4 v2 - 4 v + 2 

paaren Ziigen ausschneidet. Diese schliel3lich entstandene Kurve von der 
Ordnung n = 4 v + 1 besitzt also insgesamt 

4 v2 - 2 v + 1 = l ( n - 1 )( n - 3) + 1 

reelle Ziige, und dies ist, wie friiher gezeigt worden, die Maximalzahl. 
Es bietet nunmehr keine Schwierigkeit, auch die Existenz der Kurven 

4 v + I-ter Ordnung mit der Maximalzahl von Ziigen nachzuweisen, unter 
denen weniger als 2 v -1 unpaare Ziige vorhanden sind. Wir bezeichnen mit p 
eine Zahl, welche kleiner ist als v. Das eben beschriebene Verfahren fiihrt 
dann nach fl- 1 Schritten zu einer Kurve von der 4fl + 1-ten Ordnung 
mit 2fl- 1 unpaaren Ziigen. Diese Kurve behandeln wir mittels der vorhin 
im ersten Faile n = 4 v angewandten Methode, indem wir durch abwechselnde 
Benutzung beider unpaaren Ziige der Kurve 04 bewirken, dal3 allemal ein 
unpaarer Zug der neu konstruierten Kurve einen der unpaaren Ziige · der 
Kurve 04 in Iauter aufeinanderfolgenden Punkten trifft und infolgedessen 
bei allen weiteren Schritten die Zahl der unpaaren Ziige ungeandert bleibt. 
Die Lage der Punkte auf den heiden Ziigen der Kurve 0 4 ist so zu wahlen, 
da.l3 nach der Variation die gr613tmogliche Anzahl neuer Ziige entsteht. Nach 
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v - !" Schritten entsteht eine Kurve von der Ordnung n = 4v + 1 mit der 
Maximalzahl reeller Ziige, unter denen 2/"- 1 unpaare Ziige vorhanden sind. 
Hierbei ist !" > 1 angenommen. Doch ist bereits friiher nachgewiesen worden, 
daB es auch Kurven von der Ordnung n = 4v + 1 mit der Maximalzahl 
reeller Ziige gibt, unter denen nur ein unpaarer Zug vorhanden ist. 

Urn schliel3lich den letzten Fall n = 4v + 3 zu erledigen, setzen win1 =ro-T 

und hewirken durch lineare Transformation der Koordinaten, daB diejenige 
Strecke der Kurve 04 ganz ins Endliche fallt, welche der Punkt heschreibt, 
wahrend der Parameter t von 0 his 7:1 wachst. Ferner hezeichne s1 eine posi-

tive GroBe, welche kleiner ist als jede der heiden Zahlen 1
5
3 und f, so daB 

die Ungleichungen 
e'v 1l"-1 e' 

0 < 5 < 13- < ' ' · < ifv ~3 

tf I I -1 12 I IV J Sv-3<7: -s <-,; -s < .. ·<7: -s <-,; 

erfiillt sind. Mit Beriicksichtigung dieser Ungleichungen ist es in entspre
chender Weise wie vorhin im Faile n = 4v + 1 Ieicht, 6 reelle GroBen ti1', 
t~ll, ... , t~ll, ferner 14 GroBen t~2>, t~2l, ... , ti~ und schliel3lich 8 v- 2 GroBen t<;>, 
t~>, ... , t~·2_ 2 zu finden, welche den folgenden Bedingungen geniigen: 

0 < till < t~1 > < · · · < t~1 > < t~1 > < r, 
t~l> < ti2> < t~2> < ... < tiW < ti1> < t~o, 
tiW < tis> < t~s> < . . . < t~~ < tW < ti1' ' 

· t<•-l) < t<•) < t<•l < • • • < t(v) < t<•l < t<•-l) 
Sv-11 1 2 8v-3 8v-2 Sv-10' 

tp> + t~l> + . . . + t~1 > = r, 

Es sei L 1 eine Erzeugende des Hyperboloides H = 0, welche keinen der 
heiden unpaaren Ziige der Kurve 0 4 trifft. Den friiheren Ausfiihrungen zu
folge gibt es dann eine Fliiche 2-ter Ordnung, welche die Linie L' enthiilt 
und a us dem einen der Ziige der Kurve 0 4 die 6 Punkte ti1>, t~1 l, ... , t~1l aus
schneidet. Die Gleichung dieser Fliiche sei F<1> = 0. Es werde ferner durch 
die Gleichung G<2> = 0 eine Flache 4-ter Ordnung dargestellt, welche die 
Gerade L 1 enthalt und a us der Kurve 0 4 die 14 Punkte ti2>, t~2l, ... , tCfi 
ausschneidet. Dann stellt die Gleichung 

F<2> = F F<l> ± <5<2>G<2> = 0 

hei geeignet gewahltem Vorzeichen und fiir geniigend kleine Werte <5<2> eine 
28* 
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Flache 4-ter Ordnung dar, welche aus dem Hyperboloide H = 0 die Ge
rade L' und eine Kurve 7-ter Ordnung mit einem unpaaren und 6 paaren 
Ztigen ausschneidet. Einer von diesen paaren Ztigen schneidet einen unpaaren 
Zug der Kurve 04 in 14 aufeinanderfolgenden Punkten. Ist ferner G<8> = 0 
die Gleichung einer Flache 6-ter Ordnung, welche die Gerade L' enthalt 
und a us der Kurve 04 die 22 Punkte ti3>, t~3>, •.• , t~~ ausschneidet, so stellt 
bei geeignet gewahltem Vorzeichen und fiir geniigend kleine W erte 6<3> die 
Gleichung 

F<al = F F<2l ± 6<3JG<S> = 0 

eine Flache 6-ter Ordnung dar, welche die Gerade L' enthalt und a us 
dem Hyperboloide H = 0 eine Kurve 11-ter Ordnung mit 3 unpaaren und 
mit 18 paaren Ziigen ausschneidet. Wir gelangen so schlie.Blich zu einer 
Fliiche F<"+t) = 0 von der 2 'J! + 2-ten Ordnung, welche die Gerade L' ent
halt und a us dem Hyperboloide H = 0 eine Kurve von der Ordnung n = 4v+3 
mit 2 v - 1 unpaaren und mit 4 v2 + 2 paaren Ziigen ausschneidet. Diese 
Kurve besitzt folglich insgesamt 

4 v2 + 2 v + 1 = i (n- 1)(n- 3) + 1 

reelle Ziige, und dies ist, wie friiher gezeigt worden, die Maximalzahl. 
Der Nachweis ftir die Existenz von Kurven der Ordnung n = 4Y + 3 

mit der Maximalzahl reeller Ziige, unter denen weniger als 2 v - 1 unpaare 
Ziige vorhanden sind, wird in entsprechender Weise geftihrt, wie oben in 
den Fallen n = 4 v und n = 4 v + 1. geschehen ist. 

Die eben ausgeftihrten Konstruktionen liefern, wie man sieht, alle die
jenigen Arten von irreduziblen Raumkurven, welche in dem friiher abgelei
teten Satze nicht als unmoglich ausgeschlossen worden sind. Es ist daher im 

vorstehenden die Frage nach den gestaltlich verschiedenen Arten der Raum

kurven von einer beliebigen Ordnung n mit der M aximalzahl reeller Zage voll

kommen erledigt. 

Konigsberg, i. Pr., den 19. November 1890. 



28. Ober Flachen von konstanter GauBscher Kriimmung. 

[Transactions of the American mathematical Society Bd. 2, S. 87-99 (1901)1.] 

Ober FHichen von negativer konstanter Kriimmung. 

Nach BELTRAMr2 verwirklicht eine Flache von negativer konstanter Kriim
mung ein Stiick einer Lobatschefskijschen (Nicht-Euklidischen) Ebene, wenn 
man als Geraden der Lobatschefskijschen Ebene die geodatischen Linien der 
Flache von konstanter Kriimmung betrachtet und als Langen und Winkel in der 
Lobatschefskijschen Ebene die wirklichen Langen und Winkel auf der Flache 
nimmt. Unter den bisher untersuchten Flachen negativer konstanter Kriim
mung finden wir keine, die sich stetig und mit stetiger Anderung ihrer Tan
gentialebene in der Umgebung jeder Stelle iiberallhin ausdehnt; vielmehr 
besitzen die bekannten Flachen negativer konstanter Kriimmung singulare 
Linien, iiber die hinaus eine stetige Fortsetzung mit stetiger Anderung der 
Tangentialebene nicht moglich ist. Aus diesem Grunde gelingt es mittels 
keiner der bisher bekannten FHichen negativer konstanter Kriimmung, die 
ganze Lobatschefskijsche Ebene zu verwirklichen, und es erscheint uns die 
Frage von prinzipiellem Interesse, ob die ganze Lobatschefskijsche Ebene uber

haupt nicht durch eine analytische3 Fliiche negativer konstanter Krummung auf 

die Beliramische Weise zur Darstellung gebracht werden kann. 
Urn diese Frage zu beantworten, gehen wir von der Annahme einer ana

lytischen Flache der negativen konstanten Kriimmung -1 aus, die im End
lichen iiberall sich regular verhii.lt und keine singularen Stellen aufweist; wir 
werden dann zeigen, dal3 die Annahme auf einen Widerspruch fiihrt. Eine 

1 Presented to the Society, October 27, 1900. Received for publication October 9, 1900. 
2 Giornale di Matematiche Bd. 6 (1868). 
3 Der leichteren Ausdrucksweise setze ich hier fiir die zu betrachtende Flache analy

tischen Charakter voraus, obwohl die Beweisfiihrung und das erlangte Resultat (vgl. 
S. 446) giiltig bleiben, wenn in Gl. (I) ~(x, y) eine geniigend oft differenzierbare 
nicht analytische Funktion bedeutet. DaB es tatsii.chlich regulare und nicht analytische 
Flachen von konstanter negativer Kriimmung gibt, hat auf meine Anregung hin G. Lii TKE· 

MEYER in seiner Inauguraldissertation: Uber den analytischen Charakter der Integrale 
von partiellen Differentialgleichungen, Gottingen 1902, bewiesen. 
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solche FHiche, wie wir sie annehmen wollen, ist durch folgende Aussagen voll
standig charakterisiert: 

J ede im Endlichen gelegene Verdichtungsstelle von Punkten der Flache 
ist ebenfalls ein Punkt der Flache. 

Bedeutet 0 irgend einen Punkt der Flache, so ist es stets moglich, das 
rechtwinklige Koordinatenkreuz x, y, z so zu legen, daf3 0 der Anfangspunkt 
des Koordinatensystems wird und die Gleichung der FHiche in der Umgebung 
dieses Punktes 0 wie folgt lautet: 

z=ax2 +by2 +~(x,y), (I) 

wo die Konstanten a, b die Relation 

4ab = -1 

befriedigen und die Potenzreihe ~ (x, y) nur Glieder dritter oder hOherer 
Dimension in x, y enthalt. Offenbar ist dann die z-Achse die Normale der 
Flache und die x- und y-Achse geben die Richtungen an, die durch die Haupt
kriimmungen der Flache bestimmt sind. 

Die Gleichung 
ax2 + by2 = 0 

bestimmt die heiden Haupttangenten der Flache durch den Punkt 0 in der 
xy-Ebene; dieselben sind daher stets von einander getrennt und geben die 
Richtungen an, in denen die heiden Asymptotenkurven der Fliiche durch den 
beliebigen Punkt 0 verlaufen. Jede dieser Asymptotenkurven gehort einer 
einfachen Schar von Asymptotenkurven an, die die ganze Umgebung des 
Punktes 0 auf der Flache regular und liickenlos iiberdecken. V erstehen wir 
daher unter u, v geniigend kleine Werte, so konnen wir gewill folgende Kon
struktion ausfiihren. Wir tragen auf einer der heiden durch 0 gehenden 
Asymptotenkurven den Parameterwert u von 0 als Lange ab, ziehen durch 
den erhaltenen Endpunkt die andere mogliche Asymptotenkurve und tragen 
auf dieser den Param.eterwert v ab: der nun erhaltene Endpunkt ist ein Punkt 
der Fliiche, der durch die Parameterwerte u, v eindeutig bestimmt ist. Fassen 
wir demgema13 die rechtwinkligen Koordinaten x, y, z der Flache als Funk
tionen von u, v auf, indem wir setzen: 

x =x(u,v) , y=y(u,v), z=z (u,v), (1) 

so si~d diese jedenfalls fur geniigend kleine Werte von u, v reguliire analy
tische Funktionen von u, v. 

Die bekannte Theorie der Fliichen von der konstanten Kriimmung - 1 
liefert uns ferner die folgenden Tatsachen: 

Bedeutet rp den Winkel zwischen den heiden Asymptotenkurven durch den 
Punkt u, v, so erhalten die drei Fundamentalgro13en der Flache die Werte: 
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e = (!0..)2 + (!!1L)2 + (!3__)2 = 1 au au au ' 
ax ax ay uy az az 

I == au Tv + au av + au Tv = cos rp, 

g==(~:r + (~~r + (~:r = 1 • 

und mithin wird das Quadrat der Ableitung der BogenHinge einer beliebigen 
Kurve au£ der Flache nach einem Parameter t von der Form: 

(~~Y= (~~r + 2cosq; ~~ ~~ + (~~Y· (2) 

Der Winkel q; geniigt als Funktion von u, v der partiellen 
Di££erentialgleichung 

azg; 
--- = sinm* (3) auav 'r 

Die Formeln (2) und (3) beweisen den bekannten Satz1 : 
Abb. 5. 

In jedem V ierecke, das von vier Asymptotenkurven unserer Fliiche ge
bildet wird, sind die gegenuberliegenden Bogen einander gleich. 

Die Formel (3) gestattet die Berechnung des Flacheninhaltes eines von 
Asymptotenkurven gebildeten Viereckes mittels seiner Winkel; DARBoux2 

ist auf diesem W ege zu dem £olgenden Satze gelangt: 
Der Fliicheninhalt eines aus Asymptotenkurven gebildeten V ierecks auf unserer 

Fliiche ist gleich der Summe der Winkel des V iereckes vermindert um 2 n. 
Die Formeln (1) liefern eine Pa.rameterdarstellung unserer Fliiche, bei 

welcher die Koordinatenlinien 

u = const , v = const 

die Asymptotenkurven sind. Nach den obigen Ausfiihrungen erweisen sich die 
rechtwinkligen Koordinaten x, y, z gewii3 £iir geniigend kleine W erte von u, v 
als umkehrbar eindeutige Funktionen der Variabeln u, v, d. h. die Formeln (1) 
vermitteln jedenfalls die umkehrbar eindeutige Abbildung eines Stiickes der 
uv-Ebene in der Umgebung des Punktes u = 0, v = 0 auf ein Stuck unserer 

* Wie HoLMGREN kurz nach Erscheinen dieser Arbeit zeigte, lii.J3t sich das Resultat auf 
S. 446 kiirzer auf mehr analytischem Wege herleiten. (C. R. Acad. Sci., Paris Bd. 1 (1902) 
S. 740). Der folgende topologische Beweis ist in den ,Grundlagen der Geometric" Anhang V, 
Leipzig 1930, 7. Auflage durch eine Darstellung des Holmgrenschen Beweises, die an 
W. BLASCHKE: Vorlesungen iiber Differentialgeometrie Bd. 1 (1924) § 80 ankniipft, ersetzt 
worden. Die hier folgende topologische Uberlegung diirfte aber noch heute grundsatz
liches Interesse haben. Zu diesem Beweise beachte man' auch die Ausfiihrungen von 
L. BIEBERBAOH: Acta math. Bd. 48 S. 319. [Anm. d. Hrgb.] 

1 DINI: Ann. Matemat. pura appl. Bd. 4 (1870) S. 175. DARBOUX: Legons sur Ia 
thoorie generale des surfaces Bd. 3 Nr. 773. BIANCHI: Lezioni di geometria differenziale 
Bologna 1927 § 67. 

2 a. a. 0. Bd. 3 Nr. 773. 
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Flache in der Umgebung des Punktes 0. Unsere Aufgabe besteht darin, die 
gesamte Abbildung der uv-Ebene auf unsere Flache zu untersuchen, welche 
durch die analytische Fortsetzung der Formeln (1) erhalten wird. 

Fassen wir irgendeine Asymptotenkurve unserer Flache ins Auge, so er
kennen wir sofort, da13 dieselbe im Endlichen keinen singularen Punkt haben 
und daher auch nirgends aufhoren dar£; denn bei Annahme einer sol chen 
singularen Stelle konnten wir in diesel be den Punkt 0 verlegen, und dies gabe 
einen Widerspruch mit unseren fruheren Ausfuhrungen, wonach durch 0 stets 
zwei regulare Asymptotenkurven hindurchlaufen und eine gentigend kleine 
Umgebung des Punktes 0 auf unserer Flache durch regular verlaufende 
Asymptotenkurven ltickenlos erflillt wird. 

Aus diesem Umstande entnehmen wir die analytische Tatsache, da13 die 
Funktionen x, y, z flir aile reellen u, v eindeutig und unbegrenzt fortsetzbar 
sind. Um dies sicher zu erkennen, tragen wir vom Punkte 0 aus auf der Asym
ptotenkurve v = 0 die Lange u nach der einen oder anderen Richtung hin, 
je nachdem u positiv oder negativist, ab, ziehen durch den erhaltenen End
punkt die andere Asymptotenkurve, tragen dann auf dieser die Lange v nach 
der einen oder anderen Richtung hin, je nachdem v positiv oder negativ aus
fallt, ab und erteilen endlich dem so erhaltenen Endpunkte, der die recht
winkligen Koordinaten x, y, z haben moge, die Parameterwerte u, v. Auf diese 
Weise ist jedem Punkte der uv-Ebene jedenfalls ein bestimmter Punkt unserer 
Flache zugeordnet, und die Funktionen x, y, z, die diese Zuordnung vermitteln, 
sind eindeutige, fur aile reellen Variabeln u, v definierte und regulare analy
tische Funktionen. 

Auch zeigt sich sofort, da13 umgekehrt jedem Punkte unserer Flache 
mindestens ein Wertepaar u, v entspricht. Um dies einzusehen, bezeichnen 
wir diejenigen Punkte, deren Koordinaten durch Funktionswerte 

x(u,v), y(u,v), z(u,v) 

dargestellt werden, mit P, dagegen die Punkte der Flache, die durch unsere 
Abbildung nicht betroffen werden, mit Q. Wtirden nun im Endlichen ein oder 
mehrere Punkte Q vorhanden sein, so mti13te es gewi13 mindestens einen 
Punkt A auf der Flache geben, in dessen beliebiger Nahe sowohl Punkte P 
als auch Punkte Q gelegen sind. 

Nach den frtiheren Ausftihrungen existieren nun fur die Umgebung des 
Punktes A zwei Scharen von Asymptotenkurven, deren jede diese Umgebung 
einfach und liickenlos tiberdeckt. Unter diesen Asymptotenkurven mu13 not
wendig mindestens eine solche vorhanden sein, die sowohl einen Punkt P als 
auch einen Punkt Q enthalt. In der Tat, fassen wir eine der heiden durch A 
hindurchgehenden Asymptotenkurven ins Auge und nehmen wir an, dieselbe 
bestande a us Iauter Punkten P (bzw. Q), so wiirden die Asymptotenkurven 
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derjenigen Schar, zu welcher jene erstere Asymptotenkurve nicht gehOrt, 
mindestens je einen Punkt P (bzw. Q), namlich den Schnittpunkt mit der 
ersteren Asymptotenkurve, enthalten. Die samtlichen Kurven dieser Schar 
konnen aber gewiB nicht aus Iauter Punkten P (bzw. Q) bestehen, da sonst 
die ganze Umgebung von A nur Punkte P (bzw. Q) enthielte. 

Es sei nun l die Lange eines Stiickes einer Asymptotenkurve, deren An
fangspunkt ein Punkt P und deren Endpunkt ein Punkt Q sein moge. Fassen 
wir die heiden durch den Anfangspunkt P laufenden Asymptotenkurven der 
Flache ins Auge, so ist jenes Stiick von der Lange l notwendig die Fort
setzung einer dieser heiden Asymptotenkurven, und wenn daher u, v die 
Koordinaten des Anfangspunktes P sind, so wird der Endpunkt jenes Kurven
stiickes entweder durch die Parameterwerte u ± l, v oder u, v ± l dargestellt 
- entgegen unserer Annahme, derzufolge der Endpunkt Q nicht durch die 
Formeln (1) darstellbar sein sollte. 

Damit ist bewiesen worden, dal3 durch die Formeln (1) die ganze Flache 
zur Darstellung gebracht wird, wenn u, v alle reellen Zahlenwerte durch
lauft. 

Endlich ist es fiir unsere Untersuchung notwendig, einzusehen, daB die 
Formeln (1) jeden Punkt der Flache nur durch ein W ertepaar u, v darstellen, 
d. h. daB die gefundene Abbildung (1) unserer Flache auf die uv-Ebene nicht 
bloB fiir geniigend kleine Gebiete, sondern im ganzen genommen eine umkehr
bar-eindeutige sein mull. 

Wir beweisen zu dem Zwecke der Reihe nach folgende Satze: 
1. Es gibt auf unserer Fliiche keine geschlossene, d. h. in sich zuruckkehrende 

Asymptotenkurve. 
Zum Beweise nehmen wir im Gegenteil an, es sei eine solche Asymptoten

kurve auf unserer Flache vorhanden. Wir konstruieren durch jeden Punkt 
derselben die andere Asymptotenkurve und tragen auf 
diesen Kurven stets ein Stiick s nach derselben Seite 
hin ab. Die erhaltenen Endpunkte werden dann ent
weder eine in sich zuriicklaufende Asymptotenkurve 
bilden, oder die Endpunkte des Stiickes s beschreiben 
erst nach zweimaligem Durchlaufen der Grundkurve 

Abb. 6. 

eine in sich zuriickkehrende Asymptotenkurve - ein Fall, der eintreten 
konnte, wenn unsere Flache eine sogenannte Doppelflache ware. Fassen 
wir nun eine derjenigen Asymptotenkurven von der Lange s ins Auge, die 
uns vorhin zur Konstruktion der neuen geschlossenen Asymptotenkurve 
diente, so bildet dieselbe, doppelt gerechnet, zusammen mit den heiden ge
schlossenen Asymptotenkurven ein Asymptotenviereck, dessen Winkelsumme 
offenbar genau gleich 2n ist. Diese Tatsache aber steht im Widerspruch zu 
dem vorhin angefiihrten Satze, wonach der Inhalt eines Asymptotenkurven-
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vierecks stets gleich dem UberschuB der Summe seiner Winkel iiber 2n ist 
und dieser UberschuB daher notwendig positiv sein muB. 

2. Irgend zwei durch einen Punkt gehende A.symptotenkurven schneiden sick 
in keinem anderen Punkt unserer Fliiche. 

Wir denken uns eine Asymptotenkurve a nach heiden Richtungen hin ins 
Unendliche verlangert und dann durch einen Punkt P0 derselben nach einer 
Seite die andere Asymptotenkurve b gezogen. N ehmen wir dann im Gegensatz 
zu unserer Behauptung an, daB diese Asymptotenkurve b die urspriingliche a 

zum erstenmal im Punkt P 1 schnitte, so sind die folgenden zwei Falle denkbar: 
Erstens: die Asymptotenkurve b konnte so verlaufen, da.B sie in P 1 von 

derselben Seite der Asymptotenkurve a her eintritt, als sie dieselbe ver
lassen hat. 

Zweitens: die Asymptotenkurve b konnte derart verlaufen, da.B sie von der 
anderen Seite der urspriinglichen Asymptotenkurve a herkommt und mithin 
nach Verlassen des Schnittpunktes P 1 nach der namlichen Seite der Asym
ptotenkurve a gerichtet ist, wie anfanglich, als sie vom Punkte P 0 ausging. 

Wir wollen zeigen, da.B beide Falle unmoglich sind. Was den ersten Fall 
betrifft, so bezeichnen wir die Lange der Strecke P0 P 1 auf b mit lund die 

~--.,~, /I ___ _...... 

Abb. 7. 

Mitte dieser Strecke mit Q. Sodann denken 
wir uns durch jeden Punkt der Asymptoten
kurve a die andere Asymptotenkurve gezogen 
und nach der Seite, nach welcher hin die frag
liche Strecke P0 P 1 auf b liegt, die Lange ! l 
abgetragen. Aus den Punkten P0 und P1 der 
Kurve a erhalten wir auf diese Weise den 

namlichen Punkt Q als Endpunkt. Die samtlichen erhaltenen Endpunkte 
bilden mithin eine Asymptotenkurve, welche durch den Punkt Q geht und zu 
demselben Punkte Q mit der namlichen Tangente zuriickkehrt. Dies ist un
moglich, da es nach 1. auf unserer Flache keine geschlossene Asymptoten
kurve gibt. 

Damit ist gezeigt, daB der erste Fall nicht stattfinden kann. Aber auch 
der zweite Fall ist unmoglich. Verliefe namlich die Asymptotenkurve in der 
Weise, da.B sie nach Uberschreitung des Schnittpunktes P 1 die namliche 
Richtung aufweist, wie friiher in P0 , so konnten wir die Fortsetzung dieses 
Stiickes P 0 P 1 der Asymptotenkurve b tiber P 1 hinaus offenbar dadurch er
halten, daB wir, von P0 ausgehend, durch jeden Punkt des Stiickes P0 P 1 

von b die andere Asymptotenkurve konstruieren und auf allen diesen Asym
ptotenkurven nach der betreffenden Seite hin das gleiche Stiick P0 P1 der 
Asymptotenkurve a abtragen. Die erhaltenen Endpunkte bilden die Fort
setzung der Asymptotenkurve b von P 1 bis zu einem Punkte P 2 auf a. A us 
diesem Stucke P 1 P 2 der Asymptotenkurve b konnen wir in gleicher Weise 
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ein neues Stuck der Asymptotenkurve b konstruieren, welches tiber P 2 hinaus 
geht und his zu einem Punkte P 3 auf a reicht usf. Auch ist klar, wie wir die 
Asymptotenkurve b nach der anderen Rich tung hin tiber P 0 hinaus durch 
die entsprechende Konstruktion fortsetzen konnen und so der Reihe nach zu 
den Kurvenstticken P 0 P _1 , P _1 P _2 , ••• gelangen. Die Asymptotenkurve b 
schneidet also die Asymptotenkurve a in den unendlich vielen, gleichweit 
voneinander entfernten Punkten: 

... p -3' p -2' p -1' p 0, p 1 ' p 2, p 3 . . • • 

Die Winkel, die die Asymptotenkurve b mit a in bestimmten Sinne in jenen 
Schnittpunkten bildet, bezeichnen wir 
beziehungsweise mit 

Wir betrachten nun das Asym
ptotenkurvenviereckP0P1 P2 P1 P0 , wel
ches von den Stticken P0 P1 auf a, 

Abb. 8 . 

P1 P 2 auf b, P2 P1 auf a, P 1 P 0 auf b gebildet wird. Die vier Winkel dieses 

Vierecks sind 

und da nach dem angeftihrten Satze tiber das Asymptotenkurvenviereck der 
Inhalt desselben gleich dem Vberschu13 der Summe seiner Winkel tiber 2 11: 

ist und dieser Uberschu13 daher positiv sein mu13, so folgt 

a0 + n - a1 + a2 + 11: - a1 > 2 11: , 

d. h. 
(4) 

Ebenso folgt allgemein 

(k = 0,± 1, ± 2, ... ). (5) 

Wegen der obigen Ungleichung (4) konnen jedenfalls a0 - ~ und a1 - ~ 

nicht zugleich 0 sein; wir dlirfen die Annahme 

a0 - a1 + 0 

treffen. A us (5) folgen die Ungleichungen: 

a_P -- a_P+l > a0 - a 1 (p = 1, 2, 3, . .. ) , (6) 
und 

oder 
(p = 1 ' 2 ' 3 ' ... ) . (7) 

Bilden wir die Ungleichungen (6) und (7) fiir p = 1, 2, 3, ... , n, so folgt 

durch Addition derselben leicht 

a_n > a0 + n (a0 - a1 ) , 

an+1 > a1 + n (a1 - a0). 
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Fallt nun a0 - ~ > 0 a us, so ist fiir geniigend gro.Be Werte von n jedenfalls die 
erstere dieser heiden Gleichungen unmoglich, da die Winkel ak samtlich kleiner 
als n sind; fallt dagegen ~ - a0 > 0 a us, so folgt a us demselben Grunde 
fiir geniigend gro.Be Werte von n die Unmoglichkeit der letzteren Gleichung. 

Die Asymptotenkurve b dar£ daher auf keine der heiden angenommenen 
Arten verlaufen und mithin ist der Beweis fiir 2. vollstandig erbracht. 

3. Eine Asymptotenkurve unserer Fliiche durchsetzt sich selbst an keiner 
Stelle, d. h. sie besitzt keinen Doppel;punkt. 

Zum Beweise nehmen wir im Gegenteil an, es existiere eine Asymptoten
kurve mit einem Doppelpunkt; dann verlegen wir den Anfangspunkt der 
krummlinigen Koordinaten u, v in diesen Doppelpunkt und wahlen die heiden 
Zweige der Kurvenschleife zu Koordinatenlinien, nach der Schleife hin den 
positiven Sinn gerechnet. 

Wir ziehen jetzt · vom Punkte (- s, 0) beginnend auf der u-Koordinaten
linie durch jeden Punkt der Schleife die andere Asymptotenkurve und 
tragen auf dieser nach der positiven Seite hin eine Strecke s ab; wahlen 
wir diese Strecke s geniigend klein, so werden die samtlichen erhaltenen End

punkte nach einem oben angefiihrten Satze tiber 
das Asymptotenkurvenviereck wiederum eine 
Asymptotenkurve bilden. Diese Asymptotenkurve 
geht vom Punkte (- s, s) a us, durchsetzt sich 
selbst im Punkte (s, s) bzw. (- s, s) und endigt 
im Punkte (s, 0) bzw. (- s, 0). Wir sehen also, 

Abb. 9· daB die eben konstruierte Asymptotenkurve die 
urspriingliche Asymptotenkurve in zwei verschiedenen Punkten (0, s) und 
(s, 0) bzw. (0, s) und (-s, 0) schneidet; dies ist nach 2. unmoglich. 

4. W enn wir durch jeden Punkt einer Asymptotenkurve a die andere Asym
ptotenkurve ziehen und auf dieser nach der niimlichen Seite hin eine bestimmte 
Strecke s abtragen, so bilden die erhaltenen Endpunkte eine neue Asymptoten
kurve b, die die ursprungliche Asymptotenkurve a an keiner Stelle schneidet. 

Denn ware P ein Schnittpunkt der Asymptotenkurve b mit der urspriing-
b. lichen a, und tragen wir von P aus auf der 

Asymptotenkurve b die Strecke s nach der betref
fenden Seite von a hin ab, so miif3te der weitere 
durch den entstehendenEndpunktQ hindurchgehende 

Abb. 10• Asymptotenkurvenzweig ebenfalls zur Asymptoten-
kurve b gehoren, und mithin ware Q ein Doppelpunkt der Asymptoten
kurve b; das Auftreten eines Doppelpunktes ist aber nach 3. unmoglich. 

A us den Satzen I. his 4. konnen wir sofort diese Schlu.l3folgerungen ziehen: 
Die siimtlichen Asymptotenkurven unserer Fliiche zerfallen in zwei Scharen. 

Irgend zwei derselben Schar angehOrende Asymptotenkurven schneiden sich nicht; 
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dagegen schneiden sich je zwei Asymptotenkurven, die verschiedenen Scharen 
angehOren, stets in einem und nur einem Punkte der Fliiche. 

Die Koordinatenlinien u = 0, v = 0 sind zwei Asymptotenkurven, die ver
schiedenen Scharen angehoren. Wegen der Bedeutung der Koordinaten u, v 
als Langen gewisser Koordinatenabschnitte entnehmen wir aus den eben aus
gesprochenen Tatsachen zugleich, da.B zu bestimmt gegebenen Werten von 
u, v stets nur ein Punkt unserer Flache gehOrt, d. h. die zu untersuchende Ab
bildung (l) unserer Fliiche auf die uv-Ebene ist notwendig eine umkehrbar ein
deutige. Insbesondere folgt hieraus, da/3 unsere Fliiche einen einfachen Zu
sammenhang besitzt und keine Doppelfliiche ist. 

Nachdem wir zu dieser wichtigen Einsicht gelangt sind, berechnen wir den 
gesamten Inhalt unserer Flache auf zwei Wegen; wir werden dadurch zu 
einem Widerspruch gelangen. 

Der erstere Weg ist der folgende. Wir betrachten auf unserer Flache das
jenige aus Asymptotenkurven gebildete Viereck, dessen Ecken durch die 
Koordinaten 

u, v; - u, v; - u, - v; u, - v 

bestimmt sind. Da jeder Winkel dieses Viereckes < n sein mu.B, so ist die 
Summe der Winkel des Viereckes jedenfalls < 4 n und der Inhalt des Vier
eckes, d. h. der Uberschu.B der Summe seiner Winkel tiber 2 n ist mithin 
notwendig < 2 n. Lassen wir nun die W erte von u, v unbegrenzt wachsen, 
so kommt jeder bestimmte Punkt der Flache sicher einmal im Inneren eines 
Viereckes zu liegen und bleibt dann im Inneren aller weiteren Vierecke, so 
da.B das unbegrenzt wachsende Viereck schlie.Blich die ganze Oberflache um
fa.Bt. Wir entnehmen daraus, da.B der Gesamtinhalt unserer Flache < 2 n 
sein mu.B. 

Andererseits betrachten wir die geodatischen Linien auf unserer Flache. 
Wegen der negativen Kriimmung unserer Flache ist jede geodatische Linie 
zwischen irgend zweien ihrer Punkte gewill kiirzeste Linie, d. h. von kleinerer 
Lange als jede andere Linie, die auf der Flache zwischen den namlichen zwei 
Punkten verlauft und sich durch stetige Anderung in die geodatische Linie 
iiberfiihren la.Bt. Wir fassen nun irgend zwei vom Punkt 0 ausgehende geoda
tische Linien auf unserer Flache ins Auge und nehmen an, dieselben schnitten 
sich noch in einem anderen Punkt P der Flache. Da nach dem oben Bewiesenen 
unsere Flache einen einfachen Zusammenhang besitzt, so la.Bt sich jede dieser 
heiden geodatischen Linien 0 P in die andere durch stetige Veranderung iiber
ftihren; es mii.Bte also nach dem eben Ausgeftihrten jede derselben kurzer 
sein als die andere, was nicht moglich ist. Unsere Annahme der Existenz eines 
Schnittpunktes P ist also zu verwerfen. Durch die namlichen Schliisse er
kennen wir auch, da.B eine geodatische Linie u:p.serer Flache weder sich durch
setzen, noch in sich selbst zuriicklaufen dar£. 
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Denken wir uns nun auf allen von 0 ausgehenden geodatischen Linien die 
gleiche Lange r abgetragen, so bilden die erhaltenen Endpunkte eine ge
schlossene doppelpunktlose Kurve auf unserer Fliiche. Das von dieser Kurve 
umspannte Gebiet besitzt nach den bekannten Formeln der Lobatschefskij
schen Geometrie den Flacheninhalt 

Da dieser Ausdruck fiir unendlich wachsende Werte von r selbst tiber alle 
Grenzen wachst, so entnehmen wir hieraus, da.B auch der Gesamtinhalt 
unserer Flache unendlich gro.B sein mii.Bte. Diese Folgerung steht im Wider
spruch mit der vorhin bewiesenen Tatsache, wonach jener Inhalt stets < 2 n 
ausfallen sollte. Wir sind daher gezwungen, unsere Grundannahme zu ver
werfen, d. h. wir erkennen, da(J es eine singularitiitenjreie und iiberall regular 
analytische Fliiche von konstanter negativer Kriimmung nicht gibt. Insbesondere 
ist daher auch die zu Anfang aufgeworfene Frage zu verneinen, ob auf die 
Beltramische Weise die ganze Lobatschefskijsche Ebene durch eine regular 
analytische* Fliiche im Raume sick verwirklichen la(Jt. 

Ober Flachen von positiver konstanter Kriimmung1• 

Wir gingen zu Anfang dieser Untersuchung aus von der Frage nach einer 
Flache negativer konstanter Kriimmung, die iiberall im Endlichen regular 
analytisch verliiuft, und gelangten zu dem Resultate, da.B es eine solche FHiche 
nicht gibt. Wir wollen nunmehr mittels der entsprechenden Methode die 
gleiche Frage fiir positive konstante Kriimmung behandeln. Offenbar ist 
die Kugel eine geschlossene singularitatenfreie Flache positiver konstanter 
Kriimmung, und nach dem von H. LrEBMANN2 gefiihrten Beweise gibt es 
auch keine andere geschlossene Flache von derselben Eigenschaft. Diese 
Tatsache nun wollen wir aus einem Satze herleiten, der von einem be-

* Vgl. die Anmerkung 3 auf S. 437. 
I Die Frage der Verwirklichung der Nicht.Euklidischen elliptischen ebenen Geometric 

durch die Punkte einer iiberall stetig gekriimmten Flache ist auf meine Anregung von 
W.BoY untersucht worden: ,Uber die Curvatura integra und die Topologie geschlossener 
Flachen." Inauguraldissertation, Gottingen 1901 und Math. Ann. Bd. 57 (1903) S. 151. 
W. BoY hat in dieser Arbeit eine topologisch sehr interessante, ganz im Endlichen ge· 
Iegene einseitige, geschlossene Flache angegeben, die, abgesehen von einer geschlossenen 
Doppelkurve mit dreifachem Punkt, in welcher sich die Mantel der Flache durchdringen, 
keine Singularitat aufweist und den Zusammenhang der Nicht-Euklidischen ellip
tischen Ebene besitzt. 

2 Gottinger Nachrichten 1899 S. 44. Vgl. ferner die Arbeiten desselben Verfassers 
in Math. Ann. Bd. 53 S. 81 und Bd. 54 S. 505. 
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liebigen singularitatenfreien Stucke einer Flache positiver konstanter Kriim
mung1 gilt und folgenderma.f3en lautet. 

Auf einer analytiscken Fliiche der positiven konstanten Krummung + 1 sei 
ein singularitatenfreies einjack oder mekrfack zusammenkangendes Gebiet im 
Endlicken abgegrenzt: denken wir uns dann in jedem Punkte dieses Gebietes 
sowie in den Randpunkten desselben die beiden H auptkrummungsradien der 
Flacke konstruiert, so wird das Maximum der grof3eren und folglick auck das 
Minimum der kleineren der beiden Hauptkrummungsradien gewi/3 in keinem 
Punkte angenommen, der im I nneren des Gebiet~s liegt - es sei denn unsere 
Flacke ein Stuck der Kugel mit dem Radius 1. 

Zum Beweise bedenken wir zunachst, da.f3 wegen unserer Voraussetzung 
das Produkt der heiden Hauptkriimmungsradien iiberall = 1 und daher der 
gri:i.f3ere der heiden Hauptkriimmungsradien stets > 1 sein mu.f3. Aus diesem 
Grunde ist das Maximum der gro.f3eren Hauptkriimmungsradien offenbar nur 
dann = 1, wenn beide Hauptkriimmungsradien in jedem Punkte unseres 
Flachenstiickes = 1 sind. In diesem besonderen Faile ist jeder Punkt des 
Flachenstiickes ein Nabelpunkt, und man schlie.f3t dann leicht in bekannter 
Weise, da.f3 das Flachenstiick ein Stuck der Kugel mit dem Radius 1 sein mu.f3. 

Nunmehr sei das Maximum der gro.f3eren der heiden Hauptkriimmungs
radien unserer Flache > 1; dann nehmen wir im Gegensatz zu der Behauptung 
an, es giibe im Inneren des Flachenstiickes einen Punkt 0, inwelchem jenes 
Maximum stattfinde. Da dieser Punkt 0 gewill kein Nabelpunkt sein kann 
und iiberdies ein regularer Punkt unserer Flache ist, so wird die Umgebung 
dieses Punktes liickenlos und einfach von jeder der heiden Scharen von 
Kriimmungslinien der Flache bedeckt. Benutzen wir diese Kriimmungs
linien als Koordinatenlinien und den Punkt 0 selbst als Anfangspunkt des 
krummlinigen Koordinatensystems, so gelten nach der bekannten Theorie der 
Flachen positiver konstanter Kriimmung die folgenden Tatsachen2 • 

Es bedeute r1 den gri:i.f3eren der heiden Hauptkriimmungsradien ftir den 
Punkt ('u, v) in der Umgebung des Anfangspunktes 0 = (0, 0); es ist in dieser 
Umgebung r1 > 1. Man setze 

n = J, log ~-±_! · 
<: 2 rl- I ' 

dann geniigt die positive reelle Gro.f3e e als Funktion von u, v der partiellen 
Differentialgleichung 

(8) 

1 Den analytischen Charakter der Flachen konstanter positiver Kriimmung nach
zuweisen, ist G. LUTKEMEYER in der S. 437 genannten Inauguraldissertation und E. HoLM
GREN in den Math. Ann. Bd. 57 S. 409 gelungen. 

2 DARBoux: Le9ons sur Ia theorie generale des surfaces Bd. 3 Nr. 776. BIANCHI: 
Lezioni di geometria differenziale § 264. 
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Da bei abnehmendem r1 die Funktion e notwendig wachst, so muB e als 
Funktion von u, v an der Stelle u = 0, v = 0 einen Minimalwert aufweisen, 
und demnach hat die Entwicklung von e nach Potenzen der Variabeln u, v 
notwendig die Gestalt 

e = a + oc u2 + 2 fJ u v + y v2 + • . . , 
wo a, oc, {J, y Konstante bedeuten und dabei die quadratische Form 

IX u2 + 2 fJ u v + y v2 , 

fiir reelle u, v niemals negative Werte annehmen dar£. Aus letzterem Um
stande folgen fiir die Konstanten IX und y notwendig die Ungleichungen: 

IX > 0 und y > 0 . (9) 

Andrerseits wollen wir die Entwicklung fiir e in die Differentialgleichung (8) 
einsetzen: fur u = 0, v = 0 erhalten wir dann 

e-2a- e2a 

2 (oc + y) = 4 • 

Da die Konstante a den Wert von (! im Punkte 0 = (0, 0) darstellt und mithin 
positiv ausfallt, so ist hier der Ausdruck rechter Hand jedenfalls < 0; die 
letztere Gleichung fiihrt deshalb zu der Ungleichung 

IX+y<O, 
welche mit den Ungleichungen {9) in Widerspruch steht. Damit ist unsere 
urspriingliche Annahme, wonach die Stelle des Maximums im Inneren des 
Flachenstiickes liege, als unzutreffend und mithin der oben aufgestellte Satz 
als richtig erkannt. 

Der eben bewiesene Satz lehrt offenbar folgende Tatsache. Wenn wir aus 
der Kugeloberflache ein beliebiges Stiick ausgeschnitten denken und dann 
dieses Stiick beliebig verbiegen, so findet sich das Maximum aller gro.Beren 
vorkommenden Hauptkriimmungsradien stets auf dem Rande des Flachen
stiickes. Eine geschlossene Flache besitzt keinen Rand und daraus folgt, wie 
bereits oben bemerkt, sofort der Satz, da[J eine geschlossene analytische singu
laritiitenfreie Fliiche mit der positiven konstanten Krummung 1 stets die Kugel 
mit dem Radius 1 sein mu/3. Dieses Resultat driickt zugleich aus, daB man die 
Kugel als Gauzes nicht verbiegen kann, ohne den regular analytischen Charak
ter der Flache irgendwo zu storen. 

Gottingen, 1900. 



29. Dber die Gestalt einer .Flache vierter Ordnung. 
[Nachrichten der Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen 1909, S. 308-313.] 

Bei der Untersuchung der Gestalten algebraischer Flachen wird die Kennt
nis derjenigen singularitatenfreien Flachen, die topologisch am mannig£altig
sten gestaltet sind, von besonderer Wichtigkeit sein. 

Es soll, wenn 
F (x, y, z, t) = 0 

eine Gleichung mit reellen Koeffizienten in den homogenen Koordinaten 
x, y, z, t ist, unter dem Mantel einer durch diese Gleichung dargestellten FHiche 
ein solches System von reellen Punkten (x: y: z: t) bezeichnet werden, welches 
stetig zusammenhangt - so daB bei Benutzung gewohnlicher rechtwinkliger 
Koordinaten x, y, z (t = 1) auch diejenigen Teile der Flache im Raume, 
welche nur im Unendlichen zusammenhangen, als zu demselben Mantel ge
hi:irig anzusehen sind. Ein Flachenmantel hei13e wie iiblich vom Geschlechte p, 
wenn au£ demselben p und nicht mehr als p getrennte in sich zuriickkehrende 
Schnitte moglich sind, die den Flachenmantel nicht zerstiickeln. Einem 
Flachenmantel vom Geschlechte p schreibe ich die Rangzahl p + 1 zu und 
verstehe alsdann unter dem Rang irgendeiner algebraischen Flache stets die 
Summe der Rangzahlen ihrer Mantel. 

Was nun die Flache 4-ter Ordnung betri££t, so folgt aus den Untersuchungen 
von K. RoHN1, daB dieselbe keinen hoheren als den Rang 12 besitzen kann. 
Andererseits diirften unter den bisher bekannten Flachen 4-ter Ordnung wohl 
diejenigen den hochsten Rang aufweisen, die aus 10 getrennten Ovalen be
stehen und denen mithin der Rang 10 zukommt. Im folgenden will ich eine 
singularitatenfreie Flache 4-ter Ordnung angeben, die wirklich den Maximal
rang 12 besitzt und mithin ein Extremum hinsichtlich der Mannigfaltigkeit 
der Gestalten der Fliichen 4-ter Ordnung repriisentiert. 

Zu dem Zwecke konstruieren wir den Kreis mit dem Radius 1 um den 
Nullpunkt des Koordinatensystems (x, y) als Mittelpunkt und sodann eine 

1 Preisschriften, herausgegeben von der Fiirstlich Jablonowskischen Gesellschaft. 
Leipzig 1886. . 

Hilbert, Gesammelte Abha.ndlungen. Bd. II. 29 
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Ellipse, die jenen Kreis in den 4 reellen Punkten A, B, 0, D schneidet. Wir 
setzen 

k (x, y) = x2 + y2 - 1 

und bezeichnen mit E die linke Seite der Ellipsengleichung, mit einem solchen 
Vorzeichen versehen, da.B E im Inneren der Ellipse negativ ausfallt. Ferner 
bestimmen wir in der xy-Ebene 4 gerade Linien 

l1 = 0 , l2 = 0 , l3 = 0 , l4 = 0 , 

von denen jede den auBerhalb der Ellipse gelegenen Kreisbogen A B m 

Abb. 11. 
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Abb. 12. 

zwei Punkten trifft; dann ist es gewiB moglich, die Konstante e positiv oder 
negativ so klein zu wahlen, daB die durch die Gleichung 

0 (x, y) = k E + el1 l2 l3 l4 = 0 

dargestellte Kurve 4-ter Ordnung in der Weise, wie Abb. 11 zeigt, vier ge
schlossene Kurvenziige aufweist, von denen einer den Kreisbogen A B in 
aufeinander folgenden acht Punkten schneidet. Endlich moge die Konstante n 
positiv so klein gewiihlt werden, daB die durch die Gleichung 

D(x, y) = k 0 + n2 = 0 

dargestellte Kurve 6-ter Ordnung in der Weise, wie Abb. 12 zeigt, elf ge
schlossene Kurvenziige besitzt, von denen die sechs Ziige 1, 2, ... , 6 von
einander getrennt auBerhalb des Kreises k = 0 verlaufen, wiihrend die fiinf 
a.nderen 7, 8, ... , 11 innerhalb des Kreises liegen, und zwar so, da.B einer 
der Ziige, namlich 10, den Zug 11 umschlie.Bt, wahrend die drei anderen 7, 8, 9 
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au8erhalb 10 gelegen sind. Diesem Umstande entsprechend fallt die Funktion D 
innerhalb der Ziige 1, 2, ... , 9 und ebenso in dem ringformigen, innerhalb 10 
und aullerhalb 11 gelegenen Gebiete negativ aus. 

Wir untersuchen nun die Gestalt derjenigen Flache 4-ter Ordnung, deren 
Gleichung im xyz-Raume wie folgt lautet: 

F=kz2 + 2nz- 0 = 0. 

Vermoge dieser Gleichung gehoren zu einem W ertsysteme x, y dann und 
nur dann zwei reelle Werte von z, wenn D > 0 ausfallt, und diese Werte 
sind beide gewill endlich auller fur k = 0; in diesem Faile wird einer der 
heiden Wurzelwerte z unendlich, und zwar zeigt die Entwickelung nach stei
genden Potenzen von k in der Form 

2:n: 
Z= -k + ~(k), 

daB derselbe negativ bzw. positiv iiber alle Grenzen wachst, je nachdem 
sich der Punkt x, y in der xy-Ebene von auBen oder von innen her dem 
Kreise k = 0 nahert. Die unendlich ferne Ebene schneidet unsere Flache 
F = 0 in einer Kurve, die durch den Kegel 

(x2 + y2) z2- (x, y)4 = 0 

bestimmt ist, wobei (x, y)4 zur Abkiirzung fiir den in 0 auftretenden homo
genen Ausdruck 4-ter Ordnung in den Variablen x, y gesetzt ist. Da die 
Kurve 4-ter Ordnung 0 = 0 ganz im Endlichen der xy-Ebene verlauft und 0 
fiir geniigend grolle Werte x, y positiv ausfallt, so ist (x, y)4 eine positiv 
definite Funktion. Hieraus folgt, da13 die durch die Ebene z = 1 von jenern 
Kegel ausgeschnittene Kurve 4-ter Ordnung 

x2 + y2 - (x, y)4 = 0 

nur aus einem geschlossenen Zuge besteht und den Punkt x = 0, y = 0, 
der innerhalb dieses Zuges liegt, als isolierten Doppelpunkt besitzt - in Uber
einstirnrnung darnit, da.ll fiir die Flache F = 0 der unendlich ferne Punkt 
der z-Achse ein Knotenpunkt ist. Die Projektion des eben betrachteten 
Kurvenzuges der Kurve 4-ter Ordnung vom Koordinatenanfangspunkt aus, 
d. h. der unendlich ferne Kurvenzug unserer Flache 4-ter Ordnung F = 0, 
werde mit Q bezeichnet. 

Diese Ergebnisse geniigen, urn ein anschauliches Bild der Flache F = 0 
zu gewinnen. Aus dem Unendlichen von Q her, zunachst ganz in dem negativen 
unterhalb der xy-Ebene liegenden Halbraume verlaufend, kommt ein Blatt 
der Flache her, bleibt stets auBerhalb des Kreiszylinders k = 0 und nahert 
sich diesem von auBen her nach unten zu asymptotisch fiir negativ iiber aile 
Grenzen wachsende z an. Zugleich komrnt ebenfalls aus dem Unendlichen 
von Q her, zunachst ganz in dem positiven tiber der xy-Ebene liegenden 

29* 
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Halbraume verlaufend, ein zweites Blatt; dieses durchdringt den Kreis
zylinder k = 0 und kehrt dann nach demselben zuriick, sich an ihn von innen 
in die Hohe fur positiv unendlich wachsende z asymptotisch anschmiegend. 
Die heiden auBerhalb des Kreiszylinders k = 0 iibereinander herziehenden 
Blatter der Fliiche haugen nun langs derjenigen Kurven zusammen, deren 
Projektionen auf die xy-Ebene die Ziige 1, 2, .. . , 6 sind: dadurch entstehen 
in der Flache sechs auBerhalb des Kreiszylinders k = 0 befindliche Locher. 
Das obere Blatt liefert ferner wegen derjenigen Kurven, deren Projektionen 
iii die xy-Ebene die Ziige 7, 8, 9, 10 sind und langs deren es mit sich selbst 
zusammenhangt, noch vier weitere Locher fiir unsere Flache. Der Kurven
zug 11 endlich gibt zu einem von den bisher beschriebenen Blattern getrennt 
verlaufenden neuen Mantel der Fliiche, einem einfachen Ovale, AnlaB. 

Wenn wir nun unsere Flache F = 0 langs den siimtlichen zehn Kurven, 
deren Projektionen die Ziige 1, 2, ... , 10 sind, aufschneiden, so wird dadurch 
im Endlichen das obere Blatt vollig von dem unteren abgetrennt, auBerdem 
aber auch das innerhalb des Kreiszylinders k = 0 verlaufende, sich gegen 
diesen anschmiegende letzte Flachenstiick des oberen Blattes·von dem iibrigen 
Teil dieses Blattes losgelost. 

Nun ist vorhin gezeigt worden, daB das obere Blatt unserer Flache mit 
dem unteren durch die unendlichferne Kurve Q zusammenhangt; anderer
seits stoLJen das untere Blatt und das losgelOste Fliichenstiick des oberen in 
dem unendlichfernen Knotenpunkt der Fliiche aneinander. Urn also eine 
Fliiche ohne einen Knoten zu erhalten, welche durch jene zehn Schnitte nicht 
zerstiickelt wird, haben wir nur notig, F derart zu variieren, daB die Kurve, 
welche die variierte Fliiche aus der unendlichfernen Ebene ausschneidet, an 
Stelle des Doppelpunktes einen neuen reellen Zug aufweist. Dies geschieht 
durch Konstruktion einer Fliiche, deren Gleichung wie folgt lautet: 

G= - ez4 + kz2 + 2nz- C = 0, 

wo e eine so kleine positive Konstante bedeutet, daB G sowie aile fur noch 
kleinere positive e gebildeten Funktionen eine von Null verschiedene Dis
kriminante aufweisen. In der Tat ist die unendlich ferne Kurve dieser Flache 
durch den Kegel 

- e z4 + (x2 + y2) z2 - (x, y)4 = 0 

gegeben, und der Schnitt dieses Kegels mit der Ebene z = 1 ist eine Kurve 
4-ter Ordnung, welche aus zwei Ziigen besteht. Der innere Zug, der aus dem 
Doppelpunkte x = 0, y = 0 der friiheren Kurve entstanden ist, vermittelt 
den Zusammenhang des oberen in dem positiven Halbraume fiir positiv un
endlich wachsende z sich immer mehr erweiternden Fliichenstiickes mit dem 
unteren in der negativen Halbebene fur negativ unendlich wachsende z sich 
ebenfalls immer mehr erweiternden Blatte der neuen Fliiche G = 0. 
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Damit ist eine singularitiitenfreie Fliiche 4-ter Ordnung angegeben worden, 
die aus zwei Miinteln besteht, von denen der eine das Geschlecht 10, mithin den 
Rang 11 und der andere das Geschlecht 0, mithin den Rang 1 aufweist. Diese 

Fliiche besitzt den Maximalrang 12. 
Zum Schlusse sei noch bemerkt, dafJ die zwecks Realisierung des Ranges 12 

niichstliegenden Fiille, niimlich zwolf einfache Ovale oder ein Mantel mit elf 
L6chern bei Fliichen 4-ter Ordnung nicht vorkommen k6nnen. Nehmen wir nam
lich an, daB eine solche Fliiche vorlage, so miillte es moglich sein, durch ge
eignete Variation der Koeffizienten der Fliichengleichung im ersteren Faile 
zu einer Flache 4-ter Ordnung mit einem isolierten Knotenpunkt und im 
letzteren Faile zu einer solchen Flache 4-ter Ordnung zu gelangen, die einen 
Knotenpunkt mit reellem Tangentialkegel besitzt, ohne vorher eine Flache 
mit einer Singularitat passiert zu haben. Durch Projektion der erhaltenen 
Flache von ihrem Knotenpunkt aus auf eine Ebene wiirde in heiden Fallen 
eine ebene Kurve 6-ter Ordnung hervorgehen, die aus elf auBerhalb von
einander getrennt verlaufenden Zugen bestande. DaB aber eine solche Kurve 
nicht existiert, ist einer der tiefstliegenden Siitze aus der Topologie der ebenen 
algebraischen Kurven; derselbe ist kurzlich von G. KAHN und K. LoEBEN
STEIN1 auf einem von mir angegebenen Wege bewiesen worden. 

1 Vgl. die Gottinger Dissertationen derselben Verfasserinnen. 
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