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П Р ЕД ИСЛ О В И Е 

Многие вопросы естествозн ания  приводят к краевым зада 
ч ам  для дифференциальных ур авнений .  С целью решения этих 
задач н а  электронных вычислительных м ашинах их прибли
женно заменяют р азностными схем ами. 

Книга предназначена для первоначального озна комления с 
теор ией р азностных схем 11 н аписана  к ак  учебное пособие для 
студентов технических вузов, Московского физико -технического 
и Московского инженерно-физического институтов ,  для студен 
тов физических и м атематических ф акультетов университетов .  
Вместе с тем ,  вероятно, н екоторые разделы книги будут инте
ресны и специалистам в области вычислений .  

Различие интересов перечисленных категорий ч итателей на 
шло отражение в структуре книги .  

Книга состоит из пяти частей и небольшага Дополнения . 
Любое число нескольких (двух или более )  первых частей со
ставляет некоторое з аконченное введение в предмет. Кроме 
того, объем изучаемого материала можно регулировать з а  счет 
текста ,  напечатанного мелким шрифтом, и за  счет количества 
решаемых задач .  

В конце указана  литература для углубленного изучения мно
гих вопросов теории и приложений р азностных схем и для даль
нейших библиографических справок .  

Более кратким введением в теорию разностных схем может 
служить книга fll]. 

Непосредственно в тексте книги ссылки на оригинальн ые 
работы даются лишь в тех немногих случ аях ,  когда дополни 
тельные результаты приводятся без доказательств. 

Современная  вычислительная  техника  и н а копленный опыт 
позволяют с помощью разностных схем приближенно вычислять 
решения очень сложных и плохо поддающихся исследованию 
другими  методам и  задач .  Уверенность в том,  что решение вы 
числено правильно, достигается применением той же  вычисли
тельной схемы для расчета немногих з адач ,  точные решения 
которых заранее известны, сопоставлением результатов р асчета 
с физическим экспериментом в том диапазоне  п ар аметров, где 
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этот эксперимент возможен, и с помощью других методов ,  к о
торые нельзя считать м атематически строгими .  Но понимание 
существа дела ,  необходимое для построения пригодных разност
ных схем,  достигается путем р ассмотрения серии правильно по
добранных модельных задач, достаточно простых для деталь
ного изучения на принятом в м атем атике уровне строгости, но 
все же улавливающих те или иные интересующие нас черты 
исходной з адачи ,  недоступной для строгого изучения либо ввиду 
сложности, либо ввиду недостатка времени .  

Делая  удар ение н а  м атем атически строгий разбор модель
ных задач ,  мы старались в то же время дать правильное пред
ставление о соо тношении теории и эксперимента на ЭВМ при 
создании р азностных схем для пр актических расчетов. 

Появлению этой книги способствовала предшествующая ра
бота авторов над книгой [1 0], а также работа одного из них над 
лекционными  курсами ,  которые он читал в течение ряда послед
них лет в Московском физико-техническом институте. На ста 
новление этих курсов большое влияние оказали многочислен
ные плодотворные дискуссии с О. М .  Белоцерковским ( по ини
циативе которого эти курсы начали читаться ) ,  В .  Ф .  Дьяченко, 
О . В. Локуциевским ,  Р. П. Федоренко, Л. А. Чудовым 1 и  
Э .  Э . Шнолем. Ряд полезных з амечаний сде.'l али Н. С. Бахвалов 
и Б .  Л .  Рождественский, прочитавшие книгу в рукописи. 

Всем им  мы сердечно благодарны. 
Авторы 

П Р ЕД И СЛ О В И Е КО В ТО РО МУ И ЗДА Н И Ю  

Второе издание книги отличается от первого тем, что в него 
включены глава  1 2  о в ариационно-разностных схемах ,  § 47 об 
устойчивости итерационных процессов решения нес амо сопря
же нных р азностных уравнений и п .  10 Дополнения , содержащий 
соображения об использовании метода внутренн их граничных 
условий для вычислений .  Кроме того, устранены з амеченные 
о печатки и неточности, а также обновлен список литер атуры. 

Авторы. 



В В ЕД Е Н ИЕ 

Многие прикладные и теоретические задачи современного 
естествознания приводят к дифференциальным уравнениям .  Ис
следование задачи моЖет сч итаться законченным только после 
того, как эти уравнения решены. 

В н екоторых случаях удается указать формулу, выражаю
щую решение через хорошо изученные элементарные функции. 
Однако, как правило, это принципиально невозможно. Поэтому 
получение  явных формул не  может считаться р егулярным про
цессом ,  ведущим к р ешению дифференциальных ур а внений .  
Нельзя сказать, что этот аналитический подход полностью ут
р атил свое значение. Он остается необходимым и очень мощным 
инструментом изучения упрощенных, так  называемых модель
ных задач. Изучение хорошо подобранной модельной задачи 
позволяет делать некоторые з аключения о характере поведения 
решения неупрощенной ,  исходной задачи .  

Но наряду с этим аналитическим подходом все шире ис
пользуются различные методы численного решения дифферен 
циальных уравнений .  Их широкое использование стало воз
можно с появлением быстродей ствующих вычислительных 
машин , которые могут запоминать большие таблицы чисел и 
производить над ними  арифметические действия по з аданной 
прогр амме. В соответствии с указанными  возможностями  м а 
шин любой численный метод состоит в переходе о т  искомого 
решения к некоторой искомой таблице ч исел и к указанию по
следовательности арифметических действий для их вычисления .  
Можно, н а пример ,  искать несколько первых коэффициентов 
разложения решения в степенной или тригонометрический ряд. 
Здесь излагается теория численного решения дифференциаль
ных уравнений с помощью метода конечных разностей . Сущ
ность этого н аиболее универсального ч исленного метода со
стоит в том , что з а искомый н абор ч исел принимается таблица 
значений  решения в точка х некоторого множеств а ,  назыв ае 
мого обычно сеткой. Для вычисления  искомой таблицы исполь
зуются алгебраические уравнения ,  приближенно з аменяющие 
дифференциальное. 
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Поясним это н а  простейшем примере р азностной схемы для 

приближенного вычисления решения уравнения 

и' (х) + А и (х)  = О, 

удовлетворяющего начальному условию и (О )  = l .  З ададим h > О  и вместо ')ункции и (х) будем искать таблицу ее зн аче-
ний  

и (0), и (h) , и (2h) , . . .  , и (nh) , . . . 

З аменим производную р азностным отношением 

u ( x + h) - и  (х) 
h 

ее приближающим .  Шаг h таблицы должен быть выбран  доста
точно малым .  После та!iоЙ з амены вместо дифференциального 
уравнения мы получаем приближающее его р азностное уравне-
ни е 

которое позволяет приближенно вычиалить искомую таблицу. 
Для этого перепишем р азностное уравнение в виде рекуррент
ной формулы 

и (x + h) = (l- Ah) и (x) .  

Полагая  последовательно х = О ,  h, 2h, . . .  , получим 

и (h) = ( l - Ah) , 
и (2h) = (l - Ah)2 , 

и . (Nh) = ( l  - Ah) N. 

Выбрав  h = 1 /N, получим 

и ( l ) = ( l- � )N 
вместо точного решения 

и ( l ) =е-А. 
Однако, как это хорошо известно из курса м атематического 
ан ализа ,  при достаточно м алом h или, что то же самое, при до
статочно большом N величина  ( l  - A/N)N м ало отличается 
от е-А. Тем с амым  показано ,  что прибл иженное решение , полу
ченное по этой разностной схеме и зависящее от шага h , пр и из
мельчении  шага  сходится к точному решению дифференциаль
ного уравнения . 
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Другой пример р азностного уравнения ,  приближающего то 
же дифференциальное уравнение 

и' (х) + Au(x) = О, 

мы получим ,  з аменяя производную разностным отношением 
и (х + /J)- и (х- h) 

2h 
Это ур авнение имеет в ид 

и (х + h); и (х- h) +А и (х) = О. 

Для дифференциального ур авнения 

и" (х) + А и' (х) + В и (х) = f (х) 
можно построить р азностный аналог, з аменяя и" (х), н апример, 
следующим приближенным  выражением : 

и (х + h)- и (х) и (х)- и (х- h) 
h h = и (х + h)- 2и (х) + и (х- h) 

h h2 

Первую производную и' (х) можно заменить одним из уже упо
треблявшихся р азностных отношений. После таких з амен полу
чим разностное уравнение 
и (х + h) -2и

h
\х) +и (х- h) 

+А 
и (х + h) ; и (х- h)  + Ви(х) = f (х). 

В случае дифференциальных уравнений с переменными  ко
эффициентами  составление р азностных схем не усложняется. 
Если, н апример ,  требуется вычислить решение уравнения 

и' (х) + А (х) и (х) = О , 

у которого коэффициент А является функцией от х, то это мож
но сделать с помощью разностного уравнения 

и (х + hh-и (х) 
+А (х) и (х) = О. 

Так  же легко «справляются» р азностные схемы и с нели
нейными  уравнениями .  Например ,  уравнение 

и' (х) + sin (хи (х)) = О 

может быть решено приближенно по схеме 

и (х+ h )-и (х) + . ( ( )) - О /i SIП хи Х - . 
Из рассмотрения примеров может сложиться впечатление, 

что составление р азностноil схемы и решение по ней диФФеоен-
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циального уравнения не представляет трудностей. Это впечат
ление обманчиво. 

Уже в самых простых случ аях ,  даже при р ешении линей
ных уравнений с постоянными  коэффициентами, часто бывает, 
что, казалось бы, р азумная  р азностная  схема имеет решенИе, 
не сходящееся при измельчении сетки к искомому решению 
дифференциального уравнения .  Понятно, что по такой схеме 
н ельзя вычислить искомую функцию со сколь угодно высокой 
точностью. 

Далее, после того как сходящаяся р азностн ая схема  по
строена , н еобходимо вычислить решение возникающей системы 
алгебра ических уравнений относительно большого числа неизве
стных значений функции в узлах  сетки. Это во многих важных 
случаях непросто. Ин о г да можно обойти указанное препятствис, 
выбрав  сходящуiося разностную схему другой конструкции так, 
чтобы возникающую систему линейных уравнений легко было 
решить точно; в некоторых других случ аях разработаны приемы 
приближенного вычисления решений разностных задач с любой 
н аперед заданной точностью. 
· Каждый, кто заним ается численным решением дифферен
циальных уравнений ,  должен знать трудности, связанные с по
строением и использованием разностных схем, и способы их 
преодоления . 



ЧАС ТЬ ПЕРВАЯ 

ОБЫКНОВЕННЫЕ РАЗНОСТНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

Г Л А В А  l 
РА З Н О СТ Н Ы Е УРАВ Н Е Н ИЯ П Е Р ВОГО 

И ВТОРОГО П О РЯДКА. 
П Р И МЕРЫ РАЗ НОСТН Ы Х СХЕМ 

§ t .  П росте йшие р азностные уравнения 

t. Раэчостные уравнения . Для дифференциального ур авне
пия первого порядка 

и' (х) + А и (х) = f (х) 

мы построили во введении две разностные  схемы : 
u (х + h1 - и (х) 

+А и(х) = f (х), 

u(x+h);;u(x-.h) +Аи (х)=f (х), 

которые можно записать соответственно в в иде 
l-Ah l - h и (х) + h и (х 

+ 
h) = f (х), ( 1 )  

l 1 - 2h и (х- h) + Аи (х) + 2h и (х 
+ lz) = f (х). (2) 

Для дифференциального уравнения второго порядка 

и" (х) + А и' (х) +В и (х) = f (х) 
во введенни было построено разностное уравнение 
и (х + h)- 2u (х) +и (х-h) +А и (х + h)- и (х - h) +В ( ) _ f ( ) h� 2h и х - х' 

ил·и , в другой записи, 
l ( А/1) l 2 h2 1-2 и(х- h) -Ji'i (2 - Bh )  и (х) + 

+ ,:J ( 1 + 
A2h ) 

и (х + h) = f (х). (3) 
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Приведеиные здесь примеры разностных уравнений, прибли

жающпх простейшие дифференциальные ,  принадлежат к одному 
из следующих двух в идов : 

а и (х) + Ь и (х + h) = f (х), ( 1 ') 

а и (х- h) + Ь и (х) + с и (х + h) = f (х). (2') 
Если последов ательность точек, дел ящих ось Ох на  отрезки 

длины h, занумеровать слева н аправо так, чтобы Xn = Xn-t + h, 
и обозначить и (хп) через иn, а f(xn) через fn, то мы можем пе
реппсать наши р азностные схемы в виде уравнений 

aun + Ьип+l = fп, 
аип-1 + bun + CUn+l = fп· 

(4) 
(5) 

В §§ 1 -4 мы зай мемся изучением р азностных уравнений 
вида ( 4 ) и ( 5 ) ,  причем  не  будем интересов аться ,  являются ли 
эти уравнения р азностными  схемами  для каких-либо дифферен 
циадьных уравнений .  

В уравнениях (4 ) и ( 5) неизвестные иn образуют последова 
тельность { иn}: 

Мы будем ч а сто сопоставлять эту последовательноrтJ, с П')сле
довательностью точек, з а нумерованных числами  

. . .  , - 3 , - 2,  - 1 , О , 1 ,  2 ,  3 ,  . . . , 
или ,  к ак  �ногда говорят , с сеткой .  

Последовательность {иn} можно считать функцией и, задан
ной в точках сетки. Тогда щ есть значенпе сеточной функции и 

и в точке, имеющей номер k. 
На р ис. 1 приведен график 
некоторой сеточной функ
ции и. Этот гр афик есть со
вокупность точек (xk, иk) на 
плоскости Охи. 

---o--•--+-0-+----.z:•A---......-. .z- После того как мы откн-
зались от рассмотрения свя-

Рис. 1. зи разностных уравнений с 
дифференциальными, нам 

вовсе не обязательно считать ,  что р асстояние  между двумя со
седними  точкамп р а вно h. Можно выбрать его произвольным, 
например р а вным единице ,  а в качестве х0 взять точку нуль. 
Тогда сеточная  функция и будет определена в точках с целыми 
координата ми xr, = ll. 

Будем считать для простоты, что коэффициенты а, Ь, с 
уравнений ( 4 ) ,  ( 5) постоянны. Говоря , что изучаемые уравне-
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ния являются ур авнениями  с постоянными коэффициентами ,  
мы имеем в в иду нез ависимость этих коэффициентон от н оме
р а  n; например ,  уравнение 

Ип-t + 5 -Jn Ип + Un+t =О 

не является уравнением с постоянными коэффициентами. 
Мы будем рассматривать только такие уравнения ( 4 ) , у ко

торых а и Ь отличны от нуля .  В уравнении (5) отличными от 
нуля будем считать коэффициенты а и с. 

Последовательность {fn} называется правой частью рассм ат
риваемых уравнений .  

Если предпол агать, что последовательность· {un} определена 
во всех целых точках n, -оо < n < оо, и не  н а кладывать на 
эту последовательность никаких дальнейших огр аничений ,  то 
легко видеть, что уравнения ( 4 )  и ( 5) имеют много решений .  
Напр имер , уравнение quп- Un+t = О допускает как  решение 
Un == О, так  и решение Un = qn. 

Чтобы выделить е д и н с т в е н н о е решение уравнения ( 4 )  

aun + bun+l = fп, 
достаточно задать зн ачение этого решения в какой-нибудь одной 
целой точке т, т. е . з адать Иm. В самом деле, уравнение ( 4 )  
можно записать в в иде рекуррентной формулы 

1 
Un+t = Ь (f n - аип), 

из которой при n = т, т + l ,  . . . последовательно опреде
ляются Um+t• Um+2• . . . , т. е. все Un при n > т. Записывая урав
нение в виде другой рекуррентной формулы :  

1 
Un.-t =а (fn- Ьип), 

мы таким же путем определим все Ип при n < т. 
Для выделения е д и н с т в е н н о г о решения уравнения ( 5)  

. aUп-t + bun + CUn+l = f n 

достаточно задать произвольно значения и в к аких-нибудь двух 
последовательных целых точках ,  н апример з адать значения 
Иm-t и Иm. Доказательство немедленно следует из того, что 
р ассматриваемое ур авнение может быть переписано в в иде сле
дующих двух рекуррентных формул :  

1 
Un+l =с Un- bun- au"-t). 

1 Ип-t =- Uп- bu,�- СUп+д· 
а 
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2. Порядок разностного уравнения. Повторим еще раз полу
ченный результат и сформулируем понятие порядка для раз
ностных уравнений ( 4 )  и ( 5 ) . 

Для выделения единственного решения ур авнения ( 4 )  

аип + Ьип+l = fп 
достаточно задать зн ачение и в одной точке. Такое уравнение 
называется уравнением первого порядка. Для выделения един
ственного решения уравнения (5 )  

аип-J + Ьип + cиn+l = fl"l 
достаточно задать зн ачения решения в двух последовательных 
точ ках .  В связи с этим такое уравнение называется уравнением 
второго порядка. 

Можно было бы еще р ассмотреть простейшее уравнение 
аип = fп , а =1= О ,  

решение которого определяется единственным образом без н а 
ложения каких-либо пр�дварительных ограничений н а  последо
в ательность {иn}. Такое уравнение естественно назвать уравне
нием нулевого порядка. 

Простейшая разностная  схема  ( l ) для дифференциального· 
ур авнения первого порядка и' + Аи = f является р азностным 
уравнением первого порядка .  

Схема ( 3 )  для дифференциального уравнения второго поряд
ка и" + Аи' + Ви = f имеет второй порядок. 

Пример схемы (2 )  
1 1 - 2h и (х- h) + Аи (х) + 2h и (х + h) = f (х) 

для уравнения и' + Аи = f показывает, что порядок разност
ного уравнения может быть б о л ь ш е  порядка дифференци аль
ного уравнения .  В этом примере дифференциальное ура внение  
имеет первый порядок, а соответствующее ему разностное урав
нение - второй .  

3. Общее реше нце разностного уравнения. Опишем тепер ь 
структуру решений изучаемых разпостных ур авнений. Сначала 
рассмотрим  однородное уравн ение 

. айп + Ьйп+J = О. (6) 

Обозначим через У п решение ур авнения (6) , удовлетворяющее 
н а ч альному условию У0 = l . Очевидно, что йп = аУ n также бу
дет решением однородного ур авнения при произвольнам выборе 
постоя нной а. Нетрудно показ ать, что любое решение однород
ного уравнения ( 6) может быть представлено в таком виде. 
В самом деле, каждое решение однозн ачно определяется своим 
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зн ачением при n = О. Но решение йп , принимающее заданное 
значение й0, получается по формуле йп = аУ п. если в качестве 
множителя а взять число йо. 

Рассмотрим теперь неоднородное уравнение ( 4) 
аип + Ьип+! = fп· 

Пусть {йп} и {и�}- два каких-н ибудь его решения .  Вычитая 
друг из друга равенства. 

айп + Ьйп+r = f п• 

а и� + Ьи�+l = f n• 

мы видим ,  что разность йп- и:= йп удовлетворяет однородному 
ура внению (6)  айп + bйn+l = О. Поэтому любое решение {йп} 
можно записать в виде 

йп =и� + йп =и� + аУ n 

при подходящем выборе постоянной а. Легко проверить, с дру
гой стороны, что при произвольнам выборе а формула 
Un =и� + аУ n задает некоторое решение неоднородного урав
нения : 

aun + Ьип+I =а (и� + аУп) + Ь (u�+l + аУ n+t) = 

= (аи� + bu�+I) + а  (аУ n + ЬУ n+I ) = fп +а· О= fп• 

Итак, мы показали, что общее решение однородного уравне
ния (6) 

имеет вид 
йп =аУт 

где У n- частное решение этого ур авнения ,  удовлетворяющее 
начальному условию У о = 1 ,  а а- произвольная постоянная . 
Общее решение неоднородного уравнения (4) 

аип + bun+! = fп 

может быть предста влено в в иде 

ип = и� + аУп , 

где и�- какое-нибудь частное решение  этого неоднородного 
уравнения, а а- произвольная постоянная .  

Ан алогичное утверждение и ан алогичными рассуждениями  
можно доказать и для разностного уравнения второго порядка .  
Мы не будем эти р ассуждения приводить ( ч итатель их без тру
да восстановит) , а только сформулируем окончательный ре
зультат. 
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Общее р ешение однородного р азностного уравнения 

айп-1 + Ьйп + сйп+l =О 

может быть представлено в в иде 

йп = aYn + �Zn, 

(7) 

где У n и Zn- ч а стные р ешения уравнения (7 ) , удовлетворяю
щие н а чальным условиям 

У0= 1, У1 =0, 
Zo=O, Z1 = 1, 

а а и � - произвольные постоянные .  
Общее решение н еоднородного уравнения  (5)  

aun-1 + btln +сип+!= fп 

может быть представлено в в иде 

ип = и�+ аУ n + �Zn, 

где и�- какое-нибудь ч а стное решение этого неоднородного 
уравнения .  

В се результаты и рассуждения этого пар аграфа  могли бы 
быть дословно повторены и для разностных уравнений с пере
менными  коэффициентами ,  но мы на этом не  останавливаемся, 
чтобы не  усложнять изложение несущественными подробно
стями .  

ЗАДАЧИ 

J. Доказать, что общее решение р азностного однор одного уравн ения 

UnUn + bnUn+l = О 

. с пср ем енпыми к оэффициен тами an '1=- О, bn �О можно записать в виде 
Un = ayn , где Yn -н р оизвольное частное решение, не при всех n обр ащаю
щееся в нуль, а а - пр оизвольм ая постоянная. 2. Доказать, что общее р ешение р азностного однородного уравнения вто
р ого пор ядка 

UnUn-1 + bnUn + CnUn+l = О 

с н ер еменными коэффициентами,  an '1=- О, Сп '1=- О, мож но записать в виде 

Un = ayn + �Zn, 

где Yn и Zn - люб ые два частных р ешения этого ур авне ния, для которых не 
р авен н улю опр еделитель 

1 Уо Y1l· Zo z1 
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3. Пусть Yn и Zn- два каких-ниб удь частных решения разностного урав-

нения второго порядка из задачи 2. Доказать, что определитель 

I Yn Yn+t l = YnZn+t- ZnYn+t 
Zn Zn+t 

либо равен нулю при каждом n, либо отличен от нуля при  всех n. 4. Во скольких последовательных точках н адо задать значе ния решениsr
разностного ура внения 

UUn + bUn+t + CUn+2 + dlln+з = fп, 
а =/= О, d =/= О, чтобы существовало одно и только одно решение {u n}, прини
м ающее заданные значения в этих точках? Каким сле дует считать порядок 
рассматриваемого разностного уравнения ? 

§ 2. Разностное уравнение первого порядка 

В этом параграфе будет получена  формула ,  выражающая 
общее решение разностного уравнения первого порядка с по
стоянными коэффициентами  

аип + bиn+I = fп 
при довольно слабых огр аничениях н а  fп . 

Как показано в § 1 ,  общее решение может быть представ-
лено в виде 

ип = и� + аУ n = и� + а ( - � ) n, 

где и�- какое-нибудь частное р ешение, а а - произвольн ая  по
стоянная .  

Таким образом ,  задача об отыскании общего решения све
лась к задаче об отыскании к акого-либо одного ч а стного реше
ния и�. 

1. Фундаментальное решение. Сначала  построим р ешение 
при некоторой специальным образом з аданной правой ч а сти 

_ { О, n =t= О, 
fп - l, n =0. 

Для обозн ачения такой функции обычно применяется символ 
Кронекера 

Тогда f п = 6g. 
Решение уравнения 

6�= { О, n =t= k, 
1 ,  n=k. 

аип + bиn+ I = 6g 
будем обозначать через Gn: 

aGn + bGп+I = 6�. (l) 



22 РАЗНОСТНЫЕ УРАВНЕНИЯ 1-ГО И 2-ГО ПОР51дi<А [ГЛ. 1 

Решение Gn называется фунда.менталы-tы.м решением ура в-
нения 

аип + buп +l = f п о  
потому что, как  мы увидим на стр. 23, через него выражаются 
ч а стные решения этого ура внения при  р азличных, довольно про
извольных, правых ч астях fn . 

Итак ,  мы  хотим н айти какое-нибудь решение следующих 
трех групп ура внений :  

1. aGп +bGп +I=O при n � - 1 . 
11. aG0 + bG1 = 1. 

III. при n� 1. 

Пусть Gn = О  при n � О. Тогда все уравнения группы 1 бу
дут выполнены. Из уравнения 11 найдем G1 = 1/Ь. Уравнения 
группы 111 можно переписать в в иде рекуррентной формулы 
Gп н =- : Оп , из которой последовательно находим 

G2 = + (- : ) =- � (- :у. 
Gз = { (- : У=-� (- : У, 
Оп =- � (- :) п 

при n� 1. 

Выпишем теперь сводку формул ,  выражающих Gn: { О при n � О, 
G = 1 ( а ) п п --а -ь при  n � 1 .  

(2) 

Это - одно из решен ий ура внения ( 1 ) . Прибавляя к нему об
щее решен ие А (- % ) п 

соответствующего однородного уравне
ния aun + bun+i = О, получим общее решение уравнения (1): 

( ( а ) п 
1 А - Ь при n �О, 

Оп ={ 1 ) ( а ) п [(А--а -ь при n� 1 . 
(3) 

Фундаментальное решение (2 )  получается из общей формулы 
( 3) при А= о_ 

2. Условие о граниченности фундаментал ьного решения .  Если 
1 ajb 1 = 1 , то при любом значении постоянной А получаем фун-
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даментальное решение Gn. ограниченное по абсолютной вели 
чине к а к при n-+ +оо, так  и при n-+ -оо. Выделим из общей 
формулы (3) ограниченное фунда ментальное решение Gn в слу
чае 1 а/Ь 1 =1= 1.  Если 1 а/Ь 1 < 1, то 1-а/Ь 1 n неограниченно воз
растает при n-+ -оо. Поэтому ограниченное решение получа ет
ся только при А = О ( р ис. 2, а). Оно задается формулой ( 2 ) . 

Сп (jn 
• 

-1.1 11 
о • 

• {} 
• 

• d) 11} 
Рис. 2. 

Если 1 а/Ь 1 > 1, то ограниченное решение получается только 
при А= 1/а (рис. 2, б) : { .!... (- .!!.)11 n �О G _ а Ь ' """' ' 

п-
О, п;;;:: 1. 

3. Ч астное решение. Ч астное решение уравнения 

аи11 + bun+l = fп 
с произвольной правой частью можно з аписать в виде ряда 

00 

Un = L Gп-kfk, k-- oo 

(4) 

t5) 

(6) 

где Gn- ка кое-нибудь фундаментальное решение ,  если толь ко  
этот ряд сходится. 

Покажем это, воспользовавшись р авенством 

aGп-k + ЬGп-k+l = бj-k (= <>J:), 
которое получается из равенства ( 1), если в нем всюду з аме
нить n на  n-k. Подставляя сходящийся ряд (6)  в левую часть 
уравнения ( 5 ) ,  получим  

00 00 

aun + bun+l =а L Gп-kfk + Ь L Cn-k+lfk = k =- oo k=- oo 
00 00 

= L (aGn-k + ЬG,1-k+l) fk = L б�fk = fп · 
�=-00 /1.=-00 
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Ряд (6) может оказ аться р а сходящимся ,  если не делать ни

каких предположений о поведении правой ч а сти f,, разностного 
ур авнения .  В с амом деле, если положить f,, = ( -а/Ь) 1', то 

\ А ( - : ) n fi ри n � k, Gп-kfk=1 (А-+)(- �)n при n�k+1. 
и ряд (6) при  фиксированном n содержит бесконечно·е число 
одинаковых членов ,  отличных от нуля .  

Т е о р е м  а .  Пусть 1 ajb 1 =1= 1, 011- ограниченное фундамен
тальное решение и fk ограничеliЫ по модулю, т. е. 1 f,, 1 < F. 
Тогда ряд 

заведомо сходится. 

00 

ип = L Gп-kfk · k�- 00 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Проведем его только для случая  
1 а/Ь 1 > 1. Читатель после этого без труда р а ссмотрит противо
положный случ ай .  

При  н аших предположениях каждый член р яда 

может быть по абсолютной величине оценен сверху членом схо
дящейся геометрической прогреесии 

1 1 ( )n-
k 1 F 1 ,n-k -- _.!!_ fk � -- � о 

а Ь """" 1 а 1 Ь 
Отсюда следует сходимость р яда  (6), а т акже оценка 

00 F " 1 Ь ,k-n F 1 ип 1 � Гill L.. а = 1 а 1 - 1 ь 1 ' k�n 
(7) 

котор ая  показывает, что решение (6) получилось огр аниченным. 
·других ограниченных решений ур авнение 

аип + bиn+l = f n 
не имеет, т ак  к ак  любое р ешение получ ается из (6) прибавле

нием некоторого решения йп = а (- � ) n 
соответствующего од

нородного ур авнения. Решение {й} должно быть огр аниченным, 
как  р азность двух огр ан иченных решений,  что возможно лишь 
при а = О. 
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ЗАДАЧИ 

1 .  Найти общее решение уравнения 

2иn- иn+! = 5n, 
Р е ш е н и е. Общее решение соответств ующего однородного уравнен ия 

2iin- йn+t =О имеет в ид ii.n = a2n. Частное решение и� будем искать 

в форме и: = csn с неопределенн ым коэффициентом. Подставляя и: = С5п 
в уравн ение, получим 

(2·5n-sn+l)C=5n; С=-1/з. 

Тюш м образом, 

• 
(Заметим, что записать ч астное решен ие ип в виде ряда (6) нельзя, так как 
его общий член не стремится к нулю, и ряд р асходится.) 

2. Подобрать час тное решение и: у равнения 

2ип-иn+l = 2n. 
У к а э а н и е. Ищите решение в виде и;1 =Сп· 2n • 

• 3. П одобрать частные решени� un уравнения 

2ип-иn+I = fп 
в с лучае, если правая часть и меет следующий специальный в ищ 

n)'fп=l, б )  fп=:=n, в) fп =n2 , г) fп = 1 + 2n-n2 • 

. ' . 
· '  4. Подобрать ч астные решен н я ип уравнения 

ип-иn+I = fп , 
ес лп пр авая часть f n нмеет следующиii специальный вид: 

а )  fп =l, б) fп =n, в �. fп=n2• 
§ 3. Разностное уравнение второго порядка 

В этом параграфе будет получена  формула ,  выражающая 
общее решение неоднородного р азностного уравнения с постоян
ными коэффициентам и  

UUn- 1 + bUn + CUn+I = f n· (1) 
В § 1 выяснено, что общее решение и меет вид 

(2) 

где u;1- какое-нибудь частное решение заданного неоднород
ного ура внения , а 
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-общее решение соответствующего однородного уравнения 

аи11-1 + Ьип + cиn+l =О. (3) 

Сн ачала  найдем формулу для общего решения однородного 
уравнения ( 3 ) , а потом фундаментальное решение и частное ре
шение н еоднородного ур авнения .  

1. Общее решение однородного уравнения. Вспоминая ,  что 
n случае  разностного уравнения первого порядка существовало 
ч а стное решение в ида иn = qn, попробуем и здесь искать част
ное решение в виде геометрической· прогрессии. Подставим вы
ражение иn = qn в разностное уравнение и убедимся, что оно 
действительно будет решением ,  если q является корнем квад
ратного уравнения 

а + bq + cq2 =О, (4) 
называемого характеристическим уравн.ен.ием. Корни этого 
ура внения могут быть р азличными  или кратными .  Рассмотрим 
последовательно оба  случая .  Если корни Q1 и q2 этого характе
ристического уравнения различны, то мы можем н а йти в виде 
геометрической прогреесии даже два независимых частных ре
шения : 

и01 =qn n 1' 

Л инейная  комбинация 

и(2) = qn n 2" 

йп = аи� 1 + Ри�l = aqf + pq� (5) 
этих двух решений с произвольными  постоянными коэффициен
т ами  а и � тоже будет решением однородного уравнения .  По
кажем, что это - общее р ешение. 

Действительно, произвольное ч астыое решение йп однород
ного уравнения ,  принимаюшее при n = О и n = 1 любые напе
ред заданные зн ачения йо и й1 , может быть записано в таком 
в иде. Достаточно определить а и � из р авенств 

т. е. положить 

а+Р=йо, 

aq1 + Pq2 = й1 , 

а= иоq2- и. 
' � = и.- иoql 

q�- ql q2- q, 
В ч астности, У n и Zn , определенные в § 1 как  решения одно

родного уравнения , удовлетворяющие условиям 
У0 = 1 , У1 =0, 
Z0 = 0, Z1 = 1 ,  
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q l  У,� = q2 
q2 - q l q� - q2 - q l  q�. 

1 Zп = - qn + q2 - q l 1 
1 n 

q2 - q l  q2 • 

1 1 
l J 
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(6) 

Из формул (6) видно, что они непригодны в случае кратного 
корня Q 1 = q2• Рассмотрим теперь этот случай .  

При Q 1 = q 2  одно частное решение снова может быть з апи
сано в виде un = q�. Чтобы найти второе, сделаем в уравнении 
(3) подстановку un = ynq�, после чего получим для Уп уравнение 

ayn- 1  + bqlyn + cq�yn+ l  = О. 

Как известно, а/с равно произведению, а Ь/с - сумме  с обрат
ным знаком корней характеристического уравнения (4 ) . Так  как 
оба эти корня равны q 1 , то 

а Ь 
с = qi' с = - 2q 1 '  

вследствие чего разностное уравнение для Yn может быть пере
писано так: 

или несколько проще: 

Yn- 1  - 2yn + Yn+ l =О. 
Переписав еще раз это уравнение в виде 

Уп- 1 - Уп = Уп - Yn+ l •  
м ы  видим , что разность Yn-1 - Уп не меняется при изменен ии n. 
Таким образом, решением является произвольная арифметиче
ская прогрессия .  Н ам  достаточно н а йти какое -нибудь одно ре
шение , и мы возьмем арифметическую прогреесию Уп = n. 
Вспоминая ,  что мы искали Ип в виде ип = ynq� ,  получ аем ,  что 
среди решений уравнения a Un- 1 + Ьип + cun+l = О есть решение 

u(2) = пqn n 1 " 
Итак, в случа е  кратных корней q 1  = q2 в дополнение к ч а 

стному решению и� >= q� м ы  н ашли еше о д н о  нез а ви симое ча 
стное решение и;;>= nq�. 

Линейная комбинацня 
йп = a.qf + �nqf 
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с произвольными  постоянными  коэффициентами  тоже будет ре
шением однородного уравнения ,  причем произвольвое частное 
решение можно получить из этой формулы, соответствующим 
образом подбирая  числа а и � - В частности, решения Yn и Zn 
в случ а е  кратных корней имеют вид 

У n = q; - nqf • 
)t zn = - nqn = nqn- 1 . 

q ,  1 1 
(7) 

Интересно отметить, что формулы (7 )  могут быть получены 
из формул ( 6 )  для У n и Zn в случае  некратных корней харак
теристического уравнения .  Тогда мы имели для У n и Zn р авен
ства 

n- 1 n- 1  
У - q2 n - q l n - - q2 - q l  

n - Q2 - Q t q l Q2 - q ,  q2 - q lq2 Q2 - q ,  ' 

1 1 q
n - qn 

z n + n - 2 1 
n = -

Q2 - Q 1 
q l Q2 - Q l  q2 - Q2 - Q l  

З аставим  корень q2 приближаться к корню Q 1 .  При этом вы
р ажения 

q�- 1 - q?- 1 

q2 - q l  и 

-стремятся к некоторым пределам ,  а именно соответственно к 
(п - 1 )  q?- 2 и nqf- 1 . Таким образом ,  мы видим, что в случ ае 
кратных корней решения У n и Zn примут в ид (7 ) . 

Итак ,  мы  построили решения У n и Zn во всех случаях, кото
рые могут представиться при  а и с , отличных от нуля .  

Тем самым мы показали ,  что всегда можно выписать в яв 
ном  виде любое  решение  интересующего нас  однородного раз
ностного уравнения второго порядка .  

Интересно остановиться подробнее н а  случа� когда при ве
щественных коэффициентах а, Ь ,  с ур авнение а +  bq + cq2-= О 
имеет комплексно-сопр5tжснные корни  Q 1 и Q2 . Покажем, что в 
этом случ а е  общее решени е  однородного р азностного уравне
ния (3) может быть з а п исано в следующем в иде : 

йп = V 1 (,У ; У cos n<p + V2 ( ,YfY s in n<p,  (8) 
где <р определено равенством 

ь cos <р = - ------= ' 
2 .У ас 

а Vi и V2 - произвольвые постоянные. 
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Найдем явные выражения для q , и Q2 : 

В нашем случае комплексных корней � > О, 1 . �- 1 < 1 .  По-с 2 -v ас 
этому мы можем обозн ачить 

- 2: ас = cos q>, � 1 - ( 2 :ас у = s in q> , 

после чего q ,  и q2 з апишутся так : 

q1 = �;  (cos q> + i sin q>) , 
q2 = �;  (cos � - i s in q>) .  

Подставим эти значения для q , и Q2 в формулу ( 5) ', 
При а. = � = 1 /2 получим частное решение 

и� 1 = ( ..J ;  У cos nq>, 

а при  а. =r l / ( 2i ) , � = - l / (2i) - частнQе решение 

и�> = ( ..J""fY sin nq>. 

Линейная комбинация этих ч а стных решений с произволь
ными  постоянными  коэффициент ами  у, и V2 и дает общее ре
шение (8 ) , выписанное выше. ( Возможность з аписать в таком 
виде частное решение (8 ) , принимаюшее при  n = О и n = 1 .тно
бые наперед з аданные значения ,  чит.атель легко проверит са 
мостоятельно . )  

2 . Общее решение неоднородноrо уравнения.  Фундаментал ь
ное решение. Тепер ь  з аймемся н еоднородным р азностным ура n
нением 

(9) 
nричем огр аничимся в ажным для дальнейшего с луч аем,  ког д а  
среди корней характеристического уравнения (4)  нет р авных 
единице по модулю :  l q , I =F  1 , l q2 I =F 1 .  Снач ала  будем искать 
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решение неоднородного уравнения (9 )  с правой частью fп спе
циального в ида : 

f = 6n = { О, n О 1 ,  
n =f= О , 
n = O. 

Это решение будем обозначать через Gn и называть фундалtен
тальным. Мы будем искать ограниченное фундаментальное ре
шение, т. е. огр аниченное р ешение следующих групп ура внений : 

1. аGп- 1 + bGn + cGn+ l = О  при n � - 1 .  
11. aG- 1 + bG0 + cG1 = 1 . 

111. aGn- 1 + bGn + cGn+ l  = О при n � 1. 

Начнем со случая  некратных корней, q 1 =f= q2. 
В этом случ ае  общее решение однородного уравнения (3) 

имеет вид 

Поэтому каждое частное решение Gn однородного уравнения 1 
записывается в форме 

Gn = a'q7 + �'q� при п � О, 
где а' и �' - подходящим образом подобранные постоянные. 
Точно так же ч астное решение Gn ,  n � О, однородного уравне
ния 111 можно записать в виде 

G n = а" q7 + �" q� при n � О 
с соответствующими постоянными а " и �". 

В рассматриваемом н ами  случае  q1 =f= q2, 1 q i  1 =f= 1 , 1 q2 l  =f= 1 
возможны следующие варианты :  

а )  
б )  
в )  

г) 

1 qt l < 1 ,  
1 q t l < 1 ,  
1 qt l > 1 ,  
1 qt l > 1 , 

1 q2 1  > 1 ; 
l q2 1 < 1 ; 
1 q2 1 < 1 ; 
1 q2 1 > 1 . 

Построим огр аниченное фундаментальное решение Gn в слу
чае  а ) . Из условия огрQ.ниченности Gn при n -+  -оо видно, что 
а' = О, а из условия огр аниченности Gn при n -+  + оо следует 
�" = О. Поэтому { �'q� 

G -n - a"q7 

при п � о. 
при n ;;;: О. 
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При n = О  обе последние формулы должны давать одно и то 
же значение Go. Отсюда �' = а". Подберем  �' из условия вы
полнения уравнения 1 1 :  

a�'qz- 1 + Ь�' + c�'q 1 = 1 , 

А' - 1 t' - 1 • 

aqz- + Ь + cq 1 

Знаменатель этой дроби отличен от нуля :  

aqz- 1 + Ь + cq1 = (aqz- 1 + Ь + cq2) + с (q1 - q2) = c (q1 - q2) =1= 0. 

Итак, 

n� O,  

п � О. 

Мы построили огр аниченное фундаментальное решение в слу-
чае а) (р ис. 3, а) . 

· 

[,' n 
• 

• 

• 

. • 

л ._--�--------�п о 

а) 
Рис. 3.  

о 

lf) • 

Заметим для дальнейшего, что при условиях 

max ( 1 а 1 . 1 Ь 1 ,  1 с 1 )  � В > О, 1 
е - е  

l q l l < l - 2 · i q; l l < 1 - 2 ·  

• 
• 

где В > О и 8 > О - какие-нибудь числа ,  имеет место оценка 

( 1 0) 

( l l ) 

д.�я вывода опенки ( 1 1 )  отметим,  что в силу первого условия ( 1 0) оfiн
sа rелыю .шбо Ja /  > В/4, либо Jc f  >В/4, либо -У Ь 2 - 4 а с  ;;з: -У В " - 8"/4 > В/2. 
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Очевид1 1ы также соотношения 

aq; 1 + Ь + cq 1  = c (q 1 - q2) = а  (q; 1 - Q\ 1) = ,Уь2 - 4ас, 
1 2 - В/2 1 q , - Q2 ;;;.. 1 Q2 / - 1 q , 1 ;;;.. 1 _ В/2 - ( 1 - В/2) = В 2 _ В > В, 

1 q; l - q ! ' l > в. 

Из этих соотношен ий следует оценка 

1 aq; 1 + ь + cq 1 1 ;;;.. �В 

и нер авенство ( 1 1 ) _  

[ГЛ. f 

В случ ае  б )  из условия ограниченности Gn при n -+  -оо 
следует а' = �' = О, так что 

{ о о -п - a"qf + �"q� 
при п� О. 
при n � O. 

Из условия 00 = О вытекает а" = -f3". Коэффициент а" под
бираем так ,  чтобы удовлетворить уравнению 1 1 :  

" 1 а = - c (q , - q2) • 

Ограниченное фундаментальное решение (рис. 3, 6) я с .'l уч а е  б) 
имеет вид 

при 

при 

п� о. 
n � O. 

В случ ае в) по аналогии со случаем а) ограниченное фун
даментальное решение имеет в ид 

' 
Gn = i \ 

1 n 
- 1  + ь + 

q , aq 1 cq2 
1 n 

- l
+ Ь + q2 aq l cq2 

Случай  г )  аналогичен случ аю б ) . 

при n � o. 

при n � O. 

Если корни кратные, q ,  = Q2 , то при построении огр аничен
ного фундам ентального решения вместо формулы 

tl.n =aq? + �� 
используется формула  
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В случае  l ч • l < 1 ДЛЯ Gn ПОЛУЧИМ 

а в случае l q • l 
{ о G = 1 n -c nqr- • 

> 1 получим 

{ - _1_ /Щ"
+

' 
G _ а 1 . 

п - о 

при n � o. 
при п � О, 

при n � o. 
при п � О. 
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Итак, мы разобfали все варианты, которые могут предста 
виться в случае  1 Q1 =1= 1 ,  1 Q2 l =1= 1 , а =1= О, с =1= О, и увидели ,  что 
ограниченное фундаментальное решение существует. Из выпи
санных формул следует, что оно экспоненциально убывает при  
n � oo : 

/ Gn / < Gp l n l , ( 1 2) 
где G > О и О < р < 1 - некоторые постоянные. 

При этом в качестве р может служить любое число, удов
летворяющее нера венству 

р > max [ miп ( 1  Ч t /, · l  :. 1 ) , miп ( 1 q2 / , 1 ;2 1 ) ] • 

Мы выяснили вопрос о существовании и виде фундаменталь
ного решения ,  т .  е .  решения неоднородного ура внения (9 ) . 
В случае произвольной правой ч а сти {fn} частное решение и� 
можно записать в виде суммы  ряда 

00 

и� = L Gn-kfk , ( 1 3) k= -oo 
если только этот ряд сходится . Это провернется совершенно 
так же, как  а налогичный ф а кт для р азностного уравнения пер
вого порядi<а в § 2. Из оценки ( 1 2 )  следует, что ряд ( 1 3 ) з аве
домо сходится , если правая  ч а сть {fл} ограничена ,  1 fл  1 < F. 
В ·  этом случае 

/ и� 1 = ktoo Gп- kfk 1 � k�oo 1 Gп-kfk 1 + kt+ t 1 Gп-k fk / � 

� GF [k�oo pn- k + kt+
! pk- n] � 1 � р F. (14) 

Для уравнения (9 ) , для которого 1 Qt 1 =1= 1 и 1 Q2 l =1= 1 ,  решение 
l{и� } ,  задаваемое формулой ( 1 3 ) ,  есть единственное огр аничен-

2 С, 1\. Годунов,  В. С. Рябенький 
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нос решение при  заданной правой части. В противном случае  
второе ограниченное решение получалось бы из построенного 
прибавлением некоторого ограниченного решения {йn} однород
ного ур авнения  ( 3 ) . Но из формул для общего решения этого 
ур авнения  видно, что при 1 q t l =1=- 1 ,  1 q2 l  =1=- 1 единственным ог
раниченным при -оо < п < оо решением будет йп � О. 

В ч а стности, ограниченное фундаментальнос решение Gn в 
случае  1 q t l =f= 1 , 1 q2 l =f= 1 тоже единственно .  

З аметим , что при выполнении условий ( 1 0 ) , воспользовав
шись оценкой ( 1 1 ) , из ( 1 3 ) легко вывести 

1 и: 1 � �;2 sup \ f т \ ·  ( 1 5) т 
3. Оценка фундаментального решения через коэффициенты 

р азностного уравнения .  В п .  2 мы  видели,  что характер поведе
ния фундаментального решения Gn уравнения (9) существенно 
зав исит от р асположения корней  qt и q2 характеристического 
уравнения 

Р (q) � а + bq + cq2 = О (4) 

н а  ко:-.шлексной плоскости .  Для приложений особенно важен 
случ ай ,  когда а, Ь , с вещественны,  а корни  q 1  и q2 один меньше, 
а другой больше единицы по модулю : 

( 1 6) 

Здесь мы укажем удобный необходимый и достаточный признак 
т акого р асположения корней ,  не требующий их вычисления .  

Т е о р е м  а .  Корни q 1 и q2 уравнения ( 4 )  с вещественными 
коэффициентами один больше, а другой .меньше единицы по 
.модулю в толt и только том случае, если выполняется оценка 
вида 

l b l - l a + c l  
I Ь I + I a l + l c l  � В > О . 

где 8 - некоторое число, причем в случае выполнения ( 1 7 ) 
е е 

l q t l < 1 - 2 · \ q2 1 1 < 1 - 2 ·  

Д о к а з а т е л ь с т в о .  З ам етим ,  что 

P ( l) · Р (-1) = (а + с + Ь) (а + с - Ь) = 1 а + с 12 - Ь2 = 

( 1 7) 

( 1 8) 

= ( 1 а + с 1 - 1  Ь 1 ) ( 1 а + с 1 + 1 Ь 1 ) .  
Если ( 17 )  не  выполнено ни при каком (} > О , то ч и сл ите.Г! ь  
др обl'l  ( 1 7) р авен нулю или  отрицателен. 
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В первом случае Р ( 1 )  · Р (- 1 )  = О, т. е .  1 или - 1  является 

корнем уравнения ( 4 ) ,  и ( 1 6 )  н е  выполнено . 
Во втором случ ае Р ( 1 ) Р (- 1 )  > О , т .  е .  в точках q = -1 н 

q = 1 многочлен P ( q) принимает значения одного знака .  По
этому многочлен Р (q) не может иметь на  отрезке - 1 � q � 1 
ровно один корень .  Этих корней либо два ,  либо ни  одного .  

Если корней два ,  то оба они меньше единицы по модулю,  н 
( 1 6) не выполнено. Если н а  отрезке [- 1 ,  1 ]  корней нет, то либо 
вещественных корней вообще нет, они комплексно-сопряженные 
и равные по модулю, либо оба вещественных корня  больше еди 
ницы по модулю,  и ( 1 6 ) снова не  выполнено .  

Если при некотором е > О уеловне ( 1 7 ) выполнено ,  то 
Р (- 1 ) Р ( 1 )  < 0, значения P (q ) па концах отрез ка  [- 1 ,  1 ]  
имеют раз ные з н аки ,  т а к  что н а  этом отрезке лежит ровно один 
корень. Тогда второй корень ,  тоже вещественный ,  лежит вне 
этого отрезка ,  так  что ( 1 6 ) при некотором р < 1 выполнено. 
Уточним последний результат, а именно получим оценку ( 1 8 ) .  

Из ( 1 7 ) следует 

l b l - l a +  с l > e ( l b l + l a l + l с 1 )  > 

> � 1 Ь 1 + о · 1 а 1 + [е - ( � /] · 1 с 1 . 
Поэтому 

1 Ь 1 • ( 1 - � )  > 1 а + с 1 + [е - ( { YJ · 1 с 1 � 
� l a + c { I - e + ({/ } l = l a + c ( l - � / 1 ·  

Отсюда видно, что выражения 

P ( I - � ) = а + с ( t - {У + ь ( 1 - � ) . 
P[- ( t - })] = a + c ( t - {Y - ь  ( 1 - t) 

имеют разные знаки , так что многочлен Р (q )  н а  отрезке 
- ( 1 - е/2 ) � q � 1 - е;2 имеет корень q 1 ,  1 q 1 1  < 1 - е/2. 
Очевидно, что числ а 

обратные I<Орпям уравнения ( 4 ) ,  удовлетворяют ура внению 
а' + Ь' q' + с' (q')2 = О  

с коэффициентами а' =  с,  
тому же условию ( 1 7 ) : 

2* 

1 Ь' 1 - 1 d + с ' 1 
1 Ь ' 1 + 1 а' 1 + 1 с ' 1 

Ь' 
= Ь , с' = а, удовлетворяющими  

l b l - l a + c l  .._ 

= 1 ь 1 + 1 а 1 + 1 с 1 � е > о. 
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Поэтому один из корней q; , q; удовлетворяет неравенству 
1 q' l < 1 - 8/2 - Этим корнем может быть только q; = 1 /q2 , что 
и завершает доказательство оценок ( 1 8 ) _ 

Для уравне-ния с вещественными коэффициентами при  усло
вии  ( 1 7 ) а втоматически выполнены условия ( 1 О ) , а значит, и 
оценк а ( 1 5 ) для огр аниченного ч а стного решения и: неодно
родного р азностного уравн.ения (9 ) _ 

ЗАДАЧИ 

il. Написать общие решения уравнений 

! ип- 1 - 5un + 6un+ 1  = О, 
5 ип- 1 - 2 ип + Un+ 1  = 0, 

9иn- 1 + Зип + ип+ 1 = О, 

n = O, ::t: J ,  • . •  , 

n = O, ± ! , . . . . 
n = O, ± I , . . . 

2. Н айти огра ничен ное при n -+ + оо решение уравнения 

5 ип- 1 - 2 ип + иn+ 1  = О, 
nри нимаюшее значение ио = 1 .  3. В ыписать тысячный член последовательности ио , ·и , ,  иz, . . •  , первые 
два члена которой равны единице, ио = 1 ,  и , = 1 , а последующие опреде· 
ляются рекуррентным соотношением 

ип + 1  = Un- 1 + иn, n = \ , 2, , , ,  
4. Найти условие, накладываемое на  корни характеристического уравне

ния, необходимое и достаточное для того, чтобы разностное уравнение 

аиn- 1 + Ьип + CUn+ 1 = О, n = О, ± \ ,  ± 2, • • •  , 

имело хотя бы одно нетривиальное ограниченное решение (решение иn == О 
называется тривиальныАt) _ 5. Найти условия,  которым должны удовлетворять корни характеристи
ческого уравнения,  необходимые и достаточные для того, чтобы все решения 
уравнения 

аип- 1 + bun + сип+ 1 = О, n = О, ± \ , . . .  , 

были огра ничены . 
.- 6. Каковы должны быть корни характеристического уравнения, чтобы 

nри -п -+ +оо все решения уравнения aиn-t + Ьиn + сиn+ !  = О стремились 
к нулю? .J� Н а йти какое-нибудь частное решение неоднородного разностного урав
нения 

5 
иn- 1 - 2 ип + ип+ 1 = fn, n = О, ± 1 , • . .  , 

если правая часть имеет следующий специальный вид� 
а) f n = \ _  У к а з  а н и е. Искать решение вида ип = А .  
б)  f n  = n .  У к а з  а н и е. Искать решение вида и� = А + Bn. 
в ) fn = з п . У к а з  а н и е. Искать решение вида и: = А - зп. 
@ f n = cos n. У к а з а н и е. Искать решение вида и: = А sin n + В cos 11. 
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8. Построить какое-нибудь ограниченное фундаментальное реш ение урав-
нения 

Un- 1 + Un + Un+l = l n · 
Существуют ли у этого уравнения неограниченные фундаментальные решения? , 9 .  Построить какое-нибудь фундаментальное решение уравнения 

Un - 1 - 2un + Un+l = fn · 
Существует ли ограниченное фундаментальное решение? 10. При каком \'Словии  на  корни характеристического уравнения раз l l о <:т
ное уравнение 

UUn- 1 + blln + CUn+l = fп 
не имеет ограниченных фундаментальных решений? 

..., 1 1 .  Пользуясь огр аниченным фундаментальным решение�t .  выписать ·го ре· 
шение (uo, Ut,  • • •  , U N )  уравнения 

5 
llп - l - 2 иn + un + l = fn · n = l , 2, • • • .  N - 1 . 

которое удовлетворяет условиям uo = <р, U N  = \j), где <р и \j) - заданные 
числа. 

• . 12 .  Найти все собственные числа р и соответствующие собственные функ· 
ции \jJ = ('i'm}, т = О, \ ,  . . . , М, оператора  Л.,.,, 

Лхх'Ф ·= Р 'Ф ·  

где Л.,., - оператор, который каждой сеточной функции и = {um} ставит в 
соответствие сеточную функцию v = (vm} по формулам 

От в е т :  

1 
Vm = Ji2 ( Um+l - 2um + Um- 1 )  О < т <  М, 

v0 = vм = O. Mh = l .  

•l•( k)  • k1tт 
't'm = sш --м-• k = I . 2, . • . , M - 1 . 
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I( РАЕ ВАЯ ЗАДАЧ А ДЛ Я У РА В Н Е Н И Я ВТО Р ОГО П О РЯДКА 

Краевые задачи рассматриваемого в этой главе вида возни
к ают при использовании р азностных схем для численного реше
ния обыкновенных дифференциальных уравнений и уравнений 
с ч а стными производными .  

§ 4 . Постановка задачи .  Признаки хорошей обусловленности 

1. П остановка задачи. Простейш ая краевая задача  состоит 
в отыскании сеточной функции {ип} , n = О, 1, . . .  , N, удовле
творяющей разностному уравнению 

а,.и,.- 1 + Ь,�и,. + с,.и,.+ 1 = f,. , n =  1 , 2 , . . .  , N - 1, ( 1 )  

во внутренних точках О < n < N сеточного отрезка О � n � N 
и принимающей заданные значения 

ио = <р, ин = 11' (2) 

н а  его краях .  Краевая задача  для систем разностных уравнений 
будет сформулирована  в п .  7. 

Изуч а я  уравнение аnип-1 + b nиn + cnиn+l = fn .  an =1= О, 
С11 =1= О, мы отметили, что при  произволыюм задании значе 1 1 ий 
{и11} в каких-нибудь двух последовательных точ ках, например 
при произвольнам задании и0 и и , , определяется , и притом 
только одно , решение {иn} . 

Интересно выяснить, можно ли однозначно определить ре
шение, если з адаться его значениями в двух не обязательно со
седних точках , как это сделано в краевой задаче ( 1 ) ,  ( 2 ) . Сле
дующий пример показывает ,  что задача ( 1 ) ,  (2) может О l\ 8 -
з аться неразрешимой.  

Рассмотрим краевую задачу 

ип- 1 - и,. +  и,.+ ,  = О, n = 1 '  2 ,  . . .  ' 299, 
ио = О, - изоо = 1 

(3) 
(4) 
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Общее решение уравнения (3 ) , как  показано в § 3, может быть 
записано в виде 

m t  . nn 
Un = V t  cos -3- + v2 s ш  -3- .  

Из условия и0 = О следует, что V t  = О. Для выполнения усло
вия Uзоо = l нужно подобрать v2 из уравнения 

. 300л: l Uзоо = V2 sш -3- = · 

Но это уравнение неразрешимо,  т ак  к ак  при любом v2 левая 
часть его равна  нулю,  но не единице. 

Если бы вместо условия Uзоо = l мы з адали Uзоо = О (остав 
ляя  по-прежнему Uo = О ) ,  то V t  снова  пришлось бы взять рав 
ным нулю, тогда как '\'2 в этом случае  может быть  любым :  

. 300л: 
v2 s ш -3- = v2 · 0 = 0. 

Мы видим ,  что краева я  задача ( l ) ,  (2) может, вообще говоря, 
вовсе не иметь решения либо решение ее может оказаться не
единственным .  Однако с краевыми зада ч ами  приходится ч а сто 
встреч аться. 

Оказывается, что существуют довольно широкие классы раз
ностных уравнений ,  для которых краевая  задача ( l ) , ( 2 )  не  
только всегда однозначно разрешима ,  но и обладает «сл абой» 
чувствительностью к ошибкам округления при задании  правых 
частей QJ ,  ф и {fn} , т .  е .  «хорошо обусловлена» .  

2.  Определение хорошей обусловленности. Обычно при  изу
чении р азностных схем для приближенного решения дифферен
циальных краевых задач р ассматривают н е  одну задачу, а це
лое семейство таких задач ,  возникающих при все более м елких 
шагах сетки. Тогда ·ч исло N можно считать п араметром ,  от ко
торого зависит это семейство. Измельчению сетки соответствует 
возрастание N. 

Будем говорить , что разностная краев а я  з адача ( 1 ) ,  ( 2 )  с 
коэффициентам и  а " ,  Ь " ,  с" ,  ограниченными в совокупности ,  
1 а ,.  1 , 1 Ь" 1 , 1 Сп 1 < К, хорошо обусловлена, если при всех доста 
точно бол ьших N она имеет одно и только одно решение {и"} 
при произвол ьных правых частях QJ, ф и {f" } и если числ а  u0, 
и 1  . . . .  , U;v ,  образующие решение, удовлетворяют оценке 

1 Un 1 � М max { 1 qJ 1 ,  1 'Ф l ,  max 1 f т 1 }, (5) т 

где М - некотороЕС' число, не зависящее от N. 
l lвorдa к числу хорошо обусловлен н ы х  относят и те з а д а ч и ,  дJI Я кото

рых М не,1ьзя выбрать  постоянным,  п о  можно в ы брать р астущим не бwс1 рее 
заданной степени N, н а п р и мер М = CN или М =  CN2• 
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П риведеиное определение хорошей об условленности равносильно ОДi ю м у  
из припятых в теории систем линейных уравнений,  когда мерой  обуслоnлепно
сти системы уравнений Ах = g с м атрицей А считают число I IA I I  · I IА- 1 1 1 -
п роиэведение норм матриц А и A-t . 

Выполнение неравенства (5 )  означает ,  что чувствительность 
реш1ния {иn} к ошибкам  ( н апример ,  ошибкам измерения или 
округлещш) ,  допущенным при  задании правых частей q>, 1jJ и 
{fn} , не возрастает с ростом числ а  N. Действительно, если вме
сто q>, 1\J и {fn} задать соответственно q> + �lf, 1\J + �1\J, {fn + Мп} ,  
то решение {иn} получит приращение {�иn} . Это nриращение 
ввиду линейности задачи ( 1 ) ,  (2) является решением задачи 

an �иn- l + Ьп �ип + Сп �иn+ l = �f n • 
�ио = �q>, �иN = �1\J 

O < n < N, } 
и в силу (5) удовлетворяет оценке 

1 �ип 1 � М  max { 1 �IP l , 1 �1\J l, max 1 М т 1 } .  т 
Далеко н е  всякая однозначно разрешимая  краевая задача ( 1 ) ,  ( 2 )  является хорошо обусловленной. Н апример ,  если правым 
частям  з адачи 

иn+ l - 5ип + 6иn- l = f n • О < n < N,  } 
ио = q>, иN = 1\J 

придать nриращения 

Мп == О, �1\J = О, �IP = 8 , 
то решение {иn} получит приращение 

1 - ( 2 / з )N-n л �Un = 2n L.l m n = O, 1 ,  . . . , N .  
Отсюда 

1 - ( 2/з)N '�' '  

л -. 2 N- 1  1 
LltlN - l  � • 3 8. 

Возмущение в nри задании q> вызвало быстро возрастающее с 
ростом N возмущение решения .  Число М в неравенстве (5 )  з а-

_!_ , 2N- l  . ведомо нельзя взять растущим медленнее экспоненты 3 • 

3. Достаточный признак хорошей обусловленнос1·и. 
Т е о р е м а. Если коэффициенты an , Ьп ,  Сп удовлетворяют 

условию 
(6) 
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то задача ( 1 ) , ( 2 ) хорошо обусловлена, причем решение {ип} 
удовлетворяет оценк:е 

1 ип 1 � max { 1 q> l ,  1 '11 l , � m,:x 1 f т 1 } . (7) 
Д о к а з  а т е л ь с т в о. Сна  ч ала  предположим , что при  з адан 

ных фиксированных q>, 'iJ и {fn }  з адач а ( 1 ) ,  ( 2 )  имеет р ешение 
{и71 } , и установим для н его оценку ( 7 ) . Пусть н а ибольшее среди 
чисел l иn l ,  n = О, 1 ,  . . .  , N, есть ч исло l щ l .  Если k = О или 
k = N, то неравенство (7) очевидно, так как ио = q>, иN = '11· 
Остается рассмотреть случ а й  О <  k < N, 1 иh 1 � 1 иn 1 · В этом 
случае, с учетом (6 ) , можно н а писать 

( bk 1 · 1 иk 1 = 1 - akиk- ! - Ckиk + l + fk 1 � 

� � ak 1 · 1  иk - 1 1 + 1 Ck 1 · 1 иk + l l + 1 fk � � ( 1  ak 1 + 1 Ck 1 ) 1  иk 1 + 1 fk 1, 
i fk l l fk l l ип l � l иk l � l bk l - l ak l - l ck l � -б- · 

и неравенство (6 )  также выполнено. 
Осталось доказать, что задача ( 1 ) ,  ( 2 ) им еет, и притом 

только одно, р ешение {иn} при произвольных правых частях 
<р, 'iJ И {f n} • 

З адачу ( 1 ) ,  ( 2 )  можно р ассматривать к ак  систему N + 1 
линейных уравнений относительно такого же числа неизвестных 
u0, и 1 ,  • • •  , иN. Поэтому нужно установить, что  определитель 
этой системы отличен от нуля .  Как  известно из алгебры, опреде
литель системы отличен от нуля в том и только том случ ае, 
если соответствующая однородна я  система  имеет лишь нуле
вое решение. Но для системы ( 1 ) ,  (2) однородная  систем а  по
луч ается при q> = 'iJ = fm = О. Из оценки (7 ) , доказанной для 
каждого решения {и"} , видно, что в этом случа е  имеется только 
тривиальное решение иn = О. 

Достаточным условием хорошей обусловленности з адачи 
( 1 ) ,  (2 ) является также следующее условие : 

1 Ьп 1 - 1  йп 1 - 1 Сп 1 :::;;;;: е о { 1 L 1 ь 1 1 } -1 Ьп 1 + 1 ап 1 + 1 Сп 1 � > ' _max ап п ' 1 Сп .;::::- В > О , (8) 

где е и В - некоторые постоянные, не з а висящие от N и n. 
Действительно, из (8 )  следует (6 )  с постоянной 

6 = е ( 1 Ьп  1 + 1 ап  1 + 1 Сп 1 )  � еВ > 0 .  
Поэтому (7) примет вид 

l ип 1 � max { 1 q> 1 ,  1 '11 1 ,  е� m:x 1 f т 1 } . (9) 
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4. Критерий  хорошей обусловленности краевой задачи с nо
стоя нными коэффициентами .  

Т е о р е м  а .  Для хорошей обусловленности краевой зада чи 
aUn- 1 + Ьип + CUn + 1  = f n • о <  п < N, } 

llrJ = <р, иN = '1\J ( 1 0) 

с постоянными коэффициентами необходимо и достаточно, чтобы 
корни q1 и q2 характеристического уравнения 

а + Ьq + cq2 = 0  ( 1 1 )  

были по модулю один больше, а другой !ltеньше единицы, т. е. 
чтобы удовлетворялись неравенства вида 

( 1 2) 

где е - некоторая положительная постоянная. 
В случае ,  если коэффициенты а, Ь, с вещественны, критерию 

хорошей обусловленности ( 1 2 ) в силу доказанного в п. 3 § 3 
можно придать удобную форму :  

l b l - l a + c l 
1 ь 1 + 1 а 1 + 1 с 1 � е > о 

. 
( 1  3) 

Удобство критерия ( 1 3 ) состоит в том, что его выполнение про
вернется непосредственно, без вычисления корней Q 1 и q2• 

Доказательство критерия ( 1 2 )  б у дет проведено в п .  6 этого 
пара  гр аф а .  

5. Критерий хорошей обусловленности задачи с nеременным11 
коэффициентами.  Критерий ( 1 2 )  хорошей обусловленности крае
вой задачи для разностного уравнения с постоянными коэффи
циентами ,  сформулированный в предыдущем пункте, обобщает
ся на случ ай  з адачи 

апип- 1 + Ьпип + Cnиn+ 1 = f n · о <  п < N, 
иа = <р, иN = '1\J 

( 1 )  
(2) 

с перемснными коэффициента ми,  есл·и только эти коэффициенты 
изменяются достаточно «плавно» .  Сформулируем это обобще
ние  точно ,  причем относительно уравнения ( 1 )  будем предпо
л а гать, что его коэффициенты огра ничены в сонокупностн, 
1 ап 1 < М,  1 Ьп 1 < М, 1 Сп 1 < М, и что все три коэффициента ап, 
Ьп, Сп ни при каком п одновременно не становятся малыми :  

Предполагается , что М и В не зависят о т  N и n. 
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Т е о р е м  а. Пусть коэффициенты задачи ( 1 ) ,  (2 ) 
воряют условиям 

удовлст-

l ak - az l �
-
n l k-;;t Г ·  1 ьk - ьt 1 � n l k;; t Г . l 

t 
J D > O, (1) > о. 

( 1 4) 

Тогда для хорошей обусловленности задачи ( 1 ) ,  (2) необхо
димо и достаточно, чтобы корни q 1 и q2 квадратного уравнения 

ап + Ьпq + спq2 = 0, O < n < N, ( 1 5) 

удовлетворяли условию вида 

( 1 6) 

где е > О - некоторое число, не зависящее от N u n. 
Условия ( 1 4 )  выражают требование гл адкости коэффициен

тов . Они выполнены, например ,  если 

an = а  (n/N) , bn = Ь (n/N), Сп = с (n/N) , 

где а (х) , Ь (х) , с (х) - некоторые функции, определенные на  от
резке О � х � 1 и удовлетворяющие условию Гёльдера :  

1 а (х) - а (х') 1 � D 1 х - х' 1"\ 

1 Ь (х) - Ь (х') 1 � D 1 х - х' 100, 

1 с (х) - с (х') 1 � D 1 х - х' 100• 

Уравнение ( 1 5) является характеристическим уравнением , 
построенным для разностного уравнения 

аиs- 1 + Ьиs + син1 = О 

с постоянными коэффициентами а, Ь, с, совпадающими со зна 
чениями переменных коэффициентов a n ,  bn ,  C n  при зафиксиро
ванном n, т. е .  а = a n ,  Ь = Ь" , с = Сп .  

Если а", Ь" ,  Сп - вещественные коэффициенты, т о  в силу 
п . 3 § 3 условие ( 1 6 ) можно заменить легко провернемым ус-
ловнем 

1 bn 1 - 1 Un + Сп 1 :::::;:, е > 0 
1 bn 1 + 1 Un 1 + \ Сп 1 ::?' 

' 

где е не зависит от N и n. 

( 1 7) 

Сформулированный критерий ( 1 4 ) , ( 1 6 )  или ( 1 4 ) , ( 1 7 )  бу
дет доказан в § 6. Там же будет показано, что условия гл ад
кости ( 1 4 ) игнорировать нельзя. 
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З аметим ,  чтu если 1 ап + Сп 1 = 1 ап 1 + 1 Сп 1 ,  то условие ( 1 7)  
совп адает с условием (8) и обеспечивает хорошую обусловлен 
ность и без предположений о гл адкости и вещественности ко
эффициентов. 

6. Обоснование критерия хорошей обусловленности краевой 
з адачи  с постоянными коэффициентами .  Докажем сформулиро
в а нный  в п. 4 критерий хорошей обусловленности краевой за 
дачи  

аип- 1 + Ьип + сиn+ J = fп, O < n < N, } 
Uo = qJ, UN = '1\J, ( 1 0) 

а именно следующее утверждение. Для хорошей обусловлен
ности задачи ( 1 О) необходимо и достаточно, чтобы корни ха 
р а ктеристического ур авнения 

а +  Ьq + cq� = o ( 1 1 )  

удовлетворяли неравенств а м  вида 
8 8 

l q l l � 1 - 2 '  l q2 1 1 � 1 - 2 ·  ( 1 2) 

где е - некотора я  положительная  постоянная .  
Д о с т а т о ч н о с т ь .  Решение з адачи ( 1 О )  представим в виде 

сумм ы  двух сеточных функций, положив 

где {йп} - р ешение задачи 

айп- J + Ьй
� 
+ Сйп+ J

_ 

О , О < n < N, } 
Uo = qJ, UN = '1\J, 

а {йп} - решение задачи 

� айп- J + Ьйп + сйп+ J
_ 

fm O < n < N, } 
йо = О, ll N = о. 

( 1 8) 

( 1 9) 

(20) 

Решение задачи ( 1 9 ) имеет вид йп = Aq7 + Bq�, где А и В опре
деляются из условий йо = qJ, йN = -ф :  

<р _ -фq;-N 'ljJ _ <pqN 
Un = 1 - ( � �у q7 + 1 ( 1 1 )N q�-N. (2 1 }  q )q2 - q ) q2 

Обозн ач ив 1 - 8/2 = р , из (2 1 )  получ аем 

(22) 



§ 4] ПРИЗНАКИ ХОРОШЕй ОБУСЛОВЛЕННОСТИ 45 

Поэтому при всех N ;;;:;: 2 и n = О, 1 ,  . . .  , N 

l йп l �  J � p max ( l c:p l, 1 \\J I ) = : max ( l c:p l , 1 \\J I ) . (23) 

Если n и N - n - достаточно большие ч исла ,  то коэффи
циент в неравенстве (22) сколь угодно м ал .  Например ,  при 
n > 6/fJ ,  N - n > 6/fJ 

рб/8 = [ ( 1 - tY/8T < ( � у . 
Здесь использовано известное неравенство 

( 1 - �) а ( 1 + +у � [ а ( J - а- 1� � � ( J + ь - 1 ) г+Ь 
= 1 

при а = 2/fJ, Ь = 2. Таким образом,  
m ax (pn, PN-n) � (.!)3 < _1_ ] _ p2N � 9 ] _ (4/9)6 JO ' 

так что из (22) при n > 6/fJ, N - n > 6/fJ получи м 

1 йп 1 < i max ( 1 ер l, 1 \jJ 1 ) .  (24) 

Оценим решение {йn}  задачи (20) .  Представим йп в виде 
суммы 

йп = и: + и� , О ::::;;;; n ::::;;;; N,  
решений двух задач - задачи 

• • • { f n , О < n < N, 
aиn- l + bиn + cиn+ l = О ,  п :s:;;;; о или n ;;;::: N ,  

и задачи 

(25) 

аи�_ 1  + Ьи� + си�+ l = 0, О <  n < N, } 
1 * 1 * (26) и0 = - и0 , иN = - иN. 

Ограниченное решение {и:} задачи (25 )  существует, единственно 
и удовлетворяет оценке ( 1 5 ) § 3 : 

J и: J � ��2 max l fm l •  (27) т 
гдe B = max ( l a l ,  l b l , l c l ) .  

В частности, 

(27') 
j и� j :s:;;;; ��2 max J fm l · т 
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Для оценки р ешения {и�} задачи ( 26) , совпадающей по своему 
виду с задачей ( 1 9 ) , воспользуемся формулой (2 1 ) и оцен
кой (23 ) , з а менив только q> и 'Ф на - и� и - и�: 

J и� J � : max ( J и� / . J и� / ) . 
Теперь примем еще во внимание  ( 27') : 

J и� [ � ;:з max 1 f т / · т (28) 

Объединяя оцен ки (27 )  и (28)  с учетом е < 2, получим  

l йп l � ��� max l fт l· т (29) 

Следовательно, для решения {иn} исходной з адачи, объединяя 
оценки · (23 )  и (29) , получим  

l иn l � l йп l + l йп l � �26� max l fт l + : max ( l q> l, I 'Ф I ) .  (30) т 
Оценка (30) обеспечивает хорошую обусловленность 1 ип 1 � 
� М  т ах ( 1 q> 1 . 1 'Ф l, max 1 f т 1 ) , причем з а  М можно принять т 

1 28 4 М = воз + в · 

В случае  n > 6/е, N - n > 6/е можно уточнить о�енку (30) , 
воспользов авшись в место неравенства (23 )  неравенством ( 24 ) : 

или 

1 28 1 l иn l � воз max l fт l + s max ( l q> l ,  I 'Ф I ) (3 1 ) т 

1 1 ип 1 < М1 max 1 f т 1 + 5 max ( 1 q> l , 1 'Ф 1 ) , т (3 1 ') 

где М1 зависит только от е и В, но не от N. Оценкой (3 1 ) мы 
б у де м пользоваться в § 6. 

Н е о б х о д  и м о с т ь. З аметим сначала ,  что если условия 
( 1 2 ) не выполнены ни при каком положительном е, то корни 
х арактеристического уравнения 

Р ( q) == а + bq + cq2 = О 

по модулю либо оба меньше единицы , либо оба больше еди
ющ ы ,  либо хотя бы один из них р авен единице :  

1 )  l q i i < p < l , l q2 1 < p < 1 , (32) 
2) 1 ql 1 > р > 1 '  1 q2 1 > р > 1 , (33) 
3) 1 ql 1 = 1 . (34) 
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Покажем , что во всех трех случ аях  хорошей  обусловлен 

ности нет. 
Для этого во всех трех случаях построим некоторые функции 

•побы они были решениям и задачи вида 
{ll n } так, 

aun- 1 
+ bun 

+ Clln+ 1 = fп. 
u0 = UN = 0 

и чтобы выполнялись неравенства 

О < n < N, } 

т ах 1 un 1 > М N т ах 1 f т l • n т 
где М N - некоторая  неограниченно возрастающая при N ........ оо величина .  

В случае (32) , считая для определенности, что  Qt =1= q2, п оложим 

Тогда 

un = { q? - qq, o :r;;;;, п :r;;;;. N - l , 

О. n = N. 

m a x 1 Un 1 ;;:з, 1 и 1 1 = 1 Q1 - Q2 1 > О. n 
Правая часть {f n }  в задаче (35) есть 

{ о. fn = UUn- 1 + bun 
+ CUn+ 1 =- ( N N\ - с q l - q2 )• 

Отсюда 

если 

если 

n =1= N - \ . 
n = N - \ .  

Сопоставляя (37 )  и (38} ,  видим, что в неравенстве (36) н адо положить 

м = 1 ql - q2 1 = о (-]-) N 2 1 с 1 PN PN ' 
так что М N экспоненциально р астет с ростом N. 

Случай (33) аналогичен случаю (32) . 
Если выполнено (34 ) , то положим 

Тогда,  очевидно. 

Для 1 f n 1 получаем оценку 

1 
m ax 1 Un 1 ;;;:з: 2 ·  n 

\ fп 1 = 1 UUn - 1  + bun + Clln + l  1 = 

(35) 

(36 ' 

(37) 

(38) 

(39) 

\ (  1 + I) nn 1 (  (n - J ) n  . nn )
+ = aq?- + bq? + cq? s iп N 

+ aq�• - sin N - sш N 
+ cqn1 + 1 ( · (n + J ) n  . .  nn ) l  1 n- 1 ( · (n - J ) n . n=t ) +  sш N - sш N = aq 1 sш N - sm N 

+ 1 ( • (n + 1) n . nn ) 1 л: + cq? sш N - sш N ..;;;;, ( 1 а 1 + 1 с 1 ) N .  ( 40 J 
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Из (39) и ( 40) следует, что неравенство (36) выиолнено, если 

N 
MN = 2 ( 1 a l + l c l ) 

[ГЛ. 2 

Таким образом, здесь нет хорошей обусловленности, если понимать под ней 
требование независимости М от N в неравенстве (5) . 

7. Общие краевые задачи для систем р азностных уравнений. З адача ( 1 ) ,  
(2) я вляется лишь простейшей краевой задачей для уравнения второго по
рядка. 

Сформулируем без доказательства необходимые и достаточные условия 
хорошей обусловленности общих краевых задач для систем разностных урав
нений на сеточном отрезке (В .  С .  Р я б е н ь к и й, ЖВМ и МФ 4, 2 ( 1964) ) .  

Краевая  задача состоит в отыскании вектор-функции {un}, n = О, 1 , 2, 
3, . .  - ,  N, удовлетворяющей условиям 

ko L Ak , nun+k = .fn, ko .s;;; п .s;;; N - ko• 
k= -k0 

( 1  ' ) 

(2') 
Здесь A k ,  n - квадратные м атрицы некоторого порядка т � 1; U n ,  f n - век
торы той же размерности; а.; - матрицы, имеющие по т столбцов и г � О 
строк; �i - матрицы, имеющие по т столбцов и s � О строк; <р - заданный 
r-мерны й  вектор ; ф - заданный s-мерный вектор. 

З адача ( 1 ' ) , (2') хорошо обусловлена, если она имеет решение {u n} при  
пр оизвольных {f n }, <р, ф, причем 

max l l uп l l .s;;; M max {  1 1 <p l l . 1 1 ф 1 1 . max l l f1 1 1 }. n 1 
где М не зависит от N. 

Относительно коэффициентов A k ,  n будем предполагать, что 

Ak ,  п = Ak ( ;  ) • 

где A k (x) - м атрица, определенная н а  отрезке О �  х � 1 , удовлетворяющая 
на  этом отрезке условию г ладкости 

( 1 4' )  
Далее, предположим, что 

d ( х ) = max 1 1 Ak (х )  11 ;;;;;;. В >  О. 
k 

При этих ограничениях для  хорошей обуСЛовленности задачи ( 1 ') ,  (2') не
обходимо и достаточно, чтобы выполнялось каждое из следующих условий 1 0-30: 

1 о Среди корней !А. и v уравнений 
ko det L Ak (х) J.Lko+k = О 

k= -ko 
ko det L Ak (х) vk,-k = О 

k= -ko 
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нет р авных единице по модулю, причем корни 1.1. и v этих уравнений удовле
творяют каждый одному из следующих четырех неравенств:  

е 
1 1.1. 1 < 1 - 2

, 

1 �.�. - 1 1 < 1 - � , 

где () >  О не зависит от х.  

е 
l v 1 < 1 - 2 , 

1 v- 1 1 < 1 - � ,  

2" Разыериость г м атриц a i  равна  числу тех корней !J., модуль которых  
меньше единицы, а р азмер ность s матриц  � i равна  числу тех  корней  v, мо
дуль которых меньше единицы. з• Среди решений {un} ,  n � О, задачи 

ko L Ak (О) un+k = О, 
k= -k, 

и среди решений {u n }, n � N, задачи 

- оо < n ' N - k0, 1 
1 

нет ограниченных,  отличных от тождественного нуля. 
Последнему условию, з•, можно придать вид необращения в нуль неко

торых определителей с элементами, не зависящими от N. 
Проиллюстрируем сформулированный критерий, исследовав условия  хоро

шей обусловленности задачи 

О · ип- ! - 2ип + ип+ l = fп ,  O < n < N, } 
ul - auo = <р, uN - �uN- 1 = -ф, 

где а и 1J - некоторые числа ;  т = 1 ,  г = 1 ,  s = 1 ,  ko = 1 .  Корни уравнени й  

равны 

О - 21.1. + 1.1.2 = О и О · v2 - 2v + 1 = О 

Среди них нет р авных единице по модулю, и условие 1 • выполнено. 
Условие 2" тоже выполнено, так как количество скалярных граничных 

условий на  левой и п р авой границах равно г = s = 1 и равно числу тех 
корней 1.1. и v, которые меньше единицы по м одулю. 

Выясним, при каких значениях а задача 

О · Uп- 1 - 2un + Un + !  = О, 
auo - и 1  = OJ 
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не и меет нетривиальных ограниченных решениii .  Общий вид решения задачи 

О · Un- 1 - 2un + Ип + 1 = О, n > О. 
есть 

и,. = с 1 11� + с2!1�· n � O. f.t� = 1 . 

Из условия ограниченности находим С2 = О. Поэтому 

если n = О, 
если n > о. 

Учитывая условие atlo - Ut = О, видим, что п р и  а =1= О нетривиальных реше
ний  нет, а при а = О 01 1и  естh. 

Выясним,  при каких р задача 

О · Uп - • - 2ип + ип+ J = 0, 
uN-puN_ I = O 

n < N, } 
не имеет ограниченных при n -+  -оо нетривиальных решений.  Общее решение 
задачи О ·  un- l -2un + un+ l = О, n < N, есть un = c 1 v)"  = с1 ( 1/2 Г "  = с1211• 
Оно ограничено при n -+  - оо .  Из граничного условия и н - pul\- - 1  = О ви
дим, что 

c 1 2N - pc l2N- I = c 1 2N- I ( 2-р )  = 0 
и нетривиальное решение, Ct =1= О, существует только при Р = 2. 

Итак, р ассм атриваема я  краевая задача хорошо обусловлена при любых а =1= О и р =1= 2. Если а = О  или р = 2, задача не является хорошо · обуслов
ленной.  

ЗАДАЧИ 

Разностную краевую задачу 

a un - 1  � Ьип � CUn + J  =�n · О <.::_ < N, } 
ll o au l - IJI, uN puN- 1 -"Ф ( • )  

будем называть хорошо обусловленной, если о н а  и меет одно и только одно 
решение при к а ждом N, и если числа uo, и 1 • . . .  , U N ,  образующие решение 
{u n }, удовлетворяют неравенству 1 Un 1 < М m a x ( I IJI L 1 "Ф \ ,  m ax \ fm 1 ) ,  где М т 
от N не зависит.  1 . Если оба кор пя  Q t и Q2 характеристичешого уравнения а +  bq + cq2 = 
= О по модулю меньше (больше) единицы, то р азп остная кр аева я  задача (*)  

ие может быть хорошо обуслов.�ена .  Для простоты считать Q 1  =1= Qz. Доказать . 2. Если хотя бы однн нз корней Q1, Qz характеристпчсс1юго уравнения 
по �1 одулю р авен едш ш це , то р азностная краевая задача (*)  не аюжет быть 
хорошо обусловлен а .  Доказать. 3. Есл и j q 1 \ < 1 , \ Q2 \ > \ , но 

1 -aq 1 = 0 или 1 -pq, = O ,  
то задача ( * )  не может  быть хорошо  обусловлеr rа .  Доказать. 4. Для xopoшeii обусловленности разноспюi"1 I<paeвoi"l задачн (*) необ
ходимо и достаточно ,  чтобы один корень хара1перистического уравнения но 
модулю был меньше единицы,  \ Qt \ < \ , а второй больше единицы , \ Qz \ > 1 , 
и чт обы 1 - aq1 =1= О, 1 - pqz =1= О. Доказать. 
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5. За.з.ача с постоянными (комплексными) коэффициентами 

йUп - I  + bun + CUn+ l = in · n = О , ± \ , . . . 
с провзвольной периодической правой частью 

fп + N = fп 

5 1  

имеет при всех достаточно больших N периодическое решение {ип}• "n +N = 
= un' удовлетворяющее оценке 

1 Un 1 :s:;;;; М m ax 1 fm 1 .  т 
где М от N и от {/ n }  не зависит , в том случае, если среди корней характе· 
р истическоrо уравнения а + bq + cq2 = О нет равных единице по модулю. 
Доказать. 

§ 5. Ал горитм решения краевой задачи - прогонка 

1 . Описание прогонки .  Опишем теперь простой и удобный 
метод решения разностной краевой задачи ра ссмотренного н ами  
в § 4 вида : 

anUn - l  + ЬnUn + CnUn+ l  = f т о < n < N, · } 
Uo = q>, UN = 'ljJ. ( 1 )  

Он представляет собою один из вариантов метода исключения  
неизвестных и носит название  метода прогоliки. 

Запишем уравнение u0 = q> системы ( l )  в виде 

и0 = L,1p1 + К,1, , 
где Lч, = О и К•1. = q>. Из уравнения 

а1ио + b lu l + с 1и2 = f 1 ,  
отвеч ающего в системе  ( 1 )  номеру n = 1 ,  исключим u 0 с по· 
мощью равенства и0 = L..,.u l  + Кч,. Результат з апишем в разре
шенном относительно u 1 виде 

введя обозначения 

и1 = L,1p2 + К,1, , 

- с , 
Lз1 , = -6- ,  -

1 

Соотношением щ = Lз1,и2 + К•1, можно воспользов аться, чтобы 
исключить u 1 из уравнения 

a2u l + b2u2 + с2из = f2 , 
отвеч ающего номеру n = 2. Результат исключения опять запи
шем в явном относительно u2 виде 

u2 = L,1,u� + К,12 
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Описанный процесс исклюqения можно продолжить для 
n = З, 4, . . .  

Подставл я я  

в уравнение 

получим  

Отсюда видно, что коэффициенты получ аемых в процессе ис
ключения соотношений 

Un = Ln+ 'J2Иn+ 1 + Kn+ 'l• 
вычисляются по рекуррентным  формул а м  

l ' 1 
\ J 

(2) 

Последнее из получа емых таким обр азом соотношений имеет 
вид 

UN- 1 = LN- •t.UN + KN-'1• ' 
Так  как  UN = '1\J, то можно вычислить uN-1 :  

UN- 1 = LN- '/,'Ф + KN- 1/2 
После этого uN-2. ИN-3 и т .  д. опред·елятся соответственно из 
равенств 

UN-2  = LN- 'l.UN- 1 + KN-'1•' 
uN-3 = LN- 'I,uN-2 + Км-•t, 

и т. д . ,  пока не  будет определено u 1 • _ 

Повторим кр атко, в чем состоит описанный сейч ас вычисли 
тельный процесс. 

Сн а ч ала  проводится вычисление  коэффициентов Ln + 'f, , Kn + 'l• 
в порядке возрастания  номеров ( прямая  прогонка )  по рекур
рентным  формул ам  (2 ) , причем L•t, = О и K•t, = <р заданы. 

З атем вычисление неизвестных Un производится также ре
куррентно в порядке убывания номеров (обр атная прогонка )  
по формул а м  

им = 'Ф,  

Un = Ln+ 'J,Un+ 1 + Kn+ 'l" n = N - 1 , N - 2, . . .  , 1 .  } (3) 
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Отметим ,  что для вычисления методом прогонки решения 
U o ,  u 1 , • • •  , u N системы ( 1 ) ,  состоящей из N + 1 уравнений, 
нужно проделать арифмети ческие операции в количестве толь
ко в конечное число раз  большем ,  чем число неизвестных. Н а  
решение произвольной линейной системы N уравнений с N не
известн ыми методом исключения приходится обычно затрачи
вать арифметические действия в количестве порядка N3. Такого· 
сокр ащения числа ариф метических действий при решении си
стемы ( 1 )  методом прогонки у далось достигнуть, удачно исполь
зовав  специфик� этой системы.  

В § 7 буде r показано ,  что при решении описанным здесь. 
методом прогонки краевой задачи ( 1 ) , удовлетворяющей од
ному из указанных ;.;; § 4 условий хорошей обусловленности 

или 
1 Ьп 1 � 1 ап 1 + 1 Сп 1 + б, б > О, (4), 

1 Ьп 1 - 1 ап 1 - 1 Сп 1 .....__ 8 > О d ( 1 1 1 Ь 1 1 1 )  ....__ В > О 1 Ьп 1 + 1 ап 1 + 1 Сп 1 ,:;::::; ' п = ШаХ ап ' п ' Сп :;:::> ' 
или 

1 Ьп 1 - 1 ап + Сп 1 ....__ 8 О d .....__ В О 1 Ьп 1 + 1 ап 1 + 1 Сп 1 ::;:::; > ' � ::;:::; > ' 

1 k _ l I(J) l k - l I(J) l щ - a� I � D -г . 1 bk - b1 I � D --м- , 

D > О, ro > О , 

выражения bn + anLn-'/" на  которые приходится д�лить, н е  обра
щаются в нуль ,  а погрешности , допускаемые в процессе вычис
лений ,  не н акапливаются и не приводят к возрастающим с ро
стом N ошибкам в вычисJiяемых значениях решения .  

Эти два з амечател ьных свойства прогонки - малое число· 
арифметических действий  для ее реализации и сл абая  чувстви
тельность к вычислительным погрешностя м - дел ают прогонку 
очень удобным вычислительным алгоритмом .  

2. Пример вычислител ьна неустойчивого ал горитм а. Для ре 
шения хорошо обусловленной разностной краевой задачи  ( 1 )  
возможны разные алгоритмы.  Мы описали алгоритм прогопки ,  
обладающий достоинствами  мал ого числа  необходимых ариф
метических действий и вычислительной Устойчивости. Укажем 
другой, еще более простой алгоритм, однако вычислител ьна не
устойчивый и пра ктически непригодный при больших зн аче
ниях N. 

Задав И�, . = ер ,  U\1 ) = 0 , найдем решение U( J )  = {U� J} ,  n = 
= 0, 1 ,  . . .  , N ,  разностного уравнения ( ! ) . Понятно , что , вообще U( l ) з u(2) u(2) говоря, N =/= ф. адав о = ер, 1 = 1 , вычислим решение· 
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и(�) = {u�� '} . Это решение также 
пр авой гра нице. Положим теперь 

не удовлетворяет условию на 

( 1 )  ( ) и(2) Un = ои n + l - (J n , n = O, l ,  . . . , N.  (5) 
Очевидно, что при любом о выполнено условие uo = <р и удов
летворяется уравнение ( l ) .  Выберем о так ,  чтобы выполнялось 
условие 

т.  е .  положим 

и по формул е  ( 5 ) получим искомое решение задачи  ( 1 ) .  
Если бы вычисления велись н а  идеальной, лишь умозритель

но возможной машине  точно ,  то этот алгоритм был бы хорош. 
Покажем теперь ,  что чувствительность его к погрешностям ок
ругления для хорошо обусловленной задачи ( l )  быстро воз
р а стает при N --+  оо .  Сдел аем это на примере ,  когда an = l ,  
b n  = -26/5, Сп =  l , fп = О. 

УсJ1овие ( 4 )  хорошей обусловленности выполнено. В этом 
случ ае точное решение р азностной кр аевой задачи выражается 
формулой 

. 5N-n _ 5n -N 5n _ 5-n 
Un = 5N - 5-N <р + 5N - 5-N '1\J. 

Для и�1• и�l в силу (5 ) § 3 получим 

и( l )  = - _2_ 5n + __!__ 52-n n 24 24 ' 

и�1 = 5 � (j) 5n + [5 - ;: (5 - <p)] 5-n. 

(6) 

З аметим ,  что значения max 1 и�) 1 и max 1 и�) 1 растут, как 5N. 
n n 

Поэтому при большпх N при вычислении и�1 и и��� произой
дет выход чисел за допустимые гр аницы. Но допустим, что 
этого не произошло и что абсолютно точно н айдены {и � J } ,  {и�� 1} и о .  Допусти м ,  что един ственная ошибка округления в 
допущена при  вычислении l - о. Тогда по формуле (5) полу
чим вместо {un } 

л (2) где uUn = вип · 
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Погрешность {�un} при n ,...., N будет иметь вид 
�Un ,...., 5Ne 

и при фиксированной относительной погрешности е, допущен
ной при вычислении l - а, б у дет быстро возрастать, «забивая»  
точное решение {un} .  которое в силу формулы (6 ) остается ог
раниченным .  

Описанный алгоритм называют методом стрельбы. В других 
ситуациях (см. § 20) он может оказаться устойчивым и вполне  
эффективным.  

ЗАДАЧИ 

1. Как н адо видоизменить алгоритм прогонки, чтобы воспользоваться им 
для вычисления решения {un}, О ..:;;; n ..:;;; N, разностного уравнения 

· 

UnUn - 1 + bnUn + Cnlln+ l ·= 'n • О <  n < N, 

при краевых условиях вида 

"о - au l = <р, "н - Рин- ! = 1J!, 
если числа а и /3 отличны от нуля? 2. При вычислении решения задачи 

йпUп - 1  + bnUn + CnUn + l  = fп , 
ио = <р. "н = '�!  

O < n < N } 
можно было бы вести исключение неизвестных и" в порядке убывания н о
меров n. 

Выписать рекуррентные соотношения для в ычисления коэффициентов 

Кп+ 'l• ' Кп+ 'l• получаемых п р и  этом прогоночных соотношений 

"п+ l  = lп+ •t."п + Kn+ 'l• ' n = N - 1 , N - 2, • • • , О . 

3. Наложив на коэффициенты an ,  b n ,  С п р азностного уравнения огр ани
чения an  > О, С п > О, -Ь п > an  + Сп + б,  показать, что прогоночные коэф
фициенты Ln - 'l• ' возню<ающне при решении задачи 

uo = аи 1 + <р, О < а < 1 . 1 UnUn- 1  + bnun + Cn�n+ l = fп . О < n < N, 

UN- l - fluN + ф, 
удовлетворяют неравенствам О <  Ln - '1, < 1 .  Как этот факт сказывается н а  
накоплении поrрешностей при обр атной проrонке? Может ли здесь обр атиться 
в нуль знаменатель 11роrоночных формул прямоi'r' прогонки? 4. Какой вариант прогонки избрать для вычисления решения предыдущей 
задачи, если а = 1 0, В = -0,5? Учесть опасность необходимости делить н а  
нуль п р и  вычислении коэффициентов прогоночных соотношений по рекуррент
ным формулам. 
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О Б О С Н О ВА Н И Е  МЕТОДА П РО ГО Н К И * )  

§ 6. Свойства хорошо обусловленных краевых задач 

Здесь мы  докажем сформулированный в п. б § 4 признак хо
рошей обусловленности р азностной краевой з адачи вида 

anUп- 1 ·+ bnun + CnUn+l = fп .  о <  n < N,  } 
U0=q>, UN='IJJ 

( 1 ) 

и установим некоторые свойства хорошо обусловленных разно
стных кр аевых з адач с те:>f , чтобы воспользов аться этими свой
<:тв ами  в § 7 для обоснования алгоритма прогонки. 

t . Оценки решений краевой задач и с возмущенными коэф
фициентами.  Рассмотрим  з адачу в ида  ( 1 ) :  

anUп - 1  + bnUn +�nUn+l fm Р < n < q,  } 
( 1  ') Up - q>, Uq - 'ljJ , 

-где р и q � р + 2 - какие-нибудь целые числа .  То обстоятель
ство, что мы нумеруем компоненты решения номер ами  от р до q, а не  от О до N, непринцилиально, но окажется удобным в 
. дальнейшем.  Относительно коэффициентов будем предполагать, 
что они о гр аничены в совокупности : 1 an 1 , 1 bn 1 ,  1 Сп 1 < М 1 , М1 
не з ависит от N и n. 

Пусть з адача  ( 1 ' ) р азрешима  при произвольных q>, 'Ф и {fn} ,  
причем ч исла Up,  Up+l •  • • •  , Uq, обр азующие решение, удовлет
воряют перавенетв а м  

1 un 1 � М  1 max 1 f т 1 + М2 max ( 1 q> 1 ,  1 'Ф 1 ) ,  (2) т 
где М1 и М2 - некоторые положительные постоянные, М1 � М2, 
М1 �  1 . 

� )  Ма тер иал гл. 3 в п о следующих гл а в а х  не используется и при первом 
чтении может быть nроп ущен. 

-
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Рассмотрим  задачу 

апйп- 1 + Бпйп + ёпйп+ !  = fп , Р < п < q, } 
йр = q>, йq = 'Ф· 

Если предполагать, что возмущения коэффициентов 
Бп - Ьп, ёп - Сп не слишком сильные, а и менно :  

1 iiп - ап 1 < 8 < 6� 1 , j) - 1 
1 Ьп - Ьп 1 < 8 < 6м 1 , 
1 ёп - Сп 1 < 8 < 6� 1 , 
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(3)-

(4} 

то возмущенная система  ( 3 )  будет обладать следующим и че
тырьмя свойств ами :  

l a  Задача ( 3 )  будет иметь решение {йn} п ри  любых правых 
частях. 

2° Решение {й n }  будет удовлетворять оценке вида (2 ) ,  но с 
заменой М1 и М2 соответственно н а  2Ml и 2М2 :  

1 йп 1 � 2Ml max 1 f т 1 + 2М2 max (1 q> 1 ,  1 'Ф 1 ) . (5) т 
3° Коэффициенты ап , Бп , ёп будут удовлетворять оценкам 

1 ап 1 < М 1 + 6� 1 • 1 Бп 1 < М 1 + 6� 1 • 1 ёп 1 < М1 + 6� 1 • 

4° Решения  {un} и {йп } будут м ало  отлич аться друг от дру
га, а именно :  

1 йп - Uп I � 8 [6M� max 1 fт 1 + 6М 1М2 max ( 1 q> l, 1 'Ф 1 )] .  (6) т 
Свойство 3° очевидно. Докажем свойство 2°, а из него выве

дем свойство 1 ° . Предположим ,  что систем а  (3) разрешим а  при 
некоторых праnых частях. Фиксиров ав  эти правые ч а сти ,  обо
значим 

J.l. = max l йk 1 
k 

и получим для 1-1 неравенство 
1-1 � 2М1 max 1 f т 1 + 2М2 max ( 1 q> 1 .  1 1� 1 ) . т 

Для этого перепишем (3 )  следующим образом :  

апйп- 1 + Ьпiiп + Спйп+ !  = f п + (ап - iiп) йп- 1 + 1 

(7} 

1 
+ (Ьп - Ьп) йп + (сп - ёп) йп+ l • O < n < N, )  (8) 

йо = q>, й N = 'ljJ. J 
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Нз этой записи и из оценок ( 2 ) и ( 4) вытекает не р авенство 

!! �·М1 (rn,:x l fm l + 6�1 !-t) + A:f2 max ( I <J> I , I 'IJ I ) �  
1 � 2 !1 + М1 max 1 f т 1 + М2 max ( 1 q> 1 .  I 'IJ 1 ) .  

111 

Решая последнее неравенство относительно f.l., получим ( 7 ) , из 
которого следует ( 5 ) . 

Из неравенства (5 )  следует, что однородная  систем а, соот
ветствующая задаче (3 )  и возникающая при q> = 1jJ = fn - О, 
и меет только нулевое решение йп = О. Поэтому опр еделитель 
системы (3) отличен от нуля ,  и задача (3) однозначно р азре
шим а  при произвольных пр авых ч а стях .  Свойства 1° и 2° до
казаны .  Осталось доказать свойство 4°, т .  е. нер авенство (6) . 

ВычитаЯ почленно и з  р авенств (8 )  р авенства ( 1 ) ,  получим 

a,l (й п- 1 - Uп- 1 ) + bn (йп - Uп) + Сп (йп + l - Uпн)  = 1 - 1 
= (ап - i'iп) йп = l + (Ьп - Ьп) �п +(сп - ёп) йn+ l • О < n < N, t 

Uo - Uo = O, UN - UN = O. J 
Применим ( 2 ) : 
1 йп - Uп I� M1 max l (i'iт - ат) йт- 1 + (Ьт - Ьт) йт + (ёт - Ст) йтн l· т 
Воспользовавшись (4 )  и (5 ) , отсюда выводим 

1 йп - Un 1 � М1в [3 · 2М1 max 1 f т 1 + 3 · 2М2 max ( 1 <р l , I 'IJ 1 }] , т 
т. е. неравенство (6 ) . 

Рассмотрим теперь з адачу, которая  получена из ( 1 ') возму
щением не только коэффициентов, но и правых ч а стей : 

iiпйп- 1  + Бпй
: 

+ ё�йп+� = Т� 
Р < п < q, } 

<9> 
Up = q>, Ur = 'IJ. 

Можно показать, что 

1 й,� - ull l � в [6M� max l Т т 1 + 6M1M2 max ( 1 Ф 1 .  1 ii> 1 )] + т 
+ М2 max ( 1 ф - q> 1 . IФ - 'IJ 1 ) + М1 max 1 Т т - f т ! . ( l О) т 

Намети м только схему доказ ательства ,  которое легко про 
вести по этой схеме .  

Изменив сначала  только правые части и оставив старые 
коэффициенты, с помощью ( 2 ) увндим, что каждое U n изменит
ся не более чем  н а  

М 1 m a x  1 Т т - f т 1 + М2 max ( 1 Ф - q> 1 . 1 ii> - 'IJ 1 ) .  т 
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Изменив затем в системе с измененными  правыми  ч а стями  ко
эффициенты, убедимся ,  что в силу свойства 4° компоненты Иn 
дополнительно изменятся на величины,  не  превосходящие 

в [6Мт max lf т / +  6М1М2 max ( 1 Ф / ,  1 'Р 1 )] , 
т 

что и приведет к оценке ( 1 О ) . 
Выведем из описанных н ами  следствий неравенства ( 2 )  еще 

одно. А именно ,  пусть длн решений системы ( 1 ' ) имеет место 
при векотором Л > О, р + Л < n < q - Л, оценк а  

1 и" l  < М 1 max 1 f т 1 + м; шах  ( 1 ер / , 1 'iJ 1 ) .  
т 1n 

Тогда для решения возмущенной системы 

iiпйп- 1  + Бпйп + ёпйп+ l = fп . Р < п < q, } 
йр = ер, йq = '\J, 

удовлетворяющей условиям 

/ iiп - an / , / bn - bn / ,  / ёп - с / < в < -1-2 < -1 - ,  ( 1 1 )  24М 1 6М 1 
верно при тех же условиях р + Л < n < q - Л неравенство 

l йn i � 2M1 max \ fт 1 + (м; + � )  max ( / ер / , 1 '\J / ) . ( 1 2) т 
Чтобы убедиться в этом ,  определим воспомогательную сеточную 
функцию {vn} как решение системы 

anVn- 1 + bnvn + CnVn+ l = О,  р < n < q, } 
Vp = ep, Vq = '\J. 

При р + Л < п < q - Л  будет 

l vп i < M; max ( J ep / ,  1 '11 1 ) . ( 1 3) 

Затем прнменим для оценки 1 йп - Vn 1 не  равенство ( 1  О ) , из ко
торого следует, с учетом ( 1 1 ) ,  что 

\ йп - vn l � 
� в[6МJ max J fm } + 6М1М2 max ( } ер }, }  tP 1)] + М1 max ) fm }� 

т т 

1 � 4 max ( 1 ер /, 1 'iJ 1 )  + 2MI max 1 f т /. т 
Принимая во внимание оценку ( 1 3 ) ,  отсюда ср азу получаем не 
равенство ( 1 2) .  
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3 а м е ч  а н и е. В ажно подчеркнуть, ч т о  величина е в оцен 

ках ( 4 ) , в пределах которой можно возмущать коэффициенты 
исхt)дной задачи ,  не н а рушая  р азрешимости, а также коэффи
циенты в оценке (5) решения возмущенной задачи и в оценках 
(6 ) и ( 1 О) отклонения решения возмущенной задачи от реше
ния неваэмущенной задачи - все эти ч исла зависят только от 
коэффициентов М1 и М2 в оценке ( 2 ) . Конкретные зна чения ко
эффициентов разностного уравнения и число точек q - р + 1 
сами  по себе роли не игр ают :  их влияние сказывается только 
через константы М 1 и М2, при которых справедлива оценка (2 ) . 

2. Доказательство критерия хорошей обусловленности. 
В п .  5 § 4 сформулиров а н  критерий хорошей обусловленности 
задачи ( 1 )  при  условиях г л адкос'Ги коэффициентов 

J ak - az i � D / k; l  г .  l bk - bt i � D / k; t  г .  
1 k l \(1) ( 1 4) 

1 ck - cz 1 � D ; , D > О ,  ro > О ,  

и условиях 

dп = max ( 1 ап 1 . 1 Ьп 1 .  1 Сп 1 )  �В > О ,  } 
1 ап I � MI , 1 Ьп I � MI . 1 Сп I � MI .  ( 1 4') 

Для хорошей обусловленности задачи ( 1 )  при условиях ( 1 4 ) ,  
( 1 4') необходимо и достаточно, чтобы корни квадратного урав
нения 

ап + Ьпq + Спq2 = о 
удовлетворяли неравенств а м  

е о 
l q � l � 1 - 2 ·  l q2 1 1 � 1 - 2 ·  

:где е > О не з ависит от N и n. 
( 1 5) 

Н е о б х о д  и м о с т ь доказывается примерно таким же спо· 
·собом ,  к ак  это сделано  в п. 4 § 4' при ра ссмотрении случ ая по
стоянных коэффищ1ентов, и мы не будем н а  этом останавли
ваться. 

При дока з ательстве д о с т а т о ч н о с т и мы  будем пользо
ваться указанным в п. 6 § 4 критерием хорошей обусловлен
ности ( 1 5) разностной кра евой задачи 

аUп- 1 + Ьuп + CUп+ l  = fп , р < n < q,  } 
Up = <р, Uq = 'lj1 ( 1 6) 

е постоянными  коэффициентами ,  где р и q, q � р + 2, - произ
.вольные целые чис.'l а .  В отличие от § 4 мы нумеруем компо
пенты р ешения  {ип} не номерами  n = О ,  1 ,  . . . , N, а номерами 
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n = р, р + 1 , . . .  , q, что не  меняет дела .  Задача  ( 1 6 ) всегда 
имеет р ешение, причем при всех n, р :::::;;; n :::::;;; q, спр аведлива  
оценка ( 30 )  § 4 : 

l иn i � Mi max l fт i + M2 max ( I IP I ,  1 '1' 1 ) ,  p � n <;, q, ( 1 7) 
т 

6 6 
а при n , P + e < n < q - 6 , оценк а (3 1 )  § 4 :  

1 un 1 <;. М1 max 1 f т 1 + М� max ( I IP  1 .  1 '\' 1 ) ,  т 
где 

Выберем е, положив 
1 е = -- . 

24М2 
1 

м' 1 2 = 5 ·  

( 1 8) 

( 1 9) 

Будем считать N настолько большим,  чтобы выполнялось нера 
в енство 

1 24 lro D NB < е , т. е .  24 1 D 1 1 /ro N > т в · (20) 

Переходим к доказательству хорошей обусловленности  з а 
дачи ( l ) .  Ра ссмотрим краевую з адачу вида 

anUп- 1 + bnUn + CnUn+ l  = f п • 
Up = qJ, Uq = '\J ,  

р < n < q, } 
(2 1 )  

где р и q - произвольные фиксированные числа ,  О :::::;;; р ,  q :::::;;; N, 
q � р + 2. В частном случае  р = О, q = N эта з адач а  совпадает с задачей ( 1 ) ,  а вообще получа ется из задачи ( 1 )  некоторым 
«урезанием» - отбрасыванием уравнений при  n :::::;;; р и n � q 
и заданием Up и u q .  Мы покажем, что при произвольнам N, 
удовлетворяющем условию (20 ) , задача (2 1 )  одиозна чно р азре
шима при  произвольных правых ч а стях,  причем числ а  {un} , 
р :::::;;; n :::::;;; q, удовлетворяют оценке вида 

1 Un 1 � М max ( I IP  l , 1 '\' 1 , max 1 f т 1 ) , т (22) 

где М - некоторая постоянная ,  з ависящая от В, 8, но не от 
N, p, q. 

Рассмотрим отдельно случай  q - р :::::;;; 24/8 и случай  q - р > 
> 24/8. 

Если q - р :::::;;; 24/8, то коэффициенты задачи (2 1 )  при  любых 
k и l, р ::;::. k, l S. q, удовлетв�ряют в силу условий гладкости 
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( 1 4 )  и благодаря тому, что N в соответствии  с (20) достаточно 
велико, следующим оценкам :  

1 k l I(J) 1 q р I(J) 1 24 I(J) 1 ak - a t 1 < D ;; � D ; � D BN < е, 

1 bk - b t l  < е, 1 ck - Cz l < е. 
Эти коэффициенты «почти» постоянны и не  более чем на  е от· 
личаются от коэффициентов задачи ( 1 6 ) ,  где в качестве а, Ь , с 
выбраны ap+ i •  bp+ l • Сzч1 . Решение задачи ( 1 6 ) удовлетворяет 
оценке ( 1 7 ) . Число е выбрано по формуле ( 1 9 ) в соответствии 
с требованием (4 ) . Поэтому для оценки решения зад 1 ч н  ( 2 1 )  
1\южно воспользоваться неравенством (5 ) : 

(23) 
Рассмотрим теперь случай q - р > 24/8, в частности р = О, 

q = N. Предположим, что при некоторых ф иксированных <р, ф 
и {fт} существует решение {un} , р :::;;;;; n :::;;;;; q. Выберем последо
вательность целых чисел р = No < N1 < . . .  < Nr = q так, 
чтобы выполнялись неравепства 

6 1 2  
0 < Nн i - Nk < т ·  !24) 

Решение задачи с постоянными коэффициентами  

где 

aVn - 1  + bvn + CVn+l = fп . Nk- I < n < Nk+ l •  } 
VN = <р, VN - '1\J , k- 1  k + I  

п р и  n = Nн. в силу неравенств 
6 6 

Nk - I  + е < Nk < Nн 1  - 0  
удовлетворяет оценке ( 1 8 ) : 

1 V Nk 1 � м,  m,:x l fm 1 + м; mах ( I <JJ 1. 1 'Ф 1 ) , 
где 

Задачу 

(25) 
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можно рассматривать к ак  возмущение задачи (25) , причем ко· 
эффициенты задачи (26) в силу неравенства N k+I - N k-1 � 24/В 
не более чем н а  е отлич аю1;ся от коэффициентов задачи (25 ) . 
Можно воспользов аться оценкой ( 1 2 )  для решения возмущен· 
ной задачи. При n = Nk получим  

Следовательно, 
1 max / uN � � 2M1 max j fт \ + 2 max [I 1J> I ,  1 '1\J I , max 1 иN /] � 

O < k < r  k т O < k < r  k 

Отсюда 

• 1 1 � 2M1 max l fт l + 2 max l uN l + 2 max ( I IJ> I , I 'Ф I ). 
т O < k < r  k 

max 1 uN 1 � 4М 1 max 1 f т 1 + max ( 1 q> 1 .  1 'Ф 1 ) . 
O < k < r k т 

Теперь для произвольнаго n найдем Nk-1 и Nн1 . между кото· 
рыми оно заключено, и воспользуемся оценкой (23 ) : 

\ ип i � 2M1 �pax l fт \ + 2M2 max ( l иN 1 · / uN / ) � т k - 1 k + l  

� 2М1 max l fт 1 + 2M2 [4MI max l f т l + max ( I Q>  1 , 1 'Ф 1 )] � т т 
� (2MI + 8М1М2) max l  f т 1 + 2M2 max ( I Q>  l , 1 'Ф 1 ) . (27) 

т 

Оценка (27) , полученн а я  при q - р > 24/8, в силу (23) остает
ся  справедливой и для q - р � 24/8. З адача  ( 2 1 ) р азрешима  
при произцольных правых ч а стях ,  так к ак  из оценки (27 ) видно, 
что при q> = 'Ф = fm = О существует только нулевое решение .  

Мы завершили док�за тельство того, что при условиях глад
кости ( 1 4 ) и при условиях ( 1 4 ' ) условие ( 1 5 ) является крите
рием хорошей обуслов.1енности з адачи ( 1 ) . 

Следующий пример показывает, что условня гл адкости ( 1 4 ) 
нельзя игнорировать . 

Легко проверить, что разностн ая I<р аев а я  задача 

alllln - 1 + bnUn + c,.un+ l = О, 
u0 = 0, UN = 0, 

О < п < N, } 
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где an = 1 , bn = (- l ) n , Сп = 1 и N = 6N1 , имеет при любом 
натур альном N1 нетриви альное решение 

1 . пл: 
sш 6 ,  если п четное, 

ип = � { - cos �л: 
, если п нечетное. 

Следов ательно, эта краев а я  задача  не является хорошо обус
ловленной, несмотря н а  то что 

1 Ьп 1 - 1 йп + Сп 1 1 
I Ьп l + l aп l + l cп l = з ·  l aп l = l bп l = l cп l = l , 

т. е . 

3. Свойства хорошо обусловленных задач. Сформулируем 
полученные в § 4 и в п. 2 настоящего п араграфа  результаты 
о хорошей обусловленности задачи ( 1 )  в форме, удобной для 
использования при исследовании прогонки в § 7. 

Для хорошей обусловленности разностной краевой з адачи 
( 1 )  достаточно, чтобы выполнялся один из следующих трех при
знаков :  

первый признак: 
1 Ьп 1 � 1 ап 1 + 1 Сп 1 + 6, 6 > О; 

второй признак: 
1 Ьп 1 - 1 йп 1 - 1 Сп 1 � е > 0 d ( 1 1 1 Ь 1 1 1 )  � В > 0 1 Ьп 1 + 1 йп 1 + 1 Сп 1 :::--- ' п = m ax ап ' п ' Сп ,:?" ; 

третий признак: 
1 Ьп 1 + 1 йп + Сп 1 � е > 0 М �  d � В  > О 1 Ьп 1 + 1 йп 1 + 1 Сп 1 :::--- ' :::--- п ""'*' ' 

причем предполагается, что коэффициенты вещественны и удов
летворяют условиям гладкости ( 1 4 )  

1 ak - az l � D 1 k;; 1 100 , 1 bk - bz l  � D 1 k;; 1 Г , 
D > О ,  ro > O. 

В случа е  выполнения любого из первых двух признаков за 
дач а  ( 1 )  р а зрешима при N � 2 и при произвольных правых ча 
стях ,  а в случае выполнения третьего признака задача ( 1 )  р аз
решима при всех достаточно больших N и произвольных правых 
ч а стях .  При тех же  N н аряду с з адачей ( 1 ) .  р азрешимы все 
«урезанные» I<р аевые задачи вида (2 1 ) .  
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Решение {и"} исходной задачи и решения {un} всех урезан

ных задач удовлетворяют оценке 
l иn i � M max ( I IP I , 1 '\J I , max l fт l ) , p � n � q, т 

где М не зависит' от N, р, q. 

§ 7. Обоснование метода прогонки 
для хорошо обусловленных краевых задач 

Теперь все подготовлено для исследования  прогонки, кото
рая была описан а  в § 5. Пусть требуется вычисл ить решение 
разностной краевой задачи 

anUn- 1  + Ьnun + СпUп+ l = fп . о < n < N, } 
Uo = qJ, Uп = 1\J, 

1 ап 1 ,  1 Ьп l ,  1 Сп 1 < М. 
( 1 ) 

Относительно этой задачи будем предпола гат� что с ам а  она  и 
все задачи, полученные ее урезаниями :  

имеют 

апUп- 1  + Ьпип + СпUп+ l = f п • 
Up = qJ, llq = 1\J, 

Р < n < q , } 
решения {un } при произвольных правых ч а стях, 

1 Uп 1 � M max ( 1 <р 1 , 1 1\J 1 , m ax 1 f т 1 ) . т 
причем 

(2) 

В процессе исследования прогонки мы будем пользоваться 
тем, что в силу оценок (4) и ( 5 )  п .  1 § 6 разностн ая  зада ч и  с 
возмущенными  коэффициентами  

апйп- 1 + Ьпй"_ + спйп+ � = fп , О < n < N, } 

Uo = qJ, UN = 1\J,  
1 i'iп - an 1 ,  1 Бп - ьп 1 .  1 Сп - Сп 1 � 8 < в1 ' 

а также все задачи ,  полученные урезанием задачи ( 3 ) , 
решения {йn}  при произвольных правых ч а стях,  причем 

1 йп 1 � 2M max ( l <р l , 1 ·ф 1 , max l fт  1 ) . 
т 

(3) 

имеют 

(4) 
1 .  Оценки прогоночных коэффициентов.  Здесь мы покажем , 

что при вычисленпи прогопочных коэффициентов никогда н е  
придется делить па нуль ,  и получим оценки прогоночных коэф
фициентов, пригодные как для исходной задачи ( 1 ) ,  так и для 
возмущенной задачи ( 3 ) . Для этого достаточно рассм атривать 
возмущенную зада чу, так  как исходная  задача является ч а ст
ным случ аем возмущенной (при в = О) . 

3 С, 1(. Году11ов,  В. С. Рябенький 
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Рассмотрим следующую урезанную систему :  

iiпйп - 1  + Ьпйп + CnUn+l = f n•  
йо = q>, йz = '\J. 

О <  n < l, } 
(ГЛ. 3 

Она  р азрешима .  Найдем из нее йн . Из формул Крамера для 
р ешений систем линейных ал гебраических уравнений вытекает, 
что йz-1 представимо в виде 

/ - 1 
й z - 1 = L \j)  + L Лtf t + Лоq> = Lйz + К, (5) 

i- 1 

где L и Л; з ависят только от iiп, Бп, Сп . Вследствие оценки ( 4) , 
справедливой при произвольных q>, \j), {fm} , отсюда при q> = О, 
f; = О, \jJ = l следует 

I L I = I й z- � I � 2M, 

а при  й1 = \jJ = О с.'lедует 

1 К 1 = 1  й z- 1 1 � 2M max ( l q> 1 . max l fт 1 ) . т 

Величинам L и К удобно присвоить индекс l - 1/2 и полу· 
ченные соотношения и неравенства з аписыв ать так :  

й z - 1  = Lz- •t.й z + К! - ''• ' } (6) 
1 Lz - •t. l � 2М, 1 Kz- •t. l � 2М max ( 1 q> 1 . max 1 f т 1 ) .  т 

Соотношение такого же вида было получено при .описании 
п рогош<и в § 5 . Из формул Крамера  (5) видно, что Ц-·'1, одно
значно  определяется через коэффициенты iiп . Бп , с" ,  а Kz-•t, од
нозн ачно определяется по q> ,  fп ,  ii п .  Бп, Сп (О <  n < l) . Отсюда 
следует, что коэффициенты Lz-'1" Kl-'/, совпадают с получен
ными  в § 5 прогоночными коэффициентами ,  дл я которых там 
были выписаны ре l<уррентные форму.'lы 

(7) 

Понятно ,  что �то последнее утверждение справедливо, толь· 
ко если рекуррентные  формулы им еют смысл ,  т .  е . если I ПI один 
из знамен ателей в этих формул ах не  обращается в нуль .  

Докажем, что зн амен атели действительно н е  обращаются в 
нуль ,  
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Пусть мы уже показали , что по формул ам  (7 )  можно вы
числить 

L,,. , L,," . . .  , Lt- •t. } 
K•t • • К,,, , . . . , Kt - '1• •  

�� l; 

проверим их применимасть для L1+'1" Kt+'l�· Для этого доста· 
точно показать, что 

- - 1 1 b t + atLz- •t. l � 2м .  
Рассмотрим систему уравнений 

йо = О , 
ii;й i - 1  + Ь;й ; + C ;U i+l = о, 
iitut- 1  + Б,и, + clщ+l = I , 

йl+ l = 0. 

i = 1 ,  2, 

(8) 

. . .  , 
(9) 

О решении такой системы мы знаем ,  что оно существует. Из 
первых l (однородных) уравнений следует йн = Lt-'t•Йt. Из 
условия ( 4) следует, что 1 й1 1 � 2М. Из единственного неодно
родного ур авнения,  входящего в систему (9) , следует, что 

Поэтому 
(ii,LI - '1· + Б,) и, = 1 . 

1 
_ � 2М, 

1 ьl + iitLz- •t. l 

что и доказывает оценку (8 ) , а вместе с тем осмысленность ре
куррентных формул (7 ) , а та кже оценки (6) . 

2. Оценка влияния на результат ошибок округления в про
цессе вычислений.  Будем решать з адачу ( 1 )  прогонкой. При 
реальных вычислениях на каждом шаге вычислительного про
цесса допускаются вычислительные погрешности, связанные с 
ошибками округления .  Поэтому реальный ВЬI 'I I I СЛ IIТельный про
цесс ведется по формул ам  

L,1, = О, К,1, = <р + х,1, , 
- с 

Lн'l. = L � ь + 'Л t + 't, ,  
а /  1 - 1/2 1 
il - а,к l- '1• 

Кн•;, = а L + Ь + xl+ 'l• ' l l - 1/z l 

· z  = 1 ,  2 ,  

l = 1 ,  2 ,  

UN = �1 + V N ,  

. . . , N - 1 , 

. . .  , N - 1 , 

U1 = L1н.Uн 1 + Кн,12 + 'Vp l = N - 1 , N - 2,  . . .  ' 1 .  

З* 

� ( 1 0) 

J 
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Предположим,  что для всех вычислительных погрешностей 
справедливы оценки 

1 xl + ч. l < 6 1 1 'Aн•t. l < 61 1 v, l < � 
с достаточно м алым 6 ,  

1 
6 < 6М2 (2М + 1 )  ' 

Покажем, что в этом случае в прогоночных формулах ( 1 0) ни 
один знаменатель не обращается в нуль, и оценим ,  пасколь
ко допускаемые погрешности могут исказить резулы а т в ы 
числений .  

Обозначим 

К.1• = Кч, ; , Kz+ •t. + v, = Кн•t. •  l > о. 
Очевидно, что сводка формул ( 1  О) может быть переписана таю 

L,1, = О, К,1, = с:р + х,1, , 
L - - с, - (a,L ,_,,, + b z) "-н•t. l = 1 2 N - 1 l + 'l• - L + Ь , , 1 • • · ,  1 а, l - '11 l 

� ft - а1 (К1_ ,1, - v1_ 1) 
Кнч. = а L + ь + %'+ '!• + v, = l l- '1• l 

t1 + a1v1_ 1 + (a1L1_ .,, + Ь1) (xl+ 'l• + v1) - а1К1 _,1, -
a1L1 _,1, + Ь1 

l = 1 , 2 , . . .  , N - 1 1 
UN = '1\J  + vN, 

] 

и1 = Lнч,ин 1 + Кнч. •  l = N - 1 , N - 21 . . . , 1 , J 

( 1 0') 

и ра ссматриваться как схема вычислительного процесса для ре� 
шения разностной краевой задачи 

iiпйп- 1 + Ьпйп
_
+ Спйпн

_ 
fп ,  о < n < Nl } 

Uo = QJ, U N = '1\J 
со следующими возмущенными  правыми частями и коэффи
циентами : 

ф = QJ + х,,, , l f1 = f1 + a1v1_ 1 + ( a1L1_ .,, + b z) (%1+'/, + v1), } 
ОФ = 'Ф + vN , J a1 = al ' Б1 = Ь1 , ё1 = с1 - (а1L1_,1. + Ь1) Л1+'!. · 

( 1 1) 
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Докажем , что 

l c1 - c z i < M (2M + 1 ) 6 <  6� . 
Доказательство будем вести индукцией по l. При l = 1 

1 с1 - с1 1 = 1 (a !L 'I• + Ь 1 )  'Лз,, l = 1 (а1 • О + Ь 1 )  ')..,,, 1 < Мб < 
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( 1 2) 

1 
< М  (2М + 1 )  6 < 6М . 

Пусть для k = 1 ,  2, . . .  , l - 1 неравенство ( 1 2 ) уже дока-
зано. Для вычисления коэффициентов L.," L .," . . .  , Ll-'t. исполь-
зуются только а; = а;, Б; = bi и ci при i = 1 ,  2, . . .  , l - 1 .  По-
этому можно утверждать в силу (6 ) , что 1 Ll-'1. 1  =:;;;; 2М и что, 
следовательно, 

1 с, - Cz l = 1 - (alLl- '1• + bz) 'Лl + '/, 1 < (М . 2М + М) 6 < 6� • 

Этим индукция завершается. 
1 

Та ким образом, показано, что если 6 � бМ2 (2М + 1 )  , то вы· 
полнены неравенства 

1 - 1 1 1 iiп - an 1 = о < 6М ' 1 Ьп - Ьп 1 = о < 6М ' 1 ёп - Сп 1 < 6М • 

а значИт, спр аведливы оценки (6)  и ( 8) :  

1 L z- •1. 1 < 2М, 1 
- - 1 

1 a zLz- •t. + Ь z l  = 1 al Ll-'1• + bz l ;;;;, 2М • ( 1 3) 

Мы видим , что в процессе вычислений по формулам  ( 1 0) не 
придется делить н а  нуль. 

Теперь из формул ( 1 1 )  для Ф . •  11, 'iii и оценок ( 1 3 ) следуют 
нер авенства 

1 ф - 1Р 1 < 6, 1 ;ji - '11 1 < 6, 

1 f1 - f1 I < M6 + (М · 2М + М) 26 = М (4М +  3) б. 

Таким образом, допуская на каждом шаге вычислительного про-1 цесса ошибки, не превосходящие о, 6 < Mf2 ( 2М + l ) , мы тем 

самым решаем систему с возмущенными  коэффициент ами  и пра 
выми  частями .  

Эти возмущения н е  превосходят М*б, где 

М* = max { 2 , (4М + 3) М} 

зависит только от М, причем возмущения коэффициентов не пре· 
восходят также 1/ (бМ) .  
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Такие возмущения коэффициентов и правых частей приво
дят, как показывает оценка ( 1 О )  из § 6, к погрешностям в Un , 
н е  превосходящим М**Ь. Здесь М** опять-таки зависит только 

r * 2r * *  Зr от М. (Если  М � N , то М � N  , М � N , так что погреш-
ность решения будет N3rб. )  

Если М, а тогда и М**, н е  зависит от N, то ,  совершая при вы
числениях по методу прогонки ошибки порядка б на каждом 
шаге процесса (число таких ша гов пропорционально N) , мы по
лучим  в ответе ошибки не больше чем const · б . 

Таким образом, влияние н а  результат ошибки, допущенной 
на к а ком-либо ша ге вычислений, не возрастает с ростом N. Бо
лее того, даже суммарное влияние ошибок, допущенных на всех 
шагах вычислений ,  тоже не возр астает. ' 

Это замечателыюе свойство прогонки и послужило причи· 
ной ее широкого применения .  



Ч А С Т Ь  В Т О Р А Я 

РАЗНОСТ Н ЫЕ СХЕМ Ы ДЛ Я О Б Ы К НОВЕН Н ЫХ 

Д И Ф ФЕРЕН Ц ИАЛ Ь Н ЫХ УРАВ Н Е Н И й 

Часть вторая книги посвящена построению и исследованию 

р а зностных схем для обыкновенных дифференци альных ур авне

ний .  При этом мы введем основные в теории р азностных схем 

понятия сходимости, аппроксимации и устойчивости, которые 

носят общий характер. Знакомство с этими  понятиями ,  получен

ное в связи с обыкновенными дифференциальными  ур авнения 

ми ,  позвол ит в дальнейшем, при изучении р азностных схем для 

ура внений ·с частными производными ,  сосредоточиться н а  мно

гочисленных особенностях и трудностях, х арактерных для этого 

о ч е нь многообр азного кл асса задач .  

Г Л А В А 4 
ЭЛ Е М Е Н ТА Р Н Ы Е П Р И М Е Р Ы РАЗ Н ОСТ Н ЫХ СХЕМ 

В этой главе мы рассмотрим вводные примеры разностных 

схем, предн азначенные толы<о для предв арительного з н аком

ств а с основными понятиями теории .  

§ 8. Понятие о порядке точности и об аппроксимации  

1 .  Порядок точности разностной схемы. Этот п ара г р аф по

священ вопросу сходимости решени й  разностных уравнений при  

измельчении сетки к решениям дифференциальных уравнений ,  

которые они приближают. Мы ограничимся здесь исследов а 

нием двух р азностных схем численного решения з адачи 

� + Аи = О 
dx ' O � x � l ,  l 

и (О) = Ь. ) 
( 1 ) 

Начнем с простейшей разностной схемы, основанной н а  исполь

зовании разностного уравнения 
1 1  (х + 1'1; - ll ( х ) + Au (x) = О. (2) 
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Разобьем отрезок tO, 1 ]  н а  ша ги длины  ll . Удобно выбрать 
h = 1 /N, где N - целое число. Точки деления занумеруем слева 
направо, так  что Xn = nh, n = О, 1 ,  . . .  , N. Значение и, полу
ченное по р азностной схеме в точке Xn, будем обозначать Un. 
З ададим н ачальное значение .  Положим u0 = Ь . Из разностного 
уравнения (2) вытекает соотношение 

u,1 = (1 - Ah) Un- 1 ·  
откуда н аходим реiпение уравнения (2) п р и  н а ч альном условии 
Uo = Ь : 

(3) 

Точное же решение з адачи ( 1 )  имеет вид u (x) = Ье-Аж. Оно 
принимает в точке Xn значение 

и (хп) = Ье-Ахп . (4) 

Найдем теперь оценку величины погрешности приближенного 
решения ( 3 ) . Эта погрешность в точке Xn будет 

� (хп) = [(1 - Ah)xnfh - e-Axn] ь . (5) 
Нас  интересует, как  убывает � (xn ) при увеличении числа точек 
р а збиения ,  или ,  что то же самое, при уменьшении шага h= 1 /N 
р азпостной сетки. Для того чтобы выяснить это, представим 
(1 - Ah)xnfh в виде 

xn xn · Xn [ A'l•' ] 
- - ln ( 1 - Ah) - - Ah+- + 0 (h') ( 1 - Ah) h = е h = е h 2 = 

= е-Ахп/' -%  xneO (h') = e-Axn [ 1 + A2�xn + О (h2)] [1 + О (h2)] = 
= e-Axn + /z А2;п e-Axn + 0 (h2). 

Таким образом ,  р а венство ( 3 ) примет вид 

(3') 

так что 
(6) 

т. е. погрешность (5 )  стремится к нулю при ll -+ О и величина 
погрсшности имеет порядок первой степени шага .  

Н а  этом основании  говорят, что  разностная схе-1ш имеет 
первый порядо� то •tн.ости (не путать с порядrюм разностного 
уравнения ,  определенным в § 1 ) .  
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/ 
Решим теперь з адачу ( l )  с помощью разностного уравнения 

и ( х  + ll ) ;;1 и ( х - ll ) + Аи (х) = О. (7) 

Это не так просто, к а к  может показ аться н а  первый взгляд. 
Дело в том, что ра ссматриваемая  схема  является разностным 
уравнением второго порядка ,  т .  е .  требует задания двух началь
ных условий и (хо ) = и (О )  и и (х, ) = и  (h ) ,  тогда как  интегри
руемое уравнение ( l )  есть уравнение первого порядка и для 
него мы задаем только _и (О )  = Ь . Естественно и в разностной 
схеме положить u0 = Ь. 

Не ясно, ка i< задав ать u, . Чтобы разобраться в этом ,  
воспользуемся явной формой решения уравнения (7 )  ( см . § 3 
формулы (6 ) ) :  

Un = и�[ q2 �2 q , qf - Q2 �' q , q2] + и , [- Qz � q , qf + q2_!_ q , q2] = 

где 

_ q2и0 - и , n q ,ио - и, n (S) - q - q q2 - q l 1 q2 - q l 2 • 

q, = V 1  + A2h� - Ah = 1 - Ah + A22h
2 + о (h4) , 1 

q?. = (- 1 ) ( 1 + Ah + A�h2 ) + o (h4) . ' (9) 

Разложения (9)  по фор муле Тейлора корней характеристиче
ского уравнения позволяют дать приближенные представления 
ДJIЯ q7 и q2 . Проведем подробно вывод такого представления 
для q?: 

х [ ' A'h' ] 
q� = q�nl'• = [ 1 - Ah + A;h2 + О (h4)]xnfh = е-/!- ln 1 -Ah+-2- + 0  (h' ) 

z2 zз 
Так как ln ( 1  + z) = z - 2  + т + О (z4) , то 

ln [ 1 - Ah + А2;2 + О (h4)] = - Ah + А�hз + О (h4). 
Поэтому 

х [ A'h' ] 
qf = е 

Т -Ah+-6 -+О ( h') 
= e-Axn [ 1 + h2 Аз:п l + О (hЗ). ( 1 0) 

Не будем проводить совершенно аналогичной выкл адки для q2, а выпишем сразу результат :  

(1 1 )  
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Подставив приближенные выражения для qf и q� в формулу ( 8 ) ,  
получим 

Q2Uo - U 1 n Q 1Uo - U 1 иn = Q2 - Q 1 ql - Qo - Q 1  q� = 

= Q2Uo - U J  [e-Axn + h2 A3�n e-Axn + о  (hЗ)] -q2 - Q l (j 
_ Q !Uo - u l (- 1 )n [eAxn + O (h2) ] . ( 1 2) 

Q2 - Q l 
Все дальнейшие выводы мы  будем получать путем исследова 
ния  этой формулы.  

3 фф Q2Uo - U 1 а м етим ,  что если коэ ициент стремится при 
Q2 - Q J 

h -+ О к конечному пределу Ь, то первое сл агаемое q2u0 - и 1 qn Q2 - Q J 1 
правой ч а сти равенства  ( 1 2 )  стремится к искомому решению 
задачи ( 1 ) .  

Так  как  
при  n четном ,  

п ри n нечетном, 

т. е .  н е  сходится к определенному пределу, то для сходимости 
к пределу при h -+ О второго сла г..аемого пра вой части равен
ства ( 1 2 ) : 

Q JUo - И ! необходимо потребовать, чтобы выражение стремилось 
q, - Q l 

к нулю при h - О. 
Подведем итог всему сказанному. 
Для того чтобы решение разностного ур авнения 

и ( х + h );; и (х - /z ) + Аи (х) = О 

сходилось к решению и = Ье-Ах краевой задачи ( 1 ) ,  необхо
димо выполнение  условий 

Q 2llo - и , -> Ь .  
q , - q ,  

( 1 4) 

Н а помним еще, что и0 мы уеловились задавать равным Ь. Усло
вия ( 1 4 )  подсказывают н ам ,  как можно задавать u 1 • Оказы 
ва ется , достаточно,  чтобы и 1 --+ и0 = Ь при h --+  О. В самом деле, q , --+  _+. 1 , Q2 --+ - 1 при /z --+ О, и поэтому при /z --+ О 
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2. Скорость сходимости решения р азностного уравнения.  Те
перь перейдем к изучению скорости сходимости при р азличных 
конкретных способах выбора и1  � и (h ) . 

Для определения и (h ) естественно воспользоваться р азло
жением решения дифференциального уравнения и '  + Аи = О по 
формуле Тейлора .  Пользуясь тем, что в силу этого уравнения 
и' =  -Аи, перепишем формулу Тейлора так :  

и (х1 ) = и (О) - hАи (О) + О (h2) = и (О) ( l - Ah) + О (h2). 

Та кое равенство имеет место для точного решения дифферен
циального уравнения .  При приближенном решении ,  огр аничи
ва ясь двумя член ами  этого разложения ,  можно положить 

и1 = и0 ( l - Ah) . 

Если мы  решили огр а ничиться только одним членом ,  то пол а 
гаем 

В первом из этих двух случ аев мы допускаем в н ачальном зна 
чении и1 ошибку порядка h2, во втором - ошибку порядка h .  

Выясним скорость сходимости в каждом из этих  двух слу
ча ев  задания нач альных данных.  

Положим 
Uo = ь , и! = ( l  - Ah) ь . 

Тогда ( см .  формулы (9 ) )  
!L!!_o - u 1 = [ 1 - Ah + O (h2) ] b � ( 1 - Ah ) b  = O (h�) q, - Q l - 2 + о (h ) ' 

( 1 5) 

[- 1 - Ah - A�h2 + О ( h 4)] b- ( 1 -Ah) Ь q ,uo - U I = 2 
= b + O (h2) ( 1 6) Q 2 - Q I - 2 + 0 (h4 )  ' 

Возвращаясь к равенству ( 1 2 ) , л егко приходим к выводу, кото
р ы й  и является н ашей целью : 

( 1 7) 

Он формулируется так. Если начальное значение и 1  задает
ся с точностью до величины порядка h2, то и погрешность в ре
шении будет порядка h2, т. е. р азностн ая  схема  имеет второй 
порядок точности. 

Можно показать, что даже если з адать в качестве и 1 точное 
знач ение Ье-Ах , , большей точности, чем порядка h2, в решении 
добиться нельзя .  Советуем читателю в качестве упражнения 
доказать высказанное утверждение. 
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Легко также про�ерить, что если в к ачестве Uo задавать не 
точно Ь , а любую величину вида  Ь + О (h2) , то скорость сходи
мости все р авно будет второго порядка. 

Перейдем к р ассмотрению второго изуч аемого нами случ ая  
эадания  н а ч альных данных .  Полагаем 

При этом 
и1 = и0 = Ь . 

[ 1 - Ah + о (h2 )] ь - ь 
- 2  + о (h2 ) 

-} Ahb + О (h2), 

и , следовательно , 

= [ь + ; Ahb + О  (h2)] [e-Axn + О  (h2)] 

- (- l )n [ �  Ahb + О (h2)] [eAxn + О (h2)] = 

-Axn ( 
l )n Axn 

= ье-Ахп + АЬ е -
2
- е h + о (h2). 

Таким образом ,  если допустить в начальных данных ошибку 
порядка h, то и ошибка в решении будет порядка h. 

Подведем итог. Мы видели, что р ассм атриваемая  разност
н а я  схема  

u (x + h ) - u (x - h ) + А ( ) - О  2h 
и х - ' 

в отличие от схемы 

может дать более высокую скорость сходимости, а именно схо
димость с остаточным членом порядка h2, а не  порядка h, как 
у второй из этих схем .  Для того чтобы добиться второго поряд
ка точности, н адо, задавая  точное и0, выбирать и1 отличаю
щимl'q о т  значения точного решения дифференциального урав
нения в точке х = х0 + h на величину порядка h2• Можно было 
бы  показать, что и и0 можно задавать не точно ,  а с ошибкой 
порядка h2• От этого порядок скорости сходимости не умень 
шится . Уточнение  н ачальных данных до порядка h3 и выше н е  
дает увеличения точности решения.  
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Если задавать н ач альные данные с ошибкой порядка h, то 

и решение получим с ошибкой того же порядка .  
3. Порядок аппроксим ации. Интересно понять ,  с чем свя з ано 

то обстоятельство, что схем а  

и ( х  + h� - и (х)  + Au (х) = 0 

оказывается менее точной, чем схема  

и ( х  + h ) - и
· 
(х - h) + А ( ) _ О 2h и х - . 

Эти схемы р азличаются приближенным.и выражениями 

и (х + h ) - и ( х ) 
h 

и и ( х  + h) - и  (х - h ) 
2h 

для производной dи/dx в точке х. Е стественно поэтому предпо
ла гать, что в первой схеме производная  з аменена  менее точным 
выражением, чем во второй .  Так  оно и есть на  самом деле. 
ЗаМ"еним и (х + h )  и и (х - h ) их тейлоравеким и разложениямю 

h2 hэ и (х + h) = и (х) + и' (х) h + и" (х) 2 + и"' (х) т + О  (h4) , 
h2 h3 и (х - h) = и (х) - и' (х) h + и" (х) 2 - и"' (х) 6 + О  (h4) .  

Пользуясь этими  р азложениями ,  получим 

и ( х + .'l� - и (х )  = и' (х) + и" (х) ; + О (h2) , 
и (х + h ); и (х - h ) = и' (х) + и"' (х) �2 + О (h4) , 

т. е. в первом случае  мы  имеем  аппроксим ацию производной 
лишь с первым порядком точности, а во втором - со вторым  по
рядком . 

Рассмотренные п римеры наводят н а  мысль, что порядок ско
рости сходимости решений разностных уравнений может быть 
сдел ан  равным порядку аппроксимации производных дифферен
циального уравнения .  

Одна ко оказывается ,  что в та кой общей формулировке эта 
гипотеза неверна .  На разностные схемы,  для которых будет до
казана ее справедливость, н а м  придется наложить одно весьма  
существенное огр аничение - требование  устойчивости. Необхо
димость этого огр аничения станет ясна из примера ,  который  � ы  
рассмотрим в следующем пар а графе. 
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§ 9. Неустойчивая разностная схема 

1. Способы аппроксимации производной.  Займемся снова 
р азностными схем ами  для приближенного интегрирования про· 
стейшего дифференциального уравнения и' + А и = О.  Как м ы  
уже видели, для составления разностной схемы, приближаю · 
щей это уравнение ,  достаточно з аменить производную и' каким· 
либо аппроксимирующим ее разностным отношением . Так, на 
пример ,  мы  р ассм атривали схемы, для которых производная и '  
з аменялась через 

и (х + h ) - и (х )  и ( х  + h ) - и ( х - /z ) 
h или 2h 

Очевидно та J{Же, что любое выражение вида 
и (х  + h ) - и (х - /r )  + ( l _ ) и (х + h) - 11 (х)  J.t 2h J.t h 

б у дет приближать и' (х) . В самом деле ,  подставим в это выра· 
жение тейлоравекие р азложения для и (х + /1 ) и и (х - h ) : 

и (х + h) = и (х) + и' (х) h + О (h2) ,  
и (х - h)  = и  (х) - и' (х) h + О (h2) .  

Тогда получим  
и ( х  + h ) - 11 (х - h )  + ( l _ ) 1 1  (х  + h ) - 1 1  ( х )  = J.t 

2h J.t h 

_ [11 (х ) + и' (х ) h + О  ( h 2 ) ] - [и (х ) - и' (х )  h + О (h 2 ) ]  + 
- �L 2h 

+ ( l  _ J.t) [и (х )  + и' (х )  h: О (h2) ] - и (х )  = и' (х) + О (h) . 

Пользуясь та кого рода аппроксимацией производной, можно 
получить целое семейство р азностных схем, з ависящих от чис
лового параметр а .  

Эти схемы будут иметь вид 

J.t и ( х + h ) �u ( x - h) + ( l - J.t) !t (х + h� - z1 ( x ) + Аи (х) = О. ( l ) 
Каждому значению п ар аметр а J.t отвеч ает своя схема .  Изучению 
схем ,  получающихся при !l = О и J.t = 1 , был посвящен § 8. 

2. Пример неустойчивой разностной схемы.  Рассмотрим  те
перь еще одну схему т акого вида, которая получается из ( 1 )  
при J.t = 4 :  

4 11 ( х + !1 ) - 11 (х - h) _ З и (х + h ) - 11 ( х )  + А  ( ·) = О  
2h lz 

ll Х • (2) 
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Ее можно переписать еще так :  

- 2и (х - h)  + (3  + Ah) u (x) - и (х + h )  = О . (2') 

Как и в р а нее ра ссмотренных примерах ,  мы будем получать 
решение на отрезке [0 ,  l ], ра збитом точками  р азностной сетки 
п� N равных шагов, каждый длины h = 1 /N. Координ ата Xn 

точки сетки определяется как Xn = nh = n/ N. 
Решение ра зностного уравнения выписывается явно форму

лой 

и - и [ Q2 qn _ ,__ Q ! qn] + и [- _1 - qn + 1 qn] (3) n - о q2 - q 1 1 q2 - q 1  2 1 q2 - q 1  1 q2 - q 1  2 ' 

где q 1 и q2 - корни характеристического уравнения 

- 2 + (3 + Ah) q - q2 = 0 . 

Вычислим q 1 и q2 : 

q, = З + Ah;- -./1 : 6Ah + A'h ' = 1 - Ah + 2A'h' + О  (h') , l 
q2 = 3 + Ah + ,У1: 6Ah + A2h2 = 2 ( l + Ah) + 0 (h2) .  1 

(4) 

Мы будем пользоваться еще приближенными выражениями 
для q� и q� : 
q� = [ l - Alz + O (h2)l n = [ l - Ah + О (h2)]xnfh = 1 

= e-Axn + 0 (h) , 1 
q� = [2 ( l + Ah) + О (h2)]n = [2 ( l + Ah) + О (h2)] xnfh = i 

= 2xnlh[eAxn + О (h)] .  J 
Подставив выражения (5) в формулу (3) ,  получим 

(5) 

и = QzUo - и . [e-Axn + О (h)] + Q 1 Uo - U1 [еАх11 + О (h)] 2xnfh , (6) n Q2 - Q 1 Q 1 - Q2 
Прежде чем исследовать, к чему стрем ится ип при /z ---+ О, 

мы должны указ ать, как задаются н ачальные з начения u0 н и 1 
разностного решения . 

Так же, как  и в § 8, будем разыскивать решение, удовлетво
ряющее условию и (О) = Ь ,  и возьмем в !}ачестве разностных 
начальных данных ио = Ь и и 1 = Ь ( 1 - Ah) .  ПодСТ [] В Нl\1  эти 
нач альные данные в формулу (6) и упростим по отдельности 
каждое слагаемое. 
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Первое и второе сл а гаемые примут соответственно вид 

Q �llo - 11 1 [e-Axn + О (h)] = Qz - Q l 

[ГЛ. 4 

== [2 + О ( h ) ]  Ь - ( 1 - Ah )  Ь [ -Axn + О (h)] = Ь -Axn + 0 (h) [2 + 0 ( 1! ) ) - [ 1 - 0 ( 11)) е е , 
Q 1U o - и 1 [eAxn + О (h)] 2xnfh = Q2 - Q l 

= [ 1 - All + 2A 2h2 + О ( h 3 ) )  Ь - Ь ( 1 - Ah) ( Axn + О  (h)] 2xnfh _ 

[ 1 + 0 (h) ) - [2 + 0 (h) J  е -

Таким  образом , мы получили 

= - 2A2/z2b [eAxn + О (h)] 2xnfh • 

Первое сл агаемое этой формулы при h --+ О ,  X n  = х = const 
стремится к ье-Ах, т. е .  к I'ICKOMOMY решению. Зна чит, для того 
чтобы к этому решению сходилось все выражение для Un ,  не
о бходимо, чтобы второе сл агаемое сходилось к нулю. Однако 
оно при h --+  О стремится не I< нулю, а к бесконечности . В самом 
деле ,  - 2A2beAxn + О (h) стремится к конечному и не равному 
нулю пределу - 2А2ЬеАх ,  а h22xnfh стремится к бесконечности 
быстрее любой положительной степени 1 /ft. 

Мы показали ,  что разностна я схем а , аппроксимирующая 
дкфференциальное ура внение ,  может иметь решение, не сходя
щееся · при lt -+ О к решению дифференциал ьного уравнения . 
Можно подумать ,  что прпчшш этого в недостаточно точном вы
боре u 1 . Однако мы сейчас покажем ,  что сходимости не будет, 
даже если  выбрать и 1 точно р а в ным решению дифференциаль
ного уравнения при Х1 = ха + !t , т. е. если положить u1 = 
= u0e-Ah = Ье-А1• . Н ачнем с того, что упростим выражения, 
входящие в формулу  (6 ) : 

q2uo - U !  [2 + 0 (h ) ] Ь - be - Ah 
= Ь + 0 (h) , Q2 - Q l 

= [2 + о \ h i ]  - t l  + о ( h ) ] 

Q !Uo - U ] = [ 1 - Ah + 2A2h ' + о (h3)] ь :...._ ьe- Ait = _ 1_  Nh2 [Ь + о (h)] Q l - Q2 . [ 1  + о (h) ) - [2 + о (h ) ] 2 • 

Подставив эти выражения в формулу (6 ) , получим 
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Второй член привой части этого р авенства снова  стремится к 
бесконечности, тогда как первый остается огр а ничен ным .  По
этому стремится к бесконечности и все решение р а зностного 
уравнения . 

Причи н а того, что разностн ая  схема ( 2 )  не да ет сходимости 
при h -+ О, как  мы  в идели ,  состоит в том, что она  мо.жет и меть 
быстро возрастающие при уменьшении ш а га ft решения ,  даже 
если н а ч альные данные заданы вполне разумно .  

Такого рода р азностные схемы 1 : .1 зываются неусто й ч и вьи�ш. 
Естественно, что они вепригодны для численного решения диф· 
ференциальных ур авнений.  



Г Л А В А  5 

СХОД И МО СТЬ Р ЕШ Е Н ИЯ РАЗ Н О СТ Н Ы Х  УРА В Н Е Н И й 
КА К СЛ ЕДСТВ И Е А П П РО К С И МА Ц И И  И УСТО й Ч И ВОСТ И 

В гл . 4 мы  н а  примерах  выяснили ,  что такое аппроксимация 
дифференциальной з адачи разностной задачей и в чем состоит 
сходимость, благодаря которой решение дифференциальной за 
дачи можно прибл иженно вычислять по р азностной схеме. Мы 
познакомились с явлением неустойчивости, которое может сде
лать р азностную схему р а сходящейся и непригодной ДJIЯ вы
числений .  Анализ поведения решений в этих элементарных ввод
ных примерах ,  п р едназначенных только для предварительного 
знакомства с основными понятиями ,  был основан на записи 
решений в в иде формул. Такая запись оказалась возможной 
лишь бла годаря специальному подбору п римеров. 

В этой гл аве мы дадим строгие определения понятий сходи
мости, а ппроксим ации  и устойчивости. Мы покажем, что дока 
зательство сходимости не  обязательно основывать н а  ан ализе 
формул для решений. Это доказательство можно разбить н а  
проверку аппроксим ации дифференциальной задачи разностной 
11 проверку устойчивости р азностной задачи .  

§ 1 О .  Сходимость разностной схемы 
J .  П онятие о сетке и сеточной функции .  Пусть н а  некоторо:>1 отрезке D поставлена не i<аторая  дифферен цна .Jiыi а я  краев а я з а 

дач а .  Это значит, что задано дифф еренц п алы ю е уравненне (и.1 и 
с истем а ) , которому должно удовлетворять решение и на от
резке D и дополн ител ьные условия  для и на одном или на обонх 
концах отрезка .  Дифференциальную краевую задачу будем з а 
писывать в виде символического р авенств а 

Ltt = f ,  ( \ )  
где L - заданный дифференциальный оператор, а f - заданная  
п р а в а я  ч а сть. Т ак, н апример ,  чтобы записать в виде ( 1 ) з адачу  

du х 1 dx + 1 + uz  = cos x, О � х � \ ,  \2) tt (O) . 3, 
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достаточно положить 

Задача 

Lи = j �� + 1 ; u2 • 

и (О) , - { cos x, 
f = 3 . 

d2u . l-
dx2 - ( 1  + х2) и = 'V х • 

и (О) = 2 , 
du (О) 

= l dx 

O � x � l .  

запишется в виде ( l ) , если положить 1 d2u 2 
dx " - ( l  + х ) и, O � x � l , 

Lи = и (О) ,  ! du (0) 

t dx ' 

r . ,-1 -v x ,  O � x � l ,  

f == { 2 ,  1 1 l . 

Для за писи в виде ( l )  задачи 
d2u  . ; -- } 

dx2 - ( l + х2) и = -v х + 1 ,  О � х � 1 ,  

и (О) = 2 , 
и ( l ) = 1 

83 

(3) 

(4) 

с краев ы м и  условиями н а обоих крицах отрез ка  О :;:::;;; х � l н адо 
положить 

{ �:� - ( 1 + х2) и, О � х � 1 ,  
Lи == и (0) , 

и ( 1 ) , 

-
{ -Ух + 1 ,  О � х � l ,  

f = 2 ,  
1 . 
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Краевая задача для системы дифференциальных уравнений 

�- + xvw = r - 3x +  1 dx ' 

:: + 1 � х2 ( v  + w) = cos2x ,  

v (О) = 1 ,  
w (O) = - 3 

o .;; x <;; I , I О ' х '  1 , ) (5) 

будет записана в форме ( 1 ) ,  если считать и вектор -функцией 

и =  ( : )  и положить 

dv 
-;r; + xvw, O ' x � l ,  
dw 1 

Lи == dx + I + x2 (v + w) , о ' х ' 1 , 

v (0) ,  
w (О) , 
{ r - 3x +  1 ,  

cos2 х, 
f == 1 ,  

- 3. 

О ' х �  1 , 
О ' х' 1 ,  

Во всех примерах м ы  рассматриваем задачу н а  отрезке О � 
� х � 1 , а не н а  каком-либо другом ,  только для определен- ·  
н ости. 

Будем предполагать, что решение и (х) з адачи ( 1 )  на  от
резке О � х � 1 существует . Для вычисления этого решения 
с помощью метода конечных разностей, или метода сеток, н адо 
прежде всего выбрать н а  отрез i<е D конечное число точек, сово
купность которых будем н азывать сеткой и обозначать через 
Dh, а затем считать искомым не решение и (х) задачи ( 1 ) ,  а таб
лицу [и]h значений этого решения в точках  сеткн Dh. Предпо
ла г ается, что сетка D1, з ависит от параметра h > О, который 
может принимать сколь угодно м алые  положительные зна чения. 
При стремлении «Шага сетки» h к нулю сетка должна стано
виться все «гуще» .  Например ,  можно положить l! = 1 /N, где 
N - к а кое-нибудь н атура.!Iьное число, и принять за сетку Dh 
совокупность точек хо = О, Х1 = h, х2 = 2h, . . .  , XN = 1 . Иско
м а я  сеточная  функция (и],, в этом случ ае в точке Xn = nh сетки 
D1, принимает значение и (пh) , которое для кр аткости будем 
обозначать иn .  
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Для приближенного вычисления таблицы значений решения 
[u]h в случае задачи (2) можно воспользоваться, например ,  си
стемой уравнений 

Un+ l - иn + Xn  -....:.:....::- = COS Xn , 
h 1 + и� 

ио = З, 
n = O, 1 , . . .  , N - 1 , } 

полученной в результате з амены производной du/dx в точках 
сетки разностным отношением по приближенной формуле 

dи u (x + h) - u (x) dX � h 

Решение u<h> = (u�h! , u\h ! ,  • • .  , и�>) системы (6 )  определено н а  тоИ 
же сетке Dh, что и искомая  сеточная  функция [и]11 • Его значения 
u\h> , u�h> , . . •  , u!J!> в точках х1 ,  х2, • . •  , XN последовательно вычис-
ляются из (6) при n = О, 1 ,  . . . , N - 1 .  Для краткости в урав
нении (6)  мы  не пишем значок h при u�h l .  Как правило, мы  бу-
дем так же поступать в аналогичных случ аях и в дальнейшем. 

В случае  задачи ( 4 )  для отыскания сеточной функции u<11>,_ 
приближенно совпадающей с искомой таблицей решения  r • l l,, . 
можно воспользоваться р азностной схемой 

иn+ t - 2:
2
n + Un- 1 - ( 1 + х�) un = ,Yxn + 1 

'} 

n = 1 ,  2 , . . .  , N - 1 ,  
Uo = 2, UN = 1 . 

(7} 

Эта схема возникает в результате з а мены в точках  сетки произ
водной d2u/dx2, входящей в дифференци альное уравнение, по. 
приближенной форму.пе 

d2u и ( х  + h ) - 2и (х ) + и ( х - h ) 

dx2 � h2 (8} 

Для вычисления решения u1hl задачи (7 )  можно воспользо
ваться алгоритмом исключения - прогонки, описанным в § 5. 

Выпишем еще разностную схему, пригодную для вычисления 
решения задачи (5 ) : 

Vn+ 1 - Vn + х v w = х2 - Зх + 1 ) 
h n n n n n � 1 

+ --1 -2 (vп + wn) = cos"" xn , n - 0 ,  1 ,  . . .  , N- 1  � 1 + •. : � 3. 
• J (9) 
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Здесь и�hl = ( :�: )  = ( � 3 )  задано. При n = О из уравне

ний (9) можно найти и\hJ = ( ::�1 ) • Вообще, зная иkhl = ( :�� ) , 
k = О, l ,  . . .  , n, можно при k = n вычислить и�� � = ( v�� � ) .  

wn+ l  
В р ассмотренных примерах сетка Dh состоит из  удаленных 

друг от друга на  р асстояние h точек. Я сно, что можно было бы 
р асположить N + l точек сетки Dh, h = l fN, на отрезке [0, l ] не 
р а вномерно, а т ак, чтобы ха = О, х1 = Ха + ha, х2 = Х1 + h1 , • • •  . . . , Хп+( = Хп + hп, XN = l ,  где hn . n = O, l ,  . . .  , N - 1 , - не 
р авные между собой числа , одна ко такие , что max hп --+  О при 

n lt = 1 /  N --+  О .  Выбором расположения узлов сетки Dh можно до
биться того, чтобы искомая  таблица [и]1t решения и (х) была 
подробнее при данном фиксированном N (или h = l /N ) на  тех 
участках, где и (х) более быстро изменяется .  Такие участки 
иногда бывают заранее известны из физики или из предвари� 
тt:льных грубых р асчетов. Информация о скорости изменения 
и (х ) выявJrяется также в ходе последовател ьного вычисления 
и\111 ,  u�h l , . • .  , и�hl и может быть учтен а при выборе следующего 
узл а  сетки Xn+ l ·  

Мы ограничимся приведеины ми примерами для иллюстрации 
понятия сетки и искомой сеточной функции (или вектор-функ
ции )  - таблицы значений решения [и]h . З аметим только, что в 
качестве искомой табл ицы [и],t зн ачений решения н е  обяз ательно 
р а сс м атривать сеточную функцию, совпадающую с решением и в точках сетки . Возможны и другие способы установления соот
ветствия между функцией и ее таблицей .  Например , таблицей 
и (х ) , О < х < 1 , можно считать сеточную функцию [и]1, , опреде-/t 3 h ленную в точках х = 2 ,  2 h , . . . , l - 2 равенством 

x + h/2 

[и]h = � � и (6) d6. 
x - h/2 

Такой способ установления соответствия удобен в случ ае, 
когда и (х) не является непрерывной функцией, но известно, что 
интегр ал от нее по любому отрезку существует . Это может быть, 
наприм ер ,  при рассмотрении  обобщенных - р азрывных - реше
ний ,  если существует 

1 

� и2 (х) dх. 
n 
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Всюду в дальнейшем , если не  оговорено противное, мы бу

дем считать, что и - непрерывная  функция , а под [и]1, поним ать 
сеточную функцию,  совпадающую с и в точк ах  сетки. 

Мы ставим вопрос о вычислении сеточной функции [и]1, по
тому, что при измельчении сетки, т. е .  при h -+  О, она  является 
все более подробной таблицей искомого р ешения и и дает о н ем 
все  более полное представление .  Пользуясь и нтерполяцией ,  мож
но было бы с возрастающей при h -+  О точностью восстановить 
решение и всюду в об.1 астr� D. Ясно, что точность, с которой это 
можно сделать при заданном фиксированном числе и р асполо
жении узлов сетки D1, ,  зависит от дополните.тrьно известных све
дений о решении типа оценок для его производных, а также от 
р асположения узлов сетки Dh. 

Огр аничимся этими  беглыми  замечаниями о восстановлении 
функции и по ее таблице [и]1, . Подробное р ассмотрение вопросов 
восстановления функции по ее  таблице составляет предмет тео
рии интерполяции. Мы будем заним аться только задачей вычис
ления таблицы [и]h. Поэтому условимся считать, что задача ( 1 )  
решена точно, если н айдена сеточная функцня [и]h. Одн ако н а м  
не удастся вычислять ее точно. В место сеточной функции [и] 1, 
будем искать другую сеточную функцию иU•J, которая  «сходитс я »  
к [и]h при  измельчении сетки. Для этой цели можно использо
вать разностные уравнения .  

2.  Сходя щиеся разностные схемы.  Способами  построения и 
исследов ания сходящихся р азностных схем мы будем з аним ать 
ся на  протяжении всей гл авы.  Однако прежде н адо придать 
точный смысл с амому требованию сходимости и(h )  � [и] h ,  кото
рое мы будем предъявлять к р азностным схемам .  Для этого 
рассмотрим линейное нормированное простр анство функцнl! , 
определенных на сетке Dh. Норма 1 иh l lu,, ceтottnoй фушсции 
и1, Е Uh есть неотрицател ьное число, которое п рюшмается за  
меру отклонения функции uh от тождественного нуля .  Н а по 
мним , что линейное простр анство R называется пормировапnыА-t ,  
если каждому элементу х этого простр анства поставлено IЗ со 
ответствие неотрицател ьное число l l x l l , причем  выполнены еле
. дующие три аксиомы нормы :  

1 ° l l x i i � O , x E R ; 

2о 1 А.х 11 = 1 A. l · l l  х 1 1 ,  где х Е R, а А. - произвольное число ; 
зо l l x + y ll � l l x l l + ll y l l ,  где х, y E R. 

Норма  может быть определена  различными способ ами .  Мож
но, например, принять з а  норму функции точную верхнюю гран ь 
модуля ее значений в точках сетки ,  положнв 

11 иh l lu1 = sup 1 иh (xn) l .  ( 1 0 )  1 11 
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Если и<1t> - пара  функций, как в ( 9 ) .  то за норму, аналогич

ную ( 1 О ) , можно принять верхнюю грань модулей обеих функ
ций н а соответствующих им сетках .  

Если и<hJ состоит из функций ,  определенных на сетке х = О, 
h, 2h , . . .  , 1 ,  то ч а сто используют норму, определенную равен-
с тв ом 

1 1 и<h> l /u11 = ( h nto 1 ип 12) ''• 

Эта нор м а  ан алогична  норме  

1 1  и (х) 1 1 = ( � 1 и (х) 1 2  dx  у· 
о 

для функций и (х ) с интегрируемым н а  отрезке О �  х � 1 квад· 
ратом .  

Всюду, где не  оговорено противное, мы будем пользоваться 
нормой ( 1 О ) .  

После того, как  введено нормированное пространство Uh, 
приобретает смысл понятие отклонения одной функции от дру
гой . Если a<1t> и b<h> - две произвольные сеточные функции из Uh, 
то мерой их отклонения друг от друга считается норма  их раз·  
ности, т. е .  число 

1 1 a(hl - Ь <h> l luh ·  
Теперь можно перейти к строгому определению сходящейся раз 
ностной схемы .  

Пусть для приближенного вычисления решения дифферен
циальной к р а е в о й  задачи ( l ) .  т. е.  дл я п р и бл ижен ного вычисле
ния сеточной функции [tt]h н а  основе использования  равенства 
( l ) , составлена пекоторая систем а ур авнений ,  которую будем 
сим волически записывать, а н алогично уравнению ( 1 ) ,  в форме 
р а венства L,,urhl = fU&I . ( 1 1 ) 

Примерами  могут служить разностные схемы (6 ) , (7 ) , ( 9 ) 
для дифференциальных краевых з адач (2 ) ,  (4 ) ,  (5) соответ
ственно .  

Для з а писи схемы (6) в форме ( 1 1 ) можно положить { Un + J - Un nh 
h + 1 + и: ' Lьи<h> = .. 

Uo. { cos nh, 
j<h> := 3. 

n = O, 1 , . . .  , N - 1 , 

n = O, 1 ,  • • . , N - 1 , 
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Схема (7 )  запишется в форме  ( 1 1 ) , если принять 

{ U rt + l - 2:�n + Un- 1 + [ 1  _ (nh)2) иn ,  n = 1 , 2 , 
Lьии11 == uo , 

иN , { -v' 1 + nh , 
flh) = 2 , 

1 .  

n = 1 , 2 , . . . , N = 1 , 

Запишем еще в виде ( 1 1 ) схему (9 ) , приняi 

. . .  , N - l ". 

v + 1 - v  n n + (nh) v W h n n >  n = О, 1 ,  . • . , N - 1 ,  
Wn+ l - Wn 1 ( + ) 

h + 1 + (nh)2 Vn WIZ ' 

{ (nh)2 ........ 3nh + 1 ,  
cos2 nh, flh) =  
1 '  
-3 . 

n = О, 1 , . . .  , N - 1 , 

n = О, 1 ,  . . .  , N - 1 , 
n = O, 1 , . . .  , N - 1 , 

Система  ( 1 1 ) ,  к ак  видим ,  зависит от ll и должна быть выпи
сана для всех тех h, для которых рассматривается сетка Dh и· 
сеточная функция [и]1, . Таким  образом ,  разностн ая краевая за 
дача ( 1 1 ) - это не одна система ,  а семейство систем, зависящее 
от параметр а h. 

Будем предполагать ,  что при каждом р ассм атриваемоl\I до
статочно м алом l l  существуст решение u<h> задачи ( 1 1 ) ,  п рин ад
лежащее пространству И h ·  

Будем говорить, что решение и<h> разностной краевой задачи 
( 1 1 ) при измельчении сетки сходится к реtиению и дифферен
циальной краевой зада •ш ( 1 ) ,  если 

1 1 [и]h - uth> l lu11 -> О при h __,.. О. ( 1 2) · 

Если , сверх того, вы rr ол нено нсра венство 

1 1 [tt]h - иth> l luh � ch\ ( 1 31 



г ....tc с > О и k > О - некоторые постоянные,  н е  зависящие от h, 
то будем говорить, что имеет м есто сходимость порядка h" или 
что разностная схема и.дtеет k-й порядок точности. 

В § 8 были р а ссмотрены две р азностные схемы для з адачи 

:: + 
Аи =

О, О �  х � 1 · 1  и (О) = Ь. 

Полученные там оценки разности б (х) = и (xk) - и�h) между то•! 
н ым  и приближенным решениями означают, что для первой из 
этих схем имеет м есто сходимость порядка ll , а для второй 
сходимость порядка h2• 

Обл адание свойством сходимости является фундаментальным 
требованием ,  которое предъявляется к разностной схеме ( l l ) 
для численного решения дифференциальной кр аевой з адачи ( l ) .  
Если оно имеет м есто, то с помощью р азностной схемы ( l l ) 
можно вычислить р ешение и с .'Iюбой наперед заданной точ 
ностыо, выбирая  д.'lя этого h достаточно м а.'lым .  Мы точно сфор
му.'lирова.'lи понятие сходимости и подош.'lи к центр а.'lьному во
п росу о том , как построить сходящуюся разностную схему ( 1 1 ) 
для вычис.'lения решения дифференциальной краевой задачи ( l ) . 
Приведеиные выше примеры дополняют р а ссмотренные в гл . l 
и дают представ.'lение о простейшем способе построения таких 
схе м :  с.'lедует выбрать сетку и з аменить производные разност
ными  отношениями .  Однако д.'IЯ одной и той же дифференциа.'lь
по if краевой задачи ,  к а к  мы виде.'lи ,  можно получить р аз.'lичные 
разностные схемы ( l l ) ,  по-разному выбирая сетку Dh и по-раз· 
ному з аменяя  производные приближающими их р азностными 
отношениями .  Мы уже виде.'lи н а  примере простейшего обыкно
венного дифференциального уравнения из § 6, что р азностн ая 
схем а  может оказаться непригодной для счета .  

3. П роверка  сходимости р азностной схемы. Не будем пока 
з г н иматься построением разностных схем и поставим задачу 
несi<О.'IЬКО иначе .  Пусть разностн ая  схема  Lhи!h) = f(l• ) , позволяю
щая надеяться, что сходимость 

1 1 [a]h - и <h) l luh - О при h - О 

и .\1\ еет место, н а  основапни  тех . или иных соображений уже по
строен а .  Как  проверить, является .'IИ она в самом деле сходя
щсйся? 

Предположим ,  что разностная задача ( l l )  имеет единствен
н о с  решенпе и<1•J Е uh. EcJIИ бы при подстановке в .'lевую часть 
( 1 1 ) ом есто u<1•J сеточной функции [и ]h Е U,, равенство ( l l )  ока
за .1ось б ы  в точности выполненным ,  то ввиду единственности 
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решения имело бы место равенство [и]h = иСh>, идеальное с точ
ки зрения сходимости. Это озн ачало бы ,  что решение иU1> раз 
ностной задачи Lhи(hJ = f(hJ совпадает с искомой сеточной функ
цией [и]h, которую мы уеловились считать точным р ешением .  

Однако, к ак  правило, систему ( 1 1 ) н е  удается выбрать так ,  
чтобы [и]h в точности ей удовлетворяла .  При подстановке [и]h 
в уравнении . ( 1 1 ) возникает не  которая невязка :  

( 1 4) 
Если эта невязка l'JfChJ «стремится к нулю» при h - О, так  что 
[и]11 удовлетворяет уравнению ( 1 1 ) все точнее, то будем гово
рить, что р азностная схема  Lьи(hl = f (h ) а ппроксимирует диффе
ренциальную краевую задачу Lи = f н а  решении и последней. 

В случае  аппроксим ации можно считать ,  что ура вн-ение ( 1 4 ) , 
которому удовлетворяет [и]h , получается из уравнения ( 1 1 ) пу
тем прибавления пекоторой м алой ( при  м алом h )  добавки l'Jf� 
к правой части fChJ. Следовательно, если решение иChJ з адачи ( 1 1 ) 
устойчиво относительно возмущения пр а вой ч а сти fЩ, "!. е. м ало 
изменяется при малом изменении правой ч а сти ,  то решение иСI!) 
задачи ( 1 1 )  и решение [и]h з адачи ( 1 4 )  отлич аются мало ,  т а к  
что из  аппроксимации  

бf(h) - О при 1t - О 

С.'Iедует сходимость 

и(h) - [и]h при h - О. 

Намеченный н ами  путь проверки сходимости ( 1 2 ) состоит в 
том ,  чтобы разбить этот трудный вопрос н а  дВ'tl более простых :  
сначала проверить, имеет ли  м есто а ппроксим ация з адачи  ( 1 ) , 
задачей ( 1 1 ) ,  а затем выяснить, устойчива ли  задачи ( 1 1 ) .  
В этом содерж1fтся и указание н а способы построения сходя
щихся разностных схем для численного решения задачи ( \ ) '  
надо строить аппроксимирующую ее р азностную схему; из мно
гих возможных способов аппроксим ации н адо выбирать такие, 
при которых разностные схемы оказываются устойчивыми .  

Изложенный общий пла н исследования сходимости, есте
ственно, предполагает, что введены м атематически строгие по
нятия аппроксим ации и устойчивости, позволяющие доказать 
теорему о том ,  что из аппроксимации и устойчивости следует 
сходимость. Намеченные выше определения а ппроксим�щии и 
устойчивости не являются строгими .  Для определения аппрокси
м ации надо еще уточнить, что та кое невязка l'JfChJ в общем случ а е  
и что та кое е е  величина ,  а для определения устойчивости 
придать точный смысл слова м «малому возмущеншо пр авой 
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части соответствует м алое возмущение решения разностной за ·  
дачи Lьu(h! = f(h>». 

Строгим определениям понятий а ппроксимации  и устойчи· 
.вости мы посвятим отдельные параграфы.  

ЗАДАЧИ 

J .  Разделить отрезок [О, 1] на N частей точками х0 = О, х 1 , х2, • • •  , xN-l • .х N = 1 так, чтобы 
Xn + l - Xn 

Xn - Xn- 1  
q, 

11 выяснить, можно ли последовательность таких ceTOI< при N -+  оо (q - не 
зависящая от N постоянная)  использовать для приближенного решения за
дачи 

с помощью разностной схемы 

и' - и = О, } и (О) = 1 

Стремится ли к нулю при N ...... оо максимальный из шагов Xn+ 1 - Xn? У к а з а н и е. Проще всего разобрать случай  q > 1 и убедиться, что 
l im и( lfNJ (х ) = оо . N-+oo N 

§ t t . Аппроксимация дифференциа,q ьной кр аевой задачи 
разностной схемой 

t .  Невязка бf(hJ .  Придадим точный смысл понятию аппрокси
мации дифференциальной краевой з адачи ( l )  из § 1 0 

Lu = f 

на решении и разностной схемой ( 1 1 ) из § 1 О 

Lhu(h> = f (hJ .  

Для этого надо уточн ить, что такое невязка бf<hl 

Lh [u] h = fth> + бf(h> , 

( 1 ) 

(2) 

(3) 
возникающая при подстанооке сеточной функции [u]h - таблицы 
искомого решения  и - в уравнение ( 2 ) , а т акже что та кое се 
величин а .  

Стремление  вел и ч и н ы  н евя з ки fJf<hJ к нулю п ри  h - О м ы  и 
примем затем з а определение аппроксимации .  
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Начнем с рассмотрения пример а  р азностной схемы для чис

ленного р ешения дифференциальной кр а евой задачи 

d2u du Ь 
dx2 

+ а (х) dx + (x) u  = cos x, 

' и (О) = 1 , 
и' (О) = 2. 

(4) 

За сетку Dh по-прежнему примем совокупность точек Xn = nh, 
n = О, 1 , . . .  , N; h = 1 /N. В к ачеств� р азностной схемы для при
ближенного вычисления [u]h воспользуемся совокупностью ра 
венств 

Un + 1 - 2un + Un- 1  + ( ) Un+ l - Un - 1 + Ь ( ) 1 h2 а Xn 2h Xtt Un = 

= COS Xn , n = 1 ,  2 ,  . . . , N - 1 , � 
и0 = 1 , ( иi - Uo = 2 J h ' 

(5) 

возникшей при з амене производных в (4 )  по приближенны!\' 
формул ам  

и ( х  + h ) - 2и (х ) + и (х - h ) d2и (х ) 
h2 � dx2 

и (х + h) - и (х - h )  dи (х ) 
2h � 'li'X" .  
и (h ) - и (О) dи (О) 

h � '([Х"" · 

! 
1 

(6) 

Разностная  схема  (5 )  з аписывается в форме  ( 2 ) , если обозна ·  
чить 

J иn+ l - 2�: + lln- 1 + а (nh) 'tn+ l ; ип- 1 + Ь (nh) Un• 
Lhu(h> == Uo. 

1 �  l h • (7) { cos nh, 
f!h) = 1 , 

2 . 

Для вычисления и оценки веЛичины невязки l'Jf<h>, возникаю
щей при подстановке [u]h в ур авнение (2) ,  уточним формулы (6) .  
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По формуле Тейлора имеем 

h2  h3 ",  и (х + ll) = и (х) + hи' (х) + т  и" (х) + б  и (S J ) ,  
и (х - h) = и  (х) - hи' (х) + �2 и" (х) - �3 и'" (62) , 

h2 h3 h� и (х + h) = и (х) + hи' (х) + 2 и" (х) + 6 и"' (х) + 24 и(4) (bl, 
h2 h' h� и (х - ll) = и (х) - hи' (х) + т и" (х) - т и"' (х) + 24 и(4) (64) , 

1 h2  и (х + h) = и (х) + hи (х) + т и" (6s) · 

Здесь 61 , 62 , �3, 64 , �5 - некоторые промежуточные точки отрезка 
[х - ll , х + h]. 

Отсюда 

и (х + h ) ; и (х - h) = и' (х) + �� [и'" (bl + и'" (�2)) · 1 
и (х + h ) - 2иh�х) + и (х - h) = и" (х) + �: [и(4) (6з) + и(4) (64)] , � (8) 

и (х + �; - и (х ) = и' (х) + � и" (6s) . J 
2. Вычисление невязки.  Будем считать, что решение и (х) 

задачи (4 )  имеет ограниченные производные до четвертого nо
р ядка .  В силу формул (8) можно написать 

11 (х + h ) - 2и ( х )  + и  (х - h) + ( ) и (х + h ) - и (х - h) + h2 а х 2h 

+ Ь (х) и (х) = d2;;�'C ) + а  (х) dt:l�x ) + Ь (х) и (х) + 

+ h2 [ 1/4) (�з )  + и(4) ( � 4 )  + ( ) и"' ( � I ) + и"' (� 2 ) ] 24 а х 1 2  • 
Поэтому выражение 

Lh (и]h = ' u  (Хп + h ) - 2и (хп) + и  (хп - h ) + h2 

+ ( ) и (хп + h ) - ll (хп - h )  + Ь ( ) ( ) 1 2 N 1 
= � а Xn 2h Xn и Xn , n = , , . . , , - , 

1 и 
(О)

, 
и (h ) - и (О) 

[ h 
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можно переписать т ак :  

cos х + h2 [ и<4) (bl + и <4) ( s 4 )  
+ n 24 

Lh [u]h = � . 
+ а (хп) и'" (bl i; и'" (6 2 ) ] ' n = l ,  2 , . . .  • N - l ,  1 1  + О, 

или 

где 

1 2 + h и" �Ы 

j h2 [ и14) (Sз ) + и14> (s.)  + и'" ( s , )  + и"' (6 2 ) ] 
24 1 2  1 

бf(h) = о, (9) t и" ( ss )  . h -2- . 

Удобно считать, что f<h> и бf<h>, з аданные формулами  (7 )  и 
(9 ) , принадлежат линейному нормированному пространству F h • 
которое состоит из элементов вида { q>n (n = l , 2 , . . .  , N - l , 

g<h! = 'Фо .  ( 1 О) 
'Ф ! 1 

где q>1 , q>2 • . • . , q>n-I , а также 'Фо и 'Ф 1 - произвольная  упорядо· 
ченная система  чисел ; можно сЧитать, что g<h> - это совокуп· 
ность сеточной функции q>n. n = l ,  2 ,  . . .  , N - 1 , и упорядочен· 
ной пары чисел 'Фо и -ф , .  Сложение двух элементов простр анства 
F1, и умножение элементов gU•> н а  числ а производятся покомпо ·  
нентно. Ясно ,  что в рассматриваемом п римере F1, есть (N  + 1 ) 
мерное линейное простр анство. Норма  в F1, может быть введена  
многими способами .  Если  ввести в Fh  норму равенством 

1 1 g< h ) 
I IFh 

= max ( 1 'Фо 1. I .'Ф 1  l , max 1 q>n 1 ) ,  
n 

т. с. принять за  норму м аксимум абсолютнь1х величин всех ком
понент вектора gU•>, то в силу (9 )  получим  

1 1  бf !h) I IF,, � Ch, ( 1 1 ) 

где С - некоторая  постоя н н а я ,  з а в и с я щ а я  о т  и (х) , н о  н е  з а в и 
сящая от h.  
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Из этого нера венства следует стрем.11ение невязки {)f!hJ к нулю 

при h -+  О. 
В уравнении Lhиtl•> = f (l' ) , подробно записанном равенств ами 

(5 ) , которое мы  рассмотрели в качестве прпмера ,  н а  L1, можно 
смотреть как на опер атор .  Этот оператор каждой сеточной функ
ции v<h> = {vn} ,  п = О , l ,  . . . , N, из линейного пространства 
функций ,  определенных на сетке Dh, ставит в соответствие не
который элемент g<1•> вида ( l О) из линейного простр анства F h 
по формуле  

1 Vn + t - 2Vn + Vп- 1  + ( ) Vn + l - V n - t  + Ь ( ) h2 а Xn 2/z Xn Vn , 

Lhv<h) == Jl vo , 

v . - Vo 
h 

Условимся и в общем случа е  р а зностной кра евой задачи (2 )  
считать, что правые части тех скалярных уравнений,  которые  
в совокупности з аписаны символическим равенством 

Lhи<h> = t <h> ,  

являются компонентам и  вектора f<h> из некоторого линейного 
нормированного пространства F h· Тог да на Lh можно смотреть 
J< a i< на оператор, ставящий в соответствие каждой сеточной 
функции иU•> из и h некоторый элемент fU•> из F1, .  

В таком случае  имеет смысл выражение L1 ,  [u]1, , возникающее 
в результате примепения опер атора Lh к сеточной функции [и]h 
из и,, и являющееся элементом простр анства F h· 

Невязка бf th J  = L11 (и ] 1, - f <h> прин адлежит пространству F h• 
к ак  разность двух элементов этого пространства .  Под величиной 
невязки следуст поШI !'.I ать 1 1 бf\ h ! I IFh · 

3. Ап прокси мация порядка h k. 
О п р е д е л е н  п е. Будем говорить, что разпостн ая  схема 

Lhи<h> = f U•> аппрокси.мирует задачу Lи = f н а  решении и, если 
1 1 бf <h> I IF,, - О при. /t -+ О. Если, сверх того, имеет место неравен-
с тв о 

11 бf <h> I IFh � chk, 
где с > О и k > О - некоторые постоянные ,  то будем говорить, 
что имеет место аппроксимация порядка hk или порядка k от
носител ьно величипы h. 

То обстоятельство, что и является решением задачи ( 1 ) ,  дает 
инфор м ацию о функции и, Jюторую можно использовать для 
построения системы (2 ) , а также для проверки факта аппрокси
мации .  Поэтому в определении аппроксимации мы и упоминаем 
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задачу ( l ) .  Одна ко подчеркнем ,  что приведеиное определени� 
аппроксимации задачи Lи = f н а  решении и р азностной схемой 
L hu<h> = f<!l) само по себе не  опирается на р авенство Ltt = f для 
функции и.  Можно было бы говорить просто о том ,  что схем а  
Lhu<h> = f <h> соответствует с порядком h h  функции и ,  не  вникая  
в происхождение этой функции. В ч а стности, если функция и 
является одновременно решением двух совсем р азличных задач 
L01и = fШ  и Lt2>и = f<2> вида ( l ) ,  - то одна и та же р азностн ая  
схема Lhи<h> = f <h> одновременно а ппроксимирует или не аппро
ксимирует каждую из этих задач на их общем решениi"I и .  

4. Примеры. 
П р  и м ер l .  Разностн а я  схема (5) ввиду оценки ( l l )  аппро

ксимирует задачу (4) с первым порядко·м относительно h. Раз
ностную схему ( 5 )  легко усовершенствовать так, чтобы аппро
ксимация стала порядка h2 •  д.ТI Я этого з ам етим ,  что все компо
ненты вектора бf!hJ , кроме последней ,  стремятся к нулю,  как h2 
(предпоследняя даже в точности равна  нулю ) .  

Тольк
·
о последняя компонента вектора  бf<h>, т. е. невязка от 

[ ] 
и 1 - ио 2 подстановки и h в последнее уравнение h = системы 

(5 )  стремится к нулю м едленнее, а именно  к а к  первая  сте
пень h. Это досадное обстоятеJiьство легко устр анить. По фор
муле Тейлора 

и (h ) -;; и (О) = и' (О) + ; и" (О) + �2 и'" (S) = 

= 2 + � и" (О) + �2 и"' (6) ,  О < s < h .  

Но из дифференциального )' р авнения ( 4 )  н аходим 

и" (О) = - а (О) и' (О) - Ь (О) и (О) + cos О = -2а (О) - Ь (О) + l . 

Поэтому, з аменив последнее равенство (5 )  р а венством 

и 1 � ио = 2 - � (2� (0) + Ь (0) - 1 ] ,  

получим для f!h) вместо (7 )  выражение 

f !h) = l , 
{ COS Xn , 

2 - � [2а (О) + Ь (О) - 1 ] .  
4 С ,  1\ .  Годунов, В. С ,  Рябенькиi\ 

( 1 2) 
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Тогда окажется, что 

�� [ и(4' (S з )  t и (4) ( s. ) + (и"' (6 1) + и"' (62))] , 
бf<h> = о, . 

..!!:_ и"' (6) 6 . 

[ГЛ. 5 

и 1 1 «'\f(h) I IFh < C 1h2, где С1 - некотор ая  постоянная ,  не  з ависящая 
от h. Порядок аппроксим ации станет вторым относительно h.  

Подчеркнем, ч:то для построения р азностного гр аничного 
условия ( 1 2 )  мы использовали не только гр аничные условия 
задачи ( 4 ) , но и самое дифференциальное уравнение .  Можно 
считать, что мы использов ал и гр аничное условие 

и" (х) + а (х) и' (х) + Ь (х) и (х) lx =o  = cos х lx =O• 

которое является следствием дифференциального уравнения .  
П р  и м е р 2 .  Выясним ,  к а к'<ю порядок аппроксим ации, кото

ры м  обладает р азностн ая  схем а  

{ ...:.;и�n�+�l 2""-:=-'и""п:..,_-_,_1 + Аип . 1 + х� . n = 1 ' 2 ,  

Lhи<h> = ио = Ь , 
иl = Ь 

на  решении и з адачи 

.!!.!!._ + Аи = 1 + х2 l dx ' � 
и (О) = Ь . J 

. . . , N - 1 ,  

( 1 3) 

( 1 4) 

Подобную схему мы  ра ссматривали в § 8 еще до того, как было 
введено строгое понятие аппроксимации. 

Роль f<h> здесь игр ает 

Далее, 

{ 1 + х� ,  n = 1 ,  2 ,  . . . , 
fth> = Ь ,  

ь . 

�=-�'-:::2-;-h --'-""'--� + U Хп) ' 
{ и ( Хп + h ) - и (Хп - h )  А ( 

Lh [u]h = и (О) , 
u (h) 

N - 1 ,  

n = I , . . . , N - 1 ,  
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или 

n =  1 ,  . . . , N - 1 , 

Так как  для решения и (х) выполнено р авенство 

du (xп) + Аи (х ) = 1 + х2 dx n n '  

то невязка бfChJ имеет вид 

{ �2 и"' (sп) , 
бf<h) = о, 

hи' (5о). 

n = 1 , . . .  , N - 1 , 

Аппроксимация задачи ( 1 4 )  схемой ( 1 3 )  имеет первый отно
сительно h порядок. Бросается в глаза ,  что компоненты невязки, 
как  и в примере 1 ,  имеют р азличный порядок относительно h. 
Разностное уравнение 

Un + J - Un - 1 + Аи = l + x2 1 2 N 1 
2h n n' n = ' ' . . . . - ' ( 1 5) 

h2 
при подстановке [и1 удовлетворяется с невязкой т и"' (sп) по-

рядка h2. Первое граничное условие 

иа = Ь 

при подстановке [и]h выполнено точно, а второе 

и1 = Ь  

- с  невязкой h и' ( 50 )  порядка первой степени h. 
Погрешность аппроксим ации мы оценили через 

max 1 и"' (х) l , max 1 и' (х) 1 .  O � x � l  O � x � l  
В рассматриваемом примере тоЧное решение 

1 + х2 - е-Ах 2х и (х) = и (О) е-Ах + А - JI2 

( 1 6) 

( l 7) 
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позволяет оценить эти м а ксимумы через данные задачи и (О ) , А: 
max 1 и' (х) 1 = max 1 Аи (О) е-Ах + 2х +:е-Ах - 12 1 � 

о.;;; х .;;: 1 o .;;; x .;;; l 

2 2 � 1 и (О) 1 1  А 1 ( 1  + е-�) + ТАТ +  А2 + ( 1  + е-А) , 

max 1 и"' (х) 1 = 1 [и (О) + � ] А3е-Ах 1 � 
o .;;; x .;;; l 

� [ 1 и (О) 1 1  А 13 + 1 А 12] ( 1  + е-А). 
В более сложных примерах приходится огр аничиваться гру

бой оценкой этих производных, основанной на теореме о диффе
ренцируемости решеннй обыкновенных дифференциальных урав
нений в случае  гл адких правых частей. 

5.  Разбиение разностной �хемы на  nодсистемы. Для подроб
ного описания характера аппрокснмации нам оказ алось удоб
ным говорить не сразу обо всей р азностной схеме ( 1 3 )  вида (2)  

Lhи(h) = f (h> ' 

но  от дельно о подсистемах  ( 1 5 ) , ( 1 6 ) ,  ( 1 7) .  Эти подсистемы 
(две  посЛедние  состоят каЖдая из одного уравнения ) можно 
з ап исать соответственно следующими символическими р авен
ств ами :  

Для этого н адо положить 

zo и(h> = f (h> h о J 

[ I и!h> = f (h\ h 1 J 

1!1 (h) - Un + l - lln - l + Аи n 1 2 N 1 thи 

-

2h n • = ' ' • • • ' - ' 

l l иth> = и h - о • 

12и!h> = и h - 1 ' 
f!h> = 1 + х2 

о n ' 

f(h ) = b  1 ' 

f (h> - ь 2 - . 

( 1 8) 

( 1 9) 

(20) 
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Для удобства речи  и в общем случ ае  р азностную схему (2) ча 
сто р азбивают н а  две  или несколько подсистем : 

так что 
f zoи( h) 
1 

h ' 
L11иl111 = � l'hиl111 , 

ll lRи( h) h ' 

r f6"1 • 1 . . 
f(h) = J f (h) t r ' 

l fkh) :  

(2 1 )  

Правую часть n"l каждой подсистемы  l'hи(111 = пь1 удобно 
считать элементом линейного нормированного пространств а F�1 • н F F( l )  (2) (R) ормы в простр анстве 1,  и пространств ах 11 , Fь , . . . , F1, 
удобно выбирать согл а сованно, чтобы имело место р а в енство 

1 1 f (Ы / / р11 = mraxj l nы /lp�) · (22) 

Разбивая ( 2 )  н а  подсистемы (2 1 ) ,  мы  всегда будем считать, 
что (22) выполняется . 

Удобство р азбиения р азностной схемы L1,и(111 = f(h ) н а  подси
с.темы (2 1 )  состоит в том ,  что можно говорить о порядке со 
ответствия  каждой подсистемы в отдельности решению и за 
дачи ( 1 ) ,  Lи = f .  З а  этот порядок приним ается порядок убыва 
ния нормы 1 1 бf�" 1 IIF�; невязки бf�Ы 

zи [и] = f(h) + бf (Ы h h r r • 

при h � О. Порядок ап проксимации всей р азностной схемы 
L1,u( h) = f(hl н а  решении и задачи Lu = f, бл агодаря согласован 
ному  выбору норм  (22 ) , р авен порядку убывания нормы  
1 1 бf(r ) 1 /F(r) невязки бf�h) п р и  т ом  r ,  при  котором о н а  убыв ает мед-ь 
леннее всего. 

В примере 2 при р азбиении системы ( 1 3 )  на п одсистем ы  
( 1 5) - ( 1 7) ,  или ( 1 8) - (20) , простр анство F�l состоит и з  сеточ-
ных функций f6Ы = {f п} с нормой 11 f6Ы 1 / = max / f n / .  определен-. n 
ных в точках Xn = nh, n = 1 , 2, . . . , N - 1 , а пространства 
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Fh0 и р�> одномерны и состоят из чисел с нормой l l a l l = 1 а 1 ·  
Уравнение ( 1 8) 1 

соответствует з адаче ( 1 4 )  н а  решении и со вторым порядком, 
уравнение lh1 )и(h) = f\h> соответствует точно, а уравнение 
l�и(h> = nh> - с первым порядком .  Чтобы повысить порядок ап
проксимации ,  которым обл адает р азностная  схем,е. ( 1 3 ) , с пер
вого до второго относительно h, достаточно «подпр авить» только 
граничное условие l�)и(h) = Ь .  Зам етим, что 

l�) [и]h = и (h) = и (О) + hи' (О) + �2 и" Ш. 

Учтем ,  что и (О) = Ь и что в силу ( 14 )  

и' (О) = - А и (О) + 1 = - АЬ + 1 .  
Положив 

l�и(h> = и1 = Ь - hAb + h, т.  е. nh> = Ь - hAb + ll , 
мы добьемся того, чтобы выполнялось условие 

�� [и] h = и (h) = nh> + о (h2) , 

т. е. чтобы имел место второй относительно h порядок соответ
ствия граничного условия 

l�>и(h> = nhl (nh> = Ь - hAb + h) (23) 

з адаче ( 1 4 )  н а  решении и. Таким образом,  р а зностн ая  схема 
( 1 5) , ( 1 6 ) , (23) аппроксимирует з адачу ( 1 4) со вторым поряд
ком относительно h. 

Разбиение р азностной схемы (2 ) на подсистемы (2 1 ) условно 
и дела ется только для удобства р ечи. Так, например ,  систему 
( 13) можно было бы разбить на  две подсистемы,  отнеся к пер
вой по-прежнему разностное уравнение ( 1 5 ) , а ко второй - оба 
гр аничных условия ( 1 6) и ( 1 7) .  Мы получили бы символиче
скую запись 

где 

z(o)и(h) = f (h> } h о ' 
lo>и(h) - f (h) h - 1 '  
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Однако при таком р азбиении на подсистемы ,  в отличие от р аз 
биения ( 1 5) - ( 1 7 ) или ( 1 8) - (20) , мы лишились бы возможно
сти коротко выр азить то обстоятельство , что nервое гр аничное 
условие при подстановке [u]h выполняется точно, а второе 
лишь с первым относительно h порядком .  

6 .  Замена производных разностными отношения ми . В р ас
смотренных примерах для получения р азностных схем мы  за 
r,, еняли производные в дифференци альном уравнении р азност
ными отношениями .  Этот прием  весьма универсален и позволяет 
построить для любой дифференциальной краевой задачи ,  имею
щей достаточно гл адкое решение и (х) ,  р азностную схему с лю
бым н аперед заданным порядком аппроксимации .  

Действительно, покажем, что производную dku/dxk произвольнаго поряд
ка k можно заменить р азностным отношением так, чтобы погрешность от та
кой замены для достаточно гладкой функции и (х) была любого н аперед 
заданного порядка р относительно шага h разностной сетки. Воспользуемся 
для этого методом неопределенных коэффициентов. 

Напишем равенство вида 

(24) 

и постараемен подобрать н е  зависящие от h неопределенные коэффициенты а, ,  
5 = -51 ,  - S t  + 1 , . . .  , 5 2 ,  так ,  чтобы оно оказалось спр аведливым.  Пределы 
суммирования 5t � О н 52 � О можно взять п�извольны:ми, н о  так, чтобы 
порядок 51 + 52 р азностного отношения h - k 1... а8и (х + 5h )  удометворял 
нер авенству 5 t  + 52 � k + р - 1 .  По формуле Тейлора 

dи (х ) (5h) 2  d2и (х ) 
и ( х  + 5h )  = и  (х)  + 5h  � + -2-1 - dx2 + . . .  

( 5h ) k +p - l + �.:..:.:..._ __ 
dk+ p - l  и ( х )  ( 5h)k + P ctk+Pu Ш 

dxk+p- l  + (k + p ) l  dx k+P (k + p - 1 ) 1  
Подставим это выражение вместо и (х + 5h) в (24) и приведем подобные 
члены. Получим 

dkи (х )  
_ h - k [ ( ) L + dи (х ) h L + k - и х а8 --- -- 5as • • • 

dx dx 1 1 

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях: h•, 5 = -k, -k + 1, . . .  , р - 1 ,  в левой и правой частях этого р авенства, получим 
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следующую систему уравнений для определения а. :  

L а8 = 0, 

L 5а8 = 0, 

L 5k- las = О, 

L 5ka8 = kl, 1 

L 5k+ l as = О, 
. . . . . . . .  

1 

[ГЛ. 5 

(25) 

Если 5 1 + 52 = k + р - 1 ,  то выписанные k + р равенств обр азуют линейную 
систему относительно того же числа неизвестных а, .  Определитель этой си
стемы 

- 51 + 1  

есть известный определитель Вандермоида и отличен от нуля. Таким обра
зом, существует единственный набор коэффициентов а. ,  удовлетворяющий 
системе (25) . Если 5 t + 52 � k + р, то, очевидно, таких систем коэффициен
тов а. много. 

Так ,  например,  существует единственное разностное отношение первого 
порядка вида 

h- 1 (а0и (х ) + а 1 и (х + h) ] ,  
приближающее dи/dx с первым относительно h порядком. Оно получается 
при  :� = и (х + � - и ( х ) + 0 (h) .  

Точно так же существует единственное разностное отношение первого по
рядка вида 

h - 1 
[ а - 1 и  (х - h) + aou (х ) ] ,  

приближающее dи/dx с первым относительно h порядком :  �� = и (х ) - �� (х - h ) + 0 (h ) .  

Среди р азностных отношений  второго порядка впда 

h - 1 
[а - 1 и  ( х - h) + а0и (х) + а1и (х + h) ]  

существует бесконечно много приближающих dи/dx с первым порядi(ОМ от
носительно h, но  только одно со вторым порядком. Решая систему (25) для 
этого случая увидим,  что при а1 = 1/2 .  ао = О, а- 1  = -1/2 

dи u (х + h) - и (х - h) + 0 (h2). dx= 2h 
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Если мы хотим приблизить d2и/dx2 с порядком h2, то k = 2, р = 2 и 
надо, чтобы s1 + sz � 3. Поэтому среди р азностных отношений вида 

h -2 ( а - 1 и (х - h) + а0и ( х) + а 1 и ( х + h) + а2и (х + 2h) )  (26) 

"J"Олько одно является искомым. Решая систему (26) для определения коэффи
циентов а-1 ,  ао ,  а 1 ,  az, получим 

а - 1  = а1 = 1 , ао = -2, а2 = О , 

1". е. уже неоднократно использованное нами равенство 
d2и (х) 

= 
и (х  + h ) - 2и (х) + и  ( х - h) + 0 (h2 ) 

dx2 h 2 
• 

7. Другие способы построения разностных схем.  З а мена про
изводвыл разностными отношениями  не  единственный ,  а ча сто 
н не лучший способ построения р азностных схем . Некоторым 
други м способам ,  приводящим к н а иболее употребительным 
разностным схемам ,  будет посвящен § 1 9. Здесь огран ичимся 
оримером.  

Простейшая  разностн ая  схема  

L,lu(h) == 
f ип+ 1 - ип G ( ) О h - Xll ,  Un = ' n = O, 1 , . . . , N -· 1 , 

[ Uo = а, 

называемая  схемой Эйлера, аппроксимирует задачу 
� 1 Тх - G (x, и) = 0, О � х �  1 , 

и (О) = а 
(27) 

с первым порядком относительно h. При известном Un зн ачение 
Un +l вычисляется по формуле Un+l = Un + h G  (Xn,  Un) . Схем а 

Uo = a, 

где й = Un + h G (xn . ип ) , н а зывается схемой Эйлера с пересче
том. Она же является одной из схем Рунге - Кутта второго 
порядка аппроксимации,  о которых будет подробно р ассказано 
в § 1 9. Есл и  U n  уже вычислено, то  по схеме  Эйлера вычисляем 
значение 

а потом осуществляем уточнение н а йденного й, пол агая 

Un+ l = Un + � lG (хп , Uп) + G (хп+ l •  й)] , 
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ЗАДАЧИ 
1.  Проверить, что схема Эйлера с пересчетом аппроксимирует задачу (27) 

иа гладком решении u (x) со вторым относительно h порядком. 

§ J 2.  Определение устойчивости разностной схемы. 
Сходимость как следствие аппроксимации и устойчивости 

1 .  Определение устойчивости. Пусть для приближенного вы
числения решения и дифференциальной краевой задачи 

Lи = f ( 1 ) 
составлена  р а зностн ая  схем а  

Lhи<hJ = f<h ! , (2) 

котор ая  аnпроксимирует задачу ( l )  н а  �ешении и с некоторым 
порядком hh. Это значит, что невязка 6{ <  > 

Lh [и]h  = f <h> + 6f<hJ , 
возникающая при подстанооке таблиuы [и]h решения и в урав 
нение (2 ) , удовлетворяет оценке вида 

l l бf<h> I IFh � c. hk ,  (3) 
где С1 - некоторая  постоянная ,  н е  зависящая от h. Легко про
верить, что разностная схема  

{ 

4 Un+ I - Un - I  3 Un + I  - Un + Аи = О 2h h n ' 

Lhи<h> :=  n = l , 2 , . . .  , N - 1 , 
ио = Ь 

аппроксимирует 
du - + Аи = U  
dx ' 

и (О) = Ь 
н а  решении и с первым порядком относительно h. Однако, как  
показано  в § 9 ,  решение и<h>, доставляемое этой разностной схе
мой, не стремится к [и]h при h -+ О. 

Таким образом, аппроксимаuии,  вообще говоря ,  н едостаточно 
для сходимости .  Нужна еще устойчивость. · 

• 

О п р е д е л е н и е  1 . Будем н азывать р азностную схему (2)  
устойчивой, если существуют числ а  h0 > О и б >  О такие, что 
при любом h < ho и любом в<h> Е Fh , l l в<h> IIFh < 6 р азностн ая  
з адача 

(4) 
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полученная из з адачи (2 )  доб авлением к правой части возмуще
ния e<h> , имеет одно и только одно решение zU•>, причем это реше
ние отклоняется от решения u<h> неваэмущенной задачи (2 )  на 
сеточную функцию z<h> - u<11 >, удовлетворяющую оценке 

(5 )  

rде С - некоторая постоянная ,  н е  з ависящая от h .  
В частности, неравенство (5 )  озн ачает, что м алое возмуще

ние e<h > правой части разностной схемы (2) вызывает р а вномер 
но относительно h м алое возмущение· z<11> - uU1> решения .  

Пусть опер атор L,1, отображающий Uh в Fh , линейный .  Тогда 
приведеиное выше определение устойчивости р а вносильно сле
дующе:v�у :  

О п р е д е л е н  и е 2 .  Будем называть  разностную схему (2 ) 
с линейным оператором L,, устойчивой, если при  любом f<h> Е 
Е F h уравнение L1,u<11> = {(11> имеет единственное решение u<h> Е 
Е Uh, причем 

(6) 

где С - некоторая постоянная ,  не з ависящая от h. 
Докажем равносильность обоих определений устойчивости 

в случае  линейного оператор а Lh. 
Сначала установим ,  что из устойчивости разностной схемы 

(2) в смысле определения 2 следует устойчивость в смысле 
определения l .  Пусть линейная  задача (2) при всех рассматри
ваемых h < h0 и произвольнам f<h> Е F h имеет единственное ре 
шение, причем выполнена  оценка (6 ) . Вычитая из р авенства 
( 4 )  ра венство (2) , получим 

Lh (z<h> - u<h>) = e<h> ' 

откуда в силу (6 )  следует оценка (5 )  при  произвольнам e<h> Е Fh, 
а зна чит, и устойчивость в смысле определения l .  

Покажем теперь, что устойчивость в смысле определения l 
влечет за собой устойчивость в смысле определения 2 .  В силу 
определения l при некоторых ho > О и б > О и при произволь
ных h < h0 и e<hl Е F h • 1 1 e<h> I IFh < 6 существуют и единственны 
решения  ур авнений 

Lhz<h> = f<h> + e<h> ,  
Lhu<h> = f<h> . 

Положим  w<h> == z<h> - u<h> и вычтем эти р авенства поч.1енно .  
Получим 
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причем в силу (5 )  

Очевидно, что, изменив  обозн ачения решения и пр авой части 
уравнения Lhw<h> = e<hJ ,  последний результат можно сформули
ров ать так :  при произвольных l l  < ho и f<h> Е Fh, 1 1 f <h> I IFh < б 
задача  ( 2 )  и меет единственное решение и<hJ. Это решение удов
л етворяет оценке (6 ) . Одна ко в таком случае  уравнение (2 )  
им еет единственное решение и�>  и выполнена  оценка (6 )  не 
только для всех f<h> , удовлетворяющих оценке 1 1  f <h> I IFh < б, но " 
вообще для всех f<h> Е Fh, т. е. имеет место устойчивость в смыс 
,л е  определения 2 .  

В с амом  деле ,  пусть 1 1 f <h> / /ph � б. Докажем однозначную раз 
решимость и оценку (6 )  в этом случа�. Положим 

<h> _ 2 1 1 r<h> / /ph - <м f<h> = 2 11 r<:> //ph ,-(h ! _ и - 11 и • 
Для й<h> получим уравнени� 

причем 

Lhй(h) = Гh' . 

11 -, (h) ll - 11 1 1 f <h) 1 1 - ! б Fh - 2 /l t<hJ I IFh Fh - 2 < . 
Поэтому уравнение Lhй<h> = f<'•> однозн ачно разрешимо, причем 

В силу формул ,  устан авливающих связь между и<hJ и й<h> , а так
же м ежду f ( /l) и r<h) , отсюда следует однозначная  р азрешимость 
задачи (2 )  и справедливость оценки (6 )  при  произвольнам рас 
см атриваемом f <h> Е F h · 

2. З ависимость между аппроксим ацией,  устойчивостью и 
сходимостью. Докажем теперь ,  что из аппроксимации и устой
чивости следует сходимость. 

Т е о р е м а .  Пусть разностная схема Lhи<hJ = f<hJ аппроксиhtи
рует задачу Lи = f на решении и с порядком hk и устойчива. 
Тогда решение и<hJ разностной задачи Lhи<h> = f<h> сходится к 
(и]h, причем имеет место оценка 

1 1 [и]h - и<hJ l luh ::;;;;; (СС1) hk , (7) 
где С и С 1 - числ а , входящие в оценки (3 ) и (5) . 
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Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Положим e<h> == бf<h> , [и]h = z(h). Тогда 
оценка (5 )  примет вид 

1 1  [и]h - и<h> l luh � С  1 1 бf<h> I IFh · 
Учитывая (3 ) , сразу получ аем доказываемое не  равенство ( 7 ) . 

В качестве иллюстрирующего примера  докажем устойчи 
вость разностной схемы Эйлера  

Un+ I - Un G ( ) h - Xn , ип = <pn , 

ио = '1\J, 

n � О, 1 ,  . . .  , N - 1 ,  1 (8) 

Xn = nh, h = 1 /N, для численного решения дифференциальной 
краевой задачи 

�� - G (х, и) = <р (х) , 

ио = '1\J. 
(9) 

Будем предполагать функцию G (х, и )  двух аргументов и функ
цию <р (х) такими ,  что существует решение и (х) , имеющее огр а 
ниченную вторую производную. Кроме  того, будем считать, что 
G (x, и ) имеет ограниченную производную по и 

� �� 1 < м . ( 1 0) 

Читателю рекомендуется проверить, что р азностная  схем а  
( 8 )  аппроксимирует задачу (9)  н а  решении и (х )  с первым от
носительно h порядком.  (Р азностное уравнение соответствуе·r 
sадаче с первым порядком, а гр аничное условие Uo = 'Ф - точ 
но . )  Определим нормы 

1 1 и<h> l luh = max 1 ип 1 , 1 f <h> I !Fh = max { 1 'Ф 1 , max 1 <р (хт) 1 } 
n т 

и займемся проверкой устойчивости разностной схемы (8 ) . 3 а· 
nишем ее в форме  (2 ) , положив - 1 Un+ Ih- Un - G (хп , ип) ,  n = O , 1 ,  . . .  , N - 1 ,  

Lhи<h> = 
иа, 

Задача 

j (h) = { <р (хп) , n = О, 1 ,  . . .  , N - 1 , 

'1\J. 
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в подробной з аписи имеет вид 

z0 = 'Ф + в , 

n = 0, 1 , . . . , N - 1 , 1 ( 1 1 ) 

где 
n = O, 1 ,  . . . , N - 1 , 

Вычтем из ур авнений ( 1 1 )  соответствующие уравнения (8 )  по
Членно .  Обозначим 

11 учтем ,  что 

G ( ) G ( . ) дG (Хп ,  �п) M(h
) 

Xn , Zn - Xn o  Un = дu Wn = n Wn , 

где sn - некоторое чис.'lо, з аключенное между числами  Z n  и ttn . 
Получим  следующую систему уравнений для определения w(h) = 
= ( Wo, W t , . • . , Wn, . . .  , WN) : 

W n + t - Wn _ M(h) _ h n Wn - Bn, 

w0 = в. 

n = О, 1 ,  . . .  , N - 1 , 1 
( 1 2) 

Учитывая ,  что M�hJ � М в силу ( 1 0 )  и что nh � Nh = 1 ,  по
лучим 

/ Wn+ 1 / = \ (1 + hM�h)) Wn + hвп 1 � (1 + Mh) 1 Wn 1 + h / Bn 1 � 
� ( 1  + Mh)2 / Wn- t l + h ( l + Mh) / Bп- t l  + h / Bn 1 � 
� ( 1 + Mh) '! / wп- t l + 2h ( l  + Mh) l l e(h) / /ph � 
� ( 1 + Mh)3 /  Wп-2 1 + Зh ( 1 + Mh)2 1/ в(h) / lph � 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
� ( 1 + Mh)n+ t / W0 / + (n + 1 ) h ( 1 + Mh)n 1/ в(I' J I IF h � 

� ( I  + Mh)n+ t 
/ 1 e(h) / ip h + ( 1  + Mh)n /1 e(h) / lph � 

� 2 ( 1 + Mh)N /1 e(hJ / /ph � 2еМ l l e(h) / / Fh· 
Из доказанного неравенства 

1 Wn+ t l � 2eM /I e!h) / /ph 

следует оценка вида ( 6 ) :  

1 / w (h J l luh � 2ем /l e(hJ 1 /ph' 
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означающая устойчивость с константой С = 2ем. В силу тео
ремы разностн ая  схема (8) является сходящейся с первым от
носительно h порядком .  

Исследуем теперь сходимость разностной схемы (7 ) § 1 0  
ип + t - 2ип + и п - 1  - ( 1 + 2 ) = . 1 1 + } h" Xn ип 'V Xn ' 1 

n = 1 , 2 , . . . , N - I ,  } 
U0 = 2, 

ин =  1 ) 
( 1 3) 

для 
ция 
чей 

дифференциальной краевой задачи ( 4 )  § 1 О. Аппроксима 
с о  вторым  относительно h порядком з адачи ( 4 )  § 1 0  з ада
( 1 3 ) бл а годаря формуле 

u ( х  + h ) - 2u ( х ) + и (х - h) = " ( ) + ..!!:.._ (4) (!: ) 
ll � и х 1 2  и " 

здесь очевидна * ) . Займ емся проверкой устойчивости. Р а ссмат
риваемая  задача линейн а .  Поэтому проверка устойчивости со
стоит в том ,  чтобы установить существование  единственного 
решения  задачи · 

Иn+ t - 2un + Un - 1 
h" - ( 1 + х2) и = g n n · n ' 

n � l
, 

2 , . . . , N 
-

l
, 
} r
l 4
) 

при любых {gn} , а и �. и в том ,  чтобы получить оценку 

шах 1 ип 1 � С (шах 1 gn l ,  1 а 1 , 1 � 1 ) .  n n ( 1 5) 

Задачу вида ( 1 4 )  мы  р ассм атривали в § 4 ( см .  стр. 40 ) .  Т ам  
для задачи  вида 

в предположении 

апип- l  + Ьпип - Cnиn+ l  = gn , } 
и0 = а, 
ин = � 

*) Заметим, что если бы речь шла о решении уравнения 
и" - (1 + х2 ) и = .Ух' 

только неэначительно отличающегося от изучаемого эдесь, то мы не могли бы 
сделать вывода об аппроксимации, так как 1 и'" (х) 1 был бы в данном случае 
неограничен (докажите аккуратно неограниченность и"' (х) ) . 
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бы.1 а  доказана  ее однозначная  р азрешимость и оценка 

( 1 6) 

В случ ае  задачи ( 1 4) 

1 1 2 an = 7j2 ,  Сп = 7j2 ,  1 bn 1 = 7j2 + 1 + Х� > 1 an 1 + 1 Сn / + 1 . 

Поэтому оцен ка ( 1 6 ) влечет з а  собой оценку ( 1 5 ) с постоянной 
С = 1 .  У стойчиность доказана .  

Отметим одно обстоятельство, rшторое может оказаться по
л езным при доказательстве сходимости путем проверки аппро
ксим ации и устойчивости. 

Пусть р азностн ая  схема  (2) р а збита на две подсистемы 

так ,  что 

(h) - h • { z<o)и(h) 
Lhu = [О ) (h) h и • 

l�)и(h) = nh) ' 
[� )и(h) = f\h) 

{ f (h) f (h) = 
о ' 

f (h) 1 ' 

(h) о • { 6f(h) 
6f = 6f\h), 

( 1 7) 
( 1 7') 

Пусть, далее, разностна я  схем а (2 )  аппроксимирует задачу 
( 1 )  с порядком hk,  т. е .  выполнено условие (3 ) . Пусть, сверх 
того, подсистема  ( 1 7 ' )  соответствует задаче ( l ) на решении и 
ТОЧН О ,  Т. е. 6f�h) = 0 Е р�О ; { 6f (h) 

6f (h) = о ' 

о. ( 1 8) 

В таком случае  для сходимости решения и(h) з адачи (2 )  к 
искомой сеточной функции [и:ih , т. е. для справел:юt вости оценки 
( 7 ) , достаточно, чтобы оценка (5) выполнял ась н е при произ
вольных  e(h) Е F h, но лишь для всех e(h) вида 

где О Е F�I ) .  
{ e<h) 

e(h) = о ' 

о ,  ( 1 9) 

Доказательство дословно совпадает с проведеиным выше доказательством теоремы о сходимости. 
Читатель л егко проверит, что в случа е  линейного опер атора L11 требов ание, чтобы оценка  ( 5 )  имела место лишь для всех 
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еУ•> вида ( 1 9 ) ,  выполнено одновременно с требованием ,  чтобы 
оценка (6)  выполня"1 а сь для всех f<h> того же  специального в ида { f <h> 

f <ll) = о 1 

О, 
где O E F�I ) .  

Например ,  при доказательстве сходимости р азностной схе мы  
( 1 3 )  можно было воспользоваться тем,  что оба  граничных  уело -. Р И Я  

[( l >u<h> = { Uo = 2 , } == fO > h UN = 1 h 
при подстановке в них  таблицы решения [u]h з адачи ( 4 )  из § 1 0  
выполн яются точно :  

0 1 { u (O) = 2 , lh [u]h = 
и ( 1 )  = 1 _ 

Поэтому проверку неравенства ( 1 5 ) ,  означающего устойчи
вость разностной схемы ( 1 3 ) ,  можно было провести не  для про
извольной правой ча сти { gn , 

f <h> = а, 
�. 

n = 1 ,  2 ,  . . .  , N - 1 ,  

а тол ько для правых ч а стей вида { gn, 
f <h> = о, 

О, 
ко г да а = О и � = О. 

n = l , 2 ,  . . .  , N - 1 , 

_ В задаче ( 1 3 ) мы справились с проверкой нер авенств а ,  озна 
ч ающего устойчивость, и без  учета этого упрощающего обстоя
тельства .  В более сложных задачах (для уравнений с ч а стными  
производными )  указанное сообр ажение будет иногда  полезно. 

В заключение параграфа подчеркнем,  что схем а  доказатель
ств а сходимости решения задачи Lhu U•> = f <h> к решению зада ч и  
Lu = f путем проверки аппроксим ации и устойчивости носит 
общий характер. Под Lu = f можно поним ать любое функцио
налыюе уравнение , а не то.'!ько кр аевую задачу для обыкновен
ного дифференциального ур авнени я .  С амо  по себе неважно, ре
шением какой задачи является функция и. Ур авнение Lu = f 
используется только для конструиров ания  р азностного ур авне
ния Lьu<h> = f <h> . Поясним эту мысль в п .  3. 
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3. Сходящая ся разностная схема для и нтегрального уравнения . Построим 
и исследуем разностную схему для вычисления решения интегрального урав
нения  

1 

Lи """' и (х ) - � К (х , у) и (у )  dy = f (х ) .  
u 

Будем предполагать, что 1 К (х ,  у) 1 < р < 1 . 
Зададим N ,  положим h = l fN и будет искать таблицу [и],. значений ре· 

шения на сетке Xn = nh ,  n = О, 1 , . . . .  N. Для получения разностной схемы 
мы в равенстве 

1 

и (хп) - � К (хп .  у ) и (у) dу = f ( х п ) ,  n = O . l , . . .  , N. 
о 

приближенно заменим и нтеграл суммой, пользуясь квадратурной формулой 
трапеций. Напомним эту формулу: для произвольной дважды дифференци
руемой н а  отрезке О Е:; у Е:; 1 функции ЧJ (у) �:праведливо приближенное ра
венство 

1 
� q> (у )  dy """ h (�о + ч> , + ср2 + 
u 

q> i\1' ) 1 
. . . + ч>N - 1 + -2- • h = N' 

причем погрешность есть величина О (h2 ) . После указанной замены интеграла
получим 

и< '•> - h( К (хп. О) u(h) + К (х h) u (h) 
+ n 1 • 2 О n• 1 

(h) К (хп. 1 ) (h)) 
• · • + К (хп, УN- д "N- 1 + 

2 U N  = f (хп)• n = O, 1 , • • •  , N. (20) ' 

Выписанная система равенств записывается в форме L h и<11)  = f<11) ,  если по-
ложить 

где 

r , (О) .  / (h) = � f (h ) , 1 • . •  

t f ( 1 ), 
gn = и�> - h [ К (х

;, О) и�h) + К ( х п, h) и�h) + 
.
.

. 
+ К (�n· 1 ) и�>] . 

n = O, 1 , • • • , N. 

Построенная разностная  схема Lhи(h) = t <h> аппроксимирует задачу Lи = f 
на решении и со вторым порядком относительно шага h, поскольку квадра
турная  формула трапеций имеет второй порядок точности. Проверим устой
чивость. Пусть и<11У  = (ио ,  иt ,  . . .  , иN ) - какое-нибудь решение системы (20) . 
и пусть и. - одна из тех компонент решения, которые по модулю не меньше 
каждой из остальных: 

1 иs l = m ax 1 Um 1 . 
т 
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Из уравнения с номером n = s системы (20) следует 

j f (xs) 1 = j и�h) - h (  К (х;, О) и�hl + К  (xs, h) и\hl + . . . + К <к;· 1 )  и�') �� 

� �  и�hl l + h ( � + р + . . . + р + � )  j и�h ) l  = ( 1 - Nhp) l и�h) l = ( 1 - p) l и�h) l · 
Поэтому 

1 1 и(h) lluh = п::х 1 и�1 1 = 1 и1h) 1 ' 1 � р l f  (xsJ I '  1 � р 1 1 ;(h) н .... h .  ( 2 1 ) 

В частности, при  f (x n )  = О отсюда следует, что система (20) не имеет 
нетривиальных решений, а следовательно, однозначно р азрешима при любой 
правой части f(h J .  Неравенство (2 1 ) означает устGйчивость (6)  с постоянной 
С =  1 / ( 1 - р ) . Решение иfh J задачи Lhu(h) = f <h J в силу теорем ы о сходимо· 
сти удовлетворяет нера венству 

1 1 [ и ]h - u(h) llu = max 1 и (mh) - u�l 1 ' А  112 , h т 

где А - некоторая постоянная .  

§ 1 3. О выборе норм 

Понятия сходимости, аппроксимации  и устойчивости, введен
ные в §§ 1 0- 1 2, имеют смысл ,  если тем или иным способом вве 
дены нормы в простр анств ах иh и F1, ,  которым принадлежат со 
ответственно решение иО•I и пр а в ая часть f(h l разностной схемы 

Lhи(hl = f (h l 
для прибл иженного вы числения  решения и дифференциальной 
краевой задачи Lи = f .  

Обсудим вопрос о степени произвола ,  с какой можно вьiби -
р ать нормы в простр анства х  и,, и Fh. Начнем с нормы 11 • l 'uh ' 
по величине которой оценивается уклонение приближенного ре
шения и(hl от сеточной функции [и]h . т .  е .  от таблицы значений 
решения и. Во всех р ассмотренных примерах мы  пользавались 
нормой, определенной равенством 

( l ) 

Максимум берется по всем точкам сетки Dh, на которой опре
делена сеточная функция z(hl Е и h ·  Можно  было бы ,  конечно, 
лоложить 

или 

1 1 z(hl lluh = h max 1 z�h l 1 · 
1< 

(2) 

(3) 
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или даже 
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1 1 zU•) llиь = Г l/h max \ z�•) i .  
k 

[ГJI. 5 

Последняя норм а  может показаться удобной, т ак  как  в ней 
оказывается сходящейся ра зностная  схема  

4 un+ l - un- t _ 3 иn + l - un + А _ 0  l 
2h h иn - • 

n = О, 1 , . . .  , N - 1 , � 
ио = а, 1 
ul = ae-Ah J 

для решения з адачи 

t/ + Аи = О, 

и (О) = а , 

O � x � l ,  } 
построенн а я  в § 9 как пример непригодной схемы . Действи
тельно, в силу ра венства 

и (nh) - иn = ае- Axn - иn = - [ ; A2aeAxn + о (h)] h2-2xnfh + о (h) . 

вытекающего из соотношения ( 7 )  § 9, величина 

1 1 [и] ь - и(h) llиь = Г 11ь max 1 и (mh) - и�) 1 т 
стремится к нулю при измельчении с_етки. Но  ясно, что стрем
ление это(� величины к нулю ни  в каком р азумном смысле не 
озн ачает стремления к нуЛю погрешности z(l•) = [и]h - и(h), по
скольку при этом разности и (nh) - ип могут стремительно 
( почти как 2 1 /h ) возрастать, что и имеет место в рассм атривае
мом примере .  

Нормы ( 2 )  и ( 3 ) также не стоит рекомендовать, так  ка 15 они 
недостаточно х ар актеризуют погрешности [и]1, - и(h). 

Обычно принято выбирать норму в простр анстве Uh так ,  
чтобы при стремлении шага h к нулю она  переходил а в ту или 
иную норму функций, заданных на  всем отрезке, т. е. чтобы 
выполнялось р авенствп 

l im 1 1 [и]ь l luь = 1 1 и l lu . (4) 
h�O 

где l l · l l u - нор м а  в пространстве функций н а  отрезке, которому 
принадлежит р ешение и (х) . Норма 

11 z(h) l lu ь = max 1 z�) 1 
т 
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этому условию удовлетворяет, если в к ачестве и ра ссм атрнвать. 
простр анство непрерывных функций ,  в котором 

1 1  и llu = max 1 и (х) 1 , o.;;;; x.;;;; I 
а сеточную функцию [и]h определять к а к  совпадRющую с и (х) 
в точках сетки. 

Норма  

(5) ·  

также является р азумной .  Она  удовлетворяет условию ( 4 ) , если
за и принять пространство непрерывных функций с нормой 

1 1  и llu = V � и2 (х) dx, 
о 

а сеточную функцию [и]h по-прежнему определить к ак  совпа -
дающую с и (х) в точках сетки. 

В случае  р азрывного решения и (х ) , обладающего, однако ,  
интегрируемым кв адратом ,  з а  и можно принять простр анство 
функций с интегрируемым квадр атом и с нормой 

l l и l lи = V � и2 (х) dх ,  
о 

но значение иn сеточной функции [и]h определять не  по формуле 
иn = и (nh) , которая может н е  иметь смысла ,  а по формуле 

xn+h/2 
ип = т � и (х) dх. 

Хп-h/2 
Тогда и для р азрывной функции и (х) будет 

lim 1 1 [и]h l luh = · J � и2 dх. 
h�O  'V О 

Ясно, что сходимость 
lim 11 (и]h - и(h) l luh = О 
h�O , 

в смысле нормы ( 1 ) ,  т. е. р авномерн ая  сходимость, влечет з а  
собою сходимость в смысле нормы (5 ) , т. е. сходимость в сред
нем, но из сходимости в среднем не следует р авномерная  схо
димость. Поэтому из числа р азумных норм ,  удовлетворяю
щих условию ( 4 ) , выбирают ту, в которой удается доказать .  
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сходимость изучаемой конкретной р азностной схемы.  Для этого 
выбора нет общего рецепта . 

В случа е  обыкновенных дифференциальных и соответствую
щих р азностных ура внений ,  которыми мы занимаемся в этой 
r лаве , обычно достаточно  удобны нормы  ( l ) ,  (5 )  или норма  типа 

[ 1 z<hl - z<hl 1 ] 1 1 z(hl l luh = max m:x 1 z�::> 1 · m:x т+ 1 h т 
, (6) 

в которой учтена скорость изменения сеточной функции при 
переходе от точки к точке. Равенство ( 4 )  при этой норме вы
полняется, если за U принять простр анство непрерывно диффе
ренцируемых функций с нормой 

/ 1 и llu = max [ max 1 и (х) / ,  max 1 и'  (х) 1] · o � x � l  o �x � l  
В случ ае  уравнений с частными  производными и соответ

. стпующих разностных . схем иногда удобно пользоваться до
вольно з амысловатыми  норм ами ,  приспособленными для кон
кретных задач .  

Перейдем к вопросу о выборе нормы в пространстве Fh, ко
торому принадлежит правая  часть разностной схемы Lhи<hl = f <hl . 
Подчеркнем ,  что сходимость р азностной схемы 1 1 [и]h - и<hl lluh � О 
[l р И избранной норме  /! • 1 /uh н е  з ависит от того, как  выбрана  
норма  1 1  • IIF,, и выбрана  ли  эта норма  вообще. Считать Fh ли
нейным нормированным пространством н ам  приходится только 
дл я того, чтобы свести доказательство сходимости и проверку 
порядка точности разностной схемы к проверке аппроксимации 
с некоторым порядком и проверку устойчивости. 

Обсуждение вопроса о выборе нормы в F,, проведем в пред
положении линейности р азностной схемы L�zи<hl = f <hl . Это де
ла ется лишь для того чтобы избежать громоздкости, не вызван
ной существом дел а .  

Пусть при каком -нибудь фиксированном выборе нормы 1 1 · 1 1 < 1 >  
разностн а я  схема  f�hu<hJ = fth > аппроксим ирует задачу Lu = f 
н а  решении и с некоторым порядком hk и устойчива .  Тогда 
в силу теоремы о сходимости р азностная  схема Lhu<hl = f <h> 
является сходящейся и имеет порядок точности hk ;  

(7) 

Аппроксим ация ,  напомним , озн ачает выполнение неравенства 
вида 

(8) 
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Устойчивость означает, что задача Lhu(h) = f (h) , однозн ачно р аз
решима при любом f(h) Е F h. причем 

(9) · 
Если выбрать другую норму 1 1 • //Fh положив 

( 1 0) 

т� очевидно, неравенства ( 8 )  и (9 )  з аменятся соответственно 
неравенств ами  

1 1 Lh [u] h - f(h) / /�� � Chk+ 1 , } 
1 1 u(h) 1/uh � � 11 f (hJ 1 1�� . 

( 1 1 ) 

Таким образом,  аппроксюлация будет уже не порядка k отно
сительно шага h, а на единицу более высокого порядка k + 1 . 
Судя п о  этому, можно было бы ошибочно з а ключить, что по
рядок точности р азностной схемы не hh, а hh+1 • Дело в том ,  что · 
неравенство (9 )  уже не означает устойчивости, которая  при  но
вом выборе нормы ,  вообще говоря ,  теря ется .  

Если бы мы вместо ( 1 О )  ввели норму 1 1  • I I�J р авенетвам h 
1 1 f (h) 1 1(2) = _!_ 1 1 f (h) 1 1( 1 ) • Fh h Fh 

то вместо (8 )  и (9 )  получили бы соответственно 

1 1 Lh [u]h - f!h) I I�J � C1hk- 1 , h 
/ / u(h) 1/uh � C2h l l f (hJ 11�� · 

( 1 2) 

( 1 3) 

Неравенство ( 1 3 )  га р антирует устойчивость, т а к  к ак  C2h можно 
заменить не з ависящей от h постоянной С2, лишь усилив нера 
венство. Не равенство ( 1 2 )  означает аппроксимацию порядка 
k - 1 относительно шага h. 

Таким образом ,  при сдел анном выборе нормы 1 1 • I I�J м ы h 
могли бы на  основ ании теоремы о сходимости гарантировать . 
лишь (k - 1 )  - й  порядок точности разностной схемы Lhu(h) = f (hJ , 

на единицу более низкий ,  чем гарантированный неравенством 
(7 ) .  Утеря информации о порядке точности произошла из-за 
неудачиого выбора нормы в простр анстве Fh. 
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Чтобы правильно выявить порядок точности р азностной 
схемы,  н адо так выбрать норму 1 1 • / /ph ' чтобы порядок аппрокси
м ации оказался как  можно более высоким ,  но устойчивость при 
этом еще не  утерялась. Для т акого выбора нормы 1 1 • 1 /ph нет 
общего правиЛ а * ) .  Более того, н е  всегда можно выбрать норму 
так, чтобы имела место и аппроксимация и устойчивость, иначе ,  
вопреки примеру из § 9, всякая разностн ая схема  была бы 
сходящейся . 

Приведем,  одн а ко, одно сообр ажение общего характера ,  спо
собствующее правильному выбору нормы в линейном простр ан 
стве - Fh. При выборе нормы 1 1 · I IFh н адо учитывать характер 
непрерывной зависимости решения дифференциальной кр аевой 
з адачи Lи = f, на основе которой построена р азностн ая схема 
Lhи( h! = f<h ) ,  от правой ч а сти f. 

Например ,  в случае  задачи  

�� + Аи = q> (х� , и (О) = а, О �  х � 1 

nри внесении изменений бq> (х) и ба в правые ча сти ур авнения 
и граничного условия соответственно решение и (х) изменяется 
на величину би (х) того же порядка . 

Ра ссмотрим теперь р азностную схему 

L 
( h) - r Un+ l h- Un + Aиn = IJJ (Xп) , n = O, 1 ,  . . . , N - 1 , hи - �  

та к  что 
[ ио = а, 

f <h! = { IP (хп) ,  
а. 

n = O, 1 ,  . . .  , N - 1 ,  

Норму в U11 ,  как  обычно, з ададим р авенством 

1 и<h> lluh = max 1 и�> 1 ·  т 
Устойчивости можно ожидать только в том случ ае, если норма 

1 1 f<h) / /ph = 1 1  ер (:п ) IIFh 
существенно зависит и от q> (xn )  и от а. Например ,  она может 
иметь вид 

11 f <h> //ph = max [ 1 а /, max I IPт 1 ] .  
т 

( 1 4) 

*) Мы имеем в виду и случай разностных схем для уравнений с част
ными производными . 
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Устойчивость в этой норме  доказана  в § 1 2 , где р ассмотрена 
более общая нелин ейная з адача .  

Нельзя ожидать устойчивости, если норм а выбран а ,  скажем,. 
по формуле 

1 1 f <h> 1/Fh = max [h 1 а / , max 1 <JJm 1 ] , т 
куда а входит по мере уменьшения h со все более малым весом. 

Устойчивость в смысле этой нормы озн ачала  бы более сл а 
бую зависимость решения и<h> от а, ч ем  зависимость от а ре
шения и дифференциального уравнения .  Между тем , при  м а 
лом h в силу сходимости ( сходимость имела б ы  место в случае· 
устойчивости, поскольку аппроксим ация тоже есть) решение 
р азностного ур авнения м ало отлич ается от решения дифферен
циального ур авнения и при  изменении начального зн ачения а 
должно меняться примерно так ,  как  меняется решение и (х) . 

Более четко : при сдел анном выборе нормы  з адача  

U n + I - U n + А 
h 

ип = <JJn o  n = О, 1 ,  . . .  , N - 1 ,  \ 
и0 = 0 1 

аппроксимирует задачу 

�� + Аи = <р (х) , и (О) = а 

н а  решении и (х) при любом а. Значит, в случае  устойчивости· 
функция иU•>, не з ависящая от а, должна  была бы сходиться 
к решению и (х) , к аково бы ни  было з аданное а .  Но u<h> не· 
может сходиться одновременно к разным функциям и (х) . 

В случ ае  р азностной схемы 

U n+ l - 2u n  + Un - 1 + А U n + l - Un - 1 + В  1 h2 21! ип = <JJn o  

n = 1 ,  . . .  N ,  

для задачи  

и0 = а, 
ll i - ио 

h 

d2u du l dx2 + А  dx + В и = <р (х) , 
и (О) = а, f 

du (О) 
= Ь dx 

= Ь. [ ( 1 5} 



1 22 СХОДИМОСТЬ.  ЛППРОI<СИМАЦИЯ И УСТОйЧИВОСТЬ [ГЛ . S 

из тех же сообр ажений норма  

.должна  существенно зависеть от <р, а и Ь. Она может иметь вид 

1 1 f (h) I IFh = max [ 1 а 1 . 1 Ь 1 . max l <rm 1 ] , т ( 1 6) 

но нельзя ожидать устойчивости при выборе в качестве нормы 
./1 j (h) I IFh ' скажем ,  величины 

11 f (h) I IFh = max [ 1 а 1 . h 1 Ь l , max l <rm 1 ] .  т 
Преобразуем схему ( 1 5 ) к несколько иному виду : 

---'-'�---:h-"�:........:.__;.:........:.. 2h Un <р Xn • 
{ lin+ l - 2un + un - ! + A iin + ! - Un- I + B = ( )  

Lьu(hJ = u0 = а, 

'Так что 

и1 = a + bh, 

{ <р (хп) ,  
f<h> = а, 

a + bh. 

n = 1 ,  2 , . . .  , N - 1 , 

( 1 7) 

Норму в Fh теперь сл{е�:� ввести, опрер.елив 

ного элемента g(h) = ;· по формуле типа 

ее для произ воль-

куда 1 � - a l входит с воз растающим при h - О весом 1 /h. Дей
·Ствительно, изменение а или � на величину /� равносильно из-
менению Uo или Ut н а величину h, но при этом 1 и , -;; uo 1 изме
нится на  величину порядка 1. Последнее, если схема  устойчива , 
nовлечет з а  собой изменение решения уравнения 

Un+ l - 2Un + Un- 1 + А Un+ ! - lln - 1 + hz 2h Bun = <rn 
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порядка 1 ,  т ак  к ак  изменение 
ан алогично изменению правой 

lи 1 - uo l  
h 

ч а сти 

1 23 •  

на  вели
условия 

fJ a величину 
чину 0 ( 1 )  
du (О) = Ь dx 

Нельзя 
дифференциальной задачи на величину порядка 1 . 
ожидать устойчивости определив норму п о  формуле ·  

1 1  g<h> IIFь = m ax [ la 1 .  1 � L max 1 'Фm 1 ] ,  т 
т. е. так, к ак  она была определена выше, когда мы пользова
лисЪ простр анством Fh для оснастки разностной схемы ( 1 5 ) . По
рядок аппроксимации,  которым  обладают схемы ( 1 5 ) и ( 1 7 ) при 
нормах ( 1 6 ) и ( 1 8 ) соответственно, для обеих схем одинаков 
первый относительно h. Устойчивость схем ( 1 5 ) и ( 1 7 ) при нор
мах ( 1 6) и ( 1 8 ) будет доказана в §  1 4 . 

§ 14 .  Достаточный признак устойчивости р азностных схем 
решения задачи Коши 

В этом пар аграфе мы  покажем ,  к ак  провести исследов ание
устойчивости разностных схем Lhu<h) = f<h> решения дифферен
циальной з адачи с начальными условиями  (задачи Коши ) .  М1>1 
сделаем это с помощью р а ссмотрения характерных примеров 
разностных схем, приближающих задачи 1 d

d
u + Аи = q> (х) , О � х � 1 , 

Lu =  х 

u (O) = а, 
do Тх + Аv + Bw = p (x) , 
dw dx + Cv + Dw = q (х) , 
v (O) = a ,  

l w (О) = Ь , 1 d2u А du ( ) dx2 + dx + Ви = q> х , О � х � 1 ,  

Lu == и (О) = а, ( d��O) = Ь. 

( 1 )  

(2} 

(3)· 

Чтобы понятие устойчивости р азностной схемы Lьu<h> = f <ht 
имело смысл,  должны быть определены линейные нормиров ан 
ные  простр анства Uh и Fh. Этим простр анств ам  принадлежа-г 
подлежащая приближенному вычислению таблица [u]h искомого 
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решения и дифференци альной задачи ,  [и]h Е Uh ,  и правая  
ч асть f (h! Е F h р азностной схемы .  

Н а помним ,  что разностн а я  схем а  Lhи(hJ = f ( hl с линейным 
опер атором Lh называется устойчивой, если задача L1,и(hl = f(hJ 
и меет единственное решение и(h) Е uh при любом f(h) Е Fh, при
чем выполнено условие 

1 1  и(h> l l uh � С  1 1  f (h! 1 1 . 
При р ешении задачи Коши сеточную функцию и<h> обычно 

вычисляют последовательно, переходя от одной точки р азност
ной сетки к другой ,  с нею соседней .  Если при каждом таком 
переходе, или ,  как принято говорить, ша ге вычислительного 
процесс а ,  получ ать оценку роста решения и(h! = {и�1} ,  то полу
чим  один из н аиболее употребительных способов исследования 
устойчивости. Этот способ мы здесь и изложим .  

1 . Вводный  пример. Н ачнем с хорошо известной н ам  про
стейшей разностной схемы 

{ Un+ i;: lln + Ar.tn = <JJn , 
L1,и (hJ ==: n = O ,  1 , . . . , N. - 1 ,  

и0 = а  
(h = 1 /N), (4) 

для р ешения задачи ( l ) .  Эта схем а  может быть записан а в ре
куррентной форме :  

иn + l  = ( 1 - Ah) ип + h<рп ,  
и0 = а. 

n = 0 , 1 , . . . , N - 1 , } 
(5) 

Отсюда следует 

u1 = ( 1 - Ah) и0 + h<po , 
u2 = ( l - Ah)2 и0 + h [( I - Ah) �Po + <JJ , ] , 
u3 = ( 1 - Ah)3 ио + h [( 1 - Ah)2 <JJo + ( 1  - Ah) <JJ 1 + <JJ2] , (6) 

Un = ( 1 - Ah)n Uo + 
+ h [( 1 - Ah)�- l <JJo + ( 1  - Ah)n-2 <JJ 1 + . . . + <JJп- J.  

Определим  нормы в простр анств ах  Uh и F1, соответственно ра
венств а м и  

1 1  и(h> l lu = m a x 1 и(h! l • h o.;;; n <;;;;; N n 
1 1 f<hJ I IFh = 11 <JJm 1 1 = max [ 1 а l , max 1 <JJm 1 ] . - а F11 o .;;; m < N 

(7) 

(8) 
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Воспользуемся теперь тем, что выражение ( 1 - Ah) n огр а 
ничено для n � N = 1 /h, 

(9) 

С помощью неравенства ( 9 ) из формулы ( 6) для t.ln з аклю· 
чаем : 

т 

= С1 1 а 1 + С, max i iPт 1 � 2С ,  l l f (n) I IFh· ( 1 0) т 
Ввиду произвольности n = О, 1 , . . .  , N отсюда следует 

l l u(h) ! !u h � 2С 1 1 1 f (
h
) I IFh ' ( 1 1 )  

и устойчивость доказана .  
2.  Каноническая заnись р азностной схемы.  Введем новые 

обозначения ,  положив 

llп = Yn • Rh = ( 1 - Ah) , Pn = (/)п· \ 1 2) 

Тогда р авенства (5) запишутся в в иде 

Yn+ l  = RhYn + hрп о } 
у0 задано . ( 1 3) 

Пользуясь обозначениями ( 1 2 ) , повторим все проделанные  
выше выкл адки. Равенств а (6 )  примут вид 

Отсюда 

у ,  = RhYu + hpo , 
У2 = R�Yo + h [ RhPo + Р , ] ,  
Уз = R�Yo + h [ R�Po + Rhp , + P2J •  

max l Уп l � max 1 R� 1 · [ I Yo 1 + hN max l  Pn 1 ] . n n n 

(6') 

Нормы 11 • l luh и 11 • I IFh теперь запишутся ра венствами 
1 1  u(h) iluh = max 1 Уп 1 .  (7') n 
11 f <h> IIFh = max [ 1 Уо 1. max 1 Pn 1 ] . (8') 

n 
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Тогда ,  учитывая Nh = 1 ,  можно написать 

Доказательство устойчивости будет завершено, если будет
установлена р авномерпая  относительно h огр аниченность сово-
купности чисел 1 R: j ,  т. е. оценка 

I R� I � c. n = l , 2 ,  . . .  , N. (9')· 
Но 

что завершает доказательство. 
З а пись разностной схемы в форме ( 1 3 )  позволила свести 

доказательство устойчивости к получению оценки для J R� j. Это 
удобно. Мы и все другие разностные схемы решения задач с 
начальными условиями  будем приводить к каноническому виду 
( 1 3 ) , понимая  под Уп .  Pn и Rn различные выражения,  в каждом 
nримере свои. 

Запишем, н апример ,  в форме  ( 1 3 )  ра зностную схему ] Vn + J h- Vn + Avп + Bwn = Pn . n = O , 1 , . . .  , N - 1 ,  
Wn + J - Wn + С + D О 1 N 1 Lhu(h) === h . 

Vn Wn = Qп . n = ' ' . . .  ' - ' ( 1 4} 1 Vo = a, 
� w0 = Ь,  

прибл ижающую з адачу Коши ( 2 )  для системы дифференциаль
ных ура внений. Здесь 

{ Pn , 
f (h) = 

Qn ,  
а , 
ь , 

n = O, 1 ,  
n = O, 1 ,  

. . . , 

. . .  , 
N - 1 ,  
N - 1 , 

З апишем р азностную схему ( 1 4 ) в форме 

1 , . . . , N - l t 
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где (� �) - м а т р и ц а  второго пор ядка . Пр идад им этому в ек

торному разностному у р а в н е н и ю  вид р еку р р ентного соотно
шения : 

[ Vn+ l ] = c l -
Ah Wn+ l - Ch - Bh ) [ Vn ] + h [ Pn ] ,  J 1 - Dh filln Qп � 

Если положить 

( 1 - Ah - Bh) 
Rh = - Ch 1 - Dh ' 

то последняя запись приобретет требуемый вид ( 1 3 ) . 

J 

3. Устойчивость как ограниченность норм стеnеней оnерато
ра nерехода. Сдел аем замечание ,  которое одинаково применимо 
к уравнениям вида  ( 1 3 )  н е з а в и с и м о  от р а з мерности линейного 
пространства У, которому принадлежат векторы У п  и pn, и от 
вида линейного оператора Rh : из записи ( 1 3 )  следует за 
пись ( 6' ) .  

Если в простр а н стве У, которому при надлежат Pn и у" , вве 
дена какая -либо нор ма  11 · l lv . то из р а в енств (6 ' )  вытекает 
оценка 

Напомним, что норлtой 1 1 Т 1 1 линейного опер атор а Т, отображающего ка
кое -либо линейное нормированное простр анство У в себя ,  н азывается числn 

I I T II = sup 1111тx,1 ll или I I T I I = . sup I I Tx l l . 
Х Е У  ,Х /J Х 1/= 1 ,  Х Е У  

Отсюда и из свойств нормы векторов следует: 

11 т х !1 � 1 1 т 11 · 11 х 1 1. 
1 1 Н 1 1 = 1 'Л 1 · 1 1 Т 1 1. где 'Л - любое число, 
1 1  т т 11 < 11 Т 1 1m. 

Первые два из этих свойств использованы для получения оценки ( 1 5) . 

Из ( 1 5 ) ,  очевидно, вытекает 

max // Yп l/v � max jj R� IIv [ !! Yo /ly + Nh max I! Pп /lvJ ( 1 6) O � n � N  O�n �N  O � n � N  

Пусть разностная схе.ма Lhu(h) = f (h\ прuведена к канонu че
скоАtу виду ( 1 3 ) , и пусть нормы, введенные в пространствах И h'  
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F1L и У, подобраны так, что выполнены неравенства 

Тогда для устойчивости 
1 1  и(h) l luh � С 1 f<hl I IFh 

[ГЛ . 3 

( 1 7) 

( 1 8) 

достаточно, ч тобы нормы 11 R'l: l lv степеней операторов R,, были 
равномерно по h ограничены, т. е. чтобы выполнялось условие 

I I Rh l/v � Cз, n = 1 , 2 ,  . . .  , N. 

При  этом в качестве числ а  С, входящего в определение устой 
чивости ( 1 8) ' можно взять ч исло 

С = 2С�Сз. 

Доказательство этого утверждения содержится в следующей 
цепочке очевидных н еравенств, ' н а писанных с учетом Nl1 === 1 ,  
условий ( 1 7 )  и ( 1 8 ) : 

ll и (h) \\uh � C2 max /I Yn /lv�  С2 max ll R� I/ [C2 + С2] 1 1 t <hi �Fh � 
n n 

� С2СЗ [С2 + С2] 1 1 f <h ) I IFh' 
или 

4 .  Примеры исследования устойчивости . 
П р и м е р  1 .  Займемся теперь ан ализом устойчивости р аз

н остной схемы ( 1 4 ) для системы дифференциальных уравнений . 
Нормы в Uh и Fh введем р а венств ами 

1 1 u<h> l luh = JJ { Vn } 11 = max [max 1 Vn � max 1 Wn 1 ] ,  
Wn Uh n n 

1 1 f thi i iFh = { f=J1 = max [ l a· l , l b l ,  m�x l pn l , m�x l qп l ] . 
Ь Fh 

Как мы в идели,  посл е введения обозн ачений 

[ v ] ( 1 - Ah - Bh ) [ р ] Уп = :п • Rh = - Ch 1 - Dh • Рп = q; • 
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рассматриваемая  система р азностных уравнений принимает ка 
нонический вид  ( 1 3 ) . 

Введем норму в двумерном простр анстве У, которому при
н адлежат Уп и pn, положив 

Нормы в Uh, Fh и У оказываются удовлетворяющими усло
ЕИЯм ( 1 7) . Поэтому для проверки устойчивости достаточно по
казать, что 

ii R� IJy � M, n =  1 ,  2, . . . , N, M = const . 
Заметим,  что при выбранной н ами  в У норме  векторов норма 

.1юбого линейного оператор а 

задается форму л ой 

( 1 9) 
поскольку max 1 1 Тх I IY = 11 Т llr достигается хотя бы при одном из 

ll x ll = 1 1 
двух векторов х = [ : ] или х =- [ _ : ] . 

В силу формулы ( 1 9) для 11 Т 1 1 . получим 

I I Rh i iY = � ( ' = �: 1 = ��) /ly � 
� max [ 1 1 - Ah 1 + 1 Bh l ,  1 1 - Dh 1 + 1 Ch 1 ] = 1 + С' h. 

Следава тельно, 

ii R� iiv � II Rh l l� � ( l + C'h)N� ec' = M, n = 1 , 2 , . . .  , N, 

и устойчивость доказана .  
П р  и м е р  2. Рассмотрим схему 

U n + I - II n - 1 

2h 
n = 1 ,  2 ,  . . .  , N - l ,  } 

(20) 

которая при (Х = а, � = ( 1 - Ah) а + hqJo аппрокспмирует со вто
рым порядком относительно lt зада чу Коши ( 1 ) .  

5 С, 1{, Годунов, В,  С, Рябенький 
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Нормы 1 1 · \\иh и 11 · \\Fh введем равенствами 

1 1  u<h) lluh = max 1 Un l , n 

[ГЛ . 5 

Для исследования устойчивости постар аемен за писать раз
ностную схему в форме ( 1 3 ) и свести доказательство к получе-
нию оценки 1 1 R� //У � С. Перепишем разностное уравнение (20) 
в виде 

З а писи его в форме ( 1 3 ) мешает то, что оно связывает не два, 
а тр и последовательных значения :  Un-1 , Un , Un+ l ·  Чтобы преодо
леть эту трудность, положим 

Тогда пара равенств 

Un+ J = Un - l - 2Ahun + 2hr:pn , } 
Un = Un 

(2 1 )  

выражает компоненты вектора У п через компоненты вектора 
Yn-1 : 

[ Un+ I ] ' (- 2Ah 1 ) [ Un ] + h [ 21J!n ] .  Un 1 О Un- 1  О 

Мы записали задачу (20) в форме ( 1 3) , где 

R = (- 2Ah 1 ) h 1 о ' [ 21pn ] Pn = 0 • 
[ ( 1 - Ah) а + hqJo ] Уо = а • 

Введем норму в двумерном пространстве У, которому принад
лежат Ун и pn, по формуле 

Тогда нормы 
1 1 [-� ] I IY = max ( la 1 .  1 � 1 ) .  
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как легко видеть, удовлетворяют условиям ( 1 7 ) . Поэтому 
оценка 

// R� Iir � ll Rh 11; = 1 1 (- iAh �) 11; � 
� ( l + 2 1 Ah l )n � e2 1 A 1 , n = 1 ,  2 , . . . , N, 

доказывает устойчивость. 
П р и м е р 3. Исследуем устойчивость разностной схемы 

Un+ 1 - 2u n + U п- 1 + А Un + 1 - Un - 1 + В = 1 h2 2h Un <JJn , 

n = 1 , 2 , . . .  , N = l , . · �  
Uo = a 1 

и 1 - ио = Ь
' 

h ' 1 

(22) 

приближающей при естественном выборе норм задачу Коши 
(З ) . Нормы 1 1 u<h> l luh и 1 1 f U'> I I Fh определим  р авенств ам и  

1 1 u<h> l luh = max 1 и� l , 

} 

1 f'" l l,, � � �· ! ,, � max [ l a l , I Ь I . m�x l �. l ] .  
(231 

Для приведения исследуемой схемы к каноническому виду 
( 1 3 ) положим, как в примере 2, 

- [ lln + l ] Уп - • lln . (24) 

Тогда компоненты вектора Yn = [ У��: J однозначно  выражаются 
Yn 

через компоненты вектора Уп- l  в сплу заданного разностного 
уравнения по формул ам  

11+ 1  2 + Ah n 2 n '�'n+ l  ' 
(25) 

Y( l ! = 2 [(2 - Bh2) уО > - _2_--:::--A h_ y(2! + h'lm ] } 
у(2) = уО> n+ l 11 • 

Таким образом , 

У11 + 1 = RhYn + hрп , n = О, 1 , . . .  , N - 2 , 
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где 
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_ 2 - A h ) 
2 + Ah 

, 
о 

[ 2h2 ] 
Pn = 2 + А� QJn +  1 • 

[ГЛ. 5 

(26) 

В силу условий ua = а, 
тор Уа :  

и 1 - ио - Ь 
h 

- ( см .  (22) ) вычислим век· 

- [ а + bh ] 
Уа - а • (27) 

чем и з а вершим приведение исследуемой р азностной схемы 
·К  виду ( 1 3) . 

Легко в идеть, что если норму вектора [ ; ] определить· как 
max ( 1 а 1 ,  1 � 1 ) , то нам не  уд11стся т ак  просто доказать устойчи
вость с н ашим операторо�л Rh. так как 1 1  Rh 1 1 � 2 и 1 1  Rh l lп � оо .  
Поэтому норму в простр анстве У определим не та к, как в при
мере 2 .  Именно, положим 

Мы поставили значок h при У, чтобы подчеркнуть, что норма 
теперь з ависит от h. При сделанном выборе норм между 
1 1  u<h) l lu h' 1 1  f !h) I IF h ' 1 Pn l lv 11 ,  1 1 Уа I ILh выполнены соотношения ( 1 7) .  
Остается проверить выполнение условия \\ Rh \\vh � C, n = 1 ,  
2 ,  . . .  , N. Н а м  известна формула  ( 1 9 ) , выражающая норму опе
р атора через элементы з адающей его м атрицы,  если норма  в 
простр анстве У заДан а  формулой 

Сведем з адачу вычисления нормы оператор а в простр анстве Yh 
к этому случ аю :  

т де S = ( l ;h 
_ �/h) .  Покажем,  что для любого линейного пре

образования  Т, действующего в пространстве У, справедливо 
р авенство I I T l lvh = \\ sтs- 1 /lv . В самом деле, 
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Далее, 

I I Tx llvh l l sтs - 1 sx lly 
1 Т l lvh =--= m;x 11 х llvh 

= �,:� U Sx llv 
-

1 33 

_ l l sтs - ' o llv - ll sтs- t ll - max 1 1 11 - UY· v e Y  V у 
Теперь заметим, что 

Поэтому 

2 - Ah ) 
2 + Ah h 

2А  • 

l - 2 + Ah h 

где С - какая -нибудь не з ависящая от h постоянная ,  выбр ан� 
ная нз условия 

[ 1 2В 1 1 2 - Ah 1 1 + Ch � max 1 - 2 + Ah h + 2 + Ah h 
• 

1 2 �8
Ah lz l + l t  - 2 �A

Ah h 1 ] ' 
В частности, при  достаточно м алых h этому условию удов

летворя ет, очевидно, число С = 1 + 2 1  А 1 + 2 1  В 1 ·  
Итак, 

n = 1 , 2 ,  . . .  , N, 

что гар а нтирует устойчивость исследуемой схемы. 

5. Неединственность канонической записи. Приведение разностной схемы 
к каноническому виду ( 1 3) можно осуществить многими способами. Полагая 
у� = Ту11, где Т - произвольнос линейное преобразование пространства У, 
которому принадлежат Уп и P n . перейдем к записи 

Yn+ l = RhYn + hpn, 
' ' ' } 

' 
у� задано. 

' - 1 ' ' Здесь Rп = Т RпТ , Pn = TPn• Уо = Ту0• 

( 1 3') 
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Если бы  в примере 3 вместо Yn = [ �:+ ' ] мы положили Yn = 

= [ ll n + �
h
� Un ] , то п р ишли бы к записи схемы в виде ( 1 3) ,  где 

Rfr = ( - � 2 + hA 
2 - hA h_ 2hz В ) , 2 + hA 

[ 
о 

] Pn = 2 · 

2 + hA <JJn + r  

При  выборе нормы в У . по фopмyлe i/ [ � J IIY = rnax ( l a. l ,  I P I )  были бы вы· 

полнены условия ( 1 7) .  Огр аниченность 11 R� IIY очевидна: 

где С выбрано  из условия 

( 1 2hB 1 1 2 - hA - 2h2 В 1 ) 1 + Ch >: rnax 1 + h, 2 + hA + 2 + hA = 

= ( l + h l + 2 ( 1 А 1 + 1 В 1 h) h) rnax ' 2 - 1 А 1 h • 

Имеется произвол также и в выборе р азмерности пространства У. М ы  
могли бы, скажем,  вместо Уп = [ �:+ 1 J положить Yn = [ �: : : ] .  что в 

ll tl 
этом прнмере, впрочем, не упростило бы исследования устойчивости. 

Подведем нтог н ашим р а ссмотрени ям .  Из приведеиных при· 
меров вытекает, что для исследования устойчивости разностной 
схемы Lhи<h) = f <h ) решения задачи Коши с постоянными коэф· 
фициентами  удобно привести эту р азностную схему к виду ( 1 3 )  � 

Y11 + l = RhYп + hрп , 
Уа задано. 

п = 0, 1 , . . . , } 
Если  в пространстве, которому принадлежит Yn и pn ,  удается 

ввести норму так, чтобы выполнялись условия 
1 1 и<h ) l luh � с2 m�x 1 1 Уп 1 1 . } 

11 Pn 11 � C2 l l f<h) I IF�, 
11 Уа 11 � C2 l l f <h) I IFь, 

то для устойчивости достато чно, чтобы нормы 
тора Rh были равномерно по h ограничены, 

11 R� 1 1  � Сз, n = 1 , 2 , . . . , N. 

(28) 

степеней опера· 
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Для этого достаточно, очевидно, чтобы имело место нера 

венство 
1 1  Rh 1 1  < 1 + C'h, 

где С' не зависит от h.  
В этом случ ае  постоянная  С в определении устойчивости 

может быть взята в виде 

С = 2С�Сз. (29) 
ЗАДАЧИ 

1 .  Доказать устойчивость следующих разностных схем решения з адачи 
и' + А и = ср ( х ) , и (О) = а. Найти константу С, входящую в определение 
1 1 u (h) 1 /uh <;С 1 1  f(h) 1 /Fh устойчивости. 

а) lln+ I - lln + А ( h) _ 

h 
n Un - IPn• 

Uo = а, 

n = O, \ , 2, . . . , N - l , } 
если 1 А ( х ) 1 <; М  = const, а нормы введены равенствами 

б )  

1 1  u(h) //uh = max 1 Un /, 11 f(h) / Jph = m a x  [ 1 а / , m a x  1 epn 1 1 -n n 
Un+ l - Un + Aun+ l = IPn • } h Нормы - как в а) .  

u0 = а. 

uo = а,  

n = О, • • •  , N - \,  } 
1/ U(h) 1/u h = m:x / Un J , 1 / J'(h) 1 /ph = ffi :J. X  ( / а / , m:xJ ер [ ( n + � ) h] 1 ) . 
2. Решить зацачу 1 

( А 1 1  А 1 2) А = - матрица , 
А21  А22 

зада 1 1  ы в виде 

[ u ( l ) ] в предположении, что un = u�2) - вектор .  

а =  [ :: ] ' [ <p( l )  ] 
<JJn � ер�> - векторы . Нормы 

/ l u (1') 1 /uh = m ax ( lи� > 1 + 1 u�2> 1 ), n 
1 / t (h) 1 /ph = max [ 1 a l J + 1 а2 1 · m ax ( 1 <р� ) 1 + 1 <р;> 1 )], n 1 A if ( х) 1 � М. 
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3. Привести к каноническому виду: Y n+ J  = R11Yn + hp n ,  Уо задано - раз

ностное уравнение 
Un+2 - 2un + J + Зип - 4Un - J  5 

h - Un = <рп. 

положив Чп = [ ::: : J 
n = l, 2, • • •  , 

§ 1 5. Необходимый  спектральный признак устойчивости 

В § 1 4 мы показали ,  что приведение разностной схемы реше
ния задачи Коши с постоянными  коэффициентами  

Lhu<h) = f!h ) ( 1 )  

к виду 

Yn + l  = Rhy", + hрп , 

у0 задано 
n = O, 1 ,  . . .  , } 

(2) 

может быть использовано для доказательства устойчивости : при 
определенных условиях (условия ( 1 7) § 1 4) оценка 

n =  1 ,  2 , . . . , N ,  (3) 

достаточна для устойчивости. 
Здесь мы покажем,  что эта оценка (3) при некоторых есте

ственных условиях необходима  для устойчивости. Покажем так
же,  что, независимо от выбора нормы, для оцеюш (3 )  необхо
димо,  чтобы спектр м атрицы Rh. т. е .  совокупность корней ур ав
нения 

лежал  в круге 

где С не з ависит от h. 

det (Rh - А.Е) = О, 

1 A. l < 1 + Ch, 

Перейдем к реализации н а м еченной прогр а м мы .  

(4) 

(5) 

1 .  Ограни ченность норм степеней оператора перехоnа необ
ходим а  для устойчивости. Описанные  нами  способы приведения 
р а зностных уравнений к виду (2 ) т аковы,  что в случ ае  нулевых 
правых  ч а стей разностных уравнений выражение Pn также тож
дественно р авно нулю .  

Пусть Постоянные М1 = М1 ( h )  > О  и М2 = M2 (h)  > О  вы
бра ны т ак, чтобы выполнялись неравенства 

11 u(hJ l luh ;;;;;:= М1 max 1 1 Уп 1 1 , 
n 

l!_t'o 11 � M2 ll f<hJ 1/Fh 
(6) 

(7) 
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(последнее при  условии Pn = 0) . Тогда при нулевых п равых ч а· 
-етях разностного уравнения ( или  системы разностных уравне· 
ннii )  уравнение (2 )  примет вид 

Yn+ l = RьYn •  
откуда 

(8) 

Далее, в силу ( 6) и (8) 

ll и(hl 1/иь � М1 max // RZYo // · 
n 

(9) 

Из определения нормы линейного оператор а следует, что 
вектор Уо из конечномерного пространства  всегда  можно вы·  
брать так ,  чтобы пр и  данном n было / /  RZYo 1/ = / /  R� // · 1/ У о //· По· 
этому при некотором Уо ( з ависящем от h ). 

max / / RZYo // = max 1/ RZ //У · /1 У о 1· ( 1 О) 
n n 

При таком выборе Уо в силу (9 ) и ( 1 0 )  получим 

ll и<hl l�ь � М1 max // RZ // · 1/ Yo ll �  M1M2 max ll RZ// · 1/ t <hi /IFь· (6') 
n n 

Из последней оценки следует, что в случ ае  устойчивости 
разностной схемы ( 1 ) постоянная С', входящая  в определение 
устойчивости 

1 1  и<М l lиь < C'll f !hl I IFh 

неизбежно должна удовлетворять оценке 

С' � М1М2 max 1 1 R� 1/ . (6") 
n 

Отсюда видно, в ча стности, что если нормы 11 и(l•> l lиь• 11 f <hl IIFь 
и I IYn l l согласованы так, 'l TO выполнены условия ( 6) и (7 ) , то 
условие (3) необходимо для устойчивости. Условие (3 )  ра вно
сильно тому, что решение {Yn} однородного уравнения Yn+l = 
= RhYn при любом Уо удовлетворяет неравенству 

I I Yп ii � C II yo ll .  n = 1 , 2 , . . .  , N. ( 1 1 )  
в примерах 1 и 2 § 1 4  ч исл а м. и м2 можно было выбрать 

не зависящими от h ( р авными единице ) , к а к  без труда проверит 
читатель. Это указывает на  естественность сформулированных 
условий. 

В примере 3 из § 14 для разностной схемы (22) при исполь
зовании р авенства (24) и при нормах (23) условие 11 и<h> lluh � 
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;-;;;: М1 шах 11 Yп ll выполняется, только если М1 � /z /2 . Но если из-

" м с i i и ть выбор нормы 1 1 u(h) l lu1, , положив  

l l u(h l l luh = m ax [m;x l un l , m;x l Иn+ !h- un l ] . ( 1 2) 

ТО можно положить M I = 1 ,  м2 = 1 ,  и оценка ( 3 )  необходим а  
ДШ I устойчивости. П р и  таком изменении норм продолжают вы 
полняться сформулированные в § 14 условия ( 1 7 ) , при которых  
оценка ( 3 )  достаточна дл я устойчивости . 

2. Спектрал ьный признак устойчивости. Для  оценки 1 1 R� 1 1 
можно пользоваться собственными  значениями м атрицы R1, ,  т. е. 
корн ями  Л уравнения  

d et 1 1  Rh - ЛЕ 1 1  = О. 
Если Л - собственное зн ачение ,  то существует собственный век
тор у такой ,  что R1,y = Лу. Поэтому 

R�у = Л"ц, II R�Y II = I Л I" I I Y I I .  II R'h i i � I Л I". 
Таким  образом,  для ограниченности 1 1  R'h / / необходимо, чтобы 

были огр аничены степени собственных значений I Л11 1 , n = 1 ,  
2 ,  . . .  , N. Для этого все собственные значения должны лежать 
в круге 

1 Л 1 �  1 + ch ( 1 3) 

н а  комплексной плоскости , где с не  зависит от h . В противном 
случае на произвольнам с и некотором достаточно м алом h 

1 1 ( ch ) с 

II R7; 1[ ;-;;;: 1 Л IN > ( 1 + ch) ':- = e"h ln ( 1 + ci•) � / 1 -2 > е2. 

Сформулированный призн ак  оценки степеней 1 1 � 11 по располо
жению спектра  (т. е .  совокупности собственных  зна чений )  опе
р атор а R1, не зависит, очевидно, от выбора нормы в простр ан
стве, где действует оператор RJ, . 

Спектральный признак устойчивости ( 1 3) не зависит также от 
способа приведения  схемы ( 1 ) к виду (2) .  Если приведение ссу-, ' ' h ' ' Т R' - 1 
ществлено иначе ,  Yn+ I = Rhyn + Р11 , так что У = у ,  h = TRhT , 
г де Т - произвольный невырожденный линейный оператор, то 
спектры опер аторов Rh и R� совп адают. В самом деле , 

det (R� - 'АЕ) = det (TRhT- 1 - ЛЕ) = d et [Т (Rh - ЛЕ) Т- 1] = 
= det Т det (Rh - ЛЕ) det  Т- 1 = det (Rh - ЛЕ) . 
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Поэтому уравнения det (R1, - ЛЕ ) = О и det (R� - ЛЕ) = О 
имеют одинаковые корни  Л. 

3. Обсуждение с nектрального признака устойчи вости. В ыше было nоказ а в а, что при выборе норм в соответствии с условиями (6) 1 1  (7 )  р асnоло
жение спектра оператора R,, в круге 

1 Л 1 '  1 + ch, ( 1 3 )  

необходимое для огр аниченности // Rh //. необходимо также и для  устойчи
вости . 

Пусть уеловне ( 1 3 ) грубо нарушено, так что при  достаточно малых h > О  имеется собственное число Л, по  модулю существенно превосходящее 
е;шниuу ,  скажем, 

где е > О не. зависит от х. Тог да р азностная  схема ( 1 )  неустойчива при лю
бом р азумном выборе норм 11 и<h> l luh и I I J (h) I IFh' даже если и не огр аничи
вать свободу этого выбора условиями (6) и (7 ) . 

Это высказывание нельзя назвать теоремой хотя бы потому , что оно 
оперир ует термином «р азумный» ,  не получившим точного определения .  Объ
ясш tм ,  что мы имеем в виду. 

При любом р азумном выборе нормы 1 1 и<h> l luh можно так подобр ать по
ложительное k, ,  чтобы п ри всех достаточно малых h выполнялось неравен-
с т во 

1 1 и<h> l lu h � hk ' m a x 1 ип 1 -
n 

( 1 4) 

В противном случае, очевидно, не может быть выполнено р авенство (4 )  из 
§ 1 3: 

l im 11 [иl h llu = 11 и l lu· 
h-+0 h 

Далее, при любом р азумном выборе нормы 1 r <h> I IFh можно так подо
брать k2 > О, чтобы при всех достаточно малых h выполнялось неравенство 

( 1 5) 

где через F обозначен Ма t<симум модулей компонент элемента f (h) простр ан
ства F h · В противном случае р азностная  схема ( 1 )  не может аппроксимиро
в ать з адачу Lu = f н а  решешш 11 : ведь мы видели, что компоненты невязки {jfth ! ,  возникающей при подста новкt [и] ,, в левую часть пр иближающей задачу 
р азностной схемы ( 1 ) ,  стремятся к нулю не быстрее, чем некоторая  степень шага h .  

Приведем теперь разностную схему ( 1 )  к виду (2) , полагая для этого - [ Un + ! ] Yn - ип ' 11 [ ; ] �У = m ax [ 1 а 1. 1 Р 1 ] .  ( 1 6) 

Для определенности мы считаем, что р ассматривается р азностное урав
нение, t<Оторое связывает трн последовательных значения ll n - t ,  и n ,  ll n + t ·  

Если правую часть р а з н остного уравнения ,  н а  основе которого построена 
схема ( 1  ) ,  положить р а в н о ii н улю, то при некотором r > О будет выполнено  
пер авенет во 

( 1 7) 
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поскольку соотношения, связывающие U t и uo и входящие в разностную 
схему, имеют вид 

либо им а налогичный. 

Uo = а, } 
U! = Ь, 

либо 
Uo = а , } и 1 - ио - Ь il - • 

Теперь ясно, что всегда можно добиться справедливости неравенств (6) 
и (7 ) , положив М 1 (h) = hk ' ,  М2 (h) = hr+k,. В самом деле (см. также ( 1 4) 
и ( 1 7) ) , 

/1 u(h) l luh � hk' m a x  1 Un 1 = hk' m ax 1/ Yn 1/. 
n 

II Yo 11 � hrF = hrh k{(h - k•p) � hr+k• l l f (h) I IFh· 

Таким образом, неравенство (6') примет вид 

1 1 u(h) l lu
h 

� hr+ k ,+ k, max \\ R� \\ · 1 1  f (h) I IF
h 

� hr+ k ,+ k , ( 1 + h 1 -&) 11h 1 1  / (h) I IFh
· 

n 

Это означает неустойчивость, потому что при любых r, kt ,  k2 и е > О, как 
легко видеть, 

Этим мы закончим изложение соображений, показывающих, что если среди 
собственных значений матрицы R1. есть корень, удовлетворяющий нер авен
ству 1 'А 1 > 1 + h 1 -&, то она неустойчива при любом разумном выборе норм. 

Воспользуемся необходимым  спектральным признаком устой
чивости ( 1 3 )  и докажем ,  что схема ,  р а ссмотренная в § 9, дей 
ствительно неустойчива .  В § 9 строгого исследования неустойчи 
вости не могло быть проведено хотя бы потому, что т ам  в на 
шем ра споряжении еще не было аккуратных определений . 

Интересующая нас  р азностна я  схема п риближает задачу 

и и меет вид 

и' + Аи = О, 
u (O) = а  ( 1 8) 

4 Un+ l � Un- 1 - 3 lln+ I
h
- Un + Аип = о, n = 1 ,  2 , . . . ' N + 1 ,  } 

( 1 9
) 

и0 = а, 
и1 = ( l - Ah) а .  

Положив Yn = [ ::+ 1 ] ,  п риведем схему ( 1 9) к виду (2 ) ,  где 

R _ сз + Аh -2) ь - 1 0 , Рп = О. 
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Собственные значения м атрицы R.h суть корни квадратного 
уравнения det (R.h - ЛЕ) = 0 :  

Л = 3 + Ah ± . j ( 3 + Ah )2 _ 2 1 , 2 2 � 2 • 

Первый корень Л1 ( h )  при h - О стремится к числу 2, так что 
при м алых h 

3 
I Л. I I > 2 > 1 . 

Поэтому нельзя ожидать устойчивости ни  при к аком разумном 
выборе норм .  

В ч астности, если ввести нормы р авенств ами  

1 1  u(h) lluh = max 1 <JJn / , n 

1 1 f(h) / /ph = 1 :n 11 = max [ 1 а / ,  1 � / , max 1 <JJn 1 ] ,  
р � Fh - n 

I I Yп i/y = /1 [ :�: J lly = max [ I Y�0 \ .  \ У�' \ ] . 

то будут выполнены оба условия (6 ) , ( 7 ) , при  которых неравен · 
ство ( 3 )  необходимо  для устойчивости. Однако I IR.� 1 1 > (3/2)n -> 
--. оо, если n = 1 /h , h - О, и устойчивости нет . 

Как мы видели ,  грубое н арушение необходнмого спектраль
ного признака устойчивости ( 1 3 ) : 

I Л I � 1 + ch , 

например наличие собственного числ а  Л.* оператора R.h ,  удовле
творяющего оценке 

1 л* l > 1 + h1-г. 

свидетельствует о непоправимой за счет выбор а  норм неустой
чивости. 

Подчеркнем,  однако, что р аспо.'lожение спектра  оператор а R.1& 
внутри круга 1 Л 1 < 1 + ch еще не г арантирует устойчивости . 
Устойчивость в этом случае может зависеть от удачного вы
f.ора норм ,  к ак  показывает пример следующей разностной схе
мы, которую мы уже рассматривали в § 14 с несколько иной 
точки зрения .  
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Разностную схему решения задачи и" = q> (x) , и (О) = а, 
и' (О ) =  

Ь выберем так :  
ll n + l - 2u n + ll n - 1 h� == q>n , n = l , 2 , . . . , N - I , 1 

ио = а,  
u -;; un 

= 
Ь . 

Положив  Уп = [ �:+ 1 ] , запишем ее в виде (2) ,  где 

= [ hiJ!n ] = [ а + hb ] Pn 0 • Уо а • 

1 
Оба собственных числ а  матрицы Rh равны единице. В случае 
<рп = О  решение {иn} задачи имеет вид 

ип = ио + (и 1 - и0) n, n = О, 1 ,  2 , . . .  , N. 

Используем два набора  нор м :  

1 )  I I Yп liy = max ( I Y� > I , I Y�> i ) , 

11 и<h> l luh = max 1 Уп l ly, n 
11 1"1 1 1,, � 1 Г �'• � max [ 11 Уо l ly, m_;:x l  �т 1 [ ;  

2 )  II Yп llyh = max ( l y� > j , 1 у�> � у� > 1 ) .  
1 1 и<h> l luh = max 11 Уп 1 /yh , n 
1 1 f<h> I IFh = max [ 11 Уо i lyh max 1 q>m 1 ] . 

rn 

Читатель л егко убедится, что в обоих случ аях выполнены 
условия ( 6 ) , (7) и условия ( 28) из § 1 4 , при которых устойчи
вость р а вносильна  оценке 

11 R� 1 1  � С , n = 1 ,  2, . . . , N - 1 .  
При  выборе норм по формул а м  1 )  эта оценка не выполняет

ся. Например ,  пол а гая  Уа = [ � ] , 1 1 Уа 1 1 = 1 ,  получим 

[ п + 1 ] Yn = n ' 

при n = I /1! , lt --. О. 
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При выборе норм по формул ам  2) устойчивость имеется : 

при произвольнам у0 = [ 11 1 ] имеем 
llo 

1\ Yп lly h = \ \ RZYu // = // ::: � i� : = �:� �п - l ) \\ Yh 
= max [1 и0 + (и , - uo) (n + 1 )  1 · 1 11 1 -;; 110 / ] . 

Но n + 1 � 1 /h ,  поэтому 

и 
II Yn ��11 = \\ RZYo /k � �  Uo 1 + 1 11 1 -;; 110 1 � 2 11 Yu \IY11 

II R� \1 < 2 , n = 1 , 2 , . . .  , N - 1 . 
Н а практике часто огр аничиваются проверкой того, выпол

няется ли необходимый спектральный признак устойчивости. 
Если он выполнен ,  дальнейшую проверку пригодности схемы 
устанавливают путем экспериментального счета по этой схеме ,  
не за ботясь о явном конструировании норм .  Способам  такой 
проверки посвящен § 1 8 . 

ЗАДАЧИ 

1 .  Пусть разностное уравнение второго порядка au n - t + bu ,. + си n + !  = 

= QJ n  nриведево к виду У п н  = R ,,y n  + h!p n с помощью замены !f n  = 

= [ Un+ 1 ] . Показать, что корни х а рактеристического уравнения  а+ЬЛ+сЛ2 = ll n = О и собственвые значения м атрицы R h совпадают .  2 .  З апнсать ра зностное ура внение второго nорядка au n - t+ b u ,. +cи n + t  = 

= ер ,. в виде Y n + t  = RhYn + hp n  с nомощью замены Yn = [ ::: � ] .  Един

ственпо лп такое приведенпе? Показать , что собственны ми значевпямп  матри 
цы R ,, являются Iюршr х ар актеристического уравнения  а +  ЬЛ + с "л. 2  = О и 
еще число Л = О, так что выполнение спектрального призн ака устоi iчпвосш 

I Л I  � 1 + ch не завнсит от выбора  Yn =[ �:+ I ]  или Yn = [ �:: : : ] .  
u ,. 3. Пусть собственпые векторы v < 1 J и v (2) матрицы второго порядка R,, ,  

отвеча ющие собственным зна чешrям л ,  и Л2 соответственно, 

при h -+ О стремятся к ра зличным неколли неарным предельным положепням . 
Тог да условия 1 Л , J < 1 + с  h, 1 Л2 l < 1 + ch не только необходимы ,  во и 
достаточны для оценки вида 1 1 R� 1 1 < С, n = 1 , 2, . . .  , N, ес.1 1 1  1/ [ � ]  IIY = 

= m a x  [ J a. J ,  1 � 1 ]. Доказать. 
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§ 1 6 . Ошибки округления 

1 . Ош ибки в коэффициентах. Если р азноетпа я  схема 

Lhи<'•> = f <'•> 

[ГЛ . 5 

( l )  

а п проксимирует задачу La = f н а  решении и и устойчива ,  то 
имеет место сходимость .. Одна ко задуманная разностная  схема 
никогда не  реализуется точно из-за ошибок округления в зада
нии ее коэффициентов и пр авых частей. 

Пусть, н а п ример ,  требуется решить з адачу 

и' + Аи = соs х, О � х �  1 ,  } 
u (O) = а 

по р азностной схеме 

Un + I - U n + Au = COS X h n n >  

Uo = a. 

n � О, 1 ,  . . . , N - ' · \ 
(2) 

Значения cos Х11 , а, А и коэффициент 1 /h з адаются с теми  или 
иными  ошибками  округления .  В общем случае  в место ( l ) мы 
имеем дело с разностной схемой 

(3) 
гДе (!t.<h>L1, и {!t.(I•Jf<h> - погрешности в задании оператора Lh и 
пр авой ч а сти f<h>, вызваниные округлениями .  Для схемы (2) опе· 
р а тор {!t.<1•>Lh имеет вид 

( (h) ) (h) - 1  {!t.(h) ( � )  (vп+ l - Vn) + (f!t.(h)A) Vn , n = O, 1 ,  . . . , N - l . /!t.. Lk v --
0 · v0•  

Погрешность {!t.(l•>fU•> задается формулой 

n = O,  l , . . .  , N - l , 

Здесь (!t.<h>M - погрешность, допущенная при з адании величи
ны м. 

Чтобы избежать чисто технических трудностей, ограничимся 
случаем ,  когда опер аторы Lh и (!t.<h>Lh линейны, а пространство 
U h имеет конечную р азмерность, к ак  в р асемотрепной схеме (2 ) .  
При этих предположения х  исследуем,  каковы допустимые ошиб
ки округления и как должна возрастать точность задания раз-
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ноетной схемы по мере  измельчения сетки, т. е. при стремленпи 
h к нулю. 

Т е о р е м  а .  Если устойчивая разностная схема ( l )  аппрокси� 
мирует задачу Lи = f на решении и с некоторым порядком hk : 

то при условиях 
1 1 Lь (и]ь - f<h) IIFь � chk, 

11 �(h)L,zv(h) IIFь � c 1hk 11 v(h) lluь • J 11 �(h)f (h) IIFь � c2hk (4) 

разностная схем.а ( 3 )  тоже аппроксимирует задачу Lи = f с по .. 
рядком hh и тоже устойчива. 

Таким образом, п ри условиях ( 4) порядок точности р азност
ной схемы (3 ) , по которой фактически производится счет, есть 
hk и совпадает с порядком точности з адуманной р азностной 
схемы ( l ) .  1 

В предположении, что норма  11 · l lиь выбрана  в соответствии с 
условием ( 4) из § 1 3 , т. е. так ,  что 

l im 1 1 [и]ь l lиь = 1 1 и l lu. h�O 
величина 1 1 [и]ь l lиь остается ограниченной при h - О , 1 1 [и]ь llиь � 
� Р < оо . Обозначим 

z;:и<h) = Lьи<h) + (� h Lь) и<h) '  
j <h) == f (h) + �(h), (h) 

и убедимся ,  что схема lhи<h) = f<h) имеет порядок аппроксима 
ции  hk. В самом деле, имеем 

I J  Ln [и]h - f(h) I IFh = 1 1  Lh [и]h - f(h) + (�(h)Lh [и]h - �(h)f (h)) IIFh � 

� ll lJь [и]ь - f(h) IIFь + ll �(h)Lь [и] ь IIFь + ll �(h)f (h) IIFь � 

� chk + c 1Phk + c2h� � chk . 

Для доказательства теоремы н ам  будет полезна следующая 
известная  

Л е м м а .  Пусть А и В - два линейных оператора, отобра
жающих некоторое конечномерное линейное нормированное про
странство Х в другое линейное нормированное пространство G.  

Пусть ,  далее, при произвольнам g Е G существует решение 
х Е Х уравнения 

Ax = g, 
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причем 
1 1 х l lx � с 1 1 g l la . (5) 

а также при любом х Е Х выполнено не равенство 

I I Bx l la � � ll x l lx . (6) 

где с > О, О < q < 1 , с и q - некоторые числа. Тогда уравнение 

(A + B) i = g  
иlf!еет единстве!:ное решение при любом g Е G и выполнено не
равенство 

1 1 i l lx � 1 � q 11 g l la· (7) 

Д о к а з  а т е л ь с т в о. З аметим ,  что Х и G имеют одинако
вую размер ность, т ак  к ак  иначе  не при  всяком g Е G была бы 
разрешима  задача Ах =  g. 

Далее, если ха - какое-нибудь решение уравнения 

то 
(A + B) xa = g, 

Axa = g - Bxa , 
А- 1 А - lв Ха = g - Хо , 

г де А - l  g и А - l  В ха - решения уравнений Ах = g и Ах=  В ха, 

l l xa l lx � II A- 1g llx + II A- 1 (Вха) \\х � 

� с 11 g l la + с 11 В ха 11 � с 11 g l la + с � 1 1 Ха l lx · 
Отсюда 

1 1 Ха l lx � 1 � q 11 g l la · 
Из последнего неравенств а следует, что при g = О суще 

ствует только тривиа.11ыюе решение ха = О ур авнения 
( А + В ) х  = g, а значит, существует единственное решение при  
произвольнам g Е G, и спр аведлиL а оценка  ( 7 ) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е  м ы. В оспользуемся леммой  и 
примем за  операторы А и В соответствен но L1, и f1U•>Lh. Суще 
ствов ание решения задачи  Ах = g и оценка (5 )  рав носильпы 
предположению устойчивости схемы ( 1 ) .  Оценка (6)  имеет ме-
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сто в силу ( 4 )  при тобом положительном q, если только h до
статочно м ало. 

Р азрешимость ура внения ( А + В ) х = g при любом g Е G и 
оценка ( 7 )  в точности р авносильны ф а кту устойчивости разност
ной схемы ( 3 ) . 

Отметим ,  что огр аничения  ( 4 )  н а  ошибки округления при 
з адании устойчивой разностной схемы являются вполне р азум
�rыми :  если ,  уменьшая h,  мы хотим получить ответ с точностью 
до ftk ,  т. е. с числом десятичных знаков порядка 1n ( l /h ) ,  то и 
коэффициенты разностной схемы надо задавать все более точно, 
увеличивая число знаков ,  с которыми  они задаются, тоже со 
скоростью возр аста ния величины ln ( l /h ) . Т акое возрастание 
обычн о вполне реализуемо, так как  ln  ( l /h )  - медленно расту
щая функция .  Если уменьшать шаги, н е  увеличивая  числа деся
тичных знаков, с которыми  заданы коэффициенты и правые 
части, то никакого повышения точности не  получится .  

2. Ошибки в вычислениях.  После того как  р азностная  схема 
задана ,  нужно еще вычислить ее решение uU•> . Предположим ,  что 
разностные ур авнения мы умеем  решать точно. Тогда ,  если при
меняемая  разностн ая  схема  аппроксимирует дифференциальное 
уравнение и устойчива ,  то при достаточно мелком шаге решение 
uU•> мало отличается от некомого точного решения [u]h . 

При этом совершенно безразличен тот порядок действий 
( алгоритм ) ,  который используется для вычисления u<h>, так как 
ответ не зависит от порядка действий .  

Но  в действител ьности, избрав  какой -нибудь алгоритм для 
вычисления решения uU•>, мы на  каждом шаге осуществления 
этого алгоритма допускас� ошибки округления ,  которые оказы
вают влияние н а  результаты, получаемые н а  последующих ша
г ах  вычислений. При фиксированном h и конечномерном про
стр анстве U1, алгоритм состоит из конечной последовател ьности 
арифметических действий .  Результат каждого арифметического 
действия ( вы числение суммы ,  разности, произведения или ч а ст
ного ) непрерывным образом зависит от величин ,  н ад которыми  
это действие осуществляется . Поэтому, ведя вычисления с «до
статочно большим» числом десятичных знаков ,  мы можем вы
числить u(1•> с любым наперед заданным числом десятичных зна 
ков. Число запасных десяти чных знаков, с которым ведутся вы
числен ия  для получения u<1•> с заданным числоivi знаком ,  з ависит 
и от избранного алгоритма  и от h. Так ,  н а п ример ,  в § 7 пока
зано ,  что при решении прогонкой хорошо обусловленной крае 
вой задачи ч исло за пасных десяти чных зн а ков вовсе не воз ра 
стает при il -+ О. Иногда ,  казалось бы ,  разумные алгоритмы дл я 
решення  устоi!чнвых  задач  могут требовать быстро возрастаю
щего чнсла запасных десятичных знаков, пропорционального 
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1 /h . Пример такого алгоритма приведен в п. 2 § 5. С уменьше
нием  h это число, вообще говоря ,  должно возр астать. Алгорит
мы, в которых это число возра стает слишком быстро, считаются 
н еустойчнвыми и практически непригодны для счета . Вопрос об 
исследовании устойчивости алгоритмов сложный.  Примерам та 
кого исследования является обоснование п рогонки (§  7) .  Но в 
простейших случ а ях  удается понять ,  ка ково требуемое число 
за пасных десятичных знаков ,  опираясь лишь на  сведения об 
устойчивости разностной схемы и доказанную в п .  1 теорему 
о возможности задавать р азностную схему приближенно. 

Пусть, например ,  мы ведем вычисления по разностной схеме 

На ходя u<h> (x + h ) по рекуррентной формуле 

u<h> (х + h) = u<h> (х) ( 1 - Ah) + hf<h> (х) 
и ведя р а счет с конечным числом десятичных знаков, можем 
допустить в u(hj (x  + h ) некоторую ошибку б. Удобно считать, что 
ошибка допущена не в значении u<h> (x + h) , а в использованной 
правой ч а сти fUt> (x ) , т. е.  считать ,  что мы u<h> (x + h ) вычислили 
точно, но вместо f<h> (x)  использовали величину f(l•> (x)  + б/х. Так 
к а к  такие ошибки совершаются во всех точках  х, то величину б 
следует считать зависящей от х, так  что б = б (х) .  Таким обра
зом,  в этом примере ошибку округления при вычислениях можно 
считать погрешностью б (х) /h в задании правой части .  Рассм ат
риваемая  схем а  имеет первый порядок аппроксимации  и устой
чива .  Поэтому, чтобы не испортить сходи мость со скоростью h,  
мы должны вести вычисления с возрастающей точностью, а 
именно так ,  чтобы 

было порядка h .  
Для этого б (х )  должно быть порядка h2• Этого можно до

биться, ведя вычисления u<1•> с возрастающим при h -+  О как 
l n  ( l /h ) ч ислом запасных десятичных знаков .  

На этом примере  мы показали ,  что в простых случ аях ошиб
ки округления при вычислении решения uU•> с точностью до М IЮ
жителя вида hm можно считать ошибками задания правых ч а 
стей fU'J . Из доказанной выше  теоремы следует, что тогда для 
устойчивых схем эти ошибки не мешают сходимости без потери 
порядка точности, если число десятичных знаков, с которыми  
ведется счет, медленно возрастает, к ак  с lп  ( 1 /h) , где с - неJю
тор ая постоянная . 
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§ 1 7 . Количественн ая характеристика устойчивости 

Начнем с рассмотрения хорошо известного примера  разност� 
ной схемы 

Un+ J - Un + Аи = О  1 h n ' 
и0 = 1 

для дифференциальной краевой з адачи 
и' + Аи = О, и (О) = 1 .  

Ее решение имеет вид 

ип = e-Axn + h А2;п e-Axn + о (ll2) 

(см .  (3 ' )  из § 8; пола гаем Ь = 1 ) .  Выражение (6 )  из § 8 

{) (хп) = h А2;п e-Axn + 0 (h2) 

( 1 } 

представляет собою остаточный член,  т .  е .  ошибку о т  з а мены 
- �  фф значения е n точного р ешения ди еренциального уравнения 

решением и�J разностной задачи .  Остаточный . член стремится. 
к нулю, как первая степень h ;  эта схема  имеет первый порядок 
точности. Выбор шага h зависит от точности, которую мы хотим 
достичь. Ясно,  что модуль отношения ошибки к точному реше
нию l б (xn ) /и (xn ) 1 должен быть во всяком случае  меньше еди
ницы, чтобы приближенное решение можно было считать с коль 
ко-нибудь точным .  

Посмотрим ,  при каких h это условие выполняется. В выра
жении б (xn ) пренебрежем сл а гаемым О (h2 ) и р а ссмотрим  отно
шение ошибки б (хп ) в точке Xn к точному решению :  

А2х11 -Axn 
6 ( хп ) _h_-�_2--�_e __ = h A2Xn 11 ( хп) � е -Axn 2 

Возьмем А = 20 и будем ра с сматривать это отношение в 
точке Xn = 1 . Тогда из условия l б ( l ) /и ( l )  1 < 1 получим 

h < 0 ,2 · 1 0-3 • 
Теперь выясним ,  какие ша ги требуются для интегрирования 

той ж е  задачи и' + А и =  О по схеме второго порядка точности 
Un+ J - Un- J 2h + Аип = О, } 

Uo = 1 , 
и1 = 1 - Ah, 

(2) 
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если по -прежнему А = 20 и ставится та же цель удовлетворить 
ycJI O B И IO  

1� 1 < 1 ll ( 1 )  (3) 

Решение этой задачи имеет вид (см .  р авенство ( 1 2 )  из § 8 
при Ь = 1 ) :  

Ошибка ,  таким образом ,  имеет в ид 

Пренебрежем слагаемым O (h3) , выпишем отношение ошибки 
б (хп ) к точному решению и (хп) = е  -Axn и определим шаг h из 
условия ( 3 ) . Этот ша г  окажется столь малым ,  что если условно 
принять м ашинное время р асчета по схеме ( 1 )  за  одну секунду, 
то по схеме (2 )  придется затратить окодо четырех суток !  

Дело в том,  что оценку пр актической пригодности той или 
иной схемы для решения определенной задачи следует делать 
не только по степени lt ,  входящей в выражение погрешности, но 
еще и по коэффициенту при этой степени. 

Теперь постар аемся понять, как можно судить о пригодности 
той или  иной разностной схемы Lhu<h> = f <h> из исследования ее 
устойчивости. Для краткости з аписей будем считать оператор Lh 
линейным .  Н а помним ( см .  § 1 2 ) , что р азностная схема назы
ва ется устойчивой ,  если при любом f<1•> Е F,, она однозначно 
разрешима ,  причем решение u(h) Е Uh удовлетворяет оценке 

Доказывая в § 1 2  теорему о том, что из аппроi<симации и 
устойчивости следует сходимость, мы  получили для погрешности 
z<h> = [u]h - u<h> не равенство 

(4) 
в котором C1hh. представляет собой оценку величины погрешно
С1 И а ппроксим ации : 

11 Lh [u]h - f<h> I IFh � C,hk. 

Пусть ошибка аппроксимации C1hk мала .  Из оценки для 
1 1 z!h> l lu видно , что для м алости величины 1 1 [u]h - u<h> l luh надо h ., 
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с::ще, чтобы не был слишком велик коэффициент С ,  хар ; :ште рн 
гующий устойчивость. 

Поэтому, если мы хотим выяснить пригодность той илн иной  
р азностной схемы для решения интересующей н ас  задачи ,  ШI JI O  
:1 1 1 ать, что схем а  устойчива . Нужно еще знать примерно в с.'ш
чину коэффициента С, суждение о которой можно получить с по 
собами ,  указанными в §§ 1 4, 1 5, экспериментальными  рас чета l\1 1 !  
или каким-нибудь косвенным обр.азом .  

Подсчитаем ,  н апример, коэффициент С для разностных схсы 
( 1 )  и (2 )  решения задач и и' + А и = qJ (х ) , и (О )  = а, о которых 
шла речь в начале п а ра графа .  

Сначала рассмотрим схему 
ll n + J - Il n + А _ /l ип - IРп о  n = O ,  1 ,  . . .  , N - 1 , 

u0 = а при нормах  

1 1 иUt) l luh = max 1 ип 1 ,  1 1 f !h) IIFh = max [ 1 а 1 ,  max 1 (\Jп 1 ] .  
n n 

Приведем ее к виду 

Yn + l = RhYn + hрп , } 
у0 задано ,  

положив Уп  = и" ,  Rh = ( 1 - A/z ) , Р п = IJJ n ·  Положим l l y" l l =  
= I Yn l ·  Тогда условия ( 1 7 ) из § 1 4  выполнены : 

(5) 

причем можно положить с2 = 1 .  
Далее, очевидно, 1 1 R7. l l = ( l - Ah)11 •  Поэтому можно положпть 

С = 2 max [ 1 , ( 1 - Ah) "]. Отсюда 

{ 2 , ' С = 2 ( 1 - Ah)N , 

если 
если 

А > О, 

А � О. 

Покажем, что число С нельзя взять существенно меньШI IМ .  
Нормы выбраны нами так ,  что  выполнены и условия (6) и (7 ) 
из §  1 5 : 

11 и<h) l luh � М, max 1 1 Уп 1 1 ,  
n 

(6) 
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<� при {j)n = О (Pn = О) также 

1 1  Уа 1 1 � M2 ll f<hJ I IFh ' (7) 

причем можно положить Mt = М2 = 1 . Поэтому постоянная С 
·Обязана  удовлетворять, к ак  установлено в § 1 5, оценке 
.С � М1М2 max 11 R'h //: 

{ 1 , 
С � ( 1 - Ah)N , 

если А >  О,  
если А � О. 

Теперь оценим  постоянную С, входящую в определение устой· 
чивости 1 1 u<h> l luh � С 1 1  f <hJ I IF h' для р азностной схемы ( 2 ) .  Запишем 
ее в в иде 

Yn + l  = RhYn + hpn, 
у0 задано, 

nоложив для этого 

Выберем норм ы 

11 u<h> lluh = max l Un l , n 

n = О, 1 ,  . . .  , } 
= r 2qJ" ] Pn l О ' 
- [ ( 1 - Ah)] 

Уо - 1 · 

1 1 f<hJ 11 = 11 [ Г ]  11 = max [ 1 а 1, 1 � l , m�x 1 <rn 1 ] , 

// Yп ll = 11 [ :�: ] 11 = max ( / у� > / •  1 у�> / ] . 

Тогда выполнены условия (5 ) - (7 ) , причем С2 = Mt = М2 = 1 .  
Поэтому в силу п .  3 из § 1 4 в качестве постоянной С можно 
взять число С = 2С� т ах 1 1 R� / 1 = 2 max 11 R'h 1/, ' но в силу ( 6") из n n § 1 5 нельзя более чем вдвое уменьшить его : заведомо должно 
быть 

С � М1М2 max ii R'h /1 = max // R'h /1 . n n 
·Оценка  сверху для величины max II R � /1 была получена в § 1 4 : 
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Поэтому можно положить 

Оценку снизу для max 11 R� /1 nолучим  из условия 1 1 R� 11 � 1 Л. ln. 
где Л. - большее по модулю из двух собственных ч исел матрицы 
R1, .  Решап уравнение det (Rh - Л.Е) = О, найдем собственные 
числ а :  

та к  что 

max ( I Л t l , 1 Л.2 1 ) = 1 + 1 А 1 h + О (h2) , 

max 11 R� /1 = ( 1 + 1 А l h) 11h + 'О (h). 
n 

Поэтому найденную выше постоянную С = 2е2 1 А 1 заведомо 
нельзя заменить числом меньшим,  чем ( 1  + 1 А 1 h) 

l/h � е1 А 1• 
т. е. нельзя существенно 
уменьшить. 

При А= 20 для первой схе
мы С = 2, а для второй заве-
домо С � е20 � 1 08. 

При  А � 1 или А < О в 
свойствах устойчивости обеих 
схем нет коренного различия : 
постоянная С дл я  обеих схем 
примерно одинакова .  

Легко понять мех анизм ,  в 
силу которого при А � 1 по -

/!>(} 

[/ 
Рис. 4. 

стоянная С для второй схемы много больше единицы ,  в то времн 
как для первой С = 2. 

Общее решение однородного уравнения U n + l  - ( 1 - Alt ) Un = 
= О, соответствующего схеме ( 1 ) , есть йп = aqn , г де q - корень  
характеристического уравнения q - ( 1 - Ah ) = О, q = 1 - All 
( рис . 4) . Общее решение однородного ура внения 

соответствующего схеме  (2 ) , есть 

un = aq�� + �q�, 
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где q i и q2 - корни  х арактеристического уравнения 

q2 + 2Ahq - l = det (Rh - qE) = О , 
A"h2 о 

q1 = l - Ah + -2- + о (h-) , 

Корень qr «похож» н а  корень q = 1 - Ah,  и ему соответ
ствует решение q'j , похожее на решение qn первого уравнения. 
Но «паразитический» корень q2 = - 1  - AIL + О (h2) дает быстро 

Рис. 5. 

пл 
тz 

возр астающее «паразитнческое» 
решение q1 ( рис. 5) , которое и 
обусловливает большое значе
ние С. 

При отрицательных А будет 
q > l , qr > 1 , 1 q2 l  < l .  Решения 

Рис. 6. 

qn и q? , соответствующие корням  q и q 1 , примерно одина• 
ково быстро р астут, а п ар азитическое решение q� затухает, не 
оказывая  влияния  на характер устойчивости второй схемы 
( рис .  б ) . 

Отметим ,  что большое зн ачение С при  А « О неизбежно для 
любой разностной схемы ,  приближающей задачу и' + Аи = О, 
и ( О ) = а . В самом деле, при  малых  IL решение устойчивой раз
ностной задачи  похоже на решение дифференциальной задачи, 
к которому оно пр н !L - О сходится. Но решение дифференциаль
ной задачи и =  u0e--" -" таково, что шах 1 и (х) 1 ·= 1 и0 1 е-Ах,  т .  е. 
ш а х  1 и (�) 1 в большое ч исло е-А р аз превосходит модуль 1 ио l 
н а ч ального зна чения u0 .  

Мы должны еще отметить, что большой коэффициент С ве
дет н е  только к необходимости р асчетов с мел ким шагом, но и 
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к большому числу десятичных знаков, с которым приходится 
вести вычисления .  

В самом деле ,  в § 1 6  мы  показали ,  что ошибки округлешш 
можно включить в ошибки при задании п р авых ч а стей, которые 
оцениваются величиной C1 hk . Увеличение этих ошибок вызывает 
увеличение коэффициента С1 , 'ITO при  большом С в силу (4 )  
l\южет катастрофически сказаться н а  точности результата .  

В заключение этого п а раграфа мы  хотели бы еще предосте
речь читателя от ложного впечатления о схемах  второго поряд
ка точности, которое могло у него создаться из р а ссмотренного 
примера .  Мы вовсе не  хотим опорочить все такие схемы ,  опи
сывая недостатки одной из них .  Читателю будет очень полезно 
провести_ с амостоятельное изучение схемы второго порядка точ
ности вида 

Un + l - ll n + А U n + l  + U n  = О 1 h 2 ' 

и0 = 1 .  

Стремясь добиться, чтобы при А = 1 погрешность б ( 1 ) был а 
меньше, чем и ( 1 ) = е-А , он убедится ,  что эта схема  н а кл ады 
вает менее жесткое огр а ничение н а  ша г  h, чем схема первого 
порядка точности ( 1 ) .  

Кроме того, советуем прикинуть, с каким шагом н адо инте
грировать задачу и' + и = О, и (О ) = 1 ,  чтобы получпть в tt ( 1 )  
погрешность не более. 1 0-:>. Ес.тш читатель продел ает эту при 
кидку для рассмотренных в начале  п а р а графа  разностных  схем 
( 1 )  и (2 ) , то увидит, что схема  первого порядка тсч 1 : ::: :: �  ; i  ( 1 )  
требует значительно более мелкого шага ,  ч е м  схем а второго по-
рядка точности ( 2 ) . . 

Таким образом,  выгодность или невы годность той или  иной 
схемы з ависит не  только от нее самой ,  но и от задачи ,  к кото
рой она применяется. 

§ 1 8. П ри е м  исследо в ан и я  усто й ч и во сти н ел и н е й н ы х  задач 

Способы исследования  устойч ивости, нз,rюженные в §§ 1 4 11  
1 5, были непосредственно приспособлсны для разностных урав 
нений с постоянными коэффициентами .  Поэтому может пок D 
заться, что нельзя использовать п риведенный в этих п а р а граф а х  
материал для анализа схем интегрирования даже уравнен и й 

�� = G (х, и) с довольно общей функцией G. Однако это не т а к. 

Пусть интересующая н а с  интегральная  кривая уравнения 
du liX = G (x, и) ( 1 ) 
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проходит через точку с координатами х = х и - и Вблизи этой точки имеем 

0' - 0 • 

( ) дG (х. и) дG (х. и) G х, и � ди (и - ио) + дх (х - Хо) + G (хо , ио) . (2) 

и поэтому уравнение ( 1 ) с определенной точностью может быть з аменено более просты м :  

где 

А 
= 

дG (х, 
и) 1 , ди х =х, 

u = uG 

dи dX - Аи = <р (х) , 

( ) = G ( ) + 
дG (х , и) \ (х - Хо) - ио дG (х. и) 1 qJ Х Хо , Uo дх х = хо ди х = ха 

• 

U = Uo U = UI) 

(3) 

Естественно, что схемы, которые мы  хотим п рименять для 
нахождения нужного решения,  должны хорошо интегрировать 
уравнение (3 ) ,  а ппроксимирующее уравнение ( l )  вблизи неко
торой точки, через которую проходит интегр альн ая  кривая .  Ко
нечно, для р азных точек этой кривой величина коэффициента А, 
полученного описанным способом линеаризации исходного урав 
нения , будет р азличной .  Поэтому,  отбирая  ту или иную р азност
ную схему, мы должны будем ее провер 11ть на урав нении (3 )  не  
с одним зн ачением А, а с целым н абором таких значений ,  до
статочно полно описывающим диапазон изменения д G/ди вдоль 
интегр альной кривой .  В подавляющем большинстве практически 
встречающихся случ аев та кого исследования  оказывается до
статочно для выявления всех существенных недостатков и до
стоинств схемы,  относящихся к х арактеру сходимости получен
ных по ней приближенных решений .  

Такой же метод построения модельных ур авнений может 
быть применен и в случаях  систем уравнений и уравнений выс
ших порядков. На практике вычисление решения задачи Коши для обыкно
венных дифференциD.1ЫJЫХ уравнений без особенностей обычно 
производится по  одной -двум довольно универсальным, хорошо 
апробированньш схемам ,  для которых на современных вычисли
тельных машинах  имеются ста ндартные п рограммы .  

Есл и  приходится с очень большой точностыо решать задачи 
е1ециального вида ,  то применяются многочисленные специаль
ные схемы, приспособленные именно для этих з адач ,  но уступ аю
щие универсальным схем ам при решении другого круга з адач. 
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У ПОТРЕ Б И ТЕЛ Ь Н Ы Е  РАЗ Н О СТ Н Ы Е  СХЕ МЫ 

§ 1 9. Схемы Рунге - Кутта и Адамса 

Изложим здесь некоторые употребительные р азностные схе
мы решения задачи Коши для дифференциального ур авнения 
первого порядка 

.!!.!:... - о (х и) = О  dx ' ' 

и (О) = а. 
( l )  

В конце пар а графа  эти схемы будут перенесены н а  системы 
дифференциальных ур а внений первого порядка ,  к которым сво
дится общий случай  уравнений и систем любого порядка . 

Выберем н а  отрезке О :;;;;; х :;;;;; l сетку точек 

0 = х0 < х1 < х2 <  . . .  < xN - 1 < xN = l , Xп = nh, h = l/N, 
и будем составлять разностные схемы для приближенного оты 
скания таблицы [и],, значений решения и (х) н а  выбранной сетке. 

С простейшей употребительной схемой мы уже встречались. 
Это - схема ЭйJiера { Un + I - un - G (x и ) = 0  
Lьи<h> , h , n • п ' 

и0 = а, 
n = O, l , . . . , N - 1 ,  

(2) 

обладающая первым порядком аппрокси мации ( и  точности ) .  
Вычисления по этой схеме имеют простой геометрический 

смысл. Если  ип уже вычислено, то вычисление 

иn+ l = ип + hG (хм ип) 

р авносильно сдви гу из точки (xn, ип ) в точку (Xn+l •  иn+ l ) на  
плоскости Охи по касательной к инте гр альной кривой и =  u (x) 
дифференциального уравнения и' =  G (х, и) , проходящей через 
точку (Xn ,  иn ) , 
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Среди схем более высокого порядка аппро i<сим а uии наиболее 
употребительны различные варианты схем Рунге - Кутта и 
Адамса ,  которые мы опишем и сопоста вим .  

1 .  Схемы Рунге - Кутта. Пусть 3Начение Ип прнближен ного 
решения  в точке Xn уже а а йдено и требуется вычислить Иn+I  в 
точке Xn+I = Xn + h. З адаем целое l и выписываем выражения 

k 1  = G (хп ,  Ип ) , 

k2 = G (хп + ah, Un + ahk 1 ) , 

k з = G (хп + �h, Un + �hk2) , 

Затем пол а гаем 

Коэффициенты а, � . . . . , v.  Р 1 , Р2 • . . .  , P l  подбираем так ,  чтобы 
получить при  з аданном l аппроксим ацию возможно более вы
сокого порядка .  Зная  Un, можно вычислить k 1 , . . .  , k1, а з атем 

Простейшей схемой Рунге - Кутта является схема Эйлера 
( l = l ) . 

где 

С хем а Рунге - Кутта 

{ -'-'-'Un"--'+-':1 ,---U�n - � ( k l  + 2k2 + 2k:J + k�) = О , 

Lhu<h> = 
h 

n = O, l , • . .  , N ·- 1 � 

ио = а, 

k 1 = G (хп , un) , 

k2 = G (хп + ; , 
+ k l h ) Un -2- ' 

k3 = G ( Xn + � , U11 + 
k�t ) , 

k4 = G (xп + h, Un + kзh) , 

имеет четвертый порядок аппроксим а ции. 



� 1 9] 

где 

СХЕМЫ J> Y I-I Г E - КУТТА И АДАМСА 

Схем а Рунге - Кутта 
{ ип + 1 - ип - [ 2a - l k r + -1 k2] = 0 h 2а 2а ' 

Lhu(h) = n = О, 1 ,  . . .  , N - 1 , 

ио = а,  
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(4) 

при любом фиксированном а имеет второй порядок аппрокси 
мации. 

Мы 

докажем только утверждение о схеме ( 4) .  Доказатель

ство утверждения о схеме ( 3 ) ан алогично ,  но более громоздко. 

Решение и (х) уравнения и' = а (х, и) удовлетворяет тождествам 
du 

di """' a (х, 
и (х) ) , 

d2u d да да 
dx� """' di а ( х. 

и
) 

= 7fX 
+ дU а. 

Поэтому из формулы Тейлора 

и ( xn + h� - ll (х п ) =
и

' 
( хп

) 
+ � и" (Хп ) + О (h2 )  

для решения и (х ) 
следует равенство 

и ( Xn + l ) - и ( Хп ) _ [а + �  (2Q_ + 2Q_ а)] = 0 (h2) ,  (5 ) 
h 2 дх ди х � х  n и � и  ( хп ) 

Но, разлагая по h функцию друх переменных по формуле  Тейлора и уи.ер
живая члены первой степени, получим 

2а - \  1 1 2a - l  1 1 -· -- k 1 + -2 k2 = -2- а + 2 а (х + ah, и + aha)  
2 а  а х = хп а а x =xn 

U = U ( хп ) U = U  tхп ) 

= 2а - 1 а + -, 1 [а + � alt + аа aha + О (h2 )] 
2а 2а dx ди х = х n 

и = и  (хп ) 

= а + � ( да + да а ) 1 + О (h2 ) .  (6) 2 дх дu х = х  n 
и = и  (Хп)  

Поэтому при подстаповке в левую часть р авенства (4) вместо U n и ll n + t  
соответственно значений  и (хп ) и u (x .. + t )  решепая  u (x) получится выраже
ние, совпадающее с левой частью равенства (5) с точностыо до О (h2 ) . Сле
довательно, это выражение имеет второй r .орядоi( относительно h .  Поскол�>ку 
значение l l o  = а задано точно, этим завершается доказательство того, что 
схема (4) имеет второй порядок аппроксимации. 
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Для получения иn+l по схеме Рунге - Кутта при уже извест

н ом ип приходится l раз  вычислять значения функции G (х, и ) . 
Эти зн ачения больше н е  используются . 

2. Схемы Адамса. В схемах Адамса , одну из р азновидностей 
которых мы сейчас опишем, для вычисления каждого следую
щего зн ачения иn+l достаточно дополнитедьно вычислить значе
н и е  G (х, и ) лишь в одной точке независимо от порядка аппрок
симации .  Кроме того, приходится проделать небольшое число 
вычитаний и сложений, которые требуют во много раз меньше 
времени ,  чем каждое вычисление сколько-нибудь сложной функ
ции G (х, и ) . 

Обозначим 

Vfn = fп - fп- l •  

V2fn = V (Vfп) = Vfn - Vfп- 1 = f n - 2fп- l + fn-2• 
V3fп = VV2fп = fп - Зfп- 1 + Зfп- 2 - fп-з 

и положим G n = G (xn,  иn ) . Выпишем несколько р азностных 
уравнений ,  используемых в схем ах Адамса для выч исления 
иn+l •  если ип,  иn- l ,  . . . уже вычислены :  

Utl + l - Un h Un + l - Un h 

- Gп = О, 

1 - G - - VG = 0 n 2 n • 

n = O , 1 , 

n = 1 ,  2 , 

Un+ lh- Un - Gn - ; VGn _ 152 V2Gn = о , n = 2 ,  3 , 

Un+ l - Un - G - _!_ VG - � V2G - � V3G = О h n 2 n 12 n 8 n 

. . .  , N - 1 , 

. . .  , N - 1 , 

. . .  , N - 1 ,  

n = З , 4, . . . , N - 1 .  

(7) 

(8) 

(9) 
( 1 0) 

Первое из этих уравнений - разностное уравнение Э(< лера .  
При подстановке в левые ч а сти уравн ений (7 ) - ( 1 0 ) ю1есто 
иn+l • иn , иn-l ,  . . . значений и ( (n + l ) h ) ,  и (nlt ) , . . .  точного ре
шения и (х ) в р а венствах (7 ) - ( 1 0 )  возникают не вязки порядi<а  
h,  h2, hз и h4 соответственно. 

Формулы Ада м с а  получаются следующим образом . Пусть и (х) - решение 
уравне 1шя du -;гх = G (х , и) .  

Обозначим 
G (х. и (x)) = F  (х ) . 
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Тогда 

СХЕМЫ РУНГЕ - RУТТА И АДАМСА 

xn+h х +h 
и (Хп + 11) - и (хп ) = � и' dx = 

n
� F (х )  dx. 

1 6 1  

И з  теории интерполяции функций -известно, что существует один и только 
один многочлен Рн (х, F) степени не выше k, пр инимающий в (k + 1 ) -й точке 
х " ,  X n - t ,  . . .  , Х n - н  заданные зн ачения F (x n ) .  F (X n - t ) , . . .  , F (X n -н ) соот
ветственно. Этот многочлен Р п (х, F) в случае достаточно г ладкой функ
ции F (x) уклоняется от F (x) н а  отрезке Xn � х � X n  + h на величину 
порядка hk+ t ,  так что 

max 1 Pk (х. F) - F (х) 1 = О  (h k+ 1 ) .  
Разностная формула Адамса имеет вид 

Un + !
h
- Un 

h 
xn�+h 

Pk (х, F) dx = О
. xn 

При подстановке в левую часть вместо 

соответственно значений  

получим невяэку порядка hk+ I :  
xn+h 

и (хп + h) - и (хп )  
_ _!_ ( Pk ( x, F) dx h h J 

( 1 1 ) 

( 1 2) 

[" (хо + h: - и (xol _ � J'

F (х) dx] + (: г

[F (х) - Р, (х, F)) dx < 

' О +  max 1 F (х ) - Pk (х, F) 1 = О (hk+ I) 
При k = О интерполяционный многочлен 

Ро (х, F) = G (хп, ип )  = const  
и формула ( \ 2 )  превращается в (7). 

При k = 1 

1 
Р1 (х, F) = h ( (х - Xn- J )  Gn - (х - Хп) Gп- I I · 

б С ,  К .  Годунов, В, С. Рябенький 
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Далее, 
"п +h 

..!._ r р ( F) d = _1_ (х - Хп- 1 )2 lxn+h 
G - _1

_ 
(х - Хп ) 2  lxn+h 

G = 
h J 1 х, х h2 2 n h 2 2 n - 1 

xn xn 
1 ( 4h2 h2 ) 1 h2  1 = h2  -2- - т  Gп - -,;г т Gп- 1  = G п + 2 VGn. 

Следовательно, формула ( 1 2) превращается в (8) . Аналогично при k = 2 и 
k = 3 из ( 1 2) получаются формулы (9) и ( 1 0) соответственно. 

Для выч:исления по схеме (7) достаточно знать u0 = а . Для 
того чтобы н а ч ать вычисления  по схеме ( 8 ) , надо з аранее знать, 
кроме  Uo = а, также еще и и 1 .  Схема (9) тре бует использования Ио ,  и 1 и и2 . а схем а  ( 1 0 ) - четырех значений :  Uo ,  и 1 ,  и2 и из .  Эти 
зн ачения могут быть на йдены по схем е Рунге - Кутта ; с по
мощью схемы Эйлер а  с м елким ш агом ; с помощью разложения 
р ешения в окрестности точки х = О в степенной ряд. Неста н 
дартное н ачало счета является од1шм из недостатков схем 
Адамса  по сра внению со схемами  Рунге - Кутта .  Отмечав
ш имся р а нее достоинством схем Адамса является то ,  что для 
вычисления  Ипн нужно, в дополнение к уже вычисленным  в 
п роцессе отыскания Un , Иn- I • . . .  значениям 08,  VGs, . . .  , Vk Gs. 
вычислить только одно значение функций Gn = G (xn .  Un )  и про
извести некоторое число вычитаний для вычисления VGn • . . .  

• . .  , Vk Gп .  
Итак,  преимущества м етодов Адамса  перед методами Рун

ге-Кутта з аключаются в меньшей трудоемкости вычислений на 
один шаг. Основные недостатки - нестанда ртное и а ч ало счета, 
невозможность ( без усложнения формул )  в процессе счета из
менить, начиная  с какой-то точки X n ,  шаг  h, Хн+ l  = Xn + h, с 
которым ведутся вычисления . Последнее обстоятельство суще
ственно в тех случаях ,  когда решение и его производные н а  не
которых участках меняются быстро, а н а  других изменяются 
медленно .  

Схем а Рунге - Кутта ,  если такого рода обстоятел ьства выяс ·  
няются в процессе счета ,  может, н апример ,  по заданной под
п рогр а мме  а втом атически уменьшить шаг  ил и увеличить шаг на 
гл адких участках ,  чтобы не производить лишней работы. 

По-видимому, н аиболее рационально использование обоих 
методов - Рунге - Кутта и Ада мса - с автом атическим перехо
дом с одного из них на другой в процессе счета .  При этом на чи 
н ать счет н адо по схеме  Рунге - Кутта .  В программе  должен 
быть предусмотрен а втоматический выбор шага, при котором 
р асчет ведется с нужной точностью. При этом прогр амма  вы
бора  шаг а  должна  предусматривать некоторый «консерватизм 
при  выборе шага : диктовать изменение шага только в случ а е, 
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если требуется «довольно сильно» его изменить. Если оказы
вается, что при вычислении нескольких последовательных зна
чений Un по схеме Рунге - Кутта не происходит изменения шага ,  
целесообразен автоматический переход на  счет по более эко
номной схеме Адамса .  Как только вновь появляется необходи
мость изменить ша г, прогр амм а  р а счета должна переходить на 
вычисления по  схеме Рунге - Кутта и т. д. 

Для контроля правильиости выбора шага  обычно пар аллель
но ведут вычисления с некоторым заданным и вдвое меньшим 
шагом .  В пределах  требуемой точности решения должны совпа 
дат� В противном случае н адо вести вычисления с более мел
ким шагом .  Нужно также предусмотреть пробу на возможность 
увеличить шаг. 

3. Замечания об устойчивости . Для з адачи и' + А и =  О, ли
нейной и с постоянным коэффициентом А, схемы Рунге - Кутта 
после исключения k1 , k2, • • • окажутся схем ами  первого порядка ,  

Un+ l - a (h) uп = О. 

Корень характеристического уравнения Л - a (h )  = О р авен 
Л =  a (h ) .  

В случ ае Un = u (xn ) для ttn+ l  получ ается задание, совпа 
дающее с точным решением u ( xn + h )  с точностью до  hP+1 , где 
р - порядок аппроксимации .  Поскольку 

. . .  ) ' 

а 
Ur�+ l  = а (h) Un o  

то 

Таким образом, 
1 Л (h) 1 < l + ch .  

Степени лn (h) ведут себя «правильно» :  они р астут, если А < О 
и решение дифференциального уравнения р а стет. Они убывают. 
если А > О и решение е-Ах убывает. 

В случ ае схемы Адамса ( 8 ) 

U n + ! - U n + А + А ( ) h Un 2 Un - Uп - 1 = О 

характеристическое уравнение имеет вид 

( ЗАh ) Ah А.- -
1 - -2- л. - 2 = о. 

( 1 3) 
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Отсюда 

УПОТРЕБИТЕЛЬНЫЕ РАЗНОСТНЫЕ СХЕ МЫ 

'А = ; ( 1 - З�h ) + + � ( 1 - З�h у + 2AI� ,  

'А1  = 1 - Ah + O (h2) , 
'А2 = о (h) , 

[ГЛ.  6 

Таким  образом ,  р ешение ип = 'А7 в едет себя при  измельчении .h. , как и (хп) = e-Anh, а «паразитическое» решение 'А�, вызван
ное выбором р азностного уравнения второго порядка, стремится 
к нулю,  т ак  как  1 Л2 1 = О ( /l ) , и на устойчивость не влияет. 

Читателю полезно сравнить схему ( 1  3) со схемой второго 
nорядка (2 )  нз § 1 7 :  

Для нее 

Un + ! - Un - !  
2/z + Аип = 0. 

'А1  = 1 - Ah + A;hz + О (h3) , 

«Пар азитический» корень Л2 при положительном А по модулю 
больше корня Л1 , что и приводило к большой постоянной в 

· оценке устойчивости для этой схемы  и к практической непригод
ности ее при  бол ьших А, установленной в § 1 7. 

4 . Обобщен ие н а  системы уравнений.  Все описа нные схемы 
численного решения з адачи Коши для дифференциального урав
нения первого порядка ( 1 )  а втом атически переносятся н а  си
стемы уравнений первого поряд{{а .  Для этого в з аписи ( 1 )  

.!!.!!._ - G (х и) = О } dx ' ' 

и (О) = а 

надо понимать под и (х) = й (х) и G (х, и) = G ( х, й) вектор
функции и под а = ii з аданный вектор. Тогда схемы Рунге 
Кутта ( 3 ) , ( 4 )  и схемы Адамса  (7 ) - ( 1 0 )  сохранят смысл и 
останутся п рименимыми .  

Н апример ,  система  ура внений 

:� - (х + v2 + s in w) = О, } 
dw - + xvw = О dx ' 

v (O) = a 1 , } 
w (О) = а2 
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<�апишется в форм е  

если положить 

�� - G (х, й) = О , } 
й (О) = а, 

- ( ) - ( и (х) ) и х  - w ( х ) ' 

G- ( _) = ( х + u 2 + sin w ) 
х, и - x u w ' а = ( :� ) . 

Формул а  для йп+l в схеме Эйлера 

йп+ l  = йп + hG (хп ,  йп) 
подробно з апишется т ак :  

vn+ l = vn + h (xп + v� + sin wп) • } 
Wn + l  = Wn + h (- XnVnWп) • 
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Все рассуждения о порядке а ппроксимации, изложенные  
мелким шрифтом (стр. 1 59) , тоже сохр аняются. При  этом в 
формуле ( 6 )  под производной вектора G ( G 1 ,  • • •  , Gh )  по век

дG 
тору и (и1 ,  • • •  , иk) ,  ди ,  н ,а

до поним ать м атрицу 

( ��.: . · : · .  ��� ) .  дGk дGk 
дu l 

• . • дuk 
Произвольнан  система  дифференциальных ур а внений, р аз 

решенных относительно старших производных, сводится к с и
стеме уравнений первого порядка 

dй - -dx = G (x, и) 

путем  з амены искомых функций . Ка к это дел ается , я сно из сле
дующего пример а .  Систем а  

d2u . 1 d2 + sin (tv' + v2 + w) = О,  

:; : -v' х' + v' + (v')' + w' = 0, 1 
v (О) = а , 1 
v' (O) = b ,  
w (O) = С  
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nриводится к требуемому виду, если положить 

и1 (х) = v (х) ,  

Получим 

dv 
и2 (х) = dx '  
u1 (х) = w (х) . 

du l 
- u2 = 0 dx ' 

dщ + . ( + 2 + ) - о 
dx sш xu2 u1 u3 - , 

duз + . 1 х2 + u2 + u2 + u2 = О dx 'V 1 2 з ' 

u1 (0) = а, 

и2 (0) = Ь, 
u3 (О ) = с. 

[ГЛ. 6 

3 а м е ч  а н и е. Разработаны р азностные схемы типа схем Рунге - Кутта, 
nрименимые непосредственно для уравнения второго пор ядка и не требующие 
nредварительного сведения этих уравнений к систем ам  nервого nорядка .  

§ 20. Методы решения краевых задач 

Примерам краевой з адачи я вляется задача 

y" = f (x, у , у' ) , 
у (О) = У0 , 

( 1 )  

с граничными условиям н а  обоих концах отрезка О �  х � 1 , 
н а  котором надо н а йти решение у = у (х ) . Н а этом примере мы  
схем атически изложим некоторые способы численного решения 
кра евых задач .  

J .  Метод стрел ьбы.  В § 1 9  указ аны удобные способы числен
ного решения задачи Коши ,  т . е.  задачи вида 

y" = f (x , y , y') ,  О � х� 1 , } 
у 

dy 1 у (О) = 0 , -d = tg а, х х � о 

(2) 

где У0 - ордината  точки ( 0, Уа) , из которой выходит инте
гр альная кривая ,  а а - угол н а клона  интегр альной кривой к 
оси Ох при выходе из точки ( 0 ,  Уа) ( рис .  7, а ) . При фиксирован 
ном  Уа  решение задачи ( 2 )  имеет вид у = у (х, а ) . При х = 1 
решение у (х, а) за висит только от а:  

У (х, а) lx= I  = У ( 1 , а). 
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Используя указанное з а мечание  о решении задачи Коши ( 2 ) , 

мы можем теперь переформулировать з адачу ( 1 )  следуюшим об
р азом : н айти такой угол а =  а * , при котором интегральная кри
вая ,  выходпщая из точки (0 , Уа) под углом а к оси абсцисс, по 
п адет в точку ( 1 ,  Yt ) :  

(3) 

Решение задачи (2) п ри этом а =  а * совпадает с искомым  ре
шением задачи ( 1 ) . Дело сводится, т аким образом, к решению 

у(!, rx} 

Уо 

о 
о} d) 

Рис. 7. 

уравнения ( 3 )  (рис. 7 , 6) .  Уравнение ( 3 )  есть ура внение вида . 
F (a ) = O, где F (a ) = y ( 1 , а) - У1 • Оно отличается от привыч
ных уравнений лишь тем ,  что функция F ( a )  зада н а  не а налити ·  
ческим выражением , а с помощью алгоритма  решения з а 
дачи (2 ) . 

Сведение решении краевой задачи ( 1 )  к решению задачи 
Коши (2 )  и составляет сущность метода стрельбы.  

Для решения уравнения (3 )  можно ИL-'lользовать метод де
ления отрезка пополам ,  м етод хорд, мето,_;, касательных ( м етод 
Ньютона )  и т. д. Н апример ,  при  использоваиии метода деления 
отрезка попола м  мы задаем аа и at так, чтобы р азности 

имели разные знаки .  З атем пол агаем 

Вычисляем у ( 1 ,  а2 ) .  Вычисляем затем а3 по  одной из формул 

или 
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в з ависимости от того, имеют ли  р азности 
y ( l , а2) - У1 и y ( l ,  а 1 ) - У1 

соответственно р азные или одинаковые знаки .  З атем вычисляем 
у ( 1 ,  а3 ) . Процесс продолжается до тех пор, пока не будет до
стигнута требуемая  точность, 1 y ( l , an ) - У, 1 < е. В случ ае  использования метода хорд задаем ао и а1 , а затем 
последующие а; вычисо�1яем по рекуррентной формуле  F (ап ) · an + l = an - F (ап ) _ F (ап - l )  (ап - ап -1 ) , n = 1 , 2 , . . . 

Метод стрельбы, сводящий решение кр аевой задачи ( 1 )  к 
вычислению р ешений задачи Коши (2 ) , хорошо р аботает в том 
случ ае ,  если р ешение у (х, а ) «не слишком сильно>) зависит ·ат а. 
В противном случ а е  он становится вычислительна неустойчивым, 
даже если решение з адачи { 1 )  з ависит от входных данных «уме
ренно» .  

Поясним взятые в кавычки слова  н а  примере следующей ли 
нейной краевой з адачи :  

у" - а2у = О, 
у (О) = У0, 

О � х �  1 , } 
y ( l ) = Y1 

при Постоянном а2• Выпишем решение этой задачи :  
- а х  - а (2-х) - а ( 1 -х ) - а ( l+ x )  

у (х) = 
е - е у + е - е У ! - е- 2а О ! - е-2а 1 ·  

( 1  ') 

Коэффициенты при Уа и У1 с ростом а остаются огр аниченными 
н а  отрезке О �  х � 1 функция ми ;  при всех а >  О они н е  превос
ходят единицу. Поэтому небольшие ошибки при задании У0 и 
У1 в едут к столь же небольшим погрешностям в решении. Рас
смотрим  теперь задачу Коши 

у" - а2
у = О, 

у (О) = Уо, 
Ее  решение имеет вид 

( ) 
аУ о +  tg а у х = 2а 

O � x � l , } 
у' (О) = tg а. 

ах + аУ о - tg а -ах е 
2а 

е . 

(2') 

Если при задании tg а допущена погрешность е, то значение 
решения при х = 1 получит прир ащение 

l\y ( 1 ) = 2: еа - 2: е-а. (4) 
При больших а вычитаемое в р авенстве (4 ) пренебрежимо 

м ало, но коэффициент при е в первом сл агаемом еа/ (2а ) стано-



§ 201 МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ 1 69 

вится большим .  Поэтому метод стрельбы при  решении задачи  
( 1 1 ) ,  будучи форм ально приемлемой процедурой , при больших а 
становится практически непригодным .  Это перекликается с сооб
ражениями  п .  2 § 5 ,  где был приведен пример вычислительна не 
устойчивого алгоритм а для решения р азностной краевой  задачи .  

2.  Метод прогонки .  Для решения кр аевой задачи 

у" - р (х) у = f (х) ,  
у (О) = У0 , 

О � х �  1 , } 
y ( I ) = Y, 

при р (х)  � 1 можно воспользов аться р азностной схемой 
Y m + 1 - 2!/m + Ут- 1 _ ( ) = f ( ) } ll ' Р Xm Ym Xm ' 

О < т < М, Mh = l , 
Уо = Уо , Ум = У, 

и решать разностную з адачу прогонкой .  Условия применимости 
прогонки при р (х) > О, как  л егко проверит читатель ,  выпол
нены.  

3. Метод Н ьютона.  Метод стрельбы при  решении хорошо по
ставленой кр аевой задачи может оказ аться , как мы видели ,  
неприменимым из -за  вычислительной неустойчивости .  Но м етод 
прогонки, даже формально, можно применять только для реше
ния  линейных задач .  

Метод Ньютона сводит решение нелинейной задачи к серии 
линейных задач и состоит в следуюшем .  Пусть известн а ве кото
р а я  функция у0 (х) , удовлетворяющая граничным условиям ( 1 ) 
и грубо приближенно равн ая  искомому решению у (х) . Положим 

у (х) = Уо (х) + v (х) , (5) 

г де v (х) - поправка к нулевому приближеюно у0 ( х) . Подста
вим (5 )  в уравнение ( 1 )  и линеаризуем задачу, используя 
равенства 

у" (х) = у; (х) + v" (х) ,  

f (x, y0 + v , Y� + v1) =  

= f ( . 1 ) + 
дf ( Х, У11, У�) + дf ( х, У о , У�) 1 + О ( 2 + l 1 l2 )  х , у0 , у0 ду v ду ' v v v .  

Отбрасыва я  остаточный член О ( v2 + 1 V1 1 2 ) ,  получим  линейную 
задачу для поправки v (х) : 

i/1 = р (х) V1 + q (х) iJ + qJ (х) , } 
v (O) = v ( l ) = O , 

(6) 
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где 
УПОТРЕБИТЕЛЬНЫЕ Р ЛЗНОСТНЬIЕ СХ Е МЫ 

( ) _ iJf ( х, У0 • У�) 
( ) дf ( х, У0• У�) 

р х - ду' • q х = ду • 

<р (х) = f (х, У0• У�) - У�· 

[ГЛ. 6 

Решая линейную задачу (6 )  аналитически или кюшм -либо 
численным методом ,  н айдем приближенно поправку й и примем 

У1 == Уо (х) + v 
.:�а следующее приближение. 

Описанная  процедура может применяться к нелинейной раз
ностной I<р аевой з адаче, возникшей при  аппроксимации за 
дачи ( l ) .  



Ч А С Т Ь  Т Р Е Т Ь Я  
РАЗНОСТНЫЕ СХЕМ Ы  ДЛЯ УРА В НЕН И й 

С Ч АСТНЫМ И П РО И ЗВ ОДНЫМ И . 
ОС Н О В Н ЫЕ П О НЯТИЯ 

Выше, в связи с разностными  схемами  для обыкновенных 
дифференциальных уравнений ,  мы  определили понятия сходи
мости, аппроксимации и устойчивости. Мы доказали теорему о 
том,  что если р азностн ая  �раевая з адача  аппроксимирует диф
ференци альную задачу и устойчива ,  то при измельчении сетки 
решение разностной задачи сходится к решению дифференци
альной .  В этой теореме содержится указание н а  способы по
строения сходящихся р азностных схем для численного решения 
дифференциальных краевых зада ч :  н адо строить аппроксими
рующие разностные схемы и выбирать среди них устойчивые .  

Определения сходимости, аппроксим ации и устойчивости и 
теорема  о связи между этпми  понятиями  носят общий характер .  
Они одинаково имеют смысл для любых функциональных урав 
нений .  Мы иллюстрировали их пример ами  ра зностных схем 
для обыкновенных дифференциальных уравнений и для инте
грального уравнения .  Здесь мы проиллюстрируем н екоторые 
основные способы построения р азностных схем u проверки их 
устойчивости примерами  р азностных схем для уравнений с ч а ст
ными производными .  При этом обнаружится много важных и 
существенно новых по сравнению со случ аем обыкновенных 
дифференциальных уравнений обстоятельств. Гл авные из них :  
разнообразие сеток и способов аппрокси м ации, неустойчивость 
большинств а взятых н аудачу аппроксимирующих схем , слож
ность исследования устойчивости и трудности вычисления ре
шений разностных краевых з адач ,  требующие специальных уси
лий дJI Я их преодоления .  

Г Л А В А 7 

П РОСТЕ И Ш И Е П Р И ЕМЫ П О СТРО Е Н И Я 
И И ССЛ ЕДОВА Н И Я  РАЗ Н О С Т Н Ы Х СХЕМ 

§ 2 1 .  Н аnоминание и иллюстрация основных определений  

1 . Оnределение сходимости. Пусть требуется прибJiиженно 
вычислить решение и дифференциаJiьной кр аевой з адачи 

Lu = f , ( 1 ) 
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поста вленной в некоторой области D с границей Г. Для этого 
следует выбрать дискретное множество точек Dh - сетку, - при
н адлежащее D + Г, ввести линейное нормированное простр ан
ство иh функций, определенных на сетке Dh, установить соот
ветствие между решением и и функцией [u]h Е и,1 , которую бу
дем считать искомой таблицей решения и . Для приближенного 
отыскания  таблицы [и]h , которую мы уеловились считать точным 
решением з адачи ( 1 ) ,  н адо н а  основе задачи ( 1 )  составить та 
кую систему уравнений  

(2) 

относительно функции и<h> из и h• чтобы имел а  место сходимость 

1 1  [и]h - и<h> llu h - О при h - О. (3) 

Если для  решения р азностной кра евой задачи (2) выполнено не
р авенство 

1 1  [�]h - �<h> lluh � Ch"' ,  

то говорят, что сходимость имеет порядок k относительно h .  
З адачу построен ия  сходящейся р азностной схемы (2 )  разби

в ают на две - на построение р а зностной схемы (2 ) , а ппрокси
мирующей задачу ( 1 )  на решении и пос.11 едней, и на провер ку 
устойчивости схемы (2 ) . 

2. Определение аппроксtt м ации.  Н апомним определение ап 
проксимации .  Чтобы это понятие имело смысл ,  надо ввести нор 
му в п ростр анстве Fh, которому принадлежит правая  часть f01> 
уравнения ( 2 ) . По определению, р азностная  задача  (2 )  аппрок
симирует задачу ( 1 )  на решении и, если в равенстве 

Lh [u]h  = f<h> + бf<h> 
невязка бf<h>, возникающая при подстановке [u]h в разностную 
краевую задачу ( 2 ) , стремится к нулю при h - 0 :  

Если 

1 1 бf<h> I IFh = 1 1  Lh [u]h - f <h> I IFh - О. 

где С не за висит от h , то а п проксимация имеет порядок k отно· 
сительна h. 

Построим ,  н апример ,  для задачи Коши 

ди ди дt - дХ  = <р (х, t) , 

и (х, О) = 1jJ (х) , 

- оо < х < оо , 

- оо < х < оо , 

о � t � т. } 
(4) 
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одну из аппроксимирующих се разностных схем .  З адача  (4 ) 
з аписывается в форме ( 1 ) , если положить 

{ .Е!!_ -� Lи == д t дх ' 

и (х , О) , 
_ { fJJ (х , t ) ,  

f - '1' (х) , 

- 00  < х < оо , O � t � T, 

- 00  < х < оо ,  

- 00  < х < оо ,  O � t � T. 
- 00  < х < оо . 

В качестве сеши Dh ( рис .  8 )  используем совокупность точек 
r: Е'ресечения прямых 

x = mll , f = nт ,  m = O , + 1 ,  . . . ; n = O , 1 ,  . . . , [Т/т) , 
где h > О ,  т > О - некоторые числа ,  а [Т/т] - цел ая  ч а сть дроби 
Т/т. Будем считать ,  что ша г  т связан с ша гом h зависимостью 

t 
- - - - - - - - - - - � - - - - - - - - - - t=T 

О .т =mh 
Р и с .  8. 

т = rh, где r = const ,  так что сетка D1, з а висит только от одного 
параметр а l! .  Искомоi1 сеточной функцией является таблица 
[и]h = {u ( mh, пт) }  значений решения  и (х, t ) задачи (4 )  в точ
ках сетки Dh . 

Перейдем к построени ю аппроксимирующей задачу ( 4 )  раз 
ностной схемы (2 ) . Значения сеточной функции иh в точке ·  
(хт, f п )  = (mh ,  пт ) сепш Dh будем обозн а чать и;:, . Схему (2 )  
получим ,  приблизив производные ди/дt и ди/дх р азностны-ми  
отношениями � 1 ,..._ и (х , t + -r) - и (х ,  t) } 

дt х , t ,..._ 

"t" ' 

� 1 � и (х + h .  t ) - и (х , t ) 
дх х ,  t h • 

Эта схема имеет вид 

-с h = fJJ (mh ,  пт) , 

(4') 

и;:,+ l _ и;:, и�+ 1 - и;:, 

} 

m = O, ± 1 , . . . ; n = � 1 , . . . , [Т/т] - i , (5) 
и� = 'i> (mh), m - 0 , ± 1 ,  . . . 
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Оператор Lh и правая  часть f<h> для схемы (5) задаются соот
ветственно р а венствами  

't' 
- h • 

{ u;:,+ I _ и;:. и;:,+ I - u;:. 
L и<h) = h т = О, + 1 , . . .  ; n = O ,  1 , . . . , !Т/т] - 1 ,  

и�, т = О , ± 1 ,  . . . , { <р (тh , пт) , 
f (h ) -

т = О, + 1 , 
т = 0, + 1 , 

. . . . n = O, 1 , . . .  , [Т/т] - 1 , 
-

'IJ (тh) , 

Таким обр азом,  f<h) - это пара  сеточных функций <р (тh, пт) и 
1jJ ( тh) , одна из которых задана на двумерной сетке 

(хт , tп) = (тh ,  пт) , т = О, + 1 , . . .  ; n = O,  1 ,  . . .  , [Т/т] - 1  

(см . рис. 8) ,  а другая - на  одномерной 

(хт , О) = (тh ,  0) , т = 0 , 1 , . . • 

Разностное ур авнение ( 4 )  можно разрешить относительно и;:,+ 1 , получив  

и;:.+ I = ( 1 - r) u;:, + ru;:.+ I + т<р (тh, пт) .  (6) 

Итак ,  зная  значения и;:, ,  т =  О, + 1 ,  . . . , решения и<hJ в точ
ках сетки при t = пт , можно вычисл ить значения и;:,+ 1 в точ ка х 
сетки при t = (п  + 1 ) т. Поскольку значения иr:n при t = О за
даны ра венств ами  и� = 'IJ (тh) ,  мы можем шаг за шагом вычис
лить значения решения и<h> в точках сетки на  пр ямых t = т, 
t = 2т и т. д . ,  т. е. всюду на  Dh . 

Перейдем к выяснению порядка аппроксимации ,  которы м об
л ада ет схема  (5 ) . З а  Fh можно принять линейное простр а нство 

всех п ар  огр а ниченных функций g<h) = ( :: ) , положив 

11 g<h ) / lp = max 1 <r;:, 1 + max 1 '11m 1 *) .  /1 т, n т 

Как уже отмеч алось в § 1 3, норма , в которой рассматривает<'Я а ппроксимация ,  может быть выбрана  многими способами и 
Еыбор этот небезразличен .  1;-Iока нам  будет достаточно в каче. 

* )  Если max 1 <р;:, 1 или  max  1 'Фт 1 не достигается, то имеется в виду 
точн ая верхняя грань sup 1 <р� 1 или sup 1 'Фm 1· 
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стве нормы бр ать верхнюю гр ань  модулей в сех компонент, обра 
зующих элемент g<1•> простр анства Fh . Будем иметь в виду в сюду 
в этом пара графе именно такую норму .  

Предположим ,  что решение и (х, t ) задачи (4 )  имеет ограни 
ченные вторые п роизводные .  Тогда по формуле Тейлора 

и ( Хт  + h , fп) - и ( Х т ,  t п )  = д и ( Х т ,  t п )  + .!!:_ д2и (Хт + 6, t п )  } 
h дх 2 дх2 • 

и (Хт, fп + Т) - и (Хт,  i п )  = ди ( Xm1 fп) + .!_ д2и (Хт, fп + ТJ) (7) 
т дt 2 дt2 • 

где 6 и '11 - некоторые числа ,  з ависящие от т, n и h и удовле
творяющие неравенств ам  О < s < h, О < ТJ < t. 

С помощью формул ( 7 )  выражение 

можно переписать в виде 

и (Хт + h, tп ) - и (Хт, tп )  
h 

{ (� _ .Е.!:_) + .!. д2и ( Хт ,  ln + ТJ) 
L 

[ ] - дt дх х t 2 дt2 h и h - т• n 

и (хт, О) +  О 

или 

где 

Следовательно, 

l l бf <h> I IFh � ( sup 1 �;� I · i + sup 1 �:� 1 · ; ) h.  

Таким образом,  рассматриваем ая  р азностная  схем а (5 )  имеет 
первый порядок аппроксимации  относительно h на решении 
и (х, t ) , обладающем ограниченными  вторыми производными .  

3 .  Определение устойчивости. Напомним  и проиллюстрируем 
теперь определение устойчивости. Разностн ая  краевая зада ч а  
( 2 ) , по определению, устойчива ,  если существуют числа l) > О 
и ho > О  такие, что при любом h < ho и любом l>fU•> из Fh, удов
летворяющем нер авенству 1 1 бf(h) I IFh < б, разностная  краевая за· 
дача 
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им еет одно и только одно решение, причем выполняется условие 

1 1  z<h> - и<h> lluh � С  11 6f<h> I IFh ' 
где С - некоторая постоянная ,  не з ависящая от h. 

В § 1 2 , где введено понятие устойчивости, показа но, что в 
случае  линейного опер атор а Lh сформулированное определение 
р авносильно следующему. 

О п р е д е л е н  и е. Разностная краевая зада ча (2)  устойчива, 
если существует h0 > О такое, что при h < lт0 и любом f<h) Е Fh 
она однозначно разрешима, приче,и 

(8) 

где С - некоторая постоянная, не зависящая от h и от f<h>. 
Свойство устойчивости можно тра ктовать как  равномерную 

относительно h чувствительность решения р азностной кра евой 
з адачи (2 ) к возмущениям бfU<) правой ч а сти .  

Подчеркнем ,  что в силу приведеиного определения устойчи
вость есть некоторое внутреннее свойство разностной краево� 
з адачи .  Оно формулируется независимо от к акой-либо связи с 
дифференциальной краевой задачей, в ча стности нез ависимо от 
а ппроксимации или сходимости . -

Одн а ко если разностная краевая зада ча аппроксимирует на 
решении и дифференциальную и устой чива, то имеет место схо
димость ( 3 ) . При этом порядок относительно !т скорости сходи
Jиости совпадает с порядко.м аппроксимации. 

Доказательство этой в ажной теоремы проведено в § 1 2 .  
Покажем ,  что р а зностная  схема ( 5 ) п р и  r � 1 устойчива .  

При  этом норму 1 1  • l lu1, определим  равенством 

1 1 u<h> l lu = sup \1 и� 11 = max sup 1 и� 1 · 
h т, n n т 

Норму 11 • I IFh будем понимать ,  ка к выше: если g<h) Е Fh, 

то 

g<h> = { <р� . 
'Фт, 

m = O, + 1 , . . . ; n = O , 1 , . . .  , [Т/т] , 
m = O, + 1 , . . .  , 

1 1 g<h> I IF = max 1 <р� 1 + max 1 'Фт 1 = max [max 1 <р� 1 + max 1 'Фm l ]. h m, n т n т т 

Р азностную задачу 

m = O , 

n = O ,  
m = O, 

+ 1 ,  . . . , 

1 ,  . . .  , [Т/т] , 
+ 1 ,  . . . , } 

(5') 
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которая отличается от задачи (5 )  только тем ,  что q>::Ж и 'Фт 

· 

произвольные правые ча сти ,  вообще говоря ,  н е  совпадающие 
с q> (mh, пт)  и -ф (mh) ,  перепишем в форме  

и::ж+ 1 = ( 1 - г )  и::ж + ги;:н 1  + ·пр::ж, } 
u?m = 'Фт · 

(6') 

Поскольку r :::;;;; 1 ,  то 1 - r � О. В этом случае справедлива  
оценка 

1 ( l - r) и::ж + rи::Ж+ 1 1 � [( 1 - r) -t- r] max ( 1 и::ж 1 ·  1 и::Ж+ 1 1 ) = 

= max ( l и::Ж I • l и::Ж+ 1 I ) � max l и� l · т 

Используя эту оценку, выводим из ( 6') неравенство · 

1 и::ж+ 1 1 � max 1 и::ж 1 + • max 1 q>::Ж 1 � max 1 и::ж 1 = т max 1 q>::Ж 1 ·  (6") 
т т т m, n 

Отметим, что в случае  q>::Ж = О из неравенства ( 6") следует, что 
rnax l и::Ж I не возрастает с ростом n. Отмеченное свойство раз -

т 

ноетной схемы принято называть принципом максимума. Для 
краткости будем иногда пользоваться этим названием для всего 
неравенства

, 
1 и::ж+ 1 1 � max 1 и::ж 1 + т max 1 q>::Ж 1 . 

т т, n 

Правая  часть этого нер авенства не зависит от т, так  что в ле 
вой части вместо 1 и::ж+ 1 1 можно написать rnax 1 и::ж+ 1 1 ,  получив 

т 

перавенство 

max 1 и::ж+ 1 1 � max 1 и::ж 1 + т max 1 q>::Ж 1 ·  т т т .  n 

Аналогично получ аем неравенства 

max 1 и::ж 1 � max 1 и::ж- 1 1 + т max 1 q>::Ж l •  т т т, n 

max 1 и)п 1 � max 1 и� 1 + т max \ q>::Ж 1 · 
т т m, n 

После почленного СJlОжения этих нера венств и приведения по· 
добных членов получим 

max 1 и::ж+ J  1 � max 1 и:n 1 + (п + 1 ) т max 1 q>::Ж 1 · 
т т m, n 
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Отсюда неnосредственно следует 
m ax 1 и�+ I 1 � m a x  1 '1'т 1 + Т m a x  1 <р� 1 � 

т т т, n 

[ГЛ. 7 

� 11 f<h> I IFh + т 1 1 f<h) I IFh = ( 1 + Т) 1 1 f <h> I IFh• 

Доказанное неравенство 
m�x 1 и�+ I 1 � ( l + Т) 1 f <h> I IF

h 
имеет место для всех п, т ак  что оно останется справедливым, 
если вместо max 1 и�+ I 1 написать m a x  m a x  1 и� 1 = 1 1 и<h> l lu : 

т n т h 
1 1 и<h> l luh � ( 1  + Т) 1/ f (h) 1 /ph. (9) 

Неравенство ( 9 )  означает устойчивость линейной задачи 
( 5 ) , поскольку существование и единственность решения задачи 
( 6' )  при  п роизвольных огра ниченных <р� и '�'т• очевидно, имеют 
место. Роль постоянной С в неравенстве ( 8 ) играет здесь ч исло 
1 + Т. 

Не следует думать, что одна  только аппроксимация диффе
ренциальной кр аевой задачи ( 1 ) разностной краевой задачей 
(2) обеспечивает устойчивость и ,  следовательно, сходимость ( 3 ) . 
Мы убедились в этом в § 9 с помощью специально сконструиро
в а нного примера  ап проксимирующей, но  расходящейся разност
ной схемы .  

В случ ае  ура внений с ч а стными производными непригодность 
н аудачу взятой аппроксимирующей разностной схемы является 
п равилам ,  а выбор устойчивой (и, следовательно, сходящейся ) 
р а зностной схемы - постоянной заботой вычислителя .  

Н апомним ,  н а п ример ,  что доказательство устойчивости раз
ностной схемы (5 )  мы провели в предположе нии ,  что т:/h = r � 1 .  
В случа е  r > 1 ра зностна я  зада ч а  (5 )  по-прежнему а ппрокси
м ирует задачу ( 4 ) , но н аше доказательство устойчивости не  про· 
ходит. Покажем,  что в этом случа е  нет сходимости решения и<h> 
р азностной задачи (5 )  к решению и (х, t ) дифференциальной 
задачи ( 4 ) , а значит ,  не  может быть и устойчивости, так как 
устойчивость влечет за  собою сходимость. 

Пусть, дл я определенности, <р (х, t) = О, так что также 
<p (mh, пт: ) = О; пусть, далее, Т = 1 .  Шаг h будем выбирать так, 
чтобы точка (0 ,  1 ) н а  плоскости Oxt принадлежала сетке, т. е. 
чтобы чнсло 

1 1 
N = - = --c rlz 

было целым (рис .  9 ) . В силу разностного уравнения имеем 
иn+ I  = ( 1  - Г) иn + Гlln 

т т m+ l "  
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Зн ачение и�+ 1  = и� решения иlhJ в точке (0 , 1 )  сетки выра 
жается через значения и� и и� решения в точках (0 , 1 - т ) и 
(h ,  1 - т) сетки. Два значения иg и и� выражаются через зна 
чения u�- 1 ,  и�- 1 и и�- 1 решения в трех точках  сетки (0 ,  1 - 2т ) , 
(h  1 - 2т) и (2h 1 - 2т) Значения решения ип - 1 ип - 1 , ,п - 1 

' ' о u ' 1 ' -�2 
в свою очередь выражаются- через значения решения в четырех 
'!'очках (0, 1 - Зт) , (h , 1 - Зт) , (2h, 1 - Зт) , (Зh, 1 - Зт) и т. д. 
В конечном счете значение и�+ 1 t 
выражается через значения и?п 
решения в точках сетки (0 , О ) , 
(h ,  О ) , (2h, О ) , . . . , (h/т, О )  = 
= (Nh, О) . Все эти точки лежат 
на отрезке 

h 1 O � x � - = --r ' 

прямой t = О  ( см .  р ис .  9) , где з а 
дано начальное условие 

и (х, О )  = 'iJ (х) о 
для дифференциального уравне- 1-'ис. 9. 
ния. Таким образом,  решение 

(1, О) 

разностного уравнения в точке ( 0, 1 )  сетки не зависит от зна 
чений функции 'iJ (х) в точках х , лежащих вне отрезка  

Далее, решением задачи 

� - � = 0 дt  дх  ' 

и (х, О) = 'iJ (х) ,  

1 О � х � - -
' 

- оо < х < оо , 

- 00  < х < оо , 
как легко проверить , является фун кция 

и (х, t) � �' (х + t ) .  

t > о, }  

Она постоянна на каждой характеристике х + t = const  и, в 
частности ,  на прямой х + t = 1 , которая проходит через точ ки 
(0 , 1 )  и ( 1 , О )  ( см .  рис . 9) , и в точке (0, 1 )  принимает значение 1/J ( 1 ) . Отсюда видно, что в случае  r > 1 сходимости, вообще го
воря, быть не может. Действител ьно, в этом случае отрезок оси 
абсцисс 

1 
О � х � - < 1 ' 
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не содержит точку ( 1 ,  О ) . Если бы при  какой -нибудь функции 
'Ф (х) сходимость, случ айно, имел а место, то, не меняя значения 
'Ф (х) на отрезке 

1 
O � x � -r 

п че меняя , таким обра зом , значения решения р азностного урав
не ния  в точке (0 ,  1 ) ,  мы могл и  бы н а рушить сходимость, изме
н ив 'Ф (х) в точке х = 1 и ее окрестности, что отразилось бы па 
значении  и (0 ,  1 ) = 1\J ( 1 ) решения дифференциального уравне
ния .  Изменение 'Ф (х)  в точке х = 1 и ее окрестности можно вне
�ти так, чтобы не н а рушить существов ания  вто рых производных 
функции  'Ф (х) и решения и (х , t ) = 'Ф (х + t ) , т а к  что  аппрокси 
м а ция на  решении и (х, t ) будет иметь место .  В этих условиях и з  
устойчивости схемы (5 ) вытекала бы  сходимость . .  Но посколы<у 
при r > 1 нет сходимости ,  то нет и устойчивости .  

Проведеиное доказательство неустойчивости разностной 
схе мы  (5) носит косвенный х а р актер . Интересно проследить не
посредственно, к ак  сказыв а ется неустойч ивость при r > 1 раз 
н остной схе мы  (5 ) на чувствительности решения  иU' > к ошибкам 
п ри задан ии fh� Ведь име н но р авн ом ер н а я  относительно h чув
ствительность решени я  I< ошибкам при  задании fU' > и определе на 
выше как устойч и вость . 

Допустим ,  что п ри  всех h выпош1яются тождеств а 
r:p ( mh , пт) =  О и -ф (mh ) =  О, так что 

f (h) = { (j)�l } = о 
'Фт 

и решение u(h )  = {и�} зада ч и  ( 5 )  есть тождественный  нуль. 
и� =-:= О .  Допусти r�t , далее, что при задании н а ч альных  да н ных 
допущена ошибка  и вместо 'Фт = О зада но �'т = (- ! ) тв , в =  
= coпst ,  так  что в-м есто 

з адано 

Будем обоз н ачать получающееся при этом решение через й<hJ. 
В силу ур авнений 

иn+ l = ( 1  - r) й "  + rйn т т т + ! >  
ii� = (- l )m e  
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Д.'IЯ й� ПОЛУЧИМ 
й 1 = ( 1  - r) й0 + rй0 = 

т т m+ l 

1 81  

= ( 1 - r) (- 1 )т 8 + r (- 1 )т+ l 8 = ( 1 - 2r) (- 1 )т 8 = ( 1 - 2r) й�. 
Мы видим, что допущенн а я  при n = О ошибка умножилась  н а  
число ( 1 - 2r) . П р и  переходе к й� получим 

й� = ( 1 - r) й� + rй�� �  = ( 1 - 2r) й� = ( 1 - 2r)2 й�. 
Вообще 

й� = ( 1 - 2r)n й� = ( 1 - 2r)n (- 1 )т 8 . 
При r > 1 будет 1 - 2r < - 1 , так  что ошибка 

й� = (- l )т 8 
при переходе от одного слоя t = пт сетки к следующему умно
жается на отрицательное число, превосходящее единицу по мо
дулю. При n = [Т/т] будет 

1 й� 1 = 1 1 - 2r I IтtтJ 1 й� 1 · 
Отсюда 

1 1 й (h ! lluh = 1 1 - 2r I IT/(rh)J 1 й� 1 = l l - 2r i iT/\rhl] max 1 \iiт 1 = 

= l l - 2r I (T{(rh) )  11 r(h) I IFh" 
При фиксиров анном Т первоначально допущенная  в н а чаль

ных данных ошибка ( - 1 ) m8 увеличив ается в очень быстро 
возрастающее при h -+  О число р аз ,  р а вное 1 1 - 2r I IT/(rhH .  

Остановимся теперь кр атко на  критике принятого нами  спо
соба оценки к ачества а ппроксимации сравнением величины 
нормы невязки / 1 бf(h! l /p1z с той или иной степенью h. Как  мы 
знаем ,  для устойчивых схем порядок аппроксим ации  совпадает · 
с порядком погрешности [u]h - u<h> в решении .  Качество схемы 
естественно оценив ать по количеству вычислительной р а боты, 
необходимой для получения з аданной точности. Колич ество же 
работы, вообще говоря,  пропорционально числу точек N исполь
зова нной разностной сетки. Для обыкновенных дифференциаль
ных уравнений N пропорционально ша гу h. Поэтому, когда мы 
говорим,  что погрешность 8 � hP, мы тем с амым  утверждаем , 
что 8 � 1 /NP , т е. что уменьшение погрешности вдвое требует 

р 

увеличения р аботы в .у'2 р аз .  Таким образом ,  в случ ае обыкно
венных ра зностных уравнений порядок аппроксимации относи
тельно h характеризует объем работы. 

Для ура внений с ч а стными производными . дело обстоит 
уже не так .  В р ассмотренном н ам и  примере з адач и с двум�� 
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переменными  х и t сетка задается двумя шагами  • и h. Число N 
· ·точек сетки, помещающихся в огр аниченной области н а  плоско
сти Oxt, имеет порядок 1 / (•h ) . Это число также может приме
няться для оценки количеств а р аботы, затрачиваемой при реше
н и и  р азностных уравнений .  Пусть • = rh. В этом случ ае  N � l /h2 

·и утверждение ,  что Е � hv ,  эквивалентно утверждению Е �  1 /NP12 • 
Если  • = rh2, то N � l /h3 и утверждение Е � hP эквивалентно 
тому, что Е �  1 /Npf?, . 

Мы видим , что в с.1уч а е  уравнений с ч а стными производными 
порядок погрешности естественнее было бы измерять не  в сте
пенях h, а в степенях 1 /N. Мы все же остановимся на описан 
ном выше способе оценки аппроксим ации степенями  h, так как  
это удобнее при  проведении выкл адок. Читатель, одн ако, дол
жен при  оценке к ачеств а р азностных схем иметь в виду отме
ченное обстоятельство. 

Н адо еще з ам етить, что утверждение о пропорциональности 
вычислительной р аботы чис�у N точек сетки тоже не всегда 
является верным .  Можно привести примеры разностных схем, 
для вычисления решения по которым требуется произвести 
� N 1 +q арифметических операций ,  где q = 1 /2 , 1 или даже 2. 
С этим приходится встреч аться п ри  решении р азностных крае
вых з адач ,  аппроксимирующих эллиптические уравнения ,  или 
n р и  решении з адач в случ ае  трех и более независимых перемен
ных ( н а п ример ,  и = и ( t, х, у ) ) . В многомерном случае  построе
ние р азностных схем ,  для вычисления решения по которым тре
буется � N арифметических опер аций ,  является непростой за 
дачей ,  о которой будет идти речь в §§ 3 1 ,  32 .  

При реальных р а счетах на вычислительной машине для срав
н ительной оценки используемых алгоритмов з а  меру качеств а 
схемы обычно естественно принять м ашинное время .  Машинное 
вр емя не обязательно пропорцион ально числу арифметических 
действий .  

Играют роль, иногда превалирующую, з атр аты времени н а  
пересылку информ ации  и з  одного блока м ашинной п амяти в 

. другой. Может играть роль время ,  р а сходуемое на  логические 
опер ации .  

ЗАДАЧИ 

1. Для задачи Коши (4) исследовать следующую р азностную схему: 

h 
= <р (mh , пт) ,  

u;:; - и';, _ 1 } 

m = O. ± 1 . . . .  ; n = O, 1 ,  . . . .  [Т/т] - 1 , 

и� = 'Ф (mh ) ,  т =  О, ± 1 . . . . , 
rде t" = rh , r = const. Именно: 
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а) Выnисать оnератор Lh и nравую часть f(hJ, возникающие nри заnиси 
этой схемы в виде Lhи (h ) = f(h ) . 

б) Изобразить взаимное расnоложение трех точек сетки, значения и!h) 
в которых связывает разностное уравнение nри фиксированных т и n. 

в) Показать, что разноетпая схема аnnроксимирует дифференциальн ую 
задачу с nервым относительно h nорядком н а  решении и (х, t ) , имеющем 
ограниченные вторые nроизводные. r )  Выяснить, устойчива ли исследуемая разностная схема nри каком-либо 
выборе, r, т = rh. 

2. Для задачи Коши и, + их = ер (х, t ) , и (х, О) = "Ф (х) ,  - оо < х < со , . О :t;:;;; t :t;:;;; Т исследовать по nредложенному в задаче l nлану каждую из сле
дующих разностных схем:  

и�+ l - и� и� - и� - l  

} 

т + h = q> (mh ,  пт) .  

m = O, ± 1 ,  . . .  ; n = O, 1 ,  . . .  , [ Т/т] - 1 , 
и� = "Ф ( тh) , m = O, ± 1  . . .  ; 

и�+ l _ и� 
....;.;.:._т__:.::.. + q> (mh .  пт) , } 

m = O, ± I ,  . . .  ; n = O, I ,  . . . , [ T/т] - 1 ,  
m = O, ± 1 , . • . и� = "Ф (ml!) , 

§ 22. Простейшие приемы построения 
аппроксимирующих разностных схем 

1 .  Замена производных разностными отношениями.  Простей
ший прием построения разностных кр аевых з адач ,  а п прокси
мирующих дифференциальные, состоит в з амене производных 
соответствующими р азностными отношениями .  Приведем не
сколько примеров разностных схем,  полученных таким спосо
бом. В этих примерах  будут использованы приближенные фор
мулы 

_d_f _( z_) � .!...f ..:..::<z�+.:........:.l1,.:.;z)�-�f .:.;.:(z..:...) 
dz 11z 

_d_f _( z_) � .:....f (.:.....z.:....) -......:.,.f ..:....( z_-_11_z-'-) dz 11� ' � 
d / (z) f (z + l1z) - f (z - 11z) � � 28z ' 

d2f (z ) f (z + 11z) - 2! (z) + f (z + 11z) 
• J ----;[Т � f!..z2 

( 1 ) ·  

Предполагая функцию f (z )  имеющей достаточное число · 
ограниченных производных, можно выписать выражения для 
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.остаточных членов этих формул .  По формуле Тейлор а  

f (е +  dz) = f (z) + dz f '  (z) + J�)2 f" (z) + 1 

[ ГЛ. 7 

+ (l'.z )з f"' (z) -t- (l'.z)t f ( 4) (z) + о [(Az)4] 1 31 4 1  ' � (2) 
f (z - dz) = f (z) - dz f' (z) + ( !'.�) 2 f "  (z) - 1 - (l'.:r)з f"' (z) + ( !'.�) 4 f (4) (z) + о [(.�z)4] .  J 

Используя р азложения ( 2 ) , можно получить выражения для 
остаточных членов прибл иженных формул ( 1 ) . Именно, спра
ведливы р авенства 

f (z + t.;l - f (z) = f' (z) + [ t.2z f" (z) + o (dz)] . 1 
f (z ) - f (z - t.z) = f ' (z) + [- � f " (z) + о (Az)] , fl..z 2 } (3) f (z + t-.z)

2
-;

z
f (z - l'.z) = f' (z) + [<!'.�)2 f"' (z) + о ((Az)2)] • 1 

f (z + .\z) - 2f (z ) + f (z - l'.z) = f" (z) + [ (l'.z) 2 f (4) (z'+ о(( dz)2)] . ) fl..z 2  1 2  
Остаточные члены приближенных формул ( 1 )  входят в соот
ветствующие равенств а (3 ) в В iiде выр ажений в квадратных 
скобках .  

Очевидно, что формулы ( 1 )  и выр ажения остаточных чле
нов, выписанные в формулах  ( 3 ) , можно использовать и при 
з амене ч а t:тных производных разностными  отношениями .  На 
пример ,  

причем 

ди ( х ,  t )  и (х ,  t + М ) - и (х ,  t )  
--д-t - � м • 

u ( х ,  t + М) - и (х ,  t )  = ди ( х ,  t) + [� д2и (х , t ) + 0 (А/)1 . м дt 2 дt2 

Точно так же справедливы формулы 

д и ( х ,  t) и ( х  + t-.x,  t ) - и ( х ,  t )  
дх � l'.x 

и при этом 

и т. д. 

и ( х  + Зх,;� - и ( х ,  t )  = ди �:· t ) + [ t.2x д2ид�; t ) + 0 (dx)] 
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П р  и м е р  1 .  Вернемся к з адаче Коши (4) из § 2 1 :  

ди ди ) 1 дt -
дх = q> (х, t , - оо < х < оо ,  О � t � т. 

l и (х, О) = 'Ф (х) , - 00  < х < 00 ,  

1 85 · 

(4) 

Для аппроксимации  этой задачи Коши построим три схемы. 
Во всех этих схемах  используем сетку Dh, образованную точ
ками  пересечения прямых х = mh, t = пт, попавшими в полосу 
О :::;;;; t :::;;;; Т. Значения т и h будем считать связанными соотно
шением т = rh , где r - некоторая положите"1ьная постоянная.  
Простейшая из этих схем имеет в ид (5) из § 2 1 :  { un+ l  _ un un _ un 

т т т + l  т ( h ) Lhu(h) = 't' 

- h = q> т ' пт ' 

и� = 'Ф (mh) , 
(5) 

и получается при з амене производных Ut = ди/дt 
по приближенным формул ам  

и их = ди/дr 

Ut (х, t) � -u-'("-x_,_, _t +_,__'t'...:.)_-_и _,_( x-''-t'-) 

u ( x +  h. t ) - u (x , t ) 
Ux (х, t) � h 

Мы подробно исследовали эту схему в § 2 1 .  Для нее не
вязка бf<hJ, возникающая при подстановке решения (u]h диффе
ренциальной задачи в левую ч а сть ра зностной з адачи 

L1, [u] h = t <h) + 6f 1h) , 

выражается формулой 

( hJ j ( ;  Utt - -� Uxx) n 
+ о (т + h) ,  

l!f = 1 т 

1 о. 

За  норму элемента f<1•> пространства Fh примем в этом пара
графе максимум всех компонент элемента f<1• > Е Fh. Тогда, 
очевидно, 

l l 6f (h) IIFh = о (т + h) = о (rh + h) == о (h) , 

и порядок аппроксимации получается первый .  
Вторая схема получ ается при использовании другой фор

мулы для з амены ди/дх: 
ди (х , t) и (х . t ) - и ( х - h .  t )  

дх � h 
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-она имеет вид 

Здесь 

{ и�+ 1 - и� и� - и�_ 1 
Lhи(h> = т - h = <р (mh, n-r) , 

и?" = 1jJ (mh). 

бf (h) = f ( ; Щt + � ихх ): + o (-r -t- h) , 

1 о , 
11 бf (h) I IFh = о (h) 

и порядок аппроксимации  снова получ ается первый .  

[ГЛ. 7 

Втор а я  схема ,  казалось бы, совсем несущественно отли
чается от первой .  В дальнейшем мы  увидим ,  одна ко, что вторая  
схем а  непригодна для  счета : она неустойчива при любом  т:/h = 
= r = const .  

Третья схема ,  

{ иn+ l и�+ 1 + и�- 1 
rn 2 Lhи(h> = т 

и�+ 1 - и� 
h = tp (mh, n-r) , 

и?" = 1jJ (mh) , 

получается при  за мене производных разностными  отношениями 
.по приближенным формул ам  

д и (х , t )  д t � ( t + ) и (х + h , t) + и  (х - h, t ) и х, т - - 2 

ди (х , t) ,....., и (х + h , t )  - и  (х , t )  дх ,....., h 

С помощью тейлоровских р азложений ( 2 ) для достаточно 
гладкого решения и (х, t ) задачи ( 1 )  получаем 

( t + ) _ и (х + h ,  t )  + и  (х - h, t )  и х , т 2 и (х + h , t) - и (х , t )  
h 

-

= [.Е!:!.... - � - h2 д2и + ..!. д2и ] + О (-r2 + h� + .!!:...) = дt дх 2т дх2 2 д t2 х , t т 
= <р (х, t) + [- �r ихх + � иtt + О (h2)) х . t .  

Поэтому 

- r <p (mh , nh) + [- ;, ихх + � иtt + O (/z2)] . Lh [и]h - �  i 1jJ (mh) + О, 
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т а к  что бf<

h
> и з  формулы 

Lh [и]h = t <h> + бf <h> 

имеет вид 

бf(h) =J  - :, ихх + ; utt + О (h2) ,  

l о. 

Следовательно, 11 бf <hJ I IFh = О (h) и имеет место аппроксима
ция первого порядка ,  как и в двух первых примерах .  

· I rm,л +i)8 
• 1 • � 'm.n) (m.,.l,л} (m,n) {m -l,n) tm,n) 

Рис. 1 0. 

Рассмотрим теперь случай ,  когда  связь м ежду шаг ами  сетки 
задается не формулой т = rh, как выше, а формулой 

т = rh2 , r = const , 

предписывающей ускоренное измельчение шага  т по сравнению· 
с шагом h. В этом случае  

L [ ] - ( [ �� - �: - ;, ;:� ]  + о (h2) , 
h и /1 - { xm' tn [ и (mh, пт) .  

Отсюда видно, что р ассматриваемая  р азностн ая  схем а ап
проксимирует задачу 

ди ди 1 д2u 
дt - дх - 2г дх2 = IP (х, t) , 

и (х, О) = 'iJ (х) , 
а вовсе не задачу Коши ( 4 ) , которую мы  хотели аппроксими
ровать. 

Мы столкнулись с тем ф а ктом ,  что одна  н та же ра зностная 
схема может в случае  различной связи -r = т ( /z )  а ппроксими 
ровать при h -+  О р азличные дифференциальные задачи .  Такого 
рода разностные схемы называют негибки.ми. 

Для облегчения з а поминания  разностной схемы ее обычно 
принято сопоставлять с картинкой, н а  которой изображено 
взаимное р асположение точек сетки ( «шаблон» ) , значения р е
шения в которых связывает р азностное уравнение при  некото
рых фиксированных значениях т и n. 

Для трех рассмотренных схем эти картинки изображены нп 
рис. 1 0. 
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П р  и м е р  2. Приведем две р азностные схемы, аппроксими
рующие задачу Коши для уравнения теплопроводности 

ди д2и дt - дх2 = <р (х, t) , - оо < х < оо , О < t < Т, 

и (х, O) = 'ljJ (x) , - оо  < х < оо . 
Простейшая  и з  них, 

L�I )и(h) = -r h�  = <р (mh, n-r:), { и;:,+ I - и;:, _ _ и;:,+ ! - 2и;:, + и;:,_ 1  

и� = 'ljJ (mh) , 

(h) = 
{ <р (mh, n-r) , f 

- 'Ф (mh) , 

получается при за мене производных и1 и ихх р азностными от
ношениями  по формулам  

( t) '""' и (х ,  t + -r) - и ( х ,  t ) иt Х, '""' "t , 

( t) '""' и (х + h, t ) - 2и (х ,  t ) + и  (х - h, t )  
ихх Х, '""' 

h2 

Есл и  для з амены ихх (х, t) использовать другую фор мулу :  
( t) '""' и ( х  + h ,  t + "t) - 2и (х ,  t + -r ) + и  (х - h, t + -r ) их х  Х, ,....., h2 ' 

мы придем к другой схеме для того же уравнения :  { и;:,+ l _ и;:, 
L�Jи (h) == -r 

и� = 'Ф (mh) . 

иn + I  _ 2ип+ 1 + ип+ 1 т+ 1 т т - 1  ( h2 
= <р mh, n-r), 

Чтобы р азлич ать операторы L,, этих двух схем, мы снабдили их 
номер ами  и н аписал-и L�1 )и(h) = f (hJ и L�2)и(h) = f(h) . Шаблоны, со
ответствующие этим р азностным схемам ,  изображены на рис. 1 1 . 

'lm,л +l) 
I 

• 

1 e(m+J,л+J) (т, л) • • 
(m -f,л) 

Рис. 1 1 . 
Эти схемы существенно отличаются. Вычисление решения 

u(l') по первой из них не представляет труда и проводится по 
явной формуле  

и;:, + 1 = ( 1 - 2r) и� + r (и� + и�+ 1) + -r<p (mh, п.-), 
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где r = тfh" . Эта формула получена из разностного уравнения 
в результате решения его относительно и�+ 1 • Зная  значения 
решения и� . т =  О, ± 1 ,  . . . на слое t = tn (= n•) сетки , мы 
можем вычислить его значения u�+ I на следующем слое t = tn н ·  

Вторая схема L�2)и(h) = f (h )  лишена этого удобного свойства . 
Поэтому ее называют неявной. В этом случае разностное урав
нение, выписанное при фиксированных т и n, нельзя разрешить 
относительно и�+ 1 , выразив это значение через известные значе-
ния и�+ l '  и� . и�_ 1 с предыдущего слоя . Дело в т ом ,  что в это 
уравнение входит не только неизвестное зна чение и�+ 1 , но также 
и неизвестн.ые и�-1_:_11 и и�:;_\ . Поэтому для определения и�+ 1 , 
т = О , + 1 ,  . . .  , п ридется решать разностное уравнение относи
тельно сеточной функции и�+ 1 аргумента  т. Тем не менее , в даль-
нейшем будет показано , что схема  L�)u(h) 

= f (h) '  как п равило ,  
удобнее схемы L�1 1u(h) = f (h) . 

При т = rh2, r = const ,  обе схемы имеют второй порядок 
аппроксимации относительно h. Вычислим  невязку бfCh) и оце 
ним  порядок аппроксимации дл я второй из этнх схем .  Пользуясь 
формулами  ( 3 ) , можно написать 

Отсюда , с у четом • = rh2 , можно написат ь  

Но 

lp (Хт, tn+ l) = lp (Хт , tп) + [�р (Хт , tn+ l) - lp  (хт. tп)J = 

= lp (хт . tn) + О (,;) = lp (Хт, tп) + О  (h2). 

Поэтому  
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П р  и м е р  3. Рассмотрим простейшую разностную схему, ап
проксимирующую з адачу Дирихле для уравнения Пуассона в 
квадрате D (О < х < 1 ,  О <  у < 1 ) с гр а ницей Г (рис. 1 2 , а) : 

Ихх + Uyy = qJ (х, у) , 
и lг = 'Ф (х, у), 

(х, у) Е D, 
(х, у) Е Г.  

Построим сетку Dh, отнеся к ней те точки (xm. tn )  = (mh, nh) . 
которые попали внутрь квадрата или на его гра ницу. Шаг h 

!i 
(!], !} 

д 
а) 

!J 

· r  

.т 
(!, !J) 

Рис. 1 2. 

-fл+J) 

(m+/,л) 
(J ,л-1) 

будем считать выбранным так ,  чтобы число 1 /h было целым. 
Ра зностную схему Lhu(h) = f(h) зададим равенств ами  

h" h2 
{ U rn + J ,  n - 2Umn + Um- J ,  n 

+ 
Um, n + l - 2Umn + Um, n- l  

= 

Lhu(h l = = <р (mh ,  nh) , (mh, nh) Е D, 
Um,. = 'Ф (mh, nh) , (mh, nh) Е Г 

f 
{ <р (mh ,  nh), если (mh ,  nh) Е D, (h) = 'Ф (mh , nh) ,  если (mh ,  nh) Е Г .  

Невязка бf<hJ, Lh[u]h = f(h) + бf(h), имеет в силу формул (3) 
вид 

так что аппроксимация  имеет второй порядок. Пятиточечный 
шаблон,  отвечающий использов анному разностному уравнению, 
изображен на рис. 1 2, б. 

Разностные схемы, построенные выше, получались путем з а
мены каждой производной в дифференциальном уравнении тем 
или иным р азностным отношением . 
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2 .  Метод неопределенных коэффи циентов. Более общий спо
соб построения р азностных схем состоит в том, что п риnли
жается не  каждая производная  в отдельности, а сразу весь диф
ференциальный оператор .  Разъясним  этот способ н а  примерах  
р азностных схем для зада чи  Коши ( 4 ) . Сначала  рассмотрим '  
схему первого порядка ап проксимации (5 ) . Она  связывает зна 
чения искомой функции в трех точках ,  изображенных н а  рис .  1 0  
слева .  Разностное уравнение 

= <р (mh, n"C) , 

используемое в этой схеме, имеет вид 

Л uth) = а0ип+ 1 + а иn + а иn = m (mh n"C) h т О т 1 т+ 1 "' • · 
З абудем н а  время ,  что н а'\1  уже известн а разностная  схем а ( 5 ) , 
для которой 

1 ао = т ' 
1 1 ао = h - ;- . 1 а1 = - т ·  

и ,  считая эти коэффициенты неопределенными ,  постараемся  по
добрать их  так, чтобы имело мест'о р авенство 

или 

где 

( дu ()U ) 1 Ah [и}h fx=тh, = 7iГ - дХ  х=тh . + О (h) 
t = n't t=n't 

Лh [u] h lx=тh. = Ли lx=тh. + О (/1) , t =n't l =n't 

Ли = � - .3.!!:_ - дt дх • 
Воспользуемся формулой Тейлора :  

и [mh, (n + 1 ) 't"] = и (mh , n"C) + "С  и; (mh, n"C) + О  ('t"�) . 
и [(т +  1 )  h ,  n't"] = и  (mh , n"C) + h < (mh , n"C) + О (h2) . 

Подставив эти выражения в пр а вую ч а сть р авенств а 

(6) 

(7) 

Л1, [и]h lx =тh. = а0и [mh , (п + 1 ) 't"] + aou (mh , n't") + а 1и [(т + 1 ) lz , !l"C ] t =n't 
nJлучим 

лh [u]h l x=тh . = (а0 + ао + а 1 )  и (mh , n"C) + 
l =n't 

+ ао". ди (mh, пт) + a1h ди (mh , пт) + О ( 0 � h2) • дt дх а 't', а1 . (8) 
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Поскольку н ашей целью является такой подбор коэффициен

тов а0, а0, а 1 , чтобы выполнялось условие аппроксимации (б ) ,  
то естественно предварительно так сгруппировать слагаемые в 
nра вой ч а сти р авенства ( 8 ) , чтобы выделился член (7 ) . Тогда 
остальные слагаемые образуют остаточный член аппроксимации, 
который должен быть мал .  Чтобы выделить член Ли, можно 
з а менить в пра вой ч а сти ра венства (8) производные ди/дt или 
ди/дх соответственно по одной из формул : 

ди ди да ди 
дt = Ли + дх 

И Л И  
ах = 7Гt - Ли. 

Для определенности воспользуемся первой из них . .  
Кроме того, подчиним ша ги  't и h связи 't = rh, где r 

какая -нибудь постоянная .  После этого р авенство ( 8 ) примет 
следующий вид: 

Ль [и]ь ix=mh. = а0rhЛи ix=mh. + (а0 + Ь0 + а1 ) и (mh, n't) + t = n"i t � n"i 
+ (a0r + а1 ) hих (mh ,  nt') + О (a0r2h2 , a1h2) . (9) 

Среди всех г п адких функций и (х, t) можно указать такие, для 
которых и, ди/дх и ди/дt в любой заранее заданной фиксиро
в а нной точке принимают любые независимые друг от друга 
значения .  Следовательно, и зна чения 

д и и, ах ди ди ( и Ли = - - - = ер  х t) дt  дх , 

т акже можно считать независимыми друг от друга . Ввиду этого 
из равенства (9) следует, что для выполнения при любой пра 
вой ч асти ср (х, t) задачи (4 )  условия аппроксимации 

Ль [и]ь lx=mh . = (Ли)х=тЬ. + О (h) 
t = n"i t =n"i 

необходимо,  чтобы выполнялись р авенства 

a0rh = 1 + О1  (h) , 

а0 + а0 + а1 = О +  О2 (h) , 
(a0r + а1 )  h = О + 03 (h) , 

где 01 (h ) ,  02 (h ) , 03 (h ) - какие-нибудь произвольные величины 
порядка h. Положим О 1 (h ) = О2 (h )  = Оз (h ) = О. Получающаяся 
при этом систем а 

a0rh = 1 ,  

а0 + а0 + а1 = О, 
a0r + а1 = 0  



§ 22] ПОСТРОЕНИЕ АППРОI(СИМИРУЮЩИХ РАЗНОСТНЫХ СХЕМ 

имеет единственное решение 
ао = _1_ = ..!.. . 

rh т ' 
r - 1  1 1 

ао = � = т - -т ·  

1 
а. = - т · 

которое приводит к уже известной схеме ( 5 ) . 
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Теперь мы,  одн ако ,  дополнительно узнали ,  что среди раз 
ностных схем вида { a0

u;:,+ • + а0и;:, + a 1u;:, + l  = q> (mh , пт) , 
L ll(h) -h = о = ·•· ( h) um '1' т 

она является единственной ,  а ппроксимирующей рассматривае
мую задачу Коши .  Говоря о единственности, мы пренебрегаем 
тем произволом, который вносит 
свобода выбора функций О 1 (h ) , 
О2 ( lt ) , Оз ( Jz ) .  Всюду в дальнейших -
прим ерах мы та кже будем прене- (m -/, _�) 
брегать подобного рода очевидным  
произволом и даже н е  все г д а  б у д ем 

I
(m,л+l) 

•?n +l, л) 
(т,л) 

Р ис. 1 3. 
вводить произвольные величины ,  
ан алогичные величин ам  01 ( h ) , 02 ( /t ) , Оз (h ) ,  с самого н ач ала  
полагая их р авными  нулю .  

Читатель без  труда убедится , что  в рассмотренном сейчас 
примере учет этих величин  привел бы к следующему несуше
ственному из м енению результата : 

ао = � (+ + O (h)] , 
1 [ ' - 1 ] ао = 71 -, - + O (h) , 

1 
а1 = 7i [- 1 + O (h)] . 

Аналогично будет обстоять дело и в других примерах , кото
рые н ам  встретятся . 

Посмотрим  теперь, как  можно строить для задачи ( 4 )  раз 
ностные схемы { a0u;:,+ • + аuи::Ж + а_ 1и;:,_ 1 + a 1u;:, + l  = q> (mh , пт) . 

L ll(h) -h = 

u�1 = 'iJ (mh) 
( 1 0) 

более общего вида ,  связывающие значения искомой функции 
в четырех точ ках ,  изобр аженных н а  рис .  1 3 .  

7 С. К. Годунов .  В .  С. Рябен ький 
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Шаги сетки снова свяжем р авенством ' = rh , r = const ,  и 
введем обозначение лh. положив 

Лhи(h) = а0и�+ ! + а0и� + а_ 1и�- I + а1и�+ ! '  ( 1 1 ) 

Для веикой достаточно г л адкой функции и (х, t) с помощью 
формулы Тейлор а можно написать 

Ah [и]h lx=mh, = (а0 + а0 + а1 + а - 1 ) и (mh , n<) + 
t =nt 

1 + a0rhщ (mh , n<) + (а1 - а - 1 ) hих (mh, n<) + 2 a0r2h2иtt (mh ,  n<) + 
+ � (a t + a_ I ) h2ихх (mh , т) + О (a0r3h3 ,  a 1h3, a_ 1h3) . ( 1 2) 

ди ди Выделим в пр авой ч а сти этого р авенств а член Ли =  "дГ - дХ ,  
воспользов авшись для этого тождеством Ut = Их + Ли. Имеем 

Ah [и]h lx =mh, = a0rhЛu lx =mh, + (а0 + а0 + а1 + а _ 1 ) и (mfz , n<) + 
t =nт; t =n"t 

1 + (a0r + а1 - a- 1 ) ftиx (mh , n<) + 2 a0r2h2u 11 (mh, n<) + 

+ ; (а1 + а - 1 ) h2Ихх (mh,  n<) + О  (a0r3h3 , a 1 h3 ,  a_ /z3) . 

Если п.редпол а гать, что вели чина  О (a0r3h3, a 1 h3, a_ 1 h3 ) доста � 
точно м ала , - это предположение подтвердится в дальнейшем , 
то для выполнения усл{)вия аппроксимации 

(Лh [ublx=mh, = (Лu)x=mh. + О (h) 
l = nt t =nt 

необходимо ,  чтобы четыре чис.'l а а0, ао, а 1 ,  а_1 удовлетворяли 
следуюЩим трем р а венств а м :  

a0rh = 1 + 0 1 (h) , 
а0 + а0 + а 1 + а - 1  = О + 02 {fz ) ,  
(a0r + а1 - а - 1 ) lz = О + 03 (h) . 

Положим, к ак  условились, произвольные величины 0 1 (h) , 
02 (h ) , 03 (h ) порядка h р авными нулю. Получим систему урав
нений 

( 1 3) 
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Если условия 1 3 выполнены, то 

Ah [и]h lx=mh, = Ли lx�mh, + -4- a0r2h2иtt (mh, n't) + 
t = n1: t � n-r: 
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+ { (а 1 + а- 1) h2ихх (mh, n't) + О (a0r3h3, а1hЗ , a-. , h3). 

Система  ( 1 3 ) имеет много решений - семейство решений, за ви· 
сящее от одного параметра .  Одно из этих решений : 

1 
ao = rh ' а_ 1  = 0, r - 1  

ao = -h-
'  

дает уже рассмотренную схему (5 ) . Решению 
1 1 1 

a0 = --r-i/ · а0 = - --r-i/ ·  а- 1 = <JJZ · 

соответствует схема 

= QJ (mh , пт) , 

Выбр ав какое-либо решение системы ( 1 3 ) ,  н адо его подста� 
вить в остаточный член и убедиться, что он м ал .  Для двух сей 
час приведеиных решений подстановка ч исел а0, ао, а 1 , а- 1  дает 
остаточные члены 

a0r2 h2 д2и + а , + а - 1  h2 д2и + О ( о з; l  hз hз) 2 дt2  2 дх"  а r z , ai ' a _ J  

порядка О (h ) . 
Среди гладких функций и (х, t) есть м ногочлены второй сте 

пени, для которых д2иjдt2 и д2и/дх2 принимают в любой фикси
рованной точке любые независимые  наперед заданные значения .  
При этом член О (a0r3h3, a 1 h3, a_1 h3 ) , в который входят третьи 
производные многочлена и (х, t ) , обращается в нуль .  Поэтому 
для того, чтобы остаточный  член был порядка h, необходимо, 
чтобы коэффициенты при д2и/дt2 и д2и/дх2 каждый в отдельно
сти были порядка /z. Поскольку из первого уравнения ( 1 3 )  
имеем а 0  = 1 / ( rh ) , то коэффициент при  д2иjдt2 есть rh/2 и поря 
док остаточного члена всегда не выше первого. 

Мы установили, что нельзя построить р азностную схему вида 
( 1 0) ,  которая  аппроксимирует задачу 

f ди ди 

Lи = 1 дГ - дХ = QJ (х, t) . 

и (х, О) = 1jJ (х) 
7* 
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с порядком h2• Для увеличения порядка аппроксимации при
шлось бы увеличить число точек разностной сетки, используе
мых  в конструируемой схеме .  

Укажем некоторый способ, позвол яющий все же построить 
р а зностную схему с аппроксимацией порядка h2, использующую 
только четыре указанные точки р азностной сетки .  С пособ повы
шения порядка аппроксимации, который мы сей час изложим 
с помощью примера ,  носит общий характер. Оказывается, что 
можно подобрать коэффициенты а0, а_1 , а0, а 1 так, чтобы выпол
н ялось р а венство 

Ah [u]h = а0и (mh, (п + 1 ) t') + a_ 1u ((т - l )  h , nt') + 
+ a0u (mh , nt') + а 1и ((т + 1 ) h , т) = 

= Au + r: [(Лu)t + (Ли)х] lf:�h, + О  (h 2) = PhЛ.u l (хт. t п )  + О  (h2) ,  

где 
rh ( д д ) 

Ph = E + ·-- - + -� дt дх • 

Е - опер атор умножения н а  единицу. Тогда ввиду Ли = 
= Ut - их = ер (х, t ) разностная схема 

где 

ср;:, = (Phcp)x =тh, = ср + r�t (cpt + срх) l x= тh, ' t=n't t=n't 
будет аппроксимировать р а ссматриваемую дифференциальную 
з адачу на решении и (х, t) со вторым порядком относительно h. 

Коэффициенты а0, а_ , ,  ао, а , снова могут быть подобраны 
методом неопределенных коэффициентов. Они оказываются сле
дующими : 

1 
ao = 

rh ' 
1 - r 

а - • = ---vz- . 

Оператор ·лh при этом получаетсн таким :  

А u<h! = ..!.._ (un+ l-un ) - _1_ (un -un ) - -'- (un -2un +ип ) · h т т т 2h т+ l т- l  2h т+ l т т- l  
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Методом неопредел�нных коэффициентов можно и� только 

подобрать коэффициенты а0, а_1 , ао, а1 , пр и  которых 

Ah [u]h = а0и (х, t + t') + а_ 1и (х - h ,  t ) + + а0и (х, t) + а 1и (х + h , t) = РьАи + О (h2) 

при выписанном выше опер аторе Ph, но и построить все такие 
операторы. 

Пш\аж ем , как это делается .  
Считая, что 

и пользуясь фор мулой Тейлора , получим 

Ah [иl h  lx=mh, = (а0 + ао + а , +  а - 1 )  и (mh, пт) + t = nt 
1 + a0rhиt (mh, пт) + (а 1 + а_ 1 )  hих (mh, пт) + 2 a0r2h2иtt (mh, пт) + 

1 ' 
+ 2 (а , + а - 1 )  h2ихх (mh, пт) + О (a0r3h3, a 1h3 ,  а _ , hз ). ( 1 4) 

Это выражснпе мы сейчас преобразуем. Начнем с вывода тождества 

д2и д2u 
дt2 """ дх2 + (Аи )t + (Аи)х  

которое в ы r �: к <t е т  из  определения Ли: 
ди ди дt = ах + Аи. 

Докаэа тr.11 ы�тво содержится в цепочке очевидных тождеств: 

д2и ( ди ) д2и д 
дt2 = дх + Au t = дх дt + (Au)t''"" ах иt + (Аи)1 ""' 

д 
!Е! ах (их + Аи) + (Аи)t = ихх + (Аи)t + (Аи)х. 

Используя эти тождества, можно выражение ( 1 4) переписать в следую
щем эквивалентном виде: 

1 
Ah [и]h lx = mh , = a0rh (Аи)::Z + "2 aDr2h2 [(Аи)t + (Au)x] n + t - nt т 

+ (а0 + а 0  + а1 + а _ , )  и (mh, пт} + (a0r + а1 - а - 1 ) hих (mh, пт) + 

+ [ � a0r2 + { (а 1  + а- 1 )] h2ихх (mh, пт) + О (a0r3h3, a 1 h3 ,  a- 1hs ) . ( 1 5) 

Построим оператор Аь, удовлетворяющий услGвию Аhи = PhЛil + О (h1 )' .  
Члены, содержащие Аи, (Ли) ,. ,  (Аи) 1 ,  В I{лючим в выр ажение РhЛи, поскольку 
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иыбор оnератора РhЛи в наших руках. Все остальные член ы 

(ао + а0 + й-1 + а 1 )  и (mh, пт) , 
(a0r + а 1 - а- 1 ) hих (mh. пт) ,  

a0r2 + а 1 + а- 1 h2 ( h ) 2 ихх т , п т .  

О ( a0r3h3 ,  a 1 h3 , a- 1h3) , 

обязательно войдут слагаемыми в остаточный член равенства 

Лh ( и lh = РhЛи + ост. член, 

[ГЛ. 7' 

как бы м ы  ни выбрали оператор Ph. Справедливость последнего утвержден и!f 
доказыв ается тем, что среди функций и (х, t )  существуют такие,  для которых 
и, их, и"" •  Ли, (Ли ) " •  (Ли ) 1 принимают в любой фиксированной точке (ха ,  t0 ) 
любые, незавнсимые друг от друга, наперед заданные зн ачения и0, и�. и�х 

о о о , 

(Ли )  , (Ли )х• (Ли) 1 • Такой функцией является, н апример, многочлен 

Р (х, t ) = и0 + и� (х - х0) + [(Ли)0 + и�] (t - t0) + � и�х (х - х0)2 + 

+ � [ и�х + (Ли)� -+:  (Ли )П (t - ti + [ и�х + (Ли )�] (х - х0) ( t - t0). 

Ввиду независимости значений и,  и" , и"", Ли, (Ли) 1 ,  (Ли) " при любом вы
боре оператора Ph для аппроксимации второго п орядка необходимо, чтобы 
каждое в отдельности слагаемое, входящее в остаточный член, было по
рядка h2• Это требование можно записать такими равенствами :  

ао + а0 + а 1  + й- 1  = О, } 
(aar + a 1 + a- 1 ) h = O.

J 
� 

(aor2 + а 1  + а- 1 )  h2 = О. 
( 1 6) 

Решение системы ( 1 6) определено с точностью до множителя. Дополним 
эту систему ур авнением 

aorh = 1 , ( 1 7) 

которое выражает естественное, хотя и не необходимое ограничение на вы
бор оператора Ph: коэффициент при (Ли ) в выр ажении PhЛil р авен единице. 

В правы е части равенств (6 ) , (7) 1\!ОЖНО было бы добавить произволь
пые слагаемые О 1 (h2) ,  О2 (h2) ,  Оз (h2) , О, (h2) ,  но мы считаем их равными 
н улю, как  условились. 

Решая систему уравнений ( 1 6) ,  ( 1 7) ,  получаем коэффициенты а0 , й - t .  
а о , а, ,  которые были уже  нами  приведены :  

1 
ao = 

rh • 

1 r ао = - Гii + т ·  1 - r  
й- 1  = 2jl'"""• 

При этих значениях коэффициентов остаточный член равенства ( 1 5) 

rh rh Лh (иlh = Ли +  2 (Ли )t + Т  (Ли)х + О ( a0r�h 3 , a 1 h 3 ,  a - 1 h8) = 

= РhЛи + О ( n°r3h3 ,  a 1 h 3 ,  а- 11 3 )  
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удовлетворяет оценке 

где А - некоторая постоянная ,  зависящая только от м аксимума абсолютных 
величин производных третьего порядка функции и (х, t ) . Это можно записать 
также в форме 

Итак, мы  установили, что с точностью до несушественных изменений 
только одна р азностная схема 

среди всех р азностных схем вида 

't' и::Z + t - 2и;;. + u�_ 1 
- 2  h2 

= [<р + г; (cpt + cpJ] X = mh, t - n't ( 1 7 ' )  

аппроксимирует дифференциальную краевую задачу ( 4 )  на  решении u (x, t )  
последней со вторым пор ядком относительно h. 

Во  всех рассмотренных до сих пор в этой гл аве  примерах  
разностных схем  L1,uU•J = fU•J оператор Lh , который отобр ажает 
простра нство u,, в пространство F,, , 
з адается явными формула ми .  Но 
часто оказываются полезными  раз 
ностные схемы, в которых опер а 
тор Lh описывается т ем  или  иным  
более сложным обр азом.  В даль
нейшем мы еще встретимся с зада 
чами ,  где т акие схемы возникают 
естественным образом .  

Изложенные приемы построения 
разностных схем остаются приме
нимыми и в случ ае задач с пере
менными коэффициентами, в слу

!J 
(О, !) 

о 

Jyn 
Jxm 

(1, О) 
Рис. 1 4. 

чае нелинейных задач ,  в случае  сеток с переменным  шагом . 
Напр имер,  в случае неравномерной сетки, изобр аженной н а  
рис. 1 4, для за мены производных, входящих в дифференциаль
ное уравнение Ихх + УУУ = qJ (х, у) , р азностными  отношениями с 
целью построения р азностной схемы можно воспользов аться 
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формулами  
и (хт . Уп ) - и (Хт- 1 ·  Уп) 

д2и 1 ____ _.:д::.Х_:.т�-�-----:-----:------'д::.х....:.т�-.:...1 ---- + дх2 (хп' Уп ) 

= 
дхт + дХm- 1 

2 

+ f (дхт - дхт- 1 )  Иххх + О  [(дхт + дхт- 1 )
2
] ,  

отбросив в них остаточ ные члены .  
Указанные формулы проверяются с помощью разложений 

Тейлора ( 2 ) . Методом неопределенных коэффициентов можно 
убедиться в единственности этих формул : с точностью до несу
щеетвеннога произвола есть только один набор коэффициентов 
а- 1 . а0, а 1 , при  котором для любой достаточно гладкой функции 
u (x, t) имеет место формул а  
д2и (хт, Уп ) 

( ) + ( ) + дх2 = a- I U Хт- 1 , Уп aoU Xm , Уп 

+ а1и (хт + l •  Уп) + О  [max (дхт- 1 •  дхт)] 

с остаточным членом первого порядка малости относительно 
max (дхm-1 , дхт]. 

Формулы вида 
д2и (Хт, Уп )  

дх2 = а- lи (Хт- 1 •  Уп) + аоu (хт, Уп) + 

+ а1и (xrn + l ,  Уп) + О ( [max (дхт- 1 , дхт)]2) 

с остаточным членом второго порядка малости при дхт-! =1= 
=1= дхт не существует. 

Для более точной замены производной разностным отноше
нием здесь необходимо  привлечь болЕ:е трех точек сетки. 

3. Схемы с nересчетом , или схемы nреди ктор-корректор. При 
построении р азностных схем ,  аппроксимирующих нестациона р
ные задачи ,  может быть использована  та же идея ,  которая  ле
жит в основе конструкции схем Рунге - Кутта для обыкновен
н ых дифференциальных уравнений , - идея пересчет а .  Пересчет 
позволяет повысить порядок аппроксимации ,  получаемый по 
исходной схеме ,  не использующей пересчета .  Кроме того, в слу
ч а е  квазилинейных дифференциальных уравнений пересчет дает 
дополнительную возможность получения так называемых ди
вергентных схем, о которы х  будет идти речь в § 30.  
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Н апомним идею пересчета на примере простейшей из схем 
Рунге - Кутта численного решения з адачи  Коши для уравнения 

dy f dt = (t , у) ,  у (О) = 'IJ ,  о <  t < т. ( 1 8) 

Если значение УР в точке tp = рт уже вычислено, то для вы
числения YP+t находи м предварительно вспомогательную вели 
чину у Р+ ,1, , пользуясь простейшей схемой Эйлер а ( схема «Пре
диктор » )  

Yp+ 'f, - Yp = f (t ) т:/2 Р • Ур ' 

а затем осуществляем корректирующий пересчет по схем � 

f 1 9) 

(20) 

Вспомогательная  величина  у P+ 'i• ' найденная по схеме первого 
порядка точности, позволяет прибл иженно найти угловой коэф
фициент интегр альной кривой в середине отрезка [tp , fнt ] и по
лучить YP+l по формуле ( 20 )  с большей точностью, чем это было 
бы по схеме Эйлера ( 1 9) . 

Мы уже отмечали в п. 4 § 1 9, что все соображения остаются 
в силе ,  если у , Ур • у P+ 'i• будут конечномерными векторами ,  а 
f - вектор-функцией. Но можно пойти и дальше, а и менно счи 
тать у, ур ,  YP +'i• элемент ами функционального пространства ,  а 
f оператором в этом пространстве. Например ,  з адачу Коши 

� + А � = О  д t  дх ' 
и (х ,  О) = 1jJ (х) , 

- оо < х < оо , O < t < T , } 
- 00  < х < оо ,  (2 1 )  

А = const ,  можно считать задачей вида ( 1 8 ) , если положить 
у (t ) = и (х, t ) , так что при каждом t под у н ад о поним ать функ-
цию аргумента х, а под опер ацией f поним ать опер атор - А :х . 
Приведем пример разностной схемы с пересчетом для зада
чи  (2 1 )  о 

П р  и м е р . Пусть сеточн ая  функция иР = {и;;,} .  т = О, + 1 ,  . . .  , 
при данном р уже вычислена .  Найдем вспомогательную сеточ
ную -функцию йР+ 'i• = {йf:t�l:. } .  т =  О, ± 1 ,  . . .  , отнесенную v мо-
менту времени tp+ '!, = (р + 1/2 ) т и .к точкам Xm+ •t. = (т + l f2 ) h ,  
воспользовавшись следующей схемой первого порядка точности : 

-p + 'l• uf:t+ t  + и� 
"m+ 'l• - 2 uf:t+ t - uf:t 
---т"""/2:--- + А h = О, m = O, ± 1 , . . .  (22) 
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З атем осуществим  коррекцию и н а йдем uP+1  с помощью схемы 

u:;,+ l - u:;, uP+ '/, - uP+ '/, ---- + А  т+ •/, т - '/, = О 
't" h ' m = O, + 1 ,  . . .  

Исключая йР+ '/, из уравнений (22) ,  (23) , получим схему 

u:;,+ l - и:;, + А u:;,+ l - u:;,_ 1 _ А2 2._ и:;,+ ! - 2u�n + u:;, _ 1 = О  } 't" 2h 2 h2 ' 
и� = 'Ф (хт), т �  О , ± 1 ,  . . .  ; р = О , 1 , . . .  , [Т/т] - 1 . 

(23) 

(24) 

Эта схема  при  А = - 1  совп адает со схемой ( 1 7' ) . Случа й  А =1= 1 
несущественно  отличается от разобранного. Схема  (24 ) , а зна 
чит, и схе ма  с п ер есчетом (22 ) , (23 )  имеют второй пор ядок 
а п проксимации по h; т = rh, r = coпst .  

4 . О других nрием ах . Назовем еще два весь ма  важных и ши
ро!{О применяемых приема построения р азностных схем. Пер
вый из них основан  н а  использов ании записи дифференциаль
ного уравнения ,  для которого строится р азностн ая  схема ,  в 
форме  !<Интегр ального з а кона  сохранения» .  Необходимость в ис
п ользовании  этого приема  естественным образом возникает при 
р а сч ете так называемых обобщенных решений, н е  обладающих 
достато ч ным  ч ислом производных или даже вообще разрывных. 
Возникающие р азностные схемы носят название  дивергентных 
или консервативных .  Способ построения дивергентных схем из
л а гается в главе  9. 

Второй прием основ ан  н а  использовании той или иной ва 
ри ационной постановки дифференциальной краевой задачи,  ре
шение которой н адо вычислить. Этот прием часто назыв ают 
м етодом конечных элементов, а возникающие разностные схе
мы - вариационно-р азностными или проекционно-разностными. 
Этот прием позволяет строить разностные схемы н а  нерегуляр
ных сетках ,  более мелких там ,  где решение меняется более бы
стро .  В ариационно-р азностны м схем ам  посвящена  гл . 1 2 . 

t. Для решения задачи Коши 

ди ди дt + дх = qJ (х , t ) , 

и (х ,  О) = 'Ф (х) , 

ЗАДАЧИ 

- 00  < х < оо , О < t < Т, } 
воспользов аться сеткой Xm = mh, t n = n-r, h = -r и построить разностную 
схему вида 
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Как надо определить а0, а 1 , а0, а1 и cpm, чтобы имела место аппроксимutt �ш 
порядка h2? 2 .  Для задачи Коши 

ди ( ди ди ) дt - дХ + ау  = ер  ( х ,  у, t ) ,  - оо < х, у < оо,  О <  t < Т, 

и (х ,  у,  0.) = 'Ф (х, у) , - оо < х . у <  оо 
воспользоваться сеткой Xm = mh, Yn = nh, 
.аппроксимирующую ее р азностную схему. 

t Р = рт и построить какую-либо. 

3. Для задачи о теплопроводности 
ди д2и аг= 

дх2 • 

и (х , О) = 'Ф (х ) ,  
рассмотреть разностную схему 

- 00 < х < оо, O � t � T. } 
unm+ l - ипт иn + l - 2ип+ l  + un+ l unm - 1 - 2итп + итп + 1 

т = cr m - 1 � m+ l + ( 1 - cr) h 2  
и� = 'Ф (mh),  

(25) 

} 
где cr - параметр, и� - значение искомой функции в точке (xm = mh, 
ln = пт) сетки . 

а) Показать, что при  любом cr имеет место аппроксимация на гладком 
решении и (х, t) с порядком О (т + h2 ) . 

б )  Подобрать cr так, чтобы аппроксимация была О (т2 + h2) . в )  Связав шаги сетки соотношением тfh2 = r = const,  подобрать з атем cr 
так, чтобы получить аппроксим ацию порядка h%, 

г )  При cr = О подобрать число r = т/h2 так, чтобы аппр оксимация имела 
порядок h'. 

д) Можно ли за  счет выбора cr при фикr.ированном r = т/h2 добиться 
того, чтобы аппроксимация на  любом гладком решении была порядка выше 
четвертого? 4. Для задачи о теплопроводности 

ди д [ ди ] дt=дх а (х , t) дХ , - оо < х <  оо ,  O < t < T. 

и (х , О) = 'Ф (х ) ,  - оо < х < оо, 
пользуясь сеткой X m  = mh,  t n = пт, построить аппроксимирующую ее раз
ностную схему. 5. Для нелинейной задачи о теплопроводности 

ди д [ ди ] 
at =ах а (и )  7fX , - оо < х < оо ,  О < t < Т, 

и (х ,  О) = 'Ф (х ) ,  - оо < х < оо , 
пользуясь сеткой Xm = mh, t n  = пт, построить аппроксими�ующую ее явную 
разностную схему.  Выписать формулы для вычисления и' ) по этой схеме. 

6. Доказать, что при  ограниченной сеточной функции иР = {и�} суще-

ствует и единственна огр аниченная  сеточная функция и Р + I  = {и�+ 1} , опреде
ляемая р азностной схемой 

иР+ I _ иР+ I m+ l m - 1 
2h о. m = O, ± 1 ,  . . .  
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7. ДоJ{азап,. что схема  с пересчетом для задачи (25) , в которой значения 

решения {Щ;/''' } на промежуточном слое определяются по неявной схеме 
порядка аппроксимации О (т + bl) 

и�+ 'f, - и� 
т:/2 

-r+ '/, 2 -r+ '/, + -r+ '/, иm+ I - ит иm- I h2 = 0, 
а решение  {и�+ 1 } определяется по схеме 

u�+ I _ и� 
т: 

т =  о. ± 1 , . . . . 

обладает аппроксимацией порядка О (т2 + h2)  на г лащюм решении 1t 

§ 23. Примеры конструирования граничных условий 
при  построении разностных схем 

Рассмотренные в § 22 примеры были подобраны так ,  чтобы 
н е  возникало вопросов относительно построения р азностных 
краевых условий .  Их  без труда удав аJiось получить из диффе
ренциальных гр аничных условий так, чтобы разностные условия 
при подетановке в них [u]h выполнялись точно. Здесь мы р ас
смотрим более сложные в этом смысле примеры .  

П р и м е р  1 . Для задачи { ut - Их = qJ (х, t) ,  
Lu =  и (х, О) = 1jJ (х) ( ! )  

при построении р азностной схемы воспользуемся р азностным 
уравнением 

u�+ I _ и�- 1  
2т: 

n = 1 ,  2 , . . . ' 
= <р (mh , n't) , (2) 

m = O, ± 1 ,  . . . ; 't = rh . 

Чтобы вычисл ить решение уравнения ( 2 ) , надо задать не 
только и� . 

и� = 1jJ (mh) , m = O, + 1 , . . .  , (3) 

но  также и� . т =  О , + 1 , . . . Тогда из разностного ур авнения 
(2 )  при n = 1 , 2 ,  . . . можно последовательно вычислить и� , 
m = O , + 1 ,  . . . , з атем и� . m = O , + 1 ,  . . .  , и т ак  далее. З н а ч е
ния  и}п должны быть заданы близкими к 

и (mh , 't) = и (mh , О) + 'tЩ (mh, О) + О ('t2) . 
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Поскольку u1 = Их + Ли, Ли = u1 - их = <р (х, t ) ,  и (х, О ) = ф (х) , 
то 

и (mlz , т) = и (mh ,  О) + т [их + Лu]x=mh + О (т�) = 
I = U ' 

= ф (mh) + т [Ф' (mh) + <р (mh ,  О)] +  О (т2) .  

Таким обр азом,  отбрасывая член О (т2 ) , можно положить 

и� =  ф (mh) + т [Ф' (m/z) + <р (mh , 0)] . 

Ясно, что разностн ая схема 

2.. 211 = <р (mh, пт) ,  

(4) 

{ u;:,+ I _ u;:,- 1  uJ:,+ J - uJ:,_ ,  

L u(h) - � (5) h 
- 1 и� = ф (mh) ,  

( и�" = ф (m/1) + т [Ф' (mh) + <р (mh, О)] 

аппроксимирует дифференциальную краевую задачу ( 1 ) с по
рядком ll2• Нетривиальность этой схемы состоит в том ,  что р аз
ностное уравнение ( 2 )  имеет второй порядок по t ,  в т0 время 
как  дифференциальное ( 1 )  - первый .  Поэтому потребовалось 
конструировать второе разностное краевое условие ( 4 ) , не воз
никающее непосредственно из задан ного краевого условия для 
дифференциальной задачи .  

Приведем другой пример ,  в котором построение р азностных 
г ра н и ч н ы х  ус.1 ов и ii н еочевидн о . 

П р и м е р  2 .  Р ассмотрим дифференци альную краевую задачу { Ut - Их = <р (:r, t) , О < х < 1 ,  

Lu = и (0 ,  х) = �'о (х) , О < х < 1 ,  

и ( t ,  1 )  = ф,  ( t ) ,  о < t < т. 

О <  t < Т, 
(6 )  

Любое решение дифференциального уравнения  задачи (6 )  одно
значно определяется , если известно его значен ие в одной точ ке 
на каждой из прямых х + t = coп st .  Действительно, вдоль та 
кой прямой 

du dx 
dt = Щ + Их dt = ut - Их = <р (х , t) , 

так что u (x, t )  является интегр алом вдоль прямой  

х + t = const 

от <р (х,  t ) . Зн ачение постоянной интегрирования определ яется 
по величине и в заданной точке. 
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На  р ис. 1 5 изобр ажен прямоугольник О :::;;;; х :::;;;; l ,  О :::;;;; t :::;;;; Т, 
в котором мы  собир аемся искать решение, и н анесено семейство 
nараллельных прямых х + t = coпst. Каждая из этих прямых 

t пересекается в одной точке либо с 
отрезком О :::;;;; х � l оси Ох, либо 
с отрезком О :::;;;; t :::;;;; Т прямой х = = l ,  где з адано и (х, t ) . Таким об
р азом,  задача 
ное решение  . .  

(6) имеет единствен-

Приступим к конструированию 
р азностной схемы для вычисления 
решения задачи ( 6 ) . З ададим h 

L----�-_",-L-....,...;.- .z- так , чтобы M h = l ,  и положим т = 
/J (1, О} = rh, где М - целое число, r = 

= const .  В качестве сетки Dh ис
пользуем точки ( mh, пт) , т = = О , l , . . .  , М ; n = О ,  1 ,  . . .  , [Т/т]. 

Рис. 15 .  

Точкам  Dh, не Лежащим на  верхней и боковых гр аницах пря
моугольника  D ,  поставим в соответствие уравнение 

где 

<p::r = [ <р (х, t) + '2h (<pt + QJx)] • 

x= mh, t = n'l: 
Получение этого уравнения было подробно описано в § 22. 

Значения и� и и� з ададим р авенств ами 

и� = '110 (mh) , 
и� = '11 1 (пт) , 

m = O, 1 ,  . . . , i\1 - 1 , } n =·О , 1 , . . .  , N ,  N == [Т/т] , 

(7) 

(8) 

(9) 
которые а н алогичны граничным услови ям  для р а ссм атриваемой 
дифференциальной задачи .  Но р авенств (9 )  недостаточно, чтобы 
определить решение и::r всюду на D ,, .  Не удается опр еделить 
зн ачения и�+ I на левой гр анице прямоуго.r1ьника .  Поэтому до
полним  разностные  граничные условия сл едующим : 

u�+ l _  и� 
т 

и� - и� 
h = <р (О ,  пт), n = O,  1 , . . . , N - 1 .  ( 1 0) 

Это условие возникает при  з амене в равенстве 

дtt ( I J  t )  _ ди ( х , О) = (О t ) д t дх <р • • 
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являющемся следствием з аданного дифференциального уравне
ния (6 ) , производных соответствующими  р азностными отноше
ниями .  

Итак, мы построили разностную схему Lhи<h> = f<hJ : 
f и;:.+ I _  и� т и�+ ! - 2и� + и;:._ 1  - 2  h2 

m = 1 , 2 ,  
m = O, 1 , 

. . . , М - 1 ;  n = O, 1 ,  . . .  , N - 1 , 

. . .  ' М - 1 , 

и�.  m = O, 1 , . . . , N ,  

и�+ I _ ио и? - и� 
h n = О, 1 , . . .  , N - 1 , 1 [ � + !: (�. + �.>];:,;:'· ' 

М - 1 ,  f (I•J = •1. ·ф0 (mh) , т = О, 1 , . . . , 
'ljJ1 (пт) , n = О, 1 , . . . , N, 

l <р (0 , пт) , n = О, 1 ,  . . . , N - 1 .  
Выясним порядок аппроксимации .  С учетом р асемотрений 

§ 22 ясно, что невязка 6{(1•>, возникающая при подстановке [и],. 
в разностную схему, Lh[и]h = f<hJ + бf<hJ , в предположении доста
точной гл адкости решения и (х, t ) имеет вид 

Отп (h2) = 0 (h2) , m = 1 , 2 , . . . , M- 1 ; n = 0 , 1 , . . .  , N- 1 ,  
О, т = О, 1 ,  . . .  , М - 1 , 

6f<hJ = � О, n = О, 1 , . • . , N, 1 ; Ин (0 , пт + S J't) + � ихх (62h , пт) , n = О, 1 ,  . . . , N - 1 ,  

t о < 6 1 < 1 ,  о < 62 < 1 . 
Если ввести в Fh норму, положив  для произвольнаго эле

мента g<hJ Е F h 

1 А;:., 1 ат,  1 1 g<h> I IF 1 '---= max 1 А� 1 + max 1 а т 1 + max 1 ьп 1 + max 1 сп 1 .  g<h) = i 1 т, n т n n 

ьп 

сп ' 

то 11 {Jf <hJ IIF
h 

= О (h) и аппроксим а ция  ока жется имеющей л ишь 
первый пор ядок относительно h. Из выр ажения дл я 6/<hJ видно, 
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что первый порядок определяется невязкой i-utt + % Ихх = О (/t ) ,  
возникающей при подстановке [u]h в дополнительное искусствен
но сконструированное н ами  граничное условие н а  левой боковой 
границе. 

Остаточный член в используемой сейчас  норме 1 1 · 1 1  Fh оцени-
вается только через вторые производные решения ,  т. е. эта норма  
не позволяет воспользова ться п р и  исследовании  гра н ичных усло
вий той гл адкостью решения ,  которая  была нужна для получе
н и я  второго порядка аппроксим ации во внутренних точках .  

Приведем норму 1 1 · I IFh ' при которой построенная  выше раз 
ностн ая  схем а  им еет второй порядок аппроксимации  на доста
точно г ладком решении и (х, t ) : 

1 сп+ ! - сп 1 
11 g1 10 I I F,, = h max 1 сп 1 + h max .. + 

п п 
+ (h f l am i2Y' + т:х i Ьп l + m:х / ьп+ ! ,;_ ьп l + �a� I A::. I .  

т �о 
Дл я этой схемы ,  к ак  легко видеть, 

r = -c/h . 

При этом постоянная  А оценива ется через производные 
11. (х, l )  до третьего порядка включительно .  

Учет гл адкости в этой норме осуществляется члеп ами 1 сп+ ! 
.. 
- сп / .  1 ьп+ !'t_ ьп 1 ·  

Читатель, в ероятно, з аметил, что часть сла гаемых в формуле, 
задающей новую норму в F h. отличается от соответствующих 
слагаемых в первой норме множителем h. Я сно, что есл и де
лать такие ум ножения  н .з  h и на р азличные степени h произ
вольно, то можно добиться любого порядка а ппроксим ации .  
Одна ко мы  уже обсуждали в § 13  вопрос о выборе норм в связи 
с обыкновенными  дифференци альными  уравнениями  и знаем ,  
что р азумны только такие  нормы ,  в которых раз ностн ая схем а 
одновременно аппроксимирует дифференциальную краевую з а 
дачу  и устойчива .  

Устойчи вость р а ссм атрРваемой схемы с использованной нор
м ой ,  в которой им еется а ппроксимация второго порядка , будет 
доказана  в § 42 .  

Прим ер 2 очень поучителен .  Он показывает, что для про
в ерки а ппроксимации  в разумном смысле н адо правильно вы 
бр ать норму. Исследуя ту или и ную схему, приходится псрепро-
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бовать много норм .  В к а ждой из них  н адо попытаться провести  
исследование  усто ii ч ивост н , котоrюе само  по себе ,  по кр а й не/r 
мере  в настоящее вре м я ,  ч а сто требует изобретател ьности lf 
труда .  

Н а  практике в большинстве сл учаев вместо и нтересующей 
задачи все исследование  проводится на  упрощенной,  так назы 
в аемой модел ьной з ада че , поел�  ч его ·  проводят экспериментаЛ ь
ный счет по разностной схеме дл я исходной  псупрощенной за 
дuчи .  

\ .  Для з а д а ч и  Koш r r  
u211 д 'rt 
дt 2  - dx '  

= q> ( х , t ) , 
и (х .  О ) = 1\J 1 ( х ) . 

д и  (х , О )  
= ,,, ( ) д t '1'2 х , 

ЗАДАЧИ 

o :;;;; t � т , 
- 00  < х < 00 ,  

- 00  < х < 00 ,  

исследовать а п п роксrr м а u ию,  которой обладает н а  достаточно гл адком реше
н и и  11 (х, t) р а зностн а я  схем а 

u;:.+ r - 2u� + и�- l 
-с '  

и� = 1\'1 (mh) ,  

если ( 1\J2 J m = 1\J2 ( m l1 ) .  З а нор м у 1 1  (lz) /!F1, п ри н я ть макси м у м  м одулей всех 
компонент элемента 

Показ ать, что а п п р о к с rt м а uн я  и м еет п е р в ы й  п о р ядок от н о с ительно h ; т = rh, r = const .  
К а к  следует за д а п .  з н а ч е н и я  ( \jJ 2 )  m ,  используя зада н н ые фу нкции (jJ (х, t ) ,  

lф1 (х)  и 1\J2 (х) , чтобы п о р ядок а п п роксим а ц и и  о к а з а л с я  в то р ы м ?  2. Для задачи  о р а с п р остр а н е н и и  тепла н а отрез ке 

дtt r)"u дt - дх
' = QJ (х ,  t ) , 

и ( х ,  0 ) = 'l'o ( х ) ,  
д и (О . t ) = 1\J ( t \  

дх 1 , ,  

11 ( 1 ,  t ) = 1\J z  (t ) 

о <  х < \ ,  

о < х < \ , 

о < t < т , 

о <  t < т , 
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р ассмотреть разностную схему вида 

m = l , 2, • . • •  М - 1 ; n = O, 1 ,  . • •  , [T/'t"] - 1 . 
u� = 'Фv (n , h ) ,  m = O, 1, . . .  , М , 

n = 1 , 2, • . •  , [T /'t"] , 

и� = 'Ф2 (n-r), n = 1 , 2, . • • , [T/-r] . 

[ГЛ. 7 

З й  норму 1 1  · l l ph n р ин ять м а ксимум а бсолютных величин n равых частей 

у r а вневий ,  составляющих в совокуnности рассм атриваемую разностную с х е "'У· Шаги т и h считать связанными р авенством 't" = rh2, r = const .  Пока
зать, что, nоложив ( 1\' t )  n = 1\'t (nh ) , nолучим схему с nервым nорядком аnnро
ксимации на гладком решении. Какой формулой следует оnределить (1\'t) n, чтоб !.' получилась аппроксимация второго порядка? 

§ 24.  Условие Куранта, Фридрихса и Л еви. 
необходимое для сходимости 

В § 2 1  мы доказали ,  что р азностная  схем а 
n n } "m+ J - Um = 0 h • 

и� = 'Ф (mh) , 

аппроксимирующая з адачу Коши 

.Е!!_ - .Е!!_ = О О < t < Т, } дt дх • 
и (х, О) = 'Ф (х) , 

( 1 ) 

(2) 

не может оказаться сходящейся при произвольной функции ..р (х ) , если т/h > 1 ( см .  рис. 9 на стр . 1 79) . При этом было ис
п ользовано соображение общего характер а ,  впервые на несколь
ко другом примере сформулированное Курантом, Фридрихсом 
и Леви .  

Это соображение часто помогает при конструировании и ис
следовании р азностных схем .  Оно состоит в следующем.  

1 .  Условие Куранта, Фридрихса и Л еви.  Допустим ,  что в по
становке дифференциальной задачи уча ствует некоторая  функ
ция 'Ф ( см . , например ,  (2 ) ) . Выберем произвольную точку Р, 
принадлежащую обла сти определения решения и. Пусть значе
ние решения и (Р )  зависит от значений функции ф в точках не
которого множества 0111 = G'i (Р ) , принадлежащего области 
определения функции ф, т. е., изменяя значения ..р в м алой 
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-окрестности любой точки Q и з области 0\j) (Р) , можно вызвать 
изменение значения решения и (Р ) . Допустим ,  что для вычисле 
ния  решения и используется некоторая  р азностн ая схема  Lhи(h) = fCh>, причем значение решения и(h) в точке сетки, бли
жайшей к Р, полностью оГiределяется значениями  функции 1\J н а  
некотором множестве 0�'1 = о� > (Р) .  

Для того чтобы имела место сходимость иСh> -+  и при h -+  О, 
разностая схема пеобходилю должна быть устроена так, ч тобы 
при h -+  О в произвольпой окрестности любой точки области 
ОФ (Р) при достаточно .малом h имелась точка множества O�h> = 
= 0�1 (Р) . 

Объясним ,  почему в случ ае  невыполнения сформулирован
ного условия Кур а нта, Фридрихса и Леви сходимости ожидать 
не приходится. Пусть оно не  выполнено, т а к  что в некоторой 
фиксированной окрестности некоторой точки Q из обла сти ОФ (Р) 
при всех достаточно мальzх h нет точек из множеств а о�> = 
= о�> (Р). Если сходимость иlh> -+ и и при данной функции ф 
имеет ( случайно ! )  место, то измен им  1\J в указанной окрестности 
точки Q так, чтобы изменилось зн ачение и (Р ) , оставляя вне 
этой окрестности функцию 1\J неизменной .  Сходимость иСh> -+  и 
при новой функции 1\J уже не может иметь места : значение  и (Р) 
изменилось, в то время как  значения uU'> в точке сетки , ближай 
шей к Р, остались при � алых h неизменными , поскольку функ-
ция 1\J в точках множества о�> = O�h>(P) осталась неизменной . 

Условию Куранта, Фридрихса и Л еви нетрудно придать фор
му теоремы,  а проведеиные р ассуждения превр атить в ее дока "  
зательство, однако мы  не будем этого делать. 

Рассмотрим  несколько примеров ,  где изложенное н ами  сооб 
р ажение позволяет установить р асходимость и непри годность 
разностной схемы и н ащупать устойчивую и сходящуюся р аз 
ностную схему. Конечно, доказательство сходимости приходится 
проводить отдельно, так как выполнение условия· Кур анта , 
Фридрихса и Леви лишь необходимо ,  но н едостаточно для схо
димости . З аметим также, что при н аличии аппроксимации усло
вие Куранта, Фридрихса и Леви необходимо и для устойчивости , 
поскольку из аппроксим ации и устойчивости следует сходи
мость. 

2. Примеры р азностных схем для задачи Коши .  Используем 
условие Куранта ,  Фридрихса и Леви для ан ализа н ескольких 
р азностных схем, аппроксимирующих задачу Коши 

ди ( ) ди ( дt + а t ах = 1\Jo Х, t) , 
и (х, О) = 'i'1 (х) , 

- 00 < х < оо ,  о <  t < 't' , } 
(3) 

- 00 < х < оо ,  
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где "Фо (х, t) и "Ф 1 (х ) - заданные «входные  дан ные» задачи ( 3 )  и 

a (t) = - 1 - 2t . 
Решение задачи (3) в какой-либо точке ( Хр, tp) зависит от 

з н а чений функций "Фо (х, t) и 'l' ! (х ) во всех тех точках ,  через 

!} 

i· � 
-....-*":. ___ :___,:�=-1 ----- � .. :z: 

8 11 Л=(!!, ll) 
Рис. 1 6. 

которые проходит х а р актеристика  дифференциального уравне
н и я  ( 3 ) , выходящая  из некоторой точки А оси Ох и входящая 
в точ ку Р.  

Деiiствитель!iu, х ара ктеристики здесь - интегр альные кривые  дифферен 
циального ур а внен ия  

т .  е .  п а р а болы х = -t2 - t + С. Вдоль каждой характеристики 

du ди ди dx ди ди Тt = """дt + ах  Тt = дt + а ( t) дХ = Фо (х , t) .  

Поэтому зн ачение решения u (xP,  tp)  в какой-либо точке Р = (хр, /р)  
выраж ается формулой 

tp 

и (хр, tр) = Ф 1 (А) + � ф0 [x ( t ) , t ] d t = ф 1 (A ) + � ф0 (x , t) dt, 
О AQP 

г де А есть точка н а  оси Ох, а A Q P - отрезок хар актеристики .  

На рис. 1 6 изображена х ара 1перистика  х = 2 - t - t2, выхо
дя щая из точки А = (2, О) и входящая в точку Р = ( 0, 1 ) .  Мы 
видим ,  что зна чение  и ( Р ) = и ( хр, tp ) решения задачи ( 3 )  зави
сит от зн ачения функции -ф 1 (х )  в точке А, так что А = G,1п(Р) .  
Далее ,  и ( Р ) з ависит от значений  "Фа (х ,  t ) н а  отрезке характери
стики AQP. Этот отрезок AQP и есть GФ , (Р ) . 
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Рассмотрим ра зностную схему 

(4) . 

или 

и�+
1
1 

_ 

[ 1 + а (tп) r] и� - а (tп) rи�- t + t''l1a (хт , tп) • } (5) 
um - '11 t (хт) • 

rде Xm = mh, tn = nt', r = t"/h, а ( t ) == - 1 - 2t. Покажем,  что 
эта схема не может быть сходящейся ни при к а ком соотноше
нии шагов r, так как ни при каком r она н е  удовлетворя ет усло
вию Куранта ,  Фридрихса и Леви. 

Возьмем в качестве точки Р точку (0 ,  1 ) .  Сетку выберем тю<. 
чтобы Nt' = 1 . Значение решения u<h> = и<1•> ( Р ) в точке Р = 
= (0 ,  1 ) ,  т. е. и� ,  в ·Силу разностной формулы (5 ) выр азится 
через значение '11а (О , . 1 - t' )  и через значения и�1 1 ,  и,� - 1 •  Эти два 
з начения в свою очередь выразятся через '11а ( -h, 1 - 2t' ) ,  
'11а (О, 1 - 2т) и через три значения ui!_;2, и�12 ,  и�-2 и т. д. 
r. конечном счете значение и� выразится через значения функ
ции '11а (х, t )  в точках сетки, отмеченных на  рис .  1 6  крестик ам 11 , 
и через значения u':_N=·ф 1 (x_ N) • и�N+ 1='11 1 (x_N+ t ) • . . .  , и3='11 1 (ха) .  
функции 'Ф t (х) в точках x_N, x-N+I ,  . . . , Ха н а  оси Ох. Таким об 
р азом, множество G��> (Р)  состоит из точек сетки, отмеченных 
крестиками ,  а множество G��> (Р) - из точек x_N, X-N+l •  . . .  , хо . 
н а  оси Ох (эти множества имеют общие точки н а  оси Ох) . Оче
видно, что любая точка Q множества GФ, ( Р ) имеет окрестность, 
в которую не  попадают точки множества 0�,1 (Р) , как бы м ало 
ни было h .  Разностн а я  схема  ( 4 ) не  удовлетворяет условию Ку
ранта ,  Фридрихса и Леви, необходимому дл я сходимости. 

Р а ссмотрим теперь для задачи (3) ра зностную схему 
( рис. 1 7 ) 

(6) 
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и::z+ l = [ I  + а  (tп) r J и::z - а (tп) rи::z+ l + 't"ф0 (хт, tп) • } 
(7) и� = '1'1 (хт) • 

где r = т:/h. 
Шаг  т: сетки выберем из условия Nт: = 1 ,  N - целое, так что 

·гс·ч ка  Р = (0, 1 )  будет принадлежать сетке. Значение решения 
u<h> в этой точке, т. е .  и� ,  в силу формул (7 )  выразится через 
1\Jo ( O, 1 - т:) и два значения и�- 1 и иf- 1

. Эти два значения в 
свою очередь в силу (7 )  выражаются через '\Jo (0, 1 - 2т:) , 
'\Jo (h, 1 - 2т:) и через три значения и�-2 ,  иf-2 , и�-2 и т. д. В ко-
печном счете и!j выражается через значения '\Jo (хт, tn )  в точках 

-t 
f'(IJ, /) 

о 
Рис. 1 7. 

сетки, отмеченных н а  рис .  1 7  крестиками ,  и через значения 
и� = '\'1 ( 0) , и� = '\' 1 (х1) , . . . , и� = '\' 1 (xN) функции '\' 1 (х) в точ-
ках хо, х1 , . . .  , XN н а  оси Ох. Таким образом ,  Gф�> (Р) в этом 
случае - это множество точек, отмеченных крестиками, а 
G��> (Р) - это множество точек Хо, Х 1 , • • .  , x.v н а  оси Ох. Ясно, 
что в случае  r = т:/h > 1 /2 (этот случ ай  не изобр ажен на ри· 
сунке) точка В = ( 1 /r, О )  лежит л евее точки А = Gw (Р ) . По
этому существует окрестность точки  А, в которую не поп адают 
при h -+ О точки о�> (Р) . Условие Кур анта ,  Фридрихса и Леви 
нарушено, и сходимости ожидать нельзя. 

Для того чтобы схем а  (6) могл а оказаться сходящейся, не-
· обходимо,  чтобы r � 1/2 • Но этого м ало. Допустим ,  что r < 1 , 
но н екотора я  точка  Q х а р а ктеристики AQP лежит над прямой 
ВР, как на рис. 1 7 . Тогда тоже нельзя ожидать сходимости. 
З н ачение функции '\Jo (х, t) в точке Q оказывает влияние на зна 
чение и (0, 1 )  решения дифференциальной з адачи ,  т . е. Q при
надлежит м ножеству Gw, (Р ) . Но значение '\Jo (х, t )  в точке Q 
( к а к  и значения '\Jo (х, t ) ·  на всем участке QP характеристики) 
не оказывает влияния на значение и<h> (Р)  решения р азностного 
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уравнения в точке Р :  существует окрестность точки Q ,  куда при 
h - О не попадают точки множеств а G��J (Р). Условие Кур анта .  
Фридрихса и Леви не  выполнено .  

Выбрав r настолько малым ,  чтобы треугольни!{ ОРВ содер
жал не только точку А = (2 ,  О) , но и всю характеристику AQP. 
уже можно доказать устойчивость ( и  сходимость) р азностной 
схемы (6 ) . Для та кого выбора числа r учтем, что ( в  силу диф
ференциального ура внения характеристики dx/dt = а  ( t ) ) вели
чина -- 1 /a ( t )  есть тангенс угл а  н а клона  касательной к ха р а к
теристике к оси Ох, а --r = --т:/h есть тан генс угл а  н аклона 
прямой ВР к оси Ох .  Легко понять, что х арактеристика AQP бу
дет лежать в треугольнике ВОР, если 

' � 1 
� m a x l a ( t ) l 

l) � t � l  

и тогда условие Кур анта ,  Фридрихса и Леви выполнено .  

(8) 

Покажем, что при условии (8 )  р азностн ая  схем а ( 6 ) , ап 
проксимирующая задачу Коши ( 3 ) , устойчива ,  и следовательно. 
tходится .  При этом нормы определим р авенствам и  

l l и(h) l luь = max l и� j . т . п 
11 f(h) I IFh = max 1 'Фо (хт, iп) 1 + max 1 'Ф1 (хт) 1 .  

m , n т 
Учитывая ,  что при  условии (8 )  

1 + а (tп) r � 1 -
2tп 

3
+ 1 � О,  

из  р а венства (7 )  получим  

[ 2t + 1 2t + 1 ] 1 j и�+ 1 1 � 1 -- n 

3 
r + n 

3 
r max и� 1 + 't' max 1 'ljJ0 ( х,,.., t п) 1 � т m, n 

� max j и� l + 't' max l �'o (xm , tп) l � т т. п 

� max 1 и�- 1 1 + 2't' max 1 'I\J0 (хт , tn) 1 � т m, n 

Поскольку полученное нера венство 
/ ит:п+ 1 / � 11 fihJ I IFь 
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справедливо при  любых т = О, ± 1 ,  . . .  и любых n, ( n + 1 ) т :s:::;; 
� 1 ,  то 

ll u(h) l luh � 1 f (h) I IFh ' 

и устойчивость р азностной схемы ( 6 )  при  условии (8 )  доказана .  
Огр а ничение (8 )  н а  шаг т при  з аданном шаге h, т :s:::;; 1/з h ,  можно 
осл абить, не  н арушая условия Куранта ,  Фридрихса и Леви, если 

t 

.---�--��--�--��--�--- х О Л=В=(ё, О) 
Рис. 1 8  

сдел ать ш а г  т переменным,  tn+l = tn + 'tn ,  и выбир ать его при 
nереходе от tn к tn+ l с учетом н аклона характеристики вблизи 
точки t = tn,  а именно из условия 

n = O,  1 ,  . . .  
Измененная  таким образо:VI схем а  (6 )  имеет вид 

·uли 

un+ l _ un un _ un 
т 't"n 

т + а  <tп> т+ llz т = �'о (хт , tп) . 

и� = 1\J I ( хт) 

(9) 

( 1 0) 

В соответствии с формулой (9 )  огр аничение н а  шаг  'tn менее 
жесткое, чем при  использовании схемы (6) с постоянным шагом. 
При м алых n используется шаг t'n � h,  и лишь при приближе
нии tn к t = 1 приходится выбир ать t'n = 1/3 h (рис. 1 8) . Доказа 
тел ьство устойчивости схемы ( 1 О ) при условии (9 )  лишь несу
rцественно отличается от док азательства устойчивости схе
мы (6) при условии (8 ) : используя нер авенство 1 + а  ( tп )  r n � О, 
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получим в силу ( 1 1 ) 

1 и;:,+ 1 � max 1 и::, / + 't11 max / '\'0 (хт, f11) 1 :::;;;; 
т tn, n 

:::;;;; max / и::z- 1 / + (-r11_ 1  + 't11) max / '\'0 (хт, tп) / :::;;;; 
т т, n 

2 1 7 '  

� m a x  / и%, / + tn+ 1 max  1 '\'0 ( xm, f11) / < 1 1  f<h) 1 /ph . 
п-r т, n 

Отсюда следует неравенство 

1 1  и<h) l luh :::;;;; 1 1 f <h) IIFh ' 
означающее устойчивость. 

3. П ри меры разностных схем для задачи Дирихле. Босполь
зуемся условием Куранта , Фридрихса и Леви для анализа двух. 

у 
(О, J) 

+ 

• • • 
�(m+J,2) 1' 

• • • 1) л 
• • • б) (1 , О) 

:r: !J) о а) (!, О) 
Рис. 19 . 

разностных схем, аппроксимирующих следующую 
рихле для уравнения Пуассон а :  

з адачу Ди-

д2и д2и • дх2  + ду2 = ер (х, у) , 
и lг = '\J (х, у) , О �

х, у
� 

1 , 1 (х, у) Е Г , 
( 1 2) 

в квадратной области D = (О � х, у � 1 )  с гр аницей Г. По
строим сетку Xm = mh, Уп = nh, где h = 1 /М, М - целое число 
( рис. 1 9, а ) .  К сетке D1, отнесем те точки (x", , yn ) , которые по
пали внутрь квадрата D или на  е го гра ницу. Р а ссмотрим  р : в 
ностную схему, а ппрокснмирующую зада чу ( 1 2 ) : 1 Um+ l п - 2/lтп + иm- 1  n I I m  п+ , - 2итп + ит п- 1  

• h2 • + . h 2  . = 

L u<h> =  J h - 1  = cp (mll , nh ) ,  есл и (mh, nh) E D, l Ит11 = ф (m/t , nh) , если (mh , nh ) Е Г .  
( 1 3} 
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Схема ( 1 3)  получена путем з амены производных Ихх и u1111 раз 
ностными  отношениями ,  и аппроксимация не  вызывает сомне
ния. Мы докажем ее устойчивость в § 34 и изложим способы 
вычисления решения u<hJ в §§ 35-37.  Но обратим внимание на 
то, что вычислить ее решение не просто, так как система  урав
нений Lhu<hJ = f<hJ для определения зн ачений сеточной функции 
.u <hJ при малых h достаточно сложна .  Сама  эта сложность по-
буждает выяснить, нельзя ли  построить схему, решения которой 
вычисляются просто. На  первый взгляд, можно воспользоваться 
схемой 

r U m - I , n - 2U mn + U m + I , n  + U m . n + l - 2Umn + U m , n - 1 _ 

h� h2  
-

= QJ (тh , nh) , 

LhurhJ =: �  
т = 1 , 2 , . . .  , М - 1 ;  n = 1 , 2 , . . . , М - 2, 

( 1 4 )  
Ит- 1 2 - 2 u m 2  + Ит + 1  2 Ит2 - 2um l + Ито 

• h2 • + -:h""2 __ _ 
= QJ (тh , h ) ,  т =  1 ,  2 ,  . . .  , М - 1 , 

1 Umn = 'Ф (тh , nh) , (х, у) Е Г. 
Аппроксим ация, очевидно, в этом случ ае есть, так  как  схема  
nолучена  путем за мены производных разностными отношениями, 
а граничное условие аппроксимировано точно .  Каждое уравне
ние из первой группы уравнений связывает зн ачения решения 
в пяти точках сетки, изображенных на рис. 1 9, б. Втор ая группа 
ур а внений при фиксирова нном т связывает значения решения 
.в пяти точках сетки, изобр аженных на рис. 1 9, в. 

Рассмотрим совокупность ур авнений первой группы,  отвечаю
щих фиксированному значению п, а именно n = 1 ,  и всю вторую 
группу уравненнй совместно. Полученн а я  систем а ур авнений 
связывает значения Ит1 ,  Ит2 и Ито .  причем Ито, Uo 1 , Uo2, Uм 1 . Uм2 

заданы граничными условиями .  Эту систему можно решить, 
· Определив Um 1 и Ит2. т = 1 ,  2, . . . , М - 1 .  Затем используем 
р азностное уравнение из первой группы уравнений при n = 2 
и определим  Uтз по явной формуле, р азрешая  это уравнение от
носительно единственной входящей в него неизвестной величи
ны Иmз ·  Продвигаясь слой з а  слоем от Umn к Ит, n+i • мы вычис
лим  в силу уравнений первой группы решение uU• >  во всех вну
тренних точках сетки. Значения  же в гр аничных точках сетки 
з аданы  с са мого начала .  

Одн ако" э т а  н а  первый взгляд удобная схема  совершенно не
пригодн а .  Известно, что решение задачи Дирихле для уравнения 
Л апл аса зависит в каждой точке от значений ф (х, у) 1 г всюду 
н а  границе. А в построенной н ами  р азностной схеме вычисле
вие решения u<1•> во всех внутренних точках происходит без ис-
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пользования значения ф (х, у) на  верхней стороне квадрата .  Эта 
разностная схема не может оказаться сходящейся. Сложность, 
присущая схеме ( 1 3) ,  связана  с существом дела . 

В заключение подчеркнем еще раз,  что условие Куранта, Фридрихса и 
Л еви  не является достаточным условием устойчивости. В § 25 будет, в част
пости, показано,  что разностная схема { и�+ 1 - и� 

Lhи<hl "'" т 

и?п = 'Ф (mh) 

и� н - и� - 1 2h = <р (mh, пт:), 

неустойчива при любом r = т:/h = const. Эта схема аnnроксимирует задачу 
Коши 

иt - их = <р (х , t ) ,  
и ( х, О) =  'Ф (х ), 

для которой мы уже рассмотрели несколько других схем. Л егко nроверить 
в то же время, что эта схема nри r � 1 удовлетворяет необходимому усло
вию устойчивости. 

Чтобы сделать это, возьмем опять, для определенности , точку (0, 1 )  на 
плоскости Oxt и будем считать, что она принадлежит сетке Dh при всех h, 
так что 1 = Nт:, где N - целое. Значение и{i вычисляется через значения 

и�\ 1 • и{i- 1 , иf- 1• Эти три значения в ычисляются затем через пять значениИ 

на предыдущем слое t = (N - 2 ) т: и т. д .  В конечном счете и(/ вычисляется, 

очевидно, через значения и?п =  'Ф (mh) , т =  -N, -N +  1 ,  . . . , - 1 ,  О, 1 ,  · · 

. . . , N, в точках сетки, nринадлежащих отрезку - 1 /r � х � 1 /r на оси Ох. 
Если r = т:/h < 1 ,  то этот отрезок содержит точку х = 1 ,  значение в кото
рой оnределяет и (О, 1 ) ,  и (О, 1 )  = 'Ф ( 1 ) .  Условие Куранта, Фридрихса и Лева 
при r � 1 в ыполнено. 

ЗАДАЧИ 

1 .  Решение уравнения теплопроводности и, = ихж ,  - оо  < х < оо ,  t > О, 
имеет вид 

"" 
(x-s)' 

1 r 1 --4-t -
и (х , t) = 

2 ...j '!t j ...jt и ( 6 , О) е ds . 
- оо  

Может л и  существовать сходящаяся разностная  схема ,  аппроксимирую
щая эту задачу и имеющая вид 

иР+ l - иР 1 
. 

т т ( р + р + р + р + Р ) т = fi! а_2ит-2 а_ l ит- 1 ааит а l ит+ l а2ит+2 , 
где а.; - некоторые постоянные,  если т: = h? 2. Система уравнений акустики _Е!!_ + дw = о 

д t дх • 

дw +..Е!!... = о 
дt дх • 

t > о. - 00 < х < оо , } 

v (х, О) = <р (х) , w (х , О) = 'Ф (х ) 
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. и меет решение вида 

( 
t) = q> (х - t) + ф (х - t ) + q> (х + t) - 'Ф (к  + t ) 1 V Х, 2 , � 

( t) _ q> (х - t ) + 'Ф ( х - t ) - q> (х + t) + 'Ф (х + t) J W Х, - 2 , 

Может ли оказаться сходящейся разностная схема вида 

v�+ l - v� 
1' + 

wP+ I _W Q т т + 1' 

w�+ 1 - w� р ?;: О ,  h о, 

т = О, ± 1 , . . . , 
v�+ l - v;;, 

h о, 

v� = q> (x m) • w� = 'Ф (хт)? 

1 
1 
� 
1 

[ГЛ. 7 

·Сопоставьте области влияния начальных данных для р азностной и диффе
ренциальной задач. 3. З адача К:оши 

имеет решение 

.i!.!!_ - .i!.!!_ = о . dt дх 
' 

и (х , О) = eiax, 
t > о, - 00 < х < оо, 

- 00  < х < оо, 

и (х ,  t ) = eiate /ax _ 
Соответствующая разностная схема 

'Имеет решение 

и�+ l - и� 
h 

= 0, р = о . 1 , . . • • } 
m = O, ± 1 ,  . . . • 

и� = [ l _ r + reiah)P e iahm, 
которое при  р = f/т, т = x/h стремится к решению дифференциальной за 
дачи пjш h -+  О, каково бы ни было фиксированное r = т/h. Между тем щш 

т > 1 р азностная схема не удовлетворяет условию Куранта, Фридрнхса и 
Леви, необходимому для сходимости. Объясните кажущийся пар адокс. 
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Н Е КОТО РЫ Е О С Н О В Н Ы Е П Р И ЕМЫ 
И ССЛ ЕДО ВА Н ИЯ УСТО й Ч И ВОСТ И  

§ 25. Спектральный анализ  р азностной задачи Коши 

Мы изложим широко применяемый способ Нейман а  исследо
вания р азностных задач  с н а чал ьны ми  данными .  В этом п ара 
графе ограничимся случаем р азностной задачи Коши ,с постоян
ными коэффициент ами ,  а в § 26 частично распростр аним ре
зультаты н а  случ ай  переменных коэффициентов .  

1 .  Устойчивость по начал ьным данным .  П ростейшим приме
рам разностной задачи Коши может служить н еоднократно 
в стречавшаяся выше задача { uP + l - u0 U 0 - U 0 т т т + l  т _  р 
Lhu(ll) == 't" - h - qJm, 

и'1п = '\Jт , т = о , ± 1 , . . . 
р = о '  1 '  . . . ' [1 '/t] - 1 1 

Положив 

f <h) = { QJ� . р
-

О , 

'\Jт,  т - О ,  
1 ,  . . .  , [T/•l - 1 , 
+ 1 ,  . . . 

запишем задачу ( 1 )  в форм е  

( 1 ) 

Lha<h) = fU'' . (2) 
Определим нормы 1 1 u<h) l luh и 1 1 f <h) I IFh равенствами 

" u<h) l luh = max max \ и� 1 · 11 f !h) I IFh = max 1 '\Jт 1 + max 1 QJ� 1 · р т т т, 11 

Тогда условие устой чивости зада чи (2 )  

1 1  u(h) l luh � с 1 f <hl I IFh (3) 
примет вид 

шах 1 и:;. l  � с .[т ах 1 '\Jт 1 + max 1 QJ� I J ,  т ' т т. k 
р = 0 , 1 ,  • •  " J  [Т /'r) ,  (4) 



222 П Р И Е М Ы  И ССЛЕЛОВдi-! И й  УСТО й Ч И В ОСТИ [ГЛ. & 

где с не зависит от h ( и  от t' = rh , r = cons1. ) . Условие (4 )  
должно выполняться при произвольных {Фт} и {QJ�} ·  В частно
сти, для устойчивости необходимо, чтобы оно выполнялось при 
nроизвольных {Фт} и QJ� == О, т. е. чтобы решение задачи 

u�+ I - и� 
h = 0, 

и�п = Фт , 

удовлетворяло условию 

р = О, 1 ,  . . . , [Т/т] - 1 , } 
m = O , ± 1 ,  . . .  , 

(5} 

m ax 1 и� 1 � с max 1 и� 1 · р = О , 1 , . . .  , [Т/т] , (б) т . т 

nри  произвольной ограниченной функции и� =  'Фт· 
Свойство ( 6 ) , необходимое для устойчивости ( 4 )  задачи ( 1 ) ,  

называют устойчивостью задачи ( 1 ) относительно возмущения 
начальных данных. Оно озн ачает, что возмущение {и�} . внесен-
ное в начальные данные задачи ( 1 ) ,  вызовет возмущение {и::Z} 
решения задачи ( 1 ) , которое в силу (6 )  не более чем в с раз 
nревосходит возмущение начальных данных, причем с не зави 
сит от h . 

2 . Необходимое спектральное условие устойчивости. Для 
устойчивости задачи Коши ( 1 )  qo н ачальным данным необхо
димо, чтобы условие (6) выполнялось, в ч астности, если {и� } 
есть какая -н ибудь гармоника 

m = O , ± 1 ,  . . . , 

где сх. - вещественный п ар аметр. Но решение задачи ( 5) при 
нач альном условии (7 )  имеет вид 

(8) 

где Л = Л (сх. ) определяется путем подстановки выражения (8 )  
в однородное р азностное уравнение задачи (5 ) : 

Л (а) = 1 - r + reia ,  
't' 

r = h = const . 
Для решения (8 )  справедливо р авенство 

max 1 и� / = 1 Л (а) IP max 1 и� 1 · т т 

(9) 

Поэтому для выпол нения условия (6 )  необходимо,  чтобы при 
всех вещественных сх. выполнялось нер авенство 

I Л (a) IP � c , р = О, 1 ,  . . .  , [T/t'}, 
или 

( 1 0) 
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где с 1 - пекоторая  постоянная ,  не зависящая от а и т.  Это и 
есть необходимое спектральное условие Н ей.мана применительно 
к рассматриваемому примеру. Спектральным оно называется по 
следующей причине. Существование решения вида (8) показы
вает, что гармоника  {eiam} является собственной функцией опе
р атора перехода 

иР+ • = ( 1 - r) иР + rиР т т m+ l ' т = О, ± 1 ,  . . .  , 

который в силу р азностного уравнения  ( 5 )  ставит в соответствие 
сеточнgй функции {и;;,} , т = О, + 1 ,  . . .  , определенной н а  слое 
tv = рт сетки, сеточную функцию {и':,;'" 1 } , т =  О, ± 1 ,  . . .  , опр е
деленную на слое tv+l = (р + 1 ) -r. Число Л (а ) = 1 - r + reia 
я вляется соответствующим этой г армони ке {eiam} собственным 
числом опер атор а перехода .  Линия ,  которую пробегает точ ка Л (а )  н а  комплексной плоскости ,  когда а пробегает в еществен
ную ось ,  вся состоит из собственных значений и является спек
тром оператора перехода .  

Таким образом ,  н е о б х о д  и м о е у с л о в и е у с т о й ч и в о
с т и ( 1 0 )  можно сформулировать т ак :  спектр опер атора пере 
хода, соответствующего р азностному  уравнению задачи ( 5 ) , дол 
жен лежать в круге р адиуса 1 + с • •  н а  комплексной плоскости .  
В н ашем примере спектр (9 )  не  за висит от  т .  Поэтому  условие 
( 1 0 ) равносильно требованию ,  чтобы спектр Л (а ) лежал в еди 
ничном круге 

I Л (a) l � 1 . ( 1 1 ) 

Воспол ьзуемся сформулированным приз н а ком для а н ализа  
у стойчивости задачи  ( 1 ) .  Спектр (9 )  пр едставляет собою окруж
ность с центром в точке 1 - r и ;_ 
р адиусом r н а  �омпле J{СНОЙ С® 

плоскости. В случае г < 1 эта 1-r 
окружность лежит внутри еди- о х  r 
нпчного круга ( касаясь его в точ - !J 
ке Л =  1 ) ,  при  r = 1 совпадает 
с единичной окружностью, а при  
,. > 1 лежит вне  едини чного 
круга ( рис .  20) . Соответственно  

Рис.  20. 

необходимое условие устойчивости ( 1 1 ) выполнено при  r � 1 
и не выполнено при  r > 1 . В п .  3 § 2 1  мы исследовали  р ассм ат
риваемую разностную схему и показали ,  что при  r � 1 он а 
устойчива ,  а при  r > 1 неустойчива .  Таким образом,  необходи 
мое условие устойч ивости Неймана  оказалось в данном случ ае  
достаточно - чувств ительным ,  чтобы · в  точности отделить слу ч а й  
устойчивости от сJi у чая  неустойчивости .  
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В общем случае  задачи Коши для р азностных ур авнений и 
систем ра зностных ура внений необходимый спектральный при
знак устойчивости Нейм а н а  состоит в том ,  что спектр Л = = Л (а ,  h) р азностной задачи при  всех достаточн п  1\I : J лы х h дол
жен лежать в круге 

I Л I � I + в ( 1 2) 

на  комплексной плоскости , к а к  бы мало ни  было з ар анее вы
бра нное положительное ч и сло в .  

За метим ,  что если для р а ссматриваемой разностной задачи 
с n ектр окажется не  зависящим от h ( и  от т) , то условие ( 1 2 ) 
равносильно требованию, чтобы спектр Л =  Л (а, h )  = Л ( а)  ле
жал в единичном кр уге 

1 Л (а) 1 � 1 . ( 1 2') 

Под спектром разностной задачи в условии ( 1 2 ) понимается 
совокупность всех Л =  Л (а, h) , при которых соответствующее 
однородное разностное ура внение ( или  система ур а внени й ) 
имеет решение вида 

и� = [Л (а, h)] P (и0e iam] , т = О , ± 1 ,  . . .  , ( 1 3) 

где и0 - число ( едини ца ) ,  если речь идет о ск алярном разност
ном ура внен ип , и числовой вектор ,  если речь идет о векторном 
разностном уравнении ,  т. е .  о системе скалярных разностных 
ур авнений .  

Если необходимое условие Нейма н а  ( 1 2 )  не выполнено, то 
н и  при  каком  р азумном  выборе норм нельзя ожидать устойч и
Jюсти, а в случае  е го  выполнения  можно надеяться, что при 
некотором р а зумном выборе норм устойч ивость имеет место. 
А налогичный вопрос о независимости спектрального призн а к а  
устойчивости от  выбора норм  мы уже обсуждали в связп с р а з 
ностными  схемами  для обыкновенных дифференциальных урав 
нен и й  в § 1 5 . 

3. П римеры.  РассмQтрим ряд интерес ных  р азностных  задач 
Коши и п римен нм  для ан ализа  их устойчивости спектр а.'! ьный 
признак  Нейма н а . На чнем с разностных схем , апп рокснмирую 
щих дифференциальную задачу  Коши 

�� _ ;� = QJ (х, t) , - оо < х < оо ,  О < t < Т, l 
и (х , О) = "Ф (х) , - оо < х < оо .  1 

П р  и м е р  1 .  Рассмотрим разностную схему 

( 1 4) 

u�+ l - и� 

"t 
и;:, - uJ:,_ 1 

......:.:.:__,.h-=---=- = (jJ (хт , tp) , р = О, 1 ,  . . . , [Т/т] - 1 ,  
и� = "Ф (хт)• m = O, + 1 , . . .  
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Подставля я  выр ажение вида (8) в соответствующее однородное 
разностное уравнение, после простых преобразов аний  получим 

Л. (а) = 1 + r - re- i a ,  

В силу этой формулы спектр представляет собою Qкруж· 
ность с центром в точке 1 + r и р адиусом r .iL ( рис. 2 1 ) .  Ни  при каком r спектр н е  л ежит 

(J(J:J 
в единичном круге .  Условие устойчивости r 
( 1 2' )  всегда не выполнено .  

· :, 0 1 l+r В § 24 уже было установлено, что при  
любом r не выполнено необходимое уеловис 
сходимости (и устойчивости ) Куранта ,  
Фридрихса и Леви . 

Рис. 2 1 . 

П р  и м е р  2. Рассмотрим следующую р азностную схему 

аппроксимирующую задачу ( 1 4 ) со вторым порядком относи
тельно h ( §  22) . Для нее Л = Л (а') определя ется из уравнения 

'А _ 1 e ia _ e- ia 't' . . -- - - - (е'а - 2 + е- •а) = 0  't' 2h 2h 2 • 

Обозначим по-прежнему r = т:/h. З аметив ,  что 

получим 

eia _ e - ia 
_;__--::2""i --= s in а, 

e la _ 2 + e - ia е-2- - е -2 . а 
( ia la )2 

4 
= -

2i = - sш2 2 •  

После простых преобразований  н а йдем 

( 1 6) 

( 1 7) 

�·словие Нейма н а  выполнено, если правая  часть неотрицатель4 
п а , r � 1 , и не выполнено при r > 1 .  

8 С, К. Годуно11, В, С, r'ябенышА 
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П р  и м е р  3. Рассмотрим  следующую разностную схему 

Lhи<h) = т -
2 /J 

= qJ (хт , fp) , 
{ и�+ t _ и;:, и;;,+ ! - и� _ 1 

и� = 'Ф (хт) 
для той же з адачи Коши ( 1 4 ) . 

[ГЛ. 8 

( 1 8) 

Подставляя в ур авнение ( 1 8 ) выражение (8 ) , после сокр а
щений получим  ура внение для Л :  

0/+i." 

. о о /- !! ' 
И Л И  

'J. - 1 e ia _ e- ia 
-т- - 2h = О 

Л (а) = 1 + i ( � sin а) . 
Рис. 22. Спе ктр Л = Л (а ) заполняет вертикальный от

резок длины 2т:/h, проходящий через точку Л = 
= 1 ( рис . 22) . 

Если т:/h = r = const, то уеловис ( 1 2 ') н е  выполняется 
·спектр н е  л ежит в единичном круге. Если при  h _. О  шаг  т: из
меняется, к а к  h2, та к что т: = rh2, то с ам а я  далекая от точ ки 
Л =  О точка Л (а )  имеет модуль 

I Л (a) la�л/2 = -V 1 + (i-Y = V I + тr � 1 + -f т: . 

Условие I Л (а )  1 � 1 + ст: в этом случае  выпол нено при с =  r/2. 
Ясно ,  что требование  т: =  rh2 является гор аздо более ж е с т 

к и м  условием на убывание шага  по врем ени т: при стремлении 
шага  h к нулю, чем требование  т: = r/1 , r � 1 ,  которого было 
достаточно для выполнения признака  Нейман а  для разностных 
с хе м  ( 5 )  и ( 1 5 ) , а ппроксимирующих ту же задачу Коши ( 1 4 ) . 

Отметим ,  что признак  Кура нта , Фридрихса и Леви, к а к  по
казана в конце § 24, позволяет утверждать неустойчивость об
·суждаемой схемы  только при  т:/h > 1 ,  а при  т:/h � 1 суждений 
об  устойчивости не дает и оказывается сл абее п ризнака Ней
ман а .  

Рассмотрим  теперь две построенные в § 22  р азностные схемы, 
ышроксимирующие задачу · Коши для уравнения теплопровод
ности 

ut - а2ихх = qJ (х , t) ,  
и (х, О) = ·ф (х) , 

- оо < х < оо , 
- 00  < х < 00 ,  

П р и м е р  4. Явная  разностная  схем а  

O < t < T , } 

ит - ит 2 и.., + ! - ит иm- 1 - ( h ) 
Lhи:hl ::::= т - а h2 - <р т ' пт: ' 

( 1 9) 

{ P+ l о Р 2 � + D 

и� = 'Ф (m/1) , m = O , + 1 ,  . . . ; р = О , 1 ,  . . . , [Т/т:] - 1 , 
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при подстановке ц� = f..Pe1 am в соответствующее однородное р аз
ностное уравнение приводит к соотношению 

'Л - 1 2 e- ia _ 2 + eia 
-,;- - а  h� 

= 0. 

Заметив, что 

получим 

e- ia - 2 + ela  ( е �� - е - 1; )2 
. а 

4 = - 2i 
= - s ш2 �� , 

't г = Ji'Г . 

При изменении а число Л ( а ) пробегает отрезок 1 -- 4 ra2 � 
� 'Л � 1 вещественной оси (рис .  23)  _ 

Для устойчивости необходимо ,  чтобы левый 
конец этого отрезка лежал в единичном круге 
1 - 4ra2 � - 1 ИЛИ 

(20) Рис. 2J. 
В случ ае, если r > 2�2 , точка Л (а) = 1 - 4ra2 s in2 � , отвечаю
щая а =  л ,  лежит левее точки - 1 . Гармоника eiлm = (- l ) m  
nорождает решение 

u� = (l - 4a2r)P (- l )m, 

не удовлетворяющее условию (6 )  ни при  какой постоянной с. 
П р  и м е р  5. Рассмотрим теперь вторую схему 

{ uPm+ l _ umry u o+ l - 2uv+ I + up+ I 
� m+ I т m- 1  ( h ) 

,; 
- а fz2 = QJ т , n't ' 

Lhu(h) == и� = 'Ф (mh) , 
m = O, ± 1 , . . .  ; р = О, 1 , . . .  , [T/'t] - 1 . 

Аналогичные выкл адки приводят к выражению 
1 't 

t. (a) = 
_ а , r = }j2 · 

1 + 4ra2 sш2 2 
Спектр этой задачи з аполняет отрезок 

[• + 4ra2 s in2 �Г 1  � л � 1  

(2 1 )  

(22) 

вещественной оси, и условие 1 Л 1 � 1 выполнено при любом г. 
8* 
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Спектральный призна к Неймана  применим для исследования 
р а зностной з адачи Коши и в случае , если простр анствеиных пе
ременных две или более. 

П р и м е р 6. Для задачи 

ди д2и r i · 'u 1 дt = дх2 + ду 2 , t > О,  

и (х, у,  t )  = 1jJ (х, у) 

возьмем сетку (хт, Уп. fp )  = (mh, nh, рт:) . Заменяя производные 
р азностными  отношениями ,  построим р азностную схему 

r иf:,� 1 ; иf:.п 

Lhи<h) := !  

иf:.+ t . n - 2иf:.п + иf:.- t .  n 
h2 

иf:.. п+ 1 - 2иf:.п + и�. n - 1 

� и�п = 1jJ (mh, nh) . 
h2  = 0, (23) 

Задавая и�п = ei <am+Bn)
, т. е. в виде двумерной гармоники, за 

висящей от двух вещественных п ар аметров а и � . найдем реше
ние вида 

Подставляя это выражение в р азностное уравнение ,  после со
кращений и тождественных преобразований н айдем 

Л (а, �) = 1 - 4r s in2 t - 4r sin'! { .  
При изменении вещественных а и � точка  Л = Л ( а , � ) про

бежит отрезок 
1 - 8r � Л �  1 

вещественной оси. Условие устойчивости выполняется, если 
1 - 8r � - 1 ,  r ::::;; 1 14 . 

Приведем пример ,  иллюстрирующий применение признака 
Неймана  для ра зностных уравнений ,  связывающих значения 
искомой функции н е  н а  двух, а н а  трех временнь1х слоях. 

П р  и м е р  7. З адачу Коши для волнового уравнения 

д2и а�и 
д t2 - дх2 = О ,  - оо < х < оо ,  О < t < Т, 

и (х, О) = 1jJ1 (х) , ди ��· О) = 1JJ2 (х) , - оо < х < оо ,  
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.аппроксимируем р азностной схемой 

u�+ l - 2и� + и�- !  
't' 2  

(24) 

Подставляя в р азностное уравнение р ешение вида ( 8) , получим 
после простых преобразований  следующее уравнение для о п ре
деления Л: 

Произведение корней этого уравнения р авно единице . . EcJIИ  ди
скриминант 

d (а) = 4r� s iп2 а (r 2 siп� � - 1 ) 
квадр атного уравнения отрицателен ,  то корни  Л1 (сх.) и Л2 (сх.) 
комплексно-сопряженные и р авные единице п о  мадулю.  В слу
чае r < 1 дискриминант остается 
отрицательным при всех а.  Н а  
рис .  24, а изображен спектр в 
этом случае .  Он  з аполняет часть 
�диничной окружности. В случае  
r = 1 спектр з аполняет всю 
окружность. При  r > 1 по мере 
увеличения а от нуля  до n Рис.  2-l . 
корни f..-1 ( сх.) и Л2 ( сх.) движутся из точки Л = 1 по единичной 
окружности один по ч а совой стр елке, а другой против часовой 
стрелки, пока не  сольются в точке Л = - 1 , а з атем один из 
корней пойдет по вещественной оси из точки Л = - 1  влево, 
а другой впр аво, так к а к  они вещественны и Л 1 Л2 = 1 ( рис .  24, 6) . 
"Условие устойчивости выполнено при r � 1 . 

Рассмотрим  задачу Коши для следующей гиперболической 
систе мы дифференциальных уравнений, описыв ающей распро
стр анение звук а :  

дv дw 

дt = дх . 

дw дv 

дt= дх ' 

v (х, О) =  'Ф1 (х) , 

- оо < х < оо ,  J � 

- 00  < х < 00 ,  J 
O < t < T, 

(25) 

w (х, О) = 'Ф2 (х) .  
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Положим 

( ) ( v (x, t ) ) и Х, t = w (х , t) ' 'Ф (х) = ('Ф • (х)) 
'Ф2 (х) 

и запишем (25) в векторной форме :  

где 

� - А�= О дt дх ' 
и (х, О) = 'Ф (х), 

- 00 < х < оо , 

- оо < х < оо , 

А = с� ь) . 

O < t < T, I 

[ГЛ. 8 

(25') 

Исследуем две разностные схемы, а п проксимирующие зада
чу ( 25' ) .  

П р  и м е р  8 .  Рассмотрим  р азностную схему 
uPт

+ l - и'"т u o  - uP } ....:._ А т+ 1 т О О 1 [Т/ ] 1 --.. -- h 
о - ' р = ' _: . . . ' 't' - ' 

(26) 
ит - 'Ф (хт) •  т - о , + 1 ,  . . .  

Ищем решение векторного однородного р азностного уравнения 
в в иде ( 1 3 ) :  

и!:, = ')./  (иОеiат) = '),.р(�о) еiат. 

Подставляя это выражение в р азностное уравнение (26 ) ,  при
ходим к р авенству 

или  
А - 1 о А е/а - 1 о 

- О -- и - и -'t h ' 

(27) 

которое можно ра ссматривать как  векторную запись системы 
л инейных уравнений для определения компонент вектора и0• 

З апишем систему (27) в развернутой форме :  

( А�- 1 - r (ela - 1 )) (voo) = О. (28) 
- r (е - 1 ) А - 1 w 

Систем а  линейных ур авнений (28) имеет нетривиальное решение 
и0 =  (�о) лишь при тех Л. = Л (а) , при которых определитель 
системы ( 28)  обращается в нуль :  

Отсюда 
(Л. _ 1 )2 = ,2 (eia _ 1 )2. 
'Л.1 (а) = 1 - r + reta, 
Л.2 (а) = 1 + r - reia. 
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Корни  л, (сх. )  и Л2 (сх. )  пр(}бегают окружности р адиуса r с и:еитра
ми в тачках 1 - r и 1 + r соответственно ( рис .  25) . У еловне 
устойчивости Нейман а  не выполнено ни при к аком r. · 

П JЭ и м е р  9. Рассмотрим .р азностную схему 

uP+ I _ uP uP - u11 't' 1 т т - А т+ 1 т- 1 - - А2 (иР - 2uo + uP ) = G 1 't' 2h 2hZ т+ l  т т - 1  1 � 
J 

р = О, 1 ,  . . .  , [TJ,;] - 1 ; m = O,  ± 1 , . . .  ' 
m = O, ± 1 ,  . . .  , 

(29) 

аппроксимирующую з адачу ( 25') со вторым  порядком и анало-
гичную схеме ( 1 5 ) для скаляриого случ ая  
( 1 4 ) . У слови е существования нетривиального 
решения вида ( 1 3 ) у векторного уравнения 
(25) состоит, как и в примере 8 ,  в том,  чтобы 
обращался в нуль  определитель системы ,  воз-

никающей для определения U0 = (�о ) . При
равняв этот определитель нулю, получим квад-

Рис.  25. 

р атное уравнение относительно Л = Л (сх. ) , из которого н аходим 

Л1 = 1 + ir s in а - 2r2 s in2 � , l 
� 1 . . 2 2 . 2 а  1 11.2 = - l Г S IП а - Г S IП 2' .  J 

Эти формулы ан алогичны ( 1 6) ,  и, к а к  в ( 1 7 ) ,  получим 

1 - 1  Л 1 , 2 (а) 1 2  = 4r2 s i n4 � ( l - r2) • 

(30) 

. Спектр , задаваемый формулами  (30) , лежит в единичном круге 
при r -<.. 1 .  

4 .  И нтеграл ьное представление  решения *) .  Р ассмотрим задачу 
Коши вида 
ь uP+ I + Ь uP+ I + Ь uP+ I  - 1 - 1 т- 1 О т 1 т+ l 

- (a_ lu�- 1 + aou�n + a lu�+ l) = 'tQJ�, �� 
р = О, 1 ,  . . .  , [Т/,;] - 1 ,  1 и� = 'Фт' m = O , ± 1 ,  . . .  , 

с постоянными коэффициентами ,  предпол агая ,  что 

Ь - 1е- lа + Ьо + Ь 1е1(! =F О ,  О ::::;;;: а ::::;;;: 2л:. 

(3 1 )  

* ) Результаты этого пункта в следующих параграфах не используютси, 
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Разностные схемы ( 1 ) ,  ( 1 5 ) , ( 1 8 ) , ( 2 1 )  приводятся к виду (3 1 ) . 
если обе части входящих в них р азностных уравнений умножить. 
н а  't'. 

З аметим прежде всего, что при  п роизвольных огр аниченных 
сеточных функциях {1Р�} и {1Pm} задача ( 3 1 )  имеет одно и толь
ко одно огр аниченное решение .  Действительно, если уже из
вестно, что {и�,} при данном фиксированном р существует и 

огр аничено ,  то уравнение ( 3 1 ) превращается в обыкновенное 
р азностное уравнение  второго порядка 

Ь_ 1и�::_\ + b0u'in+ 1 + Ь 1и��11 = 't'QJ� + (а_ 1и�_ 1 + auu� + a 1u�+ a (33) 

относительно {и�+ 1} с огр аниченной пр авой ча стью. Соответст
вующее х ар актеристическое уравнение ь_l + boq + b l q2 = о бла
годаря  ( 32 )  не имеет i<орней q = eia, по модулю равных еди· 
нице .  Поэтому, как показано  в конце п .  2 § 3 , оно имеет ед i ! Н 
ственное огр аниченное решение {и�+ 1 } .  Но {иiп} = {'Фm} з ада но 
и огр аничено ,  поэтому последовательно из  ( 33) однозначно  
определяются огр аниченные функции {и� } .  {r.t�} и т .  д. 

Н ам пон адобятся следующие известные сведения о рядах  
Фурье . 

Каждой последовательности чисел С т, т = О, + 1 ,  . . .  , д л я  
которой L 1 cm 1 < оо, соответствует сходяшийся (квадрати че
ски  в среднем)  ряд Фурье 

(34) 

суммой которого я вляется интегрируемая с квадратом на от· 
2n 

р езке О � а � 2n функция С (а) , � 1 С (а) 1� da < оо.  
о 

Обратно, каждая интегрируемая с квадратом на отр езке 
О �  а �  2n функция С (а ) р азл агается единственным образом 
в н екоторый ряд Фурье (34 )  с коэффициентами Cm, вычисля е
мыми по формулам  

2n 

Ст = _ 1 1  � C (a) e lam da. 
-v 2л: r 

При этом выполнено р авенство Парсеваля 
2n � 1 С (а) 1 da = L 1 Cm 1�. 
n 

(35) 

(36)· 
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Т е о р е м а  1 .  Пусть в задаче (3 1 )  

max L 1 <p� l2 < оо , L 1 'i'т /2 < оо . 
{) т т 
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Тогда ограниченное решение этой задачи допускает интеграль
Jtое представление 

2:n: 
р 1 \ UP ( ) t ат d ит = -v'2п. j а е а, 

'"' 
(37) 

�де интегрируемая с квадратом функция UP ( сх) определяется 
ре!(уррентным соотношением 

up+ l  (а) = А. (а) UP (а) + ta 
't' - ia фР (а) , р = о , 1 ,  . . . (38) 

Ь- 1е  + Ьо + Ь 1 е  
З.Jесь 

фР (а) = 1 " <рР е- iат . uo (а) :=  lJf (а) = _1_ " \jJ e - l  ат -v' 2п. i.J т 1 -v'2ir. i.J т 1 

а функция 
т т 

- la + + la А. (а) = а 1е . а0 а- 1е 
ь . е la + Ьо + b - • e ta 

подобрана так, чтобы при каждом сх, О ::::;;;; сх � 2:rt, сеточная 
функция и� = А.Р (а) е 1ат удовлетворяла однородному уравнению, 
.соответствующему уравнению ( 3 1 ) .  

Д о к а з  а т е л ь  с т в о получ ается прямой подстановкой вы
р ажения (37 )  в уравнение и н а ч альное условие (3 1 )  с помощью 
р авенств (34 ) и (35 ) . 

С л е д с т в и е. Если в (3 1 )  функция <р� � о. то ФР (сх) = 0; 
в силу (38) имеем UP (cx) = A.P (cx) 'l' (cx) , а и з (37)  следует 

2:n: 

и�= 
...; 
�:n: � А.Р (а) iF (а) е1ат da. 

о 

(39) 

Интегральными  Представлениями (37) и (39 ) можно поль
зоваться для ан ализа свойств разностной схемы ( 3 1 ) . 

Опрёделим нормы равенств ами  

l l иP 112 = L / и� 1 2 : т 
11 �Р 112 = L 1 <iJт 12 ; т 

1 1 и<h> l luh = max 1 1 иР 1 1 , 
р 

1 'IJII 2 = L 1 'Фт 12, 

11 f <k> I IFh = 11 ер� 11 = 1 1 \jJ 1 1 + max 1 1 <рР 1 1. 
Фт Fh Р 

(40) 
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Т е о р е м  а 2 .  Для устойчивости разностной схе.мьt (3 1 )  по 
начальным данным, т. е. для выполнения неравенств 

11 иР 11 � с 1 1 и0 1 1 .  р = О, 1 , . . . , [ � ] , 
при произвольно.м иiп = 'Фт , 11 'Ф П < оо , и при QJ� = О  с постоян
ной с, не зависящей от h (и от 't = 1: (h )  ) ,  необходимо и доста
точно, чтобы спектр '}.. = Л (а. )  лежал в круге ( 1 0 ) :  

(4 1 )  

где с 1 не зависит от h ( и  от  1:) . 
Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Сначала  установим д о с т а т о ч

н о с т ь .  При условии ( 4 1 ) ,  очевидно, 

(42) 

Из представления (39) в силу р авенства  П арсеваля и неравен
ства (42 )  следует 

1 и' 11 = [f 1 �· (a) U (а) P da Г ..;; е<•' [f l U (а) 1' daJ" = 

= ec•т l l ио /1 = с / / ио //. 

Н е о б х о д и м о с т ь. Покажем теперь, что из невыполнения 
( 4 1 )  при любом фиксированном с 1 следует неустойчивость. Ис
пользовать неограниченность при  1: --+  О решенИя 

и� = 'ЛР (а) е 1ат, р = О, . . . , [ � ] .  
имеющую место в этом случае, для доказ ательства неустойчи
вости при выбранной норме ( 40 ) нельзя, так как {eiam} не при
н адлежит простр анству сеточных функций, у которых сумма  
квадратов модулей их значений ограничен а .  

Для  доказательства неустойчивости за метим сначала ,  что 
всегда можно выбр ать интегрируемую с квадратом функцию 
U ( а.) так, чтобы выполнялось неравенство 

2n 2n 

2� � / A. (a.) /2P / U (a.) /2 da.� m:x [ / A. (a.) /2P - e) · 2� � / U (a) /2 da, (43) 
о о 

где в > О - произвольное. В самом деле, если max 1 '}.. (а) 1 = 
а 
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= 1 А. (а") /, то положим { 1 ,  U (a) = О , 

если а Е [а" - б, а• + б] , 
если а е [а* - б, а• + б] . 
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Благодаря непрерывности функции 1 Л (  сх.) I 2P при  достаточно 
м алом б = б ( в)  будет выполнено (43) . Есл и  (42) не  выполнено ,  
то на йдется последовательность hk и соответствуюrцая последо
вательность 'tk = т (hk ) , при  которых 

с". � [max 1 А. (а, h".) 1 ] ITft�г] - оо пр и k - оо . 
а 

Положим в = 1 и выберем И ( сх. ) так ,  чтобы выполнялось ( 43) . 
За  последовательность {и�} примем последовательность коэф 
фициентов Фурье функции И (сх.) . Тогда ( 4 3 )  при  р = [Т/т] прl f 
мет вид 

что и означает отсутствие устойчивости по начальным данным .  
Т е о р е м  а 3 .  Для устойчивости разностной задачи  Коши (3 1 )  

при сделанном выборе нopJ.t ( 40 )  необходимо и достаточно, ч то
бы выполнял с я спектральный признак устойчивости ( 4 1 ) .  

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Н еобходимость очевидна ,  так к ак  при  
невыполнении этого признака  в силу теоремы 2 н е т  устойчиво
сти по начальным данным .  

Для доказательства достаточности установим ,  что п р и  каж
дом k � О 

спр аведливо неравенство 

1 1 иk+ 1 1/ � (1 + с , т) / 1 иk 1 / + с2т max I I IPn 1 / , (44) 
n 

из которого, очевидно, следует справедливость при  всех j, 
р � j � О 

неравенств 

(1 + с 1 т)1 1 /  иP+ 1 -f l / � (1 + с 1т)!+ 1 1 / иР - 1 1 /  + с2т ( 1 + с 1т)Р • max I I IPn 1 / . 
n 

Суммируя левые и правые части этих неравенств по j = О , · 

1 , . . . , р почленно и отбрасывая одинаковые слагаемые  в левой 
и правой частях , можно написать 

n 

� ( 1 + с 1т)  ес,т · / 1 и0 1/ + с2Тес,т max II IPn /1 � const · /1 f (h ) I IFh· n 
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Отсюда, ввиду произвольности р = О,  l ,  . . .  , [ : ] - l , сле
дует устойчивость. 

Для доказательства нер авенства (44 ) воспользуемся интег
р альным представленнем решения (37) и рекуррентным соотно
шением (38) , откуда 

2Л 

uk+ I = 1 ( Uk+ l (a) e iam da = т "'/2n J о 

Таким образом,  сеточн а я  функция {и�+ 1 }  аргумента т пред
ставлена  в виде суммы двух сеточных функций, записанных 
в виде интегр алов по п ар аметру а . 

В силу р а венства Парсеваля ,  для норм этих двух сеточных 
фун кций можно написать 

2n 

"1/ �
n � Л (  а) Uk (а) eiam da = [ � 1 Л ( а) Uk (а) 12 da Г � 

о 
2:rt 

'/ 

� m
a
ax 1 А. (а) 1 [ � 1 Uk (а) l2 da] 2 � ( l + C(t') · 11 Uk 1 1 ; 

v� r , ,,- , ,::,(� , _ , , . . е«<т d+ 

В силу двух последних оценок для норм слагаемых, входя
щих в правую ч а сть р авенства (45) , получаем оценку (44) , за� 
верш ающую доказательство .  
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Можно показать, что если за норму пр инять не ( 40) , а р а 
венство 1 1  uP 1 1 = sup 1 и� j ,  то  спектр альный признак  1 Л ( сх.) 1 < 1 +. 

т 
·+ C ( r  перестанет быть достаточным призн аком устойчивости. 
Для разнос'!'ной задачи Коши в случае системы уравнений этот 
признак также лишь необходимый призн а к  устойчивости .  

Интегр альным представленнем (37 )  решения р азностной з адачи Коши 
можно воспользоваться не только для исследования устойчивости, но  и дJiя 
выяснения других свойств разностной схемы. 

Если, например, спектр Л =  Л (а) при а =1= О лежит строго внутри еди-
ничного круга, то решения иfп = ЛР ( а ) e iam, отвечающие a =I= O, при переходе 
от Со!!ОЯ к слою гасятся, умножаясь на Л (а) . Из формулы (39) видно, что 
при [Tft] = р получается сеточная функция, отвечающая  функции ЛР (а) ф (а) , 
котор ая сосредоточена на длинных волнах (а � О) .  Р азностная схема « В Ы ·  
глаживает» начальные данные .  5. Выглаживание разностного решения как действие аппроксимационной 
вязкости. Мы видели,  что спектр разностной схемы 

и�+ l - и� 
h 

= 0, 

апn роксимирующей задачу Кош и  

m = O, � � : .·. · ·[Т/т] - 1 , ·} 

± l , . . . • 

р = О, 

m = O, 

2.!:.... - � = 0 дt дх • - 00  < х < оо , 

и ( х ,  О) = ф (х )  - 00  < х < оо , 

O < t < T , } 

(46) 

(47) 

есть окружность Л = l - r + re1a, О �  а < 2л:. При r < l каждой точке 
а =1= О соответствует точка спектра Л (а) , 1 Л (а) 1 < l . Это значит, что каж
дая гармоника и� = e iamh

, заданная в качестве н ачальных данных, га
сится, умножаясь н а  Л (а) , при  каждом переходе со слоя н а  слой;  решение с 
течением времени выглаживается, так как при  м алых ah ( низкочастотные  
гармоники ) погашение слабее. Отметим ,  что  решение дифференциалыюi'I за 
дачи (47) и (х, t ) = ф (х + t) с течением времени не  выглаживается - оно  
ПОJjучается из  н ачальных данных  сдвигом влево. При  этом решение задачи 

(47) , отвечающее нача.%ному условию и (х , О) = eiax. есть и (х ,  t) = e late lax 
и множитель e iat по модулю р авен единице. Вычислительны й  эффект вы
глаживания решения ,  имеющий место nри исnользовании р азностной схемы 
(46) ,  можно понимать как проявление аппрокси.мационной вязкости, n р ису
щей этой схеме. Объясним ,  что мы понимаем под аnпроксимационной вяз -

ди ди • 

костью. Если уравнение дt - "дХ = О считать п ростейшей моделью ур а в не-

ний движения невязкого газа,  то уравнение 

(48) ' 
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естественно считать моделью уравнений движения вязкого газа с вязкостью, 
равной 1.1. > О, выглаживающей решение. При начальном условии и (х, О) = lax 8 = е  решение уравнения (4 ) имеет вид 

и (х, t ) = e -ILa't + late iax == ;: (а t )  e lax. 
При 1.1. = О ('t') и t = 't' гасящий гар монику е tax множитель i(cx, 1) можно 
записать так: 

(49) 

Б у д ем предполагать, что решение ufh l  разностной задачи можно доопре
делить вне сетки так, чтобы полученная при этом гладкая функция ufh l (x, t) 
была равномерно по h огр аничена вместе со своими производными до чет
вертого порядка. · 

Тогда в точках: сетки (х, t ) ,  пользуясь формулой Тейлора,  можно на 
писать 

0 = u(h)  (х ,  t + 't') - и(h) (х, t) _ u!h> (х + h , t) - u(h) (х ,  t )  
't' h 

ди(h) (х ,  t\ 
дt 

ди(h ) (х ,  t) 't' д2и (h) (х ,  f 'l 
дх + 2 дt2  

h д2 (h) ( t) и х, + h� (11 ) ( t) - 2  дх2 8 1 х, . (50) 

Здесь и далее 8 \h> , 8�h> , 8�h) - равномерно по h ограниченные вместе со 
своими производными функции. 

Из р авенства (50) следует, в частности, 

д (hl д (h) 
_u_ = _

и_ + h  (h) (  t ) дt дх 82 Х, • 

Дифференцируя это тождество по t, получим 

д2и (h) д ( дu (h) ) · д8�h ) д2и(h) д8�h> д8�h) д�u(h) 
(h iii2 = 7iX � + h -с;г - (§Х2 + h 7JX + h аг = дх2 + h8з >. 

Подставля я выражение для д2ufh 1fд12 в ра венство (50) и отбrасывая члены 
второго порядка м алости, получим дифференциальное ур авнение вида ( 48) : 

дU(hJ au!h> h - 't' д2u (h > 
� - ах- = --·2- � ' (5 1 )  

которое будем рассматривать не на сетке, а всюду при  t > О. 
Таким образом, р азностное уравнение (46 ) оказалосu в «Основном совпа

дающим» с дифференциальным приближение.м ( 5 1 ) ,  котор ое есть уравнение  
вида ( 48 )  с малой  вязкостью 1.1. = (h - т) /2 .  Эта вязкость носит название 
аппроксимационной, так как появилась в результате аппроксимации задачи (47) разностной задачей (46) . Д ифференциальное уравнение ( 5 1 )  сглаживает 
начальные данные в основном так же, как схема ( 46) . Действительно, если 
U (х , О) = е t a x ,  то к моменту t = т эта гар моника, в соответствии с форму
лой ( 49) , умножится на  

h - 't' • a2't'2 h А (а, 't') = 1 - -2- a2't' + ia't' - -2- + о  ('t'2) = 1 + ia't' - 2 a2't' + о  ('t'2) .  (52) 
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При иr:n = fliax \ x �mh = e iaтh по р азностной схеме (46) получим в момент 

t = -r ту ж'е гармонику, умноженную на множитель 

Л (а) = 1 - r + re lah = 1 - r + r ( 1 + iah - а�2 ) + о  (h2) .". 

= 1 + ia-r - � a2-r + О (-r2) , 
который совпадает с множителем (52) с точностью до бесконечно м алых второго относительно -r (или h) порядка. 

ЗАДАЧИ 

1. При каких значениях пар аметра а > О разностная схема ,  аппрокси
мирующая задачу Коши для уравнения теплопроводности 

иР+ l _ иР иР+ I _ 2ир+ I + иР+ I  т
't' 

т = а т+ l 1� т- 1 + ( 1 - а) 
и�+ I - 2и� + и�_ 1 } и� задано, т =  О, ± 1 ,  • . •  , 

h 2 ' 

удовлетворяет спектральному признаку устойчивости Неймана при любом 
r = т/h2? 2. Удовлетворяет ли спектральному признаку устойчивости следующая 
разностная схема :  

г� е 

и�+ I _ и�- I 

2-r 
иi,. = 'l'т• } 
и ! = th( l ) т '�'т ' 

т =  О, ±  1 ,  • • . , 

.h( l ) = ( О) + ди (х, О) = ( О) + д2и (х, О) "'т и х, 't дt и xm' 't' дх2 
Эта р азностная схема аппроксимирует задачу Коши ( 1 9) для уравнения теп
лопроводности с nор ядком О (т2 + h2) . 3. Показать, что р азностная схема 

и�+ I _ и� __;.;..: __ = + А 
't' 

иР+ I _ иР+ I т+ l  т- 1 = О, 2h 

аnпроксимирующая задачу Коши 

т =  О, ± 1 , . . •  , } 

р = О, 1 ,  . . .  , 
т =  О, ±  1 ,  • • •  , 

.Е!!._ + А � = О < < t > O  дt дх ' - 00 х 00 ' 

и (х, О) = 'IJ (х) ,  - оо < х < оо ,  
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с порядком О (т + h2) ,  удовлетворяет спектральному признаку устойчивости 
при  любом r = т/h и любой постоянной А. 4. Исследовать р азностную схему с пересчетом для  решения задачи Коши U t + Аиж = О, u (x, О) = <р (х) : 

uP+ I  _ иР иР+ 'I• _ иР+'I• т т + А  т+ 1/2 т- '/, О 
� h = ' 

р = 0, 1 , . • .  , 

т = 0, ± 1 , . . . , }  

и� = Фт• т = О, ± 1 ,  . . .  , 

А = coпst, где промежуточная  сеточная функция иР+ '/, = {ufп�:i] опреде

ляется по и" =  {и;;.} в два этапа :  сначала в ы числяется vP = {v;;.} как реше
ние разностной задачи 

Р+ '/• · o+ 'i• tlm+ I - tlm- 1  + А 
2h 

= О, т = О, ± l ,  . . .  , 

а потом uP+ 'I• -= {и�:;_'{j,} по формул а м  

v P+ 'i• + vP+ 1/, 
иР+ '/, = ( 1  - а) m + l т 
т+ 'l• 2 

vP+ '/, + vP+ '/, m+2 m- 1 2 
Показать, что если параметр интерполяции а лежит на отрезке О ::;:;;; а ::;:;;; 0,25, 
то п р и  любом г = т/h = const выполнен спеi(тральный признак устойчивости. 
П р и  а = О весь спектр леж ит на единично!! окружности , а при О < а ::;:;;; 0,25 
он ра сполагается внутри еюпшчного круга и касается этого круга лишь 
при  Л. = 1 .  Собственному значению Л. = 1 отвечают собственные функции 
U m  �-" ( ± l ) m , 

§ 26.  П р инцип замороженных коэффициентов 

Здесь мы изложим  прием ,  весьма  расширяющий класс не
стационарных р азностных задач, для исследования которых 
можно пользоваться спектр альным признаком устойчивости. 
Этот необходимый признак  устойчивости, изложенный в § 25 
для исследования разностной задачи Коши с постоянными коэф-

. фициентами , можно применять и в случ ае разностной задачи 
Коши с «Непрерывными» ,  но не постояннымп  коэффициентами ,  
а также для задач в .  огр аниченных областях, когда граничные 
условия задаются не  только при t = О, но и н а  боковых грани 
цах .  Этим приемом можно пользоваться и для исследования не
линейных задач .  

J .  Замораживание коэффициентов во внутренних точках. 
Сформулируем принцип замороженных коэффициентов, паль� 
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зуясь в качестве примера следующей р азностной краевой з :-t 
дачей : 

p+ l - р р - 2 р + р ] и т -r um - а (Хт ,  ip) um - 1 :� um+ l = О, 1 

р = 0 , 1, . . .  , [T/r] - 1, 
и� = 'Фт• т = О, 1, . . .  , М; Mh = 1, 

l 1иg+ 1 = О, l2иr;...+ 1 = О. 

(1) 

В этой р азностной краевой задаче l 1иg + t = О  и l2иf-t+ 1 = О - не
которые условия ,  задаваемые соответственно н а  левой и п р а вой 
гр аницах сеточного отрезка  О �  т �  М;  а (х, t )  > О. 

Выберем произвольную внутреннюю точку (i, t) области 
О �  х � 1 ,  О �  t � Т, где рассматривается задача ( 1 ) ,  и «За 
морозим» коэффициенты задачи ( 1 )  в этой точке .  

Возникающее разностное ур авнение с постоянными коэф
фициентами  

u;;,+ t - и� - и;;._ 1 - 2иfп + u�+ l . } 
• - а (i, t) h2 = О , (2) 

р = О, 1 ,  . . .  , [T/r] - 1; т = О , + 1, . . . , 

будем рассматривать теперь не при  О <  т <  М, а при  всех це
лочи сленных т. Сформулируем теперь 

П р и н ц и п  з а м о р о ж е н н ы х  к о э ф ф и ц и е н т о в . Для 
устойчивости задачи ( 1 )  необходимо, чтобы задача Коши для 
разностного уравнения с постоянными коэффициентами ( 2 )  
удов.11 етворяла необходимому спектральному признаку устой
чивости Н ейАtана. 

В обоснование принципа за мороженных коэффициентов при
ведем следующее р ассуждение н а  эвристическом уровне стро
гости .  

При измельчении сетки коэффициент а (х ,  t )  в окрестности 
точки (i, l) за любое фиксиров анное число шагов сетки длины 
h по пространству и длины т по времени ввиду непрерывности 
функции а (х, t ) меняется все меньше и все меньше отличается 
от значения а (i, 7) . Добавим к этому, что р асстояние от точки (i, t )  до границ х = О и х = 1 отрезка ,  измеренное числом ша 
гов сетки ,  стремится к бесконечности . Поэтому при  мелкой 
се11ке возмущения ,  н аложенные на  решение задачи  ( 1 ) в мо
м ент времени t = 7, в окрестности точки х = i развиваются 
(за м алое время )  примерно так же, как для з адачи ( 2 ) . 

Понятно, что это р ассуждение носит общий х а р а ктер .  Оно 
не зависит от числа  простр анствеиных переменных, числа 
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ис.комых функций и вида разностного уравнения или системы 
уравнений .  

В § 25 мы р ассматривали задачу Кош и для ура внения вида 
(2) и н ашли ,  что для выполне-ния условия Неймана  отношение 
r = т:/ft2 шагов сетки должно удовлетворять условию 

1 

r �  2а (i, t) · 

Поскольку в силу принципа замороженных коэффициентов для 
устойчивости задачи ( 1 ) это условие должно выполняться при 
любых (.Х ,  1) , отношение r = т:/h шагов сетки должно быть под
чинено условию 

1 
, � - . 

2 max а (х, t )  
х, i 

(3) 

Принцип замороженных коэффициентов позволяет ориентиро
ваться на эвристическом уровне строгости и при исследовании 
устойчивости нелинейных зада ч .  Поясним это на следующей 
нелинейной зада че :  

Ut - ( 1 + и2) ихх = О,  О < х <  1 , 
и (х, О) = 'Фо (х) , О < х < 1 ,  

и (О ,  t) = 'Ф1 (t) , и ( 1 , t) = 'Ф2 (t) , O < t < T. 
Используем следующую разностную схему: 

p + J р р 2 р + р "т - "т _ [ 1 + (иР \2] ит+ J - "т "т- 1  = О, 'tp т) h2 
О < т < М, р = О, 1 , . . . , [Т/т] - 1 ,  

и0 = 'Ф0 (тh) , О � т � М, 
иg = 'Ф1 (tР + тр) •  р = 1 , 2 ,  . . .  , [Т/т] , 
и� = 'Ф2 (tP + тР). 

В ней допускается изменение шага t"p от слоя к слою. Эта схема 
позволяет последовательно, слой за слоем, вычислить и:,. , т = 
= О, . . .  , М, затем и� , т = О ,  1 ,  . . .  , М, и т. д . 

Допустим , что мы уже добрзлись до слоя t = fp, вычислили и�,  т = О, 1 ,  . . . , М , и хотим продолжать счет. 
Как выбрать следующий шаг т = 'Тр? Можно принять, что 

н ам  предстоит сосчитать решение линейного разностного урав
нения 
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с заданным переменным коэффициен rом а ( хт, tP) == 1 + ( и::z)2• 
Действительно, естественно считать, что значения и� близки 
.к значениям и (хт, t р ) гл адкого решения и (х ,  t )  дифференциаль
ной· задачи. Коэффициент тогда близок к непрерывной функции 
а (х, t )  == 1 + и2 (х, t ) , которая на протяжении нескольких вре
меннЫх шагов мало изменяется .  

Применеине пр изнака Нейма н а  к уравнению с переменным 
коэффициентом а (хт, tp ) дает огр а ничение (3 )  на соотношение 
шагов сетки, необходимое для устойчивости :  

1:р 1 1 -
"'h2 = rp � 2 max l a (x, t p) l 

= 2 max l t + (и�)2 1 ' IC m 
Отсюда следует рекомендация выбрать очередной шаг  'tp из 
условия 

Численный эксперимент на машине подтверждает пра вильиость 
этих эвристических рассуждений . 

Если  необходимое условие устойчивости , полученное путем 
рассмотрения задачи Коши с замороженными в произвольной 
точке области коэффициентами ,  окажется нарушенным,  то 
устойчивости нельзя ожидать ни  при каком задании граничных 
условий . Подчеркнем,  однако, что п р инцип замороженных ко
эффициентов не учитывает влияния  граничных условий .  В слу
чае выполнения необходимого условия устойчивости, вытекаю
щего из  принцила замороженных коэффициентов, устойчивость 
может иметь место при одних ,  и не  иметь места при  других 
граничных условиях .  Теперь изложим признак К.  И. Бабенко и 
И .  М. Гельфанда ,  учитывающий влияние границ в случае за 
дачи н а  отрезке. 

2. Признак Бабенко и Гельфанда. При  р ассмотрении задачи 
( 1 ) мы полагали ,  что воз мущения ,  сообщенные решению за
дачи ( 1 )  в окрестности произвольной внутренней точки (i , l ) , 
при мел кой  сетке развиваются примерно так же, как такие же 
возмущения ,  сообщенные решению зада ч и  Коши (2 )  с заморо
женными  в точке (х ,  t )  коэффициентами .  В обоснование этого . 
п р инцила мы  принимали  во внимание, что расстояния от внут
ренней точки (х, t )  до границ, измеренные числом шагов сетки, 
при измельчении сетки неогр ани ченно возрастают. Но если точка (х ,  t )  лежит на боковой гра нице х = О или i = 1 ,  то это эври 
стическое р ассуждение теряет убедительность. Пусть, например, х = О. Тогда р асстояние от точки х до любой фиксированной 
точки х > О ( в  ча-с'Гности, до правого конца отрезка х = 1 ) ,  
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измер енное числ ом ша гов сет.ки ,  при  h - О 'По -прежнему неогр а 
ниченно возрастает ,  но. число шагов до левого конца х = О не 
меняется и остается р авным нулю.  

Поэтому возмущение решения задачи ( 1 )  вблизи левой гра 
ницы х = О за м алое время должно ра звиваться подобно воз
мущению решения задачи 

и
Р+ I

- и
" 

т т т - а (О , t) и�&+ l - 2и� + и�_ 1 } h2 = 0, т = 1 , 2, . . . , 
l 1ug+ t = 0. 

(4) 

Эта з адача получилась из исходной задачи ( 1 )  при  замо
р аживании  коэффициента а (х, t )  в левом конце отрезка i = О 
и одновременном удалении пр авой границы в + оо .  Задачу (4 )  
естественно р а ссматривать только н а  тех функциях и" = {иg , 
uf ,  и� , . . .  } .  для которых 

и� - о при т - +  оо .  

Только в этом случ ае  возмущение сосредоточено вблизи 
границы х = О, и только атносительнеl возмущений такого вида 
з адача ( 1 )  и задача ( 4) вблизи л евой границы х = О сходны 
м ежду собой . 

Точно так же  р а звитие возмущений решения задачи ( 1 ) 
вблизи правой гра ницы х = 1 должно быть похоже н а  развитие 
таких же возмущений для задачи 

и �
+ l

- и� �)· и�+ l - 2и� + и�- l 

} 

т - а ( 1 , t h� = 0, 

т = . . .  , -2 , - 1 ,  О , 1 , . . .  , М - 1 , 
l2итм+ : = о 

(5) 

с одной только правой границей .  Эта задача возникла  из исход
ной задачи ( 1 ) при  за мор аживании  коэффициента а (х, t) в 
правом конце i = 1 и при  удалении левой границы в - оо .  За 
дачу (5 )  н адо р а ссматривать н а  сеточных функциях 1 !0 = 
= { . . . , и�2 •  u� l '  ug ,  uf, . . .  ; и'М} , удовлетворяющих условию 

uf:t - О при т - - оо . 
Задачи ( 2 ) ,  ( 4 )  и ( 5 )  проще исходной задачи · ( 1 )  в том от

ношении ,  что при  фиксированном r = -r:/h2 они не  зависят от h 
и являются з адач ам и  с постоянными коэффициентами .  

Таким образом,  процедура исследования устойчивости, учи
тывающая влияние границ, пр-именительно к задаче ( 1 )  со
стоит в следующем.  Н адо составить три вспомогательные за
дачи (2 ) ,  (4 ) и ( 5) . Для каждой из этих трех задач ,  не за ви
сящих от h ,  надо найти все те числа Л (собственные ч и сл а  
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оператора перехода от uP к uP+1 ) ,  при которых существуют ре
шения вида 

При этом в случа е  задачи (2) u0 = {иiп} . т = О, + 1 ,  . , . , должно 
быть ограничено. В случ ае з адачи (4) u0 = {иg, и� , . . . , и� , . . .  } . 
uiп --+ О при т -+  + оо ,  а в случа е  з адачи ( 5) 

О - {  о о о о о }  и - . . • , и_2 , и_"  u0, u1 , • • • , им , 
и� --+ О при  т --+ - оо . 

Для устойчивости задачи ( 1 ) совокупность собственных чи
сел каждой из трех задач (2 ) , ( 4)  и ( 5) должна лежать в 
единичном круге I Л I :::;;;;; 1 . (Задача ( 2 )  рассматривается при 
каждом фиксированном i, О < i < 1 . ) 

Продолжим р ассмотрение з адачи ( 1 ) .  Будем считать в даль
нейшем, что а (х, t) = 1 ,  и вычислим спектры для всех трех за 
дач  (2 ) , ( 4 ) и (5)  при р азличных краевых условиях t, ug + ' = О 
и /2и�+ 1 = О . 

Подставляя решение и� = t.,Pum в р азностное уравнение ( 2 ) ·, 
поJJучаем 

или 

'r (Л - 1 ) Um - r (ит+! - 2um + Uт- 1 ) = О , r = V • 

( - 2r + I - Л ) Um+ ! - r Um + ит- 1 = О . (6) 

Это - уравнение второго порядка .  Подобными уравнениями  
1\I Ы заним ались в гл .  1 .  Чтобы написать общее решение урав 
нения (6 ) , составим характеристическое ур авнение 

q2 + ( 2 + л � 1 ) q + 1 = о. 

Если q - корень этого уравнения ,  то сеточная  функция 

и� = Лpqm 
есть одно из решений уравнения 

Если 1 q 1 = 1 ,  т. е. q = е 1а , то ограниченная при т -+  .:+:оо и при,  
т - - оо  сеточная функция 
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как мы  видели в § 25, является решением при  

?. = 1 - 4r sin2 � , O � a � 2n. 

Эти Л = Л (а )  з аполняют отрезок 1 - 4r � Л � 1 на  веществен
ной оси. Этот отрезок и есть спектр задачи ( 2 ) . Собственных 
значений Л, не  лежащих на этом отрезке, з адача (2) не имеет, 
т ак  как в случае отсутствия у характеристического уравнения 
( 7) корня  q, по модулю равного единице, задача (6 )  н е  имеет 
огр аниченного при  т -+ + оо  решения. 

Если Л не  лежит на отрезке 1 - 4r � Л. � 1 , то оба корня 
х а р актеристического уравнения (7 )  отличны по модулю от еди
ницы, но их произведение р авно свободному члену квадратного 
уравнения ( 7 ) , т .  е .  единице. Поэтому среди корней уравнения 
( 7 ) один по модулю больше, а другой меньше единицы. Пусть 
для определенности 1 Qt l < 1 ,  а 1 Q2 l > 1 . Тог да общее решение 
ур авнения (6 ) , убывающее по модулю при т -+  + оо , имеет вид 

Um = С [q i (Л.)] т, 
а общее решение ур авнения. (6 ) , стремящееся к нулю при  . т -+  -оо, имеет вид 

Um = С [q2 (Л)] т. 
Для определения собственных зн ачений з адачи ( 4 )  надо под

ставить ит = cqf (Л) в левое гр аничное условие l t u = О и н айти 
все те Л, при которых оно выполняется . Это и будут все соб
ственные значения з адачи ( 4 ) . Если, например ,  

/ 1и0 == и0 = О , 

· то условие ctft = О  не выполняется н и  при  каком с =1= О, так что 
собственных значений нет. 

Если / 1 u 1 = и - Uo = О , то условие cq1 - cqi = с  (q1 - 1 ) = О 

ввиду q 1 =1= 1 приводит к с = О, т ак  что собственных зн ачений 
опять н ет. 

Если ltu = 2и - uo = О, то условие c (2q t - 1 ) = О выпол
няется при  с =1= О, если Q t = 1/2 . 

Из уравнения ( 7) находим , что в случае Q1 = 1/2 число ";, 
· есть 

( 
1 ) 1 - 4 + 4 r Л = 1 + r q1 - 2 + /h = 1 + r 2 

= 1 + 2 . 
Это и есть единственное собственное значение з адачи (4 ) . Оно 
лежит вне единичного круга , так как Л =  1 + r/2 > 1 .  Анало
гично вычисляются собственные зн ачения задачи (5) . Они по
. лучаются из уравнения 
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при 
ПРИНЦИП ЗАМОРОЖЕННЫХ J<ОЭФФИЦИЕНТОВ 

um = q';' , q2 = q2 (Л.) ,  т =  М, М - 1 ,  М - 2, . . .  

24Т 

Рассмотрим в качестве еще одного примера разностную ·  
схему 

иР· - иР m+ l т = О  h ' р = 0, 1 ,  . . . , 

m = O , 1 , . . . , 

[Т/т] - 1 , ] 
AJ - 1 , 

Mh = 1 ,  
и� = '\J (xm) • 

u�+ I = О, 

� (8) · 

m = O , 1 ,  . . .  , М, 1 
J 

аппроксимирующую з адачу 

Ut - Их = О ,  О < Х < 1 , О < t < Т ,  } 
и (х, О) = 'iJ (х) , 
u ( 1 , t) = O. 

Применим для исследов ания ее устойчивости признак Ба._ 
бенко - Гельфанда. Сопоставим схеме (8 )  три з адачи :  з адачу· 
без боковых гр аниц 

и�+ l _ и� 
't" 

и�+ 1 - и� 
h = 0, m = O, ± 1 , . . . ' 

задачу с одной только левой боковой гра ницей 

и�+ 1 - и� 
h = 0, m = O,  1 , . . . , ( 1 0) ·  

и задачу с одной только пр а вой боковой границей 

и�+ l _ и� 
't" 

���+ ! - ��� 
h = 0, 

u�+ I = 0, 

m = M - 1 , М - 2 , . . .  , }  ( 1 1 ) .  
р = О, 1 , . . . , [Т/т] - 1 .  

В случае задачи ( 1 0) с одной только левой боковой грани
цей граничного условия нет, т ак  к ак  его не было в исходной 
задаче ( 8) . 

Надо найти совокупность собственных чисел всех трех опе
раторов перехода от uP к uP+ 1 , соответствующих каждой из трех 
вспомогательных задач (9 ) , ( l О) ,  ( l l ) , и выяснить, при каких 
условиях все они лежат в круге 1 Л. l � l .  
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Решение вид <t 

при подстановке в разностное уравнение 

и�+ I = ( 1 - г) и� + ги�Н l ' г = � • 

приводит к следующему обыкновенному р азностному уравне
нию первого порядка для собственной функции : 

(Л. - 1 + Г) ит - Гит+ I  = 0. (1 2) 
Соответствующее х арактеристическое ур авнение 

(Л. - 1 + г) - гq = О ( I З) 

дает связь между Л. и q. Общее решение уравнения ( 1 2 ) есть 
т ( "- - l + r ) m 

ит = cq = с г , т = О, ± 1 . . . .  

При  l q l = l , q = eia , o ::::;;; cx :::;;; 2л: 
Л. = ( 1 - г) + ге iа. 

Точка  Л = Л ( сх )  пробега ет окружность с центром в точке 1 - г  
и радиусом г. Это и есть собственные значения задачи (9) 

@ . .  (8 о r ·а) ' !!) О д) 
Рис. 26. 

(рис .  26, а ) . Убывающее при т - + оо нетривиальное решение 

и� = Л.Рит = саЛ.рqт 

з ада ч и  ( 1 0 ) существует при любом q, l q l  < l .  
Соответствующие Л =  1 - r + rq з аполняют, очевидно, всю 

внутренность круга , огр аниченного окружностью Л = ( 1 - г) + 
+ re i a  ( р ис . 26, 6) . 

Н аконец, р ешения задачи ( 1 1 )  и� = л_Рит , убывающие при 
т -+  - оо ,  ДОЛ Ж Н Ы  И М еТЬ ВИД 

и� = сЛР qm , / q 1 > 1 , 

где Л и q связаны р авенством ( 1 3 ) . 
Из гр аничного условия и� = О следует, что нетривиальное 

решение (с =1= О) существует только при Л =  'Л (q) = О, т. е. 
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при q = (r - l ) /r. Эта величина  q по модулю больше единицы 
в случ ае выполнения одного из нер авенств ( r - l ) /r > 1 · нли 
( г - 1 )  /r < - 1 . Первое нер авенство решений не имеет. Реше
ние второго : r < 1/2 . 

Итак, при r < 1 /2 задача ( l О) имеет собственное зн ачен ие 
'А = О ( рис . 26, в ) . На рис .  27, а,  б, в изображены объединения  
собственных значений всех трех  задач  соответственно для с пу
ч аев r < 1/2 , 1/2 < r < 1 и r > l .  

G� �� 8� а) .r <f d) т<:r -<: /  !!) .r >/ 
Рис.  27. 

Ясно, что объединение собственных зн ачений всех тр ех за 
дач  лежит в круге I 'A I < 1 + ст, где с не  зависит от  h ,  в то�t п 
только том случ ае, если r � 1 .  

Изложенный здесь признак устойчивости нестацион арных 
разностных задач н а  отрезке, учитывающий влиянне г р аничных 
условий ,  применИм и в случ ае краевых задач  н а  отрезке для 
систем разностных уравнений .  В этом случае  естественные н а  
первый взгляд схемы , удовлетворяющие призн а ку Нейман а ,  ч а ·  
сто оказываются неустойчивыми из-за неудачной аппроксим а 
ции граничных условий ,  и важно уметь подбир ать схемы,  сво 
бодные от этого недост атка .  

В гл .  1 4  мы  еще вернемся к обсуждению спектр ального при 
зн ака  Б абенко - Гельфанда с некоторой более общей точки зре
ния .  В частности, б у дет строго доказано, что его выполнение 
необходимо для устойчивости и что при  его выполнении устой
чивость не может «грубо» нарушаться. 

· ЗАДАЧИ 
1 .  Выяспить условия выполнения спектр ального признака устойчив оста 

для разностной схемы 

и:;t+ l - и�- ! � и�+ ! - 2и� + и�- ! 
2h - 2 h2 

= 0, 
т = 1 ' 2, • • • .  м - 1 , 

и� = 'Ф (хт)• т = О, 1 ,  • • . , М, 
и�i 1 = О, } 

и" _ и" р = О, 1 , . . .  , [Т/�] - 1 , 1 о _ 0 h - ,  
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. аппроксимирующей дифференциальную задачу 

иt - их = О, О < х < 1 , O < t < T, } 
и (х, О) = 1\J (к), 
и (0, t )  = и ( 1 , t) = о  

на гладком решении и (х, t) со вторым nорядком относительно h. 
О т в е т: -cjh =:::;;; 1 .  

{ГЛ. 8 

2. Для nостроения разностной схемы,  апnроксимирующей следующую 
краевую задачу для гиперболической системы дифференциальных уравнений 

дv дw дt= дх . 
дw дv O " x " l , O " t < T , 

дt= дх . 
v (х, О) = 1\11 (х ) , w (х, О) =  1\12 (х), 

v (0, t) = w ( 1 ,  t) = О, 

nоложим и (х, t) = (; �:: �о и з апишем ее в матричной форме: 

...f_ и - А ..д.... и = О дt дх ' 
и (х, О) = 1\J (х) , 
v (O, t ) = w ( 1 ,  t ) = O, 

· Где А = ( � �) . Выберем сетку ( хт. tn)  = (mh, n-c), h_ = 1 /М , М - натур аль

. ное. Положим 

и�+ 1 - и� и�+ l - и�_ 1 't и�+ 1 - 2и� + и� _ 1  
-с - А 2 h  - 2 А2 

h2 = О, 
m = 1 , 2, . . . . M - 1 ,  

Для завершения  nостроения схемы н адо задать дополнительные гранич
ные условия на левой и правой боковых границах . З аметив, что при любых 

. а. и j3 из системы дифференциальных уравнений следуют равенства 

д ( v + a.w) _ д (w + a.v) 1 = О, дt дх х - о 

д (v + �w ) _ д (w + �v) 1 = О, дt дХ Х = 1 
зададим доnолнительные р азностные краевые ус.човия, nоложив 

(vg+ 1 + awg+ 1) - (v8 + aw8) _ (wr + a.vr) - (w8 + a.vg) _ 0  
't h - ' 

( v'М+ 1 + �w'М+ 1) - ( v'М + �w'М) (w'М + �v'М) - ( w'М- 1 + �v'М- 1) �:.:.:..._ __ .:..;.;_��....:.:.:..---=-� - = о. 
т h 
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П р и  условии r = tfh � 1 показать, что: 
а) Если а = 1, � = - 1 ,  то спектральный признак устойчивости вы

nолнен; 
б)  Если а =  - 1 ,  то независимо от выбора числа � спектральный при- · 

знак устойчивости не выполнен ;  
в )  Найти условия, которым должны удовлетворять а и �. чтобы выпол

нялся спектральный признак устойчивости, учитывающий влияние граничных . 
условий. 

§ 27. Представление решений некоторых модел ьных задач 
в виде конечных рядов Фурье 

Приведем примеры модельных задач, решения которых 
удается представить в виде конечных рядов Фурье .  Такие пред· 
ставления имеют большую ценность, так как позволяют понять . 
свойства рассматриваемых модельных задач ,  а тем самым и 
того класса задач ,  который они моделируют. 

Сначала необходимо объяснить, что такое ряды Фурье для 
сеточных функций. 

t .  Ряды Фурье для  сеточных функций . Рассмотрим множе
ство всех вещественных функций v = {vm} , определенных в точ
ках Xm = тh, т =  О, 1 ,  . . .  , М; Mh = 1 , обращающихся в нуль 
при т =0 и т = М. Совокупность этих функций с обычными 
опер ациями сложения и умножения их на  вещественные числа 
образует линейное пространство. Размерность этого простран 
ства есть М - 1 , поскольку систем а функций 

если т =1= k ,  

если т = k , 

k = 1 , 2, . . .  , М - 1, очевидно, образует базис. Действительно, 
каждую фуНКЦИЮ V = ( vo, V 1 , . . .  , Vм ) , Vo = Vм = 0, МОЖНО · 
единственным образом представить в в иде линейной комбина· 

• - ( ! ) - (2 )  - (М- 1 ) ,  ЦИИ фуНКЦИИ '1\J , '1\J , • • , , '1\J • 

Введем в рассматриваемом nространстве скалярное умножение, 
положив 

м 
(v , w) = h L VmWm· ( 1 ) m=O 

Покажем, что система функций 

{ . г knm } 'Ф(k) = 'V 2 s iп ---м- , k = 1 ,  2 ,  . . .  , м - 1 , (2). 
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образует ортанорм альный базис  в р ассматриваемом простран• 
стве, т. е. что 

k =1= r, 
k = r, 

k ,  r = 1 ,  2 , . . . , М - 1 . 
JLля доказательства заметим, что 

(3) 

М - 1  М - 1 ( lnm lnm ) '\' lnm 1 '\' i -- - l  --i...J cos ""'М""' = -2- i...J е м + е м = 
m = O m =O 

__ 1_
-
_e

_
il
..,..
n
_ + 

..!._ 1 - е- iln 
= 
{ О, 

2 l � 2 
- i  � 1 1 - е м 1 - е м ' 

если l четно и О < l < 2М, 
если l нечетно. 

Отсюда при k =1= r получаем 
М М - 1  

( (k ) ( )) 2 /  '\' . knm . rnm 2h '\' . knm . rnm 'ljJ , 'ljJ r = 2 i...J S IП --м- S IП --м- = i...J S I П  -м SIП -м =  
m = O m =O 

М - 1 М - 1 
'\" (k - r) nm '\' (k + r) nm 

= О = h i...J cos м - h � cos м ' 
m = O  m =O 

а при k = r  
М - 1 М - 1 

( '\" '\" 2knm ('Ф<k > , 'Ф kJ) = h i...J cos О - h � cos ----м- = hM - h · О = 1 .  
m = O m =O 

Любая  сеточная  функция v = ( vo, v , , . . .  , vм) разлагается 
по ортанорм альному б азису (2) в сумму 

или 

rде 

v = c 1 '1jJO >  + . . .  + см- ,'Ф<М- 1 ) ,  

м 
ck = (v , 'Ф (k )) = '\f'2 h L Vm s in k�m . 

m �o 

(4) 

Ясно, что благодаря  ортанорм альности б азиса ( 2 )  имеем 
(v ,  v) = ci + c� + . . .  + с�_ 1 . (5) 

Сум м а  ( 4 )  и есть р азложение сеточной функции v = {vm} в ко
нечный ряд Фурье, а р авенство (5 ) - точный аналог равенства 
Ларсеваля в обычной теории  рядов Фурье. 
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Совершенно аналогично можно р а ссмотреть конечные р яды 
Фурье для функций на сеточном кв адр ате. Рассмотрим  сетку 

Xm = mh,  Yп = nh ,  O � mh � 1 , O � nh � 1 , 

причем h = 1 /М, М - н атуральное . Совокупность вещественных 
функций v = {vmr� ' , определенных в точках  сетки и обр ащаю
щихся в нуль в т u • н{ а х ,  лежащих н а  гр анице квадр ата ,  обр а,
зует линейное простр анство. Введем в нем  скалярное умножение 

м м 
(v , w) = h2 L L VmnWmn· n=O  m =O 

В рассм атриваемом линейном простр анстве р азмерности 
(М - 1 ) 2 систем а  функций 

( k l) 2 . k1tm • l1tn 'IJJ • = S lП """"М'"" SlП """М , 
образует ортанорм альный базис  { О , если 

('Ф(k ,  l ) , -ф(r, s)) = 1 ' если 

k = 1 , 2,  
l = 1 , 2 , 

. . . , 

. . .  , 
М -- 1 , 
М - 1 , 

k =f= r либо l =f= s ,  
k = г  и l = s. 

Это следует из ( 3 ) , если з аметить, что 

('Ф<k. 1 ) ,  -ф(r, s>) = (2 I sin k:: s in r�m ) (2 I sin l�n s in s�a ) :::::о 
m =O n=O 

= ( -ф(k) ,  'Ф(r)) (  'Ф(l) , 'Ф(s>), 

Любая функция v = {Vmn} , обр ащающаяся в нуль на гр анице 
квадр ата ,  р азлагается в конечный двумерный р яд Фурье 

где 

.М - 1  
2 " . k1tm . l1tn 

Vmn = i..J Ck l S lП -м S lП М ,  
k, l - 1  

Ck z = (v , -ф<k, l )) , 

Справедливо р авенство П арсеваля 
М - 1  

(v , v) = L с�1 • k, l = l 

(6) 

(7) 

Во всех примерах р азностных · кр аевых з адач ,  решения ко
торых мы запишем с помощью конечных рядов Фурье, исполь
зуется выражение 

1 
AxxVm == Ji2 (Vт+ l - 2vm + Vт- l ) ,  m = ·1 , 2 , . . .  , М - 1 . (8) 
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Заметим, что 

А . k:лт _ _  1_ [ • kn ( т + 1 )  _ 2 . knт + . kn (т - 1 ) 1 -
х х  S Ш  М -. h2 S I П  

М 
S I П  М S I П  

М J -
2 ( k'J'I ) • kл:т • kл:т = -,;:г COS М - ' 1 S I П  """'М" = J.l.k S I П  """'М" , m = 1 , 2 , . . .  , M - 1 , 

4 . 2 k'J'I где J.Lk = - --;;;- s ш 2м . 
Другими словами ,  базис ( 2 ) состоит из собственных функ

ций оператор а Лхх, переводящего функции v = {vm} из про
странства  функций , обращающихся в нуль при т =  О и т = М , 
в функции того же простра нства по формулам 

1 Wт = -,;:г (Vт+ l - 2vт + Vт- J ) .  m = l , 2 , . . . , М - 1 . 

Собственной функции 'Ф(k )  = ...j2 s i n  k�т соответствует собствен
ное значение 

4 . ?. kл; J.l.k = - fi.2 S I П  2 М  ' 
k = 1 , 2 ,  . . . , M - l .  (9) 

2. Представление решений  разностных схем для уравнения 
теплопроводности на отрезке. В качестве пер вого примера ,  где 
удается представить решен.ие в виде конечного ряда Фурье, 
р а ссмотрим простейшую разностную схему 

"т - "т 
_ 

"т+ J - Uт "т- \ _ 

hZ  - 0, 
p + J  р р 2 р + о 1 m = l , 2 , . . . , М - 1 , р = О , 1 , . . . , [Т/т] ...:.. ] , } ( 1 0) 

иg = их., = О , 

и� = 'Ф (mh) 

для задачи теплопроводности на отрезке 
щ - ихх = О , O � t � T, О � х � 1 , } 

и (0 , t) = и ( l , t) = О, О � t � Т, 

и (х, О) = 'Ф (х) , О � х �  1 . 
З адачу ( 1 0) перепишем т ак : 

и�+l  = и� + тАххи� = (Е + тАхх) и�, } 
и� = 'Ф (тh). 

о i )  

{ 1 2) 
Здесь Е - тождественное отображение : Еи':п = иr:n, а Е + т:Лхх
опер атор перехода от иР к иР+1 ,  или опер атор перехода со слоя 
на слой. Относительно сеточных функций иР = {и�} аргумента т 



R:ОНЕЧНЫЕ Р Я дЫ ФУРЬЕ 255 

предполагается, что при каждом ф и к с и рованном р они при 
надлежат рассмотренному лространству, т. е. иg = и� = О . 

Будем искать решения уравнения ( 1 2 )  в в иде 

р (kl _ р ( • ;-2 . knm ) Л.k'lj> = Л.k 'V S I П  --;q- . 
Подста вляя это выражение в ура в нение и сокращая обе ча -

/- nnm сти на Л� -v 2 s in -м ,  получ им в силу (9 ) следующее выраже-
ние для Л.�t: 

Л.k = 1 + т�k = 1 - �� s in !  :� , k = 1 ,  2 , . . . , М - 1 . 

Ввиду линейности уравнения ( 1 2 )  выражение 
М - 1 

иР = L ckЛ.�'Ф<kJ k- 1 ( 1 3) 

является его решением при  любых произвольных постоя нны х  с-,.. 
При р = О получаем 

М - 1 

и� = L ck ( -v2 s in k�m ) . 
k= I 

Выберем в к а честве ck коэффициенты разложения заданной 
функции и� = 'Ф (m/z) в конечный ряд Фурье , т. е. положИм  

м 

ck = ('Ф, -ф<kJ) = h L 'Ф (mh) ( � s in  k;� ) . 
m =O 

Тог да решение ( 1 3) 
M - I 

0 _ " ( 1 4т . 2 nk ) Р ( . 12 . knm ) ит - i..J ck - - 7iТ sш 2м 'V sш -м k = l 
( 1 4) 

будет удовлетворять заданному н а ч альному условию и� = 'Ф (mh) .  
Фор мула ( 1 4 ) и есть искомое представление решен ия  задачи в 
виде конечного р яда Фурье. 

Коэффициенты clfl ра зложения функции и� l а ргу мента т 
при фиксированном р по ортанормальному базису -ф<"> = 
- . Г . knm - 'V 2 s 1П -м 

имеют, вид 
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Поэтому, принимая  во вним ание равен ство Парсеваля ,  получим 
М - 1  М - 1  (иР+ I •  ир+ l )  = L / c�+ I J / 2 = L / c kл.�+ l /2 �  
k= l  k - 1  М - 1  

� max 1 Лk l2 L / ckл.� l2 = max l 'iн l2 (иP , иР) , 
k k = 1  k 

причем строгое равенство (иР+ 1 ,  и�>+ 1 ) = max l Л.k 12 (и�> ,  иР) достиk 
гается, если в к ачестве и0 используется та ф(kJ, для которой 1 Л.k 1 н а ибольшее. 

Если max 1 Л.k 12 � 1, то имеет место неравенство 
k 

(uP+ I , иP+ I ) � (ur , иР) .  

Положительна · определенные кв адратичные формы вида 
(АиР , uP), 

( 1 5) 

где А - м атрица квадр атичной формы,  напоминают выражения 
для энергии в ур авнениях м атем атической физики .  Поэтому не
р авенств а вида 

(АиР+ 1 , иР+ I ) � (Аи�> , иР) 

для решений разностных краевых з адач называют обычно энер
гетическими. 

Таким образом, оценка ( 1 5 ) есть простейшее энергетическое нера вепство. В случае выполнения  энерrетическоrо неравенства выбQр норм l l · llu,, и I I · I IFh 
естественно связать с формой (АиР,  иР) ,  положив, в ч астности , 11 и<h! l lu,, = 
= max  (АиР. иР) 'I•. Подобны е нормы назы ваются энерге'тичесюиш. 

о 

Неравенство max 1 Л,k 1 ' � 1 выполнено , как легко видеть , k в случае ,  если 

При 
r = const > .!.... 2 

и при достаточно м алых значениях h найдутся Лk , I Лп l  > 1 .  
Тогда  устойчивости нет ни при к аком р азумном * )  выборе норм .  

Р ассмотрим р азностную схему более обшего в ида 

*) См.  § 13 .  

[( 1  - и) ЛххиР + иЛххиР+ I }  = О, 
и� = Ф (mh) 
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для той же дифференциальной задачи о теплопроводности ( 1 1 ) . 
Здесь а - пара  метр. 

Найдем решения вида 

k = 1 ' 2 , . . . ' м - 1 ' 

где лh подлежат определению. 
Подставляя это выр ажение в р азностное уравнение ,  полу. 

чим .соотношение ,  которому должно удовлетвор ять Лh : 

Ak = 1 + 
't' ( 1 - а) J.l.k + 

,;a'A.kJ.I.k · 
Отсюда 

1 - ( \  - О') т . 2 k1t 
4h2 sш 2М 

'Лk = --
�
-
+
-u-,.--. -2

-k.,...1t-
-

4h 2 sш 2М 
k = 1 , 2 , . . .  , М - 1 . 

По-прежнему 

(иР + I , иP+ 1 ) � max i 'Лk l2 (иP , иР) .  k 
Энергетическое не равенство ( 1 5) имеет место , если 

max l  'Лk 1 � 1 
или 1 1 _ ( 1 - u) r . 2 k1t 1 - 1 1 + ur . 2 k1t 1 т 

4 об!П 2М """'= J 4 sш 2М ' r = 7i! '  
Очевидно, что при  1 ;;;;::: а ;;;;::: 1 /2 это не равенство - и энерге

тическое неравенство ( 1 5) также - выполняется, ка ково бы ни 
было r .  Если а = О, то р азностна я  схема превращается в уже 
рассмотренную явную схему и ,  как  мы  видели,  для выполнения 
энергетического не  равенства ( 1 5) при всех h нужно,  чтобы было 
r � 1/2 . 3. Представление решений р азностных схем для двумерной 
задачи теплопроводности . Р ассмотрим теперь двумерную з адачу 
теплопроводности 

ди д2и д2и 
дt = дх2 + ду 2 • 

и (х, у ,  О) =  1jJ (x, у) , 
и (х, у, t) lг = О, 

О � х � 1 , 
O � t � T. 

l О � у � 1 , } ( 1 6) 

J 
Здесь через Г обозначена боковая поверхность п араллелепи
педа О � х, у � 1 ,  О � t � Т. 

Построим сетку (хт, Уп, tp ) = (mh,  nh, р,;) , причем будем счи
тать h = 1 /М, где М - натур альное .  За Dh примем точки сетки, 

9 С, 1(. Годунов-, В , с. Рябеиькиll 
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лежащие внутри и на  границе пар аллелепипеда О � х, у ::;:;;; ! ,  О ::;:;;; t ::;:;;; Т. 

Обозначим 
ui:z+ l ,  n - 2ui:zn + и:'п- 1 .  n AxxU:'nn = h2 
и�. n+ l - 2и:'пп + и�. n - l  AYYU:'nn = h2  

Операторы Ахх и Ауу совершенно аналогичны, только первый 
действует по перемениому т, в то время как n и р - параметры, 
а второй - по перемениому n, а т и р - для него параметры. 

Простейшая р азностная  схема для задачи ( 1 6) есть 

о :;;;;; тh, nh ::::;;;: 1 , ) 
u�n = �1 (тh, nh) , 

ui:zп lг = 0. 
о :;;;;; рт < Т - т, 1 ( 1 7) 

Ищем решения  разностного уравнения при  условии 
вида 

uP 1 = 0 tn n г 

Заметим, что 
и" = 'Л.Р ••  , <k. t J  

тп k/ 't'mn • 

Axx'i'(k, l ) = Ахх ( 'IJ�> :jJ�>) = \IJ(lJЛxx'i'(k) = J.L(k )�1(k )\IJ(I ) = J.L(k)-ф(k , l ) ,  
Лии -ф(k, t >  = Лии ( 'IJ�>'IJ�>) = J.L(O'i'(k, о.  

Поэтому для Ak/  получ аем выражение 

или 

Решение 

A k ! - 1 = [J.L(k) + J.L(I J] т 

- 1 4-r ( • 2 kл. + . � l1t ) 
Akt - - ""1!2 SlП 2М S lП  2М • 

M - l  
иР = L Ckt'A.�t'i'(k , / J  

k , l = l  ( 1 8) 

удовлетворяет условиям на  боковой гр анице при  любом выборе 
постоянных Ck/ .  При р = О это решение принимает вид 

uo = L Ck t'i'( k , l l .  

Для  того чтобы выполнялось з аданное нач альное условие 

иiпп = 'iJ (mh , nh) = L ck 1\IJ�� о ,  
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в качестве Ch! н адо взять коэффициенты Фурье функции 
,p (mh, nh) , т. е. 

т. п-о 

( h h) (2 . k:rtm • l:rtm ) 'ljJ m , n S lП """М" SlП -м . ( 1 9) 

В силу формулы ( 1 8 ) коэффициентом при  'ljJ(h, 1> в разложении uP 
в ряд Фурье служит число (ck!Л.�z). Поэтому 

(uP, uP) = L 1 CkzЛ.�z 12• k, l 

При любом фиксированном р в силу этого можно н аписать 
М - 1  

(uP+ l , up+ l) = L 1 Ck zMi 1 12 � 
k, 1 - l 

� max 1 Л.kl 1 2 L 1 с kzMz 12 = max 1 Л.kz 12 (иР , иР) . 
k, l k, l k, l 

Равенство достигается , если в качестве 'Ф (mh, nh )  задана  та 
собственная  функция 'Ф�� / )  оператора  перехода Е+т (Лхх + Луу) 

со слоя t = рт на слой t = (р + 1 )  т, собственное ч исло которой Л.ki принимает среди всех собственных чисел Л.hl  н а ибольшее по 
модулю значение. 

Если max 1 Л.kz 1 � 1 ,  то имеет место энергетическое н еравен
k, l 

ство 
(20) 

Когда k и l пробегают значения k,  l = 1 ,  2, . . .  , М - 1 , соб
ственные числа пробегают некоторое конечное множество точек 
на ветественной прямой ,  лежащее левее точки Л. =  1 . С а мая  
левая точка  получается при  k = l = М - 1 :  

Лм- I , M - 1 = 1 - 8r siп� (M - I ) :rt -
2М 

= 1 - 8r cos ' � = 1 - 8r + О (-1- )  
. 2М М2 • 

Поэтому нера венство m a x  1 Лk1 l :::::;;; 1 выполняется при  - 1 :::::;;; 1 - Br. 
r :::::;;; 1/4 .  

Для неявной разностной схемы 

9 *  

uP + l _  uP mn mtl = Л uP+ l  + Л P + l  т х х  mn yyumn • 
u�n = 'Ф (mh , nh) , 

uP / = 0 
тп г 
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решение имеет вид 

где 
р "' 'J..P ( k, t >  

umn = L" ckl kl'Фmn 1 
k, l 

Лkz == ------�--�------�� 
1 + 4 ( . 2 

k:л + . 2 l:л ) ' r S I П  2М S I П  2М 
а коэффициенты ckl определяются по-прежнему формулой ( 1 9) . 
Здесь О < Ли <  1 ,  и энергетическое неравенство (20) имеет ме
сто при  произво.!Jьном значении r = т:/h2• 

4. Представление решения разностной схемы для задачи о колебаниях 
струны.  Расс�! отрим пример трехслойной схемы Lhи(hJ  = f(h J ,  апп роксим н р ую
щей задачу о колебаниях струны с закрепленными конца ы и :  

Положим 

где 

,j,m = 

иtt - ихх = 0, 0 ..;;; Х ..;;; 1 , 

и (0, t) = ( 1 ' t) = о, 
и ( х , О) = 'Фо (х ), 

и1 (х, О) = 'Ф1 (х) , 

о ..;;; t ..;;; т. 
о ..;;; х ..;;; 1 . 

о ..;;; х ..;;; 1 .  

о о;;; t о;;; т . } 

-'"---т"-'2 ---'-� - Л х <и::, = О. 
j и�+ I _ 2и� + u�- l  

Lhи(h) = иg = и�r = О, 

1 и?п = 'Фо (mh), 
1 -

t ит = 'Фт• 

,;2 ,;2 " 
= и (mh, О) + тut (mh,  О) + T иtt  (mf1, О) = 'Фu (mlt) + т'Ф 1 (mh) + т 'Фо (х) .  

Ищем решения разностного уравнения ,  удовлетворяющие 
иg = и� = О, имеющие вид 

о _ • р . !<j · kшn (= f.. P ol, (k ) ) ит - "' 'V S I П  М = '1' • 

условиям 

(2 1 ) 

� 1 -
nока не з аботясь о выполнении начальных услов и й ит = 'Фu (mh) и ит = 'Фт· 

Получаем следующее ур авнен ие для Л :  
1 Л - 2 + -J.. 

- - ....!._ . 2 k:л ,;2 - f.l.k = О, f.l.k - h 2 SIП 2М ' 

д2 - 2 ( 1 - 2r2 sin2 
k:л ) + 1 = О r = тh , 2М ' 

• k:л - 1 ( . k:л ) 2 Д 1  (k) = 1 - 2r2 sш 2  2М + � 1 - 2r2 sш2  
2М 

- 1 , 

k:л • 1 (  . k:л ) 2 
).,2 (k) = 1 - 2r2 sir. 2 2Af - 'V l - 2r2 sш 2  2М - 1 • 
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Таким образом, существуют два решения искомого вида (2 1  }. �  
Af ( k) ф(k) и д� ( k) ф(k) .  

Ввиду линейности задачи выражение 

М - 1 
и� = L [ akhf (k) + Pkhg (k)] Ф�) 

k = l  

26 1 

является решением при  произвольнам выборе чисел а;,. и P�t ,  k = 1 ,  2, • , • . . . , М - 1 .  При р = О и р = 1 получаем соответственно 

М - 1 
tlin = Фо (mh) = L ( ak + Pk ) Ф(

k) , 
k = l  

М - 1  
и� =  Фт = L [a:kA t  ( k) + Pk"'2 (k)] Ф(k), k = l  

Эти соотношения определяют значения чисел IX �t ,  �" ·  Сумма а: " + р 1  должна 
быть коэффициентом Фурье разложения Фо (mh) по функциям {ф(k )}, т. е . 

м 
a:k + Pk = h I ф0 ( mh) ( ,У2 s iп k�1m ) . 

m=O 

Точно так  же 
м 

a:k"' l  (k ) + �kЛ.2 (k ) = h I Фт ( -У2 sin k�m ) .  
m=O 

Запись решения разностного ур авнения в в иде конечного 
ряда Фурье используется не  только для выяснения услов ий , 
при которых имеют место энергетические нер авенства .  В даль
нейшем мы  многокр атно будем пользоваться т акими  цредстав 
лениями с р азличными целя м и  при качественном изучении  мо
дельных задач. 

Н адо отi\!етить только, что представления решениИ в в иде 
конечных рядов Фурье редко используются непосредственно  для 
вычисJ1ения решения .  Дело в том, что удобные вычислительные 
методы должны быть пригодны для широкого класса з адач .  Вы
писанные н а ми разностные схемы легко обобщаются на случ а й  
переменных коэффициентов и непр авильных областей ,  причем 
мы можем ожидать сохранения таких свойств , к ак  выполнение 
энергетического неравенства .  Но к аждое такое изменение з а 
дачи н а рушает возможность з аписать ее р ешение в виде ряда 
Фурье : мы не  можем обычно выпис ать собственные фун кции 
оператор а перехода со слоя на  слой и: не можем вычислить от· 
вечающие им собственные з н ачения .  
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ЗАДАЧИ 
1. Для двумерной задачи теплопроводности в квадратной области с ну· 

левыми зн ачениями на границе рассмотреть разностную схему 
p + l р "тп - итп 

_ [Л p + l Л p + I] 
't' - а ххитп + ууитп + 

+ ( \ - а) [ Лххи�п + Лии"�п]• О <  mh, nh < 1 ,  

и::Zn lг = О, 
о 

итп = 'Ф (mh, nh) 

(обозпа• Iеiшя введены в тексте параграфа ) .  Выписать решение этой задачи 
в виде ряда Фурье. Выяснить, при каких значениях параметра u, О �  u � 1 , 
и меt>т м есто энергетическое неравенство ( u P + 1 , u P + 1 ) � (uP ,  u P )  незавнсимо 
от выбора соотношения шагов r = 't'/h2• 

При каких u для любого иР =1= О выполнено строгое неравенство (и Р+ I , и Р+ I ) < (u P , uP ) независимо от выбора r и шага h? 2. Записать решения дифференциальной задачи 
ut - и хх = О. О � х � l, О � t � Т, 

и \г = О, и (х, О) = 'Ф (х) 

и разностной задачи 

и::Z� ' - и::Zn 
't' 

и::Zn lг = О, 
соответственно в виде ряда Фурье и конечного ряда Фурье. Дш<азать пхтем 
сравнения этих рядов при r � 1/2 в предположении ограниченности '� ' (х) , 
что решение разностной задачи сходится к решению дифференциальной за
дачи .  Доказа.ть, что при r > 1/2 сходимость, вообще говоря, не имеет места. 3. Выписать в виде I<Онечного ряда Фурье решение разностной задач11 
Дирихле для уравнения Пуассона в квадратной области О � х, у � 1 :  

Лххитп + Лууитп = ер (mh, nh), О < mh, nh < 1 . 

при граничном условии: 
а) итп \г =  О; 

r nh, если m = O, 1 1 + mh . если n = M, 
б) Umn = � mh, n = O, 1 если 

1 1 + nh, если m = M. 

У к а з  а н и е к 3, б) . ит n = mh + nh + Zmn ,  где Zm n удовлетворяет 
однородным условиям на границе. 

§ 28. Принцип максимума 

Мы уже видели в §§ 2 1  и 24 н а  примерах ,  как доказывается 
устойчивость с помощью принципа м аксимума .  Здесь мы раз
берем еще два  интересных пример а, в которых этим приемом 
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удается доказать устойчивость : явную и неявную разностные 
схемы, аппроксимирующие краевую задачу для уравнения теп
лопроводности :  

ди � ( t) azu - ( t) дt - а х, дх2 - <р х, , 
и (х, О) = 'Фо (х) , 
и (0 , t ) = ,� 1 (t) , 
/j ( 1 ' t) = 'Ф2 (t) , 

о < х < 1 , O � t � T, J 
о <  х < 1 , � ( 1 ) 
o � t � т,  1 o � t � т. 

1 .  Я вная разностная схема. Рассмотрим я вную разностную 
схему 

n+ l n n 2 n + n ит - ит 2 ( "т+ l - Uт "т - 1  
.. - а mh, пт) h2 = <р (mh , пт), 

m = l , 2 , . . .  , M - 1 ; n = O, 1 ' . . . ' [Т/т] - 1 ,  
и?" =  'ljJ0 (mh) , m = O, 1 '  . . .  ' Mh, (2) 
иg = 'ljJ1 (пт) ,  n = 1 , 2 , . . . ' [Т/т] , 

и1r = 'Ф2 (пт) ,  n = 1 , 2 ,  . . . , [Т/т] .  

Здесь М = 1 /ft - целое число. 
Спектральный признак Неймана  в соединении с принципом 

замороженных коэффициентов приводит, как мы видели в § 26, к необходю!ОУIУ условию устойчивости 

2._� 1 
h2 """' 2 max а2 ( х .  t) · х, t 

(3) 

Докажем, что при этом условии устойчивость действительно 
имеет место, есл и определить нормы ра венствами  

f l  и<hJ l luh = max max 1 и� 1 ·  } n т 
fl f <hJ I IFh = max (max 1 'Фо (mh) 1, max 1 'Ф 1 (пт) l ,  1 т n 

m�x 1 'Ф2 (пт) l , ��; 1 qJ (хт , fп) 1 ) .  
(4) 

Установим справедливость неравенства (пршщип максимума) 
m,:x 1 и�+ 1 1 � max [mnax 1 'Ф1 (tп) 1 ·  m;x 1 'Ф2 (tп) 1 · 

max / и� / + т max 1 <р (хт , tп) / ]. (5) т т, n 
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Действительно, перепишем р азностное уравнение, лежащее 
в основе схемы ( 2 ) , придав ему вид 

и�+ l = ( 1 - 2ra2 (хт , tп)) и� + 
+ га2 (хт , tп) (и�_ 1 + и�+1) + t'<р (хт, iп)• m = l , . . . , М - 1 . (6) 

При выполнении условия ( 3 )  выражение 1 - 2ra2 (xm, tn )  неот
рицательно .  Поэтому  можно н а писать 
j и�+ l l  � [ 1 - 2rа2 (хт , tп)J m;x 1 и� 1 + 

+ ra2 (хт , tn) (max 1 и� 1 + max 1 и� 1 ) + 't' max 1 <р (хт, tп) 1 = k k т, n 

Учитывая , что 
иg+ l = ЧJ1 [ (п + 1 )  .-] , и�+ 1 = ЧJ2 [ (n + 1) 't'] , (8) 

отсюда выводим принцип максимума (5). 
Р азобьем решение иU•J задачи Lhи<hJ = f<hJ на два слагаемых:  

и<hJ = vU•J + w<hJ, определив v <h J и w<hJ соответственно как реше
ния задач 

В силу оценки (5) 

max 1 v�+ l 1 � max [max I ЧJ 1  (tk) l, max I ЧJ2 (tk) 1 · max 1 v� 1 ], 
т k k т 
m,:x 1 � 1 � max [m;x I ЧJ 1 (tk) l• m:x I ЧJ2 (tk) 1 ·  m,:x 1 v�- 1 1 ]. 

m,:x 1 v�- 1 1 � max [m:x I ЧJ 1 (tk) l • т:х I 1/J2 (tk) l .  m,:x 1 v�-2 1 ], 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

(9) 

m,:x 1 v:n 1 = max [m:x I ЧJ 1 (tk) 1 ·  т:х I 1/J2 (tk) 1 ·  m,:x j 1/J0 (хт) 1 ]. 

В силу той же оценки (5) 

max 1 w�+ 1 1 � max 1 w� 1 + 't max 1 <р ( хт , tk) 1 � 
т т т, k 

� max 1 w�- 1 1 + 2.- max 1 <r (хт , tk) 1 � т т, k 
• • • о • • • •  о о • • • • • • • • • • • • • •  
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Из оценок, установленных для v::z+ 1  и w::z+ 1 , следует 

max 1 u::z+ 1 1 = max 1 v::z+ 1 + w�+ 1 1 � max 1 v�+ 1  1 + max 1 w�+ 1 1 � т т т т 
� max [m:x 1 '11 1 (tk) 1 · т:х 1 '112 (tk) l , m,:x 1 '110 (хт) 1 ] + 
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+ T m ax l <p (Xт, tп) l ::::;;; c l l f U•) I IFh ' ( 1 0) т, n 
где с = 2 max ( l , Т) .  ( 1 1 ) 

Неравенство справедливо при  всех n. Поэтому 

( 1 2) 

и устойчивость имеет мест� 
2. Неяоная разностная схема. Теперь ра ссмотрим неявную 

р азностную схему 

Для того, чтобы, зная значения и� , т =  О ,  1 , . . .  , М, вычислить 
значения и;:.+ 1 ,  т =  О, 1 ,  . . .  , М, надо решить зада чу 

( 1 4) 

Эта jjадача после умножения обеих частей разностного урав
нения н а  - "С  примет вид 

amVm- 1 + bmVm + CmVm+l = gm, т =  1 ,  2 , · · · ,  М - 1 ,  } ( I S) 
v0 = а, Vм = � , 

rде 

Ьт = - 2а2 (Хт , tп) r - 1 , Ст = а� (Хт , tn) r, 
gm = - и;:. - 't'qJ (хт , tn) '  а =-= '11 1 (tп+ l) ' � = '112 (tn+ l). 
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Коэффициенты ат. Ьт , Ст удовлетворяют условиям 

(б > О) .  

Поэтому, как показано в §§ 4, 5 , задача  имеет единствен
ное решение 

(v V V ) - (иn+ l  иn+ l иn + l) о• 1 '  • • • • м - о • 1 • • • • • м • 
которое можно н а йти м етодом прогонки. 

Для доказательства устойчивости осталось показать выпол
нение нер авенства ( 1 2 ) . Для этого докажем, что имеет место 
неравенство ( 5 ) ( п ринцип м аксимум а ) , из которого оценки ( 1 2 ) , 
( 1 0 ) выводятся дословно т ак  же, к ак  для явной схемы (2 ) .  

Из всех значений и�+ • , по модулю равных max j u�+ 1 j ,  возь-т 
мем то, у которого индекс т принимает н аи 111 еньшее значение 
т = т*.  Если т" = О или т* = М, то в силу ( 8) выполнение 
неравенств а ( 5) очевидно. Пусть т* =1= О и т" =1= М. Выпишем 
отвечающее этому значению т = т* уравнение ( 1 4 ) : 

ra2 (хт* • tп) и�t_: 1 - ( 1 + 2rа2 (хт• • tп)) и�t 1 + ra2 (хт$ • tп) и�Ч 1  = 
= - и�. - 't"lp (хт* • tп)· 

П усть для определенности и�t 1 > О. Тогда левую часть этого 
равенства оценим так: 

rа2 (хт• • tn) и�t_: 1 - ( 1 + 2rа2 (хт• •  tп)) tt�"t 1 + rа2 (хт•• tп) и�ti 1 = 

= а2 (хт•• tn) [(и�t_: 1 - и�t 1) + (и�п1� 1 - и�1 1)] - и�1 1 � - и�t 1• 

Поэтому 
- иn+ J � - иn - -rm (x т* � т* 't' т* '  

� mах и� 1 + -r max j �p (xт, tп ) ! .  т т. n 
3. Сопоставление я вной и неяоной разностных схем . Таким 

обр азом, н ер а венство (5 ) , означающее справедливость прин
ципа м а ксимума ,  доказано. В месте с тем доказана  и устойчи
вость неявной р азностной схемы ( 1 4 )  в нормах ( 4 ) . 

Подчеркнем существенную разницу между явной и неявной 
разностными схемами (2)  и ( 1 4) . Первая из них требует для 
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устойчивости ограничения на шаг 

=:;;:: 1 h2, 
't' � 2 max а2 (х, t) 
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которое становится о чень жестким , если коэффициент а2 (х, t ) 
принимает большие значения хотя бы в .малой окрестности ка
кой-либо одной точки. Вторая, неявная разностная схема 
остается устойчивой при произвольно.м соотношении шагов 
h и т:. 

Разностные схемы,  которые подобно неявной схеме  ( 1 4 )  
остаются устойчивыми при  п роизвольнам соотношении шагов 
сетки, н азывают абсолютно устойчивыми или безусловно устой
чивыми. Явная  схем а ( 2) н е является абсолютно устойчивой . 



Г Л А В А 9 

П О НЯ Т И Е  О РАЗ НОСТН ЫХ СХЕМАХ 
ДЛЯ РАСЧ ЕТА О Б О Б ЩЕ Н Н ЫХ Р Е Ш Е Н И И  

§ 29. Обобщенное решение 

Во всех р ассмотренных до сих пор примерах  мы предпола
гали ,  что существуют достаточно гладкие решения дифферен
циальных краевых задач, а в основу построения р азностных 
схем клали  приближенную за мену производных в дифферен
циальном уравнении р азностны ми отношениями .  Однако диф
ференцируемых функций н едостаточно для описания многих 
важных процессов физики .  Так, н апример ,  физические экспери
м енты показывают, что распределения давления ,  плотности и 
температуры в сверхзвуковом течении невязкого газа  описы
в аются функциями , имеющими  скачки - ударные волны .  С качки 
могут возникать с течением времени при  гладких начальных 
данных .  

Соответствующие ди�ференциальные краевые з адачи не  
имеют гладких решений .  Приходится р асширить понятие реше
ния и некоторым естественным  способом ввести обобщенные ре
шения ,  которые могут быть и разрывными . Для этого суще
ствуют дв а основных способа .  

Первый способ состоит в том ,  чтобы з аписывать физические 
з а коны сохр анения ( м а ссы, импульса, энергии и т. д. ) не в диф
ференциальной ,  а в интегральной форме .  Тогда они имеют 
смысл и для р а зрывных функций , которые нельзя дифференци
ровать ,  но и нтегрировать можно. 

Второй способ состоит в искусственном введении в диффе
ренциальные уравнения таких членов, при которых эти урав
нения имеют гладкие решения .  Эти искусственно введенные 
члены в случа е  газодин амических задач имеют смысл малой 
вязкости, выглаживающей разрывы течения .  Затем коэффи
циенты при «вязких» членах устремляют к нулю, а предел , J \  ко
торому стремится решение , принимают з а  обобщенное решение 
исходной задачи . 
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Мы поясним определение обобщенного решения и 
его расчета н а  примере следующей задачи Коши :  
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способов 

ди ди дt + и дх = О, 
и (х , О) = \jJ (х) ,  

о <  t < т, - оо < х < оо , } 
- оо < х < оо , 

( l )  

котор ая является простейшей моделью задач газовой дина мики 
среди обладающих свойством возникновения разрывных реше
ний из гладких нач альных данных .  

1 .  Мехаю1зм возникновения разрывов.  Предположим  сна 
ч ала ,  что задача  ( 1 )  имеет гл адкое решение  и (х , t ) . Введем ли 
нии  х = x ( t ) ,  определяемые ур авнением 

�; = и (х, t) . (2 )'· 

Эти линии называются характеристиками уравнения u t+иих= О. 
t 

Рис. 28. Рис. 29. 

Вдоль каждой характеристики х = x ( t ) решение и (х , t ) . можно 
считать функцией, з авнеящей только от t :  

и (х, t) = и  [х (t) ,  t] = и (t) . 
Тогда 

.!!!!._ = .Е!:_ + � � = � + .Е!:_ = о dt дt дх dt дt 
и дх • 

Поэтому вдоль характеристики решение постоянно ,  и (х, t ) = 
= coпst .  Но в силу уравнения ( 2 ) из и = coпst следует, что ха 
р актеристика  есть прямая  линия х = иt + ха. Здесь ха - абсцис
са точки (ха , О) , из которой выходит характеристика ,  а и = 
= \jJ (ха ) - угловой коэффициент ее н а клона к оси Ot. Заданием 
н ачальной функции и (х ,  О) = \jJ (х ) , таким  образом ,  н а глядно 
определяется и картина х ар актеристик, и значения решения 
и (х,  t ) в каждой точке полуплоскости t > О ( р ис . 28) . 
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З аметим ср азу же,  что в предположении существования глад
кого решения и (х, t )  х арактер истики не могут пересекаться , 
так  как каждая характеристика пр иносила бы в точку пере
сечения свое значение решения и решение не было бы  одно-

t значной функцией .  При  мо
нотонно возрастающей функ 
ции ф (х )  с ростом Ха угол а 
увеличив ается , х арактер и 
стики н е  пересекаются (ри с. 
29) . Но в случае убывания  
функции ф (х )  х арактер и
стики сходятся и пересече-__..:....__�L.,_-+--'------....,. .т ния неизбежны - незави-0 симо от гладкости функции 

Рис. 30. ф (х) . Г л адкое решение  за-
дачи ( l)  перестает суще

ствовать с момента t = l, когда хотя бы две характеристики 
пересекутся ( р ис . 30) . 

1 - -
Гр афики функции и =  и (х, t )  при  t = О,  2 t и t , изобра -

жены на  рис. 3 1 .  
l1 

[) 
Рис. 3 1 

2 . Определение обобщенного решения . На помним формулу 
Грина , которой будем пользоваться при  определении обобщен
ного решения задачи ( 1 ) . Пусть D - произвольная область с 
rр аницей Г н а  плоскости Oxt, и пусть Ф1 (х ,  t )  и Ф2 (х, t ) имеют 
·в области D непрерывные в плоть до границы Г частные произ
водные. Тогда справедлива  следующая формула Грина : 

И ( а: , + да�" ) dx dt = ф Ф1 dx - Ф2 dt. 
D Г 

(3) 

в дФ 1  
+ 

дФ2 ( Ф 
) 

ыражение --уг дХ есть дивергенция вектора Ф = 
Ф
: . 

Формула Грина ( 3) озн ач ает, что интегр ал от дивергенции век
торного поля Ф по области D р авен потоку вектора Ф через 
гр аницу Г этой обл асти. 
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Переходим к определению понятия обобщенного решения . 
З апишем дифференциальное уравнение из задачи ( l )  в дивер
гентной форме :  

ди д ( u2 ) дt + ах т = О. (4) 

Проинтегрируем обе ч асти уравнения ( 4 )  по произвольной 
области D, лежащей в полуплоскости t � О .  Получим  

О = � � [ �� + :х ( � ) ] dx dt = ф и dx - � dt. 
D Г 

Таким образом ,  каждое дифференцируемое решение 
нения ( 4 )  удовлетворяет интегральному соотношению 

ф и dх - �2 
dt = O, 

г 

ура в -

(5) 

где Г - произвольный контур, лежащий в полуплоскости t > О. 
Равенство (5 )  выражает некоторый з акон сохранения : поток 
вектора ( и�2 ) через любой з амкнутый контур равен нулю. 

Покажем, что, и обратно, если гладкая функция удовлет
воряет при любом контуре Г интегральному з акону сохр анения 
(5 ) , то  в каждой точке (хо, to) , t o  > О, выполнено р а венство (4 ) . 
Предположим противное, и пусть для определенности в неко
торой точке (хо, to) будет 

.2.!!.._ + � (.!!:..'2__) 1  > О д t дх 2 х - хо, 
. 

t � to 
Тогда в силу непрерывности можно н а йти столь м алый круг D 
с границей Г и с центром в точке (хо, to) , всюду в котором 

ut + ( 1�2 ) х > О . Получим 

О = ф и dx - � dt = � � [ �� + :х ( и; ) ] dx dt > О. Г D 
Возникшее противоречие О >  О доказывает, что из (5 )  в слу

чае  гладкой функции и (х, t) следует ( 4 ) , так  что (4) и (5 )  
равносильны. Но в случае  р а зрывной функции и (х, t) диффе
ренциальное уравнение ( 1 ) или (4 ) н а  линии р азрыва  теряет 
смысл, а интегральное условие (5) смысла не  теря ет. Поэтому 
будем на зывать обобщенным решением уравнения ( 4 )  всякую 
кусачно-дифференцируемую функцию, удовлетворяющую при  
произвольнам выборе контура Г в полуплоскости t � О усло
вию (5 ) .  
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3 . Условие на  линии разрыва решения. Пусть внутри об
ласти, где отыскивается решение, имеется линия х == x ( t ) , на  
которой обобщенное решение и (х ,  t )  терпит  разрыв пер вого ро
да .  Пусть при приближении к этой линии слева или справа по

t t  
.IJ 

�------------� z о 
Рис. 32. 

лучаем на ней соответственно 
и (х, t) = ил ев (х, t) , 

и (х, t) = Uпра в (х, t) . 
Оказывается ,  что значения илев (х, t ) , 
иправ (х, t) и скорость движения точки 
р азрыв а х = dx/dt не могут бып. про
извольны :  они  связаны между собой 
некоторым соотношением .  

Пусть L явля ется л ин ией разрыва  

( рис. 32) . Интегр ал � и dx - �2 dt 
ABCDA 

по •контуру ABCDA , как и по любому другому контуру, обра
щается в нуль .  Когда отрезки В С и DA стягив аются к точкам Е 
и F соо11ветственно ,  интегр алы по ним обр ащаются в нуль и по
лучается р авенство 

� [и] dx - [ �2 ] dt = О, 
L' 

или 

� ( [и] �� - [ и; ] ) dt = О, 
L' 

где [z] = Zправ - Zлев - скачок величины z на линии разрыва , а L' - произвольный уч асток этой линии L' = EF. 
Ввиду произвольности участка L' в каждой точке линии L 

должна  обращаться в нуль подынтегр альная функция : 

(и] �� - [ и; ] = О. 
Отсюда 

!!:__ = [!!...] : 
[и] = U�рав - "�ев = "лев + "пр ав 

dt 2 2 (иправ - Uлев) 2 ' 
так  что н а  линии р азрыва выполнено условие 

dx "лев + "пр а в 
dt = 2 (6) 

Если бы мы записали уравнение Ut + иих = О в другой ди
вергентной форме :  

д ( u2 ) д ( из ) ar т + -ах з = О, (7) 
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то пришли бы аналогичным путем к другому интегральному 
соотношению :  ф и2 из 

- dx - - dt = O  2 3 ' 
г 

и к другому условию н а  линии разрыв а :  

(8) 

(9) 
Наклон ( 9 )  линии р азрыва ( или скорость х уда р ной волны )  

не сов падает с н а клоном ( б) ,  отвечающим первой дивергентной 
за писи ( 4 ) . Отсюда видно, что понятие обобщенного решения 
зависит от того, к акой именно интегр альный з а кон сохр анения  
отражается з аданным дифференциальным уравнением ( l ) .  
В зада чах м атем атичеокой физики интегр альные з а коны сохра ·  
нения имеют вполне  определенный ф изический смысл. 

На гладких функциях и все пять форм записи 
ди ди ат + и ах- = 0, 

ди д ( и2 ) ат + ак 2 = о , 

;t ( и2
2 ) + :х ( и; ) = О , 

ф и dx - �2 dt = О ,  
г 

,t и2 из 'j' 2 dx - 3 dt = О  
г 

равносильны между собой. 
В дальнейшем, р а ссматривая задачу Коши ( l ) ,  мы будем 

иметь в виду вЫполнение интег рального з а кона сохра нения ( 5 )  
и вытекающего из него условия ( 6 ) на  р азрыве .  

4 .  Распад произвольного разрыва. Пусть з аданы р азрывные 
начальные данные 

и = { � при х < О, 
при х > О . 

Построенное по этим начальным данным решение изображено 
на рис .  33 .  

dx 2 + 1 3 Тангенс угла н а клона линии р азрыва dt = -2- = 2 яв-

ляется средним арифметическим из тангенсов углов н а клона 
характеристик по  обе  стороны от нее. 



274 Р А СЧЕТ ОБОБЩЕННЫХ Р Е Ш Е Н И И  [ГЛ . 9 

Зададим теперь в н ач альных условиях другой разрыв :  

и = { � nри х < О,  
при х > О. 

Из рис. 34 видно, что возможны два способа построения реше
ния. В первом способе мы получаем непрерывное решение, а во 

(} 

t dx=J dt 2 
11=2 

Рис.  33. 

втором - разрывное при t > О. Следует предпочесть неnрерыв
ное решение. В пользу этого говорит следующее р ассуждение. 
Е сли  несколько изменить н а чальны е  данные ,  задав их формулой 

и = { 2 
1 + хfв 

при х � О, 
при 
при 

то решение и определится однозначно. Оно изображено на 
р ис. 35 .  При стремлении 1:: к нулю это решение переходит в не
прерывное решение, изображенное н а  р ис. 34, a-r Запрет реше
ния , изображенного на  рис .  34, б, по причине его неутойчивости 

t ff=l 

о) 
.т .т 

d) о 

Рис .  34 

относительно возмущения нач альных данных а н алогичен запрету 
ударных волн р азрежения при математическом описании тече
ния идеального газа .  
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5. Другое определение обобщенного решения . Для опреде
ления понятия обобщенного решения задачи ( 1 ) можно рас 
-смотреть вспомогательную задачу 

ди ди д2и } дt + и ах = /.1. дх2 ' 

и (х, О) = '\) (х) . 
( 1 0) 

Здесь дифференциальное ур авнение уже не  гипербол ического, 
а параболического типа .  Его решения сохра няют гл адкость, 
·если '\) (х) - гладкая функция. А если и (х, О) = '\) (х) разрывно ,  
·то разрыв сглаживается .  Параметр 1.1. > О игр ает роль вяз кости  

t 

Рис. 35. 
:в газовой дина мике. При 1.1. -+  О решение задачи ( 1 0 )  стремится 
к пределу, который можно принять з а  обобщенное решение з а 
.дачи ( l ) . Можно показать, чте для задачи ( 1 ) последнее опре
деление обобщенного решения равносильно определению с по
мощью з акона  сохранения ( 5 ) . 

§ 30. Построение разностных схем 

Перейдем теперь к вопросу о построении р азностных схем 
.для задачи 

� + � = 0  } дt и дх ' 

и (х , О) = 1\J (х) . 
( 1 )  

Будем предполагать для опреде.Jiеннqсти, что '\) (х) > О .  Тогда 
&t (х, t )  > О. Первое, что кажется естественным , - это расс мот
реть разностную схему 

и�
+ l _ и� 

+ и� 
и� - и�- 1  = 0, р = О, l '  "" h 

. . .  , } 

m = O, ± 1 , (2) . . . , 
и:n = '\) ( хт)· 
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За моражив а я  коэффициент и� в точке т =  т0, мы видим ,  что 
для возникающего ура внения с постоянными коэффициентами 
при переходе н а  слой t = (р + 1 )  т выполняется принцип м ак
сймум а ,  если ша г  т =  'tp выбран  из условия 

Тр 1 r Р = 
- �---;-\ ----.-1 . h ma x  и� т 

Поэтому можно ожидать устойчивости. Есл и  решение задачи 
( 1 ) гладкое, то аппроксимация задачи ( 1 ) задачей (2 )  не  вы
зывает сом нения .  Действительно, в этом случае  эксперимен
тальные р а счеты заранее  известных  гладких решений подтвер 
ждают сходимость. 

Однако если задача ( 1 ) имеет ра зрывное решение , то 
сходимости к обобщенному решению, з аданному, скажем, интег
ральным з аконом сохранения 

f и dx - u
2
2 dt = О, (3) 

г 

ни  в каком  разумном смысле ожидать нет оснований .  Ведь в 
используемую р азностную схему ( 2 )  не заложена информация 
о том ,  какой именно з акон сохра нения - ( 8 )  из § 29, ( 3 ) , или 
какой -нибудь другой - положен н ами  в основу определения 
обобщенного решения .  

Поэтому при построении ра зностной схемы надо использо
вать либо интегр альный закон сохранения ,  соответствующий 
искомому обобщенному решению, скажем закон ( 3 ) , либо ур ав
нение с искусственной вязкостью ( 1 О )  § 29 :  

.. 
(4) 

осуществляющее при !.t � О отбор интересующего нас  обобщен
ного решения .  

1 .  Схема с искусственной вязкостью. Отметим сразу же, что 
р азностн ая  схе ма  с искусственно введенной малой вяз костью 

и�+ l - и� и� - и� - l  и� - l - 2и�п + и�+ l 
т + и� h = !.t h2 ' 

и'1п = '\J (хт) 
имеет решение и<h> = {и�} .  ра вномерно сходящееся при h - О и 
достаточно м алом т = -r (h, !.t) к искомому обобщенному реше
нию задачи ( 1 )  вне сколь угодно м алых окрестностей линий 
р азрыва обобщенного решения .  При этом !.t = �.t (h) должно при 
h � О  достаточно м едленно стремиться к нулю. Различные раз
ностные схемы, использующие искусственную вязкость, успеш-
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но применяются при  газодинамических р а счетах . Их недостат
ком является размазывание  разрывов. 

Остановимся подробно на  построении рйзностных схем на 
основе интегр ального з а кон а сохранения ( 3 ) . 

Можно наметить дв а подхода .  При  первом используется н е  
только с а м  интегральный з а кон сохранения (3 ) , н о  т акже и вы
текающее из него условие н а  р азрыве 

(5) 
При втором разрывы не выделяются и р а счет ведется по еди-. 
нообразным формулам  во всех расчетных точках .  

2 .  Метод характеристик .  Н аиболее четко идея выделен ия 
р азрыва при р асчете обобщенного р ешения реализуется в м е
тоде характер истик, который можно считать одним  из в а р и ан
тов метода конечных разностей. Р азвитие возникающих в про 
цессе расчета: т. е .  при  увеличении времени t, р азрывов 
считается по особым формулам ,  использующим соотношение ( 5) 
на разрыве .  Вне р азрывов задания дифференциального уравне
ния во в сех Встречавшихея н ам  фор м ах равносильны между со
бой. Поэтому при построении р а счетных формул в точках  об
ластей гладкости можно исходить из з аписи з а кона сохра нения 
в дифференциальной форме ,  т .  е .  из дифференциального ур а в
нения 

ди ди дt + и ах = О. 

Принципиальн ая  схем а  одного из вариантов метода характе
ристик применительно к нашему примеру состоит в следующем. 
Отметим на  оси Ох точки Xm = mh. Будем считать для опре
деленности, что начальное условие и (х, О) =  'Ф (х )  задается 
г ладкой функцией 'Ф (х) . Из каждой точки (xm , О) выпустим ха 
р актеристику ур авнения иt + иих = О . 

Предположим ,  чтобы не осложнять изложение, что при  з а 
данной функции 'Ф ( х )  можно выбр ать столь м алое т, что на  
любом отрезке времени длины т каждая х а р а ктеристика пере
секается не более чем с одной из соседних х а рактеристик .  

Возьмем такие т и проведем прямые  t = lp = рт. Рассмот
рим точки пересечения характеристик, выходящих из точек (xm, О ) , с прямой t = т и перенесем в эти точки значения ре
шения и (xm , О ) = 1�  (xm) по х арактеристикам .  

Если  н а  участ,ке О �  t � т никак ие две характеристики не  
пересеклись, т о  делаем  следующий ша г :  продолжаем характе
ристики до пересечения с прямой t = 2т и переносим по х а р а к
теристикам значения решения в точки пересечения . Если пере
сечения характеристик за  время т < t � 2т опять не было, то 
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де.1 а ем  следующий шаг и так до тех пор, пока на  некотором 
уч астке tp < t < tp+I две характеристики, н а пример выходящие 
из точек (хт, О) и o (xm+ l •  О) , пересекутся (рис. 36) . Тог да сере-
дину отрезка Q�-J:i.' ,Q�+ I будем считать точкой, из которой выхо
дит зарождающийся р азрыв .  Точки Q�+ i и Q�-J:i.'i з аменяем одной 
точкой Q ,  приписывая ей два значения р ешения ,  илев и Uправ ,  

------------�--- t = t� 

Рис. 36 

принимая за эти величины значе· 
н и  я 

илев = и (Q�) И иправ = и (QJ:.+ I ) ,  

Из точки Q выпускаем л инию 
разрыва  до пересечения с пря
мой t = tP+2 • Угловой коэффи
циент разрыва определяем из 
условия на р азрыве 

и лев + иправ tg a =  2 

Из точки пересечения разрыва с прямой t = tp+2 проводим 
х а р а ктеристики н а з ад до пересечения с прямой t = tP+ I .  про 
ведя их с угловыми  коэффициентами  илев и иправ с предыдущего 
слоя . В точках пер есечения этих характеристик с прямой 
i = t p+ l с помощью интерполяции по х н аходим значения и 11 
прини м аем их  за левое и правое зн ачения решения в точке 
р азрыва ,  лежащей на пря
мой t р+2 . Это поз воляет 
определить новый наклон 
ра зрыв а  как среднее ариф
м етическое найденных зна
чений слева и спр ав а  и про
должить разрыв еще на 
шаг т по времени .  

Достоинство метода ха 
р актеристик в том ,  что он  

� j l (;n-j'fl+i)L__Jfm+pfl +2J 
rm,pJ 
Рис. 37 

позволяет следить за р азры вами  и акукр атно их р ассчитывать. 
Одн ако в процессе счета возникают все новые разрывы, 
в ч а стности , м алосущественные р азрывы могут пересекаться , 
'Гак что с течением времени картина усложняется . Логика рас
чета  усложняется , требования  к м ашинной п амяти и расход 
машинного времени возрастают. 

В этом недостаток метода характеристик, в котором раз· 
рывы выделены и считаются нестандартным образом.  

3 .  Дивергентные разностные схем ы. Разностные схемы ,  не ис4 
. по.Тiъзующие искусственно введенную вязкость и не исi:юльзую· 
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щие условия н а  р азрыве ,  как  было выяснено , должны  оnи 
раться н а  интегральные з а коны сохранения .  

Проведем н а  плоскости Oxt сетку прямых  t = рт:, х = 
= (т + 1/2 ) h,  р = О , 1 , . . .  ; т =  О, + 1 ,  . . . Отметим н а  сторо
нах возникающих прямоугольников их середины ( рис .  37 )  и от
несем их к сетi<е Dh (оси координат  на р исунке не  по казаны ) . 

Искомой функцией [и]h будем считать сеточную функцию, 
определенную в точках сетки Dh путем усреднения решения 
и (х, t )  по той стороне сеточного прямоугольничка , которому 

. принадлежит р ассматрива емая  точка  сетки :  
xm+'l• 

[и] h lx=xm, = й� = � � и (х, ip) dx, 
t - tp xm- '1• 

tp+ J 

[ ] 1 - u-p+'1• 1 r < t) dt и h x-xm+'l• • = m+ '/z = ";( J и Xm+'l• •  • 
t = tp+ 'l· tp 

Приближенное решение и<hl задачи определено н а  той ж е  
сетке Dh. Зн ачения и<h l в точка х  (xm, tp ) , лежащих на горизон
тальных сторонах  прямоугольничков, будем обозначать и�, а в 
точках (Xm+'/., tP+'/,) вертикальных сторон - через U�-+:;.{i, -

Величину и� можно считать продолженной н а  всю сторону 
t = tp, Хт < х < Xm+J прямоугольничка ,  которому принадлежит 
точка (хт. t p ) . Аналогично будем считать, что U��{i. определена 
н а  всем вертикальном промежутке 

Х = Xm+'lz • ip < i < ip+ ! • 
Таким образом, и<hl будет функцией, о пределенной н а  прямых 

h t с · р uP+ ''• о 1 • х = т , = рт:. вязь между величинои ит и m+ 'l• •  р = , , . . . , 
т =  О, ± 1 , . . . , установим, исходя из интегрального з а кона  со
хранения 

ф и dх - �2 dt = O. 
г 

Рассмотрим  в качестве контура Г элемJнта рный прямо
угольник сетки и положим 

� (u<hl)2 - 'j' и<hl dx - -2 - dt = О,  (6) 
г 

или в развернутом в иде 

h [и�+ l - и�] + ; [(u�+;.:j.)2 - (u��{J_}2] = о. (7) 
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Если будет указано правило вычисления величин U':n-+;.{j, , 

т =  О, + 1 ,  . . .  , по уже известным  величинам щ:, ,  m = O, + 1 ,  . . . , 
то формула (7 )  позволяет вычислить величины и':п+ 1 , т = О, 
+ 1 ,  . . .  , т. е. продвинуться н а  один шаг  по времени .  Одн ако не
з ависимо от конкретного способа ,  который мы изберем для вы -
числения величины И"т.-+;.{j, , р азностная схем а  вида (7 )  облада ет 

D 

t 
1 1 ----t---

- - - - +- - - - -+-----. 
Сл 1 - - - - r - - - т - - -

1 1 .'!;, 

'--------------- :с 
Рис. 38. 

свойством дивергентности, 
которое состоит в следую
щем .  Проведем в полуплос
кости t � О  какой-либо замк
нутый несамопересекающий
ся контур ,  целиком состоя
щий из сторон сеточных 
прямоугольников ( рис. 38) . 
Этот контур gh огр аничит 
некоторую область Gh, со
ставленную из сеточных пря
моугольников .  

Просуммируем почленно 
в се уравнения (7 ) , относя
щиеся к прямоугольничка �r . 
составляющим область Gh. 

Уравнения (7 )  и (6 )  отличаются только формой записи .  По
этому можно считать, что мы сум мируем уравнения (6 ) . По-
лучим  J. (u<h))2 - ':У u<hl dx - -2 - dt = О .  (8) 

gh 
Интегралы по тем сторонам прямоугольничков, которые не 

лежат н а  гра нице gh области Gh, но входят в выражение (6) , 
после суммирования ур авнений ( 6 )  взаимно уничтожатся. 

Действительно, каждая из этих сторон п рин адлежит двум 
соседним  прямоугольничкам ,  так что интегрирование функции 
u<1•1 по  ней встречается дважды и ведется в противоположных 
направлениях ( р ис .  39) . 

Разностные схемы ,  при  суммировании которых по точкам се
точной области G,, остаются только алгебраические суммы  зна 
че ний неизвестных или функций от н их вдоль гр аницы обл асти, 
назыв ают дивергентными, или консервативными. Такие схемы 
аналогичны дифференциальным уравнениям дивергентного вида 

div Ф = дФ I + дФ2 = 0 
д t дх ' 

при  почленном интегриров ании которых по двумерной обл асти D 
в левой ч а сти возникает контурный интегр ал ( 3 )  § 29. Разност
. ная схем а  ( 2 )  недивергентна ,  схема  (7) дивергентна .  
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Заметим следующее. Пусть сеточная функция и(h), удовлет

воряющая уравнению ( 7 ) , при  h - О р авиамер но сходится к н е
которой кусочио-непрерывной функции и (х, t )  во всякой з ам 
кнутой области, не  содержа щей линий р азрыва ,  и пусть и<h) 
равномерно по h ограничена .  Тогда и (х , t )  удовлетворяет 
интегральному за кону сохранения 

ф и dx - и; dt = О,  
g 

где g - произвольный кусочио-г ладкий 
контур . 

�о непосредственно следует из 
возможности приблизять контур g 
контуром gh, из р авенства ( 8 ) и пред
положенной сходимости * ) и(hJ - и. 

___) � - - - - -+-----
С' !  

Рис.  39. 

Чтобы схема ( 7) приобрела смысл,  н адо указать способ вы- -
числения величин V'i/'1• по величинам и�+ '/, • В схеме  С .  К .  Го
дунова , которую мы используем для иллюстр ации понятия ди
вергентных схем ,  для этого используется решение следующей 
задачи о «распаде р азрыва» .  Пусть в н а чальный момент· 
решение и (х, О )  задано условиями 

и (х, О) = 
{ илев 

иправ 
при х < О, 
при х > О, 

где илев = coпst и иправ = coпst .  Тогда можно н а йти соответ
ствующее обобщенное решение. Как  это дела ется, мы видели 
в § 29 при р азборе примера илев = l ,  иправ = 2 и примера 
илев = 2, иправ = l .  Нам в ажно знать значение  U = и (О , t ) ре 
шения  и (х, t )  при х = О . 

Читатель, построив картинки типа р ис. 33, 34 ,  изображаю
щие решение и (х, t ) , легко прове_рит, что н а  прямой х = О ре 
шение  принимает зн ачения илев , · иnрав или О в з ависимости от 
зада нных на чальных данных, и выя-снит для каждой конкрет
ной пары чисел илеir и иправ какое именно .  Н апример ,  при  
Uлев > О, иправ > о будет и (О , t ) == иJiев . а при  Uлев < О , Uправ < о 
б у дет и (0 , t) == илрав · 

Величину U��\j, (= U) в схеме (7 )  будем определять из з а -
дачи  о ра спаде разрыва ,  возникающего н а  границе х = Xm+'l� 
каждых двух участков, где заданы  постоянные значения 
U� (= Uлев) И uf:t+ J (= иправ) · 

* )  Функция и = u (x, t) определена почти всюду, а функция uth )  = 

= u( h ) (х, t) - лишь на сетке прямых. Это формальное несоответствие можно.пресдолеть, считая, что при уменьшении h каждая новая сетка является подразделением старой, и говоря о сходимости в точках сетки, nостр оенной для
.пюбого фиксированного ll из числа допусти мых .  
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Если ,  например , и� > О ,  т = О, ± 1 ,  . . . , то 

Up+- '1• -
р 

т+ '/2 - илев = ит, m = O, ± 1 ,  . . .  , 

н схема (7) примет вид 

'И Л И  

uP+ 1 - uP 1 [ (иР )2 (иР )2 ] т т + -
__ 

т 
_ _  

т - 1 = 0  • h 2 2 ) 
хт+ 'l• 

и� = � � 1jJ (х) dx 
хт - '/, 

uP+ I _ uP ( uP + иP ) uP - uP т т + т - 1  т т т - 1 = О. � 2 h 

.Легко видет ь ,  что при 

r - ..::_ ::;;;::::-----,1 --.- h � max / u� /  
т 

-имеет место принцип максимума 

max / и�+ 1 / � max j и� . � . . .  � max / и?n / � max i 'IJ (x) J .  т т т х 

[ГЛ. 9 

1 Отсюда видно, что при  1: = max I 1JJ ( х )  1 h можно надеяться, что 
полученная  р азностн ая  схема  устойчива при некотором разум
ном выборе норм .  Мы не будем ф а ктически указывать эти нор
мы: экспериментальные р асчеты подтверждают, что при измель
чении сетки решение иU•> задачи · (7) с кусачно-монотонными и 
кусачно-гладкими начальными  данными 1jJ (х) сходится к неко
торой функции и (х, t ) , имеющей конечное число р азрывов, при
чем вне любой окрестности р азрывов сходимость р авномерная .  

Схема  (7 )  с вычислением И�+;.\;, путем использования рас 
пада  р азрыва не является , конечно, единственной дивергентной 
схемой для задачи ( 1 ) .  Укажем,  например ,  еще простейшую 
схему, основанную на  идее пересчета. Эту идею мы изложили 
в п .  3 § 22. Для простоты ограничимся случаем 'IJ (x) > О. 

Сначала  ищем вспомогательные величины й по недивергент
ной неявной р азностной схеме  

йР+ '/• _ u P  - p+ 'l• - P+'I• 
т т + Р ит - ит - 1 О 

�/2 ит h = 
· 

Значение коэффициента при их в ур авнении Ut + иих = О за ме
н я ем  через и�, а не через й�+ 'l• , чтобы возникающая схема  
был а  линейна относительно подлежащих вычислению величин. 
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Далее пол агаем 

Ир+>/, _ _!_ (u-P+ '/o + U-P+ 'I') m+ '/2 - 2 т m+ l (9) 
и пользуемся схемой (7 ) , ( 9) . 

Получаемая  так дивергентн ая схема  на  г л адком решении 
имеет второй порядок аппроксимации .  

Эвристическое исследование с помоtцью спектрального при
знака Неймана  при линеаризации и з амораживании коэффи
циента указывает н а  устойчивость при  произвольнам r = т/h. 
Проведем это исследование .  

В результате линеаризации и з амораживания коэффициента 
придем к схеме вида 

Для решения с начальными данными 
и� = eiam 

получим 

где 

Далее, 

где 

1 
f.t =  r r • 

1 + a - - a - e - ia 
2 2 

'А - 1 �( eia _ e- ia ) -
't 

+ 
h 2 - О, 

Л. (а) = 2 + ar - are+ ia 
2 + ar - are ia ' 1 Л. (а) 1 = l . 



Ч А С Т Ь Ч Е Т В Е Р Т А Я  

ЗАДАЧ И С ДВУМЯ П РОСТРАН СТ ВЕИ Н ЫМ И 
Л ЕРЕМЕИ Н ЫМ И 

Г Л А В А 1 0  
П О НЯ Т И Е О РАЗ Н О СТ Н Ы Х СХ ЕМАХ РАС ЩЕПЛ Е Н И Я  

Разностные схемы р а сщепления - одно из важных средств 
11ри  р а счете решений многомерных нестационарных задач ма 
·тем атической физики .  

§ 3 1 . Конструкция схем расщепления 

На описательном уровне идею конструкции схем 
ния можно изложить так . 

р а сщепле-

Ра ссмотрим дифференциальную з адачу в ида  
д и аг = Аи, 

и l t = O  

О <  t < Т, } 
задано , . 

( 1 ) 

т де А - некоторый опер атор по простр анствеиным переменным, 
н а пример : 

д2и д2и 
Аи = дх2 + ду2 • 

Значения и (х, у, tP+l ) по уже известным значениям и (х, у, tp ) ,  
tp = рт:, выразим формулой ( где Е - единичный опер атор, 
E v  = v )  
u (x, у , tp + т:) = и (х, у ,  tp) + т:  а;; + О (т:2) = 

= и (х, у , fр) + т:Аи (х, у, tр) + О (т:2) = (Е + т:А) и (х, у, - tр) + О (т:2) . 

Допустим ,  что правая  ч а сть уравнения ( 1 )  имеет вид

Аи == А 1и + А2и. 

Тогда расщепим уравнение ( 1 )  

�� = А1и + А2и 
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на следующие два : 

Заметим , что 

tp :;;;;; t :;;;;; tp+ l • } 
v (х, у , tp) = и  (х, у ,  tp) , 

} 
дw дt = A2w , t11 ::::;;;: t <. tP+ i •  
w (x, у ,  tp) = v (x, у ,  tP+ 1 ) . 

(2) 

(3) 

w (x, у ,  tр+ 1 ) = и (х, у ,  tр+ 1 ) + О (т2) . (4) 

В самом деле , 
v (х, у, tрн) = ( Е +  тА 1) v (х, у ,  tp) + О (т2) = 

= (Е +  тА 1 ) и (х, у ,  tp) + О (т2) . 
Далее , с у четом последнего равенства имеем 
w (х, у ,  tp+ l )  = (Е + тА2) w (х ,  у , ip) + О (т2) = 

= (Е + тА2) v (х, у ,  tP+ 1 ) + О (т2) = 
= (Е +  тА2) (Е + тА 1 ) и  (х, у , tp) + О (т2) = 

= [Е + т (А 1 + А2)] и (х, у, tp) -j- т2А 1А2и (х, у ,  tp) + О (т2) = 
= (Е + тА) и (х, у ,  tp) + О (т2) = и (х, у , tp+ 1 ) + О (т2) . 

Равенство ( 4 )  и дает основание н а  каждом интервале вре
мени tp :::;;;; t :::;;;; tн1 вместо задачи ( l )  последовательно решать 
задачи (2) и ( 3 ) . 

Для фактического решения уравнений ( 2 ) и ( 3 )  форм ально 
аппроксимируем эти ура внения какими-либо разностными .  
Тогда возникает некоторая разностн ая  схема  р асщеплен ия 
L,,и<hJ = f<1•J, позволяюща я в два эта па  вычислить иР+1 по уже 
известному иР ( первый этап - вычисление vP+1 по заданному 
v P = и1> , а второй - вычисление uP+ 1 = wP+1 по уже вычислен
ному на первом эта п е  w P = v P+ 1 ) . 

Высказанные соображения носят эвристический характер. 
После того как р азностная схема  расщепления 

4�� = fW �) 
для численного решения задачи ( 1 )  построена ,  надо как-либо 
проверить ее аппроксимацию и устойчивость. 

В случае задачи Коши для двумерного уравнения тепло
проводности 

ди д� д� 
} дt = дх 2 + ду2 , О < t < Т, - оо < х, у < оо , (б) и (х, у ,  О) = -ф (х, у) 
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в качестве системы (2 ) , ( 3 ) можно взять, н а пример ,  

д v  д2v дt = дх " ' дw д2w 
дt = ду" .  

1 
v (х, у, ip) = •t (х, у, tp) , 1 
w (х, у, ip) = v (х, у, tp+ 1 ) . J 

[Г Л. 11!-

(7) 

Указанное расщепление двумерного уравнения из задачи  (6 )  
на два одномерных уравнения ( 7 )  можно истолковать к ак  при 
ближенную замену процесса распростр а нения тепла по плоско
сти Оху за время ip � t � tp+! на два процесса .  В первом из 
них ,  который описывается первым уравнением ( 7 ) , вводятся 
( мысленно) теплонепроницаемые перегородки, препятствующие 

ilm-l,n 

Рис. 40. Р ис. 4 \  

р аспростр анению тепла в н а пр а влении оси  Оу. Затем,  по  про
шествии  времени т, взамен этих перегородок вводятся пере
городки , препятствующие распространению тепла в направле
нии оси Ох. Тогда распростра нение тепла ,  снова в течение вре
мени  т, описывается вторым уравнением .  

Выберем сетку (хт, Yn,  lp )  = ( mh, nh, рт) .  
Разностную схему ра сщепления, отправляясь от (7 ) , можно 

построить многими  способами . Укажем два из них :  

йтп - u�n = Axxu�n ' 't" 

р + ! -
Umn - Umn - А  -

't" 
- yyumn•  

) 
1 � 
1 U�n = 'l' (хт,  Уп) 1 

{8) 
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и;;,� ' - йтп - А  иr+ t 
- уу тп . 
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(9) 

В обеих этих схемах  р асщепления положим 

йтп = v�� � == wf:zп, и�� � = w::z� ' · 

Напомним обозн ачения Ахх и Ауу. которые н ам  уже встречались :  

Um+ t .  n - 2umn + um- l n 
Аххитп = 

h2 
' 

Ит, n+ l - 2umn + um, n - l 
А

ууИтп = - h 2 

Схему (8 )  поясняет р ис . 40, схему ( 9) - рис. 4 1 .  
Самое расщепление зада ч и  ( 6 ) тоже неединственно .  
Задачу (6) можно з а писать, например ,  т ак :  

д и 1 ( д2u д2u ) 1 ( д2и a�u ) } дt = 2 ах � + ду2 � + 2 дх2 + ду2 • (6') 
и (х, у, О) = �, (х, у) , 

и поставить ей в соответствие на отрезке tp � t � tp+ t следую
щие две системы : 

и 

аг = 2 дх2 + ду2 ' tp <, t � tp+ l • 
( 1 0) 

дv 1 ( azv a2v ) } 
v (х, у ,  tp) = и (х, у ,  tr) 

дw 1 ( a�w д2w ) 
} ar = 2 дх2 + ду2 • fp � t � tp+ l • 

w (х, у ,  tp) - v (х, у, tp+ 1 ) . 
( l l )  

Такое расщепление не  есть р асщепление по ф изическим сообра 
жениям ,  к ак  в схеме (7 ) . Разностную схему выберем так 
(рис. 42 ) : 

Umn - u�n 
't' 

p + l -Umn - umn 
't' 

1 
= 2 ( Axxи::Zn + Аууйтп) • 

l 
= 2 ( Аххи�� 1 + Аууйтп) • 

и�п = 1IJ (хт,  Yn). 

l 1 
} ( 1 2) 
1 
j 
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Для вычисления иР+1 по схеме ( 1 2 ) пере.мен.н.ых н.аправлен.ий 
надо сначала  при  каждом фиксированном т решить неявное 

11p+l уравнение для йтп . в которое т 
m-l,n входит как  п ар аметр . Потом для 

вычисления иJ:.� 1 надо решить 
второе ура внение ( 1 2 ) ,  неявное 
относительно иf:,� 1 ,  в которое n 

'ilm,л-t входит как  п ар аметр. 
Схему (8 )  можно записать 

р 11m :..l,n . 
Р ис. 42. 

р в в иде (5 ) , если положить llm+f,n 

определяется из первого уравнения (8). 

т, n = О, + 1 ,  . • •  ; 
т, n = O, ± 1 , . . .  

р = О, 1 , . . .  , [T/'r] - 1 

Предоставим читателю записать схемы (9 )  и ( 1 2 ) в виде (5 ) . 
Ч итатель может проверить, что спектральный признак устой

чи вости Нейман а ,  состоящий в ограниченности решений вида 
и f:zn = ').,Pei (am+l\n! , выполнен для схемы (8) при r = т./h2 � 1/2 , 
а для схем ( 9 )  и ( 1 2 )  при  любом r. Мы не будем остан авли-
в аться на и сследовании  условий устойчивости и доказательстве 
аппроксима ци и  схем (8 ) , (9 )  и ( 1 2 ) .  

ЗАДАЧИ 

1 .  Исследовать, при  каких г =  т/h2 выполнен спектр альный признак Ней
мана  для р азностных схем расщепления (8 ) , (9) и ( 1 2) , приведеиных в этом 
пар  аграфе.  2 .  Проверить, что схем а (8) аппроксимирует задачу (6 )  н а  достаточно 
r ладком ограниченном решении и (х, у, t) . 3. То же, что и в задаче 2, но для разностных схем р асщепления (9) 
и ( 1 2 ) . 

§ 32 . Э кономичные разностные схем ы 
Рассмотрим  и исследуем примеры разностных схем 

щепления для задачи о р аспространении тепла 
ди д2u д2u 

} 

7ft = дх2 + ду2 .  О � х, у � 1 , O � t � T, 
и (х, у , 0) = '\J (x, у) , О � х. y � l ,  

и (х, у , t) lг = О 

рас-

( 1 )  
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в прямоугольной области О �  х, у �  1 с границей Г.  Будем 
пользоваться обычной сеткой (xm, Yn, tp ) = (mh, nh , рт) , 
т, n = 1 , 2, . . .  , N и h = 1 /N. 

Разностн ая r.хема  расщепления ,  которую мы приведем ,  в не
которых отношениях обладает принципиальными преимуще
ствами  перед простейшей явной 

u�i; l � u�n = Аххи�п 
+ Аууи�п ' 1 

и�п = 1JJ { Xm , У п) , 
иР 1 = 0 тп г 

и простейшей неявной 

u�i; 1 - u�n __;,:;::..:....._....:.:..:.:::.. = А иР+ 1 + А иР+ 1 
т хх mn УУ mn ' 

и�п = 1JJ (хт , Уп) , 
иР 1 = 0 тп г 

разностными схем ами .  

(2) 

(3) 

Вычисления по явной схеме (2 ) очень просты. Для перехода 
от уже известного иР к неизвестному иР+ I  = {и�;; 1 } требуется 
проделать арифметические действия в количестве, пропорцио
н альном числу (N - 1 ) 2 неизвестных значений {и�;; 1 } . В этом 
смысле явная схема  неулучшаема .  Р азностные схемы ,  в кото
рых число арифметических действий для перехода от иР к 
иР+ 1 = {и::Ж;;1 } пропорционально числу неизвестных значений , н а 
зываются экономичными. Однако, будучи экономичной ,  я вн ая  
схема  устойчива лишь  при  жестком ограничении т � h2/4 на  
шаг  т сетки. Приведеиная  выше  простейшая  неявная  р азностная 
схем а (3 ) ,  к ак  мы  уже знаем (§  27 ,  п .  3 ) ,  абсолютно устойчива .  
Но она  далеко не  является экономичной .  Для н еизвестных 
{и::Ж;; 1} приходится решать сложную (нер асщепляющуюся ) си 
стему линейных ур авнений .  Как  известно из  алгебры ,  для этого 
требуется произвести арифметические действия в количестве, 
пропорциональном не первой степени числа неизвестных, к ак  
в экономичных схемах, но кубу числа  неизвестных, если поль
зоваться каким-либо методом исключения неизвестных. 

З аметим, что сейчас ведутся поиски более экономичных способов точного 
решения общих линейных систем. Штрассеном указан  алгоритм, требующий 
числа действий, пропорционального не  третьей, а lgz 7 степени числа неиз
вестных. 

Разностн ая схем а  р асщепления ,  которую мы  построим ,  яв
ляется экономичной и безусловно устойчивой ,  т. е .  соединяет 
достоинства явной (2 )  и неявной (3) схем . 

! ()  С, 1\ .  Годунов, В. С. Рябенький 
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Относительно решения u (x, y, t) з адачи ( 1 ) мы  будем пред
полагать, что оно имеет непрерывные вплоть до границы Г 
производные всех порядков, которые по ходу дел а потребуются .  
Отме'Гим ,  что на границе Г все  производные по пространствеи
ным  переменным четного поряд.ка (до того порядка, до кото
рого они существуют и непрерывны) обращаются в нуль :  

Uxx lг = Uxxxx  l г  = Uxxyy l г = О. (4) 

Т а к, н а  стороне х = О  границы Г квадрата О :;;;;; х, у :;;;;; 1 обра 
щаются в нуль ди/дt и д2и/ду2• Поэтому о силу ур а внения 
и1 = ихх + иуу также ихх = О .  Дифференцируя ур авнение  по у 
дважды, получим диуу дГ = ltxxyy + ltyyyy • 

Но на стороне х = О границы Г будет 

иуу = О, иуууу = о, диуу аг = о, 
а значит, в силу дифференци ального уравнения также иххуу= О. 

Переходим к построению разностной схемы р асщепления 
для задачи ( 1 ) .  

З адаче ( 1 )  н а  отрезке tp � t � tp+l поставим в соответствие_ 
две задачи :  

v lг = О , 

дv д2v 1 дt = дх2 • 1 
v (х, у , tp) = и (х, у , tp) . / 
�� = ��� ' 1 

w (х, у , tp) = v (х, у , fp+ 1 ) . w lг = O ,  
Сеточную функцию 

и(h) = {и�,.} . uP 1 = 0  mn г 
будем определять последовательно при р = 1 ,  2, 
ур авнений 

. . .  ' 

й

тп -
и�,. 

т = AxxUmn•  
Umn lг = 0; 

uP+ I _  i1 

т, n � 1 ,  2, . • .  , N - 1 } 
1 

_".,_ ,. mn = А  P+ l 
т ууитп . 

и�' + ' \ = 0. mn l' 
т, n = 1 , 2 ,  . . . , N - l ,  � 

J 

(5) 

(6) 

[Т/'r] из 

(7) 

. (8) 
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Задача (7 ) аналогична задаче ( 5 ) , а задача  (8 ) - задаче (6) . 
При этом 

В соответствии с р азностной схемой р асщепления ( 7 ) , ( 8 )  сна·  
чала  по известным  значениям uP = {и;;,п} вычисляется вспомога -
тельная функция йтп , а потом из ( 8 )  вычисляется uP+ 1 = {и�t 1} . 

Заметим ,  что р азностна я  задач а ( 7 )  для  отыскания iimп при  
каждом фиксированном n , n = 1 ,  . . .  , N - 1 ,  в точности совпа 
дает с неявной разностной схемой 

для одномерного уравнения теплопроводности (5 ) на  отрезке, О � х � 1 , в которое у входит только как  п а р аметр .  
Разностная  задача ( 7 )  при каждом фиксированном n ре

шается прогонкой в направлении оси Ох. 
Точно так же р а зностн ая  задача  ( 8 )  п ри  каждом фиксиро

ванном т решается прогонкой по нап равлению оси Оу. Под
черкнем ,  что в силу свойств алгоритм а п рогонки ofiщee число 
арифметических действий дл51 вычисления u "+ 1  = { 'l,";,t : } ока· 
зывается пропорционально ч ислу неизвестных значений ,  т. е . 
ра зностная схема  (7 ) , (8 )  является экономичной .  

Для точного формулирования понятия аппроксим ации и 
устойчивости за пишем р азностную схему ( 7 ) , ( 8 )  в принятом 
нами на протяжении всей книги виде 

Для этого положим 

u�t � - йтп 
---"С:.:..:....--""..:.. - л и"+ 1 т, n = 1 , 2 , . . .  , N - 1 ,  "f уу тп ' 

Lьu(h) = { u o+ 1 1 ( l О) 1 тп г ' 

uo 1 mn' 

где йтn - решение вспомогательной задачи ,  

Umn l г = 0. 

т ,  n � 1 , 2 , . . . , N - 1 . } 
( 1 1 ) 

1 0* 
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. З а f<h) н адо принять в таком случае  

f<h> == о, m, n = 1 , 2 , . . . , N - 1 ,  
(Хт, Уп) Е Г, 

{ о, 
'Ф (Хт , Уп) • 

В качестве нормы  в Uh примем 
l l u<h> l luh = max l и�n l ·  т, n, р 

К пространству Fh отнесем элементы g<h> вида 1 q>�n• 
g(h) =  о , 1 1 'Фmп 

и норму в Fh определим  равенством 

1 1 g<h> IIFh = max 1 q>�n 1 + max 1 'Фmn 1 · т, n, р т, n 

[ГJI . \ 0  

( 1 2) 

Сначала  докажем безусловную устойчивость разностной схемы 
(9 ) , з адаваемой уравнениями  ( l О ) , ( 1 2 ) , а ап проксим ацию до
кажем позже. Ввиду линейности р азностной схемы (9 )  для до
казательства устойчивости н адо показать, что задача Lhz(h) =1 

r 'P�n 1 
F g<h) им еет решение при  произвольнам g<h> = � о t EFh, причем 

t �mn l  
1 1 z<h> l luh � с 11 g<h> I IFh• 

где с не з а висит от h. 
Запишем з адачу Lhz<h> = g<h> в р азвернутом виде :  
o + l  -2mn - zmn __;,:;;:.:...._...:.:..:::.:.. - Л  zP+ I = mP+ I 

,; УУ mn '�""mn '  m, n = 1 , 2 ,  . . .  , N - 1 , } 
zP+ l = zP+ I  = 0 Оп Nn ' 

где Zmn - решение вспомогательной з адачи 

nричем 

т, f!. = l , 2 , . . .  , 

ZJ - ··· mn - 't'mn' 

N - l , } 
( 1 3) 

( 1 4) 

В силу принцила м а ксимума ,  доказанного в § 28 для одно· 
мерной неявной р азностной схемы, аппроксимирующеА одно· 
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мерное ур авнение теплопроводности, из уравнений ( 1 3) еле· 
дует, что 

max 1 z�t1 1 � max 1 zmn 1 + т max 1 <p�n l ; m, n m, n m, n, p 

Но из ( 1 4) следует, что 

mах \ zтп \ � max \ Z�n l · m, n m. n 
Поэтому 

Отсюда 

max lz�t 1 1 � max 1 z�-;; 1 1 + 2-r max \ <p�n 1 � 
т, n т, n .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

� max 1 'i'mn 1 + Т max 1 <p�n / � 
т, n т, n, р 

� ( 1  + Т) (max 1 'i'mп 1 + max 1 <p�n 1 )  = ( 1 + Т) 11 g!h) I IFh· 
т, n т n, р 

Выписанное неравенство 

max 1 z�t1 \ � (1 + Т) 1 1 g<h! I IFh т, n 
спра ведливо при любом р ,  поэтому 

1 1 z!h) l luh � ( 1 + Т) 11 g!h) I IFh 

при произвольнам соотношении шагов т и h. Это и озн ач а ет, 
что р ассматриваемая  схем а  расщепления безусловно устойчива .  

Перейдем к проверке а п проксим ации .  Будем предполагать, 
как обычно, что задача ( l )  имеет достаточно гладкое р ешение 
и (х, у, t ) .  Вычислим невязку df<h> , Lh[u],l = f<hJ + df<h>, возникаю
щую при подстановке [u]h в левую часть уравнения (9 ) ,  и по
кажем, что 1 1 df<h! I IFh = О (т + h2) . 

В соответствии с тем ,  к ак  мы  определили оператор Lh, 

будет ( и (хт. Уп· tp+ .) - Umn ( ) т 
- AyyU Хт, Уп о  tp+ l , 

Lь [и]ь = � т, n = 1 ,  . . .  , N - 1 , ( 1 5) 
1 О в точках Г,  
1 и (хт. у",, О), т, n = 1 , • • •  , N - 1 , 
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где йтп - решение вспомогательной задачи 

Umn lг = O. 

N - 1  } • ( 1 6) 

Решение йтп вспомогательной задачи ( 1 6) , как мы покажем 
ниже, имеет вид 

Umn = и (хт ,  У п о ip) + т:Аххи (хт , Yn • ip) + О ('t"2) ,  l 
т, n = 1 ,  2 , . . .  , N - 1 ,  f ( 1 7) 

Umn lг = и  (Хт ,  Yn • ip) lг = О. J 
Подставляя это выражение йтп в ( 1 5) , получим 
и (хт, Yn• tp+ I) - ilmn А ( t ) -

't" 
- ууи Хт ,  Уп • p+ l  -

= 
и (хт, Yn• tp+ l) - [и (хт ,  Yn· tp) + тАххи (хт, Yn• tp) + О (т2)] 

где 
в точках (хт. Yt� • tp) , 

р = О, 1 ,  . . . , [Т/т:] - 1 , 
m, n = 1 , 2 , . . .  , N - 1 . 

Отсюда 
1 1 M<h) I IFh = о (т: + h2) . 

Осталось доказать приближенное представление ( 1 7) для 
решения Umn задачи ( 1 6 ) . 

Сначала  выскажем эвристические соображения, подсказав
шие представление ( 1 7) . Ясно, что при малых т: выполняется 
приближенное равенство 

Umn � и (хт , Yn • ip)• 
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При замене на этом основании в уравнении ( 1 6 ) . выр ажения 
AxxUmn выражением Лха:и (хт, Yn, tp ) возникло бы ур авнение 

и � и  
-'t'- - Аххи = О, 

из которого следует р а венство й = и + -т:Аххи, лишь остаточным 
членом О (1:2 ) отличающееся от ( 1 7 ) . Переходим к доказ атель
ству справедливости ( 1 7 ) . 

Доопределим Лххи (хт, Yn, f p )  в точках Г, положив Axxи l r = 
= О. Подставим 

Wmn = и (хт Yno tp) + 't'Аххи (хт, Yn • fp) 

вместо йтn в уравнение ( 1 6 ) . Получим 

Wmn - и (Хт, Yn •  tp) _ 't' - AxxWmn = 
= 

{и (xm , Yn • tp) + 't'Аххи (хт, Уп· tp) } - и (хт, Уп • tp) 

- Аххи (хт , Yn • tp) - 'tАххАххи (Хт, У п о tp) = 
= - 'tАххАххи (Хт, Уп • tp) . 

В предположении, что д4и/дх4 непрерывна и огр аничена ,  и 

учитывая ,  что �:� l г = О, легко видеть, что АххАххи (хт, Yn, lp) 
ограничено. Поэтому 

Wmn lг = 0. 

Вычитая из этих уравнений ура внения ( 1 6 ) почленно, для р аз· 
НОСТИ Zmn = Wmn - Umn ПОЛУЧИМ 

Zmn - -т:АххZтп = О (-r2) , } 
Zmn lг = 0 , 

или в развернутом виде 

ГZm- l , n - 2 (r +  � ) zmп + rzm+ l , n = 0 (-r2) , } 
т, n = l , . . .  , N - 1 , 

Z Z - о r = "'/h2• оп = мп - • • 

( 1 8) 

( 1 8') 
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Но эта задача  для (Zтп) имеет вид 

йтUт- !  + bmUm + CmUm+l  = gm, т = 1 ,  • • . , N - 1 , 
Uo = UN = O, 

йт > О, Cm > О, 1 bm l � am + Cm + 6, 6 =  1 . 

В § 4 было доказано , что в таком случае 
max 1 Um 1 � с  max 1 gm l ,  

где с зависит только от 6. Отсюда Zmn = О  ('t'2) , т. е. 
U,nn = Wmn - Zmn = Wmn + О ('t'2) = 

[ГЛ.  !() 

= U (Хт , Yn • ip) + 't'AxxU (Хт , У т ip) + О ('t'2). 
что совпадает с представленнем ( 1 7 ) ,  которое мы доказываем . 

ЗАДАЧИ 

1. Для дифференцильной краевой задачи ( 1 )  о распространении тепла в квадратной области О ".;;; х, у ".;;; 1 предложить и исследовать р азностнуЮ' 
схему р асщепления, аналогичную явной схеме р асщепления (8) из § 3 1 для 
задачи Коши. 2. Для дифференциальной краевой задачи ( 1 )  предложить разностну1() 
схему, аналогичную схеме переменны1!: направлений ( 1 2 ) из § 3 1 . Доказать. 
что имеет место аппроксим ация порядка О (1' + h2) . 3. Предложить р азностную схему для решения задачи 

ди д2и д2и 

} дt= ах2 + ау2 '  O < t < T, (x , y ) e D, 

и (х, у, t) l г = 'Ф (х, у, t ) и (х, у, О) = 'Ф (х, у) 
в случае криволинейной области D по  аналогии с разностной схемой расщеп• 
ления,  р ассмотренной для задачи ( 1 )  в тексте параграфа.  

§ 33. Расщепление по  физическим факторам 

Идея р а сщепления используется не только для получения 
экономичных абсолютно устойчивых схем. Иногда производится 
р а сщепление сложной з адачи на более простые, чтобы на каж
дом м алом интервале  времени tp < t < tP+ l разделить во вре
мени действие р азличных ф а кторов, влияющих на процесс. Для 
возникающих при этом сравнительно простых задач легче по
строить адекватные им схемы,  составляющие в совокупности 
р азумную р азностную схему р асщепления для всей з адачи .  

В качестве примера укажем метод крупных частиц О. М. Бе
лоцерковского и Ю. М. Давыдова (ЖВМ и МФ 1 1 ,  .N'!! 1 ,  1 97 1 ) . 
предназначенный для р а счета течений газа при сильной де
фор мации вещества и больших колебаниях плотности. Этот
м етод, к ак  и метод Харлоу частиц в ячейках ,  по замечанию 
Н. Н. Яненко, можно тра ктовать к а к  некоторую разностн�ю 
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схему ра сщепления для уравнений газовой дина мики .  Все вещество р азбивается сеткой неподвижных прямых ( р ечь идет о двумерной задаче)  н а  я чейки .  В ещество, поnавшее в я чейку в момент tp , и есть крупная ч а стица .  Е й  приписываются им- . пульс и полная энергия .  З атем строится р азностна я  схема ,  мо делирующая изменение скоростей, импульсов и полной энергии крупных частиц под влиянием одного только давления ,  без учета тех членов системы ур авнений газовой динамики, которые описывают перенос вещества ,  импульса и энергии .  Это первый шаг  р азностной схемы ра сщепления .  Н а  втором шаге производится пересчет полученных на первом ш аге промежу-1'Очных величин по разностной схеме ,  учитывающей остальные члены уравнений газовой динамики ,  т .  е .  только перетекание вещества из ячейки  в соседние ячейки и соответствующий пе ренос импульса и энергии .  Так  получаются крупные ча стицы и соответствующие им  импульс и энергия н а  момент времени ip+l = tp + 't. 
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ЭЛЛ И П Т И Ч ЕС К И Е ЗАДАЧ И 

§ 34. Пр остейшая разностная схем а  для задачи Дирихле 

· Здесь мы проверим ,  что прост
.
ейшая разностн ая  схема ( 1 3) 

§ 24 аппроi<симирует з адачу Дирихле ( 1 2 )  § 24 со вторым отно
сительно h порядком и устойчива ,  а следовательно, применима 
для приближенного вычисления решения задачи Дирихле. 

З адачу Дирихле для уравнения Пуассона в квадратной об
л а сти D = (О � х, у � 1 )  с границей Г з апишем в виде 

� � } дх2 + ду2 = IP (х, у) , О � х, у �  1 , 

и lг = ф (s) , 
( 1 )  

где s - длин а  дуги , отсчитываемая  вдоль границы Г, функции 
q> (x, у) и ф (s ) заданы .  

Совокупность· точек (хт, Уп )  = (mh, nh )  сетки h = 1 /М. М 
целое, попавших внутрь квадрата или н а  его границу, обозна
чим  через Dh . Точки Dh, лежащие строго внутри кв адрата D,  
будем считать внутренними точками  сеточного квадрата D,, ; со
вокупность внутренних точек обозначим D� . Точки Dh, лежащие 
н а  гра нице Г квадрата D, будем считать граничными точками 
сеточной области Dh; совокупность граничных точек обозначим 
Гh. Р азностную схему ( 1 3 )  § 24 

(2) 
з апишем в виде 

Lhu(h) == { Axxumn + Ayyumn _ 1Р (tm , Уп) • (хт, Уп) Е D1, (3} 
Umn = 'Ф (sтп). (хт .  Yh) Е гh, 

где ф (smn ) - значение функции ф (s ) в точке (хт, Уп) ,  принад
лежащей гh. 

1 .  Аппроксимация.  Правая ч асть f<h> р азностной схемы (2 )  
имеет вид 

(хт, Уп) Е Dk, 
(хт, Уп) Е Г h· 

(4) 
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В предположении ,  что решение и (х, у) задачи ( 1 )  имеет огра 
ниченные четвертые производные, с помощью формулы Тейлора 
устан авливается равенство 

Ahu = AxxU + AyyU = 
- д2и + •д2u 

+ 
!:l ( д4и ( х + 6h , у) + д4и (х, у + tjh)) (5) - дх2 ду2 24 дх4 ду• • 

Поэтому для решения и (х, у) з адачи ( 1 )  имеем 

Lh [u]h == { 
q> (хт , Уп) + О (h2) , (хт , У") Е D1, (6) \jJ (sтп) + О , (хт , Уп) Е Г h ·  

Таким образом,  невязка бf<h >, возникающая при подстанооке 
[u]h в левую часть р азностной схемы ( 2 ) , имеет вид 

бf <h> = { О 
(h2J , (хт , Уп) Е D'lt, 

(7) О , (хт, Уп) Е Г h · 

В пространстве Fh , состоящем из элементов вида 

f<h) = { 
q>mn' (хт , Уп) Е D�, 
\\Jmn • (Хт, Уп) Е Г h •  

введем норму 

Тогда 

11 f <h> 1 1 Fh = max 1 q>mn 1 + max 1 \\Jmn 1 .  (8) (mh, nh) Е D� (mh, nh) Е Г h 

Таким образом, р азностна я  краевая задача ( 3 ) а п проксими
рует задачу Дирихле ( 1 )  со вторым порядком относительно h .  

2 .  Устойчивость. Определим норму  в п ростр анстве Uh функ� 
ций , заданных н а  сетке Dh, положив 

1 1  u<h> lluh = max 1 Umn 1 . 
(mh, nh) Е Dh 

(9) 

Для доказательст.в а  устойчивости разностной схемы (3 ) , к 
которому мы  переходим, в соответствии  с определением устой
чивости н адо установить, что задача (2) однозначно разрешим а  
п р и  произвольной пр авой части f<h > (это свойство н е  з а висит от 
выбора норм )  и что выполнена оценка в ида 

( 1 0) 

rде с не зависит ни от h, ни от f<h >. 
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Л е м м а 1 .  Пусть функция v<h> = { Vmn} определена на сет
о ке Dh и во внутренних точках (Xm, Уп) = (mh, пh) Е Dh удовлет-

воряет условию 

А v <h> l  :;;;;: о h (mh, nh) -:?' ' 
(mh,  пh) Е D'h. ( 1 1} 

Тогда наибольшее на сетке Dh значение v<h> достигается хотя бы 
в одной точке гh. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Допустим противное. Выберем среди 
точек сетки Dh, в которых v<h> достигает своего наибольшего 
значения ,  к акую-нибудь одну точку (xm, Уп ) ,  имеющую самую 
большую абсциссу. По н ашему предположению (xm. Уп ) , 

внутренняя точка ,  причем Vmn строго больше, чем Vm+1 , n• 
В точке (mh, пh) будет 

Ahv<h> l (mh, nh) == 
= (vт+ 1 , n - Vтп) + (vm, n + 1 - Vтп) + (vm- 1 ,  n - vтп) + (vm, n- 1  -vтп)

< О - � � 

поскольку перв а я  скобка в числителе отрицательна ,  а осталь
ные неположительны. Противоречие .с ( l l ) .  

Л е м м а 2 .  Пусть функция v<h> = {vmn} определена на сетке
Dh и во внутренних точках (mh, пh) Е D'h удовлетворяет усло-
вию 

( 1 2) 

Тогда наименьшее на сетке Dh зна чение v<h) достигается хотя 
бы в одной точке границы. 

Лем м а  2 доказывается а н алогично лемме 1 . 
Т е о р е м  а ( п р и н ц и п м а к с и м у м а ) . Каждое решение

разностного уравнения 

Ahv<h> 1 = О, (mh,  пh) Е Dh� ,  (mh, nh ) 
( 1 3) 

достигает своего наибольшего и наименьшего значения в неко
торых точках гh. 

Доказательство получается объединением утверждений 
лемм 1 и 2 . 

Свойство решений разностного уравнения ( 1 3 )  аналогично 
свойству решений v (х, у )  уравнения Лапласа  Vxx + Vyy  = О при
нимать наибольшее и н аименьшее значения на границе области. 
rде эти решения определены. 

Из принцил а м аксимума следует, что задача 

Lьи<h> = 
f Ahи<h> 1 = О,  (mh, nh) 
1 и<h> 1 - о  \ (mh, nh) - 1 

(mh ,  пh) Е D�, 
(mh ,  nh) Е Г h• ( 1 4) 
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имеет только нулевое решение u<h! = О, поскольку наибольшее и 
наименьшее значения этого решения принимаются в точках гh , 
где Umn = О. Следовательно, определитель системы линейных 
уравнений (3)  отличен от нуля и разностная краев а я  задача ( 2 )  
однозначно р азрешима  при  произвольной правой части  f<h> .  

Переходим к доказательству оценки ( 1 О ) . 
В силу формулы ( 5 )  для произвольнога м ногочлена Р (х, у) 

второй (и даже третьей) степени 
Р (х, у) =  ах2 + Ьху + су2 + dx + е у +  f 

выполнено р авенство 

( 1 5) 

так как  четвертые производные от Р (х, у) , входящие в выраже
ние остаточного члена формулы (5 ) , обращаются в нуль . 

Используя функции QJmn и 'i'mn из правой части  системы (3 )  
и фиксировав R > ,У2, построим вспомогательную функцию 

p<h! (х, у) = � [R2 - (х2 + у2)] max 1 Фтп 1 + max 1 'i'mn l , 
(mh, nh) е D� (mh, nh) Е Г h 

которую будем р а ссматривать только в точках  сетки Dh . Это от
ражено значком h в обозначении P<h> (x, у) . В силу ( 1 5 ) всюду 
в точках D� 

Л p<h> 1 = - max 1 q> t, (mh , nh) Е Dh. h x=mh, 0 rs 1 y-nh (rh, sh) Е Dh 

Поэтому р азность решения u<hJ з адачи (3 )  и функции P<hJ у-до
влетворяет в точках D% р а венствам 

Ah (u<h) - p<h>) = Ahu<h! - AhP(h) = q>mn + max 1 q>,s 1 � О. 
r, s 

В силу леммы  1 р азность u<h! - P<hJ принимает свое н аибольшее 
значение на границе Гh. Но на  границе Гh эта разность 

u<h> 1 - p<h> 1 = ['\' - p<h>] = гh гh тп тп 

= [ 'i'mn - max 1 'i'rs 1 ]  + � [(Х2 + У2) - R2] max 1 Фrs 1 (rh, sh) Е Г h (rh, sh) Е D� 
неположительна ,  т ак  к ак  в квадрате D всюду х2 + у2 � R2 и обе 
квадратные скобки в правой части неположительны.  Поскольку 
наибольшее значение u<h> - P<h> неположительно ,  то всюду н а  Dh 

u<hJ - p<h! 1 h � О или  u<h> � p<h> (m , nh) � • � • 
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Аналогично, для функции u<h l + Р<111 в точках D� 
Ah (u<hl + p<hl) � О, 

[ГЛ.  1 

а в точках  Гh сум м а  u<hl + Р<1<1 неотрицательна .  В силу леммы 2 
всюду н а  Dh u<hl + p (h 1 � О, или - p<hl � u<h). 
Та ким  образом ,  всюду на Dh 

1 1 umn 1 � 1 р�� 1 � 4 R2 max 1 QJ,s l + max 1 �'r s  1 · 
(rh, sh) Е Dk (rh , sh) Е Г h 

Отсюда вытекает неравенство ( 1 О) : 
max 1 Umn 1 = 1 1 u <hl l luh � с 11 f !h) I IPh = 

= с ( max I QJrs l + max I 'Фrs l ) ,  (rh, shl Е D� (rh, sh).E Г h 
где 

c = max [ 1 ,  �2 ] ,  
завершающее доказательство устойчивости. 

В случае  задачи Дирихле для эллиптического 
переменными  коэффициентами  

:х [ k , (х, у) ;� ] + :U [ k2 (х, у) �� ] = QJ (х, у) , 
· и lг = 'ljJ (s) , 

уравнения с 

(х, у) Е D, 

где k ,  (х, у) и k2 (х, у) - положительные в прямоугольнике D 
гладкие функции ,  р азностную схему можно построить . а нало
гично .  Используя во инутренних точках сетки Dk замену выра -

• д ( ди ) д ( ди ) жении ах k , дХ и ду k2 ду разностными отношениями  
по приближенным формулам  
д [ ди (х , у ) дХ k , (х, у) дх � AxxU (х, у) =  

. } [ k ,  (х + h/2 ,  у) и (х + h, Yh - и (х, у ) 

_ k , (х _ h/2 , у) и (х , у ) -; (х - lzy ) ] , 
д [ ди (х, у ) ] 

-
( ) -dy k2 (х, у) ду � Ayyu х, 1J = 

= * [ k2 (х, у + h/2) и ( х, У + � - и (х, у) -

- l�z (X, y - h/2) и (х , у ) - � (х, y - h> ] . 
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получим разностную схему (2 )  вида 

L,zu'h! = 

{ A� (h> l h> + A� lh> lh! ( h h) ( h h) Da xxU yyU = qJ т , n , т 1 n Е h•  
и lг = 'Ф (sтп ) , (тh , nh) Е Г h · . 

h 

Пользуясь формулоi'! Тейлора , можно убедиться в том ,  что 
им еется второй порядок аппроксимации .  Можно было бы дока 
зать устойчивость построенной схемы,  преодолев ая  некоторые 
дополнительные трудности ,  по сравнению с рассмотренными  н а 
ми  при  р азборе примера . 

Н а  практике, п р и  решении конкретных задач ,  обычно огра 
ничиваются обоснованиями  принципиального характера н а  мо
дельных задачах ,  тип а  проведенного выше .  Конкретные сужде
ния о погрешности получ аются , как правило, не из теоретиче
ских оценок, а из сравнения м ежду собой результатов расчетов ,  
выполненных н а  сетках с различными  значениями шага h. 

После того, как  разностн а я  краевая  задача ,  а ппроксимирую
щая дифференциальную, построен а ,  нужно еще указать н е  
слишком трудоемкий способ е е  решения .  В едь при  м алом h з а 
д а ч а  ( 2 )  есть система  скалярных уравнений очень высокого по
рядка .  В разобранном н ами  примере решение разностных урав
нений - сложная  и интересн ая  задач а ,  но мы  отложим ее рас
смотрение до §§ 35, 36. 

ЗАДАЧИ 
\ .  Доказать, что если во внутренних точi{ах области Dh функция ulhJ 

удовлетвор яет уравнению 

л ( h) l - о hu (mh, nh) - ' 
т ,  n = 1 , 2 , • • •  , М - 1 .  

Mh = l ,  

то либо ц\h) прини мает всюду н а  Dh одинаковые значения,  либо наибольшее 
и наименьшее значен ия функции ц\h ) не достигаются ни  в одной внутренней 
точке сетки Dh (у с и л е н н ы й  п р и н ц и п  м а к с и м у м а) .  2 .  Если в о всех внутренних точках области D,, выполнено условие 
Ah u\h )  ;;;;:. О, пр ичем хотя бы в одной точке нера вен ство строгое, то ц\h) н е  
достигает своего наибольшего значения н и  в одной внутренней точке. 3. Рассмотрим разностную схему Lh u\h ) = f\h) вида 

um+ 1, n + llm, n + l + um- 1 , n + 11m, n - 1 - 4umn 
h2 

,,, ( ) го> umn = '1' 1  smn на  h ' 

= ф ( mh, nh) , ( mh, nh)  Е D�, 

и - u  l , n 
h 

o, n = ф2 (nh� . n = 1 ,  . . .  , М - 1 . 



304 ЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ ЗАДАЧИ (Г Л. 1 1 

Эта разностная  схем а аппроксимирует задачу (рис.  43) 

.IJ 

д2и д2и 
дх2 + ду 2 = !р (х , у ) (х, у ) Е D, 

и (х, у ) lг ( l) = Ф 1  (s) , (х ,  у )  Е Г(/), 

�и 1 = Ф2 (s) ,  n r (2) 
а )  Доказать, что при любых rp (mh, nh) , 

Рис. 43. ФI (sm n ) , ф2 (nh) задача Lhи(h > = f(h) имеет един
ственное решение. 

б )  Доказать, что если rp (mh, nh) неотрицательно, а ф , (sm n )  и фz (nh) 
неположительны, то u(h) неположительно.  

в )  Доказать, что  при любых <р, ф ,  и Фz имеет место оценка вида 

m ax 1 итп 1 � с (max 1 fPmn 1 + max 1 Ф1 (sтп ) 1 + т а х 1 Ф2 ( nh ) 1 ), 
т, n т. n (mh, nh) Е Г \h) n 

где с - некоторая  постоянная ,  не зависящая от h. В ычиС'лить с. 

§ 35. Метод установления 

1 .  И дея метода установления .  Для вычисления решений м но
гих стационарных з адач м атем атической физики,  описывающих 
равновесные состояния ,  рассматривают последние как резуль
тат установления развивающегося во времени процесса ,  расчет 
которого ч а сто оказывается проще, чем прямой расчет равновес
ного состояния .  

Мы проиллюстрируем применение м етода установления при 
м ерам алгоритма  для вычисления решения р азностной задачи 
Дирихле 

ЛххИтп + Л ууИт,., = ер (Хт , Уп) , 
Ит,., l г = 'Ф (Sтп) ,  

т, n = l , 2 , . . . , М - l ,  } 
.а ппроксимирующей дифференциальную задачу Дирихле 

( 1 )  

д2и д2и 1 
дх� + д у� = ер (х, у) , О � х, у �  1 , � 

(2) 
и l г = 'Ф (s) . J 

Б случа е  задачи ( 1 ) ,  которым мы  будем заним аться, удается 
провести теоретический а н ализ р азличных алгоритмов установ
ления с помощью конечных рядов Фурье. Отметим сразу же, что 
для решения разностных элли птических задач ,  подобных задаче  
( l ) ,  разработаны  гораздо более эффективные итерационные ме 
тоды ; некоторые из них будут изложены в §§  36 ,  37. 

Способы точного решения з адачи ( l ) ,  выдерживающие обоб
щения  на случа й  переменных коэффициентов и областей с кри� 
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волинейной границей, н апример м етод исключения Гаусса ,  при  
сколько-нибудь больших М становятся неудобными и не  приме
няются . 

Изложим сначала наводящие соображения .  Решение и (х, у) 
задачи (2 )  можно понимать как не  зависящую от времени тем 
пературу в точке (х, у) пластинки ,  н аходящейся в тепловом р а в 
новесии .  Функции q> (х, у )  и 1\J ( s ) означают в таком случ ае  соот
ветственно распределение источников тепла и температуру н а  
границе. 

Рассмотрим вспомогательную нестационарную задачу о р а с
лространении . тепла 

д И  д2И д 2 И  } 

дt = дх� + ду2 - q> (х, у) , 
и lг = ·ф (s) , 

и (х, у , О) = 1jJ0 (х, у) ,  

(3) 

rде q> и 1\J те же,  что и в з адаче (2 ) , а 1\Jo (x, у) произвольно .  
Поскольку источники тепла q> (х, у) и температура на границе 

'Ф (s)  не з ависят от времени,  то естественно ожидать ,  что и ре· 
шение и (х, у, t ) с течением времени будет меняться все м едлен
нее ,  ра спределение температур и (х ,  у, t )  в пределе при  t -+  оо 
превраLЦается в равновесное р а спределение температур и (х, у ) , 
описываемое з адачей (2 ) . Поэтому вместо стационарной задачи 
(2 )  можно решать нестационарную з адачу ( 3 )  до  того времени 
t ,  пока  ее решение перестанет меняться в пределах  интересую
щей нас точности .  В этом и состоит идея решения стационарных 
задач методом установления. 

В соответствии с этим вместо з адачи (2) будем решать з а 
дачу (3 ) , а вместо р азностной схемы ( 1 ) для задачи ( 2 )  р а с 
смотрим и сопоставим три р азличные разностные схемы для з а 
дачи (3 ) . 

Именно ,  рассмотрим простейшую явную разностную схему 

(4) 

Рассмотрим также простейшую неявную разностную схему 

(5) 
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Наконец, исследуем схему переменных направлений ( 1 2 } 
§ 3 1 :  

и�;�1 /г = йтп l г  = 'Ф (sтп) •  

и?пп = 'Фа (хт , Уп)· 

(6) 

Будем считать ,  что 'Фа (xm, Уп )  задано так ,  чтобы на границе вы
полнялось р авенство 

(7). 
Вычисление uP+ 1 = {и::,�1 } по уже известному uP = {и::,п} д.1я 

схемы ( 4 )  осуществляется по явным формул ам .  
Вычисление uP+ 1 = {и::,� 1} п р и  уже вычисленном uP = {и::,п} 

по схеме (5) требует решения задачи 

Эта задача ничем не п роще исходной зада чи ( 1 ) . Поэтому нро
стейшую неявную схему не имеет смысла использовать дл я при
ближенного вычисления .  Н а конец, выч:исление uP+ 1 = {и::,� 1} по 
уже известным uP = {и::,п} по схеме (6 )  осуществляется прогон
ка м и  в н аправлении оси Ох для вычисления решений {йm11 }  од
номерных задач при  каждом фиксированном n, а затем прогон
ками  в н а правлении оси Оу для вычисления решений {и::,� 1 }  од
номерных задач при  каждом фиксированном т .  

Количество арифметических действий п ри этом пропорцио
н ально ч ислу неизвестных .  Для каждой из двух оставленных 
н ами  для дальней шего изучения разностных схем (4 )  и (6 ) рас
смотрим разность 

еР = иР - и  тп тп тп (8) 

м ежду сеточной функцией uP = {и::,п} и точным решением и = 

-= {umn} задачи ( 1 ) ,  существование которого доказано в § 34. 
Выясним условия, при которых погрешность в::,п решения uf:tп 

нестационарной  з адачи стремится к нулю с ростом р, а т акже 
характер этого стремления к нулю ;  выберем оптимальным об-
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разом шаг  т и оценим объем вычислительной работы, необхо
димый для уменьшения норм ы первоначальной погрешности 

в заданное число раз .  
2. Анализ явной схем ы установления . Решение {Иmn} з адачи 

( 1 ) ,  очевидно,  удовлетворяет уравнениям 

Umn - llmn Л + Л ( 't = xxUmn ytflmn - qJ Xm ,  

у.) . } 
Вычитая эти р авенства из у равнений ( 4 )  почленно, получим дл я 
nогрешности ef:tп следующую разностную задачу :  

(9) 

Заметим ,  что сеточная функция e�n при к аждом р, р = 
= О, 1 ,  . . .  , обращается в нуль  н а  границе Г. Ее можно считать 
элементом линейного простр анства функций , определенных на 
сетке (хт. Уп )  = (mlt ,  nlt ) , т , n = О, 1 , . . .  , N, и обращающихся 
в нуль в точках Г. Норму в этом простр анстве определим , как 
в § 27, р авенством 

1 / еР 1 1 = (]:n J e�n 
/ 2) '1• .  

В § 27  мы получили предста вление для решения з адачи ( 1 7 ) 
в виде конечного ряда Фурье. Эта задача только обозн ачением 
неизвестной функции отличается от разностной схемы (9 J  для 
погрешности еР = { е�п} · Поэтому 

ЕР = L (crsЛ.�s) 'Ф(r, s>, 
r, s 

( 1 0) 

где Crs - коэффициенты разложения нач альной погрешности 
в0 = {е�п} в конечный ряд Фурье ,  а числ а ').," задаются формулой 

� 
_ 

1 4т ( • 2 r:rt + . 2 s:rt ) "'rs - - "'Ji2 sщ 2М SШ 2М • ( 1 1 ) 
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Числа C�s == Crs'A�s являются коэффициентами р азложения по 
грешности еР = {e�n} в р яд Фурье по  ортанормальному ба-
зису 'Ф(r, sJ . Поэтому 

// еР /1 = 0:: 1 Crs'Л�s 12) '1•, l/ e0 / / = (L 1 Crs 12) ''•. ( 1 2) 
Отсюда видно, что 

( 1 3) 

При  этом всегда можно з адать е0 так, чтобы р авенство дасти-
о ( r '  s ' )  г ал ось .  Для этого нужно взять е = 'Ф · , г де (r' , s' )- та  пара  

номеров, при  которой 
max 1 'Лrs 1 = 1 'Лr' s ' 1 · r, s 

Таким образом , для стремления l l eP I I / I I e0 l l  к нулю при р -+  оо 
нужно, чтобы выполнялось неравенство 

max 1 'Лrs 1 < 1 .  
r, s 

Наибо.1ее быстрое убывание погрешности получится при таком 
выборе т, при котором max 1 'Лrs 1 приним ает н аименьшее возмож-r , s 
нос значеhие .  Из формулы ( 1 1 ) н аходим самую левую и самую 
правую точки 'Лтs : 

� 1 8-r 2 n 
"'л е в = - fi2 COS 2М ' 

� 1 8-r • 2 n "'прав = - fi2 SIП 2М 
(рис .  44 ) . Увеличивая т, н ачиная от т = О ,  мы вызываем сдвиг 
обеих этих точек влево. При том значении т, при котором эти 

[/ 1 
Рис. 44. 

точки будут симметричны относи
тельно точки 'Л = О, 

( 1 4) 
дальнейшее увеличение 't" нецелесо
образно .  Действительно, при таком 
увеличении правая точка  Аправ будет 

продолжать приближаться к нулю, но з ато левая ,  которая ста• 
нет больше нее по модулю max 1 'Лrs l = - Ллев . будет удаляться 
от нуля .  

При  том т ,  при котором 'Ллев = - 1 , и при  больших т погреш
ность еР вообще не будет стремиться к нулю.  

Итак, оптим альное т = h2/4 находим из условия ( 1 4) .  При 
этом 

max 1 л" 1 = 1 - 2 s in2 2� • 

'· s 
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Поэтому для уменьшения нормы первоначальной погрешности 1:Р = {е�п} в заданное число е раз требуется проделать такое
число р шагов итер ационного процесса (4 ) ,  чтобы 

Отсюда 

( l - 2 sin2 2� У < е- 1 • 

1 2М2 
р -;;;:.: - � -2- .  

ln ( 1 - 2 sin2 
2
� ) л: 

Подсчитаем число арифметических действий ,  необходимых  для 
уменьшения ошибки в е раз .  Н а  каждый переход от uP к uP+1 
требуется сМ2 арифметических действий .  Поэтому их  общее число срМ2 = О (М4 ) .  

3 . Схем а  переменных направлений. Займемся теперь иссле
дованием поведения погрешности еР = {е::Zп} для схемы ( 6 ) . 

Аналогично предыдущему убеждаемся ,  что погрешность еР· 
в этом случае удовлетворяет разностной краевой з адаче 

ётп - 8�п 
т:/2 = Ахiтп + Аууе�п• 

p+ l -Втп - втп - А - + А  p+ l 
т:/2 - х.хетп ууетп • 
8mп lг = е�п lг = О, 

e�n = 'Фа (хт, Уп) - итп ' 

( 1 5) . 

Решение задачи ( 1 5) было выписано в виде конечного ряда. 
Фурье в § 27. Как и для задачи (9 ) ,  оно имеет вид ( 1 0 ) : 

еР = L (c,sЛ.�s) 'Ф1'• 8\ 
где Ств - коэффициенты р азложени я  н ачальной погрешности 

ео = L Crs'Ф
(r, s) 

в конечный ряд Фурье, но числа Лrs• на которые умножается 
гармоника -ф(r, в )  при переходе от еР к еР+1 , теперь другие: 

( 1 - 2т:М2 sin 2 W) ( 1 - 2т:М2 sin2 -ш) 
Ars = ( л:r ) ( л:s ) ' 1 + 2т:М2 sin2 

2М 
1 + 2т:М2 sin 2  

2М 

( 1 6) . 

Как и при анализе сходимости схемы ( 4) ,  выполнено нера- 
венство ( 1 3) : 

U вP U р "jj8ii""f � {max 1 Л." 1 }  , 
r, s 
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nричем равенство достигается п р и  некотором специальном зада
нии 8а = {е�пп} · 

Из выражения ( 1 6)  для 'Лrs видно, что при любом т выпол
нено неравенство I Лrs l < 1 и ,  следовательно, имеет место стрем
ление l l e P I I  к нулю.  Далее, Лrs = Лr · Лs, где 

. nk 
1 - 2тМ2 sш2 

2М 'Лk = ------п-=k- '  
1 + 2тМ2 s in 2 -

2М
-

k = 1 , 2 , . . . , М - 1 . 

Поэтому max 1 Л,8 1 достигается при r = s = r', где r' - тот но-
'· s 

мер, при котором величина 1 Лr, 1 м аксимальна .  Очевидно, что 
функция у = ( 1 - х) 1 ( 1 + х) монотонна . Поэтому 

1 - 2тМ2 sin2 ns 
2М 'Лs = -----------

1 + 2тМ2 sin2  � 
2М 

лежит между точками 

и 

1 - 2тМ2 cos2 ....::..._ 
2М 

'Алев = --------'-
1 + 2тМ2 cos2 ....::..._ 

2М 

1 - 2тМ2 sin2 ....::..._ 
2М 'Лправ = -------

1 + 2тМ2 s in2 ....::..._ 
2М 

на вещественной прямой .  Увеличение т вызывает сдвиг точек 
Алев и 'Лпрао влево . 'Поэтому значение max 1 Л8 1 будет наимень

s 
1 шим при том т, при котором -'Алев = 'Лправ. т .  е .  при т � --./ . 2 nM В этом случае  

max 1 Л,s 1 = 1 - --./� n + О ( �2 ) • 

Для уменьшения нормы погрешности l l eP 11 в заданное число 
е раз по сравнению с первоначальным значением нормы погреш-
1/Ости l l e0 1 1  число шагов р должно быть найдено из условия ( 1 - n�'iy �е- 1 ,  откуда 

м р �  . 1- = О (М). n -v 2  
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Каждый переход от uP к uP+I требует сМ2 арифметических 
операций. Следовательно, общее число арифметических опера 
ций  для уменьшения ошибки в е раз  будет О (М3) ,  а для умень
шения в заданное число k раз будет О (М3 l n  k ) . 

Мы видим ,  что при  больших М второй из р ассмотренных 
нами  процессов установления ,  использующий схему переменных 
направлений ,  приводит k уменьшению ошибки в з аданное ч исло 
раз ценой меньших з атрат арифметических действий ,  чем м е
тод установления ,  основанный н а  использовании простейшей я в 
ной разностной схемы ( 4 ) : при  достаточно больших зн ачениях 
М ( при мелкой сетке) схема переменных н аправлений оказы
вается выгоднее. 

4. Выбор точности . Сдела ем замечание  о точности, которой 
следует добиваться, решая з адачу ( 1 )  м етодом установления 
или другим итерационным  м етодом ,  дающи м  последовательные  
приближения u 1 , u2, . . .  , uP .  Разностн ая  з адач а ( 1 )  аппроксими 
рует задачу (2 ) н а  гладком решении и (х , у) с порядком ll2 = 
= l /M2• Поэтому точное решение u<h> з адачи ( l )  отличается от 
искомой таблицы [u]h на величину порядка 1 /М2• В связи с этим 
нет смысл а  вычислять решение u<h> з адачи ( l )  с большей точ
ностью. Если считать, что нулевое приближение u0 = 'Ф о задано 
с погрешностью порядка 1 ,  то  число k ,  в которое мы  хотим 
уменьшить норму погрешности, должно быть выбрано по 
рядка М2• 

Добиваться уменьшения первоначальной погрешности более 
чем в О (М2) раз было бы нецелесообразной з атратой вычисли 
тельной работы . 

При вычислениях н а  конкретной фиксированной сетке п р а к
тически итерируют до тех пор, пока последовательные прибли 
жения uP, uP+ 1 ,  • • •  переста нут меняться в предел ах удовлетво
ряющей нас точности. 

5. Границы применимости методов. Разностн ая схем а  ( 4) и 
анализ убывания ошибки ,  проведенный н ами ,  переносятся на 
разностные схемы ,  а ппроксимирующие другие краевые  задачи 
для эллиптического уравнения с переменными коэффициентами  
в области с криволинейными  границами .  В ажно только, чтобы 
оператор Ah, аналогичный оператору -Лh = - ( Лхх + Лии) в 
схеме ( 1 ) ,  р ассматриваемый н а  сеточных функциях, удов.Тi етво
ряющих однородным граничным условиям ,  был самосопряжен
ным и чтобы его собственные значения J..l.j были одного зн а к а :  

О < J..l.min, < J..I. J < J..l.max• 
В этом случае  для а н ализа используются конечные ряды 

Фурье н е  по функциям 
.,,(r, s) = 2 s in  � s in � "' м м · 
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а по ортанормальной системе собственных функций этого само
-сопряженного оператора Ah. Факт существования  и полноты та
кой систем ы собственных функций известен , а их  конкретный 
вид нигде не используется . 

Р а зностн ая  схема  (6 ) переменных н аправлений выдерживает 
обобщение н а  случай  з адачи Дирихле с переменными коэффи
циент ами  в обла сти с криволинейной гр аницей. (Одн ако ана 
.ли з  Фурье становится невозможен . ) В случае краевых условий 

вида au + � �� lг = 'Ф прямое обобщение схемы (6 )  не приводит 

.к р а сп адению алгоритм а на одномерные прогонки .  

З АДАЧИ 

J. Написать по а н алогии с р ассмотренными схемами (4) и (6) явную и 
'Неявную схемы решения установлением задачи Дирихле 

а)  для уравнения Л апласа с переменными коэффициентами:  

д [ ди ] д [ ди ] ""(j'X k, (х, у ) ах + дjj k2 (х, у ) ду = О, О � х. у �  1 
и lг = Ф (х, у ) l г• 

б)  для квазилинейного уравнения 

д [ ди ] д [ ди ] ""(j'X k , (и ) дх + ау  k2 (и) ау = 0 , О � х. у � \ , 

и lг = Ф (х, у )  l г · 
2 .  Показать, что в методе переменных направлений для решения р аз• 

·ностной задачи Дирихле 

AxxUmn + Аууитп = IJI (xm, Уп). } 
т, n = 1 , 2, • • •  , М - 1 ;  Mh = 1 ,  � 

итп l г = Ф (х, у ) l г  J 
итерациям и  можно выбрать итерационный параметр 't' так, чтобы после пер
·вой же итерации разложение погрешности е Р  в конечный ряд Фурье не со
-держало любой н аперед заданной гармоники ф(r, •> .  

§ 36. И терации с переменным шагом 

1 .  Идея Ричардсона. Механизм сходимости простейшей схе
..ыы уст ановления ( 4 )  § 35 

( 1 ) 
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состоит, как  мы  видели ,  в погашении каждой из г армоник  'ljJ(r, •>. 
по которым  р азлагается погрешность e�n = итп - u�n нулевого 
приближения в конечный ряд Фурье .  Если 

(2) 
r, s 

то коэффициенты Фурье погрешности следующего приближения
р+ l _ "' Cp+ 1 . 1,(r, s) е - LJ rs '1' r, s 

выражаются через c�s по формулам (см . ( 1 0) , ( 1 1 ) , § 35) :  

+ 1 ( 1  ) 4м2 ( • 2 :n:r + · 2 :n:s ) C�s = - 't'J.I.rs C�s • где J.l.гs = S IП 2М S IП 2М • (3) 
При фиксированном выборе 't' не все гармоники погашаются 
одинаково быстро .  Более сильно погашаются те гармоники 'ljJ(r, •>, 
для которых множитель погашения 'Ars = 1 - 't'J.I.rs ближе к нулю.  
т. е. те, для которых J.l.rs � 1 /-r. Это наводит н а  мысль  от шага  
к шагу менять п ар аметр т, чтобы поочередно хорошо г а сились 
все гармоники 'Ф(т, •>, и в р езультате з а  несколько ша гов все гар
моники гасились бы более или м енее р авномерно .  

В этом состоит идея Ричардсона  для решения самосопряжен 
ных  линейных систем уравнений с м атрицей ,  все собственные 
значения которой и меют одинаковый зн ак .  

2. Чебышевекий набор параметров. Итерационный процесс 
Ричардсона  задается формулами  

u�"tl = u�n 
+ 

't'p+ l [Ahu�n - q> (хт , Уп)] , 
m, n = 1 , 2 , . . . , M - 1 , 

uP+ 1 1 = •1' (s ) · {и0 } задано mn г '1' mn ' тп 
(4) 

с итерационным  п ар аметром 't'p + l •  зависящим от номера  итер а 
ции. Ричардсон указал приемлемый ,  но н е  оптимальный набор
параметров {тр} . Изложим результаты об оптим альном н а боре 
итерационных п араметров {-rp} и оценке скорости убывания  
нормы погрешности l i eP I I . В силу формулы ( 3 )  очевидно, что ко 
эффициенты Фурье c�s погрешности e h  на  k-м шаге выражаются 
через коэффициенты Фурье c�s н ач альной погрешности е0 П() 
формулам  

k 
C�8 = C�8 П ( l - 't'1JJ.,8) , r, s = l ,  2 , . . .  , М - 1 .  /= 1  

Введем обозначение Qk (JJ.) , положив 
k 

Qk (JJ.) = L о - 't,t-t>· 
1- 1 \5) 
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Тогда 
Jl ek l l 2 = L 1 C�s l 2  = L 1 Qk (llrs) C�s l2 � r, s r, s 

� max 1 Q,; (1-L,s) 1 L 1 c�s 1 2 = max 1 Qk (1-L,s) l · /1 8° 112 • � s  � s  � s  
·Очевидно, что неравенство 

/ 1 8k 1 1 � max 1 Qk ( J.L,s) 1 · 1/ 8° 1 1  r, s 
при некоторых е0 становится точным р авенством .  Числа J.Lrs. за 
даваемые формулой (3 ) , разбросаны по отрезку 

а = J.Lmln � J.L � J.Lma:в: = ь , (6) 
rде 

(6') 

Мы не будем опираться на фактическое знание  чисел J.Lrs. так 
как это - случайное обстоятельство, имеющее место только для 
н ашего пример а .  Будем пользоваться лишь тем ,  что известны 
гра ницы а и Ь отрезка ( 6 ) , на котором они леж ат. Поэтому, з а 
дав /г , поставим з адачу т а кого определения итер ационных п а ·  
раметрав -r1 , -r2, . . . , 't k ,  чтобы среди всех м ногочленов Qk ( J.L)  сте
nени k, удовлетворяющих условию 

Q (О) =  1 ,  (7) 

многочлен (5 )  н а  отрезке а ::;:;;;; J.L ::;:;;;; Ь наименее уклонялся от 
нул я :  

Q� = max 1 Qk (J.L) 1 минимально .  (8) a .;;;; jl. ,.;; b 
Эта з адача  теории аппроксим ации функций решена в 1 892 году 
А. А. Марковым .  Искомый многочлен Qk (J.L )  == Tk ( J.L)  выра
жается через м ногочлен Чебышева (см . ,  н а пример ,  В .  Л .  Гонча 
ров ,  Теория интерполирован�я и приближения функций, М. ,  
1 954 )  

Tk (х) == cos k arccos х = i- [(х + ,У х2 - 1 )k + (х - ,У х2 1)k], 
наименее уклоняющийся от нуля на  отрезке - l  ::;:;;;; х ::;:;;;; 1 среди 
всех многочленов степени k, с коэффициентом единица при xk .  
Именно, если сдел ать линейное преобр азование 

Ь + а - 2J.L ( )  Х = Ь - а , 9 
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переводящее отрезок а � J.L � Ь в отрезок - 1 � х � 1 ,  а точ

ку J.L = О в точку х0 = Ь
Ь 
+ а > 1 ,  то - а  

Tk (J.L) = Tk (x) = (x + -v'X2='l)k + (x - -v'X2"=1)k • ( 1 0) Т k (хо ) ( х0 + лj х� - 1 У + ( х0 - л./ х� - 1 У 
Набор итерационных парам ет ров t't ,  t'2 , • • •  , 't'11, при ко1 uрых воз
никает м ногочлен ( 1 0 ) , определяется из условия ,  чтобы нули 
J.l.j = 1 /t'j многочлена  f11 ( J.L )  при n реобразовании (9 ) переходили 
в нули Xj многочлена Чебышева Т11 (х ) : 

2 't' - ..,--,,----;-;----.-J - Ь + а - ( Ь - а ) х1 • 

п. (2j - 1 ) 
XJ = COS 2 k , j = 1 ,  2 ,  . . . 1 

1 
� 

k. } ( 1 1 ) 

Оценим наибольшее отклонение Q; многочлена Q11 ( J.L )  == 

== T11 ( J.LJ от нуля на отрезке а � J.L � Ь. Ка к  известно из теории 
аппроксимации функций,  многочлен Чебышева Т 11 (х) принимает 
наибольшее по модулю значение на отрезке - 1  � х � 1 в k + 1 
точках , к числу которых принадлежат концы этого отрезка .  По
этому из ( 1  О) следует, что 

• Т �г ( l )  2 
Qk = 

Т �г (хо) 
= 

(хо + л./х� - 1 )k + (х0 - лjх� - 1У
. 

Далее, из (9) получаем 

х0 = : �: = : � � = 1 + 2Т) + О (Т)2) , } 
а J.lmln П- 2  

Т) = ь = J!max R� 4М2 • 

Поэтому при больших М 

х0 ± ,Ух� ·  1 = 1 ± 2 .у'Т) + О (Т)) ,  
откуда ,  с учетом ( 1 3 ) ,  следует 

Q. 2 

k = 
[1 + 2 .УТi + о ('ll )] k  + [ 1 - 2 -v'il + о ('1\ )] k 

= 
= 2 : {ek In ( 1 +2 -v'il+o (tJJ ) + ek ln ( I - 2-v'Y!+o (ТIJ )} � 
� 2 : {ekn!M + e-knfMJ. 

( 1 2) 

( 1 3) 

Считая ,  что норма  
. 
первоначальной ошибки в0 порядка еди

ницы, l l в0 l l � 1 ,  в силу замечания п. 4 § 35 о разумном порядке 
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тuчности, которого следует добиваться, решая з адачу итера
циями , н адо выбрать k из условия Q� � 

м-
2
, т. е. 

k � 2 ln М + l n  2 М � 2 l n  М +  ln 2 
л; 2 -v' fJ ( 1 4) 

Для погашения первоначальной погрешности в е раз надо 
выбрать k из условия Q� � е -

1
, т. е. 

k � 1 + l n  2 М � 1 +; 2 = О (М). 
л; 2 fJ ( 1 5) 

Выбрав  k из этого условия , можно з атем первые k шагов итера
ции п ринять з а  первый цикл итераций и riовторять весь цикл с 
тем же  набором параметров 't 1 , 't2, • . • , 'tk . Для уменьшения нор
мы погрешности в М2 раз потребуется такое число v циклов , что
бы e-v ,....., I /M2, v ,..,.., 2\n М. Общее число элементарных шагов 
:итерационного процесса за v циклов будет 

kv � ( 1 + �n 2 М) 2 ln М = О (М ln .М). 
Оно лишь в конечное число раз 

1 + l n  2 2 2 + 1n 2/( I n М) � 1 + ln 2 

превосходит число ( 1 4 )  элементарных шагов итерационного 
процесса, не использующего з ацикливание .  Т аким образом, ис
пользование цикла с k � ( 1  + ln 2)/(2 -vff]) дает упрощение без 
существенного увеличения числа итераций.  

Использовать циклы длины k < 1 / (2 -yff]) нецелесообразно. 
Н апример ,  при k = 1 процесс Ричардсона (4) превр атится в про
цесс простых итераций ( 1 ) с оптимальным выбором 't. Число 
шагов процесса для уменьшения нормы первоначальной ошибки 
1 1 e0 l l  в е раз  будет � 2M2/n2, как показано в п. 2 § 35. Это число 
в О (М) раз превышает число шагов, необходимых для этой же 
цели при выборе длины k цикла в соответствии с ( 1 5) . 

3 . Нумерация итер ационных параметров. Формулы ( 1 1 )  за
дают оптимальный н абор итерационных п араметров 't 1 , 't2, . . •  

• • . , 'tk ( при з аданном фиксированном k ) . Переставим как-либо 
члены последовательности 't1 , -r2 , • • •  , 'tk, расположив их в неко
торой очередности x<k> = (х1 , х2 , • • •  , 'Xk) .  и будем вести итера 
ции по формулам  

UP+ 1 = ИР + 't (Л И
Р ..:..._ m) } Kp+ l h 't' 1 

P+ l l •h О и - г = "'' и з адано. 
( 16) 
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При идеальной реализации алгоритма ( 1 6 )  результат фи 
нальной, k - й  итерации не зависит от выбранной очередностИ 
x<h> = (xt , х2, • • • , xh ) . Но при реальном р а счете, который ве
дется на машине с конечным числом знаков ,  этот порядок край 
не важен. От него при больших 'k резко зависит чувствитель
ность результата к ошибкам округления ,  допускаемым на про
межуточных ша гах  процесса ,  т .  е .  вычислительная  устойчивость 
алгоритм а .  Прежде чем приво- !-z;p дить приемлемые порядки x<h> = 
= (xt , х2, . . .  , xh) , заметим ,  что 
исходный алгоритм ( 4 ) , отвечаю -
щий x<h ) = ( 1 ,  2, . . .  , k ) , п ракти- !J fJ 
чески непригоден . 

Р азберемся в механизме воз-
никновения неустойчивости в 
этом случае .  Пусть начальная Р ис. 45. 
погрешность е0 имеет вид е0 = 
= L c�s'l'<r, s> , c�s � 1 ,  и ра счет ведется точно, без ошибок округ� 

лени я .  Тогда коэффициенты погрешности 1-го приближения е1 = 

= L c�s'l'(r, s) выражаются формулой 
l 

c;s = П ( 1 - т1�-t,8) С�8 • / = 1  

Проследим за · эволюцией c;s с ростом l при r = М - 1 , s = 
= М - 1 .  В этом случ ае 

l-trs = I-tм- I , M- I = !-tmax = b "...." M2 , } 
1 l f,Z = с�- 1 ,  М - 1  = п ( 1 - 'tfb) .  

см- 1 ,  м- 1  / � l  

( 1 7) 

Рассмотрим линейные функции 1 - 'tj\-t ,  j = 1 , 2, . . . , k, нули 
которых J.tj = 1 /тj определяются формулами  ( 1 1 ) .  Из  этих фор-

2j - 1 1 . k + 3 мул видно, что при � < 6 ,  или 1 < -6- , справедливо не-
ь равенство 1-tJ < 2 ,  и поэтому (рис .  45) 

1 1 - 't1b l >  1 при i < k t З . ( 1 8) 

Если k "...." 2 �Т} ...., М, а j � 1 ,  то !J.J ,_ а +  �2 , 'ffJ ""' .;;. - �2 , 
и поэтому 
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Таким образом , величина  61, определенна я  формулой ( 1 7) ,  уве
личивается сначала  примерно в М2 раз за один шаг, а потом 
медленнее. В силу ( 1 8 )  этот рост продолжается во вся ком слу
чае до тех пор, пока l :s::;;; (k + 3 )  /6, так что при 1 .-- k/6 вели
чина  ck- • . м- 1 ' а вместе с ней и l l в1 1 1 . окажется очень большой 
и тем большей, чем больше число k .  При этом порядки величин 
з н ачений приближения u1 = {и�"1} могут выйти за  пределы до
пустимых для данной м ашины  уже при умеренных k, k � М. 

Если гипотетически считать, что этого не произошло и что 
счет продолжается точно ,  то к шагу 1 = k величина . с�- • . м- • 

вновь уменьшится , так  что sk � Q�. 
Но дело в том, что даже если и не произошло переполнения 

ячеек м ашинной п ам яти при 1 .-- k/6, то неизбежные м алые от
носительные ошибки округления при  1 .-- k/6 велики по абсолют
ной величине .  Они носят случайный  х а р актер , так что в их раз
ложении в конечный ряд Фурье будут присутствовать все члены. 
в ч астности член вида 

- •• , < • . 1 ) с , ,  1 '1' ' 

причем ё 1  1 - величина  не м ал а я  по абсолютной величине. 
ПокаЖем ,  что при дальнейших шагах итерации ошибка 

ё1 , 1 '1j:1< 1 • 1 > , внесенная  на гармонику ф< 1 • 1 > в результате округления 
на шаге 1 .-- k/6, не  претерпевает существенного погашения и 
н едопустимо искажает результат. Вызванный  ею вклад ё �  1ф< • .  • > 
в приближение uk, полученное н а последнем, k-м шаге, выра
жается формулой 

ёk1 1 = [ ll ( 1 - т1 �-t 1 1)] С 1 1 = [ ll ( 1 - т1а)] с1 1 • ' f - l + l • / = i + l ' 

Но при j > ( k  
+ 

3)/6 , очевидно, 

Поэтому 

1 [ь + 
ь - а" ] ь 

? J.tt > 2 а - -2 - > 4 "' м-. 
k 

П ( 1 - т1а) ,.." ( 1 - �2 ) k- J  ..... 1 ,  
J � l + l 

так что Ц, 1 .-- с 1 , 1 , и погашения погрешности округления не 
произошло. Практическая вепригодность нумерации  параметров 
х<"> = ( 1 , 2 , . . .  , k )  показана .  

Если на  l-м шаге процесса ( 1 3}  внесена погрешность округ-
лени я с .... <r, s) 

tS 'I' r 
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то на k-м шаге она разовьется в 

[ ll ( 1 - 't'J!J.rs)] Crs'Ф(r, 81 • 
/ - 1 + 1 

3 1 9  

Поэтому целесообразно стремиться к такому выбору x<ltl = = (х 1 , х2, . . .  , х1, ) , при котором имеет место оценка 

max [ ll ( 1 - 't'J f.l.)] < А ( 1 9) 
a ,.;;JL ,.;; b / = 1 + 1 

nри умеренном значении А . 
Пусть c�s'Ф<r .  s ) - компонента погрешности F.P нулевого при -

ближения .  К l -му  шагу она разовьется в 

[п ( 1  - 't' J�rs)] C�s'IJJ(r, s) • 
/ - 1  

Если нор ма этой функции велика ,  т о  е е  округление дает зна 
чительный по а бсолютной величине вклад во все г армоники .  
Может оказ аться , что вкл ад, полученный некоторыми  гармони
к ами ,  при дальнейших итер ациях не погаш ается и сильно иска ,  
жает результат . Поэтому  естественно стремиться к такому вы
бору x<k> = (х 1 ,  х 2 ,  . . . , X�t ) , при  котором выполнено неравенство 

а�:�ь 1 д (.1 - 't'Jf.l.) 1 < В (20) 

при  умеренном значении В. 
В р аботе В. И .  Лебедева  и С . А. Финогенова , ЖВМ и МФ t t ,  

N� 2 ,  ( 1 97 1 ) , и в р аботе А. А. Самар ского [23] указаны ра злич
ные целесообразные способы нумерации п ар аметров и освещена 
история вопроса .  Приведем результаты ра боты В.  И . Лебедева  
и С .  А .  Финогенова .  В ней  предпол агается ,  что k является сте
пенью числ а  2 ,  т .  е. k = 2i, и указаны реккурентные формулы 
для построени я xU•). 

Именно, при i = 1 
x<k> = ( 1 , 2) . 

Если при  k = 2i- 1  порядок x( 2 l - l ) уже определен : 

(2 1 - 1 ) - ( ) х - x l '  х2 , • • •  , x2t - l , 
то полагаем 
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В частности, п ри  i = 2 , i = 3, i = 4 последовательно полу-

чаем 
( 1 , 4 , 2 , 3) ; ( 1 ,  8 , 4, 5 ,  2 , 7, 3, 6) ; 

( 1 , 1 6 , 8, 9, 4 , 1 3 , 5, 1 2 , 2 , 1 5 , 7 , 1 0 , 3 , 1 4 , 6 ,  1 1 ) .  
При указ анном способе ( 2 1 )  упорядочения итер ационных па

ра  метров числ а  А и В в неравенств ах ( 1 9 ) и (20) можно вы
брать независимыми от k и от l .  

Алгоритм упорядочения параметров, указанный А. А. Са
м арским ,  формулируется несколько сложнее, но при этом k не 
обяз ательно степень двойки. Число k может иметь вид k = 
= (2j + 1 ) 2 i .  Вместо ( 1 9) , ( 20) установлены другие оценки, га 
р антирующие устойчивость в некотором смысле. 

4 .  Метод Дугл аса - Рэкфорда. В схеме переменных направ 
лений (6 ) § 35 будем считать итерационный п араметр т завися · 
щим от номера ш ага ,  положив 

ilmn - u�n 1 

't'p+ l = 2 [Аххйтп + AYYU�n - q> (xт , Уп) ], 
uP+ I _ й 

1 mn mn _ [А - + А р+ 1 ( )] 't'p + l - 2 xxumn yyumn - q> Xm, Yn • 
и��1 1 г = йтп lг = 'Ф (sтп) • т, n = 1 , 2 ,  . . .  , М - 1 . 

Для погрешности e
k = uk - и получим выражение 

где 

М- 1 
8k = "" c k .1,(r, s) L.. rs 't' ' 

r, s = l  

1 - 21'М2 s in 2 ni 
2М A.i (т) == . , 

1 + 2't'M2 sin2 � 
2М 

i = 1 , 2 , . . .  , k . 

При заданном k оптим альным является такой выбор чисел Т1 , т2 , . . . , t'k , при котором величина 

max 1 ll Л, (т/) "-s (т/) 1 
r. s / = 1 

приним ает наименьшее значение. Если не пользоваться точным 
знанием чисел Лт (т ) и Лs (т) ,  а лишь границами ,  где они лежат, 
возникает задача чебышевекого типа для произведения дробио
линейных функций, подобная рассмотренной в п .  2 для много
членов. 

Постановка этой з адачи ,  как впрочем и предложение исполь
зов ать для решения у равнения Пуассона процесс установления 
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со схемой перемеш-1ых н аправлений ,  принадлежит Дугласу, Пис
ману и Рэкфорду. В работе Дугласа  и Рэкфорда 1 956 года ,  ко
торую мы здесь изложим , было дано приближенное решение 
этой задачи .  При их выборе итерационных п ар аметров число 
шагов итерационного процесса ,  нужное для уменьшения ошибки 
в е раз ,  есть О ( l п  М) , а число арифметических действий  есть 
О (М2 1 п М ) .  

Покажем,  что, задав произвольно положительное q, q < 1 , 
можно так выбрать итерационные п араметры т , ,  Т2 , • • •  , Tk 
в количестве k = О ( l n  М ) , чтобы выполнялись неравенства 

1 [Л., (т , )  Л.s (т, )] [Л., (т2) Л.s ('t'2)] • • •  [Л., ('t'k) Л.s (тk)] 1 < q, (22) 
r, s = 1 , 2, . . .  , М - 1 . 

Тогда l l ek l l  :::;;;; q l l e0 1 1 .  Если  производить первые k итераций с 
итерацион ными параметрами  't' I , т2 , . . . , Tk ,  з атем следующие k 
итераций ,  снова используя т, ,  т2 , • • • , Tk , то для уменьшения нор
мы погрешности в е раз потребуется ,  очевидно, некоторое н е  з а 
висящее от М число таких циклов ,  содержащих по k = О ( lц  М) 
.итераций каждый .  

Обоснуем р авенство ( 22 )  и при  этом объясним ,  к а к  можно 
выбрать п араметры т, ,  't'2 , . . .  , Tk ·  Очевидно, что 

I Л. i (т) l -< 1 , i = 1 , 2 , . . . , М - 1 , 't' > O. 
Поэтому для выполнения при любых r, s = 1 ,  2 , . . . , М - 1 не-
равенства (22 )  достаточно, чтобы при любом i = 1 ,  2 ,  . . .  , М- 1 
хотя бы один из k сомножителей Л.; (тр ) , р = 1 ,  2 ,  . . .  , k, удо-
влетворял неравенству 

1 - 2трМ2 sin2...!!:!.... 
_____ 2_М.,...-_ � --/  q. 
1 + 2-r рМ2 sin2 2

� (23) 

2м2 • 2 n.i • 1 2 Все числа sш 2м , t = , , . . .  , М - 1 , принадлежат 
отрезку 

(24) 
Итак, для выполнения (22 )  достаточно ввиду (23) , чтобы 

для каждого значения 1.1. из отрезка  (24 )  хотя бы при одном 't', 
t = т, ,  т2 • . . .  , Tk, выполнялись неравенства 

- г  1 - 'rpJ.L - ;-- 'V q < 1 + TpJ.L < 'V q, 

и тем более достаточно, чтобы выполнялись нера венств а 

- -v' q � 1 - 't'p!J. � --/(/. 
1 1  С, 1\ .  Году 11ов,  В , С. Рябенький 
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Для этого нужно, чтобы для каждого f.t из  отрезка (24 )  при  

некотором 't'p ,  р = 1 , 2, . . . , k ,  выполнялись нера венства 

1 - -v q � 't'pf.t � 1 + -v q. 

Зададим f.t p  и Тр соответственно формулами  

• - ( 1 + ,Yq )р-1 
f.tp - 1 - ,Yq а, 

1 - .Yl/ 't'p = ' fJ.p 

р = l , 2 , • • .  ' k, 

p = l , 2 , . . .  , k . 

(25) 

(26) 

Тогда при  возрастании f.t от f.tp до f.t p + i  число T pf.t  пробегает 
отрезок (25 ) . 

Оченидно, что, выбрав /� из условия �t!t � Ь ,  т. е .  :;;;. А l n  t + 1 , А ( 2 ln М + ln :, ) + 1 , } 

l n 
1 + Vq 
1 - ,Yq 

(27) 

мы и получим по формуле (26)  интересующую нас  последова-
тельность т, , т2 , .

.
. , T/t ·  

ЗАДАЧИ 

1. Можно ли выбр ать итер ационные пар аметры -r,, -r2,  • . •  , -rл так, чтобы 
за конечное число ш агов итер ационноrо nроцесса ( 4) получилось точное ре
шение р азностной задачи Дир ихле? 

Сколько для этого н адо сделать итер аций? Выдерживает ди такой nрием 
решения обобщение н а  случай, когда точные значения собственных чисел f! "  
неизвестны? 2. Объяснить механизм вычислительной неустойчивости, р азвивающеl!ся 
при р асчете no  фор мулам ( 1 6) nри 

%(k) = (k .  k - 1 , k - 2,  . . .  , 2 , 1 )  

и больших значениях k и М. 
Какие гармоники 'lj:l(r , •> будут nреобладать в ряде Ф урье для nогрешно

сти в h ,  полученной в результате расчета nри x ( h )  = (k, k - 1 ,  . . .  , 1 )  с ошнб ·  
ка  ми  округ лен и я? 3. Пусть А - самосоnр яжен ный оnератор, собственные значения которого 
лежат на отрезке О < f! m t n  < �t  < f! m a x - Какому условию должно удовлетво· 
р ять число обусловленности 11 = f!m t n /�tm a x ,  чтобы для решения уравнения 
Ах = <р сходился и был вычислительна устойчив процесс Ричардсона 

xP+ I = хР - 't"p+ t (АхР - <р) 

при  произвольнам выборе -r; = 1 /f-1.; ,  fJ.m l n  < f-1.! < fJ. m a x,  i = 1 , 2, . .
. 

, k, 
k произвольно? 

4. Почему nри исnользовании схемы Дуг ласа - Рэкфорда очередноrть 
использования параметров т , ,  т , ,  . .  , тл не влияет существенным обj) азом на вы'lислительную устойчивость итерациошюго npouecca? 
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5. Считая ,  что затраты машинного времени на один ш аг итерационного 
процесса Дугласа - Рэкфорда в двадцать раз больше, чем на один шаг 
процесса Ричардсона ,  прикинуть по формулам ( 1 5) и (27) , при каких М 
преимущества метода Дугласа - Рэкфорда н ачинают проявляться. 

§ 37. Метод Федоренко 

В работе Р .  П .  Федоренко, ЖВМ и МФ 1 , N2 5 ( 1 96 1 ) , пред
ложен метод итерационного решения разностных эллиптических 
задач, названный им рел а ксационным .  Для уменьшения  нормы  
первоначальной погреuJности в е р а з  этот м етод требует всего 
сМ2 арифметических действий ,  где М - число  шагов сетки по 
одному н аправлению, а с - некоторая  постоянная ,  не  завися 
щая от М.  Напомним ,  что н аиболее быстросходящийся среди 
ра ссмотренных выше (и  вообще всех других известных )  м ето
дов - метод Дугласа - Рэкфорда - требует для той же цели 
О ( ( ln  М) М2) арифметических действий .  

Гранииы применимости м етода Федоренко почти такие же ,  
как  у простейшего метода установления .  Дополнительным огра 
ничением я вляется требование «плавности», «гл адкости» пер
вых собственных функиий ,  которое для эллиптических задач 
обычно выпо.'lнено .  

В простых примерах экономия  м ашинного времени по срав
нению с лучшими в смысле скорости сходимости другими  ите
рационными методами  убедительно подтверждается уже при 
М � 50 . Надо иметь в виду, что  логика организации расчета 
релаксаuионным методом существенно сложнее, как мы увидим ,  
чем логика расчета ,  скажем,  по схеме  Ричардсона .  Поэтому  м а 
шинное время существенно з ависит о т  качества прогр аммы .  

Простейшая оценка скорости сходимости (для  разностной 
аппроксимации уравнения Пуассона в квадратной области н а  
квадратной сетке п р и  заданных зн ачениях решения н а  границе)  
была получен а Р .  П .  Федоренко ,  ЖВМ и МФ 4 ,  N2 3 ( 1 964) .  

В р аботе Н .  С .  Б а хвалова ,  ЖВМ и МФ 6, N2 5 ( 1 966) ,  и ссле
дована  сходимость м етода Федоренко и был получен тот же ре
зультат для разностного а н алога первой краевой з адачи в пря 
моугольнике для общего эллиптического уравнения с гл адкими 
коэффициентами  

д 2и д2и д 2 и ди д и а1 1 ах2 + 2ai 2 дх ду + а22 ду2 + а1 дХ + � ау + au = fo · 

Наконец, Г .  П .  Астр
-
аханцев, ЖВМ и МФ t 1 ,  N2 2 ( 1 97 1 ) ,  полу

чил а налогичный результат для разностной аппроксимации 
третьей краевой задачи для самосопряженного эллиптического 
уравнения в п роизвольной двумерной обла сти с гладкой гр а 
ницей .  

1 1 * 
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Обоснования довольно громоздки, поэтому мы огр аничимся 
t<ачественным описанием идеи м етода и самого алгоритма Федо
ренко, отсылая за доказательствами  к оригинальным работам и 
обзорной статье Р .  П .  Федоренко ,  УМН 28 , в. 2 ( 1 973) . 

1 .  Идея метода. При решении итерациями  задачи 

Ahиmn - q> (хт. Уп) = О, т, n = 1 , 2, . . •  , М - 1 , } 
итп l г = ф (sтп ) ( 1 )  

б у д е м  отправляться от п ростейшего процесса установления ( 4 )  § 35 
и�� � = и�п + 't (Ahи�n - q> (хт, Уп)). т, n = 1 , 2, • • , ,  М - 1 , } 

и�� � �г = ф (sтп)• {и�пп} з адано, · 
(2) 

который в целом сходится очень медленно,  но неравномер но  на различных 
гармониках .  Погрешность еР = u P - и в соответств ии  с ( L O) § 35 записы
в ается в в иде конечного ряда Ф урье 

М - 1 

вР = L [A.,s (-t)] P  cisФ(r, s>, (3) 
r. s = l 

где cis - коэффициенты ра зложения погреш ности в0 = и0 - и нулевого при-

ближения,  A.rs = 1 - 4тМ2 ( s in2  :� + s in 2 � ) • Ч нсла A.rs лежат н а  от

резке ,_лев � Л � Лправ .  где 

Положим 

Ллев = Лм - 1 .  М - 1 ""' 1 - 8тМ2 , 

"'прав = "' 1 , 1 ""' 1 - 2:n:2т . 
3 

т = I 6M2 • (4) 
Если п р и  этом условии хотя бы одно из чисел r илн s больше, чем М/2, то 

1 Ars 1 < 0,6. (5) 
П оэтому вклад высокочастотн ых гармон�iк ф<r , • > , r > М/2 нлн s > М/2 в 
nогрешность (3)  за один шаг  ятерационного пр оцесса уменьш ается почти 
вдвое и вскоре становится малым. После нескольких нтер ацнii по  ф ор м уле ( 2 ) 
nогрешность е Р  будет существенно содержать только гладкую компоненту 
( гармоники ф<• ·  • > , г < М/2, s < М/2) ,  потому что ннзкочастотные гармони
к и  ф<r , • >  умножаются на числа 1," ,  которые ближе к единице.  Очень медленно 
гасится вклад первой гармоники ф< 1 • 1 > :  при сделанном выборе т 

3:n:2 
A I ,  1 = 1 - 8Л.f2 ( ""' 1 ) .  (6) 

Обозначим полученное в процессе итераций (2 )  приближение иР через и, 
а погрешность е Р  = и Р - и = и - и через v. Если бы мы знали погреш
ность v, то н ашли бы искомое реше11ие и = и - v. Однако относительно v 
мы знаем только, что оно удовлетвор яет уравнению 

(7) 
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где s - известная сеточная функция - это невязка, возникающая при под
становке иР == и в уравнение ( 1 ) :  

s = Аhир - <р = АhиР - Аhи = Ah (иР - и) = Ahu. 
Задача (7) для определения поправки u проще исходной задачи ( 1 )' 

.лишь в том отношении,  что относительно u заранее известно, что это гладкая 
сеточная функция. Поэтому для определения u вместо задачи (7) .можно 
приближенно р ассматривать такую же задачу н а  вдвое более крупной сетке, 
которая (при четном М) является подсеткой исходной сетк и:  

A2hu• = 6* .  u* l г• = О. 

Звездочкой мы обозначили велиЧины на укрупненной сетке. 
шаем итерациями по формулам 

( • )р+ 1 ( • )Р • [А ( • )Р • ] flmn = flmn + 't' 2h flmn - Smn • 

т, n = 1 ,  2, • •  " м· - 1 '  

( • )p+ l l - о flmn Г* -

( ! *) 

З адачу ( 1 *)  ре-

l 
t (2*) 

J 
приняв за нулевое приближение (о:п)0 == О. Здесь М " = М/2, 't'* = 

3 
= Т6 (М*)2 = 4't'. 

Каждый шаг итераций (2* )  вчетверо менее трудоемок, чем шаг итера
ций (2 ) , потому что р асчетных точек вчетверо меньше.  Кроме того, благо
даря 't'* == 41' быстрее происходит погашение самой медленно убывающей 
компоненты ошибки. В соответствии с (6) 

• 3л;2 3л;2 Л ! ,  1 == 1 - 8 (М*)2 = 1 - 4 8М2 < Л ! , i '  

и для погашения в клада 'ljJ(I , I J в е р аз нужно вчетверо меньше итер аций. 
Результат итераций по формуле (2* )  обозначим V*. Проинтерполируем V* 
на исходную сетку (линейно) . Гладкие компоненты будут получены почти 
пр авильно. Возникающая при интерполяции погрешность будет относительно 
интерполируемой гладкой функции мала , но ее фурье-р азложение будет 
содержать все гармоники (погрешность интерполяции негпадкая из-з а  изло
мов в узлах и нтерполяции) . Кроме того, негпадкая компонента V*,  не имею
щая  отношения к искомой поправке, при  интерполяции тоже дает случайный 
вклад в нег  ладкую составляющую полученной при  интерполяции функции V. 
Итак, гладкая компонента разности и - V близка к г ладкой компоненте 
искомого решения и == и - v ,  но нег ладкая компонента не очень мала и но
сит случайный ха р актер. 

Поэтому следует проделать еще несколько ш агов исходного итерацион
ного процесса (2) , приняв и - V за  начальное приближение. Это быстро по
гасит привнесенную при интерполяции нег ладкую составляющую погрешности , 
котор ую итерации (2 )  гасят почти вдвое за один ш аг. 2. Описание алгоритма. Ускорение сходимости, достигнутое за  счет ис
лоль:;ования укрупненной сетки и итерационпого ироцесса (2* ) ,  может ока
заться недостаточным.  При  большом М ( мелкой сетке) задача ( 1 *)  н а  укруп
ненной сетке все еще трудоемка.  Поэтому при ее решении в свою очередь 
целесообразно проделать еще одно укрупнение сетки вдвое, при решении 
задачи н а  вчетверо укрупненной сетке снова использовать процесс удвоения 
сетки и увеличения 't' и т. д .  В экспериментах Р. П.  Ф едоренко сетка укруп
няется не вдвое, а втрое. При М � 1 00 оказывается достаточным двух укруп 
нений .  Будем считать для простоты, что М ==  2", т. с. М является некотороit 
.степенью двойки. 
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На исходной сетке делаем несколько ш агов итераций (2) , чтобы «ВЫ
гладить» п огрешность. Погрешность нам  неизвестна ,  п оэтому м ожно следить. 
за этим по невязке LihuP - <р, которая тоже выглаживается. Результат вы
числений и = и �' запоминаем . З атем для поправки v рассматриваем задачу на укрупненной сетке, делаем несколько итераций (2* ) ,  чтобы выгладить 
«поправку к поправке» и результат 17* запоминаем (он занимает вчетверо 
меньше места в памяти,  чем и) . Для вычисления поправки к 17* рассматри
ваем задачу на еще вдвое укрупненной сетке, делаем несколько итераций с 
ш агом "t** = 4't* = l б't и запоминаем результат 17** . Этот процесс вычисле
ния попр авок к поправкам на вдвое укрупненных сетках продолж аем k раз. 
пока не дойдем до самой крупной сетки и поправки 17(�*> .  

З атем начинаем в озвращение на  мелкую сетку. Сн ачала с самой круп
ной сетки и нтерполируем полученную там последнюю поправку ti'(�*> на сетку 
вдвое более мелкую, вносил эту проинтерполированную поправку в tiJ(( k- 1 >* > и 
делаем несколько итераций,  чтобы погасить привнесенную при интерполяции 
ошибку.  Результат этих итераций интерполируем на еще вдвое более мелкую 
сетку, уточняем с его помощью хранящуюся для этой сетки поправку 17(( �-2>*>, 
делаем несколько итераций и производим следующую интерполяцию. На 
предпоследнем шаге после внесения в V* поправки и итераций получим по
поправку V*, которую и нтерполируем н а исходную сетку. Проделав нескольк() 
итераций (2) над и - V, получим  результат. 



С Л А В А  1 2  

П О Н Я Т И Е  О ВА Р ИА Ц И О Н Н О- РАЗ Н О СТ Н ЬI Х  
И П РО Е К Ц И О Н Н О- РАЗ Н О СТ Н ЬI Х СХ ЕМАХ 

В этой гл аве мы изложим способ построен и я  р азностных 
схем, основанный н а  использовании той или иной в а риацион
ной или проекционной постановки краевой задачи, решение ко
торой требуется численно н айти . Этот способ, называемый ино
гда методом конечных элементов, позволяет строить пригодные 
р азностные схемы н а  нерегулярных сетках ,  а также при м ень 
ших предположениях о гладкости искомого решения и коэффи
циентов уравнения .  Благодаря появляющейся свободе в вы
боре сеток узлы можно располагать гуще в тех ч астях области 
определения искомого решения , где решение ведет себя более 
сложно или г де нас интересуют более мелкие детали его пове
дения. 

Возможность целесообразно ра сполагать узлы позволяет до
стигать требуемой точности при м еньшем числе узлов сетки. 

Метод конечных элементов можно интерпретировать как 
{)Дну из возможных конкретизациИ классических в ариационных 
методов решения  краевых з адач . Поэтому мы  сначала ( § 38) 
расскажем о классических вариационном и проекционном мето
дах, а з атем (§ 39) о вариационно -р а зностных схемах .  

§ 38 . Вариационные и проекционные методы 

1 .  Вари<�;ционная постановка краевых задач. Многие диффе
·ренциальные краевые задачи м атемитической физики допускают 
естественные вариационные постановки. 

Мы огр аничимся рассмотрением двух простых примеров та 
ких задач и их вариационных постановок, иллюстрируюЩих, 
одн ако, суть дела .  В этих примерах речь пойдет о р азличных 
кр аевых задачах для уравнения Пуассона в пекоторой ограни
ченной обл асти D плоскости х, у с кусачно-гл адкой границей Г. 

Обозначим через W линейное пространство всех непрерыв 
лых  в области D и на ее  границе Г функций, обладающих также 
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ограниченными  производными  первого порядка, которые могут 
иметь р а зрывы лишь н а  конечном множестве прямых (для 
к аждой функции w (х, у) - своих ) .  Введем в линейном про
странстве W норму, положив для каждой функции w Е W 

11 w llw = [ �� w'! dx d у + �j [ ( �: ) � + ( �; ) 2] dx d у т· . ( 1 } 

Поnолнение nространства W nриводит к полному простр анству W� 
С. Л. Соболева. 

Переходим к р а ссмотрению примеров .  
П р  и м е р  1 .  Рассмотрим  первую краевую задачу (з адачу 

Дирихле) 
д2u д2u 
дх2 + дуz = f (х, у) , 

и lг = cp (s) , 

(х, y) E D, } (А) 

где s - длина дуги вдоль границы Г области D, а f (x, y) ·, ср (s ) 
заданные функции, удовлетворяющие всем условиям того, что
бы р ешение и (х, у) з адачи (А) имело непрерывные вторые про
изводные  всюду в области  D и на ее границе Г. 

Т е о р е м  а 1 .  Среди всех функций w Е W, удовлетворяю
щих граничному условию 

w lг = ер  (s) , (2) 

решение и (х, у) задачи (А )  придает выражению (функционалу ) 

1 (w) = � � [( �: Y + ( �� У  + 2fw] dx dy (3) 
D 

наименьшее численное значение. 
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть w (x, y) E W, w Jг = ср (s ) , - не-

которая  фиксированная  функция. Введем обозначение s (x, y) == 
== w (x , y ) - и (х, у ) , так  что 

w (х, у) = и (х, у) + s (х, у) . 
Поскольку и (х, у )  имеет непрерывные вторые производные, а 
w (x, y) E W, то т акже s (x, y) E W, причем s l г = O. Докажем 
р авенство 

1 (w) = 1 (и + Ю = 1 (и) + � � [( �; У+  ( ;: У] dx dy, (4) 
D 

из которого следует справедливость теоремы,  поскольку в слу
ч а е w (х, у )  =1= и (х, у) функция s (х, у )  не обращается тождест
венно в нуль, т а к  что второе слагаемое в правой ч а сти формулы 
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( 4) строго положительно,  и 1 ( w) > 1 ( и ) . Очевидно, 

1 (и + s) == и [ ( �: + �� у + ( �; + :: ) 2 + 2f (и + 6)] dx d у = . D 
= l (u) + И [( �; У + ( ;; YJ dx dy + 

D 

+ 2 r r с�� + � щ + f!: ) dx d . J J дх дх ду ду " ц 
D 

Остается проверить, что третье слагаемое в правой части 
щается в нуль. Действительно, из очевидных тождеств 
iJu д\; ди д5 _ д ( ди ) д ( ди ) ах- ах- + ду дУ = дХ 6 -ах + 'dY 6 -ау- -

следует 
( a�u (J2u ) д ( ди ) д ( ди ) f - 6 cJx2 + cJy2 = дХ 6 дХ + 7fi 6 ду - 6 

( \ с� дs + � �  + ts) dx dt = J J дх дх д у д у у 
D 

обра-

(5) 

= � � [ :х ( 6 �� ) + д� ( 6 �� ) ] dx dy = � 6 ;� ds = О, (6) 
D Г 

ди " 
где дп - производная по  внутреннеи нормали .  

В предпоследнем переходе в цепочке равенств (6 ) м ы  вос
пользовались теоремой из векторного ан ализа , в силу которой 
интеграл от дивергенции векторного поля по области р а вен по 
току этого векторного поля через границу обла�ти. В данном 

случае этот поток � 6 �� ds обращается в нуль, т ак  к а к  6 1 г = 
г 

= О. Теорема доказана .  _ 

Таким обр азом, задача (А)  допускает следующую вариа 
ционную постановку:  среди всех функций класса W ,  удовлетво
ряющих условию ( 2 ) , найти ту, которая придает наименьшее 
значен.11е функционалу 1 (w ) , определенному формулой (3 ) . 

П р  и м е р  2 .  Рассмотрим третью краевую задачу 
д2v д2v 
дх2 + iJy2 = f (х, у) , 

�� + а (s) v lг = ср (s) , 
(х, у) Е D, } 

(В) 

где f (x, у) , cp (s) и a (s) � a0 > О - заданные фунции, а �� - произ
водная в направлении  внутренней нормали.  
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Т е о р е м а 2 .  Среди всех функций w Е W решение v зада

чи ( В ) придает функционалу 

J (w) = И [( д;f-У +  ( �; У + 2fw] dx dy + D 
+ � [a (s) w� - 2ep (s) w] ds (7) 

г 
наименьшее значение. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Пусть w Е W - какая -нибудь фикси
рова н н ая функция .  Обозначим  

'1'} (х, у) =  w (х, у) - v (х, у) . 
Докажем р авенство 
J (w) = J (v + ч ) = l (v) + 

+ 0) [( �; У +  ( �; YJ dx dy + ) а (s) '1'} ?  ds} , (8)' 

из которого следует, что в случае  w Ф v, т. е. 11 Ф О выполнено· 
нер авенство J (w ) > J ( v ) , справедливость которого утверждает
ся в теореме. 

Очевидно, 
J (w) � J (v + ч) = 

= И [( g: + �; У + ( �; + �; Y + 2f (v + ТJ)] dx dy + 
D 

+ � [а (s) (v + ч)2 - 2ер (s) (v + ч)] ds = 

г 

= l (v) + {�� [( �; У +  ( �� YJ dx dy + ) a (s) ТJ " ds} + 

+ 2 {�� [ �� �; + �; �; + fч] dx dy + } [a (s) v - ep (s)] ТJ ds} - (9} 

Остается показать, что выр ажение, стоящее в правой части (9) 
во вторых фигурных скобках ,  обращается в нуль. Действитель
но, преобразовывая двойной интеграл в этом выр ажении а н ало
гично ( 6 ) ' получим 

� � [ ��  �; + �� �� + fч] dx dy + � [a (s) v - ep (s)] ч ds = 
D Г 

= � �� · '1'} ds + � [а (s) v - ер (s)] 11 ds = � f1 [ �� + av - ер] ds = о. 
1 "  г г 

дv поскольку """'(jf! + av lг = ер. Теорема доказ а н а .  
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Таким образом,  третья краевая  зада ч а  для уравнения Пуас
сон а ( В )  допускает следующую вариаuионную постановку: сре 
д и  всех функций w Е W найти ту, которая придает наименьшее 
значение функционалу J ( w ) , введенному равенством ( 7 ) .  

Обратим внимание  н а  то , что р азличие в вари аuионных по
становках краевых задач (А) и ( В )  н е  исчерпывается р азли
чием в функuион алах  / (w) и ! (w ) .  При минимиз аuии функциа
нала J (w) допустимыми считаются все функции w Е W, а при 
минимизации функцианала  / (w ) - лишь те функции w Е W, ко 
-горые удовлетворяют кра евому условию w 1 г = <р (s) задачи (А ) . 

Это р азличие дало повод н азывать кр аевое условие з адачи 
(В)  естественным, поскольку при вариационной постановке 
оно  не н а кл адывает никаких огр аничений на допу,ст имые 
.функции .  

2 . Сходимость минимизирующих последовательностей. Точ
ным решением задачи (А ) , как мы видели, является та функ
ция w (x, у) = и (х, у ) , которая придает н а именьшее зн ачение 
функционалу 1 (w) среди всех допустимых функций ,  т . е. функ
ций w Е W, удовлетворяющих условию w l г = <p (s ) . 

Численное решение вари ационной задачи об отыскании .u (x, y )  состоит в построении такой функции w Е W, w l г  = <p (s ) , 
которая придает функционалу 1 (w ) хотя и не н аименьшее зн а 
чение 1 (и ) ,  но «близкое» к н аименьшему. Точнее, для  вычисJiе 
ния должен быть указан способ построения членов т акой после
довательности допустимых функций WN (x, у ) Е W, WN I г = <p (s ) , 
для которой 

l im 1 (wN) = 1 (и) . 
N -+ oo  

Такая последовательность допустимых функций н азывается ми
нимu::J ирующей. Выбирая  член WN (х, у) минимизирующей после
довательности с достаточно большим номером N, можно добить
ся того, чтобы / (wN) отличалось от / ( и ) сколь угодно м ало. 

Совершенно а налогично для вариационной постановки за 
дачи ( В ) минимизирующей последовательностью допустимых 
фун кций будет всякая последов ательность WN (х ,  у) Е W, для ко
-горой 

l im J (wN) = J (v) . N -+ oo  
Способы построения минимизирующих последовательностей для 
вариационных задач ( м етод Ритца и вариационно-разностные 
схемы)  будут указаны в этой главе ниже. 

Здесь мы докажем только, что минимизирующие последова 
тельности сходятся квадр атически в среднем вместе с первым 1r 
производными к решениям и и v соответствующих вариацион
ных задач ,  так  что их члены можно считать приближениями к 
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р ешениям .  И менно ,  будут доказаны следующие два предло
жения . 

Т е о р е м а  3. Пусть W E  W, w l г = <p (s) . Тогда 
1 1 w - и l/� � а [/ (w) - 1  (и)] , ( 1 0), 

где а. - некоторая постоянная, полностью определяеАtая формой 
области D и не зависящая от функции w. 

Т е о р е м а 4 .  Пусть w - произвольпая функция из W. 
Тогда 

1/ w - v 1 1� � � [! (w) - J (v)] , ( 1 1 ) 
где постоянная � > О зависит только от формы области D и от 
числа miп a (s ) = а0 > О, но не от функции w. 

Из не  равенств ( 1 О ) и ( 1 1 ) , очевидно, следует сходимость 
!! соответствующих вариаци

онным постановкам крае .. u В Ы Х з адач (А) И ( В )  M И H II · 

c l--�----

мизирующих последователь
ностей к и и v соответствен
но ,  поскольку при з амене � 
членом WN соответствую
щей минимизирующей по
следовательности правые ,  а 
зн ачит,  и левые ч а сти нера-

--+-..,......1--------7--- венств ( 1 0 ) и ( 1 1 ) при N-+oo 
Ь .:z: стремятся к нулю. и 

Рис. 46. 
L{оказательство теорем 3 

и 4 ·  основано н а  следующей 
лемме .  

Л е м м а .  Пусть функция 'fJ (х, у ) Е W и a (s ) ;;;;:: а 0  > О. Тогда 
справедливо следующее неравенство :  

Н тf dx dy � � {H [( �� У + ( �; Y] dxdy + � a (s) rJ2 ds} · ( 1 2) 
D D Г 

Здесь � - н екоторая постоя н н ая ,  котор ая полностью опреде
ля ется обл а стью D и числом ао и не зависит от функции 
'I'J (x, y ) E W. 

Доказательство неравенства ( 1 2) проведем при дополнительном предпо
ложении ,  что каждая прямая у = coпst пересекает границу Г области D н е  
более чем в двух точках.  Это предположение не  вызвано существом дела,  Н() 
благодаря ему доказательство становится коротким.  

П усть х, у - точка в н утри области D (рис .  46) . Тогда 
."<: 

'IJ (х , у) =  'IJ (х ' .  у) + � дТ] 1tt у ) dt. ( 1 3� 

х' 
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Возведем обе части неравенства ( 1 3) в квадрат и воспользуемся очевид

ным неравенством 2АВ � AZ + 82, справедливым для любых двух чfiсел А 
11 В :  

( 1 4) 

Воспользуемся неравепством Буняковекого 

х" 

� ( Ь - а ) ( ( дТJ (х , у ) )2 dxo ( 1 5) """' ) iJ x  
х '  

Из ( 1 4) 11 ( 1 5) получим 

х " 

712 (х ,  у ) � 2 [ '12 (х' , у) + ( Ь - а ) )
, 
( дТJ �:· у) у dx] . ( 1 6) 

Проинтегрируем обе части ( 1 6) по х в пределах от х = х' = х' (у) до х === = х " = х " (у ) , воспользов авшись тем, что правая часть от х не зависит: 

� о � 1 7]2 (х , у) dx � 2 (х" - х ' ) [ '12 (х' , у) + ( Ь - а ) ), ( дf) �; у) у dx] � 

х" 

� 2 ( Ь - а) [ 7)2 (х' ,  у) + (Ь - а ) }, ( дТJ �� у) У dx] . ( 1 7) 

Проинтегрируем теперь обе ч асти нера венства ( 1 7) по у в пределах от 
у = с до y = do Получим 

d � � 712 dx dy � 2 (Ь - а ) [ � 7)2 (х ' , у) dy + (Ь - а) И ( �� У  dx dy ] о ( 1 8) 
D с D 

0Чf'ВИДИО, ЧТО 
d � '112 (х' , у) dy � � '112 (s) ds � �о � а (s) '112 ds; ( 1 9) 

с г г 
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Из ( 1 8), ( 1 9) и (20)  следует 

И '1)2 dx dy �  

D 
� 2 (Ь - а) [ �о � 111)2 ds + ( Ь - а) � � [ ( �� У + ( �; YJ dx dy} � 

Г D 
� 2 ( Ь - а) max [ �о , Ь - а] . 

{�� [( �� У +  ( �; YJ dx dy + � a (s ) 1)2 ds} , 

r. е, неравенство ( 1 2) ,  причем за постоянную � можно принять ч исло � = 
= 2 ( Ь - а )  max [ :о , Ь - а] . 

С л е д с т в и е. Пусть s (x , y) E W и s l г = 0 . Тогда справед
ливо следующее неравенство Фридрихса : 

� �  s2 dx dy � a.  � Не ;� у+ с ;;  YJ dx dy . (2 1 )  
D D 

где ii = 2 (Ь - а ) 2 . 
Д о к а з  а т е л ь с т в о. Положим а (s )  = а0 = -Ь-

1
- .  Для функций 

- а  
s (х, у) """' Т] (х, у) Е W, удовлетворяющих дополнительному услови ю 6 1 г=ТJ 1г= 
= 0, неравенство ( 1 2) примет вид (2 1 ) ;  где ii = �  = 2 ( Ь - а) 2 • 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е  м ы 3. Для всякой функции 
w Е W, w l г = q> (s) ,  функция s = w - и удовлетворяет усло
в ия м  следствия из леммы ,  а потому и нер авенству ( 2 1 ) .  Если 
учесть р авенство ( 4 )  

И [( ;� У + ( ;; YJ dx dy = l (w) - / (и) , (4') 
n 

то (2 1 )  можно з а писать в форме 

� � (w - и)� dx dy � ii [ /  (w) - 1 (и)] . (2 1 ') 
D 

Прибавляя к неравенству ( 2 1  ' )  р а венство ( 4 ' ) , получим нера
венство ( 1 0 ) , в котором сх. = ii + 1 .  Теор ема  3 доказана .  

Д о к а з  а т е л ь  с т в о т е о р е м  ы 4.  Для всякой функции 
w Е W функция 'У\ = w - v удовлетворяет условию леммы,  а 
значит, и нера венству ( 1 2 ) . Если учесть равенство (8 )  

И [( ;� У + ( �; YJ dx dy + � a (s) 'Y\ 2 ds = l (w) - J (v) , (8') 
D Г 
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то ( 1 2 )  можно за писать в форме 

� � (w - v)· ! d xdy� � [ J (w) - J (v)] . ( 1 2') 
D 

Складывая  ( 8') и ( 1 2' ) почленно и отбрасывая в левой ча 
сти неотрицательное сл ага емое � а (s) Тl�  ds , получим  неравен

- г 
ство ( 1 1 )  с постоянной � = � + 1 .  Теорема  4 доказана .  

3. Вариационный метод Ритца. Из теорем 3 и 4 в силу  нера •  
венств ( 1 0 ) и ( 1 1 )  следует, что приближениями  для решений и 
и v краевых задач (А )  и ( В )  могут служить те функции w из 
числа допустимых (w Е W и w l г  = <р (s) для задачи (А) и 
w Е W для зад.а чи  ( В ) ) ,  н а  которых функцианалы / (w )  и J (w ) 
принимают значения ,  близкие к минимальным значения м этих 
функцианалов 1 ( и )  и J (v) на соответствующих кл ассах допусти-
мых функций . ' 

Для фа ктического отыскания приближенных решений Рит
цем в 1 908 г .  был предложен прием ,  который мы изложим  сна
чала применительно к задаче (А ) . Для удобства изложения бу
дем считать, что в краевом условии (А )  <p (s ) = О, так что 
и lг = О . К этому пр иводится общий случа й  <р (s) =1= О путем пе
рехода к искомой функции й, и =  й + h, где h (x, у ) - к акая -ни 
будь дважды непрерывно дифференцируемая  функция, удовлет
воряющая краевому условию h l г  = <р (s ) . Формальная  схема  
отыскания приближенного реш�ния по  методу Ритца состоит в 
следующем .  Обозн ачим через W линейное подпространство всех 
функций w Е W, удовлетворяющих граничному условию w lг = 
= О . Зададим натуральное N и фиксируем к акие-нибудь N ли 
нейно-независимых функций 

ro� (х, у) , ro� (х, у), . • .  , roZ (х, у) , (22) 

удовлетворяющих условию 
ro� lг = О , n = 1 , 2 , • . .  , N . 

Рассмотрим теперь N-мерное линейное пространство 
возможных линейных комбинаций функций (22 ) N 

wN (x, у , a l '  • • .  , aN) = L anro�, п - 1  
где а 1 , . . . , aN - произвольные вещественные числа .  

(23) 
все• 

Будем искать теперь вместо функции w = и, придающей ми-
о 

нимум функционалу / (w )  н а  пространстве W, такую функцию 
WN (х, у, а 1 , . . . , aN ) , которая придает минимум функционалу / (w )  на  множестве всех функций из N-мерного простр анства 
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о 

WN. Эrу функцию WN (x, у, а 1 , • • •  , aN ) == WN (x, у) и примем 
з а  приближенное решение при  сделанном выборе N базисных 
функций (22 ) . Задача  об отыскании функции W ,y (х ,  у) неср ав
нен но  проще задачи отыскания точного решения и (х, у) .  

Действительно, 

1 [wN (х, у , а1 ,  • • •  , aN)] == И  [( д� I anro�Y + 
D n - I 

+ (:, � a.roz )'] dx dy + 2 t\t(i::·"'фxdy, (24) 

и речь идет об отыскании N ч исел а 1 , • • •  , aN, придающих ми
нимум функции l [wN (x, у, а 1 , . . . , aN ) ]  от N переменных .  Пока
жем, что т акой н а бор ч исел а 1 , • • • , aN существует. Первое сла
гаемое в пра вой ч а сти выражения (24)  есть квадратичн ая фор
ма от а 1 ,  . . .  , aN . Ввиду ли нейной независимости системы 
функций (22 )  эта форм а при tln ф О строго положительна ,  так 
как  в противном случае  она была бы при  нетютаром наборе 
чисел iiп ФО р авна  нулю и мы имели бы в силу (2 1 )  

t� (i:, anro� У dx dy < 

..: а  N :Ж (t, a • .,z)' + :. (t, a • .,z)] ax dy � o. 
откуда , вопреки линейной независимости, 

N 
L anro� <х. у) =  о. n - l  

Из-за  доказанной положительной определенности квадратичной 
формы выражение (24) имеет единственный м инимум .  Этот м и
нимум достигается при тех значениях an = iiн, n = 1, . . .  , N, 
при  которых 

д/ [wN (х , у , a l ,  . . . , aN)] (25) д = О, n = 1 , . . . , N. Dn 
Подробно л инейная  система  уравнений (25)  _ относительно чисел 
а 1 , . . . , aN может быть з апис ан а  в виде 

�
а 

r r  [ дrо7 дrо� дrof дrо: ] dx d = � 1 ) ) дх дх + д у д у у 
t - 1  D = - И fro� dx dy, 

D 

n = 1 , . . .  , N. (26) 
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Для более краткой з аписи этой системы и удобства речи в 
дальнейшем наряду с нормированным  простра нством W рас 
смотри_м линейное простр анство W', состоящее из тех же функ
циif, что и W, но со скалярным умножением ( w', w" )  

(w' , w") = � � ( да:' аа:" + да:' д::U" ) dx dy + � а (s) w'w" ds, (27) 
D Г 

где cr (s ) ;;;;::: cro > О - какая - нибудь фиксированная  функция. Это 
скалярное умножение индуцирует норму 1 1  w l lw в простр анстве W 
по формуле 

11 w /1� = (w,  w) . (28) 
о 

Обозначим W подпростр анство функций w Е W', удовлетво
ряющих услов ию w lг = О. 

После введения скалярного умножения систем а  (26)  благо-
даря условию w� lг = О примет в ид _ 

N 

L a1 (ror ,  ro�) = -И fro� dx dy, n = l , . . . , N .  (29) 
i = !  D 

Заметим ,  что м атрица системы (29) 

(rof, rof) . . .  (rof, ro%) 
roN = . . . . . . . . . .  . 

(ro�, rof) . . .  (ro%, w%) 
есть матрица Грама  системы линейно независимых функций 
(22 ) . Как известно из курса  линейной алгебры ,  ее определитель 
()Тличен от нуля . 

Решение an = iiп , n = 1 ,  . . .  , N, с истемы (29) и доставляет 
функцию 

которую принимают за приближенное р ешение. Функция 
nускает простое геометрическое истолкование. 

В силу ( 4 )  и (27)  имеем 

:Далее 
1 (wN) - 1 (и) =  (wN - и, wN - и) .  

J (wN) - / (и) = min [/ (w) - / (и)] = �N W E W  

WN ДО• 

min (w - и, w - и) = (wN - u, wN - u). 
W E � N N 
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Таким  образом ,  wN есть тот элемент л инейного N-мерного про
странства  WN, натянутого на  базис  (22 ) , который наименее 
уклоняется от и в смысле нормы (28) , т. е .  w N есть проекция 

о 
- N решения и в подпростр анство W в смысле ск алярного произве-

дения (27 ) . 
Мы закончили форм альное изложение схемы Ритца для оты

скания приближенного решения .  
Выясним теперь ,  от чего з ависит близость приближенного ре· 

шения 

н айденного по методу Ритца, к точному решению и задачи (А) , 
в которой м ы  уеловились считать ер ( s ) = О. Понятно, что число 
/ / WN - и l /1.v зависит от выбора базисных функций (22) . Если бы, 
н а пример ,  базисные функции (22)  были выбраны так  ( неве
роятный случ ай ! ) ,  чтобы функция и оказала сь одной из функ-

о 

ций N-мерного пространства WN , натянутого на базис (22) , то 
приближенное решение  WN совпало бы с точным решением и. 
В самом деле, 

/ (wN) - / (и) = min (/ (w) - / (u)) = / (u) - / (и) = O о 
W E W N 

и в силу теоремы 3 

Одн ако функция и н ам  неизвестн а ,  а известны только неко
торые ее свойства , которыми  обладает не только он а , но и це
лый класс и функций .  Н а пример ,  пусть известно, что вторые 
производные функции и непрерывны и ограничены постоянной 
М. Тогда класс  и состоит из всех дважды непрерывно диффе
ренцируемых функций ,  вторые производвые которых не превос
ходят М и которые удовлетворяют условию и lг = О. 

о 

Напомним ,  что для решения и и любого w Е W 

1 (w) - 1 (и) = (w - и, w - и) = 1/ w - и 1/��'' 
и в силу теоремы · з  

1 / w - и /[ � a l/ w - и / 1:. .  w w 
Поэтому выбор базисных функций надо по возможности осу-

о 
шествить т ак, чтобы для каждой функции v Е и с W н ашлась 
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о 

функция wN Е WN, «близкая» к ней , т. е. такая ,  для которой 
1 1  wN - v 1 1�  «мало». Тогда, в частности, будет «мала» величина w 

11 wN - и 11� = min [/ (w) - 1  (и)] = m i n (w - и, w - и) , 
о о 

W E W N W E WN 

а вместе с тем будет «мала» и величина 11 w N - и 1 /w :  

1 1  W N - и ��� � а  1 / W N - и 1 /: • w w 

Говоря точно, н а илучшим был бы т акой выбор функций ( 22 ) , 
при котором число 

о 
KN = KN (U,  WN) = S цp min  1 / w - v / 1 , (30) 

V E U  � w 
W E WN 

о 
было бы н аименьшим возможным .  Обозначим х"' (И, W) число 

(3 1 )  

Это число называется N-мерным колмогоровским поперечником 
класса функций И относительно нормированного пространства 

о W c  W.  Очевидно, что н аилучшим выбором функций (22 )  был 
бы такой, при котором число (30 )  совп адало бы с поперечником 

о 
А Н .  Колмогорова x.v (И, W). При любом е >  О существует, 
очевидно, н абор б азисных функций (22) , для которых 

1 (wN) - 1 (и) =  1/ wN - и 1 1 : � w 
о о 

� Sup lnf / / w - й jj'J__ = K1 (U,  W N) � x1 (U, W) + в. 
о w й Е И  W E W

N 

N-мер ный поперечник X N (Х, У) А. Н Колмогорова множества Х, лежа
щего в линейном норм ированином простр анстве У относительно этого про
странств а оn)Jеделяется формулой 

xN (Х, У) = lnf  S u p  m in 1 1 у - х l ly• 
yN с У  Х Е Х rJ E YN 

где YN - nроиэвольное фиксированное N-мерное линейное м ногообразие (ги 
перnлоскость) . 
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Поперечники сосчитаны  во многих случаях.  В частности, известно, что 

для класса всех функций v, v l lг = О, и меющи х огр а ниченные неиоторой оG
щей константой непрерывные вторые производные 

XN (U, W) = о ( .YIN ) . 
. � ( 1 ) 'itN (U, W) = О ...jjj . 

(32) 
(33) 

При учете дополнительных сведений об искомом реШЕ'нии и, 
на йденных при предв арительном анализе задачи или в резуль
тате опыта решения близких задач, сужается класс И, а при 

о 
этом поперечники хн (и ,  W) ,  N = 1 , 2, . . .  могут только умень
шаться .  

Поэтому искусство и опыт вычислителя состоят в том, чтобы 
уметь выбрать узкий класс и, содержащий искомое решение и, 
а з атем выбрать при заданном N базисные функции (22) так, 

о 
чтобы число К н (и, wн) ,  введенное равенством ( 30 ) , не елиш-

а 
ком сильно превосходило N-мерный поперечник хн (и, W) .  То
гда в правой  части нера венства 

о 
11 Wн - и lliv � a [/ (wн) - / (и)] = a ll Wн - и l l� � аК1 (и, wн) 

о 
будет стоять число, близкое к х� (и, W) , которое с ростом N 
стремится к нулю,  и притом тем быстрее, чем уже класс и. 
Если п роизвести достаточно полный учет особенностей реше
ния и, которые удалось выяснить до вычислений ,  а затем в со
ответствии с этим хорошо выбрать базисные функции, то до
статочно точные приближения получатся уже при м алых значе
ниях N. Но объем вычислительной р а боты, которая состоит в 
вычислении коэффициентов и решении системы (26) , зависит 
именно от N. Таким образом,  получится экономный вычисли
тельный алгоритм.  

Проиллюстрируем применение метода Ритца еще одним при
мерам :  ра ссмотрим задачу ( В ) . После того, ка к система базис
ных функций (22 )  выбрана ,  ищем приближенное решение 

Н 

Wн (х, у , а , ,  . . .  , ан ) = L anro� (х, У) 
n = l  

в простр анстве W N  всех линейных комбинаций ,  подбирая по
стоянные  так, чтобы выражение 

J [wN (x ,  у, а1 , • . .  , aN )] 
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приняла наименьшее значение .  Для этого числ а  а , ,  
определить из системы  уравнений 

• , 1 ' 

дl [w N (x, y, a l '  . • . , a N)] 
-�-'!...-�--::-__.:._ __ ___:..:.:.:... = о ,  д ап 

n = 1 , . . .  , N. 

34 1 

aN надо·· 

(34) 

Будем считать, что в определении ( 27) скалярного умноже
ния функция a (s )  совпадает с той, котор ая  входит в краевое 
условие задачи ( В ) . 

Тогда систем а  уравнений ( 34 ) примет вид 
N 
L a i (rof , ro%) = - И fro� dx dy + � <р (s) ro: ds , n = 1 , . . . , N. (35) 
i= l D Г 

Решение этой системы an = iiп , n = 1 ,  . . . , N, и дает искомое· 
приближенное решение wN з адачи 

N 
WN (х, у) = L iiпro� (х, у). 

n = l 

Для функции wN Е W и решения v задачи ( В )  в силу ра вен
ства  (8 )  

J (wN) - J (v) = (wN - v , wN - v) =:;;;;; max min (w - ti , w - ti) , 
fi E U W E WN 

где И --:  тот класс функций ,  которому принадлежит решение v 
задачи ( В ) . Из последнего неравенства видно, что базисные 
функции rof , . . .  , ro� н адо выбирать т ак, чтобы правая ч а сть. 
этого не  равенства была возможно меньше. · При этом подч ине
ние базисных функций каким-либо граничным условиям не  яв
ляется обязательным ,  в отличие от того, как это было в преды
дущем примере .  

4 .  П роекционный метод4 Галеркина . Б .  Г .  Галеркии в 1 9 1 6  г. 
предложи.11 численный метод решения краевых з адач ,  не тр е
бующий знания их  в ариационной постановки .  Изложим этот ме
тод н а  примере  краевой задачи  (А ) , причем ,  как  в п .  3, будем 
считать, что 

д2u д2и 
дх2 + ду2 - f (х, у) = О , 

и iг = О. 
(х, у) E D, J (36) 

Вновь выберем систему базисных функций (22) ,  но будем счи
тать ( временно ! ) , что функции ro� (х, у) имеют непрерывные вто
рые производные. Вновь будем искать приближенное р ешение в 
виде линейной комбинации 

N 
wN (х, у, а1 ,  • • • , aN ) = L anro� (х, у). п- 1  (37), 
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Подставим выражение ( 37) в левые части уравнения и краевого 
условия (36) . Получим д2 д2 
ах� [wN (х, у , а1 ,  . . .  , aN)] + ду 2 [wN (х, у ,  а 1 , . . . , aN)]-f (х, у) = 

= бN (х, у, а 1 , • • •  , aN) , 
WN lг = 0, 

г де бN (х, у, а , , . . . , aN)  - возникающая невязка .  
Введем в пространстве W, наряду со скалярным умноже

нием ( w', w") , введенным выше, еще скалярное умножение 

[w' , w"] = И w'w" dx dy . D 
Если бы  бN оказалась ортогональной ко всем функциям из W 
в смысле этого скалярного умножения, то бN (х, у, а , , . . . , aN )  
был а бы  тождественным нулем, а WN было бы точным решением. 
Одн а ко параметров а 1 , • • •  , aN слишком м ало, чтобы, распоря
дившись ими, можно было получить точное решение. Поэтому 
подберем их из условия ,  чтобы проекции . невязки н а  все ro�, 
n = 1 , . . . , N ,  были равны нулю,  т. е. чтобы невязка была орто
гональна ко всем базисным функциям (22) [б Nf , ro:J = О , n = 1 , . . .  , N .  (38) 

В р азвернутом виде система  уравнений ( 38) относительно чисел 
-а 1 , . . .  , aN запишется так :  

� � ( a;:"N + a;;2N ) ro� dx dy = И fro� dx d у, 
D D 

n =  1 , . . .  , N. (39) 

Интегрируя по ч астям,  видим, что благодаря условию ro;;' lг = О  
имеет место равенство ( ( ( д2wN + 

д2wN ) roN dx dy = J J дх2 ду
2 

n D . N N 
= -

( ( ( дwN дron дwN дron ) dx d = J J дх дх + ду ду 
у 

D j N � � ( дroN дroN дrо'! дroN ) = - " al _l _ __ n_ + _l _ __ n_ dx dy = 6 дх дх ду ду i = l  D N 
= - L a1 (ro�, ro�) · l = l  
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Поэтому система  ( 39) перепишется в виде 
N 

� ai (rof, ro�) = - [f , ro�] , n = 1 , . . . , N (40) 
t = l  

и п р и  сделанном выборе скалярного умножения [,] в точности 
совпадает с системой (29) метода Ритца. 

От дополнительного предположения о наличии вторых про
изводных у баз исных функций можно отказаться ,  поскольку 
уравнения метода Галеркина ( 40 )  сохр аняют смысл и без этого 
дополнительного требования .  

5.  Сnособы решения алгебраичес1юй системы.  При н е  очень 
больших N (N ,...._, 1 00) систем а  уравнений метода Ритца или Га
леркина может быть решена точно по существующим ста нда рт
ным  прогр аммам  для систем линейных ур авнений .  

Далее ,  м атрица ro N системы Ритца (29)  в н ашем  примере 
(а это типично) есть матрица Гр а м а  для системы  базисных 
функций ro:, n = 1 ,  . . .  , N. Очевидно, что она  симметрична ,  и 
известно, что . он а  является положительно определенной. Поэто
му для вычисления решения системы Ритца (29) можно вос
пользоваться каким-либо итерационным методом ,  н а пример ме
тодом итераций с чебышевским н абором п ар аметров. 

Итерационные методы знач ительно облегчаются, если лишь 
н емногие элементы матрицы roN отличны от нуля .  Мы увидим , 
что в вариационно-р азностных и проекционно-разностных схе
мах так именно и будет. 

6. Вычисл ительная устойчивость. Мы видели ,  что точное rь 
приближенного решения при заданном числе N базисных функ
ций ro�, n = 1, . . . , N, зависит от того, на сколько хорошо мо
жно приблизить решение элементам и  N-мерного линейного про
странства ,  натянутого на  базисные функции .  Таким образом ,  
точность зависит от выбора а ппроксимирующего простр анства ,  
но  не  базиса в нем .  

Устойчивость, или свойства обусловленности системы урав
нений (29) метода Ритца ,  или системы ( 40 )  метода Галеркина ,  
зависят от  того, н асколько м атрица ro N этой системы хорошо 
обусловлена .  С точки зрения устойчивости было бы идеальны м, 
чтобы базисные функции ro:, n = 1 ,  . . . , N, образовывали  ор
тонормальный базис. Тогда м атрица ro N была бы единичной . 

ЗАДАЧИ 

1 .- Показать, что решение следующей первой краевой задачи для эллип
тического уравнения с переменными коэффициентами 

д [ дu ] д [ дu ] . дХ а (х , у )  дх + ду Ь (х, у) дij = t (х,  у ), 

и lг = <р (s) ,  
а (х, у ) ;;:: а0 > О, Ь (х, у ) ;;:: Ь0 > О 
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fi� uдaeт функционалу 

нанменьшее значение н а  классе всех функций w Е W, удовлетвор яющих до
nолнительно граничному условию w / г = ер ( s ) .  

Решение и (х, у) считать имеющим непрерывные вт<ifые производные. 
2 .  Считая систему базисных функций CiJ� , • • •  , CiJN заданной, выписать 

t:нстему уравнений Рнтца для численного отыскания решения и (х, у) преды
дущей задачи 1 при cp (s)  = О. 3. Показать, что решение следующей третьей краевой задачи для эллип
тического уравнения с переменными коэффициентами 

д [ ди ] д [ ди ] 7iX а (х, у )  дХ + ау 
Ь (х,  у) ау = f (х,  у)  

ди 1 дп + cr (s } и Г = q> (s } 
nридает минимум функцион алу 

J (w } = � � [а ( �: У + Ь ( �: У+ 2wf] dx dy + � (crw2 - 2cpw )  ds 
D Г 

1 1а  м ножестве всех функций w Е W. 
4_ Считая систему базисных функций CiJ�, • • •  , CiJ� заданной, выписать 

снетему уравнений Ритца для численного отыскания решения и (х, у) из за
дачп 3. 

5. Считая систему базисных функций CiJ7 , • • •  , CiJ� заданной, выписать 
систему уравнений Галеркика для первой краевой задачи 

д2и д2и .!!.!!:..._ !!..!!:..._ _ 2 _ д 2 + д ., + а  (х, у) д + Ь (х , у ) д с (х, у) и - f ,  х у- х у 

и i г = о. 
§ 39. П остроение и свойства вариационно-разностных 

и проекционно-разностных схем 

t .  Определение вариационно-р азностных и проекционно-раз
ностных схем .  Пусть в з амкнутой обл асти D, где требуется н айти 
решение некоторой вариационной задачи для каждого N из не
которой монотонно возрастающей последовательности н атураль
ных чисел , указано N точек р'�, p'f , . . .  , р� . Совокупность этих 
точек будем назыв ать сеткой, отвечающей заданному N. Пусть, 
да.r1ее ,  для численного решения в ариационной задачи по методу 
Ритца используется какая - нибудь систем а  базисных функций 

ro1 (х, у) , rof (х, у) , . . .  ' (J)� (х, у) , . . .  ' roz (х, у), 
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п-й член которой ro� (х, у) в точке Р� принимает значение l ,  
а в остальных точках сетки обращается в нуль :  

roZ (Р�) = б�, n, k = l ,  2 ,  . . .  , N . ( l ) 

В этом случае  линейная  комбинация 
N 

wN (x, у, а1 ,  • • •  , aN) = L anro� (x, у) n - l  
в точке р� принимает значение wN (Р�) = an, n = l ,  . . . , N .  По
этому можно написать N 

wN (х, у) =  L wN (Р�) ro: (х, у) .  
п - 1  

Система  уравнений Ритца для определения таких  значений 
коэффициентов а1 , . . .  , aN линейной комбинации, при  которых 
вариационный функционал достигает м инимума  н а  линейном 
пространстве, н атянутом на  базисные функции ro�, . . .  , ro%, 
будет связывать таким образом значения wN (Р�) .  n= 1 ,  . . .  , N. 

са мой искомой функции WN в точках выбранной н а м и  сетки р� , . . .  , Р%, т. е .  окажется некоторой р азностной схемой . 
Эта разностн ая  схема  в соответствии со способом ее построе

ния называется вариаццонно-разностной. 
Точно также, если воспользоваться базисными функция ми  

ror , . . .  , roX, удовлетворяющими условиям р ) ,  для реализации 
проекционного метода Галеркина ,  то уравнения Галеркина пре 
вр атятся в некоторую разисетную схему, которую естественно
назвать проекционно-разностной. 

Для н а глядности полезно заметить следующее. При з адан
ных значениях wN (P�) . n = 1 , . . . , N ,  линейную комбинацпю 

N 
wN (х, у) = L wN (Р�) ro� (х, у) 

n = l 

можно понимать как  некоторую формулу, доопределяющую, или  
восполняющую, функцию WN (x, у ) всюду в области D по е е  зна -
ч ениям wN (Р�). n = l ,  . . .  , N, в точках  сетки. Очевидно, что 
выбор сетки Р�, n = l ,  . . .  , N, при заданном числе N, а также 
выбор системы базисных функций ror • . . .  ' roz, удовлетворяюЩИХ условию ( l )  и определяющих способ восполнения сеточной 
функции, неоднозначны.  Так, например, в одномерном случ а е  
функцию можно было бы восполнять н а  отрезке по  е е  значе 
ниям н а  сетке кусочно-линейно ,  квадратически, строя интерпо 
ляционный многочлен Лагранжа и т. д. От выбора сетки Р·� 
и базисных функций зависят вид и свойств а возникающей: 



346 ВАРИАЦИОJ-IНО- И ПРОЕ!(ЦИОННО-РАЗНОСТНЫЕ СХЕМЫ [ГЛ. !2 
в ари ационно-разностной или проекционно-разностной схемы 
для  данной в а риационной или  дифференциальной краевой задачи. 

Рассмотрим примеры вари ационно-разностных схем для за 
дач (А )  и ( В) из § 38 .  При этом будем считать, что область D, 
где н адо н а йти решение ,  выпуклая .  (Область D называется в ы 
пуклой ,  если вместе с любыми двумя точками Р и Р' ,  принад
лежащими  обла сти D, каждая точка отрезка  РР' с концами Р 
и Р' т акже прин адлежит D ) . 

Предположение о выпуклости обла-сти D пе ·= вязано с су
ществом дел а ,  но облегчит изложение. 

2 .  П р и мер вариационно-разностной схемы для первой крае
вой задачи .  Фиксируем н атуральное N. Впишем в контур Г. ог
р а ничивающий область D ,  з амкнутую несамопересекающуюся 
лом аную Q�Qf . . • Q�Q� с вершин ами  в некоторых точках 
Qf, . . . , Q� . Обозначим МК /Jгоугольник Qr . . .  Q�Qf через DN. 

�-'�-�--"foo Q6 

Рис. 47 

Разобьем многоугольник DN 
н а  треугольники так ,  чтобы 
каждое звено лом аной Q� . . .  . . . Q�Qf оказ алось стороной 
одного из треугольников и 
чтобы каждые два треуголь
ника этого р азбиения либо не 
пересен:ались, либо имели об 
щую вершину, либо  имели об
щую сторону и чтобы общее 
число вершин Р�, . . .  , Р% 
этих треугольников ,  лежащих 
внутри м ногоугольника D.v, 
р авнялось N. Совокупность то
чек Pf, . . . , Р% и примем за 

сетку (рис. 4 7) . Теперь построим базисные функции rof, . . .  , ro%. 
Определим б азисную функцию ro� (х, у) , n = 1 , . . .  , N. Снача 
л а  з ададим ее в точках сетки по формуле ( 1 )  

ro� (P�) = <>� . n, k = 1 ,  . . . , N . 

Затем зададим ее в точках Qf, . . .  , Q'j", полож ив ее равной 
нулю в этих точках .  Таким образом ,  функция ro� (х, у) уж е оп
ределена  во всех вершинах  треугольников ,  образующих р азбие
н ие DN. В каждом из этих треугольников доопределим ее ли
нейно .  Осталось определить ее в обл асти D"-DN, где мы поло
жим ее р авной нулю. 

З аметим ,  что в тех треугольниках ,  для которых Р� не яв-
ля ется одной из вершин:, функция ro� (х, у) при н ашем построе-
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нии окажется р а вной нулю.  В треугольнике с вершиной в точке 
Р� функция ro� = w� (х, у) в простр анстве xyw изобразится ку-

ском плоскости ( рис. 48) , проходящей через сторону, лежащую. 
против вершины р� и приподнятой 
на единицу н ад точкой Р� · Систе
ма уравнений Ритца (29) ,  § 38, для 
определения коэффициентов an = 
= wN (P�), задающих приближенное 
решение N 

wN = L wN (P�) rof (х, у), pff���>Ж�-1' l 

имеет вид 
N 

1 = 1 

L wN (Pn (ro�, ro�) = - Иtro� dx dy, 
i � l  D 

n = l , . . .  , N. (2) Рис.  4 8. 

Это и есть вариационно-р азностна я  схем а ,  возникающая при 
сделанном выборе  сетки и базисных функций .  

Матрица этой р азностной схемы 

n, i =  1 , . . . , N, 

имеет элементами числа 

N N ( ( ( дrо� aror дrо� aror ) 
(rоп , ro 1 ) = ) J ах ах + ду- ---ау dx dy . (3} 

D 

Очевидно, что только те числа ( ro�, rof) могут отлич аться от 
нуля ,  для которых точки Р� и Pr являются вершин а м и  одного
и того же треугольника р азбиения .  Действительно, если Р;{ и piv 
не являются соседними  точкам и  сетки в этом смысле, то обла 
сти, в которых ro� Ф О и ro� Ф О н е  пересекаются, а потому 
подынтегральное выражение в формуле (3) всюду в области 
интегрирования D тождественно обращается в нуль. 

Таким образом,  n-e уравнение из ч исла обр азующих вариа 
цианно-разностную схему ( 2 ) , связыва ет значения искомой  
функции в точке Р;; со  зн ачения ми  этой функции только в тех 
точках сетки, которые являются для нее соседними .  

Вычисление коэффициентов по формуле ( 3 )  трудностей н е  
вызывает. Действительно, �оэффициент (ro�, ror) представляет 
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собой интеграл от величины 
дroN дroN дroN дrо� _п _ __ i_ + _п_ --'- , 
дх дх ду ду 

(4) 

распростра ненный по паре  треугольников р азбиения ,  имеющих 
отрезок Р� Pf своей общей стороной .  Далее, интеграл по лю
бому одному из этих треугольников полностью определяется 
длин ами  его сторон, но не з ависит от поворотов и сдвигов этого 
треугольника .  В с амом деле, постоянная  внутри треугольника 
величина  (4 )  подынтегрального выражения представляет собой 
произведение д{! ИН векторов grad ro� и grad oof на косинус угла 
между этим и векторами  и выражается формулой 

1 - -

hпhi  C O S  (hп , h t ) . (5) 

Здесь hп и hi - длины высот, выходящих из вершин Р� и Pf 
соответственно, a 'fin и fii - векторы,  н аправленные вдоль соот
ветствующих высот в сторону вершин,  как и векторы grad ro� и 
g r a d  oof. Интеграл по треугольнику получается умножением ве
личины ( 5 )  на площадь треугольника .  

Построение в ариационно--р азностной схемы (2 )  при сделан 
ном выборе точек Qf и Pf закончено .  Однако очевидно, что не 
при всяком  выборе этих точек ,  по которому однозначно опреде
ляется и система  базисных функций ro� , n = l ,  . . .  , N, можно 
ожидать, что полученное с помощью схемы ( 2 )  пр иближенное 
решение 

wN = wN (x, у, w� (Pn • . . . , wN (PZ)) 
будет «хорошим приближением»  для точного реmения и (х, у) 
з адачи .  В самом деле, если, н а пример , все точки Q _v , . . .  , Q� и 
Pf, . . .  , Р% р азместить в одной «половине» области, а в другоiz 
«половине» н е  поместить н и  одной точки сетки, то приближе
ние Pf, . . . , РХ не должно оказ аться хорошим .  Целесообразный 
выбор точек Qf, . . .  , Q� и сетки Pf,  . . .  , Р% должен быть осу
ществлен с учетом соотношений § 38, которые мы сейчас вос
произведем :  

о 

IJwN - u JJ� � a JJ wN - u /l� � aK� (U, WN) =  
= а  sup lnf 11 w - v I IL . (6) 

о w 
v e U  w e wN -2 

Здесь W N - N - мерное линейное простр анство всевозможных ли-
нейных комбинаций базисных функций, а U - множество функ
ций, которому принадлежит точное решение. 
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Именно, из соотношений (6 )  видно, что целесообразный вы

uор точек Q� • . . .  , Q� и P;v, . . .  , Р� должен быть осуществлен 
" 

с учетом класса И таким образом , чтобы число K.v (И , wм ) 
оказалось «возможно меньшим » и чтобы последов ательность 

о 
K.v (И, WN) при N ---+ оо «возможно быстрее» стремилась к нулю .  

о о о 
Всегда К м (И, WN) ;;;;;::: хм (И , W),  где x .v (И , W) - N-мерный 

колмогоровекий поперечник множества  И относительно норми -
" 

рованного простра нства W (см . п .  3 § 38) . Поэтому достаточным 
условием «хорошего» выбора точек явл яется «бл изость» числ а  

о о 
К м (И, WN) к хм (И, W) . 

Однако, вообще говоря,  не для всякого множества функций И существ ует 
о о 

выбор сетки, при  котором  К м (И, wM) «не CI!Лb i iO» превосходrп XN (И, W) ' 
о о ( - м) -

так,  чтобы при N'-+ оо величины К N И, W и xN (И , W) имели один аковый 
порядок м алСJсти относительно N -1 • Дело в том,  в частности, что кусочно
.r шнейные базисные функции,  котор ыми мы пользуемся в этом пункте для 
восполнения сеточных функций,  при любом выборе точек порождают про-

о 
странства  WN 

кусочио-линейных функций, которые не исчерпывают всех воз 
о 

i\! О Ж Н Ы Х  N -мерных подпростр анств простр анства W и среди которых может о - N  и не оказаться подпростр анств W , реализующих хорошую аппрокси мацию 
:м ножества И. 

Разберем подробно случ ай, когда имеющаяся об искомом 
решении и предвар ительн ая  информация позволяет з аключить 
лишь,  что это решение и прин адлежит I<лас су всех фун кций И, 
вторые производные которых не превосходят некоторого чис
л а  М и которые обращаются в нуль н а  границе . 

В этом случае  мы укажем , как  надо расположить точки 
о Qv QN pN pN ,., N к (И w- М) 1 , • • • , т , 1 , • • •  , N • чтооы с ростом величина  N , .

имел а порядок О ( -y!Ijj ) .  При этом бл агодаря ( 6 ) для погреш

вости WN-и приближенного решения WN г ар антируются оценки 

(7) ас 11 W м - и /Jw � --j 
N 

, 

rде с - некоторая постоянная .  
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З а мети м, что эти оценки из-за равенств (32) и (33) , § 38 для nоnереч

н иков 

XN ( U, w.) = o ( JN } } 
хн (И ,  W) = о ( ..;� ) . 

(8) 

неулучшаемы в следующем смысле. Если искать nриближенное решение в 
виде линейной комбинации  каких-либо фиксированных функций 'Фr (х, у), • • •  

. . .  , 'ФZ (х, у), 
N 

wN = L ck'ФZ. k - l  
то н и  nри каком выборе функций Ф Z (х , у) и н и  при каком способе вычисле
ния коэффициентов с,. по nравой части f (x, у) ,  нельзя получить оценки вида 

1 1  wN - и 1 1� 
= о ( ..JIN )  и U WN - и 1 1

� 
= о ( JN ) . справедливые nри лю

бой f (x. у) ,  для которой решение и nринадлежит нашему классу U. 
Т е о р е м  а 1 .  Пусть И - множество всех функций, вторые 

производньtе которых непрерывны и не превосходят по модулю 
некоторого числа М, и которые обращаются в нуль на границе 
Г. Пусть для каждого N из некоторой возрастающей последо
вательности натуральных чисел осуществлен выбор точек Q�. Q� • . . . , Q� . т = т (N) ,  разбиение многоугольника DN = 
=Qr . . . Q'/nQf на треугольники, порождающее сетку Р�, Pi . . . . 
. : . , PZ, как описано выше. Пусть при этом выполнены следую
щие три условия: 

1 ° . Длиl'tа l любой стороны треугольников разбиения удав-
летворяет неравенству 

где 
h = [ площ;дь D ]"" , 

а С1 - некоторое положительное число, не зависящее от h. 
2°. Площадь SN области D"""-DN удовлетворяет оценке 

Sн ::::;;; C2h2 , С2 = const. (9) 

3°. Каждый угол а любого из треугольников 
ласти D N удовлетворяет оценке 

а > а0 = const > О . 

разбиения об-

( 1 0) 
о 

При сформулированных условиях для величины KN (U, WN) ; 

к� (И, �N) = sup ln� и { [ д (wд:- vт + [ д (�у- VT } dx dy ( 1 1 ) 
v e U  w e wN D 
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имеет место оценка 
о 

Км (И, WN) � C3h , ( 1 2) 

где С3 - некоторая постоянная. 
Д о к а з  а т е л ь с т в о. Достаточно установить, что для каждой функции 

v Е И следующая фун кция 
N w ( х . у ) = L v (Р�) оо� (х , у) ,  w Е W, 

k = l 
удовлетворяет оценке 

так как, очевидно, в таком случае выполнена и оценка ( 1 2 ) . 

( 1 3) 

( 1 4 ) 

И нтегр ал ( 1 4 ) м о ж н о  р азбить н а  сумыу ( неотрицательных) интегр алов 
по многоугольнику D N, вписанному в область D,  и по его дополнению D "-D N 
до всей области D :  и { [ д (�; v ) г + [ д (wд; v ) J }  dx dy = 
D 

= � � { [ д (�; v )  ] "  + [ д ( wд; v ) J } dx dy + 
Dм 

+ и { [ д ( wd:- v) T + [ д ( wд; v) J } dx dy. ( 1 5) 
D '- Dм 

Оценим каждое из двух слагаемых в правой части ( 1 5) и установим оценки 

� � { • • . ) dx dy � A 1 h 2 ,  

Dм 

И { . . .  } dx dy � A2h 2 ,  

D '- Dм 

( 1 6) 

( 1 7) 

где А 1  и А 2 - некоторые постоянные, не зависящие от v Е И и от h. Оче
видно, что из ( 1 6 ) и ( 1 7) в силу ( 1 5) вытекает ( 1 4) с постоянной С, = А , +А 2 .  

Для доказательства оценки ( 1 6) достаточно показать,  ч то  внутри ка ж
дого из треугольников, обр азующих р азбиение области DN ,  выполнены нера -
венства 

( 1 8) 

rде В - некоторая постояннан ,  не зависяща я ни от v Е И, ни от h. Тогда ,  
очевидно, оценка ( 1 6) имеет место, если за At при нять число A t  = 282Х Х (площадь D) . Итак, дли завершения :п.оказательства оценки ( 1 6) н адо уста 
новить оценки ( 1 8) ,  к чему мы и переходи м. Доказательство оцеяок ( 1 8) мы 

d ( w - v) 
dl 

разобьем на два этапа.  Сначала nока жем, что производная 
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функuии по любому направлению l может изменяться внутри треугольнпка 
не более чем на величину А зh , где А з =  const,  так что для любых двух 
точек ( х', у') и (х", у") , принадлежащих треугольнику, можно написать 

l [ ll ( w - v ) ] [ d (w - v) ] � � A h ( 1 9) dl (х", у") - dl (х' ,  y'J � 
3 ' 

Выберем затем какпе-либо две стороны этого треугольника,  образующие ост• 

p ы ii угол а ,  и nокажем, что всюду в треугольнике производные 
d (w - v) 

dl ! 
и 

d (w - v ) 
dl2 

вдоль направлений / 1 и /2 этих сторон удовлетворяют оценкам 

l d (w - v) � � A h dl ! """' 3 ' 
1 d (w - v) � � А h d/2 """' 3 -

Далее воспользуемся формулами 

d ( w -- v) iJ (w - v) cos а1 + 
д (w - v ) s in а. 1 ,  dl ! дх д у 

d ( w - v ) д (w - v) cos а2 + 
д ( w - v ) 

sin а2, dl2 дх д у 

(20) 

1 
� (2 1 ) 1 J 

где а1 и а:2 - углы, образованные направлениями l1 и l2 с осью Ох. Рассма
д ( w - v) 

тривая формулы (2 1 ) как систему уравнений относительно дх и 

д ( w - v) • 

ду , наидем 

д (w - v ) s in a2 d (w - v) s in a 1  d (w - v) 
d/2 дх = 

s in (а2 - а 1 )  

д ( w  - v ) ros а.2 
ду = - s in (tt2 - а 1 )  

dl 1 s in (a2 - a. 1 )  

d (w - v) + 
cos a. 1  

d/ 1 sin (а.2 - а. 1 )  

d (w - v) 
d/2 

} 
t J 

(22) 

Но благодаря условию ( 1 О) угол а = а2 - а 1  � ао > О и а � :rt - 2eto, 
так что sin а � sin ао = const > О. 

Из равенств (22) и неравенств (20) следуют оценки 

1 д (w - v ) � �-- 2- Азh, 1 д (w - v ) 1 <-- 2- Азh, 
дх � sш а.0 ду sш ао 

2 
которые примут вид ( 1 8) ,  если обозначить 

В = ---а.- Аз. 
SI II о 

Для завершения доказательств а оценок ( 1 8) ,  а вместе с тем и ( 1 6) оста
лось доказать оценки ( 1 9) и ( 20) , н а  которые м ы  оnиралнсь. Докажем ( 1 9 ) . 
О бозначим через s н аправление от точки (х', у') к точке (х", у") . На от
резке, соединяющем эти точки, любая функция 1\) (х, у) может р ассматри
в аться как функция от s ,  где s - расстояние от точки (х', у') . По теореме 
о конечных приращениях 

1\) (х", у") - 1\) (х ' ,  у' ) = ,У(х" - х ' )2 + (у" - у' )2 d1\) �� ТJ) , 
где (е ,  ТJ ) - некотора я  точка на отрезке, соединяющем точки (х', у') и 
(х", у") . Если 

dv (х , у) 1\' (х, у ) = dl 
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то 

dv (х", у") 
_ 

dv (х ' , у ' ) = . 1( " _ х' )2 + ( " _ ' ) 2  ..!!._ ( dv (s ,  'I'J) ) 
dl dl 'V х 

· 
у у ds dl • ( 2.3) 

Обозначим углы между напр авлениями 1 и s с осью Ох соответственно через 
а п �·  Тогда имеют место символические р авенства 

Очевидно, что 

d д 
+ . д dt = cos а дх sш а 7ijj • 

d R д + ' R д ds = COS 1" дх SШ �-' ау '  

d ( d ) д2 д2 
ds dt = cos а cos � дх2 + [cos а si п  � + s in  а cos �] дх д у + 

+ • 
. R д2 sш а sш �'"' -д 2 • 

у 

+ siп ( а + �) д2v (s . 'I'J) + sin a sin R д2v (s , 'I'J ) / � 3М дх ду 1" ду2 """" 

Поскольку -У (х" - х' )2 + (у" - у' )< 2c 1 h, то из ( 23) получим неравенство 1 dv (х", у") _ dv (х ' , у' ) 1 � б  
М 

h '  
d/ d/ .._,. С !  

совпадающее с ( 19 ) , если принять А з  = 6Mct. Для доказательства первого 
неравенства (20) заметим, что на стороне треугольника, имеющей направле-

d (w - v) • 
ние 1 1 , есть точка,  где d/ 1  = О . В самом деле, н а  концах этои стороны 

w - v обращается в нуль по построению, а значит, по теореме Ролля в про
межуточной точке производная обращается в нуль. Обозначим координаты 
этой точки (х' , у') и воспользуемся нер авенством ( 1 9) , в котором п римем 
н аправление 1 совпадающим с направлением l t .  Получим первое неравенство 
(20) . Второе доказывается аналогично. Завершив доказательство неравенств ( 1 9) и (20) , мы завершили тем самым и доказательство неравенств а ( 1 6) .  
Для завершения доказательства всей теоремы осталось установить неравен
ство ( 1 7 ) . 

Заметим прежде всего, что каждая функция v Е И удовлетворяет уело-
в и ям 

(24 ) 

где М - максимум модулей вторых производных функции v (x, у) в областн D ,  
а L - диагональ какого-либо квадрата, содержащего D. Пусть п р я м а я  у = 
= const пересекает область D. Поскольку в концах отрезка пересечения этой 
прямой с Г по условию v (х, у) обращается в ну ль, то в не которой внутренней 

точке (х0, у) этого отрезка по теореме Ролля будет дv (;;· у)  = О. В любой 

другой точке этого отрезка 1 дv (х, у ) 1 = / дv (х, у) - дv (хо. у ) / = 1 - 1 · /  д2v (s ,  у) 1 � LM .дх дх дх х Хо дх2 """" , 

12 С, 1\. Годунов, В. С, Рябенький 
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Второе неравенство ( 24) доказывается аналогично. Из конструкции базисн ых N 
функци й  Ф� следует, что функция w (х, у ) = L о (Р�) Ф� (х , у) в области 

n = I  
D'-..D N ,  п о  которой ведется интегрирование в левой части ( 1 7) ,  есть тожде
ственный н уль. Таким образом, благодаря оценкам (24) подынтегральна я  
функция в левой части неравенства ( 1 7) н е  превосходит числа 2M2L2, а сам 
интеграл не превосходит числа 

2M2L2 . s N � 2M2L2C2h2  

Таким образом, неравенство ( 1 7) справедливо, если принять А , = 2M2L2Cz. 
Теорема доказана .  

3. П ример вариационно-разностной схемы для третьей крае-
вой з адачи.  Рассмотрим третью кр аевую задачу ( В )  § 38 : 

д2и д2и  1 
дх2 + ду2 = f (х, у) , 1 

д } (25) д� + cr (s) и = <р (s) . J 
Пусть при некотором N, прин адлежащем заданной возрастаю
щеif последовательности н атуральных чисел выбрана сетка Pf , . . . , Р% и систем а базисных функций rof , . . . , roz,  удовлет
воряющих условию ( 1 )  

n, k = l , 2 , . . .  , N. 

Тогда для коэффициентов wN (Р�) линейной комбинации 
N 

wN (х, у) = L wN (Р�) ro� (х, у) ,  n= I 

придающей м инимум функционалу J ( w )  на  классе всех функ
ций вида w = а, ror + . . . + aNrox , систем а  уравнений Ритца 
(35 )  § 38 за пишется как следующая вариационно -разностн ая 
схем а :  

N 
L wN (Pr) (w�,  ror) = - � � fro� dx dy + � <р (s) ro� ds , 
i = I  D r 

n = l , . . .  , N. (26) 

Несколько конкретизируем выбор сетки и базисных функций .  
Для заданного натурального N впишем в контур Г замкнутую 
несамопересекающуюся ломаную QrQ� . . .  Q':tQr с вершинами 
-в точках  Q� • . . . , Q� и огра ничивающую многоугольник  DN.  
Разобъем этот м ногоугольник на  треугольники так , чтобы каж
дые два и з  них  либо не пересекались ,  либо имели  общую вер 
шину ,  либо име.rш общую сторону и чтобы общее число вер-
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шин этих треугольников, включая  вершины Qr . . . . , Q� . оказа 
лось р авно N. Совокупность всех этих вершин примем з а  
сетку. Обозначим точки сетки через P'r , Р� ,  . . .  , Р� ,  при· 
ч ем  положим для определенности Р� = Q� для n = 1 ,  2 , . .  . 
. . .  , т.  Определим теперь ба зисную функцию ro� (х, у) , n = 1 ,  . . .  , 
. . .  , N, следующим образом .  Сначала  зададим ее в точках  сетки 
в соотвеl'ствии с условием ( 1 ) : 

n, k = -1 , 2 , . . . , N. (27) 

Затем определим ее в каждом треугольнике разбиения так ,  
чтобы она  ОI< азалась в этом треугольнике линейной функцией ,  
nриним ающей в его вершин ах зн ачения по формуле (27) . Та 
IШ М образом ,  функция ro� (х, у ) 
уже определена всюду в много
угольнике DN. Определим ее 
теперь в обла сти D ". DN и н а  
границе Г .  Обла сть D ". DN со
стоит из лунок, каждая из кото
рых ограничена одним из звеньев 
.1 оманой Q1N • • • Q�Q� и стяги
ваемой этим зненом как хордой  
дугой контура Г. Фиксируем про
извольно одну из этих лунок и 
рассмотрим треугольник из раз-
биения DN, для которого хорда Рис 49. 
этой лунки является одной из 
его сторон. В этом треугольнике функция ш� (х, у) уже опре
делена и я вляется линейной функцией ( быть может,  тож
дественным нулем ) .  Определим  теперь ro� (х, у) внутри лунки 
и на ее границе так ,  чтобы ro;� (х, у) остал ась линейной функ
цией в области , образованной присоединением лунки к тре
угольнику (эта обл асть заштрихован а  на рис. 49) . Продел ав  
такое доопределение в каждой из лунок, мы  з.авершим построе
ние функции ro� (х, у). 

Теперь коэффициенты и правые ч а сти в ариационно-разност
ной· схемы (26) приняли определен ные ч и сл енные зн ачения .  

Заметим, что если точки Р� и Р� н е  яв .1яются вершинами  
одного и того же  треугольника р азбиения ,  то  соответствующиii 
коэффициент ( (J)� ' ron схемы (26 )  обращается в нуль .  

Обсудим теперь вопрос о точности приближенного решения , 
найденного с помощью схем ы (26) . В силу теоремы 4 § 38 

(28) 

1 2* 
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Далее ,  в силу р авенств_а ( 8 )  § 38 и (28)  
J l wN - v JI� � � [J (wN) - J (v)] = 

= � (�� { [ д (w:�- v) т + [ д (w�Y- v) J }  dx dy + 

[ГЛ. 12  

+ ) cr (s) (wN - v)2 ds) = � 11 wN - v l lw· (29) 

Пусть о точном решении v (х, у )  известно лишь ,  что оно принад
лежит некоторому м ножеству функций V. Тогда для р азности 
WN __; v в силу р авенств а (29) г арантированы лишь следующие 
оценки : 

где 

l l wN - v ii� � K� (V ,  WN) ,  } 
1 1 W N - V ��� � �к� ( 11 ,  W N) ,  

K� (V ,  WN) = Sup I пf (w - v , w - v) v E V  w E WN 

(30) 

(3 1 ) 

и WN - линейное N-м ерное простр анство, н атянутое н а  выбран
ную нами систему базисных функций ro� (х, у) , . . .  , ro� (х, у) . 
Рассмотрим теперь случ ай ,  когда V состоит из всех функций , 
им еющих непрерывные вторые производные, не  превосходящие 
по модулю некоторого числ а .  

В сл едующей теореме 2 сформулиров аны дополнительные 
тр ебования к сетке Р/, . . . , PZ, при выполнении которых 

(32) 

Т е о р е м а 2. Пусть V - множество всех функций, имеющих 
непрерывные вторые производные, не превосходящие некоторого 
числа М по модулю. Пусть, далее, построенная выше сетка pN, п = 1 , . . .  , N ,  подчинена следующи.м дву,и дополнитель-п 
ны.м требованиям : 

1 ° . Длина l каждой стороны любого из треугольников раз
биения DN удовлетворяет оценке 

h = ( площNадь D ) ''• , l � c 1 h , 
.где с1 - некоторая постоянная. 

2°. Каждый угол а любого треугольника разбиения удовлет. 
воряет оценке 

а > ао >  О , 
где а 0 - не которая постоянная, не зависящая от N. 

Тогда справедлива оценка (321 . 
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Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Из определеnия (3 1 )  величины 
!(, ( V ,  WN) следует, что для  доказательства  оценки (32 ) доста � 
точно для каждой функции и (х, у) Е V построить такую функ•  
шtю WN (х, у) ,  для которой Умеет м есто не равенство 

+ � a (s) (w - и)2 ds �  �2 (33) 
г 

с nостоянной А, не за висящей от и и от h. Покажем , что такой 
функцией может служить функция 

N 

w (х, у) = L и (Р�) ro� (х, у). 
n= l  

(34) 

В силу структуры левой ч асти нер авенства (33) достаточно по 
казать, что  им еют место сле.qующие нера венств а :  

1 д (w - и) � � В h 1 д (w - и) I < B h дх � 1 ' ду 1 
l w - и i � B2h на  Г,  

всюду на D, (35) 

(36) 

где В1 и В2 - н екоторые постоянные. Нера венств а  (35) дока 
зываются почти дословно так  ж е , к а к  неравР.нств а ( 1 8 ) , уста 
новленные выше в многоугольнике Dг. Для док аз ательства  не
равенства (36)  з а м ети м ,  что в силу нера венств (35) , и м еющих 
!\I есто и на  границе Г, п роизводная 

d (w - u ) д (w - и ) + . д (w - u) 
ds = COS V дх S IП V д у 

функции w - и вдоль границы не п ревосходит по модулю числ а 
2Bth .  Здесь i' - угол м ежду нап равлением границы в данной 
точке и осью.  Ох. Далее в точках Р� = Qr;:, n = 1 ,  2 , . . . , т , 
и меют место ра венства w - и = О. Поэтому в произвольной 
точке Q границы 

Q � d (w
d
� u) ds 

N 
Qn 

� s
QQ

N • 2В 1h � 2 (длина Г) · В1  • h ,  
n 

тде s
QQ

N - расстояние от точки Q до ближайшей к ней точке 
n ·Q� сетки , измеренное вдоль границы Г. Теорема  доказана . 
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4. О методике доказательства сходимости . При использовании 
вариационно-разностных схем нам н е  пришлось разбивать дока
зательство сходимости н а  исследование устойчивости и аппрок
си м ации ,  как м ы  это делали во всех остальных главах .  При реа� 
лизации вычислений устойчи вость,  которую надо поним ать как 
хорошую обусловленность возникающих систем уравнений,  по
преж нему играет важную роль, но не K a J< фактор, обеспечиваю
щий сходимость, а лишь как  свойство,  позволяющее не учиты· 
вать влияние ошибок округления на оконч ательный результат. 
Понятие же а п прокси м ации в том смысле, как мы  его понимали 
всюду в других гла в ах ,  перестает играть  роль.  Его  заменяет 
аппрокси м а ция функциональных множеств И линейными ком 
бинация м и  базисных функций.  

В прочем ,  в а риационно-разностн ая  схем а на  регулярной сетке 
может оказаться некоторой обычной разностной схемой (см.  
з адачу в конце этого п а раграф а ) , и тогда в ариационный под· 
ход к ее исследов анию может быть дополнен подходами ,  приня·  
тыми п ри исследовании  обычных разностных схем для получе
ния дополнительной информ ации о свойствах приближенных 
решений .  

5. Соnоставление вариационно-разностных схем с общими 
вариационным и и обычны м и  разностными .  В а р иационно-раз·  
ностные схемы - синтез в а ри а ционных и обычных разностных 
схем .  Одн и м  из  основ ных достоинств метода Галеркина-Ритца 
я вляется больша я  свобода в выборе базисных функций. Если 
заранее  известно, что и скомое решение и принадлежит некото· 
рому конкретному узкому функциональному классу И, им ею• 
щему быстроубыв а ющую последов ательность N-мерных попереч •  
ников  'X N ,  то  в принципе можно  так выбрать базисные функции, 
чтобы получить хорошую точность уже при м алых N и,  
следов ательно ,  п ри м алом объеме выч ислений .  Это давало воз
можность хорошим вычислителям числен"но решать избранные 
з адачи  еще до появления быстродействующих вычислительных 
1\·t ашин .  Одн ако ф а ктическое построение базисных функций а 
хоро ш и м и  сrюйства м и - трудн а я  задача .  

В в а риационно -разностном м етоде свобода выбора базисных 
функций ограничена структурой,  котррая  определяется разбие
нием области на м ножество многоугольников ,  вершины которых 
служат точка м и  сетки ,  и выборо м способа доопределения 
функций с сетки на  всю обл а сть.  Это ограничение в свободе 
в ыбора базисных функций приносит з ато некоторый автома
ти з м  в их построении .  nри этом остается определенная в о з 
можность учета особенностей кл асса функций И, которому 
nринадлежит решение , з а  счет использования разбиений н а  не
р авные м ногоугольники и з а счет выбора способа восполнений. 
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который в к аждом из м ногоугольников р азбиени я может 
быть осуществлен, как и само р азбиение ,  с и спользов анием 
априорной инфор м ации о поведении решения в этом м ного
угольнике.  

С другой стороны ,  вари ационно-разностные схем ы сохр а 
няют удобство обычных р азностных схем ,  состоящее в простой 
структуре м атриц, которые содержат много нулевых э.1ементов .  
Это достигается з а  счет и спользования  базисных функций ,  каж
дая  и з  которых отлич н а  от нуля лишь  в м алой обл асти,  примы
кающей к одной и з  точек  сетки .  Сохр аняется н а глядность 
разностных схем , в которых иско м ы м и  являются зн ачения инте- . 
ресующей н а с  функции в точках сетки ,  а не какая -то вспомога 
тельная  сис:гем а чисел, не и м еющая непосредственного н агляд
ного истолкования ._ В то же  время вари ационно-р азностный 
подход позволяет преодолеть трудности, которые возникают 
при  использов ании  р азностных схем н а  нерегулярных сетк а х  
и при  учете гра ничных условий в криволинейных обл астях . 

ЗАДАЧА 

Пусть разбиение об.�ш:1 н  D N на треугольники осуществлено так, что точка Р� сетки при данном фиксир ованном N оказалась вершиной прямоугольных 

Рис. 50. 

равнобедренных треугольников с катетами длины h, заштрихованными на 
рис. 50. Покаэать, что уравнение 

N 

L W,y (pn (ro:. ror) = - � � fro� dx dy, 
i - 1 D 
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отвечающее узлу Р� в в а р и а циопно-разн остной схеме (2) ,  примет в этом слу 

чае вид 

- P [ wN
(
xп + h, yп) - 2wN

(
xп ' Уп) + wN (хп - h • Уп) + l 
h" 

w N ( х , у + h) - 2w (х , у ) + w ( х , у - h) ] (' (' N + h2 = - J J  foon dx dy , 

D 
где (хп ,  Уп) - координаты точки Р�. 



Ч А С Т Ь П Я Т А Я 

УСТО й Ч И В ОСТЬ Э В ОЛ Ю Ц И О Н Н Ы Х 
РАЗНО СТНЫХ КР АЕВЫХ ЗАД А Ч  

КА К О Г Р АН И Ч ЕННОСТ Ь  Н О Р М СТЕПЕН Е й  
Н Е КОТО Р О ГО О П ЕРАТ О Р А 

В предыдущих ч а стях книги м ного вним ания  было уделено 
'Исследованию устойчивости разностных  кр аевых з адач L1,uU•) = 

= f<h ) .  Была  исследована ,  в ч а стности, устойчивость некоторых 
р азностных схем ,  ап прокси мирующих з адачу Дирихле  для  урав 
нения Пуассона .  Это - стационарная  задач а :  ее  решение н е  з а 
висит от  времен и .  Одн ако основное внимание  м ы  уделили эво
люционным задач ам ,  которые отвеча ют процесс а м ,  протекаю
щи м во времени ,  н а п ри м ер таки м ,  к а к  р а спростр анение  тепл а 
или р а спростр анение волн .  Приемы и сследования  эволюционных 
р а зностных кр аевых задач лучше  р азвиты.  Отч асти это  объя с
няется возможностью р а ссм атрив ать в ряде случ аев стационар 
н ы е  состояния как  результат стабилиз ации процессов ,  проте
кающих во времени .  

При и сследовании устойчивости эволюционных р азностных 
з адач м ы  пользавались принципом м а ксимума ,  энергетическими  
нер авенств ами ,  спектр альн ы м и  признаками  и другим и ·  прие 
м ами .  Во  всех этих приемах  неявно и спользуется специальн а я  
·Структур а эволюционных разностных схем ,  в силу которой реше
ние u<h) з адается н а  одном , или  нескольких н ач альных времен
н ьrх слоях сетки ,  а з атем шаг  з а  ш агом вычисляется на  после
дующих временньrх слоях. Здесь м ьf отр а з и м  слоистый х а р актер 
�волюционных р азностных схем в самой  их  з а п иси ,  поставив  в 
соответствие разностной схеме некоторый линейный опер атор Rh, 
с помощью которого осуществляется п ереход от уже и звестных 
н а  данном временнбм  слое зн ачений решения к еще н еизвест
·ны м  зн ачениям этого решения на следующем вреыенн б м  слое. 
В ы бор этого оператора  можно осуществить по-р а зному.  Мы бу
дем выбир ать его так, чтобы устойчивость р азностной схемы ока 
залась р авносильна  огр аниченности норм  его степеней .  Это по 
зволит с единой точки зрения  взглянуть на  уже в стреч авшиеся 
nриемы и сследования  устойчивости эволюционных р азностных 
кр аевых задач ,  как на  способы и сследования  свойств степеней 
·оператора Rh, а также сформулировать понятие спектр а семей
ства  р азностных опер аторов и спектр альный признак устойчиво·  
1сти несамосоп ряженных разностных кр аевых з адач. 
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Г Л А В А 1 3  

К О Н СТ РУ К Ц ИЯ О П ЕРАТОРА П Е Р ЕХОДА 

[ГЛ. 13' 

§ 40. Слоистая структура решений эволюционнь1х задач 

Во в сех р а ссмотренных выше примерах эволюционных раз
ностных схем 

( 1} 
з адавались зн ачения  р ешения и(h) н а одном или нескольких н а
чальных слоях сетки. З н ачения и(h) н а последующих слоях шаг 
з а ш агом определялись  нз уравнений ,  составля ющих р азностную 
1\раевую з адачу ( 1 ) .  Под слоем мы понимаем совокупность то
чек сетки D11 ,  л еж ащих на прямой  (или плоскости)  t = const. 
В дальнейшем будем считать, что р а ссм атриваемые разностные 
схемы ( 1 )  обладают указанной слоистой структурой .  

П р  и м е р  1 . Р а ссм0тр и м  р азностную схему 
u�+ l; 

и� = Аххи� + IP (хт ,  tp) •  

} 

иg+ l

_ 
'Ф I (tp+ l) ' и�+ J 'Ф2 (tp+ l)• и� =  'Ф (хт) • 

(2) 

m -- 0, 1 ,  . . .  , М, р - 0, 1 ,  . . .  , [Т/'t] 1 , 

а п проксим ирующую з адачу о р аспространении тепла 

дt = дх 2 + IP (х, t , О <  х < 1 ,  О <  t < Т, 
ди a2u 

) 1 и (0 , t) = 'ljJ1 (t) , и ( 1 ,  t) = 'ljJ2 (t) , и (х, 0) = 'Ф (х) , (3) 
О < х < 1 .  J 

З н а я  зн ачения решения и(h) 
з н а я  сеточную функцию 

в точках  слоя  t = tp = рт:, т.  е.  

иР = {и�} .  m = O, 1 , . . .  , М , (4) 
аргум ента т, м ы  можем последовательно вычислить значения 
сеточных функций иР+ 1 = {и�+ 1} , иР+2 и т. д. ,  пользуясь формулой 

и�+ I = ( 1 - 2r) и� + r (и�_ 1  + и�+ 1) + т:q> (хт ,  tp) • (5) 
С еточн а я  фун кция и0 = {и�} = {'Ф (хт)} задан а .  

Итак,  р ешение и(h) ,  определенное н а двумерной сетке 

(хт , fp) = (mh , рт:) , m = O , 1 ,  . . .  , М; р = О , 1 ,  . . . , [Т/т:] (6} 

в плоскости Oxt, естественным образом р асслоилось и 
нилось последов ательностью функций 

о 1 Р · _ [Т/ ] и , и ,  . . .  , и ,  р - т: , 

заме-

(7) 
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определенных на одномерных сетках. Одномерные сетки ,  н а  ко
торых определены иР,  р = О , 1 ,  . . .  , р ,  при всех р один аковы 
(рис. 5 1 ,  а ) , так  что их можно считать р азличн ы м и  экземпля 
р ами одной и той же сетки .  Мы изобразили  эту одномерную 
сетку на рис. 5 1 ,  6. 

Р ассмотрим  линейное простр а н ство И' функций ,  определен
ных н а  одномерной сетке ( см .  рис .  5 1 ,  6 ) . К нему прин адлежат,  
в частности , сеточные функции иР ,  р = О , 1 ,  . . .  , р. Это линей
ное простр анство будем считать нормированным .  Нор м а  элемен
та  и = {ио, и1 ,  • • •  , им} может быть 
задана ,  н апример,  одним ю р а 
венств 

1 1 и 1 1 = m ax 1 и т 1 . т 
(8) 

а) 
о 

t 
и 

ll 

l1 г 

и 1 

1 
В определении устойчивости и и' сходи мости уч аствует норма  -------- -- -• 

1 1 u !h> l luh решения р азностной крае - л) 
вой задачи ( 1 ) .  Мы будем польза- Рис. 5 1 . 

в аться только таки м и  нор м а м и  
1 1  u!h> l lu1, , - при  выборе которых учтен слоисты й х а р а ктер решения 
и(hJ, а именно выполнено р а венство 

1 1 u!hJ l luh = ma x  1 1  иР l i ,  
р 

(9) 
где р пробегает зн ачени я р = О , 1 ,  . . . , [ Т/т], т .  е .  все те зн аче
ния ,  при которых обл асти определения сеточных функций uP = 
= {и�} прин адлежат двумерной обл а сти определения реше
ния uU•>. 

П р  и м е р  2 .  Рассмотри м  разностное уравнение 

p + l  2 р + р - 1  n 2 Р + о } "т - "т Uт "m + 1 - Um "т - 1 
,;2 - h2 = <р (Хт, ip) , 

m = O, + 1 ,  . . .  ; р = 1 ,  2 ,  . . .  , [Т/т] - 1 , 
( 1 0) 

которое является р азностным  ан алогом дифференциального 
ур авнения 

О < t < Т , - оо < х < оо . ( 1 1 ) 

В отличие от примера  1 ,  решение  u(1•J этого ра зностн ого урав
нения еще не определяется по своим зн ачениям  в точках  сет
ки одного слоя t = рт. Здесь необходи мо зн ать зн ачения uU<J 
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в точках 
функцию 

КОНСТРУКЦИЯ ОПЕРАТОРА ПЕРЕХОДА 

сетки двух слоев : t = pt и t = (р + 1 ) t, 
(рис .  52, а ) . ( uP+ l uP+ I 

• • • - 1 u и�' = 
. .  . u� 1 ug 

p+ l ) "t • • •  

р • 

" t . . .  

[ГЛ . \ 3 

т. е. вею ор -. 

По значениям иР в силу ур авнения ( 1 0 )  последовательно о п ре
деля ются иР+1, иР+2 И Т. Д. В СВЯЗИ С ЭТИМ За  простр аНСТВО U� 

и) 

d) 

t 
rif 
!12 
ll f  

ll o  --�----��+-�----� .r о 

Рис. 52. 

п римем  пространство вектор
функций (рис. 52 , 6 )  

- ( " ' '  Ь - t  Ь о  b t . . .  ) и --
. . .  а - 1  а0 U t  . . . 

с некоторой нормой 11 и 1 1 . Отно· 
сительна этой нормы заметам  
следующее. 

Решение дифференци аль· 
наго ур авнения ( 1 1 ) опреде· 
ляется двумя функциями :  

и (х, t0) и д и �· t ) 

р а зностными  ан алогами  которых явля ются соответственно се
точн ые функции 

и 

. . . ' 

• . .  , и� l '  иg , иf ,  

иg+ l _ ug 
т 1 • • •  

Поэтому всякая  естественн ая  норм а в пространстве и;. должна 
з ависеть от обеих этих сеточных функций . Можно положить, на 
пример ,  

или 

После введения нормы в простран стве и;. а втом атически по· 
формуле ( 9 )  вводится норм а в простр анстве иh сеточных 
функций , определенных на двумерной сетке:  

11 и<h! l luh = max ll и" 11. 
р 
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Номер р пробегает все те значения р = О , 1 , . . .  , [ T/'t] , при  ко
торых области определения сеточных  вектор-функций принадле 
ж ат двумерной обл асти определения сеточной функции и�> .  

При н ашем условии  всегда пользов аться нор м а м и  вида (9 )  
неравенство 

1 1 и11'1 l luh � с 1 1 f (hl I IF1, , 
означа ющее в случ ае линейности оператора Lh устойчивость, 
р авноси льно выполнению нера венств а 

11 uP / / � С 1/ fU'I 1/р h 
при в сех тех р, при которых функции uP определены .  Это оказы
в ается удобным при  и сследовании  устойчивости .  

ЗАДАЧИ 

1 .  Указать п р остр анство и� для разностной схемы 

и�,-;; 1 - и:;,п 
't' = Аххи:;,п + Аууи:;,п + <р ( xm, Yn' t р) • 

v 1 - о о - ,,, ( ) итп ! г - • итп - '1' Хт• Yn • 

т, n = 1 ,  2, . . .  , М - r; Mh = 1 ,  
р = О, 1 , . . . , [ Т/т] - 1 ; 

(хт, Yn , t p ) = (mh, nh, рт) , Г состоит из тех точек сеткп, которые лежат на  
боковой границе параллелепипеда О �  х, у �  1 , О �  t ::s:;; Т.  2 .  Указать ПростраНСТВО И� ДЛЯ раЗНОСТНОЙ C X (' M bl р асщеПЛеНИЯ 

p + l  -итп - umn _ о + !  't' - Аххитп + <р (хп!'  Yn' t р) • 

йтп - и�' "  
--'-=---.:.... = AyyЙmn· 't' 

и:;,п /г = йтп /г = О, ur;"n = 'Ф (хт, Уп)• 
m, n = 1 , 2 , . . . , M - 1 ; Mh = 1 ; р = О, 1 ,  . . . , [ T/-r] - 1 ; 

r - боковая граниuа параллелепипеда о � х, у ::s:;; 1 '  о ::s:;; t ::s:;; т. 

§ 4 1 . Заnись разностных краевых задач 
в виде uP+ 1 = RhuP + трР 

1 .  Канонический вид. Разностную схему 

иf:/ 1 - и:;. 
't' 

и:;,+ ! - и:;, 
h = ер:;, , т = О , + 1 , 

и� = 'Фт• р = О, 1 , . . . , [T/'t] - 1 , 
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для задачи 
I(ОНСТРУI(ЦИЯ ОПЕРАТОРА ПЕРЕХОДА 

Ut - их = <р (х, t) , О < t < Т, 
и (х, О) = 'Ф (х) , - оо < х < оо ,  

запишем в виде 

Положив 

иР+ I = {( 1 - r) и::z + rи::Z+ r} + т<р� . } 
и� = 'Фт• r = т:/h. 

v�+ r = ( 1 - r) и::z .+ rи::Жн•  р�  = <J>::Z. 

перепишем ее в виде 

uP+ I = vP+ ' + тр D , и� = 'Фт· 

[ГЛ. 1 3  

( 1 )  

(2) 

Слагаемое vP+1 полностью определяется по иР = {и::Ж} . так что 
его можно записать в форме 

vP+ I = RhиP , 
где Rh - оператор,  который к аждой сеточной функции иР Е И!. 
·ставит в соответствие сеточную функци ю vP+ 1 Е Иh по фор
муле ( 2 ) . З а пись ( 1 )  примет тогда вид 

uP+ I = RhиP + т: рР , } 
и0 задано.  (3) 

В этом пар аграфе мы покажем и н а  других пример ах, как осу
ществля ется приведение эволюционных разностных краевы х 
задач 

(4) 

к виду ( 3 ) . Мы установим ,  что если при таком приведении удов
летворены некоторые естественные  требования ,  то устойчи вость 
з адачи (4) н а отрез1<е О �  t � Т р авносильн а выполнению не
,р авенств 

I ! R� I I < к. р = 1 ,  2, . . . . [Т/т:] , ('5) 
тде !( - некоторая  постоянная ,  не з авися щая от h, и сведем, 
таким образом,  и сследование устойчивости к оценкам величин 
. 1 1 R� 1 1 .  т .  е. норм степеней оператора перехода Rh· 

Ан алогичные построения и р ассмотрения были проведены в §§ 1 5  и 1 6 . Напомним ,  что в § 4 1  изучение устойчивости было 
.сведеJ:Iо к р а ссмотрению нера венств 

ll иP � � c � f (h) �Ph· (6) 
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Именно было установлено, что устойчивость р авносильн а суще
ствованию числа с, не зависящего от h и f<hJ Е F h и та кого, что 
нер авенство (6) выполняется при всех р,  р = 1 , 2, . . .  , [ Т/т] .  

Теперь приступаем к реализации н ам еченного пл а н а ,  причем 
н ачнем с при мера приведения разностной  схемы к виду (3 ) . 

Рассмотрим разностную схему 

и::Z+ 1 - u::Z u�+ l - 2u� + u�- l = q>::z , 1 't h2 
р = О , 1 , . . .  , [Т/т] - 1 ; m = l , 2 , . . . • М - 1 , (7) 

иg = '\1 1  (tP)' иХt = '1>2 Cto)• р = О , 1 ,  . . . • [Т/т] , 1 и� = '\> (mh) , m = O , 1 ,  . . . • м. 
Я сно, что должны быть выполнены условия согласован ия '\>t (О ) = '\> (О ) , '\12 (О )  = '\> ( 1 ) . В силу условий задачи и0 = {tl�} 
з адано,  а функции и1 , и2, • • •  можно последов ательно вычислить.  
Для этого следует переписать разностное ура внение из  схемы 
(7 ) в виде 

и::z+ 1 = ( 1 - 2r) и::z + r (и::Z_ 1  + и::Z+ 1) + тq>�, 
r = ;2 , m = l , 2 , . . .  , М - 1 ; р = О, 1 , . . . , [Т/т] - 1 , 

и использовать ра венств а 

иg+ I = 'I>I (tр+ д· и'J.t+ I = '1>2 (tp+ I)· 
Поэтому примем  за  Uh простр ан ство сеточных функций 

и = {и0, и1 , . . .  , им} 
с нормой 

� и 1 1 = max 1 и т 1 . 
т 

Запишем теперь разностную кр аевую з адачу в виде 

uP+ l = RьиР + трР, } 
u0 задано, (8) 

обозн ачив через Rh оператор , который каждому  элементу 
а = {am} пространства U!a ста вит в соответствие некоторый 
элемент Ь = {bm}  того же пространства по формул а м  

Ь о = ао, 

Ьт = ( 1  - 2r) ат + r (ат - 1  + am+ I ) ,  
Ьм = ам. 

m � l , 2 , . . .  , M - l . } (9) 
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Пр и  таком выборе  опер атор а Rh сеточная  функция рР из Uh ,  · 

рР = {р�, р� ,  . . · • PXi} • 
определ ится формулой 

р - ( 'Ф • ( fp + l ) - 'Ф · ( tp ) 
р - 't' ' 

р = О , 
'Ф2 ( tp + l�- 'Ф2 (tp )) ' 

<pf , . . . , <JJXi- 1 '  • 

1 ,  . . . , [Т/т] - 1 . 

Эти м  м ы закончили приведение р а ссм атриваемой разностной 
схемы (7) к виду ( 3 ) . Мы собир аем ся использов ать запись р аз 
ностных краевых задач в этом виде  для исследования  устойчи
вости .  Но для того, чтобы нер авенства  (6 ) , о значающие устой':lи 
вость, имели смысл,  должна  быть определен а нор м а  1 1 f<hJ I IFh ·  
В н ашем примере  разностн ая  краев а я  задача  (7 ) з а писывается 
в виде ( 4 ) , если положить 

иf:н 1 - 2u� + u�_ 1 h�  т = 1 , 2 , . . . , ,И - 1 , 

f !h) == 

. . . , 

. . . , 

. . . , 

[Т/т] - 1 ,  

[Т/т] - 1 ,  

м, 
{ <р (хт , tp) т =  1 ,  2 ,  . . . , М - 1 ,  

'I\J 1  (tp.+ I ) , р = 0, 1 , . . . , (Т/т) - 1 ,  

'Ф2 (tp+ I ) ,  р = О, 1 ,  . . .  , [Т/т] - 1 ,  
'Ф (хт) , m = O, 1 , . . . , М. "" 

Норму 1 f <hJ I IF,t определим р авенством 

1 1  f !h) I IF1t = ��: 1 <р (хт , lp) 1 + m:x 1 'Ф (хт) 1 + 

+ 1 'Ф ·  ( t p+ l ) - 'Ф ·  ( t p) 1 
+ 

1 'Ф2 ( tp + l ) - 'Ф2 ( tp ) 1 
mп �х . р 't' р 't' ( 1 0) 

2 . Устойчивость как равномерная ограниченность норм степе
·ней R h .  Сфор м ул и руем тепер ь  дв а условия ,  соблюден ие котор ых 
при  приведении  к а кой-либо р азностной схемы (4 ) к виду ( 3) 
позволяет утверждать, что в случае справедливости неравенств 
(5 )  есть устойчивость. 

У с л о в и е 1 ° . Имеют .место неравенства 
1 1 рР 1 1 � KI I I f !h) I IFh' 

где К1, не зависит от h и f<hJ, а р пробегает все те значения , при 
которых рР имеет смысл. 
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У с л о в и е 2°. И м ее т место оценка 
1 1 и0 1 1  � [(2 1 / f !h) / /ph ' 

где К2 - некоторая постоянная , не зависящая от h и f<h>. 
Условия 1 °  и 2° требуют определенного согл асования в ы бора 

норм в простр анствах U/1 и Fh , и выбора  оператора  Rh ( вид 
вектора  рР однозначно з а висит от выбора  опер атор а Rh) . Отме
ти м ,  что в рассмотренном нами примере приведения  р азностной 
схемы  (7 )  к виду (3 )  эти условия выполнены. Чтобы убедиться 
в этом, достаточно сопоставить нормы сеточных функций рР и ио 

1 1 рР 11 = m:x 1 р� 1 = max ( 1 'Ф 1 ( tp+ I )т- 'Ф 1 ( tp ) 1 ,  1 QJ (х1 , tp) 1 • • • •  

1 'Ф2 ( tp + I ) - 'Ф2 ( tp ) 1 ) • • • ' 1 QJ ( хм - 1 ' t р) 1 ' 't' ' 

1 1 и0 11 = max 1 и� 1 = max 1 '11 ( хт) 1 т т 
с равенством ( 1 0 ) ,  определяющим норму 11 f<h> IIFh · 

Числ а  К1 и К2 в этом примере можно считать р авными  
еди нице. 

Докажем теперь ,  что если при приведении разностной крае 
вой з адачи ( 4 )  к виду (3 )  выполнены условия l 0 и: 2° ,  то для 
устойчивости р азностной схемы (4) достаточно,  чтобы выполня
лись оценки ( 5 ) . Нам н адо показ ать, что  оценки  

1 1  иР 1 1 � Кз /1 f <h> 1 /ph ' 
rде Кз - некоторое число, не з ависящее от h и f<h>, справедливы 
при всех р , р = О, l , . . . , Ро, при которых обл а сти определения 
сеточных функций иР прин адлежат области определения ре
шения u<h>. 

Из уравнения 
р = 0,  l , . . . , Ро - 1 , 

следует , что 
uP = Rhup- 1  + трР- 1 = Rh (Rhиp-2 + тро-2) + трР - 1 = 

= RКи0 + т  (RГ 1р0 + RK-2p 1 + . . .  + рр- 1 ) ,  р = О, l , . . . , Ро· ( l l ) 

По условию 

II R� II � к. l = О, l , . . . , [Т/т] .  
Из этого нер авенства  и равенств а ( l l ) вытекает оценк а  

1 / иP / / � K / / uo / / + тK ( II p o / 1 + / / p l l / +  • . .  + ll pP - 1 1 1 ) .  ( 1 2) 



370 I{OI I CTPYKUИЯ ОПЕРАТОРА П ЕРЕХОЛА 

Учиты вая  условия 1 а и 2°, ? силу которых 

11 Р1 1 1  � Kl 11 f(h) IIPh ' 
� и0 1 1 � K2 l l f (h) I IFh ' 

l = O, 1 ,  . . .  , p0 - l , 

оценку ( 1 2 ) можно з амен ить следующей :  

[ГЛ. 1 3 

1 1 и" 1 1 � (КК2 + трККI ) 11 f(h) I IFh � к  (Kl + TKI )  11 f(h) I IFh = c l! f ih) r Fh·  

где число с = К ( К2 + Т К 1 )  не зависит от h и f(h). 
Устойчивость доказана .  
Воспользуемся установленным достаточн ы м  признаком устой

чивости и покажем,  что разностн ая  схе м а  (7 )  при r = т/h2 � 1/2" 
устойчива .  

Именно  убедимся ,  ч то  для оператора Rh. который мы ввели 
по формул а м  (9) при приведении  р азностной схемы (7) к кано
н ическому виду ( 3 ) , выполнено неравенство 1 1  Rh 1 1  ::::; 1 ,  а зн ачит, 
и неравенство 11 RK \1 � 11 Rh 1 1° � 1 .  При r � 1 /2 нмеют место оценки 

1 Ьо 1 = 1 ао 1 � max 1 а т 1 = 1 1  а 1 1 , т 

1 Ьт 1 · = 1 ( 1 - 2r) ат + r (ат- 1 + ат+l )  1 � 
� ( 1 - 2r + 2r) max 1 ат 1 = 11 а 1 1 , т 

1 Ь м 1 = 1 а м 1 � max 1 ат 1 = 11 а 1 1 .  т 

Из этих оценок вытекает,  что 11 Ь 1 = 11 Rha 1 ::::; 11 а 1 1 . т. е. 11 Rh 1 ::::; � 1 .  Итак ,  при  r � 1 /2 достаточный  признак  устойчивости выпол
нен .  Можно показать, что если постоянная  r = т/h2 > 1/2 , то до
статочн ы й  признак  устойчивости не  выполнен .  Возникает вопрос, 
не теряется ли устойчивость и в общем случ ае , когда неравенства 
1 1  RK 1 1 < К , р = 1 ,  2 . . . .  , [T/'t] ,  nерестают быть верн ыми . Ока
зывается,  что  действительно спр аведливость неравенств 
1 1 RK 1 1  < К необходим а для устойчивости , если тол ько выnолнено 
некоторое условие 3° , котарее м ы  сформули руем сейч ас в общем 
виде и которое выполнено для рассматриваемого примера .  

У с л о в и е 3° .  Пусть ра зностн ая  краевая  задача  ( 4) приве
дена  к виду (3 ) . Возьмем какую-нибудь функцию й0 из  Uh и 
построи м сеточные функции й1 , й2 , • • •  , йР , •

. . по рекуррентны м 
формул а м  й Р+ 1 = RhйP . Совокуnность сеточ ных функций {й" } •  
р = О, 1 , . . . , [ Т/т] , к аждая и з  которых прин адлежит Uh , обра 
зует некоторую сеточ ную функцию U(hJ из  nростр анств а Uh. - ( h ) Вычислим д:ля нее f , 
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Будем говорить, что при приведении разностной схемы ( 4 )  к ка
ноническому виду (3) выполнено условие 3°, если справедлива 
.оцен.ка вида 

1 1 r (h) I IFh � Кз 1 1 й0 "· 
где постоян.н.ая Кз н.е зависит 01' й0 из U0 и н.е зависит от h. 

Убедимся,  что в описанном выше при ведении  р азностной 
схемы (7 )  к каноническо му виду (3 )  условие 3° вы полнено.  Дей
ствительно,  задавшись произвольной фун кцией й0 = {й�} . полу-
чим 

Ф� = О , 
При нашем выборе норм имеет место р авенство 

1 1 r\h) I IF,, = 1 1 й0 1 1 . 
Докажем теперь, что есл и при приведении раз ностной схемы 

( 4 ) к каноническому виду ( 3 ) выполнено условие 3°, то  для ее 
устойчивости на отрезке О < t < Т необходимо, чтобы выпол н я 
лись оценки (5 ) : 

I I R� II < K. p = l , 2 , . . .  , [Т/'r], 
rде К - к акое-нибудь число, не зависящее от h. 

Если сформулированный признак  не выполнен, то при  
л юбом К можно указ ать такие h , р0 и сеточную функцию й0, что 

11 R�'й0 11 > К 11 U0 11 ( 11 иРо 1 1 > К 11 U0 1 1 ) .  
Е остроив по й0 векторы йР ( 1 1 uro 1 r > К 1 1  u0 11 ) и образовав из йР 
сеточную функцию й(h) ,  мы из  условия  3° з аключаем,  что для нее 

·в то же время 

1 1  й<h' l luh = max 1 1  йР 1 1 ;;;::: 11 йР· 11 > К 1 1  й0 11. 
Отсюда ясно, что 

р 

1 1 й(h) l lu > �11 f(h) I IF • h К3 h 

Это неравенство из -за  произвольности К и означает неустой-
чивость. 

Теперь подведем итог ра семотрениям  этого п а р а гр а ф а .  
Мы показали,  что, при водя разностную схему Lhu(hl = f (hl к 
.виду (3 ) 

иР+ I = Rhи.o + тр.о , } 
и0 задано , 
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м ожно использовать з атем оператор Rh для исследования устой
чивости . Именно ,  доказ а н а  следующая 

Т е о р е м  а .  Если при приведении разностной схемы (4 )  к 
виду ( 3 )  соблюдено условие 3°, то для устойчивости необходи
мо, чтобы выполнялось неравенство 

I I R� II < K, р = 1 , 2 , . . . , [ T/t] , ( 1 3) 
где К - некоторое •tисло, ' не зависящее от h . Если приведение 
к виду (3) проведено с соблюдением условий 1 ° и 2°, то оценки 
( 1 3 )  достаточны для устойчивости. 

Мы должны обратить внимание  читателя на то, что обычно 
р а сслоение сеточной функции и<hJ и приведение  ра зностной схе
мы к каноническому виду ( 3 )  могут быть проведены несколь
к и м и  р азличными  способами .  Одн ако мы не  будем на этоы по
дробно останавливаться ( см ;  § 1 4 , где этот вопрос обсуждался 
в случа е  р азностных схем для обыкновенных дифференци альных 
ур авнений ) .  

3. П р имер . В з а ключение п а р а гр а ф а  р ассмотри м  неявную 
р а зностную схе му  

u�+ l - и� т - 1  т m+ l _ Р uP+ I _ 2up+ l + uP+ I 1 
Т 

h2 - q>т , 

m = 1 , 2 , . . , , M - 1 ; p = 0 , 1 ,  . . .  , [T/t] - 1 , } 
и� = 'Фт • т = 0, . . . , М, · J иg+ l = 'ljJ1 (tp+ l ) •  и�+ l = 'ljJ2 (tp+ l) '  р = 0, 1 ,  . . .  , (T/t) - 1 , 

для з адачи о теплопроводности 

ди д2и дt - дх2 = q> (х, t) , 1 
и (х, О) = 'Ф (х) , � 

и (О , t) = 'Ф1 (t), и ( l , t) = 'Ф2 (t) , j 
O < t < T, О < х < 1 . 

Мы подробно р а ссматривали эту схему в § 28. 

( 1 4) 

( 1 5) 

Примем за  иР вектор иР = (иg, иr • . . . ' и�) с нормой 11 иР 1 1 = 
= max 1 и� j . "  Решение н а  (р + l )  - м слое запишем в виде сум ы ы  

т 

где 

V a + l  = (vP+ I v P+ I vP + I) И рР (рР рР nP ) u • 1 • • • · • м = u • 1 ' • . .  , �"'М 

в свою очередь являются решениями  вспомогательных ��7ем 
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vff+ l = иg = '� � (tP) '  1 rvD+ l - ( 1 + 2r) vP+ 1 + rv�>+ 1  = - иР т+ l т m- l т • 
m = 1 , 2 , . . . , А1 - 1 , 

v;w+ l  = и;w = 'ljJ2 (tP), 
Ф 1 (tp+ l ) - Ф1 ( tp ) pg = т 
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( 1 6) 

rp�+ l - ( 1 + 2r) р� + rр�н = <р�. т =  1 2 , . . . , М - 1 ,  ( 1 7) 
ф2 (tp+ l ) - ф2 (tp) P:W =  т 

Первую из  этих систем можно считать определением опе
ратора Rh и положить 

vP+l = RhиP. 

Если 1 1 f (h) I IFh определить по- прежнему  р а венством ( 1 О ) ,  то 
выполнение условия 1 а 

i l pP I I � KI I I f (h> I IFh 
вытекает из  оценки  

I I PP I I � max [ 1 Ф I (tр+ ! )
т
- Ф l ( tp) 1 . / Ф2 ( tp+ l )

"'
- Ф2 (tp ) / .  �x l <v� l ] , 

спра ведливой для решения  {Р�} системы ( 1 7 )  в силу оценки ( 7) 
§ 4. При этом К1 = 1 .  

Условие 2° 
l l и0 1 1 � K2 ll f(h) IIFh 

также выполнено в силу ( 1 0 ) , ибо и� = 'Фт• причем , очевидно, 
можно положить к2 = 1 .  Д алее, в § 28 был а доказана  оценка 

1 v�+ 1 1 � max 1 и� l • т 
которую можно истолковать к а к  неравенства 

1 1 Rhи 1 � 1 1 и 1 1 .  1 1  Rh 1 1  � 1 , 
откуда 

II R� II � K = 1 .  
Мы сейчас  повторили схему доказательства устойчивости из ·  

§ 28, показав ,  чтр о н а  совпадает с предл агаемой здесь. Р а ссмо
трен ный пример интересен еще и в том отношении,  что  в нем 
используется довольно сложный способ кон струирования  век. 
тора  рР. 
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ЗАДАЧИ 
1 . Для системы уравнений акустиi<и 

� � т дt + А дх = 1р (х , t ) . - оо < х < оо, О < t < , 

и (х ,  О) = ф (х ) , - оо < х < оо , 

( О 1 ) ( u (x , t ) ) 
А = 1 О 

и (х , t ) = w ( х, t) ' 

( q> 1 (х ,  t) ) ( Ф •  ( х ) ) !р (х , t) = �р2 (х , t ) ' ф (х ) = Ф2 (х )  

nривести I< I<аноничесiшму виду ( 3 )  схему 

l 
- 2�2 А2 (и::Z+t - 2uJ:z + и: : н) = !р (хт• tp)• ,� 

и� = ф (хт)• J 
приняв и й = {и::Z}· Проверить, что при выборе норм по формулам 

т де 

1 u(h) �uh = m ax 1 и" 11. р 
1 1 uP 1 1 �  = L ( 1 o::Z 1 2 + 1 w� 12). т 
1 1  Ф 1 1 2 = L ( 1 Ф1 (mh)  12 + 1 Ф2 (mh) 12) ,  

т 

11 !р(р) 12 = L ( 1 QJ 1  (хт.  fp) 1 2 + 1 QJ2 (хт. tp) 1 2) • т 

rrл. ,,  

( • )  

· в ыполнены условия приведения 1 о - 3°. 
Доказать, что п р и  r ::;;;; 1 разностная схем а ( • ) устойчива, а п р и г >  1 

неустойчива. 
У к а з а н и е. Для оценки норм 1 1 R� 1 1 перейти к переменным 

/( 1 )  = v + w /(2) = v - w т т m' т т т• 

называемым римановыми инвариантами, и воспользоваться спе1пральным 
.nризнаком п .  4 § 25. 

2. Разностную схему 

h2 = !p::z, 
р = 1 • • • .  , [T/-r] - 1 ,  

o::Z+ r - 2о� + о�_ 1  

} о� = Фо (хт) • о� =  -rф1 ( хт) + 'Фо (xm)• т = О, ± 1 , • . •  , 
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аппроксимирующую задачу Коши 
д2а д2а 7Ji2 - dx" = q> (х, t ) , - оо < х < оо ,  О < t < Т,  

а (х , О) = 'Фо (х ) , д
а �; О) 'ljJ 1 ( х), - оо < х < оо ,  

привести к каноническому виду (3) , положив 

т 

т т 

1 u!h) l luh = max 11 up 1 1 .  р 
11 f (h) I IFh = 1 1  'Фо 1 1 + 1 1  W 1  11 + max 11 q>P 1 1 . р 

375" 

а} Проверить, что в ыполнены условия 1 ° - 3°. б) Доказать, что при т/h = r � 1 схема устойчива, а при т/h = r > f'' 
неустойчива.  

§ 42. Использование частных решениИ 
1 1ри конструировании оnератора перехода 

В § 4 1 рассказывалось о приведении разностной краевой з а -
дачи 

к виду uP+ l = R,huP + 'tpP , } 
u0 задано. 

( l )  

(2) 

При этом оператор R.h можно выбир ать по -разному.  Цель приве
дения I< виду _(2 ) состоит в том , чтобы по оценкам  величин 1 1 R.� � 
можно было судить об устойчи вости. Б ыло показано ,  что оценка 

II R.K II < К, р = l ,  2 , . . .  , [T/'t] , (3) 
обеспечивает устойчивость, если только оператор R.h и нормы 
выбраны так ,  что  выполня ются условия : 

1 ° 1 1 рР 1 1 � Kt ll f!h) I IFh ' 
где р пробегает все значения ,  при которых ph определено;  

2° 1 1 U0 1 1 � К2 1 1 f !h) 1/Fh• 
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В пр  им ерах,  р а ссмотренных в § 4 1 ,  оператор Rh удавалось 
выбрать достаточно простым и в то же время обеспечить выпол
н е н ие условий 1 о и 2° . Одн ако могут в стретиться и такие при
меры - оди н из  них мы р а ссмотрим в этом параграфе , - когда 
условие  1 о является слишком жестким ,  так что оператор R,, с 
учетом этого условия нельзя взять достаточно простым .  

В этом п а р аграфе будет показано ,  что оценка ( 3 )  остается 
достаточной для устойчивости, если условие 1 о заменить менее 
ограничительным условием 1 * .  Благодаря з а мене условия 1 о 
условием 1 * оператор Rт, п р и  приведении р азностной схемы  к 
виду (2 )  можно выбр ать тем проще, чем больше сведений имеет
ся о решениях р а се м атри ваемой р азностной задачи ( 1 ) .  В част
пости ,  структура опер атор а R,, , пригодного при приведении раз
ностной схемы к виду ( 2 ) , упрощается,  если известны некоторые 
ч а стные решения ра зностного уравнения ,  входящего в состап 
р азностной кр аевой з адачи  ( 1 ) .  Соответственно упрощается до 
казательство неравенства (3 ) , из которого вытекает устойчи
вость. 

В се это мы поясним позже пример а м и . Перейдем к форму
лированию условия 1 * .  

Пусть z(h) - какая - нибудь сеточная  функция н а  Uh, за вися
щая,  вообще говоря ,  от f(h ). При приведении р азностной схемы 
( 1 )  к каноническому виду ( 2 )  м ы  р а сслаиваем сеточную функ
цию иU•) на функции иР Е U'rt. Проведем такое же р асслоение 
фуНКЦИИ z(h) На фуНКЦИИ zP Е Ulz И ПреДПОЛОЖ И М ,  ЧТО zP удоВ
Л еТВОрЯЮТ вера венетва м  вида 

(4) 

где R - некоторая  постоянная ,  а р пробегает те значения р = 
= О , 1 , . . .  , ро, при  которых zP определено .  

У с л о в и е 1 * . Существует функция z(lt), удовлетворяющая 
не равенствам ( 4) и такая, что справедливы оценки /l pp - � (zP+ 1 - RhzP) II < KI II f (h) I JFh · 

Если в ка честве z(h) можно взять z(h) = О, то выполняется не 
только условие 1 * ,  но  и более жесткое условие 1 ° . 

Т е о р е м  а . Если разностная задача ( 1 )  записывается в ка
ноническом виде ( 2 )  с соблюдением условий 1 *  и 2°, то из оцен
ки (3) вытекает неравенство 

(5) 
означающее устойчивость. Постоянная с может быть выбрана 
по фор�ttуле 
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Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Введем функцию w(''> = u(h) - zCh > , дл я 
которой из уравнения 

в ытекает р авенство 
(6} 

где 

В силу условия 1 * и м еем 
/ / рР / / :;;:;;; К1 / / f (h) / /F11• 

Пользуя сь р авенством (6 )  и н еравенетвам (3 ) , без труда 
находи м ,  к а к  мы м ного р а з  делали ,  

/ / wP // � K II w0 // + TK max / /  рР  1 1  � К // w0 11 + ТКК1 / / f (hJ i /Fh · (7) 
р 

Далее, 
1 1  w0 11 � 2 (К2 + К) 1 1  f th) I IFh· 

Это следует из неравенств 

1 1  W0 1 1 = 11 и0 - z0 � � 11 и0 � + 11 z0 / / , 

1 1 и0 11 � К2 // f (h) / /ph ' 1 1 zO 1 1 � К // f(h) I IF h' 

(8) 

второе из которых совп адает с условием 2°, а третье - с нера ... 
венетвам (4 )  при  р = О .  

Подставив оценку (8 )  для 1 1  w0 1 1  в (7 ) ,  н аходим , 
11 wP 1 1 � [2 (К2 + К) К +  ТКК1] 1 1 f(h) 1 /Fh· 

Остается только з а м етить, что 

/ / uP 1 1 = 11 wP + zP / 1 � // wP // + 1 / zP � � 
� { [2К (К2 + К) +  TKKi ]  + К} 1 f (h) / /ph � 

� [К (2К2 + 2К + ТК1) + !(] 1 1 f (h) / /ph = c l / f (h) / /ph. 
Благодаря з амене  условия 1 о условием 1• при  и сследовании 

устойчивости можно р а спределить трудности между построе
нием такого оператора Rh, нормы степеней которого не слишком 
трудно оценить, и доказательством существования функции z(h>. 
Потребовав с самого начала , чтобы условие 1• выпол нялось при  
z(h) = О, т . е .  чтобы было  выполнено условие 1 °, м ы  н а кл ады
ваем тем самые жесткие ограничения на выбор оператора Rh· 
Может оказаться , что любой оператор Rh, который нам  удается 
nодобрать с выполнением условия 1 °, имеет сложный вид. 
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так  что оценка  нормы его степеней сли ш ком  трудна .  С другой 
стороtiы ,  выбрав  оператор Rh предельно простым ,  скажем еди 
ничным ,  и не увя зав  его с разностной задачей ,  м ы  перенесем 
всю трудность на проверку выполнения условия 1 "' , т .  е .  на по
-лучение оценок для функции z(l• > , которую в этом случае  н аибо
лее естественно  выбр ать совпадающей с и(h!. Введение такого 
опер атора  Rh и такой функции z(h) нисколько не продвинуло бы 
н а с  D и сследовании  устойчиDости . 

В качестве операто р а  Rh н адо стараться бр ать как  можно бо
лее простой оператор .  Одн а ко Rh должен настолько полно  учи
·ты вать свойства разностной задачи Lhи(h> = f (h> ,  чтобы выполне
ние условия 1 * ,  т .  е .  существование функции z(h!, было достаточ
но очевидн ы м .  Часто удается воспользоваться свободой в выборе 
R1 • •  которая  возникает благодаря тому, что вместо условия 1° 
должно выполняться лишь менее ограничительное условие 1 * ,  
для облегчения док а з ательства устойчивости. В качестве функ
ции z(h ) при этом используются функции, которые строятся из 
решений  р а зностных з адач при правой части f(h) того или иного 
специ ального вида. 

Мы сейчас  покажем на пример ах ,  как пользоваться предла 
тае м ы м  приемо м .  

П р и м е р  1 .  Р а·ссмотрим разностную краевую з адачу ( 1 )  
вида 
и�&+ ! - и�� u:;.+ 1 - u:;. 

= <р:;., т = О, 1 ,  . . . , М - 1 ;  Mh = 1 , 't' h 
и� :- \jJ (хт) • m = O, 1 , . . . , м . 
и� = \jJ1 (tP) ' р =  1 ,  2 ,  . .  \ . , [Т/т] .  

Это разностная  з адача ап проксимирует з адачу 
ut - их = <р (х, t) , О < х < 1 , О < t < Т,  } 
и (х, О) = \j) (x) , О <  х < 1 , 
и ( l '  t) = 11't (t) ,  о < t < т.  

при следующем выборе нор м :  
Jl и(h! l luh = max max 1 и:;. l ,  

р т 
fl f(h) I IFh = max max 1 <р� 1 + max 1 \jJ (хт) 1 + 

1 
f (9) 

J 

( 1 0) 

р т т 

+ 1 .,, (t ) 1 + 1 'Ф l ( tp + l >  - 'Ф l  (t p ) 
max 'l' l Р max т . 

р р 

Для п риведения  задачи  (9) к каноническому виду (2)  положим 

uP = (ug , иf ,  . . .  , им)• l l и ll = max l vт l · 
т 
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Оператор Rh , Ь = Rha, переводящий элемент а = (ао, а 1 ,  . . .  
• • . , ам) пространства Uh в элемент Ь = (Ьо, b t , . . . , Ьм ) того же 
nространства ,  определим равенствами  bm = ( 1  - r) а т + ram+ l • т = О , l , . . .  , М - l , } 

Ьм = 0 , r = т:/h. 

Тогда, очевидно ,  

рР = ( <pg, <pf , . . . , 
Ясно, что условие l о 

i l pP I/ � K, I I f (hJ I IFh 
не выполнено и з -з а  того, что последня я ком понента вектора  рР ·  

'Ф r  ( tp+ r )  
0 ( В  .. б есть 

т 
и ра стет при т: -+  . этои задаче легко ыло бы 

задать оператор Rh так ,  чтобы условие l о выполнялось .  Для 
этого достаточно в определении оператора  Rh равенство Ьм = О 
заменить равенством Ьм = ам. ) Между тем нетрудно указать 
такое zP, что условие l * 

JJ p o - � (zP+ I - Rhzo) J J � K /1 f(h) //ph 
окажется выполненны м .  Левая часть этого неравенств а запи
сывается в виде 

1 1 ( <pg , <pf, . . .  ' <р�- 1 ' "'' <;+ ; ) ) - � (zP+ I - RhzP) II · 
Поэтому для доказательства выполнения условия l * достаточн(} 
nостроить фующию zU•J, удовлетворяющую rравнению 

1 + I  ( 'Ф r  (tp+ r ) ) :&" (zP - RhzP) = О, О, • . . , О , т , 

I\Оторое можно записать в виде 

zP+ I = RhzP + т:  (О , О, . . . , 
или 

z�+ I - z:'n } h = 0, m = O,  l , . . . , M - l , 

zx,
+

' = 'IJ , (to+ I ) . 

( l l } 

В случае,  если '!1 1 ( t  P+t ) не  зависит о т  t ,  эта задача им еет ста
ционарное ( н е  з а в и сящее от р) решение 

z::s == \jJ1 · const .  
т 
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В общем случае  '!Jf = \jJ 1 (tp) зависит от р ,  но при ограниченной 1 Ф I ( tp + I ) - ф l ( tp ) 1 норме  11 f (h) l iPh' содержащей член 
т · 

, не може1 

быстро меняться .  Поэтому функция z(h), определенная р авен
ством 

хоть и не будет стационарным решением (да и вообще реше
нием ) з адачи ( l l ) ,  но  « почти» удовлетворяет соотношениям 
( l l ) .  Именно 

!_ ( P+ l - R Р) - ( Ф l (tp+ l ) - Ф l ( tp) Ф l ( tp+ l ) - '1\J I ( tp ) 
т z hz - т , т ' • • •  

Поэтому 

•

.
. , 

ф l (tp+ I ) - ф l ( tp )
' 

Ф l (tp+ I ) )
. т т 

� ll (<iJ� . <pj ,  • • •  , <р�- 1 ' 0) 11 + 
+ 1  Ф I ( tp+ l ); ф l ( tp )  1 1 1 ( 1 . l , . . .  , l ,  O) l l � ll f(ft) /rp" 

Условие 1 * выполнено ;  К = 1 и z(h) удовлетворя ют неравенству 

Условие 2° 

i i zP I I = max l z� 1 � 11 f(h) I IPh · 
т 

11 U0 11 � K2 1i f(h) l iPh 
также выполнено :  

11 и0 1 1 = max ll и� ll = max 1 \jJ (хт) 1 � 11 f(hJ l iPh · т т 

Для доказательства устойчивости, котора я  имеет место 
при 't' :s:;; h, достаточно показать,  что 11 R� 11 � 1 .  Справедли вость 
этого вытекает из оценки 1 1 Rh 1 1 :s:;; 1 : 

1 1 Rha 11 = max l ат ( 1 - r) + raт+ t l  � max l ат 1 = 11 a li 
т т 
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П р  и м е р  2. Ра ссмотрим  в качестве ·  более с.тю·жного '  примера  

другую разностную схему для той же дифференци альной крае  .. 
вой задачи ( 1 0 ) : 

uf/ 1 - и� u�+ l - u�- l -r u�+ l - 2u� + u�·- 1 
т 2h - 2 /t 2 = QJ�,  

р = О, 1 ,  . . .  , [T/'t] - 1 ; m = l ,  2 , . . .  , ivf - 1 ,  
и� = 1J? (хт)• m = O, 1 ,  . . . , М,  ( 1 2) 

u D - uP 1 о - р h - QJO , 

р = 0, 1 ,  . . . , [Т/т] - 1 , 

р = 0, 1 ,  . . . , [Т/т] - 1 .  

Порядок по х р азностного уравнения ,  входящего в эту схему,  -·-· 

второй,  а порядок соответствующего дифференциального ура в 
нения ( 1 0 ) - первый .  Поэтому  н а  левой границе х = О (т = О). 
добавлено условие 

ug+ l - ug 
't' 

которое м ы  будем использовать в фор м е  

ug+ l  = ( 1 - r) ug + ГUf + TQJ3, 

Разностную схему ( 1 2 )  м ы  уже р а ссматривали  в § 23, где 
обсуждались вопросы аппрокси м ации .  Нор м а  в простр анстве F11 
там был а введен а следующим образом : если  

1 am в точках (mh , 0) , m = O, 1 ,  . . . , м, 
ьр в точках ( 1 , рт} , р = О, 1 , . . .  , [Т/т ] .  

f <hl � 1 с
' 

в точках (О, рт) , р = О, 1 , . . .  , [Т/т] - 1 ,  
QJ::Z в точках (mh , рт) , m = 1 , 2 , . . .  , М - 1 ; 

t р = О, 1 ,  • . .  , (Т /тl - 1 ,  
то 

1 P+l Р 1 ll f(hJ //ph = h.max / cP / + h max с - с + р р 't 

( м )"· ьр+ l - ьР 
+ h L 1 а т /2 + max 1 ЬР 1 + max / -r 1 + max max 1 QJ::Z 1 ·  т-о Р Р Р т 
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Как было показано  в § 23, ап прокси м ация в этом случае 

и м еет порядок h2• Покажем , что  при  вы боре нормы 1 1 u(h) l luh по  
формуле 

где г :::;:;; 1 н а р яду с аппроксим ацией и м еет место и устойчивость_ 
Мы провер и м  устойчивость, приведя раз ностную схему ( 1 2) 

к к а нон ическому  виду ( 2 ) . Полож и м  для этого 

с нормой 
uP = (иg , Uf, . . .  , и�) 

1 1 иР 1 1 = ( � \ ug 12 + h j;1 1 ufn \�у· 
Оператор R,, определим  следующим и  формул а м и :  

Если а = (ао, а , , . . .  , ам).  Ь = (Ьо, Ь 1 ,  . . .  , Ьм) и b = Rha, то 

b0 = ( 1 - r) a0 + ra1 ,  1 bm = (- ; + � ) ат- 1  + ( 1 - Г2) ат + ( ;  + � ) am+ l • } 
т =  1 ' 2 , . . . • м - 1 , 1 

Ьм = О. 
В таком случае 

( 1 3) 

Условие 1 ° , очевидно, при  н ашем выборе норм не выполняется . 
В самом деле, если,  н а пример ,  

, , , ,J � в точках (mh , 0) , m = O, 1 '  . . .  ' М, 
в точках ( 1 , рт) , р = 0 , 1 ,  . . . , [Т /т] , 
в точках (0 , рт ) , р = 0, 1 , . . .  ' [Т/т] - 1 , 

1 о в точках (mh , рт) m = l ,  2 , . . . , М - 1 , 
t р = О ,  1 ,  . . . ' [Т/т] - 1 , 

то 

pP = ( I ,  О, . . . , О) ,  I I PP I I = �; , 
так что ни при  каком К1 не  может выполняться для всех h 
не равенство 
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При сделанном  н а м и  выборе простр анства  U',.,  состоя щего 
из векторов uP = (и� , uj, . . . , и�1) , и при нашем выборе нор м ,  
по-видимому ,  нельзя указать оператор Rh т а к ,  чтоб ы  условие 1 ° 
выполнялось, но условию 1 *  удовлетворить можно .  

Прежде ч е м  доказать последнее утверждение, заметим, что если изме
нить норму 1 1 [! hJ I IF h'  положив 

11 f 1 h) I IFh = 4h rnax 1 r! 1 + ( h �n 1 ат ��у· + rn a x  1 � 1 + m:x rn�x 1 !р�1 1 . 
то оператор Rh , определенный формулам и  ( 1 3) ,  будет удовлетворять усло
вию 1 °, но порядок аппроксимации будет не h2, а только h 'l• . Мы умеем, не меняя  норм, привести разностную краевую задачу ( 1 2) к каноническому 
внду (2) с соблюдением услов ий 1° и 2°, если за и� п р и нять совокупность 
сеточных вектор -функций [ u�+ I ] 

и Р = • 

и" т 
m = O, 1 , . . .  , М. 

При этом усложнится конструкция оператора Rт. и оц�нка нормы его степеней .  Поэтому  мы не будем р ассматривать такое приведенне .  

Покажем, что при сделанном н а ми  выбор·е ( 1 3 ) оператоnа  
R11 существуют zP ,  удовлетворя ющие условию 1 * :  

11 Р 0 - � (z"+ 1 - RhzP) 11 < KI I I flh ! I IFh '  
Для построения  функции zC1•1 поступ им ан алогично тому ,  как  

мы делали в примере 1 ,  и выпишем стациона рное ( не з а висящее 
от р) решение з адачи 

z�+ I _ z� 
т 

zg+ I - zg 
т 

т zi;н 1 - 2z� + z�_ 1  - 2 h2 = 0 , 

m = 1 , 2 ,  . . . , M - 1 , 
z r - z8 h = <pg, 

zXt = 1JJj ,  

( 1 4) 

в предположении,  что <JJ8 и 'Фf фиксированы и от р н е  за висят .  
Это решение имеет вид 

z� = <JJCh 1 � r [ ( ; + : ) т _ ( � + : ) м] + 1\J·( .  
�ункция {z�} удовлетворяет оценке 

1\ = 2. 
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Действительно , 

11 z' 11 � ( � 1 zg 1 ' + h �' 1 z::. 1'}" < 
� 2h max 1 <р� 1 + шах 1 1\1 1  (i ) 1 :s:;;; 2 1 1  f lh! 1/р • 

т р р h 
Пусть 

sp == zp+ l _ Rl!zP. 
Поскольку zP - решение стацион арной з адачи ,  можно написать 

zP = RhzP + тl'/,  
где 

р ( 1\J I (fp) ) б = <pg, о ,  о ,  . . . , о , -'t- . 
Поэтому 

так что 1 h ( <pg+ 1 - <pg) 1 � r [ 1 - ( � � � ) м] 
+ 

. + ('\J1 (fp+ l) - '\J1 (fp)) + T<pg, т = 0, 
�� = � h ( <pg+ 1 _ <pg) 1 t r [ ( � + � ) т 

_ ( ; � � ) м] 
+ 

1 + (1\11 (tp+ l )  - 1\11 (tp)) , 1 < т < м, 
( О,  т = М. 

Следовательно ,  координаты вектора рР 
= рР - � sp имеют вид 

L 

- 1\JI (fp + I )  + 'IJ I  (fp ) - !:.... ( P+ l - Р) � [1 - (�)М] 
-r -r <ро <ро 2 r + 1 ' 

т = О, 

- $ 1  ( fp+ l ) - 1\J I  ( tp)  - !:.... 
( p+ l _ Р) 1 + Г [(�)т -

-r -r <ро <ро 2 r + 1 
( r - 1 )м] 

- r + 1 + qJ�, О < т < М, 
о, т = А1. 

Неравенство, означ а ющее условие 1 "'  
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выполнено : 

11 i5p 1 1 = ( � 1 Рь 1 2 + h �: 1 P:'n 1 2)'' < 

:::;;;; / \(J I ( tp+ l )
т
- фl ( tp) \ + h l <pg+�- <pь \  + n��X \ <pfn \ :::;;;; l l f !h) I /Fh' 

Выполнение условия  2° 
1 U0 11 < к2 11 f(/t) I IFh 

очевидно :  

1 1  и" 1 1  � (% 1 ��� 1 ' + h �, 1 и;'.. l '  ) "' <;;; ( h �,1''� 1')" <;;; 1 1  f '"  1 1, , • 

Дл я доказ ательства усто й ч и вости ,  кото р а я  и м еет м есто при  r � 1 ,  остается показ ать ,  что  при  этом  у словии  

I I R� II :::;;;; к ,  р = 1 ,  2 ,  . . . , [Т/т] , . ( 1 5) 
где К - векоторая  постоя н н а я ,  не  з а висящая от !t . Докажем 
сна чал а ,  что для л юбого векто ра  и = ( ио ,  и1 ,  . . .  , им ) , ком п о 
нента им которого р а в н а  нулю ,  спра ведливо  неравенство 

1 /  R,zи 1 1 < 1 1 и 1 1 . ( 1 6) 
Далее,  применяя  опер атор R,, к вектору (0 , О, . • . , О, 1 ) ,  полу-

( r ,2 ) 
ч п м  вектор О, О ,  . . .  , О ,  2 + 2 ,  О , нор м а  которого не 

прево сходит _.,Jh. Поэтому для произвольнога векто р а  
и =  ( ио ,  и1 , . . . , им) , компонента  которого им не  обязательно 
равна нулю, и меем с учетом неравенства  ( 1 6 ) , спра ведливого 
длЯ векто ра  и вида и = (ио, и 1 , . . .  , им- 1 ,  О ) , 
1 / Rhu / 1 = 1/ Rh (uo , и1 , . . .  , им- 1 •  О) + имRh (О , О ,  . . .  , О ,  1 ) 1 1 < 

< II R,, (uo , l l 1 , . . .  , им- 1 .  0) 1 / + l им i --Jh :::;;;; 
:::;;;; 1 / (ио , tt 1 ,  . . . , им - 1 . 0) 1 / + 1 1 (0 ,  О , . . .  , им) l / :::;;;; 2 1 1 и / 1 , 

11 Rh 1 1 � 2 . ( 1 7) 
Теперь докажем перавенство ( 1 5 ) . В силу определения  опе 

ратор а R,, вектор V = R,,и и м еет нулевую ко мпоненту Vм, Vм = О. 
Поэтому, и спользуя ( 1 6 ) и ( 1 7 ) , получаем  

I I R �и i i = I I RГ 1  (Rhи) II = I! RГ 1v ll < 11 v 1 1 = 
= 11 Rhи ll < 2 1 1 и l /, II R� II < 2 == К. 

Остается обосновать нер а венство ( 1 6) ,  н а  которое м ы  о п и р а 
ЮI Сь ,  т .  е .  доказать с ледующее предложен ие .  

Пусть и =  (ио , и 1 ,  . . .  , им-1 .  О)  - произвольвый  векто р , ком
понента  им которого равна нулю, и пусть v � R,�и . Тогда 

1f� I З  С, К. Год,· r r u в, в. С, Рябенький 
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1 1 v 1 1 � 1 1 и 1 1 , т. е . 

( м ) ''' ( м )''• � vG + /1 L v� � � u5 + h L и� 
m= l m= l 

Н а помним , что в силу определения ( 1 3 )  оператора  Rh 
v0 = ( 1 - r) u0 + ru1 ,  

Vm= ( - -f- + � ) ит- 1  -f- ( 1 - r�) uт + (� + �2 ) Um+ l > 
m = l , 2 , . . .  , М - 1 , 

Vм = О. 
Отметим нер авенство 

V� � [ (- ; -f- � )  Ит- 1 -f- ( l  - i')  Ит -f- ( i -f- ��) Um+ 1J + 
r2 ( 1 - r2 ) � -+ 4 (Ит- 1 - 2um -f- Um+ 1 )  = 

= 
r2 ( 1 - r) 2 + ( l -

�) 2 + r2 ( 1 + r) 2 -- 2 um- 1  r um 2 um+ 1 

[ГЛ. 1 3 

( 1 8) 

- Г ( l  - r') Um- 1 llm -f- Г ( l - r2) llmUm+ 1 > 
которое выпоJJ нено при r � l ,  а также очевидl !ое тождество 

r2 ( 12- r) + l - r2 + r2 ( 12+ r) 
= l .  

Тепер ь при  r � 1 легко проследить спр аведливость следующей 
цепочки  неравенств , не сч итая при  этом ,  что llы = 0 : 

м 
� VG + L v;n � � [uo ( 1 - r) + u1r] "  + 

m� 1 
М- 1  + "' [ r2 ( 1 - r) 2 + ( l - 2) 2 + r2 ( 1  + r ) 2 -L.. 2 um- 1  r um 2 um+ l 
m� 1 

- Г ( l - Г2) Uт- 1Um -f- Г ( 1 - Г2) UmUm+ 1] = 
м 

= {- [u0 (
l

- r) -l- u1r] 2 -l- L и�, + m = l + [ ,2 ( 1 - r) 2 r2 ( 1 + r) 2 ( l  ) ] r2 ( 1 - r) 2 2 llu - 2 u l - r - r  uuu l - 2 llм - J = 

[ 1 2 + � 2 ] r { 2 + [( 1 ) + ]2} Г2 ( 1 - r ) 2 .-= 2 llu L.. um - 2 uo - r Uu ru t  - 2 uM- 1 "'-::: 111= 1  
Л !  

� f u6 + L tt�. 
т � 1  
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Полученное энергетическое неравенстnо 

м м 
_!_ v 2 + " v 2 � _!_ u2 + " u2 2 0 i...J т """ 2 0 i...J m 

m= l m = l  
сильнее нер авенства  ( 1 8 ) , которое м ы  док азываем . 
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Итак,  устойчиnость схем ы  ( 1 2 ) при г �  1 установлена .  При  
г > 1 устойчивости нет ни при каком  разумном выборе  норм ,  
т ак  как  н арушено необходимое условие устойчивости Кур анта ,  
Фридрихса и Леви .  

§ 43 .  Некоторые способы оценки норм степеней операторов 

В §§ 4 1 ,  42 было пок азано, что эволюционные р азностные 
схемы 

Lhu<hJ = f<hJ 
обычно можно привести к виду 

( 1 ) 

uP+ I  = RhuP + 't"pP , } 
u0 задано (2) 

так, чтобы устойчивость была равносильна р авномерной по h 
ограниченности норм степеней оператора перехода 

I I Rh ii < K, р = 1 ,  2 ,  . . . , [T/'t"] .  (3) 
Поскольку условия (3 ) равносильны устойчивости, то любой 

способ исследования устойчивости есть также способ проверки 
того, выполня ются ли  нер авенства ( 3 ) . 

Здесь мы изложим с точки зрения оценки норм степеней опе
раторов некоторые подходы к исследованию устойчивости, в стре
чавшиеся уже в гл . 8, дополнив эти подходы новыми аспектами .  

1 .  Необходимые спектрал ьные условия ограниченности 1 1 RK 1\ .  
Пусть Лh - какое -нибудь собственное число  оператора Rh, 
а u<hJ - соответствующий собственный вектор, Rhu<hJ = Лhu<hJ. 
Тогда 

1 1  Rhu<
h
J 11 = 1 лh lp 11 u<

h
J 1 1 . 

и поэтому 1 1 Rh 1 1 � 1 'Ah IP . Поскольку Лh - произвольное собствен 
ное число, то 

р = 1 ,  2 ,  . . .  , [T/'t"] , (4) 

где m a x  J lч, [ - наибольшее из собственных чисел опер атора Rh. 
В силу ( 4 )  очевидно ( см .  § 1 5) ,  что для выполнения условия 
( 3 ) догкен существовать круг 1 Л 1 � 1 + C't (5) 
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1 1 а  1..: u ы  плексно !r плоl:костн с по стоя н н ой с ,  н е  зависящей от h, 
в 1што р ом ле;.к ат все  со б ств е н н ы е  числа  оператора R1, .  

Проведе иные  р а ссуждения  л и ш ь  несуществею-10  усложнятся ,  
а р е зу л ь т а т  н е и з м е н и тс я ,  если в I\ ач естве Ah рассм атривать не 
толыш с о б ств е ш r ы е  з н ачения операто р а  R1, ,  но н все его точки 
спепр а .  В случ о.е ,  если U'" - конеч номе рное простр анство, 
спе r.;тр опер атор а R.1, r rc з а висит  от выбора  нор м ы  и целиком со
стоит из собств е r-н-r ы х  :шaч eн r r i'I .  Это - в юк н е й ш и й  случ ай ,  есте
с гв е юr о  в оз r ш к а ющ J i i'r п р и  а п п рокси м ащш дн ффере r-щиальных 
:ч) a e u LIX  з адач  в огр аниченной  обл асти разно стr-1 ы м и  задачами 
на  сет к е D1, ,  с о сто я щей из ,конечного ч и сл а  узлов . В это м случае 
условие  ( 5 ) нео бходи м о  для uыполнения у словия  ( 3 )  незави
сш.ru от выбора  н ор м ы .  Если  необходи м ы й спектр альный при
З ШI I\ усто й ч rшост r r  н е  выполнен ,  задача безн адежно неустойчи
п а - этого r 1 е .1 ь з я  п о п р а в и ть r-r и какнм  разу м н ы м  в ы бором 
нор м .  Аналогич ную снтуаци ю м ы подробно р азбирали  для слу
ч а я  O бLI IO I OBC ! l i-! Ы X  ]J <.! З I IO CTH Ы X  уравнениЙ  В § 1 5 . 

Б ы я в н ы  с п я з ь  �r ежду спектр альным признаком  Ней м а н а  ус
то ii ч п по спr р а з ностной з адачи  Коши ,  рассмотренным в § 25, и 
с п е 1..:тр а л ы r ы м  пр изна ком ( 5 ) р а вномерпо й огр аниченности (3 ) 
норм cтe п e r r e ii оператора  R,1 .  IЗоспользуемся  дл я этого, нап ри
мер ,  р азное 1 ной  c x e �1 o i'I 

m = O, + 1 ,  

U�t+ l - и;'п 1 !t = !р (хт , ip) ,  

���� = 'Ф ( хт) , 
. . . , р = О,  1 ,  . . . , [Т/т] - 1 , 

шш ро i<си м и рующеii з ад:з.чу Кош и 

ди Ии дt - J"X = <р (х , t) ,  - оо < х < оо , О < t < Т , 

и (х, О) = 1� (х) . 

(6) 

Мы исследо вали  ее усто й ч и вость с п о мощью признака  Ней м а н а  
в §  25 . 

Переппшеы  р ассм а три ваемую схему  в r< аноничес ком виде (2 ) , 
определ и в  Rh ,  v = R,,u и рР формул а м и  

Vт = ( 1 - r) ит + rиm+ l • r = т/h , } 
pp' = qJ P { = <p (Xn! > fp) } . 

Определ и м  норму в Щ, формулой 11 и 1 1  = sup l ит 1 . Тогда функ-
т 

ци r 1 u = {uт} = {eiam} при  любом вещественном CG прина �Jiе
жат простр а н ству U/, н я вляются собственными  функцияJI.Н опе

r атора  R,, : 
Rhu = ( 1  - r ) e io.m + re1o.  (m + l ) = [( 1  - r ) + re1o.] eio.m = '}, ',а) и, 
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где 
'А (а) = 1 - r + re 1a (7) 

является собственным числом .  Условие устойчивости ( 5 )  ввиду 
независимости 'А( а) от т сводится к требованию 1 'А( а1) 1 :::;;;; 1 , ко
торое выполняется при всех вещественных а при  r :::;;;; 1 .  

Как показано в § 25, условие ( 5 )  в случае  з адачи Коши для 
двуслойных разностных схем относительно одной искомой се
точной функции не только необходимо ,  но и достаточно для 
устойчивости, если нор м а  определена р авенством 

( 00 

) '/, 
1 1 и 11 = h m�oo и� · 

(В  этом случ ае {eiam} не принадлежат пространству иh и ,  сле· 
довательно, не являются собственными  функциями ,  но точки (7 )  
все  равно принадлежат спектру оператора  Rh. ) 2. Сnектрал ьный критерий огра-ниченности стеnеней самосо
nряженного оnератора.  Допустим ,  что М-мерное линейное про
странство иh состоит из  функций ,  определенных в точках Р1 ,  Р2, . . .  , Pm сетки (эта  сетка может лежать на  отрезке, на  
плоскости и л и  в пространстве - без различно ) , и что  в и;.  вве 
дено скаля рное произведение, которое для произвольной пары 
функций и ,  v Е и;. обозначим ( и , v ) . Пусть, далее ,  оператор Rh 
равномерно по  h ограничен некоторой постоянной с 1 :  

(8) 
и отображ ает пространство и;. на  некоторое подпространство 
О;. с Uh р азмерности N :::;;;; М, причем на подпространстве О;. 
оператор R,, я вляется самосопряженным ,  т. е. (Rhи , v) = (и , Rhv)  
для любой пары функций и, v Е й;..  Как известно из  курса 
линейной алгебры, в этом случае в подпространстве D;. суще
ствует ортанорм альный базис 

(9 )  

состоящий из собственных векторов оператора  Rh. Обозн ачим 
через 'At , 'А2, • • • , 'AN соответствующие ( в ещественные) собствен
ные числ а :  

k = 1 , 2 ,  . . . , N. ( 1 О) 
Т е о р е м  а 1 .  Для выполнения оценки ( 3 )  необходи.но и до

статочно, чтобы выполнялось неравенство 
с2 = const. ( 1 1 ) 

1 3 С. К. Году1 1ов,  В. С. Рябенький 
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Н е о б х о д  и м о с т .ь доказана  в п .  1 . 

Докажем д о с т а т о ч н о с т ь .  Пусть и Е U/,. Разложим вектор 
R11и = v Е U!t по б азису (9 ) : 

v = L ak'Ф(k ) · 
Тогда в силу ( 1 0) 

м 

R�и = R�- 1 V = L (л.�- 1аk) 'Ф(k) ,  
k= 1 

� m ax 1 л.�- 1 1  ( f а�) '/, = max 1 л.�- 1 1 · 1 1 v 11 . 
k k= 1  k 

Прини м а я  во внимание,  что благодаря (8 )  

1 1  v 1 1  = 11 Rhи ll � c1 l l и l l , 
а также условие ( 1 1 ) ,  из оценки ( 1 2 )  выведем (3 ) : 

( 1 2) 

1 1 R� 11 � Ct m ax 1 л�- I 1 � Ct ( l  + с2•У- '  � C t  ( l  + Cir:)тt-r: < с 1 ес,т = К. 
k 

Ниже м ы  установим некоторые признаки самосопряженно
сти оператора Rh и укажем некоторые способы оценки соб
ственных чисел .  

3. Признаки самосопряженности .  Введем обозначение 

( 1 3) 

и будем считать,  что скалярное произведение в пространстве Иh 
определено р авенством 

(и, v) = [и, v] . ( 1 4) 

Пусть, далее, оператор Rh, Ь = Rha , задан формул а м и  

Ь (Pk) = L aksa (Ps) , 
Ps 

где Ps и Ph пробегают все множество точек сетки . Оператор R,.1 
является самосопряженным в том и только том случае,  если 

( 1 5) 

В не завися щей от нумерации точек форме этот rrризнак озна
ч ает, что при  вычислении Ь (Р) в произвольной точке Р сетки 
значение a ( Q ) в другой произвольной точке Q должно входить 
с тем же коэффициентом ,  с каким  значение а (Р) входит в вы· 
р ажение для Ь ( Q ) . 
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Если среди точек сетки {Ph} выделено некоторое подмно
жество Гh (граница области ) и оператор Rh з адан  формул а м и  

ь (Pk) = L aksa (Ps) , p k Е rh , } 
р s ( 1 6) 

b (Pk) = O, Pk E Гh, 
то на  подпространстве D1t формул ы  ( 1 6) р авносильны следую
щи м :  

Ь (Pk) = L aksa (Ps) , 
Ps Ё Гh 

Ь (Pk) = О ,  

если 

е сли 

Условие самосопряженности оператора  Rh на подпространстве 
VA тогда ,  как  легко видеть, состоит в р авенствах  

aks = ask , Ps E Гh , Pk E Гh. ( 1 7 )  

1 ак , например,  оператор Ь = Rha, 
bk = ( 1 - 2r) ak + r (щ- I  + ан1 ) , k = 1 , 2 ,  . . .  , M - 1 , } 
Ь0 = Ьм = О , 

возникающий при приведении р азностного аналога ура внения 
теплопроводности н а  отрезке к каноническому виду ( 2 ) , удов
летворяет условию ( 1 7 ) , но не  удовлетворя ет условию ( 1 5 ) .  

4. Оценки собственных значений оператора Rh. В некоторых 
случ аях собственные значения можно указать точно ,  к ак  это 
было сделано в § 27 для оператора Ахх н ад функция ми  на се
точном отрезке, обр ащающимиен в нуль на его концах,  а также 
для  оператора Ахх + Ауу н ад функция м и  на сеточном квадрате, 
обращающимиен в нуль на его сторонах .  

Для самосопряженных ра зностных операторов можно поль
зов аться вариационными  м етодами .  Известно, что в этом случае 

min 
и' Е и� 

(Rhи' , и ' )  
(и ' ,  и ' ) 

(R  '1' и' ) 
m ax h, ' ,  = Л:Пах· 
, , (и , и ) и Е uh ( 1 8) 

Пусть, н апример ,  опер атор Ахх + Ауу действует на  сеточные 
функции пространств а ИА ,  определенные не  на  к в адрате ,  а в 
более сложной обл а сти, соста вленной и з  к вадр атов, и обращаю
щиеся в нуль на 'границе этой обл а сти .  Поместим эту область в 
достаточно большую квадр атную сеточную обл а сть и р а ссмот
рим оператор Ахх + Ауу над функци я м и  из  U'h, определенны м и  
н а  сеточном к вадр ате и обр ащающи миен в нуль н а  его границе. 

Доопределим каждую функцию и' из ИА до некоторой функ 
ции  u "  из U'h, положи в. ее тождественно р а вной нулю во всех 
тех точках сеточного кв адр ата ,  которые н е  принадлежат 

1 3* 
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первонач альной обл а сти .  Легко видеть, что для каждой такой 
функции бл агодарЯ ее обращению в нуль  на границе пернона
ч альной обл а сти выполнено  р авенство 

( Rhи' . и ' ) (R!z!l", и") 
(и ' ,  и ' )  = (и", и") 

Поэтому при переходе от формул ( 1 8 )  к формул а м  

min 
и" e U� 
max 

и" 
е U� 

(Rhи". u") ,, 
(и", и" )  

= Amin 1 

(Rhи", и") ,, 
(и". и") = Amax 

получим числа Л.�1п и Л.�ах , которые удовлетворяют оценкам 

( 1 9) 
Но в случае квадратной обл а сти собственные значения известны , ,, , " ' 
так что "'m i n и "' m a x  и звестн ы,  и мы получили оценки ( 1 9 )  гра -
ниц спектра операто р а  Ахх + Ауу н ад функциями  из  U�, опреде
лен н ыми в первоначальной обл а сти .  

Во м ногих случаях можно применять вариационные методы 
оценки собственных значений ,  аналогичные вариационным ме
тодам для дифференциальных уравнений .  Н апример ,  первое 
собственное з начение задачи 

где Гh - граница сеточной области Dh и во внутренних точках 
задано выражение 

RhUmn = �2 { а ( Xm + � , Уп) (uт+ l .  n - Uтп) -

- а ( Xm - � , Уп) (Uтn - Uт- 1 , п ) } + 

+ �2 { Ь ( Xm , Уп + � )  (ит, n + l  - llтп) -

- Ь ( Xm, Уп - � )  (итп - Uт, п- 1 ) } , а (х, у) > О , Ь (х, у) > О, 

может лишь  уменьшиться от замены переменных коэффициен
тов а (х, у ) , Ь (х, у ) на постоянные 

а = max а (х, у) , Ь = max Ь (х, у) . х, у х, у 
Это док азыв ается так  же ,  как  ан алогичный ф а кт для дифферен
циальных уравнений ,  см.  [ 1 9] . 
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В случае постоянных коэффициентов можно п�rейти от ис
ходной области к квадр атной и получить оценки ,  подобные оцен
кам ( 1 9) .  Собственные числ а  оператора  аАхх + ЬАуу в квадр ат
ной обл асти легко вычислить точно.  

5. Выбор скалярного умножения . Пусть опер атор R,, ,  v = 
= R,,и , задан р авенством 

(20) 

причем при некотором фиксированном выборе скалярного умно
жения ( и , v ) == [ и, v] не обязательно по формул а м  ( 1 3) , ( 1 4 )  
опер аторы Ah и Bh -самосопряженные :  

Пусть, далее, Bh > 0 :  

[Вьи . и] > О , если и =Р О .  
� -Тог да оператор Rh = В/; Аь является самосопряженным в смысле 

скалярного умножения 
(и, v)вь == [Вьи, v ] . (2 1 ) 

В самом деле, 

(Bh" 1Ahи,  v)8ь = [Вь (Вh" 1Аь) и, v] = [Ahu, v] = 
-

[ 1 - ] [ 1 - ] ( 1 - ) = [и, Ahv] = Bh" Вhи ,  Ahv = Вьи , B'h Ahv = и, Bh" Аьv вь . 
Док азанное тождество по и и v 

(Bh" 1Ahи , v)вh = (и, Bh" 1Ahv)вь 
и означает самосопряженность оператора  Rh· 

Таким образом;  выбор скалярного умножения по формуле 
( 2 1 ) позволяет воспользоваться спектральным критерием п . 2 

огра ниченности норм степеней самосопряженных операторов. 
И м енно ,  можно утверждать, что оператор Rh. определенный ра 
венством (20 ) , и меет вещественные собственные значения Л k  и 
полную ортанормальную систему собственных векторов 'ljJ (kJ : 

А.kВь'Ф(k) = Ah'Ф(k> ,  (22) 

и что расположение всех собственных чисел Лk на отрезке 
- 1 � Л  :s:;:;; 1 необходимо и достаточно дл я выполнения нера -
венств 

(23) 
где нор м а  оператора задается с помощью скаляр ного у м ноже
н и я  (2 1 ). .  
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6. Критерии  устойчивости Сам арского. В предложенной 
А .  А .  С а м арским [23 ] ,  [24] теории устойчивости широкого клас
са р а зностных схем в гильбертовам пространстве указаны не
обходимые _ и достаточные условия устойчивости в тер минах 
линейных неравенств между опер аторными коэффициентами 
этих схем ,  а также получены другие результаты . 

Приведем здесь лишь два результата из этой теории .  
Пусть Uh - евклидоно простр анство с некоторым скалярным 

ум ножением (u , v ) = [u , v ] ,  и пусть опер атор R,, ,  v = Rhu, и, 
V Е Uh , задан  р а веНСТВОМ 

(24) 

где Ah  и Bh - самосопряженные опер аторы,  причем Bh > О. 
Определим энергетическую норму 11 и l lвh в простр анстве Ufa, 
положив 

Тогда справедлива  следующая 
Т е о р е м а 2 .  Jl словия 

2 O � Ah � - Bh т 
необходимы и достаточны для выполнения неравенств 

II R� II � 1 ,  р � О. 

(25) 

(26) 

(27) 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Определим самосопряженный опер а
тор A'h р авенством A'h = Bh - тАh .  Тогда (24 )  равносильно ра
венству (20 ) , а условия (26 )  р авносильны условиям -Bh :::;;;; 
:::;;;; А11 :::;;;; Bh, т. е. условиям 

(28) 

Как показано в п .  5, оператор Rh является самосопряжен
ным в смысле  скалярного ум ножения ( 2 1 ) и утверждение тео
ремы равносильно утверждению,  что все собственные числа 'Ak 
оператора  Rh лежат н а  отрезке - 1  � Л �  1 в том и только 
том случ ае ,  если выполнены условия (28 ) . Докажем это по
следнее утверждение .  

Пусть выполнены условия (28 ) . Умножим равенство (22)  
скалярно на  собственную функцию -ф<h) опер атора Rh.  Получим 

'J..k [Bk�<k> , 'Ф<k >] = [Ah'Ф<k > ,  'Ф< k>], откуда 

1 (Ah'Ф<k>, 'Ф<k>] 1 -1 ').k 1 = [ ( k) (k)] � 1 . 
Вhф , 'Ф 
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Обратно, пусть m a x  1 Лп 1 � 1 .  Покажем,  что выполнены усло
вия (28) . Пусть и = L ck'�\k) - р азложение произвольнаго эле
мента и Е:: Uh по ортанорм альному в смысле  скалярного умно
жения ( 2 1 ) базису {�(kJ} . Тогда 

1 [А,1и, и] 1 = 1 [Ah L Ck'�(k) , L Ck�\k)] 1 = 1 [L ckAh'�(k) , L ck�(k)] 1 = 
= 1 [l.: ckлkвh�(k) , L Ck '�(k)] 1 = 1 [вh L CkAk�(k) ' L Ck'�\k)] 1 = 

= / (l.: ckлk,�( kJ ,  L ck�(k>)вh / = L с� 1 Лk 1 � 
� L с� = (и, и)8 = [Вhи, и] . h 

Отсюда [В,,и , и] � 1 [д,,и, и] 1 , что равносильно условиям  (28 ) . 
Теорема  док азана . 
З а метим ,  что проверка условий (28 )  р авносильн� проверке 

того , будут ли  неотрицательны все собственные числ а  самосо
пряженных в смысле скалярного умножения [и ,  v ]  операторов 
Bh - дh и Bh + дh. 

Приведем без доказательства еще один критерий устойчив�сти, примени
мый к р азностным схемам (24) , для которых Bh > О, Ah = Ah > О. Введем 

в пространстве И' энергетическую норму 11 и IIA • положив 1 1 и 1 1� """' [Ar.u. и ] .  h h h 
't 

Т е о р е  м а 3. Выполнение условия Btz ;;;;" 2 Ah необходимо и достаточно 

для того, чтобы имело лtесто неравенство 11 R h I IA < 1 . h 
Теорема 3 содержится в п. 4 § 1 гл. VI книги [23] и доказывается без 

помощи спектрального подхода, который эдесь не  удается применить из-за 
несамосопряженности оператора Bh.  

ЗАДАЧИ 

1 . Пусть оператор R,, , Ь """' Rha, задан формулами 

Ьт = ( 1 - r) am + ram + l • т =  О, 1 , . . .  , 
Ьм = О. 

М - 1 , } 
Покаэать, что в пространстве И� сеточных функций {а т} • т = О, 1 ,  . . • .  М. 
нельзя задать скаляр ное произведение так, чтобы оператор R.h стал само
сопряженным. 
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С П Е КТ РАЛ Ь Н Ы й П Р И З Н А К  УСТО й Ч И ВОСТИ 
Н ЕСАМОСО П РЯ Ж Е Н Н ЫХ Э ВОЛ Ю Ц И О Н Н Ы Х  

КРАЕ В ЫХ ЗАДАЧ 

Здесь мы  покажем,  что по спектру неса мосопряжен ного опе
р атор а Rh нельзя судить об устойчивости разностной краевой 
задачи в ограниченной обл а сти,  введем понятие спектра семей

ства опер аторов {Rh} и р ассмотрим спектральную постановку 
вопроса об  устойчивости, остающуюся р азумной и в случ ае не
с амосопряженных р азностных краевых з адач в ограниченных 
обл астях .  Будет указан  необходимый и близкий к дост аточному 
спектр альный признак  устойчивости. 

§ 44 . Спектр семейства операторов {Rь} 

1 . Необходимость усовершенствования спектрального при
энака устойчивости. В гл . 1 3 было показано, что обычно эволю
ционные разностные краевые задачи можно привести к виду 

uP+ I = RhuP + трР,  } 
u0 задано ( l )  

так,  чтобы устойчивость н а  интер в але времени О � t � Т была 
р а вносильна р а вномерной по h огр аниченности норм степеней 
оператора  перехода R11 .  т.  е .  оценке 

II R� II < К, р = 1 ,  2, . . .  , [Т/т] , (2) 

где Л - ш а г  сетки по времени ,  т = т ( h ) . 
Было установлено,  что р а сположение собственных з н ачени й 

оператора  Rh внутри круга 

1 л 1 < 1 + ст (3) 

на ком плексной плоскости необходи мо для выполнения усло
вия ( 2 ) , т. е. для устойчивости . В § 43 было показано ,  что в слу
чае  с а мосопряженного оператора  R,, условие (3 )  я вляется не 
тол ыю необходи м ы м ,  но и достаточным условием равномерной 
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ограниченности ( 2 )  норм степенеi'1 оператора  R,, . Этот же ф а кт 
установлен в § 25 и для разностной з адачи  Коши с постоян 
ными коэффициентами  в случ ае двуслойных разностных схем 
относительно одной неизвестной функции независимо от того, 
имеет ли место са мосопряженность. Одн ако в общем случ ае не
самосопряженных разностных кр аевых з адач в ограниченных 
областях необходи мый признак (3 ) очень далек от достаточного 
и совершенно неадекватен вопросу о равномерной ограниченно-
сти (2 )  норм II R� // степеней операто ра Rh· 

Это показывает следующий пример .  
П р  и м е р . Для р азностн9й кр аевой задачи 

и�+ l - и�
, и;;,+ l - и� = <jJ (Хт, fp) ,  -r h 

иХt = О, р = О, 1 , . . . ' [Т/т] , 

и� = 'IJ ( хт) • m = O, 1 ' . . . , м-' Mh = l , 
аппроксимирующей задачу 

ut - Их = <р (х, t) , 
и ( I ,  t) = O, O < x < l ,  O < t < T, 
и (х, О) = 'fJ (х) 

l 
� (4) 

J 

при естественном приведении к каноническому виду ( l )  опера·  
тор Rh , v = R,,u, з адается формул а м и  

Vm = ( l - r) uт + rиm+ I •  m = O, l , . . .  , М - 1 ,  
vм = О , r = т/h. 

Его м атрица имеет вид 

l ! - , 

г 

Rh = · :  · 1 - r 

о 
о о 

о -. . .  
г . . • 

о . . .  
о . . .  

О O J \ .� , . : . 
о о 

(5) 

Спектр м атрицы состоит из  ее собственных значений ,  т .  е. из 
корнеi'I уравнения 

det  (Rh - ЛЕ) = О или - Л  ( l - r - Л)м = О. 

Корни этого уравнения Л = О и Л = l - r обр азуют спектр 
оператора  R,, при любом h. Этот спектр лежит в единичном 
круге 1 Л 1 � l при О < r ::;:;;; 2. Между тем для схемы ( 4 )  при  
l < r � 2 не выполнено условие Куранта ,  Фридрихса и Леви ,  
так что устой чивости I I R� I I < К ни в какой разумной норме 
быть не может. 
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В самом деле, покажем, что в случае Т ;;;;;. 1 и нормы 1 1 и ll = m a x  1 Um 1 

справедливо неравенство 

max 1 1 R/: 1 1 ;;;;. 1 1 - 2r 1 1 /h = p l lh, 
p = J ,  2 ,  . . . , [T/'t] 

т 

(6) 

При r > 1 также р > 1 , так что при /! -+ О  и т =  rh -+ О величина max 1 1 R/: 1 1 р 
экспоненциально возрастает и условие 1 1 R% � < К rp yGo нарушается .  Для  
доказ ательства нер авенства ( 6 )  за метим, что в случае u;;, = ( - 1  )т, т = 

= О, 1 , . . .  , М, значения и� функции 

uP = R/:un, р = 1 ,  2, . . . , М при т = О, 1 , . • •  , М - р 

sадаются формулой 

Поэтому 

u� = ( - 1 )m ( l - 2r)P, m = O, 1 , . . . , М - р. 

11 Rf.u0 11 ;;;;. 1 1 - 2r i P  11 i1° 1 1, р � М, 

так что при этих значениях р, р = 1 ,  2, . . .  , М, 

I I Rf. l[ ;;;;. l l - 2r iP , p = l , 2, . . . ; M = l /lt ,  

и неравенство (6 )  доказ ано.  

Итак, установлено,  что необходимый спектральный признак 
(3 )  раnномерной ограниченности [[R f. 1 1  < К ,  использующий соб
стnенные  значения  опер аторов R,, ,  слишком груб в случ ае неса
мосопряжен ных опер аторов R,, :  в н ашем п римере он  не ул авли
в ает неустойчнвость, имеющую место при  1 < r ::;:;; 2 .  

2 .  Определение спектра семейства операторов. Пусть линей
ный  оператор R,, определен на линейном нормированном про
стр анстве U/z. 

Будем обозначать через {R,,} совокупность операторов Rh 
при в сех тех значениях h, которые прини м ает параметр lt ,  ха 
ра ктеризующий густоту сетки .  По самой  природе разностных 
схем шаг  сетки h может прини м ать сколь угодно м алые поло
жительные зн ачения .  

Ком плексное число Л будем на зывать то чкой спектра се.мей
ства операторов {Rh} , если для любых положительных ho и в 
можно указ ать такое lt ,  h < h0, что неравенство 

1 1  Rhи - Ли 1 1  < в l l и 1 1 
и м еет некоторое решение ll , и Е И/. .  

Совокупность в сех таких чисел Л будем назьш ать спектром 
семейства операторов {Rh} ·  
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3. Необходимое условие устойчивости. 
Т е о р е м  а 1 . Пусть хотя бы одн.а точка Л о спектра селtейства 

операторов {R1,} лежит вн.е един.и чн.ого круга комплексн.ой пло
скости, так что 1 Ло 1 > 1 . В таком случае н.ельзя указать общую 
для всех h постоян.н.ую К такую, чтобы вь�полн.ялось н.еравен.ство 

I I Ri: II < K. (7) 

в котором р пробегает целые зн.ачен.ия от О до р = Ро (h ) , где 
po (h) -+ оо при h -+  О. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Допустим сначала ,  что не существует 
чисел ho > О и с > О таких,  что при всех h < ho спр аведлива  
оценк а  

I I Rh l l < с . (8) 

При этом допущении  доказываемое утверждение очевидно.  По
этому остается р а ссмотреть случай ,  когда существуют h0 > О и 
с > О такие,  что при h < ho неравенство (8 )  спр а ведливо .  

Положим I Л o l  = 1 + б, где  Ло - та точка  спектр а ,  для кото
рой 1 Ло 1 > 1 . З адавшись произвольно числом К, выберем р и е 
так, чтобы выполнялись неравенства  

( 1 + 6)Р > 2К, 

1 - ( 1 + с + с2 + . . . + сР- 1 ) е > ; . 

По определению точки спектра семейства операторов {Rh} , 
можно указать сколь угодно м алые  положительные h ,  п р и  кото 
рых существует вектор и Е Uh, ЯВЛЯЮЩИЙСЯ решением н ера · 
венства 

Положим 
(9) 

Rhи = Л.0и + z. ( 1 0) 

Ясно, что 11 z 11 < е 1 1 и / / .  Далее , и з  ( 1 0) можно вывести , что 

R�и = Л.ьи + (Л.С- 1 z  + л.g-2Rhz + . . .  + Ri:- 1 z). 

Поскольку 1 Л.0 1 > 1 ,  то 

� �Л- 1z + л.ь-2Rhz + . . .  + RK- 1z ll � 
� 1  Ло IP ( 1 + 11 R,� l l + I I R� II + . . .  + II RГ 1 \\ ) e l l tt / / , 

а следовательно, 

� RI:и \I ;;;;;:: I Лo iP [ 1 - e ( l + c + c2 +  . . .  + cp- I )] I I и l l > 
1 1 > ( 1  + 6)Р 2 1 1 и 1 1 ;;;;;:: 2К 2 1/ и ll = К // и //. 
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Число h во всем этом построении можно считать настолько 
малым ,  чтобы р было меньше, чем p0 (h ) . 

Ввиду произвольности К док азано н аше утверждение о том , 
что расположение всех точек спектра семейства операторов 
{R,,} внутри или па границе единичного круга 1 Л 1 � 1 необхо-
дилю для выполнения оценки I I R� II < К. 

4 . Обсуждение понятия спектра семейства операторов {Rh}· 
Н ачнем с того, что обратим вним ание н а  ан алогию между опре
делением точки спектра семейства  опер аторов {Rh} и следующим 
определением точки спектра к а кого-либо оператор а R, которое 
11риводится в курсах функционального а н ализ а .  Мы будем в ка 
ч естве R брать оператор Rh при  некотором фиксированном h. 

Точк а Л н а  комплексной плоскости называется точкой спек
тра оператора R,,, если при л юбом положительном е неравенство 

и м еет решение и, прин адлежащее пространству Uh, на котором 
определен опер атор Rh. 

При сравнении определений точки спектр а семейства опера
торов {Rh} и точки спектра  опер атора Rh может возникнуть 
м ысль, что спектр семейства  {Rh} состоит из тех точек комплекс
ной  плоскости , которые получа ются путем предельного перехода 
при h -+  О из точек спектра опер атора Rh, когда h -+  О по все
возможным подпоследов ательностя м .  Но, вообще говоря ,  это 
предположение ошибочно .  

Рассмотрим опер атор Rh. v = Rhи, з адав аемый равенствами 

Vm = ( 1 - Г) llт + rиm+ l •  
Vм = О , 

m = 0 , 1 ,  . . . , M - 1 , } 
Mh = 1 . . ( 1 1 ) 

Опер атор ( 1 1 )  действует в (М + 1 )  -мерном линейном про
странстве  и описыв ается м атрицей (5 ) . Известно, что спектр 
м атрицы состоит из ее собственных зн ачений ,  т .  е .  из  корней А 
ур авнения det (R,, - ЛЕ) = О . Мы вычислили эти собственные 
зн ачения в п. 1 .  Это А = О и Л = 1 - r. Таким образом,  спектр 
оператора  Rh при  любом h состоит из двух точек А = О и 
Л = 1 - r, не зависящих от h Одн ако спектр семейства опера
торов {R1, } , как  будет показано в § 45, состоит не только из 
этих двух точек ,  чего ,  каз алось бы , можно было ожидать, а еще 
и из  всех точек круга 1 А - 1 + r 1 < r радиуса r с центром в 
точке А = 1 - r (рис .  27, стр . 248 ) . При r � 1 спектр семейства 
�пер аторов {Rh} лежит в единичном круге I Л I � 1 , а при r > 1 
этот необходи мый  спектральный признак  устойчивости не вы-
полнен :  неравенс;во 1 1 Rl: � < К  не может выполняться р авномер
но по  h. 
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На рис .  53 приведены графики зависимости величин 1 1 R�\\ 
от рт: = prh в случае  r = 3/2 для р азличных значений h . В этом 
случае спектр каждого оператора  R,, состоит из двух точек Л = О 
и Л =  -1/2 , лежащих внутри единичного круг а .  Этим предопре -
деляется поведение графика  величины I I R� I I при  больших значе 
ниях  рт: .  Величина I I R� I I  стремится к нулю при  рт: -+ оо , т . е .  о сь  
абсцисс я вляется асимп
тотой ( в  подробных кур
сах алгебры доказывает
ся , что нор м а  степеней 
м атрицы стремится к ну
лю при росте показ ателя 
степени, если все собст- /11 >IJ2 >!J.т 
венные зн ачения м атрицы 
по модулю меньше еди
ницы ) . 

То обстоятельство, что 
спектр семейства опера 
торов {Rh} не целиком ле- о 
жит в единичном круге, 
сказывается на поведе- Рис. 53. 

нии величины 1 1 R� 11 при 
-

h -+ О и при не слишком больших значениях рт:. Н а ибольшее з н а -
чение величины I I R% 11 н а  отрезке О <  рт: < Т  ( Т - произволь
ная  положите�ьная постоя н н а я ) быстро р а стет при уменьшении 
h. Но это и означает неустойчивость на отрезке О <  t < Т, в то 
время как поведение 1 1 R% 11 при рт: -+ оо, связанное со спектром 
каждого отдельного оператора R1, , совершенно несущественно 
при исследовании устойчивости . 

5. Близость необходимого признака устойчивости к доста
точному. Справедлива  следующая 

Т е о р е м  а 2 .  Пусть оператор R1, определен. на конечномер-
ном при каждом h нормированном пространстве и� и равно
мерно по h огран.и •tен. н.екоторой постоянной с: 

I I Rh ll <  с . ( 1 2) 
Пусть , далее, спектр семейства операторов {R1,} целиком лежит 
в замкнутом единичном круге 1 Л 1 :;:::;;; 1 . 

Тогда при любом 8 > О н.ор.мы степеней операторов R,, удов
летворяют оценке 

( 1 3) · 
где .4 =1= А ( 8 ) зависит только от 8 , но н. е от h. 

Ф акт, устан авливаемый этой теоремой ,  означает, что распо
л uжение спектр а семейства  операторов {Rh} в единичном круге 
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не только необходи мо для устойчивости, но и гарантирует от 
«грубой» неустойчивости . При выполнении условий теоремы ве
личина  

max II R� ii 1 ..; р ..; [T/-r] 

при h --+  О остается ограниченной либо ра стет медленнее сте
пени р IT/-rl с любым основанием р = 1 + е, превосходящим еди 
ницу .  

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Предварительно покажем,  что если 
спектр семейства опер аторов {R,,} лежит в круге I Л I  � р, то для 
л юбого Л, удовлетворяющего нера венству I Л I � р + е, е >  О, 
существуют числ а  А = А ( е )  и fto > О  такие, что при любом 
.h < h0 и любом и Е и h ,  и =1= О, выполнено не равенство 

1 р + е  1 1 Rhи - Ли 1 > ""А("Е) 1 1  и 1 1 .  ( 1 4) 

Допустим противное.  Тогда найдутся е > О ; последователь
ности чисел hk > О, hk --+ О; комплексных чисел Лk, 1 Лk 1 > р + е ; 
векторов иhk Е и hk такие,  что 

( 1 5) 

р + е  При достаточно больших значениях k, при  которых -k- < 1 ,  
чи·сла Лk в силу ( 1 2 ) не могут лежать вне круга 1 Л 1 � с + 1 ,  
т а к  к а к  вне  этого круга 

II Rhk и - Ли ll ;;;=: ( 1 Л 1 - II Rhk 1 1 ) 11 и 11 ;;;=: l l и 1 1 . 
Таким образо м ,  последовательность Лk ограничена ,  а следова-
тельно,  и м еет предельную точку Л,  1 Л 1 � р + е.  Легко видеть, ·
что в силу ( 1 5 ) точка  Л прин адлежит спектру семейства опера 
торов {R1.} , вопреки предположению,  что спектр лежит в круге 
I Л I �  р.  . 

Пусть теперь R - линейный оператор,  переводящий некото
рое конеч номерное нормированное простр анство и в себя .  Лусть 
дл я любого комплексного Л, 1 Л 1 � r > О, и любого и Е и при 
векотором а = coпst > О спра ведливо неравенство 

Тогда 
1 1 Rи - Ли 1 1  ;;;=: а 1 1 и 1 1 .  ( 1 6) 

rP+ I 

11 RP 11 � -а- , Р = 1 ,  2 , ( 1 7) 

Нер а венство ( 1 7 ) вытекает и з  следующего известного равенства :  

R/ = - 2�i ф ЛР (R - ЛЕ) - 1  dЛ., ( 1 8) 
[ i\i = r  
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и условия ( 1 6 ) , в силу которого /I (R - Л.E)- 1 // ::::;;;: _!_ ,  Для дока-
а 

зательства неравенства 
р = 1 ,  R = Rh- Тогда ( 1 7 ) 

( 1 3 ) положим  а = � iв� , r = р + в, 
совпадает с ( 1 3) .  

В заключение на метим доказательство равенства ( 1 8) .  Положим 

uP+ l = RиР , и (Л ) = L �= . 
р =О 

Умножим обе части р�венства u v + I  = Ruv на Л- Р и просуммируем по р от 
р = О до р = оо. Получим 

ли (Л ) - Ли0 = R и (Л ), 
или 

Из определения и (Л)  видно, что u v  является вычетом вектор-функции 
лv - l и Щ :  

11Р = 2�i ф лр - ! и (Л )  dЛ = - 2�i ф ЛР (R - ЛЕ) - 1 u0 dЛ.  
I Л I =r l � l =r 

Но иР = R P u0, так что последнее р авенство р авносильно операторному ра 
венству ( 1 8) .  

В этом параграфе м ы  сформулировали спектральную поста 
новку задачи об  устойчивости эволюционных р а зностных схем ,  
и меющую смысл для любых эволюционных разностных схем ,  
приводимых к виду 

uP+ l = RhuP + t"pP , } 
u0 задано 

так, чтобы выполнение условия 

I I R� ii < K. р = 1 ,  2, . . . , [T/t"] ,  
было равносильно устойчивости.  Это могут быть двуслойные, 
многослойные схемы,  схема  расщепления и т ак  далее для з адач 
на  отрезке, в м ногомерных или составных обл астях.  

Эта спектр альная постановка з адачи требует выяснить, ле
жит ли  спектр семейств а опер аторов {Rh} в единичном круге 
I Л I � 1 . 

§ 45. Алгоритм вычисления  сnектра семейства  
разностных операторов над  сеточ ными фун кция м и  н а  отрезке 

В этом пар аграфе мы опишем алгоритм вычисления спектр а 
семейства разностных операторов {Rh} н ад простр анств а м и  се
точ ных функций ( или вектор-функци й )  на отрезке .  За норму 
функции (или вектор -функции ) примем м а ксимум абсолютн ых 
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величин зн ачений ,  приним аемых функцией (или компонентами 
вектор-функци и ) . 

1 .  Характерный пример. Семейство опер аторов {R1, } , v = 
== Rhu , определи м  р а венств ами  

Vт = ( 1 - r) ит + rит+ 1 ,  m = O , 1 ,  . . .  , М - 1 , } ( l ) Vм = О. · 

Оператор Rh, определенный р авенств ами  ( 1 ) ,  возникает при ее· 
тественном приведении р азностной краевой з адачи 

к виду 

u�+ 1 - и� 
h = q> (хт ,  fp) , ! р = О ,  1 ,  . . .  , [T/t] - 1 ,  

М - 1 , J иrм+ l = о, и� = 'Ф (хт) • т = о , 1 ,  . . . , 

uP+ 1 = RhиP + трР, и0 з адано . 

(2) 

Соотношения (2 ) являются разностны м  ан алогом дифференци
альной кр аевой з адачи 

щ - их = q> (х, t) , О � х :;;;;; 1 ,  o :;;;;; t :;;;;; T, 
и (х, О) = 'Ф (х) ,  и ( l ,  t) = О. 

Мы уже р а ссм атривали р азностную схему (2 ) в п .  2 § 26 в ка 
честве примера ,  иллюстрирующего применение признака  Б абен
ко - Гельфанда .  Н а помним ,  что согл асно этому призн аку 
исследование  исходной задачи на отрезке следует р азбить на 
исследование трех вспомогательных задач :  з адачи бе з  боковых 
границ ,  з адачи с одной только левой границей и задачи с од
ной только правой  границей,  для каждой из которых н адо н айти 
все собственные зн ачения опер аторов перехода от uP к и Р+1 • 

Оказывается , что алгоритм вычисления спектра семейства 
операторов {Rh} совпадает с процедурой Б абенко - Гел ьфанда.  

Чтобы описать алгоритм вычисления спектра семейства опе
р аторов {Rh} ,  наряду с оператором R,, ,  заданным ра венства м и  

+� � <-
( 1 ) ,  р а ссмотрим  три вспомогательных оператора : R, R и R. 

+ �  +-> 
Опер атор R .  v = Rи, задается н а  линейном простр анстве огр а -
ниченных функций и = { . . . , и- 1 , uo, и 1 , . . . } ,  определенных  на 
всей сеточной прямой - оо  < mh < оо, по формуле 

Vт = ( 1 - r) ит + rит+ 1 , m = O , + l ,  . . .  (3) 

Эта фор мул а  получается из р авенств ( l )  при удалении левой 
границы в - оо ,  а правой в + оо ,  что отр ажено стрел кой с 

� + 
дву мя конца м и  в обозн ачении опер атор а :  R. Оператор R ,  
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v = Rи, задается п а  линейном простр анстве сеточных функций 
и = (ио . и 1 ,  . . .  , Ur n ,  • . .  ) , определенных на  сеточной полупря мой 
Xm = тl�. т =  О, 1 ,  2, . . .  , и стр емящихся к нулю при  т - + оо .  
Он з адается формулой 

Vт = ( 1 - r) uт + ram+ l , m = O, 1 , . . .  (4) 
Эта формул а  получ ается из формул ( ! )  при удалении пра 

вой  границы в + оо ,  что отр ажено м немоническим з н ачком -+ 
� 

в обозначении опер атор а :  R. 
+ + 

Наконец, опер атор R, v = Ru, н ад функциями  

и = (  . . . , Um, • . .  , l lм - 1 , им) . ит - 0  при т - - оо , 
определен н ы м и  н а  сеточной полупрямоi1 х , "  = mh, т = . . .  , -2, 
- 1 , О, 1 ,  . . . , М, зададим формул а м и  

V m  = ( 1 - r )  Urn + ГИт+ 1 '  т = . . . ' - 1 ' О , 1 ' . . .  ' м - 1 ' } 
Vм = О. (S) 

Эти формулы получились из фор мул ( 1 ) при удалении  левой 
+ 

гр аницы в - оо ,  что также отр ажено в обозначенпи  опер атор а :  R. 

Р ис. 54. 

+� � <-
Мы видим ,  что опер аторы R, R и R от h не з ависят. Обла -

сти определения функций и = {ит} для операторов ( 1 ) ,  ( 3 ) , (4 ) 
и ( 5 ) показавы  на  рис .  54 . Будет показ а но,  ч то совокупность 
собственных значений всех трех операторов tt  составляет спектр 
семейства разност/lьtХ операторов { R1J . 

< -> � + 
Собственные зн а чения  опер аторов R, R и R м ы  уже вычис· 

ляли в § 26, одн ако воспроизведем здесь и х  вычисление,  так 
как,  прежде чем переходить к док<1зательству сформулирован 
ного утверждения ,  н адо отчетливо представить себе  структуру 

+-> � <-
собственных функций опер а торов R, R и R. 

Прежде всего выясним ,  каково множество точеi\ Л н а  ком · 
плексной плоскости , для которых уравнение 

+ �  
Rи - 'Аи = О  
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и м еет огр ан иченное решение и = {ит} . т = О, + 1 , . . . Эти 
числ а 1 и есть собственные зна чения оператор а 

�� 
при мере уравнение Rи - Ли = О имеет вид 

�-> 
R.  В нашем 

( 1 - r - Л.) ит + rит+ l  = 0,  т = О, + 1 , . . .  

Всякое решение этого обыкновенного разпостного уравнения  
первого порядка ,  как  вытекает из  § 1 , может лишь постоинн ым 
множителем отличаться от сеточной функции tt 1 1 1  = qm, т = 
= О, + 1 ,  . . .  , где q - корень характеристического уравнения 
( 1 - r - 1) + rq = О. Связь между числ а м и  Л и q можно запи 
сать  также в форме 

Л. = 1 - r + rq. 

Решение ит = qm огр аничено при т -+ + оо  и при т -+  - оо  
только в том случ ае, если 1 q 1 = 1 ,  q = eia, О � а � 2л. По
этому множество тех зн ачений Л, при которых решение ит = qm 
огр аничено,  получается по формуле 

Л. = 1 - r + rq = 1 - r + re1a , 

когда q = eia пробегает единичную окружность 1 q l  = 1 на ком-. �� 
плексной плоскости . Точка  1 пробегает при  этом окружность Л 
радиуса r с центром в точке 1 - r (рис .  26, а, стр . 289) . 

� 
Вычисли м  собственные зн ачения опер.атор а R, т. е. те Л., 

при которых уравнение 
� 
Rи - Л.и = О 

имеет решение tt = ( и0, и 1 ,  • • •  , ttm, . . .  ) , стремящееся к нулю 
при  т -+ + оо .  

� 
Уравнение Rи - Л.и = О  в развернутом виде можно запи-

сать  т а к :  
( 1 - r - Л.) ит + rит+ l  = 0, т = О, 1 , . . .  

Его решение ит = qm, т =  О, 1 ,  . . .  , стремится к нулю при 
т -+ +  оо ,  если 1 q 1 < 1 .  Соответствующие собственные значения 

� -> 1 = 1 - r + rq за полняют при этом внутренность круга Л ра -
диуса r с центром в точке 1 - r ( рис .  26 ,  6) . " 

<
Алгоритм вычисления  собственных чисел оператора R ана 

� 
логичен алгоритму вычисления собственных чисел опер атор а R. 

� 
Ур авнение Rи - Л.tt = О  запишем ра звернуто : 

( 1 - r - Л) ит + rttm+ t = O, т =  . . .  , - 1 , 0, 1 , . . .  , М - 1 , } 
- Л.им = О.  (6) 
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Всякая сеточная функция tt = {ит} . т = М, М - 1 ,  . . . , 

удовлетворяющая первому из этих соотношений ,  с точностью до 
постоянного м ножителя по-прежнему имеет вид ит = qm, при 
чем Л и q по-прежнему связаны равенством Л = 1 - r + rq. Ре
шение ит = q>n, т =  М, М - 1 , . . . , стремится к нулю при  
т -+  - оо ,  если 1 q 1 > 1 .  В торое соотношение ( 6 ) ,  т. е .  р авенство 
-Лиы = О, накл адывает на решение llm = qm дополнительное 
требов ание - Лим = - лqм = О или Л = О.  Если точка  Л = О 
лежит вне круга радиуса r с центром в точке 1 - r, изобр ажен
ного н а  рис.  26, в, т. е. если r < 1 /2, то ей соответствует некото-

+ 
рое зн ачение q, 1 q 1 > 1 .  Множество Л тех Л, при которых ура в-

<-
нение Rи - Ли = О имеет стремящееся к нулю при  т -+  - оо  ре-
шение,  состоит из одной этой точки Л = О.  В случ ае r � 1 /2, как 

+ 
следует из продел анного анализа ,  уравнение Rи - Ли = О  не 
имеет стремящихся к нулю при т -+  - оо решений ни  при к аком 
комш1ексном (или вещественном ) Л. 

+� � + 
Объединение собственных значений  опер аторов R ,  R и R 

изображено для случая r < 1/2 н а  рис .  27, а, а для слуЧая  r > 1/2 
на рис. 27, б и 27, в . ' 

Докажем теперь, что спектр семейств а опер аторов {Rh} сов-
+� � + 

падает с объединением А множеств Л, Л и Л собственных 
+-> � + 

значений вспомогательных опер аторов R, R , R. 
Надо показать, что каждая  точка множества Л прин адлежит 

спектру семейства разностных опер аторов {Rh} и что других то
чек спектр не  содержит. 

Сн ачала  покажем,  что всякая точка Ло Е Л прин адлежит 
спектру семейства р азностных опер аторов. Для этого достаточно 
установить, что, ка ково бы ни  было 8 > О, неравенство 

(7) 
имеет решение и при  всех достаточно малых положительных 
значениях h. Решение и =  ( ио, и 1 , . . .  , им) мож·но н азв ать «по
чти собственным вектором» оператор а Rh. поскольку решение 
уравнения Rhи - Ли = О в алгебре принято называть собствен
ным вектором .  

Построения, с помощью которых проводится доказ ательство, 
+ �  � + 

зависят от того, какому из трех множеств Л, Л или Л прин ад-
+� 

лежит точка Ло. Начнем со случая  Л0 Е Л. Покажем , что при  
любом 8 > О и всех достаточно м алых h нер авенство (7 ) имеет 
решение и. 

Переходим к построению функции и =  (ио, и 1 , . . .  , Им) . По 
<-� 

определению множества Л существует qo, 1 qo 1 = 1 ,  та кое, что 
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Лo = ( I - r) + rqo, а ур авнение ( 1 - r - Лo) vm + rvm+I = O, 
т = О, ± 1 , . . .  , имеет огр аниченное решение vm = qbn , т = О, 
+ 1 ,  . . .  Будем р а ссм атрив ать это решение только при  т = О, 
1 ,  . . .  , М, сохраняя  обозн ачение v . Вектор 

v = (v0 , v i > . . . , vм) = ( I , Qo, . • .  , qg1) , 

uчевидно, удовлетворял бы ур авнению Rhv - J,ov = О, которое в 
р азвернутом виде з аписывается соотношени я м и  

( I - r - Л0) vт + rvm+ I = O, т = О, 1 , . . .  , М - 1 , } 
- Л0vм = 0, 

если  бы не нарушалось последнее из этих соотношений .  Соотно
J!lение  -Лоvм = О  можно считать граничным условием дл я ре

и 

Рис. 55. 

шения обыкновенного разност
ного уравнения 

( 1 - r - Ло) И111 + Гllm+ I = О, 
т = О, 1 , . . .  , М - 1 .  

Чтобы удовлетвоr ить этому гр а 
ничному условию ,  которое за 
дано п р и  m = JV/ , т .  е .  н а  правоы  
конце отрезка О ::::;;; х ::::;;; 1 , «под
правим»  вектор v = ( 1 ,  %• . . .  
. . . , q�1) , помножив каждую нз 
его 1шмпонент Vm на множитель 
(М - т) h. Полученный вектор 
обозначим и = ( и0 , l l 1 ,  • • • , U.м) , 
um = (М - т) hq�. 

= { ит}  в случае  q0 = - 1 . 

На рис .  55 приведены графи
ки функций v = {vm} 1 1  и =  

Нор м а  вектора и р авна  единице :  

l l и 1 1  = max l um 1 = max 1 (М - т) hq�1 1 = Mh = 1 . т т 

Оценим норму вектор а w = ( w0, w 1 , . . .  , · wм ) , определенного 
р а венством w == Rhu - Л.0и. Для координат вектор а w получ аем 
следующие выражения : 

j wт 1 = 1 ( 1 - r - Л0) (М - т) hq� + r (M - т - I ) hqgz+ I I = 

= 1 [( 1 - r _- Л0) + tQo] (М - т) hq� -- rlщr;:+ l i  = 

= j O · (M - т) hq�n - rhqgz + 1 j = rh, m = O, 1 ,  . . . , М - 1 , 
1 w м 1 = О - Л0 • О = О. 



§ 45 АЛГОРИТМ ВЫЧИСЛЕНИЯ СПЕI(ТРА 409 

Отсюда видно, что l l w l l = rh, и при  h < в/г выполнено нера 
венство l l w l l = I IRhи - Лои l l  < в l l и l l .  Этим и з авершается доказа -

+-+ 
тельство того, что точка  Л0 Е Л прин адлежит спектру семей-
ства разностных опер аторов {R1,} .  

Покажем,  что если точка  Ло принадлежит одному из  мно -
-+ + 

жеств Л или Л то она  является точкой спектр а семейств а ' -+ 
опер аторов {Rh} . Пусть для определенности Л0 Е Л. Тогда по 

-+ -+ 
определению множеств а Л ур авнение Rv - Л.0v = О, которое 
в р азвернутом виде з аписывается р авенств а м и  

( l - r - Л0) vт + rvm+ l = 0, m = O, 1 , 2 , . . . , 
имеет решение vm = q[f, 1 q0 1 < 1 , т =  О, 1 , . . . 

Будем рассм атривать это решение только при  т =  О, 1 , . . •  

. . . ' м' положив 

и = (и0 , и l > . . . , им) = ( 1 , q0 , • • • , qg-t). 

Вычир:шм  для этой сеточной функции и, график которой в слу
чае q = 1/2 изображен на рис .  56, норму вектор а w == R1,и - Л0и. 
Из р авенств 

l wm i = I ( I - r - Л0) q[f + rq[f+ 1 I = O, m = O, . I , . . . , М - 1 ,  

l w
м

l = l qo lм 

следует, что 11 w 11 = 1 q0 lм = 1 q0 / 1 1h . Если h н а столько м ало,  что 
1 q0 / 1 1h < в, то l l w l l  = I IR1, и - Лott l l  < в =  в l l и l l , поскольку l l и l l = 1 .  

Итак, доказано, что в нашем  примере  все точки множеств 
+-> -+ <-л, Л и Л прин адлежат спектру 
семейств а р азностных операто
ров . 

Покажем теперь, что всякая  
точка Ло , не  принадлежащая 

+-> -+ + 
множеств ам  Л, А и Л, не принад-
лежит спектру семейства {Rh} . 
Именно покажем, что существует 

qm 

(tj /)�. {) 
Рис. 56. 

число А > О, не завися щее от h и такое,  что для любой функцшz 
и = (ио, и 1 ,  . . .  , им)  выполнено нер авенство 

1 1 Rhu - Л.ои 1 1 �  А 1 1  и 1 1 .  (8) 

Тогда при в < А не  равенство I IRhи - Лои l l  < в l l и l l не имеет р е
шения и точка  Ло не прин адлежит спектру. Обозн ачим f = 
== R1,и - f...ои , тогда неравенство ( 8 )  з а пишется так : 

l l f i i � A II и l /. (9) 
14 С. 1(. Гом н ов, В, С. Рябенький 
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Эту оценку мы и будем обосновывать. Равенство R1,u - Лои = f 
запишем в развернутом в иде : 

( 1 - r - Ло) ит + rит+ l = fт, т = О, 1 ,  . . .  , М - 1 , } 
- Лаим = fм · 

( 1 0) 

Буде�! рассматривать эти  соотношения как  ур авнение относи 
тельн.о и, а f будем считать заданной правой ч а стью. З апишем 
р ешение и = {ит} в виде сум мы ,  положив 

Uт = am + �n" т =  о , 1 , . . .  ' М, ( 1 1 ) 

где am - компоненты огр аниченного решения а = {am} следую
щего уравнения : 

( 1 - r - Ла) ат + rат +  1 = F т = { о , 
= fт, о , если т <  О ,  

если т = О, 1 ,  . . . , М - 1 ,  
если т � М. 

( 1 2) 

Тогда в силу линейности вектор � = {�m} , компоненты которого 
входят в р авенство ( l l ) ,  есть решение уравнения 

( 1 - r - A.o) �т + r�т+ l = 0 ,  m = O ,  1 ,  . . . , М - 1 , } 
( 1 3) 

- А.а�м = fм + Лаам· 

Для доказательства оценки ( 9) ,  которую при сдел анном вы
\ боре нор м ы  можно переписать в форме 1 Uт 1 < A max l fт l ,  в 

. т 
силу соотношения Um = а"" + �т достаточно установить оценки 
вида 

1 ат 1 :'(; А, max 1 f т 1 .  
1 �т 1 :'(; А2 max 1 f т 1 .  

( 1 4) 

( 1 5) 

где А1 и А2 - не1<.оторые постоянные .  Начнем с оценки ( 1 4 ) . 
З а мети м ,  что уравнение  ( 1 2 ) есть уравненпе первого порядка 
в ида 

аат + Ьат+ l = Fт , m = O , + 1 ,  . . .  , 

где а = l - r - Ло, Ь = r. Ур авнение та кого вида было рас
смотрено в § 2, где получена оценк а  

max 1 Fт 1 max  1 fт 1 
1 ат 1 � 1 :1 - 1 Ь 1 = 

1 ai - 1 Ь 1 ( 1 6) 

В расс м атри ваемом примере l�J -lb 1 ::::_ бо/2,  где бо - ра с� 
стояние от точки �.о до множества Л +  Л +  Л. Из ( 1 6) поэтомУ, 
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вытекает доказыв аемое неравенство ( 1 4 ) . Оценка  ( 1 5 ) вытекает 
из з аписи решения уравнения ( 1 3)  в следующем виде : 

( 1 7) 

где Qo определ яется соотношен ием  ( 1 - r - Л о ) + rqo = О. По 
предположению точка Ло не прин адлежит множеству Л и по
этому лежит вне круга с центром в точке 1 - r и радиусом r. 
А в этом случае l qo l  > 1 .  Далее, I Лo l  = 6 1 > О, т а к  как  если бы 

+� � + 
было Ло = О, то /.0 прин адлежало бы м ножеству Л +  Л +  Л .  
Итак, используя равенство ( 1 7) и учитывая  уже док аза нную 
оценку ( 1 4 ) , получим не  равенство ( 1 5) :  

l �т l = 1 fм ��оам l · j q�-м j :::;;; l l f:: l  + l aт l :::;;; 
.- шах 1 f т 1 А f l f � --б-1 - +  

1
ma x l т = A2 max i  m l · 

Итак, доказано, что спектр семейства опер аторов {Rh} , опрел.е-
+ �  

ленного формулой ( 1 ) ,  совпадает с объединением мн ожеств Л ,  
� + Л и Л н а  комплексной плоскости. 

2. Алгоритм вычисления спектра в общем случае. 
Т е о р е м  а Пусть оператор Rh, Ь = R,,a, а, Ь Е Uh ,  задан равенством В,,Ь = Aha ,  где Ah и в ,, - некоторые линейные операторы, определенные на 

конечномерноАI линейном нормированном пространстве Uh со зна<tенuяАш и з  
некоторого линейного норАmрованного пространства Fh. Пусть, далее, опера
торы А 1, и Bh равномерно по h ограничены, а оператор Bh иАiеет paвнoAiepll o 
ограниченный обратный Bi; 1 :  11 Ah 11· 11 В11 1 1 · 11 Bi; 1 l l  < с. 

В таком слу•юе спектр сеАtейства операторов {R,, }  не содержит тех и 
толмо тех Л на комплексной плоскостtt, при которых оператор А ,, - 'Л.В,, 
имеет при всех достато •tНо Аtалых h равномерно по /� огранuченный обратный 
оператор. 

Доказательство очсвпдпо. и мы его излагать не будем . 
Пусть теперь опер атор Rh,  v = R,, и , задан  разностн ы м и  соотношенпя ы н  

( 1 8) 

причем задача 
ko L BkmDm+ k  = <JJm, k - - k. 

�k. 
t ь,vi = 'Фl '  
1 �0 

ko ..so;; т о:;;; М - ko, J 
1 
J 

( 1 9) 

хорошо обусловлена. 
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Предполагается, что 

Akm = Ak ( : )  , Bkm = Bk ( � ) ,  
где А п (х} и Вп (х) - квадратные м атрицы, определенные на  отрезке О � х �  1 ,  
удовлетворяющие на этом отрезке условиям гладкости ( 1 4) § 4;  а ; ,  Ь ; ,  а ; ,  р ; - прямоугольные числовые матрицы, не зависящие от М. В таком случае 
п рименима теорема и спектр семейства операторов {Rh} состоит из всех тех 
Л, для которых разностная краевая задача 

k, 
L (ЛBkm - Аkт) Um+k  = qJm. 

k=- ko 
ko � т � М - k0, J ! 

2 k .  L (Л Ь i - a i)  u i  = Фр 
i = O 

2k, 
L (Л �t - al) uM- i = Ф2 
i = O 

� 1 
) 

(20) 

не является хорошо обусловленной .  Для выяснения того, является ли за
дача (20) хорошо обусловленной, при  каждом Л можно воспользоваться кри
терием п. 7 § 4 . 

ЗАДАЧИ 

1 .  Доказать, что для семейства р азностных операторов {Rh}, и = Rhu, 
заданного р авенствами 

ит = ( \ - r) Um + ГUm+ l •  t n  = 0, \ ,  , • •  , М - \ ,  J � и м = О, Mh = 1 , J 
и р ассмотренного в этом параграфе, спектр не изменится, если норму опре
делить не по формуле 11 и 1 1 = rn,;;x 1 Um 1 •. а по формуле l lи 1 1 = ( h � 1 um 1 2) ' /, .  

2. Доказать, что спектр семейства р азностных операторов {Rh}, и = Rhu, 
заданного р авенствами 

t1т = ( l - r + ,•l7 ) ит + rttm+ J •  т = О, \ ,  • •
. , M - I , J 

[)м = о, Mll = 1 ,  f 
не зависит от з н а чения чнсла v и совпадает со спектром, построенным в этом 
па р аграфе для случая '' = О. 3. Вычислить спектр семейства операторов {Rh}, и = R,,u ,  заданного ра
венствами 

tlm = ( \ - r) Um + r (urn- 1 + llm + l ) , т = 1 , 2, 
au0 + bu 1  = О, u м  = О, Mh = \ , r = const, 

М - 1 , ) 

f 
где а и Ь - заданные числа. Рассмотреть случаи l a l > l b l  и l a l < l b l .  

§ 46. Ядра сnектров семейств оnераторов 

Пусть Rh отобр ажает линейное н ормирован ное простр анство и�t неi;ото

рой р азмерности N, N = N (h) , в себя. Будем писать в место Rh и и� соответ
ственно R N и и N , чтобы в обозначениях была явно указана размерно�ть_ 
Пр едполагается, что N ...... оо при h -+  О, 
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Здесь мы обсудим вопрос о том, насколько спектр семейства оперзтороЕ {R w} зависит от выбора последовательности норм 1 1 · 1 1 w в пространствах и w 
и, тем самым, н асколика ишзариантен спектр альный признак огр аниченносп 
ноrм степенеi'r опер атора R w (теорема 1 из § 44) относительно выбора норм 

Относительно семейства операторов {R w} будем предполагать, что соб
ственные числа всех опер аторов R w ограничены в совокупности, т. е .  лежа1 
в векоторим круге 

1 Л 1 "( с ==;о const. 

Очевидно, что для выполнения условия ( 1) достаточно, чтобы существо
в ала хотя бы одна последовательность норм 1 1 · 1 1 w такая, чтобы выполнялис1 
нерапенства 11 R w 11 w < с' = const. Отсюда видно, что ограничение ( 1 )  есте
ственно: оно выполняется для семейств операторов {R} w перехода со слоя 
н а  слой, возн нкающих при  рассмотрении эволюционных разностных краевых 
зада'r. Переходим к определению понятия ядра спектра,  с помощью которого 
и будут сформулированы результаты этого параграфа .  

Пусть з аданы:  какая -либо последовательность норм 1 1 · 1 1 w , число 
а Е [0, 1] и целое k � О. Обозначим че�ез Л (а, k, N) множество точек Л, для 
которых нер апенство 1 1 Rми - Ли 1 1  < а  N-k 11 и !! имеет решени� иЕ и w. Зна 
чок N при написании норм мы опускаем. 

О п р е д е л е н  и е .  Ядром показателя а Е [0, 1] семейства операторов {R w] 
назовсАt следующее Аtножество Л (а)  на комплексной плоскости: 

Здесь 

Л (а ) = n n ( U Л (а , k, N)) . 
k;;:. O s > O  N > s  • 

U Л (а ,  k, N) = Л5 (а ,  k) 
N > s  

есть теоретика-множественное замыкание объединения множеств Л (а, k, N) 
при всех N > s; n Лs (а, k) "=" Л (а ,  k) - пересечение всех м ножеств 

s > O  
Лs ( а, k ) ; П Л (а ,  k) = Л (а ) - пересечение всех множеств Л (а, k) . 

k ;;:. o  
Т е о р е м а 1 .  Ядро Л (а) , а Е [0, 1 ] , целиком содержится в спектре се

Аtейства операторов {R к} tl за.икнуто. 
Д о к а з  а т е л ь с т в о. Покажем, что если точка Ло не принадлежит 

спектру семейства операторов {Rw}, то она не принадлежит и ядру. Дейстпи
телыю, найдутся Е > О и N о такие ,  что при всех N > N о для любого и Е и w 
выполнено неравенство I I Rw и - Лои l l  � Е  11 и 1 1 . Но тогда для всех Л из круга 

Е 
1 л - Ло 1 < Е/2 выполнено также нер авенство 11 R Nи - Ли 11 � z ll и 11 - Впиду 
этого при N > No ни одно множество Л (а, k, N) не содержнт точек в круге 
1 Л - Ло 1 < Е/2. Отсюда следует справедливость первого утверждения теоремы. 
Для доказательства замкнутости ядра Л (а) заметим, что Л, (а, k) замкнуты 
по построешrю, а множества Л (а, k)  и Л (а) - как пересечения замкнутых 
множеств. 

П р  и м е р . Вы<шслим ядро Л (а) , а Е [О, 1 ], для семейства опер аторов 
{R w}, если оператор RN + I ' v = RN + l и' задан р авенствами 

Vn = ( !  - r) ип + ГИп + r • 
V N = 0, 

n = О, ! ,  . . .  , N - ! ,  t 
J 

а норма - раnенетвам 11 и 11 = IJ ( и0, и 1 ,  • • • , и N) 1/ = шах /  ип /· 
(2) 
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Покажем, что Л (а) состоит из точки Л = О и из замкнутого круга р адиу

са  ar с центром в точке 1 - r: 

1 Л - ( 1 ·- r) 1 < ar. (3) 
Действительно ,  Л = О, как мы  видели в п. 1 § 42 , является собственным 

числом для  всех оnераторов R N ,  а потому принадлежит всем множествам 
Л (а, k, N)  и ,  следовательно, ядру. Далее, для любого /. о ,  лежащего строго 
внутри круга (3) , при некоторых вещественном а; ;;;;;. О и Ь > 1 имеет место 
представление 

')., 1 + ar ta о = - r Ь е , 
Неравенство 1 1  RNи - Лои 1 1  < aN N- " 1 1 и 11 при  любом фиксированном k и 
всех достатЬчно больших N имеет решение 

f (a/b)n eian, n = О, 1 ,  , , . ,  N - 1 ,  
ип = {  L О . , n = N. 

Следовательно, при  всех достаточно больших N множества Л (а, k, N) содер
жат точку Ло, а з начит, ее содержит и Л(а) . Итак, внутренние точки круга (3) 
принадлежат ядру Л (а) ,  а ввиду замкнутости ядра ему принадлежит и гра 
ница  круга (3) . 

Если точка 'Ло =1= О не принадлежит кругу (3) , т. е . 

'Л0 = 1 - r + а; е 1а, а ;;?:  О, Ь = 1 - 2б, б > О ,  

то, выписав функцию Грина р азностного уравнения первого порядка ( §  2) , 
можно установить, что пp i r  любом Л из круга 1 Л - 'Ло 1 < miп [ 1 Ло 1 .  1 � 0 ]  
при всех достаточно больших N и всех и Е и N выполнено неравенство 
1 1 R Nи - Ли 11 > aN 11 и 11. Отсюда следует, что точки этого круга не принадле
жат Л (а, k, N) , если N достаточно велико, а следовательно, н не принад.lе
жат ни замыканию их объединений Л, (а, k) , ни ядру Л (а) . 

Заметим ,  что ядро Л (О) показателя а = О в р ассмотренном примере со
стоит из двух точек 'Л = О и Л = 1 - r, а ядро .\ ( 1 )  совпадает со всем снект
ром семейства опер аторов { R N } . который был вычислен в § 45. 

На этом закончим рассмотрение пршrера н вернемся к общим построен и я м .  
О п р е д е л е н  и е .  Ядро  Л (О )  назовем абсолютным ядром. 
Т е о р е м  а 2. Абсолютное ядро семейства операторов { R N } не зааисит 

от выбора последовательностtt нор.11 l l · ll м · 
Д о к а з а т е л ь с т в о следует из того факта , что пр н а = О �шожество 

Л (а, k,  N)  совпадает при каждом N с м ножество�! собственных зн ачеr rн ii опе
р атора R N ' которое не зависит от нормы в простр анстве и N ' 

Т е о р е м  а 3. При условии ( 1 ) последовательность норм ll · l l м  все�да 
можно выбрать так, чтобы спектр сеАtейства операторов {R м} совпадал со 
своtш абсолютным ядроАt. 

Д о к а з а т е л ь  с т в о. Укажем конструкцшо норм, существование кото
рых утверждается в теореме. Выберем базис в пр остр анстве и N так, чтобы 
м атрица преоnразования R N в этом базисе была жордановоii н модули всех 
внеднагона.1Ы IЫХ  членов былн меньше чем 1 /N. Введем скалярное у :шоженне 
и нарожденную н м норму, объявив этот базнс ортонормальным .  [слп /.о 
произвольная точка, не принадлежащая Л (О) , и е > О - расстояние от этой 
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точки до замкнутого в силу теоремы 1 множества Л (О) , т о  можно пр оверин., 

Е 
что 1 1 Rи - Лои 11 � 4 ll и 11 при  всех  N > 8/в и всех и Е и N ' так что Ло не  

nр ! I I I адлежнт спектру семе iiства операторов { RN }· 1 Jтai<, если спектр семеi"I ства операторов { RN } не совпадает со своим 

ядром Л (О)  показателя а = О при  задашюм в ыборе норм ,  как  это имеет ме
ство в рассмотренном выше п р шrере (2) п р и  норые l l и l l = rnax [ u n  1 . то за 
счет в ы бора другой последов ательности норм можно получить в качестве 
спеюра более узкое ыножество Л (О) . 

Од нако в теории р а зпостн ых  схем используются не вполне п ронзволыrые 
норыы .  

Обозначим через 1 1 · \lc N норму,  р авную максимуму абсолютных величи н 

всех компонент, образующих сеточную функци ю (или вектор-функцию) из и N ·  
Выдели м  класс последовательностеii н о р м  l l · l lм • д л я  которых существуст 
натуральное s ,  за в исящее от последовательности, и такое, что при всех доста
точ l \ 0  бо.1ьших N спра вед.1нво неравенство 

( 4 )  
О чевидно , что сама  нор м а 11 · : !см н все встречавшиеся нам в связи с р а зност
I IЫЫ I I ура внениями нормы при возрастающем N образуют п оследовательности 
из  указанного класса ( 4) . 

Т е о р е м  а 4. Ядро Л (а) показателя а Е [0, 1 ]  не зависит от выбора по
следовательности норм из числа удовлетворяющuх требованию ( 4) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о непосредственно следует из определсниl1 .  
Рассмотрим теперь  сеыеiiство операторов {R,,} , определенных р а вс i iстuами  ( 1 8) и ( 1 9 )  из  § 45, предположив дополнительно, что  м атричные коэффи 

циенты A k  н Bk постоянны : A ,, (x) = A k (O) , B ,, (x) == Bk (O) . Для этого семей
ства опер атоrов справедлива следующая ва ж н а я  

Т е о р е м а 5 (А. В .  Соколов) .  Если в пространствах и:. = им, г д е  дей
ствуют 011ераторы R1, = R N , введены норлtы 11 · ! ! с  N' то ядро Л ( 1 ) rюказателя 
а =  1 спектра сеАtейства операторов {Rм} совпадает со всем спектром этого 
се.1tейства операторов. · 

Из этой теоремы и теоремы 4 следует, что при  любом выборе п оследова 
тельности норм  1 1 3  класса норм ,  у довлетворяющнх условию ( 4 ) , спектр 
:емеiiств а операторов { R N} содержит спектр се�1ейства  операторов { R N } . полу-
ченного 1 1ри нcпo лi,з o в a J I I I I I  норм [[ · l lc N ' cн ocori вычнслешr я которого опнсан  
IJ п . 2 § 4 5 .  Поэто�r у с с .1 н  1 1 е  выполнено спектра.1ы10е уеловне огр а н нчен i JОСТ I I  
норм стспспеii опсr аторов R N (теорема l J I З  § 44 )  п р  н вы боре норм l l · l lcм , 
то 0 1 1 0  не выполнено и при  .1юбом другом в ы боре п оследовательностн нор�! 
1 1 з  чнс.1а удовлетв оrяющr 1х  условию (4) . 

Док:вательст11о тсоре�IЫ Л. В. Соколов а требует сложного нсследов а н r r я ,  
н м ы  его н е нзлагас� r .  

§ 47. Об усто й ч и вости итерацио н н ых ал горитмов р е ш е н и я  
несамосо n р я ж е н н ы х  р азно стных у р а в н е н и й  

Решение стационарных  з адач  установление�! можно  по iшмать  как  неко
торы ii IПСрацнон l l ы i"I 1 1 роцесс, а результаты, п олуче 1 1 1 1Ые  н а  очередном вре
менном с.1ое , - к:�  к соответствующее приближение.  В § 35 была рассмотрсна  
в кач�;<:твс прнмеrа  р азностна я задача Дирнхле для уравнения Пуассона .  
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В случае нулевL:х условий н а  грашще - это самосопряженная разност
ная задача .  В соответствии с этим в п роцессе установления можно было раз· 
лагать ошибну по полной ортогональной снетеме собственных функций .  По 
р асположению собственных чисел можно было судить одновременно и о ско
рости убывания погрешности, и о влиянии ошибок округления, вносимых на 
промежуточных слоях. 

Оказывается, при решении несамосопряженных р азностных уравнений 
установлением дело обстоит, вообще говоря ,  не так. Может возникнуть, не
смотря на сходимость итер ащюнного процесса ,  неустойчивость из-за болыuой 
•Iувствительности к ошибкам округления. 

Это явление мы здесь точно определнм и обсудим. При этом окажется 
полезным понятие спектра и ядра спектр а семейства р азностных опер аторов. 

Пусть 
( 1 ) 

- семейство линейных уравнений («р азностное уравнение») . относительно не
известного элемента и из некоторого N-мерного линейного нормированного 
n ростр анства и N, зависящее от натурального параметра N. Мы будем р ас
сматривать итерационный nроцесс 

ит+ l = RNит + fN,  m = O, I , . . . . (2) 

вычисления решения и. Будем nредnолагать, что все собственные з начения 'Ak = 'Ah (N) оnератора R N по модулю меньше еднницы 
(3) 

т. е. что известный  критерий сходимости процесса (2) выполнен, nричем 
l l и - ит ii = O (p�) . (4 ) 

Пусть теnерь вычислен11 я (2) ведутся nриближенно с не1шторым чис
лом р = q + а десятичных знаков, т. е .  по формуле 

ит+ l = RNйт + f N + I Q-P  1 1  ит 1 1  от' (5) 

где от Е и N ' 1 1 от 1 1 < 1 произвольны. 
З ададим н атуральное q и будем требовать, чтобы nри произвольных бh,  

1 1  б,, 1 1 ,;:::;; 1 , k = О, 1 , . . . , выполнялось нер авенство 
""lim"" 1 1  и - йт " < \ 0-q  11 и 1 1 . (6) 
т � = 

Неравенство (6 ) обеспечнвает воз�rожность вычнсmпь решение и по фор
мулам (5 ) с ошибкой, не nревосходящей едишщу q-го десятичного знака (в 
смысле нормы в и N ) . 

Л е м м а. Для вьтолнения требования (6 ) необходшtо, •tтобьt число ц 
«запасных знаков» в форАtуле (5) удовлетворяло неравенству 

( 1 - 1 0-q )  <р "( l oa, 
и достаточно, •tтобьt а удовлетворяло неравенству 

( 1 + 1 0- q) <р < I Oa, 
где 

<р = l im max /' f R'!J- kok 11 · т � оо  f f бk JI= I /j k=O 
Доказательство предоставляем чнтателю, 
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Отметим ,  что существованне ер =  cp (N) следует и з  условия (3) . В даль
не iiшем будем понимать под а = а (N) наименьшее целое, обеспечивающее 
выполнение требования (6) . Из леммы видно, что такое число существует, 
нсотрицательно, от q зависит несущественно либо не зависит вовсе. 

О п  р е д е л е н и е .  Сходящиfrся итерацнонный алгоритм (2) б у де м назы
вать устой•швы.м, если существует н е  зависящая от N постоянная  С, при ко
торой выполнено неравенство 

a (N) < С; (7) 

сходящийся итерационныl1 алгоритм будем называть сЛабо устойчивым, если 
сущсствуffi' не зависящая от N постоянная  С, при которой выполнено нера
венство 

a (N) ..;;; с 1 n  N, (8) 
но устойчнвость места не имеет. Наконец, сходящийся итерационный алго
ритм будем называть неустойчивым, если он не является ни устойчивым, ни  
слабо устойчивым. 

П р  и м е р .  Заnишем уравнение 

в форме 

- 2Un + Un+ l - fn = О, 
UN = O 

n = О, 1 ,  . . .  , N - 1 ,  l 
J 

Un = ( 1 - 2r) uп + run + l + rf", , n = O, 1 • • • • , N - 1 , l 
UN = 0, j 

(9) 

( 1 0) 

где г - nараметр. Итерационный алгоритм (2) для уравнения ( 1 0) примет вид 
и:+ 1 = ( 1 - 2r) u� + rи�+ t + rfп• n = 0, 1 , • • • , N - 1 ,' ( 1 1 ) 

так что оnератор R N ,  v = R N u  заnишется формулами 
Vn = ( \ - 2r) Un + ГUn+ l • n = О, 1 , . • •  , N - 1 , 

, VN = 0. 
Оnератор R N имеет, как легко видеть, только два собственных значения 

'Л1 (N) = 1 -2r и Лz (N) = O. 
Не равенство (3) выполнено и итерационный алгоритм ( 1 1 )  сходится при  

2 
r < 1 .  Примем за норму 11 и 1 1 = m;x 1 un . Покажем, что при r < 3 он устой-

> 2  
• д ·  < 2 чив, а nри r 3 неустоичив. еиствительно, если r 3 , то 

max 1 Vn 1 .;;;;;; max ( 1 1  - 3r 1. 1 1 - r 1 ) max 1 un 1 . n n 
1 так что 11 R N 1 1 .;;;;;; max ( 1 1 - 3r 1 . 1 1 - r 1 ) = р < 1 .  Поэтому <р ( N) .;;;;;; 1 _ р , 

и в силу леммы имеет место оценка (7) с nостоянной С = -2 1n ( 1 - р) . 
2 Пусть теперь r > З .  Положим в ( 1 1 )  f n = О, и� = (- 1 )n. Легко видеть, что 

в таком случаЕ! и;: = ( 1 - 3r)m (- l )n, n  = О, 1 , . . .  , N - т. Отсюда следует, что 
// R� II ;;;:. pm, m = 1 ,  2 ,  . . .  , N - 1 ,  где p = l l - 3r l  > \ . Поэтому cp (N) > p N, 
а в силу леммы а :::::: N lg р , что доказывает неустойчивость. Можно nока-
зать, что при г = i нтерационный алгоритм ( l l )  слабо устойчив. 
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Таким образом,  С I Iектральныi\ критернi'J сход1 1мос1 :1 ( 3 )  итерашюrшого 

:Jлrорнтма 1 1 е  определяет его устойчивости. Спектральный крнтернй и при
знаки устойчивости формулируютсп не в терминах расположения спектров 
каждого из операторов R,  а в терминах р асположения спеюра и ядер спектра 
семейства опер аторов {R N} .  Именно, в предположеl l !ш, что семеi \ство опера
торов {R N} р авномерно ограничено, 1 1  R N 1 1  < С, легко проверить следующие 
утвержденн п .  Л е м м а .  Для того чтобы при всех достаточно болышtх знаrtсниях N ите
рационный алгорит J.t ( 2) был сходящимся, достато•tно, чтобы радиус р ка
кого-нибудь ядра спектра сеJ.tейства операторов {R N} был строго меньше 
единицы. 

К р 1 1  т е р и й у с т о й ч и в о с т и .  Для устойчивости итерационного алго
ритма (2) необходиJ.tО и достаточно, ttтобы спектр семейства операторов {R .v } 
лежал строго внутри единичного круга. 

Т е о р е м  а. Для того чтобы итерационный ал горит J.t (2) сходился и был 
устойчив или слабо устойчив, достаточно, чтобы радиус р ядра Л ( 1 )  спектра 
семейства операторов {R N} был строго меньше единицы; для неустойчивостu 
сходящегося итерационного алгоритма ( 2) достаточно, •tтобы радиус р этого 
ядра спектра семейства операторов {R N} был строго больше единицы. · 

В § 46 показано, что пдро Л ( 1 )  спектра семейства операторов {R н} не 
зависит от выбор а норм из естественного для р азностных уравнений класса (4)  § 46. Отсюда следует, в частности, что если операторы RN являются 
равномерно по N сжимающими, I IR  н 1 1 =s;;;; р < 1, так что спектр, а значит, н 
ядро  Л ( 1 ) спектра семейства операторов {RN}  лежат в круге I Л I =s;;;; р < 1 , 
то итерационный алгоритм (2) устойчив и остается устойчивым (сильно и л и  
слабо) и в любой другой норме ( 4) § 46, в которой операторы R N могут 
перестать быть сжимающими. . 

В р ассмотренном выше примере спектр семейства операторов {R N} со
стоит из  круга 1 Л - ( 1 - 2г) 1 =s;;;; г н точки Л = О, причем совпадает со своим 

2 ядром Л ( ! ) .  Утверждение об устойчивости алгоритма ( 1 1 )  при г <  3 и не-

" 2 устоичивости при г > 3 можно сделать поэтому и с помощью спектральных 
признаков. 

Длп вычисления решения ( несамосопряженного) уравнения вида 
ANи + fN = O ( 1 2) 

можно пытаться строить итерационный алгоритм в форме 
BNum+ 1 = BNum + ( A,vum + f N) . ( 1 3 ) 

При  этом опер атор B N надо подобрать так, чтобы е го  было легко Ч I IС 
ленно обратить и чтобы спектр семейства операторов {B;y ' AN} имел воз-
�юж J ю  меньший р адиус fJ ,  р < 1 .  В силу оценки 1 1 R'!j // "( С ( Е ) ·  ( р  + E)m ,  где 
Е > О произвольно, а С ( Е) не зависит от N, это обеспечит быструю сходи
мость, а в силу критерия устойчивости, сформулированного выше, - устойчн 
Iюсть итерационного алгоритма ( 1 3) .  
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В теории краевых задач для аналитических функций, т. е. для решений 
систNrы ур авнений Кошп - Рпмана, а также для решениii более общих c r r 
cтe�l ура вненнii с частны�ш производными ,  применяется Аrетод сингулярных 
интегральных уравнений. Он состоит в сведении краевых задач к некоторым 
интегр альным уравнениям н а  границе р ассматриваемой области. Пр и  этом 
в дополнение к задашrьrм  граничным условиям используются следствия самой 
системы дифференцнальньrх  уравнений - соотношения, которым должны удо
влетворять функции (и их нормальные производньrе )  на границе области, 
чтобы их можно было доопределить внутри области до некоторого решения 
соответствующей системы. В случае аналитических функций - это классиче
ское условие Сохоцкого - Племеля, которое возникает при переходе в ин
тегр альной формуле Коши 

QJ (z) = � r __Lill_ dь 
2:rtt j ь - z у 

к пределу при  стремлении z к границе у. В случае дифференциальных урав
нений второго порядка соответствующее условие возникает из формулы 
Грина ,  выражающей решение в каждой точке областн через значения этого 
решения и его нормальной производной па  границе. Чтобы получить это 
условие, также надо перейти к пределу при стремлении точки изнутри обла
сти к ее границе, воспользовавшись свойствами потенциалов простого и двой
ного слоев. 

Метод внутренних граннчньrх  условий по идее аналогичен описанному 
методу редукции краевых задач для уравнений с частными производньrми  к 
интегр альным уравнениям н а  границе. Роль дополнительных граничных условий,  аналогичных условию Сохоцкого - Племеля, играют в нутренние гранич
! l hrе условия, возника ющие и з  раз ностного аналога интегр альной формулы 
Коши ( ил н р азностного аналога формулы Грина ) . 

1 .  Класс систем разнос.тных уравнений.  Рассматриваются краевые задачи 
для общих систем разностных уравнений с постоянными коэффициентами, 
которые в векторной записи имеют вид 

Lu = L Ak11n+k - fn. ( \ )  
k E K  

где n = (п , , nz , . . .  , п . ) . k = ( k , ,  flz , . . . , k. ) - мультииндексы, А ,. - квадрат
ные матрицы, f n - заданная н и н - искомая вектор-функции, К - конечное 
�люжество (шаблон) . Будем предполагать, что система ( 1) удовлетворяет 
с.1едующе� rу алгебр анческо� rу условню:  характеристическая матрица 

А Ш ==  L лksk, 
k E K  

(2) 
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t k - t kl ks где  s = ь 1 • • • �s и � 1 ' • • • , �s - комплексные пар аметры, не является то ж •  
дественно по  s вырожденной:  

d et  А Ш Ф О. (3) 
Это ограничение естественно :  можно по казать, что в случае det А ( s) = О 
уравнение ( 1 )  имеет решение не при  всякой финитной (по п) правой части f n .  2. Фундаментальное решен ие. Матричную функцию Gn назовем фунда
ментальным решением системы ( 1 ) , если она одновременно удовлетворяет 
следующим двум уравнениям :  

L AkGn - k  = ��Е, 
k e l(  

L Gn -kAk = ��Е . 
k e l(  

(4 ) 

( 4')  

Л е м м а .  Пусть Q (s t  . . . .  , S t ) есть произвольный многочлен от произ
вольного числа t комплексных аргументов, не обращающийся тождественно 
в нуль. Тогда можно вы б рать радиусы г; окружностей 1 s; 1 = г; так, чтобы 
выполнялось неравенство Q (st ,  . . .  , st) =1= 0, если l s t l = гt • . . .  , l st l  = гt .  

Д о к а з а т е л ь с т в о проведем индукцией по числу аргументов t. При 
t = 1 число корней Q (s t ) = О конечно и утверждение очевидно. Считая, ч т о  
утверждение доказано для t = р, установим его в случае t = р + 1. Много-
ч.'lеН Q (st, . . .  , S P + t ) расположим по степеням S Рн :  

Q (s . . . . .  , sp+ l )  = Q o  (s . . . . .  , sp) s:+ l + . . .  + Qм (s . . . . . , sp)· 
где М - некоторое н атуральное число и Qo (s t ,  . . . , S P )  не обращается тож· 
дественно в нуль. Выберем Г t ,  • • •  , Гр  так, чтобы Qo (s t ,  . . . , S P ) =1= О п р и  
l s t l =  Г t ,  . . .  , l s P I = Г р . Это возможно по  предположению индукции. Вы
бирая теперь Г р+ t достаточно большим,  можно добиться, чтобы при l s; \ = г ; ,  j = 1 ,  . . . , р + 1 ,  выполнялось нер авенство Q (st, . . . , S P+ t ) =1= О .  

Т е о р е м  а 1 . Матрица G n ,  определяемая равенством 

1 � � � А- 1 ш G n = (2л;i)s ';}' • • • ';}' • • •  ';}' n l + 1 ns
+ 1 ds i  • ' . d�s. 

l !i.J I -'J 61 " ' ss 
является фундаментальным решением. 

(5) 

Здесь r; в соответствии с леммой выбраны так, чтобы det А ( s) =1= О, если 
l s; l = r;. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о получается непосредственной проверкой. Учитыва111 
свойства вычетов, nолучаем 

3. Граница сеточной области. Рассмотрим уравнение ( 1 )  на некотором 
огр аниченном множестве 

Lи """' L Akиn+k  = f n• n Е Do, (6) k e l( · 

где Do - произвольная сеточная  область определения правой части · fn · Тогда 
о бласть определения решения иn есть множество D, которое пр обегает точка 
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n + k, если n и k пробегают независимо Do и К соответственно. Сопоставим 
каждому г Е D подмножество Кт множества К, состоящее из всех тех k Е К, 
для которых r - k Е Do. Границей Г назовем со· 
вокупность всех тех точек r Е. D, для которых К, 
непусто. Например, для простейшего разностного 
аналога уравнения Пуассона 

х х х х х х х х х  

Lи ""'  ип , - 1 , n, + ип , , n,+ 1 + иn , + l .  n, + 

l n 1 I < N, 

+ ип , , n,- 1 - 4ип ,п, = h2F п . п,, 

\ n2 l < N; Nh = l , 
множество Do состоит из тех точек (nth ,  n2h) \ кото· 
рые попали внутрь квадрата l x1 l � \, l x2 � \ .  
Множество К - из пяти векторов ( \ , 0) , (0, 1 ) ,  
(- \ ,  0) , (0, - \ ) , (0, 0) . Множество D - сово· 
купиость всех целочисденных точек квадрата 

х х 
х х 
х х 
х х 
х х 
х х 
х х 
х х х х х х х х х  

Р ис. 57. 
\nt l � N, 1 n2 l � N, кроме четырех угловых flt = 1 n2 l = N. Граница Г состоит из дву� слоев точек, отмеченных на 
рис. 57 крестиками. 4. Разностные аналоги интегральных формул Коши и типа Коши. 

Л е м м а. Пусть B n - произвольная Аtатрица-функция, для ко1 орой имеет 
смьtсл умножение справа на квадратную Аtатрицу порядка т, определенная 
на всей целочисленной сетке. Справедливо следующее тождество: 

= L ( L B-n+kAk) ип - L ( �� B - r+kAk) и ,. 
n E D  k E J( r Е Г  k EJ(r (7 ) 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Вектор-функцию иn ,  n Е. D, можно записать в 
виде 

Левая  и правая части тождества (7) линейно зависят от и. Поэтому для 
доказательства достаточно проверить справедливость тождества (7) для век· 
тор-функции 

при каждом фиксированном t Е D :  

если n =1= t , 
если  n = t ,  

L B - n L AkVn+k  = L L B-nAkVn+k = 
n Е Do k Е /( k Е /( n Е D0 

= L ьь�kB_ t+kAkvt = L B- t+kAkvt - L B-t+ kAkv t = 
k E /(  k E J( k E J(t 

= L ( L B-n+kAk ) 0n - L ( L B-r+J(Ak) v,. 
n E D  k Е /(  Г Е Г  k E J(r 

111 _ k { 1 ,  если t - k е D0, 
где un = -о. если t - k е Dn. 
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Т е о р е м  а 2. Пусть {иn }, п Е D, - nроизвольное решение уравнения (6)", 
а G " - rzроизвольное фундаментальное решение. Тогда справедлива формула 

если п Е D, 

если п Е D. 
(8) 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Помножим обе части равенства (6)  слева на 
м атрицу G t-n  и просуммируем по всем п Е Do. Воспользовавшись тожде
ством (7 ) , а з атем р авенством (4') , получим формулу (8) . 

С л е д с т в и е. Каждое решение {и n} уравнения (6) полностью опреде
ляется своими значетtЯАIU на Г tt  восстанавливается по этmt зна•tениям rю 
форАtуле (8) . 

Т е о р е м а 3. Пусть {ur} - произвольная вектор-функция раз,нерностu rn, 
определенная на Г, и пусть G n - произвольное фундаАtентальное решение. 
Тогда формула 

ttn = L ( L Gn- r+ kAk) Vr + L Gn-m rm, п Е D, (9) r е Г  k e K, m e D, 

задает некоторое решение уравнения (6) . 
Д о к а з а т е л ь с т в о. Применнм оператор L к вектор -функции {иn}, 

определенной формулой (9) : 
Lun = L [ L ( LGn- r+k ) Ak] llr + L (LG /1-m) fm, r е Г k e K, m e D, 

Вы•шслим правую ч асть. В силу (4) имеем 

LGn- r+ k  = { Е, О, 
если п = r - k, 

если п =1= r - k. 

п Е Dо. ( 1 0) 

Но в силу определения множества Kr точz<а п = r - k не принадлежит D0, 
так что первое слагаемое в пр авой части формулы ( 1 0) есть нулевой вектор .  
Второе слагаемое есть, очевидно, {п .  так  что Lи n = { n .  п теорема доказана. 

Ра венство (8) аналогично интегральной формуле Коши для аналитичесюzх функций q> (z) в ограниченной области d с грашщей у: 
_1_ � ....2JQ_ d = { q> (z) ,  если z .= d, 

2:n:i ':У � - z 
� О, если z Е d U у. 

tev 

( l l ) 

При этом роль аналитических функций, границы об.1астн и ядра Коши 
1 1 

2:n:i � _ z 
играют соответственно решения {и n }  задачи (6) , граница Г се-

точной области D и выражение ( L Gn-r+kAk) , учитывающее через 
k e K, множество Kr, по которому ведется суммирование, структуру границы вблизи 

ТОЧЮI r Е Г. 
Формулу (9 ) в таком случае естественно сравнить с интегральной фор

мулоii типа Коши .  Формула  (8) аналогична также формуле Грина для урав
нения Л апласа. 

Подчеркнем, однако, следующее существенное р азлнчне между формула
ми ( 1 1 )  и (8) : интегральная  формула Коши справедлива только строго 
в нутри области d, а р азностная  формула ( 8) - всюду •I a D, включая то•tки 
границы Г. 

Аналогичное различие и меется также между фор мулой (9) и формулоii 
Грин а . 
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5. Внутренние граничные условия. 
Т е о р е м а 4. Пусть Gn - какое-нибудь фундаАtентальное решение урав

нения ( 1 ) .  Для того •tтобы заданную на Г вектор-функцшо {и,}, r Е Г, Аtожно 
было доопределить всюду в ограни•tенной сето•tной области D до пекоторога 
решения у равнения (6) , необходшю и достато•tно, •tтобы при всех n Е Г вы
tюлнялись равенства 

L ( L Gn - r+ k) Ur + L Gn - mfm = ип, 
r Е Г k E !(Г m E D0 n Е Г. ( 1 2) 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Если {и,}, r Е Г, можно доопределить всюду на D 
до векоторого решения {и п }, п Е D, то, примею1в к этому решению формулу 
(8) , а затем р ассматривая полученное равенство только при n Е Г, убедимся 
в выполнении ( 1 2) .  Обратно, если {и,}, r Е Г, удовлетворяет ( 1 2 ) , то примем 
V т  == и, и построим некоторое решение {и п}, n Е D, по формуле (9) . В силу ( 1 2 )  граничные значения этого решения {и,}, r Е Г, совпадут с заданными.  

ДОJ(азанная теорема 4 дает основание назвать р авенства ( 1 2 ) внутрен
тtми гранu•щыми условиями: эти условия не задаются извне, а являются 
следствиями самого разностного уравнения. 

Если формулы (8) и (9) тр актовать как аналоги и нтегральных формул 
Коши н типа Коши, то внутренние граничные условия аналогичны классиче
ским условиям Сохоцкого - Племеля, при которых заданную на  границе у 
области d на комплексной плоскости функцию <р (z) можно доопределить 
всюду в области d до некоторой аналитической функции. 

Формулу (8) можно понимать как адекватную системе (6) р азностную 
формулу Грина, которая неявно учитывает «скачки потенциалов» н а  грани
це Г и приводит к внутренним граничным условиям ( 1 2 ) . 

6. Оператор граничного nроектирования.  Возможна отличная от ( 1 2) 
запись внутренних граничных условий. Б у д ем обозначать через и г линейное 
простр анство всех сеточных вектор -функциi'1 и г = {и, } . r Е Г, а через и� -
nодпространство тех из них, которые можно доопределить всюду в D до 
решений {и "} ,  п Е D, однородного уравнения, соответствующего уравне
нию (6) . 

Определнм линеiiиое отображение Р, и г = Рvг , простр анства и г в себя 
следующей форму л ой: 

n Е Г. ( 1 3) 

Т е о р е м  а 5. Оператор Р есть оператор проектирования и г на и� .  
Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Действительно, при  любом V г  Е и г в сн.�у тео-

ре�Iы 3 элемент ll г = Рvг принадлежит и�. Если V г  Е и�. то в силу 
теоремы 2 получим Риг = иг. Теорема доказана .  

Оператор Р,  определенный формулой ( 1 3 ) , б у де м назывilть опс раторо.м 
граншиюго проектирования. С его помощью внутренние граничные условия  ( 1 2 ) в случае f n == О записьшаются п форме 

( 1 4) 

Подчеркнем, что опер атор граничного проектирования зависит от выбора 
фундаменталыюга решения G" .  

7 . Общая i(раевая задача. В силу следствия ю теоремы 2 каждое реше
lШС уг а внеаия (6) восстанавлив ается по его значениям на границе Г. 8то 
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дt�ет основание определить общую линейную краевую задачу для уравнения 
(6) как краевую задачу вида 

Lu == L AJ:Un+k  = fп, п Е Do, } k e K  � lиг = qJ, qJ Е Ф,  J 
( 1 5) 

где 1 - какой-нибудь линейный оператор, отображающий пространство и г 
на некоторое линейное простр анство Ф. 

Естественные разностные схемы, аппрО!{Симирующие первую, вторую или 
третью краевые задачи для уравнения Пуассона, наприм�р .  легко з аписать 
в виде ( 1 5) .  

Название «общая краевая  задача» несколько условно: могут встретиться 
разностные краевые задачи, имеющие иной, чем ( 1 5) ,  вид. Например, та
ковы естественные р азностные схемы для дифференциальных краевых задач , 
в которых пор ядок дифференциального уравнения ниже пор ядка дифферен
циальных краевых условий .  

8 .  Основная идея метода внутренних граничных условий. Пусть для про• 
стоты f,. = О. Между р азностной краевой задачей 

и между задачей 
Lu = О, lи г = qJ ( 1 6) 

иг - Риг = О, 1ttг = qJ ( 1 7) 

существует тесная связь. Именно, граничные значения  и г = { ur }. r Е Г, каж
дого решения {u n }, п Е D, задачи ( 1 6) удовлетворяют в силу теоремы 2 
уравнениям ( 1 7 ) . Обратно, каждое решение иг = {иr }• r Е Г, задачи ( 1 7) в 
силу теоремы 4 и следствия из теоремы 2 можно единственным образом до
определить всюду в D до решения задачи ( 1 6) .  Основпая идея метода вну-
1"реппих граничных условий состоит в переходе от исходпой разностной крае
вой задачи ( 1 6) к системе уравнений ( 1 7) на  границе Г. Продвижения, ко-
1"Орые при этом удается получить, основаны н а  двух обстоятельствах . Первое 
из них - малое по сравнению с задачей ( 16) число непзвестных, участвую
щих в задаче ( 1 7) .  Второе - специальный вид системы ( 1 7 ) , в структуру 
которой органически включен опер атор граничного проектировання .  9. Устойчивость внутрен них граничных условий. Можно опасаться ,  что 
в нутренние граничные условия иг - Риг = О «почти вырождены», и поэтому 
задача ( 1 7) плохо обусловлена независимо от вида опер атора 1, так что пере
ход от задачи ( 1 6) к задаче ( 1 7) связан с потерей вычислительной устой
чивоспr. 

Будем считать, что простр анство Ф вложено в простр анство и г, введем 
в пространстве и г (а значит, и в пространстве Ф с и г) норму 1 1 - 1 1 и 
докажем теорему, означающую, что при  переходе от задачи ( 1 6) к задаче 
( 1 7) не происходит потери  вычислительпой устоiiчив(1СТИ. 

Т е о р е м а 6. Пусть задача ( 1 7 ) имеет решение иг при любом qэ• Е Ф, 
причем выполнена оценка 

l l иг 11 � с  11 qJ 11. ( 1 8) 

где с от qэ не зависит. Пусть , далее, V г  - произвольный эле.Аtент из иг. 
Обозначим 

( 1 9) 

ТQгда справедлива оценка 

11 vг 1 1 � с ( 11 Ф 11 + 11 1 11 11 Ф 11 )  + 11 Ф 1 1 (20) 
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Если р ассматривать ( 1 9 )  как уравнения для определения Vг ,  то оценка 
(20) означает, что чувствительность решения задачи ( 1 9) к возмущениям :;j; 
правой части внутренних граничных условий  характеризуется постоянной с 
из оценки ( 1 8 ) , т. е. чувствительностыо решения к возмущениям правой ча 
СТ!!  задшшого граничного условия l uг = <р.  

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Обозначим 
zг """" vг - -ф = Рvг. 

' 
В силу теоремы 5 имеем zг = Рvг Е И г . Поэтому 

zг - Рzг = О, lzг = l (иг - -ф) = ij\ - t-iii, 
т. е zг удовлетворяет системе вида ( 1 7 ) и в силу ( 1 8) оценке 

1 1  zг 1 1 :s;;;; с 11 Ф - t-iii 11 :s;;;; с ( 11 Ф 11 + \\ l \\ 11 -iii \1 ). 
Отсюда с учетом тождества zг = Vг - -ф следует (20) . 

1 0. Дополнительная идея. Изложим полезную при численном решении 
краевых задач для уравнений с ч астными производными идею применительно 
к следующей задаче. 

Пусть функция и (х, у) определена в некоторой области d с достаточно 
гладкой границей у как решение задачи Днрихле 

д2и д2и 1 дх2 + ду2 = О, (х, у) Е d, 

и lv = а  (s) , 

и требуетси найти производную 

_2!!. 1 = Ь (s) дп v 

в направлении внутренней нормали. Такая задача возникает, если по темпе
ратуре и \ v  = a (s) на границе у требуется н айти установившийся тепловой 
поток через границу. 

Под s понимается длина дуги вдоль границы у, причем будем считать 
для определенности, что полная длина гр аницы у есть 2:n:. Функцию 

� 1 = Ь (s) дп v 
будем искать приближено в виде частичной суммы 

k 
Ь (s) = L (а.1 cos js + �/ sln js) / =О 

ее ряда Фурье. ·для определения коэффициентов OGJ и PJ воспользуемся ме
тодом внутренних граничных условий. 

Зададим h > О, построим сетку 
(хп, • Уп,) = (n 1 h, n2h) 

и разностное уравнение 
иn ,+ I ,  n ,  + 11 n . - I .  n, + ип , ,  n,+ I + иn,n ,- I - 4ип ,п, = О. 

Ошесем к D0 = D� все те точки сетки, котор ые вместе со всеми 'Iетырьмп 
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соседшrми точками принадлежат dUy. Тогда определится сеточная оG.1асть 
D = Dh, ее граница Г =  Гh и вr rутреr rние грашrчныс условия иг - Риг = О 

Идея состоит в том, чтобы по функции и l v = a (s) и фукrщии 
ди 1 = b (s ) . dn v 

записанной в вrще ряда с неопределенными коэффициентамr r ,  продолжить 
решение по формуле Тейлора с границы у в приграничную полоску, где ле
жr rт  граница сеточной области fh; затем подобрать r rеопределеrшые коэффrr-
шrеrrты 

ai = aJ, �i = �j' 
из условия мшшмизацrrи r rевязки, возr rнкающеr"r прп подстановке пpoдomкcrr I IOЙ с границы у в приграничную полоску функции u (x, у) , во вr rутрсннне 
граничные условия. 1 1 . Сопоставление метода внутренних граничных условиИ с методоr.1 сшr
rулярньrх интегральных уравнений. В начале Дополнения м ы  указывали r : a  
аналогию между методом внутренних граничных условий и методом с ш rгу
ляр r rых интегральных уравнений,  которая не является полноii . Здесь мы со
постав r rм эти методы, уточняя аналогию и выявляя существенные р азлнчr rя. 

Для сопоставления сначала опишем идею метода сингулярных интсгр а.1ь-
ных уравнений для дифференциальных краевых задач на  примере зад�чн 

д2и д2и - +  - - flи = 0  х = (xr . х2 ) Е d, (2 1 )  дх2 дх2 ' 1 2 
a0uo + а rи 1 = QJ (х) , х = (xr .  Х:) Е у, (22) 

где fl = coпst > О, d - ограниченная область, у - се граница.  Краевес усло
вие (22) связывает решение и = и о (х) r ra границе облает.� 1 1  его про r r з rю. : шую 
по  направлению внутренней нормали ди/дv = и1 (х) . Коэффициенты а0 r :  а 1 -

заданные опер аторы. 
Выпишем классическую формулу Грина для у равнения ( 2 1 ) :  

и (х) = ) [g (x - y) �� - и �� ] day. (23) 
у Е 'V 

где g (х) - фундаментальное решение уравнения ( 2 1 ) ,  стре�шщеес1 к н у.1ю 
на бесконечности. Устремим х к границе у. Воспользовавшись c ro ikтв �м rr 
потенциалов простого и двойного слоев, получим r ra границе у соошошсн r r е  
вида 

(2 1 ), 
связывающее решение и (х) 11 его r rор�r альную проr rзводrrую ди/д\' = 1 1 1  (х)  
r ra границе области ; Ь о 1 1  Ь 1 - некоторые известные и нтегральные операторы. 
Переход от задачи ( 2 1 ) ,  (22) rc равносилыrоii системе ура внений (22) , (24)  
отr rосительrrо функций и о (х) и и ,  (х) , определенных на границе у,  и состав
ляет сущность метода сшrгуляр r rых шrтегральных уравнениii . 

Для сравнения р асс�rотрим  теперь метод внутренних грашrчных услов r r й  
прнме r r ительно к следующей общей краевой задаче для разностного аналога 
уравнения (2 1 ) н квадратной сеточной области 

ип , - 1 ,  n, + 11п , ,  n,+ l + un , + l ,  n, + ип , .  n2 - l - (4 + !l) lln , ,  n, = О, (25) 
- N < n , ,  n2  < N, 

(26) 
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З апишем внутренние граничные условия иг - Риг = О в удобной для 
дальнейшего форме.  

Легко проверить, что форму л а (9) в этом случае может быть переписана 
в форме 

ип == L [Gп-r (ilvиr) - иr (avGп-r)] + L ur/\;1 , n E D, (27) r Е Qo r E Qo 
где Q0 - совокупность точек Г, лежащих н а  сторонах квадрата 1 nt l  = N, 1 n2 l = N, т. е . н а внешнем слое двухслойной границы Г сеточной квадратной 
области (рис .  57) , а ilv - разностн ы й  а налог пронз11одной по направлению 
внутренней нормали. 

З аметим, что формула (27) была бы полным аналогом классической фор
мулы Грина ( 23) , если бы в ее правой ч асти отсутствовало «Сингулярное 
слагаемое» L 1\�и r . Однако в таком случае р авенство (27) имело бы место 
не при всех n Е D, а лишь при n Е Do. Из него нельзя было бы получить 
тогда внутренние граничные условия и г - Риг = О. Эти условия получаются 
из (27) , если n пробегает не всю область D, а только точки границы Г, и 
заппсываются двумя системами р авенств 

ип = L [Gn- r  (avиr) - иr (avGn- rH + ип, n Е Qo, (28) 
r E Qn 

ип = L [Gп-r  (avиr) - и r  (�vGn- rH • n Е Г '\._  Qo, (29) r E Q0 
отвечающих, соответственно,  точкам n Е Q o внешнего и точкам n Е Г '\._  Q0 
внутреннего слоев двойной границы Г. В качестве G n в р авенствах (28) и 
(29) будем использовать огр аниченное фундаментальное решение. 

Можно показать, что внутренние граничные условия и г - Риг = О, т. е. 
система ур авнений (28) , (29) , алгебраически равносильна каждой из отдельно 
взятых подсистем (28) или (29) . 

Подсистема (28) аналогична интегральному соотношению (24) , так что 
разностным аналогом задачи (22) , (24) является задача (27) , (28) , но не 
задача 

lиг = <р, ttr - Риг = О, 
заппсывае�tая равенствами (27) - (29) , которая  рассматривается в методе вну
тренних  граничных условий .  

Имеется очевидная р азница между внутренними граничными условиями 
иг - Риг = О,  т .  е .  системой (28) , (29) , и одной только подсистемой (28) . 
В нутрешше гр: :шнчные условия 

содер жат избыточные равенства (29) . В этом смысле раз ностные внутренние 
граничные условия  

больше похожи не  на  интегральное соотношение (24) , а н а  условия Сохац
кого - Племеля для аналитических функций. Эти последние представляют 
собоi1 два вещественных соотношения,  связывающих две вещественных фувкфш, во  они не незаннсимы,  и многообразие удовлетворяющих условиям Со
хоцtшго - Племеля пар функций заыисит от одной произвольпой веществен 
но!! функции. 
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Отметим,  что внутренние граничные условия 

uг - Риг = о 

выгодно отлича ются от ра вносильной им подсистемы (28) тем, что в их 
структуру входит оператор граничного проектирования. Благодаря  этому 
обстоятельству задача 

lиг = <р, иг - Риг = 'Ф 

устойчива в см ысле теоремы 6 относител.ьно возмущения пр авой части 'Ф· 
В общем случае при вычеркивании части уравнений из числа составляющих 
систем у иг - Риг = О м ожет получиться подсистема ,  алгебраически равно
сильная исходной, но уже не обладающая свойством устойчивости. 

Можно показать, что в н ашем примере (25) , (26) вместо 

иг - Риг = О 
удобнее использовать не подсистем у (28) ,  а подсистему (29) , которая устой
чива и в отличие от подсистемы (28) состоит из независимых уравнений 
ее ранг  равен числу составляющих ее уравнений.  

Итак, в р ассматриваемом примере аналогия между методом внутренних 
гр а н ичных условий и методом сингулярных интегральных уравнений,  анало
гичных условию Сохоцкого - Племеля, не является полной. 

Тем более, нет полной а налогии с классическим методом и нтегральных 
уравнений ,  в котором искомой функцией является не  само решение исходной 
задачи ( 2 1 ) ,  (22) на границе, а некоторая вспомогательная плотность потен
циала простого или двойного слоя. 

В заключение за метим, что мы употребляем выражение «Метод сингуляр
ных  интегральных уравнений» ,  поскольку условие Сохоцкого - Племеля содер
жит сингулярный интеграл. В п р имере этого пункта условие (26) содержит 
сходящиеся несобетвенные интегралы. 



Б И БЛ И О ГРАФ И Ч ЕС К И Е  КОММЕ Н ТАР И И  

К r л. 1 ,  §§ 1 ,  2.  С общеi1 теор11ей линейных разностных уравнений можн() 
познакомиться, например,  по гл. V книги [7]. 

К rл.  2,  § 5. С методом прогонки и его обоснованием для некоторuго 
класса р азностных  краевых задач авторы впервые познакомились в 1 953 году 
по рукописи статьи И. М. Гельфанда и О. В. ЛокуцнеЕского «Метод про
гонки для решения р азностных уравнений» (см . ,  например ,  [ 1 0] ) . Существуют 
варианты прогоюш, предназначенные для вычисления решений р азностных 
краевых задач, не рассмотренных в нашей книге.  С результатами и библио
графией можно познакомиться по книгам [4], [ 1 5] ,  [23] и др. 

К r л.  3. Идея использовать при обосновании прогонки непосредственн() 
свойство хорошей ·обусловленности р азностной кр аевой задачи была выска
зана Н . С.  Бахваловым.  Некоторые ш аги в осуществление этой идеи были 
сделаны при изложении прогонки в книге [ 1 0] ,  а затем В.  В .  Огневой, ЖВМ 
и МФ 7, N2 4 ( 1 967) , которой  принадлежит идея р ассмотрения урезанных 
систем. Модифицированное изложение этой работы имеется в книге  [8]. 

Приведеиное в § 6 обоснование хорошей обусловленности разностной 
l<раевой задачи использует дипломную работу студента Новосибирского уни
верситета Багисбаева,  которому, в частности, принадлежит пример ,  показы
вающий, что условие гладкости коэффициентов нельзя игнорировать. 

К rл. 6, §§ 19, 20. Подробнее познакомиться с методами численного ре
шения обыкновенных днфференциальных уравнений можно по  книге [4] и 
указанной в ней литературе. 

Разностные схемы для некоторых важных классов дифференциальных 
уравнений с разрывными J<оэффициентами построены в теор ии однородных 
р азностных схем А. Н .  Тихонова и А. А .  Самарс1<ого и изложены в одной из 
глав книги [23]. 

К rл. 7, § 2 1 .  Понятие устойчивости разностных схем относительно оши
бок округления nри  задании начальных данных впервые описано Дж.  фон 
Нейманом и Р. Д. Рнхтмайером в 1 950 году (см. сб. переподов «Механика» ,  
в .  1 ,  1 95 1 )  в работе, посвященной расчету газодинамических скачков. Первая 
система определений устойчивости и аппроксимации,  п р и  которой сходимость 
является следствием аппроксимации и устойчивости, была предложена 
В. С.  Рябеньким, ДАН СССР 86, N2 6 ( 1 952) , n случае разностных аналогов 
задачи Коши для снетем уравнений  с частными произnодными .  

Принятая в нашей книге  система основных определениl1 и теорема о том, 
что из аппроксим ации 11 устойчивости следует сходимость, близки к предло
женным А. Ф. Ф илнппоn ым,  ДАН СССР 1 00,  N2 6 ( 1 955) . См. также [22] пли 
[ 1 0]. Отличие состоит главным образом в том, что мы используем более уни
версальное, чем А. Ф .  Ф илиппов, определение аппрокси мации . 

Существуют другие естественные системы определений основных поня
тий,  при которых аппроксима1шя и устоi1чивость обеспечивают сходимость. 
Среди них наиболее известна система определен ий П.  Д .  Л акса, предложен
ная в 1 956 году (см . ,  например,  [�0] ) . В теории Лакса рассматриваются раз 
ностные схемы для  нестационарных задач, причем предполагается, ч т о  эти 
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разностные схемы действуют i l t: в пространстве сеточных функций, а в том же 
функциональном простр анстве, что и дифференциальное уравнение.  Прн этом 
(дополrштелыюм) предположении доказывается, что для аппроксшшрующей 
разностной схемы устойчивость и сходимость имеют место одноврсмешю. Эта 
теорем а эквивалентности Л акса является одной и з  конкретизаrщi1 более об
щей конструкции Л. В. Канторовича, УМН 3, в 6 ( 1 948) . 

В последние годы А. А. Самарский предложил 11 развнл в соавторстве с А. В .  Гулнным теорию устойчнвости, п р нменнмую к весьма ш нрокоr.rу классу 
р азностных схем ( см .  [23j, [24] r r  § 43 настоящеir rшиги) . 

С новым и  результата�ш. fiнuл rюграфией н обзорами  р абот по устойчrшостн разностных схем можно познакомиться по ю rигам [ 1 0] ,  [ 1 5] ,  [20]-[28]. 
С.1е;r.ует схазатr  . .  ч rо в работе 1 923 r o ;r. a  Р.  Кур анта,  К. Фридрихса и 

Г. Левн (см .  УМН 8 ( 1 940) ) и во многих других работах, где метод конеч
ных р аз ностей используется для доказ ательства существования решениlr 
дифференциальных уравнений,  устанавливаются пер авепства ,  которые в со
временной терминологии можно истолковать как устойчивость в тех или 
и н ы х  н ор�rах .  Однако понятие устойчивости возникло в связи с использова
н и е i\1  р а зностных схем для приближешюго в ычисления решений в предполо
жен rш ,  что эти решения существуют. Поэтому устойчивость изучается обычно 
в более слабых нормах ,  чем это нужно для доказ ательства существо
вания .  

Отметим ,  что впервые метод конечных разностей был использован для 
доказательства существования решений уравнений с частными производнымн 
в 1 924 году Л .  А. Л юстерником (см. УМН 8 ( 1 940) ) ,  который рассматривал 
уравнение Л апласа. 

К гл. 7, § 22,  п.  3. Излагаемый здесь прнем ноетроения разностных схем 
предложен в работах :  Р.  L. 1. Brian ,  А. 1. Ch. Е. J. 7 ( 1 96 1 ) ;  J.  Douglas, Num.  M a t h .  4 ( 1 962) ; J.  Douglas , Trans .  Amer. S oc. 89  ( 1 958) ; С.  К. Годунов, Раз
ностные методы решения уравнений газовой динамики. Новосибирск, 1 962 
(ротапринт) . Двумерный вариант р ассмотренной в этом пункте схемы с пере
счетом Лакса - В ендрова [20] ,  для газодинамических задач предложен 
Л. А. Чудовым (см. обзорную статью Г. С. Рослякова и Г. Ф. Теленина в сб. 
«Численные методы в газовой динамике», М., Изд-во МГУ, в. 2, 1 963) . Идея 
метода Рунге - Кутта была применена В. В. Русановым (препринт ИПМ 
АН СССР, 1 967) для построения р азностной схемы третьего порядка точно
сти в случае газодинамических р асчетов. 

Л. А. Чудов (статья в сб .  «Некоторые применения метода сеток в газо
вой динамике», в .  1 .  «Течения в пограничном слое», Изд-во МГУ, 1 97 1 )  для 
уравнений п а р аболического типа построил разностную схему типа Рунге 
Кутта второго порядка точности, обладающую хорошими сглаживающими 
свойствами .  Схемы с пересчетом пр именяются во многих газодинамических 
расчетах. См . ,  например ,  [ 1 ] .  Существуют и другие методы построения раз
ностных схем (см .  [4], [ 1 3] ,  [ 1 9]-{28] ) . 

К rл.  8, § 25, п. 5. Насколько известно авторам,  возможность использо
вать дифференциальные п риближения для исследования разностных уравне
ний впервые заметил в 50-х годах А. И. Жуков (сообщение на  семинаре И ПI\\ ) ,  которому принадлежит рассмотренный здесь пример. Теория диффе
ренциальных пр иближений, в которой изучаются асимптотические и группо
вые свойства интересных классов р азностных уравнений, построена I-1 .  Н.  Яненко и Ю. И. Шокиным ,  Сиб. м атем. ж .  1 0, N2 5 ( 1 969) ; Численные 
ыето;щ мех. сплошноlr среды, 2 ,  N2 2 ( 1 97 1 ) .  К этим же вопросам относятся 
статьи Н. Н. Кузнецова, ДАН 200, N2 5, ( 1 97 1 ) ; ДАН 204, N2 2 ( 1 972) ; ЖВМ 
и МФ,  1 2 ,  N2 12 ( 1 972 ) . 

К rл. 8, § 26, п. 1 .  Идея замораживания коэффицr1ентов во внутренних 
точках п ред.:южена в цитированной выше статье Неi'Iмана и Рнхтмайера (см. 
примечание к § 2 1 ) ,  
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К гл. 8 , § 2 6 ,  п .  2.  Признак  К .  К Ба бенко 1 1  1 1 . М .  Гельфанда был  ;!.о

ложен в их  совместном с О.  В. Л окуциевским доi<ладе на  конференции по 
функшюнальпому а нализу в Москве в 1 956 году. См. также [2] и приыечапия 
к г л. 1 4, помещенные ниже.  

К г л .  8, § 27. Существует очень экономный по числу ариф�rепrческих 
деi"!ствиi"r алгоритм вычисления коэффициентов конечного ряда Фурье, назы
ваемый быстрым преобразовапием Фурье .  См . ,  например,  [4]  или [ 1 5] .  

В частности, отметим оценку погрешпости р азностного решения ура внения 
Пуассона ,  найденную Е. А.  Во.�ковым (Тр .  Матем. ин-та им .  В .  А. Стек.1ова 
1 1 7 ( 1 972) ) в условиях отсутствия а ппроксимации оператора Л апласа со вто
рым порядком в числе слоев сетки, неогранпченно ра стущем при измельчении 
шага.  Эта оценка н то же  время является более сильной, чем р авномерная 
оце 1ша второго порядка, так как она устана вливает дополнительное убыва ние 
погрешпостеii вблпзп границы области. 

Конечные ряды Фурье для анализа нестацнонарных р азностных уравне
ний, по-видпмому, впервые использовала О. А. Л а дыженская. С помощью 
этого аппарата ею была на йдена сходящаяся неявпая р азностная схема для 
rtшерболических по И.  Г. Петровскому систем. По-видимому, это был первый 
пример сходящейся неявной разностной схем ы (0. А. Л адыженска я, Авто
реферат,  канд. дисс. , Л ГУ, март 1 949 ) . См .  также [ 1 3]. 

К гл. 9. См. книги [ 1 ]-[3], [9], [ 1 3] ,  [ 1 4], [2 1 ] ,  [26] и и меющуюея там библио
графию;  в сборниках статей и журналах постоянно появляются н овые работы 
по численным методам механики сплошных сред. 

К гл. 10 .  Схема переменных напр авлений ( 1 2 ) из  § 32 построена Д. Пис
маном и Г. Рэr<фордом в 1 956 году (см., например , [5] или [28] ) ; схем а рас
щепления (7 )  из § 3 1  предложена Н. Н. Я ненко, ДАН СССР 125, N2 6 ( 1 959 ) . 
В настоящее время схемы р асщепления построены для м н огих основных за 
дач математической физшш. См . ,  например ,  [5], [ 1 5] ,  [23], [27] , [28], моногра
фию Е. Г. Дьяконова, Разпостные методы решения краевых задач, ч. 1 ( 1 97 1 )  и ч .  2 ( 1 972) , 11зд-во М ГУ, и и меющуюся там библиографию. 

Видоизменение метода переменных направлений, получающееся путем 
объединения его с вариационным методом Ритца, предложено и использовано 
для вычисления собственных значений сильноэллиптических операторов и для 
решения разностного уравнения Л апласа в р аботах: Г. П. Прокопов, ЖВМ �� 
МФ 8, N2 1 ( 1 968) ; С.  К Годунов и Г. П .  Прокопов, ЖВМ и МФ 9, N2 2 ( 1 969) . С. К. Годунов, В .  В .  Огнева, Г. П. Прокопов, Сб .  «дифференц. урав
нения с частными производнымн» , Труды симпозиума, посв ященного 60-летшо 
акад. С. Л Соболева , 1 970. Оригинальная конструкция лакально-одномерных 
схем предложена И. В .  Фрязипоным (ЖВМ 1 1  МФ 1 3, N2 1 ,  3, 1 973) . 

К гл. 1 0, § 33. Относительно метода крупных частиц О. м·. Белоцерrюв
ского н Ю.  М. Давыдова и его прнложений, помимо р а боты, цитнроваююii 
в § 33, см. мопографпю [3] ; текст обзорного доклада О .  М Белоцерковского 
н В. F.. Я шщкоrо нз IV Вс:?союзп.  I<опф. пn  шшамнке р азреженного г�за  
в 1 975 году в Звен игороде; текст лскц1ш О. М. Бе.�оцерковского на  К а р м а - '  
новскпх  чтеп пях  1 976 года в Бр юсселе. 

К гл. 1 1 , § 34. Для разностного уравнения  Пуассона в 11 рямоугольюше 
самым  экоiюмпым спосоuом вычисления  решения яв,1ястся быстрое преобра
зование Ф урье (см.  примечавне к § 27 ) . Разностными схемами для уравне
ний  Лапласа и Пуассона в криволинейных областях,  начиная от р аботui 
Л .  А. Люстерника 1 924 года , занимались многие авторы .  См. ,  папрпмер , [4], 
[ 1 6] ,  [23] н имеющуюся там библиографию. 

Оценки погреш пости, выражающпеся непосредственно через исходные дан
ные,  получены для р яда схем, аппроксимирующих задачи Дирихле, Нейшша 
и смешанную краевую задачу для уравнений Л апласа и Пуассона н а  п р я �ю 
уrольпике, прямоугольном параллелепипеде и некоторых треугольниках с м _  Е .  А. Волков, Тр . Матем.  ин - та  им .  В .  А. Стеклова 7 4  ( 1 966) , 105  ( 1 969) , И А. Султанова, ЖВМ н МФ 1 1 , N2 5 ( 1 97 1 )  и библ. там же. Е . . А В олкоа 
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уста новил также ( Тр.  Мате м. и н -та ш 1 .  В .  А.  Стеклова 128 ( 1 972) ) ,  что если 
разностный оператор в граничных узлах удовлетворяет некоторому услов ию 
адеква тности стандартному пятиточечному р азностному оператору Ла пласа, 
то р а J носпюе решение уравнения Пуассона, продолженное с сетки па за
м rшутую область с кривоюшейной границей, n р и  достаточно гладких данных 
з адпчн  а nп ро ксшш р ует со  втор ы м  порядко�1 отноrптелыю шага пско мос ре
.шепне вместе с производными до порядка n включительно, n ;;;:;,: О любое. 

К гл.  1 1 , § 35. Идея р ассмотрения решений стационарных задач как пре
дела решений нестационарных при возрастании времени впервые использо
вана  в 30-х годах А. Н. Тихоновым.  

Одна нз  р азпостных схем установлени я  для р асчета сташюнар ного сверх
звукового обтекания тел газом предложена С. К. Годуновым, А. В. З аброди
ным 11 Г. П .  Прокоповым,  ЖВМ и МФ 1 ,  N2 6 ( 1 96 1 ) ,  см.  [9] . И нтересно 
отметить, что обоснование устойчивости этой схемы, описанное в р аботе 
К.  А. Багрииовекого и С .  К. Годунова, ДАН СССР 1 1 5, N2 3 ( 1 957) , исполь
зует р асщепление р азностных операторов. Имеется ряд работ мноrнх авторов 
в направлении расчета стационарных задач установлением. 

Один из первых эффективных методов ускорения сходимости при реше
нии р азностного уравнения Пуассона указал Л. А. Л юстер ник, Тр. Матем. 
ин-та им. В. А. Стеклова 20 ( 1 947) . 

К гл. 1 1 , § 36. Многочлены Чебышева для выбор а оптимального набора 
итер ационных параметров используются в р азличных задачах,  начиная с ра
бот А. А. Абрамова,  М.  К. Гавурина ,  Фландерса и Шортли,  относящихся 
к 1 950 году. 

Новые результаты, библиогр афия и обзоры с р азличных точек зрения 
итерационных методов решения разностных эллиптических краевых задач 
содер ж атся в книгах  [5], [ 1 6] ,  [23], [28]; в монографиях Е. Г. Дьяконова, 
Итер ацпонные методы решения р азностных аналогов краевых задач для 
уравнений эллиптического типа , Киев, 1 970 (ротапринт) ; Г. И .  Марчука и Ю .  А. Кузнецова ,  Итерационные методы и квадратичные функционалы, Ново
сибирск,  «Наука» СО, 1 972 ( ротапринт) ; в обзорной статье Р. П .  Федоренко, 
УМН 28, N2 2 ( 1 973) и в др. 

К г л .  12. Основная идея получения вариацнонно-разностных схем содер
жится в р аботе Р. Куранта (Courant К, Bu l l .  Arner. Math. Soc. 49, М 1 
( 1 943) ) .  Независимо в инженерных расчетах пр очности часто пользавались 
без теоретического обоснования р азличными реализациями вариационно-раз
носпJЫХ  схем под названием метода конечных элементов. 

Систематическому изложению основ теории вариационно-р азностных схем 
и некоторых их  приложений посвящена монография Л. А. Оганесяна, 
В. Я. Ришшпда и Л. А Руховца «Вариационно-разностные методы решения 
эллиптических уравненпй»,  ч .  1 и 2, Тр .  сем и нара по дифференц. уравнениям, 
И н-т физики 11  ма тематшш АН Л и товской ССР, в .  5, Вильнюс, 1 973 и в. В, 
Вильнюс, 1 974. Ротапр . ,  котоf.ую мы использовали при работе над этой гла
вой. См .  также, например ,  [ 1 2 , [ 1 8] ,  [25]. 

В настоящее время вариационно-р азностные схемы реализованы в виде 
хорошо отработанных программ н а  быстродействующие вычислительные ма
шины для р яда задач теории упругости. См. ,  н апример ,  [ 1 2] .  Имеются чис
ленные реализации проекционпо-разностного метода и для некоторых др угих 
задач, не только эллиптических. Ряд р абот последнего времени помещен в 
двух сборниках «Вар иационно-разностные методы в математической физике», 
Новосибирск, 1 974 и Новосибирск, 1 976. 

К гл.  1 3, § 42.  Стационарные решения часто используют для выяснения 
хар актера сходимости в близи границ. См., например,  С .  К. Годунов, Матем. 
сб .  47 ( 89 ) , 3 ( 1 957) . 

К гл.  1 3, § 43,  п. 4. Здесь исдользован написанный А. Ф .  Филипповым 
п. 4 из § 6 книги [22]. 
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К гл. 1 3, § 43, n.  5. Выбор скалярного умножения (и, v) в11 по формуле 

(2 1 ) , по-видимому, впервые предложен Н.  Миньо в 1 953 году в частном слу
чае р азностного аналога уравнения теплопроводности с переменными коэф
фициентами, а в более общей форме - в § 15 книги [22], где имеется танже 
модифицированное изложение упомянутой р аботы Н. Миньо. 

К гл. 1 3, § 43, n .  6. Первый из критериев устойчивости А. А. Самарского, 
приведеи ных в этом пункте, получается из теоремы 5, п .  6, § 1 гл. V I  книги 
[23], сели вместо гильбертова пространства рассматривать евклидоно и поло
жить р = 1 .  См.  также п. 7, § 1, гл. V I  книги [23]. 

К гл. 14 ,  § 44. Понятие спектра семейства р азностных операторов введено 
в книге [ 1 0] ,  г де  авторы с помощью этого понятия,  в частности, обосновали 
признак К. И.  Бабенко и И. м_ Гельфанда устойчивости нестационарных  за 
дач на отрезке. Там же доказано,  что р асположение спектра семейства опера 
торов в единичном круге необходимо для устойчивости. 

Теорема 2 получена В .  С .  Рябеньким, ДАН СССР 1 85, Ng 2 ( 1 969) . 
К гл. 1 4 ,  § 46. Понятне ядр а спектра семейства операторов введено В. С. Рябеньким, ДАН СССР 1 85, N2 2 ( 1 969) . Там же сформулированы тео

ремы 1-4 .  
Теорема А. В.  Соколова для случая скалярных коэффициентов А",  в ,.  

опубликована в ДАН СССР 208, Ng 2 ( 1 973) . Доказательство в общем случае 
матричных коэффициентов содерж ится в его статье, Тр. Моек. матем.  общ. 35, 
Изд-во МГУ, 1 976. 

К гл . 14, § 47. Здесь изложена статья В. С .  Рябенького, ДАН СССР 1 93, 3 ( 1 970) . 
К Дополнению. Метод внутренних граничных условий  ( МВГУ) предло

жен В. С. Рябеньким, Докт. дисс. , Ин-т прикл. математики АН СССР ( 1 969) . 
В пп . 1 -9 и 1 1  изложена часть статьи В. С. Рябенького, УМН 26, Ng 3 ( 1 97 1 ) .  
В этой статье даны также не1юторые приложенпя М В ГУ к исследованию и 
вычислению решений р азностных краевых задач в простых и составных об
ластях. 

Содержание п. 1 0  опубликовано в док.�аде В. С. Рябенького на конфr
репции, посвященной семидесятипятилетию акад. И. Г. Петровского в М ГУ 
(январь 1 976) . 

К п. 2 Дополнения . А. Я .  Белянков, Мате м. заметки 1 8, Ng 5 ( 1 975) , до-
казал существование фундаментального решения, растущего при 1/ n 1 1 2 = n� + 
+ . . . + n� -> оо не быстрее векоторой степени 1 n 1 1 .  

Им ж е  построено так  называемое циклическое фундаментальное решение, 
позволяющее строить внутренние граничные условия  н допусJ<ающее эффек
тивное построение с помощью быстрого преобразовашш Фурье, статья в сб. 
«Задач и меха и нки  и матем . физию!», посвященном памяти акад. И .  Г. Пет
ровского, «Наука», 1 976. 

А. В. З абродин и В. В. Огнепа ,  препринт ИПМ АН СССР ( 1 973) , ис
пользов аJJи моднфицированный имп  вариант М В ГУ для расчета нелинейной 
задачи теплопроводности на графах. 
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ностный аналог 42 1 -422 
- р азностная задача 22 1 ,  239 
Краевая задача дифференциальная -

см. Дифференциальная краевая 
задача 

- - общая для систем разностных 
уравнений на  сеточном отрезке, 
условие хорошей обусловленности 
48 

- - разностная - см. Разностная 
краевая задача 

Критерии Самарского устойчивости 
разностных схем 394, 395 

Критерий хорошей обусловленности 
разностной краевой задачи 42, 44,  
60 

Куранта,  Фридрихса и Леви условие 
2 1 1 ,  2 1 2 , 2 1 7 , 2 1 9  

Лакса теорема эквивалентности 430 
Линейное пространство нормирован

ное 87 

Мера обусловленности система ли
нейных уравнений 40 

Метод внутренних граничных условий 
4 1 9, 427 

- Дугласа - Рэкфорла 320 
- конечных разностей 1 1 ,  84, 277 
- - элементов 327, 432 
- крупных частиц Белоцерковско-

го - Давыдова 296, 439 
- неопределенпых коэффициентов 1 9 1  
- Ньютона 1 69 
- прогонки 5 1 ,  53, 67, 70, 1 69 ,  429 
- -, варианты 429 
- -, история 429 
- -, обоснование 56-65 
- -, оценка прогоночных коэффи-

циентов 65 
- релаксационный Федоренко 323-

326 
- сеток 84 
- стрельбы 55, 1 67 
- установления 304 
- характеристик 277 
Модальная задача 209, 25 1 ,  26 1 , 268 

Невязка 92 
Неймана метод исследования эволю

ционных разностных задач 2 2 1  
- спектральныi1 признак устойчиво

сти разностной задачи К:оши 222, 223, 229, 338 

Норма 87, 88, 1 О 1 ,  1 1 5-- 1 1 8 ,  363, 366, 
387 

- энергетическая 256, 394, 395 
Ньютона метод 1 69 

Обобщение решения дифференциаль
ного уравпепия 268, 269, 273-275 

Обусловленность, хорошая обуслов
ленность 39 

Оператор граничного проектировапия 
423 ,  42 1 

- перехода 1 27 ,  1 36, 366, 369 
- -, конструирование 375 
- -, оценка норм степеней 366, 387, 

400 
- -, оценки собственных значений 

3 9 1 -393 
- -, признаки самосопр яженности 

390 
Ошибка окружения 53, 57,  1 07, 1 44, 

3 1 7  

Парсеваля р авенство 232, 252 
Поперечню< колмогоровекий 339, 349 
Порядок разностного уравнения 1 8, 2 1 
- точности разностной схемы 72 ,  75 ,  

90, 1 2 1 ,  1 45 
Преобразование Фурье быстрое 431  
Признак Бабенко - Гельфанда устой 

чивости нестационарных з адач на  
отре3ке 343, 43 1  
устойчивости разностной схемы, 
достаточный 1 34, 234, 368, 372, 
374, 387, 389, 394 - - -, необходимый 368, 369 

- - р азпостных схем решения зада-
чи Кошн 1 23, 234 ,  235 
- спектральный - см.  Спектраль
ный призню< устой•швости 
хорошей обусловленности 40-42, 
44, 60 

Признюш самосопряженности раз 
Iюстных операторов 390 

Принцип замороженных коэффициен-
тов 236, 240, 24 1  

- м аксимума 1 77, 269, 900 
Прогонка 5 1 ,  52 
Проекционно-разностная схема 327 ,  

344 ,  345  
Производная,  замена р азностными 

отношениями 1 03 

Разностная задача Коши 22 1 
-- - -, анаЛИЗ УСТОЙЧИВ ОСТИ 224-

, 23 1 
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Разностная эвдача Коши ,  интеграль

ное предста вление решения 232, 
233 
- -, спектральный признак устой
чивости Неймана 222 ,  223 ,  229, 
388 
- -. условия устойчивости 22 1 ,  
233, 235 

- -, краевая обшая 424 
- - -, приемы построения 1 89 
- - -, признаки хорошей обуслов-

ленности 40-43 
- - с возмушенными коэффи
циентами ,  оценка решений 56 ,  58 ,  
59  

-, символическая запись  88 
- - устойчивая 1 25 ,  1 76 
- -, хорошо обусловленная 39, 
56, 64 

- схема абсолютно устойчивая 
267 
- Адамса 1 60 ,  1 62 
схема Годунова 28 1  
- дивергентная 280-283 
- для волнового уравнения 229 

- - - задачи Дирихле 1 90, 2 1 7, 
2 1 8, 298, 302, 303 

- - - - о колебаниях струны 260 
- - - интегрального уравнения 

1 1 4 
- - - кр аевоlr задачи 9 1 ,  92, 1 68 ,  

1 72 ,  1 76 
системы уравнений акустики 

374 
уравнения с разрывными 

коэффициентами 429  
- - - с частными производны-
м и  1 7 1  
- - - теплопроводности 1 88, 
1 89, 254, 257, 305, 362, 372-373 
-, каноннческая запнсь 1 25 ,  1 33, 
365 

консервативная 280 
пегибкая 1 88 
неустоi'Iчив::J я 8 1  
неявная 1 89 ,  265, 266 

- псременных напр авлений 288, 
296, 4 9 1  
- ,  порядок точrюстн 7 2 ,  7 5 ,  1 00 ,  
1 45 
-, построение грашrчr rых условий 
204 
- , - н а  основе интегралыюга за
кона сохранения 278, 283 

- - предиктор-корректор - см.  Раз
ностная  с х е м а  с пересчетом 

- -, приведение к каноническому 
виду 365, 366 

Разностная задача , приеыы п острое
ния 1 03, 1 05 ,  1 57, 1 72, 1 73, 1 83, 
204, 274, 276, 278, 284, 430 
-, признаки устойчивости 1 23, 
1 34. 1 46, 1 38 ,  2 1 1 ,  2 1 9 , 22 1 ,  222-2�;). 368, 3 7 1 -389 -, r. p n п c p l\ :.1  С Х ОД ! J М ОСТИ 7 1 ,  9 1 ,  
1 1 8, 1 72 -, p a з u i J C i r н c  на подсистемы 1 00, 
1 02 

-, р а сше п л е r r и я  284, 286, 289, 297, 
43 1 
- Рунге - Кутта 1 05 ,  1 57, 1 58 ,  
1 62 

- - с искусственrюlr вязr\остью 276 
- - с пересчетом 1 05, 200-202, 

282, 430 
- -, свойство дивергентности 279, 

280, 282, 283 
- - схопяшаяся 87, 89, 1 08, 1 7 1 ,  

1 72 ,  1 76 
- -, точность задания 1 45 

- установления 306, 307, 309, 395 
- устойчивая 1 06, 1 07, 1 24, 1 75, 
1 76 

-, устойчи вость относительно ОШI! 

бок о к р угл е н ия 429 
- - Э i"! л е р а  1 05 ,  1 09, 1 57, 1 58 
- - ЭKOIIOM I IЧ I JaЯ 289 
- - я в н а я  262, 266 
Разностное у р а внение 1 5, 1 6  

- - второго пор ящ{а 1 8, 25 
- - - -, фунда ментальное реше-

ние 29 
- -, дн фферен u r1 а л ы rое п р и б.1нже-

нне 237, 430 
- -, С К ОрОСТЬ CXOДIIMOCTH peШ�>I I JЯ  

75, 1 08 
Разностный а налог r rнтегра.% н ы х  

ф о р мул Ко ш и  и типа Коши 386 
Распад р а з р ы в а  273, 28 1 
Расше п л е 1 ш е  по фнзичесюrм фа ]{ТО

р::J М 297 
Рела r\сационный м етод Фсдо р е н ко 

323-326 
Р и м а н о п ы  н н в а р и а нты 374 
Ритца метод 335, 344 
Р и ч а рдсона нтеранноJ I I JЫЙ пр оцесс 

3 1 3, 3 1 4  
Рунге - Кутт::J схема 1 05, 1 57 ,  1 58, 

1 62 
Р я д  Фурье для сеточной фркшш 

250 

Самарского критерии устоiiч rшосп: 
р а зностных схrм 394, 395 

Самосопр яженность оператора 393 
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Сетка 1 1  , 1 6, 84, 278 
Сеточ н а я  функция 38, 84, 86-88 
- - ,  р аз.�оженис  в конеч ныi'r ряд 

Ф у рье 252, 26 1 
Скорость сходимости 

rюстrюго уравнения 
Сохоцкого - Племеля 

423 

решения раз-
75 ,  1 08, 1 76 
условие  4 1 9 , 

С пектр се1е iiства операторов,  алго-
ритм вычисления 403, 404, 4 1 1  

- - -, о пределение 398 
- - -, ядра 4 1 2  
Спектр альный критернi i  огр а н иченно

сти степепсii с а м осоп ряжен ного 
оператора 389 - n p ю r r a к  Нсii м а п а  устоi'rчивостп 

раз ностной задачи Коши 222, 38� 
- - огра ниче rшостп норм степеней 

опер а тора 387, 389 
- - устойчивости раз ностной схемы 

1 36, 1 38, 1 39 ,  22 1 ,  223, 229 ,  387-
389, 3!)8 Схема персменных н а п р а влений 288, 
309, 320 Сходнм ость порядка hk 90, 1 08, 1 72 
р а з ноетпой схемы 87,  89, 1 08 ,  1 2 1 ,  1 76 

Tcupe:vr a о включешш ядра спектра 
В СПС!\Тр 4 1 3  
о связи между а ппроксим ацнеi'r ,  устоii чивостью н сходнм остыо 1 08 ,  1 1 6, 429 
о rовпадеr r rш ядра спект р а  со спеrпрш1 4 1 4 , 432 

- о структуре спектра  семейства 
операторов 40 1 

- об r т в а р п а нтrюстн ядра показ а те.l я  4 1 5  
- oG устоi'1чивостн возм ущенной схе

мы 1 45 
- ЭKB I I B 3 .leHT!IOCT I I  Л а кса  430 
Teope:vr ы  о своi'rс т в а х  абсолютr юго ядра 4 1 3-4 1 4  
Точ ка  спсктря оператора  309 
- - ce�re iicтв a операторов 398, 400 

Уеловне Куранта,  Ф р идрихса и Леви 
2 1 1 ,  2 1 2 , 2 1 7, 2 1 9  

- н а  л и н и и  разрыва решения 27 1 
- Сохоцкого - Племеля 4 1 9, 429 
У стойчиность алгоритмов 53, 67 -70, 

1 47 ,  1 48, 3 1 7-320, 4 1 5 , 4 1 6, 4 1 7  
в н утрен н и х  граничных  усло вий  389 
нелинеi'r н ы х  задач, п р и Р м  исследо
в а н и я  1 55 ,  24 1 
р а з ностной задачи  Коши,  необхо
димое и достато•нюе ус,1овие 233, 
235 

- - - относителыю возмущения 
н ачальных данных 222 

- - схемы 8 1 ,  1 06- 1 08, 1 24, 1 75 ,  
1 76, 387, 389, 390 

- - -, количественная  х а р а ктерн-
етика 1 49 

Федоренко релаксацнонный м етод 
323-326 

Ф р идрихса  н е р а в епство 334 
Фундаментальное решение  22, 29, 30, 

385 
- - огра ниченное 3 1 -33 
- -, оценка 30-35 
- - р а зностного уравнения  22, 29; 

420 
- -, условие  огра ниченности 22 
Фу рье быстрое преобразованпе  43 1 
- ряд для сеточной функции 250 

Х а р а ктер истнчешое уравне rше 26 

Частная производная,  з а м е н а  разно
стными отноше н и я м и  1 83, 1 84 

Эволюциоr ш а я  задача  22 1 ,  222,  228, 
386, 40 1 ,  402 

Эi'rлера схема 1 95 ,  1 09, 1 57, 1 5 8  
Энергетическое нер авенство 255 

Ядра показателя спе r\тра  семеi'lствз 
операторов  4 1 3, 4 1 5 , 433 



Сергей l(онстантинови' Годунов, 

В и к.тор Содо.монович Рлбеньк.ий 

РАЗНОСТНЫЕ СХЕМЫ 

Введение в теорию 

М., 1977 г., 440 стр. с илл. 

Редактор Г. fl. Пирагава 

Техп. редактор Л. В. Лиха чма 

:Корректор Т .  С .  Вайсберг 
Сдаю в набор 20. 12.76. Подписано к печати 28.04.77. Бума. 
га 60Х901/11, тип. No 3. Физ. печ. л. 27,5. Условн. печ. л. 27,5. 
Уч.-нзд. л. 25,25. ТИраж 25000 экз. Цена книги 1 р. 14 к. 

3 ai< аз No 425. 

Издательство сН аука  .. 
Главная редакцпя физико-м атем атической дптературы 

1 1707 1 ,  Москва, В-7 1 ,  Леншiсiш й проснект, 15 

Орден а Трудового :Красного Знамени 
Ленинградская типография No 2 

II MCIIII Евгении Соколовой Союзполиграфпрома ври Госудuрtтя�нном комитете Совета Министров СССР 
по делам нздатсльств, п олиграфии и юшжной торговли, 

198052, Лепинrрад, Л-52, Измайловсюtil проспект, 29, 


	РАЗНОСТНЫЕ СХЕМЫ ВВЕДЕНИЕ В ТЕОРИЮ.
	Издание второе, переработанное и дополненное
	С.К. Годунов, В.С. Рябенький
	«Наука», М., 1977.
	ОГЛАВЛЕНИЕ
	Предисловие   9
	Предисловие ко второму изданию   10
	Введение   11
	ЧАСТЬ ПЕРВАЯ ОБЫКНОВЕННЫЕ РАЗНОСТНЫЕ УРАВНЕНИЯ   15
	Глава 1. Разностные уравнения первого и второго порядка   15
	Примеры разностных схем   15
	§ 1. Простейшие разностные уравнения   15
	1. Разностные уравнения   15
	2. Порядок разностного уравнения   18
	3. Общее решение разностного уравнения   18
	Задачи   20

	§ 2. Разностное уравнение первого порядка   21
	1. Фундаментальное решение   21
	2. Условна ограниченности фундаментального решения   22
	3. Частное решение   23
	Задачи   25

	§ 3. Разностное уравнение второго порядка   25
	1. Общее решение однородного уравнения   26
	2. Общее решение неоднородного уравнения. Фундаментальное решение   29
	3. Оценка фундаментального решения через коэффициенты разностного уравнения   34
	Задачи   36


	Глава 2. Краевая задача для уравнения второго порядка   38
	§ 4. Постановка задачи. Признаки хорошей обусловленности   38
	1. Постановка задачи   38
	2. Определение хорошей обусловленности   39
	3. Достаточный признак хорошей обусловленности   40
	4. Критерий хорошей обусловленности краевой задачи с постоянными коэффициентами   42
	5. Критерий хорошей обусловленности задачи с переменными коэффициентами   42
	6. Обоснование критерия хорошей обусловленности краевой задачи с постоянными коэффициентами   44
	7. Общие краевые задачи для систем разностных уравнений   48
	Задачи   50

	§ 5. Алгоритм решения краевой задачи - прогонка   51
	1. Описание прогонки   51
	2. Пример вычислительно неустойчивого алгоритма   53
	Задачи   55


	Глава 3. Обоснование метода прогонки   56
	§ 6. Свойства хорошо обусловленных краевых задач   56
	1. Оценки решений краевой задачи с возмущенными коэффициентами   56
	2. Доказательство критерия хорошей обусловленности   60
	3. Свойства хорошо обусловленных задач   64

	§ 7. Обоснование метода прогонки для хорошо обусловленных краевых задач   65
	1. Оценки прогоночных коэффициентов   65
	2. Оценка влияния на результат ошибок округления в процессе вычислений   67


	ЧАСТЬ ВТОРАЯ РАЗНОСТНЫЕ СХЕМЫ ДЛЯ ОБЫКНОВЕННЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ   71
	Глава 4. Элементарные примеры разностных схем   71
	§ 8. Понятие о порядке точности и об аппроксимации   71
	1. Порядок точности разностной схемы   71
	2. Скорость сходимости решения разностного уравнения   75
	3. Порядок аппроксимации   77

	§ 9. Неустойчивая разностная схема   78
	1. Способы аппроксимации производной   78
	2. Пример неустойчивой разностной схемы   78


	Глава 5. Сходимость решений разностных уравнений как следствие аппроксимации и устойчивости   82
	§ 10. Сходимость разностной схемы   82
	1. Понятие о сетке и сеточной функции   82
	2. Сходящиеся разностные схемы   87
	3. Проверка сходимости разностной схемы   90
	Задачи   92

	§11. Аппроксимация дифференциальной краевой задачи разностной схемой   92
	1. Невязка   92
	2. Вычисление невязки   94
	3. Аппроксимация к порядка   96
	4. Примеры   97
	5. Разбиение разностной схемы на подсистемы   100
	6. Замена производных разностными отношениями   103
	7. Другие способы построения разностных схем   105
	Задачи   106

	§ 12. Определение устойчивости разностной схемы. Сходимость как следствие аппроксимации и устойчивости   106
	1. Определение устойчивости   106
	2. Зависимость между аппроксимацией, устойчивостью и сходимостью   108
	3. Сходящаяся разностная схема для интегрального уравнения   114

	§ 13. О выборе норм   115
	§ 14. Достаточный признак устойчивости разностных схем решения задачи Коши   123
	1. Вводный пример   124
	2. Каноническая запись разностной схемы   125
	3. Устойчивость как ограниченность норм степеней оператора перехода   127
	4. Примеры исследования устойчивости   128
	5. Неединственность канонической записи   133
	Задачи   136

	§ 15. Необходимый спектральный признак устойчивости   136
	1. Ограниченность норм степеней оператора перехода необходима для устойчивости   136
	2. Спектральный признак устойчивости   138
	3. Обсуждение спектрального признака устойчивости   139
	Задачи   143

	§ 16. Ошибки округления   144
	1. Ошибки в коэффициентах   144
	2. Ошибки в вычислениях   147

	§ 17. Количественная характеристика устойчивости   149
	§ 18. Прием исследования устойчивости нелинейных задач   155

	Глава 6. Употребительные разностные схемы   157
	§ 19. Схемы Рунге - Кутта и Адамса   157
	1. Схемы Рунге-Кутта   158
	2. Схемы Адамса   160
	3. Замечания об устойчивости   163
	4. Обобщение на системы уравнений   164

	§ 20. Методы решения краевых задач   166
	1. Метод стрельбы   166
	2. Метод прогонки   166
	3. Метод Ньютона   169


	ЧАСТЬ ТРЕТЬЯ РАЗНОСТНЫЕ СХЕМЫ ДЛЯ УРАВНЕНИЙ С ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ   171
	Глава 7. Простейшие приемы построения и исследования разностных схем   171
	§ 21. Напоминание и иллюстрация основных определений   171
	1. Определение сходимости   171
	2. Определение аппроксимации   172
	3. Определение устойчивости   175
	Задачи   182

	§ 22. Простейшие приемы построения аппроксимирующих разностных схем .   183
	1. Замена производных разностными отношениями   183
	2. Метод неопределенных коэффициентов   191
	3. Схемы с пересчетом, или схемы предиктор-корректор   200
	4. О других приемах   202
	Задачи   202

	§ 23. Примеры конструирования граничных условий при построении разностных схем   204
	Задачи   209

	§ 24. Условие Куранта, Фридрихса и Леви, необходимое для сходимости   210
	1. Условие Куранта, Фридрихса и Леви   210
	2. Примеры разностных схем для задачи Коши   211
	3. Примеры разностных схгм для задачи Дирихле   217
	Задачи   219


	Глава 8. Некоторые основные приемы исследования устойчивости   221
	§ 25. Спектральный анализ разностной задачи Коши   221
	1. Устойчивость по начальным данным   221
	2. Необходимое спектральное условие устойчивости   222
	3. Примеры   224
	4. Интегральное представление решения   231
	5. Выглаживание разностного решения как действие аппроксимационной вязкости   237
	Задачи   239

	§ 26. Принцип замороженных коэффициентов   240
	1. Замораживание коэффициентов во внутренних тоікач   240
	2. Признак Бабенко и Гельфапда   243
	Задачи   249

	§ 27. Представление решений некоторых модельных задач в виде конечных рядов Фурье   251
	1. Ряды Фурье для сеточных функций 251. 2. Представление решений разностных схем для уравнения теплопроводности на отрезке   254
	3. Представление решений разностных схем для двумерной задачи теплопроводности   257
	4. Представление решения разностной схемы для задач о колебаниях струны   260
	Задачи   262

	§ 28. Принцип максимума   262
	1. Явная разностная схема   263
	2. Неявная разностная схема   265
	3. Сопоставление явной и неявной разностных схем   266


	Глава 9. Понятие о разностных схемах для расчета обобщенных решений   268
	§ 29. Обобщенное решение   268
	1. Механизм возникновения разрывов   269
	2. Определение обобщенного решения   270
	3. Условие на линии разрыва решения   272
	4. Распад произвольного разрыва   273
	5. Другое определение обобщенного решения   275

	§ 30. Построение разностных схем   275
	1. Схема с искусственной вязкостью   276
	2. Метод характеристик   277
	3. Дивергентные разностные схемы   278


	ЧАСТЬ ЧЕТВЕРТАЯ ЗАДАЧИ С ДВУМЯ ПРОСТРАНСТВЕННЫМИ ПЕРЕМЕННЫМИ   284
	Глава 10. Понятие о разностных схемах расщепления   284
	§ 31. Конструкция схем расщепления   284
	Задачи   288

	§ 32. Экономичные разностные схемы   288
	Задачи   296

	§ 33. Расщепление по физическим факторам   296

	Глава 11. Эллиптические задачи   298
	§ 34. Простейшая разностная схема для задачи Дирихле   298
	1. Аппроксимация   299
	2. Устойчивость   303
	Задачи   303

	§ 35. Метод установления   304
	1. Идея метода установления   304
	2. Анализ явной схемы установления   307
	3. Схема переменных направлений   309
	4. Выбор точности   311
	5. Границы применимости методов   311
	Задачи   312

	§ 36. Итерации с переменным шагом   312
	1. Идея Ричардсона   312
	2. Чебышевский набор параметров   313
	3. Нумерация итерационных параметров   316
	4. Метод Дугласа - Рэкфорда   320
	Задачи   322

	§ 37. Метод Федоренко   323
	1. Идея метода   324
	2. Описание алгоритма   325


	Глава 12. Понятие о вариационно-разностных и проекционно-разностных схемах   327
	§ 38. Вариационные и проекционные методы   327
	1. Вариационная постановка краевых задач   327
	2. Сходимость минимизирующих последовательностей   331
	3. Вариационный метод Ритца   335
	4. Проекционный метод Галеркина   341
	5. Способы решения алгебраической системы   343
	6. Вычислительная устойчивость   343
	Задачи   343

	§ 39. Построение и свойства вариационно-разностных и проекционно-разностных схем   344
	1. Определение вариационно-разностных и проекционно-разиостных схем   344
	2. Пример вариационно-разностной схемы для первой краевой задачи   346
	3. Пример вариационно-разностной схемы для третьей краевой задачи   354
	4. О методике доказательства сходимости   358
	5. Сопоставление вариационно-разностных схем с общими вариационными и обычными разностными   358
	Задача   359


	ЧАСТЬ ПЯТАЯ УСТОЙЧИВОСТЬ ЭВОЛЮЦИОННЫХ РАЗНОСТНЫХ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ КАК ОГРАНИЧЕННОСТЬ НОРМ СТЕПЕНЕЙ НЕКОТОРОГО ОПЕРАТОРА   362
	Глава 13. Конструкция оператора перехода   362
	§ 40. Слоистая структура решений эволюционных задач   362
	Задачи   365

	§ 41. Запись разностных краевых задач в виде   365
	1. Канонический вид   365
	2. Устойчивость как равномерная ограниченность норм степеней   368
	3. Пример   372
	Задачи   374

	§ 42. Использование частных решений при конструировании оператора перехода   375
	§ 43. Некоторые способы оценки норм степеней операторов   387
	1. Необходимые спектральные условия ограниченности   387
	2. Спектральный критерий ограниченности степеней самосопряженного оператора   389
	3. Признаки самосопряженности   390
	4. Оценки собственных значений сператора   391
	5. Выбор скалярного умножения   393
	6. Критерии устойчивости Самарского   394
	Задачи   395


	Глава 14. Спектральный признак устойчивости несамосопряженных эволюционных краевых задач   396
	§ 44. Спектр семейства операторов   396
	1. Необходимость усовершенствования спектрального признака устойчивости   396
	2. Определенле спектра семейства операторов   398
	3. Необходимое условие устойчивости   399
	4. Обсуждение понятия спектра семейства операторов   400
	5. Близость необходимого признака устойчивости к достаточному   401

	§ 45. Алгоритм вычисления спектра семейства разностных операторов над сеточными функциями на отрезке   403
	1. Характерный пример   404
	2. Алгоритм вычисления спектра в общем случае   411
	Задачи   412

	§ 46. Ядра спектров семейств операторов   412
	§ 47. Об устойчивости итерационных алгоритмов решения несамосопряженных разностных уравнений   415
	Дополнение. Метод внутренних граничных условий   419
	1. Класс систем разностных уравнений   419
	2. Фундаментальное решение   420
	3. Граница сеточной области   420
	4. Разностные аналоги интегральных формул Коши и типа Коши   421
	5. Внутренние граничные условия   423
	6. Оператор граничного проектирования   423
	7. Общая краевая задача   423
	8. Основная идея метода внутренних граничных условий   424
	9. Устойчивость внутренних граничных условий   424
	10. Дополнительная идея   425
	11. Сопоставление метода внутренних граничных условий с методом сингулярных интегральных уравнений   426

	Библиографические комментарии   429
	Литература   434
	Предметный указатель   436

	ПРЕДМЕТНЫЙ УКАЗАТЕЛЬ
	А
	Абсолютное ядро, свойства 414
	Адамса схема 160
	162

	Алгоритм вычислительно неустойчивый, пример 53
	- для вычисления решения резонансной задачи Дирихле 305
	307
	309
	313
	324

	- прогонки 51
	52

	Аппроксимационная вязкость 237
	238

	Аппроксимация 92
	172

	- дифференциальной краевой задачи разностной схемой 91
	92
	96
	108
	172
	176

	- порядка № 96
	172
	174

	- производной 77
	78
	103


	Б
	Бабенко-Гельфанда признак 243
	Белоцерковского - Давыдова метод крупных частиц 296
	431


	В
	Вариационные методы оценки собственных значений 392
	решения краевых задач 327
	Вариационная постановка задачи Дирихле 329
	третьей краевой задачи 331
	Вариационно-разностная схема 321
	-, определение 344
	345

	для задачи Дирихле 346
	третьей краевой задачи 354
	Выглаживание решения разностной задачи 237

	Г
	Галеркина метод 341
	344

	Граница сеточной области 420
	Граничные условия внутренние 423
	Групповая разностная схема 281
	разностной схемы, примеры построения 204
	205


	Д
	Дифференциальная краевая задача, обобщенное решение 269-275
	, символическая запись 12
	84

	- эллиптическая 289
	Дифференциальное приближение разностного уравнения 238
	430

	- уравнение дивергентного вида 280
	Дугласа - Рэкфорда метод 320

	З
	Задача Коши для волнового уравнения, аппроксимирующая разностная схема 229
	уравнения теплопроводности, аппроксимирующие разностные схемы 188
	189

	- модельная 209
	251

	- о распаде разрыва 273
	281

	- эволюционная 221
	361

	Замораживание коэффициентов во внутренних точках 240

	И
	Инварианты Римана 374
	Интегральная формула Коши, разпостный аналог 421
	422

	типа Коши, разностный аналог 421
	422

	Интегральное представление решения разностной задачи Коши 232
	233

	Итерационные методы, выбор точности 311
	- параметры, оптимальный выбор 309
	311

	, нумерация 316
	320

	, чебышевский набор 313-315
	Итерационный процесс Ричардсона 313
	Итерация с переменным шагом 313

	К
	Колмогоровский поперечник 339
	349

	Конечных элементов метод 327
	432

	Коши интегральная формула, разностный аналог 421-422
	- разностная задача 221
	239

	Краевая задача дифференциальная - см. Дифференциальная краевая
	задача
	общая для систем разностных
	уравнений на сеточном отрезке, условие хорошей обусловленности 48
	разностная - см. Разностная
	краевая задача Критерии Самарского устойчивости разностных схем 394
	395

	Критерий хорошей обусловленности разностной краевой задачи 42
	44
	60

	Куранта, Фридрихса и Леви условие 211
	212
	217
	219


	Л
	Лакса теорема эквивалентности 430
	Линейное пространство нормированное 87

	М
	Мера обусловленности система линейных уравнений 40
	Метод внутренних граничных условий 419
	427

	- Дугласа - Рэкфорда 320
	- конечных разностей 11
	84
	277

	элементов 327
	432

	- крупных частиц Белоцерковского - Давыдова 296
	439

	- неопределенных коэффициентов 191
	- Ньютона 169
	- прогонки 51
	53
	67
	70
	169
	429

	, варианты 429
	, история 429
	, обоснование 56-65
	, оценка прогоночных коэффициентов 65
	- релаксационный Федоренко 323
	326

	- сеток 84
	- стрельбы 55
	167

	- установления 304
	- характеристик 277
	Модальная задача 209
	251
	261
	268


	Н
	Невязка 92
	Неймана метод исследования эволюционных разностных задач 221
	- спектральный признак устойчивости разностной задачи Коши 222
	223
	229
	338

	Норма 87
	88
	101
	115
	363
	366
	387

	- энергетическая 256
	394
	395

	Ньютона метод 169

	О
	Обобщение решения дифференциального уравнения 268
	269
	273

	Обусловленность, хорошая обусловленность 39
	Оператор граничного проектирования 423
	421

	- перехода 127
	136
	366
	369

	, конструирование 375
	, оценка норм степеней 366
	387
	400

	, оценки собственных значений 391-393
	, признаки самосопряженности 390
	Ошибка окружения 53
	57
	107
	144
	317


	П
	Парсеваля равенство 232
	252

	Поперечник колмогоровский 339
	349

	Порядок разностного уравнения 18
	21

	- точности разностной схемы 72
	75
	90
	121
	145

	Преобразование Фурье быстрое 431
	Признак Бабенко - Гельфанда устойчивости нестационарных задач на отрезке 343
	431

	- устойчивости разностной схемы, достаточный 134
	234
	368
	372
	374
	387
	389
	394

	- -, необходимый 368
	369

	разностных схем решения задачи Коши 123
	234
	235

	- - спектральный - см. Спектральный признак устойчивости - хорошей обусловленности 40
	44
	60

	Признаки самосопряженности разностных операторов 390
	Принцип замороженных коэффициентов 236
	240
	241

	- максимума 177
	269
	900

	Прогонка 51
	52

	Проекционно-разностная схема 327
	344
	345

	Производная, замена разностными отношениями 103
	Разностная задача Коши 221
	- , анализ устойчивости 224
	231


	Р
	Разностная задача Коши, интегральное представление решения 232
	233

	, спектральный признак устойчивости Неймана 222
	223
	229
	388

	, условия устойчивости 221
	233
	235

	- -, краевая общая 424
	, приемы построения 189
	, признаки хорошей обусловленности 40-43
	с возмущенными коэффициентами, оценка решений 56
	58
	59

	символическая запись 88
	устойчивая 125
	176

	, хорошо обусловленная 39
	56
	64

	- схема абсолютно устойчивая 267
	Адамса 160
	162

	- схема Годунова 281
	- - дивергентная 280-283
	- - для волнового уравнения 229
	задачи Дирихле 190
	217
	218
	298
	302
	303

	о колебаниях струны 260
	интегрального уравнения 114
	краевой задачи 91
	92
	168
	172
	176

	системы уравнений акустики 374
	уравнения с разрывными коэффициентами 429
	с частными производными 171
	теплопроводности 188
	189
	254
	257
	305
	362
	372

	, каноническая запись 125
	133
	365

	консервативная 280
	негибкая 188
	неустойчивая 81
	неявная 189
	265
	266

	переменных направлений 288
	296
	491

	, порядок точности 72
	75
	100
	145

	, построение граничных условий 204
	, - на основе интегрального закона сохранения 278
	283

	предиктор-корректор - см.
	Разностная схема с пересчетом , приведение к каноническому виду 365
	366

	Разностная задача, приемы построения 103
	105
	157
	172
	173
	183
	204
	274
	276
	278
	284
	430

	, признаки устойчивости 123
	134
	146
	138
	211
	219
	221
	222
	368
	371

	, прог.ерка сходимости 71
	91
	118
	172

	, разбиение па подсистемы 100
	102

	, расщепления 284
	286
	289
	297
	431

	Рупге -Кутта 105
	157
	158
	162

	с искусственной вязкостью 276
	с пересчетом 105
	200
	282
	430

	, свойство дивергентности 279
	280
	282
	283

	сходящаяся 87
	89
	108
	171
	172
	176

	, точность задания 145
	установления 306
	307
	309
	395

	устойчивая 106
	107
	124
	175
	176

	- -, устойчивость относительно ошибок округления 429
	Эйлера 105
	109
	157
	158

	- - экономичная 289
	явная 262
	266

	Разностное уравнение 15
	16

	второго порядка 18
	25

	, фундаментальное решение 29
	, дифференциальное приближение 237
	430

	- -, скорость сходимости решения 75
	108

	Разностный аналог интегральных формул Коши и типа Коши 386
	Распад разрыва 273
	281

	Расщепление по физическим факторам 297
	Релаксационный метод Федоремко 323-326
	Римаиовы инварианты 374
	Ритца метод 335
	344

	Ричардсона итерационный процесс 313
	314

	Рунге - Кутта схема 105
	157
	158
	162

	Ряд Фурье для сеточной функции 250

	С
	Самарского критерии устойчивости разностных схем 394
	395

	СамосопСетка И, 16
	84
	278

	Сеточная функция 38
	84
	86

	, разложение в конечный ряд Фурье 252
	261

	Скорость сходимости решения разностного уравнения 75
	108
	176

	Сохоцкого - Племеля условие 419
	423

	Спектр семейства операторов, алгоритм вычисления 403
	404
	411

	-, определение 398
	-, ядра 412
	Спектральный критерии ограниченности степеней самосопряженного оператора 389
	- признак Неймана устойчивости разностной задачи Коши 222
	388

	ограниченности норм степеней оператора 387
	389

	устойчивости разностной схемы 136
	138
	139
	221
	223
	229
	387
	389
	398

	Схема переменных направлений 288
	309
	320

	Сходимость порядка hh 90
	108
	172

	- разностной схемы 87
	89
	108
	121
	176


	Т
	Тсирема о включении ядра спектра в спектр 413
	- о связи между аппроксимацией, устойчивостью и сходимостью 108
	116
	429

	- о совпадении ядра спектра со спектром 414
	432

	- о структуре спектра семейства операторов 401
	- об инвариантности ядра показателя 415
	- об устойчивости возмущенной схемы 145
	- эквивалентности Лакса 430
	Теоремы о свойствах абсолютного ядра 413-414
	Точка спектра оператора 309
	семейства операторов 398
	400


	У
	Условие Куранта, Фридрихса и Леви 211
	212
	217
	219

	- па линии разрыва решения 271
	- Сохоцкого - Племеля 419
	429

	Устойчивость алгоритмов 53
	67
	147
	148
	317
	415
	416
	417

	- внутренних граничных условий 389
	- нелинейных задач, прием исследования 155
	241

	- разностной задачи Коши, необходимое и достаточное условие 233
	235

	относительно возмущения начальных данных 222
	схемы 81
	106
	124
	175
	176
	387
	389
	390

	, количественная характеристика 149

	Ф
	Фсдоренко релаксационный метод 323-326
	Фридрихса неравенство 334
	Фундаментальное решение 22
	29
	30
	385

	ограниченное 31-33
	, оценка 30-35
	разностного уравнения 22
	420

	, условие ограниченности 22
	Фурье быстрое преобразование 431
	- ряд для сеточной функции 250

	Х
	Характеристическое уравнение 26

	Ч
	Частная производная, замена разностными отношениями 183
	184


	Э
	Эволюционная задача 221
	222
	228
	386
	401
	402

	Эйлера схема 195
	109
	157
	158

	Энергетическое неравенство 255

	Я
	Ядра показателя спектра семейства операторов 413
	415
	433

	ряженность оператора 393



