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РАСЧЕТ ПРОЦЕССА ОПОРОЖНЕНИЯ ГАЗОВОЙ ЕМКОСТИ 
ЧЕРЕЗ ОТВЕРСТИЕ П ЕРЕМЕНИОГО СЕЧЕНИЯ 

Н. П. Б елик� Н. М. Беляев� Г. С. Шандаров 
Днепропетровск и й  университет 

При решении  многих инженерных задач возникает необходимость 
в расчете процесса опорожнения газовой емкости . Имеется ряд работ, 
в которых предлагаются расчетные соотношения для случая опорожне
ния газовой емкости через отверстие постоянного сечения [ 1 ,  2, 3, 4, 5] . 
В работе [6] рассмотрено истечение газа из резервуара постоянного 
объема через сопло с переменной по времени площадью критического 
сечения при изотермическом и адиабатическом изменении параметров 
газа в резервуаре.  

Действительный процесс изменения параметров газа в емкости вслед
ствие теплообмена протекает при переменнам показателе политропы . По
кажем, что процесс опорожнения газовой емкости с учетом теплообмена 
может быть рассчитан без определения среднего показателя политропы.  

Рассмотрим истечение газа из емкости постоянного объема при сверх
критическом перепаде давлений в емкости и в среде, в которую исте
кает газ .  

Изменение параметров газа в емкости при ее опорожнении описы
вается уравнениями [7] : 

где 

dp = k- 1 [в dQ _ ю] . d-c v d-c ' 
dp = _ �г - 1 (в dQ _ ю) . d1 G d-c 

Выражения энтальпии и текущего расхода имеют вид: 

i = k k 1 RT, 
G = p.mf(-c) Vт, 
V k+l ( 2 )н 1 

т= kg k+ 1 R'" 

(1) 

(2} 

(3)' 

(4). 

Величина теплового потока от стенки емкости к газу опредеJiяется 
выражением 

dQ - = а (Т 0- Т) F. а-с (5) 
1* 
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Примем, что теплообмен между стенками и газом происходит за 
счет свободной конвекции . Тогда для значений Pr Gr > 2 • 107 коэффи
циент теплоотдачи определяется из выражения [8]: 

а.= А (Т0- Т)1Zз, 
где 

А= А0р21з. 
Вес емкости всегда существенно больше веса газа, заключенного 

в ней. Учитывая это обстоятельство, а также большую теплопровод
ность металла и наличие подвода тепла от окружающей среды, можно 
принять, что температура внутренней стенки емкости остается практи
чески постоянной при достаточно большой длительности процесса опо
рожнения . 

Принимая температуру стенки емкости' постоянной,имеем 

�; = А0р2lз (Т0- Т)41зF. (6) 

Аппроксимируем давление и температурный напор методом наимень
ших квадратов следующими линейными зависимостями : 

при изменении давления от О до р0; 

(Т0- Т)41з = � (Т0- Т) = �� Т�13 (Т0- Т), 

при изменении температурного напора от О до Т 0• 
С учетом (6), (7) , (8) уравнение (5) примет вид: dQ (To)lfз d" = 1,01А0 Р

о р (Т0- Т) F. 

(7) 

(8) 

(9) 

Дополним (1) и (2) уравнением состояния, продифференцированным 
по 1: 

dp = R dT + RT. dj 1 dj 
( 10) 

Из (2) и (10), используя (3) и (9) , после несложных преобразований 
получим 

где 

dT [в J 1 d-r + (k- 1) R (Т0- Т)- Т =О, 

с B = B("t) = f(-;;)' 
С = !,O!EFA0 Vт (Т0)11з. 

!J-m Ро 

( 11) 

Величина А0 возрастает с пониженнем температуры. Используя дан
ные работы [8], можно принять А0 VT--:- const, тогда и С= const. 

Интегрируя ( 1 1 ), получим уравнение термодинамического пропесса 
(k-1)(1+ ; ) Т _ R [( 1) В] То- R + В 1"; + R ( 1 2) 



или 
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(k-1)( 1+ �) 
.Е.. _ _ R_ [(.1.) + �] l 
Ро - R +В "(о R "(о о 
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( 1 3) 

Уравнение для определения удельного веса газа в емкости получим. 
раздеJшв ( 1 )  на (2) : 

где 

( 14) 

Используя (4) и ( 1 2) ,  выражение (14) можно привести к виду 

d 2 -. ( R [( )<k-1)( 1+ � ) в ] 
d�=-k-1Nf(-c)1 V R+B �о + R '  ( IБ) 

N k -1 11-mR Vf;; t = -2- v = cons . 

Покажем, что при некоторых параметрах процесса опорожнения га
зовой емкости уравнение ( 12) приводится к выражениям, соответствую
щим адиабатическому и изотермическому процессам. 

Ветрудно видеть , что при В= О из ( 12) имеем уравнение адиабаты !_ = (l)k�l о 

То "(о 
Из уравнения ( 1 5) при В= О имеем 

k-1 
d"( 2 f ( "( )-2 
- = -- N (-c)r- о d-r: k- 1 "(о (16) 

Интегрируя (16) при переменной площади f (-с) , получим формулы, 
аналогичные формулам работы [б] * 

1о- ' ' Ро- < о 

"( - [ 1 ]k:_l . р - [ 1 ]k2}!_1 
1+N Jt(-r:)d-r: 1+N Jt(-c)d-c 

( 1 7) 

При постояю�ой площади f = const из ( 1 7) имеем формулы ра� 
боты [5] : "( [ 1 

J
k.:_l р r 1 

J
k2}!_1 

1о = 1 + Nf-c ; Ро 
= 1 + Nf-c ( 18)• 

в 
При 8 + R = 1 ,  что равносильно условию В>> R, уравнение про-

Т цесса ( 12) обращается в уравнение изотермического процесс а Т 0 = I о 

Подставив значение в� R = 1 в ( 1 5), будем иметь 

d"( 2 -:у-= -k- 1 Nf (-с) d-c. (19) 
* В [6] при выводе формул для адиабатического процесса допущена ошибка: зна

чение постоянной N в два раза больше истинного.  
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Интегрируя (19), получим формулы работы [б] : 
� 

t�o = � = ехр (- k 
2 1 N 5 f (,;) d,;)' 

о 

а при постоянной площади f = const- формулы работы [4] :  

l= Р =exp (-k�1 Nf,;) . 
"'(о Ро -

(20) 

(21) 

Для значений О< В � R < 1 можно получить приближенное решение 
уравнения (15), если разложить в ряд Тейлора квадратный корень пра
вой части этого уравнения и ограничиться первыми двумя членами ряда 

-. f_R_ [ (l ) (k-1)(1+;) +�] :::::::1 +...!_(k-1)"'(o-l, V R +В "'(о R 2 lo 
При такой замене (15) принимает вид 

di =--2- Nf (,;)т[1 +J_(k-1)1o-1] . 
d-c k - 1 2 !о 

Интегрируя (22), получим 
l= k+l 
lo � 

1- k + 2k ехр [: + � N .\ f (-с) d-c] 
о 

Используя (23), (12) и уравнение состояния, получим 

Т R k + 1 
<k-1>( 1+: ) в ) 

т,� 
R

+В \[I-k+2k"•[:+:н {t<•Jd•J] 
+-R 

о 
Р R k + 1 <k-1>( 1+: )+1 Ро = 

R +В 
([ 

� 

] 

+ 
1 -k + 2k ехр [; + � N 5 f (-с) d-c] 

о 

R � • + .!!_ k+l ) 

l-k+2kexp [: + � N 5 f(-c) d-c] 
о 

ВЫВ О ДЫ 

(22) 

(23) 

(24) 

(25) 

Разработана методика расчета опорожнения газовой емкости через 
отверстие переменной по времени площади, основанная на использовании 
уравнений термодинамики тел переменной массы и допущениях о постою!
стве температуры внутренней поверхности емкости и передаче тепла от 
этой поверхности к газу путем свободной конвекции .  

Показано, что и з  формул ( 1 2) и (15) могут быть получены формулы 
других авторов для адиабатического и изотермического процессов . 

Отмечается ошибочность формул работы [б] для адиабатического про
цесса. 
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Обозначения: 

р, Т, 1, i- давление, 1емпература, удельный вес и энтальпия газа; k, R - пока
затель адиабаты и газозая постоянная; G - секундный весовой расход газа из емкости; 
f (-с)- площадь отверстия, через которое истекает газ; !L- коэффициент расхода, приня-
1ый nостоянным при сверхкритическом режиме истечения; Q- тепло, подведенное 
J{ га> у; а- коэффициент теплоотдачи от стенки емкости к газу; Т0, F- температура 
н площадь вн утренней поверхности емкости; 't- время. 

ЛИТЕРАТУРА 

1. Н. М. М ар к е в и ч. Ученые зап. ЛГУ, N2 27, серия матем. наук, вып. 31, 1957. 
2. Б. Н. Б е ж а н о в Пневматические механизмы. Машгиз, 1957. 
3. Г. Б. С н н яр е в, М. В. Л о б р о в о ль с к и й. Жидкостные ракетные двигатели. 

Оборонгиз, 1960. 
4. Е. М. Ц ей р о в. Труды ВЭИ, 1960. 5. И. И. Мо р о з о в. Инженерно-физический журнал, N2 12, 1959. 
6. И. В. М о и с е е в, В. Ф. Ст еп а н чу к. Из в. высш. учебн. заведений. Энерге

тика, N2 4, 1963. 
7. М. А. М а м о н т о в . Некоторые. случаи течения газа. Оборонгиз, 1951. 8. С. С. К: у т а т е л а д з е, В. М. Б о р и ша н с к и й. Справочник по теплопере· 

Ааче. ГЭИ, 1959. 



ИССЛЕДОВАНИЕ ЧИСЕЛ СТРУХАЛЯ ДЛЯ ТЕЛ РАЗЛИЧНО Й 
ФОРМЫ В ПЛОСКОМ ПОТОКЕ 

В. С. Гонткевич, А. В. Колодяжный 
Институт механики АН УССР 

(г. Харьков) 

Вихревые дорожки , возникающие при обтекании тел различной формы 
плоским потоком жидкости или газа, существуют при Re;:::::; 30 + 105, 
т. е . встречаются в реальных условиях весьма часто. Срыв вихревой 
доrожки с обтекаемого тела служит источником колебаний ,  особенно 

опасных ,  когда частота срыва вихрей 
совпадает с одной из собственных ча
стот конструкции . Поэтому оп ределение 
частоты срыва вихрей (числа Струхаля ) 
для данного тела явля е,тся весьма ак-
туальной задачей .  

Рис. 1 .  Схема дорожки. Свойства вихревых дорожек в на-
стоящее время исследованы достаточно 

полно [2 ,  3, 7, 1 0] . Установлено, в частности ,  что конфигурация дорож
ки за различными телами одинакова (рис .  1) , при этом чисJю Струхаля 
дорожки 

St* = fd' 
Vs ' (!) 

где 
V5- скорость в вихрево� следе за телом ; f - частота срыва вихрей 

с тела. 
По экспериментальным измерениям [б] St*;:::::; О, 16 . Из теории Кармана 

[3] вытекает, что число Струхаля вихревой дорожки St *;:::::; О, 14. 
Установлено также, что частота срыва вихрей с обтекаемого тела 

определяется не щириной тела в направлении ,  перпендикулярном потоку 
(d), а щириной вихревой дорожки d', и обратно пропорциональна ей [6]. 
Число Струхаля препятствия связано с числом Струхаля вихревой дорожки 
соотнощением 

St = Si* Vsd 
(2) V00d1 ' 

где v"" - скорость невозмущенного потока . 
Другие свойства вихревых дорожек подробно описаны в работах 

[2, 3, 7, 1 0]. Определение величины 2 является весьма трудной задачей v,. 

(2), однако для наших целей достаточно указать, что 2 близко к еди-
v"" 

нице и мало меняется для различных препятствий . Таким образом, число 
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Струхаля препятствия можно оценить по неизменной величине - числу 
Струхаля вихревой дорожки и отношению ширины препятствия к ширине 

u 
d и u вихревои дорожки d' • спользуя результаты теории струи , можно во 

многих случаях качественно оценить отношение ширины препятствия 
u 

d 
и вихревои дорожки d' , хотя ,  по-видимому , количественные результаты, 
доставляемые теорией струй , не обладают достаточной точностью [6). 
Легко видеть ,  что для плохообтекаемых тел ширина вихревой дорожки 

,-----т---t-----, 

Рис. 2. Схема рабочей камеры. 
J- канал; II- шахта: 1- образец; 2- ПJJЗстинчатая пружина; J- заz:\И�1, 

4 - шайба. закрывающая вход в шахту . .  о - фланец; б -растягивающий 
винт; 7- шайба nружинная. 

больше ширины препятствия и число Струхаля препятствия меньше числа 
Струхаля дорожки . Для хорошообтекаемых тел ширина препятствия 
больше ширины вихревой дорожки и число Струхаля препятствия больше 
числа Струхаля дорожки.  

Разумеется , величина чисел Струхаля препятствия в настоящее время 
может быть найдена только из достаточно аккуратно поставленных экспе
риментов . При этом в первую очередь представляет интерес определение 
граничных значений чисел Струхаля препятствия для весьма хорошо 
и весьма плохообтекаемых тел, а также значений чисел Струхаля препят
ствия для наиболее распространенных на практике тел . 

Величины чисел Струхаля препятствия были определены экспери
ментально на гидродинамической трубе Харьковского филиала института 
механики АН УССР. Эксперименты проводились на малой гидродинами
ческой трубе с поперечным сечением рабочей части трубы F = 48 с.м2• 
Рабочая камера представляет канал с параллельными стенками .  Рассто
яние между стенками В = 60 .м.м, высота сечения Н = 75 .м.м. 

В процессе экспериментов можно было плавно изменять скорость 
в пределах от 1 до 16 .м/сек. Экспериментальные образцы представляли 
собой цилиндры различного профиля, пластинки с различным отношением 
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толщины к длине и симметричные профили (табл. 1 ). Длина всех образ
цов �75 мм. 

Образцы упруго крепились в рабочей камере ПJlастинчатыми пружи
нами (см. рис .  2) . Все крепежные элементы и пруживы находились в 
шахтах , закрытых со стороны потока круглыми дисками . Диски крепи
лись на торцах образцов для улучшения условий обтекания препятствия . 

При помощи набора пружив различной жесткости можно было 
в широких пределах менять собственные частоты системы . Можно было 
также менять жесткость системы, увеличивая натяжение пружив растя
гивающими винтами ( рис. 2) . 

Скорость невозмущенного потока измерялась шаровым зондом и расхо
домерной шайбой , соединенными с ртутными дифференциальными мано-

з 

Р и с. 3. 
БД -балансировочные датчики; РД- рабочие датчики; /-измерительный мост; 
2- блок питания моста rперемеиный ток ) ; 3- четырехканальный усилитель 
тензометрических сигналов: 4- шлейфный осциллограф МП0·2: 5- катодный 

осциллограф ЭО·7; 6- звуковой генератор ЗГ·IО. 

метрами. Шаровой зонд устававливалея на расстоянии 7 см перед препят
ствием . При расчете скорости учитывалась загруженность сечения (по 
теореме сохранения расхода) 

где 

- B- d v ... = -8-v..,, 

В - расстояние между стенками канала; 
d - поперечный размер препятствия. 
В процессе исследования частота отрыва вихрей определялась по 

частоте колебаний образца, возникающих при совпадении частоты отрыва 
вихрей с одной из собственных частот (практически с наннизшей частотой). 
Схема измерения частоты приведена на рис .  3. Для регистрации колеба
ний тензометрические датчики ваклеивались на пластинчатые пружины, 
после чего производилась гидроизоляция датчиков и монтажных праводав 
:т оксидным клеем . У силеиные электрические колебания записывались на 
шлейфнам осциллографе МПО-2. Частота колебаний определялась также 
на катодном осциллографе по фигурам Лиссажу при помощи звукового 
генератора колебаний ЗГ- 10 .  Зная частоту отрыва вихрей , скорость невоз
мущенного потока v.., и ширину препятствия, можно рассчитать по фор
муле (2) число Струхаля препятствия St. 



Исследование чисел Струхаля для тел различной формы в плоском потоке 11 
Использованная в работе методика измерения частоты отрыва вихрей 

дает числа Струхаля St несколько меньше, чем для неподвижного препят
ствия , так как колебания образца несомненно приводят к расширению 
вихревого следа за телом. Однако, если амплитуда колебаний мала по 
сравнению с поперечным размером препятствия , влияние колебаний па 

St • 
• • • •  • • • •• • • 

� 

v. .. . • • .· • tЩJ • 

{/18 

1-

?.о ?.8 .}4 .}6 t;Re 

Рис. 4. Зависимость St = f (Re) для круглых цилиндров. 

числа Струхаля St незначительно. Это легко видеть также из сравнения 
результатов для колеб.'lющегося круглого цилиндра, приведеиных на рис . 4 
с данными [2, 3} . 

Таким образом, проводимые опыты можно разделить на две группы . 
В первой группе экспериментов были исследованы числа Струхаля St 
для кругового цилиндра и тел ,  близких к круговому цилиндру (овальный 

st 
0, 20
,------,------.------.------r------r----� 

- . qю�-----r------r-----�-------�-----�----� 

о .__ __ ..__ __ _L_ __ _.__ __ ...�-__ __j_ __ _...� &:; Re 
-';6 �в �9 �о �� �2 �э 

Рис. 5. Зависимость St = f (Re) для усеченного (О) и овального 
(Q) цилиндров . 

и усеченный цилиндры) . Исследование этой группы достаточно хорошо 
обтекаемых тел представляет интерес в связи с широко распространен
ными на практике колебаниями тел, имеющих форму кругового цилиндра 
и близкую к ней ,  в потоке жидкости или газа [4} . Опыты с круговыми 
цилиндрами (табл . 1 )  были поставлены в самом начале работы для того, 
чтобы выяснить соответствие результатов, которые дает имевшаяся в нашем 
распоряжении экспериментальная техника с многочисленными данными 
[2, 3} по исследованию колебаний круговых цилиндров в различных гидро
динамических трубах. Результаты опытов (рис . 4) достаточно хорошо 
совпадают с литературными данными. Зависимости St (Re) для овального 
и усеченного цилиндра приведены на рис . 5. Эти результаты показывают, 
что ухудшение обтекаемости ,  вызванное данным искажением формы 
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цилиндра , вызывает значительное снижение числа Струхаля препятст
вия St . 

К: другой группе относятся опыты с хорошо обтекаемыми телами
пластинками и профилями, установленными в направлении потока. Для 

, 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

в 

g 

Таблица 1 
Д Цилиндры. В Пло:rоооmенаемые тела 

l О!юл 
d=Вмм· 

OJ 

1 d=15мм а=20мм 
d= 12мм 

2 d=18мм а=24мм 
d=f4мм 

!i Усеченный ЦЦЛШ10р 
d=fбми 

d�ЗОмм 1-d'::::J :d f d=24ми 
d=!Вмм 2 d=fбми d'=20мм 
d=20мм 

ш Прямоугольни�с 12,4 •24 
d=25мм 

,.v Пласmин!<и под углом ol d=JОмм 
4.2•40, о(= 50 

d=40мм 
о(= 50 2 fO •40, 

3 4.2•40, ci =25° 

� Хорошообтекаемые тела 

[ Пластины tJ Симметричный проtриль 
Жr;;ко6сного 

f d= !Омм а=ЭОмм 

2 d=fОмм а=40пм f. d = в. 8 мм а=41,2мм 

3 d= fОмм й=48мм (1 = 4/,Змм 

4. d=4,2nм а=40мм !J d=fОмм 

исследования были взяты пластинки с различным отношением ширины 
к толщине (табл . 1 ) . Зависимости St (Re) для этой серии пластинок, полу

ченные экспериментально, приведены на рис. 6. Очевидно, улучшение 
ус.ловий обтекания для пластинок, установленных по потоку, приводит 
к значительному увеличению числа Струхаля препятствия (до S! = 
= 0 , 25-+- 0,3) . Представляется целесообразным проследить процесс изме
нения чисел Струхаля препятствия для достаточно тонких пластинок 
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( � > 5 + 10) при их повороте относительно потока .  Такое исследование 
было проведено в ряде работ при изменении угла атаки пластинки от 90° 
до приблизительно 30°. При этом установлено, что если в качестве ширины 
препятствия взять величину 

а= Ь sin  а., 

где Ь- ширина пластинки , а. - угол атаки ,  то число Струхаля препятст
вия не изменяется и равно приблизительно St =О, 1 4 - О, 1 5 .  

В работе [5] обнаружено некоторое увеличение числа Струхаля пла
стинки St =О, 1 3  (а.= 90°) , О , 1 9  (а.= 45°) , 0 , 2 1  (а.= 20°) . Очевидно,  это 
следует отнести за счет улучшения условий обтекания и уменьшения 
ширины вихревой дорожки . С целью получения результатов, промежуточ
ных между данными работы [5] и рис. 6, были проведены опыты с пластин
ками прямоугольного сечения 2/ 1 (табл . 1 ) ,  причем при установке пла
стинки по потоку получено St (lg Re � 3 ,2) = 0 ,23 , перпендикулярно потоку 
St (lg Re � 2,73) =О, 1 82. 

5t 
о,зо 

qю .2,2 

.. • 

/ � 

2,3 
Рис. 6. Зависимость St = f (Re) для пластинок (Д - 4,2 Х 40, 

,6..- 1 0  х 48, о - 1 0  х 40, 0- 1 0  х 30). 

. 

1 

С использованием этих результатов процесс изменения чисел Стру
халя пластинки при изменении угла атаки становится ясным. При а. = 90° 
имеем St = 0. 1 4 ;  уменьшение угла атаки до 0° приводит к росту St до 
0 , 25-0,3 для исследованных пластинок. Для более тонких пластинок 
вихревая дорожка становится весьма узкой , величина вихрей и интенсив
ность колебаний сильно уменьшается. Необходимо здесь отметить , что 
интенсивность колебаний под действием вихревой дорожки пропорцио
нальна импульсу давления,  возникающему при отрыве вихря. Импульс 
давления пропорционален величине вихря и ,  следовательно, ширине вих
ревой дорожки . Отсюда ясно, почему для хорошо обтекаемых тел , когда 
ширина вихревого следа (дорожки) весьма мала, колебания незначительны,  
а также почему изменение формы края пластинки, увеличивающее ширину 
дорожки,  усиливает колебания [8 , 1 1 ] .  Для профилей , установленных под 
малыми углами атаки к !1qтоку , имеются данные [ 1 ] ,  f!�.шученные при 
!!атурных испытаниях за кpыJIQM самолета .  При Re � 105 - I0'7 были полу
чены значения числа Струхаля для препятствия St =О, 1 1 - О,  1 2, т .  е .  
для весьма плохо обтекаемого тела.  

В данной работе для симметричного крылового профиля (табл. 1) 
была получена зависимость St (Re) , приведеиная на рис. 7, причем было 
установлено, что данным значениям числа Рейнольдса соответствует срыв 
вихревой дорожки с зоны миделевого сечения профиля . В этих условиях 
профиль действительно является плохо обтекаемым телом, особенно если 
учесть действие хвоста профиля, увеличивающее ширину дорожки . Необ-
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ходимо отметить , что хвост колеблющегося профиля не может препятство
вать возникновению дорожки , как это имело место в опытах (6] с непод
вижным цилиндром и разделительной пластинкой . Регулирующее действие 
импульсов давления,  которыми сопровождается отрыв вихрей ,  для колеб
лющегося препятствия имеет место, а для неподвижной системы цилиндр
разделительная пластинка такого действия не наблюдалось . Результаты 
работ по исследованию колебаний пластинок с заостренным краем (8, 1 1 ] 
также свидетельствуют о наличии вихревой дорожки . Ликвидировать 
вихревую дорожку за колеблющимся препятствием при помощи раздели
тельной пластинки,  по-видимому,  невозможно. 

5t 
0,1:1 .-----·г----.-----г----.--. 

�,0 1----+-----1-----+-----t---i 

0,��---�---�---�---�� 2,6 2,1 �8 �9 

Рис. 7. Зав исимость St = f (Re) для симметричного 
профиля. 

Наконец, необходимо подчеркнуть, что дальнейшая работа по накоп
лению данных о числах Струхаля препятствия для различных тел весьма 
важна для завершения исследования проблемы. 
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ОБ ОДНОМ ХАРАКТЕРНОМ СВОЙСТВЕ ПРОФИЛЯ С КОРОСТЕЙ 
ПРИ ТЕЧЕН И И  ГАЗА В ТРУБЕ 

М. М. Наз арчук 
Институт технической теплофизики АН УССР 

(г .  Киев) 

Как известно, течение несжимаемой жидкости в трубе можно разделить на два участка : начальный ,  в котором происходит деформация профиля скоростей , и участок развитого течения, где профиль скоростей практически не изменяется.  
В работе [1] экспериментально обнаружено, что при достаточно больших дозвуковых скоростях профиль скоростей существенно деформируется: он заполняется по мере приближения к выходному сечению длинной трубы, работающей на максимальном режиме. Отсюда следует, что п ри изучении течений газа с большими скоростями разделение трубы на два участка уже недостаточно.  
Ниже показано, что эффект заполнения профиля скоростей является характерным для течений газа в трубах ,  и произведена оценка величины скорости, при которой заведомо должен начинаться названный эффект. При этом приняты следующие упрощающие предположения :  
а )  давление является функцией только продольной координаты ; б )  зависимость между среднемассовой скоростью ,  средней плотностью и давлением описывается одномерной моделью. 
Рассмотрим изменение энтропии на оси трубы (ниже значения величин на оси отмечены индексом 1) при дозвуковом установившемся адиабатном течении газа . Имеем 

� ds1 _ _ _!_ dp + _k _ _!_ dT1 ( 1) -R dx - р dx k- 1 Т 1 dx • 

Здесь х- продольная координата в калибрах . 
Так как 

Т1 l k- 1 ) 2 
6 = 

- k+ 1
/\1 ' 

где fJ - температура торможения ,  Л 
-

приведеиная скорость, то 
k 1 dT 1 2k Л1 dЛ1 k- 1 Т 1 dx = - .k + 1 1 _ k- 1 }.2 dx • 

k+! 1 

Введя в рассмотрение степень заполненности профиля скоростей 
л (!) = }.1' 

(2) 
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перепишем равенство (2) так : 
k 1 dT 1 2k Л dЛ 2k Л1Л6 d(J) 

k-1T1dx =-k+1 2 k-1,2dx+k+1w2T1dx" 
<» -k+ 1" 

(3) 

Используя полученное равенство (3) ,  соотношение принципа обращения 
воздействий [2] для приведеиной скорости 

и для давления 

1-Л2dЛ k 
-xзdx=k+1C 

l-Л2dp k л2 (1+ :+ � л2) -- -=---� ' р dx k + 1 1_ k-1 л2 k+1 
ветрудно после несложных преобразований привести ( 1 )  к виду 

где 

1 ds1 k Л2 2k Л1Л6 dw 
R dx = k + 1 � 1-Л2 F"' (Л ) + k + 1 w2T 1 dx' ( 4) 

1 + k - 1 Л2 
F., (Л )  = k+ 1 2k л2 

l _ k -1 Л2-k + 1 002 _ k -1 Л2 • 

k+l k+1 
(5) 

Нетрудно видеть , что в случае дозвуковых скоростей (Л < l) при 
каждом фиксированном значении ш существует такое Л =  Л ., , что F., (Л .,)=О, 

причем F., (Л) > О для всех Л < Л .,  
A,Aw и F., (Л)<О-для всех Л >Л ., . / / (/9 

'41 v v 
/ v 

{/8 

v 
� 

1 v v 
2 

1 

Так как согласно второму 
началу термодинамики �:1 >О, 
то из (4) получим следующий 
вывод. Течение с постоянной 
степенью заполненности профиля 

скоростей (:: = О) не может 
продолжаться дальше, чем до 
значений Л = Л., . При Л > Л., те-

{/6' 01 t/8 tl9 w чение возможно лишь п ри уело-
Рис .  1 . Зависимость Л., от <» и<» от Л. 1- Л.,; вин заполнения профиля ско-

2- л. ростей (�; > О) . Величину Л., 
ветрудно найти из (5) , полагая F., (Л.,)= О .  Произведя небольшие преоб
разования, получим 

, 4 _ (Зk -1 _ 2) , 2 + k + 1 2 = 0 
ll.ш k-1 (!) 11.., k-1(1) • 

Для воздуха (k = 1 ,4) найдем 
Л�- (8-ш2) л; + 6ш2 = О,  

откуда 

л�= 4 - �- "JI(4-�)
2 -6ш2. 

Зависимость Л., от степени заполненности профиля скоростей ro приведена 
на рис. 1 (кривая 1 ) . 
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Если на тот же рисунок условно * нанести результаты опытов [1] 
в виде зависимости ro от Л ,  получим кривую 2. 

На участке развитого течения, как найдено в [ 1 ] ,  профиль скоростей 
;можно аппроксимировать степенной зависимостью с показателем 8�5 , что 

соответствует ro = 0,855. В конце трубы при Л;::::::; 1 показатель равен /5 
(ю =-= 0,91). При Л< Л"' условно принято ro = coпst. При Л> Л"' профиль 
ск�ростей заполняется. 

Интенсивность заполнения профиля по длине, которая характери-
.. • dro (4) зуется величинои производнон dx, как видно из , должна возрастать dro 

по мере увеличения Л, причем при Л -+ 1 имеем dx-+ 
оо Этот эффект 

хорошо согласуется с экспериментальными данными [ 1) . 
Отметим, что, как следует из рис. 1 ,  профиль скоростей начинает 

заполняться тем раньше, чем меньше его степень заполненности. 
Полученные здесь выводы более оправданы для турбулентных тече

ний газа, когда степень заполненности профиля дос1;аточно близка к еди
ыице . .  

Покажем, что равенство (4) дает возможность найти приближенную 
зависимость между ro и Л при Л > Л"' . 

Для этого примем, как обычно, что на участке развитого течения 
(при Л <  Л"') степень заполненности профиля скоростей постоянна (ro=rop). 
Из (4) следует, что на этом участке по мере роста Л энтропия на оси 
канала возрастает, достигая максимума при Л= Л"' . 

Дальнейшее течение при Л > Л., можно представить происходящим . . (ds1 о) . с постояннои величинои энтропии на оси dx = , но с изменяющеися 
ведичиной ro. 

Таким образом участок, который можно назвать предкризисным, 
в не котором смысле аналогичен начальному участку . 

6 Вводя в (4) величину т1, получим зависимость между ro и Л на пред-
кризисном участке 

или , после несложных преобразований , 

Полученное уравнение легко интегрируется, если в качестве завися-
• • ro2 

мои переменнон принять l2 • 

• В работе [ 1] нет данных по изменению ro в зависимости от Л, поэтом у можно говорить 
лишь о качественном совпадении результатов [ 1 ] с теоретическими выводами. 

2 о-1о1 
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Принимая для воздуха k = 1 , 4 и учитывая, что при Л= Л., известно 
Ю = Юр, ПОЛУЧИМ 

где Лео определяется по величине юР. 
ЕсJш в качестве юр принять согласно данным [l] значение 0 ,855, то 

при Л= 1 (выхлоп на максимальном режиме) получим ю = 0,905 вместо 
опытного значения 0 ,9 1 . Это свидетельствует ,  что предлагаемый прибли
женный метод достаточно хорошо отражает существо явлений в пред
кризисном участке. 
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О РАСПРЕДЕЛЕНИИ СКОРОСТЕЙ И ДАВЛЕНИЙ 

В РАСПЛАВЕ ПОЛИМЕРА, ДВИЖУЩЕМСЯ В КРУГ ЛОМ КАНАЛЕ 

Г. А. Ван Фо Фы� В. Г. Латванов 
Институт механики АН УСС Р 

(Киев) 

В статье предлагается приближенный метод расчета профиля скорос
тей и давлений в расплаве полимера, движущемся в круглом канале 
в условиях теплообмена с окружающей средой . 

Если в первом приближении принять, что вектор скоростей частиц 
среды параллелен оси канала *, то задачу можно свести [l] к совместному 
интегрированию системы дифференциальных уравнений : 

др д [ (dv)n] 1 l ( dv)n. др д [ (dv)n] 
дz=дr Р. dr 1r�" dr ' 

дr =az 1'- dr 
' 

дТ fL 1 dv 1 n+I (
д2Т l дТ д2Т

) vдz =ре" dr +а дr2 +-,а, +az2 
• 

(1) 

(2) 

Здесь r, z- координаты точек среды ; v- скорость движения частиц 
иолимера ;  р- гидростатическое давление; Т- температура среды ; р
плотность среды; с"- удельная теплоемкость материала при постоян�ом 
объеме ; а- коэффициент температуропроводности ; n- параметр уравне
ния состояния, не зависящий от температуры ; р.- параметр уравнения 
состояния. зависящий от температуры, эта зависимость может быть 
представлена в виде 

где А, И, k - постоянные. 
Оговоримся, что здесь и ниже выражения (:f)n и им пщJ,обные сле-

дует понимать как j :; /n sig n (:;) � 
Краевые условия имеют вид 
при r = R v =О; 
при r = R (z > О) Т = Т1 (zj; 
при z = О (r -< R) Т = Т 0 (r). 

Здесь R - радиус канала 

* Для практически применяемых скоростей переработки полимеров и температур 
радиальная составляющая вектора скорости значительно меньше осевой. Поэтому указан
ное допущение не п риводит к существенным погрешностям и допустимо в первом п ри-· 
ближении . 
.2* 
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Кроме того, задаемся средней скоростью движения полимера Vc. 
Метод расчета температурных полей в рассматриваемом случае был 

предложен в работе [2). 
Имея для температуры полимера выражение Т = Т (r, z) и соотно

шение !" = !"(Т), петрудно найти зависимость !" (r, z). 
В настоящей статье, используя зависимость !" (r, z), определяют при

ближенный профиль скоростей и гидростатические давления в расплаве 
полимера,  движущемся в круглом канале . 

§ 1. Продифференцируем обе части первого из уравнений ( 1 )  по r, 
а второго - по z и вычитая их почленно друг из друга, исключим 
;-:адростатическое давление р. В результате , вводя новые переменные r1 = 
= � ; Z1 = ; ; и= (��)n, получим : 

(3) 

J �-' 
,,,,. Далее, зависимость !"(Г1, z1) будем аппроксимировать следующей функцией: 

k 
!" � � amr� e•z, 

m=o (4) 
Подставив в левую часть уравнения (3) значение !" из (4) и опре

деленные из него выражения для 
д�'- • д2

fL и 
д2� , придем к обыкновенному 

дr1 ' дr� дz1 . 
дифференциальному уравнению: 

k k 
� m+2 d2u + � m+l du � amr1 dr: � am (2m + 1 )  r1 dr1 

+ 
m=o m=o 

k + / -а0 + � [(m2- 1 ) ат- v2ат-2) r:11 и = О 
т� , 

(5) 

Так как а0 =!=О, решение этого уравнения можно искать в виде обоб
щенных степенных рядов [3) ,  которые будут сходиться в интересующей 
нас области О< r1 < 1 

(6) 

Определяющее уравнение будет иметь вид 

� (� - 1 ) а0 + �d0 ..::_. а0 =О. 
Отсюда �1 = 1; �2 = - 1 . 
Для первого корня, Подставив в- (5) выражение (6) и определенные 

du d2u из него значения ёГ и dr2, собрав подобные члены и приравняв нулю 
't 1 
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коэффициенты при различных степенях rl' получим ряд алгебраических 
уравнений, из которых найдем реккурентные формулы для коэффициентов 1s 

'� 1а1 +'� 2а2 +'� 3а3+ ... 
1s = - ' s- ' s- Go 's- + 

v2 + [(s+ 1)2-l]ao (ao1s-2 + alis-з + a21s-4 + as1s-5 + · · . ). (7) 

10 играет роль произвольнога множителя, можно положить 10 = 1 .  
Таким образом имеем 

с � S+l 
U= 1 L11.Гt S=U 

Заметим, что второе решение (5) мы не принимаем во внимание, 
как скорость среды на оси канала должна быть конечной . 

Так как и= (:�Jn
, то, используя (8) , получим: 

1 .. !... 
V = C"f S ( L &sr�+t)n dr1• S=O 

(8) 

так 

(9) 

1 1 Для расплавов полимеров 1 <: - <: 5. Если - - целое число, то вы-п n 

числение интеграла в (9) не представляет трудностей .  Если ..!.. не целое 
n 

число, то интеграл (9) может быть вычислен либо разложением подын
тегральной функции в ряд Маклорена ,  либо аппроксимацией ее полиномом .  

Таким образом, будем считать , что подынтегральная функция в (9) 
"' 

представляется в виде ряда � 'P.rf. S=1 
Тогда вместо (9) будем иметь 

Отсюда 

1 .. 

v = cln s 1: 'Ps'f drl. 
s-1 

Из условия прилипания следует, что при r1 = 1 v = О . 

Следовательно, 

Введем в ( 1 0) среднюю скорость vc, определяемую формулой 
1 

vc = 2 J vr1 drl' о 

( 10) 

( 1 1� 

Подставляя сюда вместо v его значение из ( 1 0) и интегрируя, найдем 
1 .. 

vc = 2Сlп � (s+ 1J(s+3) + С2. 
S=1 

( 1 2) 
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Вве»,ем обозначения 

'\..., tf's - F· L:s+l- ' 2 �(s+ l�(s+ З) = Н. 
5=1 5=1 

Решая совместно ( 1  1 )  и ( 1 2), получим: 
1 

Cn Vc 1 =н-F' 
с VcF 2=-H-F" 

(13) 

(14) 

В результате найдем из ( 1 0) следующий закон изменения скорости 
вдоль радиуса канала 

Vc (� tf'sГ�+t ) V=H-F �s+l -F . ( 1 5) 
5=1 

§ 2. Перейдем теперь к определению гидростатического давления. 
Из формул (8) и ( 13) имеем (dv)n [ Vc ]

n � s+I 
dr = R (Н- F) � 1s'1 · 

S=O 
( 1 6) 

Заменяя в первом из уравнений ( 1 ) (��)n 
его значением из ( 1 6) , а tJ-

eгo значением из (4), получим 

а:;= [R (;�FJ e•z, [(t 
т

ат:-1 ) (�1srf+1) + 
m=t S=O 

k .. k .. 
+ (� am�)(�s; 11sr�) + (�amr�) (L 1s'�)] · 

ln=O S=O m=O S=O 
( 1 7) 

Как видно, величина падения давления вдоль оси канала является 
функцией от координат r1 и z1, в то время как при изотермическом тече
нии она является постоянной [4]. 

Введем в ( 1 7) вместо р его среднее значение Ре• определяемое фор
мулой 

1 

Ре = 2 J pr1dr1• 
о 

Умножив обе части ( 17) на 2r1dr1 и проинтегрировав в пределах от О 
до l, найдем 

где 

dpc _ Vc 'li 
[ ]n z 

dz - 2N R (Н - F) е • 

k .. k .. k 

(18) 

N _ � 
а

тт � is + � а � (s + 1) is + � а � is . - � R .;..J s + т+ 2 � т .l..J R (s + т + 2) � т � s + т + 2 • ln=l S=o ln=O S=O m=O S=[) 
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Интегрируя выражение (18) и полагая, что при z = l; Ре= р1, найдем 
среднее гидростатическое давление, которое надо создать во входном сече
нии, т .  е. при z1 = О,  для получения данной производительности 

R Vc •-[ ]n · l 

Ро = 2N v R (Н - F) (1 - е R ) + PI· ( 1 9) 

Определим теперь гидростатическое давление в движущейся среде, 
не вводя среднее в данном сечении давление. 

Подставляя во второе из уравнений ( 1 )  выражения (4) и ( 1 6) ,  получим 
k .. др = [ Vc ]n ve•z, � а � 'V rnz+s+l 

дr1 R (Н -F) � т� 1 s 1 • 

m=o 5=0 
Интегрируя это выражение по rl' найдем 

k .. 
Р = [R (;с_ FJ ve•z, L am � �1::: +С. 

m=o 5=0 
В полученном выражени и  взята произвольпая постоянная С, а не пеко

торая функция от z, в связи с тем, что производпая от этого выражения 
по z должна соответствовать первому из уравнений ( 1) при зависимости 
r-(r1, z1), определяемой формулой (4). 

Определив постоянную С из условия : при z = l и r = R. р = р2, полу
чим окончательно следующее выражение для распрел.еления гидростати
ческого давления в среде : 

[ Vc ]n [ � � "tsr;_n+s+2 .!... � � "ts ] (20) Р = R (Н - F) v e•z, .i..J ат .i..J т+ s + 2 -е R 2:.J ат .i..J т+ s + 2 + Р2• 
m=o s=o m=o 5=0 

§ 3. В качестве примера рассмот
рим случай неизотермического тече
ния полиэтилена в канале радиусом 
R = 0,5 см со средней скоростью Vc = 
= 4 см/сек. 

При расчетах будем пользовать• 
ся следующими данными [5, 6]: 

а = 1 2 • ю-з см2 
' се/С ' 

с = 2 5� v ' г · град' 

р = 0,83-;' см 

n = 0,25. 

l'lr 
413 \ 

\ 1\ 
\ 4JJ 

433 

4/3 

\. 

Полученная экспериментально [5] 
зависимость 11 (Т) представлена на 
рис . 1. (}J 0.4 O.J 

� i'... 

{/6 
Методом, указанным в работе [2], 

задаваясь распределением темпера
Рис. 1. 

1 
""' � 

туры среды при z1 = О соответственно кривой 1 на рис .  2 и полагая 
температуру стенки цилиндра постоянной, вычисляем температурное поле 
в среде . Кривые 2 и 3 на рис . 2 определяют температуру среды соот
ветственно при z1 = 20 и z1 = 40. 

Как видно из Pl-f" 2, можно приближенно считать, что в данном 
случае (когда канал имеет длину z1 = 4;0) Т = Т (r1) .  Тогда имеем 
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зависимость 11 (r1), которая представлена кривой 1 на рис. 3 .  Кривая 2 на 
том же рисунке является аппроксимирующей и описывается уравнением 

11 = 0 ,52 + 0,0733r1 - 0 ,2333r�. 

dl С/'12 

........... 

"� 
'\ 

2/ к \ 

fl.f! 

(/11 

tNЗ 

f/39 

�f6L_ __ L_ __ L_ __ L_ __ L_� 
az rн fl6 fl8 li о fll 11� (/6 1/8 r, 

Рис. 2. Рис. 3. 

Вычисленный для данной зависимости 11 (r 1) профиль скоростей изо
бражает кривая 1 на рис. 4. Кривая 2 на рис .  4 соответствует изотер 
мическому профилю скоростей, определяемому формулой (4]: 

V n+l V =  e2n (1-rln ). 
l-Зn+l 

Как видно из рис. 4, в данном случае, когда температура среды 
у стенки выше, чем в центральной части, по сравнению с изотермиче-

r, 

� � 
� t<2 

'6 1\_\ 
'4 

'l 

{) 122 124 llo tU to ti V/4 
Рис. 4. Рис. 5. 

ским случаем, при одной и той же средней скорости течения уменьшается 
скорость среды в центральной части и увеличивается у стенки канала . 

Характер изменения 
dJzc в зависимости от координаты z1 при вводе 

средопей температуры в сечении представлен на рис. 5 .  Как видно, в дан-
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нам случае 1 �с/ уменьшается с ростом z1, в то время как при изотерми
ческом течении эта величина является постоянной . 
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О НЕУСТАНОВИВШЕЙСЯ БЕЗН АПОРНОЙ Ф ИЛЬТРАЦИ И  
В ОГРАНИЧЕННОМ НЕОДНОРОДНОМ ПЛАСТЕ ПРИ ОРОШЕНИИ 

В .  К. Ру да"ов 
Днепропетровский университет 

Местная усиленная инфильтрация · поливных вод, возникающая при  
орошении земель,  вызывает подпор грунтового потока,  сформировавше
гося в естественных условиях . Количественная оценка предстоящего 
подъема грунтовых вод во времени необходима для проектирования ирри
гационных сооружений и мероприятий по защите земель от заболачивания 
и засоления . 

Аналитические решения ряда задач неустановившейся безнапорной 
фильтрации в связи с ирригацией земель получены для однородного 
пласта Н .  Н .  Веригиным [2] , П .  Я .  Полубариновой -Кочиной [4] , 

Рис. 1 .  

С.  Ф.  Аверьяновым [l] и другими исследователями.  Гораздо менее изучены 
аналогичные течения грунтовых вод в неоднородных пластах, которые 
наиболее часто встречаются в природных условиях .  

Значительный интерес представляет такая расчетная схема, когда 
водопроницаемость пористой среды примимается кусочио-постоянной по 
длине пласта . 

Рассмотрим пласт конечной длины L с одной границей раздела грун
тов различной водопроницаемости ,  слагающих участки длиной l 1  и l2 
( рис . 1 ) .  Коэффициент фильтрации k и коэффициент недостатка насыще
ния грунта в зоне аэрации р. имеют значения соответственно k 1 •  tJ-1  и 
k2 ,  р.2 • Водаупор горизонтальный В пределах первого участка пласта 
вследствие орошения возникает дополнительная инфильтрация интенсив-
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ностью w; .  На внешних границах потока х = О и х = Z поддерживаются 
постоянные глубины (напоры) грунтовой воды h1 и h2 • Глубина устано
вившегося в естественных условиях грунтового потока he известна по 
данным наблюдений .  

Уравнение Буссинеска для одномерной неустановившейся безнапор
ной фильтрации при горизонтальном водоупоре, линеаризованное по спо
собу Н. А .  Багрова - Н.  Н .  Веригина, совпадает с уравнением тепло
проводности или диффузии и имеет вид [2] 

где 
( 1 )  

h2 khcp whcp и = 2 , а2 = --;;:- , Ь = --;;:- . (2) 

Здесь h - переменная глубина (напор) грунтовой воды ; 
! - время ; 

а2- коэффициент уровнепроводности ; 
w - интенсивность питания грунтовых вод сверху ;  hcp - векоторая средняя глубина потока . 

Исходя из принципа суперпозиции,  будем искать решение задачи 
в следующем виде : 

у� (х,  t) = h=. 1 + 2и1 (х ,  t) , (О < х < 11) ,  (За) 
2 . 

у2 (х, t) = h:. 2 + 2и2 (х, t) ,  (11 < х < L) .  (Зб) 

Здесь у (х, t) - глубина неустановившегося грунтового потока при 
наличии местной усиленной инфильтрации .  Полагаем, что последняя 
мгновенно возникает в момент времени t = О  и в дальнейшем поддержи
вается постоянной . 

Индексами 1 и 2 обозначаются номера участков пласта . 
В соответствии с формулами ( 1 ) - (2) функции и1 и и2 определяются 

системой уравнений 

rл.е 

Начальное условие: и1 (х, О) = и2 (х, О) = О . 
Условия на внешних границах пласта :  

и1 (0, t) = О, и2 (L , t) = О.  

(4а) 

(4б) 

(4в) 

Условия на границе раздела грунтов различной во�опроницаемости : 
диl / - д� �  k дul l 

- k д� \ (4г) 7ii Х=[1 - дt Х=[1 ' l дХ X=l1 - 2 дх Х=/1 • 

Приведеиная система уравнений описывает не весь фильтрационный 
поток, а лишь добавочное неустановившееся течение, обусловленное до
полнительным питанием на первом участке пласта . У казанвое течение 
согласно (За) - (Зб) накладывается на естественный установившийся поток 
грунтовых вод. 



28 В . К. Рудаков 

Отметим, что поскольку дополнительное питание на втором участке 
пласта отсутствует, свободный член в уравнении (46) равен нулю. 

Решим систему линейных уравнений в частных производных второго 
порядка (4) с помощью операционного метода [3 ,  5] . В результате пре
образования Лапласа получаем систему вспомогательных уравнений 

с условиями 

(5а) 

(56) 

ii1 (О) = О, ii2 (L) = О, ii1 (l i) = ii2 (/1) , k1 ddu1 1 = k2 ddu� 1 . (5в) Х X=l1 Х X=l1 
Интегрируя уравнения (5а) и (56) , находим 

_ ьl + с ь х VP" + с ь х ViJ Ut = 2 I с -- 2 s 
-- • 

р al al 

- с h х VP" с h х VP" и2 = а С -- + 4 s -- , 12:1 12:1 
где С1 , С2 , С3 и С4 - произвольвые постоянные.  

Используя условия (5в) , получим 1 - sch ь_Vi.i + а th 11 Vi7 . th 12 Vi.i 
cl = -� '  с2 = рь� • 

al al 

Qg 
f,- th l1 V Р + а th ls V Р 

а1 а2 

sh L VP . (t - ch ll Vi.i) 
с _ Ь1 а2 а1 + 

з - -Р2 
sh ls VP 

12:1 
sh 11 VP . sh L VP . ( 1 - sch 11 V"P + а  th 11 V"P . th ls VP\ 

+ Ь1 
• 

а1 а2 а1 а1 as -J р2 
sh lz V р • (th lt V р + а th 1s V Р) 

Uz а1 а2 
ch L V"P . ( t - ch lt VP\ 

С = _ Ь1 • а2 а1 -J 
4 � v-p 

sh � 12:1 

sh 11 Vi.i · ch L V/.i · ( 1 - sch 11 V/.i + а  th 11 V/.i · th 12 VP\ 
Ь1 а1 а2 а1 · а1 12:1 -J -
pz • 

sh ls V р • (th lt V р + а th ls V р) 
а2 а1 а2 

Здесь а = k1a2 
k2a1 • 

После соответствующих подстановак найдем L - изображения иско
мых функций 
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1 - сь zl VP 
- Ь1 h L - x 1 _г- а1 + И 2 = 2 5  -- r Р • г Р а2 sh 12 � Р 

a.l 

29 

sh L - х V/J .  sh 11 V:O . ( 1 - sch lt V/J + а th 1t V:O . th 12 Vii) 
+ !!! . а2 а 1  а1 а1 а2 (7) р2 

sh 12 V Р . (th 1t V Р + а th 12 V Р) 
� а1 а2 

Оригинал изображения (б) по формуле обращения Римана - Мел
лина [3, 5] будет 

т-t оо 

+ ь, r·· е'' . sh х VP . 
21ti J а1 

1 - sch 1 t VP + а th 1t V р . th 12 V:O 
а1 а 1  а2 dp (th 11 V р + а th 12 V р) р2 

• (8) 

т-iоо 
at � 

Эти интегралы можно вычислить посредством перехода к замкнутому 
контуру и применения теории вычетов . Обе подынтегральные функции 
однозначны, причем первая имеет один простой полюс в начале коорди
нат, а вторая, кроме того, простые полюсы, отвечающие корням транс
цендентного уравнения 

th 11 V.P + а t h 12 V.P = О (при р =1= 0) . (9) 
а1 а2 

Поскольку коэффициент а всегда положителен , легко заключить , что 
уравнение (9) может иметь место лишь при условии, когда УР является 
мнимым, т. е . УР = ia. ,  где а. - действительное число . Отсюда вытекает 
р = -а.2 • Следовательно, искомые полюсы - вещественные отрицатель
ные числа . 

Заменяя в уравнении (9) гиперболический тангенс на круговой и учи
тывая свойство периодичности последнего , получим 

tg (а�� + 1em) + а tg (а�: + 7tS) = О, ( 1 О) 

где т и s - любые целые числа .  
l(орни ( 1 0) могут быть найдены графически в точках пересечения 

кривых 
� = tg (а�� + 1em) , 

� = -а tg (а� ·+ 1CS) . 
Уравнение ( 1 0) имеет бесконечное множество действительных кораей 

«t, а.2 , а.3 , • • •  , a.n, которые располагаются симметрично относительно 
n .... oo 

начала координат и не повторяются . 
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Из изложенного выше следует, что во всякой конечной части плос
кости находится конечное число полюсов рассматриваемой функции 
ii1 (х ,  р) .  Берем за контур интегрирования окружность с центром в на
чале координат и выбираем для ее радиуса последовательность значе
ний Rn так, чтобы ни одна из этих окружностей не проходила через n .... .. 
какой-нибудь полюс . В соответствии с теоремой Коши искомый ориги
нал (8) ,  выраженный через контурные интегралы, равен пределу при n -+ = суммы вычетов подынтегральной функции относительно ее полю
сов , находящихся внутри окружности радиуса Rn· Вычисляем вычет в начале координат ; при этом получается неопре

о делениость вида 0 , которую раскрываем по правилу Лопиталя. 

1 wi (2k1l1l2 + k2�l� ) Res [ePt • ii1 (х ,  р)]р=о = 2 . � • k1l2 + k2ll х - х2 
• 

Сумма вычетов в остальных полюсах равна .. � Res [ePt • iiJ. (х, р)] 2 = 
n � � =-� 

Складываем оба выражения и подставляем полученный оригинал и 1 
в исходную запись решения (За) .  Принимая во внимание формулу глу
бины установившегося грунтового потока для данного случая 

* 2 
2 2 + Wr (2k1l1l2 + k2l1 ) Yk. 1 = he, 1 k;. k1l2 + k2ll х - х2 ' 

а также ( 1 0) ,  имеем следующий вид искомого решения: 

( 1 1 ) 

( 1 2) 

Формулу ( 1 1 ) легко найти , проинтегрировав систему уравнений (4) при 
диl = О ди2 = О 
дt ' дt • 

Найденное решение ( 1 2) представляет уравнение кривой депрессии 
грунтовых вод на первом участке пласта, где происходит дополнитель
ная инфильтрация . При большой продолжительности этого процесс а (t --.. оо ) 
глубина потока у1 (х ,  t) асимптотически приближается к Yk, I · Подставляя 
в ( 1 2) х = О , получаем, как и следовало ожидать , у1 (0 ,  t) = h1 • 

Оригинал изображения (7) по формуле обращения Римана - Мел
JlИНа записывается таким образом : 

т+ iоо -f L - x v- ( � VP) sh -- р • 1 - ch --

ePt • а2 al dp + 
p2 · sh l2 VP 

т�;.. llt 
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'i+ioo h i- - x  v- h l1 V"P (1 h t1 v;; +  th l1 VP th t2 Vli) s -- p · s  -- ·  - sc -- а -- ·  --
+ !!_�,._ pt • а2 а1 а1 а1 а2 d ( 1 З) 21ti е Р2 • sh l2 V р ( th l1 }./ Р + а th l2 V Р) р . 

,_ , ,.  а2 а1 � 

Кроме полюсов , указанных выше, в данном случае обе подынтеграль
н ы е  функции имеют бесконечное множество простых полюсов 

1t2n2a: 
Рп = - т · 

отвечающих корням уравнения sh 
12 V/i = О. Однако сумма вычетов отно-- � 

сительна этих полюсов , как петрудно убедиться , равна нулю . 
Проделав те же операции,  что и в предыдущем случае , получим 

уравнение кривой депрессии грунтовых вод на втором участке пласта, 
где ,ц.ополнительное питание (орошение) отсутствует, 

Здесь 

( 1 4 ) 

1 
2 2 * (L - х) 11 

у k 2 = he 2 + wl • k l + k l • ( 15 )  ' ' 1 2 2 1 
При t -+  оо глубина у1 (х, t) стремится к глубине конечного устано

вившегася потока Yk. 2 • В результате подстановки х = L в ( 1 4) получаем 
у2 (L , t) = h2 , что соответствует заданному условию на этой границе . 

Согласно закону Дарси, единичный расход в любом сечении грунто
вого потока для любого момента времени равен 

q (х, t) = -ky (х , t) ду �� t) . ( 1 6) 

В условиях конечного установившегася движения 

dyk qk = -kyk dx .  ( 1 7 ) 
Дифференцируя (12) по х и умножая полученный результат на 

1 - 2 k1 , най,ц.ем выражение расхода грунтовых вод на  орошаемом участке 
пласта 

ql (х, t) = qk 1 + 2w!a� � e-:�t • cos 
anx Х ' � а � n = l  n 

а 11 а 11 sec2 ..!L - sec ..Е-
Х _______ a�1 _____ a�� ---

a l1 k1 a lz /1 sec2 ..Е- + - l2 sec2 ..!L 
а1 kz � 

( 1 8) 
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где 

( 1 9) 

q., 1 - расход установившегася в естественных условиях потока грун
товых вод на данном участке . 

Величина q. определяется обычно по данным натурных наблю� 
дений .  

Аналогичным образом получаем для неорошаемого участка 

cos an (L -х) ( t - sec anll) 
х ------�-а�2 --�-------а�1�� 

cos .Е_ /1 sec2 _!!:_ + - l2 sec2 ..!1...... 
� а1 k2 � 

(20) 

Здесь 

а l2 ( а l1 k1 а l2) • 

k2l� 
qk, 2 = q., 2 + w! 2 (k1l2 + k2l1) • <2 1 )  

Найденные уравнения неустановившейся фильтрации существенно 
упрощаются в частном случае а = 1 .  При этом из ( 10) следует 

(22) 

где 
Lпр = 11 + :� 12 . 

Подставив (22) в ( 1 2) и ( 14) и выполнив тригонометрические преобраЗова
ния, имеем следующие уравнения кривой депрессии : при О <  х < 11 

Yi (х , t) = У%. 1 -
(23) 

-
[ � wi 1 �(-I)n+t . k (L - х) у2 (х t) = у2 - 2 --.- L 2 • - е-"•п•� • 2 stn тт 2 --2 • k, 2 н, пр 'ltз пз L 1 n=l пр 

• k2 + . � l1 + .!!J. (L - х) /1 - k1 (L - х)] 
-- SШ 1tn L SШ 1tn ----L.;:----- , 

2 
пр пр 

a1t 

(24) 

r;:r,e 't = L - критерий Фурье, безразмерное время .  пр 
Полагая k1 = k2 (тогда а1 = а2 ,  Lпр = L) , получаем из (23) -- (24) 

уравнение кривой депрессии грунтовых вод в одноро;:r,ном пласте при 
рассматриваемой схеме орошения 

* -

у2 (х t) = у2 - 2 � L 2 • ..!._ � ..!._ е-"•п•� Х 
• k · k 'ltз � ns n=l [2 . х . х + lt . х - l11 Х SШ 1tn Т -- SШ 1tn --L-- - SШ 1tn -L-- . (25) 
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Таким образом, в случае а =  1 допустимо виртуальное приведение 
данного неоднородного пласта к однородному посредством растяжения 

k 
или укорачивания пути фильтрации в соответствии с отношением k� . 

График специальной функции 
00 р ( х ) 1 }: 1 • • . х 

't - = - - е-" n � • SI П  1tn -' L пЗ n3 L 
n =1 

представлен на рис . 2. При значениях 't > 0 , 3  вполне достаточно огра
ничиваться первым членом ряда. 

Расход грунтового потока td · p(r,[) 
в случае а = 1 при О < х < 1 1  

Q1 (х , t) = qk, 1 -1-

а при /1 < х < Ь 
q2 (х , t) = q,, , 2 - w�Lnp Х 

11 = 1 

11 + !!J (L - х) k2 - cos 1tn ---;:---Lnp 

.г в 
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(27) Рис.  2.  

Если орошение производится не на первом, а на втором участке 
ш1аста (интенсивность дополнительного питания грунтовых вод w';) ,  то, 
применяя вышеизложенный метод решения задачи, найдем такие уравне
ния кривой депрессии (а - любое положительное число) : 

1 -й участок (О < х < l1) 

3 5- 1 0 1  

* 2 ( ) 2 w2 2 У1 х, t = Yk 1 - 4 t: а2 · а1 • "2 

(28) 
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2-й участок (11 < х < L) 

Здесь 

У� (х , t) = YZ 1 - 2 w� (12 + k
k2 l1)2 • � � 4 e-"'n'' Х 

' k2 1 1t � n  
n =1 [2 . Lпр - Х  . l1 + х  . 11 - х] Х SШ 1tn -L-- + SШ 1tn -L-- - S Ш 1tn -L-- • 

пр пр пр 
2-й участок (/1 < х < L) 

* �"""1 2 ( t) 2 2 w2 (z + k2 l )2 1 1 ' 2 Уз Х, = Yk, 2 - k2 2 k;. 1 • "lt3 "ltз е-" n ' х 
n=1 

[ k1 (L - х) .!!J (L - х + 12) .!!_1 (х - l1)] 
2 . k2 • k2 +

' k2 х sш 1tn L - sш 1tn L sш 1tn L , пр пр пр 
где Lпр = l1 + =� 12 • 

(29) 

(30) 
(3 1 ) 

(32) 

(33) 

Заметим,  что система исходных уравнений , соответствующая данной 
схеме орошения, отличается от (4) только отсутствием свободного члена 
Ь1 в (4а) и наличием свободного члена 

в (4б) . 

* * w2hcp, 2 - Wз 2 Ь = -- - - · а 2 f12 k2 2 (34) 

При орошении на обоих участках пласта (Ь1 =1= О , Ь2 =1= О) вдияние 

дополнительной инфильтрации на грунтовый поток может быть учтено 
с помощью суперпозиции полученных выше решений .  
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ПОНЯТИЕ О РАБОТОС ПОСОБНОСТИ ПОТОКА ГАЗА 
И ИСПОЛЬЗОВАН И И ЕГО ПРИ АНАЛИЗЕ РАБОТЬI 

П НЕВМАТИЧЕСКИ Х УСТАНОВОК 

В. А, Мурзин 
Днепропетровский горный институт 

При составлении баланса энергии отдельных узлов пневматической 
установки (компрессора, сети, потребителя сжатого воздуха) возникают 
затруднения в установлении к. п . д .  их, так как «это на первый взгляд 
странное обстоятельство объясняется невозможностью выделить полезную 
работу в случае охлаждаемых машин» [ 1 ] .  

При оценке экономичности работы · этих узлов используются так назы
ваемые адиабатный, политрапный и изотермитический к. п. д . ,  которые 
по сути дела являются поправочными множителями , учитывающими раз
личие между величинами расчетной и фактической работы воздуха . 

Эту неопределенность можно устранить , если ввести понятие работо
способности покоящегося газа и работоспособности потока газа . 

§ 1 .  Общие положения 

Рассматривая вопрос о работоспособности газа , ограничимся процес
сами , в которых работа производится газом за счет изменения только 
физического состояния его (химический состав газа не изменяется) ,  так 
как именно это имеет место в пневматических установках , где сжатый газ 
(воздух) играет роль энергоносителя .  Кроме этого , будем считать , что газ 
полностью следует классическим газовым законам, то есть является иде
альным газом . 

Обычно в энергетических пневматических установках давление не 
превышает 1 .м� и это допущение не дает большой погрешности . При .м 
использовании газа в качестве энергоносите.Jiя различают два характерных 
случая : 1 .  Изменение состояния газа происходит при неизменном положении 
или при незначительном перемещении его относительно стенок сосуда , 
в котором газ заключен . При этом мы будем говорить о покоящемся газе· 
и рассматривать работу покоящегося газа (для сокращения просто «ра
бота газа») . 

2. Изменение состояния газа происходит в процессе перемещения его• 
относительно стенок канала, ограничивающих поток газа . При этом мы 
будем говорить о работе потока газа . 

Работа , совершаемая газом в этих двух случаях, существенно раз
лична ,  поэтому они будут рассмотрены отдельно . 

.. 
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§ ·2 . Работоспособность газа 

Покоящийся газ может производить работу только в том случае, если 
он находится в неравновеснам состоянии с другим объемом газа, с которым 
происходит взаимодействие данного объема .  Неравновесное состояние мо
жет быть механическим и термическим . Под механическим неравновесным 
состоянием будем понимать состояние , при котором давления газа во взаимо
действующих объемах различны, а температуры одинаковы . 

Под термическим неравновесным состоянием подразумевается состоя
ние, при котором давления во взаимодействующих объемах одинаковы, 
а температуры различны . 

В общем случае два взаимодействующих объема газа могут находиться 
как в механически, так и термически неравновеснам состоянии. 

В энергетических пневматических установках возможность производ
ства работы данным объемом газа рассматривается обычно в зависимости 
от неравновесности его состояния относительно окружающей среды . то есть 
атмосферы, причем атмосфера принимается за бесконечно большой объём 
и состояние ее не изменяется при любых изменениях состояния данного 
объема газа .  

При изложении материала , под вторым объемом газа , с которым будет 
взаимодействовать данный объем, будет также приниматься атмосфера 
(окружающая среда) и будет рассматриваться равновесное или неравно 
весвое состояние его относительно окружающей среды . Под «работоспо
собностью газа» следует понимать энергию, которую можно использовать 
по своему усмотрению : для производства работы , преобразования в другой 
вид энергии и т .  д . , т. е . ,  по сути дела ,  механическую энергию . 

Работоспособностью газа называется то наибольшее количество энер
гии ,  которое можно использовать для производства работы при переходе 
данного объема газа из неравновесного состояния его относительно окру
жающей среды к равновесному состоянию при условии, что в процессе 
перехода к газу не будет подводиться или отводиться тепло , которое может 
быть преобразовано в механическую энергию . 

Наибольшую работу при переходе газа из данного состояния в равно
весное можно получить в том случае, если процессы перехода будут про
исходить без потерь (должно отсутствовать трение и простой теплообмен 
при конечной разности температур) , т .  е .  эти процессы должны быть обра 
тимыми . Таким образом , при переходе газа из неравновесного состояния 
относительно окружающей среды в равновесное могут быть использованы 
изотермический и адиабатный процессы . 

Исходя из вышесказанного ,  задачу определения величины работоспо
собности данного объема газа , находящегося в неравновеснам состоянии 
относительно окружающей среды ,  сводят к следующему:  имеется какой-то 
объем газа, температура и давление которого в общем случае отличны 
от температ.уры и давления окружающей �реды ; необходимо опредешпь 
ту максимальную работу, которую можно получить от газ а при переходе 
его в равновесное с окружающей средой состояние при использовании  
изотермического и адиабатного процессов . 

Очевидно , сначала нужно решить , какая должна быть последоватеJiь 
ность использования адиабатного и изотермического процессов при пере
ходе газа в равновесное состояние . Если газ находится в термически 
неравновеснам состоянии относительно окружающей среды , то для прове
дения изотермического изменения его состояния необходимо иметь подо
г реватель (или холодильник) с температурой, бесконечно мало отличаю-
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щейся от температуры газа и в то же время отличной от температуры 
окружающей среды . Значит, подогреватель (или холодильник) можно 
было бы использовать для получения механической работы в тепловом 
дви гателе , работающем по циклу Карно за счет переноса тепла от подо
гревателя к окружающей среде (или от окружающей среды к холодиль
ш;к у) . Это равносильно подводу к газу или отводу от него механической 
энергии,  что по формулировке понятия «работоспособность газа» должно 
быть И С КJl Ю чено . 

Таким образом , единственно возможная последовательность перевода 
газа в равновесное состояние с окружающей средой заключается в ади 
абатном приведении его к термическому равновесию и затем изотерми
ческому приведению к механическому равновесию с окружающей средой . 
Как известно , закон сохранения энергии для покоящегося газа устанавли
вается первым законом термодинамики , который для единицы массы газ;:J 
запишется в виде 

dq = du + dl, ( 1 )  
где dq - тепло, подводимое к газу в процессе изменения состояния ; 

du - изменение внутренней энергии газа ; dl - работа ,  совершаемая газом. 
Из сказанного выше следует, что 

dq = Ta · dS, (2) 

г де Т а - температура окружающей среды ; 
ds - изменение энтропии газа .  

Согласно формулам ( 1 ) и (2) , работа, совершаемая газом, 
dl = та . ds - du ; (3) 

в конечном виде , при изменении состояния газа от неравновесного до равно
весного с окружающей средой состояния 

l = Ta (sa - s1) - (ua - U1) 
или 

(4) 
(5) 

где u1 ;  s1 и Т 1 - соответственно внутренняя энергия , энтропия и темпе
ратура газа в неравновеснам состоянии ; 

Иа ; Sa И Та - внутреННЯЯ энерГИЯ , ЭНТрОПИЯ И температура газа В рав-: 
новеенам состоянии с окружающей средой . 

Формула (5) устанавливает зависимость наибольшей полной работы , совер
шаемой единицей массы газа от значения начальных и конечных пара
метров его . Однако не вся эта работа может быть нами использована 
часть её теряется на взаимодействие с окружающей средой . Эта часть равна1 

Ы = Ра (va - V1) , (6} 
v1 - удельный объем газа в начальном состоянии его ; 

Ра и va - давление и объем газа при равновесном состоянии с окружающей 
средой.  

Таким образом , наибольшая работа, которую может совершить еди
ница массы газа , если привести ее в равновесное состояние с окружающей 
средой ,  и которую мы можем использовать по своему усмотрению, т. е. 
удельная работоспособность газа, равна 

lp = l - ы = c'V (Т 1 - Та) + Та (sa - St) - Ра (va - Vt) : (7) 
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Чтобы показать величину удельной работоспособности газа, в координа
тах Ts произведем следующие преобразования : 

PaVa = RTa = (cp - Cv) Тйl 
PaVl = RT3 = (ер - Cv) Т3 , 

(8) 
(9) 

Т 3 - температура газа, которую он имел бы при параметрах состояния 
Ра и vl . 

Подставляя эти величины в (7) , получим 

1 

lp = Cv (Т1 - Та) + та (sa - sl) - (ер - cv) та + (ер - Cv) Т3 . (10) 
В координатах Ts (рис . 1) 

Cv (Tl - Та) = ПЛ . 9-1-2-
-7-9 

Та !-----

Т а (sa - S1) = пл. 6-2-а
-4-6 = пл . 7 -2-а-5-7 как 
площади криволинейных парал
лелограммов с одинаковым ос
нованием и одинаковой высотой ; 

1 
1 6, 4 

11 j .s, .;;·а. 

Рис .  1 .  

(ер - с,)Та = PaVa = пл .  
10-а-4-10-пл . 5-а-4-5 =  
= пл, 10-а-5- 10 ;  

(ер - С 0 )  Т3 = PaV1 = ПЛ . 
/0-3 - 8 - 10 - пл. 9 - 3-8-
9 = пл . 10-3-9-/0. Следова
тельно : lp = пл . 9 - 1 - 2 - 7-9 + 
+ пл .  7-2-а-5-7 - пл . 10-
- а-5-10 + пл. 10-3-9-10, 
т. е .  

l0  = пл . 3-1-2-а-3, причем линия 1 -2 представляет собой адиа
бату , по которой газ приводится в термическое равновесие с окружающей 
средой ,  а линия 2-а - изотерма ,  по которой газ приводится в механи
ческое равновесие с окружающей средой . 

Таким образом, в координатах Ts удельная работоспособность газа 
эквивалентна площади, заключенной между адиабатой ,  проведеиной из 
точки начального состояния газа ,  изотермой ,  проведеиной из точки равно
весного с окружающей средой состояния газа , изобарой, соответствуюшей 
давлению окружающей среды , и изохорой начального состояния газа .  

Величину удедьной работоспособности можно опредедить по формуде (7) ,  
однако эта ведичина неудобна для расчетов , так как в нее входит энтропия, 
не поддающаяся непосредственному измерению. Для подучения бодее при
емдемой при расчетах формы, воспользуемся соотношением [ k-1] k -

Pat'a Та Pt k 
Sa - Sl = Cv }n -k = С0 1П Т- (-) . 

P1V1 1 Ра ' (11) 
Подставляя это значение в (7) после некоторых преобразований, получим 

k-1 

lp = Cv (T1 - Ta) + cpTa ln [ �:  (;� )k] - R (Ta - T1 �� ) .  ( 1 2) 
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§ 3. Работоспособность потока газа 

В отличие от рассмотренного случая, под работоспособностью потока 
газа следует понимать ту наибольшую работу, которую может совершить 
пото к газа (т .  е. газ , движущийся по какому-либо каналу) при условии ,  
чтс в процессе работы газ достигает равновесного состояния с окружающей 
средой и к нему не будет подводиться или отводиться от него тепло, 
которое может быть преобразовано в механическую работу . 

Закон сохранения энергии для единицы массы газа в потоке в диф
ферснциалыюй форме имеет вид 

с2 
dq = du + d (pv) + d 2 + dlтex + dlтp + g • dz, ( 1 3) 

где 
dq - тепло, подводимое в потоке к газу или отводимое от него ; du - изменение внутренней энергии газа в потоке ; 

d (pv) - элементарная работа перемещения потока ; 
са d 2 - изменение кинетической энергии потока (видимого движения газа 

как целого тела) ;  
dlтcx - элементарная работа, передаваемая потоком каналу, или каналом 

потоку газа ,  если канал подвижен (например , в турбине или газо
дувке) ; 

dl гр - потери энергии на трение потока о стенки канала ; gdz - изменение потенциальной энерГии единицы массы газа в потоке. 
Для получения наибольшей величины работы от потока газа так же1 как 
и для покоящегося газа ,  необходимо, чтобы процессы изменения газа 
в потоке происходили без потерь, т. е. были обратимыми . 

Рассуждая так же, как и при определении работоспособности покоя .. 
щегося газа , можно сделать следующие выводы : 

а) для получения наибольшей работы газ в потоке должен быть сна
чала приведен в термически равновесное состояние с окружающей средой 
по адиабатному процессу и затем в механически равновесное состояние 
по изотермическому процессу; 

б )  в процессе приведения газа в равновесное состояние с окружающей 
средой к нему не должно подводиться или отводиться от него тепло, 
которое может быть преобразовано в механическую работу, т .  е. в фор
муле ( 13) 

dq = та . ds ; ( 1 4) 

в) потери на трение потока о стенки канала должны отсутствовать , т .  е .  
dlтp = О. 

Учитывая эти выводы, выражение ( 1 3) запишется в виде 
с2 

та .  ds = du + d (pv) + d т  + dlтex + g . dz . 

( 1 5) 

( 16) 

В этой формуле суммой трех членов d � + dlтex + g • dz выражается меха
ническая работа , совершаемая единицей массы газа в потоке ; и так как 
нами выполнены условия, поставленные в определении работоспособности 
потока газа ,  то эта величина является элементарной удельной работоспо
собностью потока газа . 
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Следовательно, 
dlp . п = Tads - du - d (pv) . ( 1 7) 

Величина удельной работоспособности потока газа , очевидно, будет равна 
сумме элементарных работ на пути протекания потока от начального 
сечения , где газ в потоке находится в неравновеснам состоянии с окру
жающей средой ,  до сечения, в котором газ будет находиться в равно
весном состоянии с окружающей средой, т .  е .  

lp. п = та (sa - sl) - (иа - и;_) - (PaVa - PlVl) .  ( 1 8) 

Используя известные соотношения,  это выражение можно привести к виду 
lрп = ер (Т1 - Та) + Та (sa - s1) . ( 1 9) 

В координатах Ts (рис .  1 )  удельная работоспособность поток<:J газа 
будет эквивалентна площади 1 1-1-2-а-10-1 1 ,  так как еР (Т1 - Та) "" 
= пл.  11-1-2-12-11 и Ta (sa - s1) = пл .  6-2-а-4-6 = пл . 12-2-
а-10-12, как у криволинейных параллелограммов с одинаковыми осно
ваниями и высотами .  Формулу ( 1 8) можно записать в таком виде : 

но 
lрп = Та (sa - S1 ) + (ul - ua) - Ра (va - V1) + V1 (Pl - Ра) ,  (20) 

Та (sa - s1) + (и1 - ua) - Ра (va - vr) = lp , 
т .  е .  удельной работоспособности газа , а выражение v1 (р1 - Ра) - равно 
работе перемещения удельного объема из среды с давлением р1 в среду 
с давлением Ра · Тогда 

(2 1 )  
т .  е .  удельная работоспособность потока газа равна сумме удельной рабо
тоспособности газа (пл . 3-1-2-а-3, рис. 1 )  и удельной работы пере
мещения потока газа (пл. 1 1-1-3-10-1 1 ) .  

Резюмируя все сказанное, можно заключить , что величина удельной 
работоспособности потока газа в координатах Ts эквивалентна площади, 
заключенной между изобарой начального состояния газа в потоке , адиаба
той , проведеиной через точку начального состояния газа ,  изотермой ,  про
ведеиной из точки равновесного с окружающей средой состояния газа , 
изобарой , соответствующей давлению окружающей среды , и осью энтропи и .  

Величина удельной работоспособности потока газа может быть рас
считана по формуле ( 1 9) ,  однако, используя ( 1 1 ) ,  можно получить более 
удобное для расчетов выражение 

k-1 

lp. п = еР (TI - Та) + ерТа ln [ �: ( ;� )т] . (22) 

§ 4. Использование понятия о работоспособности газа 
для анализа экономичности отдельных узлов пневматических установок 

Для примера использования понятий работоспособности газа и потока 
газа при анализе работы отдельных узлов пневматических установок рас
смотрим экономичность работы пневматической сети , в оценке к .  п. д. 
которой до сих пор вообще нет определенного мнения. 

Не рассматривая причин и способов расчета потерь энергии при транс
портировании сжатого воздуха по трубопроводу, поставим такую задачу : 
в начальное сечение трубопровода подается сжатый воздух в количестве 
М н кгjмин с параметрами Рн и Т н · В результате охлаждения воздух а  
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в трубопроводе и потерь на аэродинамические сопротивления параметры 
его в конечном сечении стали соответственно Рк и Тк . Кроме того , в ре
зультате утечек к потребителям было доставлено меньшее, чем в начальном 
сечени и ,  количество воздуха NJк .  

Необходимо определить к .  п . д .  пневматической сети. К .  п .  д .  пневма
тической сети будет равен отношению работоспособности потока воздуха 
в конечном сечении трубопровода /Jp. n .  к к работоспособности потока воз
духа в начальном сечении Lp n .  н 

Lp. n. к М к lp .  п. к 
'lJтp = -- = - . -z -- . 

Lp. n . н Ми р. n .  н 
(23) 

Обозначим 
м к 'lJy = м - коэффициент утечек, учитывающий потери энергии потока 

11 
вследствие утечек СЛ{атого воздуха в сети ; 

[ Т а (Рк )k7/] l Tк - Ta + Ta ln Т Р 
р. n. к к а фф 'Yjp.  n = -

l
--

= k-I - коэ ициент потери удель-
р. n. н [Т (Р )TJ Т н - Т а + Т а ln Т: � 
ной работоспособности потока вследствие охлаЛ{дения и дроссе
лирования воздуха в потоке. 

Тогда 
"'jтp = "/jy • "'f)p. п ·  

Способ изобраЛ{ения удель 
ной работоспособности в коор
динатах Ts позволяет дифферен
цировать потерю удельной рабо
тоспособности на потерю вслед
ствие дросселирования и потерю 
вследствие охлаЛ{дения воздуха 
в потоке (рис . 2) . 

Для простоты рассуЛ{дений 
представим себе , что воздух в 
сети сначала охлаЛ{дается до 
конечной температуры , но без 
потерь на трение (линия 1 -12) , 
а затем происходит дроссели
рование воздуха в результате 
трения (линия 12-2) . Поте
ря удельной работоспособности в результате 

bll = lp. n. н - l�. n . 

(24) 

Рис.  2 . 

охлаЛ{дения воздух�  
(25} 

lp. n. н = еР (Т н - Та) + Т а (sa - sн) - удельная работоспособность потока 
в начале трубоnровода ; lp .  n = еР (Т к - Т а) + Т а (sa - s12) - удельная работоспособность потока 
воздуха после охлаЛ{дения его . 

Тогда bl1 = ер (Тн - Тк) - Та (Sн - s12) , (26) 
еР (Т н - Т к) - тепло , отводимое от единицы массы воздуха при охлаЛ{де

нии,  соответствующее пл .  14-12-1-15-14;  
Та  (Sн - St2) - П Л .  14-13-3-15-14. 
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Таким образом, потеря удельной работоспособности потока воздуха 
вследствие охлаждения в координатах Ts эквивалентна пл. 13-12-1-
3-12 . 

При дросселировании воздуха происходит повышение энтропии его, 
и ,  следовательно, снижение удельной работоспособности потока, потери 
которой могут быть определены по формуле 

Ы2 = z�. " - lp. "· к.  (27) 
где 

lp. п. к = Ср (Т �t< - Та) + т а (sa - sk) - удельная работоспособность потока 

Тогда 
в конце трубопровода . 

(28) 
Эта величина в координатах Ts соответствует пл. 14-13-4-5-14 = 

= пл.  8-9-10-7-8 . 
Удельная работоспособность потока воздуха в конечном сечении 

lp. п .  к = lp. п.  н - b ll - ы2 = ер (Т к - Та) + та (sa - Sк) · (29) 
Как видно из рис . 2, 
lp . п .  к = пл. 8-1-3-а-6-8 - пл.  13-12-1-3-13 - пл . 8-9-10-

7-8 = пл.  7-2-4-а-6-7 . 
Так как пл . 13-9-12-13 равна пл.  10-2-4-10. 

Этот же результат может быть получен из анализа формулы (29) , 
выражающей зависимость удельной работоспособности потока в конечном 
сечении от параметров воздуха . 

Использование понятий о работоспособности газа и работоспособности 
потока газа дает возможность установить к .  п. д .  любого элемента пнев
матической установки и в координатах Ts показать величину потерь удель
ной работоспособности .  
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К РАСЧЕТУ ТЕПЛО ПЕРЕДАЧИ В ПРЯМЫХ РЕБРАХ 
П ЕРЕМЕН НОЙ ТОЛЩИНЫ 

В. А. Махин� Н. П, .  Б ели�� д . .  .4 . Косарев 
Днепропетровский государствеНJный университет 

Широкое внедрение в современную технику процессов,  сопровождаю
щихся выделением большого количества тепла, требует тщательного изу
чения методов его отвода. Задача правильного конструирования ребер 
теплообменных аппаратов состоит в том ,  чтобы получить при данном 
расходе охлаждающего агента максимальный отвод тепла при минималь
ном весе и габарите самого 
аппарата, а также достаточ
ную прочность и простоту 
изготовления. 

В настоящей статье рас
сматривается уточненный рас
чет теплопередачи через пря
мые ребра треугольного и 
трапециевидного сечения и 
решается задача о наивыгод
нейшем профиле ребра .  

У казанвые теоретические 
исследования проводились 
Е. Шмидтом [3] , а затем в ра
ботах [ l ,  3] и др . При реше
нии указанной задачи авто
рами (при составлении исход
ного уравнения) допущена 
неточность : теплоотдача с реб
ра отнесена не к действитель-
ной площади омываемой по-

Рис .  1 .  

верхности , а к ее проекции на вертикальную плоскость , т .  е .  полагая ds = dx 
(см . рис . l ) .  Однако следует отметить , что в работе [2] эта неточиость 
в исходных уравнениях учтена , но сами уравнения остались прежними . 

Для некоторых ребер переменной толщины, у которых площадь 
поверхности ребра значительно отличается от ее проекции на вертикаль
ную плоскость (ds -=!=  dx) , такая неточиость приводит к значительным 
погрешностям при расчете теплообмена через ребристые поверхности . 

При стационарном режиме изменение количества тепла , проходящего 
через сечения х и х + dx, определяется теплопередачей с боковой поверх·  
ности рассматриваемого элемента (см . рис . l ) , поэтому 

d ( ЛF :�) = аП ds (t - /0) , ( l )  
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где t - температура в произвольнам сечении ребра ; 
t0 - температура окружающей среды ; 
F - площадь поперечного сечения ребра ; 
П - охлаждаемый периметр ребра ;  

а.. - коэффициент теплоотдачи от  ребра к окружающей среде ; 
Л - коэффициент теплопроводности материала ребра ; 

ds - дифференциал криволинейной координаты , направленной по 
поверхности ребра вдоль оси х . 

Имея в виду, что ds = V 1 + [f' (х) ] 2 dx, а f (х) = х tg ер ,  и произведя 
дифференцирование ( 1 ) , получим для трапециевидного ребра 

где 
а Z = -- x · 

Л s in cp ' 
6 = t - t0 • 

(2) 

Уравнение (2) по виду не отличается от ура.внений,  приведеиных 
в [3 , 5] но в выражении для z1 входит не tg ер ,  а sш ер .  

Окончательные интересующие нас расчетные формулы для 6 и Q очень 
сложны. Но если теплоотдачей с торца трапециевидного ребра пренебречь , 
они несколько упрощаются и имеют вид 

где 

6 = 6� 4 � V� � � V� + � � v� � � v� . � 4 � V� � � V� + � � v� � � v� 
Q а · о1 · Lб1 - · Ф - Vz1 • s in cp ' 

ф - /1 (2 V�) Kt (2 Vi;) - /1 (2 Vi;) . Kl (2 VZ,) 
- lo (2 Vz1) K1 (2 Vz2) + 11 (2 Vz2) · Ko (2 Vzд • 

(4) 

В формуле (3) теплообмен с торца ребра не учитывается, так как 
согласно [ 1 ] теплоотдача с торца довольно точно учитывается путем услов
ного увеличения высоты ребра на половину толщины его торца. 

Если ребро имеет треугольное сечение, то расчетные формулы прини
мают вид 

n _ l} • Io (2 Vz) • v - v1 , 
lo (2 Vzt) 

Q = 'J...F1 (dб) = a · ll1 · l .' б1 · /1 (2 Vl,") . 
dx i x=h, Vz1 • sш ср · /0 (2 Vz1) 

(5) 
(6) 

В формулах (4) и (6) : Io . /1 , К.0, /(1 - Бесселевы функции первого и второго порядка мнимого 
аргумента ; 

L - длина ребра ;  
F- площадь основания ребра ;  
�\ - толщина ребра . 

Полученные формулы (4) и (6) отличаются от формул в [ 1 , 3 ,  5 1  . н.е только выражением для z1 , н о  и общим видом ,  т .  е .  вместо tg ер имеем 
SШ ср .  
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При малых значениях угла ер (tg ер �  sin ер) результаты расчета по 
формулам (4) , (б) и применяемым в работе [ 1 ,  3 ,  5] практически не отли
чаются , однако с увеличением угла ер расчет по [ 1 ,  3, 5] дает ощутимую 
погрешность . 

Формулы (4) , (6) довольно сложны для практических расчетов . В [ 1 ] 
расход тепла через ребро треугольного и трапециевидного профиля опре
делялся по формуле для ребра прямоугольного сечения с введением попра
вочного коэффициента на суженность ребра.  

Е � ---... � {? 

--!.? ' 

� tN --г--=::: � ----:.. 

(jlJ 

'-. 0,6' 1 --� \�8 1 1 --
J /J,l5 

. 1 1 -
!fJ t?J (.J {l.f !/(). h, 

/1 Stn';P 
(} 

Рис. 2. 

Однако такой метод расчета достаточно сложный , поэтому целесо
образно расход тепла через ребро определять по упрощенной общепризнан-
ной формуле : ... . . . . .  ._ 

где 
QP = a.FP (t1 - t0) Е , (7) 

F Р - теплообменная поверхность ребра ; 
t1 - температура основания ребра ; 
i0 - температура охлаждающего агента ; 
Е - коэффициент эффективности ребра. 

Используя формулы (4) и (6) , предлагаем график для определения 
величины Е (см . рис. 2) . 

О наивыгоднейшей форме прямоrо ребра 

Прямое ребро с утонением от основания к торцу теплотехнически 
обосновывается теми соображениями, что по мере удаления ребра к торцу 
уменьшение расхода тепла при постоянном поперечном сечении ведет 
к уменьшению температурного градиента . 

Поэтому, стремясь получить постоянный температурный градиент по 
высоте ребра,  последнему придают трапециевидное или треугольное сечение. 

Решая задачу о наивыгоднейшей форме ребра, Е . Шмидт [3] пришел 
к выводу, что наиболее выгодным является ребро, ограниченное двумя 
параболами . Такой вывод получен из неверного исходного уравнения , 
которое имеет такой же вид как и ( 1 )  при ds = dx. Но в общем случае 
ds =1= dx, поэтому и результат решения поставленной задачи будет отли
чаться от полученного Шмидтом и в [ 3] . 



46 В .  А. Махин ,  Н .  П .  Велик, Д. А. Косарев 

dt При dx = Ь = const, F = 2Lf (х) , П = 2L , Л = const, а =  const уравне-
ние (2) будет ·  иметь вид : 

f ' (х) • Ь = � Y l  + [f ' (х) ] 2 (Ьх + А) .  

После несложных nреобразований уравнения (8) nолучим 

откуда , интегрируя найдем , что 

или иначе 
Л v ( а ') 2 ( А )2 f (х) = - а  1 - т. х + ь + в = у, 

(8) 

(9) 

( 1 0) 

( l l ) 

А , В - произвольные постоянные, определяемые из граничных условий . 
Значит, теплотехнически наивыгоднейшая форма ребра получается 

л ограничением дугами окружности радиуса R ,  где R = - .  а; 
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П ЕРЕХОДНЫЕ РЕЖИМЫ СИСТЕМЫ ГИДРОМЕХА Н ИЧЕСКИ Й 
КОМПЛЕКС : КОРПУС СУДНА - ВИ НТ - ДВИГАТЕЛЬ И РЕГУЛЯТОР 

С КОРОСТИ СУ ДНА 

А .  Ф. Черныш 
)Хнепропетровский университет 

Для проектирования и эксплуатации новых судов , для разработки систем 
�штоматического регулирования скорости судна важное значение имеет реше
ние з адач о переходных процессах в элементах комплекса : корпус - винт 
двигатель ,  а также в системе гидромеханический комплекс - автоматичес
кий регулятор скорости судна . Исследование динамических свойств гидро
механического комплекса : корпус судна - винт - двигатель без учета влия
ния автоматического регу
лятора выполнено в рабо
тах [ 1 , 2] и др .  

В данной статье впер
вые проведено исследова 
ние переходных режимов 
системы гидромеханичес
кий комплекс : корпус суд
на - винт - двигатель и 
регулятор скорости судна . ,  

Результаты работы 
применялись нами вместе 
с сотрудниками Института 
гидромеханики АН УССР 
и Института кибернетики 
АН УССР при разработке , 

г - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - ,  
'1 1 
1 : /; 1  

1 
1 
1 1 
1 1 
L - - - - - - - - - - - - - - - - - - - � 

Рис.  1 .  Структур ная схема систем гидромеханический 
комплекс:  корпус су дна - винт - двигатель и регу

лятор скорости судна. 

изготовлении и испытании высокоэффективных систем автоматического 
регулирования скорости движения речных судов [3 , 6] . 

Исследования проведены применительно к конкретному речному судну .  
Пусть динамика системы, структурная схема которой приведена на 

рис .  1 , описывается такими уравнениями :  
1 .  Гидромеханический комплекс ГК . Уравнение комплекса : корпус 

судна - винт - двигатель после приведения основного возмущения - глу
бины су давого хода ко входу релейного элемента имеет вид 

(Т�р2 + т 2Р + 1 ) rp = К д. с (Тс р + 1 )  р.' .  ( 1 ) 
2 .  Регулятор скорости (на рис. 1 обведен пунктирной линией) . 
У равнение центробежного регулятора ЦР 

(Т�р2 + Т 4р + 1 ) р.' = а · rp - Ь · !1 · (2) 
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У равнение тахогенератора ТГ 
И3 = k3cp . 

Уравнение узла сравнения 
1J; = И2 - И3• 

Уравнение электронного усилителя 
u4 = k4 · IJJ . 

Уравнение реле и исполнительного двигателя Р и ИL{ 
(Т5 • р2 + р) р. = F (U4) .  

У равнение преобразователя П 

(Т�р2 + т2Р + 1 ) u2 = k2 · и� .  
Уравнение датчика глубины судового хода 

и�= k1h. 
Здесь 

ер - изменение числа оборотов двигателя судна ;  

(3) 

(4) 

(5) 

(б) 

(7) 

(8) 

р. - изменение положения рычага управления центро
бежного регулятора ; 

U 1 - U 4 - изменения напряжений на выходе, соответственно, 
датчика глубины , преобразователя, тахогенератора 

. и электронного усилителя ; 
Т 1 - Т 5 , Т с - постоянные времени : 

k1 - k4 ,  kд. с . а и Ь - коэффициенты передачи соответствующих элементов 
системы ; 

р.' - изменение промежуточной переменной ; 
h - изменение глубины су давого хода ; 

F (U4) - нелинейпая функция .  
Уравнение динамики всей системы получим , решив уравнения (1 )- (8) 

совместно, в таком виде : 
Q (р) U4 + R (р) F (U4) = S (р) h, 

где Q (р) ,  R (р) и S (р) - некоторые полиномы от р . 
Свободные движения системы будут описываться дифференциальными 

уравнениями 
Q (р) U4 + R (р) F (U4) = О (9) 

или 
Ф (р) И 4 + F (И 4) = О,  (9а) 

где 

ф (р) = � ��� .  
Применяя гармоническую или статическую линеаризацию [4 ,  5] * ,  

можно нелинейное уравнение (9) заменить некоторыми эквивалентными 
линейными дифференциальными уравнениями 

или 
Ф (р) u4 + q (А) u4 = о (96) 

(9в) 

"' Обобщенное свойство фильтра [4] для данной системы выполняется . 
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И с с л е д о в а н и е  у с т о й ч и в о с т и  с и с т е м ы  

У слови е устойчивости системы гидромеханический комплекс - авто
матический регулятор скорости речных судов с заданным типом неливей
ности (в данном случае зона нечувствительности второго рода) будет 
иметь вид [5] : 

где 
( 10) 

* . (� - Т� ) (Т5 - Тс) + а (Тс Т5 + 1 ) q = -RеФ (]Ф о) = kзk4kд c b (T�w� + 1 )  
' ( 1 1 )  

а =  Т2 + аkд. с Тс ;  � = 1 + аkд с · 
Так как обычно Т3 и Т4 « Т1 и Т2 , то в ( 1 0) и дальнейшем постоян

ными Т 3 и Т 4 пренебрегаем . 
Частота автоколебаний w0 находится из условия 

1 тф (jw0) = О . ( 1 2) 
В последующих расчетах будут использованы следующие численные 

значения коэффициентов дифференциальных уравнений ,  определенные по 
статическим характеристикам отдельных элементов системы )!;ЛЯ базового 
режима n = 1 000 об; мин * . 

Те = 1 0  сек . ; Т д = 1 сек . ; Т5 = 0 ,2  сек. ; 

об 
в · мин 

kд с = 1 50 ; k4 = 4,63 ; k3 = 0,0 1 --6- ; . мин . мм о 
ММ ММ • МиН в Ь = 0 ,096 град ; а = 0 ,002 об ; k1 = О, 18 м ; 

об k2 = 1 2 ; s = 1 - ; .." = 1 в . . м ин . •  

Подставив значения коэффициентов в ( 1 1 ) и ( 1 2) , находим 
w0 = 2, 55 и q* = 2,05 . 

Условие устойчивости ( 10) примет вид 
"1 2 5 s > "lt . 2,05 или 9 ,5 > 0 ,3 1 .  ( 1 3) 

Таким образом, система будет устойчивой с большим запасом при 
данном выборе значений коэффициентов дифференциального уравнения (9в) . 

Полученное условие устойчивости ( 1 О) и ( 1 1 ) позволяет определить 
влияние отдельных параметров системы на устойчивость . Она ухудшается 
при уменьшении 'У/ (при повышении чувствительности регулятора) , увели
чении скорости исполнительного двигателя s, увеличении коэффициентов 
передачи kз ,  k4 , ь и постоянной времени судна те .  

При нарушении условия ( 1 0) в системе возникнут автоколебания 
с частотой ю0 и амплитудой А,  где м ум2 [ 4s ]2 А2 = - + - - M"YJ2 и М = -

2 4 f...q* • 

* Коэффициенты уравнения центробежного реГулятора двигателя судна заимство
ваны из работы : В . И. К р у т  о в . Устойчивость работы транспортного дизеля, снабжен
ного всережимным механи ческим регулятором . Отчет НАМИ, 1 948. 

4 5- 1 0 1  
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И с с л е д о в а н и е  п е р е х о д н ы х  п р о ц е с с о в  с и с т е м ы  

Применяя гармоническую или статическую линеализацию, нелинейвое 
уравнение (9) можно заменить соответствующим линейным уравнением 
вида (9б) или (9в) , часть коэффициентов которого является медленно 
меняющимися функциями отклонения U4 или амплитуды гармонических 
колебаний А . 

Практически для построения переходиого процесса достаточно задаться 
тремя-четырьмя начальными отклонениями U4 (или амплитудами А) и для 
каждого случая решить дифференциальное уравнение (9б) или (9в) . Кри
вая переходиого процесса строится методом сшивания отдельных участков . 

По виду кривых переходных процессов ,  построенных для целого ряда 
значений коэффициентов уравнения (9б) или (9в) , можно оценить качество 
регулирования и выбрать требуемые значения параметров системы , обе
спечивающих нужное качество регулирования.  

При исследовании было выполнено решение уравнения (9) с дальней
шим построением переходных процессов для целого ряда возможных зна
чений параметров системы.  

Опишем кратко некоторые характерные ,примеры теоретических рас-
четов . 

t .  Апериодические процессы 

Характеристическое уравнение исследуемой системы имеет вид 
Ф (р) + q (U4) = О.  ( 1 4) 

При начальном отклонении U40 = 51J и численных значениях коэффи
циентов для режима n = 1 000 об/мин после приближенного решения  
уравнения ( 14) получим такие корни : 

р1 = -0, 1 ;  р2 = -0,07 1 ; Рз = - 1 , 208 ; р4 = -5,025 . 

10 .?il JO 40 t. C&If 

Рис. 2 .  Кривые переходных процессов системы гидромеханически й  
к9мплекс - регулятор : расчет ; - -- - -- модеJшрование. 

Решение дифференциального уравнения (9в) будем искать в виде 
u4 = Clep,t + С2еРзf + СзеРзf  + C4ep•t . ( 1 5) 

Постоянные С1 - С4 могут быть определены из начальных условий :  
t = О ;  И40 = S 11 ;  U40 = Й40 = ·u�o = О. 
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После вычислений постоянных С1 - С4 и подстановки и х  в уравне
ние ( 1 5) ,  получим 

и4 = 51j (-2,725e-0•1i + 3 ,7 I sгo,o7u + + 0,0075e-1 • 208t - 0,00009г5•025t) .  ( l Sa) 
Выполнив подобные расчеты для начальных отклонений 41) , 31j и 1 ,21) , 

нолучим необходимые уравнения для построения кривой переходнаго про
песса по участкам.  Результаты таких построений показаны на рис . 2, 
кривая 1 .  

Проведеиные теоретические расчеты показывают, что нельзя получить 
апериодические процессы короче 40-42 сек. ,  изменяя параметры системы. 

2. Быстрозатухающие колебательные процессы 

Для получения быстрозатухающих колебательных процессов полагаем об k4 = 9 ,26 , s = 3 и 6 
мин , остальные параметры определены режимом 

n =  1 000 � . M llH 
Характеристическое уравнение исследуемой системы (при гармони

ческой линеаризации нелинейности) будет 
Ф (р) + q (А) =

О
. ( 1 6) 

При начальной амплитуде колебаний А = 51) получим следующие корни 
характеристического уравнения ( 1 6) :  

р1 = -0, 1 ; Р2, 3  = -и ± jw = -0,5  ± j 0 ,9635 ; р4 = -5,295 . 
Пренебрегая корнем р4 , решение уравнения (9б) будем искать_ в виде 

и _ и { -ut Р1 -v-u-2 + 002 • [ t w (Pl - 2и) J · _ 
4 - 4о е - 2 + ( )2 sш wt + arc g 2 + ( 

_ )· + w w Р1 - и w и Р1 - и  и2 + w2 } 
+ e-p, t w2 + (Pl - и)2 • ( 1 7) 

После соответствующих расчетов для ряда начальных отклонений 
l ' 4, = 51) ;  41) ; 31j ; 1 , 21) получим уравнения для построения переходных 
пр:щессов .  Результаты таких построений приведены на рис . 2, кривые 2 и 3. 

Анализ результатов теоретических расчетов показывает , что техни
ческим требованиям, предъявляемым к системам : гидромеханический комп
лекс - корпус судна - винт - двигатель - регулятор,  на речном транс
порте практически удовлетворяют и быстрозатухающие колебательные 
почти апериодические процессы (см . рис . 2, кривые 2 и 3) . Однако пре
имуществом их является то , что они позволяют сократить длительность 
переходнога процесса до 1 5-20 секунд . 

Таким образом, окончательный выбор рациональных значений пара
метров исследуемой системы определяется видом кривой переходнога про
цесса . Так, для получения устойчивых апериодических процессов неболь
шой длительности желательно выбирать коэффициенты системы такими :. 

об s = (О 5 - 1 ) - ·  ' мин ' k = о 0 1  � . k 4 63 з ' об ' 4 =  ' ; 
об 

О 
мм kд с = ( 1 00 - 200) ; ь = (0 ,04 - ' 1 ) -д ;  · мин · мм 

гра 

а = (0 ,002 - 0,003) мм �;и
н .  
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Для получения устойчивых быстрозатухающих процессов коэффи
циенты системы следует выбирать в таких пределах : 

об в .  мин s = ( 1 - 6) - ; k3 = (0 ,0 1 - 0 ,0 1 5) -6- ; 
мин ' 

о 

5 об k4 = 4 ,63 - 9 ,26 ;  kд с = ( 1 о - 300) ; . 
мин . мм 

Ь = (0 ,06 - О, 1) ммд ; а =  (0 ,003 - 0,004) мм ·:ин . гра о 

Ход приведеиных выше теоретических расчетов корректировался 
сравнительными исследованиями переходных режимов системы гидромеха
нический комплекс - регулятор на электронной модели МН-7 . 

Применеине электронной модели в исследованиях позволило резко 
сократить объем громоздких теоретических расчетов и получить надежные 
результаты по выбору оптимальных параметров , обеспечивающих требуе
мое качество устойчивых переходных процессов системы . 
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ОПРЕДЕЛ ЕНИЕ ГИДРОДИНАМИ ЧЕСКИ Х  ХАРАКТЕРИСТИК 
ВОЗМУЩЕННОГО ДВИЖЕН И Я  ТВЕРДОГО ТЕЛА 

С ПОЛОСТЯМИ , РАЗДЕЛЕННЫМИ РАДИАЛЬНЫМИ ПЕРЕГОРОДКАМИ 
И ЧАСТИ ЧНО ЗАПОЛНЕННЫМИ ЖИДКОСТЬЮ 

И. А .  Луковекий 
Институт математики АН УССР 

(г . Киев) 

1 . Предварительные замечания и постановка задачи 

Под возмущенным движением тела с полостью , частично заполненной 
жидкостью, будем понимать движение системы координат Oxyz, жестко 
связанной с телом, относительно другой 
системы координат O*x*y*z* , совершающей 
заданное движение в потенциальном поле 
массовых сил . Объем жидкости Q ограни
чен свободной поверхностью жидкости �.  
двумя радиальными перегородками sl и s2 
и поверхностью полости вращения S0 (см . 
рисунок) . Двугранный угол , образованный 
плоскостями sl и s2, обозначим через 2сх , а 
полярный угол 'У/ будем отсt>итывать от оси 
Oz в сторону отрицательного направления 
оси Оу . 

Возмущенное движение характеризуется 
_,. 

вектором малого смещения и и вектором ма
лого поворота ; системы координат Oxyz 
относительно системы координат O*x*y*z* . 

Как известно,  потенциал смещений ча
стиц жидкости можно представить в виде 

где 

� -->  -+ -+  со -+ -+ 
Х = (и , Ф) + (w ,  W) + � (rп , 'Рп) ,  n=l 

:с 

z 

Рис . 1 .  

( 1 . 1 )' 

rn; - обобщенные координаты, характеризующие волновые движе
ния жидкости ; 

Ф, W и ;n - гармонические векторные функции ,  удовлетворяющие гра-
ничным условиям 

аФ _,. дv = У на � + S, ( 1 .2) 
aw _,. _,. 7h = R Х У на S, 
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-aw 1: ,  ( 1 .3 )  - = 0 на дv 
-

д'f'n _ О на S, (h - ( 1 . 4) -
д'f'n - -+ 
(h - An'fn на 1: , 

где 
v - орт внешней нормали к поверхности, ограничивающей объем 

жидкости Q ;  
S = S1 + S2 + So .  
В дальнейшем мы займемся решением краевых задач ( 1 . 2) ,  ( 1 .3) ,  ( 1 . 4) 

и определением _ ·гидродинамических коэффициентов уравнений возмущен
ного движения тела с жидкостью при движении в плоскостях Оху и Oxz,  
а также при движении относительно оси симметрии полости . Заметим, 
что решение краевой задачи для Ф в силу ( 1 . 2) имеет вид Ф = R, т. е. 

Ф1 = Х , Ф2 = у , Ф:� = Z . ( 1 . 5) 

§ 2. Определение гидродинамических коэффициентов при движении тела 
с жидкостью в плоскостях Оху и Oxz 

-+ 
Пусть вектор и составляет с направлением оси Oz угол � - Тогда 

имеют место соотношения 

;_ = и (� sin � + k3 cos �) ,  :; = ro (� cos � - k3 sin �) .  

Уравнения возмущенного дви�ения тела с полостью, разделенной 
-+ 

на l геометрически подобных секторов, в направлении вектора и 
имеют вид 

где 

• =О n = l  

(1о + � J(l>) w + i: i: i- (Мпз•Qп• - Мп2;Рпv} = М�. 
•=О n= l 

Р.п2• (Рп• + а�2•Рпv) + mп2vu - Мп2.Ы = О, 
Р.пзv (qп. + а�з.qп ) + mпзvu + МпзvШ = О, 

(v = O, 1 , 2, . . . ; n = 1 ,  2,  . . .  ) , 

m0 - масса твердого тела ; 
m(l> - масса жидкости в секторе;  

(2. 1 )  

1° - момент инерции твердого тела относительно метацентра 
системы тело - жидкость G ; 

an2• и anзv - частоты колебаний жидкости в плоскости Оху и Oxz соот
ветственно ; 

l = : - число радиальных перегородок в полости ; 
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Рп• и Qп• - обобщенные координаты волновых движений жидкости , свя
занные с Гп2• и Гпз• соотношениями Гn2• = Рп• sin �. Гпзv = 
= Qпv COS � ;  

p u  и М� - проекции главного вектора и главного момента внешних сил. 

Гидродинамические коэффициенты уравнений возмущенного движения 
опредеJшются следующим образом : 

mпiv = Ро S S Ф, 
д�;" dS, 

j) 
м Ss ш дсрп (5-t) v dS n (5-t) • = Ро � i дх • 

j) 

!Lniv = PoAn;v S S f{>�i• dS, Ss дW 1; = Ро W; а:/ dS, 
j) s 

/<1) = J�) cos2 � + J�) sin2 � . 
где j - ускорение массовых сил ; 

Лп�. - частотный параметр.  

(2 . 2) 

Уравнения (2. 1 ) были получены Л .  В. Докучаевым nутем естественного 
обобщения уравнений работы [ 1 ] .  Я вные выражения коэффициентов урав .. 
нений возмущенного движения для кругового цилиндра со сплошными 
радиальными перегородками были получены методом, изложенным в ра
боте Г. С. Нариманова [2] . Решения краевых задач для других форм 
полостей сопряжены со значительными математическими трудностями. 

Рассмотрим решение краевой задачи ( 1 .4) .  Гармоническую векторную 
-+ 

функцию ffп представим в виде 

(2 .3) 
где f[>n2 и 'Рпз - функции, характеризующие волновые движения жи.uкости 

в плоскости Оху и Oxz соответственно. 
Функции 'Pn, будем искать в виде 

'Pni = f, (1J) Ф п; (х, �) .  (2.3) 
Для Фпi и f, (1J) получим краевые задачи 

где 

�2 д2о/пi + � до/пi + �2 д2о/пi - s2 r!l . = о дх2 дi; а�2 t 'rnt • 

до/пt Л ''' L 7fX = ni'rnt на 1 • 
а:;� = о на L, Фт = О при е = о. 

t;' (1J) + s�f, (1J) = О. dJ� = О при 1J = + а, 

(2 .4) 

(2 .5) 

(2.6) 

L1 и L - линии пересечения меридионального сечения полости с по
верхностями :Е и S0• 
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Очевидно, qто решениями краевой задачи (2 . 6) являются функции 

fi = cos [� т (1J + 11)] ' 
где т - целое натуральное число. 
Четные т соответствуют индексу i = 3, нечетвые i = 2. 

(2 .7) 

Решая краевую задачу (2 . 4) ,  (2 . 5) ,  получим для каждого s набор соб
ственных функций �ni и собственных значений Лni ·  Таким образом, имеем 

(2.8) 
где 

sз. = � (v = О, 1 ,  2, . . .  ) . а (2 .9) 

Краевая задача (2 .4) ,  (2 . 5) может быть решена вариационным мето
дом .  При этом функционал, который необходимо исследовать на экстре
мум, имеет вид 

(2. 1 0) 

Решение представим в виде 

(2. 1 1 ) 

где 
ak�> -- произвольвые постоянные, 

а Wksz•> - линейно независимые решения уравнения (2 .4) .  

Из условия минимума функцианала (2. 10) получим для определения akn> 
систему линейных однородных алгебраических уравнений, которая имеет 
нетривиальное решение при условии 

(2. 1 �) 
где 

Система координатных функций w�> определяется следующим образом :  

(s) ( t) _ 28s! (k - s) l kp(s ) ( ) Wk х, '" - (k + s) ! r k 11. , (2 . 1 3) 
где 
P�s>- присоединенные полиномы Лежандра первого рода, 

r = v х2 + е2 ' 11. = cos е .  
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Например , для s = 

О 
и s = 1 система функций w�J имеет вид 

w<o) - 1 о - ' 

w�' J = Е , 

W�O) = Х , 

w�' J = х� .  

w�o) = х2  - � �2 ' 
( 1 ) 2" 1 �3 wз = х ; - 4 , 

. . .  ' (s = 0), 

. . .  ' (s = 1 ) . 
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(2. 1 4) 

Между функциями WksJ легко установить следующие рекуррентные соот
ношения : 

д (s) Wk (s) (fX = (k - S) Wk- 1 , 

(k + s + 1 )  w�!г, = (2k + 1 ) xw�J - (k - s) {х2 + �2) w�.!.1 ,  
(k + s + 1 )  Ewks+ l ) = 2 {s + 1 )  [ (х2 + �2) Wk� i - XWk5J] . 

(2. 1 5) 

(2 . 1 6) 
(2 . 1 7) 

Рекуррентное соотношение (2. 1 5) позволяет построить удобное для 
практических приложений решение краевой задачи (2 .4) , (2 .5) ,  основанное 
на предположении, что спектр частот колебаний жидкости задан [5] . 
Использовав первое граничное условие (2 .5) и представление функции 
IJ!пi• (2 . 1 1 ) , получим следующую зависимость между постоянными a�nJ 
и параметрами Лni• :  

У еловне нормировки для IJ!ni• 
дo/n iv (х, Ro) 1 = 1 дх х=О 

(2 . 18)  

(2. 1 9) 

и соотношение (2. 1 8) позволяют получить приближенное выражение для 
функции 'Pn iv в виде 

(2. 20) 

где 
Js;, - функция Бесселя первого рода ; 
�n i• = AnivRo . 

Решение для функции 'Pni• является близким к точному вблизи свободной 
поверхности жидкости , что приводит к хорошим числовым результатам 
при определении коэффициентов уравнений возмущенного движения по 
формулам (2. 2) .  

Перейдем к решению краевых задач для функций \11"2 и \11"3 • Следуя 
Н .  Е .  Жуковскому, введем в рассмотрение функции 

F2 = \11"2 + xz, F3 = \11"3 - ху. (2 . 2 1 )  

Тогда для F2 и F3 получим краевые задачи 
l!.F2 = О , 

а:: = z Щi Е ,  д�2 = 2z cos (v , х) на S0, (2. 22) 

�2 = 

О 
на S1 + S2 , 

l!.F3 = О , 
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дFз ах· = -у на :Е , дF 
дv

3 = -2у cos ( v, х) на S0, 

(2 . 23) 

Сформулируем, далее, вспомогательную краевую задачу с параметром 
в граничных условиях 

llcp�i = О , 

д * д * 
д
срхпi = О на :Е , СFп; Л* * 

(f; = n/.Pni 

(2 . 24) 

Краевая задача (2 . 24) легко решается изложенным вариационным методом. 
Мы получим систему собственных функций вида * * 

f[lniv = IJiп iv COS [S;v ('"IJ + tX) ] .  (2 . 25) 

Решения для функций 
W 2 и 

W 3 представим теперь в виде разложе
ний по собственным функциям краевых задач ( 1 . 4) и (2 . 24) .  Имеем 

W2 = - xz + � � Cnзvf{lnзv (х , у, z) + � � С�з.rр�з. (х, у, z), (2 . 26) 
•=0 n= l •=0 n= l  W3 = ху + � � Dn2v!fln2• (х , у, z )  + � � D�2vf{l�2v (х, у , z) . (2 . 27) 
v =O n = l  v = 0  n= l  

Использовав граничные условия для F2 и F3 и граничные условия для 
ffnr и ер�;. получим для коэффициентов разложений (2 . 26) и (2 .27) выра
жения вида : 

2 ss z cos (v , х) ср�3, dS 
с* - s. n3v - ---=-"--*---:j,:-;;S;--*-2---

Лnзv · Сfпзv dS 
s. 

-2 SS у cos (v , х) ср�2, dS 
D* - s . n2• - ---=-�*-S-;<'S""""*_2 __ _ 

Лп2• 'l'n2• dS 
s. 

(2 . 29) 

(2 . 30) 

При использовании функций 
W2 и 

W3 в практических расчетах прихо
дится пользоваться их конечными суммами, причем число t!ленов разло
жений выбирается в соответствии с ус.11овиями каждой конкретной 
задачи. 

Выпишем в заключение выражения для коэффициентов уравнений 
возмущенного движения, которое определяется через функции ffniv (2 . 20) : 

2р0 sin а 2 
) ,.. J (,.. ) тпзv = (1 - 2 ) Л 3 С [ Cnзvls3,+I (Спзv) + ( 1  - Sзv '-nЗ• sзv '-nЗ• -sз. n3•J s3, ( пзv> 

(2 . 3 1 ) 
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.. 
- 2 ( 1 - S�v) � Js2,+2k+l (Cn2v) ] ,  k=O 

. _ PoR�!) [ 1 _ Js1,-! (Cniv) Js�v+l (Cniv ) J Р.п lV - 2Л . 2 • mv Js .. < Cniv ) 
Мп2• = РоАпзv SS W2rpnзv dS, Мпз• = PoAn2• SS Wз<fn2• dS, 

Е Е 

J<.l> = ss qг.  aw 1 dS 
8 = { 2а. при s,, = О, 

' Ро t а" • а. при s�v =1= О. 
s 
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(2 .32) 

(2 . 33) 

(2. 34) 

(2 . 35) 

При определении коэффициентов Mпiv для функций W; используются вы
ражения (2 . 26) , (2 . 27) , а для <fni• - выражение (2. 20) . При определении 
момента инерции 1�1> (2 . 35) в разложениях для W, следует использовать 
ф ун кции rpn1v ,  найденные вариационным методом, так как  выражение (2 . 20) 
является близким к точному лишь вблизи свободной поверхности жид
кости . 

§ 3 . Решение краев ых задач для полости вращения 
с перегородками в случае движения тела с жидкостью 

относительно оси симметрии полости 

В случае возмущенного движения тела с жидкостью относительно 
оси симметрии полости , характеризующегося вектором малого поворота 

-> -> 
w = wk1 , потенциал смещений имеет вид 

.. 
Х (х , у, z , t) = W (х, у, z) ro (t) + � rn (t) <fп (х , у, z) .  (3. 1 )  n= l  

Уравнения возмущенного движения для этого случая записываются сле
дующим образом : 

где 

(JO + lJU>) 1i> + � � lMxпinv = м; , •=О n= l  
Р.п• (Гпv + а�.rп.) + Мхп•w = О, 

('>' = 0 , 1 ,  2 , . . . , n = 1 ,  2, . . .  ) , 

Mxnv = Ро SS \]!"д;:• dS, 
Е 

J(l) = Ро JJ w�; dS,  
s 

2 \ • Onv = лпv] , 

(3 . 2) 

(3 .3) 

Методом, изложенным в предыдущем параграфе, �ля <fn• получим 
выражение вида 

где 

Лп,х , � 
е J s• ("п•"') <fn• = Л J (С ) cos [s. (1j + а.)] , n"�� sv n.,o 
l (2'1 + 1 ) 

s. = 2 ' \1 = о, 1 ' 2, . . . • 

(3 . 4) 
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Краевая задача ».ля Ч!' формулируется следующим образом : 

Ll\1!' = О, 
дW 
дх = О на I: ,  (3 , 5) 

дW 
д'l = y cos ('l , z) - z cos ('l , у) на S. 

Представив функцию Ч!' в виде 

где 
Ч!' = F - cyz , (3 .6) 

1 
C = cos 2a ' 

получим ».ЛЯ F краевую задачу 
LlF = О, 

�: = О  на I: ,  �� = -с� s in 21j cos ('� , е) на S0 • 
дF � = о на sl + s2 . 

(3 . 7) 

Решение для F будем искать в виде разложения по собственным 
функциям краевой задачи (2. 24) : 

F = � � A�.rp�. (х, у, z) . (3 .8) 
• =О n = l  

Использовав второе граничное условие (3 ,7) , получим для А�. выражение 

J е2.у�. dx 

А* 
-

4 L 
nv - - 2 * ""S_*_2_ 

(s, - 4) Лта eo/nv ds 
L 

(3 .9) 

На основании (3 . 4) и (3 .8) коэффициенты уравнений возмущенного дви
жения (3 .3) nринимают следующий вид : 

J(l) = -2 :t 't А�. S S еф�. dx de + tg 2а Лез dx de . 
• = О  n = l  S1 S1 

(3 . 1 0) 

(3 . 1 1 ) 

(3 . 1 2) 

Для случая кругового цилиндра с перегородками изложенный здесь ме -
тод решения краевой задачи (3.5) является точным. 

Путем разделения переменных получим решение краевой задачи д•1Я 
функции rp� в виде 

ер: = �s· cos [s. (1j + а)] , * s. 
л . =  Ro • 

(3. 1 3) 



Определение гидродинамических характеристик . . • 

Для момента инерции жидкости получим выражение 

4 [ tg 2a 8 � 1 ] 1 = Roh -4- - � � s, (s, - 2) (s. + 2)2 ' • =0 
которое совпадает с соответствующей формулой работы [6] .  

6 1  

(3 . 1 4) 

Рассмотренные здесь методы решения краевых задач могут быть 
применены к исследованию возмущенного движения тела с полостями 
разл ичной геометрической формы (сфера , конус ,  эллипсоид вращения 
и т .  п . ) .  
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ОБ ОДНОМ ПРИБЛИЖЕН НОМ МЕТОДЕ ОПРЕДЕЛЕН ИЯ 
ГИДРОДИ НАМИЧЕСКИХ КОЭФФ И ЦИ ЕНТОВ УРАВ НЕН И Й  

ВОЗМУЩЕННОГО ДВ ИЖЕН ИЯ ТВЕРДОГО ТЕЛА С ПОЛОСТЯМИ ,  
ЧАСТИЧНО ЗАПОЛНЕННЫМИ ЖИДКОСТЬЮ 

И. А. Лук.овск.ий 
Институт математики АН УССР 

(г. Киев) 

§ 1 .  Предварительные замечания и постановка задачи 

Возмущенное движение тела с жидкостью будем характеризовать 
движением системы координат Oxyz ,  жестко связанной с телом , относи
тельно системы координат O*x*y*z* , совершающей заданное движение 

в поле массовых сил (рис . 1 ) .  
Как известно [ l ] ,  уравнения возмущенного 

движения системы тело - жидкость в главной 
плоскости симметрии Gxz имеют следующий 
вид: 

(JO + f) w + � Moпrn = M�, ( 1 . 1 ) n=l 
P.n (r n + a�r п) + тit + MonW = О, 

(п = 1 ,  2, . . . ) . 
Здесь т0 и т - масса твердого тела и масса жид

кости соответственно ; 
Рис.  1 . zo - момент инерции твердого тела 

относительно оси Gy ; 
о о Ра и М а - проекции главного вектора и главного момента внешних 

сил ; 
и и w - линейное и угловое смещение теJ1а в рассматриваемой 

плоскости ; 
rn - обобщенные координаты волновых движений жидкости ; 
an - частота свободных колебаний жидкости . 

Точка G называется метацентром системы тело - жидкость . Она обла
дает тем свойством, что система уравнений возмущенного движени я ,  за
писанная в системе координат с началом в точке G, принимает канони-
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ческий вид. Координата точки G связана с координатой центра масс 
системы G 0 соотношением вида 7tpoR� Хо - ха. = 4 (т + то) ' ( 1 . 2) 

где R0 - радиус свободной поверхности жидкости . 
Гидродинамические коэффициенты уравнений возмущенного 

( 1 )  представляются следующим образом : 
движения 

где 

Ss a'f'n ss a'f'n m11 = Р о  Z дх dS ,  Моп = Ро W ах dS, 
� � 

!111 = РоАп ss rp:ds, 1 = р0 55 W �: dS, а� = Л11j, 
� s 

( 1 . 3) 

:Е и S - свободная поверхность жидкости и смачиваемая поверх
ность полости соответственно ; 

j - ускорение поля массовых сил ; 
А11 - частотный параметр . 

Система гармонических функций rp11 , определяющих волновые дви-
жения жидкости , является полной в области Q , ортогональной на сво
бодной поверхности жидкости t ,  и удовлетворяет краевым условиям a'f'n - = Л m на I: а� п т ",  , 

ar.p/1 
а:; = О на S, ( 1 . 4) 

г де v - орт внешней нормали к поверхности области Q. 
Гармоническая функция W, характеризующая вращательное движе

ние жидкости , определяется следующей краевой задачей : 
AW = О, 

ачr 
ах = О на :Е ,  

ачr 
а� = z cos (v , x) - x cos (v , z) на S. ( 1 . 5) 

В определении коэффициентов m11, Моп и р.11 , которые выражаются 
через интегралы по поверхности :Е, участвуют функции rp и W, а в опре-п 
делении момента инерции 1 участвует только функция W. Поэтому,  если 
мы найдем решение краевой задачи для функции rp , близкое к точному n 
вблизи свободной поверхности жидкости , а для функции W - близкое 
к точному во всей области Q, то есть основание считать, что примене
вне соотношений ( 1 . 3) приведет к хорошим результатам . 

В дальнейшем мы займемся построением этих функций и анализом 
полученных с их помощью выражений для коэффициентов уравнений 
возмущенного движения.  

§ 2 .  Построение приближенного решения задачи о волновых движениях 
жидкости в сосуде, имеющем форму тела вращения 

Введем в рассмотрение систему координат О' х' у ' z' с началом, лежа
щим на невозмущенной свободной поверхности :Е .  Ось О' х' совпадает 
с осью симметрии полости. 
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Можно показать , что в рассматриваемом нами случае движения 
системы твердое тело - жидкость в плоскости Gxz функция rp имеет n 
вид 

rp = sin "'Jo/ (х, �) . n n (2. 1 )  

г;;r.е функция 'f n (х , � )  определяется и з  следующей краевой задачи : 

где 

д2ф д· ' ·  д2. ! .  
�2 _n + � 2 + �2 _'�'_п _ ,,, = О дх2 д� д�2 'f n ' 

до/ 
_д.!'.!. = Лп<f на L1,  х n 

дфп -д = О на L , 'f = О при � = О, � n 

(2 . 2) 

(2 . 3) 

L1 и L - линии пересечения главного меридионального сечения по
лости со свободной поверхностью I: и смачиваемой поверх
ностью полости s . 

Краевую задачу (2 . 2) и (2 . 3) можно свести к вариационной , т .  е. 
к исследованию на �кстремум функцианала вида 

1 (о/) = J J [ Ц<ji; + <ji�) + Т <f2] dx d� - Л J �'f2ds. 
G Lt 

(2 .4) 

Следуя приближенным методам решения вариационных за;;r.ач, функцию 
'fп (х, �) представим в виде 

где 
a�nJ - произвольвые постоянные ; 

wk (х , е) - линейно независимые решения уравнения (2 .2) .  
Координатная система функций может быть построена при помощи 

сферических функций [2] : 
1 w1 = � .  w2 = х� .  w3 = х2� - 4  �2 • • • • (2 .6) 

Между функциями wk (х ,  е) легко установить рекуррентное соотношение 
вида 

(k - 1) (х2 + �2) wk-l + (k + 2) wk+l = (2k + 1) xwk , (2 .7) 

которое позволяет легко получать эти функции для сколь угодно боль
ших индексов k .  

lfаиболее легко вариационным методом определяется частота основ
ного тона колебаний жидкости . Вообще говоря , с физической точки зре
ния она является легко доступной величиной и легко поддается опреде
лению как приближенными теоретическими методами ,  так и эксперимен
тально [3] . 

Анализ точных решений для простейших полостей показывает , что 
волновые движения жидкости носят ярко выраженный поверхностный 
характер . Амплитуда колебаний частиц жидкости резко затухает с ростом 
глубины жидкости . Эти факты подтвержр,ены также и эксперименталь
ными исследованиями [5] . 
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Построим приближенное решение краевой задачи для rpn ' основы 
ваясь на предположении о том, что спектр частот колебаний жидкости 
д.1я заданной полости найден каким-нибудь из приближенных методов 
или экспериментально . Учитывая предыдущие замечания о характере 
волновых движений жидкости и о частотах свободных колебаний,  для 
этой цели естественно воспользоваться первым из граничных условий (2 .3) 
рассматриваемой краевой задачи . Формы свободных колебаний жидкости , 
соответствующие заданному спектру частот, будем искать в классе функ
ций (2 . 5) .  Заметим, что система координатных функций wk (х , �) удовлет
воряет, кроме рекуррентного соотношения (2. 7) ,  еще одному рекуррент
ному соотношению вида 

(2 .8) 

Подставляя (2 . 5) в граничное условие на свободной поверхности жидкости 
с учетом соотношения (2 . 8) , найдем рекуррентное соотношение между 
постоянными а�' ! ,  в которое входят известные параметры Лп 

лk-' 
(n ) __  n tn ) ak -- (k - 1 ) !  al · 

Подставляя (2.9) в (2. 5) , получим для соответствующих 
функций �n (х , �) следующее разложение : 

�n (х, �) = ain> [; + Лпх� + �� ( х2; _ � �з) + 
+ �� ( хз� - � х�з) + . . . J . 

(2 .9) 

собственных 

(2 . 1 0) . 
С помощью непосредственной проверки нетрудно убедиться, что к (2 . 1 0) 
приводит также выражение 

2a\n) 
�n (х , �) = -л- еЛпхJ1 (Лп�) .  (2. 1 1 ) n 

где 
J 1 - функция Бесселя первого рода и первого порядка. 
Пользуясь условием нормировки для функций �n вида 

найдем для аг> значение 

д<jin (х, R0) 1 
д = 1 , Х х=о 

(2. 1 2) 

(2. 1 3); 

Таким образом, искомое приближенное решение краевой задачи ( 1 . 4) 
имеет вид 

(2. 1 4) 
где 
�по = ЛnRo .  

Решение (2. 1 4) изменяется в зависимости от геометрии полости в соот
ветствии с изменением частотного параметра Лп, который определяется 
этой геометрией . 

1/4 5 5- 1 0 1  
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§ 3 . Решение краевой задачи для функции 'У вариационным методом 

Обозначим через 'F' решение краевой задачи ( 1 . 5) , найденное в си
стеме координат О'  х' у' z ' .  Функция \]!, определенная в системе координат 
с произвольным началом на оси симметрии полости , связана с IJГ соот
ношением 

'У = 'У' - lz, 
где l - координата центра свободной поверхности жидкости . 

В силу осевой симметрии полости решение IJГ' представляется в виде 
'У' = sin 11F (х ' , � ') . (3 . 1 )  

Для F (х' ,  Е') получим следующую двумерную краевую задачу (знак ( ') 
опустим) : 

�2 д2F + Е дF + �2 д2F - F - о (3 .2) axz д� a�z - • 
дF 
дх = О на L1 , 

дF дv = � cos (v , х) - x cos (v , �) на L , F = О при � = О. (3 . 3) 
Она может быть сведена к вариационной [6] , т .  е. к исследованию на 
экстремум функцианала вида 

I (F) = SS [ � <F: + F�) + f F2] dx d� - 2  S � [ E cos (v , x) - x cos (v ,  Щ ds, 

где 
G L (3 . 4) 

ds - линейный элемент линии L . 
Решенпе вариационной задачи представляется в виде 

(3 .5) 
где 

bk - произвольвые постоянные ; wk (х ' ,  Е ') - введенная ранее система координатных функций .  Постоян
ные Ь" будем находить из условия, что функция F должна 
давать минимум функиион лу (3 .4 ) . 

Для определения постоянных Ь k получим систему линейных неодно
родных уравнений вида 

где 

анЬt + а12Ь2 + · · · + atnb" = lt•  
az lb l  + rJ.22b2 + · • • + a2nbn = lz •  

а;; = s е ��� w;ds, 
L+L, 

(3 .6) 

1t = s � [� cos (v , х) - x cos (v , е) ] w,ds. (3 . 7) 
L 

Таким образом, окончательное выражение для функции 'У имеет вид 
n 

'У (х, у, z) = sin ТJ � bkwk (х' ,  Е') - lz. 
k=l 

(3 . 8) 
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§ 4. Определение коэффициентов уравнений возмущенного движения 
твердого тела с жидкостью 

Подставляя граничное значение функции (2. 1 4) в первое соотношение 
{ 1 . 3) , приходим к следующему выражению для коэффициента т" : 

2" R, 2 - 5 \  д<р" dS _ 5 · 2 . d С t2 J1 (ЛпЕ) dt _ 1tpo("o J2 ((по) (4 1 т" - Ро ) Z д - Ро SIП � 1j J с; Г(ГТ с; - -3- J(Г · · ) � v 
0 0 

1 по Лп 1 по) 

Подставим функции W (3 .8) и ер (2 . 1 4) во второе уравнение ( 1 .3) . По-п 
л учим 

21t R, т 

М0" = Ро 5 siП2YJd1j 5 ['L b1,wk (0, �) - z�] �\�пЕi �d� = 

О u k=l пО 

т Ro 
= J�7�" > 'L ьk5 �wk (О , �) J1 (Лп�> d� - tтп. пО k =l О 

(4 .2) 

Запишем формулу (4 .2) для т = 5, которая во многих случаях является 
достаточной для использования в конк ретных расчетах :  

7tp0 { [ 1 з ( 1 4 2 ) Jz ((пo> ] М оп = (Ь1 - l) тп - л� Ь3 2 Спо + 4 Спо - 2Спо J1 ( (по> -

- �� [ ( � С�о - 6С�0) + ( � С�о - 3С�о + 24С�о) �: ��::: )} . (4 .3) 

В!D!ражение для коэффициента �'-п ( 1 .3) при подстановке 'fп (2 . 1 4) 
преобразуется к виду 

(4 .4) 

При подстановке значения функции W (3 . 8) в последнюю формулу для 
момента инерции 1 ( 1 . 3) получим следующее выражение: 

(4.5) 
где 
V - объем жидкости. 

Принимая во внимание,  что вторая из формул (3 .7) приводит к равенству 

(4.6) 
т 

и обозначая через /' = 7tp0 -� bklk момент инерции жил.кой массы относи-
R = l  
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тельно оси , лежащей на свободной поверхности , придадим формуле (4 . 5) 
вид 

1 = ml2 + 2mlx�w + 1' , . (4 .7) 
где 
xif и x�w - координата центра масс и метацентра жидкой массы 

в системе координат, связанной со свободной поверх
ностью жидкости . 

Получением выражений (4 . 1 ) , (4 . 3) , (4 .4) ,  (4 . 7) полностью исчерпы
вается реiUение поставленной гидродинамической задачи.  

§ 5 . Анализ полученных результатов 

Анализ будем проводить с учетом только основной частоты и формы 
колебаний жидкости . При оценке приближенных реiUений мы будем часто 
прибегать к использованию существующих точных реiUений и прибли
женных , полученных другими методами . О качестве реiUения, получен
ного с помощью вариационного метода, будем судить также по характеру 
процесса сходимости соответствующих коэффициентов уравнений возму
щенного движения .  

Качественный характер поведения приближенных реiUений, следуя 
Н .  Е . Жуковскому [7] , можно проанализировать путем построения по
лости по найденному потенциалу смещений .  В частности этот метод мы 

применим к анализу приближенного peiUe-
f(�J ния для функции ер 1 ·  

J Согласно второму условию ( 1 .4) , урав-

·5 

Рис. 2. 

нение контура меридионального сечения 
полости , для которого реiUение ср 1 явля
ется точным, имеет следующий вид : 

с 1 s и . (() х (�) = т (Jo (() - Jl iO dc;, .  (5 . 1 ) 
с. 

Подынтегральная функция f (�) имеет вид, 
показанный на рис . 2.  При �о = 1 ,84 1 2 она 
обладает особенностью . Как известно, ре
IUению с �о = 1 ,84 1 2  соответствует цилин
дрическая полость , для которой тангенс 
угла а. между касательной к контуру по-
лости и осью Ох равен нулю. 

, Для полостей с �о < 1 ,84 1 2  имеем tg а. >  О , для полостей с �о > 
> 1 ,84 1 2 - tg а. < О . В соответствии с этим уравнение линии тока для 
полостей с �о < 1 ,84 1 2  получаем с помощью интегрирования левой ветви 
подынтегральной функции (рис. 2) , для полостей с �о > 1 , 84 1 2 - правой 
ветви при начальных условиях, соответствующих точкам пересечения 
контура полости с неваэмущенной свободной поверхностью . Степень сов
падения этих линий тока с контуром рассматриваемой полости является 
критерием точности используемого приближенного реiUения краевой задачи . 
Все упомянутые выiUе оценки точности приближенных реiUений являются 
достаточными . 

В качестве необходимых и достаточных условий адекватности 
найденных реiUений существу рассматриваемой механической задачи б у д ем 
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т� М2 
в дальнейшем использовать условие инвариантности величин - и � ,  

f'-n f'-n 
найденных различными методами .  При этом предполагается, что момент 
инерции жидкости 1 остается неизменным.  Это условие позволяет наибо
лее объективно судить о границах применимости полученных решений. 

1 .  Анализ числовых результатов для момента инерции жидкости 

Для отыскания момента инерции жидкости 1 используется только 
решение краевой задачи для функции IJГ.  Последняя была определена 
вариационным методом с использованием сферических функций в качестве 
координатной системы . Эффективность такого построения можно усмот
реть из сравнения с существующими точными решениями , а также из 
анализа сходимости последовательных приближений соответствующих 
коэффициентов уравнений возмущенного движения .  

Приведем числовые расчеты момента инерции 1 для некоторых .  осе
симметричных полостей . Момент инерции будем вычислять в системе 
координат, имеющей начало на невозмущенной свободной поверхности 
жидкости . 

а) П р я м о й к р у г о в о й  ц и л и н д р  с п л о с к и м д н о м 

Для случая полости с относительной глубиной жидкости h = 4 точ
ное ре шение f l ]  приводит к значению 1 = 59, 700 . Приближенные значе
ния ,  полученные при решении задачи вариационным методом, соответст
венно равны /3 = 58 ,894 ; /4 = 59 ,622 ; /5 = 59 ,65 1 .  

Индекс при 1 соответствует числу членов конечной суммы (3 .8) .  

б) П р я м о й к р у г о в о й к о н у с с о с ф е р и ч е с к и м д н о м 

Для конуса с углом полураствора а. =  35° , с глубиной жидкости 
h- = 1 , 2 и относительным радиусом сферического дна Rc = 2 ,6 имеем 

/3 = 1 ,07 1 82 ;  /4 = 1 ,074 1 7 ;  /5 = 1 ,074 1 7 .  

� О б р а т н ы й  к р у г о в о й  к о н у с  

Для конуса с а. = 45° и h = 1 приближенные значения момента инер
ции равны 

/3 = 0 , 33 1 1 3 ;  /4 = 0 , 332 1 5 ;  /5 = 0 , 33256. 

Все перечисленные выше примеры показывают, что изложенный ва
риационный метод определения функции IJГ является достаточно эффек
тивным и может быть использован для широкого класса осесимметрич
ных полостей . 

2. Анализ решения краевон задачи для функции �1 
В соответствии со сказанным выше приведем анализ приближенного 

решения <р1 для осесимметричных полостей различной геометрической кон
фигурации.  

5 *  
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а) С ф е р и ч е с к а я  п о  л о с т ь .  
Для сферической полости числовые результаты, полученные на  основании формул (4. 1 )  и (4 . 4) , будем сравнивать с результатами, полученными вариационным методом в работах [8] , [9] . Геометрические характеристики полости будем относить к радиусу сферы . 
На рис. 3-5 изображены линии тока , полученные путем интегрирования (5. 1 )  для разных относительных г луб ин жидкости в сферической полости. При малых относительных глубинах жидкости (рис. 3) линии 

.z .I 

о м ё. 

Е. 
-0,4 

с; 

-qв 1 
1 

/ 
/ 

/ -(2 / / _.. 

Рис. 3. Рис. 4. Рис .  5. 

тока почти полностью совпадают с диаметральным сеченис>м полости, 
т. е .  найденное решение может считаться практически точным во всей 
области , занятой жидкостью .  

При больших глубинах жидкости (рис . 4, 5 )  линии тока подходят 
к контуру тела лишь вблизи свободной поверхности . т . е. полученное 
решение остается близким к точному в той части области , где в основ
ном происходят колебания жидко�ти . 

2 тl Результаты расчета отношения - по формулам § 4 и вариационным l-'1 
метод.ом приведены в следующей таблице : 

• *2 
т,  т, 

h -* l-'1 l-'1 

0,5 0,5335 0,5323 
0,8 1 ,004 1 ,003 
1 , 1 1 ,273 1 ,267 
1 ,5 1 ,022 1 ,01 1 
1 ,8 0.3870 0,3822 

Значком * будем обозначать резу ль таты, полученные вариаuионным ме-
тодом. 

б) К о н и ч е с к и е  п о л о с т и  
На рис. 6, 7 изображены обратные конусы с а. = 45° и а =  2.5°, 

а также полости , для которых приближенное решение ср 1  является точ
ным. Из рисунков видно, что функция ср1 хорошо удовлетворяет краевым 
условиям зядачи ( 1 , 4) вблизи свободной поверхности жидкости . 
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Числовые результаты , полученные п о  формулам § 4 ,  сравнивались 
с результатами расчета соответствующих коэффициентов другим прибли
женным методом ( 1 0] , в котором функция ср1 представляется линейной 
комбинацией функций , ка- .х 
ждая из которых точно 
удовлетворяет условию на 
смачиваемой поверхности 
полости . 

Для конуса с а = 25° 
имеем 

2 *2 
m 1 m1 
- = 1 ,0960 ; * = 1 ,0982. 
tJ·J [1-1 

:t 

Для конуса с а = 45° ·fl4 
подобное сравнение можно 1 п ровести , использовав точ-
ное решение, которое име- -Q8 
ет вид 

Ф1 (х , �) = � + Л1хе . Рис. 6. Рис. 7. 

2 
m1 С помощью приближенного решения получаем - = 0 ,78462, а точное ре-

а !l-1 
ml шение (6 . 1 )  приводит к значению -= 0 ,78539. Аналогичные результаты 
!l-1 

приведем и для коэффициента М01 , в определении которого участвует 
функция W. При использовании приближенного решения д.т1я ср1 получим 
следующие значения :  

м2 �= о 28098 !J.I ' 

Рис. 8. 

2 (т = 3) ; Mut = 0 , 28 1 33 (т = 4) .  
fl-1 

Индексом т здесь обозначено число членов 
ряда (3 . 8) .  Использовав же точное решение 
для 'Pl• получим ::1 = 0 , 28274 (т = 3) ; 

м:�= 0, 28274 (т= 4) . 
!l-1 

Для прямого кругового конуса с а = 30° 
(рис . 8) при  большой относительной глубине 
жидкости имеем 

2 *2 
m1 m1 -= 0,0439 1 1 ;  * = 0 ,0439 10 .  !l-1 !l-1 

Таким образом , из анализа результатов следует, что рассмотренный 
выше метод решения поставленной гидродинамической задачи может 
быть применен к достаточно широкому классу полостей , имеющих форму 
тел вращения .  

На основании анализа решений соответствующих краевых задач 
и полученных выражений для коэффициентов уравнений возмущенного 
движения можно сделать следующие выводы : 
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1 .  Приближенное решение для функции 'Рп • построенное на предпо
ложении о том, что спектр частот свободных колебаний жидкости для 
заданной полости известен , в обrцем случае является близким к точному 
вблизи свободной поверхности жидкости . 

2. Решение краевой задачи для функции W изложенным вариацион
ным методом является достаточно эффективным, что непосредственно 
усматривается из хорошего совпадения с точными решениями и хорошей 
сходимости соответствуюrцих коэффициентов уравнений возмущенного 
движения, определяемых в зависимости от числа т членов ряда (3 .8) .  

3 . Выражения для коэффициентов уравнений возмуrценного движе
ния, полученные с помоrцью приближенных решений для функций <fп 
и W, выражаются через табулираванные функции Бесселя и приводят 
на практике быстро к цели при применении простых вычислительных 
средств . 

4 . Проведенный в § 5 анализ результатов показывает , что выраже
ния (4 . 1 ) ,  (4 . 3) , (4 . 4) и (4 . 7) могут быть использованы при исследовании 
возмущенного движения твердого тела с осесимметричными полостями 
различной геометрической конфиг урации.  
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ОСОБЕННОСТИ МАЛЫХ НЕЛИНЕЙ НЫХ _КОЛЕБАНИЙ 

ЗАЩЕМЛЕН НЫХ СТРУН 

К. В. Красильников 
Jtнепропетровский университет 

Поперечные колебания защемленной струны сопровождаются ее нели
нейным удлинением и изменением продольного натяжения . Вследствие 
этого колебания защемленной струны носят нелинейный характер . В ра
боте И. К. Мелдер [6] оценено влияние нелинейности на  частоту основного 
тона иенатянутой струны . В монографиях В. В. Болотина [ 1 ] ,  Н .  В. Мак
Лахлана [5] приводятся результаты по устойчивости коЛебаний струн 
и стержней, защемленный у 
конец которых совершает пе
риодические продольные ко
лебания . 

Настоящая работа посвя
щена определению условий , 
при которых набл·юдается 
независимость отдельных соб
ственных тонов колебаний ,  а 
также условий, при которых 
может происходить перерас-

.х 

Рис. 1 .  

Пределение энергий колебаний собственных тонов из-за неливейности 
движения. 

Рассмотрим колебания струны, защемленной на концах х = О и х = 10 • 
Поперечные отклонения струны от положения равновесия (рис .  1 ) 

обозначим через у (х ,  t) .  У длипение струны 1110 вследствие ее малых попе
речных колебаний у (х , t) будет иметь величину [ 1 ]  

1 sl· (ду)� 1110 = 2 дх dx, ( 1) 
о 

а продольное ее натяжение Т (t) в каждый момент лвижения булет опре
)].еляться формулой : 

где 

lo 
EF s (ду)2 

T (t) = Т0 + 2lo дх dx, 
о 

EF - продольная жесткость струны ; 
Т 0 - начальное натяжение. . 

(2) 
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Для составления уравнения движения защемленной струны по прин
цилу Даламбера спроектируем на ось оу силы, действующие на ее эле
мент dx (рис . 1 ) . 

После сокращения на dx получим 
q д2у д г ду] g дt2 - дх l Т ( t) дх = f (х , t) , (3) 

где 
q - вес единицы длины струны ; 

Т ( t) - нелинейвое натяжение струны , выраженное формулой (2) ; 
f (х , t) - распределенная поперечная сила, действующая на единиuу 

длины струны . 
Граничные условия для функции у (х , t) будут : 

у (0 , t) = О ; у ( 10 , t) = О .  (4) 
Начальные условия считаются известными функциями 

о 
ду (х, О) 

у (х, ) = ер (х) , дt = ср2 (х) ; {5) 

это прогиб и скорости элементов струны в начальный момент време
ни t = о . 

Подставляя в (3) выражение Т (t) из (2) и полагая f (х, t) = О, полу
чим уравнение свободных колебаний защемленной струны в виде 

lo 
q д2у Г EF s (ду)2 ] д2у g дt2 - l Т о + 2lo дх dx дх2 = О .  (б) 

о 

Решение однородного уравнения (б) находим в виде разложения 
в ряд по собственным функциям соответствующего линейного уравнения .. 

у (х , t) = L Фп (t) s in пl:х , (7) 
n=l 

где Фп (t) - соответствующие обобщенные координаты . 
Нелинейвый член уравнения (б) после подстановки в него ряда (7) 

будет : 
lo оо J (��)2 dx = L (;o1t у l� фk {t) . 

о k=l 
(8) 

п ф u • n1tx ринимая во внимание ортогональность ункции sш -т;; и выражение 
(8) ,  из уравнения (б) получим следующую бесконечную систему взаимо
связанных уравнений : 

(9) 

2 (n1e)2 т� где ron = т;; q ,  
очевидно, что 

( 10) 

Систему (9) положим в основу для исследования устойчивости соб
ственных свободных колебаний защемленной струны . 
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Вследствие малости правых частей системы (9) при рассмотрении 
малых колебаний в первом приближении ее решение определим в виде : 

где 
Фп (t) = An COS (wпt + ап) , ( 1 1 )  

An  и rxn - амплитуда и фаза п-го тона ,  определяются из начальных 
условий (5) . 

Подставляя в правые части системы (9) решения первого приближе
ния, получим следуюшую бесконечную систему уравнений для нахожде
ния второго приближения решений : 

ф2 ( t) + w� [ ( 1 + t h; ) +  h� cos 2w1t + � cos 2w3t + . . . ] ф2 (t) = 12Ф: {t) , 
k = L  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ( 1 2) 

Фп (t) + W� [ ( l + i: �) + � COS 2w1t + � COS 2w2t + · · ·1 Фп (t) = 1пФ� (t ) 
k=1 
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Как следует из рис . 2, в нашем случае решение уравнения ( 1 3) будет 
устойчивым. Таким образом, переход энергии второго тона собственного 
колебания защемленной струны в энергию колебаний с частотой первого 
тона невозмо)Кен . 

Аналогичная проверка показывает, что вообще для закрепленной 
струны переход энергии какого-либо тона в энергию колебания более низ
кого тона невозмо)Кен . Переход энергии колебаний какого-либо тона в энер
гию более высокого тона при определенных условиях оказывается возмо)К
ным . Например , энергия основного тона мо)Кет переходить в энергию 
любого обертона. Возмо)Кен переход энергии второго тона в энергию более 
высоких четных обертонов и т .  д. Эти результаты сведены в табл . 1 .  

Т а б л и ц а  1 

1 1 1 2 1 3 1 4 1 5 1 6 1 7 1 8 

1 1 1 - 1 - 1 - 1 - 1 - 1 - 1 -

2 1 + 1 1 - 1 - 1 - 1 - 1 - 1 -
1 

3 1 + 1 - 1 1 - 1 - 1 - 1 - 1 --

4 1 + 1 + 1 - 1 1 - 1 - 1 - 1 -

5 1 + 1 - 1 - 1 - 1 1 - 1 - 1 -

6 1 + 1 + 1 + 1 - 1 - 1 1 - 1 -

., 1 1 1 - 1 - 1 - 1 - 1 - 1 1 -т 

8 1 + 1 + 1 - 1 + 1 - 1 - 1 - 1 
В табл . 1 в первой строке располо)Кены номера тонов , энергия кото

рых имеет возмо)Кность ( +) или не имеет возмо)Кности (-) переходить 
в энергию тонов , номер которых указан в первом столбце . 

Уточним условия, при которых энергия первого тона может перехо
дить в энергию колебаний с частотою второго тона.  Для этого рассмот
рим решение, отвечающее таким начальным условиям, при которых отсут
ствуют все обертоны выше второго . В этом случае в системе ( 1 2) останутся 
первые два уравнения, которые запишем в виде : 

ф1 + w� ( 1 + 21 А�) ( 1 + р1 cos 4w1t) ф1 + 1Ф� = О) 
.. 2 ( -rA;) 3 • ( 1 4) 
ф2 + w2 1 + 2 ( 1  + р2 cos 2w1t) 9J2 + 419J2 = О 

где А1, А2 - амплитуды первого и второго тонов . 

Из ( 1 4) мы видим, что за счет нелинейнога удлинения 
таты первых двух тонов несколько возросли, а именно ; 

V _ , f -rA: 
wl = wl 1 + 21 А� ;  w2 = 2wl V 1 + 2 . 

струны час� 

( 15) 
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Подставим ( 1 5) во второе уравнение системы ( 1 4) и найдем расстройку, 
т . е. разность частот вблизи параметрического резонанса [2, стр . 2 10] .  

!J. = 2w;1 (А; - 4А:) . ( 1 6) 
Н . Н .  Боголюбовым и Ю. А.  Митрапольским [2 , стр .  286] показано ,  

2ы1 что для наступления параметрического резонанса отношение частот 
"'2 

дол1кно находиться в интервале 

4 + � р2 - р2 < (2S)2 < 4 + .! р2 + р2 ( 1 7) 3 2 2 "'2 3 2 2 ' 
т .  е .  ширина зоны расстройки должна не превышать 2р: . В таком случае 2-rA: 2р: = 

(2 + -rA�)2 . 
( 1 8) 

Из ( 1 6) и ( 1 8) видим, что в нашем случае ширина зоны неустойчи
вости пропорциональна А�. где А1 « 1 для малых колебаний ,  т. е .  рас
стройка ( 1 6) между частотами первого и второго тона вследствие нели
нейности такова , что в общем случае она выходит из зоны параметрического 
резонанса и переход энергии колебаний с частотою второго тона не осу
ществляется . 

Однако при условии , что разность ,,, 
А� - 4А: � О, ( 1 9) 

т .  е. при А1 � 2А2 расстройка ( 1 6) стремится к нулю и наступает параметри
ческий резонанс и энергия колебаний с частотою первого тона переходит 
в энергию колебаний более высокого второго тона .  Соотношения, анало
гичные условию ( 1 9) для второго тона, справедливы и для более высоких 
тонов . 

Физически условие ( 1 9) означает , что параметрический резонанс между 
тонами нелинейно колеблящейся струны возможен лишь при амплитудах 
обертонов, соизмеримых с амплитудой первого тона .  

В реальных механических системах и конструкциях.  рабочим органом 
которых является защемленная струна (например ,  шахтные направляющие 
органы [3, 4}) , высокочастотные возмущения не могут представлять опас
ности , так как их энергия не способна возбудить колебаний с частотою 
основного тона. 
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ОБ ОДНОЙ ДИНАМИЧЕСКОЙ ЗАДАЧЕ 

В. С. Гу бенко 
Днепропетровский институт инженеров железнодорожного транспорта 

В этой работе рассматривается задача о действии кругового штампа 
на упругий слой , когда поверхность штампа меняет свою форму со вре
менем по специальному закону. 

§ 1 .  Уравнения равновесия для осевой симметрии при отсутствии 
объемных сил с учетом сил инерции имеют следующий вид: 

д6 (д2F 1 дF F д2F) д2F 
(Л + р.) др + Р. др2 + р др - р2 + дz2 = Ро д/2 ; 

дб (д2w 1 дw д2w) д2w 
(Л + р.) дZ + р. др2 + р др + -дz2 = Ро дt2 • 

Здесь Л , р. - постоянные Ламе ; 
F, w - радиальные и вертикальные перемещения ; 

0 = дF + !_ +
дw р0 - плотность ; др Р дz • 

Решение системы ( 1 . 1 ) представляем в виде :  

F = [дrр (р , z) + д2ф (р , z) ] Х (t) . др др дz , 

w = [ дrр �; z) + д2фд�; z) - q2ф ( р ,  z) ] Х (t) ,  

где ер , ф, х удовлетворяют следующим уравнениям [ 1 ] 
!:t.ep = р2:р , !:t.ф = q2ф ; Х" - w2X = О ; 

!:t. _ д2 + 1 д 
+ 

д2 • � _ РоОО2 • 2 _ Ро • (>)2 
- др2 р · др дz2 • Р - Л +  2!Jo ' q - -!Jo - • 

( 1 . 1 ) 

( 1 . 2) 

Нормальные и касательные напряжения выражаются через ер ,  ф по 
формулам : 

Oz = [ 2р. (::� + :� - q2��) + Лр2:р ] Х (t) ; 

�р2 = [ 2р. (�
2
�z + д��z2) - p.q2:;] Х (t) .  

( 1 . 3) 

§ 2. Рассмотрим следующую задачу.  В упругий слой , лежащий н а  
жестком г ладком основании , вдавливается круговой штамп, меняющий 
форму основания по закону : 

w (р ,  о. t) = f (р) • х (t) . 
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Определим давления под штампом. 
Граничные условия:  

z = 0 :  'tpz = О ; w = f (р) 'Х (t) р < а ; Oz = О р > а. 
Z = h :  'tp2 = О ; W = О . (2 . 1 ) 

Здесь а - радиус круга ,  h - толщина слоя .  
Для функций ер ,  ф условия (2. 1 ) принимают вид: 

z = 0 :  2 (:� + �zt) - q2ф = О ; 

2� (�;� + а;�- q2 :;) + Лр2;р = о р > а; 
2 (2. 2) ф = - q2 f (p) ; 

Z - h · , , ,  - о д'f' - о - . '1' - , дz - ·  
Пользуясь преобразованиями [2J , условия (2 . 2) переходят в сле

дующие : 

где 

где 

- О•  2 (дul + 
д2uз) 2 - О · z - . дz дz2 - q u2 - ' 

2 (д2Vl + д'Jvз 2 дv2) + Л 2 О 1 1 .... • � дz2 аzз - q дz Р V1 = х .... � а ,  

и2 = - 22 • g (х) 1 х 1 < а ;  q 

Z - h· и - О · ди1 - О - . 2 - ,  дz - · 

х 

g (х) = � s t (t) tdt 
. V1t Vx2 - t2 

о 
Функции и;, V; (i = 1 , 2) , удовлетворяющие уравнениям 

!::.ul = p2ul , 
!::.vl = p2v1 , 

!::.u2 = qзиз , 
!::.vз = qзvз , 

д2 д2 !::. - + -- дх2 дz2 ' 
представляем в виде 

и1 (vl) = J [А1 (а.) ch z V а.2 + р1 + В1 (а.) sh z V а.2 + р2] ��� � da. . 
о 

U2 (v2) = j [А2 (а.) ch z V а.2 + q2 + В2 (а.) sh z V а.2 + q2]��� :� da.. 
о 

(2.3) 

(2 .4) 

После подсталовки (2 .4) в (2 .3) приходим к парным интегральным урав
нениям : 

j А (а.) siп а.х da. = g (х) 1 х 1 < а, 
о (2 .5) .. J a.G (а.) А (а.) cos а.х dcx = О l x ! > а  .. 
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где 

В . С. Губенко 

A = - q; А2 ; G (x) = -2p. ( t - �) G0 (x) ,  

2 (е2 - 1 ) x VX2+! [(2x2 + e2)2 cth hp V х2 + 1 + 
+ 4x2 V(x2 + е2) (х2 + 1 )  cth hp V х2 + е2] 

G О (х) = -'---;1-т.l>--;-( e-;;z-"1 ):-'-x-;;'u '--;+-8.;,-,-;.( 3;-';ez..-'---;;2;.) -;;e2;-.x•'+...,....;8;-;eu•.-x::o2...;..+;----;e2'-+.-----
+ (2х2 + е2)2 cosech2 hp V х2 + 1 - 1 6х4 (х2 + 1 ) cosech2 hp V х2 + е2 

2 q2 1 - v х = а · р ;  е = "jj2 = 41_ 2v , 
v - коэффициент Пуассона . 

где 

Уравнения (2 .5) легко свести к уравнению Фредгольма 1 1  рода : 
а 

а (х) + J !( (х - t) а (t) dt = F (х) , 
-а 

.. 

!( (х - t) = - � .� Л (а) cos а (х ·- t) da., 
о 

F (х) = 7tp. (� - 1 )  g (х) ,  
1 

Л = 1 - Go (a) ' 
При этом давления под штампом вычисляются по формуле 

а 

(2 .6) 

(2 . 7) 
(2 . 8) 

(2 . 9) 

а = 
_ Х UJ _!!__ s а' (х) х dx . (2 . I O) z V 1t р dp V х2 - р2 

р 

§ 3 .  Для решения уравнения (2 . 6) удобно функцию Л (а.) а п рокси
мировать так : 

1 1 - !!.. а. О < а. <  сх0 ; 
Л (а.) = 

е - RPP 
• 

п 
� сх0 < а. < оо • 

Так для v =-= 0 , 25 и hp = 1 

k = 0 , 273 ; R = 0 ,333 ; а.0 = 1j,_5 • 
При этом максимальная погрешность составит 2 ,5 % . Для этих численных 

а значений при h < О, 1 получим 

k (x - t) = - � [о.9 1 7 - 2,88 (х h ty + 2,28 (х 
h t)4] . 

Тогда а (х) = F (х) - А1х + А3Х3 , 
где А1А3 находятся из системы { ан • А1 + а.з1 • Аз = �� 

a.IзAI + а.зз • Аз = �з • 
а.н = 1 + 3,84 ( � )з ; а.31 = 2, 3 1  · а2 ( � )з ; 
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60,8 ( а )3 аlз = - fi2  h ; азз = 1 ; 
а 

�1 = s (5iz�6 
t - 9��2 t3) F (t) dt ;  

-а 
а 

�з = - 9k;2 s F (t) tdt. 
-а 

Величина напряжений 

Заметим в заключение, что изложенный прием может быть применен 
и для решения задачи , когда поверхность штампа меняет свою форму по 
закону, отличному от приведеиного здесь ,  но так, чтобы его можно было апроксимировать суммой функций f (р) · Х (t) .  
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НЕКОТОРЫЕ ЗАДАЧИ ТЕОРИ И УПРУГОСТИ ДЛЯ НЕОДНОРОДНОЙ 
ПЛОСКОСТИ ,  ОСЛАБЛЕННОЙ ПРЯМОЛИ Н ЕЙ НОЙ ТРЕЩИНОЙ 

В. И. Моссаиовсиий� М. Т. Рыбиа 
Днепропетровски й государственный университет 

В работе решена задача теории упругости для неоднородной пластины, 
ослабленной прямолинейной трещиной . Исходя из концепции Гриффитса 
установлен критерий разрушения . 

§ 1 . Сведение основной задачи теории упругости к задаче 
теории потенциала 

Рассматривается задача теории упругости о двух полуплоскостях 
с различными упругими свойствами . На линии соединения имеется прямо
линейная трещина длиной 21 ; на бесконечности приложены равномерно 
распределенные усилия р = const ,  перпенди кулярные к линии трещины.  
Такая постановка служит упрощенной моделью задачи о распределении 
напряжений в разнородных материалах, соединенных сваркой, или в сое
динениях неметаллических материалов , когда оправдывается предположе
ние о наличии плоской деформации или плоского напряженного состояния .  

П рямоугольные координаты выбираем таким образом , чтобы граница 
упругих полуплоскостей совпадала с осью Ох, начало координат поместим 
в центре трещины. 

Решение этой задачи ищем в виде 

и = �� + у д
до/ ,  V = �2 + У д

до/ .  ( 1 . 1 ) х у 
Здесь 

и, v - проекции упругих перемещений на оси координат ; 
�1, �2 •  ф - гармонические функции от х, у ,  связанные условием 

до/ = - }_ + (J- (дtpl + дtр2) 
ду 1- + З!J- дх ду ' ( 1 . 2) 

где Л и 11 - коэффициенты Ляме. 
Выражая напряжения через деформации и пользуясь формулами ( 1 . 1 ) , 

находим значения компонент напряжений ау и "ху на оси у = О 

ау (х , О) = (Л + 2р.) � (rp2 + ф) + Л ��� ,  
о) (дtpl дtpt до/) "ху (х , = 1" ду + дх + дх • 

Из формул ( 1 . 1 ) ,  положив у =  О ,  получим 
и (х, О) = �1  (х, 0) ,  t• (х , О) = �2 (х , 0) .  

( 1 . 3) 

( 1 . 4) 
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Будем рассматривать отдельно две упругие полуплоскости . 
Пусть среда с упругими характеристиками Е1 , v1 занимает нижнюю 

полуплоскость s-, а среда с упругими характеристиками Е2 , v 2 - верхнюю 
по.1уплоскость s + .  Отрезок -l < х < l оси Ох обозначим L' ,  остальную 
часть этой оси обозначим L".  

Для определения неизвестных функций имеем граничные условия 
а_;: (х, О) = а11- (х, О) = р • на L' ( 1 . 5)  'tt11 (x, О) =  't� (x , О) = О 

и+ (х, О) = и- (х , 0) , v+ (х, О) = v- (х, 0}, 
at (х, О) = а; (х, 0) ,  'tJи (x , О) =  'tJи (x, О) .  н а  L" ( 1 . 6 )  

Здесь,  как и в дальнейшем, величины, относящиеся к верхней полу
плоскости , обозначим индексом «+» .  к нижней «-» . 

Введем гармоничес кие соответственно в верхней и нижней полу-
плоскостях функции 'flt (х , у) и Ч'З" (х ,  у) соотношениями 

, , ,- Al + fJ-I ( - + -) 
'1' = - Л1 + З!J-1 Ч'а 'flз ' 

,1,+ = _ Л2 + 1J-2 ('fl + + 'fl+). '1' Л2 + З�J-2 2 з 
Из соотношений ( 1 .7) и ( 1 . 2) следует, что 

дер+ дер+ дер;- дер-: 
а; = а� · ау- = ах · 

( 1 .7) 

( 1 .8) 

Используя ( 1 .3) ,  ( 1 .2 ) и ( 1 .8) , из первого условия ( 1 .5) получим 

на L' 

где обозначено 
А _ Лk + 2�J-k 

1< - fJ-k ' (k = 1 , 2) 

Дифференцируя второе равенство из ( 1 .3) по х, учитывая, что д2 д2 
дх2 ('fl2 + ф) = - ду2 ('fl2 + ф) 

и принимая во внимание соотношения ( 1 .2) и ( 1 .8) , нахо».им 
д-с � ц  2fJ- (Л + 2f1 )  д2ерз 2fJ-2 д2ер2 дх. = Л + З�J- ду2 - Л + З�J- ду2 ' 

Тогда второе условие. ( 1 .5) можно записать в виде 
д2 - д2 - д2w+ д2w+ -.!!_ - А __!_!_ = О т 2 А т 3  О ду2 1 ду2 ' ду2 - 2 ду2 = . 

Аналогично из условий ( 1 .6) получим 
дер; дер: дер;- дер;-в2 дg - D2 ay- = В1 дjj - D1 дjj , 
д2ер: д2ер :- д2ер ;- д2ер ;-

D2 ду2 - Вз ду2 = D1 ду2 - В1 дуz • 

на L' .  

на L" 

( 1 .9) 

( 1 . 10) 

( 1 . 1 1 ) 

( 1 . 1 2) 

( 1 . 1 3) 
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2 
в = fl-k (1,k + 2fJ-k) D - fl-k (k 1 2) k Ak + 3r•k ' k - Ak + 3fJ-k 

' = ' . ( 1 . 14) 

Умножая первое условие ( 1 . 9) на В1, второе - на В2, вычитая и учи· 
тывая ,  что 

найдем 

В2 D 
А = 2 • 2 

дrр; 
д'f'� 

дrр-; 
д'f'-; В

2
-
д 

- D
2 -

д - В� -
д + 

D1 -
д = О. на L ' .  

у у у у 

Аналогично из условий ( 1 . 1 2) находим 

где 
К 1 - произвольная постоянная . 
Введем в рассмотрение функции 

<р: (х , у) = <р 2 (х, -у) ,  <р; (х, у) = rp3 (х, -у) . 
Тог да условия ( 1 . 1 9) запишутся в виде 

"' 

д2 * д2 * д2 -
д2 -

D '1'2 В '1'3 D '1'2 В 'f3 О 2 ду2 - 2 ду2 - 1 ду2 + 1 ду2 = ' 

в дrр; D дrр� в д'f'-; D дrр-; о - - + -- - � - + � - = . 2 ду 2 ду ду ду 

Интегрируя соотношения ( 1 . 2 1 ) ,  находим 

где 

rp; (х ,  OJ = К<р-; (х ,  О) - Hrp-; (х , 0) , 
<р: (х , О) = Hrp;- (х ,  О) - К<р-; (х,  0) ,  

К =  В1В; + D�D2 , D2 - B2 
Н = B1D� + B;D2 .  

D2 - B2 
Теперь граничные условия вне трещины ( 1 . 18) будут иметь вид 

- - lд'f'-; (х , у) 1 д'f'-; (х, у)] " rp2 (х , 0) - А0<р (х , О) =  О, д - А- д = О, на L , 
3 у О у У= О 

( 1 . 1 5) 

( 1 . 1 6) 

( 1 . 1 7) 

( 1 . 1 8) 

( 1 .20) 

( 1 . 2 1 )  

( 1 . 22) 

( 1 . 23) 

( 1 . 24) 
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здесь 
н Ао = к - 1 ' 

Вводя функции F 1 (х, у) и F 2 (х, у) соотношениями 

F1 (х, у) = ер;- (х , у) - А1ер;- (х, у) , 
F 2 (х, у) = ер;- (х, у) - �

� 
ер;- (х, у), 

( 1 .25) 

( 1 .26) 

из усJiовий ( 1 . 17) и ( 1 .24), поJiучим cJielJ,yющyю заlJ,ачу теории потенциала 
ДЛЯ ЭТИХ фуНКЦИЙ 

ГlJ,e обозначено 

дFt�X, 0) 
= О, 

[дР2�х, у)] 
= С1, \ х \ < l � у у=О 

F1 (х, О) - AF2 (х ,  О) = О, [дFt (х, у) В дF2 (х, У)] = О, 1 х 1 > l ду ду у=О 

§ 2. Решение плоской задачи теории потенциала 

( 1 . 27) 

( 1 . 28) 

( 1 . 29) 

Гармонические в полуплоскости у < О функции F1 (х, у) и F2 (х, у) ,  
удовлетворяющие граничным условиям ( 1 .27) и ( 1 . 28) , будем рассматри
вать как действительные части аналитических в этой полуплоскости 
функций Ф1 (z) и Ф2 (z) (z = х + iy) ,  т . е. 

1 1 --Fk (х, у) = 2 Фk (z) + 2 Ф" (z) ,  ( k = 1 ,2) . (2. 1 ) 

Из соотношения (2. 1 ) получим 
дFk (х, у) 

_ 
_!_ Ф' ( ) + _!_ Ф '  ( )  дх - 2 • z 2 k z , 

дFk (х, у) _ ..!_ Ф ' ( ) - _!_ Ф ' ( )  ду - 2 " z 2 " z . 
(k = 1 , 2). (2. 2) 

Введем функции Q1 (z) и Q2 (z) , аналитические во всей плоскости z 
за исключением разреза, совпадающего с L' , посредством соотношений 

Ф� (z) - АФ� (z) = Q1 (z), 
Ф� (z) - ВФ; (Z) = Q2 (Z ) , 

Ф� (z) - АФ; (z) = -Q1 (z), 
Ф; (z) - ВФ� (Z) = Q2 (Z) ,  

в s-

в s+. 

Граничные условия для Q1 (z) и Q2 (z) на L' будут 
В п- А - В · +  А + 

в - А "� 1 (х) - в - А Q2 (х) - в - А  Ql (х) - в - А Q2 (х) = 0 
1 п- 1 п- 1 n+ 1 n+ 2С · B - A "� l  (х) - В - А �2 (x) + B - A "� t (х) + в - А "�z (Х) = - lt 

(2 . 3) 

(2 .4) 

l x l < l 
(2. 5) 

Условия на L" У.!!Овлетворены соответствующим выбором функций Q1 (z) 
и Q2 (z) . 
6 5-101  
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Условия (2. 5) приводятся к следующим задачам линейного сопряжения [g ( ' 
А + VAв

g ( >]- В - VAВ [g ( ) А + VAВ g ( >]+ 1 XJ - В + V АВ 2 Х 
-

В + V АВ 1 х 
- В + V АВ 2 

х = 
2 (В - А) VАв С .  = -

В + V АВ 1t , 
(2 .6) 

· [Q (х) _ А - VАв g (х)]- _ в + VАВ [g (х) _ А - VАВ g (х)]+ 
= 1 В - V АВ 2 В - V АВ 1 В - V АВ 2 

Обозначая 

2 (B - A) VAB C . - t 
- B - VAB 1 ' 

A + VAB 
21 (z) - V 22 (z) = 23 (z) ,  В + АВ 

gl (z) - А - �Ав g2 
(z) = g4 (z) ,  

В - АВ 
условия (2 .6) запишем в виде 

g-1:' ·х) - В + VAв g:- (x) = 2 (В - А) С i 3 � В - V АВ 3 В - V АВ 1 ' 

g+ (x) - B - VAВ Q- (x) - 2 (В - А) С i . . 4 В + V АВ 4 В + V АВ 1 
Решением задачи линейного сопряжения (2. 8) , очевидно, будет 

или 

где 

2з (z) = Х0 (z) Р 0 (z) + 1 
V 

· 2 (В V А) V ABC1i 
1 _ В + АВ В - АВ 

В - VAB 

23 (z) = Х0 (z) Р0 (z) - (В - А) C1i. 
Как известно [ 1 ] ,  можно принять 

Х0 (z) = (z + l)-т (z - l)т-I ,  

= __!__ ln 1 в + VАВ 1 _!__ 
1 21ti В - V АВ + 2 . 

(2 .7) 

(2 .8) 

(2 . 9) 

(2. 1 0) 

(2 . 1 1 ) 

(2. 1 2) 

Полином Р 0 (z) следует выбирать так, чтобы Q3 (z) была голоморфной 
1 и исчезла на бесконечности не менее быстро, чем 2 .  Учитывая это , поz 

л учим {(z - [)T 1 } . 
23 (Z) = z + l z - l [ (21 - 1 ) l + zJ - 1  (B - A) C1t . (2 . 1 3) 

Аналогично строится решение задачи линейного сопряжения (2 . 9) 

24 (z) = {(: + 1(1 z � l [- (21 - 1 ) l + z] - 1 }  (В - А) C1i. (2 . 1 4) 

Подставляя (2. 1 3) и (2. 1 4) в (2 .7) , получим 

g (z) = (B - A) C1 i {[(z - l)i -1 - (z - l)_т _t ] <2 _ 1) l + 1 2 z + l z - l z + l  z + l  1 

+ [ (; + � / z 1 l + (; + �г; z � z1 z - 2} • (2 . 1 5) 
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Q (z) = B (B - A) C1i {[ (z - l)-т_1 - (z - l)т_l ] z -
1 2 V АВ z + l z + l z + l z - l [(z - z)-т 1 (z - l)T 1 ] } - z + l z + l + z + l z - l <21 - 1 )  l . 
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(2 . 1 6) 

После того как функции 21 (z) и 22 (z) найдены,  граничные значения 
• дFk дFk функции 7ii , дii находятся из формул дF1 �:· О) = 2 (В� А) {В (Q;_- (х) - Qt (х)] - А (Q; (х) + Q� (х) ] } , дF2 �;· О) = 2 (В � А ) { [Q;_- (х) - 2-;- (х) ] - (Q; (х) + Q� (х) ]} , (2 . 1 7) 

[дР��:· у)1=о = 2 (В� А) {В (Q-;- (х) + Qt (х) ] - А (Q; (х) - Q� (х)] } , 
[дF2�:· У'1=о = 2 (В � А) { [Q;_- (х) + 

gi" (
х
)
]
- (Q; (х) - g� (х) ] } . 

§ 3 . Критерий разрушения неоднородной пластины , 
ослабленной треLЦиной 

В работе Гриффитса [2] , посвященной образованию и развитию тре
щин в хрупком теле , применяется энергетический подход. Основные пред
положения теории Гриффитса заключаются в том , что на поверхности 
твердого тела действуют силы натяжения ,  аналогичные силам, действую
щим на поверхности жидкости ,  и что при образовании трещины длиной 2l 
уменьшение потенциальной энергии тела W* компенсируется поверхност
ной энергией трещины И. Для развития данной трещины необходимо, 
чтобы при увеличении размера трещины 2l изменение свободной энергии 
тела W* - И не возрастало . Таким образом, условие, необходимое для 
увеличения трещины, заключается в следующем : 

:z (W* - И) = О .  (3 . 1 )  

И з  соотношения (3. 1 )  · Определяются параметры критического равно
весного состояния .  

Гриффите получил соотношение, определяющее критическое значение 
разрушающего напряжения для растяжения бесконечной однородной пла
стины с прямолинейной трещиной длиной 21 силами , перпендикулярными 
к линии трещины : V 2ЕТ0 Ро = тcl ( l - v2) ' (3 . 2)' 
соответственно для условий плоского напряясенного состояния и плоской 
деформации . 

Здесь Е - модуль Юнга , v - коэффициент Пуассона , Т0 - поверхност· 
ное натяжение. 

Наличие в плоскости трещины длиной 21 пониясает потенциальную 
энергию ее на величин у 

l 

W* = -} J р (v+ - v-) dt, 
-l 

(3 . 

где v+ , v- - перемещения на верхнем и нияснем берегах трещины. 

6* 
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Учитывая формулы ( 1 .4) ,  можно записать 
+l 

W* = � s р (ер: - ер;-) dt. (3.4) 
-l 

Используя ( 1 . 26) , ( 1 . 22) ; (2. 1 7) , (2. 1 5) и (2. 1 6) ,  из (3 .4) получим 
l 

W* = pC�vA В . �  [Н - А (!( - 1 )]  s (l - x) {[ (l - x)_' _I_ -
4 А 1 _ А� 1 l + х l + х 

-l 
-e + �)' l 1 x] <21 - 1 ) t - [e + �г·

l � x + e+ ;)' l 1 x] x} dx. (3. 5) 
Вводя замену х = 2lu - l и пользуясь известной формулой 

1 J . .ха-1 ( 1  - х)�-1 dx = r (а) r (�) 
Г (rz + �) ' о 

где а и � - комплексные числа, удовлетворяющие условию 
Re (a) > O, Re (�) > 0 

Г - гамма-функция ,  
из  формулы (3 .5) находим 

W* = с VA в . �  [Н - А (К - 1) ] !2 [ Г ("r) Г (2 - ·r) -р 1 А 1 - А� I 1 Г (2) 

(3.6) 

_ r <r + 1 ) r (2 - т) _ r ( I  - ·o r  ( l  + т2 + r ( 1 - т) Г (2 - т>] (3 .7) r (3) 1 г (2) r (3) • 

Известно [3] , что гамма-функция Г {z) удовлетворяет функциональ
ному соотношению 

Г ( 1 + z) = zГ (z). (3.8) 
Кроме этого , имеет место формула 

Г (z) Г ( 1 - z) = � .  SIП 1tZ 
(3 .9) 

справедливая для всех комплексных z. 
Учитывая (3 .8) ,  (3.9), из формулы (3 .7) получим 

W* = pC1 1 /A А в ·  � [H - At (K - 1 )] l21 ( 1 - 1) r ·  (3 . 10) У 1 - А1 s .. n 1t"f 

Так как 
1 / В + VAB I 1 . l f_A_ 

1 = 2m ln В - V АВ + 2 ' то stn 'ltj = Jl А - В . (3 . 1 1 ) 

Учитывая (3. 1 1 ) и подставляя значения постоянных А1 , С1, А ,  В, 
/(, Н из формул ( 1 . 1 0) ,  ( 1 . 23) , ( 1 . 29) , выражая их через модули уп ру
гости Е1 ,  Е2 и коэффициенты Пуассона v 1 и v 2 ,  после некоторых преоб-
разований и упрощений, получим 

· 

е: ( 1 + v 1 )2 ( 3 - 4v1)  + Е� ( 1 + v2)2 (3 - 4v2) -1-
W* = 7tp'[2 + 2Е1Е2 ( 1 -/- v 1 ) ( 1  -/- v2 ) [( 1 - 2:1 ) ( 1 - 2v2) +2 4 ( l - v1 ) ( 1 - v2)) ( 1 - ·r) 1, 

2ElE2 /E1  ( l - v2) -/- Е2 ( 1 - v1 )j 
(3 .  ! 2) 
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где 

= _!_ l Е2 ( 1 + '� 1) (3 - 4'1 1 )  + Е1 ( 1 + '12) + 2_ 1 21ti n Е1 ( 1 + '�2) \ 3 - 4'12) + Е2 ( 1 + '� 1) 2 • 

Т ре щина обладает поверхностной энергией и, равной 
и = 4lT0• 

(3 . 1 3 )  

(3 . 1 4) 
Подстав.,'Iяя  в (3 .  1 )  значения и и W* из (3 . 1 2) и (3. 1 4) ,  находим величину 
разрушающего усилия 

г 2 � 

Ро = 1tl { Е� ( 1  + ·1 1)2 (3 - 4v1) + Е: ( 1 + '12)2 ( 3 - 4'12) + у 4Т0Е1Е2 (Е1 ( 1 - '�2 ) + Е2 ( 1 - '1 1 ) )  

+ 2Е1Е2 ( 1 + '�1) ( 1 + '�2)  [( 1 - 2'11) ( 1 - 2'12) + 4 ( 1 - '�1) ( 1 - '�2)] } 1 ( 1 - 1)  
(3 . 1 5) 

В случае однородной пластины (Е1 = Е2 = Е , v1 = v2 = v ) формула 
(3. 1 5) дает 

l f  2ETu 
Ро = J1 1tl ( 1  _ '12) ' 

что совпадает с результатом Гриффитса (3. 2) . 
В частном случае, когда одна из полуплоскостей является абсолютно 

жесткой (Е2 = оо ) ,  то отрыв произойдет при 

(3. 1 6) 
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К РАСЧЕТУ БАЛОЧНЫХ ПЛИТ НА М НОГОСЛОЙ НЫХ ОСНОВАН ИЯХ 

Ю. А. Наумов� Ю. А. Шевляков 
J{непропетровский государственный университет 

§ 1 .  Рассмотрим задачу об изгибе балки,  свободно лежащей на упру
гом п-слойном пакете [ 1 )  в постановке плоской теории упругости . Трением 
между балкой и пакетом пренебрегаем . 

Дифференциальное уравнение изогнутой оси балки согласно гипотезе 
плоских сечений имеет вид: 

D0 d4:x�x) = q (x) - p (x) ; (\ х \ < 1) ,  ( 1 . 1 ) 

где 
h�E0 D 0 = " - жесткость балки-полоски ; ( 1 .  2) 12 ( 1 - v0) 

l - палудлина балки ; 
р (х) - неизвестное реактивное давление под балкой ; 
q (х) - интенсивность заданной распределенной нагрузки . 

На основании работы [ 1 ] можно показать, что осадка верхней гра
ницы пакета определяется выражением 

2 +1 .. 2 ( 1 - vl) (' s dE v (х, О) = 1еЕ1 J р (t) dt • Ап (Е) cos Цх - t) Т ,  (\ х \ < оо ) ,  ( 1 . 3) 
-l о 

где An (Е) - вполне определенная функция ,  характеризующая податливость 
пакета и обладающая свойствами 

An (Е) = a0h1 E  при Е __". О, ( 1 . 4) 
Ап (Е) =  1 - b0 (h1E)2 e-2h�� при Е - оо , ( 1 . 5) 

Е 1 ,  v 1 , h1 - соответственно упругие постоянные и толщина верхнего 
слоя пакета;  

а0 , Ь0 - постоянные, зависящие от упругих констант и толщин 
слоев пакета . 

Рассматриваемая задача заключается в определении реактивного дав
ления р (х) при выполнении условия контакта 

у (х) := v  (х, 0) , l x \  < l ( 1 .6) 
и условий равновесия балки - полоски . 

Решение задачи будем искать среди функций ,  принадлежащих классу L 
(класс абсолютно суммируемых функций) . Относительно q (х) будем пред
полагать , что она принадлежит тому же классу функций L.  
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§ 2. Систему уравнений ( 1 . 1 ) и ( 1 . 3) сведем к интегральному уравне
нию Фредгольма 1 1  рода. В указанных уравнениях перейд.ем к безразмер
ным коор,!!.инатам 

х = fi; t = й; е = � . (2. 1 ) 

Учитывая условия контакта ( 1 .6) и оставляя, ради простоты, преж
ние обозначения переменных и функций ,  исходную систему уравнений ( 1 . 1 ) 
и ( 1 . 3) преобразуем к виду : 

d4y (х) l4 
dx4 = D [q (х) - Р (х)] о 

(2 .2) 

(\ x l  < 1 ) 
2 +1 2l ( l  - --�> s 

у (х) = �в1 p (t) K (x - t) dt, (2 .3) -1 
где 

К (х - t) = S An (и) cos (х - t) и d: .  (2 .4) 
о 

Ядро (2.4) интегрального уравнения (2 .3) может быть представлено 
в виде [2] :  

где 
К (R) = -ln !RI + F (R) , (-2 < R = (х - t) < +2) ,  (2.5) 

.. 
F (R) = ln 2 + J [е-2и - Ln (и) cos Rи] �и , 

о 
Ln  (и) = 1 - An (и) . 

(2 .6) 

(2.7) 

Интеграл, входящий в правую часть (2 .6) , СХО.!J.ИТСЯ равномерно. Про
дифференцируем т раз функцию : 

F<m> (R) = j иm-1Lп (и) siп [Rи + ; (т - 1 )] dи . 
о 

На основании признака Коши и свойств ( 1 .4) и ( 1 .5) петрудно показать 
равномерную сходимость и этих интегралов . Следовательно, функция F (R) 
является непрерывной вместе со всеми своими производными. 

Подставляя (2.5) в (2.3) ,  получим следующее интегральное уравнение: 

� 
. � 

- J p (t) ln l x - t l dt = 1еЕ1 2 у (х) - JF (x-t) P (t) dt=т (x) , (\ х \ < 1) ,  
_1 2l ( l - v1) 

_1 
(2.8) 

решение которого, если считать правую часть 1 (х) временно известной, 
имеет вид [3] : 
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. +1 
(х) = 1 { - _!_ J 1' (s) V i=S2  ds} (\ х \ < 1 )  р 1t V l -х2 Ро 1t s - x ' 

-1 

+1 

Ро = S p (x) dx. 
-1 

(2.9) 

(2. 10)  

Для исключения неизвестной функции у (х) обратимся к уравнению 
(2. 2) .  Интегрируя его , получим 

где 

. 
[4 +sl у' (х) = у' (- 1 ) + Do 00 (х - t) [q (t) - р (t)] dt , 

-1 

_ 
_ { 3 (х - t)2 ( - 1 <. t <. х) 

Go (X t) - О (х < t <. 1 ) .  

(2 . 1 1 ) 

(2 . 1 2} 

В соответствии с припятыми предположениями относительно функций 
р (х) и q (х) , интеграл, входящий в правую часть (2 .8 ) ,  является непрерыв
ной функцией от х, удовлетворяющей условию Дини - Липшица [2] .  

На основании (2 .8) ,  (2 .9) и (2 . 1 1 ) будем иметь 

1 { 1tE1 , 
+51 

Р (х) = V Ро + 21 ( 1 2) у (- 1 )  · х - Л0 ds Х 
1t 1 - х2 - ' \  -1 

+1 +t +1 
Х S 00 (s -:�г=-52 [q (t) - р (t)] dt + 5 ds · S Gп (s -:�l-52 р (t) dt} , 

-1 -1 -1 

где введены обозначения 
.. 

Gп (s - t) = ..!.. p; (s - t) = J... 5 Lп (u) sin (s - t) u du, 1t 1t 
о 

(2. 1 3) 

(2. 1 4) 

za Е1 ( 1 - v�) 
Ао = 3 2 • (2. 1 5} 

h0 Е0 ( 1 - v1) 
+1 

Постоянную у' ( - 1 ) выразим через т0 = S р (х) х dx. С этой целью 
-1 

уравнение (2 . 1 3) умножим на х и проинтегрируем его по х в пределах 
(- 1 ,  + 1) . Имеем 

+1 +1 +1 
то = ·� {21 ( 11tE\f) y' (- 1 )  • J ;: dxx2 А0 J ds J G0 (s - t) V 1 - s2 [q (t) -

-1 -1 -1 
+1 +1 +1 

- p (t)] dt · l
1
(s - x;�� - x2 + 1 ds · l Gп (s - t) V 1 - s2 p (t) dt Х 

+1 
Х 5 x dx } 

(s - х) V 1 - х2 • 
-1 (2. 1 6) 
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Как известно, 
+ I  S х 2  dx 1t 

V l - x2 = 2 ; 
-1 

+1 J" x dx 
(s - х) V 1 - х2 = -7t · 

-1 
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Из выражения (2 .  1 6) определим у' (- 1 ) . Полученный результат под
ставим в (3 . 1 5) .  После несложных преобразований получим следующее 
интегральное уравнение с непрерывным ядром : 

где 

+1 
7t V I - x2 p (x) - 7t  S [Л0Н0 (х, t) + Нп (х, t) ] p (t) dt = f (x) , (2 . 1 7) 

-1 
( \ х \ < 1 ) ,  

+1 н 
( t)

- 1 r f 1 + 2x (s - x)J Vr-=82 0  ( - t) d о Х, - 7t 1 s - x  о s s, 
�1 
+1 

Hn (х,  t) = _!_ S [ 1 + 2х (s - x)J VI=S2 Gn (s - !) ds, 1t s - x  
-1 

+1 

(2 . 1 8) 

(2. 1 9) 

f (x) = p9 + 2т0X - 7tA0 J Н0 (х , t) q (t) dt . (2 . 20) 
-1 

Постоянные р0 и т0 легко выражаются через главный вектор Р0 
и главный момент М0 нагрузки , приложенной к балке. Действительно, 
согласно условиям равновесия балки имеем 

+1 +1 
Ро = J р (х) dx = S q (х) dx , 

-1 -1 
(2 .2 1 )  

+1 +1 
т0 = S р (х) х dx = S xq (х) dx. (2 . 22) 

-1 -1 

Переходя в последних равенствах выражений (2 . 2 1 )  и (2. 22) к старой 
переменной , находим 

_ Ро . _ Мо (2 23) Ро - Т • то - 7.2- • • 

Относительно функции Н0 (х, t) следует заметить, что ее достаточно 
определить с точностью до линейной функции а (х) t + Ь (х) ,  так как со
гласно условиям равновесия балки 

+1 5 [а (х) t + Ь (х)] [q (t) - р (!)] = О. 
-1 

Из выражения (2 . 9) следует, что решение интегрального уравнения 
(2. 1 7) должно иметь вид 

р (х) = tf' (х) ' 1t V l - x2 (2 . 24) 

где ер (х) - непрерывная функция, удовлетворяющая условию Дини 
Липшица при самых общих предположениях относительно нагрузки . Под
ставляя (2 . 24) в (2. 1 7), приходим к интегральному уравнению относи
тельно ер (х) : 
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+1 
rp (х) - 5 ЛоНо (х;� � :n (х, t) rp (t) dt = f (х) , (\ Х \ < 1 ) . (2. 25: 

-1 

Итак,  задача сведена к решению интегрального уравнения тиш 
Фредгольма 1 1  рода (2 . 25) . 

§ 3 .  Приближенное решение полученного интегрального уравнениf 
бу}J.ем искать в виде линейной комбинации полиномов Чебышева 1 род< 

N 
rp (х) = � В1Т1 (х) ; (\ х 1 < 1 ) . /=0 

Используя ортогональность функций Т1 (х) с весом ( 1 - х2)-'/. н< 
основании (2 . 25) получим для определения В1 (j = О, 1 , 2, . . .  , N) систему 
N + 1 линейных алгебраических уравнений вида 

+1 N � 
B - = � 5 t <x> T; <x> dx + .! � { 5 т1 (t) dt х 

' 1t V I - x2 1t � V 1 - t2 -1 /=0 -1 
+ 1 

Х 5 ЛоНо (х;) + Hn (х, t) Т, (х) dx} Bi; (3 .2) 1 - х2 -1 
(i = O, 1 , 2, . . .  , N) 

(при i = О вместо множителя : следует писать �) . 
Подставляя сюда (2 . 1 8) - (2. 20) и вычисляя интегралы [4] , приходим 

к следующему результату : 

где 

1 Во = Ро } J В1 = 2m0 l В; = Л0Ь; -
1
�0 (Л04 + c�j>) В1 ; (i = 2, 3, • • . , N), 

(3 . 3) 

(3 . 4) 

о 576 Г 1 + (-l ) i+f] . i 
Ctj = 7 ' [j2 - (i + 3)2] . [j2 - (i + 1 )2] . [j2 - (i - 1 )2] . [j2 - (i - 3)2) ' (3 .5) 

(i = 2, 3, . . .  , N ;  j = О, 1 , . . .  , N ; при j = ± (i ± 1 ) ,  ± (i ± 3), 
-с?1 = 0) , 

с}'Р= - 2xi cos ; (i - j) • j Ln (и) J; (и) . J1 (и) d: ,  (3 .6) 
о 

(i = 2, 3, . . . , N ;  j = О, 1 ,  . • . , N), 
+1 +1 

Ь; = -2 5 q (t) dt · 5  Ho �, t) T; .(x) dx, (i = 2, 3, . . . . N), (3 .7) 
1 - х2 -1 -1 

+1 5 Н0 (х, t) T ; (x) dx = V i  - .}(2 - 1  
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f - � V 1 - t2 [.i_ И + ..!_ И (t) - .!_ И (t) + 2/ arcsin t ] (i = 2) 4 3 о 4 2 бо 4 V 1 - t2 • 
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3 v-- [ 3 3 и ( ) 1 и ( ) 1 arcsin t ] . - т  1 - t2 - в- И� (t) + 4о з t - 1 2о i t - 2 V 1 - t2 , (t = 3) 
= {  и - � V 1 - t2 [ U;-4 (t) - 3 i-2 (t) + 3U; (t) -

Здесь 

4 (i - 3) (i - 2) (i - l )  (i - 2) (i2 - l ) (i2 - J ) (i + 2) 
Uн2 (t) 1 (

" 
4 5 N) - (i + l ) (i + 2) (i + 3) t t = t t • • • , • (3 .8) 

И i (t) = s in [(i; 1 )  arccos t] - полиномы Чебышева 1 рода , 
1 - t2 

J; (и) - функции Бесселя. 
Исключая из системы (3 .4) известные коэффициенты (3 .3) ,  оконча

тельно получим: 

где 

N 
В; +  � (Л0с�/ + c�j>) В, = Л0d� - d�n> ; (i = 2, 3 , . • .  , N) , (3 .9) 

/= 2 

(3 . 10) 
(3 . 1 1 ) 

Наиболее простой вид принимает система уравнений (3.9) в случае 
однородного основания. Действительно, при этом An (и) == 1 и все c�j ) ,  как 
следует из (3 . 6) и (2 . 7) ,  равны нулю . Еще более упрощается задача для 
симметричной нагрузки на балку, когда все коэффициенты и свободные 
члены (3 .9) с нечетными индексами также равны нулю. В этом случае 
имеем 

(i = 2 , 4, 6 , . . . , N) , (3 . 1 2) 

где 
do Ьо о i = ; - С;оРо· (3 . 1 3) 

§ 4. В качестве примеров рассмотрим следующие задачи : 
I .  Балка на однородной полуплоскости под действием равномерно 

распределенной нагрузки q0 •  
Из формул (3. 1 3) , (3.7) и (3 .8) имеем : 

Ограничиваясь в системе (3 . 1 2) двумя уравнениями с двумя неизвестными , 
получим 

( С..: + 0,77607) B2 - 0,05 1 738 B4 = - 1 ,021 2 q0 

- 0 , 1 0348 В2 + (л: + 0 ,047035) В4 = О, 1 266 q0• 
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Определив отсюда 82 и 84 , на основании формул (3 .3) ,  (3 . 1 )  и (2 .24), 
получим решение задачи : 

1 [ 1 ,332Л� + 32,783Л0 0,238Л� - 4,0б5Л0 

] р (х) = 1t V 1  - х2 2 - Лб + 26,424Ло + 32 , 1 03 т2 (х) - А� + 26 ,424Ло + 32 , 1 03 т4 (х) . 
(4. 1 ) 

Для абсолютно жесткой балки ()..0 = О) получаем точное решение 

( ) 2q0 
Р Х = 

1t V 1 - x2 · 

При Л0 -+ оо (абсолютно гибкая балка) имеем 

р(х) = 
V 

qo [2 - 1 ,332Т 2 (х) - 0 ,238Т 4 (х)] . 1t 1 - х2 

Но 1t V 1 - x2 = 2 - 1 ,332Т2 (х) - 0,267Т4 (х) - . . . . Поэтому р (х) = q0 • 
Погрешность в этом случае, очевидно, будет тем большая, чем точки 
ближе. к краям балки. 

Для сравнения приведем решения, полученные �ругими авторами . 
П .  И .  Клубин [5] дает : 

qo [ 1 ,324f..8+ 1 0,022Л0
Т 

0, 1 8Щ - 1 ,424Л0 
Т 

] 
р (х) = 1t V 1 - х2 2 - Л8 + 8,75Л0 + 1 0 2 (х) - Л� + 8, 75Л0 + 10 4 (х) . (4 .2) 

Согласно А .  С. Сорокину [6] : 

р (х) = 
1t v7�x2 [ 2 - л��1���6 т2 (х)] . (4 .3) 

Сравнение формул (4. 1 ) . (4 .2) и (4 . 3) показывает, что результаты наши 
и указанных авторов практически совпадают. 

1 1 . Балка на однородной полуплоскости под действием сосредоточенной 
си.1ы Р , приложенной в ее середине. 

В этом случае в формулах (2 . 2 1 ) . и (3 .7) следует положить 
1 q (х) = Т Р8 (х) , 

где 8 (х) - функция Дирака . Тогда формулы (3 . 1 3) дадут 
1 1 2i [ 1t • 48 1 + (- 1 )i ] d; = т р (i2 - 9) (i2 - 1 )  cos 2-t - 1t (i2 - 9) (i2 - 1 )  • 

(4 .4) 

Система уравнений (3 . 1 2) при N = 4 получит тот же вид, что и в при
мере N!! 1 , но со свободными членами (4 .4) .  Таким образом, решение этой 
задачи будет 

_ Р [ 1 , 967Л0 + 53 ,258 Т. (х) 
+ 

р (х) - 1tl V 1 - х2 1 - Ло лg + 26 ,424Л� + 32 , 1 03 2 
+ Л 2 ,562Л0 + 1 0 ,404 Т ( . ] 0 Л 2 +26 424Л + 32 1 03 

4 х) . 
о t о ' 

(4 .5) 

Полученный результат практически совпадает при Л0 < 1 с решением 
А. С .  Сорокина [6] .  

Приведеиные примеры указывают н а  верность метода . Дальнейшие 
исследования задачи авторы предполагают провести на электронно-цифро
вой вычислительной машине. 
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О Т  Р Е Д К О Л Л Е Г И И  
1 .  В межведомственном республиканском научно-техническом сборнике 

«Гидроаэромеханика» помещаются статьи ,  содержащие новые результаты 
теоретических и экспериментальных исследований в области газовой ди
намики,  аэрогидромеханики, теплообмена ,  аэрогидроупругости и т. д. 

2 . Периодичность издания сборника - не реже двух-трех раз в год. 3 . Объем статьи не должен превышать 1 0- 1 2 страниц текста , напе
чатанного на машинке на одной странице стандартного листа (2 1  Х 30 см) 
через два интервала . Статьи необходимо представлять в двух экземплярах. 

4 .  Формулы и все обозначения вписывать от руки в два раза боль
шими буквами против печатного текста , четко и разборчиво . Под про
писными (большими) буквами одинакового со строчным начертания ставить 
п ростым ка рандашом две черточки . При разметке строчных (маленьких) 
букв две черточки ставить над буквой. Греческие буквы обводить крас
ным карандашом, готические - синим. Индексы и степени располагать 
строго ниже или выше соответствующих им букв и отмечать знаками 
понижения или повышения.  Подчиненные индексы отмечать вторыми 
соответствующими знаками . 

5 .  Рекомендуется двойная нумерация формул : первая цифра обозначает 
номер параграфа , вторая (после точки) - номер форму ль! . 

6 .  Чертежи и таблицы прилага.ть на отдельных листах ,  причем их 
место указывать в тексте статьи и на левом поле страницы . Чертежи, не 
более 4 штук, представлять тщательно выполненными черной тушью на 
кальке или на ватмане, но не на миллиметровке. Фото должны быть кон
трастными. черных тонов . Надписи на рисунках и графиках допускаются 
лишь те, без которых нельзя обойтись , все подробности выносить в под
писи . Рисунки должны быть последовательно пронумерованы, без повто
рения номеров с литерами. Подписи к ним давать на отдельных страницах 
в конце рукописи . 

7. Литература дается в конце статьи с сохранением такой последо
вательности : для книги - инициалы и фамилия автора ,  название книги , 
издательство , место и год издания ; для журнала - инициалы и фамилия 
автора ,  название статьи (без кавычек) . наименование журнала , том, вы
пуск, место , год издания .  Не разрешается ссылаться на неопубликованные 
работы . 

8. В конце статьи должны быть указаны имя,  отчество и фамилия 
автора ,  его адрес и название организации , где проведена работа .  К статье 
прилагается соответствующая документация .  
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