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ПРЕДИСЛОВИЕ 

J\пига посвящена двум основным разделам атомной физики­

систематике и определениIO энергетических спентров многоэлеl~­

ТРOJIПых аТ011ОВ и понов и общей теории радиационных перехо­

дов - нан дипольпых, так и мультипольпых. Характерной осо­

бепностью I\ниги является одновременное рассмотрение обоих 

разделов в перелятивистском и реЛЯТИВИСТСБОМ приближениях, упор 

па сложные многоэлектронные атомы, содержащие неснолыю нс­

заполненных оболочеБ, 11 на мнnгозарядные ионы, а также де­

тальнuе рассмотрение других, отличпых от LS, типов связи. В из­
ложеIIНОМ математичеСБОМ аппарате теории широно использованы 

свойства симметрии многочастичных систем, ЧтО значительно по­

высило его универсальность и эффективность, позволило в еди­

ном подходе охватить атомы праБтически всей периодичссноj.i 

системы, а таЮfiе ионы различных степеней иопизации, включая 

и очень ВЫСОБО ионизuванные атомы. "Учет релятивистских эф­

феJ.;ТОВ JШJ.; в виде попраВОБ, таБ и на основе релятивистского 

оператора энергии ц релятивистсhИХ волновых функций, кан ВЫ­

я:спилось, НВ.'Iнется весьма существепным при анализе структуры 

спеl\ТРОВ и радиационных переходов для ионов БЫСОI,ИХ степенеii 

ионизации. 

Мопография в cBocii основе ориентирована па астрофизнков, 

по Б той же мере она будет полезна всем спеБтрОСJ.;опистам и 

особеНlIО тем, кто запимается исследованием горячей плазмы. 

Изложение материала достаточно подробно и замкпуто; [,НИf()Й 
можно пользоваться без большого привлрчения других учебнИJЮВ 
или МОlIографиii. l\Iатериал БНИГИ изложен таRИМ образом, что 

читатели, I,ОТОрым НУЖIIЫ только I.;QHRpeTHMe расчеты и общее 
представление о предмете, могут получить все это, знюшмясь с 

отдеЛЬUЫI\Ш главами и параграфами, УJ.;азанными во введении. 

АстрофизичеСJ.;ая часть Iшиги наряду С общим обзором наблюде-
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пиu содержит некоторые резу:Iьтаты анаЛиза астрофизических 

спектров планетарных туманностей, солнрчпой коропы и т. Д., 

ИЛЛЮСТрIIрУЮЩИХ общую теорию. 

Я полагаю, что появление этоii книги весьма своевременно и 

она окажется полезной астрофизю;ам, спеКТРОСКОПIIстам, аспи­

рантам и студентам старших I"ypCOB, всем тем, кто хочет озна­

IЮМИТЬСЯ с современными проблема ми теОрИII атома и теорпи ра­

Диационных перехоДОВ. 

Член-корреспондент АН СССР 
nроф. В. А. Крат 



ОТ АВТОРОВ 

Спектральные методы исследования являются одними из са­
мых эффективных способов изучения строения атомов, молекул 
и их образований, а также процессов их взаимодействия. Разви­
тие спектроскопии lIозволяет получить много новых важных св е­

деншl о веществе, без которых немыслим дальнейший прогресс 
во многих областях физики, астрономии, химии, биологии и 
теХНИЮI. 

Спектры - фундаментальная характеристика атома, главный 
ИСТОЧНИI' информации о его структуре и своЙствах. По спектрам 
тю,же можно судить о многих маКРОСRопических параметрах из­

лучающей плазмы (плотность, температура, скорость движении, 
наЛlIчие магнитных полей и т. Д.), т. е. производить диагностику 
нлазмы. Исследования строения атомов привели к возникновению 
основной науки о микромире - Бваптовой механшш, которая в 
свою очередь стимулировала бурпое развитие ряда других обла­
стей науки II техники. Дальнеiiшее развитие теоретических и ::шс­
периментальных исследований в атомной спектроскопии наряду 
с чисто научными целями тесно связано с важнеЙШИМИ перспек­
ТИВНЫМИ направлениями в современной технике. 

ТсоретичеСRая СlIеliТРОСКОПИЯ в настоящее время поставлена 
на нринципиалыIO новую базу благодаря широкому использова­
нию электронных вычислительных машин, которые открыли 

большио перспентивы для разработки и внедрения численных 
'dетодов пзучения сложнейших атомов и ионuв, автоматизации 

техничеСRОЙ части исследований. Развитие вычислительной тех­
НИRИ позволило производить расчеты сравнительно реалистиче­

СRИХ моделей рассматриваемых систем п получать на этом пути 

результаты, довольно хорошо согласующиеся с экспериментом. 

С другой стороны, ОТRрывшиеся вычислительные возможности 
настоятельно стимулируют разработку новейших математических 
моделей, описывающих многоэлектронные системы и процессы их 

взаимодеiiствия, усовершенствование имеющихся и создание но­

вых КОЛlIчественных методов расчета основных спектральных ха­

рю,теристИI .. , 
РаЗJlИТИЮ спеI>ТРОСКОПIШ, RaK прежде, тю, 11 теперь, в значи­

тельной мере дают импульс многие астрофизические исследовз-
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IIIIЯ: достаточно вспомнить проблемы, возникшие при отождест­
влеНfШ запрещенных линиii: в спектрах планетарных туманно­
стей и солнечной короны (линии «небулию> и «коронию,). Инте­
рес к спектроскопии особенно возрос в связи с ВОЗНИlшовениеl\1 
IIОВЫХ перспективных научных направлений - внеатмосферноiJ: 

астрофизики, обусловленной все более широким использованием 
искусственных спутников зсмлп и космическпх кораблей для ис­

следования излучения Солнца, звезд. галакти~, пульсаров, ква­
заров и других hосмичесн:их образований, а также лазерной спеh­
троскопии. ВОЗПИh целый ряд важных и интересных прикладных 
проблем: диагностика термоядерной плазмы, создание лазеров 
рентгеновского диапазона и др. Использование лазерной плазмы, 
мощных термоядерных установок - тока маков, ваКУУl\ffiОЙ искры, 

в.}рываюЩИХСЯ проволочен, пучково-лазерных и пучково-пленоч­

ных методик,- наряду с исследованиями спентров Солнца и дру­
гих астрофизических объектов,- ОТКРЫЛО интересныi'r и своеоб­
разный мир очень высоно ионизованных атомов, haK правило, 
IIздучающих в далеRоii ультрафиолетовой плп даже рентгенов­
ской области спектра. С другой стороны, ПРОНИRновеНJlе в инфра­
I.расныЙ диапазон спектра Солнца, звезд п ТУ~Iaнностей ДШI0 
мощный толчок теоретичеСIШМУ анализу спеRТРОВ, ВОЗНlшающпх 
НРlI переходах между высоковозбужденными ридбеРГОВСЮ:IJ\1И со­
СТОЯНIiями. Все большее зпачение приобретают исследования 
сложных атомов n ионов, характеризующихся палпчием двух, 

трех и более незаполпенных оболочек Расшифровка спентров 
Ilcex этих систе:lo[ прантичеСJ(И: невозможпа без соответствующих 
теорстических расчетов, без теоретичеСJ(ОГО их моделирования. 

l~нига Кон дона и Шортли [1] долгие годы была едипствен­
пым исчерпывающим РУIЮВОДСТВОМ по теОРfШ атомных спектров. 

Появлепие работ Ракаха [2-4], в ~OTOPЫX удачно сочетались ме­
тоды неприводимых тензорных операторов и генеалогических 1,0-

эффнциентов, открыJIo ШИРОRlIе возможности для пссдедоваНIIЯ 
многоэлектронных атомов. Свое дальнейшее развитие эти методы 
получили в монографиях [5-1Ю. 

Теория самосогласованного поля Хартри - Фока изложена в 
f<нигах [17-18]. Особенности теоретического исследования CTPYh' 
туры и спектров многоэдсктронных атомов, а также их взаимо­

действия с полями раССl\Iaтривались в ~юнографиях [19-24]. 
Делаютсн попытки систематизировать данные по спектрам 

атомов и иопов. Пояаляются таблицы энергий уровней для групп 
атомов и ионов (см., например, [25-27]) или для всех ионов 
определенного элемента (например, [28-32]). Таблицы длин 
волн, вероятностей и интснсивностей элеJ(ТРОННЫХ переходов для 
большинства элементов периодической таблицы собраны в [33, 
34]. Обширные таблицы ряда определенных теоретичеСI\И спек­
тральных харантеристик атомов и ионов, как свободных, так и 
паходнщихся во внешних полнх, представлены в Rнигах [35-37]. 
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Создаютсн I,омплексы УIIивt>рсаЛЬJIЫХ автоматизированных алго­

ритмов и программ для ЭЛ~I{ТРОННЫХ вычислительпых машин, ис­

полъзование J-;ОТОРЫХ позволяет оператиВIЮ проводить расчеты 

необходимых величин :шергетичеСhИХ спентров, веронтностей пе­
реходов и т. д. атомов и иопов (см., например, [38, 39]). 

Библиография работ по атомным уровням энергпи п спеI~ТРЮ\f, 
охватывающая период от июля 1968 г. до ИЮпн 1979 г., приведе­
на в [40-42]. Аналогичные даЮJые по нероятпостям переходов в 
атомах за период от 1914 Г. дО марта 1980 г. представлспы 
в [43, 44]. 

l\lпогир вопросы атомпоii спеКТРОСI~ОПИИ прпменительно Б аст­
рофизичеCI-'ЮI проблема1\1 рассматриваJIИСЬ в монографиях [45-
51]. СпеКТРОСI>опичеСhllе данные измерении и наблюдений публи­
l\УЮТСЯ в впде hаталогов (папример, [52-57]). Имеются обстоя­
тельные обзоры по отдеЛЬНЫfrI вопросам астроспеl{ТРОСКОПИИ 
(напрпмер, [!'i8-611). Исчерпывающие обзоры по крупным раз­
делам астрофII3ПI>И пубшшуются в изданиях l3lJНИТИ «Итоги 
науки и техники, сер. АСТРОIIО:r.шю>. Среди них необходимо от­
метить TOl\f 9 (РентгеНОВСJше излучение Солнца п других IЮСМИ­
чеСI\ИХ объектов, 1974), ТО,I 14 (ФИЗlша Солнца, 1978 rJ, том 21 
(l3СНЫШRИ на звездах, свеРХIlоные, звезды \УН, Сошще и т. Д., 
Н)81). l\Jпого полезноii ИПфОРfrIации тш\Ого рода можно найти в 
периодичеСhИХ обзорах «АПllиаl Re\rie\v Astroll. and Astroph. 
(U~A») и в трудах симпозиумов Международного астропо:r.шче­
СIЮГО союза OAU SушроsJ. 

В дашюii кннге излагается теорпя зпергеТllчеСRlIХ спеRТРОВ и 
:mеКТРОIIНЫХ переходов в атомах и ионах, основанная на вариа­

ционпом подходе, ЯВЛЯIOщемся паиболее универсальным и эффеп­
тивпым методом, позволяющим в различных приближениях нахо­
ДlIТь спентры атомов и нопов от гелия до трансурановых элемен­

тов. Определенный внлад в ее развитие внесла ШI\ола ВIIЛЬНЮС­
СI,ИХ фИ3ИIюв-теореТИRОВ, созданная акадеМИRОМ АН ЛИТОВСRОЙ 
CLP А. П. IОцисом. Особое внимание обращено на разработанные 
в последнпе годы ~eToды теореТlIчеСБОГО исследования JlШОГОRрат­

--110 ИОIIIIзованпых атомов, учитывающие реЛЯТIIВИСТСБие :эффенты, 
что особенно аRтуально для проблем ВПl'атмосферной астрофизи­
ЮI и лабораторной высокоте:\шературпой плаз~ы. в чаСТНОСТlI, 
УпраВ.1Iяемого термоядерного синтеза. Подробно рассмотрен учет 
реЛЯТИВИСТСБИХ эффектов в Вlще поправок и в реЛЯТЦВIIСТСRОlll 
подходе, а таl\же использование других, ОТЛIIЧНЫХ от траДИцион­

Hoii LS-связи, способов связывания моментов :элеRТРОНОВ и, тем 
самым, J\лассификаЦИII :энергетичеСБИХ уровней исследуемых си­
CT~M, еДllнственноii возможностью установления IЮТОРЫХ явля­

lOтся теоретпчсст.;ие рассмотрепия. 

Основное содержание IШИГИ изложепо в семи главах и двух 
ПРиложепиях. Глава 1 посвящена систематике СОСТОЛlшй много­
элеl\ТРОППОГО атома, их RлассифИI.;ации с помощью определенных 



12 ОТ АВТОРОВ 

Н;СОРОВ I,вантовых чисел. Подробно рассмотрепы случаи pN, dN и 
/' оболочек, а также их ре.lJЯТИВПСТСliИХ вариантов. 

В главе 2 описан ВЫВОД формул, необходимых для определе­
ния энергетического спе!>тра многоэле!>тронного атома с учетом 

релптивистс!>их эффе!>тов В виде попраВОI\ и В реЛЯТИВИСТСКОl\{ 
приближении, исходя из !Jl'ЛЯТИВIIСТСI\ОГО оператора энергии и 
релятивистских волновых фун!>циЙ. Кратко изложена методика 
теоретичесь:ого пзучения I1зотоппчес!>ого сдвига п сверхтою,оii 

CTPYl\TYpьy энергетпчеСliИХ YPOBHeii. Обсуждена проблема иденти­
фш>.аЦIШ n I.;лассифпкации уровней энергии в промежуточноii: 
связи, а Т8Бiке использовапие ПОЛУ,НонrnричеСRlIХ методов анализа 

энергетичеСIШХ спеI{ТРОВ. 

В главе 3 детально рассмотрен ВОПРОС !>лассифщ;:ации уров­
пей с помощью I>вантовых чисел различпых типов связи, что 
особенно важно для ВЫСОКОIIонизованных атомов, для ROTOPЬYX 
:::ачастую ни один тпп связи не является точным. :Мпого вппма­
пия уделено способам перехода от одного типа связи к другому 
в случае сложных электронных I\онфигураций п выбора опти­
мального типа связи. 

В главе 4 представлены определения основпых хараI,теРИСТlIh 
;meI,TpOHHЬYX переходоп, обсуждены правила отбора и правила 
сумм для соответствующих матричных элементов, а таRже при­

водепы оцеп!>и ПОРЯДIЮВ величин основных членов в разложении 

соответствующих оп('раТОР<JВ по мультпполям (см. также §§ 20, 
22 и 24). Заметим, что n I>ниге сила осциллятора электронного 
перехода определена положительной для излучения (например, 
формула (15.24». 

Глава 5 посвящена теории Э.iIеl\трического и магнитного МУЛЬ­
тиrrольного излучения. Получены общие релятивистские И ~epe­
лятивистские выражспия для соответствующих операторuв, в слу­

{lае :элеI,трического мультипольного излучения содержащие не­

Iющ,ретизированное зпаченпе калибровочной постоянной потен­
циала элеl\тромагнитного поля; установлен вид ре.'1ЯТИВIIСТСIШХ 

поправок 1. нерелятивистс!>им операторам эле!>трических диполь­
ных переходов. Приведены выражения для матричных элементов 
рассматриваемых операторов переходов между СЛОЖНЫМИ элеl,­

тронными Iюнфигурациями. 
В главе 6 рассмотрены вопросы прантичеСI';ОГО примепения 

изложенного выше матемаТIlчеСI,ОГО аппарата к расчету спектров 

атомов и ионов. Описаны методы определепия радиальных инте­
гралов, а также особеПНОСТII исследованпя элеБТРОННЫХ перехо­
,пов, в TO~I числе и двухэлектронных, в промежуточноi'r связи !I 

расшифровки спеI,ТРОВ высокоионизоваIIНЫХ атомов. 
Глава 7 посвтцепа специфике использования теоретических 

расчетов при идеНТИфПl\ации астрофизическпх спеl\ТРОВ атомов 
и ионов. В не]! излагаются как паблюдательные данные, та!> и 
теоретичесний аналиЗ спеlаров излучения и поглощения Солнца, 
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его хромосферы и IШРОПЫ, спеl>ТРОВ планетарных туманностей, 
стационарных и Hel>OTOpblX пестационарных звезд и нвазаров. Ее 
результаты тесно lюррелируют со спеl>ТРОСIшпичеСI>ИМ материа­

лом предыдущих глав. 

Е Приложения вынесены определеНIIЯ и таблицы неноторых 
осНОВНЫХ величин теорпи спеhТРОВ l\шогоэлентронных снстем (1)0-
эффициенты hлебша - Гордана, субматричные элементы опера­
тора сферичесноi'r фУНI>ЦИИ, 3nj-hоэффициенты, элементы тензор­
ного анализа и расчета матрпчных элементов, генеалогичеСl>ие 

I>оэффициенты и субl\Iaтричные элементы операторов, cocTaB::reH­
ных из единич:ных тензоров, в LS- и jj-СВязп). Наличие этих дан­
пых позволяет вручную про изводить расчеты Д.тIЯ простейших си­
стеl\l; в более сложных случаях це;'rесообразно ПРП:\Iенение э.;:rен­
тронных вычислите.тIЬНЫХ машин. 

В нниге используются общеприпятые единицы измерения и 
стандартная система фаз, опреде.тIяемая Д.тIЯ эрмитовой составля­

ющей оператора, наПРИl\lер, C~k), равенством 

C~k)t = (_ l)k-qc~~. 

Здесь « t» означает КО:\Iпленсное сопряжеНIIе, обычно уназы­
ваемое звеЗДОЧI>ОЙ, и транспонирование. Ранги тензоров в стан­
дартной системе фаз помещены в I>руглые скоб:hИ. Единичные 
трнзорные операторы и их суммы представляются в псевдостан­

дартной системе фаз (ранги тензоров бl:'З СJшБОh), определяемой 
для единичного тензора t" следующим образом: 

t~t = (- l)qt~q. 

Заметим, что в более ранних работах (например, 
обычно использовалась псевдостандартная система 
поздних (например, [7,11, 14,62]) - стандартная. 

[1, 9, 10, 22З) 
фаз, а в более 

Список литературы не претендует на полноту. В основном 
(особенно в первых шести главах) цитируются работы, ЯВИВIИие-

-ея исходным пуннтом соответствующих рассмотрений или содер­
жащие более подробную информацию (ВЫВОД формул, таблицы, 
набор наблюдательного материала и др.> по данному вопросу, 
&. таюне монографии и обзорные статьи. 

:Книга охватывает весьма широний I>Pyr вопросов: нереляти­
вистскую и релятивистCI-,УЮ теорию атомных :::шергетичеС:hИХ 

спеJ;ТРОВ, элентричеСhИХ и маГНIIТПЫХ мультипольных переходов, 

СПР:hТРЫ Солнца, звезд, туманностей и :hвазаров. I-tаждая из наз­
ванных областей имеет свои уже устоявшиеся обозпачения основ­
Ных величин, отназываться от hОТОРЫХ было бы нецелесообразно. 
При изложении всего этого материала в одноii :hниге пеизбежны 
He:hOTOpble совпадения, необходимость ОДНОII и той же БУ:hВОЙ обо­
значать различные величины. ОднаhО, :hal> правило, в таних слу­
чаях они различаются своим ПОЛОЖЕ-нием (множитель, ИНДeI,С, 
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}{оордипата, рапг и т. д.>. Ilоэтому эти неоднозначности не долж­
ны приводить J( недоразумепиям. 

В основной своей части I>нига рассчитана на астрономов, за­
пимающихся спентроскопическими псследованиями, а танже фи­

ЗIП,ОВ, работаЮЩIIХ над теорией мпогоэлеI>ТРОПНЫХ систем или 
иптересующихся спектроскопией лабораторпой плазмы, и спек т­
РОСJ(опистов-прикладпиков, нуждающихся в теоретических рас­

четах при интерпретации тех или иных IIзмрренnых или паблю­

денпых дапных. В определенной степени она может служить по­
лезным учебным пособием для студептов старших I>ypCOB и аспи­
рантов - астрофизИJ\ОВ и физиков. 

l\Jатериал RНИГИ изложеп так, что отдельпые ее главы и даже 
параграфы или ·их группы являются весьма автонш1НЫМИ, могут 
прочитыватьсн JIЛII ОПУСJ\аТЬСЯ в зависимости от ПОДfОТОВJ(И, це­

лей или намерениii читающего. Например, иптересующиеся про­
блемами отождествленин спектральных линий на первом этапе 
могут ЧlIтать лишь § § 8, 9, 10, 22 и 24, выбором оптимального 
типа свнзи - §§ 2. 10. 11, 13 и 24, и т. д. 

При работе над книгоii ценными были советы Ч:IeПОВ-КОРРес-

пондептов АН СССР 10. А. МеЛЬНИRоваl, В. А. Крата, акадеМИRа 
В. В. Соболева и проф. Н. п. Пенкина. Ряд важных замечаняп 
был сделан Е. А. Юъ:овым И М. А. Лившицем. Существенная 
часть результатов, представленных в данной J(ниге, получена со­
ТРУДНИJ(ами Отдела теории атома ИiIСТIIтута фИЗИКII АН Литов­
ской ССР. ТехничеСJШ рУRОПIIСЬ оформила С. П. Шульнювене. 
Всем ИМ авторы приносят ИСJ(реннюю благодарность. 

Все замечанин, касающиеся содержания J(НИГИ, замеченных 
ее недостатков и упущенпй, просьба направлять по адресу: 
198178, Ленинград, ВасильевсRИU остров, 10 линия, 33, Кафедра 
астрономии ЛГУ, Никитину А. А., или в Г. Вильнюс. 232600, 
уЛ. :к. Пожелос, 54, IIнститут физики АН ЛИТОВСJ(оii ССР, Рудзя­
J(acy 3. Б. 

А. А. lIш'illТUn, 3. Б. РудЗllкас 



ГЛАВА 1 

СПСТЕМАТПКА СОСТОЯНИй 

МНОГОЭЛЕКТРОIПIОГО АТОМА 

§ 1. Уравнение ШреДlIнгера 
и ПРllб:шжеНllе центральною поля. 

Волновая ф)-НlЩIIJl электрона. Квантовые числа 

YpaBHeHlle ШреДlIнrера. ИзложеНIIе материала данной кнц}"", 
буцет базироваться на БваНТОВЮIeхаШlчеСБОМ подходе. В нем БЮБ­

,(ОН физической величине F сопоставляется оператор F(r, О, 
определяемый его деЙСТВIIем на волновую функцию системы 
'I\'(r, t) (, соответствует простраНСТВ('ННЬНI, а t - временной пере­
меНIIОЙ). 

F(r, 01jJ(r, t) = qJ(r, О, 0.1) 

т. е. оператор, действуя на волновую фушщиIO '1\' определеННОI'О 
состояния, переводnт ее, вообще говоря, в ВО.'1новую функцию qJ, 
описывающую уже другое состояние. Тогда численная величина 
фllзической характеристпки в момент t ПО:Iучается как сред:нее 
значение 

F = S 1J:* (r, t) Fф (r, t) dr. (1.2) 

Здссь звездочка у 1jJ означает БОJl.шлексиое сопряжение. Незавп­
СИJl,Ю от сложности рассмаТРIIваемой системы, нашей целью будет 
нахождение как можно бо.тlее точного вида ее волновой функции 
и с помощью последнеi'I, зная выражение для оператора, соответ­
СТВУIощего I1СКОМОЙ фIIзпческой величине, определение ее воз­
Jl.IOЖI[ЫХ средних значеНIIЙ. 

Если имеет место равенство 

( 1.3> 

где F - постоянная, то ВО.'lновая ФУШЩIlЯ 11' назьmается собствен­
ной функцией оператора F, а F - его собственпое значение. Сама 
формула (1.3> пазывается в этом С."Iучае уравнением на собствен­
ные значения. Тогда среднее значенне оператора в силу норми-
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ГОВlШ волновых функций просто равно его собственному значе-
нию, т .. е. 

(1.4) 

Если два оператора А п В пмеют те же самые собственные функ­
ции, ТО ОНИ коммутируют между собоii: 

АВ=Е..4 пли [А, В] =АВ-ВА =0. (1.5) 

Две величпны, изображаемые КОММУПIРУЮЩUМИ операторами, 
одновременно имеют определенные значенuя. В теорuи атома 
очень важно наЙТII полныii набор коммутирующих операторов, 
что позволяет однозначно описать рассматриваемую систему. 

h'оммутирующие операторы имеют общне собственные функцпи, 
составляющие полную спстему функциП. Последннм понятием мы 
будем часто пользоваться в дальнеiiшем, ибо если мы имеем ПО:I­
ную систему фушщпii '\fi (i = 1, ... , N), то часто бывает удоб­
но волновую фующПIО произвольного СОСТОЯНИЯ 1jJ разложить 
в виде линейной комбинации волновых фушщпii ЭТОЙ системы: 

N 

'ф = ~ СiФi, (1.6) 
i=l 

где в силу НОРМИРОВЮI волновых функций на квадраты модулей 
Rоэффициентов С; накладьmается УСЛОВlIе 

N 

~ 1 Ci 12 = 1. (1.7) 
i=l 

в KBaHTOBOII механике показывается, что ВО.'Iновую фУЮЩJlЮ 
И операторы можно представить в впде матриц, причем волновая 

функция записывается в виде одностолбцовой матрицы, индексы 
RОТОРОЙ различают возможные состояния (дис[{ретные или непре­
рывные) рассматриваемоii системы, а операторы - в виде прямо­
угольной матрицы. Заметим, что многпе операторы, например, 
энергии, соответствуют квадратным lIIатрпцам. Тогда все искомые 
величины будут представлять собой матричные элементы соответ­
ствующих маТрIЩ 

(1.8) 

где 

(1.9) 

(1.10) 
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ЕСЛII ВО.'lновые фУНIЩИИ являются собственными фующиями 

оператора F, т. е. удовлетворяют условпю (1.3), то тогда из (1.8) 
следует, что 

Fkj = Р; J' 1\1: (Х)фj (х) ах = Р/) (k, Л, (1.11) 

ибо условие ортогона.1ЪНОСПI волновых фующий имеет ВНД 

J 1\1: (х) фj (х) ах = б (k, Л, (1.12) 

где fJ(k, j) - символ Кронекера, определяеМЬЛf следуЮЩllМ об-
разом: 

{
1, 

б (k, j) = = О, 
ес.;IИ j = k; 

если j =F k. 
(1.13) 

в этом случае l'fатрица собственных значений имеет неравные 
нулю толыю диагональные Ч.тzены: 

Fис С" ~" ._') 
" . 

(1.14) 

Поэтому нахождение собственных значений некоторого оператора 
может рассматриваться также 11 ка}\ диагонализаЦJlЯ соответству­
ющей матрицы. 

Обобщение эксперпмелтальных фактов привело к постулиро­
ванию следующего основного уравнения квантовой механики­
общего уравнения Шредингера (волнового уравнения): 

in d'i' = 1m.', (1.15) 
ot "', 

где ii; - гг.МИЛЬТОНIIан раСС:l<ШТРfmаемоii Мlшросистемы, 1\1 - е-е 
волловая фУЮЩIIЯ, h - постоянная П:J:aНJ.;а, равная 1,05459 Х 
Х 10-27 эрг· С. ЭТО уравнение содеРЖIIТ первую пропзвоДную от­
носительно временной переменной 11 (это мы 1ТВIIДИМ дал·ее) вто­
рую - относительно пространственных переменных. Поэтому при 

его решеНIIII необходпмо задаться О,],ШIl\I начальным и двумя гра­
НIIЧНЫIIПI УСЛОВИЯl\Ш. 

В общем случае 11 гамильтониан, и волновая фУННЦИЯ зависят 
от времени. Если гамильтониан от времеЮI не заВИСIIТ, а заВII­
СИМОсть ВО."'IновоЙ фУНIЩИИ от времени дается формулой 

-!...Et 
ф(г,t).=с е 11 <p(r), (1.16) 

то тогда вместо (1.15) мы получаем уравненпе 

~qJ(r) = EqJ(r), ( 1.17) 

где q::(r) заВIIСlIт толыю от пространственных переАШШIЫХ. Фор-



18 гл. 1. СИСТЕl\I.\ТIfRА СОСТОНllПй МНОГОЭЛЕНТРОННОГО АТОМА 

мула 0.17) называется стационарным уравненпем Шредингера 
11 по виду совпадает с уравнением на собственные значения (1.3>. 
Н этом случае гамильтониан ii является оператором энергии, 
а Е - это его собственные значения. ТatШМ образом, если систе­
ма наХОДIIТСЯ в стационарном СОСТОЯНlIII, то она име'ет опредеnен­

ное значение энергии, а ее зависимость от временп описывается 

paBeHCTBOl\1 0.16). 
Набор велнчин, операторы I-ЮТОРЫХ JЮl\1lI1УТИРУЮТ l\Iежду собой 

п с гамилыонианом, будет иметь в стационарном состоянии опре­
деленные (измеримые И.НI вычисляемые) значения IJ l\южет со­
ставить полНый набор JЮММУТИРУЮЩИХ операторов, ПОЗВОЛЯЮЩIIХ 
ОДНОЗ!lачно ошrсать раСС:\Iатрнваемую RвантовомеханичеСRУЮ си­

стему, а харантерисТIШИ соответствующих волновых фУНRциii 
будут нумеровать ее возможные СОСТОЯНIIЯ. 

Приб.'1иженпе центрального поля. ~TpaBHeHIIe IПрецингера точ­
но решается ТОЛЬRО д:ш ряда простых. НваНТОВОlllеханпческих: 

CIIcTe.'I (например, aTolII водuрода). Для МlIогочастичных систем 
(lIШОГО;JлеRТРОННЫЙ атом) приходится пuльзоваться приближеll­
IIЫМII методами, ПОЗВОЛЯЮЩИIIШ паilТll прпближенные волновые 
фУШ;ЦШI. Обычно в теории атома для этой цели используется 
теория возмущений, и IIIIJ0гочаСТlIчная задача сводптся R ОДJfU­
частичной, некоторому подuбию ОДНОЭ.'IеRТРОННОГО атома. 

В теорrш возмущений неоБХОдlIМО lIметь малый параметр, по 
степеням которого можно бы.тю бы разлагать операторы и: волно­
вые фУНRЦИП. ОднаБО в атоме элентро~татичеCJше взапмодеiiСТВJIН 
элеJ,ТРОНОВ с ядром и между собой являются величинами одного 
ПОРНДI>а, поэтому на перВЫlr взгляд тут нет такого параметра. 
Тем не менее, хотя электроны в многоэлектронном атоме и взаи­
модействуют весьма сильно, однако основную (сферически-сим­
метричную) часть этого взаlIмодействия можно добавлять I{ взаlI­
модеiiстnпю элеRТРОНnВ с ядром. Все это образует некоторое эф­
ф'ективное центраJIьно-симметрпческое шще. Оставшаяся часть 
меЖЭ.ТlеI-':ТРОНIIОГО взапмодеiiСТВIIЯ, имеющая более сложную СИМ­
метрию 11 не преlставимая в ВlIде центрального экранирующего 
ноля. рассиатрпвается нак возмущенпе II обычно учитывается 
в первом порядке. 

Такпм образом, состояние каждого электрона в МНОГОЭ.'lеJ'­
тронном атоме uпределяется полем ядра п экраНИРУЮЩI1М подем. 

со~щаваемым остальными элеRтронами. Последнее поле суще­
СТВ'енным образом зависит от СОСтояний этих электронов, поэтому 
аадача установления вида этого центрального поля должна быть 
согласована с отысканпем саМIIХ волновых функций электронов. 
Наиболее эффективным образом это делается с испольаованием 
различных модификацпй метода самосогласованного поля Харт­
ри - Фока. Более J[ОJ.робтJO ЭТОТ IЮПрОС раСС~IOтрен в § 21. 

Волновая ф)'ПКЦIIЯ З.:IеЕТJЮШ1. Квантовые числа, Рассмотрим 
метод теор-етического оцисания движения Одного электрона в 
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центрально-еимметрическом поле и(г) атома с зарядом ядра Ze. 
rде Z - число протоноn в ядре (порядкоnыii помер элеlllента в таб­
ЛIluе l\1еuделеева), е - абсолютная величина заря;uа :шентропв. 
Уравяение Шре;щнгера в ЗТОIlI случае может быть представлено 
в ВlIде 

(1.18) 

Здесь т - масса электрона (ядро атома счпта'ется неподвижным, 
начало системы координат ПОlllещено в его центре). Первый член 
в квадратных СIюБI>ах оппсывает юшеТIIчеСI>УЮ энерrпю элеI>ТРО­
на. ЕСЛII считать ядро точечным, то заряд нд.ра будет создана'гь. 
чиСТО "УЛОНОВСIшii потенциал, и тогда И(г) = -Ze2/r, гдс Т­
относитеJIьное раССТОЯlше движущегося Э.llеI>трона от ядра. 

Ввиду центрального характера rюлн сохранятьсн будет не 
толыю энергия ЭЛСIiтрона, но таЮRе I>вад.рат !\lOl\feHTa КОЛlIчества 

двпженпн и одна п:J его состашIЯЮЩИХ. ТЮiIfМ образом, волновая 
функция стацпонарного состояния ;элеI,ТРOIIa в атоме ЯВ;Iяется 
собственной функцией оператора ПОД ной ;энеРГIlИ, I\вадрата орби­
та.'1ЬНОГО момента lюлпчества двИiШ'НИЯ Р 11 ОДНОЙ ИЗ "еГО состав­
дяющих (например, lz). Соответствующие операторы и будут со­
ставлять в рассматриваемом случае полный н.абор коммутирую­
ЩИХ операторов. Они удовлетворяют следующим уравнеНИЯIll: 

12 '1j; = h2l(l + 1 )11', 
lz'ф=hm,1/:, 

(1.19) 

(1.20) 

где h 21(l + 1) и hm, являются собственными зпаченшllllП соответ­
ствующих операторов. Таким образом, стационарное состояние 
ДВlIжущегося в поле ядра электрона описывается системой урав­

нений (1.18)-<1.20) и может хараI>теризоваться тремя парамет­
рами - полной энергией Е, орбитальным моментом количеСтва 
Движепия 1 и одной IIЗ его составЛЯЮЩIIХ (наПРI1llШР, lz). Реше­
ние ;этой систвмы уравненпii обычно ищется в Вllле 

Щ Pn1 (r) (1) 
'Ф = Rnl (г) У тt (~, q;o) = -r - у m, (~, (р), (1.21) 

где Rn,(r) - радиальная часть волновой фУНlщии, а угловая часть. 
У<,:{, (~, q;o) описывается сферичеСЮIМИ: фупкцпя!tш. Последние 
имеют сравrmтельно простые алгебраические выражения, однаlЮ 
мы их здесь не приводим, так KaI> в дадьнейшем будем пользо­
ваться только свойстваМII их сложения п преобразования. 

Задание волновой функции в виде выражения 0.21) означает, 
'ITO мы пользуемся сферической системой координат и приближе­
нием, в котором переменные разделяются. 

Основное n и орбитальное 1 квантовые числа, а также кванто­
вое "шсло проекции момента КОЛl1чества движения т, (часто 
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называемое магнитным квантовым ЧllСЛОМ), будут составлять тот 
набор квантовых чисел, который оппсывает ДПСБретный спектр 
СОСТОНIшii одпоэлектронного атома. Возможные значения 1 опре­
деляются из равенства 1 = О, 1, 2, ... , n -1 (n = 1, 2, 3, .. -', 
а m/ = О, ±1, ±2, ... , ±l. ТаБlШ обраЗО!lI, при фш,,:сированном n 
орбитальное квантовое число IBIeeT n разлпчных значений, а маг­
питное квантовое ЧIIС.'IO 2l + -1 значение. 

ВВIIДУ равнозначности всех направлеНIIiI в случае центрально­
симметричеСIЮГО подя ;шергпя атома не заВПСlIт от магнитного 

лвантового ЧIlсла т/. Поэтому говорят, что уровень энерГlШ, ха­
рактерпзуе1ЮП БваНТОВЫ1Ш числами n 11 1, является (2l + 1)­
J,paTHO вырожденным; ему соответствует 21 + 1 СОСТОЯНlIе, IIмею­
щее одинаковую эне.ргию. Когда поле является чпсто кулонов­
ст;им, то существует ДОПОЛШlтельное (водородное) вырождеНlIе: 
эпергпя aTOl\Ia не заВIIСIIТ также от 1. 

Волновая" фУНlщпя (1.2!) харю(тсрпзуется еще О)IНИМ Iшаli­
товьш ЧIlС.'IОМ - четностью, определяемоil ее поведением I1рП пн­
верспп (изменении знаков) координат. Можно показать, что при 
этом у волновой функцип появляется фазовый множитель (-1)1. 
СОСТОЯНIIЯ, хараБтерпзуемые положптеЛЬНЫМIi его зпачеНlIЯ~IИ. 
называются чеТНЫМIf, а отрицательными - нечетнымп. 

Сппн электрона. В 1925 г. Дж. }Тленбеli п С. Гаудсмит пред­
ПОЛОIIШЛИ существованпе у элеБтрона СПIIНОВОГО мехаНIIческого 

момента I1 связанного с НIП\I магнптного момента. Таким образом. 
ВОЗIIПБЛО понятие спипа - внутреннего момента lюлпчеСтва двп­

жения МIIБрочастицы, пмеющего сугубо Iшантовую при роду 11 
толы;о в очень грубом прпближеНШI представляемого liaK хараБ­
ТСРИСТИБа вращаlOщегося вокруг своей оси заряженного тела. 

СППII IHfeeT квантовую прпроду. Его наличие непосредственно 
c.:reAyeT из релятивистской БВантовой теОрИIl. В l\lатематичесьиij 
нппарат нерелятивистскоii нвантовой механики егО можно фор­
~faЛЬНО ввести, пре~ПОЛОЖIlВ существованпе соответствующего 

Iшантового числа сппнового момента БОЛIlЧества движеНIIЯ S, 

определяемого аналогично случаю орбиталыlгоо момента коли­
чества движения Н,19) и (1.20): 

S2'X = h2s(s + 1)'Х, 
szX =hm.'X, 

(1.22) 
(1.23) 

где h2s(s + 1) и IZm., - сооствеппые значеlШЯ соответствующих 
операторов, а 'Х - их собств"енные функции, зависящпе только от 
СПIlновоii координаты. В случае электрона s = 1/2 и m. = ±1/2, 
а СIIIlНовая координата о' принимает два ДИСБретных значения 

1/2 и -1/2. Тогда полная волновая фУНlщия электрона, ВВIIДУ 
незаВIIСПМОСТU в рассматриваемом приближенип орбитального 
п СПIIНОВОГО двпжениii, представляется в виде произведения трех 
функцпй, две из БОТОРЫХ зависят от пространственных, а третья -
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от спиновои переменной, 

'Фn[sт[т. (r, tt, (р, а) = Вnl (r) y~[ (tt, (р) x~~ (а). (1.24) 

Да.'1ее 1>IЫ увидим, что существует глубокая аналогпя между 
СВОИСТЕаМII орбитального и сппнового моментов количества ДВJf­
ження, что обусловливает п общность соответствующего матема­
тпчесь:ого аппарата. 

§ 2. КонфигураЦIIИ НЗ двух электронов. 
Различные тнпы СВИЗII 

Ортогоназьность волновых фУНJЩJlii. Из рассмотрения урав­
ненпи на собственные значеНlIя (1.3) следует, что собственные 
ВО.сшовые фующпн, соответствующпе раЗЛИЧНЫl\1 собственным зна­
чениям, являются ортогональными. Это значит, что соответствую­
щие волновые фушщпп IIмеют хотя бы одну пару разлпчающихся 
Iшантовых чисел. V словия 0pToroHa.'IbHOCTlI MOiRHO записать для 
каждой (радиальной, уг.ТIOвоЙ п СШШОВОЙ) части полноii волновой 
фУНКЦИИ отдельно: 

00 

.f В;'[ (r) Rn'l (r) r 2clr . с б (n, n'), (2.1) 
о 

2Л 1t 

J J y<;j[* (tt, (р) г~?(tt, (р) sin {}clttd(p = б (1, l') б (mz, т~). (2.2) 
о о [ 

В связи с дискретностью сшшовоii переменной соответствую­
щее уС.'Iовпе ортогональностп заппсывается через сумму 

~ (8)* (8') J: ( , J: ( ') 
.""-1 Хт8 Х ' = u s, s ) u т8, тв . 
о' 11'18 

(2.3) 

Так как в случае электрона s = 1/2, то требование б(s, s') всегда 
удовлетворяется. Условие ортогональности полной волновой фУНК­
ции (1.24), в силу ортогональностп отдельных ее сомножителей, 
имеет вид 

00 2Л 1t 

~S S S 'Ф~[8mlт.(г,t1,<р,а)'Ф ' ,(г,t1,ЧJ,а)г2clгsint1dttdЧJ= 
(f о о о' n'l's'mlm. . 

= б (n, n') б (1,1') б (s, s') б (т[, т;) б (т8 , т:). (2.4) 

Левая часть равенства (2.4) равна нулю, если хотя бы одна 
пара нвантовых чисел неодинакова (не удовлетворено хотя бы 
одно условие вида б(а, а'». Условия (2.2) и (2.3) являются точ­
ными, однако равенство (2.1) может выполняться лишь при­
ближенно (подробнее си. в § 21). При удовлетворении усло­
впй ортогональности правые части формул (2.1)-(2.4) равны 
единице, т. е. соответствующие функции являются нормировап­
Ными. В общем случае говорят, что волНовые функции, уДОЕлет-
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воряющп~ ус:ювиям (2.1)-(2.4J, являются ортонормированнымп. 
Таким образом, :mеь:трон может находпться в разлпчных состоя­

ниях, характерпзуемых соотвеТСТВУЮЩIl~Ш наБОРЮIИ квантовых 
чисел. Прпнцип ортогона.1ъности волновых фующий отража~т 
тот фаБТ, что в деiiствптеJlЬНОСТl1 реализуется то.1ы�;оo одно состоя­

ние, описываемое точньпш БваНТОВЫ!l1П чпсла,ш; пребыванпе 
зЛ'ентрона одновременно в двух ПЛИ в большеl\l ЧПС.:те ФИЗIlЧ3СЬ:ИХ 
состоянпii невозможно. 

СШIН-орбllтальное ВЗaIDюдеЙСТВllе. Волновые фУНКЦlI1I несвя­
занных 11 связанных моментов. Каь: уже уь:азыва.:юсь, считая ор­
битальное и спияовое ДВIIженпя электрона незаВИСИlllЫМИ, его 
во:rновую фушщию можно записать в видс произведенпя раДII-

альной RJJ/(r), угловоii y;,~ (tt, ЧJ) 11 СШIНОВОll x~~ а частей 
(фОР~Iула (1.24». Такая волиuвая фующпя обычно пазывается 
фующией несвязанных моментов, а в более общем случае много­
:шсь:тронных I,;онфигурациlr прпменепис тю';ой меТОДIIКИ называ­
ется представлением несвязанных моментов плп т/т.-представ­

лением. В :этом случае энергия Э.'1сь:трона, описываемого I{Банто­

ВЫМII числами nlsm/m., опреде:rяется тольь:о энеРПl'еii орGlIта.'IЬ­
ного двпженпя. В сплу сферпческой спмметрип по:rя заряда ядра, 
н БОТОРОМ ДВЮI.;ется аТОl\lНЫЙ элеь:трон, энергия электрона не 

зависит от ориентацип его орбитального MO~leHTa т/. В рассмат­
риваеllIОМ представлешш его энергия т ю.;а; е не завиСпт от 

IIроеI\ЦИIl СПIIНОВОГО момснта. т. е. от т •. Поэтому состояния 
nlsm/m. со всемп возможныып значенпями т/ 11 т. относятся 
к Ol1,HOMY уровню знергпп электрона nl. Таь:пе УРОВlIII нааывают­
ся выроа;деllНЫМII. Кратность ВЫРОlIщенпя I('татистичесь:пи вес) 
уровня есть 

g(Zs) = (2l + 1)(2s + 1) = 2(2l + о. (2.5) 

Квантовые числа n 11 1 определяют конфигураЦIIЮ эле "трона. 
ТаЬ:IIМ образом, I,;онфигураЦIIЯ одно:электронного атома запишется 
в виде nl. В атомной спентрось:опии общепринято значения n 
обозначать арабсюПlШ цпфраМII, а значенпя 1 = О, 1, 2, 3. 4, 5, G. 
7, 8, ... - БУIillЮ\1II латинского алфавита s, р, а, j, g, h, i, k, l, ... , 
соответственно, т. 'е. использовать обозначения вида 1s, 3р, 4а 
п т. д. 

Однаь:о фантпчесь:и допущепие, что орбита.lЬНЫЙ 11 спиновоii 
моменты Ь:ОЛI1чеСтва ДВПiI-;еНIlЯ не взаимодействуют, явшrется в 

подавляющем бо.тrьшинстве случаев неточным; оно верно лишь 
в нулевом прuБЛIlженпп, {,огда не учитывается наличие у элект­
рона спинового момснта. При учете СПIIн-орбитального взаимо­
дсiiСТВIIЯ оператор :энергпп в уравнении Шре;щнгера (1.18) дo.тr­
шен быть ДОПО.:тu'еН Ч.'1еном, описываЮЩIIМ энергшо магнитного 
момента сппна в маГНIПНО~1 поле, созданном ;,];виженпем электро­

на. Основная часть :шергии СIшн-орбитального взаимодействии 
охватывается выраженпем, ПРОПОРЦIlона.тrьным сь:алярному про-
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I1зведению Be~TopOB орбитального и спинов ого моментов ~оличе­
ства движения электрона, а именно 

W = ~(гЮ . S), (2.6) 

т. е. эта энергия пропорциональна величипам соответствующих 

моментов, а также зависит от угла между нпми, ИНЫМII словами,­

от их взаимной орпентацпи. 
Коэффициент пропорциональности, зависящий лишь От рас­

стояния до ядра, имеет вид (и(г) - потенциал поля, в котором 
движется атомный элентрон) 

(2.7) 

Сппн-орбитальное взаимодеЙСТВllе (2.6) для атомов, нан: пра­
внло, значптельнО меньше электростатпчеСI,ОГО, ПО;)ТОl\IУ в ряде 

задач им МОЖIIО препебречь. Выражепие!l[ 
этого является НR:ШЧI[е в (2.7) 1IIалого пара­
метра 1/с2 (с - снорость света в вю,ууие), 
IIГОlIорцпонального нвадрату 1I0стояпноii тон­
~ой структуры, опре;:J;еляеJl[ОЙ согласно 

е2 1 
а = 1ic = 131,0300 . (2.8) 

Из (2.6) следует, что спин-орбитальное 
взаимодействие lIlОЖНО представить как взаи­
модействие соответствующих !l1O:\lептов но­
личества движепия. Если два момента взаи­
модействуют между собой, то соответствую­
ЩIIе квантовые числа уже не являются точ­

ными. Точным нваптовьп.1 числом является 
ШIШЬ их векторная сумма j = 1 + S II ее со­
ставляющая т = m,+ m, (рис. 1). 

I 
'771--- __ _ 

71,1---

!I 

Рис. 1. Векторное 
сложение момен­

тов. 

Энергия спин-орбптального взаимодействия зависит от вели­
чины полного момента ноличества ДВIIжения электрона j = 1 + S. 
В случае одного элентрона j принимает два значения j", = 1 =1= 1/2. 
При учете спин-орбитального взапмодействия вместо ранее суще­
ствовавшего одного УРОВIIЯ, ОШlсьшаемого I\вантовыми числами 

nl, мы ПО:Iуча-ем в соответствии с двумя возможными значениями 
j два уровня nlj_ и nlj+. т. е. уровень расщепился на два под­
уровня. Иратности вырождения (статистические веса) этих уров­
ней определяются числом возможных ориентаций момента j (ины­
мп словами, возможными значениями его составляющей т = j, 
j-1, ... , -j+ 1, -л: 

g(j) = 2j+ 1. (2.9) 

в частных случаях i- 1I i+ g(j-) = 21 и g(j+) = 21 + 2, что в сумме 
дает, нак и для несвязанных моментов, величину 41 + 2. 
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Таюш оБРRЗШl, мы ПО;J,ош:ш к llСIюл:ьзованию другого пред­

ставленпя - представления связанных моментов (для краткости 
в дальнеiiше:м -его будем называть jm-пре;J,ставлением). В jm-иред­
ставлеНИII волновая функцпя эле:hтропа ДОЛi-:hна быть собствеННОll 
фующиеii: операторов j2 и jz: 

(2.10) 

(2.11) 

Простейшпй paccMoTpeHHblii с;{учаii: ВЗaIlМодействия орБПТaJIЬНОГО 
п спинового моментов количества ДВИfl,·ения позволяет наглядно 

ПЛЛЮСТРllровать пспользованпе 1\I0де;'lИ Be:hTOpHOrO сло;.r,енпя мо­

ментов, а таюке ВОЗНИIшовенпе другого представления волновых 

фующий - пр·едставлеЮ1Я связанных моментов. Rаждыii нз видов 
волновых фУПКЦIIЙ (связанпых п несвязанных :l1U1Iеятов) составля­
ет по.;IНую систему, ПОЭТОl\lУ фУНI';ЦПП m[ms-пре;з:ставления могут 
быть раз.;rо,кены согласно (1.6) в 1Jи;'(е :шнейноu :hомбпнаЦШI 
функций jm-представления и наоборот, т. е. мы мож·ем перехо­
Дпть от одного представ;{еюlН :h другому посредством векоторого 
преобразования. Соответствующие соотношения ИllIеют ви;з: 

~ [l .. -- R 'ФnlSJm - nl...... т 
те". 1 

~ [l S 'Фl11sтlms =...,;;.. т т 
Jm 1 s 

S f] ущ (.) _. ~ [ 1 
т т ml'Xms ·- - }'/ т 

s т/т. '1 • 

s 

'~] фlllsjm' 
(2.12) 

(2.13) 

Стоящая в квадратных С:hобках ве.ТlИчина называет~я коэффи­
циентом К::rебша - Горда на. Он является фундаментальной ве;'lИ­
чиноii в теОрПII момента I';О;'lIlчества ДШlт:hенпя п, тем самым, 

в теории спектров сложных атомов п ионов. Подробно егО опре­
д{'леllпе п свойства изучены в ряде монографий. Мы же в При­
ложенпп 1 прпведем лпшь основные его своиства п I>раткую 
таблицу его алгебраических значенпй (табл. П. 1. 1). 

Рассмотрев взапмод-ействие орБIIтального II СПIlНОВОГО момен­
тов (СШIlI-орбптальное взаПl\lодействие) одного электрона, IIIЫ ~IO­
жем теперь легко перейтп :h IIзучению Xapa:hTepa взапмодеi"rcтвпй 
Мl:'rКДУ ::Jлектронами. Ниже мы увидим, что в рамках централь­
ного поля все взаимодействия приближенно :\lOгут быть представ­
лены как взаимодействия моментов, что в свою очередь позво­
ляет очень наглядно ввести и рассмотреть ПОнятие раз.'1ИЧНЫХ 

типов неБ торных связей. 

Е\ОНфllгурация пз двух элеБТРОНО8. АНТII(,ИМ:llетрпчность ВО;{­
нш;ой ФУНКЦIIII. Рассмотрим атом, содержащпй два э;{еирона. 
l\'1еТОДИБа построения его волновых ФУН:hЦИЙ леГБО обобщается 
на многоэлеI{ТРОННЫЙ случай, одна:hО даже на таБОЙ простой си­

стеме можно прои.тr.ттюстrIJrов~ть б():IЬШ~:ПСТВО г.роб:lе~[, ВО3НИI{~Ю­
щИХ ПрIl рассмотрении многочастпчных задач. }Тже д::ш двух-
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Э:lентронноrо атома уравнение Шредингера не решается точно. 
н приходится прибегать к использованпю приб:нш.енных мето­
дов. Обычно, "а" YiI.e Уl\азывалось в § j. используется модель 
центрального поля, и многочастпчная задача СВОДIIТСЯ н: задаче 

ДВIlЖСНИЯ ОДНОГО эаеRтрона в ПО .• е заряда ядра и остальных 

электронов. По.1:учаемые этим путем о,\ноэлеI{тронные ВО.1:lIовые 
функции (орбптали) вида (1.24) ШПI (2.12) затеll1 пспользуются 
для построения ПО.'IноЙ волновой ФУНlЩПП рассматрпваемого ато­
ма П.1:lI пона. TaJ-;ИМ образом, угловая п сппновая чаСТИ полной 
волновой ФУНlЩИП строятся IIЗ lI:шестных одноэлеI,ТРОНПЫХ ве:ш­
ЧIIН; дДН определения радиальной части прпходится решать соот­

ветствующие уравнения, обычно по.'Iучаемые IIЗ варпационного 
принципа. 

И:1вестно. что частпцы, об.1:адаlOщпе по.тrуцелым значением 
спинового момента КQ.lшчества движенпн, ДОШI,НЫ подчиняться 

тю. называ-емой статпстш,е Фермп - ДИРЮia. Математическнм 
выражением этого фаl\та нвляется требование, чтобы волновая 
функцпя системы, состоящей из частиц Tal\OrO сорта, была анти­
спмметричной по отношеНIIЮ 1\ перестанош,е I\оординат ДВУХ ча­

стиц. Элеl\ТРОН обладает полуцелым СШIНОМ, поэтому ПQ.!шая вол­
новая функция любого атома п пона должна быть аНТПСИМl.rет­
РIIЧНОЙ относительно перестаноВIШ координат (илп I-\вантовых 
чисел) любой пары элеl-\ТРОНОВ. Заметпм попутно, что и частицы, 
составляющие аТЮlНое Я,J;ро (протоны и нейтроны), обладают 
полуцелыми сшшами и также подчпняются стаТПСТПl-\е Ферми­
Дпраl-\а. 

АНТIIсимметрпчность атомной во .• новой фУПI\ЦПИ обеспечива­
ет в математичеСIЮМ аппарате теорпп многоэлеКТРОI1НОГО атома 

учет принципа Паулп, гласящего, что в атоме не моп.ет быть 
двух или более Э.1:еI\ТРОНОВ в О;:ЩЮI и том же состоянии, Т. е. 
IlмеЮЩILХ одппаlювые наборы одноэлеI,ТРОШJЫХ "вантовых чисел. 
В частном случае двухэлеБТРОННОГО атома прп перестаН()ВБе на­
боров I-\ваНТОВblх чпсел (ЮIl-I Iюординат) элеJ'ТРОНОВ волновая 
фУНIщия всего атома должна менять зпаl\. 

Этпм же свойством об.'1адают опре,J.е.1:ИТС.ТIII, поэтому волновую 
функцию всего атОМа можно заПIIсать в впде определителя, со­
ставленного из одноэлеl<тРОННЫХ орбuталеЙ. АнтиспммеТРIlчная 
BO.TIНoBaH функция двухэле"тронного атома Ф(Х., Х2 ) тогда будет 
иметь виц 

'l1 (Х1 , X~) = \-/1l': (.1'1) 1/': (х2) I = 
v~ 1/'-(.1'1) "ф-(.т;!) 

= ;2 [фl (Х1 ) 11,2 (Xz) - ф2 (X1) 1~] (Х2 )], (2.14) 

где 'Ф;(х;) - О,J;ноэлеRтронная ВО.'Iновая функция i-ro Э.llеl\трона, 

а Х; - набор всех его I-\оординат; l.шо;,н:итель lIr2 обеспечивает 
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норМИРОВl\У полной волновой ФУНl\ЦИИ. Если ХI = Х2, то обе стро­
IШ определителя будут равпы и сам опр·еделитель превратится 

в нуль. Таюн{ образом, ВОЛНОВУЮ фУНl\ЦИЮ двухэлеl\ТРОННОЙ си­
стемы можно составить пз антисимметризовашlOГО произведеНIIЯ 

одноэлеl\ТРОННЫХ фУНl\ЦИЙ, ОДI!аl\() в_ этом случае она получается в 
представлении несвязанных моментов. При учете взаимодействпя 
:МОМЕШТОВ более удобным является представление связанных мо­
ментов, ПОЭТОМУ' нам необходпмо рассмотреть возможные способы 
сложения моментов двух элеь:тронов и методы построения СООТ­

ветствующих волновых фУНl\цпii. 
Электронные взаllмодеЙСТВIIЯ как взаll~IOдействия моментов. 

Ранее мы видели, что спин-орбитальное взаимодействие (2.6) 
представляется l\Ю. взапмодействие орбитального и СПИНОВОго ~,ю­
ментов l\оличества двпженпя :шеl\трона. lIетрудно ПОl\азать, что 
в приблиа_ении центрального поля и элеь:тростатпческое взаимо­
действие элеl\ТРОНОВ можно представить в впде взапмодеЙСТВJlЯ 
соответствующих моментов, что и обосновывает модель веЕТОР­
ного 'сложенпя моментов, а также позволнст наглядно ввеСТII 

11 рассмотреть различные типы векторных связей моментов 11, 
тем самым, различные способы l\лассифпкаЦИII электронных со­
стояний. 

Для нахождения энергии электростатического взаllмодеЙСТВ1JП 
нам необходимо вычислпть согласно фОР1fУ:Iе (1.4) среднее зна­
чение оператора 1/r12 относительно волновых функций ВIIда (2.14J. 
Полученное выражение будет содержать два вида слага~мых. 
Первый (так называемый прямой член) соответствует нулонов­
скому взапмодействию двух заряТ\ов 11 определяется только орбп­
тальной частью волновой фУШЩИII (не завттсит от СПIшовых кван­
товых ЧIIсел). Второй (обменный член), оБУС;1ОвЛ"енный наличием 
в разложеНlIII определителя (2.14) второго С.;Iaгае~юго, в котором 
координаты Х I и Х2 обменены местами по сравнению с пеРВЬНI 
членом, оппсывает чисто ь:вантовый эффеь:т и не I1MeeT Rласси­
чеСIЮЙ ИlIтерпрстацип. 

Выраженпе для обменноii части взаП1l10~ействия содержит аз­

ВIJСП1llOСТЬ от спинов В виде МНОFIштеля {j (т~, т;), из-за ROTOPOrO 

обменное ВЗ;ШМО,.2:'~iiСТlше О!Jращашся _В ну."1Ь, еслп СIШНЫ ЭЛ~I"Т-
-- - 1 2 

роноп орпеНТlIl.IOваны ПРОТИВОПОJIОFI"НО, т. е. т. = - тв, Такнм 
образом, обменная часть элеRтростаТIIЧССl\ОГО В;Jапмо..-,;еЙствия ol,a­
зывается заВlIсящей от угла между СDIIПё:llllJI Sl 11 82, которыi) 

определяется их СI{алярным произведеНJlем. ПО<>ТОМУ зависимость 
обменноii части элеRтростаТ1Iческого ВЗЮnЮ,J,еiiствил От спинопь'х 

I,вантовых Чllсел Юlесто {j (m~, т;) ~ЮiI",ет быть представлепа 
следующим образом: 

{j (т~, щ;) =-= ~ [1 + 4 (81"SJ], (2.15) 

и ее можно рассматривать нак взаllмо;з,еiiствие спиновых МОllrеп-
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тов 8. И 82' Ilрямая часть (I-;УЛОПОВСI-;ое взаимодействие), I"aE мы 
уже упоминаЛII, от СППНОБЫХ момснтов не зависит. 

. АнаЛОГИЧНЫl\l uбразом IIlОiЮIO рассмотреть заВИСIIМОСТЬ Э.ТJект­
ростатического взаимодепствия от орбитальных I-;ВЮIТОВЫХ чиссл 
l. 11 [2. Для этого необходuмо раЗJlOiЫIТЬ lIГ. 2 в ряд по сфериче­
СIШМ функциям: 

00 1< 

~ -- '"' ~(c(I<).c(I<\) (2.Ш) 
r - ~ 1<+1 1 2' 
И 1<=0 r> 

где r < 11 Г> - соответственно меньший: п больший пз г. и Г2, 
СI-;алярное произведение определено ФОРIIIУЛОЙ (п. 1. 2Ю, а 

C(I<) - J - 4л .,/1<> (?.17) 
q -. 2k+t 1q • -

Обозначение и нормпровка сферпчеСЕоii ФУНlщпп в виде 
(2.17) оназываются удобными, Богда она ИСПОJIьзуется в разло­
жении операторов, т. е. сама выступает как ОJlератор. Этот опе­
ратор играет очень важную роль в теорпи спектров много:элек­

TPOIIHbLX атомов. 
При использоваНШI раЗ.тIожеПIlЯ (2.1G) ШIтегрирование в мат­

рuчном элементе оператора электростатической энерпlИ по радп­
a.TIbHblM и угловым переменным разделяется. ЗаВИСПllIОСТИ матрич­
ных элементов От радuальных пеРl'менных будут содержаться 
в так называемых радиальных интегралах, а IIнтегралы ОТНОСII­

Te,ТJЬHO уг:IOВЫХ перемеННЬL"Х берутся l( превращаlOТСЯ в некоторые 
МНОlIштели. В сдучае прямой части взаимодействия этu множи­

тели зависят от проеlщиii т} и тУ, т. е. от ориентаЦllИ орбитальных 
моментов 1. и 12. ФизичеСКII ясно, что значен~е может иметь лишь 
IIХ взаимная орпентацпя, т. е. угол метДУ 1. 11 12' Поэтому на 
КУ.ТJОПОВСI-;ое взаП:\IO;1ействие можно Сl,ютреть I\Ю;: па В1аllмодсii:­

ствпе меа-щу nрбпта!lЬПЫМII моментами 1, 11 1". 
АНС\ЛОПfчпые рассуащения Д.'Iя обменной части :элеl;тростати­

чес"ого взапмоде~СТБПЯ ПОI-;азывают, чт(\ оно ЗRВПСIП от В:Jаимной 
ориентации не тоаЬБО орбитальных, но п СПJIНОВЫХ Jl.юмептов, 
однако тоже пре;:J,сташIЛЮ наБ взаlпю:-r:еiiствие соответствующих 

моментов. 

При рассмотрении матричного элемента оператора :элет\Тро­
СП\ТП'IССI\ОГО юаJIlIюдействия (2.1{) нетрудно убеДI[ТЬСЯ, ЧТ() паи­
·бо:rьшпм будет постоянный, не завпсящий от углов член с k -:- О. 
Он соответствует сферичесюr-СII!'llметрпчноii: части нотенпиала, 
прсдставляемой в виде экранирующего центрального подя. Оста в­
шанся неспмметрнчная часть поля знаЧlIтельно меньше си!\<r"н'т­

]НIЧНОЙ, что и оБУС.ТJовливает хорошую примеШIllIОСТЬ приблпжt·­
НИН центрального поля. 

l\10ЖНО и по другому (с помощью попятия lI-Iультиподей) ин­
терпретпровать физичеСБИЙ смысл матричных Э.'Iементов прнмоii 
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часТИ ЭЛ:СI,тростатического взаш.IOдеiiствия. Заметим, что в этом 
случае суммирование по k пробегает значения О, 2. . .. , 21. 
Поэтому чл·ен с k = О будет соответствовать ВЗaIllIfодеlIСТВИЮ за­
ряд-заряд, член с k = 2 - :кваДРУПОЛЬ-Rвадруполь и т. д. 

Основная часть СПlш-орбllтальяого взаимодействия получается 
простым суммированием по Боординатам всех электронов выра-

1I,СНИЯ вида (2.6), уже представленного как взаимодействие соот­
ветствующих моментов. Таким образом, мы убедились, что все 
основные взаимодействия в двухэлектронноii I,онфигураЦИll могут 
быть интерпретированы БаБ взаимодействия соотвеТСТВУЮШI1Х 
орбитальных и спи новых моментов Rоличества движеНIIЯ 11> l~. 
81 И 8~. 

Различные типы связн. 3нергин нулевого приближения цент­
рального поля, описываС~IaЯ сферпчеСБП-СIВlметричной частью 
потеНЦIIала, не содержит взапмодействия моментов. Поэтому в 
нулевом приближеНIШ все СОСТОЯНия данной конфигурации, от-

i i 
личающиеся дрyr от друга Бвантовыми ЧИС:ШМII m/m s , т. е. раз-

~IlIчноii ОРlIснтацпей орбптадьпых 1[ сппновых l.юментов 1, и 8i, 

имеют одну и ту же энергию, соответствующий уровень OIшзыва­

ется (41 + 2)-кратно ВЫРОiIщенным. 
ВзаШЮ;:J:еiiСтвис моментов СО:1ер;тштся в песферичеСБОЙ чаСТII 

3.1:ектростатичеСБОГО взаимодействия и в спин-орбитальпом вза"­
модеЙствии. Величина энергии взаимодействия двух моментов 
зависит от угла между ними, поэтому в этом случае устанав.'1И­

вастся опре~еленная взаП!lfная орирнтация всех одноэлеRТРОННЫХ 

момснтов. Состояния с раЗ:ПIЧПОЙ ориентацпсii l\IOMeHTOB имеют 
разную энеРПIЮ, Т. е. уровень нулевого приб.1ПiRения расщепля­
ется на подуровнп 11 вырmRдени~ снимаетс}!. 

ВзаПllfная ориентация MO?lICHTOB возникает при их BeKTopIIO~I 
сложении (связьшаюш), taI-; I,Ю\ веЛIlчииа cY!llMapHoro момента 
определяется углом между ;:J;ВУМЯ связьшаемымп моментамп. 

Отсюда впдно, что расщепленпе нулевого уровня, т. е. CTpYI';Typa 
энергеТIIческого спектра рассматрнваемой конфигураЦIIИ ;ШВИСIIТ 
от схемы связывания момеПТОБ, rrпыми словами,- от тпна связн. 

НаПОМНlIМ, что если два момента взаимодействуют, то ИХ ве.'1И­
чины уже не являются точными RваНТОВЫI\IИ чпслами; taI-;ОВbI:\[ 

бывает ТОЛЬRО суммарный (результпрующий) MOl\IeHT количества 
движения. 

В первую очередь связывается макспмально взапмодеЙСТБУЮ­
щая пара моментов, в результате чего ВОЗНПRает некоторое рас­

щепление псходuого уровня п определенные проиежуточныс сум­

марные моменты, ИJ:[И, что O;'IIIO И то iJ,e, неl,;оторая взаимная 

ориентация моментов этой пары. Затем сл·сдует связать нагу 
С:lеДУЮЩllХ по величине взаимодействий (ими могут быть пары 
моментов дРУГIIХ :mектронов, и:ш ранее получеlmые промеа,уточ­

ные моменты и момент одного из остаВШIIХСЯ элеI,ТРОНОВ), при 
этом возшшает дальнейшее расщепление подуровней, и TaIOIM 
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образом продолжать эту процедуру до тех пор, пока все моменты 

не будут связаны в полный момент J п пока не получатся все 
возможные уровни рассматриваемой I\онфигурацпи. Ниже эту 
методику JlIЫ продемонстрируеl\l на ПРИl\Iере двух неэквивалент­

ны.х (имеющих хоть одно разлпчное квантовое число пз n и l) 
ю:ектронов nll ln·J2. 

Два электрона будут характеризоваться четырьмя моментами 
I\ОЛlIчества двюкенпя: двумя орбитаJIЬНЫJlШ 1, и Iз и двумя СПII­
новымп 81 И S,z. Учитывая свойство аддитпвности сложенпя, а 
таRже то обстоятельство, что взапмодействпе орбптального момен­
та данного электрона с его СПИНОВЫl\I моментом зпачительно 

спльнее, чем со СШJНовым моментом другого электрона, мы полу­

чаем Ч"етыре различных тппа связывания моментОв: 

11 +lз=L, 81 +82 =S, L+S=J (LS-связь), (2.18) 

1, +lз=L, L+81 =K, К+8з =J (LК-связь) , (2.19) 

11 +81 =j" j. + 1, = К, K+82 =J (jK-связь) , (2.20) 

11+ 81 = jl, 12 + 82 = ]з, j1 + j2 = J (jj-связь). (2.20 

Во всех случаях мы имеем один и тот же результирующий 
(сУМJllарный) момент J и два ПР01lежуточны.х Бвантовых числа, 
пспользуемых для обозначения получаемого типа связи. этп мо­
менты могут рассматриваться как ДОПОЛНIIте;тьные нвантовые чпс­

ла, позволяющие однозначно классифицировать полученные уров­
ни. 3амеТIIМ. что в частном случае БОНфllгурации с одним элек­
троном [1(12 = О) jl = К, ]2 = 82, L = 11' П тогда последние 'Wи типа 
связи совпадают между собой. 

Способы сложения моментов (2.18)-(2.21) ОТРЮIiают относи­
тельные величпны взаимодействпй соответствующих моментов. 

ПР!I LS-связи (формула (2.18» напболее СIIЛЬНО в.щимодеЙствуют 
Отдельно орбитальные п спиновые моменты обоих элентронов, 
за тем суммарные орбптальный L И спиновой S моменты связыва­
Ются в полный момент х. В противопо:южность этому в случае 
jj-связи (формула (2.21» наиболее СIIЛЬНЫ сПIIн-орбита. ... ьные вза­
пмодействия каждого электрона. В этпх случаях моменты связы­
ваются попарно, оба элентрона выступают совершенно равноправ­
но, поэтому указанные ТШIЫ связп (LS п jj) называются O;:l;HO­
родными. 

Оставшпеся два типа связи обычно называются нео;(нородны­
:l1П; онп характеризуются последоватеЛЬНЬПlI способом сложе­

ния l\Юl\lентов. LК-связь пмеет место, ес.":ш одно IIЗ спин-орбиталь­
ных взаимодействий становится больше обменной, но остается 
меНьше I\УЛОНОВСКОЙ несферичеСI\ОЙ части элеIiтростатического 
Взапмодействия двух элеБТРОНОВ; при этом второе спин-орбиталь­
Ное взаимодействпе МОiIШТ сравниться с обменным. В случае 
jK-связи спин-орбитальнос взаимодействие одного из элентронов 
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больше не ТО.7IЫЮ обменной, но и кулоновской несферической 
части электростатического взаимодействия. 

Общее число уровней с данным 1 ОДПНaI,ОВО дЛЯ всех типов 
свя;;п. Если пмеется толыю один уровень с данным значением 1, 
то Д.;Jя его оппсаПIIЯ одинаli.ОВО пригодны все тппы свя.ш. Прп­
мерОl\l Tali.OrO уровня может С:JУЖIIТЬ уровень с МaI.симальным 

:~нач('нпем 1, для получения которого необходимо все Сlшадывае­
мые моменты направить пара.'lлельно, т. е. слоаапь одним-еДIlН­

ственным способом. 
ОДНaIЮ, как мы убедимся далее, в БО.1ЬШШIстве случаев ни 

один из указанных типов связи не является точным, 11 прпхо­

дитСя пспользовать промежуточные типы связи. Но и в ТaIШХ 
С.'lучаях для однозначной класспфIшацпи п пдентифюшции уров­
ней энергип все равно приходится IIСХО;ЩТЬ IIЗ определенного 

способа связывания моментов и использовать являющпеся при­
ближенными кваптовые числа одного пз указанных типов связи 
(2.18)-(2.21). 

КлаССИфllкация уровней в ра3JIИЧНЫХ типах связll. В LS-связи 
УРОВНII энергии двухэлектронной конфигураЦИII будут хараRтери­
:юваться, согласно (2.18), промеiI,УТОЧНЬШИ I>ваНТОВЫМII ЧI1:слами 
L и S, а также результирующим момеНТОlll колпчества движения 1. 
Обычно вместо LSI пишется 2S+1LJ ; I,BaHToBbH' ЧИС:Iа L и S 
обозначают группу уровней. называемую спектральным тер!'.IOМ, 
шш просто термом, причем величина 2S + 1 укааывает мулъти­
плетность терма. 1 описывает так называемую тонкую структуру 
терма, а LSI - уровень энергии. Наждый уровень в соотв.етствпи 
с М = -1, ... , 1 состоит из 21 + 1 состояний. Число уровней 
терма равно 2S + 1, т. е. его мультиплетности, если L ~ S, и рав­
но 2L+ 1, еСЛIl L < S. L пробегает целые (а S и 1 - целые и 
ПО.ТIуцелые) положительные значения (включая 11 L = S = 1 = О), 
однако для обозначения L по традпции обычно пспользуются 
заглавные БУI>ВЫ латинского алфавита в соответствии с 

1 
р 

2 
D 

3 
F 

4 

G 

!) 

н 

6 

1 

7 

К 

8 
L 

9 

М 

10 

N ... 
(2.22) 

Исходя из (2.18), нетрудно установить, что, например, в слу­
чае конфпгурации nsn' s мы получаем уровни ISo П ЗS., дЛЯ 
nsn'p - IРI И 3Ро , 1,2, для прп'р - ISo, IРI • 1п2, 3S1, 3Ро, 1, 2, зп 1 . 2. 3 

И т. д. При 2S + 1 = 1, 2, 3, 4, 5 ... термы соответственно назы­
ваются синглетпыи,. дублетньП<IИ, триплетными, квартетныи,' 
квинтетными и т. д. 

При необходимости указывать четность Бонфпгурации, опре-
/1+1" 

деЛЯf"I[УЮ кап: (-1) ~, к ()бnзначешпо· терма присоедппяется еще 
3Щ\ЧОl, о (от аПГЛIlЙСКОГО слова оаа - IIсчетный,' если щmфпгу­
рация ЯВ.;IЯется неЧСТIIОЙ. Например, в случае J\ОНф!'lтурации 

nsn' р уровни тогда буцем обозначать lP~, зрg,I,2. ТаRИМ образом, 
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спектры рассматриваемой конфигурации будут состоять ПЗ спн­
глетОВ и триплетов. 

Символы LS-связп Очень ширOlЮ используются для обозначе­
ния уровней знеРГIlИ отчасти по традиции, отчасти из-за того, 

чтО для наиболее хорошо изучеННЬLХ спектров леrnих нейтраль­
Hыx 11 IIевыСОКО ионизованных атомов эта связь ближе всех 
J\ деJiствительности. 

Обозначения уровней энергии с помощью ДРУГИХ ТИПОв связи 
более громоздки и не так наглядны. Они легко получаются, ис­
ходя из формул (2.19)-(2.21>. в случае LK- и jK-связи уровни 
обозначаютсЯ как ХК! или X[K]J, где Х = L, j. Для L можно 
lIспользовать пли буквенные, ПЛll цифровые обозначения. НаПРII­
ЬH~P, для nрn' Р конфигурации возможны следующие уровни: 

LК-связь: s[~] , p[i] , p[~] , п[~] , Dr~] ; 
0,1 0,1 1,2 1,2 2,3 

(2.23) 

~ [~]2'3' jK-связь: ~ [~] , 
],2 

(2.24) 

Из (2.23) и (2.24) впдно, что в случае LK- и jK-связей энер­
гстичеСЮIii спектр состоит из дублетов. Эти дублеты еще подраз­
де.1JЯЮТСЯ на группы согласно значениям L и j соотв-етственно. 

В случае jj-связи уровни обозначаются Iшк j.j2J пли [j,j2)J 
П для нонфигурации nрn' р получаем 

[ ~ ~ 1 ' [} ~] , 
1,2 1,2 [; ~ 1 ' 0,1 

[3 3] ?2 . 
~ 0,1,2,3, 

(2.25) 

Наряду с обозначениями (2.23>-(2.25) используется и запись 
всех CIIMBO."IOB в одну СТРОЧI>У. СраВНIIвая все четыре типа связп, 
нструдно убедиться, что число уровней в данной конфигурации. 
тю.; же нак и число уровней с данным J, пе зависит от ви,..Тf,а 
связи. 

§ 3. Состояния оБО':IOЧКII ЭНВlIналентных электронов. 
sN, pN И d N оБОЛОЧIШ. RBaHToBoe ЧИС.·IO старпшн('тва. 

}\ваЗIIСПИН 

Два :швивалеНТНЬLХ злентрона. Два электрона называются зк­
ВlIва.'Iентными, если n.l1 = n2lз (случай LS-связи) или n.l.j. = nzl2j2 

(сдучаii jj-связи). Соответствующие конфигурашПI тогда будеl\[ 
обо:mач'ать в юще nт! плп nlj2. На состояния эквивалентны"\: элек­
,ТРОНОВ определенные огранич'енпя налагает П[JIlНЦIШ Пау."IИ, тре­
бующий аНТlIсимметричяости соответствующих ВОЛНОВЫХ фующий: 
ОТНОСJIтельно перестаноюш коорлинат двух Э:IеI-;ТРОНОВ. 

Волновую функцпю связанных моментов двухэлеI>тронноii 
КонфигураЦlIИ можно лепю построить, исходя из метода BeJ\Top-
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ного СЛОif\енпя моментов с помощью коэффициентов Клебша­
Гордана согласно формуле вида (2.12). Тогда антиспмметрпчная 
волнuвая ФУНI>ЦПЯ ;(ВУХ ЭI\ВJша.'IСПТНЫХ элеI>ТРОНОВ ПрIl пспольаu­
ваЮIII общего равенства (2.14) с учетом cBaiicTB спмметрпи .ноэф­
фицпентов Клебша - Горда на II изменения ПОРМИРОВБП воановой 
функцпи (вместо множителя 1гп должно быть 1/2) будет в LS­
JI jj-связп соответственно иметь впд 

"IjJ (nPLSJ) = ~ [1 + (- 1)L+S] ч: (n1nlLSJ), 

"IjJ (nlj 2J) = { [1 + (- 1)J] Ф (nljnljJ). 

(3.1) 

(3.2) 

Здесь 'Ф(п1пILSJ) ]1 'Ф(п1jпljJ) - волнuвые фУЮЩИIl связанных 
моментов (см. (3.7) при N = 2). 

Из (3.1) и (3.2) видно, что в случае двух ЭI>ВlIвалептных 
электронов реализуются только состояния, для IЮТОРЫХ В LS-свя­
зп L + S, а в jj-СВЯ311 J являются четными чпсламп. Например. 
для конфигурации р2 разрешены термы IS, 3р П ID; в общем 
случае конфигурации [2 пмеются термы IS, 3Р, ID, ... , IL, где 
L = 21. В случае n1j2 по.'1учаем ТОЛЫiQ четные возможные значе­
ния J = О, 2, 4, ... , 2; - 1. 

ТаКИl\1 образом, принцпп Паули разрешает толы�ю часть со­
стояпий, получаемых BeKTopHЫ~1 С:IOгкенпе~I соответствующпх 
lIIOMeHTOB количества движения, так как другие состоянпя ОБазы­
ваются не антисимметричньпш, и их волновые ФУНI>ЦПИ СОГ;:ШСIIO 
(3.1) или (3.2) превращаются в нуль. При этом, опять-таки пз 
принципа Паули, вытекает, что в случае ЭI>ЩIвалеПТIIЫХ электро­
нов возм~жны лишь однородные (парные) типы СВЯзп LS и jj, 
в которых электроны участвуют совершенно равноправным, сIщ­

метричным образом, что сле;J:ует из принципиальной неразличи­
мости эквивалентных Э.'Jектронов. Из фОРlllУЛ сложения моментов 
двух электронов в случае LK- и jK-связей (2.19) и (2.20) IШГЛЯ;J:­
но видна неравноправность отдельных моментов, что и оБУСЛОВЛlI­
вает невоз~IOЖНОСТЬ реаЛIlзации этих типов векторной связи для 
эквивалентных электронов. 

Существование только двух типов связи в случае эквивалент­
ных электронов непосредственно следует таI>же из расс;\ютрения 

соответствующих взаИ~lOдеiiствиii. Когда электроны эквивалент­
ны, прямая и обuенпая части электростатического взаимодейст­
вия объеДIlНЯЮТСЯ в одно выражение; сшш-орбитальные взаимо­
действия каждого Э.lJектрона также равны между собой. поэтому 
{)стается только одна ВОЗl\lОЖНОСТЬ - сравнивать величину несфе­

рической части электростатического взаи;\IOдействия со спин-орби­
тальным. Если указанные Э.lJектростатические взаИl\lодействия 
преобладают над спин-орбита.IJЬНЫl\Ш, то реализуетсн LS-связь; 
в обратном случае IПlеет место jj-связь. Нак мы увидим в даль­
нейшем, для подавляющего БО.lJьшинства aTO~IOB и ионов, вкл:ю-
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чая И весьма высокоионизованные атомы, внутри оболочки ЭIШИ­
валентных электронов И!llеет место L8-связь, ПОЭТОIllУ ей мы бу­
дем уделять основное внимание. 

Построение волновой фУНlЩIПJ оБО" .. ОчБи 3КВJшалентных злеl~­
тронов с помощью генеалогпческих коэффицпентов. СRазаННО'е от­
носительно двух ЭБВlшалентных элеБТРОПОВ легко обобщается па 
случай оБОЛОЧКII ЭБвивалептных электронов, которую в L8- II jj­
св~зи (В ней она оБЫЧIЮ называется подоБО.'lОЧIЮЙ, или j-обо­
дочкой; см. также конец § 3) будеи обозначать в виде nlN и nljN 
соответственно. Согласно веБТОРНОЙ моде.iПI !lImlепты элеБТРОПОВ 
в первом случае будут СI{.ТJ:адываться в моменты L и S, кванто­
вые числа после;з:них будут УБазьшать вид терма и его мульти­
плетность. а их веБторная сум'ма L + S, обусловливаемая спин­
орбитальным взаимодействием, дает квантовое число J, разли­
чающее уровни данного терма. В Н-СВЯЗII IIIЫ сразу получаем ха­
рактеРИСТIШУ уровня '. 

Заметим, что в оБО:Iочке lN возможна также таБ называеllIая 
LL-связь, при БОТОРОЙ Э.'1ектропы разделяются на две группы в 
соответствии с двумя возможными значениями проекции сшша 

IШЖДОГО электрона [63]. Орбитальные ;\Ю?>fенты этих груип за­
тем веБТОРНО складываются. Однако этот тип связи не нашел 
широкого ПРИllIенения, IЮЭТО!lfУ далее мы его не будем рас­
С:\l8тривать. 

В да.lIьнеЙшеllf мы увпдим, что В оболочке эквивалентных 
Э.'lектронов будут ПОЯВ.'1яться повторяющиеся термы и уровни. 
НеоБХОДIПlfые для однозначной клаССllфИБаЦIШ уровней !\вапто­
вые числа обознаЧИ!l1 пока дополните.'1ЬНЫМ индексом а. Тогда 
полный набор квантовых ЧIIсел уровня оболочки (в L8-) и под­
оболочки (в Н-связи) эквивалентных электронов будет записы­
ваться в виде nlNaL8J и nljNaJ, а СОСТОЯНIIЯ - nlNaLSlM и 
nljNaJM соответственно. 

ЧИСJЮ уровней терма (его статистический вес) есть 

g(LS) = (2L + 1)(28 + 1>, (3.3) 
илп 

g (L8) = L g (J) = ~ (2J + 1). (3.4) 
J J 

Сумма статистичеСБJIХ весов всех термов оболочки определяет ее 
статистический вес 

( N) ~ (4l + 2) (4l + 2)! 
g 1 = tt g (L8) = N = N! (4l +2-N)!' (3.5) 

(4l + 2) где N - ЧИСJЮ сочетаний из 41 + 2 по N. При N = 4l + 2 

оБО.:Iочка называется заполненной или за!IIЮIУТОЙ и ее статисти­
чеСБИЙ вес равен единице. В заполненной оболочке ВОЗ!lЮЖНО 
лишь Состоянпе 18о • 
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Четность оболочки эквивалентных электронов lN определяет­
ся произведениеll[ четностей отдельных элы,тронных состояний 

L1i 

n = (-1) i = (- 1)Ю. (З.6) 

Из (З.6) следует, что конфигурация полностью определяет чет­
ность получаемых СОСТОЯIlПЙ, ПОЭТОl\lУ обычно lI[bl будем ОПУСliать 
квантовое число четности n. Это утверждение действительно и 
в случае сложных конфигураций, состоящих из ряда оболочек 
эквивалентных электронов. Из (3.6) BblTel'aeT, что четность 
замкнутой оболочки всегда положительна. 

Оболочки эквивалентных элеl'ТРОНОВ в соответствии с ВОЗlllОЖ­
НЫIlШ значениямп 1 = О, 1, 2, З, 4, ... обычно обозначают строч­
НЫIlШ буквами лаТlПJСl'ОГО алфавита s, р, а, j, g, ... (оболочки 
SN, pN, dN И Т. д.>. l\Iаl'спиальное возможпое чпсло элеКТРОIIОВ 
в них, согласно значению 4[ + 2, получается раВНЫl\l 2, 6, 10, 
14, 18, .... 

Довольно часто пользуются и другими обозначениями (осо­
бенно в рентгеновской спектроскоПlШ): существующие наборы 
оболочек с фикспрованным значениеJl.I основного квантового чис­

да 1l =, 1, 2, З, 4, 5. 6, ... обозначаются заг.1Iавными буквамп К, 
L, М, N, О, Р, ... В ЭТО1I случае, наПРIПfер, СИМВОЛ К соответ­
ствует оболочке 18, СIШВОЛ М - оБОЛОЧКЮf Зs, Зр И 3d и т. д. 

Принцип ПаУЛII не позволяет непосредственно получать воз­
можные СОСТОЯНIIЯ оболочки эквивалентных электронов из модели 
векторного сложеНIIЯ :!\10ментов, как это Иl\lело место в случае 

двух неэквивалентных электронов. Когда в оболочке имеется 
больше двух эквивалентных электронов, то никакие состояния, 
полученные непосредствеПНЫl\l связыванне?[ IIЮ~leIIТОВ согласно 

возможным в ЭТО1I случае LS или jj типам СВЯЗИ, не являются, 
вообще говоря, разрешенньаш; таКОВЬПI"И являются лишь их оп­
ределенные линеiiные КО:\fбинаЦИII. 

Для устаНОВ.ТIепия ВОЗJ\IOЖНЫХ, разрешенных ПРИНЦIПIOJ\[ Пау­
ЛИ, состояний обо.ТIОЧКИ эквивалентных электронов и построения 
соответствующих волновых функций очень эффективным оказы­
вается метод генеалогических коэффпциентов. Суть его заБлюча­
ется в следующеllI. АНТIIСIППfетричная волновая функция оболоч­
кп N эквпвалентных электронов 1jJ(ZNa,LSMLMB ) получается ре­
курреПТПЫIlI образом, исходя IIЗ аНТИСИllн[етричной волновой 
фуНlЩИИ N - 1 электропа 1jJ([N-Iа,.LIS\ ML11IJ 81). Вначале строится 
волновая функция [N оболочки связанных JIIоментов согласно 
формуле ВIща (2.12), а IIменно: 
'Ф(zN-l(а,IL1Sl)lLSЛlLМs) = ~ 'Ф(zN-lа" L1SIMLIM81)X 

ИLIМ81тlтs 

Х ~ (lsmlm s) ["~~1 ~l ~I L] и; 81 :. ~I 8]' (3.7) 
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Эта фУЮЩИЯ является аНТИСИl\lметричной относительно N - 1 
электрона, но не аНТИСlIмметрнчной относитеnыlO перестаНОR~И 
координат после~него электрона с люБЫl\1 ИЗ N - 1 электронов. 
удовлетворяющая принципу Паули, т. е. антисиммеТРllчпая от­
носительнО всех эдектронов волновая функция оБОЛОЧIШ [N ЯRJIЯ­
етСЯ линейной КО~lбинаЦIlеii фУЮЩllii связанных )юмептов (3.7): 

11' (zNаLSЛ1L11!s) = 

= ~ 'Ф(zN-l(а1L1S1) lLS:1IL1Is)(lN-l(аlLlSl) ZIIZNaLS). (3.8) 
(XI L l S l 

Аналогичное равенство в случае jj-связи будет иметь вид 

:Множители при Функциях связанных моментов в (3.8) и (3.9) 
называются генеалогическими коэффициентами с одним от щеп­
леННЬПI электроном. Они обеспечивают аНТИСIIмметричность nол­
повой функции 11 тем са:\[ЬПI возможность появлепия в рассмат­

риваемой конфигураЦИlI только разрешенных ИРПНЦИПО:l1 Пау:rи 
теРl\ЮВ п состояний. 

Генеа.'IОПlческне КОЭффIlциенты играют фундаментальпуJO 
роль в теории спектров многоэлектронных. атомов. В ряде С.'lу­
чаев удается позучить ана:ПIтические выражения ДЛЯ них, одна­

ко обычно пользуются таБЛIlцами их чпсленных зпачений, вы­
ЧlIсляемых рекуррентньПII обраЗОl\l. ИСХОДЯ из фОР)fУЛЫ 

~ (_1)28 V(:~Lo + 1) (2So + 1) (2L 1 + 1) C~Sl + 1) х 
(XIL1S1 

{ ' [. L ol {S s So}. 
L L2 L 1! S S2 Sl . 

. (ZN-2 (a 2L 28 2 ) ZIIZN-lаlLlSl) (ZN-l (~lLlSl) ZIIZ VaL8) = О (3.10) 

(Lo + 80 - нечетное число). 
J{ системе уравнеПIIЙ (3.10) пеобхо,1ИМО присоединить условие 

ортонормированности генеалогических коэффициентов 

~ (zNaLS IIZN - 1 (a1L 1S1)l)(ZN-l (a1L1S1) ZIIZNa' LS) = б (а, а'). 
(XIL18 1 

(3.11) 

НЗ (3.10) и (3.11) !IIОЖНО определить численные значения 
генеалогических КОЭффИЦllентов оболочки ZN, исхоТ\я из соответ­
СТВующих величин в сл)'чае одного и двух электронов, а именно: 

(О (О) Z [Ills) = 1, 

(l(Zs)llll~LS) =~[1 +(_1)L+S]. (3.12) 



36 гл. t. СИСТЕМАТИКА СОСТОЯНИй l\IНОГОЭЛЕКТРОННОГО АТОМА 

Некоторые трудностп прп определенпи генеалогичеСЮIХ ко­

эффициентов вознюшют в случае l\Онфигурацпii, имеЮЩIlХ 
повторяющиеся тер:\IЫ. Способы Б.Тшссифи}{аЦIlИ ПОВТОРЯЮЩихся 
теРl\lОВ мы раССllIОТРПl\I ниже и в § 4 (случай jN оболочки). В При­
JIOmешш 11 приведены некоторые дополшIтеJIьные свойства генеа­
логических коэффицпентов и таблицы пх ЧИС:IeННЫХ значенпй, 
соотвеТСТВУЮЩIIе pN п dN оболочкам (табл. П.II.l п П.II.2). Здесь 
,}{е ЛIlШЬ YKamel\1 аналогп фОР:\IУЛ (3.10)-(3.12) ДJIЯ jj-связи: 

~ 2J1 ~Г • .{j j Jo} 
~ (- 1) v (2Jo + 1) (2J1 + 1) J J J .~ 

alJl 2 1 

Х (jN-2 (a2J 2 ) j 11 /-lа1J1) (/-1 (a1J1) j IljNaJ) = О (3:1Оа) 

(/0 - нечетное число), 

~ (jN aJII jN-l (a1J 1) j) ({If-l (a1J 1 ) j IUNa' J) = б (а, а'), (3.11а) 
a1J1 

(О (О) j 11jj) = 1, 

(j (j) j IJj2J) = ~ [1 + (- 1)J]. (3.12а) 

Рассмотренные величины представляют собой генеаЛОГ:iIчеСlше 
коэффициенты с ОДНИ~I отщеlLТJеННЫlll электроном, сокращенно 

обозначаемые как (N -1, 1I1N). Заметим, что (N -1, 111N) = 
= (NIIN - 1, 1). 

В ряде физичеСКIIХ задач МОГУТ ИСIlоnьзоваться генеалогпче­
ские коэффпциенты с ббЛЬШИ:\1 числом отщепленных электронов 
(N - р, pIlN). Обычно опи выражаются через генеалогичеСlше 
:коэффициенты с одним отщепленным электроном [14]. 

sN, PN и dN оБОЛОЧ:КII. «вантовое чис."IО старшинства. Нак мы 
уже упоминали, :\1аКСIll\lальное возможное число эквивалентных 

ЭJIектронов в оболочке lN равно 4l + 2. Прп 1 = О мы имеем пап­
более простоii С:Iучаii обо.JIОЧI\И SN, в КОТОРОЙ возможно наличне 
одного и двух элеI\ТРОНОВ. В первом случае разрешен лишь терм 
2S, а во BTOP0:\I - IS. Полные пх статистичеСКlJе веса согласно 
(3.5) равны 2 и 1 соответственно. 

В pN -оболочне :\южет находпться до 6 электронов. Здесь 
уместно рассмотреть ПРИ:\lечательную особенность заполнения 
оболочки электронамп - взаимосвязь меmду состоянпями так 
пазываемых дополнптельных оболочек При N < 2l + 1 оболочка 
пазывается частично заполненной, при N = 2l + 1 - полузаПО;J­
ненной, а при N> 2l + 1 - почтп заполненной. Если чпсло элект­
ронов в частично заполненноii оболочке обозначать через N, тог­
да в почтп заполненной оБО,"Iочке будет находиться 4l + 2 - N 
:шектронов. ДОПОЛНIIтеЛЬНЫllШ обоnочкюш называются КOF!фигу­
рации lN и l'l+2-N; ОНП дополняют друг друга до полностью за­
полненной оБОЛОЧКII, характеризуеl\ЮЙ квантовьпlИ числами L =, 
=S=O. 
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Оказывается, что дополнительные оБОЛОЧRИ пмеют одип и 
тот же. набор термов. Действительно, чтобы Эти оболочки В СУМ­
I\Ie составлялп сферичеСКИ-СIППlетрпчную систеяу, характеРI~зуе­
мую вулеВЫI\ПI значенпями орбитального L и спинового S моиен­
тов количества движения, необходимо, чтобы 

(3.13) 

с другоii стороны, па электроны в почти заПOJшенной оболоч­
ке можно смотреть ка" на «ДЫРRШ) В полностью заполненноп 
оболочке. I\олнчество «дырою) будет равно чпслу электронов в 
соответствующей частично заполненноii оболочке. 

В случае pN оболочки полузаполпенной является конфигура­
ЦIlЯ рЗ, а дополнительными - оболочкп рl И р\ р2 и p~. Анали­
зируя волновые фУНlЩии этих конфигураций (C~l. формулу (3.8», 
псходя из генеаЛОПIческих коэффициентов (3.12), мы устанавли­
ваем следующие возможные термы, указанные в таблице 1. В пей 

т а б л п ц а 1. ВО31I01Юlые термы п полные статпстические веса 
оболочек sN, pN п dN 

Стат. вес Число 
,N Возможные TepnIbl уров- обоЛОЧhИ 

ней g(lN) 

sQ, S2 18 1 1 
SI 28 1 2 
рО, р6 18 1 1 
рl, р" 2р 2 6 
р2, р4 18, 3Р, lD 5 15 
рЗ 48, 2р, 2D 5 20 
ао , d10 18 1 1 
d\ d9 2D 2 10 
d2, d8 18, 3Р, lD, 3F, lС 9 4~ 
cF,tfI 4р. 2р, (2) 2D, 4F, 2F, 2С, 2Н 19 12U 
d4 , d6 (2)18, (4) ~P, bD, 3D, (2) lD, (2) Ц., lF,3G, 

(2) lС, 3Н, lZ 40 210 
d5 68, 28, 4р, 2р, 4D, (3) 2D, 4F, (2) 2р, 4С, (2) 37 252 

2С, 2Н, 2Х 

представлены ВОЗ:\lOжные конфигурацпи, термы, числа уровней 
и ПОЛные статистические веса конфпгураций в случае электрон­
ных оболочек SN, pN и dN• 

полные статпстпчесюrе веса pN конфигурацпй получаются 
раВIIЫМи 6, 15 и 20, соответственно. Напомним, что конфигура­
lЦIП р', рЗ И р' являются нечетными, и к обозначению их термов 
JlНогда прпсое;l,шiяют букву «о» (наПРИ:\Iер, 2Ро). Возможные зна­
чешlЯ уровней находпм с помощью векторного сложения момен­
ТОв L и s. Например, в случае 2р Ш\Iее!\f J =, 1/2 И 3/2, ID - J = 2, 
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'S - J = 3/2, зр - J = О, 1, 2 п т. Д. Соответствующие ypOBНlI бу­
дут обозн<\'liJ.ТЬСН IШК 2Pl/2.3/2; lD2 ; 4S32 11 3Po,1,2' 

В случае dN оболочки максимально возможное ЧИСJЮ электро­
нов равняется 10, полузаполненнои будет а" оболочка. Разрешен­
ные тер:\IЫ, чпсла уровней и полные статистпческие веса всех 

возможных Бонфпгураций ан оболочки taI-;же пrе;~ставлеllЫ в 
табл. 1. Числа в Сlюбиах перед неКОТОРЫМII теРМа:\Ш УI-;азывают 
иоличество возможных термов с ОДНlППI и теми же значеНИЯI\Ш 

L и S в данной конфигурацпи. TaI-;ЮI образом, уже в aiS оболоч­
ке мы стаЛЮlВаеl\lСЯ с наЛIlчием понторяющихся теР:\ЮII, т. е. с не­

достаточностью JШaIIТОВЫХ чисел полпого орбитзлыюго 11 сшшо­
nого моментов Боличества движеПIIЯ для О,J;нозначноii ЮI3ССИфll­
I{ации термов. Первьш и простеЙШII!\1 таюш с.;:rучае:\1 ЯШIЯется 
Iюнфигурация dЗ, в КОТОРОЙ имеются два терма 2D. 

В атомной спеh"ТРОСКОПИИ очень важпо IIl\lеть по::шыu набuр 
Iшантовых чисел, ПОЗВШIЯЮЩПХ различать ПОВТОРЯЮЩllеся тер:l.IЫ 

И таИИ~1 образом однозначно классифицнровать весь энерП'тпче­
скии спеитр. Поэтому был предпринят ряд попыток найти допол­
нительные Бвантовые числа, позволяющие каЖ,J;ОI\lУ терму обо­
.ТIOчии эививалептных элеитронов приписать раз.ТIlIчпыii их набор. 
3начптельный шаг вперед в этом направлении сде."Iал Дж. Раках 
в работе [3], введший понятие квантового ЧIIС;'lа старшинства. 

Формула (3.8) показывает, иак строить с помощью генеало­
ги:чеСЮIХ коэффициентов с О,J;ПИМ отщепленным элеКТРОIIО!l{ анти­
симмеТРllЧНУЮ волновую функцию обо."ЮЧИИ lN, ПСХО,J;Я из соот­
ветствующей фУIIБЩШ для ионфигураЦlI1I ll\·-t. ОiIНaIЮ ДЛЯ этой 
цели мы 1.lOжеl\f исходить таиже и IIЗ ВОЛНОВОЙ ФУНI\ЦШI БОНфигу­
рации [Н-2 и использовать генеалогически(' коэффпциенты с дву­
мя отщепленными электронами. Тогда в&шсто (3.8) мы буде~1 
иметь (из ДОПО.ТПIительных квантовых чпсел вьцелим одпо п 
обознаЧIIМ его через и) 

'ф(zNаvLSМLЛIsJ = ~ 'Ф(zN-2(аоUGLоSо)l2(L2S~)V: 
ao"oLoSo.L282 

/ LSJI LM S) (lN-2 (aovoLoSo) 12 (L2S 2 ) IIZ'vavLS). (3.14) 

Рю,ах показал, что в частном сл>учае L 2 = Б2 = О геllеалогп­
чеСБИЙ коэффициент в (3.14) имеет простое ана:ШТIIческое вы­
ражение (здесь N ~ 21 + 1) 

(ZN-2(аоvоLоSо ) l:! (~s) 11 ZN avLS) = 
= 6 ( aovoLoS О' а v L S) V 2::-Q:::-("""N~,-v"'-) /;-:"1\-;-":' (:-7N-:---:-1-:-) (=2-=-Z -+--'1:-"), (3.15) 

где 

Q (N, и) = ~ (N - и) (4! + 4 - N - и). (3.16) 

Из (3.15) следует, что если к волновой ФУНlщпи состояния 
(ZN-2аоvоLоSоМ LoM 8.> присое~ИlПlТЬ два элеRтропа в состоянии 
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IS, '1'0 пuлучае1[ волновую фУНIЩию конфпгурацип lN с теми же 
самыми квантовьпш числами моментов количества движения 

LS = LoSo. ТаБая связь термов с данными L и S конфигураций 
р' JI lN- 2, [N-\ о о. Бак раз и пспользуется для выделения новто­
ряющихся Tep~IOB. При N =, v генеалогичеСЮIП ноэффIIциепт 
(3.15) равен нулю. Это значпт, что терм avLS ПОЯВIIЛСЯ впервые 
в Бопфигурацпи I" и он не может быть получен из конфигура­
ппп lr-~ прпсоедппенпем двух э;ттектронов 12 в состоянии IS. При 
.У> v (Л· = v + 2, v + 4, .. .) генеалогпчеСl\иii :ншффициент (3.15) 
не равен нулю, что свидете;ттьствует о ВОЗМОЖНОСТИ получения 

данного терма путем присоединения пары э;ттектронов l21S :н КОН­
фпгурации lN-2 п, таКШ\1 образом, о существовании этого терма 
в НОllфпгураЦШI, содержащей на два электрона меньше. 

ТаБII!l1 обраЗ01[, повторяющпеся в данноii конфпгурацпи IN 
термы могут быть разделены на две группы: на впервые ПОЯВIlВ­
шиеся в раСС1Iaтрпвае11ОП конфигурации 11 на уже имеющиеся 
в конфигурациях с числом электронов, :меньшим на 2, 4 и т. д. 
JIспользовапие этого метода позволяет установить l\IШПIМ3ЛЬНое 

число элеБТРОНОВ (оно и обозначается обычно через и), при кото­
ром впервые появляется терм LS. Это число называется кванто­
вым ЧИСЛШI старшинства и обычно указывается слева и сппзу 

2S+1L 
ОТ символа теР'lа - V· 

Простеiiшпй прю[ер применения этой J\lетодИlШ - раЗ;1;еление 
двух теР11ОВ 2D копфпгурации dз. Пз табло 1 ВИДШI, что терм 2D 
впервые появ;:rяется в БонфпгураЦШI dl • E!lIY прпсваIIвается зна­
чеНlIе v = 1, II тогда терм iD в конфигурации dЗ будет характе­
ризоваться не равным нулю гепеалогически~[ КОЭффИЦIIеf;ТО~1 
(3.15). Второй терм 2D должен впервые появпться тш:rько в КОIJ­
фигурации dЗ ; ему прпписывается v = 3 и он будет ш.[еть равный 
ну.пю генеалогпчеСЮIЙ коэффициент (3.15). Таю:ш образ())[ могут 
быть устаПОВ.l:ены значения квантового числа старшинства для 
всех тер;\юв обшIOЧКИ эквивалентных электронов [N. 

Обычно ;:J:ЛЯ теР1ЮВ дополнптельных оБО.'Iочек пспользуют од-
1Ш И те же кваптовые числа стаРШПIlства. НаПРII1[ер, dЗ iD и 
d72D О . .. 1 . дпаБО если прпнять ВО внпмание, что генеалогическпи 

l\ОЭффllциент (3.13) равеп нулю таЮf\е при v = 4l + 4 - N, JI 

ввести обозначенпе v = 41 + 4 - и, '1'0 МОЖНО было бы термы поч­
тп заполненных оболочек характеРПЗ0вать квантовым ЧИСЛОI\[ v. 
L:\IY также можно прпдать определенный физический смысл. 
Еслп v показывает чпсло элеl{ТРОНОВ, прп которо],[ впервые появ­
ляется HehoтopbIii: тер11 прп заполнении электронами оболочки, 
То v будет соответствовать числу электронов, при котором этот 
теР1I уже псчезает. ТаБIIМ обраЗШI, v II V ограничивают интер­
вал числа э;тте:нтронов в оболочке. в котором существует терм 
с данным и. Использование v упрости.:rIО бы некоторые фазовые 
соотношеНIIЯ в lIfатеlllатическом аппарате теории спектров слож-
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IlЫХ атомов, однако по траДIЩИИ как для частпчпо, так и ДШI 

почти заполненных оболочеБ обычно пспользуется одно и то же 
значение квантового числа старшинства и. 

С устаповленными квантовыми чпслами стаРШIlнства тер:\IЫ 

оболочки lN (1 = О, 1 и 2) будут выглядеть тап: SI - ~S; s~ - ~S; Рl, 
5 2р. 2 4 IS 3р lп, :s 4S 2р 2п, dl..1Я 2п' d2 d8 IS 

Р - 1 • Р , Р - о ,2 .2 • Р - 3 • 1 '3' , и' - l' • - о , 
Эр lп 3р lG' d3 d7 4р 2р 2D 2п 4р 2р 2G 2н, d4 d6 IS IS 2 ,2 ,2 ,2, , -з,З,1 ,3 ,3 ,3 ,3 ,з, , -0,4, 
3р 3р БD 3п lп lп 3f' 3р lр 3G lG lG 3л l/'d' 6S 2S 4р 2р 
2 '4 '4 '4 .2 ,-1 .2 .-1 ,4 ,4 ,2 ,4 '4 ,4' -5,5 ,3 .3 , 

:п, iD, ~п. ~п, ~F, ~F, ~F, :G, ~G, :G, ~H, ;/. Уже из табл.1 видно, ЧТО 
,JO(ЛЯ SN И pN обuлочек нет необходи:\IOСТИ в квантовом числе 
старшинства, однаRО ради общности пспользуе:llOГО математиче­
ского аппарата его часто указывают. 

В [64] было получено в случае pN оболочки равенство 

L (L + 1) =; (8 - и) - 2S (S + 1). (3.17) 

из которого ири учете положительностп величин L, v и S сле­
дует возможность отказа от любого одного из пазвапных кван­
товых чисел; таким образо:\[, оболочну pN электронов можно с 
одинаRОВЫМ успехом классифицировать с помощью любой пары 
квантовых чисел LS, Lv или vS. Однако обычно ИСПШIЬЗУЮТ пер­
вый набор квантовых чисел L и S, опуская квантовое число стар­
шинства и. 

Примечательно, что с учеТО:\I квантового числа старшинства 
удается устранить все повторения термов в оболочке dN • Та­
ким образом, использование тройки квантовых чисел vLS позво­
ляет однозначно классифицировать термы оБОЛОЧБИ lN (1 = О, 1 
11 2), и в этом случае нет пеобходи:\IOСТИ в указывании дополни­
тельного квантового числа а. 

Наличие повторяющихся Tepl\lOB обусловливает определенные 
трудпости при ортогонаJIизации генеалогических Боэффициентов, 
при определении их фазовых l\шожителей, а также соотношеПI1П 
между дополнителыIl\lии оБОЛОЧБами. Значительно ус.'южняется 
проблема нахождения аналитических выраженпй для генеалоги­
чеСБИХ коэффициеитов и других величин соответствующего 1\1 а -
тематического аппарата. 

КваЗIIСШIН. Выше мы ввели понятие квантового числа стар­
шинства доводьно фОР:l1:3ЛЬНО, хотя И руководствуясь весьма на­
ГЛЯДНЫI\IП физическими соображеНИЯМII. Однако его можно по­
лучить также пз теОРИIl групп и IIХ представлениП. Оказывается, 
что квантовое число старшинства - это параметр, хараБтеризую­

щип предстаВ.'Iения так назьшаемоп СИI\ШЛeI,тической группы 
SP"+2' ОдноэлеКТРОННЫl\I квантовым числам орбитаJIЬНОГО 1 и СПII­
нового S моментов количества движенпя также МОЖНО придать 

определеНIJЫII теоретико-групповой смысл. Орбитальное кпанто­
вое ЧПСJIО 1 характеризует представлеНIIЯ группы вращения трех-
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мерноГО пространства ортогональноii группы Rз, а спиновое ну­
мерует представления унитарной УНИAlОДУЛЯРНОЙ группы SUz• 
ТаКII:\l образом, УБазаНIIые Бваllтовые числа - это характеристи­
БII баЗIICПЫХ фУНБциii представленпii соответствующих групп, 
оппсываЮЩIIХ свойства СIППlетрпи раСС1Jaтривае\(ых веЛlIЧИН в 
пространстве ЭТIIХ групп. 

ОднаБО БваНТОВОl\IУ числу старшпнства l\lOiЮIO придать еще 

одну интерпретацию, представив его в ВIIде таБ называемого 

квазисппна. Если вместо v ввести квантовое ЧIIСЛО 
1 

Q = т (2l + 1 - и), (3.18) 

то можно показать, что оно БУ;J;ет обладать своiiстваl\Ш, анало­
гпчнЫ1lШ свопствам спина. Например, рассматривая Q как опе:­
ратор неБоего МО:\lепта Боличества движения, легко убедиться, 
что его ко}шоненты будут удовлетворять точно таБIIl\1 же К01ll­
мутаЦИОIIНЫ11 соотношениям, что и спиновыii l\Ю1IeНТ количества 
движеНIIЯ. Поэтому Q обычно 11 называют квазпсПlШОВЫМ кван­
ТОВЫ11 чис.тrо:.\I, ИЮI просто БваЗИСIlIIНОМ. Его проекция 

JJl Q = - } (2l + 1 - N) (3.18а) 

ПОБазывает тот интервал заполпенностп оБОЛОЧБU с рассматри­
ваемым l, в котором существует терм LS, хараБтеРlIзуемыii Iшан­
ТОВЫ1, ЧIlс.'lОll старшипства v. Таким обраЗОАr, вся теория момен­
та количества движенпя :иожет быть распространена 11 на случай 
I,ваЗИСШIНа. Так, наПРIПlер, ВСП01ШIIВ, что применение теореl\IЫ 
Впгнера - Эю.арта позволяет выделить заВIIСИlllОСТЬ матричного 

ззе11ента пеБОТОРОГО оператора Т~Я) от проекционных парамет­
ров моментов количества движения в КОЭффИЦllеJIТ Rлебша­
ГордаlIа 

(ajml~k)la'j'm')=~~.1)2k [j', k jl(aj~T(k)~a'j') (3.19) 
2] ··1-1 т q т 

(велцчина (11 11) называется приведенныl\l матричпым или суб­
матричным зле1Iентом тензора Т(/'», аналогичное равенство МШ:l~­
но записать и Д;IЯ БваЗИСРПllа: 

(lNаQLSЛl Q/I Т~~lК2КЗ) ~ [N a'Q' L' S'!Il Q') = 

= (~ [Q' К1 Q -1 (Ir:xQLS 111 т(К1К2Кз) II\la'Q' L' s,). (3.20) 
V 2Q + 1 .1I Q' JI 1 J/ Q 

Обычно теорему Вигнера - Эккарта используют ТОЛЬБО ДЛЯ 
выделеJПIЯ зависимости матричных элементов от проеIЩИЙ орби­
тального и спинового моментов БОЛlIчества движения. Ее ир им е­
нение в БваЗIIСПИНОВ011 пространстве позволяет выделить всю 
зав.псимость рассматриваемого субl\JaТРИЧНОГО элеl\Ieнта (3.20) от 
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чис.тI3 электронов N в оболочке lN в Оj{ИН коэффициент Нлебmа -
Гордана. Величина (111 111) в (3.20) уже не зависпт от N. Заметим, 
что в (3.20) величина т( К1 К2КЗ) является теПЗОрШI ранга Kt , К'!.. 
И Кз в RваЗИСIIIШОВОМ, орБIlтаЛЬНШ1: и СПIJIIОВОМ пространствах 
соответственно, а также введено следующее обозначение воЛIIO­
вой функции С учеТОI\I понятпя Iшазиспина п его проекцип: 

IZNavLS) = "/lNaQLS'MQ ). (3.21) 

Логичнее было бы правую часть равенства (3.21) обозначать в 
виде I aQLSMQ ) , так как MQ однозначно определяет оболочку lN, 
и поэтому указывать еще Zl>' излпшне, но мы сохраняем и Этот 
СИI\IВОЛ J\aK более привычнып и органически связанный с траД:l­
ЦIIOННЫI\I определение!1 конфигурации. 

Выразив генеалогические коэффициенты через операторы 
вторичного квантования, можно затем и для них прпменпть тео­

рему Внгнера - Эккарта в Iшазисппновом пространстве и полу­
чить так называемые субгенеалогические коэффпциенты, не за­
висящие при данном значении квантового ЧlIсла старшинства от 

числа электронов в оболочке [65]: 

(lNaQLSIIlN-l (a'Q' L' S') [) = 

[
Q' 1q (_ 1)(N+l1(fj>(N)+I] 

~VТ-;N::;:==;(~~Q=;'+=1::=)='(2;;:::L==+==:=1)=(С7-:!.S:::==I =;1=-) 111 Q' '2 ~l Q](laQLS IIII(a'Q' L' S')l), 

(3.22) 
где 

если 1'\' > 21 + 1, 
если N ~ 2Z + 1. 

(3.23) 

Таблицы субгенеалогических коэффициентов значительно меньше 
по объему, чем обычных генеалогических коэффициентов, поэто­
му более удобны при практических расчетах (см., например, 
П.II.2 в Приложениях). 

ТаКИ!1 путем может быть разработана новая МО;J;ификация 
l\{3теl\l3тпческого аппарата теории спектров многоэлектронных 

атомов, полностью учитывающая тензорные свойства оператора 

кваЗJIспипа и требующая значительно меньше псхо;з;ных данных 
в впде таблиц ([65, 66]). В [67, 68] опа обобщена па случай 
сложных ЭЛeJ\ТРОННЫХ конфигураций. 

При обозначении термов можно было бы вместо v указывать 
Q 2S+1L 2SHL О , т. е. вместо v писать Q. казывается, что между BO.1J-

Ф d+lL ~HL 
новыми УНКЦИЯI\IИ теРАЮВ Q и s существует опреде-

ленная связь - квантовые числа спина и квазиспина можно 

переставлять друг с другои. Подробно это свойство рассмотрено 
в работе [69]. Изучение свопств генеалогических коэффициентов 
И субматричных элементов пеПРИВОДИI\IЫХ тепзорных операторов 
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отпосительно перестаноВIШ квантовых чисе.'l снина 11 нваЗIIСПJlна 

в оБОЛОЧI\е ЭI,вивалентных элеБТРОНОВ позволнло устаНОВIIТЬ ряд 

новых соотношенпй 1\lе,I\ДУ уназаннымl'I веЛIlЧIlIIЮIИ, а также 
найтИ в неноторых случаях дЛЯ IIИХ сравнительно простые алге-

бtэаичеСЮlе выражеНIIЯ. • . 
ОООЛОЧБа 3Rвивалентных злеRТрОНОВ В случае l1-СВНЗII. Если 

в оБОЛОЧБе ЭБВlIвалентных Э.'1еI\ТРШЮВ спин-орБIIтальпые взапмо­
деiiствия преоб.тIадают над несферпчеСI\оii частью элеБтростаТII­
чесних взаи~юдеЙСТВlIЙ, то в Heii осуществляется jj-свлзь п сама 
оболочна [N расщепляется па две подоБОЛОЧЮI с j = Н=I/2 = 1",. 

N 1 .lV 2 
Тогда вместо копфигураЦШI [NaLSl 1\IЫ имеем nljl 12 a 1J 1a,J,J. 
В этом случае 1 надо сохранять для уназанпя четности нонфигу-

Т ~ ,.- ~,.- lN 
рации. аRЮI оораЗО1\I, весь наоор уровнен ОООЛОЧRIJ расщеп-

.'Iяется на ряд j-Rонфигурацпii в заВИСИМОСТII от ЧИС.J!а возмож­
ных БомБIIнацпii значеilИЙ N I и N2• Это число не должно пр евы­
шать веЛlIЧIШУ N + 1, но 1\южет быть и меньше. НаПРЮ\lер, в слу­
чае Iюпфигурацип р3 пмеются уровни 4 S31 ' 2 P1I 31 и 2 D 31 51 • 

2 2' 2 2' 2 

В jj-СВЯЗll Юlесто ЭТIIХ характеристин IIолучае!ll уровни, СГРУIIПИ-
N 1 N 2 3 

рованные в TpII подконфигурацпп р- Р+ J 1 J 2 Ja: р+ 03/23/2; 
p~plI03/'!.3/~, и Р~Р~Ч201/2'Р~Р~ Ц~23/2' Р~Р~Ч225/2' 

Таким образо~[, в jj-СВЯЗII уже сразу ПРИХОДIIТСЯ иметь д-ело 
с более слmюlOй струнтурой электронных нонфпгурациii (разбие­
нпе обычноii оболочни :жвивалентных элеRТРОНОВ па IIодоБОJlOЧ­
ЮI, необходи;',IOСТЬ расчета недиагона.тIЬНЫХ ОТIЮСlIтельно НОIIфп,. 
гураций 1I1атричных элементов и т. дJ. Однако этп трудности 
БО1\ШСНСИРУЮТСЯ ПРОСТОТOII са:llИХ подоболочеч 11 легкостью нлас­
СllфllRаЦШI IIХ уровней. Действительно, имея n виду, что j-обо­
.'Iочка является заполпеюIOЙ при N =, 2j + 1, получаем, что анало­
ги заполненных (}болоче1> SN, pN, dN И fN IIодоболочкп . [1/2]N, 
["/z]N, P/z]N П [1/JN будут содержать 2, 4, 6 и 8 элентронов со­
ответственно. Полузаполпепные эти подоБОЛОЧБИ j<ZHI J/2 бу­
дут состоять Н3 1, 2, 3 и 4 элеRТРОНОВ соответственно. ЗамеТJIМ, 
что, например, подоБОЛОЧ1>а P/Z]N l\lOжет ВОЗНИБать 1:a1> IIЗ p~, таБ 
II из d:!.. 

I\вантовое число стаРШJIнства, ВIЮДlнюе в ЭТОМ случае нак 
(здесь N ~ (2j + 1)/2) 

(jN-2(vl)j2ОlljNvJ) = Y2Q(N, v)/N(N - 1)(2j + 1), (3.24) 
где 

Q (N, v) = ~ (N - /-,) (2j + 3 - N - р), (3.25) 

ЯБ.'lЯется достаточным для оДно:тачной нлассификации уровней 
подоболочки jN (j = 1/Z, З/~, 5/2' 7/2). Эта нласспфпкация охваты­
ва;т праНтичеСБII все нонфигураЦИIl элементов IIериодичеС1>ОЙ 
таОЛIIЦЫ Менделеена. ВОЗl\lожпые уровни конфпгурации jN (j ~ 
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~ 51'}), их квантовые числа v и 1, чпсла уровней, а также ста­
тистические веса конфигураций приведены в табл. 2. 

Нва3IIСПИН и его проекция в случае jN подоБОЛОЧБП определя­
ются следующим обраЗОIlI: 

" 1 (2 j -1 1 )' 1 (2 j -1- 1 ) Q= 2 ----z--v, M Q =- 2 --2-- N . (3.26) 

Подробно применение метода Бвазиспина дЛЯ Г' подоБUЛ()ЧБII 

Т а б л п ц а 2. Уровю[ И полные стаТПСТП'lеСШIe веса БОНФllГУраций 

jN (j<.5/2) 

.N 
J 

[1/2]0, [1/2]2 
[1/2 ]1 

(3/2]0, [3/2]4 
[3/2)1, (3/2)3 

[3/2]2 

(5/2]0, [5/2]6 
(5/2]1, (5/2 ]5 
15/2]2, (5/2]4 

[5/2)3 

Возможные уровни (vJ) 

О О 
1 1/2 

О О 
1 3/2 

О О, 2 2 

О О 
1 5/2 

О О, 2 2, 24 
1 5/2, 3 3/2 , 3 9/2 

I ЧIIС:IQ I ~T~T. вес 
уровнеli J-О~~.'I()Ч-

1 1 
1 2 

1 1 
1 4 
2 6 

1 1 
1 6 
3 15 
3 20 

рассмотрено в работе [70]. в этом случае также можно ввести 
субгенеалогические коэффициенты и другие прпведенные в ква­
зиспиновом пространстве матричные элементы. 

§ 4. Классификация состояний оболочки fN 

Собственные значеЮIЯ операторов Казимира в теории оболоч­
ки эквивалентных электронов fN. В § 3 мы уже упоминали, что 
используемым для классификации состояний квантовым чи:сла~1 
можно придать определеннып теоретико-групповой СlllЫСЛ. Теорпя 
групп (точнее, так называемые операторы Назимира) нам послу­
жит также при поиске дополнительных квантовых чпсел, необ­
ходимых для выделенпя одпнаковых термов оБОЛОЧБП fN. Одню;о 
для этого мы должны Братко остановиться на так называемых 

единичных операторах n собственных значениях операторов На­
ЗПМllра. Определим единичный тензор иА равенством (ср. [2]): 

(lllu"/ll') = {[k['}{j(l, [') (k = 1, 2, ... , 2Z>, (4.1) 
где 

(4.2) 

а также напо}шим, что одноэлеБтронныii субllrатрпчнып {приве­
деННЫlI матричный) элемент оператора Спинового ыомента· ~оли-
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чества движения 81 и ана.тюгпчноЙ скалярноii величины 8° (в еди­
нпцах п) равен 

(81181118) = l' 3/2, (8118°118) = 1'2. (4.3) 

В (4.1) СИ~lВОЛ {аЬс} означает, что параl\[етры а, Ь, с удовлетво­
ряют так нззываеМОl\lУ условию треугольнпка с цеаЫ!II пеРII!\[ет­

РОМ (любое число из указанных трех не :меньше разности и не 

больше суммы двух остальных). IIз введенных операторов мы 
можем составпть оператор Vkl 

(4.4) 

а также cYl\l:\IY операторов в (4.1) и (4.4) относительно коорди­
нат оболочки эквпва:IеНТIIЫХ э.'1еКТРОIIОВ, а Иl\lенно: 

N 

и~ = ~ u~(i), (4.5) 
i-l 
N N 

Тjhl ~ k (') 1 (') ~ kl (') t qq' = ~ uq Z Sq' Z =...:::.. Vqq' l. (4.6) 
1=1 i~1 

3ню~ СУМl\шрованпя i в (4.5) п (4.6) означает номера координат 
ободочки эквивалентных электронов, прпчем и" относится к прост­
ранственным (орбптаЛЬНЫl\I), а SI - к СПИНОВЫ:\I координатю[. 

Операторы и~ яв.,яются I1НФПНlIтезимзльпьп.ш Оilераторю\ш 
(I'енераторами) групп унитарных преобразовании волновой ФУНК-

цИИ N частиц, а и~ - О;l,НОП частицы. IIз определенных комбина­
цпй скалярных пропзве,;::t;енпп операторов (4.5) и (4.6) образуются 
так называемые операторы Назимира (ипварпанты) соответствую­
щих групп. Мы раССI\lОТРПl\[ эти операторы п пх собственные зна­
чения в сдучае групп, пара метры пре~ставлеНlIii IШТОРЫХ ИСПО.'IЬ­
зуются для классифпкацни состояниii ободочки эквивалентных 
Э.11ектронов. Н ЭТИi\1 группаl\l относится унптарная УНИ!IIОДУ.'IЯР­
ная группа su21+1, некоторые частные случаи ортогональной 
группы R2lH (l = 1, 2, 3), иск,пЮЧlIте.'lьпая группа С2 и симплек­
тическая группа Sp'I+2' 

Оператор Назюшра для (2l + 1)-ыерной ОРТОГОН3.'IьноЙ груп­
пы R21H слеДУЮЩИl\l обраЗОl\l выражается через скалярное про­
изведение операторов Uh : 

21-1 

G(R21~t-1)= ~ (2k+1)(Uk .uh ). (4.7) 
kнеч=1 

В частном случае группы трехмерных вращениii Rз имее:\1 

G(R 3( -1 и1) З(L1 .L1) 
3) = и· = 1 (1'11) (1lI1) , (4.8) 

где и - обычпыii оператор орБИТМIЬПОГО МШleнта количества 
Движения. 



46 гл. 1. СИ(,'ТЕМ.\ТИНА СО(''ТОЯНlln 1\IНОГОЭJIEКТршIНОГО АТОМ.\. 

Для дополнительноii иласспфииаЦIIИ СОСТОЯПIIU f-оболочки 
Прll LS-связи используются параJ\lетры представлений групп R7 

и С2 [4], В случае которых операторы Казимира имеют вид 

G(R7 ) = з(и1 • и1 ) + 7(из • из) + 11(и5 • U'), (4.9) 

G(G2 ) = з(и1 • и1 ) + 1ни5 • и5 ). (4.10) 

ФОРl\Iу.crа (4.7) является чаСТIIЫ1[ С.ТIучае:l1 (нечетные значе­
llИЯ k) оператора Казюrира более общеii тю, называемой унитар­
ной унимодулярпоii группы SUZ1+1, а Il:IleHHo: 

21 

G(SU21+I) = ~ (2k + 1) (Uk.Uk). (4.11) 
k>O 

ПРII включении в СУМ11У члепа с k = О будем Иl\lеть соответству­
ющий оператор Казнмира для унптарной группы U21+t. Опера­
тор RаЗИl\шра Д.ТIя спмплекти:ческой группы Sp6/.,.2, гeHepaTopa]lf~ 
lютороii служат теllЗОРЫ 17h1 11 uh С нечеТIIОЙ суммой рангов, 
мошет быть определен С.ТIеДУЮЩИI\I образом: 

2/ 2/-1 

'"' 2k- c-1 (1<1 kI) 1 '"' (k k) G(SP41+2) = 2 ~. (llluЧl)2 у.у +2 ~ (2k+1) и·и = 
k.1ет-о kнеч -1 

= 2 ~ (~k·tll\:! (уМ • yl!l) + ~ G(R21+I)' (4.12) 
k -о 1 I и 1 
ЧРТ--

Известны выраженпя для собственных значений приведепных 
выше операторов Казимира. Онн ПО.IIностью определяются транс­
формаЦИОННЫl\Ш свойствами волновых функциii по отношению 
и соответствующим группам и завнсят только от индексов, ха­

раБтеризующих представленпе этой группы. Для рассматривае­
мых случаев онп соответственно равны 

g (Rз) = 3L (L + 1)/l (l + 1) (2l + 1), (4.13) 
1 

g (R7) = z [Ш1 (Ш1 + 5) + Ш2 (Ш2 + 3) + wз (wз + 1»), (4.14) 

g (G2 ) = ~ [ui + и1и'!. + и~ + 5и1 + 4и;?] , (4.15) 

g (SP41+2) = ~ (41 + 4 - и), (4.16) 

(SU ) = _ 2S (S + 1) + 4Nl (l + l' - N (N -.1) _ N (N - 4) 
g 21+1 2l + 1 2' 

(4.17) 

Здесь Ш1. wz и WЗ - параметры, хараитеризующие представления 
группы R7 ; и1, и2 - соответствующие ве.IIИЧИНЫ д.'Ш группы GZ; 

v - нвантовое чпс..'Iо старшинства, более простым путем уже вве­
денное и рассмотренное в предыдуще:l1 разделе. С другой сторо­
ны, собственные значения оператора Казимира группы RZ1+t сле-
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дующим образом связаны с Бвантовыми числами v и S: 

g(R2I+l) = - S(S + 1) +~(41 + 4 - и). (4.18) 

отсюда следует, что Бвантовые чпс.'Iа, соответствующпе пара мет­

рам представлепии группы R 21+" являются П3ЛИШНIIl\Ш, так как 
оНИ однозначио опре;J,еляются условием (4.18) п известным тре­
бованием, чтобы пндеБСЫ, характеризующие пре~ставлеНIIЯ груп­
пы R 21+" были ПО:lОжите.'IЬНЫ и раСПО.'10жены в убывающем по­
рядке (наПРlшер, в случае l = 3 в (4.14) должно соблюдаться 
условие 2;;. Ш, ;;. Ш2.;;' Wз ;?: 0). ПОЭТОМУ д:rя Блассификации со­
стояниii f-оБОЛОЧБП иет пеобходимостп в прпв.'IечеНIШ кваитоnы.х 
ЧIIсел Ш" Ш2 11 Wз• для d-оболочкп - Ш" Ш2 , а для р-оболочки­
L (последнпii случай раСС~lOтрен в § 3>. Заметим, что в (4.15) 
параметры и" uз удовлетворяют УСЛОВИЯ:\I и,;?: Uz ;;. О, 4;;. и, + 
+и2~0. 

С ДРУГОfI стороны. ПСПО:Iьзован'пе предстаВ;Iениii группы R 21+, 
при описании атомных состояний ;::J:aeT дополните.::IЬНУЮ инфор­
l\f3ЦИЮ о свойствах СИl\lметрпп оБО:ЮЧЮI ЭБВJIва.'IеIlТНЫХ электро­
lioB, позво:rяет по:rучить новые соотпошения l\IeЖДУ l\ШТРИЧНЫМИ 

Э.l.ементами тензорных операторов, ВI'.'Jючая и операторы, соот­

ветствующие фпзичеСБИIlI величинам. 
Таь'Им образом, во,,'шовая фУНБЦПЯ оболочки эквпвалентных 

f-электронов, когда внутрп нее реа.тшзуется LS-связь и при уче­
ТР параметров представлении групп R7 П С2, может быть вапи.­

сапа в Биде 

(4.19) 

ШlII 

(4.20) 

где а опять-таhИ СИ:\IВШIизирует все дополнительные квантовые 

ЧИС.'1а, которые могут потребоваться для выделенпя повторяющах­
ся представленип соответствующей цеПОЧБИ групп или, говоря 

на языке спеБТРОСRОПШI, для однознаЧНОII к.lассификации со­
стояний рассматрпвае~юй Бонфпгурации. h сожа.lепию, имею­
щпеся в (4.19) илп (4.20) квантовые числа пе могут однозначно 
ЮIассифицировать тер:\IЫ оболочкп эквпвалентных электронов (, 
при 10> N > 4. 3а:\IeТШI, что заПОШlенноп f-оболочка бывает 
при N = 14, полузаполненноп - ПРJI N = 7. Это СЮl3я сложная 
из существующих оБО.'10чек, изобплующая термами и УРОВНЯМП. 
Например, полузаполненная оБОЛОЧБа f1 IIмеет 119 термов, распа­
дающихся на 327 уровней. 

В таблпце 3 прпведены основные хараБтеРПСПIl\И fN оБОЛОЧI,И. 
ПО;lНые таблицы ее термов МОЖНО найти в [23]. а соответствую­
Щпе· величины для fN (9 < N < 5) - в [711. 
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т а б л II Ц а 3. Число ТСРМОВ, уровнеп 

II IIO!lHJ,Je стаТIIСТll'lССЮIC веса оболCl'lliИ /N 

СТI\ТИСТИЧСС-

11. /'4-N 
ЧIfС,ТЮ ЧII('."IО Iшfi вес 060-
термов уровнРЙ Jlоqии 

g(;N) 

10, р4 1 1 1 
11, 113 1 .2 14 
12, /12 7 13 91 
р, 111 17 41 364 
14, 110 47 107 10()1 
/5, 19 73 198 2002 
16, 18 119 295 3003 

f1 119 327 3432 

ГенеаЛОl'ические коэффициенты в с:.учае оБОЛОЧБИ fN. Вычис­
ление генеалогичеСБIIХ Боэффициептов в случае оБОЛОЧБИ jN непо­
средственно из уравнения (3.10) IIз-за обилия термов очень за­
труднительно. РаБах [4] показал, что генеа.rЮГllчеСБие RОЭффи­
циенты с одним отщепленным элеБТРОНШI можно представить в 

виде двух СОМПОЖlIтелеп 

([N-Ча' и' L' S')ZIIINavLS) = 
= (W' а'(и + l)I WaL)(ZN-lv'(S' + l)IIZNVS), (4.21) 

удовлетворяющих слеДУЮЩИ~I УСЛОВИН~I ортогона:,ьности: 

v~, (ZNvS IIZN - 1v'(S' + Z»(lN-lv' (S' + l)IIlNV"S") = б (vS, v"S") , 

a..?i,(WaL 1 W'a' (и + l» (JV'a' (и + 1) 11 JV"a"L) = б (Wa, W"a"). 
(4.22) 

В частном случае j-электронов благодаря наличию группы Gz 
рассматриваемые генеалогические Rоэффициенты распадаются на 
три сомножителя: 

(jN-I(а'W'U'v'L'S')flfNаWUvLS) = 

=, (U'a'(L' + f)I UaL)(W'(U' + f)I WU)(jN-IV'(S' + ПIljNvS). (4.2З) 

в приведенных выше формулах U = и,и2 , W =' W1WzWз. Условие 
ортогональности (4.22) в этом случае распадается на два: 

@(WUIW' (и' + f)) (W' (И' + f) I JV"U) = б(W, ТУ"), (4.24) 

Ji, (UaL I и'а' (L' + f)) (и'а' (L' + /) 1 U"a"L) = б(U, и") б (а, а"). 
(4.25 ) 

Для третьего сомножителя в (4.23) имеются простые алгеб­
раичеСБие выражения, а первые два представляются в виде таб-



§ {" НЛАССIIФИНАЦИЯ СОСТОЯНИll ОБD.l10ЧБИ I N 

лиц [4]. Однано обычно, псходя нак пз соображений унпверсаль­
JIОСТП JlIатематического аппарат?, таЕ П пз удобства праRтичеСЕОГО 
ПQ.'Iьзования, сомножители в (4.23) переJlIножают и составляют 
таблицы -генеалогичеСRИХ ноэффицпентов, построенные по одп­
иаБОВОllУ принципу для всех оболочеR pN, dN п fN. Таблицы 
численных значенпй генеалогичесRНХ Rоэффицпентов с Оj];ПИМ от­
щеП.ilенньш элентроном в случае оболочнп fN (N ~ 4) Iшеются 
в [71], а полные таблицы - в [72]. ОднаRО без ПРIIвлечения 
мощных элеRтронно-вычислительных ;\Н\ШIШ праRтичеснпе рас­

четы хараRтеРIlСТПR ато:\юв и IIОНОВ, содержащих незаполпенные 

t-обоЛОЧIШ, весьма эатруднительны п:ш ;\аже невозможны, поэто­

му JlIЫ здесь не ПРИВОДIПI пх таб:шпы. 3аlllеТIIМ, что таб.J!ИЦЫ, 
RaR правпло, соцержат численные ве.тШЧJIНЫ генеалогичеСRИХ 

Еоэффпцпентов ТОЛЬRО дЛЯ чаСТIIЧНР заполненных оболочек Со­
ответствующие веЛIIЧПНЫ для почтп заполненных обо.'IочеБ по­
дучаются пз равенства П.П.3 (с:\[. Приложенпе IП. Прп N = 
= 2/ + 1 ;\IЫ И!llеем генеалогичеСRпе Rозффпциенты для полуза­
ПО.'IlIенноЙ оболочкп, Боторые могут раСС~Iaтрпваться двоюш­
БаБ частпчно, тан и почти заполпенных оболочеR. 

В заRлючение заметим, что квантовые Чllсла UI, и2 l\IOЖПО 
ввести ираRтичеСБИ бен прпвлечешIЯ аппарата ИСБлючительной: 
группы G2 , пспользуя путь, аналогпчпыii случаю Rваптового чис­
ла старшпнства (см. § 3>. ОдпаRО если там вводился оператор и 
его собственное значение, которые позволялп нумеровать термы 
с ОДIlнаковыми L и 8 по мере их ПОЯБ.'lения в оБОЛОЧRе ... , lN-\ 
lN-2 ]J lN, а также использовался генеалогпческил Rоэффициент­
Вllда (3.15), в RОТОрШI два отщепленных элеБтрона описывались 
тер~roм 18, то в случае t-электронов необходпмо ввести СRаляр­
ный оператор [4] 

R = ~ Ti1' 
i<i ' 

собственпое значение которого определяется равеИСТВОllf 

(fLMITi;lf2LM) =6ML, 3>, 

(4.26)' 

(4.27) 

т. е. здесь мы ю[есто L = О ЮJeеl\1 L = t = 3. Однако для факто­
ризацип генеа.ilогичеСRИХ КОЭффllциентов и установленпя допол­
НlIтельных свойств СИJ\lметрии между отдеЛЬНЬППI частя~ш мат­
РИчных элементов оператора энергии пеобходlПlO исподьзование 
упш.шнутых теоретико-групповых ;\Iетодов. 

jj-связь в оболочке/N. Ню, уже УRазывалось в предыдущем 
?а~аграфе, в случае jj-связи внутри оБОЛОЧRП fN мы получаем 
J-ОООЛОЧКИ, содержащие от О до са:lюе большее 8 элеRТРОПОВ: 
полузаПОлнепными будут являться f~ и f~ j-оБОЛОЧRII. Нласси-
Ф ~ ~ икацпя возможных ypOВIleii f _ =[5/2] оБОЛОЧRII совпа~ает с та-

ко u dN1,-
ВОИ дЛЯ + -ОООЛОЧRП П прпведена в табл. 2. Оставшийсw 
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N Q 

практпчески неоБХUДlIмыii с.'Iучаii f + - мы краТIЮ раССIlIOТРИl\[ 

ниже. 

Результирующее нвантовое число :\lОмента кошrчества ДВШБе­
lIИЯ J оболочки 'ZN ПО.'Iучается при связывании моментов ко.-ш­
чества движеНllЯ oTдe.тrЬHЫx j-оболочек ТаНИll1 образом мы И!lе­
CIII в jj-связп, B:\lecTo обозначения уровня в LS-связи В виде 
INavLSJ, СИIIIВОЛ 

(4.23) 

Б таблпце 4 приведены уровни и полные статистические веса 
конфигурации f~ = [i/2)N. Она как бы продолжает табл. 2 с те![, 

т а б л 11 Ц а 4. УР,IВНП 11 IIOЛН:'I(' стаТIIСТIIчесКllе веса 

конфuгурацпп \7/2]N 

[712]N Число 
Стат, В!'" 

ВОЗ~lOжные уровни (vJ) ПОДО\). 
уровней 

[7/2]N 

[7/2]0, [7/2]8 О О 1 1 
(7/2)1, [7/2]7 1 7/2 1 8 
[7/2]2, [7/2]6 О О, 22, 2 4, 2 () 4 28 
17/2]3, [7/2Р 1 7/2, 3 3/2.35/2, 3 9/2, 3 1112, 6 56 

3 15/2 
[7/2]4 О О, 22, 2 4. 4 2, 4 4, 4 5. 4 6, 48 8 70 

чтобы полностью охватить нлассификацию уровней оболочки 
эквивалентных электронов jN Слантаниды и актиниды). 

Из таблиц 2 и 4 ВИДI'Ш, что уровни j-оболочек [5/2]"" и PI2]N 
ОiJ,нозпачно нлассифпцируются при привлечеппи кваптового чис­
ла старшпнства. Поэтому уровни оболочки fN, записынае:\lOll 

5 N 1 ~ N-N1 
В jj-связп как [/2) ['/2) , В ЭТШI случае однозначно ЮIаССi[-
фицируются уже прп прпвлечеппи только симплеКТIIчесноп груп­
пы. Танпм обраЗОIII, в Н-связи пет необходимости в IIспользова­
нии ДОПОЛНIIтельного набора квантовых чпсел а, достаточно 
lJграничпться лишь указапиея числа старшинства и. Свойства 
генеалогических коэффициентов для j-оболочки бштее подробно 
рассмотрены в работе [73]. 



ГЛАВА 2 

ПОЛУЧЕНIIЕ ЭНЕРГЕТIIЧЕСКОГО СПЕКТРА 

МНОГОЭЛЕКТРОННОГО АТОМА 

§ 5. Оператор энеРI'llИ МНОI'ООлеКТРОННОI'О атома. 
Учет реЛИТIIВИСТСIШХ эффектов в виде поправок 

и в реЛИТИВIIСТСКО~1 приближеНlШ. 
ОБОЛОЧRа эквивалентных эзектронов 

Нерелятпвистский оператор энерI'ИП МНОI'09леКТРОННОI'О атома. 
РеЗЯТlIвистские поправки. При нахождении волновых функций 
многоэлеБТРОННОГО атома обычно используется так называемый 
гаl\lпльтониан нулевого (нерелятивистского) приближения, в ко­
ТОРО},I принимается во ВНlП\lаНlIе оператор БlIнетической энер­
ШII электронов относительно ядра и оператор энергии электро­

статичеСБОГО взаимодеЙСТВIIЯ электронов с !lДРШI И между собой. 
Расщепление термов оБУСЛОВЛlIвается учетом СПИJI-орбитального' 
и СПИП-СПИIlОВОГО взаимодействий. 

Операторы спиновых взаимодействий являются В~ЛIIЧИНaI\ПI 
второго порядка малости по отношеНIlЮ к оператору электро­

статичеСБИХ взаимодействий. Вместе с тем целый ряд попра­
llOIi того же порядка к энергии всего терма и к полной 
энергии атома или иона, следующих, например, из уравнения 

Ерейта в приближении Паули (C~I. формулу (39.14) в [19]), 
обычно не учитывается. 

Прн вычисленIШ сил осциллятора илп вероятностей переходов 
БаЖl10 наиболее точно определить величину разности энергий 
между уровнями, в особепности принадлежащи!\1И различным 
тер"ам разных конфигураций. ИСПОЛЪЗ0ванпе для этой цели од­
НОБонфигурационного приближения II УБаааПIIОГО выше пулевого­
гаlllllльтониана (особенно в случае )IНОГОБраТIIО ИОIшзоваНIIЫХ 
ато)юв, важных для аСТРОфИЗlIчеСБОЙ и лабораторной ВЫСОБотем­
пературной . плазмы, вк.'1ючая термоядерную) не обеспечивает хо­
Рошего согласия теореТlIЧескпх значений с соответствующими 
Эl\спеРИlllентальнымн величинами. Поэтому возникает необходи­
мость в поиске методов, уточняющих значения полпой энергии 
aTo'~a JI энергии термов. В первую очередь для этой цели необ­
Ходимо учесть корреляционпые и релятивистские эффекты. Первые-
4* 
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:мы раССl\lОТРЮI в § 23 и 24, а вторые - в настоящеп глане. 
В области aTOl\lOB п ионов, для IЮТОРЫХ релятивистские эффек­
ты малы, опи могут быть учтены в виде поправок относительно 
нерелятивистских волновых функцип в рамках рассматриваемого 

ниже оператора Бреiiта, а в тех случаях, когда они сравнимы по 
величине с электростатичесюпш взаимодеПСТВlIЯМП, необходп~1O 
6удет пспользовать релятпвш;тский ГЮlllЛьтониан и реЛЯТПВIIСТ­
скпе волновые функцпи. 

В даннои параграфе прпведем фОРМУ:IЫ, определяющпе гащш:ь­
тониан ~ПIOгоэлектронного атома в указанных приближеllllЯХ, вы­
разим его через непривоДимые тензорпые операторы и предстаВIIМ 

выражения для матричных Э.lIеl\lентов соответствующпх операто­

ров в случае оболочки ЭRвпвалептных электронов. 
В приблпmении центрального поля гаl\Iильтонпан многоэ.тrек­

-тронного аТО11а, раСС11аТРlшаемый относительно нерелятивпст­
СЮIХ ВО.'lIЮВЫХ функции И учптывающип члены порядка (1,2 (а­
постоянная TOHKOii струнтуры (2.8» ВRлючительно, может быть 
представлен в внде (ср. [19]) 

d6=d6o+w. (5.1) 

З;~есь ;J(jo - гаМИ.1Iьтонпан нулевого (нерелятивистского) ириблп­
жения, а W - реЛЯТIIВПСТСRlIе члены порядка а2 • Более подробно 
ОШI могут быть занпсапы следующим обраЗШI: 

d6o=T+P+Q, 
вт = dG1 +;J(j2 +d6з +d6~ + d6s, 

где 

т =.-- ~ Р1!2m 
i 

- кинетпческая энергия электронов; 

Р = - ~Ze2/ri 
; 

(5.2) 

(5.3> 

(5.4) 

(5.5) 

- потеНЦШJ.1lЬН<lЯ энергия элеRТРОНОВ, движущихся в поле заряда 

ядра Ze/r; 

- электростатическое взапмодействие между электронами; 

1 '" 4 d61=-~~Pi 
8т с i 

- релятивистская попраВRа, обусловленная зависимостью 
сы элеRТРОНОВ от СRОРОСТИ; 

- - ~ ~ 1. t .. ' ('ij"(ljj"Pi) Pi)} 
;J(j2 - 2 2 ~ .aJ r. (Р. р,) + 2 

т с i>i ., rij 

(5.6) 

(5.7) 

маС-

(5.8) 
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__ попраВl\а па запаздывание электромагнптпого поля, вызваНIIО­
ГО элеl\ТРОНОМ (называемая еще оператором ВЗaIВfOдействия ор­
бита - орбпта). Оператор IЮНТaJ,ТН()ГО взапмодействпя равен 

пи' "zле21i,2~.<: ле21i,:J~.<:( 
deз = <7{?з + d&з = ---:-тт ..... u (rJ - 2 2 ~ U r;j). 

2т с i m с i>j 
(5.9) 

Оператор спин-орбптапьного взаш.юдеiiствия имеет вид 

(5.Н) 

где d6~ - оператор I\онтактпого спин-сппнового (сппп-коптактно­
го) В3aJl\lOдеИСТВIIЯ, a.::m; пре;J;ставпяет СППН-СIIIIНовое взаимодеii­
ствие ~JeЖ;J,У элеl\трона~ш. 

В фОР~Iулах (5.4J-(5.11) ИСIюльзованы CJIедующие обозначе­
ния: е - абсолютная вепичина заряда электiюпа, т - его масса, 
р - его пмпульс, с - СI\ОРОСТЬ света, n - постоянная Планка; 
Г; - расстояние элеliТ[юна с liоординатой i до ядра, S - спиновый 

момент IiОJIIlчества двпжения электрона; Ze - заряд ядра, rij­
расстояние между электронами, б(r) - 6-функцIIЯ Дирака от век­
торного аргумента. Суммпрование в указаннных формулах про­
IIЗВОДИТСЯ от 1 дО N, где N - число элеI\ТРОНОВ. 

Выражение оператора энеРI'IШ через неприводимые тензоры. 
При нахождении энергетпчеСl\ОГО сиектра aTO)la или иона, ха­
Р3l\терпзуемого определеинои конфигурациеи электронов, необ­
ходпмо У~lеть вычислять матричные элеJlIeНТЫ всех указанных 

оиераторов ОТНОСlIте:J.ЬНО волновых фУНl\ЦИЙ рассматриваемой 
Системы. Полный матричный эле"шнт каждого оператора энергии 
ВЗ3I1мо;\е!iствия в СJIучае сложной электронной конфигурации 
будет Состоять из матрпчных элементов, ОПIIсывающих ВЗaIПIO­
ДеЙствие внутри l\аждой оболочки эRвивалентныx электронов, 
а таIiже меж;з;у НИМИ. Однако непосредственно установить фОРМУJIЫ 
для матричных элементов оиераторов (5.4)-(5.11) не иредстав­
ляется возможным. Для этои цели указанные операторы необхо­
ДIIl\fO выразить через неПРИВОДIIмые тензоры, что позволит нам 
затем ;щя нахождеНIIЯ IIХ матричных элементов эффективно IIС­
ПОЛьзовать математичеСI\ИИ аппарат теории момента количества 
ДВижения, а также методы генеалогичеСl\ИХ коэффициентов и не-
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ПРИnОДIlМЫХ тензорных uператоров, состаn.'Iеиных из единичных 

тензоров. 

Практическп преобраЗОБаIlие оператора h неприво~пмому ви­
ду n теОРJIП атомных спеhТрОВ означает, что мы I1спользуем сфе­
рпческую систему координат, все величины представляем в ВIIде 

тензороn соответствующего ранга (скаляр - тензор нулевого ран­
га, BehTOp - тензор первого ранга п т. ;:J;.) и ;:J;алее пх выражаем, 
в заВИСИ~ЮСТII от конкретного ВIIда оператора, через раЗШIчные 

фУНКЦИИ от ра~иа.тIЬНОЙ пере~lенной, через оиератор ~I()MeIlTa БО­
лпчества движепия LЩ, сферпчеСЮIe фУНБЦИП С(/') (2.17), а Tah­
же hоэффициенты Rлебша - Гордана и 3nj-Боэффицпенты. Ниже 
:мы ПРОlIллюстрируем этп утверждения на ПРП~lере операторов 

(5.4)- (5.11). 
Все операторы (5.4)-(5.11) ~lOжно разде;::шть па две группы: 

на одноэлеБтронные операторы (5.4), (5.5), (5.7), а также первые 
"IJ.'Iены в (5.9) и (5.10), ;хеiiствующпе на hоор~инаты Баждого 
электрона в ()тделыlOСТП, II остальпые - двухэлеhтронные, сразу 

затрагивающие hоординаты двух элеНТРОIlОВ. Выраженпе одио­
элеhТРОIIНЫХ операторов через непривоДимые тензоры и пахож­

депие IIХ ~IaТРIlЧНЫХ элементов знаЧIlтельно проще, че:\1 днух­

элеJ{ТРОННЫХ. Их сначала )IЫ и раССI\ЮТJНI~I. 
Далее ЩЛI I1сследоваПИIl зтого га:\III.ЧЬТОНIIана БУ;J:е11 использо­

вать атомную спстему едпПIЩ, в hОТОрОЙ абсолютная веЛИЧIlна 
заряда е II ~шсса т элеhтрона, а. таЮБе постоянная ПлаНhа '~ 
равны еДИНIIце, а еДlIюща ДЛIlПЫ равна радиусу первой БОРОВСhоii 
uрбиты аТШlа водорода. Для преобразоваЮIЯ оператора (;).4) Б 
неПРИ:ВО;:ЩllЮ:\IУ ВIЦY пспользуеJ.1 paBelICTBO 

(1) __ ·п'l) 
Рч __ о - lVq , (5.12) 

где 

(5.13) 

тогда 

(1)2 
Pi = - tJ. i , (5.14) 

где лапл~сиан ~Юif\ет быть заппсан в виде 

/). = (vШ.v'l) =~[д (r2 д)_ ~ (L(]).LШ) + 
r l dr ur .'J 

+ 1/2 (C(2).Ll2)] = ~[д (r 2 .i!..) _ (LЩ.L(I)]. (5.15) 
3 r- dr Or 

ТаЮIМ обраЗШI, Прll IIсполь~ованип наиболее у;хобного выраже­
ния для даШIaспана, оператор кинетичеСRоЙ эпергпи электронов 
(5.4) в неПРИВО~ШIШ( nп;'"(е будет выгля.JeТЬ Tah: 

т = - .!. ~ ~ [.i!.... (r~~) - (L(1) .LЩ)]. (5.16) 2 ... 2 ur. 1 cJr. l' 
i r i 1 1 
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3амеТИ!\I, что ддя по.'Iучения (5.15) мы ПРИI\IеНIIЛII так назы­
ваемУЮ Teope~IY С.ТIожешIЯ сферических фующпii 

[C(k)XC(k')](K) = ik+k'-K[~ l~ ~JC(]{). (5.17) 

Оператор (5.5) является ЧИСТЫJII СБаЛЯРШl п нахож~епие его 
l\IатрПЧНОГО элемента не предстаВ.ТIяет затрудпепиЙ. Оператор 
энергии элеБтростаТllчеСБОГО взаП~lOдействия элеБТРОIIОВ при уче­
те (2.1G) сразу получается в непривоДШЮМ ВIIде 

Q = ~ ~ ,.1« (с(н) .c~H» (5.18)' .-.J" k+l 1 ]. 
;>; k r> 

НеnrШВОДП~IЫЙ вид попраВБII (5.7) получается при учете равен-

р' =11.. д (5.19) 

11 ФОРМУЛЫ (5.15). ПреобразоваПllе операторов взаимодеЙСТВIIЯ 
орбита -- орбита, сшш - орбита п сппн - спин Б неПРИВОДИМQ:\IУ 
BII,J,y является BeCblla трудое~шой задачеii, поэтому З;J:есь мы вы­
пишеJII ТОЛЬБО ОБончательные результаты. ПодроБНОСТII МОЖllО 
найти в [14] и цитируемых там ОРIlГlшальных работах. Неприво­
;з,ШIЫЙ вид оператора взаИl\юдействия орбита - орбита записыва­
ется слеДУЮЩIН! обраЗОl\1: 

J'б2 = ~ I I {[(k + 1) (k + 2) (C~hH) .Cjh+l» -
1>; h 

_ k(k-1) (с(11-1).С{Н-l»] ~~~ + 
1 ] 2k + 1 ari arj 

+ 2i (1 + РН) ["V(k + 1) (k + 2) ([C~hH)XL~I)](kH) .C~kH» -

Vk(k -1) ([С~k-l)ХL~I)](I'-I).СJk-l»] ~ ('+ да" + ak)~ _ _ k+ 1 ~ ari ri arj 

_ [([ C~h+l) Х L?)](h+l\. [c~HH) XL?>]<h+l» _ 

_ ([ c("-I)X L<.I>J(I,-I). [Cf.k-1) х L(l)] (1<-1» ] (k -- 1) (k + 2) ~ _ 
1 1 ]] 2k + 1 rirj 

- 2 (IC~I'-I) xL~I)](h). [CJk-l) XL?)](h» 2k";11 r:;J (5.20) 

3десь h I 11+1 ak = r<, r> , (5.21) 

а Pij - оператор перестаНОВБИ ин деБСОВ i и j. 
Перейдем далее h оператору (5.9). Заменяя б-фуннцшо Дира­

на от BehTOpHOrO аргумента на соответствующую величину от сна­
Лярного параl\lетра, для J'б; получаем 

ж' =Z (1,2 ~б(rJ 
3 8";'" 2· 

i r i 
(5.22) 
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Принимая во внимание свопство полноты сферических функций, 

паХОДНJII следующий неПРЛnОДИJlIыii вид поправь:п d6;: 

d6; = _ ~2 ~ б (~H) ~ (2k + 1) (C~k).C~k». 
i>1 г 11. 

(5.23) 

АнаЛОГIIЧНЬВI образом получается непрпводияый вид и оператора 

спин-контактного взанмодеiiствпя d6~ в (5.11): 

d6; = - ~ а2 ~ б (:ij) (S~l) . S~l» ~ (2k + 1) (C~k). C~h». (5.24) 
i>1 г k 

ИнтереСIJая особеппость формул (5.23) и (5.24) - это незаБИ­
симость ра;J:иальной чаСТII оператора от пара:uетра СУ!>ШИРОБа­
ния k. 

Оператор спип-орбптального взашюдеПСТБIIЯ d6, (5.10) может 
быть преобразован к виду 

пfL7 _ ~ пfL7s0 (.) + ~ пfL7 S00 (. .) _ Z'J,2 ~ -.!.. (L- _) _ 
cm4 - ~ cm ~ ~ <7f9 l,l -- 2 .l.. 3 1 ·8. 

i i>1 i 'i 

- r:J.,2~ i..{([L-- + O)L'·].8·) + ([L-- + ?L--].8-)} (5 '):;) 2 ~ 3 '] -]' 1 }I -'] }, ·~И 
;>1 Гн 

где L ij - 11Омепт ь:олпчества движеНIIЯ i-ro Э:Iеь:трона относитель­
но j-ro. Первая сумма в (5.25) является ОДIJоэлеь:тропньш опера­
тором, уже заШlсаННЬПI в неПРИВОДIIМОМ впде, п часто наЗЫБает­

ся взаимодеЙСТВllем сппн - своя орбита, Б то время как Бторая 
сумма - с.'IожныЙ ДВУХЭЛel{ТРОННЫП оператор - представляет 
взаИJlIодействпе спин - чужая орбита_ Для d6soo пмеем 

d6800 = r:J.,~ ~ _ i" _ ~(1 + РН)Х 
V2 IiI(I(' V(2J,; -1- 1) (К + k + 1) i>1 

Здесь 

где 

х{([р~КIК')ХС~k)Г).[sil) + 2sJ!)]) г: (nf :~1) + 

+ ([с(КIК') х Cl.k)](I) . [S(I) + ') S~l)]) (n]{ г~ ) 3!.-.} (5.26) 
" ] 1 ~ } 1 11.+1 иг- . 

Г> 1 

р(К1к') = i V"2 акк, l с(к) Х [С(I) Х LI1!](l)](K'), 

C(KIK') _ а [с<к)" С(I) ](к') -- кк', , 

(5.27) 

(5.28) 

акк, = ikH-К V (2k + 1) (К' + k + 1) (2К + 1) (2К' + 1) х 

х [~ ~ ~] {; ~,~}. (5.29) 
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СимВОЛ в фигурных скобках в (5.29) представляет 6j-коэффици­
ент. Его определенпе и свойства спr.lI\'!8трmr указаны в Приложе­
I1пи 1. Ве.лпчина NК в (5.26) равна 

nК = i!.... + {(k + 1)/r 
дг - k/r 

(К = k-1), 
(К = k + 1). 

(5.30) 

Пределы суr.ширования по параметрам К п К' в (5.26) опреде­
ляются условпяии пепсчезновеНIlЯ Rоэффициентов К"1ебша - Гор­
дана и 6j-КОЭффИЦllентов. 

Оператор спин-сппнового взаимодействия d6'; (вторая сум:ма в 
(5.11» может быть пре;:J;ставлен в форме 

пм" _ 2 ~ [(sЩ. vщ) (s(1). vщ) _1 ] 
Cffl>5-C(...{.,,; , 1 1 1 г ... 

i>; 'I.] 

n неприводимом виде этот оператор выглядит так: 
пjp" _ а2 ~ ~ Vk(k+1)(2k+3)(2k-1) 

(71!)5 - ~..:.... V х v 5 i>i kKK' (2k+ 1) 2k+ 1 

(5.31) 

х ([ c~K) Х с}К' )](2). [s~l) Х s?) ]<2» ( n~ nу' :~1). (5.32) 

(ri~rj,K = k -1,К' = 11, + 1), 
(r; ~ Ti, К = k + 1, К' = k -1). 

(5.33) 

При меча тельная особенность выражений для операторов энер­
гни взаимодействия СШIН - чужая орбита и спин - спин в He~ 
приводимоы виде (фоР~IУЛЫ (5.26) и (5.32» заключается в том, 
что результирующие ранги тензоров в орбитальном и спиновом 
пространствах получаются фИl>сированными и равными для (5.26) 
е,з;пнице, а для (5.32) - двум. 

Таким образом, мы выраЗIIЛII нерелятивистский гамильтониан 
многоэлеl>ТРОННОГО атома с учетом реnЯТПВИСТСI>ИХ поправок по­
рядка а,2 в раr.шах оператора Брейта (фомулы (5.4)-(5.11» че­
рез неПРиводимые тензорные операторы (формулы (5.16), (5.5), 
(5.18)-(5.20), (5.22)-(5.24), (5.26) п (5.32), соответственно). 

Матричные элементы операторов энерI'ИИ взаимодействия в 
С.'Iучае оболоЧlШ ЭКВllВалентных электронов. Перейдем к получе­
IШю матричных эле~[ентов рассмотренных выше операторов в слу­
чае одной оБОЛОЧI>И эквнвалентных электронов IN. Будем подразу­
мевать. что внутрп нее реализуется LS-связь. Внача,'Iе займемся 
Одноэлектронными операторами, а затем - двухэлеКТРОJIПЫМИ. 
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н' первым относятся операторы (5.16) и (5.05), представляющие 1\11-
нетическую энергию электронов И энергпю ИХ взаимодействия с 
ядром, соответственно, а также релятивистскпе поправки н ни~f 

порядна а} (5.7) с учеТО~1 (5.19) и член ж; (5.22). 3а:\leТЮI, что 
здесь И далее мы будем УRазывать операторы, уже представлен­
ные в неПРИВОДИМОlll впде. ОдноэлеRТРОННУЮ часть операТора 
(3.25) раССJl[ОТРИМ песколыю поздиее (фОР)lула (5.75». 

Операторы энергип являются СRалярюш, по этоii: ПРИЧlIне 
их }laтричные элементы согласно теоре11е Вигнера - ЭКRарта 
(3.19) дпагональны относительно результпрующих lII01feHToB IЮ­
личества движения и не зависят от ПРООIЩИОННЫХ параметров, 

поэтому }IЫ далее буде)lf ОПУСI'ать последнпе. Формула для lIIат­
ричного элемента ОДНОЭЛf'I'ТРОННЫХ операторов (5.16) и (5.5), пре;з;­
ставляющих собой полные СRаляры, общеизвестна, и для оболоч-
1\11 ЭRВJlвалентных элеRТРОПОВ, ввиду СИ1Пlетричности lIfО;J,УЛЯ вол­
новой фУНI'ЦИИ всей оболочки IN, просто равна ОДПОЭ.'IеНТJЮНПО1IУ 
lIIaТРИЧНОМУ элементу, умноженному на число электронов: 

(nINaLSI(T + Р) InZNa' L'S') = {)(aLS, а' L' S')N[(nl), (5.34) 
где 

00 

1 (nl) = - ~ fP (nll r) [ d
2
2 + 2Z _ 1 (l-~ 1) ] Р (nl\ r) dr. 

w • dr r r 
О 

(5.35) 

В случае конфигурацпii, состоящих из hec}-;о.1IЬ}-;ИХ обо.тючек, со­
ответствующпii lIIатричный элемент равен СУ!lВШ выражений ТII­

па (5.34). для;:;еl и ;:;е; буде1f иметь 

(nZNaLSI ;:;еll nlNa' L' S,) = - б (aLS. а' L' S') :2 N {Г'(nll О) + 
+ 21 (1 + 1) l' (nll- 2) + 1 (1 + 1) [1 (1 + 1) - 6]1 (nll-4)}, (5.36) 

(nlN~LS l;:;e; I nlNa' L' S,) = б (aLS, а' L' S') ~ Z.V I р (n~ I г) 1:=0' 
(05.37) 

Здесь 
00 

l(nll-б) =.r :6 p2(nll1")dr, (5.38) 
о 

1'(nll-~)= S :fJ p ,2(nl\r)dr, (5.39) 
о 

00 

1" (nIIO) = J Pfl2(nllr)dr. (5.40) 
о 

Формула (5.36) получена при заlllене ПIIтеграла от 'IjJ*ДД'IjJ на 1111-
теграл от C~'IjJ)Z (см. формулу (36.15) в [19]). Обобщение (5.36) 
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II (537) на случай более сложных Бонфигураций осуществ.тrяется 
ана.rr~ГIlЧНО :матричным эле11ентам (5.34). Пз прпведенных выра,-
1I,ениii видно, что )штрпчпые ЭЛeI\Н'lIТЫ операторов Т, Р, dtJ{ и dtJз 
не зависЯТ от Бвантовых чисел конфигураЦIIII, кро)хе N, n и 1, по­
этому они не влияют на взаимное распо:rожение термов, а лишь 

с~вигают их все на о~инаковуIO величину. Эти операторы су­
щественны в теории э:rектронных пере ходов, Богда необходимо 
J>a!> I\IОЖНО точнее зпать разность энергий меж;з:у разлпчпыми 
J>опфигурациямп. Учет ре:rЯТИВIIСТСRИХ поправо!> dtJ{ и dtJз' по­
зволяет уточнить эту ве:ШЧIlНУ. 

Теперь перей~еllf R ;з;вухэлеRТРOIШЬШ оператораJII. Методика 
получения соотвеТСТВ)"ЮЩIIХ IIШТРIIЧИЫХ элементов ВБратце ТЮ\.О­

Ба. Матричный Э.'Iеl\[ент :rюбого неПРИВО:::J;ИМОГО тензорного опера­
тора t(k) может быть представлен в виде 

t~k) * (lllt(k)\\Z)uf!Ullukllz). (5.41) 

З;з;есь i указывает Rоординаты, на Боторые действует оператор. 
а еДИIIИЧНЫЙ тензор ll" определен равенствами (4.1) и (4.2). Зна­
чок * обозначает, что равенство IIl\IeeT JIIесто в случае матричных 
э,семептов. При I1спользовапии (5.41) угловую часть скалярного 
произведения операторов, действующих на Rоординаты i и j и пе 
затраГIIВающих спиновые переменные, lIIОЖНО представить следу­

ющим образом: 

~ Ct~k). t,(k» ~ (1 11 ik) 111) (1 11 е(М 111) [СИk . Иk) _ ~ с ~. ~)] 
~ ~ J - ( ., h 11 )2 ~ и. и, , 

;>i=1 2 1 I и 1 i=1 

(5.42) 

где u" опреде.'lены согласпо (4.5). Вся заВИСИJIIОСТЬ матричного 
элемента (5.42) от СТРУБтуры оБОЛОЧRlI содержится в находящих­
сп в квадратных СRоб!>ах слагаеllIЫХ, а спеЦИфИRа сампх операто­
гов заRлючена в о~ноэ:rеRТРОННЫХ субllIатричных э:шментах. Мат­
ричный эле~IeНТ второго c:raraeMoro при :rюбом k равен 

1 N ~ h h N, l) (а, а') л' ( I N I ) (llluhlll)~ Z aLS ~CUi'Ui) Z а LS = 2l+1 (5.43) 

Матричный элемент первого слагаемого в (5.42) не может быть 
в общем случае получен в простом аналитическом ВIIде, поэтому 
обычно для его нахождения используются табшщы ЧИС.'Iенных 
значений )Iатрпчных элементов операторов И\ в наиболее пол­
нои виде охватывающпе также и операторы Vk { (4.6), приведен­
Вые в [71]. В случае операторов, зависящих и от спиновых пе­
ременных, ана:юг ФОР:IIУЛЫ (5.41) будет ИJllеть вид 

t~h)s} * (lll t(k) 11 1) vh1 (5.44) 
lllll" III 
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11 тогда ВОЗНПRает аналогичная пробле~Ia ОТЫСБания выражений 
для матричных элементов СRалярных ПРОlIзвеценпй (V1'1. VhI) :и 
N 

~ (V~l 'V~l). Для последнего члена аналогпчно (5.43) получае1J 

i=l 1 ( N I ~ kl kl I N, ) _ б (сх, сх') ЗN 
(1 ~ukI11)~ l aLS ~l (Vi 'Vi ) 1 а LS - 4(21+1) , (5.45) 

а для первого СRалярного произведения опять неоБХО,J;ИJ\IO пс­
пользовать численные значения субматричных эле!Jентов опера­
торов Vk1 [71]. Деление на (lllu"lIl) в (5.41) п (5.44) введеносте11, 
чтобы получаемые выражеНIIЯ для матрпчных элементов (напрп­
:мер, (05.43» охватывалп и случай k = О. Ес:ш этого не делать, 
тогда случаи k = О необходимо оговаривать особо. 

Первьш из двухэлеRТРОННЫХ операторов рассмотрим элеRТро­

статическое взаимодействие (5.18). Используя (5.42), леГRО нахо­
дим (замеТIIМ, что здесь п далее в ЭТШI разделе параграфа N:::;; 
:::;; 21 + 1, т. е. оБОЛОЧRа [N будет считаться частично или полуза­
полненной) 

21 

(nlNaLSIQlnlNa'LS) = ~ fh(ZNaLS,ZNa'LS)Fk(nZ,nl), (5.46) 
я~-о 

где 

!k (ZNaLS, Z:Va'LS) = ~ (z\\c(k)llz)2 X 

х{( 111)111)2 (lNaLS\(Uk.Uk)IZNa'LS)-
б (а, а') N} 

2l + 1 . (5.47) 

Здесь радиальный интеграл определен сле,J;УЮЩIIМ образом: 

Fk(nl,n'l') = (Sp2(nZlr1) ;:1 p2(n'Z'I1"2)dr1dr2• (5.48) 
"о r> 

Символ пнтегрированпя от фУНКЦIIll r~ Ir~-;-1 означает: 

sl··· r::1 .. , dr1dr2 = S··· dr1! rl~+1 j~ ... Г;dГ2 -I-гij ... rhl+1dr2], 
о > о 1 О Тl 2 

(5.49) 

т. е. полная область интегрпрования разбпвается на две, соответ­
ствующпе значениям 1"2:::;; r. п r2 > r •. СБШlярпое произведеппе II 
(5.47) I\IШЮIO раСЕРЫТЬ с ПШlOщью следующей общей формулы: 

(ajm\ (T(k).U(k»la'j'm') = б~;/~~2 (ajHT(k).U(k»!!a'j) = 

б(~7'(~') ~ (-1)i-i"(аjIIТ(k)~а"j")(а"j"\\U(k)l\а'j). (5.50) 
0.";" 
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Субматричный элемент тензора U k имеет такое определение: 

(ZNaLS 11 Uk llzNa ' L' S,) = 
,r~=---~~~~~~~~ ~ L1 +1+L+k 

=б(S,S')N V (2L+1)(~S+1)('2L'+1) ..;;.. (-1) х 
D:1L1S1 

Х (ZNаLSIIZ~-l (a1L1S1) [) (ZN-1 (?:lL1S1) zl/zNa , L' S,) {~1 ~, ~}. 
(.5 . .51) 

Приведеы также определение субматричного элемента тензора 
Vk1 , ноторое нам понадобптся далее: 

(ZNaLSII vk1 11zN а' L' S,) =--о N,/-;;-~-(2-L-+-1-)-(2-S-+-1-)(-2-L-' --1-1-)(-2-S-' +-1) х 

х ~ (- 1(I+S1+L+S-l- S+k (ZNaLS !l ZN-l (a1L1S 1) [) х 
D:ILtS l 

x(zN-l(аlLlSl)ZjlzNа'L'S'){fl ~, ~}{:1 ;, :}. (5.52} 

При k = О (5.47) для любого О ~ N ~ 4Z + 2 превращается в ра-
венство 

/0 = Ма, a')N(N - 1)/2. (5.5З) 

в случае почти заполненной оболочки, используя равенство (k i + 
+ k2 > О) 
(ZNavLs/J pklkzllZNa'v' L' s,) = (- 1)k1+k2+1+(V-V')/2 Х 

Х (Z41+2-N avLS 11 pklk21Iz41+2-N а'и' L' S'), (5.54) 
k 1 k., 

где тензор F ~ в частном случае может быть равен uk или Vki , 

получаем следующее соотношение для Боэффициентов fk, связы­
вающих дополнительные оБОЛОЧRИ (k > О, и в явном виде выпи­
сываеи квантовое число старшинства и): 

fk (Z41+2-NаvLS, Z41+2-Na ,v, LS) = 
= (- 1)(V-V')/2/k (ZNavLS, ZNa,v' LS)-

- б (аи, а'и') (2Z + 1 - N) (2Z -1-1)-1 (Zll C(k) [' 1)2. (5.55) 

В случае полностью заполненной оБОЛОЧБII из (5.55) следует 
равепство 

(5.56) 

Полные таб.'пщы численных значенпй Боэффициентов (5.47), ох­
ватывающие оболочки эквивалентных р-, d- и f-элеRТРОНОВ, мо­
жно найти в [14, 72J. 

Применение некоторых свойств собственных значении опера­
Торов Назимира, упомянутых в § 4, позволяет получить ряд ин-
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тересных свойств lIIатричных элеlllентов оператора энергии 
злектростатичеСI~()ГО взаимодеiiствия. Так, оказывается, что в c.'IV­
чае p-оБО.1:0ЧI\II БОЭффllциенты (5.47) непосредственно выраж~­
ются через квантовые чпс.1I3. хараБтерпзующие оболочку 

(npNL8IQlnpNLS)~ N(~V2-1) FO(np,np)-

- ;u [3L (L + 1) + 128 (8 + 1) + 5N (N - 4)] F2 (пр, пр). (5.57) 

Д.lIЯ любого N Боэффициенты fk ОI>аЗЫВ8ЮТСЯ связанными ра­
венством 

21 

2~ ( ,~kttlt )~fk(lNадL8,I~а:v'L8)= 
k=O II С 1 

= б (аи, а'и') [Nl- v (4l + 4 - и)/4 - 8 (8 + 1)- N (N - 4)/2). 
(5.58) 

Интереспая особенность фОР)IУЛЫ (5.58)- диаГОIlа.1IЬНОСТЬ 
()тносительно всех квантовых чисел. Это позволяет получить 
очень простое соотношеппе ~Iежду недпагональньп.ш коэффlЩиен­

тами t:., а именно: 
21 

~ 2k+ -1 fH N L ~"L - О "Щс(k)lll)2 k(l аи 8,l аи 8)- , 
k>O 

(5.5!) 

что. Н8ПРИ)IeР, В частном С"Iучае d-обо.тЮЧI>П прпводит к равенству 

(5.60) 

tIспользование (5.58) в (5.47) позволяет выделить из всего 
'Коэффициента его диагона.'1ЬНУЮ относительно всех квантовЫх 
чисел часть. НаПРИlllер, в случае d-оБОЛОЧI>И получаем формулу 

(ndNvL8IQlndNv'L8) = f2(d1\[vLS, dN v'L8) х 

х [F2 (nd, nd) - ~ F! (nd, nа)] + б (и, и') N (~-1) FO(nd, nd)-

- б (г, и') ;3 [8 (8 + 1) - {' (12 - и)/4 + 7 N (N - 6)/10]F4 (nd, nd), 
(5.61) 

содержащую только О;J:ИН коэффициент f2' Иllleющпii: недиаго­
нальные Э.1Iе:\lенты, для ВЫЧИС.'Iеппя которого необходимо прибег­
путь к таблицам суб1ll8ТРИЧНЫХ элементов оператора CJ2. 
Мы довольно ПО;J:робно раСС~lOтрели получение и свойства мат­

ричных элементов оператора энергии Э.1Iектростатпческого вза­

имодеriствпя в случае оБОЛОЧJ>И эквива.чентных электропов. Соот­
ветствующие выражения ,lля других двухзлектронных операто­

ров устанавливаются ана"~IOГИЧНЫ)1 обра30~I, поэтому здесь мы 
приведем лншь ОБончательные результаты. В случае ре.тIЯТИ-
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стсlшх поправок к элеJ>тростатичес:коЙ. энергии dez, de; и 
(формулы (5.20), (5.23) п (5.24) соответственно) находим 

(nZNavLS) Ide2 1 nZNa'v'LS) = 

где 

21-2 

= 6 (и, и') ~ т" (lNш'LS, ZNa,V' LS)Л" (nZ, nZ), 
R=O 

(5.62) 

. 4(2k+1)(2k+3) Z(1+1)(?Z+1)(ZIIC"\IIZ)2{k 1 k+1}2 Х 
1ll,,- - k + 2 ~ l l 1 • 

,., {(zNaL"LS I (Uk+l. Uk+l) IZNa'v' LS) - {) ~~'-I~'1 N}, (5.63) 

а 

2"" ., 

J[k(llZ,n'Z')~. ~ Sr-k-ЗР2(nZlr)dr J r:P2(n'Z'lr1)dr1 ; (5.64) 
О О 

(ZN~L' LS lde~ pNa'L"LS) ~ - 26 (и, v') (ZNo;cLS I de; IZNa'v' LS) = 

~ 6 (и, v') C~O (2k + 1) [(ZII C(k) 111)/(111 u" Р)]2х 

Х (lNavLS I (и" .Uk)lZNa'v' LS) - 6 (а, а') N (2Z + ч} R 2 (nZ), 

(5.65) 

где интеграл R2 (nZ) является частным случае}! (ntlt = nzl,z) ин­
теграла 

DO 

R 2 (n 1Z1 , n2Z2) = ~2 S r-2P2 (n111 1 r) Р2 (n 212 1 r)dr. (5.66) 
О 

Из (5.65) видно, что угловая часть попраВОR de; и de~ пропорци­
ональна соответствующему выражению для электростатической 
энергии, поэтому эти члены могут учитываться как некоторые 
попраВКlI к интегралам электростатического ВЗaIпюдействия 

(nZNavLS I (Q +d8; + de~) I nZNa'v'LS) = 

= i; fk (ZNavLS,ZNa'v' LS) [рР. (nZ, nZ) + 6 (и, v')(2k + 1) R 2 (nZ)]. 

(5.67) 

Опять-таки используя свойства операторов :Казимира, для рас­
смаТриваемых поправОК можно получить следующие алгебраиче­
ские выражения (О ~ N ~ 41 + 2, для s-электронов взаимодеiiствиt} 
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орбита - орбита псчезает): 

(pNLSI ~21 P"LS) = - 2 [L (L + 1) - 2N] ЛfО, 

{dNvLS '~21 dNpLS) -~ - 2L (L + 1)(.м0 - :91112)-
- ~90 g(R5)Лl2 + 12лr(мо +~M2), 

(JNaLS I :1621 fNaLS) = 

(5.68) 

(5.69) 

= - 2L(L + 1) (1110 - 1;1 М4) + 8g (G2 ) (М2 - ::IJ14) -
- 8g (R7 ) Лf2 + 8N ( зм·о + АР + iI .м4 ), (5.70) 

(pNLSI (~; +~~)~pNLS) = ~[5N - L(L + 1)-

- 4S (S + 1)] R 2 (р), (5.71) 

{dNvLS 1 (~; + ~~) I dNuLS) = i[}N - ~(12 - и)­

- S (S + 1)] R 2 (d). (5.7 ~) 

в (5.69) значенпе g(Rs) непосредственно следУет IIЗ (4.18). 
ТаКИlll образом, в случае р- п d-оболочек :lIIЫ имеем алгебраuче­
·ские выражения для Rоэффициентов прп радиальных интегралах 
всех реЛЯТПВИСТСКIIХ поправок ПОРЯДI><I. а2 к электростатическо[r 
энергпп. В случае f-оБОЛОЧIaI это возможно ЛIlШЬ для взаиl\юдеii­
ствия орбпта - орбита. Для почти заполненной оболочки нахо­
ДИМ 

(nZ4Z+2-JVаvLS I (d6'; + :16;) I nl4Z+2-Nа'vLS) = 

= (nZNauLS I (~; + ~~) I nZNa'L'LS) + 
+ б (а, а') (2Z + 1) (2l + 1'- N) R 2 (nl). (5.73) 

Случай заполненной оболочки следУет пз (5.73) при N = о. 
Операторы ~ 4 И ~:, представляющпе спин-орбитальные II 

СIIlПI-спиновые взаИlllО;:J.еПствия, обусловлпвают топкую струк"'У­
ру тер:мов. При этом в большпнстве случаев основная роль при­
надлежит оператору ~~. О;:J.ноэлектроппая часть выражения 
(5.25) часто называется оператором эпершп взаПllюдеU:ствпfl 
СПИН - своя орбпта. а в случае многоаЛeI,ТРОННОГО атома - упро­
щенным оператором энергпп спин-орбитального взаИl\юдеЙСТВllЯ. 
Зависимость указанных IIIaТРИЧНЬLХ элементов от результирую­
щего квантового числа l\IOMfHTa количества движения J. опреде-
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ляетсн нЗ равенства 

(LSJI.;maIL'S'J) = (_1)L'+S+J+a(LSII.;mall'L'S') {~, i, :}. 
(5.74) 

здесь а = 1 и 2 ДЛН спин-орбитальноro и СППН-СПlIНОВОГО взаимо­
действий соответственно. СуБIlIaТРПЧНЫП элемент оператора взап­
модейСТВIIН спин - своя орбпта имеет виц 

(nlNavLSII~8°llnINa..'v'L'S') = 
= l'Ш + 1)(21 + 1)(INavLSII VII1I1Na'v' L' S')ч(nl), (5,75) 

00 

где 

ч (nl) = S ~ (r)P2 (nll r) dr. (5.76) 
о 

Пнтереспая особенность взаИl\Iодепствия сшш - свон орбита­
его исчезновение длн диагональных матричных элементов в слу­

чае полузаполненных оболочек. 
Субlllатрпчньш элемент оператора энеРГIIII взашюдеiiСТВlIН 

сппн - чужая орбита ВЫГЛЯДIIТ таБ: 

(nlNauLSII .;mВfJO 11 nlN а'и' L' S') = 
= ~ m~-l (lNavLS, lNa,v' L' S') M k - 1 (nl, nl), (5.77) 

k 

где 

Здесь 

а(ки') = _ 1/2k=L1 х 
2VЗ 

\
[([ + l' + k +2) (l + l' - k) >. 
х (-1 + l' + k + 1) (1-1' + 1.: + 1)11/. 
[(1 + l' + k + 1) ([ + l' - k + 1) Х 
х (- 1 + [' + k) (1-1' + k)]'/2 

(5.78) 

(5.79) 

(Т( = k-1). 
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Субматричныii Элемент оператора взаимодействия сПин _ 
1/ ~BB 

СПИН ~Б = <w (5.32) может быть представлен в форме 

(nINavLS\I~SS\lnINa'v'L'S') = 
= ~m~_l(ZNavLS, ZNa'v'L'S') M h - 1 (nl, nl), (5.80) 

k 
где 

m~-l (ZNavLS, ZNa,V' L'S') = 6 (и, и') 4 115 ~ (_1)L+S+L'+S' Х 
k 

х l1k(k + 1) (2!.: -1) (2k + 1) (2k + 3)х 
х (zll C(k-l) Ilz) (1\1 C(R+l/ ~ 1) (zll uk 111)-1 х 
~ {1 1 2} {k - 1 k + 1 2 }. 

Х o."L"S" S S' S" L' L L" 

Х (ZNavLSII Vk-11 \\ZNа"L,L"S") (ZNa"z;L"S" 11 vk+11 1IZ-Vа'L'L' S'). (5.81) 

Диагональность формулы (5.8!) отпосительпо v объясняется со­
отвеТСТВУЮIЦlll\Ш своiiСТВaJ\Ш субматричных элементов тензоров 
V"I с нечетной суммой рангов. 

РеЛЯТИВПСТСGИЙ оператор Брейта п его мат'ричные элементы. 
В заБлючение параграфа анаЛОЛI'IIIЫll! образ о:\[ рассмотрим реля­
ТIIВИСТСIшii оператор Брейта, наиболее часто используемый в ре­
ЛПТlfВПСТСБОlll подходе. РеЛЯТIIВIIСТСБпii: гаМIIЛЬТОIllIан N-электрон­
пого aTo~la ~IOжет быть представзен в aTo~IНЫx е;:J;пшщах в BIТ,1e 

... N 

;Je == 1J (~~ + ,u~ + dб~) + ~ (dбf; + dбf; + ;Je~,), (5.82) 

3,"{есь 
,=1 ,>;=1 

;Je~ = с (а?). p~»; dбi 0--= В,с2 ; d~~ = V (rд; 
;Je~. =~. dб~·,~ - _1_ (а(.I) .00Щ)· 

i] г ,1 ' i] 2г ,; 1 ], 

dб~ . = - -1- (о: ~1) • r~l])) (0:](1). r(I]» 
i] 2 3 • i i • 

Г ,1 

Н ЭТIIХ выраженпях a ll ) 11 ~ - :маТРПllЫ Дпрю-.:а 

f3 С"-'С (У О ~), 
О -1 

(5.8:3) 

(5.84) 

а U(I) 11 Т - ~вумерная маТрllпа ПаУЛIl 11 ;:J;ВУ~lеРlIая еДИJШ"П8Я 
.матрица. В (5.82) ;Je\ ;Je2 и ;Je3 - это обычные одпоэлеRТРОIlIlЫ" 
операторы ДlIрю.а для элеI-,тропа, ;J,вюкущегося в поле заря;:Нl 
ядра Z, соответствующпе его l\ШJеТlIчеСRОЙ энеРГШf, одноэлеR­
ТРОIIНОП части СПIIН-орбптального взапмодеЙСТВIlЯ, эффекту MaccnI 
II нотеНЦllаЛЫlOii энеРГШI, в таБО~1 случае пмеющеii вид -Z/rj. 

11з двухэлеI-':ТРОПНЫХ операторов ;Je~ соответствует электроста­
ТIIчеСIШ~IУ взаII!lIO~еiiствпю элеБТРОНОВ, dff' - оператор магПlIТJIЫ" 
взаIi~IO;:J;еIIСТВ1Jii п 'НlCTЬ оператора заIlа3;1;ывашш, а d~6 - OCT,IB-
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wаяся частЬ оператора запаздывания. Сумму операторов ~' + ~G 
часто называют оператором Бреii:та, таюке .ипог;:щ представля­
еl\1ЫЯ в виде суммы магнитных ~'" 11 запаздываЮЩIIХ ~' взаимо-
деiiСТВИЙ: 

'VL>"! _ (,.,(1) ,.,(I»/r . 
<Л:ii1--- ....... ; -'А) 11, 

'УЕТ. __ 1 (,.,(1) 'Г(1) (г/1 ) V{I»r . 
<Л:ii1-- 2 ""; ·tj ""1' 1 i1' 

(5.85) 

(5.86) 

(5.87) 

Операторы d€\ ~2 II ~з, I\aR уже СI{азано, оДноэле:ктронные. 
I1х нреобразованпе ь: непривоДнмому виду не представляет IIII­
HaJ\IIX трудностей: ~2 и ;уез - чистые скаляры и не требуют нп-

J\аJ\П\: преобразоваНIIЙ, а для d6'~ неоБХОДIПIlа простая подстапов­
I>a равенств (5.12) н (5.13), что дает 

~~ = - ic(a~I).C~I)aa + V2':"'-(а~I).[С~1)хL~I)](I). (5.88) 
ri r i 

Оператор энергии элентростатпчеСIЮГО взаIIмодеuствпя имеет 
таIюе же выражение, что и в нереЛЯТИВIIСТСIЮJlI случае (~~ = Q, 
где Q определено согласно (5.6»; его неПРИВОДШIЫП вид задан 
формулой (5.18). Для полученпя неПРИВОДИl\10ГО впда оператора 
магпитных взаПl\юдеiiствпй d6'~ IlСIIользуем равенство (5.18) 11 
преоGразуем схему связываНIIЯ тензоров :к та:кой, в :которой опе­
IШТОРЫ, действующие на одни II те же IюорДИнаты, были бы не­
посрсДствеПIIО СВЯЗаны в тен:зорное ПРОlIзведенпе. оIioнчателыIo 
IIО."'Тучаем 

~ k 
~':': = - ,~ ~([C~k) . а~I)](К).[С(.k>хаЩ](К» 

.1 .a..J h +1 .'. ,] • 
"K~,::,. 

(5.86а) 

ОЧСН1IДНО, что соответствующее выраженне для оператора ;уе" бу­
дет отличаться от (5.8Ga) множптел~м 1/2. 

Наибо:.rее сложно преобразованпе Б НСПРПВОДIП!О!\IУ виду опе­
ратора запаздываlOШИХ взаПl\10деiiствип :7&". hонечный результат 
МОтет быть пре~СТ~l.Влеп в фор!\н~ (ер. с [74]) 

d6 ,.; ~ {[ 21.: k 1 ([ C~k) '.: а~I)](R-l). [C)R) ;( tX?Tk-l» + 
k 

+ ~ ([c~k)" a~I)](k+l). [cf.k)., a<.tJ](R+1»] r < + 
2k.J... 3 • ' • " , "+l 

Г> 

+ 1 ,1,; ;- 1) ('" -::!) (:!/,-+1) (21,:,5) [([C(R) ~1)l"R+l). [C!,k+2) / 1,1)] "+1» 
2. ,:!.k.,' 3) ,а. ,> а, Х 

Х [г~H _~] + ([C(.kH), a(.l)](k+1J. [С(."> Х а(1 '](h+l) , 
k+з /'+1 • '-, ,] , 

Г; Г} 

У, [r1+:2 
- г~~1 ]]}. (5.87а) 
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Перейдем к нахождению матричных элементов операторов 
(5.82) и (5.83) в случае одной подоболочRИ эквивалентных элеR­
тронов. Однако вначале нам необходимо определить релятивист_ 
скую волновую фУНIщию электрона. В релятивистской теории со­
стояние одного электрона таКЖе моЖет быть охарактерИзовано 
общеизвестными квантовыми числами n, 1, j, m. Однако в реля­
ТlIВ1lСТСКШI случае вместо волновой фуНIЩИП ТlIпа (1.24) илп 
(2..12) мы в стандартной системе фаз имеем 

( 
rpnljт (r,i}, rp») ( Iljm 16, rp) f (n1! I r») 

'Ф'!ljт(r;&,<р)= 'Xn1 'jт(r,6,rp) = (-1)flll'jmI6,rp) g(nl'jlr) = 

( 
r -1 11jm I 6, ер) Р (nlj I r) ) 

= (-1)flr-1p'jmI6,rp) Q(nl'J1r) • (5.89) 

3десь ~ = (1 + 1-1')/2, а шаровой С1lИНОр Iljmltl-, <р) имеет впд 

I . I ) ~ [1 S j] (1) ( lJm tI-, ер = O=~li2 m _ (J (J m у т-и tI-, ср) Фи, (5.89а) 

где 

а /(nljlr) 1l g(nl'jlr) - соответственно большие и ~Iaлые компонен­
ТЫ радиальной волновой фУНRЦИИ, являющиеся в случае опреде­
ления (5.89) реальнымп. При этом l' = 2j -l. Угловые части вол­
HOBoIr фУШЩИ1l (5.89) удовлетворяют оБЫЧНЬaI условиям ортого­
пальности относительпо всех квантовых чисел, а для радиальных 

фУШЩllЙ пмеем 
00 

S [/ (nlj I r) f (n'lj I r) + g (nl'j I r) g (n'l'j I r)] r2dr= б (n. n'). (5.90) 
о 

Такпм образо}[, если в нереЛЯТИВИСТСJЮ}1 случае волновая 
функция электропа (1.24) являл ась ДВУХIюмиопеНТПЫIlI сшшором 
(тепзором полуцелого ранга), то при реЛЯТIIВПСТСIЮl\I рассмотре­
НИ1l она стаНОВ1lТСЯ, ввидУ наЛlIЧIIЯ большой 1I :\IaЛОll I,омпонепт, 
уже четырехкомпонеНТНЫlll спипором. В цеЛOJ\I же оGобщенпе 
(5.89) на многоэлектронныii случай ПРОВОДIIТСЯ обычпым обраЗОIlI; 
толыш с самого начала надо иметь в виду, что весь соответству­

ющпii IIIатематическиIr аппарат строится в jj-свнзп. 

3аI{аНЧ1lвая параграф, укажеlll выражеН1lЯ Аля матричных 
элементов операторов (5.82) и (5.83), представлепных в пепрпво­
ДJlIlЮ}1 виде, в случае подоболочкп ЭIшивалентных электронов, 
ОПIIсывае1ЮII волновой фУНКЦIIеii ТIIпа (3.9). ДJIЯ этой цели 1IЬ1 
опять-таки должны ввести еДIIнпчпые тензоры в j-прострапстве 

(ср. с (4.1» 
O~k~2j. (5.91) 
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ИЗ тензора t~ МОЖНО составить следующие двухч:аСТllчные Сl\аляр­
вые операторы, Еоторые будут полезны при нахождении lIIaТРИЧ:­
ныIx элементоВ оператора энергии: 

N 

T kkO = ~ (tf.tJ) = ~ (Tk.Tk )_ ~ ~(t~.t~), (5.92) 
i>i=1 i 

где 

т" = ~t~, (5.93) 
i 

а его субматричный элемент записывается следующпм образом: 

(/aJII т" ~jNa' р) = 

= N Y=(2:--:::J:-+--:":1 )-:-(-::::-2J='-+---:-:-1) ~ (- 1(1+ HJ+k Х 
alJ l 

Х(jNаJ~jN-l(аlJl)j)(jN-l(аlJl)j~jNа'J'){J' ~ ~1}. (5.94) 

Соотношение для субматрич:ных элементов операторов (5.93>, со­
единяющих дополнительные оболочки, ил[еет вид (k> О) 

(/HI-NаvJ 11 r I!j2i+1-Na ,v, р)= 
1)-7)' 

--+"+1 = (-1) 2 (jNavJIIT"l!jNa'v'J'). (5.95) 

Для одночастичпых операторов энергип, ввпду их скалярного 
характера, нет необходимости в использовашш единичньп:: тен­
зоров. Соответствующее выражение для подоболочки ЭRВивалент­
ных электронов nljN получается равным (здесь и далее матрич:­
ные элементы операторов относительно реЛЯТИВИСТСl\IlХ ВО:IНОВЫХ 

функций будем обозначать l{aR (1 I ) ) 

(nljNaJI (~! + ~+ ~3) InljNa ' 1') = б<аJ, а' J')NE(nlj), (5.96) 

где 

Е (nlj) = (nlj I d~l + ~2 + ~3) I nlj) ~ 
00 

= S {Cg (л') [dfd~Л) + 1 ~ х f (л)] - (с2 - V) g2 (1.')-
О 

3ДЬСЬ. 

- с! (л) [dKd~/) + 1~ х g (л')] + (с2 + V) r (л)} r2dr. (5.97) 

(5.98) 

в Случае первого из двухчастичных операторов - оператора 
энергии эле:ктростатического взаимодействия - использование ВОЛ­
но ~ Ф Вои УIIIЩИИ вида (3.9) 1I соотношеНIIЯ (5.92) ПРПВОДIIТ :к сле-
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дУюще:иу выражению для его l\IaТРПЧНОГО элемента: 

(nljNa..J I ~e I nljNa..' J) = ~ 1А (/а..а..' J) х 
kчет 

Х [1 + Р (л, л')] [Rk (1,1" 1,1,) + R h (1,1,',1,1,')], (5.99) 

где оператор Р(л, л') про изводит замену л = л' в стоящих за 
ним :[I.lНожителях, а радиальныii интеграл определен следующпм 

обраЗО}I: 

R k (ЛIЛ~, 1,з1,4) = (l1 1зk) (1214.k ) х 

х {s 1 (1,11 Т1) 1 (1,21 Т2) :;1 1 (1,з1 Т1 ) 1 (1'11 T2)T~г~al·laT2. (5.100) 
О > 

Здесь (Z;ljk) означает, что парам:етры l;, lj II k составляют тре­
УГОЛЬНIIК с четным периметром. Если в радпальном интеграле 

вместо Лj = niMi стоит л~ = nil~ji' то в соответствующих местах 
интеграла вместо функций типа f должны стоять функцпи g, 
И квантовое чпсло li замепяется на l;. Ноэффицпент f,. Iшеет 
выражение 

Ik(jNa..a..'J) = ~j+1 [~ 1/; 1/; ]2 (jNa..JII TkkOlljNa..'.T), (5.101) 
и+1 2 2 

rде 

(jNaJ~ тААО \\jNa , J) = ~ [У' 1 ~ ( __ 1)J-JII (jNaJrITk~/aI/J")' 
~ 2J+1a."JII 

Х (jNa"J" 1\ тА ll/a' J) - б (а, а') N V 2J + 1/(2j + 1)]. (.5.102) 

в частном случае k = О (5.102) превращается в 

(jNalIlTOOOlljNa.' 1') = б<аl, а' J')N(N - 1)112/ + 1/2(2j + 1), (5.103) 

и тогда 

КаБ видно пз (5.101), коэффициент Iл в случае одной подобо­
ЛОЧRИ не завпсит от орбитального квантового числа [, а k прини­
мает значения О, 2, ... , 2j - 1, коэффициенты {,. для дополнитель­
ных подоболочек, ввиду равенства (5.95), связаны соотношениеы 

Ik (/1+1-N aиa'~" J) = (_1)(V-""J/2/k (jNava'v' J)-
s:: ( , ') 2; + 1 - 2N [k j 

- u аи, а v 2 О 1/2 

в случае заполненной подоБОЛОЧIШ (5.101) дает 

f ( .21+100) __ 2; + 1 [k j j ]2 
k ] - 2 О 1/2 1/2 • 

(5.104) 

(5.105) 
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использование свойств собственных значенни соответствую­
ЩIlХ оператороВ Казимира приводит н соотношению 

2~~ (2k + 1) /" (jNava'v' J)/[~ 1~I! I~JJ = 
"'1ст-О 

=6 (av, a'v') 2/ ~ 1, [2N (2 - N) - 2v (j + 1) + v (v -1) + 2jN], 

(5.106) 

полезному для упрощения формул и провернп их численных зна­

чениii. 
Выраженпе для матричного элемента оператора энергпи маг-

nllTmL~ взаимодействий (5.86) получается аналогично случаю 
элеIiтростатического ВЗalIlIюдеЙствия. Оно нмеет вид 

(nljN aJ I ~т I nljN а' J) = ~ dh (jN аа' J) Rk (1.1., л'л'), (5.107) 
kнеч 

где 

О" (jNaa'J) = 

__ 4~(2.:...j--,-+--::1=)3==-[~ 1~2 1~2]2 (jNaJjj T"kO~jNa'J). 
k (k+ 1)VU + 1 

(5.108) 

Индекс k пробегает нечетные значения 1, 3, ... , 2j. Ввиду диаго­
нальности субматрuчных элеМентов оператора Т" (k - нечетное) 
относительно квантового числа стаРШIIнства v диагональным от­
НОСIlтельно него ОI{азывается п выражение (5.108), т. е. 

dh(jNava'v'J) = б(v, v')d,,(jNa,va'vn' (5.109) 

Для БОЛЬШИIIства практичеСJ{И интересных случаев (8-, р-, d- и 
f-электроны) IшаССllфикация уровней однозначно задается RВaH­
ТОВЫllШ ЧlIслаllШ v и " поэтому магнитные взаимодействпя внут­
ри подоболочки nljN будут описьmаться полностью диагональны-
1I1П матрицами. Соотношепия для дополннтельных подоболочек 
1II0ЖНО записать в следующем обще)1 Вllде: 

(nl{la J I ~т I nljN1a'.T) = (nl/2aJ t ~тl nl/2a' J) + 

~ ') (N - N ) (2j + 1}2 [k J ']" + , {j (а а') ~ 1 2 ] -R (1.1. 1.'1.') (5.110) 
11'-" klk+l) о 1/2 1/2 k , • 
Неч 

Д:rл заполненной ПО,10GОЛОЧЮI IIмеет место равенство 
d ('2;+100) _ 6 ( ') 2 (2j + 1)3 [k j j ]2. 

11 ] - а,а k(k+1) 01/21/2 (5.1Н) 

Лналог Выраженпя (5.106) выглядит так: 

h~чk(k+1)(2k+1)dh(jNаvа'v'J)J[~ 1~2 1~2]= 
= 6(аи, a'v') (2j + 1)3 [v (v -1) + 2 (N - и) (j + 1)]. (5.112) 
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11, наконец, аналогичные рассмотрения для оператора Энергuи 
запаздывающlI.Х взаш.юдеiiствиЙ (5.87) показывают, что 

<nljN a,11~r I nljN а,' 1> = О, (5.113) 

т. е. ВБлад от оператора запаздывания в релятивистскую энерлпо 

в случае взапмодействия внутри подоБОЛОЧБИ ЭI{ВIIвалентиых 
электронов равеи нулю. 

§ 6. Энергия взаШlOдействия между ДВ)'МЯ оболочками 
ЭКВllвалентных ЭЛeJ~ТРОНОВ. 

Вычисдение маТРIIЧНЫХ элементов операторов энергии 
электростаmческого и магнитных ВЗaIIмодеЙСТВIIЙ 

ВЗalIмодействие между электронами Двух оболочек в LS -СВЯ3II. 
В случае сложных электронных IюнфигураЦll1r недостаточно 
иметь выраженпя для матричных элементов paccMaTpIlВaeMЫx опе­

раторов энерnш внутри каждо:И оболочки эквивалентных элек­
тронов - неООХОДIIlIlЫ и соответствующпе формулы, связывающие 
две оБОЛОЧliII ЭБВlIвалентных электронов. Действительно, напри­
мер, в случае основно:И конфигурации -1~2s2 атома бериллия при 
получеНIIИ эпергеТIIчес:кого спе:ктра мы должны вычислить, исхо­

дя пз пзложенноii в преДЫдУщеl\[ параграфе методюш, эиергию 
взаимодействия внутри :каждой IIЗ оболочек -1s2 и 2s2, а также 
между НИl\Ш. Способ определешlЯ последней мы и опишем в на­
стоящем параграфе. В случае большего ЧIlсла оболочек необхо­
димо, ВВИДУ двухчастичного характера межэлеКТРОНJ:lЫХ взаимо­

деЙСТВIIЙ, попарно учесть его между всеМII оболоч:ками. 
3амеТИ~f, что МШIeНТЫ :количества ДВIIжения :каждой отдель­

ной оБОЛОЧКII могут связываться в суммарные l\1Ol\IeHTbl различиы­
ми способамп. Поэтому здесь, :как и в случае двух неэквивалеш'­
ных электронов, воз~южны типы связи (2.18)-(2.21), толыю 
вместо одноэлектронных моментов будУТ присутствовать сумм'1р­
ные :МО~ШJ:lТЫ отдельных оболочеR. СпецпфПRа использования 
различных тппов веБторноii связи в случае сложных электронных 
конфигурацпи будет обсуждена в третьей главе, здесь же мы для 
иереЛЯТИВИСТСКIIХ волновых функций все рассуждения провецем 
в LS-связи, а для релятивистскпх - в jj-СВЯЗII. 

Четность конфигурации, состоящей из ряда оболочек, опреде­
ляется суммой четностей каждой из нпх, ПОЭТОl\ry при наличиИ 
символа конфигурации таRЖе нет необходимости в соответствуЮ­
щем: Бвантовом числе. Четность надо указьmать лишь при отсут­
СТВIШ явного СПl\mола конфигурации. 

hаБ уже отмечалось в § 1, волновая фУН:КЦIIЯ атома должна 
быть антиспммеТРIlчна относительно перестановКII координат лю­
бой пары электронов. АНТИСlП\[метричная волновая функция обо­
ЛОЧЮI ЭКВIIвалентных электронов может быть ностроена с по­
мощью генеаЛОГIlчеСIШХ I{оэффицпентов (формулы (3.8) или (3.9». 
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IIТIIСJlмметризаЦIIЯ волновой ФУНlЩИП относительно перестан.ов­
А ,оординат элентронов, принаДлежащих различным оболочнам, 
ГII]' • бб ' IЦествляется или с использование:\! слОЖных о о щенных ге-
ОСУлогичесних ноэффициентов, или наложениеl\1 определенных 
пеа u Ф u 
азОВЫХ условии па волновую уНRЦию при уназаннои 

Ф естановне элентронов. ПОЯСНlIl\I это на примере нонфпгура-
~ u С цпn, состоящеи НЗ двух неЭНВllВалентнфых элентбронов. оответ-

Ующая аНТПСllllIметричная волновая уннция удет иметь вид 
ств u Ф (IIa анТИСПl\Il\Iетричность ВОЛНОВОIl ункции уназывает запись 

рЯДОМ дВУХ основных квантовых чисел n t n2 ): 

'ф (1I1n211S112S2LSJM I Х1Х2) = 

= N {"ф (nl11S11li2S2LSJJll Х1Х2 ) + 
11 +I.,-L-S } 1 + (- 1) ~ "ф (n212s2nl1ls1LSJJ[ I Х1Х2) , (6. ) 

N = {1/Y~ 
1,'2 

(n 1 l 1 =1= n212), 

(n 111 = n 212 )· 

(6.2) 

R частнОМ случае nt1t = n212 формула (6.1) переходит в (3.1). 
При вычисленип матричного элемента двухчастпчного оператора 

относительно волновых функций вида (6.1) появляются два типа 
слагаемых: первые содержат волновые фУНКШШ связанных мо­
мептов, хараRтерпзуеl\fые одинаКОВЫllI расположеппем нвантовых 

ЧI[сел ntltst и ~12S2, вторые - раЗЛIIЧНЫМ. ПОЭТОМУ соответствую­
щий матричный элемент обычно разделяется на две части - пря­
МУЮ п обменную. Появленпе обменной чаСТII энерГlШ взаПl\lодей­
СТВIIЯ является чпсто нвантовым эффеКТОl\I, не ИllIеющим аналога 
в Iшасспчесноii: мехаНIIне. 

Матричные элементы операторов энерГlIП взапмодеirствия 
между двумя оболочнаМII Эlшпвалентных элентронов могут быть 
Выражены с помощью генеалогических НОЭффllциептов через со­
ответствующие двухэлентропные величины. Формулу таного рода 
мы приведем лишь для реЛЯТИВИСТСНIIХ волновых функции. При 
1I0Дстановке в ней явного вида двухэлентронного :\fатричного эле­

мента и ныполнеНlШ ряда преобразованпй, а также использова­
lПш ОпределеНIIЯ субматричных элементов операторов, составлен­
ных из е;:щничных тензоров, приходи м н более удобным выраже­
lI:IЯМ для рассматриваемых матричных элементов в случае двух 
ОООЛочек ЭНВ;lВалентных электронов. Подробности llХ получения 
МОЖно НRЙТII в [14J, здесь же, кан праВIIЛО, бу;:Q'Т приведены 
ТОJJЫЮ окончательные результаты. 
И . В первую очередь рассмотрю! одноэлентронные операторы. 
х межоболочечные матричные элеltIeНТЫ малы или исчезают, 

~умполный матричный элемент таного оператора просто равен 
с' Ме соответствующих величин, описывающих это взаимодей­
твие внутри наждой оболочни. Например, в случае операторов 
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(5.4) 11 (5.5) мы имсем 

( Nl N" N 1 N" , , , , " ) 
n1n2l1 l2 ~alL1Sla2L2S2LS I (Т + Р) In1n 2l 1 l2 ~alLlSla2L2S2L' S' = 
= б (alL1Sla2L2S2LS, a~L~S~a;L;S~L' S,) [N1/ 1 (n1l1) + N 2/ 2 (n2l2)], 

(6.3) 

где /(n,li) определено согласно (5.35). Равенство (6.3) тривиаль_ 
ным образом обобщается на любое ЧИСло оболочеIi. Совершенно 
аналогично выражаются через соответствующие однооболочечные 
:величпны также и матричные элементы одноэлектронных опера­

торов реЛЯТИВИСТСIШХ поправок (5.7) и ОДНО:Jлектронной части 
:Мs' оператора (5.9). 

В случае взаимодействия спин - своя орбита (первый член в 
(5.25» пмеет место раnеНСТВО1 .. +i . 
( Nl N 2 ~ I ~ I N 1 N 2 ' , , 'L' , , , ) n1n2L1 l2 a1L1S 2 2S2LSJ :М n1n211 [2 al L1S 1a 2 2S 2L S J = 

= (- l)L'+S+J :' f, ~} v (2L + 1) (2L' + 1) (2S + 1) (2S' + 1) х 

х (-1) (j a2L2S2,a2L2S2) V 11(11 +1)(211 + 1)х { 
Ll+L2+L'+SI+~+S' ( , , , ,г 

{L1 L L~} {SI S S2} ( N 1 11 N 1 ' , ,) 
х L' L~ ; S' S~ 1 [1 a 1L 1S 1 11 V Il ll alL 1S l '1') (n111) + 

, , 
Ll+L2+L+Sl+S2+S ( , , '),г + (-1) {j a 1L 1S 1, a 1L 1S1 V [2 (l2 + 1) (2l2 + 1) х 

x{~; ~~ ~1}{~~ ~~ :1}(1~2а2L2S2I1Vlllll~2а;L;S~)Ч(n212)}. (6.4) 

Таким образом, ЭТо взаимодействие также распадается на внут­
риоболочечные члены. В случае ПОЛНОСТЬю эаполненных оболочек 
оно исчезает. 

Электростатическое взаимодействие. В случа-е двух оБОЛОЧeIt 
оператор энергии электростатического взаимодействия электронов 
(5.6), пли в неприводимом виде (5.18>, формально может быть 
записан следующим образом: 

Q = Qll + Q22 + Q~E + Q~~, (6.5) 

где первые два члена прецставляют уназанное взаИl\IOдеiiСТ8l1е 
внутри каждой из оболочек, а остальные два - прямую и обмен­
ную части взаимодействия между оболочками. Ввиду того, что 
оператор Ql1 действует лишь на координаты волновой ФУНКЦИИ 
первой оболочни, его матричный элемент относительно обеи~ 
оболочек будет Диагонален по BCel\1 MaнTOBbHt числам втораи 
оболочки, п наоборот. Поэтому для электростатического взаимО­
действия внутри обеих оболочек получим (здесь и далее N1 ~ 
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/"?[ + 1 N2 ~ 212 + 1): 
~.;..I 1 , 

N N N1 N2 ' , , , , , , ') 
(1111l2l11l~ 2(XIL1S1(X2L~S2LSI(Qll +Q2?)lnln2l1 12 (XIL1Sl(X2L2S2L S = 

=б(LS, L' S') б (L1S l , L~S~) б «(X2L2S2' ~L~S;) х 

х (nll~l(XlL1S] 1 Qlll nll~I(X~L1Sl) + б (LS, L' S') б (L"!.S2' L~S~) Х 
( , , , ( N 2 N2 ,) 

х б (XIL1Sl' (XI L1Sl) n2[2 (X2L 2S 21 Q221 n2l2 (X'!.L2S 2 · (6.6) 

. Здесь lIIатрпчпые элементы внутри оболочек могут быть вы-
чпслены согласно фОР11уле (5.46). В случае взаи}юдеiiствпя меж­
ДУ оБОЛОЧRЮ\Ш пмееlll 

( Nl N 2 L L" пр I Nl N2 'L'S' 'L' 'L'S') 1Iln)1 [2 (XI L1Sl(X2 2S~ S. Q12 nl112l1 l2 (Хl 1 1(Х2 2S2 = 
=. б (LS, L' S') б (SIS2' S~S~) >, 

( Nl N., " , , ) k 
Х ~ /k II [2 ~(XILlalL1S1' (X2L2a.2L2S 2, LS F (nl11, n2~)' (6.7) 

k 

( Nl N 2 L L I Qоб I N1 N 2 'L' , 'L' 'L' ,) n1n211 [2 (XIL 1Sl(X'!. 2S2 S 12 nln2[1 12 (Хl lS1~ 2S2 S = 

, , ~ ( N l N2 ' , , , " ) 
- б (LS, L S ) ...... gk II 12 (XIL1S1(XIL1S1, (X2L2S2'J.2L2S2, LS х 

k 

Х Ck (n l l1 , n 2l 2). (6.8) 
Радпальнып интеграл ПРЯl\Iоi1 части взаимодеЙСТВIIЯ р1' опре­

делеп согласно (5.48), а обменuоп часто ВЫГЛЯДIIТ так: 
Gk (nl, n' 1') = 

= Гs р (nll rl ) р (n'l' r1 ) ~1 Р (nll Г2 ) Р (nт 1 r2 ) drl dr2 • (6.9) 
о Т> 

В случае взаПllIодепствия между элентронаlllИ, прпнадлежащими 
N 1 /'"2 

раЗЛИЧНЫlll оболочкаи [1 и (2 , соответствующий оператор мо-
if\eT быть записан в виде 

N N l k 

'"' '"' '" ~ (C I.k) oC(k» (6.10) ~,""'- ~!.t+1 • l' 
k ]=;111+1,=1 > 

а I\Оэффициепты при радиальных интегралах Fk 11 G~ в форму­
лах (6.7) 11 (6.8) ЯВляются lIIатричныllIп элементамп операторов 

(ll 11 c(k) I ll) ([2 IIC(k) 11 l2) (иRт1 o иRт2), (6.11) 

- (ll~C(k)!1[2)2 ~ (- 1( (2х + 1) {:: ~: :} 01~ иХ!! ll)-1 Х 

Х (l2!1 иХ Il l2)-1 [~ (UFv1° UN2 ) + 2 (Y~10 Y~2) J (6.12) 

3,l,есь х ПРинимает значеuия от О до меньшего ИЗ 2l l , 2[2. 
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I\озффицпепты при радиальных интегралах в (6.7) имеют вы­
ражеНIIЯ (ради краткости далее опустнм обозначения квантовых 
чисел в левых частях равенств) 

(6.13) 

(6.14) 

Для коэффициента gk действительна формула 

РаспространеНIIе приведенных формул на случаи почти за­
полненных оболочек легко может быть произведено с помощью 
соотношения (5.54). Выражение (6.13) имеет место для любой 
степени заполненности оболочек. Если одна из оболочек, напри­
:мер, первая, ПОЧТII заполнена, то согласно (5.54) имеем 

fh (l~'1+2-N1[~2) = _( _ 1/"CV~)/2fk (l~ll~2) (k> О), (6.16) 

gk (1~'1+2-Nll~2) =(_1)(VC V;)/2 gk (l~I[~2) + 
+ (- 1/vCV~)/2+L~+L2+l; (ll\\ C(k) 1\ [2)2 ~ (2х + 1) х 

Х'lет>О 
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{ 11 12 k}{L1 L2 L}{SI S2 S}(ZN11 L S IlvX1 1![N1 'L'S') 
Х 1 1 Х L' L' S' S' 1 1 а1 1 1 1 аl 1 1 Х 

21 21 Х 21 

'< (Z:2a2L2S211 vXlI11:2~L~S~) + б (alLlS1a2L2S2' a~L~S~a;L;S;) х 
( 11 (h)11 )9 N 1N 2 -(211 -+-1)N2 (6.17) 

Х [1 С [2 ~ (211 + 1) (212 -+ 1) . 

Последняя фОРl\ryла построена тан, что В cyМl\ry четных х случаи 
х = О не ВRлючается. Если обе оБОЛОЧЮI почти заполнены, то 

Ih (Z~11+2-Nl[:12+2-N2) = (_1)(vгv~+vгv~)/2 1ft (1~tz:2) (k> О), 
(6.18) 

gk (1~11+2-Nl[:12+2-N2) = (_1)(VГV:+VГV;)/2gh (1~ll:2) + 
+ б (alLlSla2L2L2S2, a~L~S~a~L;S~) (lll1 C(k) 11[2)2 Х 

Х ( - 2 + 2l1~~ 1 + 212; 1). (6.19) 

Если первая пз оболочеR полностью заполнена, то соответствую­
щее выражение для 1" получается [13 (6.13), а для g" будеl\[ пметь 

(Z 411+2 N2) ( , , ') ( 11 (А) 11 )2 / О gh 1 [2 = - б a 2L 2S2 , ~L2S2 [1 С l2 N 2 (212 + 1). (6.2 ) 

Если обе оБОЛОЧЮI полностью заполнены, то ОПЯТЬ~ТaIШ для 1" 
ДеЙСтвительна фОРl\ryла (6.13), а для g" наХОДИl\1 

gh(l~ll+2[:12+2) = _ 2 ([1 11 с(А) 11 l2)2. (6.21) 

Рассмотренные в данном разделе случаи позволяют составить 
ВЫраЖение для среднего значения энергии элеRтростаТJlчеСRОro 
ВзаИМодействия междУ л.юбым ЧIlСЛОМ оболочен. При ЭТОl\1 лишь 
УвеЛичивается Rоличество слагаемых в соответствующих форму­
ЛаХ. Заметим, что последние должны быть диarонаЛЬНЫl\lИ отно­
Сительно нвантовых чисел тех оболочен, ноторые не затрагива­
ЮТся Этими слагаемыми. НаПОМИИllI таRже, что во всех формулах, 
в Ноторых фигурирует хотя бы одна почти заполненная оболочна, 
Подразумевается, что RВaHToBoe число старшинства v вы­
делено из а. Это неоБХОДИl\IO для согласования фазовых соотно-
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шенпii "lJеж;з:у соотвеТСТВУЮЩП1\l1! веЛИЧIlнаI\III. IIсходпыми пр" 
ЭТОI\J являются условия (v = 41 + 4 - и) 

ф(lNаvLSJILJIs) = (-1)(Nl'V)2Нф(lNаvLSJJLМS)' (б.~~) 

Ф(l.JZ+2-NаVLSJILJls) =(_l(\"+V 2+l'l\.1(l.Jl+2-"аvLSМLМs). 

1" . 
(6. '23) 

ЕСЛII В неБотороii оБОЛОЧJ\е 1 i Пl\lеется толы,:о О:\ИН электроп 
(Ni = 1, L i = li, Si = S = 1/2), то элеБтростатпчесr~ое взаимодеii:­
ствие внутрн нее равно нушu, а в формулах, ОПllсывающих взап­
модействне )rсж;rу оБОЛОЧБа:шr, соответствуютппе суб!llаТРIl1Jные 
эле:llенты операторов и" и Vkt превращаются в 

(ltzsllu~lIttls) = 12, 

(l'lsIIvktllltls) = 13/2. 
«(;.2~) 

(6.2.") 

ТаБlПl же оuра3Шl 113 прпведенных ДВУХОUU.::Iочечиых Bblpa<t;e­
ПIIii может быть IlОJlучеII частный случаii двуХЭ.;JеБТРОППЫХ мат­
ричных эле:\rентов. 

Соответствующие выраженпя для l\Ii:l.тrШЧIIЫХ ЭJlемен,/,ов решr­
ТIIВПСТСБlIХ поправOI~ к элеБтростаТllчеСIшii энерГIIII 11 двухэле1>­

тронных частей магнитНЫХ В;:lall:модеiiствпii весьма громоаДIШ п 

здесь не прuво;з:ятся. ИХ I\IOЖПО паiiТII в [14J. В § 8 мы Оl/JIШtШ 
методику их учета в неСI,ОЛЬКО упрощеННШI впде. Учет сяоiiств 
Бвантового чпсла старшпнства (БваЗПСПIIна) поаволяет выра:шть 
матричные ЭЛЮlеllТЫ оператора энерпш ато:\ш через соответству­

ЮЩJlе величнны для :впервые ПОЯВllвшегося прп ~аполнешпr обо­
лочки теРl\Iа. Подробно этот вопрос рассмотрен в [75]. llспользо­
вашre установленной в [76] В3aIШОСВЯ3И l\IеЖ:IУ генеаЛОГIlЧССЫШП 
БоэффпцпептаМII и суб.\lатричIlыl\Iп э;rементюlП опер~торов, 
COCTaB.lJeHHьrx из единичных тензоров, позволяет IIайти цеCIыii 
ряд новых 'выражений для рассмотрепных матричных Э'Iе­

монтов. 

РеЛЯТПВИСТСКIIЙ оператор энеРГIIИ. Аналог ФОРМУЛЫ (6.1) в 
реЛЯТIIВIIСТСКШI случае будет выгля;з;еть так: 

'1\.1 (nln211il1J2J,И I Х1Х2) = т {'Ф (nl1liln21J2JM I Х1·Т2)-
( 1);1 +;гJ ( l' l' J 11 I )1 (6.26) - - '1\.1 n2 2J2n l lJl .t' Х1Х2 J, -

г;(е Т = 1/112 для n,ltil4= n212j2 11 1/2 - для n1Ц, = 1l 21J2. Одпоэле<:­
тронные операторы энерГIШ ~ля Бонфпгураппй, СОСТОЯЩIIХ 113 
нескольких IIодоболочек, просто равны сумме соотвеТСТВУIOШIIХ 

ВНУТРПIIодоболочечпых величин (5.96): 

1 Nl 1 N kA 'V"'1 "М2 3 1\'1 (n1 ••• n/; ljl ••• ,.jk I (<7t!? + <7t!? + ~ ) 1111." n"llil •. , 
н 

•.. l"j:kA'> = () (А, А') ~ NiE (njЦ;). (0.:27) 
i=1 
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Нак l\IЫ уже УПОl\Jпнали в начале этого параграфа, матричный 
элеl\IСПТ оператора энергии взапмодействия между подоболоч:на­
юr может быть выражен через генеалогические J\оэффпппенты 
с ОДJlИМ отщеплеrШЫl\I элеJ\ТРОНОl\l п двухэлектронные матричные 

элеМfШТЫ расс,\щтрпваемого оператора. Соответствующая фОРl\IУ­
ла в jj-связи выглядпт TaJ\ (здесь JI далее [а, Ь, .. J = (2а + 1) Х 
X(2b+1) .. J: 

.N1 .N2 .N1 .N2 ' , , , , 
(n1n21111 l212 aJla 2J 2J I d6'121 n1n21111 l212 alJla2J2J) = 

= 6(J, Г) N1N 2V[J1, J 2 • J~. J~J ~ [l12,i12]X 
(;1:; 1~:; 2:;12;12 

X(i~laJll1 i;c 1(CX1J1) il) (i~'гl (a1J1) illl i~la~J~) Х 
Х (i:2a2J211 j:г1 (~Y2) j2) (j:г1 (a2J2) i2! j:2 a~J~) Х 

'
У1 "У2 712] 1У1 72 712] 

Х jl j2 j12 \ i 2, j12 Х 
J 1 J 2 J J 1 J 2 J 

Х (n1n211il12iJ12 1 d6' 121 n1n2l 1il12j2jI2)' (6.29) 

0знако фОРl\Iула (6.29) весьма неудобна для расчетов, поэтому 
ооы'оo в нее подставляют явные выражения для двухэлектрон< 
ных матричных элементов, пропэводят, где это ОI,аэывается воз­
l\IOЖНЫм, необходимые СУМl\шрования и получают представление 
М~тричного элемента энергип взаимодействия между двумя под­
ООUЛОЧI~аl\Ш в виде ПРЯМОЙ II обменной частеП. Так, в случае 
Э.1ектростаТlIчеСJ\ОГО взаимодействпя находим 

<nln211j~112i:2alJla2J2J I Q~f I nln2l1j~IIJ:2a~J~a;J;J) = 

= h~ /А (j~lj:2) [1 + Р (Лj, л~)] [R" (1,11,2' 1,11,2) + R~ (Лl~' ЛIЛ~)], 
чет 

(6.30) 
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)\'1 .N2 I об I .N1 .N2 ' , , , 
(n 1n2 l111 l212 (XIJ l a 2J 2J Q12 n1n')lJl l212 C!.-IJlа2J,J> = 

= ~ gk (j~lj~2) [1 + Р (1ч, л~)] [Rk (л1л2, Л2Л1) + Rk (л1л;, Л2Л~)]. 
k 

(6.31) 
(5.100), а Ro-

(6.32) 

(6.:13) 

(6.3'1) 

(6.35) 

ПРИ!\lечательная особенность ноэффицпентов (6.32) и (6.33)­
их независимость от орбитальных Iffiантовых чпсел. Последнпе 
лишь определяют четность инденса суммированпя k, следующуЮ 
пз условий непсчезновения радиальных интегралов в (6.30) II 
(6.31>. Для прямо го члена k принимает четные значения, а для 
обменного четность k равна четности суммы l1 + l2. 

ЕСЛII одна или две j-оБОЛОЧБII почти заполнены, тогда деfIСТ­
вительны равенства 

t ( .231+1-Nl.N2) ( 11+(VГV~)/2t (.N1.Nz) (636) 
k 11 12 = - ) k 11 12 .' .... 

t ( .231+1-Nl.232+1-N2) _ ( 1)(VГV~+V2-"~)/2f (.N1.N2) (~37) 
k 11 12 - - k 11 12 ,u. 

В1 ( .211 +l-N1 .N2) _ 
k \] /2-

= (_1)I+("1-V~)/2 B~ (j~lj:2) _ (_1(~+J2+J+jl+3Z+("1-V~)/2Х 
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; }х 

I1!11епно: 

(6.40) 

i 2 )2. (6.41) 
Ч2 

Случай обеих заполненных подоболочен получается пз (6.40) И 
(6.41) простоii подстаповкой N~ = 2j2 + 1. 

Аналогичпым образом рассмотрим матрпчные элементы опе­
раторов l\шгнптных:Jeт И запаздывающпх :Jer взаИ1юдеЙствиЙ. 
Для нпх тоже IIмеет место формула (6.6), где необходимые мат­
рпчные элементы в случае одной подоболочки энвпвалентных 
электронов даются равенствами (5.107) и (5.11З). Запаздываю­
щие взаимоденствия только И существуют ?>IeIlЩУ подоболочками, 
внутрп онн согласно (5.113) равны нулю. 

Матричный элемент оператора энерГIrП магнитных взапмодей­

ствпй :Je'r2,соеДIIНЯЮЩПll две подоболочки, получается танже ана­
;}ОГlIЧПО случаю электростатпчеСI\ОГО взаимодействия. ОIюпча­
тельный результат таков: 

( l ·Nl .N2 Iпр ml .. N l )\12 ' , , , 
n1n2111 1212 (X,IJl(X,2J2J :Je12 n1n21111 1212 (X,IJ l(X,2J 2J > = 

~ '1+12 (.N1 .N2) ( , ') 
= ~ (-1) dk 11 12 R k "'1"'2' "'1"'2' (6.42) 

Rиеч 
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(6.43) 

Коэффпцпент d" в (6.42) имеет ВlЩ 

d (.N1 .N2) _ 4(2i 1 +1)(2i2 + 1) А (.N1 .N2) 
h 11 12 - k (k + 1) h 11 12 , (6.44) 

где А ... определен согласно (6.34), а g" (j~lj~2) зацан равенством 
(6.33>. ТaIШl\1 образом, как радиальные интегралы, так II коэф­
фициенты при пих в матричных элементах операторов энергии 
электростаТIIческого п магнитных взаИМОДеiiствий качественпо 
имеют одну и ту же форму, ЧТО существенно упрощает IIХ вычrl­
сленпе. 3аметпм, что ПрIl k = 1 коэффпцпент (6.44) равеп 

( .N1 .N2) ;1+;2+1 ( "" ') d1 11 12 = (-1) б (/.,1/1(/.,2/2/, (/.,1/1~/21 Х 

Х (2jl+ 1)(2j2+1) [/1 (/1 +1)+/2(/2+1)-/(1 +1)]/4iI(jl+ '1)j2(j2 +1). 
(6.45) 

СоотношеюlЯ между коэффициентами g ... прп разлпчных сте­
пенях заполненностп подоболочек (случаи почти и полностью 
заполненных подоболочек) описьmаются равенствами (6.38), 
(6.39) и (6.41), ПОЭТОl\lу для магнитного взаимодействия необхо­
димо дополнительно рассмотреть условия такого рода лишь в 

случае коэффицпента d .... Учитывая, что k принимает ТОЛЬБО не­
четные значения п тогда субматричные элементы оператора Т" 
диагональны относптельно квантового числа старшинства v, по­
лучаем 

(6.46) 

где n и т - целые чпсла; квантовые числа в левоii и правой ча­
стях равенства (6.46>, конечно, должны быть одинаковымп. Пря­
мая часть матричного элемента оператора энергип магнптНОfО 

взаимодействия дпагональна относительно квантовых чнсел 
стаРШIlнства V 1 1! VЗ отдельных подоболочек: 

(6.47) 
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'условпе нечеТllOСТП k прпводrrт R равенству нулю I>ОЭффици­
ента а", Б.огда одна плп обе подоболочки япляются заполненны­
мII, т. е. 

а" И31Нj:2) = а" (j~jlHj:32H) = О. (6.48) 

соотношеНIIЯ для дополнительных подоболочек следуют пз (6.46) 
ири N1 + 2n = 2jl + 1-N1 И N2 + 2т = 2j2 + 1-N2 • 

Прямая часть матричного элемента оператора энерГIIII запаз­

Дывающпх ВЗaIпю;:.;еЙствпii равпа пулю: 

.N1 .N2 I пр r I .N1 .N 2 ' , , , -
(n1n21171 1212 (l.,IJ l(1.,2J 2J de12 nln~ll71 lV2 (l.,IJl(1.,2J2J> = о. (6.49) 

Соответствующее выр,ш.;енпе для обменноii части 'IЫ отдельно пе 
прпводпм, так IШR при получеНШI энергетпчеСRОГО спектра пеоб­
ходш\1O слоашть Вlшады всех взаимодействий, а )Iaтричные эле­
менты магнптнЫХ взаимодействий имеют много общ;их членов и в 
('Y~IMe значительно упрощаются. ТаЮНf обраЗОl\f, прямая ча~ть 
матрпчпогО элемеrrта JlIaГНТlТНЫХ и запаздывающпх взаП:\lOдейст­
BJ1ii меiI,ДУ дву~IЯ подоболочкаJlПI, в СIIЛУ (6.49) просто равна 
(6.42), а обменная 

/ N 1 N 2 J J I (Об"а'm Об~Т) I "nln~lljl l t j2 (1.,1 1(;(2").J <7tQ12 + <7tQ12 Х 

.N1 J'lz,"'" ~ (Рl.1\'2) [ (')] n j n21171 1272 (l.,IJ l'Y.2 J 2J / = - ~g" 71 12 1 + р Лi, Лi Х 

" _ {!.: (1. + 1) [ f ( , ') 1 ( , ') . ~ :!.k 1-;1 Rk+l л1л2 ,1'2ЛI - 'l,k -1- 3 R/1+l ЛIЛ2 ' Л2Лl -

- 'l,k ~ 1 R"-l (л1л2 , л~л~) + :!.k ~ 1 Rk - 1 (Л~/'2' Л2Л~)] + 

+ (_1)12+32+8 ~ [(_ 1)31+3Г" (2jl + 1) + 2j2 + 1] х 

[:!.k ~ ;1 Rk+l (л~лz, Л2Л~) - '2.k 3 1 Rk - 1 (1'~Л2' Л~Л~) + 

R1 ( , ') 2 ( ") 1 ( , ') + "Н /'IЛ2,I'2/'1 - R/i+I Л 1Л2 ' Л2ЛI - Rk - l Л1Л2 ' Л2ЛI + 
+R2 ( , ')] 1 [ 31+32-". .]2 k-l/'lЛ~'Л2Лl +8k(k+l) (-1) (271+1)+272+1:< 

, [!.: (1. --1-. 3) ( ( , ') ( , ')) « , ') 
" :!.h·I- 3 R"+I Л1Л2 ,I'2ЛI +Rh+l ЛIЛ2' ЛtЛl +2 R" ЛIЛ2' ~Лl + 

R ( , ')) (!.: -- 2) (k + 1) ( ( , ') + k ЛIЛ2 , Л2Лl - 21.: _ 1 R"-1 Л1Л2 ' Л2ЛI + 

+ R"-l (л~/'2' Л2Л~)) ]}. (6.50) 

Нз (6.;:)0) сле;:.;ует, что Rоэффпциенты при ра;:.;lIа;JЬНЫХ инте­
rpa:lax обменной чаСТII запаздывающих взаимодеiiствий также 
ВЫраа~аIOТСЯ через веЛПЧIIНЫ g", т. е. обмениые части маТРIIЧНЫХ 
6* 
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элементов всех двухэлектронных операторов ;te~ = Q, ~' II ;}"е' 

опреде:rяются одНlШ II тем же коэффициентом gk(j~lj~2). При дан­
ных II II 12 четность k для ;te4 II ;teT одинакова и равна четности 

11 + 12' а для ;tem k lIIOжет быть любой четностИ. При этом значе­
ния k для радшlЛЬНЫХ интегралов в обменных частях матричных 
элементов операторов ;te4 И ;teT будут ПРОТИВОПОЛОЖПОll чеТНОСТII. 
Заметпм, что в (6.50) введены новые виды интегралов 

R~ (Лl~' ЛЗЛ4) = (lllзk) (1214k) х 

Х SOO r~dr2? ! (л1 1 r1)! (л2 1 rz) :~l! (Лзl r1)! (/'41 rz) r~drl' (6.51) J r 2 
о о 

R~ (л1л2 , ЛЗЛ4) = (lI1зk) (l214k)x 

х S r:dr2 5 f(ЛI 1 rI)! (л2 1 r2) :~1! (Лзl rI) f(л~ I r2 ) r~drI' (6.52) 
о Т2 r 1 

При этом 

R k (л1л2 , лзл4) = R~ (Л1"2' лзл4) + R~ (Лl~' ЛзЛ4). (6.53) 

НеобхоДпмо отметить, что зависимость матричных элементов 
реЛЯТIIВИСТСКОГО оператора энергии от орбитальных квантовых 
чисел содержится ШIШЬ в фазовых множителях п радиальных пн­
тегралах. Сами радиальные lIнтегралы и коэффициенты прп них 
распадаются только на неСIЮЛЫЮ типов, что существенно облег­
чает IlХ вычисление. Радпальные интегралы не содержат произ­
водных от радиальных орбпталей, а угловые части состоят лишь 
из ноэффИЦIIентов Клебша - Гордана, играющих здесь такую же 
роль, как величпны (lIIC<"JI11') в нерелятпвистском подходе, а так­
же 6j-коэффицпентов И субматричных элементов непривоДПМЫХ 
тензорных операторов Т". 

Прп получеВIIП энергетического спектра в реЛЯТIIВИСТСКОlll 
приблшкении необходимы (наряду с приведенными выраженил­
МII дЛЯ матричных элементов релятивистского оператора энергии 

в случае одной и двух подоболочек эквивалентных электронов) 
также и неДIIагональные относительно подоболочен матричные 
эле}.teНТЫ. Они будУТ рассмотрены в § 23. В ряде случаев МОЖНО 
найти алгебраlIческие выражения для рассматриваемых матрич­
ных элементов (подробнее см. [74]). Случай четырех незаполнеl<­
БЫХ подоболочек II необходимые выражения приведены в [77,78]. 

Существует и другой, альтернативный изложенному выше, 
метод построения теОРИII многоэлектронных систем в jj-связИ. 
Он основан на использовании нерелятивистских (или релятивист­
ских) волновых функций, выраженных через обобщенные сфери­
ческие фуmщии. Соответствующий математический аппарат, не­
обходимый для вычисления матричных элементов в случае мно" 
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roэлектРОННЫХ СlIстем, IIзложен в работах [79, 801. В этой мето­
ДllKe реЛЯТИВПСТСIЩЯ волновая функция электрона записывается 

в виде 

. (Iljm) f ) I nlJ1n) = .. _ i Il'jm) g , (6.54) 

(6.55) 

а обобщенные сферпческие функции 
образом [11]: 

п~~ определены слеДУЮЩШI 

п~~ (Ф, е, '1') = 

= iJ.L-m ~ (-1)1 
t 

[(j + т)! (/ - т)1 (j + J.L)! (j - J.L)!]1/2 
-t ...... I..;-(J.L~'--m---..:.,+....:t:..,..) !""'и"'" ""'+'--m"::'-':""-"'t)';"'! (j-.:c·'-~J.L;:.:.---'--,t)"! - х 

i(mФ+J.L'I') ( • 8)2t- m+J.L ( 8)2j-2t+m-J.L 
Х е Slll :r COS 2' . ( 6.56) 

Через функции (6.56) ВЫРaiБаются также и зависящие от уг­
ловЫХ переменных части всех операторов. Выбор дРугого фазового 
l\lНожителя волновоii функции (6.54), по сравнению с (5.89), объ­
ясняется появлениеl\I более простых фазовых с()отношенпii между 
величина:ми развиваемого матеl\Iатпческого аппарата, что, однако, 

не изменяет внда l\ШТРИЧНЫХ элементов операторов, соответству­

ющIIX физическим величина"I. 
Ввиду того, что зависимость угловых частей волновой функ­

цшr (6.54) от орбитальных квантовых чисел содержится лишь в 
фазовом :множптеле, предлагаемая методика позволяет непосред­
ственно получить оптимальные выражеНlIЯ для матричных эле­

ментов любых операторов. Коэффициенты при их радиальных 
IIнтегралах не будут зависеть, иомимо фазового l\ШОЖlIтеля, от 
укааанных квантовых чисел. Это относится как к релятивистско­
му раССl\1Отренпю l\Iногоэлектронных атомов, так и к нереляти­

БlIСТСКОМУ, если в последнем IIспользуется jj-связь. 
Рассматрпваемыii до сих пор релятивистский оператор энер­

гии взаИ1юдействия соответствует ириближению, в котором учи­
тываются только НIIзшие члены поправки на запаздывание .взаи­
модействия (приближение Брейта). Более общий вид имеет вы­
ражение для энергии взаимодействия двух электронов [81]: 

55 1-(a(1).a(~») {оо r·· 
и АВ,сп = 'Ф~ (i) 'ф~ (п r:; е АС 1''ФА (i) 'Фв (j) dTidТj, 

(6.57) 

соответствующее матрице рассеяния второго порядка S(2) (обме­

ну Одвим виртуальным фотоном). Здесь (ОМ = !.(ЕА - Ес). Вы-
е 
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ражеппе (6.57) явно зависпт ОТ начальноii п конечной энеРгпii 
спсте)IЫ, поэтому здесь нельзя выделпть оператор, маТРИЧНые 

эле~Iепты которого СОответствовалп бы эпергии взаИl\fодействпл 
т. е. нельзя выделпть иотенцпа:I взаимодеЙствия. Энергии взаи~ 
модействия соответствует лпшь реальная часть (6.57), ПОЭтому 
экспоненту в ней неоБХОДIШО заменить на cos ffiACrjj. Низшие чле­
ны в разложеНИII cos ЫАС rij в ряд по 1/с и ПрIIВодят выражение 
(6.57) к прибш!жению Бреiiта. IIСПОЛblJУЯ разложение 

cos wACr;j 

rii 

= - ~ (2k + 1) ffiAcj't «(oJ.iCr <) nh (ЫАСГ) (C~h) .Cjh»), (6.58) 
h 

r;J;e ih 11 nп - сферпчеСКllе фУЮЩllИ Бесселя первого 11 второго ра­
да соответственно, нетрудпо убе;:J;lIТЬСЯ, что ПРЯ1lIая часть матрпч­
пого элемента (6.57), ВВИДУ равенства нулю днагональпых отно­
сптельно конфигураций матрпчных элементов оператора запазды­
вающих взаимодействий, совпадает с соответствующнми выра<Rе­
НlIЮШ для оператора ~'+ ~т (5.83) И (5.86); обменные члены 
получаются из соответствующпх выражений для ~"+ ~т при 
ПОДстановке Юlесто r~jr~+I 1,0Эффllцпента прп (C~k).qh») из (6.58). 
ТаНIIМ образом, расчеты в прпб.iШ<Rешш (6.57) приводят лишь J~ 
НЗ!lIeпению щшходящю: пз оператор<1. мпоа.ителеii в радиальных 
пнтегралах, появляющпхся в обменпых члепах матричных эле­
ментов, описывающих электростатические и маГllитные взаи~IO­

действия, все остальное не требует нпкаЮIХ модификаций. 
Воз~южность проведенпя расчетов в LS-СВЯЗIJ с сохраненпе"r 

основной части релятивистскпх эффектов будет обсуждена в гла­
ве 3. 

§ 7. l130топичесюш и зэмбовскшi СДВИГII, 
сверхтопкая стр)" • .:Т)"ра энергетичеСКIIХ уровней 

IIЗОТОШlчеСIШП I1 лэмБОВСlшii сдниrи уровней. До настоящег() 
ВрЮlени при опре;::t:елеНIIИ энергип атома мы принимади во внима­

нпе заряд ядра, считая саио ядро пеподвпа,ным II беССТРУI~ТУР­
НЬП[ точечным образовашrЮI, JГ\lеЮЩИ1\f бесr.опечпо большую мас­
су. Однако реазьные ядра П!I[еют nонечную массу, ОНII движутся 
относптельно центра IшеIЩШI атома, обладают некоторым объе­
:\IШl и формой. Электрпчесnое поле внутрп ядра не 1lБляется к:.­
ЛОlIОВСJШМ. ПО ЭТIIМ ПРПЧIlНЮI уровни эпеРГIlII отдельных изото­
пов данного aTo~[a будут немного С~leщепы друг относительнО 
друга - возникает пзотоппчеСIШЙ сдвиг уровней. Ядро обладает 
также и собственным ~roментом количества ДВIIженпя, обус,1ЮВЛП­
Бающим сверхтонкую структуру спектральных линий. 

Вначале рассмотрим И30ТОПIIческий сдвиг энергетических урОВ­

ней, обусловленныii разлнчне'\I масс разных JJЗОТОПОВ (зффент 
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мдссЫ, прпводящпii [. TaR называемому нормалыюму II спецпфи­
'JеСJШМУ сдвпгу), а таЮf;е разлпчием радиусов п формы отдель­
пЫ'{ ИЗ0ТОПОВ (эффект объема). Сразу отметим, что для легких 
аТОМОВ I1З0топичесюrп сдвиг в ОСИОВIЮll[ обусловливается эффек-
1"ОМ массы, а для тяжелых (Z> 60) - эффеБТОllf объема. IIзото­
rпrчеСБИП сдвпг, обусловленныii эффеБТОМ массы, может быть 
предстдвлеп в ВIIде СУl\[]\[Ы двух членов, 

(7.1) 

где нормальиыii: сдвпг 
~EH=-Em/M. (7.2) 

3десь т - масса элеБтрона, М - 1Ilacca ядра ддпиого пзотопа, 
Е - полная эпеРГIlЯ атома, соответствующая неПОДВИЖНО1\[У ядру. 

Эпергия специфпчеСБОГО IlзотоппчеСБОГО сдвпга нМеет вид 

(7.3) 

где соответствуroщпii двухэлен.тронпыЙ оператор равен 

(7.4) 

ф представляет собой волновую фуrпщшо атома при пеПОДВIIЖ­
НО1\[ ядре, а оператор \7(1) определен согласно (5.1З). ОдноэлеБ­
тронный субматрпчпый элеllfент оператора градиента (nll/\7Щllnt ll ) 
не равен нулю лишь прп 11 = 1 ± 1. Поэтому маТРIIЧНЫЙ эле1l1еНТ 
оператора (7.4) внутрп оБОЛОЧIШ ЭБвпвалентных элеБТРОИОВ псче­
зает и остается ТОЛЬБО учесть это взюrмодеiicтвие между оболоч­
Бами. Оно в случае Бонфпгурацшr, состоящей И3 j заполненных 
п двух пезаполпеппых оболочеБ, будет задаваться следующей 
формулой [82]: 

( [411+2 41j+2 N 1 N2 L I ~ I 
n1 1 ••• njlj Щ+lZi+l (a1L 1S1) Щ+21j+2 (~L2S2) S S Х 

I 411+2 41j+2 N 1 ( , ") N 2 ( 'L' ')L ) х n1Z1 ••. щlj ni+l1j+1 a1L1S1 Щ+2Zj+2 а2 '!.S2 S = 

= - л~ {~ [21. N ~ 1 (ni1i 11 V(I) 11 Щ+llj+1)2 + 
i~1 1+1 

+ 21. N~ 1 (nili~V(I)" Щ+21i+2)2] +2'± (ni1iIlV(1)!! ni' li.)2 + 
1+2 i,i' 

( Nl N2 ' , • , " ) + g li+1[;+2; alL l Sl' a1L1S1; a 2L 2S2, a2L2S2; LS х 

, Х(Щ+1[i+l~V(1)IIЩ+2lj+2)2}, (7.5) 
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(nllv"'ln,I-I) ~ ]/т [- 1 r Р (nll ') f Р (n,l -11 ') dr + 

+ r Р (n1Ir) :,P(n,l-llr) dr] ~ 

~ - УТ[I 1 P(nlir)~ Р (n,I-1I ') а, + 

+ r Р (n,I-11 ') :, Р (пф) М]. (7.7) 

(nl ~ v'" i n,l + 1) ~ У 1 + 1 [(l + 1) I Р (nll ,)~ Р (n,1 + 11 ') dr + 

+ r P(nllr)~P(n,1 + 11 ')М] ~ 

~ Уl + 1 [(1 + 1) r P(nll ') ~P (n,l + II r )dr-

-r Р (n,l + 11 ') :, Р (nll ') а, J (7.8) 

При ЭТО)! имеет место условпе 

(7.9) 

Суммирование относительно i в (7.5) пробегает все заполнен­
ные оболочки, а li' = li ± 1. Оценки показываlOТ, что нормальное 
и специфическое смещения имеют одинаковый порядок величины. 
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влияппе Iюнечных размеров и формы ядра на энергетнчесюrе 
уровни атома (эффект объема) учес~ь значптельно труднее, так 
как зачастую пеlIзвестен точно нп ооъеlll ядра, ни его ФОРllIa, шr 
характер распределения заряда в нем. Поэтому пногда в такпх 
CJlучаях его находят, ВЫЧIIтая из экспериментально измеренного 

по'Лного ИЗ0топичесrюго сдвига его часть (7.1), связанную с эф­
феRТОМ массы. Затем, имея веЛИЧIIНУ сдвига, обусловлешюго эф­
феRТОМ об.;ьема, можно получить ва;t;ную информацию о структу­
ре и своиствах самого ядра. Для прпближенного определеПIIЯ 
изотопического СДВlIга, связанного с различием радиусов ядер 

двух изотопов {jro, можно воспользоваться формулой [22] 

4na~ 2 '\' + 1 ( 2Zr о ) 2'1' 6r о 
БЕ=--zI'Фs(О)1 [Г(2"+1»)2 В (У) ~ ~Ry. (7.10) 

Здесь "( = 1! 1- a 2Z 2 , Г(~) - гамма-фунrщия, ао - боровский ради­
ус, "Ф.(О) - значение нереЛЯТПВIIСТСКОЙ волновой ФУПRЦIШ атома 
в начале коордпнат. МНОJIштель В( "() описывает распределение 
протонного заряда в ядре. При равномерном распределенпи заря­
да по повеРХНОСТll и по всему объему сферпчесюr-симметрпчного 
ядра множитель В( "() равен соответственно 

2,\,2 (2 - 'У) 3 
В(у) = (,\,+ 1)(2+ ,\,) , В(у) = (2,\,+1)(2,\,+3)· (7.11) 

В ОДНОRонфигураЦИОННОl\f приближении "Ф(О) *' О ТОЛьRО дЗЯ В­
электронов, поэтому в (7.10) этот спмвол И Iвшет индекс В. ВСЯ 
зависимость рассматриваемого сдвига от специфпыr электронной 
оБОЛОЧRИ атома заключается тогда в МНОЖlIтеле "фs(о). Однако 
формула (7:10) не учитывает отклонеппй формы ядер от сфери­
ческой СШ\I!\ШТРПИ, поэтому она неприroдна для несферпчеСRИХ 
ядер. Определенного уточнеНIIЯ величин I1Em II БЕ можно дос­
тичь при учете корреЛЯЦIIОННЫХ и реЛЯТИВИСТСIШХ эффектов. 

Рассмотренный в предыдущпх параграфах гампльтонпан ато­
ма может быть дополнен цеЛЫ1ll рядом RвантовоэлеRтродппа!lШ­

'Iеских поправок, среди которых наиболее важнымп оказываются 
радиационные члены, прпводящпе к так называемому лэмБОВСRО­
му сдвигу уровня, оБУСЛОВЛIIваемому взаИМОДействпем элеRтрона 
с полем излучения. Вклад лэмбовского сдвига быстро растет в 
IIзоэлектронноii последовательности, поэтому его учет существен 

при идентификации спектров высокозарядных понов. Точный рас­
чет лэмбовского СД1Jига очень трудоемок 11 сложен даже для про­
стейших атомов и ионов, поэтому обычно пользуются упрощен­
ными формулами и составляют таблицы его численных значенпП. 
Весьма обширная информацпя такого рода содеРЖIIТСЯ в рабо­
тах [83, 84]. 

СвеРХТОНRая структура энергетичеСRИХ уровней в нереляти­
ВПСТском приближении. CBepxToНRoe расщепление энергетических 
УРОвней в ОСНОВНО}I обусловливается элеRтрпчеСКII.ИИ п магнпт-
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НЫМИ lIIУЛЬТlJПОЛLНЬПШ взапмодеuствпями меа-.:ду атомным ЯДРОМ 
и элеf\тронами. Из пзвестных данпых по сверхтонкой СТРУКТуре 
уровнеп :можпо установить палпчпе электрпчеСЮIХ и магнитных 
МУЛЫIIIIOЛЬНЫХ 1tюментов у ядер, СIПIН последних и ряд ДРУГПХ 

характерИСТIШ. 

В нереЛЯТИВИСТСf\ОИ прпБЛЮI,еНIШ обычное тонкое расщепле­
нпе уровпей рассматривается J\af\ ВОЗ:\Iущенпе, а свеРХтонкое рас­
щепление - как еще меиьшее ВОЗ~lущение, п оба они вычисля­
ются f\аи маТРJiчные элементы соотвеТСТВУЮЩIIХ операторов ОТ­

НОСIIтелыIO волновых функцпй пулевого прпближенпя. 
Представленпе сверхтонкпх взапмодеиствпй в виде Мулътнпо­

лей следует пз раэлоа,ения потенциалов элеf\трического и маг­
нитного полсй ядра, обусловленных распределением ядерного за­
ряда II тока, в ряд по соответствующим МУЛЬТIшольным момен­

там. Из свойств полученных операторов ОТIIосптельно операции 
пявеРСIIП вытекает, что ядро может иметь отличные от нуля элек­

трическпе мулыипольные мОменты порядка k = О, 2, 4, ... , а 
маГНlIтные - k = 1, 3, 5, .... Хотя величина энергпи сверхтоmю-
1'0 ВЗaIшодеiJствия быстро убывает с росто:\! МУЛЫИПОЛЬНОСТlI И 
П03ТО)IУ обычно достаточно учесть лишь первый неисчезающий 
член в р:\3ложеНШI по мулыпполяи, однз{\О n ряде случаев, из-за 
палпчпя условии запрета плп ДРУГIIХ эффеI{ТОВ необходимо учи­
тывать тюш,е п высшпе МУЛЫlIПОЛП. Деiiствителыю, например, 
в работе [85] сообщается об установлешш у ШВо ядерного ЭЛСI{­
тричеСf\ОГО П'I,са~еI\аполыюго :\Ю),Iента. Kaf\ п рапее, соответст­
вующпе опеРi\ТОРЫ выразим через пеПРlIводимые тензоры, зате~I 

приведем вырашеrrпя для пх :\IaТРПЧНЫХ элементов в случае од­

Huii п двух оболочеf\ ЭКВlIВалеПТIIЫХ элеf\ТРОПОВ. 
Оператор сверхтонкой СТРУf\ТУры, обусловленный магнитным 

мулышюлыI1lf ВЗaII:Iюдеиствпем, может быть представлен в сле­
дующе11 ВIIДС [861 (в а. eJ: 

С/е(МО) = lLO!lN((V<!) (r--II-!c~)}. (ic L(I) - 2sш))/я.1J(h)), (7.12) 

где 'lаГПlfтныJi МУЛЫНПОЛЫIЫЙ ЫО)lепт ядра 

Ям(h) =-= (_ -1)11 (VШ tr"C(k)}. С7_ 1 glL(I) + g'SШ))J' (7.13) 

110 - ~IarHeTOll Бора. IlN - ядерпыii магнетон, g - гпромагпитные 
отпотешт, равные для протона g/ = 1, gs = 5,58, а для пейтрона 
g, = О, g. = -3,82. 

Сверхтонкое ВЗ:lп,юдеiiствпе ПРПВОДИТ f\ расщеплеНJIIО обыч­
ного ато'\шо1'О уровни с даНIIЬПf J на ряд J:Юlllпонент, каждая 113 
I>ОТОРЫХ сооп;етствует определеШIO~IУ зпаЧСШIЮ веI\ТОРНОЙ CPI: 
IIIЫ J и 1 (1 - момент :количества движенпя ядра), состаВJIяющеи 
полныii !I!О',ICПТ аТО'\lа У, 

у=! + 1. (7:1~) 
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Ввиду наЛПЧШI взапмодеUСТВIIЯ :'treiRДY J п 1 они уже не бу­
дут точнЫ!\ПI квантовыми ЧИСЛЮ\ПI, TaROBbl1l1 ЯЕляется 1иmь под­

I1bJij момент количества движения F. Из-за малости этого взаи­
модействия сверхтопкое расщеплеШlе можно рассматрпвать от­

дельпо для IШn:,ДОГО уровпя путея вычпслеппя соответствующпх 

матричных эле!\lептов. IIеПРlIводпмыii вид оператора (7.12) вы­
rлядит так: 

(МО) _ 2 . -k-2 (r V 2k -1 [с(1'-О ... L(1)](k) + tI8 - f.1of.1."i r l k /, 

+ V(2k + 3)(k + 1) [C(k+lJ >(S(I'](k)}. HJ1(k»). (7.15) 

МаТРНЧНЫll элемент оператора (7.12) в общем случае равен 

(LSJ] F I J'6'(khO) I L' S' J'J' Р) = (- 1)F+I+J'+kf.1S (I ~HM-('i) ~ [') '< 

x{~, ;, n (LSJIIM(k) 11 L'S' 1'). (7.16) 

Нам пеобходшю Юlеть выраit\еппе для последнеrо суб3IaТРIlЧ­
ного элемента в (7.16). Оно устапавшrвается апалогпчно УlБе рас­
сr.ютренному оператору ЭllеРП:I1. Д~Ш оБОЛОЧRII эквивалентных 
элеRТРОНОВ наХОДП1l1 (напомшш, что [х, У, •. .1 = (2х + 1)(2у + 
+ 1) .•. ) 

(zNaLSJ I M(k) \ [На' L' S' J') = 2110 V [J, 1'] х 

X(_1)L+S+J'H ;~2~~~i) {~. ~, n V(21 + k + 1) (2[- k + 1)х 
;-: (111 C(k-l) 111)(ZNaLSII u" \\ [На , L' S) + 

+ i V (k + 1)[1., k + 1] (111 C(kH)IIZ) (ZNaLSII fTkHlll[Na' L' в,) х 

{
L L' k + 1}) 

Х S S' 1 N (1, II - k - 2). 
J J' k 

(7.17) 

Эдесь символ пз девяти пара-метров в фигурных скобках пред­
ставляет собой 9j-козффицпент, определенный в ПрплоmеНШI 1, 
а радиальный пнтеграл пмеет BIIД 

к (nl, n'l' j а) = J rap (nl! r) Р (n' l' I r) dr. (7.18) 
о 

В случае двух незаполненпых оболочек получаем 
( НI 1 L S l N2 П (k)11 N 1 ' , , N2 'L'S' , 'J') 1 а1 1 1 2 a 2L 2S2LSJ II!tf 11 alLlS112 а2 2 2L S = 

= 2f.10б (a1L 1S1, a~L~S~) х 

X{(_1)S+J'+Ll+L~+kH i6(S~,S~) ~r(,)[ +k+1)('Ч -k+1)Х 
2 (2S -+- 1) " ~ 2 - 2 :! I 
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х VLL, L'., J, Г) (1~2a2L28211 и" IIZ~2a;L;82) (z21Ic(h-l)~ [2)Х 
{ L 2 L L1l{L J 8} 

Х L' L; k J J' L' k + 
, , 

+ (- 1)Ll+~+L+S+Sl+S2Hi Y(k + 1)[k, k + 1, L, L', В, 8' n J,,J'] Х 

( N2 11 "+l1 11 N., , , ') ( n (h+1) 11 ) Х [2. a~282 U V u l2 -а'!.L2S2 [211 С [2 Х 

X{~; ~~'~~1}{~~ ~; :1}{~ ~: ~+1}]N(12,Z21-k-2)+ 
+ 2rоб (a2L 28 2 , a;L;8;) Х 

[<_ 1)S+J'+L+L'+Ll+L2+hH iб (81' 8~) ,г (21 -'-k+1)(21 -k+1) 
Х 2 (281 + 1) у 1 I 1 Х 

Х у [L, L'., J, J') (1~lalLI8111 и" IIZ;la~L~SI) (Z111 C(h-l) ~ ZJ Х 

Х {~~ ~~ ~2}{~, ~, :} _1_ 

+ (_чLl+L2+L'+SI+S2+S'+1i Y(k + 1) [k, k + 1, L, L', 8,8',J,J') х 

Х (Z~lalL1S111 Vh+11I1z~la~L~8~) (ZJ С(Нl) IIzl) Х 

Х {~~ ~~ ~~1-1 }{~~ ~~ :2}{~ ~: ~ + 1}] N (ll,lll-k - 2). 

(7.19) 

неоБходи~Iые qислепные знаqепия суб!\lаТРIIЧНЫХ элементов опе­
раторов UI< и V1'1 могут быть 3aIПIСтвованы нз [71, 72]. 

Оператор сверхтонкой струнтуры, обусловленный электричес­
ким МУЛЬТИIIОЛЬНЫМ взаllмодеiiствпеl\l, I\ЮilШО заппсать аналогич­
но (7.1З), а имеIIПО: 

где 

Т(МО) = (0(1<) • ЯО(h», 

O(h) _ ~ r-:- h- 1C(h) 
- ..... J З, 

j 

Яо(h) = r~ ЯС(l'). 

(7.20) 

(7.21) 

(7.22) 

l\Iатричный эле!\rент оператора (7.20) выражается qерез СООТ-
ветствующиii субматрпчный элемент анаЛОГIlЧНО формуле (7.16). 
Последний для оболочки экВlШЭЛСПТНЫХ элентронов имеет ВИД 

(lNaL8" O(h) " ZNa , L' S' J') = 

= (- 1)L+S+J'+h б (S, S') (zll C(h) Ilz) V [J, J'J/[8J Х 

х {~, ~, n (zNcxLSII U h JlzNcx' L' S) N (Z, Zl- k - '1). (7.23) 
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в случае двух незаполненных: оболочек нах:одШl( 

, N 2 11 (k) 11 N 1 'L'S' N 2 ' , , , , ,) (1~ICXIL1SI12 cx2L2S2L8J О u II СХ1 1 Il 2 cx2L2S2L 8 J = 

=(_1)L+S+J'+Rб(s,S')V[J,J']{~, ~, ~}x 

{ Ll+L~+L+k (L ' , , ') х (- 1) б СХ1 IS182' cx1L1S1S2 '>( 

Х V [L. L']/[S2] {~; ~~ ~1} (l211 C(k) Il l2):>( 

( N2 11 k n N 2 'L' ) N I х 12 cx2L 2S2 и II l2 СХ2 2S 2 (l2,1 2 - k - 1) -1-
L 1+L2+L'+k ( , , , ') 1Г , 

-:- (-1) б cx2L2S2S1 , cx2L2S2S1 У [L, L ]/[81] х 

{L 1 L L2} (k) Н )( N 1 I k N 1 ' , ,) } х L' L~ k (ll ~ С Il l l II cx1L1S1 I и 1111 cxIL1Sl N(ll' II l-k-1) . 

(7.24) 

В формулах (7.23) и (7.24) k ПРПНIIмает только четные значения; 
прIl k= 2 получаем обычное электрическое квадрупольное взаи­
модействпе, при k = 4 - электричесное гексадекапольное взаимо­
деiiствие, уже наблюдаемое для 165Но в [85]. 

Выраffiеппя для маТРIlЧНЫХ элементов рассмотренных опера­
торов сверхтонкой СТРУRТУры в случае заполненных оболочек пе­
посредствеНIIО следуют из приведеппых формул при ИСПОЛЬЗ0ва­
mш соответствующих значений субматричных элементов операто­
ров UI' 11 VM • 

СвеРХТОНRая структура в реЛЯТИВИСТСRОМ приближенIШ. Во 
многих случаях при изучещПI сверхтопкой структуры важны ре­
лятивистские эффекты, поэтому необходюш методика расчета 
сверхтонкого расщеплеНIIЯ с помощью реЛЯТIIВНСТСКIIХ волновых 

фунrщпй ТlIпа (5.89). РеЛЯТIIвпстсrшй оператор сверхтопкой струк­
туры IIмеет ВJlД 

CJec = ~ (nT(k) . eT(k» = ~ (- 1)k-q nT~k) eT~~. (7.25) 
k Iщ 

Здесь nT~') - rю~шонепта оператора, действующего на Rоордина­
ты НУКлонов: 

т(I,) .-" ~ kAk) k 
" q = L 41 g'jrj!."Зq , =1= О - четное, 

1 
(7.26) 

"T~') = Гkf..lN "",(V(I) {r1f.C(,k)'l) (_2_g ,L(1) -1- g ,S(I»)~,k-нечетное. 
~ 1 1 Jq k + 1 '1 8 , ,} 

1 

(7.27) 

ПРuче\1 СУ;\1!\шрованпе проводится по ВСЩl IIУRЛОlIa~1 ядра, опера­
Тор у(1) в (7.27) действует только па стоящую за ПIIМ веЛIIЧИНУ 
в фllГУРПЫх. скобli:ах II составляет скалярное произведение с тензо-
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рами Ы1) 11 8(1). Второп СОJ\lполштель в (7.25) eT~~ является КОМ­
понентоii оператора, деiiствующеrо па ноордпнаты элеБТРОIIОВ: 

T(k) __ .-k ~ -;-k-1C<'k) 
е -ч·· t 4J r, '.-ч' k =1= О - четное, , 
T(k) _ гk-1 ..!. ~ r -;-k~l (а(l) • (L ~1») C(k) J k - нечетное 

е -ч - k ..... , , , ,.-ч , . 
i 

(7.28) 

(7.29) 

Сумщrрованпе в (7.28) If (7.29) ПРОВОДIIТСЯ по НООрдuпата!.1 
всех электронов. Операторы а(l) п L(I) в (7.29) составЛЯЮт СБа­
лирное пропзведенпе, однаБО L(I) действует ТОЛЬБО на C(h), на 
что II указывает введенпе фигурных СБоБОБ В (7.29). Для нахож­
депня .матрпчных :)Ле~reнтов оператора (7.29) последнuй необхо­
ДШ\IO преобразовать Б ВIIДУ 

T(k) __ .-k 1 r k + 1 ~ -;-k-l [C{k) Х (1)](k) 
е -ч - t, k ~ r, ,а, -ч· 

i 
(7.30) 

КаБ И в переЛЯТJ[ВПСТСIЮ~1 случае, матричный элемент оператора 
(7.30) вычпсляется в первом порядке теорпп возмущенпй: 

W p= <~llFMpl~cl~'I'I'FMp) = 

= .f(-1)l'+J+F+k{~, :' :}(~IIlnT(k)~~~l'>X 
x(aJ~.T(k)~a'J'>. (7.31) 

Здесь ~,~', Рl' ~l' П а, а' содеГiБат все дополпительные кван­
товые чпсла ядра н элентронноir оболочr,II соответственно. Ядер­
ный субматрпчныii элемент в (7.31) пропорцпонален k-ПОЛЬНО!.IУ 
элентрпчесному (k -четное) или l>IaГНПТНОМУ (k - нечетное) МО· 
ментам ядра. Аналогпчно нерелятивистскому случаю мы опнт~ 
тани не будем рассмаТIшвать явных выражепип для ядерных CY~ 
матричных ::IЗЮlеНТОЕ, TaJ~ ЮIR неИЗ'9естен точный впд волновых 
фуннциii ядра, а далее приведем только формулы для релятu­
ВIIСТСЮIX субматричных элементов операторов, депствующпх на 
НООРДIlнаты электропов. 

Суб~laтричные эле11енты операторов (7.28) 11 (7.29) в случае 
одной подоБОЛОЧIШ ЭБВIIвалентных электронов ввиду своего ОДНО· 
элен тронного . хараБтера просто ПРОПОРЦIlональны соответствуЮ­

щим одноэлеБТРОIlНЫ11 вешrчпнам, где Боэффициентом пропорцп· 
ональности служат субматричные элементы операторов, состав-
ленпых из едпюrчных тензоров (5.91), т. е. 

<nljNallleT(I<)llnljNa'J') = (jNalIlTAlljNa'I')(nljlleТ(A)lInlj). (7.32) 

Одпоэлентроннып субматричныii элемент в (7.32) для четпОro я 
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~i2 ~;J R: u-1 л2)· 
(7.34) 

Радиальные шпегралы определены слеДУЮЩИ~1 образом: 

R~ (Л1Л2) = (lll2k) (l;l;k) х 
00 

х S Th~l {f(л1 1 r) f(л2 1 r) + g (л; I r) g (л~ I,·)} "zdr, (7.35) 
о 

R:(л1лz) = (lll;k) (1~12k)x 
00 

xS TP~H {j(л1 I r)g(л;lr) +g(л;lr)f(Л2 I r)lr2dr. (7.36) 
о 

Прп реЛЯТIIВПСТСЮIХ расчетах свеРХТОНJюii СТРУI\ТУРЫ в проме­
жуточноii связи необходимо налпчие таl\i'I,е п недпагональных 
ОТНОСlIтельно lюпфпгураЦIlЙ субматричных элементов. Соответ­
СТВУЮЩllе выраi'l;енпя могут быть заимствованы И3 [87]. 

п рп практпческих расчетах обычпо учптывают только диаго­
Ilальные относнтельно всех нвантовых ЧIlсел маТРIlчпые эле:мен­

гы, а также выбирают M1 = 1, MJ = J п q = О. Тоща формулу 
(7.31) мощно заПIlсать следУЮЩНМ обраЗОl\l: 

ИТF~ ~AhJlh(IJF), (7.37) 
k 

rдe 

A h = <~1II I nT~h) I ~1II) (aJJ I eT~h) I aJJ) , (7.38) 

M/i (JJF) ..• (_1)1+J+F+h{I J р}х 
J 1 k 

v (21 - k)! (21 '- k + 1)! (2J - k)! (2J -,- k + 1)!/(21)! (2J)! 
(7.39) 

U5тавляя в (7.37) только первые два члена в cpole по 1.:, ВВОДЯ 
ООозпачеНIfЯ .11= -AJIJ I1 В = 4.112 11 I1СПО:IЬ3УЯ алгебранчесние 
lJыраil;еппя Д.'lЯ 6j-Jюэффицпептов, получаем 

П1F~~К -В[ (I+1)(J+1) 3К(К+1)] 
2 2 (2/ - 1) (и - 1) - 81 (21 - 1) J ('!.J - 1) , (7.40) 

ГЩ' 

к =Р(Р+ 1) - lи+ 1) - J(J + 1). ( 7.41) 
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Величпны А п В обычпо называются ПОСТОЯННЫI\lII маГИI 
IT. 

ного ДШIOЛЫIOго JI элентрпчесного квадрупольного взаllllIодеuс 

виЙ. Ядерные матрпчные элементы в (7.38) прп k'= 1 II 2 пр~= 
порцпональны маГНПТНО~IУ дипольному I-L п элентрпчеСКОllIу нвад_ 
рупольному Q мо.мептам ядра соответствешю: 

f1 = <~lII I nT~l) \ ~lIl), 
Q = 2 (~lII I "T~2) I ~lIl). 

(7.42) 

(7.43) 

Тuгда для постоянных А н В, проводя ВЫЧIIслеНIIЯ в прщrеj!,У_ 
точном типе СВЯЗIl (пс), квантовые чпсла IЮТОРОГО обозначпм че­
рез "(1, найдем 

А=- IVJ(J~t1)(2J+l) (I'JI!етШIII'J)пе, (7.41) 

В = 7,1415 .1O-sQ У (J + 1) ~~~-~/l2J + 3) <I'J 11 ет<2) III'J)пе. 
(7.45) 

Зная чпсленные значеюIЯ I-L п Q, папример, из экспеРШlен­
тальных пзмеренпй, можно легко определить А и В, или, наобо­
рот, нз пзвестных А п В можно установить момепты ядер I-L II Q, 
дающие немалую IIнформацпю о структуре и свойствах ядер. 

В заключение отметим, что обширный материал по примене­
нпю релятивистского метода самосогласованного поля к исследо­

ваНIIЮ сверхтонкой струнтуры атомных уровней содержится в 
[88]. :Исследование сверхтонкой структуры методами теории воз­
иущенпй изложепо в [16]. 

§ 8. ВЫЧllсление энергетпческого спектра атома. 
Идентификация и классифпкацпя уровне" энеРГlllI. 

АВТОИОНll3аЦlIонные состояния 

Составл:енuе матриц энергии. Учет магнитных взаимодействпii 
в упрощеННОIII виде. Использование описанной в § § 5 II 6 мето­
Днюr полученпя выражений для матричных элементов оператvра 
энергпп в различных приближениях (нерелятивистском (5.2), при 
учете реЛЯТПВIIСТСЮIХ эффектов в виде поправок (5.1), а также 
исходя П3 реЛЯТ1IВИСТСКОГО оператора энергии (5.82) и релятивНСТ­
СЮIХ волновых фующпй) позволяет приступить н непосредствен­
HO)fY вычислеНIIЮ энергетических спектров атомов пли лонов, 
имеющпх сложные электронные конфигурации. 

Для этого мы должны составить матрицы энеРГН1I, исходя ИЗ 
какого-либо ТIша связн. Необходимо, чтобы он был как моiБIIО 
ближе к действительности. Для нейтральных или невысОКО понп­
зованных атомов обычно имеет место LS-связь. Мы ее и возьме~1 
в качестве IIСХОДНОЙ. РаССМОТРИJII, например, получение энергетИ­
ческого спектра пекоторого атома или иона, имеющего копфпГУ-
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Ю 1822822р2. Из l\Iатериала § 3 следует, что в L8-связи эта 
РаЦII б . 2B+IL • 18 3р фиrурация удет иметь следующие уровни. J, О, 0,1, Z 

KO~D РаССl\lотрение .матричных элементов оператора энергии по­
п 2' 

вает что все ВОЗl\IOlБные матричные элементы сгруппируются 
"азЫ , 

де следующиХ матриц по полному моменту fiолпчества дви­в нИ 

;t>еIIIIЯ 1: 
18 8р 

о О 

.......................... .... __ ...... : ......... . 
lD2 

т. е. вся матрица эпеРГШI будет иметь fiвазидиагональныi'r впд 
по J 11 будет состоять из трех матриц в соответствии с треl\Ш воз­
моStШЫl\Ш значеНИЯJ\Ш 1 = О, 1, 2 (матрицы будут второго, первого 
п опять второго ПОРЯДJЮВ соответственно). 

Теперь мы должны определить численные значенпя матрич­

ных элеиентов Eik (i И k нумеруют строчкп и столбцы матрицы 
соответственно) оператора энергии, составляющих Уfiазанпые мат­
рпцы, а затем привести их fi диагональному виду (1.14), в КОто­
ро11 не равны иулю ТОЛЬfiО стоящие на диагонали матричные эле­

l\lенты Еu. Это делается посредством ДIIагонаЛIIзирующей матрп­
цы 8 и ей обраТI~ОЙ матрицы 8-1 согласно формуле 

(8.1) 

Такпм образом, диагонализация матрицы энергии, составлен­
Hoii в определенном типе связи, означает, что мы переходим от 
одного баЗIIса волновых фУНfiЦИЙ, ноторый не является набором 
собстпенных фУНfiЦИЙ данного оиератора (оператора энергпи), 
R другому базису, fiОТОРЫЙ уже является таfiОВЫl\I, п с его по­
мощr,ю можно определять средние значеНIIЯ энеРГПIl уровней, т. е. 
уже имеет место формула вида (1.11). 

Наждый маТРПЧНЫII элемент будет являться суммой членов, 
соотпеТСТВУЮЩIIХ взаимодействию ВНУТрИ оболочеfi (в упомянутом 
ВЫШе прпмере 182, 2s2 и 2р2) И между ними. На .. ПОfiазывают 
реЗУльтаты §§ 5 11 6, в случае взаIIМОДействия внутри заполнен­
ных оболочеfi II между нпми соответствующие выражения имеют 
Очень простой впд. НеСfiОЛЬfiО сложнее выглядят члены, ответст­
веuныIe за взаимодействпе между заполпенными и незаполненны­
~IU оБОЛОЧfiами. Наиболее сложными формулами описываются вза­
ИМодействия внутрп незаполненных оболочек II между НИМII. 

Одночастпчные взапмодействия, fipoMe взаlщодействия спин­
своя орбпта, не зависят от aLSI, поэтому они дают одинаковыii: 
ВI-;лад для Всех уровней энергип п представляют собой диагональ­
:ое ОТНОсптельно всех fiвантовых чисел слагаемое, прпбавляемое 
диагональным матрнчньн[ элементам всех матрпц рассматрп-

7 . 
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ваемой I\онфигурацип. Из двухчастичных операторов элеИТРОста_ 
тпчеСI\ое взаимодействие И реЛЯТИВИСТСI\пе поправии и нему Дпа­
гональны относительно ивантовых чисел полных орбптального L 
п спинового S моментов I\оличества ДВШI,ения, однаI\О уже завп­
сят от хараитеРПСТИI\ т!')рма, поэтому в рассматрпвае1\101\1 СЛУчае 

Iюнфпгурации 1s22s22p2 Вl\.чад этих операторов будет заКчючаться 
в прибавленип и диагональным матрпчным элемепта!1 определен_ 
ных членов, уже различных для I\аждого набора L п S. ДЛЯ более 
сложных I\онфигурацпй будут присутствовать таI\же п недпаго­
на.чьные члены, оппсывающие взаимодепствпя I\aI\ внутри оболо­
чеI\, ес.чи для I\лаССПфИI\ации их СОСТОЯНlIЙ пспользуются допол­
нительные Бвантовые чпсла (напрнмер, v плп и~и2)' TaI\ и Meih;{y 
оБОЛОЧR3J\Ш, посI\олы\,' ес.ЧII имеется неСIЮЛЬRО незапо.чненных 
оболочеI\, то элеRтростатпчеСRое взапмодеuствие недпагонально 
относительно Бвантовых чпсел L;S; отдельных оболочеБ и другп'Х 
промежуточных моментов. П, наI\опец, !шгпптпые взаПМОДепст­
впг. ;;,:rагональпы лцшь относптельно J, ОДНaIЮ недпагональпы ОТ­
носптельно всех орбита.чьных п сппновых моментов, поэтому ЭТII 
взаимодепствпя будут оппсываться папБОЛЬШIIМ I\ОЛllчеством нс­
дпагональных матричных элементов. Все праI\тпчеСБП неоБХОДII­
мые выражепия могут быть заШ,lСТБовапы из § § 5 п 6 IIJШ леп;о 
получены пз прпведенных там формул. Еслп ВОЗНIп\Нет необходп­
мость в соответствующих выражениях для более сложных с.чуча­
ев (допустим, трех плп четырех незаполпенных оболочеI\), то онн 
могут.быть найдены, например, в [14J. 

ДЛЯ получения чпс.ченных значеНllll радпальных интегралов, 
появляющпхся в матрпчпых элементах, неоБХОдlIМО иметь ЯВIIыii 
вид радиальпых волновых фУНI\ЦПll (радпа.чьпых орбпталеii). 
Обычно используются аналптпчеСI\ие плп чис.чепные радиа.чьпые 
волновые ФУIШЦИИ. ИЗ первых неоБХОДIl!fQ отметить водородные 
и водородоподобные орбиталп, а таRже фУНRЦии ТIIпа КлемеНТII п 
Рутапа. ОднаI\О наиболее точнЫми радпаЛЬНЫМII волновыми ФУНК­
циями, широко используемыми в теоретпчеСI\ОЙ атомной спектрО­
СI\ОШШ, являются численные раДIJальные орбиталп, получаемые 
прп решепип различных МОДИфИRаций уравнений Хартрп - фокя. 
(уравнения для I\аждого терма рассматриваеМОll I\онфпгурацпп, 
}JДЯ центра тяжести конфигурации, не завпсящие от типа свЯЗН, 
МНОГОI\ОНфIIГурационные уравнения Хартри - ФОI\а - IОЦIIса JI 

Т. д.>. Более подробно этп вопросы расс!ютрены в § 21. 
Когда релятивистсиие эффеI\ТЫ малы, они учптываютсЯ прJl 

праRтичеСI\ИХ расчетах в впде поправок в первом ПОРЯДRе теорIIlI 
возмущений относительно нереЛЯТИВIIСТСI\ПХ (например, хартрП­
ФОIЮВСI\ИХ) волновых фующий. TaI\on метод расчета обычнО на­
зьmается ирпближением Хартри - ФОI\а - Паули (ХФП), в отл ll-
чие от обычного метода Хартри - ФОI\а, в БОТОРОМ из реЛЯТIIВПСТ­
СI\ИХ эффектов учитываются только магнитные ВЗaIПlюдейстВlIЯ, 
оБУСЛОБ.чивающие тониую структуру термов. 
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Гамильтониан приблпшения ХФП представлен формулой (5.1). 
Д:rя удобства праRтического пспопьзования все члены уназанног~ 
гВ\lильтонпана необходимо разде.'IПТЬ на две группы. К первоя 
следует отнести матричные Э-.1Jементы тех операторов иmr их ча-

И~ ""'оторые не зависят от нвантовых чисел (X,iLiSi и 1, а ко вто-
сте , " u П 
рой - :все остальные взапмодеиствия. ервую группу составпяет 

дноэлектронная часть оператора :Мо, эпектростатические взаимо­
~ействия эпектропов внутри запопненной обопочки и r-Iежду обо­
лочками, есПП хотя бы одн!! из них заполнена, а таКЖе одноэлеRТ-

pOHmIe поправки :М1 11 ~3' 
Коэффпцпенты прп радиальных интегралах в матричных эле-

ментах операторов :м; и ~; по своим свойствам совпадают с со­
ответстВУЮЩИМИ величинами для оиератора энергии элентроста­

тпческого взапмодействпя, поэтому эти поправки могут быть уч­
тены кан д.1JЯ заполненных, так и не заполненных электронных 

оболочеR посредством введения в интегралы, описывающие Э-.1Jект­

ростатпческпе взаимодействия, специальных слагаемых, т. е. пу­
тем представления их в виде 

00 

P~ (nl, n'l') = Fk (nl, n'l') + ~2 (2k +1) S г~ p2(nll r) p2(n'l' I r)dr, 
о 

(8.2) 
G~ (nl, n' l') = 

00 

= Gk (nl, n~l') + ~ (2k + 1) S :2 р2 (nll r) р2 (n'l' I r) dr. (8.3) 
о 

Взаимодействие орбита - орбита внутри оболочки эквивалент­
ных эпектронов удобно учесть, используя соответствующие апа­
лптпческие выражения (5.68)-(5.70). Это взаимодействие между 
незаполненпыми оБОЛОЧRаr-ш обычно отбрасьmается :ввиду его 
М8.1JОСТИ. 

Точный учет спин-орбитального и спин-спивового взаимодей­
ствий СВязан с очень ГРОМОЗДRИМJI вычис.1Jепиями, поэтому обыч­
но здесь используются неноторые УJIрощения. Полный оператор 
энергии спин-орбитального взаимодействпя (5.10) состоит из двух 
частей - одноэлектронной п двух электронной. Иногда в расчетах 
пренебрегают двухэлектронной частью, таЕ как она имеет не­
СI\ОЛЬКО меНьшее значение, а соответствующие матричные эле­
[e~TЫ весьма с.1JОЖНЫ (см., наJIример, ФОРМУЛЫ (27.2) и (27.7) в 
1"1]). Однако расчеты ПОRазывают, что такое упрощение явЛяется 
~J1IПRОМ грубым. Особенно это относПтся к полузаполненным обо­
J O?I,a~l, когда диагональные r-Iaтричные Э-.1Jементы ОДНОЭ-.1Jектрон­
~ои части оиератора энерГIШ спин-орбитального взаимодействия 
(5~O)I нулю. Поэтому целесообразно учптьmать полный онератор 
/. . или, ио крайней мере, его главную часть. Для этой целп 
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обычпо ИЗ двухэлектронного оператора выделяют основной член 
который, как и одно электронная часть, оказывается пропорцuо~ 
нальным оператору Vt1, Тогда матричныii элемент оператора эuер_ 
гип полного СПIIн-орбита~ьного взаимодействия незаполнеННОll 060_ 
лочкп с заполненнымп, а также отчаСТII,- внутрп незаПОлнеllIroii 

оБОЛОЧКII, сводится к соответствующему выраженпю для операто_ 

ра типа ~ (li 'Si) Чi с модифпцпроваННОII радпальноii частью Чi, 
t 

называемой постоянной спин-ор6птал~ного взаимодеiiствпя. 
Матрпчный элеl\IeНТ оператора указаппого взаИI\IOдеi"!ствпн n 

с.чучае конфигураЦIIЙ, пмеЮЩIIХ ряд запо.чненных оболочек К = 
411+2 412+2 

=n1l1 n2 !;. .. ' и одну незапошreнпую, будет СОСТОять из сум-
мы соответствующпх ве.чПЧIIП, оиисываЮЩIIХ взаIIмодейстВие внут­
ри незапо.чненноИ обо.чочкп п взаJIмодепствпе отде.чьных запол­
ненных обо.чочек с незаполненной (см. форму.чу (6,4», При праI>­
ТJlческих расчетах пос.чедппll матрпчныii э.чемент представшICТСН 
в виде 

(KnlNCJ.,LSJ I d&':np 1 KnzNa' L' S' J') = 
= /(lNaLSJ, lNCJ.,'L'S'J')ч(nl) = (_1)L'ls+J (j(J,J') х 

xVl(1+1)(2l--l-1){~, i, ;}(zNaLSjIVll//lNa'L'S') 1'] (nl), (8.4) 

Постоянная сппн-орбпта.чьного взаимодеiiСТВIIЯ может быть заЛII­
сана с.чеДУЮЩIIМ образом [89J: 

1'] (nl) = s (nl) + ~ 1'] (nili' nl). (8.5) 
i 

Первый члеПG(nl) оппсывает СШIП-орбl1та.чьное взаПl\юдейст­
вне незапо.чнепноii 060.чочкп с по.чем ядра: 

00 

Za2 S S (nl) = 2 r-зр2 (nll r) dr, (8Л) 

о 

а второй ч.чен учптывает ВJшад по.чя Э.1JеRТРОПОВ всех запо.1JН('Н­
ных обо.чочек: 

n (nili' nl) = - 4 (2l i --1- 1) J1° (nl, nili) --1-

--1- 6 ~ (lill C(h) Ill)2{ 2 (2k --1- 1) [(2k --1- 3) {~i ~ k ;-1 у N h (nl, nil,)-
h 

{ li l k-1}2 1,-2 ] 
- (2k - 1) 1 k 1 N (nl, nilд --1-

1 f k (k + 1) (2k -1 1) {li l k} [ • k-2 _ 
--1- У l(l+1)(2l-+-1) 1 k l (k-1)N (nZ'nilд 

- (k --1- 2) N h (nl, nilд + 2К" (nl, nilд --j (l --1- li + 1) (l- li) л 

x (l..Nk- 2 (nl n.l.)--'_1_Nk(nl n.l.»)]}. (8.7) 
k ' •• k -1-- 1 ' •• 
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JIнтеграл MO(nl, n;l;) определен согласно (5.64), а N"(nl, nil;) 
ЗдесЬ· . 

K"(nl n.[·) соответственно равны. 
][ " . 
1\"" (nl, ni1д = 

• 00 r 

= ~2 S r-h-Зр (nll r) Р (ni1i I r) dr S Р (nll r1) Р (ni1i I r1) r~drl' 
о о 

00 {Т а2 дР (nll r) -11.-2 ~ 
Kh(nl'ni1;) =4 J P(ni1il r) ar r dr S P(nllr1)x 

о о 

Х Р (n,l,! г,) г: + '''''' J Р (nl! r ,) Р (n,l, ! r ,) "') dr,. 

ВЗ3Пl\lодеiiствие СШIН - спин (оператор dtS';) пмеет тот Же по­
рядок велпчпны, что 1I неучтенные члены спин-орбитального вза­
Иl\lодейстВИЯ, поэтому в таком приближении оно обычно также 
отбрасывается. 

При практичеСIШХ расчетах спектров атомов и ионов на ЭВМ 
в УIШЗaIIНОМ прпБЛJIженпп (см., например, [90]) отдельно вычис­
ляется не заВlIсящая от терма часть энеРГПlI атома с учетом всех 

одпоэлеl\ТРОННЫХ взапмодействий (юшетпчеСБ.ая энергия электро­
нов п энергия их взапмодеПСТВlIЯ с ядром, зависимость массы 
элеl\трона от СКОРОСТIl, контактное ВЗaJ]модействие) и все двух­
элеRтронные взапмодействпя внутри заполненных оболочек и 
l\IеiIЩУ оболочкамп, ес.чп хоть одна пз ппх заполнена. Определе­
ние энергеТIIческого спектра конфигураЦПlI ПРОlIЗВОДИТСЯ относи­
тельно этой энергип с помощью модифпцированных интегра.чов 
элеRТjюстатпческого взаlIмодеЙСТВlIЯ (8.2) и (8.3), постоянных 
1J{n;l;) п интегралов M"(n;lj, njl j), оппсъшающих взаJIмодействие 
орбпта - орбита внутрп незаполпеНIIЫХ оболочек. Все расчеты 
матриц энергип проводятся в LS-СВЯЗII. В результате ДlIагонали­
зацнп матрпц энергпп получаются значеппя уровней энергии II 

Rоэффпцпенты разложенпя собственных волновых фупкцпii по 
ФУНI\ЦПЯ·,I LS-связп. ЭТlI результаты затем исиользуются для ав­
ТО:\Iaтпзпрованного вычис.чепия характеристик электрпческих и 
магнптных !IIУЛЬТППОЛЬНЫХ переходов. 

ПО аналогично}r схеме могут проводпться таRже и расчеты 
спеI';Троз с ИСПользованием реЛЯТJlВПСТСНОГО гаМИЛЬТОНlIана (5.82) 
П реЛПТIIВПСТСЮIХ радиальных волновых функцпй (орбиталеii). 
рп .~использоваШIlI чпсленных реЛЯТПВПСТСIШХ радпа.чьных орбп­

X~:JeJl ПРПХодится решать реЛЯТIIВIIСТСЮIЙ вариант уравнеНJlЙ 
артрп - Фона - уравнения Дирака - Хартри - Фона Особенно-

Стью р . 
}] еЛЯТIIВИСТСБ.ОГО подхода является то, что здесь уже в обыч-
)f;0~\l (в НсреЛЯТJIВlIСТСКОМ смыс.че) однононфнгурационном прибли-

JПщ ПРихоДlIТся в матрице эпеРГИII учптывать недиагональные 
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относительно релятивистских конфигураций (jN подоболочен) Ма 
T~ 

ричные .. элементы и, конечно, все рассмотренпя проводить, ПСХо~ 
дя из JJ-СВЯЗИ. В остальном схема расчета весьма ПОХОЖа в:а 
приближение Хартри - Фока - Паули. Прп этом в релятивпст~ 
сном случае выражения для матричных элементов даже ПРОще 

и не представляет большого труда точныii учет всех Члев:ов ~ 
релятивистском гамильтониане (5.82). 

Идевтифинация и классификация уровней энергии, ПОЛучев:. 
ных в результате дпагонализации полной матрицы энергии. 
В результате дпагонализации составленных матриц энеРГIШ МЫ 
получаем чис.ченные величины энергетическпх уровней (собствеR~ 
вые значения оператора энергии) и набор весов Волновых ФУВ:I\. 
ций чистого (в данном случае LS) типа связп (собственные фУВ:R­
ции оператора энергии). При этом мы фю,тпчески переходпм R 
некоторому ПРО:\IeЖУТОЧПОМУ типу связп, что значительно затруд~ 

няет идентификацию и классификацию энергетических уроВней. 
При теоретnческом исследовании энергетпческих спектров l\IНO­

го электронных атомов и, в особенности, понов, возникают две 
проблемы: это идентификация уровней, полученных в результате 
диагонаЛIIзацип полноii матрицы энергии, п пх классификации с 
помощью квантовых чисел определенного типа связи. Энергетиче­
ский спектр является одпой из основных характеристик атома. 
Экспериментально установить положение энергетических уровней 
не всегда удается, поэтому важная роль при решеНИII указанного 

вопроса принад.чежит теории. При ОТСУТСТВПII чистого тппа СВЯЗIf 
(а в большпнстве случаев именно так п есть) только из теорети­
ческих расчетов можно установить структуру собственной ФУНК­
цИИ (веса волновых функций определенного ТIIпа связи). Отсюда 
с.чедует, что названные вьппе проблемы носят весьма общий ха­
рактер. Особенно это касается энергетическпх спектров атомов J[ 

ионов группы железа и редких земель, выделяющихся обп.чисм 
большого числа близколежащих уровней, а таЮRе очень ВЫСОIЮ 
ионизованных атомов. 

Для подбора оптимального типа связи МОЖНо было бы прово­
дить расчеты с использованием различных схем связывания мо­

ментов. Однако наиболее универсальным и точным методом явЛЯ­
ется диагонализация полной матрицы энергии. При этом квантО­
вые числа теряют свой первоначальпый смысл, однако в болЬШIIН­
стве случаев их ц~чесообразно оставить и после диагонализацпи. 
Они только становятся еще более приближенными. полученные 
после диагонализации волновые функции в промежуточной связи 
выражаются в виде линейной комбинации первоначальных функ­
ций чистоro типа связи, т. е. истинные состояния представляюТ 
собой смесь состояний исходного типа связи. При использованИll 
в качестве исходной LS-связи такой подход обычно называЮТ 
многотермным приближением. Rоэффициенты линейной комбина­
ЦИИ дают веса функций исходного типа связи. Таким оБРRзоr.l, 
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" веиная волновая функция в промежуточном тппе СВЯЗlI 
~~~J), ~с.'lИ псходить ИЗ волновых функцпй В LS-связи 'Ф(r:x.iL,Si]), 
бv)€'т иметь вид 

. 'Ф (~J) = ~ а (r:x.iLiSiJ) 'Ф (r:x.iLiSJ), (8.8) 
aiL i 8 i 

где a(r:x.iLiS,J) - веса вофлфновых фУНКЦИЙ ПСХОД<~ОГО ТИП~ связи, 
уГП!llП словЮ\Ш,- КОЗ Iщиенты многотеРМНОIl волновои функ­

ДРllI Точныr.1 квантовым числом пос.'lе ДиагонализаЦШI Остается 
ЦI • ] 
тQЛЬJ>О ПОЛНЫП момент . 

ПрпБЛПffiенность пспользуемых квантовых чпсел в основном 

ОUУСЛОВЛlIвается с.'lедующими причинамп: отсутствием в случае 

МJ;огоэлеJ>ТРОНПЫХ атомов п ионов совершенно чпстых ТIШОВ свя­
ЗlI, вз:шмодепствпем соответствующих MoJl.JeHTOB, особенно харак­
терным для ПJЮl\lежуточных квантовых чпсел, 11 Н~'lПЧlIем кван­

товых чпсел, относптельно которых недиагональны некоторые 

Ч."Iепы матричных эле:"lентов оператора энеРГПII. Именно по по­
следней прпчпне ПЛОХIIl\1 является необхоДпмое д.'lЯ классифИJ>а­
цпп термов d- и f-оболочек квантовое чис.'lО старшинства v. Поэ­
TO:\lY пстпнные состояния являются см.есью СОСТОЯНИЙ с различ­
ньпш значенпями v. Например, при дпагонализаЦПII матрицы 
энеРГIIII электростатпческого взаимодеЙСТВIIЯ относительно v в 
случае термов iD и ~D конфигурацпи 3d7 (ион Fe 11) получаем 
две волповые функцпп в промежуточноп связи: 

'Фl ~ О,88'Ф aD) + О,47ф (~D), 
'Ф2 = - 0,471jJ (iD) -;- О,88ф (:D). 

(8.9) 

ОднаJ>О и в этом случае для удобства пмеет смыс.'l оставить 
хараJ>терпстику v п первой волновой функции в (8.9) сообщить 
Сn\IВОЛ терма ~D, а второй - ;D. Действительно, носле диаго­
пa:rпзации примесь терма ~D к ~D и ~D к ~D в J>опфигураЦIIП 
Зd' не превышает 1/, (физический смысл имеет лпшь квадрат 
l\аn-;дого коэффициента, он и определяет Бlшад волновоii фУНl\ЦИИ 
чпстого типа связп в волновую фУНКЦIIЮ ПJЮмежуточного типа 
СВЯЗII). Оjща"о д.'lЯ бозее сложных конфпгураЦIIЙ, состоящих из 
веСl\ОЛЬЮIХ пезаполненных оболочек, когда термы оболочки Г яв­
ляются ЛИШь ПРО~Iежуточными, использование v для однозначной 
l\Л3пIIфllкации уровней становится гораздо более УСЛОВНЫМ. 

ОЛУчеввые пос.'lе диагоналпзации УРОВЮI энеРГIIlI обычно 
пдентифицируют, IIРИIIисывая им хараь."теристшш соответствую­
ЩIIХ 
В • Диагональных матричных элементов. Однако при этом иногда 
03НIIБа 

IJ ют трудности, связанные, во-первых, с наличием больших 
If еДlIаГональпых элементов в матрице энергип по сравнению с раз­
в ОСТЬЮ между соответствующими диагональныl\Iп элементамп, 
ф~~::ультате чего после ДIIагонализации в многотермной волновой 

ППП обычно пмеется песколько почти одинаБОВЫХ по величи-
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не весов, П, во-вторых,- с тем, что порядок следования собствен_ 

ных фУНКЦИЙ может не совпадать с ПОРЯДfiОМ нумерации CTPOl\ n 
столбцов диаroнализируе~IOЙ матрицы, поэтому на диагОнали тог­
да может оказаться волновая функция, :;;:арактеризуемая очень 
малым весовым ноэффпциентом. 

В тех случаях, когда чис.lJенное значенпе веса одной 1I3 ФУНI\­
ций значительно иревышает остальные, уровень характеРИзуется 
квантовыми числами ЭТОЙ волновоп фУНfiЦПП. При наличип не­
снольних близнпх по величине весов для установления достовер_ 
ной Iшассифюtaцпп уровней необходимо анаЛlIзировать веЛИЧIIну 
ТОННОЙ струнтуры ВНУТрИ мультиплета, а танже псс.lJедовать за­
нопомерпости изменения тоНlЮЙ струнтуры п веса ВОЛНОвых 
фуннций вдоль изоэлентронных пос.lJедовательностеЙ. Однано наи­
более эффентивным будет определение энергетичесного спеI>тра, 
ес.lJИ JIСХОДИТЬ пз неснольних различныIx тппов связи, причем вы­

бирать надо таной тип, что, исходя из него, дпагонализация мат­
рицы энергии прпводила бы н ВОЛНОВОЙ фУННЦИП проМеЖУТОЧНCiii 
связи, имеющей одну фуннцию со значительно ббльшим весом, 
ЧЮI остальцые. Этой же цели служит методпна иреобразования 
волновых фУНКЦИЙ одного типа СВЯЗII н другпм, охватывающая 
таI>же и случай сложпых элентронных нонфигураций, ИЗлоЖеНIIЮ 
ноторой посвящена следующая глава. 

Величпна недиагональных элемептов в матрице энергпи для 
различных термов неодппанова, поэтому в результате ДиагонаmI­

зацпп разные наборы нвантовых чисел становятся приблиmенны­
мп в неодинановой степени. Заметим, что при достаточных ОТfiЛО­
неllИЯХ от чистого типа связи имеются матрпцы, в ноторых. не­

возможно достичь ситуации, чтобы в I>аждой ее строке пменно 
на диагонали матрицы находился бы наибольший весовоП: IЮЭф­
фllцпент. 

Вообще задача об однозпачной нласспфпнации уровней энер­
ГlШ в промежуточном типе связи с помощью нвантовых чпсел 

исходного типа связи не является математичесни строгой. Стрем­
ление использовать эту нлассифинацию обусловлено в основном 
фпзичесними соображеНIIЯМИ, желанпем Ilметь возможность си­
стематизировать атомнЫе спентры, исс.lJедовать занономерностП 
их измененпя вдоль пзоэлентронных пос.lJедовательностеЙ, сохра­
нить те преимущества, ноторые предоставляет широное пспользо­
вание теории момента нолпчества движения для описания cTpyR­
туры п свойств многоэлентронных систем. 

Нонечно, можно было бы отназаться от однознаЧНОlr нлассП-
фпнации уровней и харантеризовать пх набором весов. В неIЮТО­
рых случаях таи и поступают. Однюю тогда различные метоДЫ 
расчета дадут, вообще говоря, разные весовые ноэффициентЫ, 
II поэтому Iшассифинацпя уровней начнет зависеть от метода рас­
чета и опять может стать неоднозначноЙ. Будет затруднительНО 
IIсс.lJедовать занономерности измененпя спеК1ральных харантерII-
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В IIзоэлеКТРОIlНЫХ последовательностях, а также Rласспфи­
стIII> 

Вать велпЧПНЫ, появляющпеся в теории электронных пе-
IIПРО 
,1l'ходов. 
1'- Прп дпаГО~IaлпзаЦIIП целесоо~разно исходить из такого тппа 

11 которыи блпже всего к деиствитеЛЬНОСТII, так как в TaRoM 
связ , б 
лvчае недпагональные матрпчные элементы уду т малы по срав-

с 'JIIIЮ с разностью между соответствующими диагона.Ч:ЬНЫМII эле-
nе u фф б u u Ф ментами, п веСОВОII J\ОЭ пцпент со ственнои волновои УНБЦИИ 

всегда будет значптельно больше всех остальных, поэтому при-
IIсыванпе первоначальных J\вантовых чпсел элементам диагона­

~IIЗlIрованной матрицы является наиболее разуr.шым. Отсюда же 
ВIIДlЮ, ЧТО особые трудностп ВОЗ~IIкают при на.ч:ичии хотя бы 
дВУХ БЛIIЗКПХ по эпергпям уровне:и (точнее, двух блпзюrх, стоя­
Щliх на диагонали, матрпчных элементов). Тогда даже наЛIlчие 
очень l\IалоГО недпагонального матричного элемента, находящегося 

в точке пересечеНlIЯ СТРОJ\И первого диагонального элемеНта с 

lЮJJOIШОЙ второго, ПРIIВОДПТ К большом трудностям при иденти­
фШШЦПII ;этих уровней. 

Для установленпя напболее подходяuцего типа связп в часто 
N 

встречаемых конфигурациях вида [о l (внутрп оболочюr подра-
зумевается палнчне LS-связи) спедует исходить пз анализа с.ч:е­
дУЮЩИХ хараRтеРИСТИJ\: 1) относительной величпны несферпче­
СIШХ частей элеRтростатпчеСJ\ПХ п спин-орбитальыых взаимодей-

.. [N l 
ствпп между оП, оцениваемых с помощью соответствующих 

радиальных интегралов; 2) структуры весов собственной волновой 
фУIШЦИИ; 3) Rачественной Rартины CIIeJ\Tpa (ГРУПППРОВJ\а уров­
Hei1, например, в дублеты); 4,) исследоваппя закономерностей пз­
lI1енения указанных хараБтеРИСТПJ\ вдоль пзоэлеJ\ТРОННЫХ после­

довательностей. 

Использованпе второго прпзнаJ\а бывает заТРУДНlIТельно в слу­
чае J\онфигураций, которые имеют много недиагональных матрич­
НЫХ элементов, приводящпх к большому разбросу весов волновых 
фУНJ\ЦИЙ любого типа связи. I\ этому же эффекту приводпт и 
1l0лвлеШIe матриц ВЫСОJ\ИХ порядков, т. е. наличие большого чис­
Ла (цеСЯТRОВ и даже сотен) уровней с данным J. Наиболее эффек­
ТlIБПО Примепенпе первого и, если есть возможность, четвертого 
RРитериев. 

В таблице 5 в качестве примера приведены чис.ч:енные значе­
Ппя СООТНошений между интегра.ч:ами Р2 (за, 4а) и со (за, 4d>, 
с одной стороны, п основным пнтегра.ч:ом спин-орбитального вза­
лмо " деиствия,- с другой, обусловливающие тип связи, для ряда 
Попов в Rонфигурации типа 3dN 4d. 

ОТНосительные величины этих взаимодействий, IШR об этом 
Уфе 
]. говорилось в § 2, И обус.ч:овливают реализацию определен-
IOго т с ипа связи. Данные таблицы иллюстрируют изменение типа 
БЯзи от LS к JK в зависимости от числа электронов в незапол-
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ненной оболочке. 3акономерности такого вида можно устаНОВllТЬ 
п в зависимостп ТlIпа связи от степени возбуждения внеlПпего 
электрона, а также от степени иопизации раСС:.\1атриваеI\lОГО аТОма 

В случае нейтральных и неnЫСОКО ИОНlI30ванных атомов ;щ' 
конфигурацпй dN 1 при 1 = О и 1 в БОЛЬШIПIстве с.'lучаев Пl\lее~ 
место чпстая LS-связь, при возрастанип N ухудшающаяся 11 R 
N = 9 переходящая в lK-связь. Для 1 = 2 спеI'ТРЫ целесообразно 
классифпцировать в LS-связи, хотя она и про является lIIенее ЯРRО, 

Т а б л II Ц а 5. Соarношения между основными IIнтегралаМII 
элеRтростатпчеСRIIХ и сппн-орбптальных взаlThlОдеЙСТВПll для ряда IIОНОв 

элементов группы железа в КОНфllгураЦШI 3dN4d 

8 

NilI 

F2(3d, 4d)/fJ(3d) 32,2 21,6 16,4 7,65 5,68 3,41 
со(за, 4d)/1'j(3d) 4,37 2,85 2,04 0,84 0,58 0,40 
Тпп свяэп LS LS LS ~LS, ~LK ~LS,~JK ~LS, ~JЛ 

чеМ в предыдущем случае, из-за заметной КОНRуреНЦIIП JК-СВЯ311. 
При 1 = 3 чаще доминирует lK-связь, о чем свидетельствует по­
явление характерной дублетноп структуры в соотвеТСТВУЮЩIIХ 
спектрах. 

При повышении степепи ионизации атома ПРОIIСХОДИТ посте­
пенный переход от LS- к jj-связи, которая для очень высоно­
ионизованных атомов имеет место даже внутри оболочки эквива­
лентных электронов. Использование jj-связи для идентификацIlIl 
п классификацип сиектров высокозарядных ионов во МНОГИХ от­
ношеннях ироще, так как в релятивистском случае д.'lЯ однознач­

нои Rлассифпкацип уровней подоболочки эквнвалентных элеIПРО­
нов jN (j ~ 7/2) достаточно квантового числа старшинства; сами 
подоБОЛОЧКII 110 количеству электронов зпачительно меньше, поэ­
тому и больших недиагональных матричных элеМеПтОВ немного. 
При этом электростатичеСRие и магнитные взаимодепствия И!\lеЮт 
ОДинаRОВЫЙ: порядок, плп последние даже превалируют, что п 
обусловливает реализацню jj-связи как внутрп подобо.'lочек, так 
и между ними. 

3адача идентификации и классификации спектров редкозе­
мельпых элементов значительно труднее ввиду большой их слои;­
ности. Редкоземельные элементы обладают наиболее с.'lожноii и 
своеобразной элеRТРОННОЙ структурой, обус.'lовлnвающеЙ, как ира­
впло, обилие близко расположенных линий. Отчасти этим можно 
объяснить тот факт, что их энергетические спектры и другие ха­
рактеристики KaR экспериментально, так и теоретически изученЬ! 
довольно слабо. Однако все возрастающая их роль в совремеННОII 
HaYRe и технике, в том числе и в астрофпзике, обнаружение IIХ 
в спеБтрах ряда КОСМIIческих объектов вызывает насущнуЮ не-
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ИIlJOСТЬ уделять больше внимания изучению атомов П по нов 
об ,-од 

I'их земелЬ. 
реДIl~следованпя спеБТРОВ реДБоземельных элементов в конфигу-

яХ типа fNl показьmают, что для нпх (чаще, чем для кон­
р8ЦН ~циii dN l) ближе к действительностп отличные от LS типы 
Ф~~R ПО.1JYЧенные в результате диагонаЛlIзации полной матрпцы 
св гии волновые ФУНКЦИlI значительно «многотермнее>}, что мо-
энер . б 
$ет быть объяснено увеличением числа ольшпх недиагональных 

элементОВ в матрице энергии. Напомним, что эдесь уте прихо-
птся принимать во внпмание дополнительные Бвантовые чпсла 

Д и относительНо БОТОРЫХ недиагональны основные члены опе-
Il. 2, Ф Р8тора энергии, поэтому э фект диагонализации матрицы энергпи 
в случае наличия незаполненных f-оболочек возрастает. 

Прпсутствие большого Rолпчества недиагональных относитель­
по v n и.и2 матричных элементов приводит, при использованип 

любого типа связывания моментов между оболочкамп, к тому, 
что у нескольких Tepl\fOB ИСХОДНОГО типа связи ОRазываются при­

мерно одинаковые веса. В таких случаях однозначная классифи­
l;ацпя соответствующпх уровней энергип бьmает затруднптельна 
JI носит весьма условный характер. Однако совместное примене­
нпе несКольких типов связи, анализа ТОНБОЙ стру"туры, различ­
ных приближений гампльтониана, экспериментальных значений 
уровней энергии, а также рассмотрение закономерностей вдоль 
Jlзоэлектронной последовательности в значптельной мере обеспе­
чпвают успешную классификацию уровней. 

Заметпм, что проведение расчетов, псходя из неСRОЛЬКПХ тп­
пов связи, не толыю способствует выбору оптима.ч:ьноll схемы 
классификации уровней, но и позволяет эффективно про верить 
иравильность используемых формул и полученных велпчин, так 
IШI\ найденные в результате диагоналпзации матрицы энергпи 
собственные значения (энергии уровней) одинаковы д.ч:я всех схем 
связывания момептов и не зависят от ша. 

В заключение отметим, что теоретические исследования энер­
гетических спектров многоэлектропных атомов п, в особенности, 
ВЫСОl\озарядных ионов, уже на данном этапе развития теории 
таКже Очень полезны II для соответствующих эксперпментальных 
рабоr. Они в значительной степени способствуют успешной иден­
ТDрlIIШЦИИ и классификации экспериментально измеренных уров­
неи. Особенно пх роль возрастает, когда для классификации 
У~вией необходимо исиользовать наборы весов волновых фУНБ­
ции Определенного типа связи, т. е. применять промежуточную 
связь; при Этом единственной возможностью установить веса яв­
Jlяется теоретический или полуэмпирический расчет. 
б АВТОионизацпонпые состояния. Остановимся кратко на осо­
сенностях теоретического исследования возбужденных состояний. 
r реди пих пеобходимо выделить высоковозбужденные (ридбер-
ОВСкие) состояния одного электрона. Экспериментально, напри-
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мер, с помощью селективного лазерного излучения УДается воз­

будить электрон в состояния, описываемые значеНПЯМlI ОСНОВНОГО 
квантового чпс.'lа n, равнымп несrЮЛЬЮIМ десяткам п вЫше. Рпд­
берговскпе состоя~я с очень ~ысокпми значениями n обпаРУ;'{'е_ 
ны в межзвезднои среде. Ридоерговские атомы обладают рядо? 
особенпостеii: их размеры значительны (пногда ОШI могут ДOCTII~ 
гать величпны средней бактерии), электрон рпдберговского аТОМа 
испытывает зиачптельное влпяние других атомов и т. д. Ридбер­

ГОВСЮIe состояния важны для получения пучков определенпых 

атомов 11 ионов, разделения изотопов, детектпрования ОДПНОЧНых 
атомов и др., так как ионизация рпдберговского атома 11 Rыделе_ 
ние иона IIЗ пучка может быть осуществлено с ПОl\IОЩЬЮ слабого 
внешнего воздействия (например, слабого электричесr{ого поля). 

Другая группа возбужденных состояний - это когда возбуж­
дено несколько элеr{тронов (обычно два). Иl\lенно эти СОСТОЯНпя 
представляют напБОЛЬШIIе трудности прu теореТIIческом пзученпu. 

СреДII всех возбужденных СОСТОЯПIIЙ необходимо выделить так 
называемые автоионизационные состояшIЯ, когда элеRТРОН, Н8-

ходящийся в любом из HIIX, имеет энергию, превышающую пер­
вый порог ионизации атома, т. е. отрьша его от атома IIЛИ иона 
и перехода в состояние непрерывного спектра. Однако это опре­
деление не является строгим. Иногда аВТОПОНIIзаЦПОННЫМII назы­
вают состояния, которые распадаются через процесс аВТОИОНIIза­

ции. Как правило, автоионизациоuные состояния образуют два 
возБУffiденных электрона. Такая система весьма неустоiiчива, она 
подвержена автоионизаЦИII, т. е. переходу одного электрона в 

rюнтинуум. Существуют и другие каналы распада таких состояпиП. 
ТРУДНОСТII изучения возбужденных сосТОЯНIIЙ заключаются в 

оБИЛПII энергетических уровней, в их сближении для очень высо­
ко возбужденных состояний и в с.'lОЖНОСТII получения достаточно 
точных волновых функцпй систем ,{акого рода. Из физпческпх 
соображений с.'lедует, что волновая функция возбужденной кон­
фигурации должна быть ортогональна ко всем нижележащпм 
конфшурациям. Обеспечение этих ус.'lОВИЙ ортогональности, когда 
в некоторых с.чучаях нижележащих Rонфигурацпй имеется бесКо­
нечно много, сопряжено с большими трудностями и с необходп­
l\ЮСТЬЮ делать определенные упрощения, например, обеспеЧlIвать 
ортогональность только с волновой функциеi'I наинизшеп конфи­
гурации той же самой спмметрии и др. 

§ 9. ПолуэмпиричеСRие методы анализа 
энергетических спектров 

Метод наименьших квадратов. ИзложеНЩlе выше теореrиче­
ские ?штоды определения энергетических спектров многоэлектРОН­
ных атомов и ионов не всегда позволяют IIолучать достатоЧНО 
точные численные значения рассматриваемых величин. ПОЭТОМУ 
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яде случаев, когда можно препебречь строгостью теорпп!, 
JJ р ., yi"e IIзвестна, допустим пз эксперимептальпых нзмерении, 
~mu . 

ь спектральных характеристик, например, энергетичеСЮIХ 
q(1CT u б 

иеii Iюторые в атомнои спектроснопии измеряются наи оле е 
урОВ , 
• 1 10 МОЖНО IIспользовать послеДlше для тан называемого полу-
TOII , Ф .. 

III)Dчес"ого определенпя волновых ункцIПТ И всех у"азанных 
э~IП 
uеЛllЧПН' Наибольшее распрострапение получил метод наимень-

х: нвадратов. Обычно он применяется в сочетанип с диагона-
ПIII. u •• U 

ЛJfзацпеii поЛНОII матрицы энергии, построеннои в неноторои схе-

ме связи, для устаНОБ.чешIЯ всего энергетическ,?го спектра рас­

сЩ1.Трпваемого атома или пона по его IIзвеСТНОI~ части, а также 

соотвеТСТВУЮЩIIХ собствепных волновых функции, которые затем 
v;t;e IIСIIОЛЬЗУЮТСЯ для нахождения СIIЛ ОСЦILЧЛЯТОРОВ, вероят­

~OCTeЙ переходов п других спектральных характеристик. Сущ­
ность этого метода заключается в с.чедующем. 

П рл рассмотрении матричных элементов различных операто­

ров энеРГПII п составлеНIIII полной матрицы энергии мы виделп, 
'ITO все получаемые выражения состоят из радиальных пнтегра­

.'lOB 11 ноэффициентов прп нпх. Эти коэффпциенты вычисляются 
с помощью непрпводимых тензорпых операторов и генеалогиче­

СЮIХ hоэффпцпентов, а радпальные интегралы устанавливаются, 
IIСХОДЯ ИЗ аналптпческих или численных радиальных волновых 

фушщпЙ. Неточности в определении этих интегралов в заданном 
прпближеюПl (например, хартри - фоковские радпальные интег­
ралы, появляющиеся в одноконфигураЦIIОННЫХ матричных эле­
Щ'нтах оператора энергии электростатического взаимодействия, 
IIногда в полтора раза по величине иревышают истинные) в ос­
новном II обус.човливают расхождеппя между теоретическими рас­
ч~тамп 11 эксперпментальными измерениямп спектральных ха­

РRRтеристик. В полу эмпирическом подходе на Эти интегралы мы 
Смотрим как на неизвестные параметры, которые устанавлива­

ются с НОМОЩЬЮ эксперпмента, из экстраполяции или интерпо­

ляции при ус.човип, чтобы они с заданной точностью воспроизво­
дпли эксперимента.чьные данные и позволяли установить еще не 
IIзмеренные уровнп рассматриваеМОII конфигурации. Чисто тео­
ретические значеНIIЯ радиальных пнтегралов могут с.чужить в 
качестве исходных велIIЧИН, устанавлпваемых итерационным 
СПособом параметров. 

Основными пскомымп параметрами служат слэтеровские ин­
теГралы Энергии электростатического взаимодействия и постоян­
ная сшrн-орбитального взаимодействия. Простейшим полуэмпп­
РпчеСI,ИМ методом является непосредственное приравнивание диа­
ГОнальных матричных элементов матриц энергии взаимодействия 
ЭКспериментально измеренным значениям энергии соответствую­
:IIХ УРОвней п установление из полученной систеМЫ уравнений 
ДСl\ОI\1ЫХ параметров. Очевидно, что число ИЗвестных ypoBHeII 
олж но равняться или быть больше числа неlIзвестных парамет-
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ров. Этот метод прнгоден ШIlliЬ для простых нопфпгураций II 
сыграл свою положительную роль при изучеНШI спектров НОНфlI_ 

гурации, содержащих незаполненную pN оболочну. 
Наиболее простой способ учета' норреляцIlонныx п релятп_ 

ВIIСТСНИХ эффентов - так называемая «лпНейнаю) теОрlIЯ наЛOil\е_ 
lШЯ нопфпгураций [91], в IЮТОРОЙ Br.lecTo диагонализацпп общей 
матрицы энеРГИlI вводятся дополнительные параметры. fI. более 
точному прпБШIжеЮIЮ прпводпт (<Нешшеiiнаю) теория [92], вклю­
чающая диarонаЛlIзацпю матрпц энеРГПII н охватывающая Iюрре­

ЛЯЦlIонные эффекты 11 спин-орбптаЛЫlые взапмодействпя меж;:J,у 
СОСТОЯНIIЯМП данного набора конфигураций. В этом подходе BB~­
деНllем новых параметров моашо учесть наЛОiRеШlе другпх необ­

ходимых нонфпгурацпй, в том чпс..'!е п вклад непрерывного спеи­
ра, а такше оставшпеся реЛЯТИВПСТСЮlе эффекты [93]. 

Поясним песколыю подробнее сущность метода напмеНЬШIIХ 
квадратов. Прп этом будем следовать методине работы [94]. До­
пустим, ЧТО мы имеем некоторыii атом плп ион в нонфпгураЦUII, 
ШIеющей ДoIIскретный спектр уровней. Пусть часть этнх уровней 
(Е., Е2, ••• , Еп ) IIзмерена экспериментально, хотя 11 снекоторой 
погрешносты;; неоБХОДIIМО паптп чпс..'!енные значения энеРГПII 
()GТЗЛЬПЫХ урОВ:tеП. П РС;З;СТ<lВIIМ значения эиеРГШI каждого УРОВ­
ня в рассматриваемом спентре в ВIIде фУПКЦШI от набора т П<1-
раметров Rh : 

m<n. (9.0 

Чпс..'!о этпх параметров т должно быть мепьше колпчества 
ПJвестных уровней n, иначе задача в прПНЦlIпе неразрсшпма. 
Если бы набор параметров R h точно оппсьmа.'! уровни (ffi, а ты,­
;I,e ес..'!и бы уровип Е; былп llзмерены 11 пдеНТlIфицированы вер­
но, тогда для определенпя истинных значенпи этих параметров 

достаточно было бы решить систему т уравнений с т неизвест­
ньши. ПраnТllчеСЮI, ВВIIДУ несоблюдения указанных ус.'!овиЙ, 110-

лучеппые корнн системы т уравнении не будут удов.'!етворять 
остальным n - т уравпенпям. А нашей задачей является нахоа,:­
деПllе таких зпачепни параметров R h , чтобы все ур'авненпя былn 
~;i-\овлетвореIlЫ с н::шмепьшей погрешпостыо 11, тем Ca;\lbIM, чтоб~ 
средненвадраТIIЧlюе отnлонение найденных численпых значеНIIИ 
энергии уровней [t)i от экспериментальпо измеренных Е; было 
МПIIимальным. 

Вначале :мы должны задаться исходны:ми значениями x~. И1Ill 
могут с.'!УЖIIТЬ чисто теоретически определенные величины ради­
альных IllIтегра.'!ов УЧlIтываемых взаимодействий пли они уста­
навливаются из решеIШЯ указапнои системы уравненпii. Далее, 
задаем параметру неноторое приращение I1Rk~ 

R k = R~ + I1Rh• 
(9.2) 
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ФуНКЦIlЯ f!fi обычно непрерьmная п достаточно гладкая, а прп-
енпе дRk берется lIШЛЫМ. Тогда ее можно разлоашть в ряд 

рilЩ ( О лО лО) Теiiлога в Оl<рестностп точки Н1 , 2,··· , т поставить толь-
1>0 члены первого поряДlШ по степеням ДH~: 

( О О О ) ~ д~. (~. Rg • ...• Jtт) 
[ffi={ffi Л1,Н2 , ...• Лт +~ДRI< 'aR . (9.3) 

1<=1 k 

тогда для нахож~ения пскомых поправок получаем систему n ли­
flРUПЫХ уравнении с т:%; 11 неIIзвестными: 

{ff~,1дR1 -+- f!f~.2ДR2 + ... + Ф~,тдЛт = б~, I 
{ffg,lt1R1 -+- Ф~,2дН2 + ... + Ф~,тдЛт = бg, . . . . . . . . . . . . . . . - . . . . 
Ф~,1ДЛ1 + Ф~,2ДЛ2 + ... -/- {ff~.т~Rm = б~. 

(9.4) 

в .,отороЙ пспользованы следующие обозпачения: 

д~· (R~. Rg • ... R~) . 
8~ 1< = • aR ' Z = 1, 2, ... ; n; k = 1,2, ...• т, (9.5) 

1, h 

б~ = E i - {ff i (л~, B~, ... , л~). (9.6) 

Систему уравнений (9.4) решаем методом наименьших квад­
ратов, т. е. ищем такие значения неизвестных, при которых сум­

ма Rвадратов разностеп между праВЫМII и левыми частяМИ каж­
до:'о уравнения в (9.4J S бьша бы минимальной: 

(9.7) 

в Rачестве показателя согласованности вычисленных значений 
УРОвней энергии с известными экспериментальными значениями 
иСпользуется величина среднеквадратичноii погрешностп cr, опре­
деляемоii согласно формуле 

(9.8) 

Если существует минимум функции S, то поправкп ~Rk удов­
летворяют спстеме т уравнений с тем же числом неизвестных: 

aS aS aS 
al1R = О, al1R = О, ... , al1R = О. (9.9) 

1 2 т 

РеШИВ эту систему, r.IЫ находим новые, уже более точные 
3пачеllIIЯ параметров л~. Используя полученные величины в ка­
ЧеСтве начаЛЬНЬLХ, повторяем процесс их уточнения до тех пор, 
ЛОна слеДУЮIЦие итерацип практически не будут изменять вели-
:лпу s и, тем самым, также б. Таким путем будут исчерпаны 
03Можностп уточнения рассматриваемого энергетического спект-
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ра с пспользованнем задапного чпс.lJа параlllетров R h 11 ВlIДa фун . 
ЦШI (9.1). 1,-

ОШIсаннып метод Вlшючает в себя выбор ЭI{сперпментальп 
•• u О 

IIзмерепных уровнен энеРГJIП п псходных зпаченпи полуэмпирu_ 

чесн:их параметров, составлепие матрпцы энергии, ее диагопаЛII_ 

за~пю 11 нахождеппе собственных значеШIП 11 собственных ФУНБ.­
цпн, определение средпеквадратпчного отнлонеНIIЯ полученных 

теореТIIческпх зпачеппп от экспернмептально IIзмеренных 11, еслu 
это отклоненпе большое, устаповлепне уточненных значенпй 110-

луэмппрпчеСКIIХ параметров, проведенпе расчетов с ППМII n Пов­
торенпе этой процедуры до тех пор, ПОIШ будет ДOCTIIГHYTa задан­
ная точность илп последующпе птераЦНI1 не будут УЛУ'Iшать 
результат. 

В предыдущем параграфе мы говорилп, что еСЛII ПОРНДНII 
матриц БОЛhШllе, а значения IIедпагонаЛЬ1lЫХ матрпчпых элемен­
тов сраВНПI\IЫ с разностью между соответствующн~ш ДllагОllаль­

I1ЬВШ величпнаМII, то после дпагоналпзаЦПII такпх матрlIЦ IIногда 

очень трудно ирпписать однозпачно определенные кваНтопые 

чпсла полученным уровннм энерГIIII. Прп этом порядок раСlIOЛО­
женпя найденных собственных значений оператора энергпи не 
обязательно должен совпадать с заданным расположением диаго­
нальных матрпчных элемептов в матрице перед дпагонаЛllзацпеЙ. 

А в методе напмеНЬШIIХ квадратов необходпмо, чтобы определен­
ное собственное значение оператора энергии во всех с.lJучанх 
сопоетавлялось бы тому л,е самому эксперпменталыIOМУ значенпю 
энергии, Ilначе происходит резкое увелпченне среднеквадратпч­

ноп погрешностп. Поэтому нужпо постоянно контролпровать пра­
впльность СОJIоставленпя Уliазанных веЛllчин, особенно при воз­
расташш средпеквадратичного отклоненnя а. 

I\ плохой СХОДПМОСТII птераЦIIОIIIIOГО процссса ПрИБОДЯТ п не­
точно ЭRсперпментально IIзмеренные IIЛП неправпльпо идентпфu­
цпрованные УРОВlII!. Уетановпть таБlIе уровни и IIсправить иден­
тпфпкацпю l\1O;'I-\НО последовательным иеключеппем отдельных 
эксперпмептальпо измеренных уровней из числа пспользуемых в 
ПОЛУЭl\lППРIlчесних расчетах и апализом получаемых значеНПll (1. 

ПарамеТРllзация уровней энеРГIlII в случае конфигураций ТlIпа 
lN n[Nl'. Учет релятивистсЮIX и корреляционных эффектов в ви­
де поправок. В одноконфигурационном нере.lJЯТИВИСТСКОМ приб:III­
жеНIIII в Rачестве минимального набора ПОЛУЭМIIIIрпческпх пара­
метров выступают IIнтегралы электростатической энергии и по­
стоянная СПIIн-орбиталыlOГО взаимодействия. Для pN n dN оболо­
чек тогда будем иметь два n три параметра соответственНО. 
ОДIШI>О праКТlIческне расчеты ноказывают, что такое чиелО 
параметров пе позволяет ПОЛУЧIIТЬ хорошее совпадение вычислен­
ных уровней энергии с эксперимептальпо измеренными. поэтому 
приходится пскать дополнительные параметры, которые оппсы­
вали бы неучтепные ре.lJЯТlIвистские и корреляционные эффектЫ. 
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ОДНIIМ П3 способов их учета является замена маТРIIЧНО~.О эле­
мента оператора энергнп элеRтр~статнчеСRОГО взапмодепствия 

еJ{оторЫl\I эффеRТПВПЫМ взапмодеиствпем, в нотором наряду с 
~БЫЧНЫМ выражеппем тппа (5.46) прпсутствуют II члены, содер­
jJ{ащпе нечетные значеНIIЯ k, т. е. введение пеRОТОРОГО эффеR­
ТJlВJlОГО гаМI~~ьтонпапа, в матричном элементе оператора элеRТ­

ростатпчеСRОН энергпп hOTOPOrO будут содержаться интегралы 
F~(nl, nl) (k четное) п параметры ф" (k нечетное). Далее мы 
УВПДIIМ, что Вlшюченпе таЮlХ членов в случае Rонфпгурацпii lN 
позволяет учесть большую часть реЛЯТИВПСТСRIIХ п RорреЛЯЦIIОН­

пЫ'< эффеlПОВ. 
В с.чучае pN RопфПГУР<lЦПЙ эффеRТПВНЫЙ гамильтониан ,жафф 

содержИТ два параметра, р2 п фt, описывающих относительное 
распо.lIоженпе уровней энергип и постоянную спин-орбитального 
взапмодействИя (член с k = Оприводит ТОЛЬRО R общему смеще­
нию всех уровней, в полуэмпиричеСRИХ расчетах устанавлпвае­
мому П3 ЭRспериментальных данных, п поэтому ПСRЛючается из 

рассмотрениij:). Rоэффпцпент при фl выглядит иаи матричный 
элемент (5.42) прп k = 1 п пмеет простое алгебраичеСRое выра­
JheHlle, пропорциональное L(L + 1). Поэтому д.lIЯ полученпя эф­
фективного гаМИ.1Iьтоппапа достаточно R матричным элементам 
энергии элеRтростатпчеСЮIХ п спин-орбптальных взаимодействпй 
добавлять член aL(L + 1), где а - дополнительный полуэмппри­
чеСКIIИ параметр. 

В случае dN Rонфигурации в эффеRТИВНОМ гамильтониане по­
являются, по сравнению с Rонфигурацией pN, два дополнительных 
параметра - F~ и фЗ. Rоэффициент при последнем параметре вы­
рашается через попраВRП aL(L + 1) и ~Q, где Q определено 
согласно (3.16), а ~ - еще один иСRОМЫЙ параметр. 

Для fN оБОЛОЧRИ необходимо добавпть дополнительно члены, 
содержащие выражения вида (4.14) и (4.15). В [91, 92] ПОRазано, 
что параметрами а п ~ учитьmается наложенИе всех Rонфпгура­
цпii, ноторые отлпчаются от основной [N двумя электропами. EC.lIII 
поправочные конфигурацпи отличаются от основной возбуждени­
еы Одного элеI\трона, тогда необходимо ввести один дополнитель­
ныii параметр Т, Rоэффициент прп котором будет описьmаться 

[ h ' матрпчным элементом тензорного оператора типа и х и х 
Uk"]O < ,Для ноторого, R сожалению, не удается получпть про-

Стого алгебраиче~RОГО выражения. Эта попраВRа эффеRтпвна 
лишь при N;;;;O; 3. 

ТаНИI\I образом, введенпем параметров а, ~ и Т мы можем 
УЧеСТЬ значительную часть Rорреляционных эффеRТОВ. Однано 
Оказывается, что при таном полуэмпиричеСRОМ рассмотрении 
УЧИтываются также и все реЛЯТИВИСТСRие иопраВRИ второго по­
РЯДI\а оператора Брейта, уточняющие взаимное расположение 
Те " , РМов. R Последнпм относятся операторы ,ж2',жз и ,жб' описы-
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ваемые формулами (5.8), (5.9) 11 (5.11) соответственно. Деiicтвп_ 
тельно, эффеl{Т учета поправок .1&; и .1&~ в общем случае полно­
стыо учитьmается модифПRацпеii Пllтегралов элеитростаТlIческого 
взаШlOдеi'ICТВИЯ, т. е. представлеНlIем пх в видс (8.2) п (8.3). А пз 
анаЛlIтичеСIШХ выражеНИll д.чя взапмодействпя орбпта - орбита 
~з (5.68), (5.69) п (5.70) с.чедует, что оно таиже охватывается 
уиазаННЫМII параметрамп. Иногда вводптся полуэмпПрпчеСI{ая 
поправиа, пропорциональная S(S + 1), однаио, как ноказывают 
аналптическпе выражетIЯ для матрпчных элементов операТОра 

энергпи, она уа;е в них содержится, поэтому ее пспользоваШIе не 

дает большого эффекта. 
ТаRИЯ обра30~1, оппсанныii метод напмеНЬШIIХ квадратов до'l­

ЖС~ быть прпгоден для полуэмппрпческого псследоваШIЯ весьма 
шпроного Rласса ионпэованных атомов, внлючая п МНОl"оза­

рядные поны. 

В случае Rонфигурацпfi тппа l"(atLtSt)lLS, наряду с уже рас­
смотренным полуэмнирпческпм учетом энеРГШI взапмодеiiСТВlIЯ 

внутри оболочки приходптся Вlшючать параметры, соответствую­
щие пнтегралам Fh(l, 1') п Gh(l, 1'), а таиже один дополнительный 
члсн AL(L + 1), где L - результпрующпu орбптальный момент 
всей конфигурации lNl'. Аналогичным образом можно ввести 
полуэ~шпрпчеСКllе параметры п д.чя более сложных электронных 
конфпгурациЙ. По мере усложнеIIПЯ I{онфпгурацпй чпс.чо необхо­
ДИ:\IЫХ пара метров будет быстро возрастать. Прп этих параметрах 
значптельпо ус.чожнятся II выражения для иоэффпцнентов, потре­
буется вычпс.ченпе ГРОМОЗДIШХ матричных элементов, неДllаго­
нальпых относительно ивантовых ЧIlсел Rонфпгурациii. 

Обычно как при теоретпчесном, тан и полуэмпирпческом опре­
делении энергетпческпх спеRТРОВ используются не зависящпе от 

терма радпальные интегралы, описывающие электростатичеСlше 

взаllмодействия и попраВRП к ним. Более точные значеНIIЯ энер­
гпи уровней получаются прп пспользоваШIII завпсящпх от терма 
радиальных ВОЛIlОВЫХ функцпЙ. Поэтому делаются попЫТIШ 
учесть эту зависимость и в полуэмппричеСRПХ расчетах. Обычно 
значетIЯ параметров Слэтера умножаются на завпсящпй от 
энергии коэффициент 

(9.10> 

где 1') - варьируемый параметр, Е, Ern1n , Еmзх - энеРГИIl рассчи­
тываемого, пижнего и верхнего термов соответственно. ОДНaI{О 
эта меТОДIlка успешно применяется лишь к сраВЛIlтел.ьпо проСТЫ:\1 
конфигурациям, не содержащпм недиагональных матричных эле­
~feHToB оператора электростатnческоii энергии (наПРИl\ШР, конфи­
гураЦIlЯ 3d24s). 

В качестве пллюстрацип пзложенной методпкп в таблице 6 
ПрIlведепы результаты ее прпменешIЯ к дважды понпзованноМУ 
aTOl\IY ванадия в конфигурацпп 3dЗ,- полученные h связп с рабо-
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oii [94]. В таблпце представлены результаты четырех вариантов 
'1". счетоВ (а, Ь, с, d), отлпчающихся ноличеством учитываемых 
~:pal\leTPOB. Это позволяет В~IЯснпть роль их учета. В первоii ко-
ш,е даны обозначеНIIЯ: Е - часть энерГИII, не завпсящая от 

~~pMa (общпй CДBIIГ всех уровней), F(dd), F"(dd), f](d), а, ~, Т­
рассмотренные выше полуз;\ширичес~ше параметры, n - число экс­

периментально нзмеренных уровпеи: (на этот раз оно совпадает 
с пОЛНЫМ чпслом уровней в спектре конфигурацпп ЗdЗ ), т - чпс­
лО свободных napa;\leTpOB, (j - среднеквадраТlIЧная погреШIIОСТЬ 

т а б л п ц а 6. Численные значения различных наборов 
ПОЛУЗМIIIlричеСIШХ napaMe'IpOB (в Cl\l-l) для v III в конфиryрации 3dЗ 

а ь с d 

Ео 23763(0,15) 23031(0,15) 23380(0,15) 24487(0,16) 
р(аа> 57321(0,79) 57917(0,80) 58744(0,81) 59856(0,81) 
F,(dd) 35528(0,79) 34282(0,76) 35235(0,78) 35991(0,80) 
fJ(d) 151(0,83) 125(0,69) 124(0,68) 166(0,92) 
а 58,6 51,8 27,1 
~ -263 -459 
Т -4,24 
11 19 19 19 19 
т 4 5 6 7 
(J 558 239 173 28 
f1 1125(2Н) 503(2Р) 295(2Р) 48(2Р) 

JI ~L = тах I Е; - [fj i I - МaRсимальное отклонение вычисленного по­
ложения уровня от измеренного с указанием соответствующего 

терма. Рядом со значеюIЯМП основных параметров в каждой Бо­
лонке приведены пх отношения к хартри-фоковским интегралам 
(числа в скобках), П3 которых видно, ЧТО хартри-фоковские вы­
ЧИсления завышают пх величины. 

Из данных таблпцы непосредственно видно, что последователь­
ныи учет параметров а, р и Т быстро уменьшает величину сред­
неквадратичной погрешности (j и МaRсимального отклонения J..L. 
От варианта а к варианту d они уменьшаются примерно в двад­
цать раз. Вначале наибольшие отклонения наблюдаются для тер­
Мов 2Н и 2р, что объясняется вообще невозмоЛ\ностью разделпть 
эти термы только при учете электростатического взаимодействия, 
TaI, Как соответствующие матричные элементы равны для обоих 
термов, и лишь спин-орбитальное взаимодействие их несколько 
раЗдвигает. Учет же релятивистских п корреляционных эффекто!! 
через включение поправок а, ~ и, в особенности, Т позволяет 
ПОСтавить их на своп места. 

Однако итерационный процесс и нахождение «физического» 
МИНимума выражения (9.7) имеют свои особенности, наиболее 
HPl\O проявляющиеся прп возрастанип числа оптимизируемых па-
о .. 
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раметров. 3адача становптся многоэкстремальноii, II для устаНОБ_ 
ленпя lICTIIНHOfO минимума требуется знание все более точных 
псходных. значенпй параметров; в протпвном случае МЫ Moтe~ 
получить заведомо неверные эначенпя параметров, оппсываЮЩIIХ 

основные фпзические взапмодеЙствия. 
В ПОЛУЭМППРllчеСКIIХ расчетах очень важно, чтобы ПСПОЛЬЗус_ 

ыые ЭRсперпментальные значенпя энеРГlI1I уровпей бышr точно 
измерепы п правильно пдентпфпцпрованы. Еслп это пе тап, тогда 
плп не удается получпть хорошего согласованпя ВЫчпспенных 

веЛПЧIIН с экспеРllмептально установленнымн, ПЛlI такое СОгласо­

ванне достпгается с помощью разных дополнптельных парамет­

ров, но чпс.lJенные значения энергии непзмеренных уровней Оl\а­

зываются ОТШIчаЮIЦIIl\ПICЯ в неСI\ОЛЬКО раз. Устранению Этпх 
трудностей в значительной степени сиособствует анализ СТРУI\ТУ­
ры энергетнческих уровней, собственных фующий, ДЛIIН ВОЛН II 
спл осцплляторов э.lJектронных переходов в соседних иона.-х:, т. с. 

исследование поведения указапных величпн вдоль изоэлеКТРОII­

ных последовательностей. Как ираВII.lJО, все уназанпые веЛIIЧllПЫ 
менпются довольно илавно п поэтому ПОЯБ.lJенпе любых немоно­
тонностей в пх поведенпи чаще всего указывает на пмеющпесн 
неточностп или ошиБШI. 

При налпчип надежных полуэмпирпчеСШIХ эначеЮIIr энергшr 
уровней п собственных фующпп можно вычпслить длпны ВОЛН И 
СDЛЫ осцплляторов разрешенных II запрещенных электропных 

переходов в промежуточном тппе связп. Этп данные затем пс­
пользуются д.lJЯ идентпфпкацпи экспеРlIментально ИЗf<шренных 
ДЛПII волн И восстановлеНIIЯ чпсленных значений всех уровней 
энеРГIIИ псследуемого атома ПЛII попа. Блпзость энсперпменталь­
но установлепного положенпя уровпя н значенпю, полученному 

полуэмппрпческими расчетами, и его связь с друГIIМП уровнями 

через комбпнационный ПРПНЦIIП Ритца с.lJужат основными I\РН­
теРПЯМII праВИЛЬНОСТII отождествленпя экспериментально пзме­

ренных спектральных ЛIIНПП. Если для пдентпфикацпи уровнн 
непрпгоден ни один чистый ТИП связи, тогда необходимо исполь­
зовать собственные волновые функцип в промежуточноп связи и 
полученпые в полуэмппрпческих расчетах весовые коэффициеu­
ты, являющпеся, как иравпло, наиболее точнымп. 

В ряде с.lJучаев, когда корреляционные эффекты значительнЫ, 
ОПII не могут быть учтены как иопраВКII. В качестве примера 
МОЖНО указать возбужденные конфигурацпи 1s22s22pN-lnl (n> з> 
и 1s22s2pl'o·n'[', усредненные энергпи которых при определеннЫХ 
значениях Z в изоэлектронном ряду сближаются илп даже пере­
секаются. В окрестностях точек иересечения одноконфпгурациоп­
ное приближение совсем непригодпо, и метод наименьшиХ I\вад­
ратов нужно применять в сочетании с методом наложенИЯ коВ­
фигурацип, т. е. строить матрицу энергии, включающую матрИЧ­
ные элементЫ обепх ковфигурацпii, в ТОЬ1 числе п недиагональ-
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llые ОТНОСlIтельно ~IIХ, а затем МИНИМlIзпровать все параметры 

обеиХ конфигурации. 
Ес.lJИ релнтпвпстснпе эффеI\ТЫ веЛlШП II не могут быть учтены 

Вllедением соотвеТСТВУЮЩIIХ попраВОI{, коэффициенты прп НОТО­
рыХ получаются пз рассмотрения матричных элементов оператора 

энергип (5.1) ОТНОСIIтельно нерелятиви~.тских волновых функции, 
тогда следует СТРОIIТЬ полуэмппрпчеСIШИ метод наПf>ШНЬШПХ квад­

ратов, исходя пз реЛЯТIIВIIСТСК,?ГО гаМlIльтониапа (?82) 11 реля­
ТIIвисТСЮIХ волновых функции. ОДНaIЮ послеДНIIИ разработан 
весьма с.lJабо, хотя необходпмость в нем в связи с бурнымп пс­
следоваНIIЯr.ш спектров ВЫСОКОИОШIзованных атомов в астрофпзп­
чсСI\ОЙ п лабораторноii высокотемпературной плазме становится 
все насущнее. 

Описанные методы полуэмпирического расчета энергеТIIчеСЮIХ 

спектров пепрпменпмы в тех с.1Jучаях, когда известно с.1JIIшкоr.I 

мало экспериментально установленных ypoBHeii эuергпп илп часть 
их измерена плп идентпфицирована не точно. Тогда стандартныii 
способ определения параметров взаимодеiiствпя методом напмень­
ШIIХ квадратов с использованием известных значенпй уровней 
эuергии не ПРИВОДIIТ к удовлетворительным результатам, так КaI{ 

варьируемые параметры оказываются неустоiiчпвымп пли прини:­
МаЮТ заведомо неверные значенпя, а сходимость итерационного 

процесса нарушается. В таних случаях наиболее эффективно 
применение метода пнтерполяции или экстраполяцпи для получе­

нпя прпемлемых значеНПll полуэмиирическпх параметров, псхоця 
IIЗ их известных величин для соседних атомов или ионов. 

Напболее простой способ интерполяции - определение сред­
него арифметического значения исследуемых величпн, ес.1JП по­
следние известны для двух соседних ионов слева и справа от 

рассматриваемого в изоэлектронной последовательностп. Еслп же 
известны спектры ряда понов в изоэлектронной последовательно­
сти и необходимо продвпнуться в ее пзучении далее, тогда сле­
дует прпменIiть принцип экстраполяцип: получпть графичеСIПI 
ЗaJЮн завпсимости рассматриваемого параметра от заряда ядра 

и IIРОДОЛЖИТЬ кривую по тому же закону в область неизвестных 
Z, что и дает нам велпчину искомого пара метра. Для этой целп 
необходимо знать характер зависимостп параметров, оппсьmаю­
щих энергетичеСI\пе спектры, от заряда ядра. Эти заВIIСИМОСТИ 
Можно установить как теоретичееки, так и полуэмппрически. 

Зависимость матричных элементов оператора энергии от за­
РЯДа ядраZ. Зависимость основных членов гамильтониана много­
элеl\Тронного атома от заряда ядра Z может быть легко установ­
лена следующим образом. Будем рассматривать гампльтониан 
Впда (5.2) 

?а = '" (p~2 _ ze2) _1 ~~. 
.-j 2т r· r.,· 

i t i>; t 

(9.11) 
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Введем новую переменную р; = Zri; тогда Pi = Z-lp~ И ураВне­
ние (9.11) ПРlIмет вид 

d6 = Z2 I (:l- e~) + Z ~ е2. = Z2 (d6o + Z-I V), (9.12) 
i' Р, I i>; Pi] 

а вместо уравнения на собственные значения d6'Ф = Еф получим 
(d6o + Z-IV)ф = (Z-2Е)'Ф. (9.13) 

Для больших Z член Z-IV будет мал по сравнению с d60 и Тогда 
можно при!\[енять теорию возмущений. Если разложить волно­
вую фУНКЦIIЮ 'Ф и энергию в ряд по степеням 1/Z, 

'ф = Фо + Z-I1\J. + Z-21\J2 + Z-З1\Js + ... , (9.14) 

Е = Z2(E o + Z-'E, + Z-2E z + Z-ЗЕз + .. J, (9.15) 

подстаВIIТЬ эти разложепия в (9.13), собрать и приравнять коэф­
фициенты при одинаковых степенях Z, то для нулевой степени 
Z !\[ы получим уравнение на собственные значения 

d60'Фо = Ео'Фо, (9.16) 

из которого следует, что волновые функции нулевого приБЛШ:I>е­
ния - это водородные функции. Исходя из них, :МОЖно получить 
разложеНIIЯ ·в ряд по обратным степеням заряда ядра и других 
членов многоэлектронного гамильтониана. Обычно в разложении 
вида (9.15) ограничиваются тремя членами. Результаты показы­
вают, что энергия электростатического взаимодействия может 
быть представлена в виде 

Езл = Z(Eo + Z-'E, + Z-ZЕЭ + .. J, (9.17) 

спин-орбитальнorо -
Е .. (Е' Z-l E' Z- 2E' ) C()=z 0+ 1+ з+ .. ·, (9.18) 

СПlIН-СПИНОВОГО -
3 (" -1" -2" ) Есс = Z Ео + Z Е1 + Z Ез + . .. . (9.19) 

Разложения такого рода очень полезны при оценке относи­
тельных ВЮIадов отдельных членов гамильтониана в полную энер­

гию. Особенно это важно при оценке роли Rорреляционных и ре­
ЛЯТИВИСТСRИХ эффеh"ТОВ. Rорреляционные эффенты оказываютСЯ 
ПРОПОРЦIlональными первой, а ведущие члены, описывающие ре­
ЛЯТИВIIстские эффекты,- четвертой степени заряда ядра. От~юда 
следует, что при возрастании Z очень быстро доминирующими 
становятся релятивистские эффекты. 

Эта методика оказалась весьма плодотворной. Два lIорЯДRа 
теории возмущений по 1/Z позволяют найти весьма точные (fiaK 
праВIIЛО, более точные, чем ОДНОlюнфигурационный метод Харт­
ри - Фока) значения уровней энергип, длин волн и характерис-
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тН}{ эле}{тропных переходов. Друтое препмущество - полученпе 
УI{азанныХ харю{терисТIШ для всего пзоэлектронного ряда. Не­
достаТКО~1 этого метода является то об~тоятельство, что практп­
чески из-за вычислительных трудностеп п ухудшеНIIЯ скоростп 

СХОДНМОСТII ряда его удается применить только к CIICTeIllaM, со-

1'1 112 n 3) 
держаЩШI до 10 электронов (конфшура~ия 18 28 2р ,кро-
ме того, этот метод плохо описывает неитральные иневысоко 

Iloпизованные атомы. 

В этом отношении наlIболее УНIIБерсален II перспектпвен од­
ноковфигурационный нерелятивистский метод Хартри - Фока в 
сочетании с учетом реЛЯТIIВИСТСЮIХ эффектов в рамках операто­
ра Бреiiта II корреЛЯЦIIОННЫХ эффектов - методом наложения 
}{онфигураЦIIII пли I\аЮIм-вибудь другим способом (наПРIшер, ре­
шение многоконфигураЦИОIIНЫХ уравненпfI XapTpJ! - Фока -
Юциса). 

Идея разложения физически .. х велпчпн в ряд по степеням Z 
ио,нет быть прпменена и к полуэмпирическим параметрам мето­

да наИllIеньших нвадратов или к аппроксимации их теоретических, 

например, хартри-фоковских, значениП. Каждып ПОЛУЭ!\IПИРIIче­
С}{ИЙ ИШI теореТIIчеСКIIii параметр R(Z) может быть представлен 
в виде [36] 

(9.20) 

где три параметра а, 8, q )"станавливаются методом наименьшпх 
квадратов IIЗ условия ~lИнпмума выражения 

~ [а (Z - 8)q/ R (Z) _1]2, (9.21) 
Z 

где суммирование распространяется на все значения Z, дЛЯ кото­
рык известна величина параметра R(Z). Как и следовало ожи­
дать, получаемые таким образом значеНIIЯ параметра q в боль­
Шинстве случаев очень БЛИЗЮI соответствующим величпнаlll, сле­
ДУЮЩИlll из водородного приближения: еДIIнице - для интегра­
лов электростатпческого взаимодействпя, двум - для среДНIIХ 
энергий, четырем - для спин-орбитального параllIетра и -k­
для среднего значения ~. 

Более точноii является аппроксимаЦIIЯ 

Rp (Z) = ~ аА (Z - 8)А, kmin ::::;; k::::;; kmax , (9.2~) 
h. 

где значения 8 берутся из (9.20), а а" определяется методом наll­
меньших квадратов из условия МИНИl\1Ума выражения 

~ [[1/ R (Z)] ~ аА (Z - 8)А - 1 Г. (9.23) 

Пределы суммирования по параметру k определяются из усло­
Вця, чтобы максимальная относительная ошибка аппрокспмаЦIlII 
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не превышала заданную величину и чтобы чпсло членов в разло­
жении (9.23) при ЭТОIl1 было I\ШНПlIШЛЬНЫМ. 

Исходя нз описанной выше методшш, в [36] представлены 
обширные таБЛIIЦЫ численных значенпп средних энергий, ИН­
тегралов электростатпчесного взаимодействия и спин-орбитальной 
постоянноii для основных и большого числа возбужденных КОН­
фигураций атомов от бора до нобелия и их положительных ионов 
Онп получены путеll1 аппроксимацип соответствующих хартри ~ 
фоковских значений полпномамп (9.20) н (9.22). Этп данНые IIЮ­
гут быть непосредственно использованы для вычисления сие кт­
радьных характерпстик уназаНIIЫХ элементов или служить в I{a­
честве исходных параметров для полуэмпирических расчетов. 

ПОЛУ3МПИРlIчеСКIIЙ IIlетоД модельного lIотещиала. В заКЛюче­
НШI параграфа нраТIЮ обсудим использованпе модельных (эффеR­
тивных) иотенциа.тIOВ - еще одну разновидность упрощенных 
теоретических пли полуэмпиричеСRИХ расчетов. Сразу отмеТIIМ, 
что эти :методы имеют весьма ограниченную область применения, 
чаще всего - это атомы, имеющие нонфигурации с одним элект­
роном сверх заполненпых обо.ТIOчек. Типпчныii пример - щелоч­
ные элементы. Если нам необходимы только волновые функции 
внешнего электрона, то их моЖно установить путем решения 

одноэлектронного уравнения, описывающего движение одного 

электрона в Hel\OTOpOIl1 эффективном поле, создаваемом зарядом 
ядра и элентронами замкнутых оболочек Для этого нам надо 
иметь эффективнып потенцнал указанного поля. Обычно выбира­
ется по возможности напбштее простоп аналитическпй вид этого 
потенциала с конечпым числом свободных параметров, удовдст­
воряющпй условию сферической симметрии. ЭТII параметры на­
ходятся из экспериментальных данных пли из других более точ­
HЬLX теоретичеСКIIХ расчетов. Метод эффективного потенциала 
может применяться как в случае нерелятивистских, так ·и реля­

тивистских водновых фУНRЦИП. Один из простеЙШlIХ примеров 
потенциала такого рода-

V(r) = _~ -+ а(а+ 1) (9.24) 
r г2 ' 

содержащий только один неизвестный параметр а, определяемып, 
например, с помощью экспериментальных значений уровней 
энергии. Различные варианты полуэмпирических расчетов Tal\oro 
рода в основном отличаются способом использования э({сперим:е~­
тальнЬLХ данных и характером получаемых волновых функции. 

Одну группу составляют методы, в ноторых применяется один 
и тот же потенциал для расчета всех элентронных состояний и 
значения энергетического параметра в уравнениях прираВНJIва­
ются соответствующим экспериментальным величинаlll. Однако пб 
лученные таким образом волновые функции не являются со -
ственными функциями исходного одночастичного гам~льтониана. 
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в результате чего они не удовлетворяют одновременно пстпнным 

г авичным условиям при r = О и r = 00. Обычно берут решение, 
1I~lеющее правильную асПllШТОТИКУ при r = 00. к этой группе от­
носЯТСЯ, например, I\reтоды, использующпе в ОДНОЭ.тIеКТРОННОl\l 

~авнеНIIII кулоновскпй потенциал и эффектпвнып заряд, метод 
~BaHTOBOГO дефекта. 

Другую группу полуэмпирическпх l\Iетодов составляют расче­

ТЫ, в БОТОРЫХ эффеКТIIвныii потенциал содержпт параметры, мо­
дпфицпруемые для каждого СОСТОЯНИЯ таким образом, что пс­
пользуемое из экспериментальных данных значение энергии уже 

становится собственным значением соответствующего уравненпя. 
Сам МОДПфПЦlIруемыii потенцпал определяется с помощью волно­
БЬП: функцпп остова, которые в свою очередь установлены други-
1IП1 методамп (чис.ТJенные хартри-фоковсюrе радпальные орбита­
лп, аналитические ФУНКЦИИ и т. д.> илп находятся с помощью 
статпстического распределения заряда остова (статистический 
потенциал Томаса - Ферми). Иногда вводятся ДОПОЛПIIтельные 
попраВЮI, учитывающпе поляризацию остова внешнпм электроном. 

Одни полуэмпирическпе методы ставят своей целью подбор эф­
фСI\ТИВПОГО потенциала, позволяющего получпть по ВОЗIlЮЖНОСТП 

напболее точные значенпя сил осцплляторов электронных иерехо­
ДОВ; другпе, БО.тIее сложные, направлены также на достижение 
по ВОЗIlЮЛ;:НОСТП лучшего совпаденпя всего вычисленного энерге­

ТIIчеСI\ОГО спектра с экспериментаЛЫIЫIII. 

ПреПl'rryщество метода эффективного потенциала - ОТноси­
теJJьная простота вычпслепllЙ, обусловленная сравнительно ма­
лым ЧIIСЛОМ полуэмппрических параметроп, аналптическим видом 

потенипала и nO.тIHOBЫX функций, п весьма хорошее совиадение 
В<1йденных значений энергетическпх YPoBHeii и СIIЛ осцплляторов 
С ;шсперпментальными. Однюю эти методы, как правпло, пригод­
пы лишь Д.ТJя одновалентных и, отчаСТII, двухвалентных атомов II 
ионов. Поэтому ОПIIсанпый ранее полуэмппричесюIЙ метод нап­
мсньших .квадратов, по сравненпю с НПl\ПI, оказывается намного 

ушшерсальнее и мощнее, в нем органпчеСIШ легко сочетается 

учет релятивпстских п корреляцпопных эффектов. 



ГЛАВА 3 

СООТНОШЕНПЯ МЕЖДУ РАЗЛIIчItыми ТППАМИ 
СВЯЗИ МОМЕНТОВ 

В СЛОЖНЫХ ЭЛЕКТРОННЫХ КОНФИГУРАЦИЯХ 

§ 10. Разлпчные ТИПЫ веБТОРНОЙ связи 
в случае сложных элеRТронных RОНфИl'ураЦIIП. 

Метод эффективных операторов 

Особенности реализации ТIIПОВ связи в сложных элеRТРОВНЫХ 
"онфигурациях. Сказанное в § 2 относительно типов связи для 
двух неЭКВllвалентных электронов IIIОЖНО непосредственно обоб­
ЩIIТЬ 11 на случай двух оболочек ЭКВIIвалентных электронов. ДЛЯ 
НIIХ тоже характерны четыре основных ТIIпа СВЯЗII, ОIlIIсываемые 

способа~ш сложения l\Юl\lентов (2.18>-(2.21), только Bl\leCTO од­
ноэлектронных моментов 11, 12, 81 И 82 мы будем иметь реЗУЛЬТIl­
рующпе IIIоменты отдельных оболочек L " Lz, 81 И 82 (при усло­
BIIII, что ВНУТРII оболочек действительна LS-связь). Тогда вместо 
(2.18)-(2.21) ПОЛУЧШI 

L1 + L2 = L, 81 + 82 = 8, 
L1 + L2 = L, L + 81 = К, 
L1 + 81 = J l' J 1 + L2 = К, 
L1+81=J1, L2 +82 =J2 , 

L+8=J 
К + 8 2 =] 

К+82 =] 
J 1 +J2 =J 

(LS-связь), (10.1) 
(LК-связь), (10.2) 
(JК-связь), (10.3) 
(J J-связь). (10.4) 

РеалnзаЦIlЯ наждого ТIIпа СВЯЗII заВIIСПТ от соотношения не­
сфеРIIчесних частей (k > О) электростаТIIческого взашюдействиЯ 
между оболочкаМII 11 СПIПI-орбита.тIЬНОГО взаимодеiiствия внутри 
каждой оБОЛОЧКII. КаБ уже говорилось в § 3, внутри оболочки 
ЭКВlIвалептных электронов возможны лишь однородные :iИП~ 

СВЯЗII LS 11 Н. LS-связь действительна, когда энергетическПU 
спектр хорошо ОПIIсывается с помощью нереЛЯТIlВIIСТСКIIХ волно­
вых фУНКЦIIЙ, а jj-связь - релятивистсних. Напомним, что BO~­
можна внутри оБОЛОЧКII 11 так называемая LL-связь, кратко 00-
сужденная в § 3. Одна но ири ее :использовании ПРIL'(ОДИТСЯ отна­
заться от понятия полного спинового момента количества 
движеНIlЯ. 
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ТеореТIIчеСRие расчеты, а таюке аналпз ЭRспериментально Jl3-
меренНЬLХ энергетичеСIШХ спектров атомов и IIОНОВ показывают, 

что каждыЙ тип СВЯЗИ ПlIrеет определенную ограниченную область 
uрименимости. При этом, как правило, в большинстве случаев 
любой llЗ нпх реализуется лишь приБЛIlженно, поэтому фактиче­
сIш ПОЧТII всегда расчеты необходимо вестп в промеmУТОЧНОЙ 
связи, исходя из такого чпстого тппа СВЯЗIl, RОТОРЫЙ, как ожида­
ется, должен быть наиболее близким к действительности. Затем 
квантовые чпсла этого типа связи используются для однознач­

ной Rлассифпкацпи уровней, как это описано в § 8. 
Для нейтральных, а также невысоко IIоннзованных Ir невысо­

ко возбужденных атомов (в особенности легкпх) обычно пмеет 
местО LS-связь. Другой предельный случай - тяжелые нейтраль­
ные аТОl\rы, многозарядные ИОНЫ, высоко возбужденные состояния, 
характерпзующиеся налпчпем JJ-связи иеждУ оболочкамп ЭRБпва­
лентныХ электронов. Для очень высоко понпзованных aTOI\IOB, как 
МЫ увидшr при рассмотреНIIИ их спектров в § 24, даже ВНУТрТI 
оболочкп ЭКВIIвалентных электронов реализуется jj-связь, т. е. 
нерелятивистская оболочка эквивалентных электронов nlN распа-

N N 
дается на две подоболочки nljl lj2 2, где j1 =l- S, j2 = 1 + s. (За-
метим, что этот тип связи внутри оБОЛОЧIШ И междУ двумя не­
эквивалентными электронами мы будем обозначать СИМВОЛОМ jj, 
а между двумя оболочкаЩI или подоболочкаr.ш - J JJ В первом 
случае домпнпрует несферпческая часть электростатичеСI\ОГО вза­
имодействия над спин-орбптальным, во втором - наоборот. А меж­
ду этими предельными случаями лежпт обширная область ато­
мов, ИОнов п пх СОСТОЯНIIЙ, дЛЯ которых действительны LK- или 
/К-связи с ббльшими IIЛИ меньшими ОТl\лоненпямп от ЧIlСТОГО тп­
па связи. 

Переход от LS- к JJ-типу связи наглядно можно пропллюстри­
ровать рассмотрением заВИСIlМОСТИ соответствующих взапмодей­
ствий от Z. Электростатическое взаимодеiiствпе электронов, двп­
жущихся в поле ядерного заряда Ze, приближенно пропорцио­
нально Z, а спин-орбитальное - Z~. Поэтому в пзоэлеh'"ТРОННОМ ря­
ду при возрастании Z оно увеличивается знаЧIlтельно быстрее и 
вскоре начинает доминировать. 

В некотором смысле аналогичная картина возникает прп воз­
растаюш степени возбужденпя внешнего электрона: этот элект­
РОН ВСе более уда.тIяется от ядра 11 элеI{ТРОНОВ остова, в ре­
Зультате чего элеl\тростатпческое взаПllюдепствпе этого элеl{­
трона с остаЛЬНЫl\Ш Уl\rеньшается 11 стаНОВIIТСЯ слабее СПIlН­
орбитального, что п обусловливает пзменение типа связи от LS 
R П. 

Относительная роль электростатичеСRИХ 11 спин-орбитальных 
Вз,:имодействпu может быть раЗЛIlЧIlОЙ и для разных групп уров­
Неи одного и того же атома или иона. Поэтому даже для клаССII­
Фикации энергетического спектра одной определенной конфпгу-
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рации ВОЗНIшает необходимость в использовапии квантовых чц­
сел неСБОЛЬЮIХ раз.тшчных типов связи. 

Другая особенность Блассификацип спектров многоэлектрон_ 
ных атомов илп понов - налцчие I\вантовых чисел (V, U 1U2 в обо­
лочке lN, промежуточные моменты L;8; пли Ji В конфигурациях 
состоящих пз неСКОЛЬБШ( lN ободочек пли j-подоболочек), OTHOCII~ 
тельно БОТОРЫХ недпагональны матричные элементы оператора 

элеБтростатпчеСБОII энеРГПII. 
В такпх сдучаях обязательно пспользование промежуточной 

связи; однако заранее пзвестно, что собственная фУНI\ЦПЯ ПРоме­
жуточноlI связп будет содержать несколько весовых коэффициен­
тов одного ПОРЯДRа п поэтому приппсыванпе уровню одного на­

бора Бвантовых чисел ЧIlСТОГО тнпа связи является весьма услов­
ньш. Аналогичная Бартина наблюдается и при наЛИЧIlII несколь­
кпх блпзкпх уровней с тем же J. 

Однако в ряде случаев IIIОНОТОННЫП характер перехода от одного 
типа связи к ДРУГ011У может нарушаться. Одна из наиболее распро­
страненных причпн этого - Rоллапс возбужденного электрона в 
аТ011е ИШI ионе [95], т. е. резкое уменьшение среднего расстояНIШ 
возбужденного электрона от ядра. Это явдение можно наглядно 
объяснпть, исходя из рассмотрения характера эффективного по­
тенциада, в ЕОТОр011 движется возбужденный электрон. Этот по­
тенцпал иногда пмеет ВIIД двух потенциальных ям, отделенных 

ПОЛОЖlIтельпым потенцпаЛЬНЫl\l барьером. Водновая функцпя 
внешнего элеRтрона может быть .тIОRаЛIlзовапа во внешней или 
во внутренней потеНЦIlальноп яме. При увеличеНИII заряда ядра 
IIlаксимум водновоп функции элеl\трона смещается из внешней 
потенцпадыlOЙ ямы во внутреннюю - электрон колдапсирует. 
Прп ЭТОIII на фпзпчеСlше характеристики атома влияет не толыш 
коллапс внешнего электрона, но п само существованпе ПО!IOжи­

тедьпого потенциального барьера. 
Напболее ярко явленпе коддапса проявляется для Rонфигура­

ций типа nlH +1n (l + 1) (например, nd9nj, np5nd н nsnp). Влияние 
RО.ТIЛапса на раз.ТlIIчные аТОJlIные величины наиболее реЗRО прояв­
ляется в нейтральпых атомах в С.ТIучае электронов с большпМ 
значеНПС11 l. При переходе от n! 1\ nd оно становится менее вы­
раженпым. 

l\О.тIдапс возбужденного электроиа в атоме заВИСIlТ не только 
от впда атома ШIП пона 11 его элеl\тронноii БопфпгураЦIIII, РО n 
от IIIНОГОЭ.ТIеRТРОННЫХ Rвантовых чисед, характеризуЮЩIIХ энер­

геТlIчеСRое состоянпе СlIстемы, ПНЫIIПI словамп - от терма, вслед­

ствпе чего волновые фУНRЦПII разных термов одной и топ же КОlI­
фпгураЦIIII могут существенно разлпчаться. Эти различия могут 
ПРОЯВIIТЬСЯ в пеоБХОДIНIOСТII использовать разные типы связи для 
Iшасспфпкацпп спектра одной рассматриваемой I\онфигурацпи. 

l\ неlllOНОТОННОСТЯIlI в изменении типа связи в IJЗОЭ.тIектрОН­
пых последовательностях lIIожет прпводить также С.тIу~аПное сблn-
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. 'ение спеl\ТРОВ некоторых возбужденных I\онфигураций (даже 
Л, U) б б I1ересечение IIХ уровнеи 11 о ус.т:r.?вленная этим нео ходимость 

-чптывать на.т:rоженпе конфигурации. 
)' Еще одна особенность класспфикации энергетичеСБИХ спект­
ров l\1ногоэ.т:rеRТРОННЫХ систем, имеющих иеско.т:rько незапо.т:rнен­

НЫХ оболочек,- неодвозначность порядка связывания моментов 

отдельпых оболочеl\ уже при заданных типах СIШЗИ моментов 
внутри оболочек и между НИIIШ. ПОЯСВlIIII это на ПРИlllере. Возь­
r.Ie~1 конфигурацlПО, пмеющую четыре незаполненные подоболоч-

N 1 .N2 .Nз .N4 J 
1\8 jl a 1J1]2 a~2]3 a~3]4 а4 4J · ВОЗНIшает вопрос, каким об-
разом моr.lенты отдельных подоболочеБ складываются в резуль­
тирующий МОАШНТ J? Это можно сделать последовательным сло­
тенпеr.l отдельных мшreнтов - 1; + l ] = ';i; ';] + 'А = lнА, 1т, + 11 = 
= 1, можно попарньш - 1; + ' ] = ';j, 1~ + 11 = 11<1, ';] + lА1 = 1. Воз­
можны и другие схемы СЛОihенпя моментов, однаl\О наиболее важ­
нЫМII в практическом отношеШIII являются указанпые две - по­

следовате.т:rьная JI попарная (параллельная). ВОЗНIшающие прп 
ЭТО)I ПРo:!lIежуточные ~ЮllIенты присоедпняются к набору Кван­
товых чисел, описывающему энергетическпй спектр рассматри­
ваемой Iюнфпгурации. Подробнее эти вопросы ИЗ.IIOжены в c.т:re­
дующеlll параграфе. 

Апалогичная сптуацпя имеет место и в случае нескольких 
оболочек эквивалентных электронов, внутри которых действи­
тельна LS-связь, ЛlIШЬ УС.IIOжняющаяся ввиду в два раза бо.т:rьше­
го числа СIшадываемых IIЮllIентов - орбитальных L; и СиIIНОВЫХ Si. 

Порядок связьшанпя оБО.IIOчек опять-таки оиреде.IIЯется энер­
геТlIческп}ш соображеНIIЯМII, степенью взаимодействпя соответ­
СТВУЮЩIIХ моыентов. ПеРВЫМJI связываются напбо.т:rее сильно вза­
ЮЮ;J.еЙствующпе мо:менты, затеlll сле;J.УЮЩая пара (ОДВlВI из 
моментов в этой паре 1I1O,t<eT быть суr.IlIШРНЫП момент уже связан­
ных моментов) n т. д. Д.т:rя нейтральных 11 певысоно ионизован­
пых атомов напбо.т:rее вероятен пос.т:rедовательныЙ ПОРЯДОJ\ связы­
панин I\IOMeHTOB оболочек Для многозарядных ионов, ввпду энер­
геТllчеСl\ОГО сб.1Jиженпя обо.т:rочек с Ter.l же саМЫl\I значением 
основного "вантового числа n, весьма ВОЗIIЮЖНО сочетанпе попар­
ной схемы сложенпя мо}хентов оболочек, пмеЮЩIIХ одинаковые 
n, с последоватеЛЬНЬПl прпвязыванием моментов оболочек, харю,­
теРизуеllIЫХ раЗЛПЧНЫМIJ n. В ре.т:rЯТIШПСТСl\ОМ случае наибо.т:rее 
вероятпо сочетание попарного связывания моментов подобо.т:rочек, 
вознинающих IIЗ одной нереЛЯТIIВllСТСRОП оБО.1JОЧЮI nlN , с после­
ДоватеЛЬНЫ}1 прпсоедпнением r.1O}feHTOB подобо.т:rочен или I1Х сумм, 
П}IеЮЩIIХ другпе значенпя n. 

В зан.т:rючеНIIе этого пуНl\та замеТП:'>I, что вопрос выбора типа 
связи и порядка схе:'>IЫ связываНIIЯ не яв.т:rяется принципиалыIм,, 
тю, как в с.т:rучае слоrнных электронных БОНфигураций, состоя­
!цпх из неСl\О.т:rышх незаполненных обо.т:rочен, ни один набор Бван­
Товых ЧlIсе.т:r не является точным. Особепно это касается про:\ш-
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жуточных моментов, получаемых в результате сложения исход_ 

ных. 3тн Mor,leHTbl, ВВНДУ наличия взанr,юдействия между НПlllИ 
не коммутпруют с гамильтонианом спстеlllЫ, поэтому в со ответ: 
ствующпх матрицах энергип будут прпсутствовать недиагональ_ 
ные относительно них матрпчные элементы. По этим ПРИчинам 
в случае сложных электронных Rонфигурацип ИСПОльзование 
промежуточной связи (диагоналпзаЦIlЯ матрицы энеРГIШ) стано_ 
вится обязательным. Собственные значения оператора энергип 
одинаковы тогда для любого исходного тппа п ПОРЯДJ\а связыва­
ния MOl\leHTOB. Выбор же IIЗ них наиболее БЛIlЗКОГО к действп_ 
тельности способствует лmпь более уверенной и однозначной 
RлассифинаЦlfИ сложпых спектров. 

Метод зффеКТlfflНЫХ операторов. Ввиду необходимости испощ._ 
зованпя различных типов н схем связп моментов и выбора Опти­
r,lального варпанта, требуется наличие удобных методов преобра­
зовавия волновых функций и матричных элеr,шнтов от одного 
типа связи к другому. Для этой цели может служить метод эф­
фективных (ЭRвпвалентных) операторов. 

Обычно ЭТОТ подход прпменяется для унифпкации метода оп­
ределенпя явного вида матрпчных элеlllентов (как дпагональных 
относительно Rвантовых чпсел конфигурацпй, так п недиагональ­
ных) оператора энергии в случае с.тюжных электронных конфигу­
раций [96]. Его примепение для этой цели иропллюстрируем на 
примере двухэ.ТIектронноЙ конфигураЦШI в jj-связи. Вводится та-

- фф" h(O) б .. кои э ектпвныи онератор 11 12' что Ы его двухэлектроннып 

матричный элемент относительно неантисимметричных волновых 
функций, хараRтеризуемых только БваНТОВЫМII числами типа j, 
и J, был равен соответствующему матрпчному элементу известно­
го оператора (например, энергии) ~ hi~kO) относительно полных 

h 
антисимметрпчных волновых фУНКЦIlЙ, т. е. 

Задача сводится к нахождению выражения для этого оператора. 
Соответствующие методы изложены, например, в [96]. Метод 
применим к одноэлектронным и к двухэлектронным операторам, 
RaK для JJ-, так и LS-типов свЯзИ. Мы же ошnпем использоваппе 
этого метода Д.ТIЯ преобразования сложных r,lатричных элементОВ 
операторов физических величин от JJ- к LS-типу связи, т. е. фак­
тически для перехода от релятивпстского гамильтониана атоъ[а, 
который обусловливает наличие jj-связи и реЛЯТИВИСТСRИХ вол­
новых функций, к нерелятивистскому гамильтониану, учитыва­
ющему релятивистские эффеRТЫ в виде поправок, и нерелятl'I-
вистским волновым функциям В LS-связи. '\. 
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:haI\ уже было отмечено, LS-связь наиболее близка к дей­
ствптеЛЬНОСТII для обшпрной области атомов и ионов. R тому же 
JJсторпчеСI\II она была первьаl широко применяемым для класси­
фПl\аЦIIII спектров тппом связи, и в настоящее время является 

т адициОННОЙ п ПРПВЫЧНОЙ, особенно для экспеРПI\Ieнтаторов. 
rfоэтому необхо~ПlIO IIметь ВОЗl\lOiIШОСТЬ использОвать ее даже 
дlIя тех областеп атомов и понов, для I\ОТОРЫХ важны п должны 

У~IJтываться реЛЯТIIВИСТСl\ие эффекты. Этой цели может служить 
;'ПОМЯНУТЫII выше метод эффеI\ТIIВНЫХ операторов. 
• В уl\азаННО!.1 ~leToдe любому ре.ТJЯТПВИСТСКОМУ оператору dб со­
JJоставляется такой эффеl\ТIIВНЫЙ оператор .<IG, чтобы I\IaТРИЧНЫЙ 
эле)fент первого оператора относительно реЛЯТИВИСТСIШХ волно­

вых ФУНI\ЦIIП 1 чr) определенного состояния, характеризуемого 
пропзвольноп элеl\тронноii конфигурацией, равнялся матричному 
элементу эффеl\ТIIВНОГО оператора относптельно нерелятивистско­
го предела этоп фУНI\ЦIШ I'Ф), т. е. чтобы имела место формула 
{с}[. [97] и цптируе11ые Tal\l работы по этому вопросу) 

('I'IJ'6'I'I') = (1jJl эd6'I'i:>. (10.6) 

Введем несколы\o бо.~ее оБЩIIе, че11 определенные равенства­
ми (4.1>, (4.2) и (4.4), еДИНIlчные тезоры 

(llsll W"I"2I1z2S) = {llklZ2} {sk2s}, (10.7) 

где пределы пзменеНIIЯ рангов тензора в орбитальном и спиновом 
пространствах k. и k 2 определяются условиями треугольника 
{l.k112 } п {sk2s}: 

(10.8) 

J "~2 1з оператора W можно образовать тензор также и в j-прост-
ранстве, еслп связать рангп k. II k 2 В суммарный ранг К: 

W Q - -.J WЧ1Ч2 • "1"2K _ ~ "1"2 [k1 k2 К] 
ЧIЧ2 ql q2 Q 

(10.9) 

Субматричный эле"\lент этого оператора II1IIeeT вид 

(1ISjl~W"1"2KIIZ2Sj2) = y(jl,j2,KJ(;1 ~2 ::]. 

11 12 К 
(10.10) 

Интересно отметить, что, как мы увидим в § 11, стоящий в 
пр u 

авои стороне формулы (10.10) 9j-коэффициент ПРОПОРЦIlонален 
маТрице преобразования, описывающей переход от LS- к jj-связи 
R СЛучае четырех моментов 1., 12' 81, 82. Тензоры (10.9) составля­
~T Полнып набор, поэтому любоii оператор, деЙСТВУЮЩIlЙ в тех 
Же IIPOcTpaHcTBax, может быть представлен в виде их линейной 
I(ОМбинаЦIIИ. Соответствующие равенства для любых одноэлек-
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тронных п двухэлектронных операторов (ИМИ могут быть и иско-
11ые эффективные операторы) выглядят следующиt.[ образом: 

(10.11) 

Здесь пндексы 1 IIЛП 2 у едпппчного тензора указывают Коордп­
наты элеБтрона, на которые действует этот оператор. Ес.тIИ в ка­
честве А. 11 А'2 будет выступать оператор энерпш, а он, как из­
вестно, ЯВ.тIяется скаляром ОТноситеJIЬНО результирующего момен­

та колпчества движенпя, то фОРМУ.тIы (10.11) 11 <10.12) упрn­
щаются: 

de1 = ~ а (kk) ш~i<O, (10.13) 
h 

(10.14) 

u "l"2К Заметим, что из тензорпых СВОIIСТВ операторов w следуют 
опреде.тIеппые ограниченпя на возможные значения пх рангов: 

четность К, kJ + k 2 !I k~ -: - k~ должна быть одинаковоп. Тогда ис­
ХОДlюе равенство (10.8) n случае (10.13) 11 (10.14) прпмет ВIIД 

(n1l.il I de1 I n21Jl) = (n1l1i11 ~ а (Н; de.) шhl!О I n212i1)- (10.15) 

(nllliln21J:l" I de12 1 nзlзiЗn4,l<li4J) = 

= (n.lliln21J2J/ ~" а (klk2,k~k~,K; de12) х 
"1"2,h1"2K 

(10.16) 

h11i"K 
Оператор w - действует лпшь на угловые II спиновые пе-

ременные, поэтому вся заВПСIIМОСТЬ IIIаТРIIЧНЫХ элементов (~o.15) 
II (10.16) от раДII3.тIЬНЫХ перемепных ДО.тIжна содержаться в пс­
lЮМЫХ Боэффицпентах а, что п указывается введением симво­
ла оператора в чпсло основных napallIeTpoB, от которых ОНП 
заВIIСЯТ. 

Д;IЯ нахожденпя явного вида БоэффПЦIIентов а неоБХОДПIl~О 
раскрыть скалярное произведенпе в (10.16>, подставпть в (10.1;) 

"lR2K 
И (10.16) опреде.ТIeНIIе субматричного Э.тIемента тензора w 
(10.10) II использовать соотпошешIЯ ортогонаЛЬ~ОСТII для 6j- 11 
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(10.17) 

(10.18) 

Выражения д.'IЯ одно- и двух электронных матричньп:: элемен­

тов, содержащпхся в (10.17) п (10.18), в случае релятивистского 
оператора энергmI (5.82) могут быть установлены из приведен­
шп: в §§ 5 и 6 формул. Коэффпцпент (10.18) еще более упроща­
ется, ес.тJ:П в него подставпть явныii впд двух электронного мат­
РП'IIIОГО эле~fента 11 просyrvп\шровать ПО.тIученное выражение 110 J. 
В таком случае он оказывается равным 

а (k1k2 , k~k~, К; ~12) = [k1 , k2 , k;, k~]/ [KJX 

Х ~ ( 1)]3+]4,Г. . . . I <"iP >-
""" - у (Jl' 1~. lз, 14 <7V12 К Х 

]I]2]З]4 

jll 'з k1] \'4 '2 k~] Х ~ ~ k~ ~ S k;, (10.19) 

'1 'з Б '4 i 2 J( 

где множите.тIЬ <Cffi 12> к ыожет быть найден пз двухэ;г:reктронного 
матричного элеМeI[та рассматрпваемого релятпвпстского оператора, 

ес.тIП в IIиеющеil:ся в не!\[ сумие по k оставить лпшь член с k = К 
J {;1 ;., J} 

и ОПУСТIIТЬ В неы l\шоа-.:птель (- 1) ;4;~ k' Пронллюстрируем 

это па ПРИl\[сре оператора энерГIIП электростатпческого вззимодей­
СТвпя Cffi~ = d8e в (5.8З). Выражение для его реЛЯТИВIIСТСКОГО двух­
эnеI\ [РОНного суб'\IаТРПЧJlОГО элемента ОТНОСIIте.ТIЬНО неантиспм­
ме rричных BO.тIHOBЫX Функцпй Пl\[еет ВIJД 

<nll1iln2Zzi2JII d(je 11 nзlзiЗn4l.J.i4J> = V[JI ~ (- 1)(11+12-1з-14)/2 Х 
k 

Х [1 + Р ()~i' л;)-J fk (jli2, iз j 4; J) х 
х (Rk (I'IЛ~' Л3/'4) + Rk(Лll"~, лзл;)], (10.20) 

(j 
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где 

f ( " .. J) ( 1)11+1-1+ J1I-(' . j 
k 1172,1з14; = - ~. 11' J2 Х 

(10.21) 

а определении оператора Р (Лi, л~) П Рa;J;пальных пнтегралов прп­
ведены в конце § 5. Применяя указанную выше процедуру, мы 
ПРIIХОДПI\I к следующему выражению для )ШОffiIlтеля (d6'12>]( в 
случае электростатического взаIIмодействия: 

<d6'~2)K = (_1)(11+l2-1з-14)/2+il+iЗV[jl, j2' jз, j4]/[Kj /~ 

X[~i2 ;З Ч2 ~H~~2 ;41/2 ~][l+Р(Лi'Л;)]Х 
х [RК(ЛIЛ2,ЛЗЛ4) + RК(ЛIЛ~'ЛЗЛ~)]. (10.22) 

Совершенно аналогично могут быть установлепы 11 соответ­
ствующие формулы для остальных двухчастичных релятивист­
СЮIХ операторов энергип - операторов магшIТНЫХ и запаздыва­

ющнх DзаИl\юдеЙствиЙ. 
ТаЮПI образом, пз приведенных выражеппй :мы видим, что 

lIспользовюше метода эффективных операторов позволяет иропз­
водить ПСС.ТIедоваппя спеRтральпых характеРПСТlIК многоэлект­

ропных атомов 11 ионов, используя релятпвпстские радиальные 

во:пювые функц.lШ, одно- п двухэлеIiтронные (в зависимости от 
характера оператора) релятивпстскпе матричные элементы рас­
сматривае:lIЬL'{ операторов и затем переходя R обычной LS-свпзп. 
Нахождение выраженшl для матричных эле)lентов эффеНТIIВ­
пых операторов в случае сложных Э.'lеIiТРОННЫХ Rонфпгурацпй 
производптся обычным обраЗОl\-I, пзло,пенпым в §§ 3, 5 и 6, и не 
представляет никакпх затруднений. lIрп ЗТО:'\I реЛЯТНВИСТСЮlе 
зффен:ты, включаемые в уравнения для устаНОВ:IеНIIЯ рапиалъньп: 
волновых функции, УЧIIтываются поююстыо, а другие (магшгr­
ные II за1l8здьшающпе) - ЛI1ШЬ дЛЯ одро- П двухэлеIПРОIIПЫХ 
Iюнфпгурацпii, зате:'\1 совершается переход R LS-представлеНIIЮ 

11 обобщенпе полученных выражепиii на все Э:IеI;ТРОНЫ изучае­
~i оп С.lIстеl\IЫ. 

ПреIl]\lущеСТВШI этого подхода яв:тяетсн сочетание ИСI!ОЛI,ЗО­
ваппя реЛЯТНВНСТСЮIХ радпальных волновых функции, позволя­
ЮЩIlХ учесть некоторые взапмодепствпя во всех ПОРЯДI\ах теорпП 
возмущеНlIll, п IIЮЩПЫХ, хорошо раЗВIIТЫХ MeTo;JOB ~lOмепта ш)лп­
чества ДDпжещш п непрпводимых теmюрных ОlJсраТОРОIl в LS­
СВЯЗII. Прп Т(ШО~I рассмотрешПI сохрюшется так пазывае'llыii: IЮ~­
веннып ре.;ШТIIВIIстскпii :Jффент д.'IЯ впеШIIIJХ э.'IСI;ТРОНОВ - осла -
леппе связывашт :Jлеl>ТIJOIЮll с ОТIIОСIIтелыlO оmIЬШИМП зна'Ю-
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вIIяМll орбитаJlЫЮГО lIюмента колпчества ДВЮ:l,еНIIЯ (по сравне­
внJO с результатаllШ нерелятпвистского рассмотреНIIЯ) из-за бо­
лее эффективного :шраппроваппя заряда ядра элеБтронами с 

соответственно lI1еньши~ш моментами, связь БОТОРЫХ с ядром 

прII реЛЯТИВПСТСIЮ~1 раССJ\fотреНIIП получается более сильноП. 
lIмРПНО это явленпе II обусловливает важность учета реЛЯТИВlIСТ­
C~IIX эффектов не ТО.ТJЫЮ при изучешш атомов и иопов, но так­

н.е н некоторых свойств lIю:rеБУЛ п твердых тел. НедостаТRОl\l 
этого 'rrетода ЯВ:Iяется пеоБХОДИlllOСТЬ пренебрежения точным 
связывнпемM моментов lIIалых компонент реЛЯТИВН:СТСБОЙ ВОЛIlО­
вой ФУIlБЦИИ (5.8т, что ДОЛiRПО прпвести к его I\орректности с 
точностью до Ч.ТJенов порядка (CXZ)2 ~ v"/c2• 

Фап:тически метод эффективных операторов прпменительно к 
ре':lНТИВIIСТСКОМУ гамильтонпану (5.82) в смысле операторов явля­
ется эквивалеНТIIЫМ использованию гаМIIлыониана (5.1), учиты­
вающего реЛЯТIIВIIСТСЮlе эффекты в виде попраВОБ до члепов 
порядка v2 / с2 ВIшючите.ТJЬНО. Различия ЗaIшючаются в использо­
вашш разных радпальвых волновых фующпi:i:. ПраКТIIчеСRое пре­
имущество первого метода перед вторым - однотипность и срав­

НIIтелыю малое ЧIIСЛО радпальных интегралов II коэффициентов 
при пих. 

Метод эффеl{ТПВПЫХ операторов очепь удобеп для устаповле­
ИIlЯ соответствия !-teЖду маТРИЧНЫМII элементамп отдельных c:ra­
ГВР'1ЫХ гаIlШЛlПОПI:,1l10В - реЛЯТИВIIСТСБОГО (5.82) и нерелятивпст­
('БОГО (:).1), учитывающего релятивпстсnие эффекты в впде ио­
правок ПриБЛП;Т;СIlНО nырвн.ая большую компоненту релятивист­
ской волновой функции через меньшую, проведя переНОР!llИРОВЕУ 
ВОЛНОВЫХ фУIПщпй, после ДОВОЛЬНО длительной проце;з;уры 
ВЫЧПС:ЮТПIя II упрощеНIIЯ соотвеТСТВУЮЩIIХ матричпых элеlllентов 
мотно ПОI,азать, что одпочаСТIIЧJlые члены .ж{ + .ж~ + JG~ реля­
ТIJIШСТСIЮГО гаllшльтониана (5.82) Прll переходе I{ нерелятивпст­
СЮI\I ВОШlOвым фУЮЩИЯlll превращаlOТСЯ в операторы (5.4), (5.5), 
(5.'n, а оператор %; - в (5.9) JI в одноэ.ТJеЕтроппыii оператор 
;ЭНl'ргии сппн-орбита.ТJЬНОГО взаПlllOiIействия в центральном поле. 
Дпух;элеЕтронныii оператор .ж' в пределе нере.ТJЯТIIВПСТСКПХ 
фуН!щпii соответствует оператору энергии элеI~тростаТIIчеСЕОГО 
ВЗ'ЩlllодеЙСТВIIЯ (5.6), поправ Ее %; в (5.9) и ОДНОЭ.ТJеБТРОННОП 
части взаШlOдеi:i:ствия сцпн - чужая орбита в (5.10), т. е. спи:п­
орuптаЛЬНОI\IУ взаиыодействию рассматриваемого элеI.трона в 
эЛt",тростаТllчеСКD:lI поле ДРУГИХ электронов. П, наконец, члены 
::Jt II %6 соответствуют остаnшимся слагаемым гаМИЛЬТОНIтапа 
(5.1) - двухэлеКТРОННЫJII операторам энергии В3ilШlIOдеii:СТВllЯ пол-
нщо оператора СПИН - орбпта (5.10) 11 спин - сппн (%: в (5.11», 
3( таrш;е остальным ре.ТJЯТПВИСТСIШI\[ поправкам «5.8) и de~ в 
5.11» l{ элеь:тростапrчеСRО)[У взаююдеiiствию. 
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§ 11. Взаимосвязь между весз:&1И во:шовых ФУНlЩИЙ 
двух различных типов связи. Матрицы npеобразованпя 

Преобразовавия наборов весов волновых фунRЦnЙ в промежу_ 
точной связи. В § 8 МЫ подробно обсуждали необходимость ис­
пользования промежуточнои связи в атомной спеБТРОСКОПИИ ис­
ходя IШ наиболее близкого к действительному чистого типа с~язп 
Практически это можно осуществить ДВУ!l1Я путами, а именно ~ 
пли с использованием выражений для матрпчных элементов 
рассматриваемых операторов в различных чпстых типах связи и 

дпагонализации матрицы энергип, пли псходя 113 соответствую_ 

щих матричных элементов в одпом определеНIIШI типе связи с 

последующпм применением матриц преобразоваппя, трансформп_ 
рующих ВОлновые функции от одного ТlIпа СВЯЗII (пм Может слу­
жить и промежуточная связь) к ДРУГО:\IУ. Эти 1IaТрIЩЫ преобра­
зования должны охватывать ТaIiже и случаи СЛОilШЫХ электрон­

ных Iюнфигураций, состоящих из нескольких незаполненных 
оболочен. 

Обычно чаще используется первый варпант. Это обусловлено 
развитым математичеСIШМ аппаратом, налнчием выражений нак 

для матрпчных элементов оператора энеРГПIl, так II электронных 
переходов в различных типах связи. Одпако более универсаль­
ным и леГБИМ, при наличии соотвеТСТВУЮЩIlХ маТрIЩ преобразо­
вания, является второй метод. Поэтому в данной главе мы лишь 
внратце рассмотрим получеНIIе матричных элементов оператора 

энергни в других, ОТЮIЧНЫХ ОТ LS, типах связи, а более подробно 
изложим методику преобразования волновых фУЮЩIlЙ одного ТП­
па связи Ii друго:\[у В с.тrучае сложных электронных нонфигура­
цпй, а таЮБе прпведем ряд таблпц, облегчающпх практичеСlюе 
пспользоваппе этоп меТОДИНII, II песколыю ПРIlмеров lIЛЛЮСТрИРУ­
ющnx ее эффеНТIIВНОСТЬ. 

Пусть имеются два полных ОРТОНОРМlIрованных набора волно­
вых Фуннций 1'1\1;) н lep), соотвеТСТВУЮЩIlХ одному и тому те 
энергеТIIческому спектру определенноii: многоэ.тrектронноЙ систе­
мы, но нлассифпцпрованному с помощью fшантовых чисел двух 
раЗЛIlЧНЫХ типов связи. Если этп функцпп нере.1Jятпвистские, то 
11 в различных тппах связи они будут иметь одну п ТУ ;Бе злеRТ­
ровпую конфигурацию; ес.ТIП же одним набором слуа,:ат реляТIl­
ВIIстснпе ФУШЩШI, то тогдн рассмаТРlIвае~IOе преобразование iSy­
дет связывать различные виды электронны:х RопфпгураЦI1Й; в по­
сдеднем сдучае это связыванпе ПОСIlТ прпб.ТIIIженныlI харю\тер. 
ПаПОМНИ~I, что в реЛЯТIIВИСТСНО:\I приб.ТШ;l,енип ооолочна эквива­
лентных элеfiТрОИОВ расщепляется на две подобо.тrОЧЮI, чпслО 
элентропов в каждой из которых ПЗ~lеняется II заВИСIIТ от велп­
чипы результирующего момента IiШIIIчества ДВlliБеПIlЯ обешс IIО)1-
оБО.ТIOчеR. 

От одного полного 0PTOHOp!\lIlpOBaHHoro баЗlIса волновых фунн­
цпii I ер), ОII1IсываЮЩJIХ раССlllатрпвае1rую clIcTe11Y, МЫ .мошем пе-
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еЙТII J\ другому I 'Фi) с помощью унитарного преобразования (бо­
р ее того, соответствующие матрицы преобразованпя могут быть 
:ыIрапъl реальными, тогда сама траНСфОРl\lация будет ортого-
пальной): 

I 'Фi) = ~ 1 q'i) (fP; 1 'Фi)' 
j 

I fP;) = ~ I 'Фд (1/1i I fP;)· 
i 

(11.1) 

(11.2) 

здесь матриЦЫ, осуществляющие это преобразованпе, связаны 
Ъ\енщу собой слеДУющпм образом: 

('ljJilfPj) = (fPjl~\)t. (11.3) 

Напомним, что матрица преобразования Dt представляет собой 
величИНУ, эрмитово сопряженную с матрицей D и получаемую из 
D ее транспонированием СП) и комплексным сопряжением (п*). 
"Упптарность матрицы подразумевает, что 

где D-I _ матрица, обратная D. В случае ортогональных 
соотношения (11.4) п (11.4а) нревращаIOТСЯ в 

лп =пп = 1, 
D =п-1• 

(11.4) 
( 11.4а) 

матриц 

( 11.5) 
( 11.6> 

Формулы, апа.ТIOгпчные (11.1) и (11.2), могут быть записаны 
тю;а,е в случае волновых ФУВlщий в промеЖУТОЧНО~1 типе связи: 

1 'Фi)ПС = }3 ai; 11/1;), (11.7) 
j 

1 f['j)пс = ~ Cj/j I ЧJk)' (11.8) 
k 

Здесь aij п Cjk - веса волповых фУНКЦИll некоторых двух чис­
ТЫХ Типов связи. Еслп волновые ФУВlЩИИ (11.7) и (11.8) имеют 
одни и те же собственные значения,- а это так, еслп мы рас­
С'I1Iтываем в раЗ.тIIIЧНЫХ ТlIпах связп матрпчные элементы ОД"JОГО 
и того iKe га'IШIЬТОШIaна, например, (5.1),- то меllЩУ ннин мож­
но УСТаНОВIIТЬ взапмно однозначное соответствпе, т. е. с точностью 
до фазового l\1ПО/I\Лтеля (выбираемого в данном С.тIучае равным 
~ДПНllце) заПIIсать 

( 11.9> 
Тогд в а, подставляя в (11.9) формулы (11.7) II (11.8) и прпнимая 
м о ВНlIманпе условпя ортопормированности BO.тIHOBЫX функций, 
ы ПОЛучаеl\[ следующпе СООТIIошенпя между весамп волновых 
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фующий двух чистых типов связи: 

Cjk = ~air (ЧJ" 11~г), 
r 

(11.10) 

aii = ~ Cik ('Фi I ЧJ,,)· (11.11) 

Выше IIIЫ везде исиодьзовали для обозначения волновой ФУНК_ 
цИИ простые СБобки, что соответствует нереЛЯТllВИСТСБОМУ слу_ 
чаю. Приведенные равенства МО<БНО примепять таБже и для пре­
образования весов реЛЯТИВИСТСБIIХ волновых функций в jj-связи 
R Beca~I других типов связи, однаБО в этом случае равенство типа 
(11.9) является приб.ТШ<БеННЫl\[ ввпду измененпя хараБтера вол­
новых фушщиU: и гамильтонпана, и в результате TaKoU: трапе­
формации теряется часть релятивистских эффектов. 

Таким образом, зная веса волновых функции в одном опреде­
денном представ.ТIении (тине связп), мы можем наПТlI соответ­
ствующпе веса в любой другой схеме связывания моментов на 
основаШIИ фОР~IУЛ вида (11.10) и (11.Н), не прпбегая для этой 
пе:ш к диагона:ПIзации матрицы энергии, и затем использовать 

подученные волновые фушщии для проведения расчетов ннтере­
СУЮЩIIХ нас величин (например, спл осцилляторов, вероятностей 
переходов п т. Д.). С другоi'! стороны, эти равепства могут слу­
жить для проверки правилыIOСТП пдентпфтшаЦПII энергеТlIчеСКIIХ 
уровней рассматриваемой конфшураЦИII. При неверной идентп­
фпкацпи уровней хотя бы в одном тппе связп равенства вида 
(11.10) илп (11.11) не будут пметь места. 

В случае преобразоваНIIЯ от jj l~ друтпм типам связн мы по-­
лучаем третий подход к учету реЛЯТИВИСТСБIfХ поправок в обыч­
ном переДЯТIШПСТСБОМ представлении - наряду с раССIlIOтренны­

IIШ ранее прпближением Пау;;ш (гамильтопиан (5.1» и методоМ 
эффективных операторов. Однако прп практичеСIЮl\I применеНИlI 
УБаЗaIпюij методИIШ необходп~IO пметь явные выражения для 
матриц преобразования Вllда (CjJ~IФг), поэтому дадее мы и пере­
ходим Б инложенпю методов пх пахоащения. 

Элементы теории матриц преобразоваНIIЯ. Простейший уже 
рассмотреннып пами пример использоваНJIЛ матрпц преобраэова­
нпя - переход от набора волновых функций в представленип не­
связанных моментов (mlms-представленпе) 1\ базису связаннЫХ '110-
ментов (jm-представлеНIIЮ) 11 наоборот (ФОРМУЛЫ (2.12) и (2.13». 
Соответствующи~ш матрпцами преобразования lIа:\I служили 1>.0-
эффпцпенты КТIебша - Гордана. ОДНaIЮ наиболее широко теорпЯ 
матриц преобразования прпменяется для трансформации БОЛlЮ­
вых функции П матричных эле~Iентов операторов от одного тнпа 
связи и ПОРЯДf,а связывания III0ментов (последний рассмаТРlIвалсЯ: 
в предыдущем параграфе) к друтому, а также для вычисленпЯ: 
последних. 

Теория матриц преобразоваНIIЯ весьма подробно изложена l' 

[91. В [Н] разработаны эффеБтивные и универса.'IьНые графпче-
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laI!) методы действии с I\оэффициентами Клебша - Гордана и 
~rаТРlщаl\Ш преобразования, использование которых позволяет 
егЕО наХОДIIТЬ выражения для самых сложных матричных эле­

~eHTOB операторов, сопоставляемых с физичеСI\Иl\Ш величинаМИt 
в различных Tlmax связи и производить неоБХОДIшые преобразо­
ваlIИЯ между ними. Здесь же мы приведем лишь самые необхо­
димые сведенlIЯ о матрицах преобразования и правилах пх вы-

ЧIIслеНИЯ. 
Сложение двух моментов количества движения (формула типа 

(2.12» непосредствепно обобщается на случай ПРОlI3ВОЛЬНОГО числа 
моментов. При переходе от двух к большему числу складываемых 
моментоВ уже недостаточно результирующего момента и его про­

еlЩИИ для полной характеРИСТИЮI волновоп фующпи связанных 
M01>leHTOB. С этой целью к ШIМ необходимо присоедпнить пр оме­
жуточные МОl\lепты. Кроме того, эти функции зависят от спосо­
ба сложения моментов. Связь между функциямп, привадлежащи­
MII 1\ разлп'IНЫМ способам сложеНIIЯ моментов, осуществляется 
I1осредством матриц преобразования. 

В I\ачестве примера раССI\IOТРИ:\1 сложенпе трех операторов МО­

ы�IIтпп КОЛlГlества движепия jl, j2 11 iз. Волновая фушщия несвя­
заНПЬПi: момеlIТОВ 

(11.12) 

будет собственноii функцией таl\ОГО набора I\ОММУТIIРУЮЩИХ опе­
раторов: 

jl, ]2, jз, jlZ' j2z, jзz. (11.13) 

Волновал фУНIЩJIЯ связанных моментов 

'ф (Ы.JзJihJМ ) '= 

= ~ 'ф (jlml)~) и:!m~) 'ф (jзmз) [т;l ;2 ;3 J] (11.14) 
ттт т2 тз М 

1 2 З 1 Jih 

будет собственной фушщиеii следующих операторов: 

ii, j~, j;, Jih' J~, J z , (11.15) 

где Jik =]; +]k - CYl\lMa любых двух из Сl\ла;J:ываемых МШIeНТОВ. 
ПослеДНIIЙ СОМПОfIштель в (11.14) называется обобщенным 1Ю­
эффпциентом Клебша - Гордапа; он может быть выраж/:'п "'1"/:'11/:'3 

СУМму оБЫЧIIЫ~ 1'D:)ффицпептов hлебша - Гордапа [9, 11]. Ofinfi­
ЩеПпе ФОР:\IУЛ (11.12) - (11.15) на случай произво.:rьпого числа 
Сl\ладьшае!\IЫХ :\Юl\lептов не представляет затруднеНIIЙ, при этом 
ЛlIlJIь ВОЗllIшае l' бо.т:rьшее чпсло (n - 2, если Сl\ладывается n мо­
ментов) ПРОIIJежуточных IIJоментов, уве.т:rичипается таюке 11 ЧIIСЛО 
различных путей их сложения. 
с '~I~lн.~еI\СЫ <i и k) при ПРОlllеsl_УТОЧНЫХ моментах указывают, 
J'~. ЮН l\аl\ПХ слагаемых моментов ЯВ.ТIЯется рассматриваемый 
'РО\J:ежуточпый. Совокупность значnов при всех промежуточных 
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и результирующем (в последнем случае они часто опускаются) 
моментах определяет способ связывания моментов. В способе свя­
зи удобно разmrчэть схему связи, часто определяемую раСПОЛQ­
жением скобок или запятых! обозначении волновой ФУНКЦllП 
и порядок связп, оппсываемыи расположением значков СRЛады~ 
ваемых моментов. Так, одну и ту же воmювую функцпю четырех 
моментов jl' j~, jз, j~ складываемых следующим образом: . 

jl+jз=J1з , j2+j~=J2~, Jlз+J2i=JIЩ (илп просто 1), (11.16) 

МОЖно заппсать так: 

'11'(; I;J 3; J IзI2~11З2~М1З2i)' 
'11'( «; l;з)llз(jJ i)12~)I1З2~М1З2i), 
'11' (;ljз(J13), Mi(J2~), llЗ2~МIЩ). 

(11.17) 
( 11.18) 
(11.19) 

При пеконкретизированном способе СВЯЗИ А в общем Случае 
фующпIO связанных моментов представим в виде 

( 11.20) 

где а = al, а2, ... , аn-2 - набор промежуточных моментов. 
Необходимо отметпть, что индексы в волновых функциях ука­

зывают не только НО1lера моментов, но и Rоордпнаты послеДНILХ. 

Обозначение знаЧRОВ координат следует обязательно сохранять 
при совпадении ЧlIсденных значений связываемых моментов (на­
пример, одноэдектронные спиновые моменты, орбитальные мо­
менты эквивалентных электронов и т. д.; В таких случаях момен­

ты обычно обозначаются в виде ;Ш, ;(k), .. J. При пренебреже­
нии индексамп Rоординат неизбежны ошибlШ в фазовых мно­
жителях. 

Если мы имеем две волновые функции связанных моментов, 
построенные при помощи двух различных способов сложения А 
и В, то переход от собственных функцш'l способа А к В осущест­
вляется с помощью матрицы преобразования, а именно: 

'ф ((Ы2 ... ;1I)ВЫЫ) = ~ 'ф ((jl;2 ... ;n)AaJ' лг) >< 
aJ'M' 

Х (Ul;2 ... ;n)AaJ' М' I Ul;2 ... in)BbJ М). (11.21) 

Уl\lНожая (11.21) на комплексно сопряженную функциЮ 
'Ф*«jlj~ ... ir.)Aa" 1" М") и пнтегрируя полученпое выражение по 
всем Ilеременпьш, мы устанавливаем, что матрица преобразом-
ния диагональна относитедьно 1 I1 М, а также не зависит от . 
Это обстоятедьство мы дадее всегда будем учитывать 11 
обозпаченпях. 

l\fаТРIЩУ преобразования можно выразить через произведеНlI:е 
коэффициентов Rлебmа - Гордана, просуммпрованное по Bcel\l 
проеКЦIIОНIIЫМ паРЮIeТРЮ\I. Последние являются дерСТВIIтельнЬ1-



§ Н. ВЗАИМОСВЯЗЬ МЕЖДУ ВЕСАl\IИ волновых Фуmщий 131 

qIlсламп. поз тому таковыми будут и l\<lатрицы преобразова­
МII 
nIlf{, т. е. 

«jljz.·· j,J A aJI.(jtj2", jn)Bb~ = . . . в . . . А 
-«Ы2."]n) bJl(ltl2 ... ]n) aJ). (11.22) 

Связь :матрИц преобразованпя с Зnj-КОэффJщиента:ми. Нак мы 
n:e упоминаю] выше, матрицы преобразования не завпсят от 

~роекцпй J\юментов, они выражаются через суммы произведений 
коэффициентов I\лебша - Гордана относительно всех проекцион­
ньп. параметров, llНЫМИ с,тювамп, через 3nj-Боэффициенты, опре­
деляемые каь некоторые суммы этих коэффициентов. Это дает 
воЗl\Юi};НОСТЬ пзучать свойства СПl\lметрии 3nj-коэффициентов на 
осповаНIIИ соответствующих свойств маТРIЩ преобразо.ваНIIЯ. 

Для выражения матриц преобразования через 3nj-коэффпци­
енты удобнее всего JICпош:'зование универсальных графических 
методоВ, изложенных в [9, 11] 11 прпгодных для матриц преобра­
зования любой сло~ностп. В ряде частных случаев можно это 
проделать и алгебраическпм путем, представпв рассмаТРImае!\lУЮ 
матрпцу в ВIще суммы произведений более простых матрпц, вы­
рал;еппя которых через 3nj-коэффицпенты уже известны. Ниже 
мы ПРlIведем соответствующпе ФОРМУ.тIы для трех и четырех скла­
дываемых моментов. В случае трех моментов пеобходпмо рассмат­
рппать лишь одну матрицу. Опа слеДУЮЩIIМ обраЗОl\1 выражается 
через 6j-коэффициент [3]: 

«(Ы2) J1Jз) J I ((jljз) J 1:J2) J) = 

= (_1)i2+jз+J12+JIЗ V(JI2 , J1зJ {; 12 ~12}. (11.23) 
1з 13 

i.. ) 
~14З , 

(11.24) 

Более ('ло;кных соотношенпtl мы не приводим, при необходи­
мости их Можно найти в [9, 11] плп установить с помощью из­
~oтeHHЫX в НИХ методов. Выражения для матричвых элементов 
ОЛЬUlинства операторов энергии (5.1) через радиальные инте­

Гралы и MaTpIIЦbl преобразоваппя пли 3nj-коэффициенты в слу­
Чае СЛОЖПых электронных Rопфпгурацпи ~редставлены в [14]. 
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§ 12. Сз)·чаЙ одной обозочки эквивалентных электронов 

Переход от LS - к j j -связи внутри оболочки эквивалентВЪrx 
электрOlIOВ. Все СRазанное в предыдущем параграфе о матриц 
.IiIреобразованпя ОТ одного типа СВЯЗИ R другому фактически o~~ 
носится к неэквивалентным элеКТРОIIам, Iюгда антисимметрич_ 

ность волновоп функции всеп. спстемы обеспечивается переСта_ 
новкой их квантовых чисел (Боординат). Это ПРИВОДпт к ПОЯВЛе­
нию I'РЯМОlr п обменной частей матричных элементов, к которым 
затем п ПРIlменяется пзложенная техпика маТРIЩ преобразоваппя 

Иную сптуацию мы имееl\1 в случае оболочки эквивалентны~ 
электронов. lIоследние по определению являются тождественны_ 
ми частицамп, имеющими одинаБОВЫП набор всех квантовых чи­
сел, поэтому удовлетворение принцнпу Паули при построении 
полной волновой функции должно осуществляться другим спосо­
бом. Обычно это делается с помощью геlIеалогичесЮIХ 1\0ЭффПЦи_ 
ентов рекуррентным образом. Антисимметричная волновая фУНК­
ция оБОЛОЧRП представляется в виде линейной комбинации соот­
ветствуЮЩIIХ фушщий (YiIie антисимметризованпой функции 
lN-I электронов п l' электрона) связанных моментов (формула 
(3.8) и аналОГllчное выражение в случае jj связи (3.9», коэффи­
циенты RОТОРОЙ (обычно и называемые генеалогичеCIШМИ) и обес­
печивают эту апmСIIl\lметричность волновой функцпи OTHOCJITeJIЬ­
но группы электропов lN-I и ПОС_Ieднего электропа l'. Поэтому 
при npеобразованпи оболочки IN от одного типа связи 1\ другому 
(обычно от LS к jj п наоборот, трансформации к LL-связи, ввиду 
очень малого ее распространения, мы рассматривать не будем) 
необходпмо учитывать требование антисиммеТРИЧПОСТII волновой 
фуmщии всей системы и обеспечить ее сохрапение при осущест­
влении преобразованпя к другому типу связи. Отсюда следует, 
'1то сами матрицы преобразованил должпы содержать множите­
ли, обеспечивающие это условие. Нак !\IЫ увидим ниже, этю.пI 
множителями опять-таки будут служить генеалогические коэф­
фициенты в LS- и jj-связи. С другой сторопы, OДHHaKOBOCT~ кван­
товых чисел для эквпвалеНТНЬL~ электронов ПрlffiОДИТ к значи­
тельно~IY упрощению соответствующих выражепий, хотя в таю" 
случаях для установлепия npавильных: фазовых множителей пе­
обходюю в матрицах преобра30вания учитывать порядок расIЮ­
ложения коордпнат электронов, что уже подчеркивалось R § 11. 

Если IlNaLS/) будет соответствовать волновой функции рас­
сма'W,иваеМОii оболочки эквпвалентных электронов в LS-свя31I, 

а Iljllj:2~lJl~2J2J) - в jj-связи, то тогда преобразования (11.1) 
и (11.3) будут выглядеть следующим образом [98]: 

IZNaLSJ) = ~ Ilj:lj:2~lJl~'!.J2J)X 
• J31JIJ32J2Nl 

Х (lj~lj:2~lJl~:!J2l\ iN~LSJ). (12.1) 
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I lj~lj:'!.~lJl~JlJ) = 
~ I N ) ( ~ N 1 N 2 ) = ~ l aLSJ l- aLSJ Iljl j2 ~lJl~;:J ~J . (12.2) 

a-LS 

НаПО~IНШJ, что jj-связь внутрп оболочии эививалентных элек­
у онОВ требует пспользования релятпзистсиих волновых фУRl{-

PJ<J" В то вреllIЯ I,аи LS - нерелятпвпстCIШХ, а равенства (12.1> 
цп , б" 
п (12.2) подразумевают ОДИНaIЮВОСТЬ пх со ственных значении. 
Чтобы по~черинуть последнее, :МЫ дЛЯ обозначения обеих 
фуниций, а тем самым - n матриц преобразования, будем исполь­
зовать ОДППaIшвые (круглые) скобкп, в отличие от соответствую­
ЩIlХ ВЫРЮI.ени:ii для релятпвпстскпх волновых функций и мат­
рпчпЫ'\: элементов (например, формула (5.96». Относительно 
точности фОРlllУЛ (12.1) и (12.2) необходимо Юlеть в виду ска­
занное в § 11 после формулы (11.Н). 

НаК правпло, в теории атома спсте!>ra фаз во:шовых фУНRЦИЙ" 
подбирается таким образом, чтобы генеалогическпе иоэффициен­
ты БЫЛII действительными чпслаll1П. В таком случае и рассматри­
ваемые матрицы преобразованпя будут вещественпыми. Заметим, 
что матрица преобразования в (12.2) согласно (11.6) является 
обратной соответствующей веЛПЧIIне в (12.1). Ввиду ортонорми­
рованности наборов волновых фУНRЦПЙ, эти матрицы также удо­
влетворяют условиям ортонормироваППОСТII: 

~ (lj~lj~2~lJl~2J2J IZNaLSJ) (Zl'iaLSJ Ilj;~j:;f>~J~B~J~J) = 
aLS 

= б (N]S~BIJl~2J2' N~N;B~J~~~J~), (12.3) 

~ fZN LSJ IZ.1\·l.N~A J А J J) 
.;.,J t- a JIJ2-"'11(J;;2 Х 

~JlI\2J2Nl 

X"(Zj~\j~2~lJIBJ2JlzNaLSJ)' б(аLS,а'L'S'). (1~.4) 
Символы в правых частях приведенных формул обозначают тре­
бование равенства численных значенпй штриховапных и нештрп­
xo~"aHIIЫX веЛIIчин, в ПРОТnВНЩI случае левая часть этих выраже­
lIПiI равна нулю. Эти более компактные обозначения введены 
IIместо ПРОIIзведения большого ЧlIсла Бронеl,еРОВСБIIХ дельт, рав­
llOro ЧIlСЛУ napallleTpoB. 

Перейдеlll к установлению выражений для указанных матриц 
ПреобразоваНIrя. Для этого МЫ IIЗ волновоii ФУНБЦИlI оБОЛОЧЮI С 
помощью одночастичного генеалогпческого Боэффицнента отде­
Ля~м ~дИIl электрон и переходим, согласно формуле (3.8), к ли­
неинов Комбпнации волновых ФУНIЩlIii связанпых моментов, уже 
:еаНТlIсимметричных ОТНОСIIтельно перестановки иоординат этого 
плектрона и остальных. Двухподоболочечную волновую функцию 
к реОбразуем апалогичныr.r образоr.f, используя формулу (3.9), 
СУММе двух ЛIIнейных lЮ~lБИlIаЦИll функций связанных иомен-
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тов, С одним отщепленным электроном в каждой подоБОЛОЧR 
Далее ~IЫ уже MOII\e~I примепять обычную теХIIПБУ матриц прео~: 
разованпя, Братко пзложенную в преДыДущем параграфе. Пред_ 

ставив однооболочечную и двуxnодоболочечную волновые фУНI{ЦИП 
через указанные велпчины с ОДНИМ отщепленным электроном 

и взяв интеграл по всему пространству от произведения эр­

мптово сопряжепноii однооболочечной функцпи на двухподоболо­
чечпую, мы получаем рекуррентное выражение для ИСКОМОЙ мат­

рицы преобразованпя через соответствующие велпчины для обо­
ЛОЧRИ с числом элеБТРОНОВ, на едипицу меньшпм: 

(ZNaLSJ IZj~1j:2~lJl~lJ2J) = V1 ~ (ZNaLSIIZ N-1 (а'L'S') [) Х 
N a/L'S' 

Х ~[VNl«(L'Z)L(S's)S)JI«L'S')J'(ls)j1)J) х 
J' 

Х ~ (_1)2072 «(J~J2) J'j1) JI «J~j1) J1J2) J) х , , 
131071 

Х (j~Г1(р~J~) j11 j~1~1J1) (ZN-1a , L' S' J' IZj:г1j:2~~J~2J2J') + 
+ v N 2«(L'l) L (S' s)S) J I «L' S') J' (ls) j2) J) х 

х ~,«(J1J~) J'j2)JI(J1(J~2)J2)J) (j:г1(~;J;)М j:2~2J2)X 
tl2о7з 

(12.5) 

в (12.5) мы ПJl.lеем две обычные матрицы преобразования, 
описывающпе измененпе схемы связывания трех моментов, и ещо 

две - четырех моментов. Учитывая возможности перенумерации 
моментов, а также появление фазовых множителей при переста­
новке складываемых моментов, выразим эти матрицы, согласно 

формулам (11.23) и (11.25), через 6j- и 9j-Rоэффициенты соот­
ветственно. В результате этого матрица преобразования волно­
вых функций от LS- к jj-связи примет следующий вид: 

( N L I·N 1 .N2 ) Z ::х SJ l11 12 ~IJ1~2J2J = 

=V[L,S]/N ~ (l~LS~ZN-1(а'L'S')l)Х 
a'L'S' 

[ {L' l L} . '{ J' J'} Х ~ [J'] V N 1 [j1' J1] S' s S ~,( _1)J1+Jго72+о7 ~2 1 Х 
07 J' 1· J"o7 1 J J 1 

1 "1 1 1 

Х (j~1-1 (~~J~)j11 j~1~1Jl) (lN-1 а' L' S' J' Ilj~г1j~2~~J~~2J2J') + 
{L' l L} .', + v N 2 [j2' J 2] S' s S ~ (- 1)'2+J1+J2+o7 {J 2 J1 J'} Х 
J' ;2 J 13;07; J 12 J2 
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(j~::-1 (B~J;) j211 j~2B2J2) (lN-1 а.' L' 8' J' Ilj~\\~Г1ВIJ1В;J;J') J 
(12.6) 

ТаКЮI обраЗОl\I, пспользуя формулу (12.6), мы можем рекур­
рентнЫМ путем, исходя ПЗ двух!лектронио" конфиrураЦИll, най­
'l"Il численные зпаченпя .tIскомоп матрицы преобразованпя для 
всех интересующпх нас оболочек эквивалентных электронов. Ис­
~ОДНЫМП являются двухэлектронные матрицы преобразоваНIIЯ 

(1~L8J !lj1j2J) = \ (1 .. (_1)L+S) V[j1' j2' L, 81 {~ ~ ;}, (12.7) 
V 11 12 J 

(l2L8J IZj2J) 0= 1 (1-1-( _1)L+S)(1_' (_1)J) [j] V[L, SJ{; ; И. 
(12.8) 

В последней формупе введено обозначение j = jl = j2 И учтепо из­
менение нормпровкп волновой фующии при переходе к эквива­
ПСIIТНЫМ электронам в смысле jj-связи. 

Частный спучай рН оболочки. Необходимые при вычиспении 
матриц преобразоваппя (12.6) rенеапоrические коэффициенты в 
LS- и jj-связп MorYT быть найдены для большинства практиче· 
СБП важных с.тrучаев в Приложенпи 11. Спедует отметить, что 
даже при вычпсленип указанных матриц для частично запопнен­

ных обопочек lN нам уже приходится испопьзовать rенеалоrические 
коэффициенты в jj-связи как частично, так и почти заполненных 
подоБОJIочек, поэтому в расчетах TaKoro рода очень важно 
наличие единой систе~IЫ соотношений между величинами, свя­
зывающпми допопнительные оБОЛОЧRII. Мы использовали чиспен­
вые значения rенеапоrических коэффициентов ДJIЯ почти запоп­
HCIIllblX оболочек, ВЫЧПСJIенные с помощью соответствующих ве­
mIЧИН для частично заполненных обопочек соrласно формулам, 
прlIВеденным в Приложении 11. Попученные таким образом чис­
ленные значения раСС).lатриваемых матриц преобразования от 
LS- (волновые функцип 'Ф) к jj-связи (волновые функции <р) для 
р" (N = 2 - 5) оболочки представлены в таблице 7. 

Заметим, что в работе [99] представлены анапоrnчные табли­
цы для чаСТIIЧНО заполненных р" и dN об0почек, однако в ней 
ПСПОльзовалась друrая система фаз для rенеапоrических коэффи­
цпентов, в результате чеrо знаки некоторых матричных эпемен­
Тов ОТпичаются от приводимых нами. Мы приведем табпицы (и 
счбптаеlll это цепесообразным) также и дпя почти заполненных 
о опочеR, так как если в LS-связи состояния дополнительных оболо­
чеR характеризуются совершенно ОДlIнаково, то в jj-связи из-за 
разпичвоro разбиеНlIЯ допопнительных обопочек на подоболочки 
ВО;ЗНИRают затрудненпя при установпении соответствия между 
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т а б л n Ц а 7. Чllсленные значеlШЯ матрпц преоGразовашш 

от L8- к jj-Связп в конфпгураЦIIИ pN(N=2-5)*) 

hонфпгурацпя р2 . 

lSU -1/VЗ V2/VЗ 
эро -V:2IVз -l/VЗ 
ЭРl 1 

-

ЭР2 1;VЗ v:uvз 
lD2 -1/1/Vз 1/VЗ 

I~онфпгурацпя р3 

2Pt/2 1 

483/2 -112/з У5/3 -V7)'з ~/. 

2РЗ/2 -1/У2 1/Y~ 
2DЗ/2 V5/ЗV2 2/3 У5/31/2 
2D5/ 2 1 

({онфпгурацпя р! 

JSo 1I2/VЗ 1/VЗ 
эро 1/VЗ -1I2/VЗ 
ЭР1 -1 
ЭР2 -1/VЗ 1I:ЫVз 
lDa V211з 1/11з 

Rонфигурация р5 

~I I [!]2[~]30~ ~ 2 2 22 

1 
1 

*) Заметим, что конфигурацпп Вllда [~12, [~]4IIринад.1:ежат заполненнЫМ обо­
ЛОЧКаМ u соотвеТСТВУЮЩllе гевеалОГll!lескпе КGЗффпцш'нты в (12.6) равпы-1 • 
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:vJI[. При ЭТО:\I пеобходшю учесть появление дополнительных 
пп. v б 
фззопЫХ ~rнvOa,~IТe.'Iel1 для :\IaТРИЦ прео разования в сдучае :rОЧТII 
ззпо.iIненноп ооолочки по сравнению с частпчно заиолненнои. 

В заключение данного параграфа рассмотрим прпмер практи­
qeCI~OfO прпменеНIIЯ изложенной методпкп преобразования от jj­
J\ [JS-СВЯЗИ' 3;щсь В03;\Ю,ЮIЫ два пути. Первый заключается в 
uреобразоваюПl l\~.атрIIЦЫ некоторого оператора (например, энер­
гпп) составлеННОI1 в определ:енном тппе связи, к другому - с по­

следующей ее дпагоналпзацuеЙ. В рассматриваемом случае [N 
оболочк.l, ска:шрного оператора п преобразования от jj- к LS-свя­
зU получим 

( N N ) (Z!\'"aLSJ 1.1& IZNa' L'S' J) ;:::::: ~ P1aLSJ Iljl lj2 2Bl·TlB~J2J .. 
f.)I J IB2J 2N 1 

f.)~J~B~J;N~ , , 
./ • .'Ii1 .N2 .N1 .N 2 ' , , , " 

х '-)11 12 ~IJIB2J2J 1.1& 1 1l} 12 ~lJl~2J2J/: , , 
( Nl 1\2 ' , " N"') '~ ljl j2 PIJl~2J2J Il а L S J . (12.9) 

Однако практически более удобным является преобразование 
весов волновых фушщий промежуточной связи с llспользова­
нпем формул впда (11.10) шш (11.10. След унитарной матрицы 
лнвариантен относительно унитарных преобразованпii:, поэтому 
набор матриц определенного оператора в различных типах связи 
после диагонализации имеет однн и те же собственные значе­
ния; по этоп причине нет необходимости в составлении указан­
ных матриц в каждом типе СВЯЗIl 11 последующей их диагона:IН­
зации - достаточно это проделать для одного типа СВЛЗll, а за­

те\{ при поиске ОПТИl\lального тппа связи производпть соответ­

стпующие преобразовашIЯ весов БОЛПОВЫХ функций. 

т а б л 1'1 Ц а 8. 3начсНlIЯ эперпш уровней КОНфlIгурацlI1I 1s2 2s2 2р2 
относите.:l:ЬНО нижнсго уровня ЭРо (в а. е.) и собствеmIые функции 

о о 993Po+141So 89(89)p~0+45(-45)p.i-o 
Са ХУ 0,1646 0,1606 973Р2-23 lп2 75(75)p_p+2+66(66)p.i-2 

0,5044 0,5035 23ЗР2+97 1D2 -66(-66)р_р+2+ 75(75)p~2 

- 1.0532 1,0529 -14ЗРо+99 1S0 -45(45)р:' 0+89(89)p~0 

о О 96ЗРо+26 IS0 94(94)р:О+ЗЗ(-ЗЗ)р~0 
Fe ХХI 0,5241 0,5202 88ЗР2-48 1п2 90(91)p_p ... 2+44(42)p~2 

1,1029 1,1094 48ЗР2+88 1п2 -44(-42)p_p+2-1-90(91)p~2 
1,8502 1,8596 -26ЭРо+96 1S0 -зз(зз)р:.о+94(94)р~О -
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В таблице 8 в качестве ПРII:\lера представлены числеНные зна­
чения энергии, отсчитанные от нижайшегu уровня "Ро И ВЫЧIIС­
ленные в приближениях Хартрп - Фока - ПаУ;'Ill и Дираl-\а_ 
Хартри - Фока, а' также соответствующпе веса волновых ФУНК­
ций, умноженные на 100. В последней колонке в скобках пре~_ 
ставлены веса волновых функцпil, полученные преобразоваllием 
весов предыдущей КОЛОНЮI (LS-связп) к jj-связп. Они практи_ 
чески совпадают с наЙденнье.ш в релятивистском приближении. 
Различия в знаках некоторых недиагональных элементов не ОТ­
ражаются па велпчпнах фпзпческих характерпсТlШ, вычисленньГ{ 
с ЭТШ\IИ весами. 

§ 13. Две оболочки эRвпвалентныx Э.:JеКТI)ОНОВ 

Матрицы преобразования от одного типа связи к другому в 
случае неэквивалентных электронов. ВО l\ШОГIIХ физпчеСЮIХ за­
дачах приходится встречаться с возбужденньпш электронньши 
КОНфlIгурация~lИ, СОСТОЯЩШ\III пз неско.'lЬКПХ незаполненных обо­
лочек или, по крайней мере, ШlеЮЩIIl\ПI О~ШI Э.'lектрон сверх 
незаполненной оБОЛОЧКIl. ПозтU:\[у необходюю рассмотреть осо­
бенности преобразоваНllЯ волновых функций II матричных эле­
ментов операторов от одного типа связи R APyrO:llY ПРИ:lIеПlIтель­

но к уназанпым конфпгураЦИЯllI. 
Во второй главе мы прпвели выражепия для матричных Э.Jе­

ментов оператора энергии (в TO~I чпсле д.'lя II30ТОШlЧеского C;.J:BII­
га и сверхтонкого взаимодействия) в LS- и в jj-СВЯЗII (нереля­
ТИВИСТСЮIе и релятивистские ВОJПювые ФУНКЦIlИ соответственно). 
В §§ 10-12 мы рассмотрели способы переХО;J.а от jj- к LS-СНЯ3J1 
И обратно, основное ВНИl\laние уделяя СJlучаю оболочки ЭКВIlВа­
лентных электронов. Теперь ДОПОЛНИl\f эти данные преобразова­
ниями к ДРУГИМ возможньш, согласно формулам (10.1)-(10.4), 
типам связи. 

Здесь возникают два качественно отличных случая. I\ перво­
му причислим преобразования, сохраняющие типы связи внутри 
оболочек эквивалентных элеКТРОIlОВ; второп случай будут со­
ставлять преобразования, охватывающие измененпя типа связи 
как между оболочками эквивалентных электронов, так и внутри 
них. 

Рассмотрим первую группу преобразований, являющихся пап­
более простыми, поскольку ОllИ не требуют включения в соот­
ветствующие матрицы преобразования генеалогичесRИХ коэффи­
циентов. Необходимость использования промеЖУТОЧIIОГО ТJlпа 
связи особенно ярко про является именно в случае конфигура­
ций такого рода, И поэтому при выборе любого (пусть и наиболее 
близкого R действительности) типа связи все равно приходптся 
затем диагонализировать матрицу энергии. 
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При выборе ОНТИ~Iального тппа связи мы опять, I\aK И В пре­
ы ущеl\l параграфе, П~lее~1 две возможностп: ~Ibl ~IOже:\{, имея 
;ы~ажевия для матричных элементов paCCl\laTplIВae~Iblx операто-

в энергиИ в одном определенном тппе связп, траНСфОР:Шfровать 
~ с помощью :матриц преобразованпя к ~PYГOMY ТIшу (формула 
~~па (12.9», а зате11 производить пх дuагоналпзацию. Другой, 
боnее ПРОСТOIUI путь - вычислить матрицу энергпп только одпн 

pa~, напрпмер, в хорошо изученной LS-связи нан внутри обо­
лочеБ, тан и между НИ~IП, а затем для нахожденпя оптпмального 

ТlIпа связп производпть преобразования весов согласно формуле 
вида (11.10) от LS-свлзп но всем ДРУГИ!\I ВОЗl\lОЖНЫ~[ тппю\[ свя­
зl1. Однако в обопх случаях неоБХОДИl\IЫ выражения ДJЯ соот­
ветствуЮЩIIХ матриц преобразования, ПОЭТО:\IУ н их опре,'l;елению 
МЫ 11 переходим далее. 

Если преобразование не затрагивает типа связп внутри обо­
лочки ЭБВпвалентных элю,тронов, то случай двух оболочен по 
своеб структуре идентпчен нонфигурацпп, состоящей пз двух 
JюЭБВпвалентных ЭЛel(ТРОНОВ. Тогда возможны те же саllIые типы 
свлзи (2.18)-(2.21) и (10.1)-(10.4), поэтому прпведепные ниже 
'1штрипы преобразованпя будут одинаБОВО пригоДны БаБ для 
двух неэнвпналеНТIIЫХ элентронов (моменты и, отчасти, тпп свя­
ЗИ обычно обозначаются строчными буквами), тю, и ДЛЛ двух 
оболочек (ио~rенты н тип связи обозначаются проппснымп бунва­
мп). Последнпе обозпачения мы будем ПШl\е использовать. На­
ПОМНIIМ, что выражеипя для матрпчных элементов одноэлентрон­

ных операторов энергип, ЯВ.ilЯЮЩИХСЯ ПОЛНЫМll СliaляраМII, не за­

впсят от Тllпа связи. 

Преобразовюше матричных элеl\lентов оператора энергии от 
LS 1\ другому ТIIПУ связи по аналогии с (12.9) в общем случае 
двух оболочен эквивалентных электронов, внутри которых дей­
ствительна LS-связь и результирующие моменты БUТОРЫХ соот­
ветственно равны LjSt П L2S2 , осуществляется согласно формуле 
(ра,'l;П простоты мы опуснаем обозначения саМIIХ оболочен и до­
ПОЛIштельных Бвантовых чнсел, различающих теР11Ы оБОЛОЧБП 
Э}\ВlIвалеНТlIЫХ электронов с теми же самымп L п S); 
( L S L ' , , , , , ) 

1 1 ~S2TIT2JI~ILlSlL2S2TlT2J = 
= ~ (LlSlL2S2TlT ~1LlSlL2S2LSJ) Х 

LSL'S' 

Х (L1S lL2S2LSJI d6IL~S~L~S;L' S' J)(L~S~L~S~L' S' JIL~S~L~S~T~T~J). 
(13.1) 

Здесь Т1Т2 п T~T~ представляют собой ПРО~lежуточные моменты, 
IЮНБретные СИl\IВОЛЫ дЛЯ lЮТОРЫХ зависят от выбраIIНОГО типа 
связп (10.1)-10.4). ПО ЭТIШ же ПРllчинам в матрицах преобра­
зованил формулы (13.1) не УБазаны поря~ок и схеll1а сложения 
Моментов. Явный вид этих l\JaТРИЦ мы получае;\l при Iюнкрети­
зации тппа Свлзи согласпо схемам сложеНIIЯ l\Ю~Iе]IТОВ в (10.1)-
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(10.4). Все ЭПI матрицы преобразования соответствуют ПЗl\lене_ 
ПИЮ способа сложения четырех или трех (четвертый Остается Не­
изменным) MO~leHToB. Согласно методике § 11, Прll ПСПО.1IЬЗОва_ 
иии формул (11.2З)-<11.25) плп их модпфикацпu мы получаем 
следующие выраженпя матриц преобразованIlЯ от LK-, JK- П ll­
к LS-связи, И наоборот, через 3nj-коэффициенты: 

«« L 1L 2 ) L' SI) /(S2) J I «L1L 2 ) L (SIS2) S) J) = 

= (_1)L+S1+S2+J б (L, L') У[К, SJe1 ~2 ~}, (13.2) 

««L1S 1) J 1L 2 ) KS2) J I «L1L 2) L (SIS2) S) J) = 

= (_1)L2-s2+JгJ YtJl,K,L,Sj{~1 ~: ~J{; ~2 ~}, (13.3) 

«(L1S1) J 1 (L2S 2 ) J 2 ) J I «L1L 2 ) L (SIS2) S) J) = 

(
L1 SI 

= Y[J1 , J 2 , L, Sj L 2 S'!. 
L S 

J 1) 
~2' (13.4) 

Аналогичным образом выражаются и остальные AUlтрицы пре­
образования от lK- к LK-, от ll- к LK- и lK-связи: 

«(((L1S1) J 1L 2 ) KS2) J I «(L1L 2 ) LS1) к' S2) J) = 

=(_1)L2+S1+Jl+Lб(К,К')У[Jl,L]{~1 ~~ ?}, (13.5) 

«(L1S 1) J 1 (L 2S 2) J 2 ) J I «(L1L 2 ) LS1) KS2) J) = 

L-Вt+S2+J ,г {L1 SI J 1' fL2 S2J2' 6) =(-1) у [J1,J2,L,К] к L 2 LJlJ J 1 KJ' (13. 

«(L1S 1) J 1 (L~S2) J 2) J I «(L1S 1) J~L2) KS2) J) = 

= (_1)Lz+Sз+Jl+J б (J1,J;) Y[J2,Kj{7 ~: ~2}. (13.7) 

НаН уже упоминалось, эти матрицы ввиду пх деiiствитель­
ности являются симметричными относительно транспонирования. 
Нроненеровснце дельты появились в формулах (13.2), (13.5) 11 
(13.7) в реэультате упрощения матриц, содержащпх одинаковые 
блоки СRладываемых MOl\reHTOB в левой и правой пх частях. 

Из полученных формул ВИДНО, чТо рассматрпваемые ма'.рицы 
преобразования имеют очень простой вид. Они выражаются че­
рез один или два 6j- пли один 9j-коэффициенты, поэтому легкО 
могут быть вычислены с помощью алгебраических формул илU 
таблиц чпсленных значений указанных величин (см., например, 
При.ilожение 1 или [11]). 

Переход от LS- к ll-связи удобно совершить в два этапа: 
вначале перейти от LS- к LK- или lK-связи, а уже затем­
к JJ-связи. ТаБИМ образом мы избегаем вычисленпя, 9j-Rоэфф11-
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пентОВ, необходимые табшщы для БОТОрЫХ ввнду ПХ большого 
Ц .• е"а отсутствуют, и ограППЧIlваюrся пспользованn:е~l лпшь 
ООЪ ". 
6 ·_JюэфФициентов. 
J используя прпве~енные выше Быражеппя ;J::IЯ 'IaТРПЦ пре-
образования, мы може~f по:rучить согласно (13.!) формулы для 
1JатРИЧНЫХ элементов оператора эпергпп в лю~БО~l рассмотрен­
HO~ типе связи и после диагона:шзации полноп :.rатрицы энер­

гиИ БлаССПфIЩировать уровни с помощью напбо::rее близкого к 
действительности типа связи. Однако соответствующие выраже­
IПIЯ (они ~югут быть найдены, на,?ример, в [14]), как правило, 
имеют значптельно более СЛОЖНЬШ, чем в LS-связи, ВИ;J: п по­
этоМу неудобны для практичеСRОГО пользоваНIIЯ. ;:I:еiiствительно, 
наиример, если матричный элеl\rент оператора энергии электро­
статпчеСIЮГО взапмодействия между ДВУ!\IЯ оболочками, между 
J-;оторЫМII реалпзуется LS-свя~ь, из 3nj-коэффпцпентов содер­
жI1т ТОЛЬБО 6j-Rоэффициенты (формулы (6.7), (6.Ю, (6.14) и 
(6.15», то прп JK- или JJ-связи ~fежду оБОЛОЧRа!\1И в соответ­
ствующих выражениях (фОР!'tIУЛЫ (24.17г) и (24.18г) в [14]) уже 
появляются 24j-коэффициенты, вычисление которых очень слож­
но. ИСR.Т[ючепие составляют лишь двухэлектронные матричпые 
эле1rенты в jj-связи, еСЛlI учитывать тот фаRТ, что, каЕ и в 
реЛЯТПВIIСТСЕОМ случае, пх зависимость от орбптальных Бванто­
вых чисел содержится ЛIIШЬ в радиальных интегра.lах и IIпогда -
в фаЗОВО~1 множителе [80]. Прп этом ус;товии, напршteр, угловая 
часть суб~lатрпчного элеl\Iента упрощенного оператора энергии 
взаllмодеuствпя сшш- орбита равна (двухэлеRТРОННЫЙ матрпч­
ный элеl\lент распадается па сумму прпве;t;енных нпже одноз:rек­
тронньп( велпчпн) 

(zjll (ZЩ .S(I» IIZj) = l/~ [( - 1)1+;-1 2 (3j + 1) - 2]. (13.8) 

УRазанное рассмотрение легко может быть обобщено также 
п на с.'IучаЙ большего числа оБОJочек В це::rО)1 же. меТОДИЕа 
вычисления матрпцы энерГИIl в различных тппах связи с по­

следующей ее диагонализацией значительно более трудоемна, 
Чем выбор ОПТП:'lIaЛЬНОГО типа связи с ПО!lЮЩЬЮ преобразования 
весовых RОЭффlщиентов согласно (11.10). ОднаRО ~ля этого не­
оБХОДИ~IЫ ~IaТРИЦЫ преобразованпя, Вlшючающпе IIЗ~lененпе ти­
I1J. связп уп,е внутри оболочки ЭIiвивалентных э.lIеЕТРОНОВ. 

Матрицы преобразования ПР" изменешш Тllпа связи внутри 
оБОЛО'lеR Эl\вивалентных Э:Iектронов. Еслн ВНУТРII оболочеЕ имеет 
Место JJ-связь и нас интересуют преобразованпя, сохраняющие 
тип связн, тогда важнымп ЯВJЯЮТСЯ лишь траНСфОРl\Iации, из­
меНяющие схему связывания четырех момептов ВОЗНИЕШИХ че­
Тырех ПО;J,оболочек от паралле:rьноiI к последовательной и нао­
??рот. Соответствующая матрица преобразоваНIIЯ будет выра­
il\аться со::ласно фОРl\lуле, аналогичной (13.2). Поэтому нам оста-
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ется рассмотреть случай, когда меняется от jj h LS Тип Сня" 
б оIJ 

внутрп О О:IOчек эквпвалентных элеБТРОПОВ двухобоаочеЧIIОЙ КОН-
фигурации. 

Nl N 2 
В случае двух оБО:IOчек 11 l2 IIХ СУМlIIарные моменты. как 

уже ГОВОРИЛ ось, могут быть сложены в резу.lJЬТИРУЮЩИЙ четырь_ 
мя ОСНОВНЫlllII типаllIП связей (1О.1)-(10.4), а мо:\шнты четырех 
~.одоболочек, на которые «расщепляютсю> две оБО.;IОЧЕИ При 
]J-СВЯЗИ, могут складываться согласно указанным cxelllaM Па­

ралл('льно, ИЛИ последовательно. Вначале раССlllОТРПl\I СЛУЧай 
когда подоболочки складываются параллельно. Тогда, поступа~ 
аналогично случаю одной оболочRП, находи?\! следующее выра­
жение для двухоболочечной матрпцы преобразованDЯ через од­
нооболочечные: 

(13.10) 

(13.11) 

Совершенно таким же образом IШИ, что еще проще, пере­
ходя в левой части (13.9) с помощью обычных матриц преобра­
зования к желаемым способам сложения моментов, в оставших­
ся LK, 1 К и 11 типах связи между оболочкамп получИll[ 

( Nl N 2 ) L-J+S1-S2 У J II 12 LKJIJ1J 2J =(-1) [L,K,Jl' 2]Х 

X{~1 ~: {}{~2 ~: ;} (N1 1 N1_N1+)(N21 N2_N2+) , (13.12) 

(1~11~zJ~KJIJIJ2J) = (_1/1+Lz+S2+J l\(Jl,J~) Y[K,J2] х 

хе2 ~: ~}(Nll N1 _N1+) (N2 1 N 2_N2+) , (13.13) 

(1~tz:2J~J~J I J 1J2J) =б (J1J 2, J;J~) (N11 N 1_N1+) (N2 1 N 2_N2+)' 
(13.14) 

При последовательной схеме связывания моментов подоболо­
чек рассматриваемую матрицу преобразования обозначим ynpo-
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(13.15) 

(l~11:2 J~KJ I J 1J 12J) = 

- + 
= (_1)~+S2-J2-J2с')(Jl,J~) Y[J12 ,K] (N1 IN I-N 1+)X 

х ~ (2J, + I)(N, I N,_N,.) {;: ~' ~:,} I~' ~: ~'J. (13.18) 

(l~1Z:2J;J2JIJIJ12J) = 
- + 

= (_1)J2+J2+J1+J с') (J1 , J~) Y2J12 + 1 (N11 N 1_N1+)X 

X~ У 2J2 + 1 (N2 1 N 2_N2+) (~l J 2 J 12]. (13.19) 
J 2 J 2 J J 2 

Все приве,з;енные выше матрицы преобразования удовлетво­
ряют УС':IOВИЩI ортонормированности вида (12.3) и <12AJ. Они 
могут быть примепены или для преобразования матрицы энер­
гии, Вычислепной в определенном типе связи, К другим типам 
связи (тривиальное обобщение формулы (12.9) на другие типы 
связи и большее число оболочеJ\) с последующей ее дпагонали­
зацией, пли, что является БОJее простым и удоБПЬПI,- для пре­
образования весов ВО':IПОВЫХ ФУПJ\ЦПЙ опреде:rенного ТIIпа связи 
1( ДРУГЮI. 
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ПРlIмеры установления ОПТJIl\laJIЬНОГО тппа связи. П риведен_ 
ные выше выражения для :матриц преобразования охваТывают 
праl\тическп все неоБХОДЮlые случаи. O;J,Hal\O пх использование 
довольно сложно, ПОЭТОllУ В случае напболее часто раССlllатри_ 

:>:1 1\'1 
ваемых l\оифигурацпй вида II s И l. р МОЖНО псходить из не-
Сl\ОЛЬКО упрощенных формул для соответствующих матриц пре­
образоваНIIЯ н jj-связи [981. 

в качестве иллюстрацпп раСС!lfОТРП11 применение описанной 
методики для установления оптпмального типа связи. Напри­

мер, для Kr XXVII в l\онфпгурацпи ls22s22p5 3d имеются два 
уровня зрз п 3D.1• (с энергией, равной 65,7168 и 65,6276 а. е. со­
ответственно, а относительно конфигурацпи 1s22s22p6 - четвер­
тый и шестой, поэтому эти HO~Hepa Иl\I 11 присвапваем), ВОлПовые 

.... пс пс 

функции В промежуточноп связи <Р4 11 {j)o которых, полученные 
в релятивпстском приближеппп исходя Ш! jj-СВЯЗII, имеют вид 
(веса, как обычно, умножены на 100 п l\оэффициенты меньше 
десяти отброшены) 

". {<p~c = 70<Р4 + 70q'6' 
JJ. пс О ~ 

(jJ6 = - 7 'Р4 + 11Ч'6' 
При использовании других тппов связп (LK, JK и LS) по­

лучаем следующие выражеНIIЯ для раССl\lатрпвае~IЫХ волновых 

фующий в промежуточпом пше связи соответственно (в первых 
двух случаях используются толы\o ~lатрпцы преобразоваппя, 
в третьем функции получены путем диагона;Jпзации соответству­
ющей матрпцы, исхо;:/Я из LS-связп, а РЯ;Э;ШI в скобках приве­
дены аналогичные величины, найденные нз ре:IЯТПВИСТСКОГО при­
ближения прп траНСфОР1IaЦПП волновых функций от jj- l\ 
LS-связи): 

LK: {х7' = 73Х4 -;- 63Х6 - 23Х9 + 15х.о, 
x~c = - 63Х4 + 68Х6 - 22Х9 + ЗОZ10, 

JK: {11~C = 93114 + 361']6' 
11~C = -37114 + 93116' 

LS (jj -+ LS): {'Ф~с = 65 (65) 'lj;4 + 63 (59N6 +16(19)'I'9-41( -43)~'Io, 
'ф~с = _ 69 (-67) 'Ф4 + 68 (69) 'Фв + 24 (29) 1)19' 

Из сравпеШIЯ весов волновых ф)ТННЦIIП С.чедует, что в дан­
ном случае наилучшей оказывается JК-связь. l\ аналоГИЧНОМУ 
выводу приводпт такое же рассмотрение весов волновых фУПl\­
ций других уровней. Наличие JК-связи в ионах, имеющих нон­
фигурации вида [N[', СВИ;J,етельствует о T011, что ВНУТрИ оболоЧ-
ни [N определяющпми являются ре.llЯТПВИСТСl\ие эффекты, в тО 
время кан возбушденпыii внеПlНиii элеI,ТРОП вполне может бы~ь 

"-
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описан с по)ющью перелятивпстскоii: волновой функции. Бли­
~!OCTЬ весов ВОЛНОВЫХ функций LS-связи, получепных с по~ющью 
рассмотренных матриц преобразованш~ от jj- R LS-связи, а так­
же вычисленных при непосредственнои диагоиалпзацип матрицы 

энергии в пре;з;ставлении Паули, свидетельствует о том, что ре­
лятивистские эффекты учтены в последнем достаточно хорошо, 
а уровни в раз:шчных типах связи идентифицированы правильно. 

ИСИОдl.зуя ~Iетод ире образования весов от одного представ­
ления к Beca~1 в другой CXel\Ie связыванпя, на примере конфи­
гурации 1~2s22p3s изоэлектронного ряда углерода l\lЫ иокажем, 
"aI{ меняется тип связи с увеличениеlll степени ионизации. Веса 
волновых функцпй в LS-связи найдены в приближении Хартри­
Фока - Паули (табл. 9>. Уровни в LS-связи обозначаются как 
.Р! 11 зр •. 

Из таблицы 9 наг.l:ЯДНО виден переход от LS- R jj-связи ири 
1I0зрастании степени ионизации. Выбор наилучшего типа связи 
СIl.JIЬНО зависит от того, являются !Ш электропы экшшалентными 

т а б л и ц а 9. У~lНожеlШblе па 100 веса волновых фуmщпii Iюнфиrypaциii 
1? 2s2 2р 3s ряда понов паоэлектронноii последовательн()сти углерода 

в LS- и jj-СВЯЗП 

LS jj 

~ [ ;][~]I [;]21 ИОН Iр, ар, 

~e V 99,7 7,6 85,8 -51,4 
-7,6 99,7 51,4 85,8 

Са XV 92,3 38,6 97,6 -21,8 
-38,6 92,3 21,8 97,6 

Си ХХПТ 86.0 51,0 99,7 -8,0 
-51,0 86,0 8,0 99,7 

Rh XL 82,9 56,0 99,9в -2,2 
-56.0 82,9 2,2 99,911 

или нет. Сравненпе результатов расчетов конфигураций 2p~ п 
2p3s изоэлеКТРОННОl"О ряда углерО;::J;а показывает, что в первом 
Случае LS-связь начинает ДОl\llIнпровать Д:'Iя понов приблизи­
тельно на десять БО:Iьшей кратпости ионпзации, чем во втором. 

Используя ОПlIсанпып lI1етод преобразованllЯ волповых функ­
циii СЛОlliПЫХ Э:lектронных конфигураций от одного тппа связи 
R ДPYГO~lY, l\IЫ !lЮЛiеl\I ПО.7IУЧПТЬ соответствующие выражения и 
для матричных э.1lЮЮНТОВ операторов, сопостаВ:IЯемых с физп­
чеСI{ИМи веЛIIЧlIнаl\IП. При ЭТОМ надо иметь в впду, что МЫ ~.IO­
жем использовать как обыч-пыii неРСJIЯТИВИСТСIШЙ гамильтониан 
с реЛЯТlIВПСТСКПl\lП поправнюш, T<I!> II ре.:IЯТПВllстсниil оператор 
энергии в приближении Бреiiта. 



гл. 3. СООТНОШЕНИЯ llШiБДУ ТИПАМИ связи l\ЮlliЕНТОв 

Использование матриц преобразованпя от jj R другим типам 
связи дает возможность изучать многоэлеRтронные атомы и ионы 

с учеТОlll основной части релятивистских эффеRТОВ и классифи_ 
цировать уровни в оптима.ilЬНОМ типе связи. Этот ПОДХод явля­
ется альтернативой двум рассмотренным ранее методам учета 
релятивистских эффектов: приближению Хартрп - Фока - Пау­
ли и MeTO~y эффеь."Тивных операторов. Уназанныu подход, кю, И 
:метод эффективных операторов, сохраняет косвеннып реляти­
ВИСТСRИП эффект, чего нельзя сказать о приближенпи ХФП. Су­
щественньаI отличием этого подхода от метоДпки эффективных 
операторов является то, что в первом из них реЛЯТИВИСТСкие 

эффекты учитываются KaR в радиальной, так и СПИН-угловой 
части волновых функций всех электронов с пос;;rедующим пере­
ходом R LS-представлению, в то время как в :методе эффектив­
ных операторов они учитываются в радиальной функции для 
всех элеRТРОНОВ, а в спин-yrловой - для одного ПЛИ двух (в за­
ВИСИМОСТII от харантера рассматриваемого оператора), эатем 
совершается переход к LS-представ.ilению с последующим обоб­
щением на все электроны aTo~la. 



ГЛАВА 4 

ОСНОВНЫЕ ВЕЛИЧПНЫ ТЕОРИИ 

ЭЛЕКТРОННЫХ ПЕРЕХОДОВ 

§ 14. Операторы элеRтрпчеСЮIХ п маГНIIтных 
мультипольньnпереходов 

Иласспческое рассмотрение операторов элеRТРОННЫХ перехо­
ДОВ. ДО настоящего времени мы рассматрпвали CTPYRTYPY и свой­
ства отдельного ни с чем не взаимодействующего атома или 
иона. Взаи:модеiiствие в неЯВIТО~I впС{е прпсутствовало, Rогда мы 
говорили о возбужденных состояниях. ОДНaIЮ мы обсуждали 
ЛИШЬ CTPYRTYPY И методы описания возбужденных состояний без 
выяснения механизмов их получения и длптельности их суще­

ствования (времени жизни). 
Атом в OCHOBHOl\1 состоянии :может пребывать беСRонечно дол­

го, в противовес возбужденным состояниям, время жизни ROTO­
рых Rонечно и ЯВ.'Iяется, наряду с энергетичеСRИМ спектром, од­

ной из основных спеRтральных хараRтеРПСТИR 1>вантовомехани­
чеСRОЙ систе~IЫ. Способы (Rаналы) распада возбужденных со­
Стояний весьма многообразны, и реализация Rаждого пз них 
зависит от -КОНRретных физичесRИХ условий. Они делятся на два 
},рупных Rласса: радиацпопные, связанные с излученпе~1 энергии 

в виде одного или пеСRОЛЬRИХ RBaHToB электромагнптного поля, 
и безрадиационные, при RОТОРЫХ рассматриваемая система воз­
вращается в основное состояние, передавая освобож;:щющуюся 
энергию другой МIIRрочастице (например, в процесс е столкно­
вения с дрyrИ~I атомом или ионом, возбуждая после;пше или 
даже ионизуя пх). ТаRИМ же путем и возникают возбужденные 
состояния: Илп при взаПl\lOдеiiствпи с внеШНИllI элеRтромагнпт­
ныи излучениеllI (с поглощениеl\l по крайней мере одного кванта 
ЭJJеRТРОl\lагнитного поля), или при взаИI>lOдействии (СТОЛRновени­
як) с другими аТОllIами, IIОНЮIИ И:IИ даже отдеЛЬНЫl\IИ свободны­
ми элеRТРОНЮШ. 

В настоящей и последующей главах основное ВНПl\[ание мы 
Уделим методам теоретичеСRОГО исследования радиационных 
переходов в aTo~Iax и ионах, включая очень высоко I10низован­
ные атомы. В теории элеRТРОННЫХ переходов,- TaR же, KaR и 
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при рассмотрении энергетичеСБИХ спеБТРОВ, - возникает пробле_ 

»а учета Rорреляционных II релятивистских Эффel{ТОВ. Первые 
учитываются посредством уточнения BO:IНOBЫX функций, а вто­
рые, если релятивистские эффекты малы,- путем ВКлючения в 
соответствующие операторы дополните;rьных членов, т. е. в рам­

JШХ первого порядка Teoplffi возмущенпЙ. Если реЛЯТПВИСТСIЩ:е 
эффе:кты велиRИ и не могут рассматриваться как возмущение 
тогда теорпю необходmю строить на основе реЛЯТППИСТСRИХ опе~ 
раторов элеБТРОННЫХ переходов и релятивистских волновых 

функций. Оба этп подхода мы изложим в даПНО~I п следующих 
параграфах. 

Выражения для операторов электронных переходов можно 
найти Бак классическим путе:м, рассматривая связь распростра­
нения элеl\трщtaгнптных волн с ИСТОЧППl\aI\Ш ИЗ,'!учения (в этом 
случае мы находим нерелятивпстскпе операторы), так и исходя 
из кваптовоэлектродинаМllчесl\оii: трактовки взаимодействия 
электро!\taгнитного поля с атомо!\[. В ПОС.'!едне:l1 С:Jучае l\iыI по­
лучаем релятивистские операторы электропных переходов отно­

сительно релятивистских BO:IНOBЫX ФУНlщпiI, зате)1 их преобра­
зуем к нерезятивистским, учптывая ре;rЯТИВИСТСIше эффCl{ТЫ в 
виде поправок к оБычныIl� операторам, оппсывающим излучение. 

ОШIше:l1 кратко первыii путь установлешIЯ операторов элек­
тронных переходов. В классическоii теорпи источником электро­
l\Iагнитного излучения может с.'Iужить CIICTe:lIa TOl\OB и зарядов. 
Связь между НИllШ и папряжепностями магнптных Н и электри­
ческих Е полей дается уравнеННЯМJI Максвелла 

(livH = О, 

(liv Е = 4лр, 

l'otE + дн = О 
ciJt ' 

rot Н - д~ = 4лI. 
сЩ 

(14.1) 

Здесь р - плотность зарядов, 1 - вектор ILi-ЮТНОСТJI тока, связан­
ные уравнением непрерывности 

(liv 1 _L др = О. 
I dt 

(14.2) 

в <14.1) diY У = ('" . У), а rot V = [V Х УЗ, т. е. в первом случае 
мы имеем сmlЛЯРllое произведенне оператора V, определенного 
равенством (5.1З), JI некоторого вектора У, во втором - BeI{TOP­
ное. Для решенпя cIlCTelllbl уравпеппй (14.1) обычно вводят по­
пятия векторного А II скалярного <r потеIЩIlалоп электромагниТ-
лого поля 

н = rot А, 

Е --!- пА = - grad (Г. 
I cut 

(14.3) 

(ИЛ) 
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Налагая ДОПО.lнптельное условие на потенциалы А и qJ (ус­
довие Лоренца) 

(liv А +~ = о 
cdt ' 

(14.5) 

ИЗ формул (14.1) получаем для нпх следующие уравнения: 
дА а2А _ 4лI 

- c2j)t'l. - - -с-' (14.6) 

а2«р 
~{f! - ~ =-с= - 4nр. (14.7) 

сщ 

В начестве граничньп:: условиii обычно задаются условия по­
ведения потенциалов па бесконечности: потенцпалы и их про­
изводные, через которые выражаются напряженности электри­

чесRИХ и магнитных ПО:Ieй, ДО.llжны на бесконечности стремиться 
1\ нулю. Начальные условия предполагают, что Д.1Я некоторого 
момента поле лпбо было равно нулю и спстема затем начала 
И3.iIучать, либо поле бы.;ю стационарпым. Решения уравнений 
('14.6) и (14.7) ПРJl указанпых начальных и граничных условпях 
выражаются с поиощыо так называемых запаздывающих поте н-

циалов: 

S р (t - Щс) , cr = R аи, 
А = ~S 1 (t - R/c) аи 

с R ' 
(14.8) 

где R - расстоянпе от эзем:ента объема dv до той точки, где 
определяются qJ п А; интегрированпе ПРOlIЗВОДИТСЯ по объему, 
содержащему заданные токи и заряды. Из (14.8) следУет, что 
для нахождения потенцпала в точке наблюдения в момент вре­
мени t необходп~1O брать для элемента интегрирования dv ту 
плотность зарядов и токов, которая была там к l\1O:\feHTY вре­
мени t - R/c. Вешrчина R/c в аргументе учптывает конечную 
скорость распространения электромагнитных волн, IlНЫМИ сло­

вами,- запаздыванпе взаПl\[одеИствпя. 
,J,ля установления соответствия между классическоii теорией 

Из'ilучения и квантовой удобно предположпть, не нарушая общ­
НОСти рассуждении, что ШIOТllOСТИ зарядов р и токов 1, входя­
щие в подынтегральные фУНRЦип выражений (14.8>, пзменяются 
по гармоническому закону. Разлагая тогда запаздывающие по­
тенциалы в ряд по степеням г/г2 , где Г! - радиальный пара!\lетр, 
по которому пропзводптся пнтегрпрование в (14.8), а rz - рас­
стояние дО ТОЧКП, В которой рассчитываются значенпя характе­
РИстик поля (начало ноординат помещено в геометрическом цент­
ре расположения зарядов), можио показать, что в этом ра3.iЮ­
жении будут последовательно появляться электрический диполь­
ВЫй, Rвадрупольный и т. д. моменты, оппсывающпе излученпе 
квантов ЭЛeJпромагпитного поля соответствующей МУЛЫИПО.'Iь­
ности. Однако более удобным нам представляется другой путь­
раЗложение веБТОРОВ Е п Н электромагнитного поля, представ-
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ляющих собоiI в свободном от зарядов и токов пространстве пло­
ские волны, в ряд ПО сферическим гармоникам, непосредственно 
приводящш{ к общим операторам электрического n магнитного 
МУЛЬТIШОЛЬНОro излучения. 

Если мы имеем некоторую систему осциллирующих зарядов, 
то испускаемое излучение можно классифпцировать по веЛИЧИне 
момента Itоличества движения l, уноси~юй каждым квантом 
энергии NЫ и по свойствам излучения прп операции инверсии 
(по четности). Момент количества движения кванта излучения l 
определяется квантовыми числа!>ш l и т того же типа, что и 
момент количества движения квантово:механической частицы 
(формулы (1.19) n <1.20». в этом представлении квант электро­
магнитного поля характеризуется энергией и Iшантовыми чис­
лами l II m. Заметим, что в ряде задач (паПРlшер, рассенния) 
бывает удобнее использовать в качестве набора характеристик 
кванта его импульс и поляризацию. Однако в атомной спектро­
скопии по аналогии с описаниеll'[ атома, как прави.:IО, использу­

ется первый набор величин. 
Каждому значению момента l могут отвечать, как мы увидим 

далее, две различные волны излучения - четная волна. для ко­

торой H(-r) = H(r), и соответственно нечетная волна, у которой 
H(-r) = -H(r). Обе эти волны в отдельности являются реmеппя­
ми уравнений Максвелла, приче~{ из них следует. что четное 
H(r) соответствует нечетпому E(r), и наоборот. Пре~полагая, что 
Н и Е изменяются со Bper.IeHe}J по закону 

.. E{r, t) = E(r)e-i",t + E*(r)e''''t, (14.9> 

можно любое произвольно взятое поле E(r) п H(r), удовлетво­
ряющее уравнениям Максвелла в своБОДПОllJ пространстве, раз­
ложить в ряд ПО полям мулыиполеii: 

00 1 

Е (r) = ~ ~ aElmEElm (r) + аlШтЕ.1I1lт (r), (Н.1О) 
'~1 т-~-l 

00 1 

Н (r) = ~ ~ аЕ1mНЕ/т (r) + a,'1IlmHMlm (r). (14.11) 
'-~1т=-l 

Здесь EElm(r), Ещm(r), Ншm(r) и H1I11m (r) - электрпческп(' и маг­
нитные по.:rя МУЛЫИПОЛЬНОСТlI 1 (поля мулыиполеii). Явныi:: их 
вид через векторные сферические гармонИlШ может быть наЙ­
ден, наПРИlllер в [100]; aElm, а~I1т - амплитуды IIзлученпя соот­
ветствующей мулыипольности, заВIIсящне от источников. Суще­
ствуют два внда реmепнй уравнений МаRсвелла, характеризую­
щиеся раз:шчной четпостью. Соответственпо ЭТОlllУ понвляются 
два типа r.lулыпполеii: электрическиii МУЛLТиноль порядка l с 
четностью (-1)1 и lIIагнитный мулыиполь того же порЯДI\а с 
противоположноii четностью (-1)1+1. Для длпн волн, "большИХ 
по сравненпю с раЗlllераlllII ИСТОЧНIJка, и прп учете СПIlна элек-
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трона аМП.ilитуда элеБтричеСRОГО МУЛЬТИПО::IЬНОГО пзлученпя 

ределяется следующим выраженпе~I: 

_ 4л: / 1 + 1 (ю )1+2 (1) 

оп-

аЕ!1Л -- (21 -1- 1)11 J -l- ---;- Qm . (14.12) 

Здесь а!! = а(а - 2)(а - 4) ... а, где а = 2 при четноя а и а = 1 -
Э ~ " Q(тl) да-при нечетном .. а. леl\трпчеСl\ПИ МУЛЬТППО.1ЬНЬШ 1IO~IeHT 

ется фОРМУЛОlI 

Q!l) =~ _ Г/С(/) - ~ v 1 г l [C(l), S'I)](1) ('14.13) 
т m c~ l -1- 1 ' . 1л • 

АналогИЧНО для магнптпого излучения 

4л: 1/ 1 + 1 ( (j) )1-1-2 (l) 
аМ/т = (21+1)11 J' -1- -;- Мm , (14.14) 

где 

ЛI~:: = - : у! (2l-1) rl- 1 { l ~ 1 [C(l-l)хL(l)]~+[С(l-I)Х S(I)]~)}. 
(14.15) 

Заметим, что второй член в (14.13) содержит малый параметр 
1/с2 • Моменты (14.13) п (14.15) являются ИСRОМЫМП оператора­
МИ, ОШIсывающими элеRтричесЮIе и магнитные переходы МУЛЬ­

ТIШОЛЬНОСТn 1. Последняя, хотя и является величиной типа мо­
мента Rоличества движения, одпюю она определяет рапг соот­

ветствующего тензорного оператора, ПОЭТОlllУ в ;:I;альнеЙlПем мы 
ее буде1! обозначать, БаБ правило, через k. Матрпчпые элементы 
ЭТIIХ операторов будут давать нам хараRтерпстшш соответствую­
щих элеRТРОННЫХ переходов (спстеllJa заРЯ;:l;ОВ и ТОБОВ в случае 
атО1Ш - это двпжущпеся элы,троны). Полученные операторы не 
включают реЛЯТИВПСТСЮIХ эффектов (если не причислять R пим 
ШIЛllчие сшша у электрона), их матричные эnементы вычисля­
ются относптельно нерелятпвистских волповых фУНБциii. 

Получение операторов мультппольных переходов IIЗ квантово­
элеКТРОДJlнаМllчеСRОЙ матрицы рассеяния первого порядка. Обыч­
но дЛЯ уточнения теории электронных перех.одов используются 

ВОлповые фУНl\ЦIШ, Вl\.1Iючающпе корреляционные эффекты (мно­
гоконфигурационное приближение, расшпренныii метод расчета, 
теория возмущенпй, полуэмпиричеСБие методы и т. ;:1;. (см. § 23». 
Это приводит, Бак мы увидим в дальнейшеllI, не тоnько к более 
точным чпсленным значешшм: разрешенных перю::одов, но и R 
СУщеСТвованпю таБ называемых запрещенных пере ходов (появ­
леНие новых правил отбора для переходов). Напрпмер, ОТRаз от 
Одноконфигурацnонного прпБЛIгження дает ВОЗl\ЮЖПОСТЬ описать 
двухэлеRтронные переходы (см. § 23>. 

Другую возможность уточненпя теорпп дает ре.::rЯТИВIIСТСКИЙ 
ПОДход, в первую очередь учет реЛЯТnВПСТСБПХ поправок к обыч­
ным операТОРЮl, ОПIIСЫВIНОЩП:\1 пзлученпе. ::Это особенно важпо 
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для многоэлеКТРОНIIЫХ атомов п и~нов, включая очепь ВЫСoI:о 

ИОНIIзованны~ ато:мы, где многие ооычные правила отбора ста­

новятся прио::шженньвlП, а также проявляются другпе хараl:_ 

терные черты мног,?частпчных систем. :Как мы уже ВИде.11II 
в случае энергпп большая часть релятпвистских эффеиов l\IO~ 
жет быть охвачена хорошо изученным в предыдущих главах 
оператором (5.1). Аналогпчное рассмотрение, включая таКже п~­
пользование ре.'IЯТИВИСТСКИХ волновых фУШЩIIЙ, мы Проведем: 
далее и для операторов электронпых переходов (C~I. таRже § 17) 

Взаимодействпе ЭЛeIПРОНОВ с электромагнитным IIоле~1 очеm: 
удобно рассматривать с IIОМОЩЬЮ теории возмущеНIIП. ЭТО объ­
ясняется сравнптельноii слабостью электромагнитного взаимодей_ 
ствия, теорпя которого содержит Jl.lалыЙ безразl\IерныIr параметр 
(постоянную тонкой структуры), по которому НОЗ:lЮЖНо раз­
ложение в РЯ;:J; соответствующих величин. IIспусканпе и ПОгло­
щение одного фотона Э.'Iектрпческого типа с частотоiI (U может 
быть оппсано матрицей рассеяния первого ПОРЯДБа в нвантово­
электродинамической теории ВОЗ:llущений [81]: 

S~~2 = - 2лiU1-+2б (~l - ~2 - ш), (14.16) 

где матричныii: Э:Jемент иН2 определяется следующим обра;юм: 

. (' *1'.'"'* U 1->2 = - zej Ч'н,А Ч'ld.. (14.17) 

Здесь чг 1 и чr 2 - релятпвистскпе волновые фУНБЦИП, ОIПIсываю­
щие стационарные состояния электрона с энергиями 01 II [52. 

(1 О) ~ б(0t - ~2 - ш) - б-функция ДираБа, ~ = О -1 ' а А - потенцп-

ал электромагнптного поля, соответствующиii определенному со­

стоянию фотона. Если полная энергия электрона мало отличается 
от его энергпп ПОБОЯ, то можно перейти Б нереЛЯТПВIIСТСRИМ вол­
новым ФУНIЩIIЮI 'Il:i 11 получить следующее выражение для мат­
ричного элемента, оппсывающего излучение одного фотона элеr:­
трического тппа: 

и:~2 = с k S dT'!:; { А - }с [2iВ :г + 2i ~ + i ~~ +-

+ (0.[0 <grad В)) -+- 4:2 [~ ilA -+- (o·[grad А х р])]} ·Фl' (14.18) 

где 

С" = - (- i)k-lл 11 2ш{(2k + 1) 11 ck (k -:- 1) R, 

В = ik (2k __ 1)3/2 V z_ JI<+I/ (z) C~k)*, 
2Уn 2 

(14.19) 

(14.20) 

А = _ ik+l V--:-("2k-:-~~: -=-l)-z [(k + 1) J _1/ (z) - kJ 3/ (z)] C~k)*. 
2VЛ: k 2 k+ 2 

". (14.21) 
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а тaI.;же Jl = r/r, й - СОВОКУШIOсть трех lIIатриц Пау.'IlI, JA(z)­
фуmщИЯ Бесселя (z = (!)Г/С), R - радиус нормпровочной сферы. 
ВеРОЯТНОСТЬ перехода определяется равеНСТВo:Il ИТН2 = 
=2RIU'_21 2

• 

Член А в (14.18) соответствует nepBO;\IY слагае;\lOlIlУ в (14.13) 
с учетом эффектов запаздыванпя (наЛlIчие фушщий Бесселя 
вместо обычных радиальных операторов ~), остальные члены­
релятивпстскпе поправки. Для нахожденпя явного внда матрич­
НОГО эле?>lента (14.18) в случае сложных электронных конфи­
гураций неоБХОДИlllО, как мы это uделалп в случае операторов 
энергии, выразить соответствующии оператор через неириводи­

мые тензоры. Затем сле;J.ует преобразовать дифференцпальные 
операторы TaKID1 образом, чтобы произвоДные деiiСIвовалп толь­
ко на волновые ФУНКЦИlI, и осуществить суммирование, где это 
только возможно. Введем обозначеНlIЯ 

g" (z) = V;Z Jh+1J2 (z), 

k 
Ф" (z) = g"-l (z) - k + 1 g"H (z); 

тогда вместо (14.18) имеем 

p"q = (_ 1)"НН ~ V (i) (k + 1) Sd .. ,* 
t 1->2 С cRk (2k + 1) ''1'2 х 

(14.22) 

(14.23) 

{C(I<) Ф ( ) 2k + 1 [')С(") () д 3С<") I Х _qr 1< z + 2с (k + 1) ~ _qrg" z ог + -qg" (z) т 

Здесь 

: C~~г ag;r(Z) - А11 + 4:2 [~ А2 + Аз]} 'i'1' (14.24) 

--11 = i (й. [п xgrad {C~~g" (z) г}]), 
А 2 = !'!. {С~JгФ" (z)j, 

Аз = (J' [grad {С~~ГФh (z)j Х Р ]). 

(14.25) 

(14.26) 

(14.27) 

Теперь нюl необходимо преобразовать к пеПРПВО;J:И1IОМУ ви­
ду Только ч;rены А 1, А2 И Аз. С этоii целью Ha;:J:o подставить 
n (14.25)-(14.27) выражения для V п !'!. (формулы (5.13) и (5.15) 
соответственно), произвести дифференцирование операторов, где 
Это необходпио, ИЗ1lеЮfТЬ с помощью матриц преобразования 
способ связывания тензорных оиераторов в тензорные произве­
дения с тем, чтобы ltlОЖIIО было затем ИСПО:Iьзовать условия ком­
Му.:гации и:ш сложеНlIЯ неПРИВОДИ1IЫХ тензоров, а также правила 
деlIСТвпя операторов на тензоры (lIIетодпка так называемых пе­
:?JИВОДIIМЫХ тензорных наборов [101]), а также принять во ВIIИ-
ание, что 0(1) = 2s(\), переставпть lIIестюш орбита;rыlеe и СИИIIО­

ВЫе частп операторов и собрать вместе Ч.'Iены, пмеющпе одинако­
вую Угловую п СlJIIНОВУЮ заВПСII~IOСТЬ. В результате получается 
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равенство [102]: 

hq _(_ k+qH~ 11 w(k+1) (1--'-
U1 ..... 2 - 1) С JI cRk(2k+1) 1 112+1з), (14.28) 

(14.29) 

(14.30) 

(14.31) 

Угловая п спииовая (спин-угловая) части получепного опера­
тора (14.28) содержат слагаемые трех тппов. ПервыiI из них 
(формула (14.29» соответствует спин-угловой части обычного 
оператора электрического мультипольного излучения (первый 
члеи в (14.13», обусловленного в классическом приближении ие­
риодическим во времеии распределепиеl\[ зарядов и токов, с ре­

ЛЯТПВИСТСКIши поправками на запаздывание электромагнитного 

взаимодействия. Однако это распределение не является един­
ственно возможпым источником излучения. Учпты:вая наличие 
магнитных моментов, связанных со сПина.r.ш Э:Jектронов, мы так­
же должны рассмотреть классическип аналог излучения этого 
источника - излучение, испускаемое при пеРИОДIIческом пзмене­

нии намагничивания [100]. Коэффициенты прп радиальных ча­
стях получаемого таким путем оператора (второй член в (14.13» 
пропорцпональны соответствующпм величинам формузы (14.30). 
Третий оператор (формула (14.31» не имеет JшаСС.dческогО 
аналога. 

Рассмотрим подробнее электрическое дииольное излучение 
(k = 1). В подавляющем большинстве случаев эффекты запаздЫ­
вания электромагнитного поля малы, и ПОЭТОl\IУ сферичеСl\не 
фУЮЩIIII Бесселя могут быть разложены в ряд 

00 

~ (_1)~n+п (z \2п+п 
gh (z) = ~ 1/! (2n + 2k т1)!! 2:) , 

п=О 

n - це.'Iое. 

" 
(14.32) 
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подставляя это разложение в (14.28), при k = 1 получаем сле­
дующее приближенное выражение для оператора электрического 

дипольного перехода: 

lq _ (_ 1)q!E. .. f 2ш Jdt .. '* {гс<!.) [1 + ~ (1 + :.. ~ _!Е. r z)]_ и1 .... 2 с У 3cR 't'2 q с2 2 дг 5 

_ ~ [C(l) Х S(l)]<!.) (шг _!!...) - .!.. [[C(l) Х L(l)](l) Х S(l)]<!.) !.. -
с2 -v 2 q дг с2 q r 

- с4 ~ 15 [[ C(l) Х L(l) ](2) Х s(l)]<!.~ r }'Фl' (14.33) 

Из приведенных результатов вытекает, что учет релятиви­

стских членов приводит к качественно новым результатам­

к ноВЫ1\1 операторам, описывающим излучение, которые позволя­

ют не только уточнить величины разрешенных переходов, но и 

описать ряд ЛПНИЙ, ранее считавшихся запрещеННЫI\Ш. 

§ 15. Сила ШIПии 11 мультиилета, Сllла ОСЦlIллятора, 
вероятность и IIHTeHclIBHOCTb персхода. 

ПРIШЦIIП спектроскоиической устойчивости 

Понятия силы линии и мультиплета. Принцип спеRТРОСRОПII­
ческой устойчивости. В настоящем параграфе мы приведем опре­
деления ряда характеристик электронных переходов, общих как 
для электрического, так и для магнитного мультиполыюго из­

лучения, и или непосредственно измеряемых экспериментально, 

или тесно связанных с экспериментально измеряемыми величи­

намп. Вначале рассмотрим понятия силы линии и мультиплета. 
Сами переходы, как мы установили в предыдущем параграфе, 
будут ОШlсываться операторами (14.13) и (14.15) соответственно. 

Как мы видели при рассмотренпи энергетического спектра, 
энергетические уровни свободного атома всегда вырождены по 
проекции М полного момента количества движения J. Нпже мы 
убедпмся, что от этих проекций не зависят также и характери­
СТIШИ спонтанных элеБТРОННЫХ переходов. Вначале введе~1 по­
ПЯТИе сплы липпи электропного мультипольного перехода. Она 
Определяется как квадрат модуля матричиого элемента опера­

тора I\IУЛЬТИПОЛЬНОГО перехода, просум~шрованпого относительно 

проекционных параметров оператора и волновых фУНБЦИЙ: 

S(aJ,a'J') = ~ l(aJMIQ~k)la'J'M')12. (15.1) 
MM'q 

Си.'}ы лини" переходов любого типа спмметричны относитель­
но заыены начального и конечного состояний: 

S(aJ, а' J') = S(a' J', а}). (15.2) 
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с ПОНЯТIIe~1 силы ЛIIНШI тесно связап тап называемыii Прин­
цип спеnтроскопической устоiiчивости. РаСС~IОТРЮI две группы 
состоянпи, которые мы будем условно пазывать начальпьпщ i 
и nонечными f. Пусть состояния группы i разлпчаются кванто_ 
вьпш ЧИС.'Iамп Gi, а состояния группы f - квантовыми числа;\[и а 

1-
Суммарная сила ЛIIIШП для перехо,1;ОВ меж,J,У всеМII СОСтоянпн_ 
.ми i и f есть 

(15.3) 

Переii,J,еы с помощью матриц преобразованпя от а к новому 
набору Ь квантовых чисел в волновых функциях: 

'i' (а) = ~ 'i' (Ь) (Ь I а). (15.4) 
ь 

Тогда матрпчный элемент в (15.3) бу,1ет выглядеть слеДУЮЩИl\1 
обраЗО1I: 

(аi\Qlщ) = ~ (аiIЬд(ЬiIQIЬ/)(Ь/lа/). 
bibj 

(15.5) 

ПО,1ставляя (15.5) в (15.3) и ПРИНШlая во ВНЮlанпе СВОпство 
унптарности (ортогопальности) матриц иреобразования, просум­
l\Iируеlll в обще~1 Dпде полученное выражение относитеЛLlIO Gt 
II щ. В результате имеем 

(15.6) 

т. е. суммарная спла линий не меняется прп проп~вольных уни­
тарных преобразованиях наборов квантовых чисел, коТорЫ~Ш ха­
раnтеризуются СОСТОЯIПIЯ рассматрпваеlllОП СlIсте11Ы - фаnтпче­
ски она не зависит от типа и схемы связи моментов электронных 

БонфпгурациЙ. В ЭТО"I заключается ПРИНЦlIП спектроскопической 
устойчивости. 

СyIlшарная сила лпнии получится такой же и при проведе­
нпи расчетов в промежуточной связи. Этот прпнцип деi'tcтвпте­
лен как для вырожденных состоянпп, пмеющих одпнаnовую 

энергпю, TaR II при СIIЯтии вырождения с пюющью небольшОГО 
возмущения, когда волновые фующии ВОЗ;\Iущенных состояниЙ 
пре,1ставляются в виде линейной RомбинаЦИII невозмущеннык: 
ВОЗНОВЫХ функций (первый ПОРЯДОn теории ВОЮlущений), а рас­
сматрпваюшя лшшя расщепляется в ряд БЛПЗRПХ линиii. Однако 
праRтическп более полезньаш будут менее общие правила СУl\Ш, 
Jюторые }IЫ получим В следующем параграфе при конкретиза­
цип вида конфигурации и тппа связи. 

ПРЮlенив к матричному элементу в (15.0 теорему впгне­
ра - Эккарта (формула (3.19» и учитывая свойства ортогональ­
ности ПОЯВИВШПХСЯ в результате возве,J;еНIIЯ в nпадрат двух RO­
эффпциентов I\лебша - Гордана, мы ВИДЮI, что СУМl\mрование 
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относительно всех трех проеRЦИОННЫХ параметров ПРОИ3ВО;:J;ИТСЯ 

в обще]'! случае 11 сила линии тогда определяется БаБ нвадрат 
субматрnЧНОГО элеl\leнта оператора электронного перехода 

S(rxl, а' 1') = l<aIIIQ(I')!la' I'Hz. <15.7) 

Прп дальнеiiшем рассмотренип допустпм, что Бонфпгурация 
характеризуется L~-связью, и вместо аl будеl\f писать aLS1. 
СОВОБУПНОСТЬ лиюш, возникающих при переходах между все}1И 

уровнями одного терма п всеми уровнями дру!ого, называется 

)Iультпплетом. СУl\ll\щрная сила всех этпх ЛШIИИ называется си­
лой МУ.:Iьтпплета 

S (aLS, а' L' S') = ~ S (aLSJ, а' L' S' Г). (15.8) 
JJ' 

Электрическпе мультипольные переходы, ввиду СБалярности 

соответствующего оиератора относительно сппновых Rваитовых 

чисел, дпагональны по S и S'. Диагональность магнитных муль­
типольных переходов отпосительно S и S' вытеБает П3 того фаБ­
та, что волновые фУПБЦИИ являются собственными фУНКЦИЯ~IИ 
соответствующего сппнового оператора. Поэтому в дальнейшем 
мы будеl\l опуСБать штрих у S'. Однако все это имеет место 
лишь при чпстой LS-связи. 

Из (15.2) следует, что сшra мультпплета тоже си!\шетрична 
относительно заl\lены начального и конечного термов: 

S(aLS, a'L'S) = S(a'L'S, aLS). (15.9) 

Для силы мультиплета таБже имеет место ПрПНЦПП спеRТРОСIЮ­
пической устойчивости, ПОЭТОI\lУ равенства (15.8) и (15.9) могут 
быть обобщены п на другие типы связи, включая и волновые 
функции несвязанных моментов, а таЮRе ПРО~lежуточную связь. 

Принимая во внимание вышеуказанное, силу мультпплета 
мы можем записать в базисе несвязанных IIlОыентов (2.13) Бак 

S (aLS, а' L'S) = ~ I (аLSЛlLlIls l Q~k) I а' L'SM~MsH!. , 
MLMsMLQ 

(15.10) 

АнаzIOГИЧНО получению формулы (15.7), мы устанавлпвае)1 
равенство 

S(aLS, a'L'S) = l<aLSIiQU')lla'L'S)IZ, (15.11) 

т. е. аналогично тому, как субматричпый элемент относнтельно I 
<15.7) определяет силу линии, тан субl\ШТРИЧНЫЙ эле}[ент отно­
сительно L и S (15.11) определяет силу I\fУЛЬТШIЛета. 

Можно ввести понятие относительной сплы лпнпп в муль­
типлете, определяюlOЙ как отношение силы одной из ;rrинпii 
МУЛЬТиплета к силе всего мультиплета: 

S(LS1, L'SI') = S(aLS1, a'L'SI')/S(aLS, a'L'S). (15.12) 



164 гл. 4. ОСНОВНЫЕ ВЕЛИЧИНЫ ТЕОРИИ ЭЛЕКТРОННЫХ ПЕРЕХОдов 

Относительная сила линии электрических и IIШГНИТных мультп_ 
польных переходов в мультиплете в прпблш~енпи центрального 
иоля не зависит от Rвантовых чисел а и а, а зависит ТО.1ЬКо 

от моментов L, S, L', 1, /'. Действительно, учитывая соотно­
шение 

(aLSJII Q(k) Ila'L'S'J') = 

= (- 1)J' +L+S-t/'б (S, S') V (2J -t- 1) ('2Г + 1)/(.2S + 1) Х 

х {~, ~, ~} (aLS 11 Q(k' ~ а' L' S) (15.13) 

и подставляя в (15.7) равенство (15.1З), а полученпое выраже­
ние и формулу (15.11) - в (1!).12), находим, что 

S (LSJ L' SJ') = (2J + 1) (2J' + 1) {L J 8}2 (11:: 14 
, 28-1-1 J' L' k' ,).) 

т. е. отиосительная сила линии электрических МУЛЬТИпольпых 

переходов в МУJlьтпплете действнтельно зависит ЛlIШЬ от квап­
товых чисел L, S, L', J и г. 

ИЗ (15.12) следует, что ОТПОСlIтельные силы ЛПIIIIЙ НОРМП­
роваиы к единице: 

!а S (LSJ, L' SJ') = 1. 
JJ' 

(15.15) 

Из определения относительной силы лпнии вытекает, что 

S(aLSI, a'L'SJ') = L~(LSJ, L'S/')S(aLS, a,'L'S). ( 15.16) 

Инымп словаllШ, абсолютная сила ЛlШШI есть произведенпе от­
носительной силы линип в мультиплете на силу всего мульти­
плета. Относительпая сила линии также является СШ\lметричной 
величиной: 

S(LSJ, L' SI') = S(L' SI', LS/}. ( 15_17) 

Используя свойство ортогональностп 6j-коэффпциентов, 113 
(15.14) устанавливае~1 следующие правила сумм для относнтель­
ных сил линий: 

~ S (LSJ, L' SJ') = g (J)/ g (LS) = (2J + 1)/(2L + 1) (2S + 1), 
J' 

(1;).18 ) 

~ S (LSJ, L' SJ') = g (J')/g (L' S) = (.2J' + 1)/(2L + 1) (2S 1- 1). 
J 

(15.19) 

Величина g(J)/ g(LS) есть относительный статистичеСl\ИЙ вес 
уровня J в терме LS. Поэтому форму.тIыI (15.18>, (15.19) нока­
зывают, что сумма относительных сил линий мультиплета с 
определенным начальным или конечным уровнем равна OTJIOCn-
тельному весу этого уровня в терме_ " 
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в ряде частных случаев, при фиксированных значениях ча­
сти параметров, когда удается получить аналитические выраже­

JIИЯ дЛЯ 6j-КОЭффИЦllепта в (15.13>, можно установить опреде­
ленные заКОНО~lерности в величинах относительных и абсолют­
ных сил линий. Однаr;о большинство их носит приближенный 
характер из-за неточностп ПРО~lежуточных квантовых чпсел и 

необходимости использовать промежуточную связь, иолучаемую 

диагонализацией матрицы энергии. По этим же причинам и сами 
силы ШlНпii необходимо опре;J,елять в промежуточной связи, для 
чего следует вычислять субматричпые элементы соответствую­
щих операторов в промежуточной связи с точными фазовыми 
мпожптелями и лишь ПОТОМ возводить ИХ в квадрат. С этой точ­
ки зрения весьма ограниченную область применения имеют при­
веденные в [21] квадраты матричных элементов операторов пере­
ходов, пе llOзволяющие использовать промежуточную связь. 

С1ша осциллятора. Силы линий и мультиплетов являются 
удобными теореТIIчеСЮПШI характеристпкаl\Ш электронпых пере­

ходов в нереЛЯТИВIIСТСКОМ приближепии ввиду пх сиr.Пlетрично­
сти, аддитивности и независимости от энергетических парамет­

ров. Одпако по своей природе они весьма далеки от эксперимен­
тальпо IIзмеряемых величин. В этом отношении значительно бо­
лее удобпым и эффективным является использование понятий 
силы осциллятора и вероятности перехода, уже непосредствен­

ньш образом связанных с интепсивностью спектральной линии 
(см. (15.37». :н: их рассмотрению мы и переходим. Вначале 
рассмотрпм попятие силы осциллятора. Для уяснения его физи­
ческого смысла вернемся к разложению напряженности элеr;три­

ческого поля излучения частоты ш в ряд. Однако если в § 14 
это разложение мы проводпли по полям мультиполей (формула 
(14.10», то теперь мы разложим вектор Е в свободном от зарядов 
пространстве по плоским волнам ei(kr-(J)t), характеризуемым вол­
новым веЕТОРОМ k п единичным вектором поляризации ekp, при­
чем k = ш/с, а ekP -.L k. ЭТО разложение имеет следующий вид 
(см., например, [22]): 

Е ~ ~ . [k ] ( i(kr) * -i<kr» = ~ ~ l ekp akpe - akpe • 
k р=I,2 

(15.20) 

при учете (15.20) эпергия поля в объеме V выглядит таЕ: 

1 S '"" Vk2 
... ffl = 4л: Е2аи = ... fflkp; fflkp = 2л: akpakp' 

v kp 
(15.21) 

Вводя <{Канонически-сопряженные» переменные 

Qkp = 1 f V 2 (akP + а:р); PkP = - iш 1( V2 (akp - а:р), J! 4л:с • 4л:с 
(15.22) 

Мы Видим, что в этих переменных энергия поля fflkP и совпа-
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дающая с ней функция Гамильтона d6'kp записываются так Же, 
как И для гармонпческого осциллятора: 

d6'kp ~ ~ (РЕр + 6):Q~p); Р",р = Q ... p. (15.23) 

Поэто~Iy разложение (15.20) можно интерпретировать как 
разложение поля на осцилзяторы. Сила осцпзлятора пеРСХ();{а 
а/ -+ а' /' является безразr.lерноП величпноп п определяется в 
случае электрического ДПIIольного излученпя СООТПОШсние;\[ 

f(aJ а' J') = 2т (j)a.J,a.'.!' '"'" 1 (aJ 111 Q(l) 1 а' J' 11') 12 = 
, ЗАе2 2J -1- 1 ~ " q " . 

1I1111'q 

= 2т (j)c,:J,a.' J' 1 (aJ '11 Q(l) 11 а' J')\2= 2т O)aJ,a' J' S (J 'J') 
3li.e2 2J -1- 1 Зli.е2 2J + 1 а, а . 

(15.24) 

Эдесь (f)a.J,a'J' ~~ ~ (Еш - Ea'J/). Таким образом, сила ОСЦШIЛЯ-
тора оказывается пропорциональuой сиде ЛIIIIИИ. 
смыс.'! введенного ПОНЯТlIЯ легко уяспить, сравнпв 

ханическое выражение для поляризуемQCТП атома, 

по всем И-СОСТОЯНIIЯМ уровня а/ [22], 

J _ 2 '" (j)riJ,a.'.T' 1 (а.Т 11 Q(l\ 11 а' J') 12 
а (а ) - ЗА ~ ( 2 2) 

a'J' (2J + 1) (j)aJ,a'J' - (j) 

ФизпчеСlшii 
кваптово)[е­

усредненпое 

(15.25) 

с клаССIlческой фор)[улой для полярпзуемостп гар~юпиqес}юго ос­
циллятора частоты 6)0 

е2 1 
Е=----. 

m ш~_ш2 
(15.26) 

с учетом (15.24) формула (15.25) превращается в равенство 

е2 V f (aJ, а' J') 
а (a.J) = т-.. 2 2 

a'J' (j)aJ,alJ' - (j) 

= I f (aJ, а' J') Е (aJ, а' J'). 
a'J' 

(15.27) 

Инымп словами, поляризуемость атома равпа су~ПIе полярпзуе­
мостей атомных осцилляторов, каждый из которых имеет эффек­
тивную «силу» (вес) f(a/, а' l'). 

Определение (15.24) означает, что сила осциллятора положП­
!rельна д.ля излучения. IIноца ее определяют таким образом, 
чтобы сила ОСЦПЛо1IЯтора была положительной для поглощешI1I. 
Из (15.24) и CBOIICTB спr.шетрии силы линии (15.2) сзедусТ ра-
Jlенство 

(2/ + 1)f(a/, а' /') = - (2/' + 1)f(a'/', aJ). ( 15.28) 

Таким образом, величины gf (силы осци.JIЛЯТОРОВ, умноженные 
на статистичеСКIIе веса g = 2/ + 1), являются более симмеТРIIЧ-
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IIЬ1МП, чем J. К~\I{ мы УВИДИМ в сле~ющем параграфе, силы oc~ 
и;'IЛятороВ, TaI, же кю, И силы линии, удовлетворяют ряду пра­

~IIЛ сумМ. В общем случае операторов электрического Ek и маг­
gптНОГО Mk мультипольного излучения силы осцилляторов, соот­
ветствепно, имеют вид 

Е" J а' J') - (2k + 1) (k + 1) m(i)2h-1 SEh (aJ а' J') (1'" 2g:) 
J (а, - [(2k + 1)!!]2k1ie2c2k-2 (2J -1- 1) "iJ. 

А/" J ' J') - (2k + 1) (k + 1) m(i)2h-l S1l1k (J ' J') (1530) 
J (а, а - [(2!.: + 1)!!]2k1ie2c2k-2 (2J + 1) а ,а . . 

Эти опре,lеленпя сил осцилляторов через снлы линий носят 
общий характер, они действительны для любого типа связи, 
включая и промежуточную. Вся зависимость раССf,Iaтриваемых 
велпчин от типа связи содержится в силе линии. 

Вероятность перехода и его IlHTeHCIIBHOCTb. Теперь рассмот­
рим вопрос, как из классических выражений для суммарных по­
токов излучения электромагнитного поля получить фОРl\fYЛЫ, да­
ваемые Бвантовой теорией, в RОТОРОЙ источник излученпя явля­
ется не RлассичеСКIIМ распределеннем зарядов и TOROB, а БВанто­
вомеханической системой. Излучение такой системы происходит 
не непрерывно, а дискретно - квантами знергии hv = 11,6) (6) = 
= 2лv), обладающими определепным моментом Rоличества движе­
ния. В системе атом + электромагнитное поле должны также выпол­
няться законы сохранения энеРГШI и момента количества дви­

жепия. Свободный а том, находящийся в возбужденном СОСтО­
япии, переходпт в другое состояние с более низкой энергией спон­
танно с испусканием кванта, уносящего энергию h6) 11 опреде­
ленпый момент импульса относительно источника излучения. 

Прп нахождении формулы для потока излучения от кванто­
во механической системы воспользуе},fСЯ принципом соответст­
впя. Согласно этому прпнципу, поле элентромагнитного излуче­
lJПЯ, сопровошдаемое спонтанным переходом из верхнего состо­

яния i в низшее J, такое же, какое цае т классическая теорил 
для распределепия заряда с lIюментом' 2U1FIJ), где (ilFIf)­
матричный элемент рассматриваемого момента. Вычисляя усред­
lIеIПIOе значенпе вектора Пойнтинга, определяющего количество 
энергии, протекающее в единицу времени через единицу поверх­
ности, 

(15.31) 

(для Этого Используем разложенные по мультиполям выражении 
для Е и Н-формулы <14.10> и (14.11) соответственно), конкре­
ТИЗпруя вид квантовомеханических операторов lIryльтипольного 
ИЗлучепия и затем интегрируя полученную величину по всеЙ 
поверхности, нахОДИl\1 полный поток излучения, RОТОРЫЙ после 
его деления на h6), в случае электрического и магнитного муль-
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ТИIIOльпого излучепия будет давать нам вероятпость соответству_ 
ющих переходов из верхнего i в нижнее j состояние (размер_ 
ность вероятиости в атомных единицах): 

W Ek (i j) = 2 (k+ 1)(2k ·1-1) (i)2k+l I(i I Q(k) I f) 12 
Ч, k [(2k+ 1) !!]2 c2R +l q , 

(15.32) 

WlIIk (i j) = 2 (k + 1)(21,+ 1) (i)2k+I I (i IM(k) 1 j) 12. 
Ч, k[(2k-I.1)!!]2 c2k +l q 

(15.33) 

Состояния i и j содержат всю Rвантовомеханическую инфор­
мацию о волновой фупкции, тиие связи моментов И Т. д. Мы ее 
конкретизируем в следующих параграфах при приведенпи раз­
вернутых формул для характеристик электронных переходов. 
В качестве i и j могут выступать, например, квантовые числа 
а/М и а'/'М'. Если i и j соответствуют только а/ и а'l', 1:0 

правые части формул (15.32) и (15.33) надо разделить на 
21+ 1. 

Обсудим кратко случай вырожденных (имеющих одинаковую 
энеРГIIЮ) состояний. Пусть у нас есть некоторое состояние т, 
образованное из gm бесконечпо БЛИЗIШХ состояний i. Статисти­
ческий вес этого состояния т будет тогда gtn (состоянпе т яв­
ляется gm-кратно вырожденным). То же самое пусть имеет место 
и для другого состояния n, куда входят состояния j. Необходи­
мо найти вероятность перехода W(m, n), зная вероятности пере­
ходов WU, Л, определяемые формулами (15.32)-(15.3З). Общая 
иптеНСIlВНОСТЬ излучения, возникающего при переходах из со­

стояния т в n, определяется в УСЛОВИЯХ естествепного возбуж­
деНIIЯ (отсутствие анизотропии из-за наличия внешнпх маГНIIТ­
иых, электрических полей и др.> формулой 

1 (т, n) = ~ N (i) nшW (i, f) = N (т) NШ ~ W (i, j), (15.34) 
if gm il 

так как тогда заселенпости состоянт"f i (числа атомов в них), 
входящих в состояние т, равны между собой, т. е. NU) = 
= N(m)/gm. С другой стороны, Лm, n) выражается формулой 

Лm, n) = N(m)t~шW(m, n). (15.35) 

Сравнивая (15.34) с (15.35), находим выра>I.ение для вероятнО­
сти перехода между вырождеИНЫl\Ш состояниями 

W(m, n) = _1 ~ W (i, j). 
gm .1 

(15.36) 

Тогда интенсивности излучения, обусловлепные переходами меЖ­
ду вырожденными СОСТОЯНИЯМII, определяются формулой (15.35) 
при подстановке в нее равенства (15.36). Сумма квадратов мат­
ричпых элементов в (15.32)-<15.33) прп конкретизацип i 11 f 
будет превращаться в силу ЛlIНИ1l, мультиплета и Т. д. "" 
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Из приведенных формул видно, что интенсивность линии в 
спектре ПРОПОРЦIlональна вероятности соответствующего перехо-

а 11 чпслу пзлучающих атомов, а заселенность уровня (KOH~ 
~ентраЦIIЯ атомов на этом уровне) - статистическому весу этого 
уровня g. Вероятность перехода ПРОПОРЦlfональна силе осцил­
лятора, а последняя - силе ЛИНIШ. Поэтому имеют место сле­
дующие соотношения ПРОПОРЦIlональности: 

1,...., gW ~ gf~ S. (15.37) 

Оценки показывают, что если длина волны излучения вели­

ка по сравнению с размерами источника (ХГI« 1, где х = ш/ с и 
rl- параметр, смысл которого разъяснен после формулы <14.8»,­
а это действительно так для всех а томов и подавляющего боль­
wпнства ИОНОВ,- то вероятность испускания кванта мультиполь­

ности k будет быстро уменьшающейся функцией k (убывает 
~(Xrl)2"). В соотвеТСТВЮI с этим член, отвечающий. электрпче­
скому дипольному излучению, имеет порядок величины ~eXГI 

(Гl ~ ао - радиус первой боровской орбиты атома), магнитному 
ДIIПОЛЬНОМУ - ~ exr1v/c и электрическому квадрупольному­
~ е(ХГI)2. Поэтому в разложениях по мультшюлям определенной 
четности в большинстве случаев достаточно учитывать первый 
член. Однако вклады в интенсивность линии от Ek и M(k - 1) 
могут оказаться oДIIOгo порядка. 

В заключение заметим, что полная энергия, излучаемая в 
1 секунду, выражается равенствами 

3 
иЕА __ C_I Ehl2 

q -2 2 aq , 
:IНО 

(15.38) 

(15.39) 

D Ю ( где aq и aq определепы формулами <14.12) и 14.14), 
Интенсивности линий обладают свойством аддптивности: 

1 = ~ U:h + l~h), (15.40) 
hq 

что мате},lаТlIчески объясняется ортогональностью спин-угловых 
частей соответствующих операторов переходов. Интенсивности­
это уже непосредственно измеряемые вели.чины. Если силы ли­
пии и ОСЦlIллятора, а также вероятности пере ходов являются ха­
рактеристиками ОДИОГО атома, то интенсивность, как правило, 
ОТНОСИТСЯ к набору атомов (газ ИШI плазма). 

Более конкреТIIые формулы для величин теории переходов, 
~хватывающие также и случай реЛЯТIIВИСТСКОГО приближеНIIЯ, 
удут Прпведены в 5 и 6 главах. 
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§ 16. Правила отбора для злеЬ-ТРОIIНЫХ переходов 
и правила сумм 

«Точные») правила отбора. Условия неисчезновения матричных 
элементов операторов МУЛЬТИIIОЛЬНЫХ переходов составляют правu­

па отбора для излучения. Эти условия, как MыI увидим НИЖе 
можно представить в виде правил многоугольников: численны~ 
значения параметров (рангов теизоров и квантовых чисел, опи­
сывающих состояние RвантовомеханичеСI\ОЙ спстемы) должны 
составлять МНОГОУГОЛЬНИЮI с целым нериметром. Мы уже гово­
рили, что стеиень ТОЧНОСТИ различных квантовых ЧIIсе.'I неОдина­

lCова, нозто)-[у и нравила отбора можно разделнть на точные и 
приближенные. Однако зто делеНIIе довольно условно, П03ТОМУ 
В названlIЯХ соответствующих пунктов 3ТИ слова мы берем в Еа­
ВЫЧRИ. Н ТОЧНЫМ кваНТОВЫ11 чuслам обычно нричпсляются чет­
пость злеь-тронноu конфигураЦIIИ л и суммарный момент Коли­
чества движения J. Если характеристики самой конфигураЦШI К па­
вывать Rвантовьпш числами, то в одноконфигураЦИОНН011 прибли­
жении их тоже можно причислить к точным Евантовым числам. 

В пос;rедние годы ироводятся интенсивные исследования с 
целью ноказать, что из-за нримеси слабых взаимодействий чет­
ность не является в атоме абсолютно точным квантовым ЧИСЛОМ. 
При учете свеРХТОНRИХ взаимодействий неточным становится так­
же J. Однако BBIIДY слабостп ЭТIIХ взаимодействий, I,aK четность, 
так и полный момент - наиболее точнь~е Rвантовые числа атома. 
Во многих случаях одноконфигурационное приближение хорошо 
описывает атомпые характерисТIШИ, тогда конфигурация - TOII,e 

точное квантовое число. Однако часто нужно учитывать также 
примесь (наложение) других конфигураций. В настояще11 пунюе 
мы и рассмотрим правила отбора для МУЛЬТИIIОЛЬНЫХ переходов 
относительно ЭТIIX нвантовых чисел Кл/, а в С.'Iедуiощем -- отно­
сительно остальных, описываЮЩJIХ T~H и СХЮIУ связи. 

Как уже отмечалось в § 3, независимо от харантера ириблп­
жения каждому состоянию могут быть ирипнсаны следующие 
квантовые числа: четность л (л = + 1 для четных 11 n = - 1 для 
иечетных), полный момент количества движения J и его нроек­
!l(ИЯ- М на некоторое направление. Набор всех прочих квантовЫХ 
'{исел, дополнительно Rлассифицирующих состояния l\Онфигура­
цИИ К. обычно обозначается через а; их с)-[ысл зависит от вЫr.­
ранного приближеНIIЯ. Результаты § 16 не зависят от характера 
квантовых чисел а, в частности, от того, являются ли они точны­

ИИ или приближенными. В СВЯЗИ с этим результаты не заВПС1JТ 

6Т явного вида воановой функции и типа веliТОРНОЙ связн. 
Конфигурация К однозначно определяет четность состояния 

п, поэтому обычно в волновых функциях, указывая Rопфигура­
:цпи, опускают обозначение четности. ПРII копкреТIIз.Щ:IlI тира 
:связи пз а выделяют символы, обозначающие его и опред,лЯЮ-
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1Цпе моменты, :которые затем с:кладываются в J. Оставшпйся на­
бор :квантовых чисел часто, по-прежнему, обознuачают через а; 
оп выделяет однотипные уровни рассматривае!lIOИ :конфпгурации 
11 зависит от способа связи моментов оболочек" пз которых со­
стоит конфигурация. 

Уровень энергии в общем случае описывается квантовыми 
чuслами KaJ. В LS-связи уровень определяется :квантовымп чис­
лами KaLS1, а терм - KaLS. Между двумя та:кпми уровнями и 
IIРОПСХОДЯТ эле:ктронные мультииольные переходы. Прп этом, 
I,aK мы уВIIДИМ нпже, эле:ктронные переходы могут ироисходить 
как между уровнями одной и той же :конфигурации К, так и 
мы"ду уровпямп, принадлежащПllШ различным :конфпгурациям 
К JI К'. RОII:кретная реализация этпх возможностей и определя­
етсЯ праВIIлами отбора для излучения. Они различны для элект­
рических и маГIIПТНЫХ мультипольных переходов, поэтоиу далее 

мЫ будеи их рассматривать отдельно, а та:кже кон:кретпзироваТL 

тензорную стру:ктуру и вид соответствующих операторов. 

Операторы электрического (14.13) и магнитного (14.15) муль­
тпнолыюго излучения являются одноэлеRТРОННЫМII. Одноконфи­
гурационные волновые фующпи l1J3yx разлнчных физических со­
стояпиil, в чаСТНШI случае - двух разных электронных конфигу­
раций, ортогональны между собой, ПОЭТОl\IУ не равными нулю 
будут лишь те матричные элементы операторов одноэ:rеI,ТРОННО­

го ТIIпа, :которые будут соединять или ОДIlНaIювые :конфпгураЦИII 
(диагональпые ОТПОСIlтельно :КОНфlIгурации матричные элемен­
ты), пли КОllфигурацип, отличающиеся кваНТОВЫllfИ чнс:rаМII од­
ного элеI\Трона. Таким образом, в ОДНОIюнфигурационном при­
блш[,еIlШI злектронные переходы возможны между уровнями од­
пой копфигурацlIИ (К = К') и между уровнюlИ Rонфпгурациi .. 
отлнчаlOЩИХСЯ состоянием только одного электрона. 

Для конкретизации уRазанных ВОЗМОiIщостеii мы ДО.'lжны 06-
ратпться к тензорной структуре соответствующих операторов. 

Вначале рассмотрим правила отбора по орбитальному !lюменту 1. 
Тензорная часть основного члена оператора электрическпх пере­
холов мультиполыIOСТИ k (14.13) содержит теНЗ0р C(h), а магнит­
нЫх (14.15) - тензорпые ПРОIJзведения [Ch-O Х UO](h) И [С(I'-О Х 
Х 8(1)] щ. Поэтому в матричных элементах указанных операто­
ров Относительно любых электронных }юнфпгураций появятся 
одноэлектроппые суб!lraтричные эле:\fенты (lIlC(h)lll'), ([1i[C(k-l) Х 
Х L(\)] (k)lIl') 11 UIl[C(h-l) Х 8(1)] (h)IIl'). Первый субматрпчный эле­
мент пе исчезает при условпи треугольника {и' k} и 1 + l' + k -
четное чпсло; второй и третий - при условии {ll' k - 1} п 1 + l' + 
+ k - 1 - четное число. Отсюда вытекает, что электрические и 
маГнитные переходы !\IУЛЬТИПОЛЬНОСТИ k возможны меж;з:у l-\ОНфП­
ГураЦIJ1nШ с противоположпым характером П311ененпя t11 = 
= ([ -1'): в пеРВ011 случае четность t11 должна совпадать с чет­
Ностью k, а во втором - быть ПРОТИВОIIОЛОiI\ноiI. 
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Из указанных правил отбора следует, что в частном СЛУчае 
электрического ДИпольного излучения !:I.l = ± 1, иными слова­
ми - электрические дипольные переходы возможны мел,;ду уров­

нями ДВУХ конфигураций, Iiоторые отличаются СОСТОянием толь­
«о одпого элеRтрона, изменяющего свой орбитальпый момепт На 
единицу, т. е. между конфигурациями противоположной четно_ 
сти (правило Лапорта). Для элеRтрпческого квадрупольного из­
лучения имеем !:I.l = О, ± 2 (за исключенпем перехода ns - n' s) 
т. е. электрпческие квадрупольные переХОДЬ1 ВОЗIlЮЖНЫ: а) меж~ 
ду уровнями одной и ТОЙ же конфи:гурацпп, б) мел,;ду УроВНями 
двух конфигураций, которые отличаются состоянием ОДного 
электрона, изменяющего свой орбитальный момент на два или 
совсем его не меняющего, за I1Сlшючением переходов ns - n' s. 
Магпитные дипольные переходы возможны только между уров­
нями одной и той же конфигурации. 

Заметим, что указанные выше правила отбора автоматически 
обеспечивают соблюдение правпл отбора по четности n, ибо, как 
мы отмечали ранее, указание вида копфигурацпи автоматпчески 
определяет ее 'Четность. Правила отбора для Ek-перехоДов не на­
лагают никаких ограничений на изменение основного квантового 
числа n, поэтому !:I.n может быть любым. 

Рассмотрим правила отбора по J и М. Они следуют пз усло­
вия неисчезновеНIIЯ коэффициента Клебша - Гордана вида 
r J' k J] \ М' q М' появляющегося в случае выделепия зависимостп 

матричного элемента любого опратора элеRТ:РОННЫХ переходов 
от проекционных параметров с помощью теоремы Вигнера - Эк­
«арта (3.19). Из свойств Rоэффициентов :Клебша - Гордана сле­
дует, что их параметры должны удовлетворять условию треуголь­

ника {П' k} и равенству М' + q = М. Таким образом, для элект­
рических и магнитных дипольных нереходов !:I.J = J - J' = О, ±1, 
!:I.M = О, ± 1 (невозможны переходы с J = О, М = О в l' = О, М' = 
= 0); для квадрупольных переходов !:I.J = J - J' = О, ± 1, ± 2, 
!:I.M = О, ± 1, ± 2 (за исключением переходов с J + J' < 2, т. е. 
переходов с J = О в J' = О, J = О в J' = 1 и наоборот, а также с 
J= 1/2 в J' = 1/2). 

Резюмируя, мы можем сказать, что «точные» праВllЛа отбора 
для электрических Ek и магнитных Mk переходов мультпполъ­
ности k имеют вид 

. {{ll'k}, или !:I.l = О, ± 1, ... ,± k и 1 + [' + k-четное число, 
Ek. {JJ'k}, пли !:I.J = О, ± 1, ... , ± k, J + Р ~ k и 11,[' +q=ft!; 

(16.1) 

lИk: и 1 + l' + k - нечетное число, !
{ll'k - 1}, или !:I.l = О, + 1, ... , ± (k - 1) 

{JJ'k}, ШIИ !:I.J = О, ± 1, ... , k, J + J' ~ k и.м~ +q=JI1. 
(16.2) 

" 
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Заметим, что правила отбора по М и М' важны лишь тогда, 
};огда мы иптересуемся поляризацией излучения, в противном 
случае их не надо принима~ь во внимание, ибо другие характе-
истШШ переходов от М и М не зависят. 

р (IПриближенные» правила отбора. Промежуточная связь. Ип­
теРБомБИIlаЦlIонные переходы. В качестве примера появлеНlIЯ 
прпБЛПII,епных правил отбора мы рассмотрим условия неисчез­
новеппя соответствующих матричных элементов относительно 

};ваптовых чисел LS-связи. Аналогичные примеры для других 
ТJlПОВ свЯЗJl будут приведены вместе с соответствующими выра­
ihенпЯМИ в гл: 5. Эти правила отбора описывают условия неис­
чезяовения субматричных элементов операторов электронных 
МУЛЬТШIOльных переходов, поэтому при их установлении необхо­
ДИМО иметь явные выражения для последних через генеалогиче­

скпе 11 3nj-коэффициенты, а также одноэлектронные субматрич­
ные элементы. Правила отбора по суммарному орбптаЛЫIO.IIIУ L и 
сшшовому S моментам можно устаповить из 3nj-коэффицпен-та, 
появляющегося при выделении зависимости субматричного эле­
мента оператора перехода от полного момента количества дви-

1кения J. 
Как следует из формулы (15.13), зависимость субматрпчного 

эле~lеlIта оператора Ek-переХОДОll от J содерл,ится в 6j-коэффи-

{IJ J S} П ~ 
цпенте J' L' k· ри полученпи этои зависимости возникло 

такте УСЛОВlIе MS, S'). С помощью этих веЛIIЧИН можно устано­
ВlIТЬ полпые правила отбора для Еk-пзлучения по L и S. Усло­
ВIIЯ пеlIсчезновения данного 6j-коэффицпента описываются че­
тырыlЯ правилаМII треугольника: {LSJ}, {L'SJ'}, {Jl'k} и {LL'k}. 
Первые два нам хорошо известны IIЗ векторной модели и опреде­
ляЮт LS-связь. Третий треугольник дублирует правило отбора 
по J и Г, известное из теоремы Вигнера - Эккарта. И лишь пос­
ледний треугольник устанавливает правила отбора по полному 
орбптальному моменту. Они оказываются аналогичными случаю 
J. Вместе с условием вырожденного в прямую треугольника по 
S и s' U)(S, S') ЭКВIIвалентно треугольнику {SS'O}) мы получаем 
следующие правила отбора по L и S: 

Ek: { {L L' k}, или !'!.L = О, ± 1, ... , + k, L +L'~k; 
[j (S, S') = {S S' О}, или !'!.S = о. (16.3) 

n частном случае Е1-излучения И1\lеем правила отбора !'!.L = 
= О, ± 1 (исключая S - S переходы) и !'!.S = о. В случае Е2-пере­
хода !'!.L = L - L' = О, ± 1, ± 2 (L + L' ~ 2), т. е. переходы меж­
ду двумя S-термами (L = L' = о) 11 между S-термом иР-термом 
(L = О, L' = 1) ИЛII, паоборот, ИСI>:lIOчаются. Правило отбора по 
S и S' одно и то же для электрических переходов любой мульти­
ПОЛЬности и оно разрешает соответствующие переходы ЛlIШЬ 
:м:еа;:ду термами одинаковой мультиплетностп. 
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.интересно отметить, что правила отбора для элеRтрпчеСR1IX 
:квадрупольных переходов разрешают переходы между различны. 

MII УРОВНЯ1l1И одного терма (за исключение:м S-терма, но Тогда 
п!\шется ЛIlШЬ одип уровень, в этом случае J - J-«переходы)) со. 
ответствуют нулевой частоте и не дают никаЮIХ наблюдаемых ли. 
нИЙ). Реа.'IЬНО наблюдаеМЫМll переходаlllП ЯВillIЮТСЯ J - J:± 1 n 
1 - J =: 2. Частоты первых переходов соответствуют интервалу 
TOHKOIl струRТУРЫ терма, частоты вторых перехQДОВ - СУll1l11аll! 

двух таких интервалов. Такие частоты не БЛИЗRИ друг другу и 
ПОЭТО~IУ понятие мультиплета в даННОll1 случае не Юllеет места, 

хотя все ~lате}lатические соотношения справедливы. 

Аналогичньш образом рассмотрим правила отбора по L и S 
для матричных элементов оператора магнитных МУЛЬТИПОЛЬпых 

переходов (14.15). В этих элементах 3nj-коэффициенты содержат 
условия треУГОЛЬНИRа {LL'k -Н и {SS'k -Н, что соответствует 
правилам отбора 

~L = О, ± 1, ... , ± (k - 1) при L + L' ~ k - 1, 
ДS= О, ±1, ... , ± (k-1) при S+S' ~ k-1. (16.4) 

В частном случае магнитных дипольных переходов соответствую­
ЩIlЙ оператор и}[еет вид 

Ы1 = - 2.е;с (L(l)+ 2S1»; (16.5) 

он разрешает переходы ТО:IЬКО при УСЛОВIIИ KaLS = K'a'L'S', 
т. е. ЛIlШЬ переходы между уровнями одного и того же терма. 

В тех выражениях для матричных элементов Ek-перехоДов. 
в RОТОРЫХ появляются генеалогические коэффициенты, можно 
установить также некоторые правила отбора по числу старшин­
ства v. Ввпду одноэлектронного характера операторов перехода 
эти правила отбора имеют вид I1v = ± 1. Однако они выполня­
ются весьма приближенно. 

Полные правила отбора для излучения составляет весь на­
бор как «точных», TaR и (<приближенных» правил. Переход яв­
ляется запрещенным, если хотя бы одно из правил отбора нару­
шено. Степень запрещенности переходов может быть раЗЛИЧJIоi1-
некоторые :IIIНIIИ могут быть запрещены дв~lЯ, тремя и т. Д. ус­
':ЮВПJI),III. Еслп переход осуществляется между СЛОЖНЫМll элекТ­
ронными Rонфигурациями, имеющими несколы\О незаIlолненnыIx 
оболочек, то, как мы увидим в следующих параграфах, имеетсЯ 
большое число различных правил отбора. Однако большинство их, 
особенно относительно квантовых чисел промежуточных момен­
тов, являются весьма приближенными (даже при наличии чистОТО 
типа связи) ввиду присутствия взаимодействия между МО).fентаIllИ. 

Все правила отбора уже содержатся в самих выражениях дЛЯ 
матричных элементов операторов электронных переходов. поэ'СD­
му незнанпе этих правил не может привестп R получениlO- лож-
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пых переходов; последние автоматически будут равны нулю. Од­
наБО использование правил отбора ~озволяет во многих случаях 
без проведения полных вычислении определить тпп и мульти­

JIОЛЬНОСТЬ перехода (Ek п:ш Mk) и оценить II'{ относIlтелыjыIe 
I1нтеНСIlВНОСТИ. Например, IIЗ сравпения правил отбора по n/ Д:IЯ 
Е2- И ЛН-переходов мы ВIЦЮI, что переходы внутри одной и той 
же конфигураЦIlIl с f:j,/ = ± 1 могут IIметь как ;шеЕТРIlческую, 
так и магнитную прпроду. П3 аналитпчеСЕИХ выраженпfI для СIlЛ 
линий электронных переходов (в простых случаях k = 1 и 2, нак 
правпло, МОЖНО установить такие выраженпя) следуют опрез;елен­
ные выводы об относительных интенсивностях линил в мультп­
плетах. Однако эти выводы в большинстве случаев, Еогда праКТII­
чеСЕИ реализуется неБОТОРЫЙ ПРОl\IeЖУТОЧНЫЙ тип связи, явля­
ются ЛllШЬ прпБлllжевпыl\ •. 

Обычно элеRтронные переходы делятся на ра"'арешенные и 

запрещенные, но это деление весьма условно п неоцнозначно. 

Иногда разрешенными считаются элеКТРIlческие ДlIпольные пе­

реходы, а все остальные - запрещеННЫМII. Более точным и 06-
ЩИ:\f является ПРИЧllсленпе к разрешенным l\IУЛЫИПОЛЬНЫХ пе­

peXO~OB, удовлетворяющих раССl\lОтреННЫ:\1 выше правп.'Iа:\1 отбо­
ра, а 1, запрещеННЫ11 - переходов, при которых хотя бы одно из 
указанных условпi!: (по kbaHTOBbl1-1 ЧIIС.'Iам Бонфигурацпп, по мо­
ментам КОПRреТIIОГО типа связи и т. 4'> парушается. 

При диагоналпзацпп матрицы э;rергии 11, таБII11 образом, ис­
пользоваШIII промежуточноii связи, праВШIa отбора по прпбзи­
женным RВUНТОВЫ:И ЧИСЛЮI изменяются. ФаН,тпчеСЕИ OIШ исче­
зают - становятся ВОЗl\IOЖНЬПrи все переходы "!\IеiБДу любьаш 
приБЛJJженными Rвантовьпш ЧИСЛRМИ, прпводящпми R данным 
анач()шlЯМ / и г. НапБО;:Iее ЯРКИII пример I1зменеюIЯ указап­
ных правил отбора в ПРО1IeiI,УТОЧНОЙ связи - появление в слу­
чае использоваНlIЯ в hзчестве IIСХОДIIОЙ LS-связи таЕ называе11ЫХ 
интеРI,омбпнацпопных переходов, обусловленных нар}'Шением 
правила отбора 110 S. Физически это объясняется на.'Iпчием спин­
орбитальных взап:\юдеiiствпii, которые приводят к появ;rшнпю 
перехо;J,ОВ между термамп различной l\IулыиплеТНОСТII. 

Учет отклонения от чистой СВЯЗIl прпводит К изменеППЯ:\1 спл 
разреш()нных ЛППIIЙ. Эти ИЗ11енения пмеют тот же порядок вели­
чины, что и сила запрещенных ЛIIНИЙ. В большинстве случаев, 
особешю при наЛИЧlIИ сложных элеhТРОННЫХ конфигураций, про­
веден.II() расчетов в промеж~;точной связи становится обязатель­
НЫМ. В ряде случаев необходима диагонализация матрицы энер­
ГИИ ОТносите,lIЬНО квантовых чисе.lI конфигурации, приво;rящая 
R ПОЯв''.IеНlIIO многоэлектронных перrходов (см. § 23). 

Правила сумм ДЛЯ сил лшШЙ. n прпближении центрального 
по~, при использовании не заВIIСЯЩИХ от тер:\ш волновых Функ­
Циф Н, Силы лпний д:т всех переходов :между определенны:\ш кон­
ИI"ураЦИЯlIIl пре;:хстав.'1ЯЮТСЯ в ВИ:1е произведения одного радп-
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ального иптеграла, не зависящего от RBaHToBblx чисел веRТОрной 
модели, набора 3nj-Rоэффициентов, одноэлеRТРОННЫХ субматрич_ 
ных элементов стандартных операторов (c(/t) и/или L(I), S(I), ге­
неалогпчеСRИХ Rоэффициентов (если изменяется число электро_ 
пов в незаполненных оболочках) и соответствующих -алгебраиче_ 
ских множптелеЙ. Во многих случаях эти формулы можно про­
суммировать относительно некоторых квантовых чисел (типа J 
L, S и т. Д.>, в ре~ультате чего мы получаем определенные пра~ 
вила сумм для сил линий. В настоящеr.1 пункте раССМОТРШI ука­
ванные правила в тех случаях, Rогда они не зависят от конкрет_ 

ного вида перехода. Примеры правил сумм для переходов между 
Rонфигурациями конкретного типа будут приведеН'ы в гл. 5. 

Формула (15.8) может интерпретироваться как неКОТорое 
правило сумм - сила мультиплета выр-ажается в виде суммы сил 

его отдельных линий. Правила сумм для относительных сил ли­
ний определены соотношениями (15.18) и (15.19). 

Переходы между всеми уровнями конфигурации К и всеми 
уровнями копфигурации К' образуют совокупность переходов. 
Суммарная сила линий всех этих переходов называется силой 
совокупности переходов и равна 

S (К, К') = ~ S (KaJ, К'а' J'). 
aJ,a'J' 

(16.6) 

При LS-связи суммирование по а/, а,'1' заменяется на суr.широ­
вание по aLS1 и a,'L'S'1'. Согласно (15.8) суммирование по 1 и 
l' приводит К силе мультшшета. Поэтому в чистой LS-связи 
сила совокупности IIepexoдoB есть сумма сил мультиплетов, воз­

никающих при переходах между всеми термаr.1И конфигурации 
К и К': 

S (К, К') = ~ S (KaLS, К'а' L' S'). 
aLB,a'L'B' 

(16.7) 

Принцип спектроскопической устойчивости и свойства унитар­
ности (ортоroнальности) матриц преобразования приводят к то­
ыу, что сила совокупности переходов не зависит ни от типа свя­

зи в обеих Rонфигурациях, ни от способа связи отдельных обо­
лочек, составляющих указанпые конфигурации. Осуществив cyr.l­
мирование в (16.7), мы получаем, что сила совокупности перехо­
Дов оказывается пропорциональной силе одноэлектронного муль­

типлета «прыгающего» электрона 

S(K, К') ,= gos(nl, n'l'), (nl =1= n'l'), (16.8) 

где выражения для численных коэффициентов СО для БО;ТIЪШПU­
ства практически наиболее часто встречающихся случаев пре;J;­
ставлены в таблице 10. Статистические веса отдельных оболочек 
можно заимствовать из таблиц 1 и 3. 

I\онфигурационной J-группой называется совокупность 1}И­
ний, возникающих при переходах между всеми уРОВПЯl\ПI {,онФи-
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рацИИ К с финсированпым J и всеми уровнями другой нопфи­
~рации К' c

u 
финсированным значе~ием J'. Из принципа спент­

роснопnчеснои устоичивости и своиств матриц преобразованпя 

т а б л п ц а 10. ЗначеНIIЯ Rозффпцпента go для ряда Rонфигурацпй 

К-К' 

g(I[iO) 

g(I[iO) (411+1) 

g(l[i О) (411+2) 

g(l[io-1) [1-(Nг1)/(41о+2)] 

g(l[io-1) (411+1) [1-(No-1)/(4Io+2)) 

g(l[io-1) (411+2) [1-(No-1)/(4Io+2)] 

следует, что сила Iюнфигурационной J-группы не зависит от ви­
да венторной связи. 

Для LS-связи можно ввести нонфигурационную LS-группу 
как совокупность переходов между всеми однотипными терма­

ми конфиrурации К и соответствующими величинами конфигу­
рации К'. Ее сила складывается из сил мультиплетов 

S(KLS,K'L'S) = ~ S(KaLS,K'a'L'S) (16.9) 
аа' 

и пе зависит от способа связи отдельных оболочек 
N O N o 

В случае переходов между конфигурацияыи [о [1 - lo l2 вво-
дится понятие супермультиплетов. Совонупность термов одной 
Мультиплетности, построенных на одпом и том же родительсном 

терме остова r: о. называется полиадой. Супермультиплет есть 
набор переходов между всеми термами одной полиэды и всеми 
термами другой. Для них простым суммированием танже можно 
ПОЛучить ряд правил сумм. Оцнано МЫ их здесь не приводим, 
так кан в нонфигурациях таного рода, нан правило, необходимо 
ПСПОЛЬЗ0вать промежуточную СВЯ3Ь и тогда эти правила сумм 
нарушаются. 

Определенные правила сумм могут быть получены танже для 
сил осцилляторов и вероятностей переходов. Тан, можно ввести 
понятия сил vсцилляторов И вероятностей переходов между тер­
мами: 

f (aLS, а' L' S) = (2L +- 1/(2S +- 1) ~ (2J + 1) f (aLSJ, а' L' SJ'), 
JJ' 

(16.10) 
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W (aLS, a'L'S) = (:!.L+ 1)\ZS + 1) I (2J + 1РУ (aLSI,a'L'SJ'). 
JJ' 

(16.11) 

~ S (al, а' 1') '" 
J' 

Из выражений для снл линий сле~ует, что 

не заВПСIIТ от 1. Таким обра30~I, ...., (21 + 1), а ~ ТУ (al, а' 1') 
J' 

<:уммарная вероятность всех переходов с уровня аl на все уров­
НИ в пределах данного МУЛЬТIIплета не зависит от 1. То же СЮЮе 
.можно сказать и о силах осцилляторов. Поэтому, если засе.ТJ:ен­
НОСТИ N. и N2 уровней J1 и 12 ПОДЧИНЯЮТСЯ правилу 

N 1 : N 2 = (2]1 + 1) : (2J2 + 1) ( 16.12) 

(случай больцмаНОВСRОГО распределения с те~шературой kT ~ 
~l:J.ЕJ1J2) , то сумма пнтенспвностей всех линий му:rЬТИШIeта, 
Пl\Iеющих один и тот же иачальиып уровень, пропорциона.тrьна 
€ГO статистичеСRОМУ весу. Очевидио, что то же самое МОЖНО cI,a­
зать И О nepexo;:J;ax на один и тот же Rонечный уровень. Пптен­
сивности отдельных lIIУЛЬТИПОЛЬНЫХ переходов СRладываются со­

I'ласно (15.40). 
ДЛЯ СIJЛ осцп.'шяторов имеется точное общее правило су~ш, 

не зависящее от типа веRТОРПОll связи: 

~ t(al,a'l') = Z. (16.13) 
a'J' 

Суммпроваппе по а' J' в (16.13) распространяется на уровни дис­
кретного и непрерывпого спеRтра, ПРlIЧе~I необходнмо уqитывать 
переходы всех э:rеfiТРОНОВ атома. 

Правило сумм (16.1З) СЛИШfiQ:\I общее, тан нан обыqно пнте­
рес вызывают переходы одного пз внешних элеfiТРОНОВ l\IеЖJ;У 
RОНRретнымп fiонфпгурация~IИ. :Можпо получить некоторые пра­
вила сумм п в ЭТОl\1 С.тrучае, однано онп уже будут приБЛIIжен­
ными. Например, д;'IЯ переходов типа KonlNaLSJ -.Konlx- , Х 
Х (atL1Sl)nIL' S' J' (Ко означает заполненные обо:rоqки) деil:стви­
'Iельно правнло СУl\ПI 

~ t(KonINaLSJ,KonIN-l(аlLlSl)n'I'L'S'I')= N. (16.14) 
n'I'L' S'J' 

ДЛЯ одного элеRтрона вне заполненных оболочеfi П~Iеем 

~ t(nlj, n'l'j') = 1. (1().15) 
n'l'j' 

Такпм образом, рассмотренные правила СУИl\[ выявлЯЮТ оп­
ределенные заКОНОllIерности в э:rеfiТРОННЫХ переходах. R СОJJ>азе­
пию, многпе II3 ШIХ ЯВЛЯЮТСЯ прпБЛllжеННЫJlШ п зависят от hОП­
кретной моде:rи векторной связи. Однано их использование и в 
эТом случае позволяет оценпть точпость и пригодность Jlю~ели. 
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ЭЛЕКТРПЧЕСКИЕ (Ek) И МАГНIIТНЫЕ (Л1k) 
:М~'ЛЬТIIПОЛЬНЫЕ ПЕРЕХОДЫ 

§ 17. Азьтернат][вные выраженпя ДЛЯ оператора 
Э;IеGтрпчеСGIlХ l\lуаЬТIIПОЗЫIЫХ переходов. 

Нере.lJЯТIIВПСТСRое п ре:rЯТIIВIIСТСRое ПРllб;IижеIIПЯ. 
РеаНТlIВИСТСRие поправки к оператораl\1 перехо~ов 

Ре.1ЯПIВJIСТСGие операторы злектрпчеСRИХ l\IУЛЬТИПО;IЫIЫХ пе­

реходов. В § 14 мы установили выражения для операторов элек­
трпческих (Ek) и мю:;нптных (Mk) мультипольных переходов~ 
lIСХО~Я как пз R.'Iaссического раССJIIотреНIIЯ излучения э:rеGтромаг­

нlIтныx во:ш, тан и из RБантовоэлеКТРОДlIна~пrчеCl\Оii матрицы 
рассеЯНIIЯ первого порядна. В настоящем параграфе основное 
ВНЮlаНlIe мы у~еЛIIМ получению и изучению различных фор:lf 
ре.;}ЯТlIВIIСТСНИХ и нерелятивистских операторов Еk-переходов. 
а также ре:rЯТИВИСТСЮIХ поправок н послеДНИ:\I. Будем псполь­
зовать атомную систе:\IУ е::\иниц. 

В данном пуннте иссдедуеl\l завпсимость релятивистских опе­
раторов Е k-перехоДов от калибровни потенциала электромагнит­
ного поля. Вероятность перехоца при излучении фотона с опре­
де:rенным моментом ноличества движения В nepBOJII порядне 

Rвантовоэлентродинаllшческой теорип ВО3:\lущениii может быть 
оппсана выражеНllе~1 [62] 

где 

V21 = -<2/{{аА*} - Ф*}J1). 

<17.1) 

<17.2) 

3:.{есь {Ф, А} - НO:IlПоненты четыреХlllерного вектор-потенциала 
элеl\тромагнитного поля, соответствующего определеПНO:IIJ состо­
янию фотона, в ноординатном представлении; /1) и /2) - собст­
веНные волновые фУННЦИII уравнения Дирака, описывающего 
сrацпонарные состояния с энергпей (t). и (t)2; а - матрицы Дира­
Ra, определенные согласно (5.84). В случае Еk-фотона выраже­
Нllе для потенциала зле:КТРОlfaГНИТНОГО поля может быть выбра­
но с различными :ка:шбровочнъ:ши усдовитш; :кроме того, его 
12* 
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можно представлять в раЗНЬLХ эквивалентных формах. ИСПОЛЬЗУ 
ЯВНЫЙ внд потенциалов в ИМПУЛЬСНОМ представлении [62] л 

4л2с3/2 (k)) 
еАЫkq(Х)С"~ (йЗ12 (БIХ/-Ш/С)еУkq-I-Х'пУq, (17.з) 

4:rt2сЗ/2 (k) 
ФЫkq(Х)= (йЗ!2 б(/х\-w/с)Х'Уq (17.4) 

(здесь х - переменная II!Iшульса, 1 х 1 = ш/ с, ш = 0 t - Ф 2 - часто_ 
та излучаемого фотона, eYkQ - шаровой вектор электричесного 
типа, с - как обычно, скорость света, Х' - калпбровочная по­
стоянная, n = x/I х 1) и перехо.\я с ПО1ll0ЩЬЮ преобразования 
Фурье к коордппаТНОIllУ представлению, наХОДШI вместо (17.2) 

V21 = -<21 ((аеА) + Х'[(а/А) - ФНl1>, (17.5) 

где так называемые поперечная eA~) и продольная IA~) со­
ставляющие bektop-потенциа.ТJ:а в сферических компонентах име­
ют соответственпо ВIIД 

АЩ = ·-/t-l (_ 1)k+q-,,- 1/ «) { Yk (2k _1_ 3) [1 k + 1 k) 
f1). ~ ~ зtс (2k + 1) . л q _ л q Х 

) C(k+l) Y(k 1 k [1 k - 1 k] (h--l)} х gk+I (z -q+л -/- . -/- ) (2 . - 1) л q _ л q g/<-l (z) С-н'/.. , 

(17.6) 

АЩ = г/t-l(_ 1)k+q+Ml .. 1 (й {Y(k _1_ 1) ('Jk - 3) х 
1 ). JI лс (2/; + 1) ~ -1 

[1 k + 1 k] C(/t+l) Yk (2k [1 k - 1 k) (/<-l)} Х л q _ л q g/t+l (z) -q+}. - • • - 1) л q _ л q g/t_l(Z)C_q+'/.. ' 

(17.7) 
а скалярный потенциал выглядит тан: 

Ф _ .-" (_ 1)k+q V (й (l,/; + 1) () C(k) 
- ~ зtс g/< Z -q. (17.8) 

Чаще всего используются две калибровки. Первая j{' = о 
(обычно она называется кулоповской калибровкой), прп котороП 
продольная часть вектор-потенциала и ска.тrярныii потенциал ис­
чезают, а div А = div еА = О. Другая налибровка имеет ви~ j{' = 

=-Y(k+1)/k и, как видно из (17.6) 11 (17.7), в выражении 
(17.5) сокращаются Ч.ТJ:ены, соцержащпе сферические фуннции 
порядка k -1. 

Для выяснения особенностей каждой из этих калибровон JIIЫ 
пока будем рассматривать потеНЦIIал электромагнитпого поля с 
произвольной калибровкой Х'. Часто бывает УJ;обно выдеЛlIТЬ в 
потенциале электромагнитного поля члены, которые 1\10ГУТ бытЬ 
представлены как градиенты скалярных функций. Такие члены, 
например, не будут давать вклада в веЛIIЧППЫ, в которЫХ по­
явятся выражеНIIЯ ВllДa rot grad ер. Последние по определению 

'-
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'l'оiJ\дественно равны нулю. Тогда (17.6) И (17.7) МОЖНО преобра­
зоватЬ к виду 

. -1<-1 (_ 1) ННl -1 Ы (k+ 1) (v {гФ (z) С(1<)} + 
,А = ~ v 'ltck (2k + 1) 1< -q 

2k+ 1 (1<» + k+1 zg,,(z)nC_q , (17.9) 

_ .-1<-1 (_ 1)k+q+l 1/ (::!k +- 1) с V{g (z) С<!.)} 
lA - ~ JI 'лЫ 1< q , (17.10) 

где фА(z) определено согласно (14.23). Выражая, нак обычно, 
операторы 07.9) И (17.10) через непрпводимые тензоры И про­
водя упрощепия, где это возможно, ~IЫ ПРИХОДИМ К следующей 
формуле для вероятности излучения вместо (17.1): 

Е1< 2 (k + 1) ы 1/ I [ ,(11.) '"''' V-k - { 0(11.) О(k)}] 1 "12 
W 1~2 = k (2k +- 1) с " 2 .о -q -/- J'& k + 1 1 -q -/- ф -q 1/, 

где 

0 ,(1,) __ • {k 1/2k +- 3 g (z) [С(k+l) Х а(I)] (11) _1_ 
~ -q - ~ JI k + 1 11.+1 -q 

-/- Vk(2k-1)g/'_I(Z) [C(k-l)хаЩ]<!.~}, 
zO~J = i { V (k -/- 1) (2k -f- 3) g1<+l (z) [С(Н1) Х аШ]<!.J-

- Vk (2k - 1) gk-l (z) [с(1<-I) Х a(I)]<!.J}, 

Фо~'J = V 2k -1- 1 gk (z) C<!.~. 

(17.11) 

(17.12) 

(17.13) 

(17.14) 

Используя следующее интегральное соотношение для дира­
IЮВСКИХ ВОЛНОВЫХ фУНКЦИЙ [81, 103]: 

(17.15) 

где Фа - произвольная фУНКЦИЯ, 1I1Ы можем, исходя из 07.9>, 
установить таное выражение для вероятности Еk-перехода: 

WEl' = 2(k+1)bl3 \/21 0(1<)+ ,",,,~1/ k {О(k)+ О(k)} 11"12 
1->2 3" е -q J'& JI k +- 1 1 -q Ф -q /, 

k(2k+ 1) с " Ы 

(17.16) 
где 

eO<!:J = - ГФk (z) C~~ - iщg/, (z) { Vk(2k -1) [C(1<-l) xa(I)]~J+ 

-/- V(k -1- 1)(2k + 3) [C(k+l)xa(1)]<!.~}. (17.17) 

Таким обраЗОll1, мы получаем две раЗЛИЧlIые формы (17.11) 
и (17.16) выраженпй для вероятностей релятИБИСТСНИХ Еk-перехо­
~OB при ПРОИЗВОЛЬНОll1 значении налибровочной постоянной х. 
еперь, коннретизируя ее значеНIIе, например, беря :Jt = О, из 
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(17.11) п (17.16) находим 

Е" 2 (k + 1) (u 1 / 1 01(1<) 1 "'12 
JV1-+ 2 = k(Zk+1)c ",2 е -q 1/ ' 

~уЕI< = 2(k+t)(UЗ \/2\ 0(1<)\1' \2 
1~2 k (2k + 1) сз '" е -q ~ , 

(17.18) 

(17.19) 

где соответствующие операторы определены согласно (17.12) п 

(17.17). Прп Х= -1'(k+ 1)/k оператор в (17.11> превращается в 

гО:;) = - gl< (z) c~~ + i {V~ gl<+1 (z) [C(I<+1) xa(I)]~J-

- 2 V k (2k -1) gl<-1 (z) [С(1<-1) -< a(I)]~г}, (17.18а) 

а соответствующее выражение в (17.16) праnтичеСRИ не упроща­
ется. Аналогичные формулы для излучеНIIЯ, хараитеризуемого 
энергиеii п поляризацией, приведепы в [74] . 

.используя (17.15), вероятность Ek-пере'i.ОCIа можно предста­
вить в следующих двух общих формах допо::пштельно и уже рас­
смотренным выше: ~ 

w:~ = ~(:2k+:\~: I( ~21[TO~~ -1- хJl k~ 1 {~ vO~J - тО~тIФl)l: 
(t7.20) 

И,ЕI< 2 (k + 1) (u 1/ .,.[ 011<) ,,<,р 1 j-k - ( (')Щ O(I<)}]I, "12 
1->2 = k (2k + 1) с '\. ~2 V -q +.я JI k + 1 t -q - ffi r -q Ч'I/' 

(17.21) 
Здесь 

0 (1<) = _ 2k + 1 {g (z) c<..1<) _1_ i 1/- :!..k +- 3 [с( 1<+1) Х а(I)] (/<) а (Z)} 
т -q (u 1< -q "k + 1 -q "k+ 1 , 

(17.22) 
(1<) 1(1<) 1(1<) ) 11 

а vO_q = eO-q , где eO_q определено равенством (17.12. з 
(17.20) и (17.21) наглядно видно, что в случае точных волнОВЫХ 
фунnций вероятность Еk-перехода не будет зависеть от иалиб­
РОВКИ :Jt (выраженне в Фпгурных сnоБRах в каждой из указан­
ных фОР~fУЛ будет равняться нулю). РеЛЯТIIВИСТСЮIe величинЫ 
ОЩ ОЩ т -q и v _q В переЛЯТПВIIСТСКОllf пределе соответствуют опера-
'[орам Ek-перехоДов, при k = 1 ПРИВОДПЩЮI И общеизвестным }1Х 
форма:\1 в ви~е «длины» и «СIЮРОСТН». 

Переход R нереЛЯТИВllСТСRIDI операторам. Этот вопрос мы ча­
стично уже обсуждали В § 14. В дaHHO~1 пункте рассмотрим, :к 
иаRИМ операторам, ОПlIсывающи~[ излучение, приводят найден­
ные выше ре.тrятивистсиие фориулы в нере.тrЯТПВИСТСRОlll пределе. 
Разлагая :\Iaлые Rо:\шоненты четыреХRо:\шонентных волновЫХ 
фуниций (бпсIIИНОРОВ) (5.89) через большие, подставляя ЭТО раз­
ложение в (17.5) и преобразуя полученное выражение к щ~прU-
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дИМОМУ ВИДУ, после длительных математичеСI\ПХ ВЫЮIадок 

(~одробности можно наilти в [104]) устанавливаем, что вероят­
Iюстъ переходов, опре;Щ.'IЯемая релятивистским матрпчньш эле~ 

J,JептоМ соответствующего оператора В форме (17.11), может быть 
описана в нере.'1ЯТИВIIСТСКОМ пре;з:еле прп ПРОIlЗВОЛЬНОМ значении 

l'алиБРОВОЧНОll постояшюп :Jt следующей формулой:. 

Е" _ 2 (k+ 1) (2k + 1) w2h-1 1 (2\ {Q'Щ 
Н11->2 - k [(2k + 1)!!]2 с21<+l -ч + 

. :Jt V k~ 1 IQ~:) - (6Q~~]} 11) \2. (17.23) 

Аналогичным обраЗG:\t для вероятности перехода, представ~ 
JIeHHOii в форме (17.16), получае:\1 

Е" 2 (k + 1) (2k +.1) (~)2h+ll (21 { ~) 
W1-+ 2 = k [(2k + 1)!!]2 с . Q q + 

+ :Jt V k ~_ 1 [~ Q~:) - Q~~J} /1) 12. (17.24) 

Эти две формулы по своей структуре ана:IOГИЧНЫ соответст­
вующим релятивистсюш соотношеНlIЯ![ (17.21) п (17.20). Велп­
чпны в фигурных СlюБI>ах формул (17.23) и (17.24) представля­
ЮТ собой общие нере.'1ЯТIIвистские выражешIЯ для операторов 
Еk-переходов, lIIаТРIlчпые эле~f()ПтЫ которых уже должны вычис­
ляться относительпо обычных нереЛЯТПВIIСТСI\ПХ волновых функ­
ций. Эти операторы СО:J;ержат ПРОlI3ВОЛЬНУЮ (калибровочную) 
постоянпую х. В прпве;:J;еппых выше фОРJ\Iулах введены обозна-
чения 

Q(h) _ _ hC(h) 
_ч·- r -ч (17.25) 

для первоii, общеlIзвестпой фОР~IЫ оператора Ek-lIзлученпя, со­
ответствующей при k = 1 форме <<ДЛIШЫ» оператора дипольных 
пере ходов, и 

Q~~) = - r h - 1 { kC~~ (~г + : Vk (k + 1) IC(h)x LЩ]~~} (17.26) 

для HOBOii, BTOpoii формы оператора Еk-перехода [104], которая 
в частном случае k = 1 .совпадает с известным выражение:'!I для 
оператора Е1-перехода в форме «с~оростю) (см. опре;з:елеНIIе V(I) 

(5.1З». Оператор (17.20) ~южпо также получить п другим путем, 
I>ассматривая ко~шутаЦIlопные соотношенпя оператора (17.25) 
с гами.'IЬТОНIIaНОМ эл:ектрона в атоме: 

[d/$, Q~h)] = [ ~2 ,Q~h)] = _ ~ (~{Q~h») -1- 2 (V(I) {Q;}'»). VЩ». 
(17.27) 

Поскольку rkC~h) ЯВ:IЯется решеНIIем уравненпя Лапл:аса, то 
в (17.27) остается ЛIIШЬ последнее слагаемое, после упрощения 
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которого приходим к искомому равенству 

[.re, Q~h)] = _ Q~(h). (17.28) 

Принимая во вНИмание это соотношение, можно непосреДСтвенно 
убедиться, что, как и в реЛЯТlffiИСТСIЮJlJ случае, для точных не­
релятивистских волновых функций члены, содержащие калибро_ 
вочную постоянную Х, Вl\Лада в вероятность перехода давать не 
будут 11 останутся ЛIIШЬ эквивалентные операторы (17.25) и 
( 17.26). 

Теперь мы можем установить, каким нерелятивистсRИМ Опе­
раторам излучения и при какой калибровке соответствуют полу­
ченные ранее релятивистские выражения. Выбирая Х '= О, нахо­
дим, что при такой калибровке оператор в выражении (17.11) 
соответствует нерелятивистскому оператору перехода в форме 

«скорости», а при X'=-1'(k+1)/k-оператору перехода в 
форме «длины)} [104]. Однако связь калибровки с ВИДОJlJ нереля­
тивистского оператора перехода имеет относительный характер: 
рассматривая соотношение (17 .24), мы приходим к ВЫВQДУ, что 
релятивистское выражение (17.16) при калибровке Х = о пре­
вращается в нерелятивистском пределе в оператор перехода в 

форме «длины>}, а при калибровке :Jt = l'(k + 1)/k - в форме 
«СIЮрОСТИ», т. е. имеет место ситуация, обратная случаю (17.11). 
Формула (17.20) в перелятивистском пределе при Х = о соответ­
ствует оператору перехода в форме «длины», а при :Jt = 

= l'{k + l)/k - «СКОРОСТИ>}. ДЛЯ <17.21) имеет место обратное 
утверждение (ср. [105]). 

Как известно, при определепии величин теории переходов с 
приближенными волновыми фУНКIШЯ~IИ соотношепие (17 .28) в 
смысле матричных элемептов не выполняется в общем случае. 
Тогда вероятности перехоцов, вычисляемые при раЗ.IШЧНЫХ зна­
чепиях калибровочной постояпной, могут различаться (в частнО­
сти, это приводит К известной пеэквивалентности форм (<Длины>} 
и «скоростш) оператора перехода). Так как в случае ненулевогО 
вклада калибровочных членов в матричный элемент его завиСИ­
мость от постоянной Х лпнейна, то при соответствующем ее вы­
боре матричный элемепт может принимать какие угодно значе­
ния; с другой стороны, это открывает возможность использова­

ния Х как нового подгоночного пара метра вполуэмпирических 
расчетах. Последпий может оказаться особенно удобным при ис­
следовании электронных переходов в изоэлектронных последова­

тельностях. 

Заметим, что в [106) найдено общее выраженпе для третьей 
формы оператора Еk-переходов, однако его практическое исполь: 
зовапие весьма затруднено IIз-за громоздкости соответс;твующеп 
формулы. ХаРТРП-фОКОВСЮle расчеты показывают, что эта фор­
ма меньше остальных двух прпгодна для описания Еk-пере~одов. 
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релятивис-reкие поправRИ R операторам Е1-переходов. Вьшrе 
:uы рассмотрели релятивистснпе и нереЛЯТИВИСТСIше выражения 

ля операторов Еk-излучения. При переходе от первых но вт 0-

ДЫМ мы можем получить формулы для соотвеТСТВУЮЩIIХ опера­
~OPOB, содержаЩllе реЛЯТИВUСТСЮlе эффекты в ~иде поправон н 
обычнЫМ нереЛЯТПВИСТСНИI\I операторам. Танои подход может 
оказатьСЯ полезным при описании переходов, запрещенных в не­

релятпвИСТСКОМ пределе. 1\ Пll!ll ОТНОСЯТСЯ, например, IIнтерком­
бппационные переходы. Для установлеюlЯ уназанных выражений 
необходимо разложпть в релятивистсних матричных элементах 

оператора перехода малые компонепты Х через большие qJ с точ­
НОСТЬЮ дО членов порядна V2/C2• Однако полученные таним обра-
30М выражения очень ГРОМОЗДНII и в общем случае трудпо прп­
менпмЫ. Поэтому далее мы ограничимся случаем элеНТРlIчесного 
дппольпого излучения. 

Для нахождения неПРИВОДIfI\ЮГО внда оператора. описываю­

щего Е1-переходы и ВRЛючающего главные реЛЯТIIВIlстские по­
правки, необходимо сохранить члены, содержащие оператор спи-

на S(I) = {и(1). Учитывая ДЛЯ величпн порядна V/C первую по­
правку на запаздыванпе, а для величин порядна V2/C 2 запазды­
ваппем пренебрегая, находпм [104] 

wEl = ~I (21{Q'(1) _1_ ~ [Q(l) S(l)](l'} 11) 12 
1->2 3с3 -q с2 V2 Х -q , 

Tvf2 2 = :~зl (2I{Q~;) -1- c2iV2 [Q,(l) XS(1']~~}11) 12, 

Wf~2 = ::~ I (2/ (Q~~) - с2 ~2 [Q"Щ Х S(l)]~G} \1) 12, 

(17.29) 

(17.30) 

(17.31) 

Т. е. релятпвистсние поправни н оператору в форме «импульса» 
также могут быть представлены в трех эквивалентных фОР1laХ­
«ДШIНы», «скорости» и «ускорения». 

С прантичесноii точки зреНIIЯ наиболее I1нтересны выражения 
07.29) и (17.30), так кан в этих случаях нет необходимости на­
ХОДIIТЬ- дополнительные радпальные интегралы, и релятивист­
ские поправни могут быть получены из обычных вычислений Е1-
переходов с использоваШleМ нереЛЯТIIВИСТСКИХ операторов в фор­
ме «СКОРОСТИ». 

Соотношение (17.16) при :Jt = О может служить ИСХОДНЫМ 
для исследования реЛЯТИВИСТСЮIХ поправок R оператору перехо­
да в Форме (<Длины». Разложение матричпого элемента (17.16) с 
ТОЧностью до членов порядка V 2/C2 было получено ранее (форму­
~Ы (14.24) и (14.3З», поэтому здесь мы его приведем, сохраняя 
Оправки, описывающие интеркомбинационные переходы, и ис-
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пользуя обозначения (17.25) и (17.2{)): 

W E1 = 4wЗ 1(<> 1 [Q(1) - -~_. -! [Q(I) х 8(1)]( 1) -1 ..... 2 3 ~ -q .• -v- (й -q 
3с с- 2 

_ [Q'Щ хSЩ]~~}] 11) /2. (17.32) 

Выражение в фигурных скобках при учете соотношения (й = 
= Е t - Е2 11 (17.28) в случае точных во.;Jновых фУНКЦИЙ дает ну­
левой Вl\ла,l, что п объясняет исчезновение релятивистских по­
правок Б оператору перех.ода в форме «~::пшы) для интеРRОl\lбu_ 
национных. перех.одов. OAIIal\O при ВЫЧПС':IelJIIИ на приближен_ 
ных, наПРИ:\Iер, хартри - фОКОВСЮIХ, ВО.1ЛОВЫХ фупкциях этот 
член в общем случае дает опре;J;елеппыii ВКllад, оБУСЛОБ.1:енныii 
неточностью пспользуе~roii l\штемаТIIчеСI;оii :модели [107, 1081. 

§ 18. l\IаТРIlчпые элементы оператора элеКТРllЧескпх 
l\IУЗЬТППОЛЬНЫХ переходов 6ез участия з.'Iектронов остова 

ОДНОЭJIектронные субматричные элеl\lенты операторов перехо­
дов. Операторы элеБТРОННЫХ переходов, за IJСlmючением третьей 
формы при k > 1, являются операторами, иредстаВИIllЫ:МИ в вице 
СУIllМЫ соответствующих одноэлектронньп:: веШIЧПН. Их матрич­
ные эле:\lенты в случае сзожных электронных Бонфигураций вы­
ражаются через су:ммы генеалогических 11 3nj-коэффициентов, 
а также одноэлектронные суб:\lатричные элементы, соцержащие 
радиальные пнтегралы переходов. Многоэлектронная часть мат­
ричного элеlllента завпсит лишь от тензорных характеристик опе­

ратора пзлучеНIIЯ, а вся специфика KOlll\pe'IHOro оп~ратора содер­
жится в одноэлеnТРОННО:\1 субмаТРИЧIlО:\J Э.'1е:менте. В даННОl\1 
пункте мы раССМОТРПl\l одноэлеБтронные субматричные элемеп'l'Ы 
релятивистскпх и нерелятивистских операторов электронных 

переходов. 

Все электропные перех.о~ы между С.;Jожны~ш конфпгураЦIIЯ­
ми удобно условно разделить на· две группы - переходы 68З уча­
стия 11 с участием э,:шктронов остова. По:шую электронную ке'!­
фигурацию аТО:\1а К можно представить в Вlцe СУIllМЫ двух ча­
стей Ко п K t : 

(18.0 

ГДЕ! КО со;з;ержит все заполненные и пезаполненные оболоЧКП, 
электроны l\ОТОРЫХ не участвуют в переХО:Iе, а К! представляет 
собой набор Э';IeКТРОНОВ (чаще всего это о:щн или два неэквнва­
лентных электрона сверх указанного остова), один из КО1:0РЫх. 
и осуществляет перехо~. Наиболее ТИППЧНЫl\Ш при:мерами пере-
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ходОВ без участия электронов ОСтова являIOТСЯ сле~}JQюцие 

остОВ представляет оболочка эквивалептных электронов 
ББанТОВЫХ чисел запо:шеиных оболочек ;\fЫ ие ПРПВОДIОf): 

N1 N 1 
II [?, - II lз, 

187 

(18.2) 

(18.3) 

(18.4) 

:Моменты внешшrх элеI(ТРОПОВ с соответствуIOЩПМП ве.:IИЧИ­

на~IИ остова могут скдаJ;ываться все~ш рассмотренными в треть­

ей главе типамп BCKTOPHOii связп, поэтому необходи~ю наличие 
выраженип для матрпчпых элементов операторов электронных 

переходов мещду С."'IOiЮfЫJ,IИ конфигурациями в раЗЛIIЧНЫХ тппах 
связи. В данном параграфе ;\IЫ приведем соотвеТСТВУIOщпе фор­
мулы для переходов без участия электронов остова. 

Вначале рассмотрим реЛЯТIПшстскпе субматричпые Э.'Iеl\lенты 
операторов Еk-перехо:юн. Как мы уже видели 'в § 17, этп опе­
раторы могут быть выбраны в раз."'IПЧНЫХ эквпвалентных формах 
с различньаш калпбровочньпш УСЛОВIIЮШ, что ПрНВО,1ит К боль­
шому количеству О.lноэлеКТРОIIНЬП:: суб~IaТРИЧНЫХ Э:Iel\lентов. 
Начнем с раСС~IOтрешIЯ суб;\fатричпого элемента оператора 
(17.17), который в нсреЛЯТИВНСТСКО~1 пре;J;еле прп ка:шбровке 
:rt = О соответствует оператору перехода в фОР~Ie <Ц"'IПНЫ». На 
его примере опишем меТОДПh"у получения соотвеТСТВУЮЩIIХ вы­

ражений. Используя ОJ;н()электронпые реЛЯТlIвистскпе ВОЛIlовые 
функции (орбита.тш), определепные согласно (5.89), УЧllтывая 
связь оператора a(~) с матрпцами 0(1) (формула (5.84» п затеJ,f 

перемножая указанные матрицы, мы получаем выражсшш Д:rlЯ 

релятивистского матрпчного э.лСl\lента оператора переХОJ:а В. виде 

сум~rы несколькпх членов, при ВЫЧIIС.:ШВИП которых у;-ке непос­

pe;:J;CTBeHHO можно ПрlШСПЯТЬ l\Iате~Iатпческий аппарат теОрlIИ 
момента lюличества ;J:ВIIжепия. Нетрудно показать, пспользуя 
свойства 9j-коэффицпентов и IЮЭффИЦllентов Клебша - Гордана, 
что имеIOТ место соотношения 

(18.5) 
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СубмаТРIIЧНЫЙ элемент правой части равенства (18.5) может 
быть представлеп в виде 

(l2sJ21Ic(k)ll l tSl11) = 

= (_1)12+1/2+1 t +k V (21! + 1) (2j2 + 1) (l211 C(k) Il ll) {~2 
11 

= (_1)(ll- k - 12+1)/2-12 (Z 1 k) 11 12 ' . у(2' .1 1)(2' ~-1) 
1 2 2k+ 1 

Напомнш.r, что символ (Ztl2k), впервые появпвшийся в формуле 
(5.100), ОЗlIачает, что находящиеся в скобках параметры удов­
летворяют условию треугольнпка с чеТllЬШ периметром. Ападо­

гичное равенство в случае правой части (18.6) следует из (18.7) 
после замены в последпе~1 веЛlIЧИII l1 и l2 на [; и [; При IIСПОЛIr 
зовании получепных соотношенпй релятивистскпй одноэлектрон­
ный суб~IaТРlIЧНЫЙ элемент оператора (17.17) запишется в виде 

(n;lZJ2 ~ "0(1<) 11 ntZlil) = 
_ (-1 (lг/~-l2-l)/2-}2 .. f (2j t + 1) (2j~ + 1) r jl i 2 k] -) v 2k + 1 Ч2 -Ч2 О Х 

Х {(lIZ2k) [А (л1л2 1 1k) - z:: ~-11 В (Л1Л; 11k)] + 
+ (Z~~k) [А (Л~Л; 11k) + 2::11 в (Л;"'21 1k) П. (18.8) 

Здесь радпальные интегралы определены следующим образом: 

00 

А (ЛIЛ21 'Xk) = J ! (n1l1ill r) !(n2 Z2i21 r) rХФ/~ (z) r2dr, (18.9) 
о 

00 

в (ЛtЛ21 )(k) = S ! (n1Z1j1Ir)! (n 2Z2i 2 1 r) rXgk (z) r2dr. (18.10) 
о 

Штрих над Л; означает, что в соответствующем радиаЛЬНОl\{ ИН­

теграле вместо функции !(n;l;i;lr) должна быть функция g(nil~iJ r. 
В (18.9) величина Фh(Z) определена согласно (14.23>. Интеграл 
А следующим образом может быть выражен через интегралы В: 

Аналогичным путем могут быть установлены субматричпые 
элементы других релятивистских операторов. Так, в случае- оIIе-
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ратора (17.12) соответствующее выражение получается равным 

L '(11.) 11 l' <n2l2 j2,}1 n1 иl) = 

(12-11 +h+l)/2-i2 ,. r (2i1 + 1) (:гi2 + 1) [j 1 j 2 k] 
= (- 1) У (2k '_ 1) 1/2 _ 1/2 О Х 

Х {~ (- 1)12+12+1/2 [2j2 .1- t -/- (- 1) 'l +12+k (2jl -/- 1)] Х 

Х [(lll~ k -1) А (ЛIЛ~ I О k) -+- (l~l2 k - 1) А (Л~Л21 О k)] -1-
+ k[(lll~k-1}В(Лlл;1 Ok -1) + (lll; k -/-1) в (л1л;I О k + 1)­

_ (l~l2 k -1) В (Л~Л21 О k -1) - (l~l2 k+- 1) в (Л~Л2' О k + 1)]}-

(18.12) 

Отметим, что прп lIспользоваппи функциопальных соотноше­
НИЙ l\IеЖ;J;У произведеНИЯ~1lJ 3nj-коэффициентов п субматричных 
элементов (lIIC(k) IIl') спин-угловые чаСТlI рассматриваемых суб­
маТРlIЧНЫХ элементов представляются в форме, в которой их 
заВIIСИМОСТЬ от орбитальных квапт()вьГ\:: чисел, - как и в случае 
матричных элементов реЛЯТIIВIIСТСКОГО оператора энеРГИII,- со­

держится .'ПIШЬ в фазовом множителе. В некоторых случаях эти 
преобразования достаточно сложны, поэтому более эффеВТIIВНЫМ 
для этой цели является применешlC реЛЯТИВlIСТСКIIХ ор.биталeii 
типа (6.54), выражаемых через обобщенные сферические фунн­
ЦIШ. В этом представлении увазапнып вид субматричных эле­
ментов получается непосредственно [80]. 
у СЛОВIIЯ непсчезновения субмаТРИЧIIЫХ элементов (18.8) и 

(18.12) составляют правила отбора для Еk-излучения в случае 
одноэлевтронноii конфигурации. ::Эти УС~iОВИЯ представляют со­
бой в данном случае правила треУГОЛЬШIRОВ, воторьш должпы 
удовлетворять параметры jl, j2 11 k в коэффициенте Rлебша­
Гордана. Условие треугольнива типа (ltlzk) при дополнительном 
требовании четности суммы этих паР31\teтров обеспечивает сох­
ранение правила отбора по чеТIIОСТП. 

Выражения для одноэлевтронных субматричных элементов 
нереЛЯТИВИСТСКJlХ операторов элевтричесвих МУЛЬТИIIОЛЬНЫХ пе­
реходов (17.25) 11 (17.26) очень просты: 

(n2l211 Q(h) 11 n1l1) = - (l211 C(k) IIll) (n2l2 11 r1<" n1l1), (18.13) 

(n2l2 11 Q'(k) 11 n1l1) = - (l211 c(h)lIll) [k ( n2l2 11 rk - 1 ~ 11 n1l1) -

1 
- 2' [l2 (l2 -+- 1) - II и1 -1- 1) - k (k -1)] (nzl? I ?--21 n1l1)]. (18.14) 

Заметим, что при n2l2 = ntlt в случае одинаковых радиальных 
орбиталей интегрированием по частям получаем что выражение 
(18.14) превращается в НУЛЬ. Поэтому при ра~четах переходов 
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1ШУТрII оболочки Эl\впвалентных электронов, ИСХО,lЯ пз второй 
формы оператора (форr.lула <17.26», необходимо ИСПОЛЬЗовать 
~аВИСЯЩllе от терма ра~lIалъные орбитали. 

Третья фОР:\lа оиератора содержит двухчастичные ч.'Iены, по­
ЗТО:\IУ матричные элементы этого оператора выражаются УiБе Че­

рез соответствующие двухэлектронные ве.lIИЧИНЫ. Однако они в 
<>бще!\1 случае получаются очень ГРОМОЗДЮI!\Ш. В частном С:IУчае 
переходов ВНУТрИ оболочюr эквивалентных элеRТРОНОВ соответст_ 
вующие выражения найдены в [104]. СубмаТРIIчные эле:\lенты 
рассмотрепных в Rонце предыдущего параграфа ре.'lЯТIIВИСТСБIIХ 
попраВОI\ к операторам Еk-излучения для О;J;ноэлеI\ТРОННЫ'{ п 
многоэлектронных I\онфигурацпй по~робно изучены в работе 
{109]. 

Еk-переходы без участия электронов остова в СJl}·чае раз:IПЧ­
Hыx типов СВЯЗII. Силы ЛIIНий, сиды осцилляторов и вероятности 
элеRТРОННЫХ переходов между конфпгураЦИЯl\Ш любых тппов 
:выражаются через субмаТРlIчные элементы соответствующпх опе­
раторов. Пt)Зтому далее будем рассматривать то:rЬRО субматриq­
ные э:rементы. Оюr получаются аналогично случаю оператора 
энергии, иоэтому здесь приведем лишь Оl\ончательные результа­

ты. Та Б, для самого простого перехо~а тппа (18.2) релятивпст­
·СIШЙ субi\IaТРИЧНЫЙ элемент оператора Еk-пзлучения относпте.1Ь­
но аНТИСIlмметричных волновых фУНl\циii будет иметь впд 

/ .N1 • • -.JI (п) 11 .N1 • I '. ,,,,"-"'"-n]n2l111 l'.!.lza1J112J I е.тО n1nзl111 lзlзаlJl1зJ / = 

=(_1)1з+Jt+J+kб(аlJl' a;J~) V(2J + 1) (2Г + 1)х 
{ • k '} х ;, J 1 ; <n2lJ21Iе.тО(k)llnз lзjз), (18.15) 

где в Бачестве о.дноэлеI\ТРОННОГО СУО:\IaТРИЧНОГО Э.'Iемента МОГУТ 
-стоять величины (18.8) или (18.12). В следующей главе мы уви­
ДПl\f, что формула (18.15) действптельна таl\же И Д;JЯ Иk-lIзлуче­
ния, ПОЭТОl\fУ в ней у оператора 0(1') l\IЫ сохраняем ИНJ;еI\С m. 
Соответствующие выражепия для переХО;:J;ОВ (18.3) и (18.4) БУJ;УТ 
'следовать из формул, приведенных в § 19. 

Субматри:чныii элемент нереЛЯТИВИСТСЮIХ операторов Еk-IIЗ-

лучения (17.25) п (17.26) в случае пере ходов тппа l~ll!. - lflз за­
пишем слеДующим обраЗОJlI: 

( Nl 11 (п) 11 N 1 ", ",) [1 lZCl.ILlSll2S2TIT2J А [1 lзCl.IL1S11ЗSЗUIU2J = 
QJ ( "') ( ," ')( IIA(h)111) = (- 1) б Cl.lLIS1,alLlSl Q а, T1T2,U 1U2 ,JJ l~ ,3' 

(18.Ш) 

где ([211А о,) Illэ ) представляет выраженпя (18.13) И (18.14,), T1T2 II 
п~и~ ошIсыаютT тпп свлзи моментов внешнего ЭЛСl\трона с 
-остовом (формулы (10.1)-(10.4», а а обозначает все ос1'альные 
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'вантовые числа, уназанпые в левой частп фориу.'1Ы (18.16) И от, 
l' u П 
сvтствующие в ее праВОII части. РJIВеДЮI выражения для IP 
п· Q при наличии четырех тппов связи - L8, LK, JK и JJ,. 
вl'.'1ючая таl'же и С.;Iучап, Kor;J,a прп элеI>ТРОНПО~I переходе :ме­

JlяетсЯ характер веI>ТОРJlОЙ связп (напшrни,r, что [Х, У, •• J = 
= (2х+ 1)(2у+ 1) .• J: 

Т1 Т., = L8, и~и~ = L'8': 

rp = L 1 + 8 + lз + J' , 

Q=б(8,8')V[L,L',J,J'J{~, i, ~}{~, ~ ~1}; (18.17)< 

LK и" L'?' Т1 Т2 = , lи2 = К: 

rp = l2 + L 1 + 81 +- S + К + К' + Г, 
,f L L' К К' J J'fK J S}{L К SI}{12 L 

Q = v (, , , " J' К' k К' L' k L' 1з L1} k ; (18.18} 

TIT~ = J 1K, и~и; = J~K: 
rp = s + 1з - J 1 + J' , 

Q = б (Jl,J~) У [К, К', J,J'J {~, ~, ~} {~, ~ 
T,T~ = J 1 jn, и~и~ = J~j:J: 

rp = [1 - S + J1 + J, 

Q S: (J J'),f J J' {/2 J. J1} {l.:! j2 S} = U l' 1 V [j2' jз, , ] J' • J з k J з 1з k' 

Т Т L8 иl'и2' --- L'K'.· 1 2 = , 

rp = lз + L 1 + 8~ - 8 + s + L' , 

V {S L' J'} {L J Q= [L,L',S,K',J,J'] К' S SI J' L' 

Т1Т2 = LS, и~u~ = J~K': 

rp = l2 + L 1 - 8 + J, 

Q~~/[L.s.J;.K .. J.J'][! ~. :: 

тт -L " '. _1 2 - 8, и1и2 = J1Jз: 

rp = О, 

(18.19) 

(18.20}· 

L1}. 
k ' 

(18.21) 

(18.22} 
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{" ' 
s J 

+ Q = }/[ L, S,J~, jз,J,I'] jз SI L (18.23) 
J' J' L 1 l2 1 

Т1Т2 = LK, " J' К' и1и2 = 1 : 

([! = L -1- S] + s + J, 

Q = V[J~, L, К, К', J, 1'] {~~ l2 ~J{~' J' В} /lз К' J~}. 
SI К k tK l2 k ' 

и~и~ = J;jз: 
(18.24) 

Т1Т2 = LK, 

(18.25) 

(18.26) 

Величины в квадратных и фшурпых скобках формул (18.22) 
и (18.23) представляют собой 12j-коэффицпенты первого и вто­
рого рода соответственно. Они определены в Приложепии 1. Ана­
логичные выражения для переходов типа (18.3) и 08.4) следуют 
из формул, описывающих переходы в случае трех незаполненных 
оболочек. Наиболее важные из них см. в § 19. 

Правила отбора и правила СУЮI. Правила отбора для реляти­
вистских переходов (18.15> вытекают из условий неисчезновения 
имеющегося в этой формуле 6j-коэффициента и одноэлектронно­
го субматричного элемента. Последнее условие бьmо рассмотрено 
в начале настоящего параграфа, а для 6j-Боэффициента имеют 
место условия треугольников с целым периметром {j2kjз} , {j21,J}, 
{jзJ1J'} и {П'Ю. 

Как уже указывалось в § 16, можно получить целый ряд пра­
ВIm сумм для элеБТРОННЬLХ переходов. ТаБ, воспользовавшПСЬ 
формулами суммирования двух 6j-Боэффициентов, устанавлпваеr.[ 
следующпе выражения для квадрата субматрпчного элемента 
(18.15>, левая часть БОТОРОГО сокращепно обозначена БаБ 
<N,1 "е. то(lt) IIN,1 >, просуммпрованного по j' и J, J' соответственнО: 

~ (N1 1" е,тОЩ 11 N 1 1)2 = 
j' 

SI. ( , ') 2J + 1 . 11 O(k) 11 l' 2 (18 27) = u СХ 1 J 1 , CX1J 1 2j + 1 (n2l 212 е,т U nз з1з) ~ . 
2 
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(18.28) 

Для нахождения последнего равенства МЫ ВОСПОЛЬЗ0вались усло­

вием типа (3.4), которое в данном случае имеет вид 

~ (21 + 1) = (211+ 1) (2j2 + 1). (18.29) 
J 

Далее аналогпчным образом рассмотрим нерелятпвпстские пе­
реходы (18.17) - (18.26>. В отличие от релятивистского субмат­
рJIЧного элемента, здесь возможно большое разнообразие типов 

т а б л Il Ц а 11. Правила отбора для переходов 

N N "", ')* 
l·1 'lzrJ,tLtSlTtTzoТ -ll 'lзrJ,IL 1S 1U 1U2J 

LS-L'S' LK-L'K' I JIK-J~IO I LS-L'K' 

{L L' k} {L L' k} {К К' О} {i2 jз k} {L L' k} 

{S S' О} {К К' k} {J1 J~ О} {J1 J~O} {S L' J'} 

{Li L~ О} {S1 S~O} {L1 L~O} 

{L1 L~O} {К'} 

, , 

I 
, I , I , 

LS-J1K ' LS-J 1j • LK-J 1K ' LK-J l j • J,K-J l i• 

{L SI К' k} {В l2 J~ J} { l2 К J~} {l2 К J~} {J1 J~O} 
{Lj lз S J'} {L1 lз S J'} {К К' k} {L} {iз} {К} {iз} 

{s l2 J; J} {L} {jз} {L} 

*) Во всех случаях имеют место условия {JJ'k} п {lzlзk} при четной 
сумме l2+lз+k. 

СВязей и, теи самыи,- правил отбора. Условия неисчезновеНIIЯ 
субматричного элемента определяют правила отбора для соот­
ветствующих переходов. Последние совпадают с соответствую­
ЩПМИ условиями неисчезновеНIIЯ веЛJIЧIIНЫ Q. С другой стороны, 
праВила отбора для Q определяются УСЛОВИЯМII многоугольников, 
Пll1еющпх место для 3nj-коэффициентов, через которые они выра­
Жаются. При этом правила отбора по 1 и М в виде {П'Н и 
11М = О, ± 1, ..• , ± k следуют из коэффициента Клебша - Гор­
дана, возникающего в результате ПРlIменения к матрпчноиу 
элементу оператора перехода теоремы Впгнера - Экка рта (3.19>. 
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Эти правила отбора являются ТОЧНЫМИ и одинаковыми для всех 
типов связи, как и тр~бование {lzl~k} при четной их Сумме, сл~­
дующее пз условия неисчезновения величины (lzIlС(lt)lllз ) и обес­
печивающее сохранение правила отбора по четностп. 

Правма отбора для переходов (18.17) - (18.26) представлены 
в таблице 11. Как обычно, параметры, I\оторые Должны УДОвлет­
ворять условиям многоугольника, помещаются в ФИГурных Сl\об­
ках. Равенство двух параметров означает, что они СОставляют 
треугольнИR, одна сторона которого равна нулю, что, конечно 

можно также обозначать в впде БСа, Ь). В таблпцу ВКЛЮЧ~IlЬ; 
лишь те l\IНОГОУГОЛЬНИКИ, которые содержат квантовые ЧИСЛа 

обеих конфигураций - только в таком случае онп являются пра­
вилами отбора для электронных переходов. Если какое-нибудь 
квантовое число не имеет в этО;\1 отношеНИJI нпкаких ограШIЧР­

нии, то это значит, что оно не ВХОДИТ в многоугольпик С квапто­
ВЫl\1И чпслами другой конфпгурации. Оно также эаключено н 
фИГУРНЫХ скобках. В таблице для каждого типа перехода, )"на­
заююго в верхней строчке, выделен отдельный столбец. 

Наиболее сложные правила отбора - условпя четырехуголь­
ников - появляются в с,,'Iучае переходов менщу рассматривщщы­

IIШ конфигурацпями при наличпп в первой LS-, а во второп 

-J~K' -связи. Онп следуют пз условпи непсчезновеНIJЯ 12j-J\O­
эффпцпентов. Однако, Kal\ мы уже говорили в § 16 и еще раз 
убедимся в § 22, все правила отбора относительно промежуточ­
ных квантовых чисел ЯВЛЯЮтся приБЛIIжеННЫl\III п при расче­
тах в про:межуточной связи праl\тически мало полезны. 

Используя свойства суммирования 3nj-КОЭффllцпентов, MOihHO 
получпть целый ряд правил СУllIМ для нереЛНТПВПСТСRIIХ элект­
ронных переходов. В качестве прпмера мы рассмотрим: ТОЛЬJ\О 
правила СУМlII для наиболее важного переход а (18.17) при паiIИ­
ЧШI LS-связп в обеих конфигурацпях. Опять-таЮI используя со­
кращенное обозначение субмаТРIIЧНОГО элемента оператора пере­
хода в впде (N,11IA(ltI IIN,1), получаем следующие правила срт 
для Еk-перехода (18.16) при LS-свнзи: 

(18,;Ю) 

~ (N11 11 A(h) 11 N11)2 = [L, L', S] {i, ~ ~1\2 (12I1A(h) 111зУ' 
JJ' 3 f 

(18.:Щ 

~ (у 111 A(h) IIN 1)2 - [J'] (т 1\ A(/t)'\\l )2 
..... 4 1 1 - [l] '2 3 , 
LJ ~ 

(18.:12) 
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в (18.30)-(18.3З) подразумевается наличие условия б (cx1L1SH 

(1,' L~SJ. Можuо установить e~e ряд правил CYl\[M, напрп-
1 отnельно относительно L, L и т. д., однако они не пред-

ltlep,,... б А 
ставляют осо ~гo интереса. налогичные правила сумм лето 
огуТ быть ваидены также и для остальных типов переходов 

(1818> - (18.26) с помощью формул суммирования 3nj-коэффи­
цп~нтов, приведенных, например, в [9, 11]. 

Еk-переходы ~reжду УРОВНJIl\IИ одной и той же конфиrурации. 
В случае релятивистских Еk-переходов между уровнmш одной 

N 1 .N2 
U той же конфигурацип n11Jl n21Y 2 (то же самое относится 
u к Мk-переходам, поэтому в следующей формуле мы сохраняем 
индекс т yOYJ» имеет l\leCTO формула (N = N{ + N 2 ) 

.N1 .N2 В о(А) 1 .N1 .N2 ' , , , , 
(n1n21111 1212 CX1J1CX2J 2J 11 е,т N n1n21t!1 1212 CXIJICX2J2J) = 

( ") .11+.12+.1'+1< V--, . 11 (1<) 11 . = б CX2J 2 , a.2J2 (-1) [J, J ] (n11111 е,тО n11111) Х 

( ."1 J k Т1< •. " 1 "\ 1 2 '" ,.. {J J J} 
Х 11 СХ1 111 1111 CXIJ1/ J' J~ k + 

, 
( , ') ( .11+.12+.1+1< V J J' . n 111.>11 -r б a,IJ l' CXIJl - 1) [, ] (n21il2 n е,тО' n1'Jl) Х 

( .N2 11 1<8.N 2 ' ') {J2 J J1 } Х 12 cx2J 2 Т 1112 CX2J 2 J' J; k • (18.34) 

Здесь субl\штрпчные элементы операторов ТА определены соглас­
но (5.9~J. Равенство (18.34) носит формальный хараБтер. Фактп­
чеСRИ реализуются переходы, соответствующие одному пз двух 

слагаемых правой части (18.34), в эависимости от того, внутри 
какой подоболочки происходпт переход. Другое слаГl\е:\юе в та­
ком случае необходимо ОПУСТIIТЬ. 

Субматричный элемент нерелятивистских операторов Еk-пере­
ходов внутрп оболочки эквивалентных электронов имеет впд 

(nlN a,LSJ~ А(А) ~nlNcx' L' S' J') = б (S, S') (_ 1)L+.1'+8+k.X 

Х )/[J[:;J {~, i, ~}(ZNa,LS~U1<~lNcx'L'S')(l~A(k)~l). (18.35) 

Аналогичпые переходы внутри уровней двух незаполнеПIIЬПС 
оболочек могут быть вычислены по формуле 

(n lNIzN2 L L н А(1I.) U N1lN2 'L'S' , , , , , ,) 
l n2 1 2 а,1 181a,2L282 8! 11 n nXn 211 2 а,1 1 la,2L2S2L S J = 

= (_1)L1+L2+L+L'+8+J' б (a,~L~82' a,;L;S;) б (81S, S~8') х 

X(nl11"A(1I.)~nl11)V[L,L',J,J']/[SI]{~~ ~~ ~2}{;, i, f}x 

х (1~ICXILI8x~ Uk~ l~Ia,~L~Sl) + 
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СубмаТРИЧIIые элю.leIIТЫ операторов lJA определены согласно 
(5.51). Нан II в релятпвистском случае 08.34J, фаКПIчески реа­
лизуется переход, ОШlCываемыii ТОЛЬБО ОДНIIl\I llЗ слагаемых н 
(18.36>. Формулы (18.35) и (18.36) прнrодпы для первой IIВТОРОIr 
форм оператора электрического мультипольиого пзлучеюlЯ (ра­
венства <17.25) n (17.26». Соответствующие одноэлеКТРОIIПЫt:' 
субмаТРlIчные элементы llмеют вид (18.13) II (18.14). Аналогпч­
lIые выражеНIIЯ для третьей формы оператора приведены в [106]. 
Для переходов между уРОВНЯl\ПI одной II TOU: а,е I\ОПфПГУР:ЩllIl 
анаЛОГIlЧIlЫМ образом также могут быть установлены правпла 
отбора и праВ1Iла СУММ. 

Интересно ОПlеТIIТЬ, что ввнду УСЛОВИII пеисчезповеНlIЯ суб­
матрпчных элементов операторов И" II Т" ОТIIОСIlтельно кванто­
вого Чllсла стаРШIJнства появляются новые правила отбора для 
переходов внутрп оболочки ЭIшивалептпых ЭЛeI,ТРОIlОВ: v = и' прп 
k печеТНО~1 II v = и', и' ± 2 - при k четнОМ. 

§ 19. Переходы с участием элеl\ТРОНОВ остова 

РеЛЯТIIВПСТСl\ое прпБШfжение. В пастоящем параграфе рас­
смотрпм переходы, в которых участвует электрон 1IЗ оболочкп 
остова. В таКIIХ случаях веЛIIЧIIНЫ переходов начпнают зависеть 
не только от квантовых чпсел моментов количества ДВНmения ос­

това, но 11 от другпх его квантовых чпсел - орбптальных момен­

тов электропов, ЧIlсла электронов, дополшIтелыlхx квантовых ЧII­

сел оболочки n т. д. ПОЭТОl\lУ ПРIl пзучеНlIII таких nepexo:J,oB 
необходимо полностью указывать все характерпстикп электрон­
ных оболочек остова. Наиболее общий случай перехода с участи­
ем элеl\ТРОНОВ остова - переход типа 

(19.1) 

При ЭТО\l наряду с указанными ДВУМЯ !lЮГУТ быть еще друrие не­
заполненные оболочки. ЧаСТНЫl\lП случаЯl\lП (19.1) являютСЯ пе­
реходы 

(19.2) 

\ 19.3) 

'-. (19.4) 
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Определение :матричных элементов для переходов такого рода 

СБоДJIТСЯ с помощью генеалогических коэффициентов к вычисле: 
Jlню соответствующпх величин, в которых электроны основ нои 

N1-1) 
оболочки (в случае переходов (19.2)-(19.4) -l1 не участву-
ют. В данном пункте рассмотрим релятивистские матричные эле­

ментЫ. Так, субматричвый элемент релятивистского перехода из 
ОДJlОlr IJодоболочкп в другую 

дl .N2 .N1-1 .N2+1 
n11171 n 212J2 - n111Jl n~1~J2 (19.5) 

получается равным (N = N t + N2 ) 

.N1 .N2 11 (1<)11 .N1-1 .N2+1 , , , , , 
(n}nilJl 1~J2 Cl.IJIC1.2J~J е,тО n1n 211Jl 1212 Cl.I J IC1.2J 2 J ) = 

= (- 1(2 V N1 иУ2 + 1) (i~IC1.1Jlll i;JVгl (a~J~) il) (j;JV2 (Cl.2J 2)i21 х 
N 2+1 'J') J' J J 11 0(1<) 11 J' (') J' (19 х i2 Cl.2 2 ( lil (J1) 2 е,т 1, J 2i2 J 2 ,), .6) 

где последнпii )ШОiюпель имеет вид 

J" (J) J J 11 0(1<) 11 J' J . (J') J') (IJl 1 2 е,т 1, 272 2' = 

, ji 2 k i 1 ] 

= (_1),2+J2-J2 V[Jl,1~, J,1'] J 2 J J~ Х 
J~ J' J1 

Х <n111il ~ e,mO(I<) ~ n21J2)' (19.7) 

Здесь н далее в этом пункте мы сохраняем у оператора индексы 
е п т, указываЮЩllе, что соответствующие формулы охватывают 
bltl\ разлпчные формы оператора Ek-излучеIIНЯ, Tal\ II магнитные 
переходы. Выраженпя для одноэлектронных субмаТРИЧНЬLХ эле­
ментов операторов Ek-перехоДов могут быть заП~lствованы нз пер­
вого пункта § 18. В чаСТНШl случае N2 =O из (19.6) п (19.7) 
JlerKO наХОДIIМ необходимую формулу для переходов между коп­
фпrурациюш 

(19.8) 

(19.9) 

Нетрудно убедпться. что при N 1 = 1 формула (19.9) превращает­
ся в ТОждество. Значптельно более оБЩИ:'.I является переход 
n 1 J.1V1 1 .N2 Nз N4 N 1-l N 2 Nз+l .N4 19 О 

1 1 1 n2 2J2 nзlзiз n414j.j - n111il n212i2 nзlзiз n'414J-t. ( .1) 



198 ГЛ. 5. МУЛЬТIIПОЛЬНЫЕ ПЕРЕХОДЫ 

Как уже отмечал ось в § 11, моменты четырех подоБОЛОчеR 
могут складываться ПО двум схемам связи - последоватеЛьноii n 
попарной. Переставляя ВОЛНОJlые функции четырех подоБОЛочеR 
с ПШIOщью матриц преобразования таКИl\f образом, чтобы затра-

гиваемые оператором подоБОЛОЧRИ (в данном случае j~1 n j~2) 
стоя.:Ш рядом п связывались друг с другом, выражая затем эти 

матрицы преобраЗОJlания через 3nj-Rоэффициенты и выполняя 
суммнрования, после ДОJlОЛЬНО ГРОМОЗДlШх ВЫRладок ПОЛучаем 

вводя сокращенные обозначения для волновой функции в впд~ 
<N1 N2 Nз N,I и не конкретизируя схемы связп А: 

<NIN2NзN41Iе.тО~)IINl -1 N2 Nз + 1 N 4)A = 
= (- 1(2+NЗб (a2J 2a 4·J 4' a;J;a~J~) V N~I-(N=з-+-1-) х 

( Nl N 1-l ( , ') ) ( Nз I ,1',з+ 1 , ') Х jl alJl~ jl alJ l jl jз (азJз)jзllз азJз х 

X(' .. \e.1110 (h).! ".)А' (19.11) 

Здесь N = N. + Nз, а последний множитель в случае попарного и 
последовательного связывания моментов подоболочек пмеет с.оот­
ветственно вид 

(J~jl (J1 ) J 2 (JI2 ), JзJ4 (J 34)' JX 

\1 
(h) 11 ' , ( ') • ( ') , ( ') , Х е.тО U J 1J 2 J 12 ,Jзlз Jз J 4 JЗ1 ,J ) = , , , 

- (- 1)il+Jl+J2+J4+Jз+JI2+J34 V[J J J' J' J J' J J'] 
- l' 1?' 12. 3. 31' 3-1" Х 

x{J~ jl J 1 } {Jз J; jз) !}: ~ ;:2]Х 
J 12 J 2 J~2 J~ JЗ4 J 4 ' , , 

J M J J 12 

Х (n1l t j 1 11 e.mO(h) ~ nз lзjз), (19.12) 

(19.13) 

Используя правила перестановки RJlантовых чисел отдельнЫХ 
подоболочеR, из (19.11) МОЖНО леrnо найти формулы для другп~ 
типов переходов. Так, напрпмер, в случае перестановкIt первоИ: 
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(19.15) 

Из этого выраженпя следует частный случай перехода 
N 1 N 2 N 1 N 2-1 

n l l1il n,)J2 - n1lJl nzlJ2 nзlзiз, (19.16) 

суб!llатричный эле:\IeНТ для ROTOPOfO ОRазывается равным 

<NIN20~e,mO~~IINl N 2 -11) = 
I I 

= (- 1)k-i2+iз+Jl+J2-J12 V N 2 [J2, J~2 ,J,J'] б (a1J1, <x~J;)X 

( N2 N 2-1 ( I ') ) {J~ f ~ J>} {fQ J J~2} Х i2 <x 2J 2 11i2 <x2J 2 i2 ~;;, j k Х J J1 J12 3 

Х (nZЧ211 e,тO(k) 11 nзlзiз)' (19.17) 

ИЗ (19.11) в Rачестве частного случая получается таюке п пе­
реход без. УЧ;fСТIIЯ элеRТРОlIОВ остова (18.15). Вообще, ПРlJнимая 
во R~И:\НlНllе правила перестаНОВЮI RBaHToBblx чпсел отдельных 
ИОДОоолочек, пз прпведенных выше формул можно леrnо найти 
праRтичеСRII все необходимые выраа;еНIIЯ для другпх видов пере­
Ходов между сложными электроннымп конфигураЦИЯ1>Ш. Напом­
ПИМ, что переходам (19.1), (19.3) и (19.4) соответствует реляти­
ВИСТСRИй пере1(ОД тппа (19.10), а наиболее ПРОСТО:\IУ Ifере,:IЯТnВИ­
СТСБОМУ иереходу с участием злеRТронов остова (19.2) - реляти­
ВИСТСRПЙ переход тппа (19.16). 
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НеРМЯТlIВIIСТСRОО приближение. СубмаТРIIЧНЫЙ элемент не 
лятивистских операторов Еk-излучения А(It) (формулы (17.25)P~ 
(17.26» в случае иереходов типа (19.1) при неконкреТИЗИРОвап_ 
"ном тппе СВЯЗIl между оболочка~m имеет вид 

( Nl N 2 
n1n2l1 l2 (J,ILI81(J,2L282TIT2JX 

11 
(h) 11 N 1-1 N 2+1 , , , , , , , , ) 

х А D n1n2l1 12 (J,lL181(J,2L282U lи 2J ' = 

= (_1(2 VNl(N2+1)(l~l(J,lL181\\l~Гl((J,~L~8~)ll)Х 

( N2 11 N2+1 , , ,) 
х l2 «(J,2L~2) l2U l2 (J,2L282 Х 

« , , 11 (h) 11 ( , ') '" , х L181l1L181' (L28 2), T1T2J U А u L 181 ' (L28 212 ) L 28 2, U1U2J'). 
(19.18) 

Прп задании типа связи между оболочками мы получаем РЯд 
Rонкретных формул для рассматриваемых переходов. АналоГIlЧ­
но случаю переходов без участия остова, субматричный элемент 
в правой части (19.18) представим слеДУЮЩllМ образом: 

При наличии L8-связи между оболочкамп формула (19.19) 
превращается в выраженпе 

Т1Т2 = L8, и~и; = L'8': 

qJ = II + L 2 + L; + L + 8~ + 8; - J', 

Q=б(8,8')V[L1,81 L;,8~,L,L',J,J'] Х 

{L J S} {s 
Х J' L' k S 

Соответствующие формулы для других типов связи, включая 
и различные для верхней и нпжней конфигурации, весьма гро­
моздкп и мало употребпмы, поэтому здесь не прпводятся. ОНН 
получены в [НО], воспроизведены в [14], уточнены II обобщенЫ 
на случай реЛЯТИВIIСТСКИХ поправок в [109]. Более полный набор 
формул мы приведем для часто встречаемого впда переход~ ОС 
участием электронов остова (19.2). В этом случае N 2 - : 

L О L 8 L8 L '8' 1 u чесRПll 
2 = 82 = , 1 1 = , 2 2 = 2S 2' И второи гепеало.(И 8) 

козФ(lшциент в (19.18) равен единице. Тогда формула (19.1 
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J1ревращается в 

N 11 (h) 11 N 1-1", ,,) (nl111aL8J А n1n2l1 12alLl811zs2UIU2J = 

= VN1 (l~laL8~ [~гl (a~L~8~) 1J «L~8~1I) L8JIIA(h)II(L~8~) х 
, , ) 

х 12s2' U1U 2J. (19.21) 

В первой конфигурации необходимо использовать только 
LS тИП связи, во второй - LS, LK, J1K и J1jz. Субматричный: эле­
мент в правой части (19.21), представленный в форме (19.19), по­
лучается равным 

" 1, T1Tz =L8, U1U 2 =L8: 

qJ -= 12 + L~ - 8 - J' , 

Q = 6 (8,8') У [L, L', J, Г) {z, ~ ~~}{~, i, ~}; (19.22) 

L8 " L" T1T2 = ,и1и2 = К: 

qJ = 12 + L~ + L' - 8 + 8~ + s, 

{l L L~} {L J S 1 {К' L' Q= Y[L,L',8,K',J,J'J 1, [2 k J' L' k S s S'} 1 • 
J' , 

(19.23) 

Т Т L8 и/и' - J'K'· 12= , 1 2- 1 . 

qJ = 11 + L~ - 8 + J, 

IJ ' 

Q = V[L, 8, J~, К', J,J'] S 

к' 

(19.24) 

qJ = О, 

/

19 

Q = V [L, 8,J1 , j2' J, J'J - k 

J' 

1 / ] 1 L 1 J 1 

L S' Т·. 
1 2 

J S s 

(19.25) 

12j-коэффицпенты в (19.24) и <19.25) определены в При­
ЛОiRении 1. Явный вид субматричных злементов рассматривае­
мых операторов для переходов типа (19.3) следует из соответст­
ВУЮЩИХ выражений (19.18). При получении необходимой форму­
ЛЫ в Случае перехода (19.4) необходимо исходить уже из конфи­
Гураций, содержащих три незаполненные оболочки. 
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Суб~lаТРIIчныfI элемент рассматриваемого оператора в СЛУчае 
перехода 

(19.2G) 
имеет вид 

( Кl К2 Nз L 11 (h)n n1nznз ll l2 lз (XILI81(X2 282 (L128 12) (ХзLз8зL8J А "Х 
К1-l N2+1 Nз ' , , , , , ( , ') , , , ) 

Хnln2nзll l2 lз (XILI81(X2L282 L 128 12 (ХзLз8зL'8'J' = 
, , , 

= (_1)N2+l2+~+Lз+LI2-L2+S1+S2+S12+L+L'+S+J' Х 

Х б (8128, 8~28') {j ((ХзLз8з, (X~L~8~) х 

(19.27) 

Если оператор связывает вторую и третью оболочки, то полу­
чаем 

( ~~~ w n1n2nзll 12 lз (XIL I8 1(X2L 28 2 (L128 12 ) (ХзLз8зL8J/I А 11 х 
Nl N 2-1 N з+1 , , , , , '( , ') , , , , , 1') 

х n1n2nзll l2 1з (XILI81(X2L282 L 128 12 (ХзLз8зL 8 = 
l' , ,1 

= (_1)Nз+Lx+Lз+Lx2+L2-Lз+SгSз+Sx2+S2-S12+НL+J' Х 

Х (j (8,8') {j ((XILI81, (X~L~8~) Х 

Остается рассмотреть случай, когда А (k) связывает первую и 
третью оболочки. Субматричный элемент тогда выражается в ви­
де (19.28), если в этой формуле заменить индексы 1 ~ ~и в фа-
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зовоМ множителе добавить N2 • ИЗ приведенных выражений для 
переходОВ ~Iежду трехоболочечными конфигурациями МОЖНО по­
лучить все чаСТН~Iе случаи иереходов без участия электронов ос­
това, рассмотренные в § 18. 

Правllла отбора 11 праВllла CYl\ll\l. V словия неисчезновенпя ре­
лятивистских субматричных ;элементов операторов Еk-переходов 
с участием электронов остова в цеЛЩl аналогичны рассмотрен­

ным в предыдущем параграфе, за исключением правил отбора, 
следующИХ из свойств генеалогических козффициентов. Так как 
переходы ;\Iежду различными конфигурациями содержат генеа­
логические коэффпцпенты с одшш отщеплепньш электроном, то , ,.. 
числа старшпнства Р; и Vi подооолочек, затрагиваемых перехо-

Дамп должны изменяться на единицу, т. е. I1l'; = + 1, ~v~ = ± 1. , , 
Суммируя квадрат формулы (19.6) по J II J , получаем 

~ < N1N21Ie.mOJ:) IIN1 - 1 N 2 + 1) = N1 (N2 + 1) [~1' ~;] Х 
JJ' [11,J2] 

( N1 Nl-l(") )2(N2 N"+I")2 Х il (XIJ llil (XIJ l il i2 «(X~J2)i2~i2" (X2J 2 х 

Х < n111il11 e,mO<h) 11 n212i2 ). (19.29) 
, , 

Сум~шруя полученное выраженпе по (XIJ1, при учете свойств 
ортонормированностп генеалогическпх коэффициентов, находим 

~ <NIN2~е,mо~)IINI-1N2+1)2= , , 
alJ I JJ' 

[J1, J;] (д2 • I .N2+1 , ')2 
=N1(N2+1) (il,i2) J2 ((X2J 2)J2IJ2 (X2J 2 Х 

Х <n111il ~ е,тО'Н) 11 n212i2)2. (19.30) 

Сум:мируя формулу (19.30) далее по 

~ <NIN2Ie,mOW)~Nl -1 Nz + 1)2 = 
I , , I 

a1J 1a2J 2JJ' 

= N 1 (2i2 + 1- N 2) [~~~:: <nJljl~e.mO<h)lln2l2j2)2. (19.31) 

Полагая в фОРl\lулах (19.29) - (19.31) N2 = О, ;\IЫ приходим К 
соответствующим правилам сумм для более простого перехода 
<19.8). Правила сумм такого рода могут быть получены и в об­
щем случае переходов между конфигурациями, СОСТОЯЩИМИ иа 
четырех незаполненных подоболочеR <19.10). Однано они весьма 
ГРОМОЗДRИ и неудобны, поэтому мы приведем в Rачестве иллюст­
рации Лишь два соотношения, соответствующих УRазавным СУМ­
&!ИРованиям выражения <19.11) при попарном А I и последов а-
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тельном Ао сложенпи моментов отдельных подоболочек: 

~ (N1N2NзN4 11 e,mO(h) [l N 1 -1 N 2 _VЗ + 1 N4)~ = 
"'1' / 1 

аlJlазJз112JЗ4JJ' 

( J J '" '»\т, N [J19 , Jз41 =6 СХ2 2СХ4 4,cx2J 2cx4J 4 ~'1(2]з+1- з) .-. х 
111,lзl 

х (n1l1 jll1e,mO(h)11 nзlзjз)~, (19.32) 

~ (N1N2NзN4 11 e,тO(h) 11 N 1 -1 N2 Nз + 1N4)~ = 
1'" l' О 

аlJlJ12J12зазJзJ12эJJ' 

( 'J' , '). (Jз,J4,J19 ! 
= {j CX2J 2cx4J 4 , СХ2 2CX4J4 N 1 (2]з + 1-Nз) [' . - х 

11,1 зl 

Х <n1l1jlll e,mO(h) ~ nз lзiз)2. (19.33) 

в заключение параграфа кратко рассмотрнм правпла отбора 
и правила сумм для нереЛЯТПВИСТСЮIХ переходов. Ввпду боль­
шего, чем в реЛЯТИВИСТСl\ОМ приближении, разнообразия ТIIПОR 
связи JI квантовых чисел, правила отбора усложняются. Напри­
мер, при использовании отличпых от LS типов связи в переходах 
(19.1) появляются правила отбора в виде пятпгольншюв. Для 
указанных переходов в случае различных типов связи они пред­

ставлены в [110]. 
Упоыяпутое в начале этого пункта правпло отбора по кванто­

вому числу старшинства имеет место и в нерелятпвистских пе­

ре ходах. В случае различных типов связи правила отбора суще­
ственно отлпчаются. Различны они для реЛЯТIIВПСТСКОro и нере­
ЛЯТИВIlСТСКОГО приближеНlIЙ. Изменяются правила отбора и при 
учете релятивистских поправок к нерелятивистским операторам, 

описывающим пзлучение. Однако все правпла отбора, включаю­
щие промежуточные моменты, являются весьма ПРlIБШlжеННЫМJI. 
Из-за наличия взапмодействия между складываемыми момента­
ми и, тем самым,- недиагональности оператора энергии O'l·носп­

телыIo них, в действительности реализуется некоторый промеп>У­
точный тип связн, В результате чего и нарушаются эти праВIIла 

отбора. 
Используя формулы суммирования 3nj-коэффициентов, мож­

но также и для нерелятивистских пере ходов найти ряд правил 

сумм относительно квантовых чисел J, J', T1T2 И u~u;. Даль­
нейшие суммпровашIЯ проводятся с учетом свойств ОРТОНОРМI1-
рованности генеалогических коэффиЦпентов. Однако эти правила 
сумм в действительности выполняются лишь приближенно. По 
этим причинам и из-за легкости их получения мы опускаем со­
ответствующие формулы. 

Таким образом, приведенпые в предыдущем II в настоящем 
параграфе нерелятивистские и релятивистские выраженitя для 



§ 20. МАТРИЧНЫЕ элышнты ОПЕРАТОРА ПЕРЕХОДОВ 205 

субмаТРIlЧНЫХ элементов операторов Еk-нзлученпя позволяют 
п'РОIlЗВОДIlТЬ расчеты электронных переходов нраБтпчеСКII между 

любымИ КОНфlIгураЦII~~Ш с учетом реЛЯТIIВIIСТСIШХ эффектов н 
IIMe1I возможность нодоора ОПТН:ЩlЛьного тнпа связп. 

§ 20. Матричные элементы оператора 
магнитных МУЛЬТIIПОЛЬНЫХ переходов. 

РеЛЯТlIвистское и нереЛЯТIIВИСТСRое приближения. 
Лll- 11 Е2-переходы в оболочке зквивалеНТIIЫХ электронов 

РелЯТИВlIстские 11 нереJIятивистские Мk-переходы. Как уже 
отмечалосЬ в § 14, де.rrение излучения на электрическое 11 маг­
IПlТJ!ОС связано с существованпем двух типов мультиполей, ха­
рю,теРJIзуемых четностью (-1)" и (-1 )1<+1 соответственно. Пер­
вые мы весьма подробпо ИЗУЧИЛII в гл. 5. В настоящем парагра­
фе анаЛОПIЧIIЫМ образом рассмотрим Мk-переходы. При этом мы 
воспользуемся частью результатов, уже полученных в предыду­

щпх параграфах, рассматривая !iвантовоэлеКТРОДIIнамичеСRУЮ 
матрицу рассеяния первого ПОРЯДБа. Исходными являются фор­
мулы (17.1) 11 (17.2), оппсывающие вероятность электронногопе­
рехода в указанном прнблпжеНИJI. Для фотона маГНIIТНОГО типа 
сr,а.:rярная часть потепцнала равпа нулю, а вектор-потенциал 

IIмеет ВIIД 

А (1) ( 1)k+q+л .-k },I w (2k + 1) [1 
т л = - ~ I лс - л 

Из (20.1) вытекает, что в данном случае потенциал не зави­
СIIТ от БалиБРОВКII, 1I поэтому для вероятности Мk-излучения име­
ем одно-единственное выражение 

(20.2) 

где релятивистский оператор Мk-перехода определен следующим 
образо:м: 

(20.3) 

Преобразовапие релятивистских операторов Mk-перехоДов к 
нереЛЯТIIВlIСТСКОМУ пределу совершается аналогично случаю 
Еk-переходов. Вероятность нереЛЯТlIВIIСТСКIIХ Mk-перехоДов име­
ет следующий вид (в атомных единицах): 

W~~k = 2 (2k + 1) (k +1) (~)2kH 1 (21 mQ"!:) 11) 12, (20.4) 
2 k I(2k + 1)I!]2 С q 
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где нереЛЯТПВIIСТСЮJIl оператор Mk-перехоДов выглядит TaR; 

"-1 { 1 mQ~~ = _. i"7 Vk(2k-1) k+ 1 [C(I<-l}ХL(I)]~J + 
+ [C(l1.-1) Х S(IJ]:!'q)}. (20 . .5) 

Перепде:\1 R рассмотреНIIЮ суб\rатрпчных эле}rентов операто­
ров (20.3) и (20.5). ОдноэлеRТРОННЫЙ субматричныii элемент опе­
ратора (20.3) получается равньш 

< l · 11 0(1<) 11 l' > - (- 1)12+(12-11+11+1<)/2 V9' + 1 [i1 k 
112 ~Jz 7)' n11Jl - ~Jl .-Ч2 1 

Х {(l~12k) В (Л~Л21 Ok) + (lll~k) В (ЛIЛ~ 1 Ok)}. (20.6) 

3десь радиальный интеграл определен СОГШ1СНО (18.10). ПраНllла 
отбора для реЛЯТИВПСТСRПХ Jltlk-перехоДов в одноэлеRТРОННЫХ "он­
фпгурацпях непосредственпо следуют пз условий неllсчеЗНОВСНIIЯ 
субlllатричного элемента (20.6>. Онн состоят 113 условия треуголь­
НИRа {j I k j2} и СЩlВолов (аЬс) у радпальных интегралов, с,бсспс­
ЧIIВilЮЩПХ четность пеРlIметра соответствующего треУГОЛЬНlШil. 

Из них вытеl\ает, что релятивпстсние М1-переходы могут таЮf\е 
ПРОПСХОДIlТЬ Me~дy l\онфнгурацпями, для ноторых !!l = 2, а не 
тольно l1l = О. Одноэлентронпып субматрпчный эле:\fент нереля­
ТПВIIСТСНОГО оператора Мk-перехода иыеет ВlIД 

( '11 (/<)11 .) ·-"-1 -Jl('112k-1) ... !U·il+1)(2j2/-1) 
IzS!J2 тQ l181Jl =l (-1) 2(k+1) V 2k-/.1 Х 

Х {1 - 2k2 + (- 1)12+И-i2 [ 2j2 + 1 + (- 1)i1+i2 +1< (2jl + 1) ]}. (20.7) 

ПраВlIла отбора для Мk-излучения, оппсываемого форМУJIоii 
(20.7), определяются, RaH обычно, УСЛОВИЯl\lП неисчезн()вСНIIЯ 
nходящйх в зто выраженпе величин. Весьма подробно они YiI\e 
были обсуждены в § 16. 

l\aR уже УRазывалось в §§ 18 и 19, вся специфПRа реляТПВll­
CTCR:IX операторов электронных переходов содержится в ОДIIО­
элентронных субматричных элементах, ПОЭТЩIУ формулы (18.15~ 
(18.34), (19.6), (19.7>, (19.9), (19.11)-(19.1З), (19.15) и (19.17 
одппаRОВО пригодны RaR для Ek-, TaR и для Мk-переходов меЖ­
ду слошIlы:\ш элеНТРОННЫl\Ш RонфпгураЦИЯМII, что отмечаетсЯ 
введениеlll в них обозначения " mO(h). То же саlllое относится 11 R 
правплю[ сумм для этих переходов. По этим причинам нам оста­
ется лишь ПРlIвести соответствующие выражения для субмаТРIlЧ­
IlЫХ злементов llереЛЯТПВИСТСRОГО оператора Мk-перехода в случае 
сложных RонфигурациЙ. Для Мk-переходов между уровНЯМИ од· 
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вОЙ оБОЛОЧI\И эквивалентных элеRТРОНОВ действительна формула 

(1lZ,v aLSJ /1 mQ~k) ~ nZN а' L' S' Р) = 
=!... k Y[J, J', k] (Z ~ C(k-l) ~ Z)(nl/ rh- 1 1 nl) х 

с 

{ _ 1)J'+L~ ВН б (S S') V(2l + k+ 1) (2/- k + 1) {L, Sk LJ ,} Х 
Х ( '2 (!; + 1) V[S, k] J 

__ { L' S' J' 
Х (zNaLSII u(h)lllNa' L' S') + ~2k-1 k-1 1 k J х 

k L S J 

Х (lNaLSII Jlk-I ,lI1ZNа' L'S')}. (20.8) 

Ныгажение ДЛЯ Mk-иерехоДов между уровнями одной и той же 
двухоболочечноii конфигурации ВЫГЛЯДИТ так: 

(nll~ln2Z~-2аlLlSlа2L2S2LSJ 11 mQ(k) 11 n/:ln21:2a~L~S~a~L~S~L'S' J') = 

[ { 
L' S' J'} 

=iVk[k-1,k,J,J',L] Y2S+1 k-;;1 ~ ~ Е+ 

+ (- 1)J'+L+S {;, f, ~} м J. (20.9) 
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(20.11) 

СубllIатричный элемент оператора Mk-перехоДов между Уров­
ПЯIlШ двух различных двухоболочечных конфигураций равен 

(nl1~ln21~2a)L1Sla2L2S,!LSJ 11 mQ(k) 11 х 

L' S' J' I L' L' L') rs ' s' s'\] X{k~1 ~ ~} k-1 [11 [221\1 1/~ 1/; . 
L L1 L2 S SI S2 

(20.12) 

Имеющийся в (20.12) субматричный элемент оиератора 1<-1 пред­
ставляет собой раДIIальный интеграл этой величины и соотъстст­
вующих радиальных орбиталей. При k = 1 правая часть формулы 
(20.12) превращается в пуль, т. е. М1-переходы возможны тольКо 
нежду УРОВIIЯМIl одной II той же l>онфпгурацпп. 

Мl- и Е2-переходы между уровнями одной и той же конфи­
гурации. Вероятности Mk-перехоДов ЯВЛяются быстро убываю­
щими функциями k (то же самое имеет место и для Еk-перехо­
дов, подробнее см. в § 22), поэтому обычно достаточно ограни­
читься рассмотрением излучения низшей II1УЛЬТИПОЛЬНОСТИ, раз­
решенной праВllлами отбора. Между уровнями одной и той аШ 
конфигурации ВО3l1ЮЖНЫ М1-переходы. Однако тогда разрешено 
также II Е2-излучение, поэтому мы должны, хотя и: несколькО за­
бегая вперед (расчет Ek-перехоДов подробно оиисан в § 22), 
в данном пункте их обсудить вместе. '-.. 
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Силы ОСЦIIЛЛЯТОРОВ И вероятностп Е2-переходов могут быть 
оuределепы с использованием формул (22.4) и (22.5), а дЛЯ М1-

jMl = 3 ("Ы ~I. 1) LlE I (J 11 тQfl) 11 J') 12, (20.13) 

W M1 = 211;2;~8 (~Е)зl (J~ тQЩ 11 г) 12 [c- l ]. (20.14) 

в зтих формулах !'!Е измеряется в атомных еДИIПщах, а суб­
JJатричпый элемент в случае одпой илп двух оболочек зквива­
лентнЫХ электронов при наличии чистой LS-связи может быть 
запмствован пз (20.8) илп (20.9). При расчетах в промежуточ­
ном типе связи необходимо учитывать (22.1). 

В качестве примера рассмотрим переходы внутрп конфпгура­
ций ЗdЗ 11 2рЗ. В первом случае будем руководствоваться работой 
[111J, в которой вычислены вероятности М1- и E2-перехоДов ме­
ЖдУ уровнями конфигурации 3dЗ для ионов тi 11, V 111, Сг IУ и 
дополнительной ей конфигурации Зd7 для Fe 11, Со 111 и Ni IУ. 

Правила отбора дЛЯ Е2- 11 М1-переходов в LS-связи пепос­
редственно следуют из (16.1)-<16.4) 11 имеют вид 

Е2: ~S=O; f>..L=O, ±1, ±2 (L+L'~2); 

f>..J = О, ± 1, ± 2 (J + J' ~ 2); 

1111: LlS = f>..L = О; LlJ = ±1. 

(20.15) 

(20.16) 

Однако квантовые числа L и S, ввиду паличия спин-орби­
таJIЬНОГО взаимодеi:iствия между соответствующими моментами, 
не являются точными, ПОЭ'l'ому И указанные правила отбора для 
них выполняются лишь приближенно. В промежуточной связи 
правила отбора по L и S изменяются и охватывают значительно 
большее количество переходов. Например, нарушепие условия 
6.S = О приводпт К появлению интеркомбинацпонных Е2- п М1-
переходов. В рассмаТРlIв~емом случае конфпгурапии заз в про­
межуточной СВЯЗII вместо (20.15) и (20.16) получаем 

Е2: LlS = О, ±1; f>..L = О, ±1, ... , ±4; 

LlJ = О, ±1, ± 2 (J + J' ~ 2); (20.17) 

М1: ~S = О, ±1; LlL = О, ±1, ±2; 

f>..J = О, ± 1 (J + J' ~ 1). (20.18) 

в (20.16) фОР~fально B~feCTO f>..J = ± 1 должно быть LlJ = О, 
± 1 (J + J' ~ 1), однако при чистой LS-связи И f>..J = О мы ИllJеем 
переход, для которого LlE = о. Правила отбора (20.16) дЛЯ М1-
и (20.15) - для Е2-пзлучений в LS-связи разрешают наЛИЧlIе в 
раСсматриваемой КОНф1lгурации соответственно 30 и 63 перехо­
ДОв. При использовании волновых функций промежуточного ти­
Па связи, когда И!fеют место правила отбора (20.18) и (20.17), 
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последние приводят К 89 М1- и 131 Е2-переходам. Нз НJlХ пере_ 
ходы с дl = ±2 являются ЧJlСТО кваДРУПОЛЬНЫIIIИ (их имеется 
43); 88 переходов обусловлены как оператором IIlагнитного Дипо-
.1JЯ, так и Э.'IеI.трического ква;:J;РУПОЛЯ, а переход ~P'I. -:Р./. яll­
JlЯется чисто мапIИТНЫМ дппольным. 

Эффект дпагонализацпп матрицы энеРГJlП в даном случае го­
раздо значительнее, чем для Е1-излучения (см. § 22). При расче­
те вероятностей пере ходов необходимо пспользоваНJlе разнос.ти 
энрргий меiБДУ уровнями. Для разрешенного Мl-излучения пере-. 
ходы ПОЗIlIOЖНЫ между уровнями толы\о с о;:t;ним П тем же L, по­
этому разность энергий имеет порядок величины тонкой струк­
туры терма. Прп учете (20.18) ПОЯВЛЯIOтся 11ft-переходы между 
уровнями, припадлежащимп разJ!.ИЧНЫМ Tep~lall[, в результате чего 

пз-за БОЛЬШJlХ величин дЕ соответствующпе зн3.ченпя вероятно­
стей переходов пмеют тот iБе, а чаще даще большпfr порядок, чем 
для переходов, обусловленпых праВПЛal\Ш отбора (20.16), хотя 
силы ЛI!НПll пх значительно меньше. Поэтому при расчете Мl-пе­
реходов учет отклонений от ЧИСтой (в данном случае LS) связи 
(диагонализация матрицы энеРГIIИ) обязателеп. То же самое, ХО­
тя и в несколько меньшей степени, отноСятся и к Е2-излученпю, 
так как и в ЭТОIII случае имеются переходы с !:1L = о. 

ДJIЯ большинства переходов в нейтральных изи невысоко ио­
иизованных атомах в соответствии с величиноп вероятности 
пере ходов доминирует один из вццов излучения, и лишь в немно­

гих случаях вклады от обоих операторов имеют одинаковый по­
рядок. При дL = О обычно ббльшую вероятность пмеет М1-излу­
чение, при !:1L = ± 1 оба вида излучения встречаются почти оди­
наково часто, а прп дL = ±2 доминируют Е2-переходы, так RiШ 
в этом случае они явЛЯЮтся разрешеннымп и в чистой LS-связи. 
Для обоих видов излучения особых закономерностей в нзменеНlШ 
величин вероятностей переходов обнаружить не УfJ:ается. Решаю­
щее значение для них в основном имеет разность энергий между 
уровпюlИ. Поэтому в подавляющем большинстве случаев более 
интенсивны лшши с дL =1= о. При дS = о наиболее вероятны пе­
реходы с дL =1= О, так как в случае Е2-пзлучения онп являются 
разрешенными. 

В заключение данного параграфа кратко обсудим относитель­
ную роль Е2- и M1-перехоДов в зависимости от степени иониза­
ции атюlOВ, и, тем самым,- от температуры плазмы. В табл. 12 

представлены длины волн лСА) и вероятности (в с-А) Е2- И М1-
переходов внутри конфигурации 1s22s23p3, вычисленные в проме­
жуточной связи, исходя из численных хартри - фоковских рада­
альных орбиталей (с учетом релятивистских эффектов ПОрЯДRi~ 
( 2 ), для ионов 011, Mg VI, Ar ХН и Fe хх. 

Из приведенных в табл. 12 данных можно сделать ряд вы­
водов. Применение ПрОIlIeЖУТОЧНОЙ связи обусловило появл~нпе 
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т а б л 11 Ц а 12. ДЛlIНЫ волu 11 верояmОСТl1 Е2- 11 Мl-переходов 
между уровнями JшuфпгураЦШI 182 2s2 2рЗ 

LSJ-L'S'J' 011 Mg VI Ar ХН Fe ХХ 

'}.. J!.j83,3 1015,8 588,8 352,6 
4Sз/ 2-2Р1/ 2 Е2 3,49-8*) 5,06-5 3,16-2 8,32+0 

Мl 2,97-2 5,92+0 5,72+2 3,24+4 

2Рl/2-2РЗ/2 
'}.. >100000 ~100000 2з 590,7 1750,4 
Е2 ~O ~O 4,47-8 1,58-2 
J/1 ~10-10 2,44-5 6,52-1 1,2::1+3 

4Sз/ 2_2РЗ/2 
л 1983,2 1014,4 574,5 293,5 
Е2 4,31-9 6,11-6 2,89-3 5,61-2 
Мl 7,42-2 1,47+1 1,31+3 3,74+4 

4SЗ/2-2DЗ/2 
л 3307,3 1698,3 1012,5 706,3 
Е2 3,03-5 1,62-3 4,84-2 6,9!J-1 
М1 7,79-6 4,11-2 6,08+1 1,28+4 

2Dз/2_2D5/ 2 
л >100000 ~100000 31806,1 2809,2 
Е2 ~O ~O 1,54-8 1,83-3 
,'1,[1 ~10-11 1,27-5 3,21-1 3,86+2 

2п5/2_2Рl/2 л 4954,9 2534,6 1472,2 940,1 
Е2 4,14-1 8,40-1 1,50+0 2,47+0 
.'If1 о О о о 

'SЗ/2-2D5!2 Л 3307,1 1695,3 981,3 564,4 
Е2 4,71-5 2,53-3 8,65-2 2.92+0 
11./1 1,72-7 9,20-4 1,64+0 1,00+3 

2D~/2-2Pl/2 л 4~54,4 2527,8 1407,U 704,3 
Е2 6,24-1 1,28+0 2,70+0 1,24+1 
М1 1,48-2 2,96+0 2,66+2 7,80+3 

2Dз/2_2Р3/2 i. 4953,8 2518,9 1327,8 502,3 
Е2 3,12-1 6,44-1. 1,57+0 1,59+1 
М1 2,38-2 4,78+0 5,07+2 4,55+4 

2Рз12_2D5/2 л 4954,3 2525,6 1385,7 611,6 
Е2 7,27-1 1,49+0 3,39+0 2,85+1 
l1Н 1,34-2 2,67+0 2,55+2 1,35+4 

*) Здесь п далее в таблице использовано обозначеUllе а, ЬС ± d = а, 
bc·10±d. 
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IIнтеНСIIВНЫХ перехuдов с I1L =F О и 118 =F о. Значительная их 
вероятность объясняется существенпо большей величинuй /j,E 
дЛЯ пере ходов с /j,L =F О JI 118 =1= о, по сравненню с переХодами 
для БОТОРЫХ I1L = 118 = о. в тех случаях, когда возможны об~ 
перехода (Е2 и М1) дЛЯ неВЫСОБО ионизованных атомов чаще 
юсего преобладают Е2-переходы. ОднаБО при возрастании степе­
ни ионизации начинает ДОМИНllровать М1-излучеllие. Например 
для Fe ХХ вероятность М 1-перехода больше веРОЯТНОСТlI Е2-пе~ 
ррхода в среднем на три ПОРЯДRа и более. 

При возрастании степени ионизации длины волн обычных 
Е1-переходов сдвигаются в далеRУЮ ультрафиолетовую 11 даа,е 
рептгеновскую области спектра. В видимой области ПОЯВЛЯются 
ЛШIИII Е2- и М 1-перехоДов, поэтому они становятся весьма удоб­
ными для диагностики высокотемпературной плазмы. С другой 
стороны, даппые такого рода дают много ИНФОРl\ШЦИИ об относи­
тедьной роли отдельных внутриатомных взаимодействий, об из-
1IIененпи характера векторпой связп вдоль изоэлектронной п()сле­
доватеЛЬНОСТII и др. 



ГЛА ВА 6 

РАСЧЕТ СПЕКТРОВ АТОМОВ И ИОНОВ 

§ 21. Методы опре~еления радиальных интегралов 

НереЛЯТИВlIстские хартри - фOlювские радпальные орбитаЛII. 
В настоящем параграфе рассмотрим основные методы получеНIIЯ 
радпальных орбllтал~й и теоретпчеСБОГО определения радиальпых 
IIl1тегралов, появляющихся в выран,ениях для матричных эле­

ментов оператора энергии 11 электронных переходов. НаПОМIIlIМ, 
что полуэмппрпчеСRlIе методы их наХОII,денпя БЫЛII ШШО.I,ены 
в § 9. Как yll>e говорилось в § 1, полная волновая функция 
аТОМIIОГО электрона в приближенпи центрального поля представ­
ляется в виде ПРОIIзведеПIlЯ спин-угловой и радиальноii частей. 
радпалыlеe волновые функцни (радпальные орбптали) обычно 
делнтся на чпсленные и аналитические. 

Uдин из наиболее упиверсальных 11 мощных способов полу­
чепия волновой функции многоэлектронной системы является 
метод Хартри - Фока (ХФ). Он основан на приближеНИII цент­
pa.llbIlOrO поля п вариационном принципе. СТРОJlТСЯ функциопа.тr 
энергии рассматриваемой СJlстемы 

E(1jJ) = (1jJI.mI1jJ)/I(1jJI1jJ), (21.1) 

где 1jJ - полная волновая фУНКЦL.я системы, а интеграл (1jJI1jJ) 
обеспеЧJlвает ее нормировку. Гаl\lИЛЬТОНJlан .т учитывает кине­
тнчеСRую энергию электронов, энергпю пх взапмодепствия с яд­
ром и друг с другом (формулы (5.4J, (5.5) и (5.6) соответствеп­
но). Уравнения ХФ в ОДНOIюнфигурационном приближеНJlИ нолу­
чаются из многоэлектронного уравнения IПредингера при варьи­
Ровашш фУНRЦионала (21.0 отпосительно радиальных орбиталей 
О~НОЭЛСRТРОННОГО приближения P(nllr), одпнаковых для данной 
ООолочкп Эквивалентных электронов и обеспечивающих стацпо­
парность ПОЛной энергии Е. Напомним, что гамильтониап ЯВ.ТIя­
стсн симметричным, а волновая функция 1jJ цолжна быть антисим­
метричной относительно перестановки координат любой пары 
э.тrектронов. 

Выражение для энергии многозлектронного атома может 
быть заПисано через искомые одноконфигурационные орбитали 
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с использованием данных § 5 и 6. Оно выглядит так: 

Е = ~ {NI (nl) + ~ fh (lN) ph (nl, nl) + 
n/ h 

+} ~ [~/h (lN ,l,N') Fh (nl, n' l') + 
n' z' 7"nl h 

+ ~ gh (l:V, l,N') Gh (nl, n' l')]). (21.2) 

Здесь радпальный интеграл ](nn, интегралы Слэтера р" и Gk 
имеют впд (5.35>, (5.48) и (6.9) соответственно. Rозффщиенты 
fh.(lN),fh{lN,l,N') и gh{lN,l,N') определены формулами (5.47) 
(6.14) п (6.15). Суммирование по nl означает, что прпнимаетс~ 
во внпманпе кинетическая энергия электронов каждой оБОЛОЧRIl. 
энергия их взаимодействия с зарядом ядра, а также электроста­
тическое взапмодействие внутри каждой оБОЛОЧЮI. Суммированне 
по n'l' *" nl учитывает электростатическое взаимодействие меж.:\у 
оболочкамп. Эти коэффициенты выглядят просто лпшь в случае 
взапмодеЙСТВIIЯ внутрн и между заполненны~ш оболочкамп, 
а также между заполненными п незаполненньшп оболочкамп. 
В общем ~лучае они имеют весьма сложный вид, различны для 
каждого Tep~la и завпсят от его генеалогпи. По этой ПРИЧlше 
надо было бы ПРОIIЗВОДПТЬ варьпрование энергии п решать СООТ­
ветствующпе уравнения для каждого терма отдельно. Однако это 
значительно увеличивает трудоемкость метода, тем более, что 
практические расчеты свидетельствуют о малой завпСПМОСТИ ради­

альной орбитали от терма - по крайней мере для тех конфигура­
ций, для которых нехарактерно явление коллапса возбужденного 
электрона. Позтому обычно применяются -упрощенные выраже­
ния для указанных коэффициентов. Например, JJ [112] предлага­
';lOсь опускать зависящую от терма их часть. Однако чаще всего 
используются Rоэффициенты, усредненные по всем термам рас­
сматриваемой конфигурации: 

Х = ~ (2L + 1) (28 + 1) Х (L8)/~ (2L + 1) (28 + 1). (21.:3) 
LS LS 

Применение формулы типа (21.3) приводит к следуЮЩИМ усред­
ненным значениям коэффициентов /11 и g,,: 

" 

(21.4) 

( 21.;) 

(21.6) 

(21.7) 

(21.8) 
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Указанные усредненные значения козффициентов при N = 
= 4l + 2 совпадают с точными выражениями для рассматривае­

мых взаимодеiic.твиП в случае заполненных оболочек. 
Искомые радиальные орБIIталп отдельных оболочек обычно 

()ртогонализпруютс,я согласно условпю (2.1). Заметпм, что это тре­
бование не является обязательным, разработана методина реше­
иНЯ уравненпii ХФ таЮJ,е и в случае неортогональных радпзль­
ных орбиталеii [113]. Ортонормпрованность фУНRциii обеспеЧIIва­
еТСЯ введением в варьпруемый функционал членов, содержащих 
интегралы типа (2.1), умноженные на тан называемые множители 
Лагранжа Лnl,n'l (ортогональность по 1 обеспечивается УСЛОВIIем 
(2.2». Варыrроваппе получаемого таким образом выражения 

00 

Е' = Е +} ~ Лnl,n'l S Р (nll г) Р (n' II г) dr (21.9) 
nl,n'l О 

II приводит Н системе интегро-дифференциальных уравнений ХФ. 
ДЛЯ наждой оБОЛОЧRИ nl заппсывается отдельное ypaBHeHIIe, 
пмеющее следующпй вид: 

[ 
d2 1 (1 + 1) ] 
dr2 - 2У (nll г) - r2 - Enl,nl Р (nll г) -

- х (nll г) - ~ Enl,n'l Р (n' II г) = О. (21.10) 
n',,"n 

Здесь Y(nllr) п x(nllr) имеют следующие выраженпя (в а. eJ: 

у (nll г) = _ ~ + ~ '" 1 + б (nl, n'1') Х 
r r ~ N 

71'l' 

х!. f" (IN, l'N') У" (n' l', n'l' I г), (21.11) 

" 
(IN I'N') 

Х (nl\ г) = ~ ~ ~ к" :r У" (nl, n' l' I г) Р (n' [' \ г), (21.12) 
n'I'#1 " 

где 

r 

У!: (nl, n'l' I г) = г-" S г~P (nll r 1) P(n'l' I r 1) dr1 + 
о 

00 

+ г"Н J rl(h+l>p (nll r1) Р (n'l' I г1) dr1• (21.13) 
r 

Величины en',n'l связаны с недиагональными множителями Лаг­
ранта: 

Enl,n'l = Лnl,n' 1/ N. (21.14) 
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Последние могут быть пред ставлены в виде [17] 
00 

NN' 5 Лnl,n'l = N' -N {2 [У (n' II г) - У (nll г)] Р (n11 г) Р (n' 11 г) + 
о 

+ Х (n' 11 г) Р (n11 г) - Х (n11 г) Р (n' 11 г)} аг. (21.15) 

Формула (21.15) непрпгодна прп N = N'. Эта трудность обойдена 
в работе [114J, в которой предложена новая модификация функ­
цпонала энергии, свободная от Уhазанного недостатка. 

Система ИIIтегро-дифференцпальных уравнений ТIша (21.10) 
каждое из которых описывает одну электронную оболочку pa~ 
сматриваемой конфнгурации, при учете граничных условий 

P(nllO} = P(n1I oo } = О (21.16) 

наиболее зффектпвно решается численными методами с исполь­
зованием ЭВМ. Методика решения различных модификаций этих 
уравнений описана, напрпмер, в [17, 18, 38]. 

Подход ХФ еще называется методом самосогласованного по:ш. 
Действительно, потенциал поля, в котором движется рассматри­
ваемый элеI{ТРОН, характеризуемый квантовыми числамп nl, вы­
ражается также через искомые волновые функции, поэтому про­
цесс установления радиальных орбиталей должен быть согласован 
с процедурой получения выражений для потенциала: задавшись 
исходной формой волновой функции, мы находим впд потенцИала, 
с использованием которого получаем более точную волновую функ­
цию. Указанная процедура продолжается до тех пор, ПОFа не 
будет достигнуто необходимое самосогласование между зтими ве­
личинами. 

Основная причина трудности решения уравнений ХФ - слож­
ная завнсимость потенциала, в котором движется рассматривас­

мып электрон,- особенно его обменной части,- от волновых 
функций электронных оболочек, нелокальный его характер. из­
вестен ряд более или менее успешных попыток заменить его ло­
кальным потенциалом, имеющпм аналитпческое выражение (на­
пример, универсальпый потенциал Гашпара, ириближение Слэте­
ра для обменной чаСТII потенциала и др.). Указанные формы 
иотенциала исиользуются для получения волновых функциii, IЮ­
гда не требуется высокая их точность, илп служат для установ­
ления НСХОДIIЫХ их величин. 

Релятивистские хартри - фОRОВСRИе радиальные орбитали. 
Для получения релятивистских радиальных орбиталей (см. (5.89», 
обычно используется релятпвистсЮIЙ аналог метода ХФ - метоД 
Дирака - Хартри - Фока (ДХФ). Соответствующие уравнениЯ 
получаются апалогично нерелятивистскому случаю, поэтому мы 
сразу ириведем окончательный результат (в а. е., Л~ n1j, 
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'}': = nl' п: 

аР (д I r) = _ '!:... р (л I г) + 
- dr r 

+~{[ 2с2 - Ел,л + ~ - v(л I г)] Q (л' I г) - х(л I г)}, (21,17) 

dQ (л' I г) = '!:... Q (л' I г) + 
dr r 

+ ~ {[ Ел,л - ~ + v (л I г)] р (л I г) + х(л' I г)}. (21.18) 

Ввиду наличия В волновой функции (5.89) двух компопент, 
для каждого электрона мы получаем систеl\fУ из двух уравнении. 
В (21.17) И (21.18) х определено согласно (5.98), V(лlг), х(лlг) 
и х (л' I г) соответственно равны 

v(лl г) =}{~[NЛi-6(Л'Лi)]УО(Лi'ЛiIГ) + 
лi 

+ ~; IIt (jN) У" (л, Л I Г)}, (21.19) 
h>O л 

Х (л I г) = ~ ~ {~Ni;1 glt (jN j~j) У h (л. лj I г) + 
',ГFЛ h 

+ Ел,лjб (1;, {Ji)} Q (л' I г), (21.20) 

Х (л' I г) = ~ ! {~Ni;lglt (jNj~j) Y It (л, лj I г) + 
лр"'.л It 

+ Еллiб(lj, l;ji)} Р(Лil г). (21.21) 

ФУНКЦИЯ У", входящая В преДыДущие формулы, возникает 
при варьпровании радиальных интегралов электростатического 

взаимодействия меж;з;у электронами и выражается слеДУЮЩИ,1 
образом: 

У" (лI' л? I г) = 
т 

= r -/{ S г~ [Р (Л1 I r 1) Р (Л2I"I) + Q(л~ 1 r 1) Q (t; 1"1)] d"l + 
О 

00 

+ rh+l S rl lt- l [Р(л1 1 r l ) р (л2 1 r l ) + Q (л~ I r t ) Q сл; 1 r l )] dr1, (21.22) 
т 

Сущшрование в (21.20) и (21.21) распространяется на все 
ПО;ЮБОЛОЧКII IIссле~уемой RонфпгураЦIlIl, N Лj - число электронов 

в поДобо.'10чке ni!;ji; коэффициенты IH{jN) и g',,(j"'V j;"'i) определены 
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формулами (5.101) и (6.15) соответственно. Величины е, про­
порциональные :множителям Лагранжа, возникают из требования 
ортонормированности функций (5.90). 

Система уравнений вида (21.17) и (21.18) решается для каж­
дой подоболочки эквивалентных электронов с учеТШI следующпх 
граничных условий для большой Rомпоненты: 

P(nlj/O) = P(lllj!oo) = О. (21.23) 

При 'определении функции в начале координат необходшlO 
учитывать конечность размеров атомного ядра, заряд КОТОРОГО 

обычно считается равномерно распреде.lJенным, внутри сферы. 
Расчеты у~обно производить для Rонфигураций, усредненных по 
СОСТОЯНПю.l, соответствующим заданному расположению электро­

нов по подоБО;IOчкам [115]. Тогда ;J;ЛЯ атома, Иl\lеющего а подобо­
лочек, получается система из 2а уравнений. При этом 

ik (j~ij:т) = б (k, О) NiNт , (21.24) 

что уже учтено в (21.19>. Для остальных коэффицпентов в потсп­
циале получаеу Со'lедующие усредненные значенпя: 

-1 (.N) -- _ N (N -1) l' k j j 12 
k ] - 4j О Ч2 1/2 ' (21.25) 

- (.Ni.Nт) NiNm [k ;т ;i1~ (21.26) 
g k ] i ] т = - 2j т --f-- 1 О 1/2 J / 2 • 

Прпве;J;енные уравнения применимы для осноiшых и для воз­
бужденных состояний атомов и ионов, как с варьированием всех 
радиальных орбпталей, так и с «замораживанпе1Р> некоторых 
из них. 

Аналитические радиальные орбитали. В атомных раечетах 
на ряду с чпсленными весьма шпроко, особенно ;J;ЛЯ легЮIX ато­
мов, используются также аналитические радиальные орбита.iШ. 
Они обычно ИШlучаются с ПО)lОщью вариационного принципа. 
Вначале выбирается некоторая иробная волновая функция, като­
рая задается в аналитической фОР)lе. Она зависит от ряда пара­
метров, по которьПl проводится варьирование. Точность иолуча­
е~IOЙ волновоп функции сильно зависит от вида исходной проб­
нои функции и числа варьируемых параметров. Сразу отмеТЩI, 
что с увеличенпем числа электронов в атоме для выбранного ти­
па волновых функций быстро возрастают колпчество варьируе­
мых napa:\leTpoB и, тем самым, расчетные трудности, все более 
трудоеМRОll становится процедура устаНОВJfСIШЯ ОПТИl\ШJfЫIЫХ 
значении набора параметров. По этпм ПРИЧlIllЮI ана.lитичеСJ\lIе 
радиальные орбпталп маJfОПРИГО;:ЩЫ для средних п, особэНlЮ, тя­
желых аТ01ЮВ. 

Наиболее простые аналитическпе радиальные орбитали по:rу­
чаются прп решении радиального уравнения Ш реДИIIгер~ Д;JЯ 
О;:J;ноэлектронпого атома с пропзвольпым зарядом ядра Z. Обыq-
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но они назьшаются кулоновскш.iи функциями и выражаются че­
рез вырожденную гииергеометричесRyЮ функцию На, Ь; х): 

(2Zr)l+I "1 f Z (n + l)! -Zr(n 

P(nll r) = nl+2 (21+1)1 r (n-I-1)! е Х 
Х F( - n + l + 1, 2l + 2; 2Zr/n). (21.27) 

весы\ra широко, особенно в молекулярных расчетах, в кото­
рых молекулярная волновая функция иредстаБ.'шется в виде ли­
нейной RомБIIllации aTo~IНЫX, исиользуются радиа.'lьные орбитали 
Слэтера, имеющие вид 

(21.28) 

ОНИ получаются, когда рассматривается отдельно выделенный 
Э.1Jектрон в центральном поле ядра, экранированного остальнымп 

электронами, а эффективный потенциал центрального поля бе­
рется в виде 

V (r) = - Z,rtfr + n* (n* - 1)/2r2• (21.29) 

В формулах (21.28) и (21.29) Znl - эффективныii заря;!; ядра, за­
висящий от Бвантовых чисел n и l и опреде.'lяеIlIЫП равенством 
Znl = Z - 8п " где 8пl - постоянная экраНllрованIIЯ, n* - эффек­
тивное основное кваН']:овое число, А пl - НОР1\ШРОВОЧНЫП IIIНO­
жптель. 

В. А. Фок и М. И. Петрашень [116] предложили исиользо­
вать аналитические радиальные орбитали для 1s-, 2s- и 2р-обо­
дочек в виде 

P(1s lr) = AlS"e-аг , 

р (2s I r) ~ A2Sr (1 - а t ~ r) е -~T, 
P(2plr) = A2pr2e-TT, 

(21.30) 

(21.31) 

(21.32) 

ще а, ~ и 'у - варьируемые параметры. Радиальные орбита:lИ 
тпnа (21.30)-(21.32) часто назьшают вариационньши водородо­
подобными. В [117] были предложены так называе)IыIe обобщен­
ные водоро~оиодобные аналитические радиальные орбптали, оп­
rеделенные соотношениеlll 

таХ(2.'-,-О 11/ 
Р ( 11 ) --- А '" ,!lrmiП(l+i,,-,) -СХ; r 

11 r - 111 ..:... С, е (21.33) 
i=1 

П г,/ 11/ б б u араме1ры а; и С; дЛЯ езузловых радиальных ор италеп, для 

Которых n = 1 + 1, определяются ваРIШЦПОННЬВI lIIeTOДO~1 пз тре­

бонанпя МIшимума нере.1ЯТПnИСТСКОЙ энергии, а C~/ при n> 1 + 
+ ~1 - из УСЛОВl!й ортогональности. Функции (21.3З) сочетают в 
сеое относительпую просто ту их получепия с возможностью оп­
rе:~е.'lЯТЬ ЗШ1.чешш 3ТОIlШЬП' :ве;1ИЧИН, ДОnО.:JЫIO хорошо сог.'I3сую-
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щиеся с найденными при помощи численпого решения уравне­
IIИП ХФ. 

В [118, 119] разработана lIIетодпка установления пара метров 
анаЛИТIIчеСRИХ решении уравнений ХФ, представляемых в виде 
суммы радиальных орбиталей слэтеровского типа (21.28) 

м 

P(nllr) = ~ NiСiгniе-rч. 
i=l 

(21.34) 

Здесь N i -НОрlllИрОВОЧНЫЙ 
функцип, пмеющий впд 

множптель отдельной слэтеровской 

V 2ni +1/ 
N i = (2CXi) /(2ni)!' (21.35) 

м - положнтельное целое число. Оптимальные численные значе­
ния параметров С; п СХ; определяются в результате решения урав­

нений ХФ в аналитическоп форме, т. е. при варьпрованип фУНR­
ционала относительно указанных пара:\lетров. Следует отметить, 
что нелнпейные параметры СХ; аналитичеСIШХ радиальных орби­
талей (21.34) могут определяться каи для наждой оболочки nl 
отдельно (незаВИСИJllыii базис), так и браться одинаковыми для 
всех оболочеЕ с одним и теlll же значением 1 (зависимый базис). 
Нахождение иараметров СХ; представляет собой наиболее трудо­
емкую процедуру при решешш задач такого типа. 

Основное удобство аналитических радиальных орбиталей -
вuзможность установлеН1IЯ аналитичеСЕИХ выражений для ра;щ­
альных интегралов и их представлепия в Rо:\шаRТНОП форме в 
виде таблиц численных значений соответствующих параметров. 
Тан, в [120-123] представлены параметры радиальных орбита­
лей (21.33) для большого числа нейтральных атомов, ПD.'IOжитель­
ных п отрицательных нонов. Пара метры радиальных волновых 
фующий тппа (21.34), в ноторых радиальная орбиталь nl СТРОllТ­
ся из орбптали (n - 1)[ путем добавления одного члена с варьи­
руемым парамеТРО:\I а, для атомов от ге.:ШЯ до радопа в основ­

ных состояниях предложены в [124, 125]. В [126] приведепы об­
ширные таБЛIЩЫ аналитических решении уравненпй ХФ дЛЯ ос­
новных нонфигурацпи пзоэлектронных последовательпостей ато­
мов от гелия до ксенопа и для некоторых отрпцательных ионов. 

ОднаЕО следует oT:MeTJITb, что трудое)пюсть процедуры варь;;!­
рования иараllIетров аналптичеСЕИХ радиальных орбпталей быстро 
Еозрастает с увеличением числа электронов, поэтому праl\тически 

этп фУНI\ЦШI ИСПD.'IЬЗУЮТСЯ лишь для легних и, в Rрайнем CJIY­
чае, средних ато·мов. Еще IIlеньшее распространение полу­
ЧIIЛ их реЛЯТIIВИСТСКПII вариант. ПОЭТОIlIУ численные радпа.r.ъные 
орбиталп ЯJJЛЯЮТСЯ значительно более упиверсальными и мощ­

ными. 

ВЫЧIIслеНllе раДI13ЛЬНЫХ интегралов элеЕТРОННЫХ перехOl~ОВ. 
Радпальные интегралы матрнчных элементов операторов физиче-
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сl'ПХ величиН, в том числе и элеRТРОНIIЫХ переходов, чаще всего 

вычисляются с использованне:1II ОДНОГО из видов раСС)lOтреппых 

в предыдущпх ПУНRтах радпальных орбиталей - чпсленных или 
аналитичеСRИХ. В заRлючение данного параграфа RpaTRo огово­
рИ'1 особенностп их использования прп определеНIIJI радиальных 
интегралов элеRТРОННЫХ переходов. 

Точность RaR теоретпчеСRИХ, TaR JI экспеРИl\lентальных зна­

ченИЙ спл ОСЦJlЛ.~яторов во МНОГИХ случаях не превышает не­

сnо::rЬRИХ десяТl\ОВ процентов, ПОЭТQ;\IУ незпаЧJlтельные раЗЛИЧIIЯ 

в радиальных орбпталях обычно не шрают ВIIRаRОЙ ро.:::ш. RaR пра­
юто, важпее по возможности более точныii учет Rорреляционных 
JI реЛЯТПВIlСТСRIIХ эффектов. Так, паПРШJер, приведенные в [127] 
чпсленные значенпя радиального пнтеграла (4plrI4s) Е1-перехо­
да 'IежДУ уровнямп Rонфигурациii 3d64p и 3d64s в Ре+. возни-

RающИМП из родитеЛЬСRlIХ Tepl\IOB ~D,:F и :Р, ~P, ~D соот­
nетствепно, ОТЛIIчаются от усредненпой по термам велпчины на 
неСRШIЬRО процентов, поэтому нет необходимости принпмать во 
внп,,>шпие заВИСПl\lOСТЬ радиальных интегралов элеRТРОПНЫХ пере­

ходов от терма в случаях, Rогда не учптываются Rорреляциоп­

пые п реЛЯТUВИСТСRие эффеRТЫ. 
О,,\нано пногда ВЛИЯIше заВИСП~IOСТII радиальных орбиталей 

от терма на велпчпну радиальных иптегра::rов :может значительпо 

возрастп и даже стать опредеЛЯЮЩП~I. R НЮI следует прпчислить 
случаи, Rогда сам пнтеграл перехода получается 1IJ3ЛЫ1l1 и тогда 

оп весыш чувствителен даже R незначптельным уточнеНПЯll1 вол­
новой фУНRЦИИ. 

Наиболее важен учет завпсuмостн радиального интеграла от 
тер)13 для переходов между Rонфпгурацпямп, в RОТОРЫХ наблю­
тщется TaR пазываемыii коллапс орбнты возбужденного элеRТРО­
на - реЗRое IIзменение среднего расстояния элеRтрона от ядра 

fJ!Ш ИЗ~IeнеНIIII его состоянпя. ·~,rRазапное явление объясняется 
тем, что эффеRТИВНЫЙ потенциал центра.'lЬНО-СIIмметрпчеСRОГО по­
ля ряда IIшогоэлеRТРOJШЫХ атшlOВ IBleeT вид ДВУХ потенциальных 
ям, отделенпых потенцпаЛЬНЬПI барьеР01l1. Волновая фУНRЦI!Я 
рассматриваемого электрона может быть ЛОRализована во внеш­
]'(;'0 илп во внутренпей потенциальноо Ю.lе. При увеличенин за­
ряда ядра (а иногда лпшь при ИЗ1llенении TepllJa) IIШКСПМУМ 
ВОЛIIовоii ФункПIIИ элеRтрона смещается из внешнеп ямы во 
внутреннюю, в результате чего резко изменяется среднее IJасстоя­

H~e элеRтрона от ядра - электрон ко.'lлапсирует. Это яв::rение 
ООУСловлпвает значительные неМОНОТОIlIIOСТИ в поведении многих 
спектральных хараJ\теРИСТИR атшюв и понов вдоль шюэлеКТРОJl­
l'ы�x последовательностей. 

Явленпе Rоллапса внеШIIего элеRтропа наиболее xapaRTepHo 
Для Еонфигураций типа nl~l+ln(l + 1'>. Оно ярче всего выражено 
,ття нейтральных атомов с RоллаПСПРУЮЩП1lf f-электропом. Зави­
СИмость ЛОRалпзации внешнего электрона nl от терма убывает 
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при уменьшении значенпя [. В Iiачестве при мера влияния кол­
лапса внешнего электрона на атомные характеристики в таблице 

13 представлены зависящпе от терма и ycpeДHeHHь~e по всем тер­
IIlaM чпсленные значения одноэлектронных энергпп 8n l, радиаль­

ных интегра.'IОВ GI(4d, 4!) п F 2 (4d, 4!) электростатического взаи­
модействия, постоянной тонкой структуры 1)'1 И пнтеграла Е1-пе­
рехода (4dlrI4f), полученные с использованием программы [зю 
для нептрального аТШlа ксенона и бария. 

т а б л и ц а 13. ВлаЯПlIе локализаЦIII1 возбуж~еппого 4j-электропа 
в конфпгураЦIl1l4cfJ4j(2D)LS на различные aTO~Hыe веЛПЧlШЫ (В а. е.,Е4/- В эВ). 

Атом I LS I Ем I G'(4d, М) I FZ(4d, 4/) '141 (4dlrl!.f) 

Хеl 3р -0,85 1.04·10-" 3,37·10-4 1,27 ·10-7 -6,46·10-3 
зп -0,85 5,9·10-6 3,29·10-4 1.13·10-7 -5,32·10-3 
lр -0,85 1.2·10-6 3,27 ·10-4 1,\·3·10-7 -3,57·10-3 
ер. -0,85 5,5·10-6 3,28·10-4 1,12.10-7 -5,19·10-з 

Ба 1 3р -15,22 5,54·10-1 4,65.10-1 I 2,66·10-3 -8,12·10-1 
зп -10,95 5,20·10-1 4,39·10-1 2,43·10-3 -8,04·10-1 
lр -0,86 1,58·10-" 3,47·10-4 1,61·10-7 -7,38·10-3 
ер. -10,39 5,15·10-1 4,35·10-1 2.40·10-3 -8,02·10-1 

Из таблпцы видно, что для ксенона 4f-элеRТРОН локализован 
во внешней потенциальной яме, далеко отстоящеп от ядра, его 
радиальная орбиталь I\lало перекрывается с ВО:ПЮВЫJl1И фупкция­
IIШ внутреннпх электронов. По этим нрпчппаJl1 все интегралы. 
включая интеграл Е1-перехода, очень I\IaЛЫ. При КОЛJlапсе 
4f-электрона в Ва 1 величпна интегралов, содержащпх функцию 
P(4j1r), возрастает на 2-5 порядков, за ПСI\ЛючеПIIeМ терма IР, 
в случае которого электрон остается некол.:тапспровавшим. Изме­
нение радиального интеграла E1-перехоДов на два порядка для 
различных термов приводпт к гигантским ПЗ:llенениям числен­

IIЫХ значенип соответствующих сил ОСЦШIЛяторов п BepofiTHO­
степ переходов. Радиальные орбитали оДноп незаполненноЙ обо­
JЮЧКИ слабо зависят от TepJ\la. Детальное раСС110тренпе явления 
Rоллапса орбпты возбужденного электрона п его влиянпя на 
спектральные характерИСТИIiII различных атомов п понов перпu­

дическоп таблицы элементов можно напти в обзоре [95]. 
При незаВПСИМШI нахожденип волновых фУНRЦПU двух IШЯ­

фпгураций (например, основноп и возбуж;з:енноЙ> какого-нибу;:(ь 
атома илп попа волновые функцип каждоп оболочкп получают­
ся неСRОЛЬКО разлпчающпмися между собой. Нзложенная же 1\Iе· 
тодика ВЫЧПС.1Jения матричных элементов операторов элеRТРОНJIЫХ 
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переходов ПО;J,раЗУ1Jевает одинаковость орбиталей электронного 
остова обеих конфигураций. В противном случае нарушается ор­
тогональность OTдe~ЬHЫX волновых функций, и при вычпслени'( 
характеристпк электронных переходов следовало бы учптываТI, 
дополнительные интегралы перекрывания. Однако практическп" 
расчеты показывают, что в большинстве случаев устанавливае 
~Iые таlШ~1 обраЗ011 поправки весьма незначительны и поэтому 
могут не учптываться. Соответствующие волновые функции полу­
чаются ортогональными при использовании приближения тю, 
назьmаемого «зююроженного» остова, в котором для электронно­
го остова опи фПRСПРУЮТСЯ, а отдельпо каждый раз определяют­
ся тольКо для возбужденных электронов. Это значительно упро­
щает процедуру их нахождения. Расчеты показывают, что волно­
вые фующии «за~юроженного» остова весьма близки к получае­
мым с ПОЛНЬПI самосогласованиеl\l. 

Аналогично случаю энергетическпх спектров, раСС110тренному 

в § 9, электронные переходы также 1ЮЖНО изучать с привлече­
ние~1 полуэмпирпческих методов расчета. Однако 11етоды уста­
новления ра;J,Па.1ЪНЫХ интегралов электронных пере~ш~ов из экс­

иери;о.lента~ьных значений сил осцил.чяторов или вероятностей пе­
реходов не получи~и IIIИРОКОГО распространения, ввиду недоста­

точно ВЫСОКОЙ точности измерения указанных величин. ПОЭТОМУ 
прп ПОЛУЗl\Iппрпческом определении характеристик излучения ра­

диальные интегралы переходов обычпо берутся из чисто теоре­
тичееJ\И'( расчетов. IIногда, особенно для иростых элеJ\ТРОIlНЫХ 
конфигураций. IIСПО.:IЬЗУЮТСЯ разлпчные эффективные (модель­
ные) потенцпа.;:rы, параметры которых могут определяться с при­
влечением КaIшх-лпбо Эl\сперимептальных данных, что обеспечи­
вает Becblla высокую точность получаемых таким обраЗО~1 в"ол­
повых ФУНJ\ЦИЙ И характеристик элеl\ТРОННЫХ переходов. 

Для ато;о.юв с ма.:IЫМ числом электронов, особенно тииа один 
3,'IeKTpOH сверх заиолненных оболочек, весьма эффеl\тпвен полу­
Э1ширическпй 11етод Бейтс II Дамгаар;!; [128]. В НЮI допускается, 
что при вычпсленпп радиальных пнтегралов переходов можно 

пренебречь ОТR';lOнением потенциала атома или иона от его аСИ~I­
Ilтотической фОР11Ы (ицыМJТ словаып, основной вклад в интеграл 
дают части ра;J,иальных функций с Бо.:IыIIIмии r); тогда точное 
уравненпе для радиальной орбитали заменяется приближенны:\( 

а2 R ( 2G G2 1 (l + 1) ) -~ + - - -., - 2 R = О. (21.36) 
aг~ r n*" r 

в КОТОРО'I G - эффектпвный заряд, равный 1 для нейтрального 
аТ01.а, 2 - для ОДНОl\ратно понизованного атома п т. Д.; n*­
Эффективное основное l\BaHTOBoe число, находимое с помощью 
:ЩспеРИ~leнта.JIЬНО измеренного значения энергии 15 n по формуле 
* --n = GIY15n • Решение уравнения (21.36) выражается через 
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фуНIШИЮ Уиттекера 

(21.37) 

Радиальный интеграл перехода относ:rтельно этих фУНКЦИЙ пред_ 
ставляется в виде двух сомпожптелеи, таблицы для которых, ох­
ватывающие случаи l = 1 (5 - р-переходы), l = 2 (р - d-перехо_ 
ды) и l = 3 (d - j-переходы), можно пайти в [21, 128J. 

§ 22. Особенности исследования электронных переходов 
в промежуточной связи. Правила отбора и правила сумм. 

ЛИНIIII E2-перехоДов 

ИзучеНllе электронных переходов при разных ЧIIСТЫХ тииах 
связи. Мы уже ранее говорили, что структура энергетичеСl\ОГО 
спектра aTOllla иди иона 11 численные ЗIlачения хараRтеристик 
электронных переходов во IIIHorOIII зависят от прпменяемого чи­
стого типа векторной связи. При этом, особенно для возбужден­
ных состояниii, часто ПРИХОДIIТСЯ прибегать к использованию 
LK-, JK- и //-связи вместо ставшей уже траДlЩПОПНОП LS-свя:ш. 
Поэтому при теоретическом определении величин элеRТРОННЫХ 
иерехоДОВ пеоБХОДИIIIО учитывать прпгодность типа связи, кото­
рый иногда может быть разлнчным для начальных и конечных 
КОПфllгурацпй, что, естествен по, влияет на правила отбора для 
излучения. Именно с учетом этого обстоятельства в §§ 18 и 19 
приведепы выражения для l\[атричных элементов операторов Ek­
переходов при наличии ризличных типов связи В конфигурациях, 
}Iежду RОТОРЫllIИ происходит переход. 

В качестве иллюстрацип зависимости величпн электронных 
переходов от типа связи рассмотрпм Е1-переход 2рz(ЗР)3dLS/­
- 2р2СЗР)4jТtТ2/' в нейтральном атоме азота, теоретически изу­
ченпый в [129J. Считается, что в первой (нижнеЮ конфигурации 
IIмеет место LS-связь, а во второй (верхнеЮ LK- или /К-связь. 
Силы линий указанного перехода, в случае обоих тппов связи 
в верхней конфигурации МОЖНО вычислить, ИСХОДЯ из формул 
<18.16), <18.21) и (18.22). 

Из расчетов следует, что некоторые переходы запрещены в 
LК-связи, но разрешены в /К-связи. Так, например, переход 

2р./. _ 2 (3) 7/2 в LК-связи запрещается уСЛОВIIем треуго.'1ЬJПIRа 

{SL'l'}, а переход 4 Р.!. - 4 (3) 7/2 - условием {LL' 1}. В случае 
перехода 2рз/. - 4 (3) 5/2 имеют место оба упомянутые условия 
запрета. Однако во всех этпх случаях /К-связь не ТО.1]ЪКО разре­
шает переходы, но также указывает па то, что н теоретичеСlше 
интенсивности, по краппей мере по ПОРЯДIi:У веЛIlЧННЫ, допжНЫ 
соответствовать эксперимента.1JЬПЫlll [130]. Эти факты, Ii:aR и во­
обще лучшее соответствие ОТIIосительпЪ1Х сил ЛlIвпi! в JK-свЯЗI'. 
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эnспериментальным относительным иитенсивностям, чем в 

LК-СВЯЗИ' свидеТЩJЬСТВУЮТ о преИI\Iуществе JК-связи в конфигу­

рации 2p24f· 
Из приведенных результатов, тю, же JШК n из данных работы 

[131], следует, что в раЗ:IПЧНЫХ типах СRЯЗII JНIТенсивпости от­

деJlЫIЫХ лпний могут отлnчаться в значnтедьной стеnеШI. Неко­
торые линии, разрешенные в ОДНОМ типе СВЯЗII, ОБ.азываются за­

прещенными в другом. Сравнение теоретичеСЮIХ результатов та­
J\oгo рода с соотвеТСТВУЮЩИ1Ш эБсперпментальны1ш величинаМII 

может служить дополнительныи критерие11 прnгодности оnреде­

'IeHHOrO чистого типа связп. Эта проблема остается актуальноii, . ~ 

J\aK мы убеДnl\fСЯ ниже, также и для более сложпых конфигура-
ЦИЙ, даже при переходе к промежуточпым типам СВЯЗи с исполь­

зованием диагонализацпи l\fатрицы энергии. 

Е1- и Е2-переходы в промежуточноii свя;ш. Правила отбора 
11 правила сумм. Исследования спектров многоэлектронных ато­
мов 'И ионов nоказывают, что наличие чистого типа связи явля­

етСя скорее исключенпем, чем нормой. Поэтому пх спектры тео­
ретически определяются, J\aK правило, в промежуточпом типе 

связи nYTe1\1 диагонадизаЦИIl полной матрицы энергии, составлеп­
пой, исходя из некоторого типа связи, который подразумевается 
наиболее близким к действительности. В таком случае И элек­
тронные переходы необходимо вычислять в промежуточпой свя­
зи. l-\ описанию соответствующей методики, а также рассмотре­
пию ее особенностеii: IIIЫ и переходим. 

Волновая функция в nРОl\lежуточной связи представляется Б 
ВllДe линейной КОi\fбинацпn соответствующих величин чистого ти­
па связи (Формула (8.8) n;ш (11.7)). Сида ЛИIШИ в промежуточ­
ной связи будет выражаться формулой (15.7), субматричный: эле­
мент которой И~Iеет вид 

(~J 11 Q(k) 11 (3' J') = ~ aiaj (1J1i (J) 11 Q(k) 11 фj (J')). (22.1) 
i,j 

в (22.1) а; и aj - веса во:шовых фУIШЦIIii 'l',(J) и 1J1j(J) чистого 
ТИпа связи соответственно: СУМ~IИроваНllе по i If j В общем случае 
пробегает все возможные состояния с даНПЬВI значением J и J' 
(например, в LS-СВЯЗII n~ш могут быть Rвантовые числа aLS). 
Лвные выражепия для субматричного элемента в правой части 
формулы (22.1), записанного уже в БопкреТlIo:Il чистом типе свя­
зи, [(ЛЯ большинства практпчески необхо,];имьп.. случаев ПРlIве­
депы в §§ 18 n 19. Сплы осцnлляторов и веРОЯТНОСТII Е1- и Е2-
пер~\':одов при праJ\тпческих расчетах ~югут быть наiiдепы по 
С.'IеЦУЮЩИJ\f ФОР11ула\[. ЯВЛЯЮЩШ\IСЯ частным С:lучае~1 приведеп­
НЫХ в § 17 выраженпii: 

fEl~_~ 2!'J.E 1(~JIIQ(I)II(3'J')12= . 2 1(~JIIQ,(I)~~'J')12 
3 (2Jf- 1) 3 (и + 1) !'J.E ' 

(22.2) 
1<; • 
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wE1 = 2~~.~1~8 (~E)31(~J\lQ(l)II~'J'}\2 = 

= 2~~.~ {~8 ~E \ (~~Q'( 1) 11 ~' Р) \2, (22.з) 

fE2 = 17;/:~-8 (~E)31 (~J ~ Q(2) ~ ~' Р) 12 = 

= 1'i;::~О1-8 L\E\(~~Q'(2)11~'J') 12, (22.4) 

W E2 = 2~:~ (~E)r, 1 (~J \1 Q(2) ~ ~' J') 12 = 

= ;;O~O 1 (~E)31 (~J ~ Q'(2) ~~' J') 12. (22.5) 

в них О < ~E = E(~]) - E(~' J'), а операторы переходов опре­
делены равенствами (1.7.25) и <17.26>. Формулы (22.2) и (22.5) 
приспособлены к случаю, когда ~E и субматричный элемент 
определяются в аТО1ЩОЙ системе единиц. Тогда вероятности пере­
ходов будут измеряться в c- I • НаПОМНИ11, что CILilbl осцилляторов 
являются безраЗ~lерньпш величпвамп. 

Особенности теоретического псследования электронных пере­
ходов между сложнымп RонфигуРация}ш с использованием про-
11еж)"Точного типа связи раССМОТРИ)1 на примере Е1-переходов 
между уровнЯ11П Rонфигураций d7p и d8 В случае атомов Fe 1, 
Со 11 и Ni 111 [132, 13ЗJ. Исходной является LS-связь. Ввиду 
того, что волновая функция уровня ,~! в ПРG:\lежуточноii: связн 
согласно (8.8) выражается через лпнейную RомбиваЦIlЮ Функ­
ций всех возможных состояний с те)1 iБе J в LS-связи, ее иногда 
назьmают lIIноготеРllIНОЙ волновой фУНБциеЙ. Однако и ей мы 
приближенно приппсываеАI в соответствии с § 8 характеРИСТlII,И 
LS-связи, что позвозяет однозначным обраЗО}1 классифицировать 
также переходы ипсследовать закономерностп их поведевпя 

вдоль изоэлектронпых последовательностей. 

Квантовые числа орбитального и спинового :lЮ:llентов u кол~~ 
чества движения, ввиду паличия магннтных взаимодеиствпи 
1I1ежду ними, являются приближенными. ТОЧПЫ)I кваНТОВЬНI 
числом остается лишь полный момент J. Поэтому и правила ОТ­
бора по L и S носят приближенный xapaRTep; они ИЗllJeБ.IЮТСЯ 
при уточнении описаНIIЯ aTO}IHbIX состоянпй. При использованн~ 
волновых фУНКЦИЙ, полученных путе!ll дпагонализаЦНII полПQlI 
матрицы энерmи, диапазон измененпя ~L и J).S для Е1-излуче­
ния значительно расширяется. }7словия неисчезновения матрич­
ного элемента рассматриваемого перехода при учете огран:ичf1,ППЯ 
А! = О, ±1 (исключая переходы J = J' = О) приводят к следУЮ­
щим возмоЖНЫlll значениям ~L и ~S: 

~L = О, +1, ±2, ±3; ~S = О, ±1, ±2. ' (22.6) 
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Эти правила отбора, наряду с обычными разрешенными пере­
ХО,J.амИ (~L=O, ±1; ~S=~; ~J=O, ±1), Уl\азывают на Щl.Личие 
БО:IЬШОГО количества лпнип, называемых запрещенными. В рас­
сматрпваемом прпближенпп нет существенных различий между 
этиlllи разрешенными и запрещенными ЛИНИЯl\Ш. ТаI\И:\1 образом, 
большинство запрещенных переходuв между уровнями I\ОНфИГУ­
раций ПРОТИВОПОДОЖНОll четности при теоретическом рассмотре­
нии может быть объяснено излученпем, обусловлеННЫ:\1 оБычныlI� 
оператором Е1-перехода, если соответствующие матрпчные эле­
менты рассматриваются с помощью волновых функций, получен­
ных путем диагонализацип полной матрицы энергпи относитель­
но всех квантовых чисел. Эксперпмента::rьное же изучение за­
прещенных переходов часто сопряжено с большими осложнения­
)IИ, ввиду слабоii пх интенспвности. 

В раСС:\IaтрпваеМОl\1 переходе сГр - d8 пмеются 184 разрешен­
ные спектральные .чинии. Анализ соответствующих данных позво­
ляет выявить неl\оторые закономерности, которым подчиняются 

пеличиНЫ СИЛ .чиниЙ и ОСЦП':IЛяторов. Силы линий, вычисленные 
в промежуточной связи, в большинстве случаев значительно 
ОТ.ТIИчаются от соответствующих недиагона.чизированных вели­

чин. Это в особенности относится к ОfJ:НОТИПНЫl\1 термам, разли­
чаемым квантовым числом старшинства v, и к термам, имеющим 
соседей с очень близкимп значениями энергии. В таких случаях 
гезко возрастает ВR.:ШД других термов в волновую функцию. 

Переходы (~р)lРl-~SО и (~D)lРl-~SО имеют при LS-
связи силу линии. равную нулю, что объясняется исчезновепиеl\[ 
генеа.:югического J:\Оэффициента в (19.21), ввиду неудов.петворе­
ния условия ~v = ±1. В про:\[ежуточной связи их силы линий 
ТIOНОЛЬПО значите::rьны. При переХОJ\е от Fe 1 к Со 11 и затем R 
Ni 111 величина си::r :шнии изменяется плавно. Одпаl\О имеется 
ряд линии, для которых RО,Iебания численных величин довольно 
:шачительны. Ди:агона.1:изация матрицы энергии I\онфигурации 
(l~L'S' J', ввиду ее простоты, вноспт лишь незначпте.'1ьные из~fe­
пения в численные значенпя хараь'"ТерисТIШ перехо~ов. 

Правила отбора (22.6) разрешают вмеето обычных 184 пере­
XO.J,OB 466 линпЙ. Тающ обраЗО:\l, 28.2 линии надо отнести к за­
прещенному излученпю. Расчеты ПОl\азывают, что силы линий 
и оСцилляторов для запрещенных переходов во многих случаях 
и'rеют тот же порядок,' что и для разрешенных линпЙ. Среди 
разрешенных переходов имеется большое количество очень сла­
бых линий, в то время кая для запрещенных переходов полу­
чается много линий, силы осцилляторов для I\OTOPbIX составляют 
ве;lИЧИНу порядка 0,1. 

Сила запрещенных линий приблизительно того же порядка, 
что и изменение величины силы линий разрешенных переходов 
в реЗУльтате диагонализации. Последнее обусловливается сте­
пенью оТклонения от чистой связи и наличием I\BaHTOBbIx чисел, 
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относительно которых недиагональны матричные элементы опе­

ратора энерmи электростатического взаИ1\lOдеЙствия. Поэтому в 

~ конфигурациях, ЮJеющих электроны dN (N = 3 -7) и, особенно, 
jN (N = 3 - 11), для характеристики термов БОТОРЫХ испuльзу_ 
ется Бвантовое число старшинства v 11 ;.:ругие БваНТовые чпс.'ra 

такого рода, делеНlIе ИЗJ.Iучения на разрешенное 11 запрещеННое 
теряет смысл. Использование ПРЮlежуточной связи в таких слу­
чаях становится обязательныII •. 

Указанные выводы подтверждаются 11 прп рассмотрешВl 
электронных переходов 1\lежду другимп СЛОЖНЬНIJl Бонфигурацпя­
I\Ш. Таи, в случае переходов dЗр - d' всего в промежуточной свя­
зи получается 1718 ЛlШIIIi, из БОТОРЫХ только 637 Отпосится 1\ 
разрешенным перехода~l. В даниом случае различие между раз­
решенными и запрещеппьши переходаl\IП выражепо в еще более 

слабой степенп. Прпчина этого - наличие в КОПфllгурациях d"p 
1I d' очень большого иоличества энергетических уровпей, хараБте­
рПСТllКИ КОТОРЫХ отличаются друг от друга ТUЛЬRО Бвантовым 

числом старшинства, что приводит Б большим недиагопальным 
элементам в матрице энергпи. Вследствие этого и в :Iиагонализи­
рующей матрице ВОЗIIИБают большпе педпагопальпые· матричные 
элементы, обус,,'lовлпвающие наличпе интепспвпых запрещенных 
ливий. 

Н интересным результатам прпводит использованпе промежу­
точного типа связи для переходов между ионфигурациямп без 
участия электронов остова. Так, например, в случае перехода 
dЗр - cZЗs появляются 2082 ЛИНIIИ, пз I\OTOPblX только 215 припад­
лежат к разрешеННЬDI в чистой LS-СВЯЗII переходам, т. е. число 
возможных перехо;,:ов увеличивается на целый порядок. ТаБое 
обилие запрещенных лппиii объясняется нарушением в промежу-

( , , ') точной связи правпла отбора б aoLoSo, aoLoSo относителыIо 
Бвантовых чисел остовов aoLoSo и a~L~S~. Тогда поЯВЛЯЮТСЯ 
переходы между уровнями, принадлежащими различным роТ\и­

тельским термам. Разность энергий между ними зачастую зпа­
чптельно больше, чем для уровней с одинаКОВЫ1\1И родитель­
СIШI\1И термами, поэтому сплы ОСЦИ.'Iляторов ЭТПХ запрещенпых 

переходов довольно зпачителыl.. В связи с этпм пспользовюше 
ПРШJежуточной связп для ОПIIсания переходов между БОllфllГУ­
рациями такого рода играет особенно важную роль. 

Сравнепие теоретичеСI\ИХ результатов, полученных в одно­
I\онфигураЦИОННОI\I прпБЛlIжеПllll в промежуточноii связи, с Юlею­
ЩIJ:\1ИСЯ экспериментаЛЬНЫМII даННЬПIII показьmает, что сиЛЬ1 
осцилляторов разрешенных и запрещенных переходов по поряД­
ку величины,- а для интепсивнЫХ переходов между некотоРЫМИ 
I\опфигурациями п Rоличественно, - в ОСПОВIIШI соответстВУЮТ 
друг другу. Пспользование ПОЛУЭl\lппричеСБПХ методов расчета 
ПРИВОДИТ к лучшему соглаСIIЮ теоретичеСБПХ значений С, ЭБспе­
РИl\lентаЛЬНЫI\lИ, однаБО основные заI\Ономерности не изменяютСЯ. 
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Известно, что вероятность испускания излучения мультиполь­

нос.ТII k является быстро уменьшающейся функцией k. ПОЭТОМУ 
обыЧНО огранпчиваются первыми неисчезающимп членами в раз­

ложении поля излучения по мультиполям, совместимыми с пра­

ВlIламП отбора по четности, и используют далее соответствующие 
операторЫ для классификации излучения по ТИПaJ\1 I\IУЛЬТИПОЛЬ­
ноСТИ, для нахождения правил отбора относителыю других Rвап­
товых чисел JI определения харантерных величин теории элект­

рОIlIIЫХ переходов. 

Одпако во многих случаях, особенно для I\шогоэлеRТРОННЫХ 
l\онфигураций, нарушение правил отбора, связанное с приблп­
женноСТЬЮ различных :nвантовых чисел, I\lOжет Irpивести R ре­
зу:rьтатам, :nоторые в значительной мере будут отличаться от 
вьппеуказанных. Действительпо, проведенное рассмотрение Е1-
I1ереходов в промежуточной связи показывает, что наряду с 
обычными диполыlI\шш возникает большое количество новых, 
сраВНIIтельно интенсивных ЛIllШЙ, появление ноторых прежде или 
было совсем невозможно, илп связано с излучеиием высших 

l\!ультиполеЙ. ТаЮfМ образом, уточнение описания атомных со­
стояпиiI 11Ожет привеСТII в чаСТНОl\1 случае и R неноторому сблп­
жению величин интенспвностей излучения, обусловленного раз­
лпчньпш мультиполями, R размыванию границы между НИ1>Ш. 

Рассмотрим этот воирос. на примере E2-перехоДов I\lежду уров­
нюш конфпгураций 3tГ4s - 3dB для Со II [134]. 

Правпла отбора для Е2-переходов относптельпо квантовых 
чисел LS/ в чистой LS-связи непосредственно следуют из (16.1) 
и (16.3>. Выппшем пх ДЛЯ наглядности: 

I1L = О, ±l, ±2 (L + L' 3 2); I1S = О; 

11] = О, ±1, ±2 (J + l' 3 2). (22.7) 

Добавим, что указанные переходы имеют I\reCTO между RОНфигу­
рациямп ОДlIна:nовой четности, а силы осцилляторов и вероят­
ности переходов R ПРОl\IеЖУТОЧН01I типе СВЯЗII ВЫЧИСЛЯЮТСЯ 110 

СОотношеПИЮI t22.4) и (22.5) соответствеппо, прпчем субматрич­
ПЬПI элемент в последних должен определяться по формуле 
(22.1). В промежуточноп связп вместо правил отбора (22.7) для 
рассматриваемого перехода получаем условия 

I1L = О, ±1, ... , ±4; I1S = О, ±1, ±2: 
j./ = О, ±1, ±2 (J + /' 3 2), (22.8) 

что Прпводпт к наличию 237 E2-перехоДов. Из пнх 108 - разре­
IlJeHHble в LS-связи, а остальные - запрещенные. 3аRономерности 
в Е2-переходах в основном аналогичны указанны" для Е1-из­
Лученпя. Силы осцилляторов многих запрещенных линий по ве­
ЛllЧИне сравниваются с разрешенпыми ЛПНИЯ1Ш. ИЗ запрещен­
ных паибольшее значеНlIе силы осциллятора имеют переходы с 
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нарушением правила отбора в L8-связи по 8 и соотвеТСТВУЮЩие 
УС.1Iовию /).8 = ± 1. Силы осцилляторов некоторых ква;J;рупопыlхx 
переходов сраВПIПIЫ по ве:шчине с соотвеТСТВУЮЩИМII значешш_ 

},ш ДЛЯ дипольных. Поэтому ДЛЯ получения по.lJНОП картины 
эксперимента.'IЬНО наблюдаемого IIЗЛУЧeIШЯ и, наПРIНlер, отбора 
и иДентификации всех измеренных ШIПIIП, включая lf BecMla 
слабые,- может оказаться недостаточным ограПIIЧНТЬся .1Iишь 
переходами, обус.'IОВ.1Iенными операТОрШI Э.'Iектрического ДИПоля 
а необходиr.ю учесть также ИЗ:Iученне и слеДУЮЩIIХ по ве:IИЧИН~ 
МУЛЬТИIIолей - Э.1Iектрического Rва,J;РУПОЛЬНОГО п магПIIТНОГО ди­
польного,- так кан часть линий r.lOжет принад.'Iеif;ать к перехо­
дам между конфигурациямп. связанными с этимп более высонющ 
МУЛЬТИIIОЛЯМII. Е2-переходы между УРОВНЯМII одноii II топ же 
конфигурации мы рассмотрели в § 20 Br.leCTe с М t -IlЗ.1Iучение~l, 
ПОСIЮЛЬКУ экспериментально наблюдаемое излучеIIIIе Д.1Я Многпх 
линий, как это следует уже из прюшл отбора в ЧПСТОII I.8-СВЯ31I 
(§ 16), является их суммой. 

Еl-переходы с учетом реЛЯТllВИСТСКIIХ эффектов. Релятивист­
ские эффекты влияют на величины электронпых переходов че­
рез ПРО~Iежуточную связь, реЛЯТН:ВИСТСIюе пзменеПJIе значений 

уровней энергии п, тем СЮIЫJll, длин волн, а также через самп 
операторы, оппсывающие электромагнитное излучение. На СШIЫ 
юший, вычисляе:\lые с нереЛЯТИВИСТСКIIМll оператора:\lП, ре:JЯТII­
ви:стские эффекты В';IИяют лишь через проыежуточную связь. 
Учет ре.пЯТИВПСТСКИХ поправок 1. оператору эпеРГIlП изменяет 
;J;иагона.1IПЗИРУЮЩУЮ матрицу и, таким образом,- врса волновых 
функцпй исходного типа связи, что ПРПВОДИТ К llЗ).lенению чис­
.1Iеш:ых значений си.'! ЛlшиЙ. СИ.'IЫ осцилляторов Н веРОЯТНОСТII 
перехо,J;ОВ пспытывают ДОПОЛНIIтеJIьпые I:ЗlllЫlения через энерге­

тический r.пюжите.1JЬ /).Е. 
Выражения' для основных релятпвпстских поправок к опера­

Topa';l пзлучеН!IЯ бы.'!И ПО:Iучепы в § 17. IIз формулы (17.32) C:le­
дует, что в с:rучае точпых волновых функций ре;rятпвпстскv.:е по­
правки к оператору E1-ИЗJIучения в форме «дшшы» ;:I;.'1Я ИIIтер­
комБIIнационных переходов равны нулю. В с.;rучае оператора в 
форr.lе «СJЮРОСТЮ) эти поправки имеют порядок а2 D опять-таIШ 
могут быть представлены в трех ВIIдах - «длины». «СКОIЮСТИ» 
и «УСIюрениЯ» (формулы (17.29)-(17.31) соответственно). Ре­
зультаты численного расчета сил осцилляторов с учеТО~1 ре.пЯТИ­

вистсних поправок в виде (17.29) п (17.30) пре,J;ставлены в таб­
лице 14, заимствованной из [104]. 

с-

В таблице нспользованы следующие обозначеНIIЯ: /.(А) ДЛIIНЬ1 

волн рассматриваемых переходов, по.;rученные в щшблимеНIIИ 
Хартри - Фока - Паули, g!L - умноженные па статистические 
веса g силы осцилляторов, рассчитанные с операТОрО!f в форме 
«;:I;ЛИПЫ», g/v - в форме «СКОРОСТЮ), g!"v и g/.L - В форме «ско­
РОСТII» с релятивистскими поправками в виде (17.30) II (11.29). 
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в первоМ столбце таблицы уровни, для характеристИJ\И которых 
Ls-связь мазо пригодна, обозначаем в виде {а} J, где а - номер 
уровНЯ в порядке уменьшения энергии в мультиплете с данным 

J символы - ь в колоинах сил осцилляторов означают мноЖИ-
• ь 

тель 10- . 
Результаты, полученные в [104] для изоэлектронной последо-

вательноСТИ Ве (Z = 4 + 92) показьmают, что релятивистсние по­
правни н оператору перехода наиболее существенны для слабых 

т а б л п ц а 14. Длины волн и силы осцилляторов 
пзоэлеRТРОННЫХ последовательностей N е 1 п F 1 

2р 6 lS0-2p53d 3Pl 30 
45 
65 
80 

2р5 2PIJ2-~р4(1D)3d 
54 {5 )1/2 

{4)З/2 92 
{2)I(2 100 
2р5 :'Рзf2-2р4(lD)3 d 

100 {'Чl/2 

о 

Л, А 

10,80 
4,150 
1,828 
1,163 

2,696 
0,847 
0,709 

0,708 

8,01-3 8,00-3 7.76-3 
2,07-5 2,07-5 1;07-6 
3,49-2 3,45-2 3,74-2 
9,10-2 8,96-2 9,66-2 

5,74-3 5,72-3 6,48-3 
6,17-2 5,97-2 6,54-2 
6,60-2 6.36-2 6,99-2 

7,69-2 7,40-2 8,15---2 

7,75-3 
1,06-6 
3.75-2 
9,66-2 

6,49-3 
6,55-2 
7,01-2 

8,16-2 

llнтерко.мбинационных лпний легких нейтразьнЬ1х атомов. С рос­
том степени ионизации IП: относительный вклад быстро падает, 
тан кю, реЛЯТIIВПСТСRпе попраВI'И R волновой фушщии растут 
быстрее, чем попраВRП н операторюr п{'реХОi(а. Однако для си­
стем с большим ЧИСЛОl\I ЭЛeI,ТРОIIОВ В незаполненных оболочках 
ТaIше эаНОНОl\rерности уже иесправедливы. Результаты ДЛЯ изо­
Э.'Iектронных последовательностей неона и фтора (см. табл. 14) 
свидетельствуют о СЛОЖН~1r характере зависимости величин реля­

тивистских поправок к сплам осцилляторов от степеИII иониза·· 

цпи и их значительную роль в случае достаточно интенсивных 

линий. Использование обоих операторов (17.29) и <17.30) в рас­
СJlfотренных случаях приводит практически R одинаковым резуль­
татам. Однано дшшнпrзУЮЩЮI является учет релятивистскпх по­
Правок к энергпп с последующей диагопализаЦlIей матрицы 
знергии. 

Рассмотрпи расчеты Э.1"еRТРОIIНЫХ переходов с использовани­
е)[ реЛЯТПВИСТСIillХ волновых функций и операторов. Сказанное 
ранее ОТноситедьпо роли пром:еЖУТОЧНОll связи имеет место и 
Здесь. В таблице 15 представлены результаты расчетов длпн 
Волн и сид осцилляторов Е1-перехода 1s22s22p 4 СП) 3d 2S. j -

1 n2 " ., • =-2SN S-2p6-P.;,B изоэлектронной последовательности фтора (z = 
6 -100>, полученные в приближениях Дирака - Хартри-
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Фока (л'ДХф, gf:ж) п Хартри - ФОJ\а - Паули (л'ХФП, gfL И gfv). 
В релятивистсном приближении использованы условия калнб­

ровни :Jt' = О и :Jt' = - 1"2, а в нерелятивпстсном - форма «дли­
ны» и «скоростю) оператора перехода. 

Из таблицы следует, что оба прнБЛIlженпя прнводят к близ­
J\ИМ результатам. Для больших степеней ионизации ImаССИфlша_ 
ция этого перехода в LS-связи становится, J\онечно, весьма УС.'Юв­
ной. Заметим, что при возрастании степенп ионизации 'длина 

26 
34 
42 
54 
74 
83 
92 

100 

т а б л и Ц а 15. Силы осциллятор()в перехода 1s22s22p4(lD)3d2S1f! - 1s22s22p 
2Рl/2 

14,43 0,175 0,178 
7,616 0,103 0,105 
4,691 0,046 0,047 
2,655 О,О57 0,061 
1,347 0,057 0,064 
1,054 0,056 0,065 
0,846 0,054 0,066 
0,709 0,053 0,066 

14,47 
7,614 
4,691 
2,696 
1,351 
1,056 
0,847 
0,709 

0,173 
0,101 
0,046 
0,006 
0,019 
О,О37 
0,062 
0,006 

gf 
v 

U,169 
0,100 
0,045 
0,006 
0,019 
0,036 
0,060 
0.064 

волнЫ рассматрпвае:llOГО перехода быстро уменьшается. Близость 
значений сил осцилляторов, полученных с Ilспользовапиеl\l обоих 
:методов, еще раз указывает на то, что в теории элеl\ТРОНIIЫХ пе­

реходов для ШИРОI\ОГО класса МIIогозарядных ионов ОСIIОВНЫМИ 

являются реЛЯТlIвистсние поправки К энергии. 

В заключение данного раздела приведе:.\1 рис. 2 и 3, иллюст­
рирующие зависимость вычисленных в приблпжении ДХФ сил 
осцилляторов Е1-перехода 1s2 2s 2р IPt - 1s2 2s2 ISO В пзоэлеирон­
Hoii последовательности Ве от налиБРОВЮI Х. На рис. 2 таЮRе 
отложены экспериментальные зпачения сил осцилляторов (для 
С2+ из [135], N€6+- из [136], 812+ из [137]). Из него видно, что 
хорошее соответствие теоретичеСRИХ n ЭRспериментадьных значе­
ний сил ОСЦИШIЯТОРОВ имеет место, если взять :Jt' = 1 дЛЯ СН И 
Ne6 +. Из рис. 3 c.т:reдyeT, что при возрастаПIIИ степени IЮIШЗЮI!IИ 
зависимость сил осцилляторов от налибровки стаНОВИ1СЯ BC~ 
слабее; соответствующая Rривая (в общем случае парабола) дЛЯ 
\У70+ и U88+ приближается к прямой, параллеЛЫЮII осп аБСЦlIСС. 
Таким образом, эта заВИСllМОСТЬ еще раз свидете.т:rьствует о при­
годности приб:IИжепия ДХФ дЛЯ ОШIСaIШЯ структуры И свойств 
(jчень ВЫСОI\О ионизованных атомов. 

н.Рlшые такого рода получаются как в случае релятивистСко­
го (формулы (17.20) и (17.21», так и нереЛЯТИВПСТСIЮГО (форму­
лы (17.24) и (17.23» выражений для вероятностей элен:тричеСhIIХ 
:мультипольных переходов. Изобразив их на одном графи'ке, мы 
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Рис. 2. Сравнение теорешчеСБПХ (ДХФ) и знспеРlIментальных (Х) значений 
СIIЛ ОСЦИЛЛJlТОРОВ Еl-перехода 182282p lPI - 1822821S0 В изозлентронной поо­

ледовательвостп BeI. 

Рве. 3. Зависимость с! от liалиБРОВIПI :тt (переход тот же). 
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наглядно видим пригодность Rаждого ИЗ используе)IЫХ приб.'lП_ 

жений. Расчеты показывают, что в общем случае харюперы по­
лучаеI\IЫХ кривых различны ие только для переходов между раз­

пыми типамп электронных конфигураций, но даже для перехо­
дов между разными уровнями двух данных конфигураций. 

Использование завпсимости элеliТРОННЫХ переходов от значе­
пий Балибровочноп постоянной позволяет выбрать оптимальную 
ее величину, иривоДящую для данного вида переходов и ТIШа 

волновых функций R наилучшему соглаСIlЮ теоретичеСБИХ и 
экспериментальных хараRтеРПСТПБ излучения, а таЮRе ирпменять 

ее как полу:н!ПирпчеСБИЙ параметр, особенно при ПСС.'1едованип 
JlзозлеRТРОННЫХ последовате.'lьностеЙ. Для оцеНЮI достоверности 
получаемых реЗУЛЬJатов необходимо прп расчетах проверять, на­
СIЮЛЬКО в каждой из используемых формул (17.20), (17.21), 
(17.2З) и (17.24) множитель при :Jt БЛИЗОR К нулю. 

§ 23. :Краткий обзор методов учета Rорреляционных зффектоп. 
ДвухэлеRтронные переходы 

Методы учета RорреЛЯЦИОНIIЫХ эффектов. Как мы уже гово­
рили, ТОЧНЫI\I квантовым числом в атоме является четность и­

ПрlI пренебрежении сверхтонкими взаимодействиями - nОJ!IIЫЙ 
момент Боличества движения электронной оболочки 1, а также 
его проекция М. Поэтому матричные элементы оператора энер­
гии, соединяющие конфигурации разной четности, равны нулю. 
Заметим к слову, что ввиду одно- И двухчастичного характера 
рассматриваемых нами взаимодействий, I\{атричные элементы, 

соединяющие любые Rонфигурации, отличающиеся квантовыМИ 
числами более чем двух электронов, тоже равны нулю. 

Однако недиагональные относительно конфигураций матрич­
ные элементы оператора энергии, волновые фующип БОТОРЫХ 
отличаются квантовыми чпслами одного или двух элеrпронов, 

в общем случае не равны нулю. Тогда элеБТРОНlJaЯ Бонфигурацпя 
не будет точным IillaHTOBbII\1 числом - необходюю отказаться от 
одноконфигурационного приближения, и матрицу энеРГИIl тре­
буется диагонализировать также относительно IюнфигурациЙ. 
Оп,аз от ОДНОRонфигурационного приближения - одип пз основ­
ных способов учета так называемых Rорреляционвых эффеиов. 
Прп учете указанной недпагональности матрицы энергии уточ­
ненная волновая функция Бонфпгурации К по ана.'IОГПИ с (8.8) 
буТ\ет иметь вид 

1jJ (КаJЛf) = ~ а (KJ М) 1jJ (KaJM), (23.1 ) 
к 

иными словами, атом описывается смесью различных конфигура­
ций, а доля участия I,аждой Бонфигурации определяется величИ­
пой lаСКа!) 12. При этом обычно коэффициент с К = I( блnЗОJ\ 
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I' единице, а остальные Rоэффициенты малы, т. е. примесь дpy~ 
I11Х конфигураций к рассматриваемоii незнаЧllтельна. 

Однано необходимо иметь в виду, что преоб.1Jадапие одного 
I'оэффицпента над ДРУГИI\IП иногда отсутствует, в таких случаях 

О'iНОRонфшурационное приближение вообще не имеет смысла, 
T~II' RaR такому состоянию нельзя приписать определенноi'I кон­
фигурации даже приближенно. Особенно часто это проявляется 
в I'онфигурациях с конкурирующшlИ оболочками, где уровни 
разных Rонфигураций расположены очень БЛИЗRО или даже пере­
меШIIваются (элементы с заполняющимися а- и /-оБОЛОЧRами) . 
• \налогичные случаи МОЖНО обнаружить таЮli:е при псследовашш 
сП!'J>ТРОВ изоэлектропных последовательпостей, когда для некото­
рых степеней понизации наблюдается СJlучайное сближенпе плп 
даже пересечение уровней отдельных конфигураций (см. § 24). 

Существует целый ряд I\lетодов учета корреляционных эффек­
тов, в частности, корреЛЯЦIIОНПОЙ энергии: различные варианты 

теОРJlП ВОЗ~lущений, метод случайных фаз с обмеНОl\I, метод пе· 
полного разделения переменных, расширенный метод расчета, 
метод наложенИJI конфигураций, МНОГOlюнфитурационное при­
б:шжеПIIе и др. Первые два метода J, па стоящему времепи при­
)fеШfllfЫ ТО.'lько для сравнительно простых систе!II, содержащих 

прбольшое Rолпчество элеRТРОНОВ (Rонфигурацип, состоящпе из 
заполненпых оболочек, пли соТ(ержащие лишь неСRОЛЬRО элект-
ронов в незаполненных оболочках). . 

Сущность ~Iетода неполното разделения персменных заклЮча­
ется не введении в ВОШIOвую функцию многоэлектроНlЮГО атома 
l\IежэлеRТРОННЫХ расстояний. Обычно они вводятся ТО.'Iько для 
незаПолненных оболочек Тогда волновая функция оБОЛОЧIШ экви­
валентных элеRТРОНОВ будет выглядеть С.1IеДУЮЩИ}1 образом: 

'Ф({nIN}а:LS) =K(r" r2, . '" rN)'Ф(nINа,LS) , (23.2) 

где ф(nlN a,LS) - обычная функция в приближении разделенпя 
нереlllенных, нами уже дета.1IЬПО рассмотренная, а 

К (r1 • rz, ... ,r.v) = 11 (1 + 111 . ~ r;j -;- f.!з ~ r i + ... ) (23.3) 
з>.=1 .=1 

- поправочный l\шожитель, содержащий l\Iежэлектронные рас­

стояНJIЯ с определенньаш Iюэффициентаl\ПI, входящие СIпоrетрпч­
ВЫ1\! образом относительно перестаВОВЮI Rоордиват .1Iюбоii пары 
элеRТРОНОВ с Te~l. чтобы полная волвовая ФУЮЩIIЯ осталась анти­
СПмиетричноЙ. Множитель ~t обеспечивает НОр~lПровку пошюii 
ВОШIOвоii фУНRции. ФОР~lула (23.3) может содержать таRже и 
БО.1Iее ВЫсокпе степенп ве.'IПЧИН rij и ri илп их произведения. 
В [138] изложен способ IIспользования алгебры пеПРИВОДIlМЫХ 
тензорных операторов в методе неполнога разде.1Iенпя перемен­
ных, однаRО ввиду больших математпчеСRИХ трудностей, пона он 
не ПОЛучп:J. шпрокого распространения, а сам мета;.;, хотя п при-



236 гл. 6. РАСЧЕТ СПЕКТРОВ АТОМОВ И ионов 

ВОДИТ R значительным уточнепиям, практически применен лишь 
для легких атомов и ионов. 

В обычном ОДНОfiонфигурационном подходе считается, что все 
электроны в оболочке [Н описываются одной и той же радиаль­
ной орбпталью 

R(nlNlrt, r2, ... , rN ) = Rtnllrt)R(nllr2) .. . R(nllrN), (23.4) 

которая 'симметрична относительно перестановки Rоордипат лю­

бых электронов, так как антисимметричность всей волновой 
функции обеспечивается уrловыми и СШШОВЫl\Ш ее чаСТЯlllИ, 
В расширеННОl\1 методе расчета вместо одной радиальной орби­
тали для всей оБОЛОЧfiИ эквивалентных электропuв lN ВВОДIlТСя 
N орбита.ilеЙ, т. е. каждый электроп И~lеет различную радиаль­
ную функцию. ПОСfiОЛЫ.У эта процедура Rасается толыю ради­
альных переменных, весь развитый математический аппарат не­
прпводимых тензорных операторов п генеалогических IЮЭффици­
ентов полностью применим и в ЭТО~I случае. Разработаны срав­
нительно простые методы получения выражений для матричных 
элементов операторов в расширенном методе расчета при па,11И­

чии их в обыкновенном подходе [139J, что позволило практиче­
СI(И применить этот метод для атомов и ионов, содержащих пе­

заполненные р-, d- и даже f-оболочки. Однако он позволяет 
учесть лишь так называемую радиальную I\орреляцию, ибо, как 
мы уже говорнли, уточнению подвергается лишь радиальная 

орбиталь. 
От этого недостатка свободен метод наложения Rонфигураций 

и многоконфигурационное приближение. Сущность первого за­
ключается в формуле (23.1), если иметь в виду, что радиальные 
орбитали основной и всех поправочных конфигураций опреде,11Я­
ются отдельно, в одпоконфигураЦИО!IНОI\l приближении, затеlll 
составляется и ДllаГОllализируется полная матрица энергии с 

учетом недиагональных относительно конфигураций членов. 
В l\IВОГОRОlIфигурационном приБЛIlжеШIИ волновая фyrнщия 

aTOl\Ia также записывается в виде линейной Rомбинации ВОШIOВЫХ 
функций отдельных конфигураций (23.1>. ПослеДIlпе, как праJJII­
,110, конструируются из оДноэлектропных орбиталей <p~, где k 
обозначает номер функции в последовательности указанных орбп­
талей i-й конфигурации. Число одноэлектронпых функций обыч­
но равно числу оболочек Эl\вивалентных электронов каждой НОII­
фигураЦIIИ. Допустим, .что i = 1 соответствует основной (иссле­
дуемой) конфигурацпи, а i =F 1 - поправочным. Варьируя тnгда 
фУНl\ционал энергии относительно одноэлектронпых uрбита.тrеЙ, 
IIpIlХОДИl\{ к следующей системе уравнений: 

E F 1n F 
d 11 ~ fJE1j --L- + 2 ajj --h = О, 
f}m"l' д ... j=2 ер1 

k = 1, 2, ... , Ь1, .(23.5) 
'. 
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i = 1.~ 2, •.. , т; k = 1,2, ...• bi · 

(23.6) 

здесь aij = а/а;, где а; И aj соответствуют Rоэффициентам а(Ка]) 
в (23.1). Ь; - ЧIIСЛО оБD.'IOчеR в i-ii RОНфllг~траЦИl[. т - число 

~ E F 
конфигурации, а величина ij имеет вид 

00 

Efj = S 'ФiJ'6'Фjd't (23.7) 
О 

Выражения (23.5) п (23.6) являются уравнениями Хартри­
Фока в МНОГОКОllфпгураЦИОННОI\I приближении [140], называемы­
ми также уравнениями Хартрп - Фока - Юциса. Они должны 
решаться совместно с уравнениями 

~ aj (EfJ - бi]Е) = О (23.8) 
j 

до полпого согласования. Расчеты ПОRазывают, что хотя приме­
нение МНОГOlюнфигурацпонпого приближения (решение уравпе­
пий Хартри - ФОJШ - Юциса) значительно сложнее, чем исполь­
зование метода наложения I\онфигураций, однаl\О оно приводит 
1\ существенно более быстрой СХОДИJlIOСТИ самого метоца и требует 
учета заведомо меньшего чпсла поправочных конфигураций. 

Решение уравнений Хартри - Фока - Юциса представляет 
собой очень сложную задачу, поэтому неоднократно делались 
попЫтки их упрощения. Наиболее эффективной оказалась их 
модификация, получаемая при допущенип, что смешивание кон­
фигураций сравнителыю невеЛИI\О и среди всех рассматриваемых 
конфигураций можно выделить уточняемую ci = 1), для которой 
/0,/ ~ 1, и поправочные Ci=l= 1), для которых /ai/« 1. Тогда из 
определения КОЭффИЦllеllТОВ ан, входящпх в уравнеllИЯ (23.5) 
п (23.6>, следуют условия: /ali/« 1 и !all/ali/ ~ 11/alil > 1 при 
i =1= 1, а также laцlatil ~ 1 при i =1= 1 п j =1= 1. Тогда в уравнения:х 
(23.5) и (23.6) остаВ.lIЯЮТСЯ только Rонфигурацпонные Ч.т:Iепы 
с максимальными коэффПЦIIентаllII и мы прпходпм 1\ следующеii 
Спстеме уравненпи [141]: 

дЕ:;' 
--, = (), k = 1.2, .... Ь1 , (23.5а) 

nq>{ 

дE~ 2 dEii 
-k -. --- ~, О, i =1= 1; . k -= 1.2 •...• bi • (23.6а) 
aq>. ' ali дш~ 

t Tt 

Таким образом, для уточняемой I\онфигурации получаются 
~БЫЧJ{ые однокопфигураЦИОllные уравнения Хартри - Фока, 

Д.тrя поправочных и> 1) - ДВУХRопфигураЦИОIIlIые уравпения, 
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связанные толыю с фУЮЩИЯМИ уточняемой конФиrурации. При 
этом решать пх надо толыю для тех радиальных орбиталей, ко­
торыми поправочная нонфигурацпя отличается ОТ УТочняемой 
Система уравнений впда (23.5а) и (23.6а), решаемая COBMeCTH~ 
с веновьаl уравнение).1 второго ПОРЯ;J;на, носит название УПРОщен_ 

ных уравнений Хартри - Фока - Юциса. 
Метод наложенпя конфигурацпй и JIIногоконфпгурационное 

приближенпе весьма широко ПРII)lеняIOТСЯ Д:IЯ учета корре:JЯ­
ционных эффектов в атомах II понах. Разработаны:их РСляти­
вистсние варианты. Для шпрокоii областп атомов п ионов, вклю­
чая весьма высоко понизованные атомы, эффективным Оказы­
вается сочетанпе нерелятивпстского одноконфиrурационного 
метода самосогласованного поля Хартрп - Фока с учетом реляти­
ВИСТСКИХ эффектов в виде поправон В рамках оператора Бреiiта 
и корреляцпонных эффектов IIIeTo;J;o" наложенпя нонфигураций 
пли В многш;онфпгураЦПОНПО:\I приближении (см. § 24). д.'JЯ 
этой целп неоБХОДIIМО палпчпе не;(иагональных относительно 
конфигураЦПll матричных эле)lентов оператора электростатиче­
ской энергии. 

Недиаroнальные оmосптельно копфиrураций матричные эле­
менты оператора энерrJlИ электростатическоrо взаимодействия. 
Общие формулы дЛЯ ЭТIIХ ~IaТРIlЧНЫХ элементов, охватывающие 
С.'Iучаи трех 1I четырех неааполненных оболочек, приведены 
R § 23 книги [14]. Одна ко ОНlI весьма громоздки и поэтому не 
очень удобны для праНТllческпх ИРllложениЙ. Иногда использу­
ют наборы более простых формул, приспособленных для отдель­
ных ВИДОВ конфигураций [142]. Ниже мы приведем выражения 
лишь для самых простых lI!ежнонфпгурационных 1>lаТРИЧIIЫХ эле­
:lleHTOB, возникающих при уточнении описаюIЯ одной оБОЛОЧRИ 
эквивалентных электронов (более сложные случаи могут быть 
найдены в указапных выше работах): 



§ 23. ОБЗОР МЕТОДОВ УЧЕТА IЮРРЕЛffЦИОННЫХ ЭФФЕБТОВ 239 

(nl1lNlalLlS11::m I nl1~1-2 ~IL1SlnДL2S2LlS1) = YN1(N1 - 1)/2Х 
;. (l~lаlLlSllll~,-2 (~JJSl) 1~L2S:J (nl1iL2S21l~ I n.ДL~S2)' (23.10) 

(nl1~lalL1S11::m I nl1~1-2~IL~Sl, n212nз1зL2ЗS2З' L1S1) = 
= YN1 (N1 - 1);j (1~IСХIL1Sl~1~г2 (~J:lS1) 1iL~ЗS2З) 

х (nЛL2ЗS2зl/t I n,)2nз1зL2ЗS2З)' (23.11) 

Имеющийся в (23.10) и (23.11) генеалогический Rоэффициеит 
с двумя отщепленными :щектроню\1И определен в Приложепии П. 
ДвухэлеRтронныii матричный эле~lент оператора энергии элеRТРО­
статичеСRОГО взаимодействия пмеет в общем случае вид 

(nl1ln212LS I h I nз1Зn4. 14,LS) = 
= ~ [ (- 1/з+l4,+L (1111 C(R) ~ lз)(l211 C(k) 1114.) Х 

{1 12 L} k S ( 11 (k) 11 ) х 1: [3 k R (~11Inз1З'n2l2n41~) +(-1) 11 С lt Х 

( 11 (k)11 ){11 12 L} k J х 12U С 1з 1з 14. k R (n1l1n414 , n~12nз1з) • (23.12) 

Радиальный интеграл выглядит следующим обраЭО}f: 

R k (n1n'l', n" l"n'" 1"') = 
00 

= s s :~l Р (n11 r1) Р (n'l'l r1) Р (n"l" I r~) р (n'" 1'" I r2 ) dr1dr? 
о Т> 

(23.13) 

Если два электрона становятся ЭRвивалентными, (23.12) пре­
вращается в 

(n11iLS I h I nз 1зn414,LS) = (_1)L y~ ~(1111 с(k)111з) (11~ C(k)~ [4.) Х 
k 

{
11 11 Ll 1< 

,: 1з 14 k J R (n1 1 1nз 1з , n111n4,14)' (23.14) 

Если матричный элемент соединяет две пары эквивалентных 
э.lеRТРОНОВ, то Юlесто (23.12) имеем 

(nДLS I h I n21:LS) = 

{l [1 L} 
=(-1)L~(111!c(k)~12)2 l~ 12 k Ck(1l111'n212)' (23.15) 

где интеграл (23.13) превратился 1: обычный интеграл обменного 
Типа (6.9). 
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Член А (111l1, 112l2) в (23.9) имеет вид 

А (n1 l, n21) = 1 (n11, n21) + ~ [4(2l0 ·: 1) RO (nolonolo, n 1ln21)-
110'0 

- Zl~--I ~ (1011 C(k) 111)2 R k (nolon211 , n1Ino1o)]- (23.16) 

Оп появляется в случае матричных эле~lентов, отличающихсл 
'l·ОЛЫЮ основным кваНТОВЫIII ЧИСЛОl\l O;:J.Horo электрона, и описы­
вает члены, соответствующие кинетической энергии и элеRТроста_ 
тическому взаИlllодействию электрона с поле~1 Я;:J.ра (интеграл 
типа (5.35», а таЮБе взаИl\lодействию с заполненными оБOJIOЧ­
ками (СУ~ОfИрование по nolo). 

В релятивистском случае ДЛЯ этих те целей раССМОТРИIII две 
Nl N" 

подоболочки эквивалентпых электронов n\llil n21J2 -. Получаемые 
формулы не зависят от явного вида двухэлектронпого взаимодей­
ствия, ПОЭТОI\IY:МЫ не будем конкретизировать тип оператора. 
Здесь появляются недиагональные матричные Элементы двух 
типов: N 1N2 - N 1 - 1 N 2 + 1 11 N 1N2 - N, - 2 N2 + 2. В первом 
случае имеем [74] 
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ДЛЯ ВТОРОГО типа матричных элементов находим 

.N1 .N2 .N1-2 .N2+z , , , , 
(nl1l21111 1212 CtlJlCt2J2JII~rllnln21111 1212 CtlJlCt2J2J) = 

= J, у N 1 (Nl-1) (N2-,1)(N2 -1-2) ! (j~1CtlJlll j~г2 (Ct;J~) jiJ") Х 
- J" 

( .1'02 .2 "11.N2+2 , ') Х 12 (Ct 2J 2)12 J 12 Ct2Jz Мз, (23.20) 
где 

Л!З = (- 1)J~+J~+J V~Jl' J~, J]/[J"j {J~ J" J~} Х J2 J J2 

(nlllj~J" Ilhr 11 n21d~J")· (23.21) 

СJIучаи N 1N2 - N 1 + 1 N2 - 1 и N 1N 2 - N, + 2 N2 - 2 следуют 
из (23.17) и (23.20) соответственно при взаюfНОЙ перестановке 
подоБОJIочек с учетом появляющегося фазового I\ПIOЖПТЩIЯ и по­
СJIедующей транспозиции индексов 1 п 2. Вместо ~. можпо под­
ставить RОПRретпые выражепия для операторов энергии элеБТРО­

стаТIlчеСRИХ и магнитных взапмодеЙствиЙ. 3Ю,lетим, что недиаго­
пальные относительно RопфигурацIrii ~l8тричпые ЭJlеllIeНТЫ опера­
тора запаздьmающих взаимодействиii равны нулю. Необходпмые 
двухэлектронные величины могут быть ПОJIучены из данных § 6. 
Более общий СJIучаii четырех подоболочеR эквпвалептных элеRТ­
РОНОВ рассмотрен в [77]. Из приве;:(енных фОР:\IУЛ ВИДllМ, что­
n реЛЯТИВИСТСRОМ подходе даже для Rонфигураций, соответст­
вующих одной обычной оБОЛОЧRе ЭБвиваJleНТНЫХ ЭJIеБТРОНОВ, уже 
приходится учитывать недиагональные относительно конфигура­
ЦlIЙ маТРИЧlIые ЭJIементы. 

Двухэлектронные переходы. В зан.Тiючсние данного параграфа 
опише~1 применение метода на.пожения конфигураций для теоре­
тической интерпретаЦИIl так называР)-lЫХ двухэлектронпых пере­
хо;\ов. В кач~стве иримера раССМОТРИlll ~вухэлектронныii переход 
4d"5s2 - 4d"'5p в Cd 11, интереспый n сnязи с созданием лазера 
па его парах. Переходы уназаннorо типа в оДпоконфигурацион­
IIШI приближении запрещень:, так Бак операторы Ek- и Мk-пере­
ХО)(ОВ являются одноэлеRТРОПНЫМИ, а упомянутые выше конфи­

Гурации различаются БваНТОВЫI\Ш числа:\1И двух электронов. Они 
Могут быть объяснены ТОДЬЕО при ПСПОJIЬЗ0ваНШI уточненных ме­
то)(ов расчета, обычно - наложения нопфигураций илп 1III!ОГО­
Iюнфпгурациопного приближения. 

Нан I\lbl уже ГОВОРИЛIl. конфигураЦIlЯ не является точным 
нвантовым ЧИС!lG:\I. Поэтому двухэдектронные переходы можно 
раССматривать, разлагая волновые функцпи обеих оснонпых кон­
фпгураций, между RОТОРЫМИ ПрОИСХОДIIТ переход, в линейную 
RО~!бннаЦIlЮ определенного набора однон:опфигурациопных фУНR­
циIl. При ЭТОМ в первую очередь неоБХОДИJ\lО учесть поправочные 
I\Qпфиrурации, Еоторые по предварптеJIЬНЫI\l оцеПRаll1 п предпо-
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ложениям, следующим из теории l\шоrононфигурационного ПРИ­
ближеНIIЯ, имеют наибольшие веса в разложении фУНКЦИЙ илn 
соrласно правnлам отбора, составляют с одной из основных 1\OH~ 
фnгураций не равные нулю матричные элементы оператора Е1-
перехода. 

В принципе прпменеппе метода наложения конфпrурациu 
уже при чистом Tnne связи разрешает двухэлентронные перехо­
ДЫ, однано для получения более точных их харантеристик необ­
ХОДИl\Ю расчеты вестп в промежуточной связи, поэтому в Уточ­
ненную волновую фУНRцnю следует включnть фуннцnn, nмеющи~ 
различные ПРО~fежуточные 1\вантовые числа. R сожалению, не 
-существует cTporllx нрптерnев выбора поправочных конфnrу­
раций, n в этом отношенnn здесь остается определенный 
проnзвол. 

Рассматрnваеlllые конфиrурации имеют проТивоположную 
четность, поэтому соответствующий переход должен быть эле;,т­
ричеснпм дипольным. Для ero объяснения достаточно допустить, 
что н основной конфиrурации 4а9 5s2 прпмешивается поправоч­
ная 4а95р2. В общем случае обе волновые фУНRЦИIl записывают­
ся аналоrично (23.1). В [143] при изучеНИII этоrо перехода нс­
IIОЛЬЗ0валось наложение копфигурацпй 4a~ 5s2 - 4а9 5р2_ 
- 4d7 5р2 5s2 И 4d1o '5р - 4а8 5s2 5р. 

В случае 4а9 5s2 основной поправочной 1\онфиrурацией явля­

ется 4tlЭ5р2 (~), весовой коэффициент ноторой получается рав­
I/bIl\l -0,232. Ее учета уже достаточно, чтобы рассматриваемый 

переход стал разрешенным. Вес нонфиrурации 4d75p 2 (~S) 5s2 

составляет 0,013. Уточнение TaHoro рода для 4dl 05p дает 
:меньший эффент, rлавная поправочная нонфиrурацпя имеет веС 
0,025. 3аJ\fетим попутно, что унаэанное наложение нонфиrурацnЙ 
улучшает чnсленные значенnя ptl-(\Cматриваемых длин вшIН при­

мерно на 30%. 
Матричный эле~шнт оператора Е1-перехода определяется сог­

ласно формуле типа (22.1). Он выражается в виде линейной ноМ­
бинации матричных элементов относительно однононфпгурациоп­
ных фуннций, что расшпряет правила отбора относительно ор­
битального KBaHTOBoro числа l и делает возможны~ш двухэлент­
ронные переходы. Проведенные в [143] расчеты поназывают, что 
применение наложения 1\онФиrураций позволяет получить хоро­
шую начественную (а для относительных величин - и БО.ТIичест­
венную) нартину распределения сил осцилляторов и вероятностей 
двухэлентронных переходов. Силы осцилляторов двухэлектрон­
ных перехо,:(ов весьма малы (_10-3 -10-~), они очень чувСТВИ­
тельны 1\ методу расчета. 

Рассмотрим еще неснолыю двухэлентронных переходоВ. Пере­
ход 3d2 ISo - 4s 4р IP1 становится ВОЮЮЖНЬПI, если в за2 учесть 
примесь нонфигурацnи 4р2 ИЮI в 4s 4р - наложение за 4р с те-м 
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1f'e термоЛl. I{онечно, ДJIЯ нахождения БО~-:Iее точпых численных 
:характеристик перехода . неоБХОд~l\Ю учесть значительно большее 
число I10Ilраво'lНЫХ конфmурации. 

Большое Rоличество двухэлектронных переходов наблюдается 
JI спектрах лантанидов II аRТИНИДОВ. тlIпичныl\� ПРlllllеРОl\l явля­
ется переход 6а2 ('D) 7s"D - 5/7s22F в Th 11. Он возможен в ос­
HOBHOl\1 из-за ПО,ll\Jeшпвания к конфиrурацпи 6d2 7 s Rонфпгура­
ЦllII, получающейся заменой электрона 7 s конкурирующим с ниы 
электрОНО~I 6а, п наоборот. 

Расчеты показывают, что применеппе :многоконфпгурацион­
ного приб.'IIIжеНIIЯ обеспечивает БО:iее быструю СХОДИl\IOСТЬ, чем 
псполь::;ованпе метода наложения I>онфигураций, т. е. для дости­
жеПIIЯ той же сююй точности в первом случае требуется учесть 
значительно ыеньше поправочных конфпгурацпЙ. Многоэлект­
ронные переходы 1II0ГУТ быть объяснены таюке в РaI\шах метода 
неполного разде.ТIенпя пере~IeННЫХ п па основе теОрШI возму­

щений. 

§ 24. Особенности расшифровки спектров 
высоко IIОНИЗОВанных атомов. Сателлитные линии 

Сочетание теоретичеСGИХ и ЭGсперименталъных методов ис­

следоваШIII спеRТРОВ высоно lIонизованных aTOl\loB. Сателлит­
ные линии. О значенип теоретических и полуэмппрических ис­
следований энергетичеСRИХ спектров при расшифРОВRе и иден­
ТИфИRации ЭRспериментально ИЗ~lеренных длин BO:IН I1 интенсив­
НОСТеЙ ЛИЮIЙ излучения аТОIIIОВ и ионов уже говорилось в § § 8 
и 9. Особенности теоретпческого расс~ютрения Ek- и Мk-перехо­
дов в промежуточной связи обсуждены в §§ 20 и 22. В настоя­
щем параграфе основное внимапие мы удеЛИ~1 специфике соче­
тания теоретичеСRИХ II ЭRспериментальных lIIетодов изучения 

спектров высоко ионизованных атомов, РОЛIl реЛЯТИВИСТСRПХ и 

Rорреляцпонных эффектов в IIfногозарядных IfOHax, закономер­
ностям изменения спектральных хараRтернстпк ВДОЛЬ IlзоэлеRТ­

РОнных последовательностей. 
При расшифровке спеRТРОВ многозарядных иопов роль теории 

значительно возрастает по сравнению со случае~1 нейтральных 
ИЛИ невысOIЮ ионизоваПIlЫХ aTOl\IOB. Ввиду специфики ЭI>спери­
ментов в RОРОТRОВОЛНОВОl\1 дпапазоне очепь полезно уже само 
знание, на каRУЮ область длин воли приходится ИЗ:lучение 
данного иопа или группы ионов. СОВРЮfенная теорIIЯ такие ре­
ЗУльтаты позволяет получить весьма легко. МногозаРЯДНЫl\l 110-
нам харантерны значительные отступлеНIIЯ от чистых типов свя­
зи, в особенности от LS-связи. ПОЭТОI\lУ В подавляющеl\l большин­
стве случаев приходится использовать промежуточную связь, 
еДИнственной ВОЗI\IОЖНОСТЬЮ установления ноторой являются тео­
реТические Или полуэмпирические расчеты. Для очень высоко 



гл. 6. РАСЧЕТ СПЕКТРОВ АТОМОВ И ионов 

ПОНПЗОВ8IШЫХ аТОIIIОВ, как IIIЫ УВИДИIII В дальнейшеlll, даже само 
понятпе конфигурации теряет свой обычпый СIIIЫСЛ. ВОЗМОЖность 
получения (при учете релятивистских и Rорреляционных эффек­
тов) весьма точных теоретических значениfi уровней энергии 
длип волн, сил осцилляторов и вероятностей электронных пере~ 
ходов позволяет эффективно 11 уверенно ПРОВОДlIТЪ раСШИФРОВI\У 
и lIдеПТИфИI\ацию экспериментально измеренпых спе:ктров вы­
{'о:козарядны~ понов, подбирать для этой цели оптимальные на­
боры l\вантовых чисел. 

Бурно развнвающпеся экспеРИ~lентальные методы ПСС.1Iедова­
нпя многозарядных иопов в значптельпой степени стерли грани 
между лабораторной 1( астрофизической спектрос:копией, сущест­
венно расшпрпли диапазон ДЛIШ волн, охватываемын IНIИ, позво­
ли.ли создать новую область наукп -- внеатмосферную астро­
фИЗIШУ. 

Обычная оптичес:кая астрофизи:ка использует для наблюденпй 
<<Оптпческое о:кно» в земной атмосфере, расположенное в БЛlIЗ­
I\:ОП пнфраl\расноii, видимой и БЛIIз:коii ультрафиолетовой областях 

( () 

сне:ктра (10000 А - 2900 А). В ЭТОIll диапазоне находятся основ­
ные линии нейтральных, однократно- и, отчасти, дву:кратно иони­

зованных атомов. Главные линии спектров высо:ко ионизованных 
атомов, соответствующие оптичеСЮl разреmепным переходам, 

о 

имеют длину волны порядка 1-1000 А, т. е. лежат в ва:куумной 
ультрафиолетовой и мяг:кой рентгеновс:кой областях сие:ктра, не 
наблюдае~IЫХ на поверхности Земли ввиду их поглощепия в ат­
мосфере. В лабораторных условиях источнп:ком спектров та:коro 
рода служат лазерная и термоядерная ·плазма, маЛОИIЩyRтивная 

ва:куумпая искра, метод пучок - плен:ка и др. Сочетание теоре­
тических, лабораторных и астрофизичес:ких исследовапий ПЗЛУ­
ченпя l\Iногозарядпых IlOHOB взаШ\ПЮАЮогащает и дополняет ука­
занные методы, позволяет Г.'Iубже понять мир очень высоких 
температур, поведенпе вещества в та:ких э:кстремальпых ус:ю­

виях. 

На рис. 4, заимствовапнш[ из [144], в качестве иллюстраЦllИ 
приведено сравнение лабораторного спе:ктра (верхняя :кривая), 
полученного с БО.'1ЬШlIl\1 спектралыыыM разрешением (дл = 

n 
= 4 . 1O-~ А), и спе:ктра солнечной вспышки вблизи резонапсной 
линии Fe XXV, а таЮБе его отождествление с помощью теорети­
чес:кпх расчетов (подробнее C~I. § 26, табл. 32). Из рисун:ка вид­
по, что лабораторный спе:ктр хорошо воспроизводит астрофизи­
ческий. Высокое спектральное разрешенпе п высокая точностЬ 
расчетов позволяют провести детальный анализ этих спектроВ. 

В обоих спектрах ВИJ:на резонансная линия F"eXXV 1s2 ISt -

- 'ls 2р IPI (л = 1,851 А) и иптер:комбинациоппая линпя 
fe ХХУ 1s2 '80 -1s 2р ЭР, (л = 1,860 Л). В спе:ктре вспыm:ки ВЩ);-
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IIЫ также запрещенные липпи Fe XXV 182 f80 - 1828381 (л = 
= 1,868 ~.) 11 Fe XXV 182 f8 0 - 18 2р ЭР2 (л = 1,856 AJ. В спеRтре 
nllКУУМНОИ иснры из-за бо.ТIЬШОЙ плотности плазмы обе эти лп­
пип не наблюдаются. 

ПРIIмечательная особенность спектров многозарядных ионов­
J10явленпе так называеr.IЫХ сателлитных лпниЙ. Они Возникают 
nб;1ПЗИ резонансных ЛIIНИЛ данного иона и принадлежат иону на 
еДIIПllЦУ меньшей кратности IIОНlIзацпи, в котором возбуждепы 
два электрона. Сателлптные ЛIШШI у резонансных линий водоро­
доподобных ПОIЮВ соответствуют переходам 2121' -- 1821" в гелие­
подобных ионах и т. Д. 
Таким обраэом, сател­
Л1пныii переход 282р­
- 1828 В He-riодоБНО!\I 
ионе есть как бы пере­
ход 2р - 18 В Н-подоб­
ном ионе в прпсут­

СТВIIП дополнительного 

возбужденного электро­
на 28 и Т. д. ПОЭТО!\IУ 
сателлитные линии 110-
на Aln-f)+ ПО длинам 

волн блиэки к резо­
нансныr.I линиям пона 

Аn+. На рис. 4 CaTeJI­
литными являются ли­

нии, принадлежащпе 

иону Fe XXIV. Понв­
ление интенсивных са­

теллитных линиii в 

спектрах ВЫСОIЮ иони­

зованных атомов объ­
ясняется БЫСТРЬВI (""'" Z) 
ростом вероятностей 

соответствующих пере­

ходов с увеличением 

степени ионизации ато­

ма, в то время как ве­

w 
1 

ok 
!/'1 d ,. 

111111 j 

I 

е" 
11 

f 

2 

~~ ~и ~M ею ~~] 
Рис. 4. Сравнение лабораторноro спектра (кри­
вая 1) и спектра солнечной всnьппки вблизи 
резонансной линии Fe XXV (кривая 2), а так­
же его отождествление с помощью теоретиче-

ских расчетов. 

РОятность автопониэацнонных переходов хотя и очень велика, 
но слабо зависит от Z. 

Обычно наблюдаются сателлптные линпи, расположенные с 
д.тIJIПНОВОЛНОВОЙ стороны резонансных линий. Однако обнаружепы 
I1 так называемые Iюротковолновые сателлиты. Исследование 
ИlIтеПсивностей сателлитных линий по отношеНIIЮ R резонансным 
Оказалось очень эффеКТlmным методом диагностики высокотем­
пературной плазмы (установленпя ее температуры, плотности 
n т. д.). 
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ДЛЯ ВЫСОКО возбужденных конфигурацпп характерно наЛИЧие 
большого числа YP~BHeЙ, что ПрИ ВОДИТ к обилию близко лежащих 
сателлитных ЛIIНIIИ, которые из-за доилеРОВСБОГО уширения Не 

всегда MorYT быть разрешены. ТаЮIМ образом, в высокозарядныx 
иопах появляется новыii ТIШ спектра - (<I\ваЗIIнепреРЫВIIЫЙ» 
спектр. Н весьма ТОЧНЫ~I результатам ПРПВОДIlТ IIСПОЛЬЗоваПпе 
вариацпонных методов, в чаСТНОСТII, прпБЛШБенпя Хартри - Фо­
ка - Паули (ХФП), ПРllче~1 не только в случае основных, но n 
весьма ВЫСОБО возбужденных БонфпгурацпП. В противовес мето­
дам теорпи возмущенпп, варпацпонный ПОДХОД уже в наСТОящее 
вре~1Я ),Юff\ет быть леГБО ПРlIlI1енен 1 .. сложным lIIпогоэле.кТРОIIIlЫм 
системам. Нпже в качестве иллюстрацип представпи реЗУЛьтаты 
не.которых расчетов (табл. 16, 1i). 

УРОЕНП энеРГIIП в таблпце 16 ОТСЧIIтаны от ниЖнего УРОВНЯ 
ОСIIОННОЙ I\ОНфllгурацип. Нак BIIДHO пз таблицы, отЛпчие Ехфп 
от Е."ш (экспериментальные ~aHHыe заИ)lствованы из [31, И5, 
146] соответственно) проявляется в четвертоп значащей цпфре, 
поэтому наличпе такпх теоретическпх расчетов обычно ЯВJIЯеТСfl 
хорошей основоп для пнтерпретаЦШI зкспеРИI\Iептальных ДЮПIЬLХ. 
Однако для этпх целей обычно также требуются длины ВОЛН II 
силы ОСЦII.'IЛяторов наиболее пнтенсивных переходоБ. Поэтому в 
таблпце 17 прпведен прпмер расчетов такого рода (ЗБсперимеп­
тальные данные взяты 113 [145]). Из таблпцы впдно, ЧтО теоре­
тические длины волн раСОl3трпваемого перехода очепь хорошо 

совпадают с зкспериментаЛЬНЬШIl. Обе формы оператора Е1-пере­
.хода приводят практическп h совпадающпм значенпям сил осцил-

т а б л и ц а 16. ТеоретичеСRие (ХФП) 11 экспершшнтальные 
энергпи двух уровней I\ОНфПГУращlП 1s22s2pS 3s 
ДЛЯ понов Ti XIV, V XV 11 Сг XVI (в 10С) CM-1) 

Ti XIV -уху 

значеНlIЯ 

Сг ХУI 

(L.S.)LSJ 
Ехфп I ЕзRсп Ехфп I Е Ехфп I Е Зt<СП GH(']] 

I 47 744 I 47 788 I 53 410 I 53 470 I 59 458 I 59 500 
47 999 48063 53 716 53800 59821 59,8!)!) 

т а б л и ц а 17. Длпны волн I1 СIIЛЫ осцилляторов некоторых псрехоДОЗ 
2s2p2_2s2p3d в V XIV 

).хфп,А 
-

2Dз/ 2-f'Р)2Р5/2 16,0(17 16,007 0,29 0,2~ 

2DS/2-(ЗР)2РS/2 16,027 16,029 0.10 0,10 
-(3Р)2Р7l2 15,924 15,933 0,51 0,51 
_(lP)2P712 15,495 15,471 0,25 0,24 

:..--
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ляторов. Представ.:'Iенные резу.'Iьтаты показывают, что приближе­
[{не ХФП дЛЯ ШIlрОКОГО класса конфигураций II степеней JIониза­
ЦIIП ПОЗВОJяет получпть результаты весьма высокой точности. 
Особеl!l!ОСТII эkспеРIВlентальных методов получеюlЯ спектров 
o'ieHJ, ПЫСOI,;опонпзоганных атомов, а таЮRе изменение их харю.;­
терПСТIIК вдоль Dзоэлектронных последовательностей обсуждены 
в работах [147-149J. В спеlпрах длпнпых изоэлеRТРОННЫХ по­
следовательпостеii меняется абсолютпая п относительная роль 
ре.ТIЯТНВlIСТСIШХ п RорреЛЯЦИ~НlIЫХ эффеI>ТОВ. Рассмотреншо этого 
вопроса посвящен следующпи ПУНКТ. 

Ре.ТIЯТИВIIстские 11 RоррелЯЦионные эффеRТЫ в спеRТРа.х мною­
зз.Р'lДных IIOHOB. I\вазивырожденвые Бонфпгурацип. В необходи­
:мости учета релятпвпстских эффеI\ТОВ даже для сравнительно 
невысOlЮ ионизованных атомов МОilШО ~'бедиться, взглянув на 
таблицу 18. Из нее впдно, что отличие полной энергии, .опреде­
денной теоретическп в прпближешш ХФП, от ЭRспериментальной 
[зо, 31, 146] проявляется в основном только в пятой значащей 
цнфре, что СВIIДстельствует о высоной: точности использованной 
IIICТОДШШ. ПриБЛlIжение ХаРТРII- Фока прпводит R погрешно­
СТЯI\f, па порядок большим, что УI>азывает на доминирующую 
роль реЛЯТПВИСТСI>ИХ поправок по сравнению с Rорреляционными 

в полной энеРГШI атома прп изучаемых степенях его понизацип. 

т а б л и ц а 18. Полные энерmп низших уровней ряда ионов (в 1000 CM-1) 

-

ИОН хф ХФП Энсu. 

Ti ХIII 173563 174450 174508 
Ti XIV 167231 168109 168 154 
Cr ХУ 210090 211 376 21.1. 460 
Cr XVI 201963 203232 203309 
Мп XVI 229670 231 201 231272 
Мп XVH 220554 2~2 073 2221.33 --

т а б л п ц а 1.9. ДШlНы волн перехода 2p53d-2p6 (в А) 
дЛЯ Fe ХУН и Мо ХХХПI 

ИОВ LSJ-·S. тв Хфп ДХф Энсu. 

Fe ХУН 
3P1_ 1S o 1.5,484 15,457 15,460 15,453 
3D1- 15,274 1.5,263 15,268 15,261 
lP1 - 15,023 1.4.,996 15,004. 15,012 

Мо ХХХIII 
3P1_1SO 4,869 4,860 4,854 r 4,847 
3D1- 4,81.2 4,802 4,803 1. 4,804 
lP1- 4,643 4,637 4,630 4,630 
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О достигаемой ТОЧНОСТII при расчетах ДЛЮI ВОЛН И О роnп 
реЛЯТИВИСТСЮIХ эффектов МОf[,IЮ судпть пз численных реЗУльта_ 

тов таблицы 19, в I<OTOPO" прпведены дЛIIНЫ ВОлп (В А) Е1-пе­
ре ходов 1s22s22p'3dL8J - 'ls22s2 2p6 '8о, ВЫЧIIСJlеНlIые по теОРИII 
ВОЗlllущешrп (ТВ) [150] 1I в приближенпях ХФП п ДХФ, II срав­
нены с эксперпментальными даННЫМII [151]. 11з таблицы следует, 

т а б л п ц а 2О. УРОВЮI энеРГПIl }(онфпгураЦIlII 1s22s22p2 (в а. е.) 
ДЛЯ Z=22 I1 26 

z LSJ ТВ ХФП мнн ЭУ.СП. 

I 3Рl 0,13060 0 .. 1255~ 0,13214 0,13498 
3Р2 0.24617 0,25297 0,25652 0,25378 

22 1D2 0,63659 0,64633 0,64829 0,64125 
ISo 1,10032 1,26250 1,08949 1,10135 
а 0.0050 0,0807 0.0072 О 

ЭР1 0.31938 0,31290 0.32676 0,33626 
3Р2 0,50852 0,52408 0.53592 0,53400 

26 lD2 1,09631 1,10290 1,101'\19 1,12438 
lSo 1,67225 1.85020 1,67u18 1,61'\447 
а 0,0216 0,0845 0,0118 О 

что все трп м eTo;J;a , особенпо последние два, позволяют получпть 
результаты, очень блпзкпе Ii установлеНlIЫ11 экспериментально. 
Однако уже для Мо XXXIII лучшим оказывается полностью ре­
лятивистское рассмотренпе. Оно II должно нрпмепяться для еще 
более высоко IIOНПЗОВНННЫХ атомов, для IЮТОРЫХ реЛЯТПВистсt;пе 

эффекты yit\e велики п не могут быть учтены в виде поправо:и. 
Перейдем :и рассмотренпю ролп :иорреЛЯЦIIОННЫХ эффе:итов. Из 

общих соображений следует утверждеппе, что для неii:трнльных 
и неВЫСОRО ИОНИЗОванпых аТОIIIОВ корреляционные эффекты преоб­
ладают над релятивистскш.ш, для :иратносТII 1I0нпзацип порядка 

десяти онп прпмерно сраВПlIваются по веЛПЧIlне, а для более вы­
сокозарядпых понов домпнпруют реЛЯТIIВПСТСЮlе эффекты. Одна­
IЮ в ряде конкретных случаев, в заВIIСПIIЮСТП От спецпфнки иона 
и вида электропноii: копФпгураЦJlП, соотпошенпе между реЛЯТIl­
ВИСТСЮIIIШ II корреЛЯЦИОННЫМII эффектами MO~I,eT быть IШЫМ. 

НОНфllгураЦПIl, имеющпе одпнаковое ЧIIСЛО электронов для 
каждого значенпя основного квантового Чllсла n, называютСЯ 
кваЗlIвырошденпыми. Прп возрастаНIIИ степепи понизаЦIIИ в изо­
ЭЛeI,ТРОПНОIII ряду :шеРГIIII таКIIХ :ионфпгурацпii все более сБШl­
жаются, ПОЭТGIIIУ для учета l\орреЛЯЦIIОННЫХ эффектов в первуЮ 
очередь неоБХОДIIМО прпнять во вппманпе влпянпе кваЗIIВЫРОII'­
депных конфигураций. В качестве ПРlIмера рассмотрим наложе­
шre RвазпвырождеНIIОП RОНфl'lгурацип 1sl 2p4 на ОСНОВJI~Ю 
1s"2s22p2. В таблице 20 приведены численные значения энерr II 
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уровней J>опфпгураЦШI 1s22s22p2 для Z = 22 II 26, найденные по 
теорИII возмущеНИIJ (ТВ) [152], в прпблпжеНПIJ ХФП Il с ПРllме­
ненпем метода наложенпя Iюнфпгурацпii (МИК) ['153]. Они срав­
lIены с эксперпментаЛЬНЫМII IIзмерешIЯМП [ 154J с указанием 
среднеквадратичного ОТJ>лоненпя о теоретпческпх результатов от 

т а б л п ц а 21. Уровни энершп RовфпгураЦlI1I 1s22p· ДЛЯ Fe ХХ] (в а. е. 

LSJ :ХФП мнн тв ДХФ Энсп. 

3Р2 7,35832 7,51581 7,51919 7,55223 7,50458 
ЭРо 7,73837 7,91596 7,92295 7,96090 -
ЭРi 7,78166 7.92930 7.94147 7,97666 7,93963 
lD2 8,17253 8;32113 8,28585 8,35936 8,29162 
lSo 9,04921 9,37746 9,34361 9,41208 9,39061 
а 0,2104 0.0179 0.0248 0,0466 О 

Эliсперпментальпых. Прпведепные энерГIШ отсчптаны от нижнего 
уровня исследуемой Iюнфпгурацпп ЗРо • 

Из таблицы видна большая роль корреЛЯЦIIОННЫХ эффектов 
для рассматрпваемоii J>онфигураЦIIИ: не учитывающее пх прибли­
жение ХФП дает значптельно ббльшпе (прпмерно на порядо:к) 
среДНeIшадратичпые от:клонеНJIЯ О, чем ТВ и МИК. Следует от­
меТIIТЬ, что с ростом Z Отв возрастает значительпо быстрее, чем 
ширина спектра 1[ чем O~IНI{. Следовательно, при достаточной сте­
пени ионизаЦIШ наложение только одной :квазпвырожденной 
конфпгураЦИII позволяет определить энергетическпй спе:ктр более 
ТОIПЮ, чем методом ТВ. Иапбольшее Блпяние поправочная RОНфи­
гурация Is22p~ оказывает на энергетичеСКII самый высOIШЙ терм 
'So, значптельно его понпжая п увеЛПЧIIвая его смешивание с 
Уровнем ЗРо • Тат.же улучшается тон:кая стру:ктура терма 3Р. 

t\. анаЛОГIIЧНЫМ выводам прпводпт также рассмотрение :шер­
геТИ1lес:кого спе:ктра возбужденпой :конфигурации Is22p~ Fe XXI, 
ВЫчисленного в различных приближенпях (таблица 21). Уровни 
в пеii отсчитаны относптельно 1s2 2s22p2 ЗРо • Данные ТВ заимст­
Вованы IIЗ [155J, а ДХФ - IIЗ работы [156J, в IШТОРОП на основе 
ЧlIсленных реЛЯТIIВIIСТС:КПХ фупгцпii учтено смешпванпе конфп­
гураций 1s22s22p2 п 1S22p~. Эксперпментальные измерения взяты 
из [157]. Из апаЛIIза среднеквадратпчных отклонениП следует, 
что к паиболее ТОIШЫМ результатам в рассматриваемом случае 
правоДит использованпе метода наЛОiКенпя :конфиrурацпЙ. 

Та:КИI\I обраЗОIII, IIспользованпе лпшъ одной квззпвырождеПIIоii 
:кuпфuгураЦIIИ позволяет учесть существенную часть корреляцп­
ОНных эффектов II получпть таКIIМ путем весьма точные значе­
IIIlЯ энергетичеСRИХ уровнеП. В МИК значительно уточняются 
Не толь:ко энеРГИJI уровпеi'r, но также II ДЛIшы ВОЛII эле:ктронных 
переходов. Иллюстрацией этому слуiКат реЗУЛЬТi\ТЫ таБЛIIЦЫ 22, 
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о 

В которой представлены длины волн (А) Е1-перехода 1s22s22p2_ 

- 1s22s2p3, вычисленные в приближении ХФП и в :МНН, причем 
в последнем уточнялась лишь основная конфпгурация ls22s22p2 

посреДС:ТВШI учета ,ее смешивания с 1s22p~. СоотвеТСТВУЮщпе 
ЭRспериментальные данные получены в [158]. Из таблицы СЛе­
дует, . что пспользованпе наЛОl1,еппя УБазанной БОНФигураЦПII 

о 

т а б л п ц а 23. ДЛIlНЫ ВОЛИ (В А) перехода 1s22s2~J!2-1s22s2рЗ В Ni ХХIII 

LSJ-L'S'J' хфп 

131,37 
129,40 
114;98 
108,50 
92.90 
RБ.33 
103.~5 

МНН 

128,26 
126.45 
112.11 
106,37 
91.33 
86,94 

102,02 

Эl<СП. 

128,1.3 
126,35 
111,84 
105,44 
91,79 
87,60 

102,02 

уточняет значенпя ДЛIIН волн па порядок и больше по сравпению 
с приблпженпем ХФП, расхождения с эксперпментом появляются 
лишь в третьей или даже четвертой значащей цпфре. Отметим, 
что во всех рассмотренных случаях наблюдаются сильпые откло­
нения от LS-связи, поэтому классифпкацпя уровпеii с ее ПОМОЩЬЮ 
является весьма условной. 

Таким образом, учет корреЛЯЦIIОННЫХ эффеRТОВ уже в рамка"\': 
метода наложения квазивырожденных конфигураций позволяет 
достичь существенного уточненпя энергетического спектра п ДЛНИ 

волн элеБТРОННЫХ переходов в многозаишных ионах. Дальнейшее 
уточнение спектров этих понов с по~ющью наложения конфигура­
ций, не являющихся квазивырожденнымп, малоэффективно BBIiдy 
медленной сходимости метода. Более перспективным в этом ОТIЮ­
шении представляется применение МНОГОБонфпгурационного прн­

ближения (МКП) дЛЯ расчетов фуНJЩПП поправочных конфIIГУ­
раций возбужденных элеиронов. Переход от МИН Б :МН'П в 
высокозарядных ионах значптельно увеШIчпвает ВШIЯние пекото . 
рых поправочных конфигурации, делая его сравнимым со ВКЛ<~­
дОМ :квазивырожденных. Применение :МНП может на порядоН п 
более увеличить энергетические попраВЮI отдельных налагаемы'>. 
Iюнфигурацпй, по сравнению с мик 

IIзоэлектронные последовательности. О ро:ш псследования за­
кономерностей в поведеНШf спектральных харннтеристпН вдоль 
изоэлектронных последовате:rьностеft: мы говоршш неОДПОRратнО 
(§§ 8, 9, 10, 22 и др.). В данном пункте мы дополнительно обсу­
дим некоторые особенностп спектров ионов в IIзоэлеКТРОИIIUМ ря­
ду. При определенных значениях заряда ядра Z может наблю-
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датьСЯ сильпое взаимное в.:IИяние эле!\тронов в !\онфигурациях 
410+2 N 1 410+1 N 1 "" 

внда nolo 11111 n212 , где по ~ n1 < n~ и 11010 n11l nolon212 
(n~ < n2 , n~ > по). Эти hонфигурации не являются hвазивырож­
денными. Энерпщ nонфигурации данного ТИпа по-разному эа­
вllсят от Z, поэтому возможны ситуации, !\огда с ростом заряда 
ядра Rонфигурация, энергетичеСhИ .'Iежащая выше, становится 

нпжележащей, и наобо- _ 
рот. В таком с::rучае го- J{ '10-4 
JЮРЯТ О пересеченпп Z 
энергий !\ОIIфшурации, JO 
а в области ТОЧЮI пере- Ii 
сечения значительно 

возрастает роль супер­

IIОЗИЦИИ !\онфигураций 
о~пнаковоЙ четности. 

В Rачестве примера 

рассмОТрим возбуж~ен - 25 
ные !\онфшураЦПll 
1s22s22рЗ41 и 1s22s2p~31 
(пзоэлеКТРОlIныii ряд 
Iшслорода) [ 159]. На 12 14 15 18 20 Z 
рис. 5 изображена за­
впспмость от Z разно­
стей энеРГИII между 
УlшзаННЫI\ПI возбужден­

ными J.юнфигураЦIIЯМII 

Рис. 5. Зависимость от Z разностей энергий 
между нонфигурациями ls22s22рЗ4l и ls22s2p43t 
11 основной, деленных на zз, для изоэлентрон-

ной последовательности 1\И~.орода. 

п OCHOBHOll, делен-
НЫХ на ZЗ, д;rrя пзоэле!\ТРОННОll пос;rrедовательпостп Юlсло[Юда. 
На рисун!\е УRазаны толыю квантовые ЧIlсла последнего эле!\т­
рона. ЦифраМlI 1 - 6 обозначены шесть точек пересечения 
энергий !\онфпгураЦПII ОДlшаhовоii: чеТНОСТII, в области которых 
ОДНOIюнфигураЦИОlIное прпБЛlIffiепие праnТllчес!\и совсем непрп­
~leНIIl\fO, понятпе nопфпгураЦИIl теряет свой обычныii смысл, TaR 
1\а!\ 11 основная II поправочная nонфпгурацпи И:\IeЮТ практичеСЮI 
ОдПнюювые веса. Уста НОБ.'Iение за!\ономерностеп та!\ого рода 
Позволяет зарапее предсказать те nраТПОСТII ионпзацип и виды 

возбуждепных nонфпгурацпп, прп теореТlIчес!\ом илп по;rrуэмпи­
ричес!\ом иссле;юваНIfИ !\оторых потребуется выйтп за рамки од­
ноконфигурационного ПРIIБЛШБеНIIЯ. 

Крат!\о остановимся на самой CTpYRType многозарядпых ионов. 
Из расчетов следует, что среднее расстояние электронных оболо­
Чек от ядра при возрастании степеНII ионпзацип быстро падает, 
т. е. размеры иона быстро уменьшаются, электронные оболочки 
ltaK бы «сжимаются» иод действием все увеличивающегося поля 
заряда ядра. ЭТУ закономерность иллюстрирует рис. 6. на IЮТО­
РОМ изображена заВIIСИМОСТЬ среДНIIХ расстояний электронов 
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Is2, 2s2, 2p~ И за до ядра (В а. е.) от его заряда для изоэлектрон_ 
ной последовательности фтора. Интересно отметить, что с РОстом 

Г-i, а.е. 

1 

0,5 -:::::s::---
90 100 

10 ZrO 70 100 Z 
Рис. 6. Зависимость средних расстояний 
электронов 1s2, 2s2, 2р4 И 3d до ядра (В а. е.) 
от еГО заряда для изо электронной после-

довательности фтора. 

80 

сО 

'10 

20 

степени ионизации 2р­

оболочка СТЮIOВПТСя БЛII­
же н ядру, че~I 2s. На 
отдельпом графике бо­
лее ~еталыю пзображена 
эта заВПСIIIIЮСТЬ для ббль­

ших значении z. Сшюш­
вые ЛIIНШI соответствуют 

приб.iшжеИIlЮ ХФП, штри­
ховые - ДХФ. Для очень 
БО.lJЬШПХ Z становится уже 
за:меТНЫIlI расщепление 

оболочек на подоБUЛОЧКJJ, 
напрпмер, Юlесто 2pN IlМe-

Nl N 2 
ем 2р_ п 2р+ . 

1\ аIlа:IОГИЧНЬПI выво­
ДЮI приводпт Н рас{,мот­

реине поведения распре­

делеНIIЯ полной электрон­

ной плотности. На рис. 7 
изображена ее заВИСИlllOСТЬ 
от логарифма расстояппя 
до я;фа в случае ионов 

Ne<+, f'e zo + II \У68 + (кон­
фигурация 1s22s22p2). Прп 
ВО3pa€-'НlНIII! степеПII ПОШI­

заЦIIII IIIaКСIОIУИ распре­

~елеПIlЯ элеБ.ТРОНIIоii плот­
ности быстро смещается в 
сторону ядра и стаповпТСЯ 

значительно уже, т. е. 
оболочкп электронные 

прllЖIПlаются к ядру п са­

МII становятся все TOIlbIltP 
п тоньше. В ПРОТIIволес 

неiiтра.:rЬПЩIУ атому, пред-

0,01 1 l.g",o.e. став:шюще:\IУ собоii В9СЬ­

Рис. 7. 3аВПСlIIIIОСТЬ распределения полной 
электронной плотности от логариф:uа рас­

стояния до ядра. 

~Ш «рыхлую» структуру, 

~lНогозарядпыИ: иоп -- это 
БО~lпактное, силыIо СI!Я-

изменеНIIИ конфИГУРЮIIIlI 
элен:тронов распределение 

зпачптельно. 

занное обраЗ0вание. ПРlI 
иона путем возбуждеНIIЯ внешН/l"\: 
электронной плотностн меняется ~e-
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На рис. 8 схематически (ради удобства берется одинаковая 
полпая ШlIрина спектра) изображены энергеТlIческпе спектры 
ионов NeH , Fe20+ I1 \У68+ в конфигурации 1s22s22p3d. В первых 
двух случаях I1спользовалось прпближеНllе ХФП, так нан ОЖII­
далосЬ, что для этпх понов реЛЯТlIвистс~ше эффенты еще сравнп­
телЬНО малы и могут учптываться в впде попраВОБ. ДЛЯ \У68+ 
расчет проводился уже . " 
в прпближепии ДХФ. 1s -~. ':.р,..,:/ 

Ф 1(; ХФ:7 ХФ.!!. 
Уровни идепти ициро-

lр', 
ваны с пспользование» 

как LS-, тан 11 jj-СВЯЗIl. 
ЭТlI спентры наГЛЯ;1;-

но иллюстрируют из­

менение харантера вза­

имодействий в уназан­
ных ионах и, в частно­

стн, типа связи. Для 
NeH :мы и:мее:м прантп- :5р 
чески чистую LS-связь, 
ярко выраженные муль­

ТIIплеты; интервалы ':'-.J 

тонной СТРУБТУРЫ зна- 3!: ? = 
f 

чительно меньше рас-

г---------, 

I ХФД d ~ I 
I -llJ+ +,'" I I -- ~ 
, I 
I __ 2 I 
I I 
I I 
I OJ I 

I __ 1 I I --}ll+d_' о I 
I __ 3' 
I -- 2' L ________ ...I 

стояниii между Tep}Ia-
ми. В случае же \У68+ 
имеет место праКТlIче­

СIШ чистая jj-связь, 

тонная струнтура тер· 

мов уже не является 

«тонной», да 11 само 
понятие теРI\Ш здесь не­

ПРlшеНИI\lО. Теряется 
также и понятие кон-

.:::=::::=~::=== р_ dt- • ~ 
o_,d_ .1 

2. 

Рис. 8. ЭнергеТJlческие спектры ионов Ne4+, 
Fe20+ и W 66+ В конфuгурацuи 1s22s22p3d. 

фигурации (оболочек) в обычном смысле этого слова: оБОЛОЧКII 
расщепляются на подоБОЛОЧБИ; уровни энергии группируются 
по этим подоБОЛОЧБаl\l. В данном СЛУЧf.е их всего четыре (p_d_, 
f_d+, p:..d_ JI p+d+). При этом уровни одного терма (например, 
Р) попадают в различные подоболочни, нногда очепь далеБО 
отстоящие одна от другоп. 

На рис. 9 представлена заВIIСИМОСТЬ натурального логаРlIфма 
Be:ro~TIIOCTlI пеСНОЛЬRIIХ Е1-переходов :между нонфигураЦllЯI\Ш 
1s-2s 2p3s - 1s22s22p2 в I1зозлентронной последовательности угле­
Рода. Из PllcYHHa видно, что вероятность интерномбинаЦ1l0ННОГО 
переход а ID2 - ЗР2 С ростом Z быстро увеличивается и при Z ~ 35 
~O'IТJI сравнпвается с вероятностью разрешенного перехода 
"Р эр 

I - О. Однано вероятности двух других интеркомбинациопньп: 
переходов спачала танже быстро возрастают, достигают МaI~СИ-
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мума, по затем начинают убывать. ТаЕое поведение веРОЯТностеii 
связано с тем, что соответствующие иереходы в jj-связи, которая 
начинает домшшровать при больших Z, являются запрещенными. 

Такпм образом, современное состояние теории и вычислитель_ 
ных методов дает ВОЗМОllilIOСТЬ ПРОИЗВОДIIТЬ расчеты неоБХОДJlМЫХ 
харантеристпк для отдельных атомов и попов, их I1зоэлектронных 

последовательностей, пзучать закономеРНОСТII пзменеНIIЯ рассмат_ 
риваемых веЛПЧIIП вдоль них, что позволяет глубже уяснить при­
роду исследуемых объеЕТОВ и явлениii. ПраRтическое ИСПОльзо_ 

30 

20 

20 

'8 - 3'~ 
О t 

30 40 Z 

Рис. 9. Зависимость ln iV несколышх Еl-пере­
ходов ls22s22p3s - 1s22s22p2 в изозлектронной 

последовательности yrлерода. 

выше описанных мето­

дов, их реализация в 

ВIIде УНIIверса.'IЬНЫХ ав­

томатизированных HO~I­

ШleI,СОВ алгоритмов 1[ 

программ обусловлива­
ет определенный прог­
ресс В использовании 

теоретических резу.;IЬ­

татов для расшпфров­

RИ спентров атомов 1[ 

по нов, ВRлючая ВЫСОЕО­

зарядные ионы, ПО.;IУ­

чаемых в лабораторной 
п астрофизпческой пла­
зме, в выяснении осо­

бенностеii их СТРУКТУ-
ры и свопств,- таRИХ, 

иаи изменение типов связи, стирание граней между разрешен­

ными и запрещенными переходами и др. Дости!,~еi\lая точность 
расчетов позволяет с ВЫСОRОЙ достоверностью определять оБШI­
сти длин волн, в ноторых будут находиться линии того или ипо­
го иона, а танже ВО многих случаях успешно их расшифровы­
вать, использовать теоретичесни устаповленные спентральные 

хараБтеристини для диагностини плазмы. 



ГЛАВА 7 

АСТРОФИЗИЧЕСКИЕ СПЕКТРЫ 

многоэлЕRтронныIx АТОМОВ И ИОНОВ 

§ 25. Спектр поrлощения и спентр хромосферы Солнца 

Вводные замечания. Результаты и методы теоретической 
спентроснопии, о ноторых шла речь в предыдущих главах, наК 

раньше, тан и особенно теперь, широно используются прп анали­
зе астрофизичесних спентров. Незавпсимо от того, исследуютсл 
;IИ спентры оптичесни прозрачных оболочек (планетарные туман­
ности (ПТ), корона и др.) или плотпых (атмосферы звезд), в ли­
ниях основных или субордпнатных серпй, для их изученпя необ­
ходимо знать энергетическую структуру аТОI\ЮВ п иопов, значения 

радиационных параметров, величин, характеризующих взаимодей­
ствие атомов с маrнитными II электрпчеСJШI\Ш полями, с другпми 

атомами или ионами, n т. д. Для TOHКlIX оболочек совокупность 
атомных параметров позволяет составпть и решпть уравнения 

стационарности, из ноторых находится их теоретпческий спентр 
(ПТ, нороны, межзвездной среды). В случае плотных оболочек 
теоретико-спентроскоппчесние данные являются базисными для 
ураввений переноса и стационарностп, определяющими их теоре­
тичесний спектр. 

В постановке астрофизических задач последнего времени ста­
ла весьма заметной стимулирующая роль теоретпческой спентро­
скопии. Достаточно вспомнить исследованпя спектров, связанных 
с рпдберговсними состоянпями; УФ-спеl\ТРОВ, связанных с М1-
и Е2-переходами: для высокоионизованных атомов, двухэлектрон­
НЫХ переходов и т. д. С. другой стороны, не менее важна обрат­
Ная связь астроспентроскошfИ и теоретичеСНОII спентроскопии. 
В определенном смысле I1Х основополагающие результаты взаим­
Но СВЯзаны 11 оказывают постоянное За!\lетное влияпие друг на 
ДРУга. Например, идентификация корональных линий положила 
начало исследованию спектров многозарядных ионов; спектр же­
леза, принадлежащий атмосфере Солнца, по своей полноте далеко 
превосходит лабораторные спектры этого 11 других элементов 11 

СЛУжит эталоном. 
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Звездные спектры ПОЛУ'Iаются, когда пзлучающая плазма во 
МНОГIIХ случаях обладает э:кстремаЛЬПЫМII характеРIlСТIШЮIIИ по 
размерам, плотпости, параметрам возбужденпя и т. д. Например, 
в межзвездной среде элеКТРОl1ная плотность n. ~ 102 СIIГз. элен т­
ропная те:lшература Те ~ 100 -7- ::юо К, рнзмеры многпх облаков 
порядн:а сотен парсе:ков, в ВТ nе ~ 104 -7- 10\ Те ~ 10~ -7- 2 . 10\ 
в норове nе ~ 1()в, Те ~ 106, В пульсарах атомы находятся в маг­
нитных полях l/ ~ 108 эрстед и т. д. Прп вспышках сверхновых 
эвезд в результате взрыва, уничтожающего звезду, ногда (юбна­

жаютсЯ» СЛОIl с Т"фф ~ 107, получаются нестационарные спектры, 
многпе пз которых до спх пор не расшпфрованы. ВО IIШОГIIХ слу­
чаях в лабораторип та:кие УСЛОВIIЯ создать не удается. 

АстрофИЗИ'Iес:кая 'Iасть IПIIIГИ, :как следует из СRазанного, не 
пытается охватить все столь обшпрные связи теоретичеСIюii 
спе:ктрос:кошш JI астрофизи:ки. Ее цель гораздо скромнее - рас­
смотреть специфику клаССИфlшацип и пдентпфш,аЦIIП астрофпзп­
чес:ких спектров, проиллюстрировать не:которымп примерами тео­

ршо II результаты основных глав :книг 11 :кратно, в конспе:КТИВНОII 

форме упомяпуть о наблюдательном базисе аСТРОфИЗIlКП (Солн­
це, ПТ, норона и т. Д.) и о не:которых результатах, :которые были 
получены, :когда аппарат спе:ктрос:копии был применен каналпзу 
~TOГO базиса. Упомпнаются п иногда :кратко :комментируются 
МНОгочисленные I>аталоги и таблицы, являющиеся необходимой 
'Iастью почти любого астрофизичес:кого нсследования. 

Общая хараRтеРИСТИR8 спе:ктра поглощения Соанца. Солнце­
БЛИlБнйшая 1(. нам звезда, ее спентр п другие хаРaI~теРИСТIIIШ 
определены 11 изучены довольно детально п служат параметраllШ 
сравнения при изучении иных стационарпых звезд и их спектров. 

Близость Солнца дает вОзможность I1сследоlW-'l'Ь- на:к его IIН­
тегральный спектр,- непрерывпый и дис:кретный,- та:к и спект­
ры его отдельных поверхностных CTPYI{TYp. Сюда можно отнеСТII 
хромосферпый и корональный спе:ктры, спентры пятен, протубе­
ранцев, нктивных областей и т. д. :Можно регистрировать юшене­
пие спе:ктра от центра ДIlска к :краю, BpeMeHHbIe изменеНIIЯ и 
т. д. Подробно все эти проблемы рассмотрены в монографпи [160]. 

Наблюдения спектра Солнца и его отдельных поверхностных 
образованпй проводятся с помощью различных прпборов и мето­
ди:к (см. [161]). Постепенно на:каплпвающпйся материал наблю­
депий обрабатывается, систематизируется, сводится в :каталоги 
спектра поглощения СОЛIlца со своей системой длпн волн, ш:калоiI 
пптеНСИВНОСТJI, со своими регпстрограммамп. Последние позво­
ЛЯIOТ изучать более ТОНЮIе эффе:кты, таl\пе, Ral\ l\ОНТУры ЛIlНпii, 
их сдвиги, уширепия, влияние эффеl\ТОВ 3еемана, Штар:ка и т. д. 
В общей схеме анализа отдельпо стоит эадача исследовашlЯ 
стру:ктуры непрерывного Gпе:ктра. Интегрмьный поток излучеНI1Я 
в непрерьmном спе:ктре является фундаментальной характеристИ-

IЮЙ НШfШИХ слоев атмосферы Солнца. " 
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Систематичесное пзучение фраунгоферова спентра диска Солн­
ца (ФС) было начато Роуландом в его каталоге в диапазоне длин 

волн 2975 ~ 'л ~ 7330 А. Дальнейшие пересмотры и расширенпе 
этого Rаталога были сделаны в 1928 г., а эатем в 1966 г. в рабо~ 
тах [162, 55]. Сепчас он охватывает диапазон от 2935 до 8770 А, 
в нем увелпчплось чпсло линпй, надежность отождествлений, вме­
сто глазомерных оценон интенсивностей приведены эквивалент­
ные шпрпны II т. д. 3а последние годы ПРОIlЗОШЛО ЗaJIШТIюе рас­
шпренпе ФС Солнца в длинноволновую сторону от 10000 до 

о 

25000 А [163]. Были найдены линип Li 1, Si 1, S 1 и др. Бо,ьшоii 
атлас заппсей спектра Солнца приведен в работе [164]. в блпз­
кую УФ часть спентра основной наталог продолжен примерно 

о о 

от 'л 2900 до 2100 А; начиная с 'л 2085 А, линпи ФС резко осла-
о 

бевают, а с 'л 1500 А псчезаЮт совсем (линии ЭМНССIШ появляются 
о 

около 2000 А). Основным каталогом ФС диска Солнца является 
книга [55], па которую опираются многие теоретическпе иссле­
доваНIIЯ ФС. В этом каталоге зарегистрировано около 24000 ли­
нпй атомов, ионов и молекул, часть из них принадлежит атмо­

сфере 3емли (<<теллурпчесние/} линпи), 223 ЛИНIIИ найдены в 
спентре солнечных пятен. Основная часть линий (19180, или 

70 %) расположена в диапазоне 3061 ~ 'л ~ 6600 Л. Наиболее ин­
тенсивными линиямп ФС являются лпНIШ Н и К, Са II, На с эк-

о 

впвалентпыми шпринами W, равными 20,3; 15,5 11 4,0 А соответ-
о 

ственно. НаиБОJlее слабые линии имеЮТ W порядна от 1 до 10 мА. 
о 

В другом каталоге ФС дЛЯ 10 000 ~ 'л ~ 25000 А [165] приведено 
примерно 870 лпппп (около половины из них принадлежат моле­
куле СО). Новые исследования [163] показаЛII, что в этой иFt 
облаСТII могут наХОДIIТЬСЯ еще около 1400 линий атомарного про­
Псхожденпя Mg 1, Н, Н, О 1, С 1, ... , частично обусловленных 
переходаМII между высоковозбуждеННЫМII (ридберговсними) со­
СТОЯНIIЯI\Ш. ИЗ неотождествленных ЛIIПИЙ 235 паlIболее интен­
сивны; среди них отметим линии 'л 3086,988; 3610,508; 

3795,155 А с ЭRВивалентными ширинами 161; 250 и 547 мА. 
Образец построения основного наталога ФС приведен в таб­

лице 23. В ней 1 n - потенциал возбуждения нижнего СОСТОЯНИЯ. 
о 

Атомарный спектр И:К области для 10 000 ~ 'л ~ 25 000 А может 
принадлежать по данным [163] переходаlll между ридберговскимп 
СОСТОЯПИЯI\Ш у TaKIIx элементов, нан С 1, 01, Si 1, Н, Са 1, Н, 
Mg 1, П, AII, ... ; например, для Si II возможны следующие пе­
реходы: [3s2nl: ns(4 ~ n ~ 9), nр(3 ~ n ~ 10), n!(4 ~ n ~ 11), 
ng(6 ~ n ~ 11)]. Образец части ИFt наталога спентра Солнца прп­
веден в таблице 24. 
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т а б л 11 Ц а 23. Образец структуры :каталога ФС Солнца 

А. А 1 w. мХ I Атом '/n' эВ 11 
А. А Iw. м11 Атом 

-
3074,155 143 Fe 1 3,02 5717,508 7,5 НпО Q 1 
3516,953 22 Pd 1 0,96 6562,808 4020 H~ 10,20 
3933,682 20253 Са 11 0,00 8216,303 7 NI 10,33 
4982,825 83 Na 1 2,10 5207,623 4,5 MgH А2П2 '1 

т а б л 11 Ц а 24. Пример построения :каталога ИК чаСТИ сп('ктра 

Атом Переход 11.. MltM Iw. млll Атом I Переход 1 Л. MJ<M Iw. М.\ 
Si J (107) 683Ро- 7,8686 50 Са 1 (36) 5р 3Pl- 1,025476 5 

6р 3D l -7а 3D2 
88 зр1- 24,2510 13 8а 3Dз- 19,7915 6 
8р 3D2 81 ЗР4 

СПМВОЛ Са 1 (36) означает, что В ИН части спентра отождеств­
лено достаточно надежно 36 линий. 

Основы теоретического анализа ФС Солнца. Астрофизиqеская 
часть задачи состоит в построенпи теоретпчесной модели атмо­

сферы Солнца п В определении оппсьшаЮЩIIХ ее параметров. На 
основе этоii ~юделп составляются п анаЛIIЗПРУЮТСЯ уравнения 
переноса в частотах спектральных динип II соответсрз.ующпе 
уравнения стационарности для изучаемых энергетпчеСIШХ состоя­

ппп того плп пного атома пли пона. Из уравнений переноса ]!iI­

ходится Эl{вивалентная ширпна, может быть построен теореТIIче­
скпii профпль рассматрпваемоii ЛИНlIII. МеТОДИl{а аналпза Il по­
лученные результаты пзложены во многих работах, cpeAl1 ното­
рых необходшю упомянуть [45, 49, 144, 166]. 

Теоретпчесная и наблюдател:';ная снеКТРОСНОПШI дают для 
астрофизпчесного апалпза следующие фундаментальные данные: 

а) точные длнны волн, пх взаимосвязь (систему солнеЧIIЫ~: 
стандартов л",), значения знергий состояниii (чаще разности 
энергий); 

б) общую CTPYI,ТYpy энергетическогоспентра и его TeU})~'lI1-
чесную ШIIрИНУ, а таюне векторные СВЯЗП (понимая под этим тю,­
же ПРОМeiБуточные СВЯЗII), которые эту структуру ОГ1исывают; 

в) значеНlIЯ радиацпонпых параметров - снл осцплляторов, 
вероятностей переходов нак наблюдевных, так п теоретичеСКIIХ 
(ПО уровням, мультиплеТЮl, отдеЛЬНЫl\l сериям и т. AJ; 

г) измепеНIIе ::шеРГIIII, радиационных параметров, характера 
венторных связей в IIзоэлентронных последовательностях и гOr.ю-
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lIогичеСRПХ рядах, что особенно важно при исследованип новых 
спектральных структур тппа далекого ИR спектра, коронального 
II других. Теоретическая сторона этпх аспектов как раз п обсуж­
далась в предьrдущпх параграфах. 

В ФС дпска Солнца папбольшее чпсло ЛПНПП связано с ато­
I>[iI?>1II и понамп элементов группы железа. Последователыюстп 
Ti 1, 11 - Ni 1, 11 принадлежит около 10230 ЛIШПП, пз НIIХ Fe 1, 
11 - 5458; Н 1 - Sc 1, 11 - 879, из них Si 1, 11 - 231, Са 1, 11-
190; Си 1 - Ва 1,11 - 747, пз нпх Zr 1,11 - 378; La 1, 11 - Lu 11-
434, из IПIХ Се 11 - 166 лпнпii; Hf 1, 11- TIllI - 64 лпнпп, пз 
иrlХ Hf 11 - 28. 3амеТП~I, что после железа особо МНОГОчисленны 
ЛIlППIl Cr 1, 11 - 1453. 

Укажем конспективно в качестве иллюстрации, следуя §§ 8 
11 9, схему анализа спектра Fe 11, ЛIШIПl которого шпроко пред­
ставлены в ФС. Большинство линий Fe 11 связано с переходами 
тппов 3d64p - 3d64s и 3d64p - 3d7 • Уровнп нечетной конфпгура­
цпп 3d64p рассчитываются обычно в ОДНОБонфпгурацпонноы прп­
БЛIIженип (ОRП), а уровни четных конфпгурацпп - в трехконфп­
гураЦIIОННОМ приближении 3d64s - Зd7 - 3d=4s2 • Многотермные 
волновые функции всеи спстемы для оиределенного J согласно 
(8.8) заПlIсывалпсь в виде 

~M = ~ Ctм'Фы· 
i 

Коэффпциенты CtiA наХОДИЛIIСЬ путем дпагоналпзацпп матрпцы 
энергии, чаще всего в полуэмпирпческом подходе, с IIспользова­

нпем ЭRсперпментальных значений энергпп. Напрпмер, 

'P(aD)4p.,.) =0,87 ф «:D)4F./.) - 0,11 Ф «:D)6p.;.) + 
+ 0,45'Ф ((~D)4D.J; ~ ((~D)4P'/J ~ 0,99 'ф ((:D)4p.J. 

В большпнстве случаев вклад другнх Tepl\IOB весьма мал и 
состояния хорошо описываются LS-связью. ИСБ.lIюченпе состав­
ляют термы, различаемые только RВaIIТОВЫr.ш чнслаr.ПI старшнн­

ства. Расчеты значеНПII уровней энергпп 11 их тонкой структуры 
довольно хорошо согласуются с эксперимептальнымп даннымп. 

Например, для состояния (:D)4Рз/.Етеор = 45116 CM-1, Енабл = 
= 44754 сr.гI, llE~~J=l = 201 CM-t, а llЕ!!.Зf!....l = 209 CM-1• Сплы 
ОСцилляторов П вероятностп дппольных пере ходов наХОДIIЛИСЬ по 

формулам (22.2) и (22.3) с помощью построенных многотермных 
Волновых функций. В с;rучае Fe 11 бы;rо HaIlДeHo, что напболее 
интенсивные линии переходов 3d64s - 3d64p связаны с основпыr.ш 
термами (:D)6D, (~D)-lD, (:D)4p и являются разрешенными 
в LS-связп. Вместе с тем рассмотренная теоретпческая схема 
объясняет появление многочпсленных лпнии, запрещенных в 
ЕS-связи, включая запреты по генеалогип и в схеме ОRП; мно­
гне IIЗ ННХ наблюдаются в ФС. НанБО.lIее пнтенсивны те ЛIIНИП, 
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I>оторые запрещены ТОЛЬКО одним ИЗ правил отбора - по L, S 
IIЛП генеалогии. 

Аналогичные оценки можио получить также при рассмотреl1IIII 
переходов между уровнями конфигурации 3d64p - 3d1 (подробнее 
см. §§ 16 n 22). Согласие вычисленных радиаЦИОННI>IХ параметров 
с наблюденными вообще довольно неоднозначно, в ОДНIIХ слуqаях 
совпадение неплохое, в других эаметны расхождения. В астро­
фпзических аП3ЛIIзах спектра Fe П (и других сложных IIОI10В) 
следует, I>aR правпло, пользоваться теореТllческими (полуэмпирп­
ческимп) и наблюденными величинами в комплексе. Некоторые 
результаты п числовые оценки рассмотрепного прпмера БЫЛIl вэя­
ТЫ ИЗ работ [127, 167-169]. 

Эмиссионный спеRТР хромосферы Солнца. Основные наблюда­
тельные данные по видимой части спектра. Хромосфера представ­
ляет собой верхнпе слои солнечпой атмосферы, переходящие в 
нпжних слоях В фотосферу, а в верхних Сl\fьшающпеся с KOPOHOii:. 

Хромосфера становится ВИДИ1lЮЙ во время солнечного затме­
нпя, n !lIOмепт полного покрытия Солнца Луноii. Вне затмеНIIЯ 
хромосферный спектр исследуется с помощью солнечных телеСI,О­
пов по специально разработапной методпке (подробнее об этпх 
проблемах см. [161]). ПО внешнему виду спектр хромосферы яв­
ляется обращением фраунгоферов а спектра поглощеНIIЯ - сово­
купностью эмиссионных ЛlIНИЙ на темном фоне. Анализ этого 
спектра позволяет получпть длины волн Эl\ШССlIOННЫХ линии П 
границ спектральных серий, интенсивности, профили и ПОЛУШII­
рины ряда резонансных линий и линил большой нркости, а тю,­
же их изменение с ВЫСОТОЙ. 

Достаточно полный анализ хромосферного спектра дан в ра­
ботах [170, 171]. Первая работа содержит каталог внезатменного 

о 

спектра в дпапазоне 3040 ~ 'л ~ 9266 А, во BTopoii аналпзпруется 
спектр вспышкп затмения 5.12 1962 г. для IIнтервала 3200 ~ л ~ 

о 

~ 9100 А. 
Нроме этих каталогов, существуют п другие, более раНЮIe­

каталог Мензела по затмению 1900 г. Мптчелла - сводный по 
десятп затмениям, ПУЛКОВС-КИЙ каталог Вязашщыпа n др. П ро­
аналпзируем структуру -каталогов [170, 171]. В первом [170] за­
регnстрпровано около 11500 ·линий и полос. БОЛЬШIIНСТВО линий 
Э1lШССИИ являются обращенпнми соответствующих ЛIIНПЙ ПОГJIO­
щения, но есть несколько важных IIсключенпй - ЛПlIlШ Не 1, 11, 
ОП, Fe III, АI ПI, 0811, К II отсутствуют в ФС, но наблюдаются 
в спектре хромосферы (СХ). Оценок IIнтенсивностеп липпй в ка­
талоге не дано и в этом его недостаток. Большинство лпний Б ка­
талоге прпнадлеашт железу, элементам его группы, редкпМ зем­

лям и ряду молекул тииа ~, CN, СИ и др. Напрпмер, в спектре 
отождествлено ОI>ОЛО 30 ЛIIНИЙ Не 1, 45 ЛИН1IЙ О 11, около 1300 
линий Fe 1, 280 ливий Gd 11 и Т. д. 
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Второй каталог [171] содержит примерно 3500 липпЙ. Спект­
рогрЮ\ОIЫ пмеют разделеНllе по высоте на 100 км, начпная с вы­
СОТЫ в 20 I\M П кончая 5000 км. Все IIнтенспвности прокалибро­
ваны по энергетической шкале (10-12 эрг/с· рад· см2 ). В каталоге 
даны таблпцы лпнпй какого-лпбо атома :и его понов, наблюдаемые 

т а б л п Ц а 25. ЗаВИСИlllОСТЬ интенсивностеii· ЛlIНI1Й от ВЫСОТЫ 

- Высота над нраем диена Со;пща. нм 

о 

I I 316 I 512 I 3563 I 3956 I )".А Атом 
20 118 4252 

-
3933,66 Са II 285,7 236,1 158,1 315,7 30,0 20,0 18,3 

б562,82 На 448,3 501,9 845,4 245,1 50,5 71,9 69,8 

на разных высотах. Структура каталога пллюстрируется табли­
цей 25. 
уф спентр хромосферы. Наблюдения за пределами земной ат­

~юсферы позволяют получать уф спектр тех слоев, которые об­
разуют хромосферу. Структура этого спентра довольно четко от­
ЛII(шется от аналогп(IНОГО спектра короны п переходпой зоны­
в нем превалпруют ЛПШШ атомов и ИОIЮВ со среднимп потен­

цпаламп lIопизацпп н связанные с нпжнимп возбужденнымп 
СОСТОЯНIIЯМП (Н 1, Не П, С I-III, Не 1, Si I-III, S III, .. J. 

о 

ПО данным работы [172] в диапазоне 304 ~ л ~ 1394 А заре-
ГlIстрировано около 130 ЛIIНlIЙ (часть пз IIПХ блендирована), не­
которые линпп MgX, AIXI, NeVIlI, FeXVI, SiXII, ... -коро­
нального происхожденпя. Подавляющее большинство отождеств­
ленных линий принадлежат НI (линии L"доLt (1s-7p», HeI-

о 

прпмерно 6 лпппи, Не II - одна головная лпния Л 303,8 А. Ос­
тальные ШIНпп прпнадлежат С, N, О, Si, S, Ne в разных степенях 
1!0низацпи; около 18 лпнпй не ОТOil\дествлены. Некоторые данные 
IIЗ [172] прпведены в таблпце 26. 

Характерная особенность уф спектра хромосферы - наличие 
н нем болыIIгоo числа ЛПНlIП Si 1 в диапазоне длпн волн зооо;;;а. 
;;;:, Л;;;:;, 1200 А, прппадлежащих ридберговским сериям (напрпмер, 
серпя 3р2ЗР-3рnd ЗD прослежпвается до n=33). Всего в спект­
ре ХРО~lOсферы зарегпстрпровано свыше 300 ЛПНIfЙ Si 1, прпнад­
лежащпх 24 спектральным серпям, оканчпвающимся на основных 
состояниях 3p21D2, 180, ЗРо, {, 2 (часть сериii (12) принадлежит пе­
ре ходам, запрещепны11 в LS-связи ПО спину, например, 3р2 ID_ 
- nd зр п т. дJ. Подробный апалпз солнечного спектра Si 1 дан 
в [173J. 

РаССМОТРПl\1 KpaTI\O некоторые моменты теоретпчеСIЮГО ана­
лиза УФ спектра Si 1 опирающегося на данные наблюдеНlIЙ [174]. 
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Состояния 3s23p2, 3s23pns, 3s23pnj описываются в однононФИгура_ 
ционном прпближении, состоЯния 3sz3pnd - в много!\онФпгураци_ 
онно}, 3sz3pnd + 3s3рЗ. Все уровни у!\азанпых выше !\онФигурацип 
описываются промежуточной связью, например, для 3p4s lРl 
имеем 

~(IPl) = 0,9971jJ( IPl) + 0,o721jJ(3P t ). 

КIШ правило, все весовые множителп находятся теоретичес!\и или 

т а б л и ц а 26. ХарактерпстИRИ отдельных линпй уф 
спектра хромосферы 

о 

1., А 

1393,8 
1199,9 
1215,7 
977,0 
584,3 
991,0 
489,5 
750,0 
525,8 
303.8 

Атом 

Si IY 
N 1 
L(tH 
еш 
Не 1 
NIII 
Ne III 

ОIlI 
Не II 

Переход 

35 2S-3p 2р 
2рЗ 4S-2р235 4Р 
15 2S-2p 2р 
252 IS-2s2p lр 
152 IS -152р lр 
2s2 2р ZP-2s2p2 2п 
2s2 2р4 ЗР-25р5 зр 

2s22p2 lD-2s2рЗ lр 

15 2S-2p 2р 

1 

2,94(2) 
1,50(2) 
5,27(4) 
9,00(2) 
3,25(2) 
7,17(1) 
4,50 
6,47 
8,56 
2,28(3) 

IIнтенсивность - в эрr/с.раД.~М2, цифры в скобках - Степе­
ни десяти. 

полуэмпирпчес!\им 'методом (см. §§ 8, 9). в у!\азанной схеме пО­
лучают объяснение почти все наблюдаеl.lые ЛllНПИ, !\а!\ в УФ, так 
и в других частях спе!\тра, в этой же схеме рассчитываются 11 

раЗЛIIчные радиацпонпые параметры, вероятностп переходов А D 

силы осцплляторов j, характеризующпе спе!\тр. Например, 
A(3pZ 3Р2 - 3p4s 3PZ) ::::: 1,24· 10S c-t, А(3р2 lD2 - 3p4s 3Pt ) ::::: 1,57 Х 
Х 105 с-l ; для двухэле!\тронных переходов j(3р4j ЗРz - 3s3рЗtDz) ~ 
::::: 0,012, j(3sZ3pZ ЗРz - 3s3рЗ 58z) ::::: 2,3 ·10-5 (интеР!\Оl.lбинационныii 
переход). Заметим, что для конфигурацпп 2рn! расположенпе 
уровней может описываться jK-связью (см. § 2). 

Не!\оторые числовые оценки и результаты данного прпмера 
взяты из [175] и неопубли!\ованных расчетов авторов. Аналпз 
не!\оторых возбужденных состОЯНИЙ 2sZ2p"1!3l (n = 2, 3, 4, 5) атО­
мов N 1, О П, ... , с !\оторыми связан ряд УФ линиti: спе!\тра 
хромосферы, рассмотрен в [ 176]. Структура спе!\тров С 111. 
N III, ... будет та!\же рассмотрена в § 28. 

В анализируемом спе!\тре хромосферы наблюдались та!\же и 
RОНТПНУУМЫ за пределами основных спеRтральпых серпй L e, 1\: l е , 
С 1 (3Р)е 11 др.; было измерено измененпе их иптенспвностеп в 
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заВ1IсИМ9СТП от Л. Спентр, данный в [1721, частично перенрыва­
ется в [177 J, где на спеRтрограммах ВЫСОRОГО разрешения в ди-

о 

аI1азоие 1175 ~ л ~ 1323 А было найдено 179 линнй, пз ннх 26 
lIеотождествлено, 36 ЛПНlIЙ принадлежат С I, 5 - С HI, 25 - Si I, 
11 IH. Сопоставленпе обоих спентров поназывает, что оии обра­
зу~тся в разных областях хромосферы - хо,;rодной 11 более горя-
Qeu. В облаСТl1 длин волн 1053 ~ л ~ 2161 А спентр хромосферы 
был получен Гольдбергом и другими во время затмения 1970 г. 
В пеJ\1 пайдено оноло 50 лпниii, пз ннх 30 линпй Fe Н, HI, а 15 
не ОТОihдествлено. В работе [ 1721 подробно проаналпзирована 
степень достоверностп данных отождествлении (блендпрование 
очень J\ПЮГПХ лшшiI столь велико, что выделение основной ком­
I10пенты пногда весьма ненадежно). 

ТеореТllчеСНПll аllалпз спектра хромосферы состопт в построс­
ппп тех плп иных моделей хромосферы, радиационное поле ко­
торых в частотах определенной линии IIсследуется с помощью 
уравненпй переноса и стациопарностп. Подробно все эти астро­
фпзичесюre проблемы рассмотрены в работах [160, 178-1831. 

Составной частью ЗlJдачи о построенпи модели хромосферы 
ЯR.1Jяется аналШrСТРУRТУРЫ спектра исследуемого атома или пона. 

В отличие от ФС, в СХ прпходится иметь дело в основном с пона­
мп неС:hОЛЬ:hО более ВЫСО:hИХ степеней ионизацпи (С III, N IV, 
Si IH, Fe HJ и т. AJ. 

ТаКШ\1 образом, в спектре иоглощения 11 в спектре хромосфе­
ры Солнца мы, как правпло, имеем дело с атомами легких эле­
ментов илп нх llOlIal\1JI низкой нратностп 1I0llизаЦIIИ. При теоре­
Тllческом ПЗУ[IешПI их спектров, кан это CJIeAyeT из предыдущпх 
lIараграфов, важно учптывать норреЛЯЦlIонные эффенты и откло­
Ilепия от нор:мальноii LS-СВЯЗII. ДЛЯ слабых ЛIIНИЙ учет послед­
него эффекта особенно Bail\eH. Например, в спе:hтре V Н, связан­
ном с переходом 3dЗ4р - 3dЗ4s, согласно [1841 в многотермном: 
llрпБЛIliI.;енип правиламп отбора открыты :hаналы переходов для 
2082 линий, из них толыш 215 разрешены прп чистой LS-СНЯЗII. 
Из запрещенных линий наиболее интенсивны линпи, оБУСЛОВ.'Iен­
lIые переходами с нарушенпем генеалогии. Расчеты целесообраз­
но ПРОВОДIIТЬ в приБЛИil\еmш Хартри - Фока илп Хартри - ФО­
J\a - Паулп в ПРОJ\Iежуточной связп, IIСХОДЯ из LS-связи С учетом 
реЛЯТИВIIСТСКИХ эффектов в впде поправок в сочетанпл с методом 
паЛожеНIIЯ нонфигурацпй пли многоконфпгураЦПОННЫI\[ прuбли­
,I,ением (см. §§ 811 23). Псполь:юванпе теОрlIП возмущеНIlIr также 
пра:hтпчеСhJl возможно п ПРПВОДПТ r.; ХОРОШ]fJ\I результатам. От­
l\ЛонеllПЯ от LS-связп в этих случаях невелшш, они более заl\lет­
НЫ дЛЯ ионов, ответственных за УФ спектр. Налllчие большого 
числа неотоmДествленных линий свидетельствует о насущной не­
об~ОДП:\IOСТII проведення соответствующего теоретичеСRОГО ПЛИ 
полуэ.мппричеСRОГО анализа. . 
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СН8занное выше полностью относптся танже и н интерпрета_ 
ЦЮI спектров звезд главной последовательности (§ 27), а таЮRе 
но 1\ШОГПМ спектрам планетарных TYMaHHocTeII (§ 28), нестацпо_ 
нарных звезд и RБазаров (§ 29). 

§ 26. Спектр солнечной короны 

Спектр короны в видимом диапазоне. Солнечная корона пред_ 
ставляет собой внешнюю разреженную часть атмосферы Солнца. 
В своей внутренней части она смьшается с хромосферой, образуя 
переходную зону; внешнпе частп переходят в онолосолне[IНУЮ 

газово-пылевую среду. В настоящее время норону можно наблю­
дать от частот жестного рентгена до радиодиапазона. Спентр НО­
роны в впдимой частп симбпотичен. Две компоненты его (К п Р) 
имеют непрерывный спентр с фраунгоферовыми линиямп погло­
щеНIIЯ, СIIЛЬНО размытыми в К-компоненте. Третья состаВляющая 
(Е-номпонента) обладает линейчаТЬПI Эl\ШССlIOННЫМ спектром. Лп­
нейчатый спектр в основном связан с той областью короны, ното­
рая про стирается от переходной зоны до расстоянпя пример­
но 1,5 Re . 

Подробные обзоры методики наблюдения нороны, полученных 
данных, интерпретацпя ее спектра, ее динамнна и так далее даны 

в [46J, [49J, [160J, [161], [185] и в ряде дpyГllx работ. Новый 
этап в исследованиях короны отнрыт внеатмосферными наблю­
деНПЯМII <См. § 24). 

Классическая работа [186] ЯВllлась основополагающей в фи­
зике солнечной короны. В ней впервые было дано отождествле­
ние змпссионных линпu Е-компоненты спектра короны с запре­
щеннымп линиями высоко ионизовюшых атомов Fe, Са, Ni, Сг 
и др. Были также выяснены условия, прп которых эти лПlШП 
могут ПОЯВИТЬСЯ в спентре короны; в первом приближепии была 
построена модель «горяqей» нороны с Те"'" 106 К [46]. 

Спи сон наиболее интенспвных норональных линии виДИМОЙ 
частп спектра И их отождествленпя по данным [187] приведены 
в таблице 27 (интенсивности даны в эрг/см2 • С . рад). 

Всего зарегистрировано около 50 ЛПIШII видимой частП в дпа-
о 

пазоне 3021,3 ~ л ~ 10 797,9 А, из них 9 линlIЙ не идеНТЕ:фицп­
ровано. В работах [188, 189] рассматрпваются возможностП иХ 
дальнеii:шего сопоставления с линпямп, ВОЗНIшающимп ПрiI пере­
ходах между уровнями конфигураций 3p53d, 3p'3d, 41 у Fe IX, Х 
и Ni XHI. Например, лпнию 'л 3072,0 приписывают Fe Х (4F., -
-4Dlf.)· Заметим, что ЛIlНИЯ Л 5693,6 Са ХУ весьма интенсивна 
толыю в активных областях короны. 

Все линии таблицы 27 принадлежат Е2- и М1-переходам ме$­
ду метастабильными уровнямп основных нонфигурациii (йснЛIO-
чеНllе - лпния 'л 7058,6). Методика их выqисления изложена в 
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§§ 18, 20 и 22. I:s-связь для описания корональных ионов, ВВИДУ 
высокпх степе неи пх ПОНIIзаЦIШ, примеНlIма плохо и носит фор­
r.tальныЙ характер. Точное вычисление длин ВОлн и вероятностей 
[lереходов для этих ионов требует учета релятивистскпх эффек­
тов (см. §§ 8 п 22). Надежность отождествления корональных 

-

т а б л II Ц а 27. Напболее пнтеНСlIвные ЛIIНIIII в ВIIДIШОМ спеюре 
солнечной короны 

о 

... , А 

3327,5 
3388,5 
3533,6 
3601,1 
3642,7 
3986,8 
4087,1 
4311,8 
5304,4 
5693,6 
6374,6 
6536,3 
6701,7 
7058,6 
7891,8 

ИОН 

Са ХН 
Fe ХIII 
VX 
Ni XVI 
Ni ХШ 
FeXI 
Са ХШ 
VX 
FeXIV 
CaXV 
FeX 
Мп ХШ 
NiXV 
FeXV 
Fe ХI 

2s22p" 
3s23p2 

Зs23р 
3s23p4 

3в23р4 
2.s22p 4 

3в23р 
2s22p2 

3в23р· 
3в23р 
3в23р2 
3в3р 
3s23p 4 

2Рl/2-2РЗ/2 III 488 0,53 
lD2-ЗР2 11 87 6.10 
lD?'--ЗР2 1 0,73 
2РЗ/2_2р 1/2 III 193 1,56 
lD2-ЗРl 1-11 16,8 2,76 
lD2-ЗРl 1 8,8 2,09 
ЗРI-ЗР2 III 330 0,80 
lD2-ЗD2 11 3,00 
2Рзj2-2Рl/2 II 60 21,9 
ЗРI-ЗРО JV 95 
2Рl/2-2РЗ;2 1 69 43,9 
2РЗ/2-2Рl/2 I-П 33 1,13 
ЗРI-ЗРО Ш 56 2,02 
ЗР2-ЗРl III 38 1,45 
ЗРI-ЗР2 1 43 4,94 

ЛlIНnЙ опирается на следующпе критерии (теоретически это про­
анализировано в §§ 8, 22 п 24): 

1. Совпадение измеренных длин волн п предсказанных (най­
денных путем экстраполяцпи по изоэлектронным последователь­

ностям I1ЛII вычисленных теоретичеСf\И либо полуэмпирпчески 
согласно изложенной в предыдущих параграфах методпке). 

2. Зависимость паблюденпых волновых чисел от заряда ядра 
Z должна быть аППРОКСlIмирована достаточно гладкой крпвой. 

3. Корреляцию относительных интенспвностей ЛИНИй в пзо­
электронных последовательностях с химическим составом верхних 

слоев Солнца. 
4. Совпадение по ионизационному классу яркостных характе­

рпстик краевых областей короны (яркость у крал диска и ее из­
менение). 

5. Корреляцию :между спектрами в уф и ВIIДИМОЙ областях 
по пространственным параметрам и спектральным характери­
стикам. 

ЛIШПИ спектра RОРОНЫ в уф и рентгеновском Дllanазоне. 

Спектр короны в диапазоне 975 ~ л ~ 3000 А на основе данных 
работы [190] частично приведен в таблице 28. Всего зарегистри­
РОВаНО около 4000 линий, из них 300 принадлежат переходной 
зоне, 65 ЛIIНИЙ - короне. Две корональные линии, О VII л 1623 
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о • 

и 1640 А, связаны с разрешенными переходами (18228 зs 
1 2') эр ) 1-

- S _р 2. о, остальные линии - запрещенные, обусловлеННые 
М1- 11 Е2-переходами, одна линия, О V '}.. 1213,90 - М2-перехо­
;ЦОl\I. К спектру переходноfl зоны принадлежат линпи, запрещеlI_ 
пые по спину (интеркомбннационные) типа N НI '}.. 1717,42 

т а б л п ц а 28. lIнтенсивные JIИllНИ уф спектра короны 
n переходной зоны на расстояниях 4" и 40" от J\рая диска Солнца 

о 

J.,A 

1199,18 
1212,96 
1213,90 
1216,43 
1242,00 
1400,74 

1463,49 
1467,06 
1611,70 
1631,66 
1663,49 
1892,03 
2042,35 
2149,26 
2405,68 
2578,77 
2648,71 

11 
V 
II+ 

VI 
VI-
11 

V-
V 
V 

IV-VI 
1 
1-

IV 
IV+ 
VI 
VI 
V 

IIои 

SV 
SX 
OV 
Fe XHI 
FeXII 
OIV 

FeX 
Fe ХI 

-
О VII 
0111 
SiIlI 
Fe IX 
Si IX 
FeXII 
Fe XIII 
Fe ХI 

ОтождесТВ:Iевие 

Зs2 1So-3S3p 3Р1 
2s22p3(4S:'22-2D3J2) 
2в2 IS0-' в2р 3Р2 
Зs23р2(3Рl-1Sо) 
3823рЗ(4SЗ/2-2РЗ/2) 
2s22p2PI/2.312-
-2s2р2·РlI2.3I2.5/2 
3pt 3d(4P 912-2F 1/2) 
Зs23р4(ВР1_1S0) 

-
1в2в 3S1-1s2p 3Ро.2 
2s2p2 ЗР1.2-2s 2рЗ 5S2 
3s21S0-3s3р 3Рl 
3р53d(ЗР2-3D2) 
2s22р2(ЗР2-1D2) 
Зs23р3(4S3I2_2D5/J 
Зs23р2(ВРI-ID2) 
зrЗр4(3Р2-1п2) 

I 1, отн. ец:­

~" I ~G"-
-

18,0 0,11 
4,8 1,4 
- -
6,0 5,7 

10 10 
49,6 О,!Ю 

2,3 U,72 
4,3 2,2 
6,4 0.26 
1,4 0,93 

20 -
440 2.1 

12 -
11 -

150 -
160 -
97 -

(2s22p 2Pr-2s2р2foРJ'), NIV л 1486,52 (2s9SSo -2sр ЗРs) и Т. д. 
В соответствии с величиной Те весь спектр разбит на шесть ИОНИ­
зацпонных массов (I - Т. ,.., 10\ ... , УI - Те ,.., 1,2 . 106 Н). Ин­
теНСIIВНОСТИ линий разлнчных классов меняются при переходе ((З 
одноп области короны в другую (спектр наблюдался ПрII 55 
положепиях Солнца). Шкала интенсивностеii - относительная 
[[(').. 1243 Fe ХН) = 10]. Знаки плюс или минус указывают на при­
близительность идентификации и класса возбуждения. В области 

о 

л 1980-1950 и 1100 А спектр не бьш записав из-за слабой чув-
СТВlIтельности прибора. 

При сравнении таблиц 27- и 28 достаточно уверенно про~I~ 
iRивается взаимосвязь между корональным спектром видимоЙ п 
уф области. Достаточно уверенно отождествляются линпи воЗ­
бущдевных конфигураций p'd и p5d. Как и в видимой областП, 
большппство уф линий обусловлено переходами между уровнями 
конфпгураЦllЙ 2s22p~ и 3s23p" с k = 1-5. 

В спеI{тре короны наБЛЮДaJIИСЬ также линпи далекой уф об­
ласти и мягкого рентгена. Большинство этих линий возникает в 
активныx областях короны (конденсации, вспышки И т. д.). Ха-
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p<lhTepHO, что в пеноторых ее областях (норопальные дыры) рент­
геJIовснпii спентр не наблюдается. 

РентгеНОВСЮIЙ спентр весьма не стационарен, норональные 
структуры, с которыми он связан, меняются за часы и сутки и 

тесно связаны с антпвньаш областями лежащих НIIже слоев. 

т а б л 11 Ц а 29. МЯI'JШЙ реитгеИОВСIШЙ спектр солнечноii КОРОИЫ 

Переход Ион I ~ .. А I Переход 

-
OVI 116,4 2р 2P-5d ~ 11 С VI 33,8 1s 2S-2p 2Р 

MgIX 72,3 2р2 lD2 - 2p3d ~D N "11 24,8 1s 2S-2p 2Р 

FeXVI 66,4 за 'щ 4/ 'Р - ~ о VII 
20.8 1s2 ISo-1s2р lP1 

2- 7/2 I О "III 18,8 1s2S-2р 2Р 
FeXIV 59,3 3р 2DЗ/2-4d2DSf2 t'{' X"II 

2s2p2 2Рзl2-2s2р3d 2Ds/ ! t' ХУП 15,3 2р6 lSo-2р" 3d lP1 
Si Х 56,8 13,7 2s22p6 lSo-2s2р6 3plP 1 
Si XI 43,8 D,/.2s21S0-2s3рlРl I е J 

HehoTopbIe данные по этому спентру приведены в таблице 29 в 
соответствип с [1601. 

о 

Всего в области 'л 100-14 А наблюдаются примерно оноло 
80 линий, из них 22 прпнадлежат ионам железа - от Fe Х до 
Fe XVH, 31 связана с ионами нремния - от Si VII дО Si ХН, 

т а б л 1] Ц а 30. Некоторые линпп далекоrо уф спеюра КОIЮИЫ 

Переход Ион I ~ .. А I переход 

OVI 1037,6 2s2S-2р 2Р NiX 158,4 3p63d 2D-3p" 3~ 2р 
NeVII 770,4 2s 2S1!2-2p 2Р1!2 Ni XlIIi 157,7 ~-ip4 3P-3р3(2Р)3cFD 
~Ig VIII 436,7 2s2 2p2P-'2s2р2 2п О VI 116,4 2р 2P-5d 2D 
Si IX 349,9 2s22p2 ЗР-2s2р зп СаХ 111,0 3s 2S-4p 2Р 
SX 264,3 2s22p~ 4S-2s2p4 4Р Fe IX 103,7 3р6 lS-3р"4s lp 
FeXIV 211,7 3р 2P-3d 2D Ne VHI 98,1 2р 2P-3d 2D 

15 принадлежат магнию - от Mg VHI дО Mg Х, остальные линии 
СВязаны с ионами С, N, О, Ne. 

Далекий уф спентр короны лежит примерно в диапазоне 
о 

100:::;; 'л ~ 1000 А. В этоп чаСТII спентра зарегистрировано около 
100 линий, из них 28 линий принадлежат нонам железа - от 
Fe VIII дО Fe XIV, 28 линий IIОНОВ кремния - от Si VI дО Si ХII, 
10 линий ионов нинеля - от Ni Х до Ni XIV, 9 ЛИНIIЙ магния­
от Mg VII дО Mg Х, осталъные линпи иринадлеmат ионам Ne, S, 
AI, С, О. В таблице 30 прпведены неноторые ЛИНШI пз этой об­
ласти спентра. 

Таблицы 28 11 30 показывают следующnе струнтурные особен­
Ности уф спентра короны: 

а) основная часть спентра принадлеiI-iПТ головным серпям; 
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б) неноторые линии наиболее обильных элементов ПРlIнадле­
жат R субординатным сериям, связанным с переходами между 
возбужденными Rонфигурациями. К ним относятся лиНIШ 2р 2р_ 
-3sd 2SD OVI, 2s2p 1P-2s3s 1S MgIX, 2s2pZ2P-2s2р3d 2D SiX 
2p2·D - 2p3d ·DF Mg IX и т. д. Последние переходы характернь; 
ДЛЯ спеRТРОВ со СТОЛlшовительным механизмом возбуждеНIIЯ; 

в) для BbICORO ионизованных атомов (для большпх Z) одно­
Rонфпгурацпонное приближение (ОК11) может быть прпменено в 
первпчном анализе спеRТРОВ с достаточной степенью наДеЖНОСТIl. 
Однаl\О L8-связь в ряде случаев не выполпяется даже прибли­
женно. Например, для Ti ХН! 2p53s с J = 1 II ЕпаGл = 3 709 200 см-· 
волновая фУНRЦИЯ ~(J = 1) = 0,74ф(ЗР.) + 0,67ф(·Р.), что дает 
Етеор = 3 703 400 см-· в приближении ХФП [191J. Надежность 
примененпя ОИП, например, для случая Fe ХХ пллюстрпруется 
ппжеследующим выражением, взятым из той же работы, ДЛЯ 
весовых множителей Rонфигураций, поправочных к основной кон­
фигурации: 

1S22s22p3L181J = 3/2; - 0,035 (1s22р5L282)2рэ/.; 
[- 0,058 ер) 48з/. + 0,016 (эр) 2рэ/. + 0,011 (2D) 2р.;.] х 

Х (1s 22s22p23p); -+- ..• 
Само состояние 1s22s22p3 J = З/Z в ОКП описывается многотерм­
ной фушщией 0,939ф(~S) + 0,313ф(2р) - 0,145ф(2D). ИаR впдио из 
прпведенных оценок, вклад поправочных конфигураций не осо­
бенно веЛИR и им в первоr.1 приблпженип можно пренебречь; 

г) некоторые линии далекого уф спектра ROPOHbI связаны с 
запрещенными переходами: 2р2 зр. - 2pz 180 Al VHI; 1s2 ·So­
-1s2р ЗР. OVH; 2p6180 -2р53s ЗР. или (2p5(2P'/.)3S-(З/2 ·/2)2) 
в схеме jK у Fe XVH. Часть этих запрещенных ЛlIНпlr СВЯi!апа с 
М1-переходами, часть линий запрещена ТОЛЬRО в LS-связи. 

Из сравнения данных табл. 28 и 29 есть основанпя счптать, 
что часть запрещенных линпй, а таRже п НeIюторые разрешенные 
ЛПllIIII связаны с переходпой ЗОной. 

о 

В частотах жесткого рентгена л ~ 10-1 А линейчатое излу­
чеШIе ROPOHbI связано с аRТИВНЫМП областямп - Rорональпыr.ш 
Rондрнсацпями и солнечными ВСПЫШRами. Неl\оторые наблюд!J.­
тельные данные по этим областям спеRтра на основе работ [192, 
193] прпведены в таблице 31. 

:hpoMe перечпсленных ЛIIНИЙ наблюдаются неСКОЛЬRО полос С 

Л :::::; 10,63-15,09 А, принадлежащих иопам Fe IX ... (до Ре XXIV) 
и Ne IX, ... HeRoTopbIe линии peHTreHoBCRorO п уф спеRтра пме­
ют сателлптную CTPYRTYPY, обусловленную переходамп внутрен­
них элеRТРОНОВ в Rонфигурациях с двумя возбужденнымп элеRТ­
ронамп типа 2s2l' - 1s2l" или 2l3l' -1s3l" п т. д. (подробнее 
см. § 24). Например, в уф спектре С НI довольно многочислен-
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!IbI лшши переходов 2pnl- 2snl, прпмьшающпе к головной линии 
С IV 2р - 2s л = 1548. В работах [194] и [1951 подробно рассмот-

о 

рена сателлптная структура лпний L" Mg ХН л 8,4192 и 8,4246 А. 
ЛUНUIl жесткого рентгена qаще всего наблюдаются в спектрах 

т а б л п Ц а 31. Жесткпй рентreновскпй спектр солнеqной коровы 

Ион Переход 1 01 о I ~'наб:I' А "теор' А 

Fe XXIV 1s22s 2S1f2-1s24p 2Рз12 - 7,979 0,131 
Fe XXIV 2S~2-2PI/2 7,990 7,989 0,065 
Fe XXIV 1s2 р 2P1/2-1s2 4d 2Dз/2 8,233 8,225 0,247 
Fe XXIV 2Рз/ 2_2DS/ 2 8,317 8,311 0,440 
Fe XXIV 2РЗ22-2DЗ/2 - 8,314 0,0489 
Fc XXIV 1s2 р 2PI/2-1s24s 2S1(2 8,290 8,279 0,0073 
Fc XXIV 2P122-2S1/2 8,378 8,368 0,0145 
Fe ХХIII 182 82 ISo-1822s4p lР1 8,307 8,306 0,159 

т а б Л I1 Ц а 32. Идентифпкация ЛПНИЙ в спектра.х солнеqных вспышек 
о 

В области 1,85-1,87 А 

060з-1 01 0\ наче- " б ' А" , А 
нин на;;} теор 

lIон ОтождеС'I'ВЛение 

w 1,8506 1,8508 FeXXV 182 ISo-182рlР1 
- 1,8531 1,8534 FeXXIV 1s23p 2РЗ(2' l/i-182p3p 2РЗ/2 2Ds/2 , 312 
Х 1,8556 1,8556 FeXXV 1s2 ISo-182p Р2 
t 1,8576 1,8573 Fe XXlV 1822s 2S1/~-182s2Р2 2Р1/2 
У 1,8601 1,8596 FeXXV 1s2So-18 Р ЗР1 
k 1,8634 1,8631 Fe XXIV 1s22p 2Р1/2-182р2 2DЗ/2 
r 1,8641 1,8638 Fe XXIV 1822s 2S~2-182s2pl 2Pt/ 2 
z 1,8685 1,8684 FeXXV 182 So- 82s ЗSl 

солнечных вспышек. В таблице 32 прпведены некоторые резуль­
таты наблюдениii из данных [196] п теореТIIЧеских расчетов ПО 
теорпп возмущений. 

Обращает на себя внпмание очень хорошее совпадение наблю­
дательных п теореТIIЧеских значений Длпн волн, рассчитанных 

с учетом реЛЯТИВПСТСКIIХ эффектов. 
Заканчпвая рассмотрение наблюдательных данных по спект-

о 

ру коропы, отметпм, что такие линип, как л 5303, 6374 А на­
блюдались также в спектрах ряда нестационарных звезд. 

ТеоретпчеСКIIll аналпз спектра короны СОСТОIlТ в построенип 
то" пли пной динамической модели короны или ее отдельных 
образованпй (конденсации, корональных дыр, переходной зоны и 
т. Д,). в процессе расчета подбираются такие параметры модеЛII 
Те, nе, величины магнитного поля Н и т. д., которые позволяют 
рассчптать радиационное поле моделп и сравнпть его с наблю-
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даемым. Основным: ~Iеханuзмом возбуждеиия наблюдаемого спект_ 
ра во всех прпнлтых моделях является элеКТРОНПЫll удар. Соче­
танпе столкuовптельного п рекомбинацпонного механпзмов позво-' 
ляет в ряде случаев объяснить многие наблюдаемые заКОномер_ 
IIОСТП lюропальных спектров. 

Результаты тю,ого апаЛllза изложены в ряде работ [24, 46 
58, 59, 179, 197-201] п других. ' 

При теоретnчеСIЮМ псследованпп спектров солнечной КОРоны 
во всем дпапазоне ДЛIIН волн в первую очередь необходпмо учесть 
реЛЯТПВПСТСlше эффекты: они уже начинают преобладать над кор­
реJIЯЦIIОННЫМII. Напболее целесообразно использованпе приБJIиже­
НIШ Хартри- ФОl\а- Паули (для BbICOl\O понизованиых атомов­
Дирака - Хартрп - Фока) в сочеТaIШИ с методом налоа'енпя кон­
фпгурацпij плп многоконфшураЦИОННЫf>l приближенnем. Для 
нопов с маЛЫ11 ЧПСЛО~I электронов возможно ПРlIменение первых 

двух ПОРЯДIЮВ теОРШI возмущенпй (Cr.I. § 24). Во многих случая\: 
уже чисто теореТllчеСRlIe расчеты позволяют получить весьма 

точные значенпя уровней энерпIП, длпн волн И характерисТlШ 
электронных переходов. Следует также подчеркнуть наличие 
больших отклоненпй IIЛИ даже полную непригодность LS-связп и 
появление пптеНСIIВНЫХ лпний М1- 11 E2-перехоДов. 

§ 27. Сиеh"ТРЫ поглощеНПJI стационарных звезд 

Некоторые nнтегральныe харантериCТИRИ 3ве3дных радиаци­
онных потонов. В наблюдательной астрофизике измеряется в ка­
кой-лпбо шкале поток радиации от той или иной звезды с по­
мощью различных ПРllемников излучения. Исторически первой 
задачей в ЭТО!I плане лвилась задача о количественной визуаль­
Hoi'! оценке ОТНОсительпых яркостей звезд. Видимые звездные 
велпчипы m 1 п m2 двух звезд определяются, как извест:в:о, соот­
ношением 

F1 
m1 - m2 = - 2,50 19p-, 

2 

где Р! 1I Р2 - ПОТОIШ энергпп, измеряемые в каком-то конечНОМ 
интервале длин волн. Впауальпая оцеНБа относится к диапаЗОН"J 

о 

волн около л 5550 А. Из наблюдениii определяется также HYJIb­

пункт шкалы ВlIзуальных звездных величин. Результаты опреде­
лений визуальных звездных величин собраны в звездных ката)­
логах,- таких, например, как «Боннское обозрение неба) (ВО , 
«Гарвардскал фотометрия» (ВИР). Последняя содержIIТ 9110 
звезд южного и северного полушарий ярче, чем 6т,50. В Потсдаr.I­
ском каталоге (PD) содержится около 14200 звезд северного IIО­
лушарпя. 
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Фотографпческпе звездные величины mpg находятся при из-
е 

мерении потоков радиаЦIlИ около л 4300 А. Такие каталоги как 
ГеттингеНС:hая и Йеркская антинометрии (GA) и (УА), каталог 
Северного Полярного Ряда (NPS) содержат mpg• В NPS при­
ведены mpg для 96 звезд около северного полюса от 2т ,55 до 
20"',10. На базе этого каталога путе.м сравненпя построены вто­
рпчные стандарты, среДII них сводный каталог Спрса, Росса 11 

др., содержащий mpg для 2271 звезды до 11'",5; Гарвардский ка­
талог, включающпй 250000 звезд из 206 избранных участков 
неба «<площадки КаптеЙна»). НУЛЬ-ПУНКТ обеих звездных вели­
чIlн (визуально!r и фотографическоЮ выбран так, что в пре­
делах от 5"',5 до 6т,5 mpg звезд типа АО равна их Гарвардской 
ВIIзуаЛЬНО!1 велпчине. Возможны п другпе шкалы. Измеренпе 
потоков излучения в разлпчных частотных интервалах позвоЛIШО 

построить многоцветную фотометрию, в которо!! определяется не­
сколько звездных величин. В системе иву звездные величпны 
определяются по измерению потонов в полосах с цептрами В - л 

о 

4350 (тв), 11 - Л 5550 (т,-) п и - л 3500 А (ти). Кроме этой 
спстемы существуют и другпе, как, например, девятицветпая ши­

рокополосная сИсте:\Iа Джонсона, охватывающая диапазон Л 3600-
о 

22000 А с полосаыи пропусканин порядка сотен ангстрем; Впль­
нюсская среднеполосная многоцветная спстема Страiiжиса [202] 

о 

для Л 3450-6550 А. Такие многополосные спстемы достаточно 
!I ."'IHO характеризуют СТРУЬ"ТУРУ непрерывного (отчасти и линей­
чатого) спектра звезды в какой-то относптельноlr шкале. Для 
абсолютноii калибровЮI обычно используется одна или две стан­
дартные звезды (Вега n 58 Орла, для которых принпмается 

о 

mv = О 11 поток излучеЮIЯ около л 5438 А равен примерно 
(3,4-3,9) ·10-9 ЭРГ/СIllZ ' с). Для использования системы UBV оп­
ределены звездные велпчины в случае несколышх стандартных 

звезд HD 12929, 18331 и др. 
В последние годы стала пропзводпться фотометрия уф спент­

ра. Второй атлас уф спектра Мпд и КОУД 1980 г. содержит 
результаты средней и узкополосной фотоыетрпп в абсолютной 
ШI>але. Потокп от 132 звезд пзмерялись в полосах ширпной около 

о о 

12 А в дпапазоне л 1200-1800 А, 34 звезды IIзмерялись в поло-
о о 

сах шириной 22 А для л 1800-3600 А. Более подробное изло­
жение рассматриваемых проблем можно найти в работах [47, 
203, 204]. 

Общие прииципы полуэмпирической спектральной классифи­
кации. Многоцветная фотометрия позволяет исследовать распре­
деление энергии в непрерьmном спектре звезды в зависимости 

от частоты. Этой цели служит показатель цвета С, равный раз­
(Юстям ту - тв или тв - ти ; для самых ярких звезд эти вели-
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чпны порядка -0,35 и -1,15, для звезд типа Солнца СОответ­
ствепно 0,6 п 0,10 п т. д. Анализпруя ход пзменения С, МОжно 
сделать определенные ЗaIшючения о веЛИЧJIне температурного 

параметра, характерного для радпационного поля фотосферы той 
или иной звезды. На этой базе может быть построена первпчная 
спен:тральпая классифпнация, охватывающая одновременно Мно­
го звезд. Детальпая и более широиая полуэмпирпчесиая спеит­
ральная класспфииация базируется на сраВПIIтельной опеш;е ИН­
теНСllвностей линпп или групп лпниii II на форr.lе пх профплеЙ. 
Впервые таиая RЛасспфииация, называеl\ШЯ ГарвардскоЙ. дана 
в 9 томах иаталога Дрепера (HD), содержащего 200000 звезд. 

В настоящее время при систематизации звездных спеитров 
пспользуется двумерная иласспфпкаЦJIЯ Моргапа, Нинана, Нел­
lIfана [52] или ее разповидность Моргана - Кпнана [205]. Ли­
нейчатый звездный спеитр стационарной звезды можно отнести 
и одному из слеДУЮЩIlХ основных спеитральных Rлассов '---- О, В, 
А, F, G, К, М; имеется сравнительно небольшое ЧИСЛО зврзд, 
иоторые по своим спеитрам входят в дополнительные Rлассы­

R или С (углеРОдllые звезды), N и S. ДЛЯ иласса О хараитерпы 
линии поглощения НеП, для иласса В - лиНJШ Не! и усиление 
.1IИНИЙ Н. Класс G, и иоторому относится Солнце, хараитерпзу(;Т­
ся спльными липиями СаП, металлов; лшши водорода ослаблены 
по сравнению с предыдущими илассамп. Спентры звезд позднпх 
спеитральпых илассов R, N, S харантеризуются молеRУЛЯРНЫIlfИ 
полосами CN, С2, ЛИIIИЯМИ тяжелых элементов Мо, Zr, реДЮIХ 
земель, полосами ZrO 11 т. д. Каждый спентральный иласс де­
лится на подилассы по относительным пнтенсивпостя~[ специ­

ально подобранных пар линий. Таи, например, иритерием под­
Iшассов В2 - В8 является пара 'л 4552 SiПI и 'л 4121 Не! дЛЯ 
F2 - К - пара л 4300 (G-полоса) и 'л 4340 Ну и т. д. Звезды од­
ного и того же спентрального иласса могут обладать раЗЛИ<IНоii 
светимостью. В связи с этим общая спектральная иласспфИRа­
ция дополняется иласса~ш светимости: I - звезды сверхгиганты, 
ПI - гиганты, ... , V .......- звезды главной последовательности, VH­
белые иаРЛIlКИ. Критериями по светимости являются профплп 
лпний, особенно чувствительных к эффеитам давленпя, их раз­
мытость или, иаоборот, узость 1I Т. д. Например, хорошимп ин-

о 

дикаторами являются линии SгП л 4077, Fe л 4250, 4062 А, ли­
ппп серии Бальмера с большими основными Rвантовыми числами 
n и др. Иногда неRоторые особенности спектра обозначают Д,J­
полнитеЛЬНЫ]l[И символами, например, Of - в спеитре наблюда­
ются линии ЭlIИССИИ, Ат - усилены линии металлов и т. д. 
В связи с наблюдениями уф спеитров звезд спентральная Rлас­
СIlФпкаЦIlЯ пере несена и на эти учаСТRlI. Таи, соглас'ElО [2061 
два параметра r. и rs хараитеризуют илассы AmIV - V: r. = 
= F(л 1850, FеП, AHI, СгП)/F(2400, FеП + CrIO; rs = 
= Р(2400, .' .)/FIЮВТ' 
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В процессе построения схемы :класспфи:кации было обнару­
жено, что для большпнства звезд (см. класс свеТИl\IOСТП У) IIX 

абсолютная звездная величина М уменьшается примерно липей­
нО вдоль последовательпости спектральных классов. Эта заВИСII­
мость носпт название диаграммы Рессела - Герцшпрунга. Эта 
дпаграыыа (спе:ктральный "ласс - абсолютная звездная величп­
на) имеет большое значенпе при рассмотрении вопросов эво;rtЮ­
ции и образования звез;:t;. Проблемы IшассификаЦПII звездпых 
спе:ктров рассмотрены в работах [52, 202, 205, 207] и другпх. 

Главной особенностью ПОЛУЭl\1Пирпчес"ой схемы классифпка­
ЦJIИ является ослабление интенсивностеп линий попов с боль­
шими потенциалами IIонизацип II усиление яр:кости линпй иеII­
тральных атомов IIpIl переходе от классов О :к А, G и т. д. 
Введение одного параметра, ионизационной температуры, позво­
ляет с помощью формул Саха и Больцмана истол:ковать главные 
особенности указанной схемы (см. [49]). Другие, более ТОНRие 
:критерии по светимости и подклассам :количественно объяснш.IЫ 
только в рам:ках построения модели атмосферы той или иной 
звезды (не:которые примеры будут приведены в дальнейшем). 

Звездные линейчатые спентры поглощенИJI. В настоящее вре­
мя спектры звезд изучаются от рентгеновской и уф областей 
до радиочастот. Из наблюдений находятся длины волн, опреде­
ляются интеНСИВНОСТII или эквивв,лентные ширины линий, для 
наиболее лрюIX линий строятся профили. Некоторые примеры 
наблюдаемых звездных спе:ктров приведены ниже (табл. 33-36>. 

Звезда R And - долгопериодичес:кая переменная, красный ги­
гант типа М, период изменения блес:ка примерно 407 дней, яр­
ность меняется от 11т,7 до 5'\6. Масса звезды М * ~ Мэ, R * = 
= 400 NЭ• Эффе:ктивная температура О:КОЛО 2600 К. Уникальной 

т а б л и Ц а 33. Спентр R Andromedae в ВIIДш,IOЙ П ИR областях [208] 

.." ,:;: 
:;: 

Наllболее СПJьные 
:;: 

Наиболее сильные :z: :z: 
== .'Jинии == ЛИНИIJ 

" е: 
Атом 

о 

Iw.шл 
Атом о 

I 
е: о е: о ·0 
с) <..> 

== "лаб' А == "лаб' А w.шА 
::г ::г 

MgI 3 3838,26 220 Li 1 1 6707,82 130 
AII 2 3961,52 5300 Na 1 2 8194,84 460 
KI 1 4044,14 200 KI 1 7698,94 340 
TiI 36 3642,68 800 Ti 1 21 8426,50 570 
Fe 1 55 3859,91 2100 Fe 1 17 8688,63 380 
УН 3 3600,73 310 ВЫ 2 7800,29 120 
Zr 1 21 4633.98 590 У 1 2 6793,71 480 
NbI 6 4163,66 260 Zr 1 15 6832,93 390 
Те 1 9 4297,06 590 V 1 7 8144,52 310 
Ви 1 5 3728,03 310 
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особенностью этого звездного спектра является присУтствие в 
нем .'Iиниll технеция - нестабильного элемента с пер подом полу­
распа,J;а порядна 2· 100 лет; характерно танже налпчие ЛIlНПй 
ряда элементов группы палладия. 

Спектр Р Cyg в ВИДIIМОЙ области по данным [209] содеРЖIIТ 
10 ЛIIНИЙ Н И 18 - Не ~ с ЭRВивалеНТНЫМIJ шпрпнами для Н от 

т а б л 11 Ц а 34. Линпи многоэлектронных ато~юв в cnel\'Ipe Р Cyg 

И' ~'. Атом 
эм 11 

3955 119 35 MgII 4481 
N 11(8)*) 4607 226 71 Si III (3) 4552 

4630 462 275 Si IV (2) 4088 
3973 87 О Ус III (3) 4419 

011(5) 4345 95 О 
4661 209 24 

*) Цпфра в Сl\обl\ах - ЧIIСЛО наблюдаемых Л1шпii. 

125 
446 
280 
495 

w 
эм 

17 
39 
О 

457 

о 

т а б л I1 Ц а 35. 'Уф спеюр Р Cyg в ИН'Iервале 1230~л~3096 А 
по данным [210 1 

о 

~., А 

1230,3 
1260.25 
1258.75 
1304,2 
1344,0 

о 

I Атом 11 
о 

?, А 

Cr 111 1547,0 
Si 11 1600,7 
SII 1620,2 
РII 

l' 
1746,3 

РIII 

I Атом 1\ ~., А I Атом 11 I Атом 
С IV 1759,4 СП 2801,1 Mg 11 
Fe 111 1818,7 Уе 11 2943,8 Не I 
l\In ПI 1853,5 Al III 2662,25 SIII 
Ni III 2024,5 Mgl 2698,0 Sc I1I 

236 иА (H I5 ) дО 1790 (H~) в поглощеНIIП, п в эмиссии от 134 
(H I5) дО 5552 (НТ); дЛЯ линий Не 1 примерно тот же порядок 

о 

интенсивностей- для л4471-1016 мА и 1934 и т. д. Спентр 
многоэлентронных атомов в Р Cyg ПЮIюстрирует таблица 34, 
а уф спеh"Тр - таблица 35. Р Cyg сверхгигант спентрального 
класса ВН. ТеоретичеСIШП анализ спектра дан в [209]. 

В таб.lIпце 36 приведена часть уф спектра звезд-гигантов 
классов ВО - В2 на основе работы [211]. 

Теория дает для 19 g = 3,8 и Т.фф = 2,4 . 10' К соответственно 
для этих трех линий 0,26; 0,34; 0,61 [211]. До настоящего вре­
мени исследовалось около 15 спентров звезд типа ~ СМа в поло-
сах ширuной порядка 100 А в областях оноло л 2600, 2500, 

о 

2800 А. Линейчатые спектры звезд ВIIдимо:ii: чаСТII подробно рас-
сматривзлисъ в [47, 212]. 
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т а б л 11 Ц а 36. уф спектр ВО-В2 

Энвпвалентная ширина '1' ОрЬ - звезда сравнения 

Звезда Не! I СП I Mg 11 Не 1 I СII I Mg П 
о 

1.. 2829 А 2837 2800 л 2829 А 2837 .2800 

~Cyg о,36 0,23 (),64 0,35 I 0,33 I -

~CMa О,зu 0,31 0,63 Среднее для четырех звезд 

е Oph 0,31 0,37 0,63 0,33 I 0,31 I 0,61 
~Cep 0,31 0,34 0,56 

НеRоторые пробле~IЫ теоретичесного аналпза звездных спект­
ров поглощения. При анализе спентров звезд главная задача­
идентифИI,ацил. Большинство линиii l\Iногоэлектронных атомов 
слабые, часто они блпзнп или налагаются друг на друга, образуя 
бленды, с трудно выдеЛИl\lОЙ главной НОl\IПонептоЙ. Отождествле­
ние обычно начпнается с нахождеНIIЯ реперных JШНПЙ, с по­
мощью ноторых можно определить спектральный класс (пли под­
нласс), к которому принадлежит изучаеl\lая звезда. Число таRПХ 
ЛIIНИЙ сравнительно невелико. Так, в промежутне от подкласса 
G5IV до В1I, охватываЮЩЮI около 13 подклассов, Пl\lеется чуть 

о 

больше 30 лпний в облаСТII 4300 А, прпнадлежащих Fe 1, Ti 11, 
Нт, Mg П, О П, С 11, Fe ПI и др., ПО которым l\ЮЖНО ПРОВОДIIТЬ 
массифинацию и первичное отождествление. Необходимо заме­
тить, что для звезд главной последовательности и ПРП~lьшающпх 
к ней ПОДlшассов ионизационная температура, характерпзую­
щая общую структуру спектра, находится в интервале примерно 
от 3,5 . 10~ К для звезд класса О и 3 . 103 К для звезд МО. В со­
ответствии с этим в спектрах горячих НОР}\lальпы~ звезд следует 

ожидать появленпя в OCI:I.OBHOM лпнпй понов С потеНЦllалами 
I10низаЦIIИОНОЛО 50эВ(типа НеН, 0111, СПI, NIII, SiIV, FеIП 
11 др.); с умепьшением температуры соответственно возрастает 
доля линий однонратно понизованных и нейтральных ато~IOВ. 
Определение спектрального класса значительно сужает ВОЗI\ЮЖ­
ный диапазон отождествлеНIIЯ как по элементам, так и по их 
спектрам. 

Более детальное отождествление может проводиться в двух 
направлениях. Исследуемый спектр сравнивается с наким-лпбо 
другим хорошо изученным звездным спектром. Нередко за такой 
эталонный спектр берется спектр Солнца, особенно когда речь 
идет о линиях элементов группы железа, щелочно-земельных 

элементов и т. д. Основным материаЛО~1 для отождествления 
являются лабораторные данные, собранные в общих и спецпали­
зированных наталогах и таблицах. Классическпм каталогом та­
КОго рода является каталог Мур [54], содержащпй список линий 
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астрофизпчеСКII интереспых элементов с ДЛlIнамп волн, интен­
сивностями и указанием спектраJIЬНОЙ схемы описания дЛЯ ОТ­
дельных элементов II в общем СПlIске. Весьма полезен для ана­
лиза спектров каталог Меггерса и др. [33], в котором затабу­
лпровано 39000 линиii 70 элементов (неiiтральных и однократно 

о 

ионизованных) со значенпямп 'А от 2000 до 9000 А п интенспв­
ПОСТЯI\Ш как ио отдеЛЬНЫ~l элементам, так и в общем списке. 
На базе этого каталога создавался IIзвестныii каталог Корлисса 
и Бозмана [213], в котором даны экспериментальные СJIЛЫ ос­
цилляторов и вероятностеii переходов примерно для 25 000 линий 
112 спектров 70 эле~rентов (I>аталог, к сожа:IeНIIЮ, в НCIюторых 

о 

частях СО;J;ержит системаТlIческие ошиБЮI). Для 'А ~ 2000 А име­
ется большой каталог Келли [57], СОСТОЯЩJIЙ из I>аталога по эле­
:\lентам и общего списка с редуцпрованными оценками интен­
сивностеi'I. Анализу спеI>ТРОВ отдельных элементов посвящены 

~lНогие работы: [214] по Mg 1 для циапазона 2065 ~ 'А ~ 26 393 А, 
о о 

[215] по С 1 для 2000-30000 А, [216] по О IV для 500-8000А 
и др. 

Теоретпqескиii аналпз звездных СПCI.тров состопт в построе­
нип моделей звездных аПJOсфер, радиационное поле которых 
обычно описывается зацеПЛЯЮЩИl\lПСЯ интегро-дпффереНЦlIальны­
ми уравнениями переноса и стацпонарностп дзя атома и всех 

его наблюдаемых ИОНОв (СМ. [51, 166]). Для составления И ре­
шения системы нужно пметь СИЛЫ осцилляторов, длины волн 

(наблюдаемые или теоретические), ОШlсанпе общей структуры 
анализируемых спектров. 

Для линий ВИДИМОЙ части из наблюденпu оиределено большое 
число сил осцилляторов, в ОСНОВНОl\l дЛЯ неi'Iтральных и одно­
кратно ионизованных ато~JOВ. В работах [217, 218] n др. содер­
жатся I>aK общий обзор экспериментальных результатов, так и 
конкретные данные, особенно по реД"II:\1 землям II их первым 
иона:\l. В [219] приведены результаты определенпя радпациоп­
ных пара:\1СТРОВ для 3288 лпнпй Fe. ПО~lШIO теоретпческих рас­
четов, о которых говорилось В предыдущих параграфах, следует 
упомянуть работы [220-222], где проводится полуэмпирическое 
вычисленпе величин gf для Fe 1 и F е II с использованием воз­
новых функций в моделп Томаса - Фока - Дпраl\а с масштаб­
ньш множптелем (см. §§ 8, 9). В исследовании [221] с помощью 
тех же фУНКЦИЙ рассчптываются сплы ОСЦШIЛЯТОРОВ для более 
чеl\l полутора МИЛЛИОнов линий большинства элементов в диа-

о 

пазоне 30-90000 А. Данные [221] могут быть полезны при ана-
лизе спектров в очень шпроком дпапазоне длин вОЛН с большИМ 
числом ЛИНIIЙ. Например, эти расчеты были ПСПО;'Iьзованы при 
построенпи моделей оболочек очень горяqпх звезд; было пока­
зано, что пногда структура непрерывного спектра в некоторыХ 
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частотах обусловлена наложением большого числа линий погло­
щения. В настоящее время рассчитаны звездные спеRТРЫ Mg 1 ... , 
с 1, ... , Са 11 .... (см. [51]) и уф спентры - в [223]. В неноторых 
случаях при построенип }\рИВЫХ роста и при первичном анализе 

сложного звездного спе}\тра используются та}\ называемые 

«звездные силы осцилляторов», введенные в [224] и получаемые 
из полуэмшrричес}\их кривых роста для звезд с хорошо изучен­

ными теоретпчес}\ими спеRТрами. 

Подводя итог, можно с}\азать, что в пнтерпретации звездных 
спеRТРОВ шюжных атомов достигнут заметный успех. 

§ 28. СпеRТРЫ планетарных туманностей 

Общая характеристика планетарных туманностей. ИзучеНJIе 
спе}\тров планетарных туманностей (ПТ) позволило поставить 
п решить многие задачи спе}\трос}\оппи п астрофизи}\п. Это обус­
ловлено, с одной стороны, очень развитым эмпссионным спект­
ром ПТ, содержащим разрешенные и запрещенные линии мно­
гих атомов и ионов, та}\их, }\а}\ Н 1, Не 1, 11, С I-IV, [О IП], 
[Fe 111], [Ne У] и др., а с другой стороны,- относительной про­
стотой теоретичес}\ого анализа процессов, ответственных за по­
явление уназанных выше спеRТРОВ. Достаточно в этой связи 
вспомнить таRИе нласспчес}\ие проблемы, Kai. отождествление 
небулярных линий, анализ бальмерова де}\ремента, определение 
теr.шератур звезд, псследование радиационного поля туманности 

в частотах Lc и L", и др. Подробное пзложение всего }\омплеRса 
проблем дано в работах [48, 49, 61, 225-228]. Методы решения 
астрофизичеСRИХ задач, развптые прпменительно }\ случаю ПТ, 
широ}\о используются для анализа эмиссионных спеRТРОВ неста­

ционарных звезд (новые, новоподобные, сверхновые звезды, звез­
дЫ WR, Of, ХРОl\lOсфера Солнца и т. д,). В определенном смысле 
наблюдение и анализ спеRТРОВ ПТ, построение моделей туман­
ностей являются отраБОТRОЙ иростейшпх механизмов ионизацип 
и возбуждения, прииеняемых потои к анализу более сложных 
газовых оболочеR. 

При наблюдеНИII в телес}\оп ВIIзуалыю БОЛЬШIIe ПТ выглядят 
иа}\ ДИС}\И или овалы зеленоватого цвета, а на фотографии - иак 
ЯРRое кольцо, в центре }\оторого находится звезда. 

ВИДIIиые формы ПТ весьма разнообразны, но в значительной 
части случаев они обусловлены тем, что ПТ представляют собой 
оболочки конечного размера. Внутри ПТ находится горячая звез­
да, от излучения }\оторой зависит свечение туманности. 

Основные данные о светимостях ПТ, их ядер, раЗ!lfерах, про­
странственном расположении и т. д. прпведены во многих Бата­

логах п обзорах (каталоги Райта [229], Воронцова-Вельяминова 
[226] Перека и н.огоутеиа [230], труды СШШОЗИУ:lIOВ IAU М 76 
и М 34 п др,). В настоящее время в Rаталогп внесено О}\ОЛО 
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тысячи ПТ, из нпх 30-40% звездообразных с ненаблюдае11ЫМ ди­
СНОМ. Критерпе11 принадлежности к ПТ в последне:\I случае 

яляется наличпе в пх спектре линий [О IIП с л 5007 11 4959 А. 
Планетарные туманности - галаь'"Тичесние объекты, IIмеЮщпе 
довольно заметную концентрацию к галактичеСКОl>IУ центру. Не­

ноторые из них расположены в направлениях, где находятся га­

зово-пылевые туманности, обусловливающие l>Ieжзвездное поrло­
щенпе (lIокрасненпе спентра). Этот зффент должен быть учтен 
при обрабОТRе наблюдае"fЫХ спектров ПТ. За последние rо;з:ы 
обнаружены ПТ п в flрУГИХ галактиках, в частности, в Маrел­
лаповых ОблаRах. 

Спентры планетарных туманностей ВИДllмоii облаL'ТП. Плане­
тарные туыанности 110 своим спектрам делятся ПРIIближенно па 
два Iшасса - ПТ низкого и высокоrо возбуждения. Такое де.'1е­
Hlle Оllределяется тюшературой центральной звезды (Т *) п, 
в соответствпп с ней, веЛIГШНОП lIoToKa излучения в уф части 
спектра. 

ДЛЯ ПТ NGC 7027 (высокоrо возбужденпя) ВПДШIЫll спеБТр 
о 

изучался в диаllазоне л 3067 -10120 А, дЛЯ NGC 6572 (низкого 
о 

возбуждения) - соответственно в л 3107-10938 А. Сравнительно 
недавно был создан сводный каталог Калера [56] по спектрам 
ПТ, в БОТОРОМ собраны, систематизированы и исправлены на 
межзвездное поглощение все наблюдения спектров ПТ дО 
1976 г. Основные данные 110 спектрам NGC 6572 и NGC 7027, 
рассмотренные далее, заИ~lствованы как из [56], так 11 из сю\шх 
оригинальных работ и IIриведены в таблицах 37-39. Качествен­
ный анализ наблюдаемых спентров дает следующие резу.тrьтаты. 

т а б л п ц а 37. Некоторые общие характеР"СТIIlШ ВП;З:ШIЫХ спектров 
ПТ NGC 65i2 JI NGC 7027 (n - ЧIIСЛО ЛIIНПЙ) 

NGC АТШI НI Неl С II-IV N 11-111 
6572 

n 48 56 26 21 

NGC 
ATOJlI Ne II-Ш Аг II-IV О I-Ш }о'е Ш, VI, VIII 

6572 25 10 94 10 n 

NGC 
Атом НI Неl Не 11 CI-IV N I-IV 

7027 n 55 36 62 34 24 

Атом О I-IV 
NGC 

Ne II-V Fe Ш-VII CIII-IV 

7027 n 65 23 45 9 
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В спеRтре NGC 6572 эареrистрнровано около 330 липии, из 
них блендировано ПРПlllерно 109, неотож,з;ествлевы 34 лпнпи с 
относительными IIнтеНСIIВНОСТЯМИ от 0,2 до 0,05 (интеНСIJВНОСТЬ 

о 

линии Нр водорода 4861 А привята за 100>. Соответственно в 
спеRтре NGC 7027 линиii- 410, бленд 22 и неОТОЖ;J:еСТБ.i1епы 27 
л~ний с относительвыl\ш интенсивностямн от 0,40 до 0,04. 

Атом 

HI 
Не 1 
Не 1 
СIII 
HI 
CIV 
[О II] 
[Ne 111] 
[О Ш] 
[Fe УII] 
[N 11] 

т а б Л 11 Ц а 38. Напболее хараь.-тррныр разрршепвые 
п запрещенные ЛИВИIl в сиектрр NGC l572 

о 

:\., А 

3770,6 
4026,2 
4471,4 
4650,0 
4861,0 
4658,0 
3727,0 
3868,7 
4363,1 
5277,0 
6563,0 

5,07 
3,1 
6,3 
1,7 

100 
1,7 

63,6 
99,9 
9,2 
0,82 

168 

Атом 

Не 11 
CIV 
HI 
Не 1 
HI 
Не J 
[О Ш] 
[О 111] 
[Fe III] 
[Ar 1\'] 
[8IV] 

о 

'., А 

5411,0 
5800,0 
6563,0 
6678,0 
8446,0 

10830,0 
4959,9 
5007,1 
5270,0 
7130,0 

10948 

0,67 
5,8 

272,1 
19,4 
6,3 

119,9 
359 

1076 
1,9 

17,4 
13,8 

*) lIнтенсивности исправлены на nORp1iCHeHlIe, 11 ПРIIВято за 100. 

Атом 

СIII 
ОIIl 
N IV 
Не 11 
NIII 
NV 

[Na IV] 
[F IV] 
[Ar IV] 
[О 111] 
[C}lV] 
[К VI] 

т а б Л п Ц а 39. Наиболее характерные разрешепвые 
If зanpещеввые ЛIIВИII в спеь.-тре NGC 7027 

о 

:\., А 

3127,8 
3340,8 
3478,9 
3677,0 
4097,3 
4603,8 
3241,7 
3961,0 
4711,4 
5006,9 
5323,3 
6504,0 

3,98 
13,01 
0,85 
0,80 
1,98 
0,03 
1,90 
0,07 
1,99 
1,317 
0,34 
0,12 

ATOnI :\., А 

Не 11 4686,0 
HI 4861,3 
OYI 5112,0 
Не 1 5876,6 
HI 6563.0 
Не 11 10 120 
[Са VII] 5614,7 
[Мп У] 6166,2 
[ArV] 7005,7 
[О II] 7325,0 
[FеП] 5145,8 
[С 1] 9849,0 

47,59 
100,00 

0,03 
11,83 

275,9 
5,35 
0,04 
0,15 
3,52 

25,63 
0,19 
0,74 

Характерной особенностью наб.)Jюдаемых спектров является 
развитый спектр Н 1, Не 1 и дЛЯ NGC 7027 - Не 11. В обопх спек­
трах наблюдаются довольно слабые разрешенные линии Сlll, 
N 111, О 111 и др. Широко предстаБ.'Iены в спектрах ПТ также 
линии запрещеННЬLlC переходов Ю 1], Ю 11, IIIJ, [N 11], [S 111], 
[N е V], [F е IV - VIIJ. Все эти лпнии связаны с М 1- или Е2-пере-
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ходами между УРОВНЯМИ ОСНОВНЫХ конфигураций рn, dn' (n = 
= 2, 3, ... ; n' = 6, 5, ... - см. §§ 18, 20). Спектр запрещенных 
переходов у NGC 7027 более богат ЛИНlIЯUИ, чем у NGC 6572; 
зарегистрированы линиn [1( VH, [Са V], [ClIV] и т. д. Диапазон 
ионизаЦЮI у NGC 6572 от 13,6 эВ (Н 1) до 128,3 (у F е VIП, со­
ответственно у NGC 7027 - от 7,8 эВ (Mg I) до 138,1 (о VI). 
Неотождествленные ЛlIНIIП весьма слабы, часть пз ПIIХ, ВОЗМОЖ­
но, фиктивна или не связана с тумаННОСТЯМII. 
уф спеRтpы пn:аветариых туиаиностеii. 3а последние годы 

бьши сделаны заметные успехи в изученпп n аналпзе уф спект­
ров. Сейчас более чем у 54 ПТ наблюдались их уф спектры 
(NGC 6543, 7027, 7662 n др.). Спентр наблюдался в диапазоне 

о 

'л 1200-3000 А и проводплась широкополосная спектрофотомет­
рия. В программу наблюдений ВХОДИЛО таЕже изучение меж-

т а б л n Ц а 40. -уф спектр IC 2149 [236] 

). А \ Отн. \ набл' интевс. Атом 11
). А 1 Оти. 
иаб.~' интенс. Атом 

2440 20 2439-41 [Ne IV] 2945 15 HeI 
2670 20 2669 мlI 3080 13 Ti 11 
2800 10 2795-2802 Mg 11 3135 10 ОП 
2850 10 2852 Mg 1 

т а бл пц а 41. уф спектр NGC 7027 [236] 

)., А Атом 1 F(л)о10" 
1549 С IV 1,06 0,17 5,00 17,0 
1640 Не 11 0,28 0,045 4,77 3,6 
1793 - 0,23 0,037 4,70 2,8 
1909 СIII 0,63 0,098 5,29 12,8 
1964 - 0,18 0,029 5,60 5,0 
2224 - 0,17 0,027 6,31 9,0 
2321 - 0,16 0,026 5,36 3,6 

Пр п м е ч а н 11 е: F(HI\)=6,25.10-1l эрr/с:мЗ.с. Имеется 5 неотож-
о 

Дествлепных ЛИНIIЙ с 200~"'~2821 А. 

звездного поглощения в уф части спектра. Результаты наблю­
дений и их истолкование даны в ряде работ (см., например, 
[61, 231-2З4J. Некоторые данные наблюдений приведены 11 таб­
лицах 40-42. 

Как IIИДНО из таблиц, ряд линий отождествлен довольно не­
уверенно, что указывает на необходимость уточнения расчетов 
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(§§ 23, 24). Характерно присутствие линий переходов, запре-
о 

щенных по спину,- тппа [О IV] с л 1404 А 2s22p2PJ - 2s2pHPJ" 

В работах [233, 235] сделаны попытки в рамках столкновитель­
НОГО I\Iеханизма отождествить некоторые наблюденные линии 

т а б л II Ц а 42. уф спектр NGC 7027 [233] 

Лнабл Ллаб I Атом I отождеств .• еНИt< 
I(Л)·10", 
эрг/см'·с 

1404 1402(3) О IVJ 2822р 2р J-2s2p2 4р J' [О,8] 0,56 
1483 1486,5(2) N IVJ 282 1So-2s2p 3р J [О,5] 0,79 
1548 1549,5(2) CIV 2s 2S112-2р2РЗ12, 1/2 [20,4] 18,8 
1577 *) 1575,2(+) [NeVJ 2p23P1-2р21S0 0,23 
1587 *) 1592,7(+) [Ne VJ 2р2 ЗР~-2р21S0 0,32 
1600 1602(2) NeIV 2р3 4Sз12-2р3 2р J [1,1] 0,30 
1640 1440,4(3) Не 11 2р 2P-3d 2D [2,8] 5,2 
1666 1662,0(3) О III] 2s22p2 3р J-2s2p3 5S J' [0,9 J 0,65 
1749 1749,1(6) NШ 2s22p 2р J-2s2p2 4р J' [О,8] 1,01 
1909 1908,7} СIII 2s 2 1So-2s2p зры [1О,8] 11,1 

1906,7 

Пр n м е ч а н и е: *) - неуверенное отождествлеНllе; (3), (2) - чис­
ло линпii в МУЛЬТlffiлете: (+) - ВОЗJlIOЖНОо блендnryваНllе с линиями 

OIlI2p3p3DJ - 2p4s3PJ' Д~1581+1592.7 А; [0,8J, [О,5] - результаты 

оценки I(д) дитими авторами. 

с ЛИНИЯl\Ш переходов I\Iежду возбужденными СОСТОЯНИЯМИ таких 
атомов и по нов, как О 1, О III, О V, OYI, Аг У, ... ПРИ Те ~ 
~ 6 . 10~ - 2 ·1()5 К появление таких линий возможно в диаиа-

зоне л 1000-4700 А. 
:ИК -спектры ШIанетарных туманно(.,'ТеЙ. Успехи ИН спектро­

скопии п внеатмосферной аСТРОНОl\IИИ позволили начать наблю­
дения этой части спектра ПТ. Наблюдаются как линейчатый, так 

т а б л II Ц а 43. I1К спектр NGC 7027 

Л. I мим Атом А'Том 

~,19 Не 11 7--10 4,82 6,23 1,28 Н 13-5 125,0 245,0 
2,17 Н 12-7 30,1 39,1 1,16 Не 11 5-7 23,4 52,0 
2,12 H2(S 1) 1-0 1,094 Н 13-6 61,8 151,0 
2,06 Не 12 1S-2 1P С,48 8,62 1,085 Не 1 2 3S-2 3р 753,0 1870,0 
1,74 Н 1 4-10 9,04 13,3 1,0126 Не 11 4-5 70.1 1953 
1,70 Не 1 3 3Р--4 3D 2,49 3,72 1,0052 Н 13-7 29,4 83,1 
1,68 Н 14-11 7,23 10,9 0,9535 [S I1I] 343,0 1078 
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и непрерывный спектры [237]. В NGC 7027 ин. сиектр иссле­
довался в диаиазонах л 1-30 1111>1\1 в КОНТИНУУflrе и 1-19 мюl 
в линеiiчаТЮI спектре [238]. Наиболее интенсивньщ линии 
'. 12,8 lIIЮJ [Ne П], 10,5 [S IV], 9,0 [Аг IП] и т. д. Наблюдаются 
J'aюке линии Н 1 серий Паmена, Брэккета, несколько линий 

т а б л 11 Ц а 44. IIК спектр некоторых планетарных туманностей 

А, ~IЮ\I ATO~I I ПереХО;I 11 л, МИМ Атом Переход 

4,492 [l\lg IV] 112-3/2 
I 

13,1 [Ar V] 1-0 
4,525 [ArVI] 3/2-112 18,68 [5 III] 2-1 
7,893 [ArV] 2-1 21,8 (Ar Ш] 0-1 
8,990 [Ar 1II] 1-2 

, 
24,2 [ ..... е V] 1-0 

10,53 [5i IV] 3/2-1/2 

I 
25,87 (О IV] 3/2-1/2 

12,8 [Ne II] 1/2-3/2 

Не 1 и Не II; отмечены следы линии Н2• Сводка некоторых на­
блюдательных данных приведена в таблпце 43. Обращает на 
себя вншrание большол эффект, ВНОСПlllЫП в оцеш,у интенсив­
ностей 1rежзвеЗДНЬВI иоглощением. 

Возможное ирпсутствие ин. сиектра установлено и для дру­
гих ТУ1llанностел - IC 418, NGC 6572, 6543, 7662, 7009, 6826 и 
6210 [239]; некоторые данные приведены в таблице 44. 

Интерпретация ин. спектра во многом сходна с ана.'Iизо~r 
ВИДИМОЙ части; для линии Н 1, Не 1, Не П использован рскомби­
национныл 1IrехаНИЗ~I, для запрещенных линпй- столкновитель­
ныл. Согласпе· теории и наблюдений более или менее удовлет­
ворительное. 

HeROTopbIe вопросы пнтерпретации спеRТРОВ планетарных ту­
~l8нностеЙ. Расчет декреыента Балыllраa (относительных интен­
сивностеп линпи серпи Балыllра)) является основои для теоре­
тического истолнования всех разрешенных сиеь."Тров 1IlНогоэлеh­

тронных аТОlllОВ в ПТ, ВI,лючая и спектр Не 1. В раl\шах раз­
личных моделей ПТ при иредиоложеюПl, что струнтура спектра 
обусловлена "Iеханиююм рекомбинации, составляются Il решают­
ся уравнеНIIЯ стационарности ио схемаы n IIЛИ nl. Из решеНIIЯ 
систе~IЫ, задавая Те, !lЮЖНО иостроить теоретические деЕреыенты 
Балыllра,' Пашена, Брю,нета, Пиккеринга для Не 11 II т. д. (СМ. 
[48, 49, 240, 241]). Согласие теории и наблюдения удовлетвори­
тельное для первых членов серий; для высоких состояний рас­
хождение значительно. 

По аналогичной cxe!lre в LS-связи рассчитывался и спектр 
Не 1 (в некоторых случаях с учеТОflI СИЛЬНОЙ метастабllЛЬНОСТll 
СОСТОЯНIIЯ 238). Результаты приведены в [242-245]. Сравни­
тельно недавно БЫЛII ироведены расчеты спентра реКО"lбинации 
для 0111, N 111, С 111, С IV, N IV, О V (СМ. [246-254]). в этих 
спектрах для состояниii, участвующих в фОРflшроваНИII ВИДП-
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мого спектра, справедлива L8-связь, но О,1ноконфигурацпонное 
приближение мало прпгодно (Kpollle О ПО. В CXei\18 М1\П 
улучшаются вычисленные энергии и получают объяснение IIIНО­
гочисленные, наблюдавшиеся в лаборатории и в спектрах звезд 
и пт, линии двухэлектронных переходов (CIII. § 23>. 

Рассмотрим кратко случай С IП. В его спектре имеет место 
наложение конфигурацпii 2snl и 2рn'['. TaJ\, например, полу­
Эl\ширическпй расчет [251] дает 

.ф(2s4р {р) = 0,052'ф(2s2р {р) + 0,136'ф(2s2р IP) + 
+ 0,677'1:(2p3s {р) + О,776'ф(2s4р IP) _ О,104ф(2s5р {р) + ... , 

что и позволяет теоретически описать ДВУХЭ.'Iектронные переходы 

т а б л II Ц а 45. Вероятности двухэлеь.-троннblX переходов ДЛЯ С 111 II N IV 
О. 

О <=> <=> <=> - -
о <=.. о; о <=.. о; 

СП! }., А '" ~ NIY )., А '" 1.:> 

'" со '" со ... I!:: ... с: 
~ ~ ~ ~ 

282 1S -2Р38 lp 322,6 8,8 3,7 i 2p"S-""'р 'р 591,2 3.0 
2p21S-2s3р 1р 1308,7 0,52 0,58 2р 3s 1P-284d 1D 2402,8 4.8 
2р2 1S-2s4p 1р 714,9 4,1 0,38 2рЗd 1р -2s5g 1G 2081,0 8,0 5,0 

указанного Тllпа. Некоторые результаты расчетов для спеJ\ТРОВ 
С IП и N IV даны в таблпце 45. 

Рассчптанные декреlllенты видимых спектров N ПI, С III, ... 
J\ачественно согласуются с наблюдеННЬПllII, но на,1ежное колп­
чественное согласие пока не достигпуто. 

В спектрах ПТ интенс}шны и довольно IIшогочисленпы ЛIIНШI 
запрещенных переходов l\lежду УРОВНЯlllИ конфигураций р'" п ап'. 
1\ НЮI относятся лпнии Л 9823,4 С 1 (2р2 ЗР2, {, О - 2р2 'D2 ), 

5200,7 N 1 (2рЗ ISЭ/2 - 2D5/ 2 , 3/2), 5006,8 п 4958,9 О III (2р2 ЭР2, {, О -

- 2р2 IDo), 6548,1 О 1 (2p~ "Pt, 2 - 2p~ ID2 ) и др. С перехода­
l\1И внутри конфигурацml аn' связано много линпй, напрпмер: 
л 5011,3 Fe III (3dба 5D - а ЭР), 3371,4 Fe IП (а' D - а 78), л 6085,5 
FеVП (3iP ЗРт-3rIlID2 ), 3895,7 FeV (3d45DJ -3d"ЗРJ,) и другпе 
ЛIШIПI тех же пли иных конфигурациП. 

Укажем БОНСПСБТПВНО возможную схеlllУ расчета вероятно­
стей переходов Д.'IЯ случая конфнтурацнu р2 н р\ в основпоu 
О III 11 О 1, слеJ;УЯ теОРИlI, данной в §§ 3, 8, lG, 20 н 22. 

1. Ра,1падьные интегралы п ЭllеРГШI состоянпй р2("Р ID (8) 
рассчптываются с помощью радиа:IЬНЫХ фУНБЦНII Хартрп - Фо­
J\a с учетом следующего наложения конфигурацпп: 

~(2s22p2 эр tD 18) = аф(2s22р2 эр tD 18) + ~ф(2р4 зр ID 'S) + 
+ 'Y'Ij;(2s2p2 за зр ID) + б~'(2s2 3d2 18) + y.lj·(2s2 3р2 18). 
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2. Учет спин-орбитального и других взаимодействий прово­
дится с помощью упрощенного оператора (см. § 8); так, для 
О 111 спин-орбитальный пара~1етр 1] заключен между 220 и 290 
(1]ваБЛ ~ 210 см- 1 ). 

з. Вычисление вероятностей переходов реализуется с по­
~ощью функций промежуточной связи, для которых, например, 

'Ф(ЭР2) = Ul'Ф(3РZ)LВ + ~1'Ф(ID2)LВ И аналогично для других уровней. 
т а б л II Ц а 46. ВеРОЯТНОСТII E2-II 1IИ-переходов 

в I1зоэлектроНВоМ ряду С 1 

Переход тип СI N II I О III Ne V \Mg VHI Si IX 

о 

ЗРl_lD2 
Л, А 9824.13 6548,44 4959,52 3345,76 2507 1986 

А М1 6,5(-5) 8,1(-4) 6,0(-3) 0,119 1,5 6,72 
о 

ЗРz-ID2 
Л, А 9850,26 6583,89 5007,57 3425,79 2626 2151 

А М1 1,9(-4) 2,4(-3) 0,0174 0,333 2,75 15,8 
о 

lD2-1Sо Л, А 8727,13 5754,99 4363,20 2975,66 2263 1838 
АЕ2 1,07 1,54 2,17 3,40 4,07 5,10 

4. Обычно расчет производится не Д.;IЯ одного элемента, но 
для части изоэлектронноu последовательности, допус:кающей не­
релятивистскую трактовну. Численные оценки приведенноii схе­
мы даны в таблице 46. 

Часть расчетов относится :к спе:ктру короны (см. §§ 24 и 26). 
Расчет силы осциллятора для интеркомбинациопного перехода 

2s22p23PJ-2s2рЗ582 с 1.=1661,1667 А был проведен в [255] 
с включением 41 конфигурации в базисные конфигурации 
2s22p2, 2s2рЗ и 2p~ типа 2s22pnl, 2s2p2nl, ... , 2s2pnln'l'; реЛЯТИВII­
стсние эффекты учитывались только для основных :конфигура­
ций, а для других - только спин-орбитальное взаимодействие. 
При расчете было получено, что f (1661) ~ 1,4 ·10-1 И f (1667) ~ 
~ 2,17·10-7. Для О 1 2p~ep lD 18) согласпо [256], схема расче­
тов примерно такая же, как п для р2, но волиовые функции 
имеют более сложный вид; у состояний 2s22р~(ЗР lD (8) они явля­
ются сynерпозицией 9 конфигураций, среди которых 2s2p~3d, ... 
... , 2р6; для нечетной Iюнфигурацни 2s2p5 включены дополни­
тельно 2s22p33s, ... , 2s2p44p (всего 6 членов). Такая схема не 
только улучшает. значенця энергий и радиационных параметров, 
связывающих состояния эр lD 18, но и объясняет появление ли­
нии л = 1356 2S22p~ 3 Р J - 2s22p33s 582, запрещенной по спину, 
с f (1356) ~ 10-6. Расчет проводился в промежуточноii связи, где 
к состоянию 2s22p33s 58 дополнптельно ПОДl\IeШJшались 2s2p53P, 
2s2рЗЗs258, :которые и открывали канал указанного перехода. 
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Приведенные числовые оценки частпчно взяты пз [256). До­
статочно полные расчеты запрещенных переходов, связанных с 

рn конфигурациямп, прпведены в [257]. Запрещенные переходы 
внутри dn ' Rонфигурацпи обычно рассчитываются полуэмппри­
ческим :методо:м. В этом случае особенно важен учет Борре.тrя­
ционных эффеRТОВ. Интерпретация интенсивностей .тrиниЙ запре­
щенных переходов в ПТ проводится на основе СТолкновитель­
ного :механизма (см. [227). Наблюдения и теория для ВИДIIIIIOЙ 
части согласуются достаточно надежно, для уф - согласпе хуже. 

Теория уф спеRТРОВ в ПТ расс~ютрена в ряде работ (СМ., 
наПРИl\lер, [234, 258). Основной путь анализа - построение БОН­
кретных :моделей с задаННЫIIIИ характеРИСТИRаllIИ размеров и 
т. д., С параl\lетрами Т. и nе , зависящими от расстоянпЙ. Модель 
строится д.тrя всего спеБтра от уф дО ПК части. Сог.тrасие теорпп 
и наблюдений д.тrя ряда ПТ достаточно удовлетворительное. Не­
которые спеRтральные хараRтеристики уф части спектра ПТ 
дополнительно рассматрпвалпсь в § 26, посвященном короне. 

§ 29. СпеБТрЫ нестаЦllOнарных звезд и квазаров 

СпеБТРЫ иестациоиарвых звезд. R нестационарны:м звездам 
относятся те звезды, у которых со временем :меняются яркость 

I] спеRТР, либо те, у которых излучающие оболочки находятся 
в движеНIШ с БОЛЬШlIlI1II :макроскопичеСRIНШ СКОРОСТЯlllИ. НаЛJI­
чие в их спектрах ЯРI\ИХ Э~ШССIIOННЫХ линиii (иногда с~глоща­
ющи:ми компонентами) является характерной особепностью этих 
звезд. Их появление обус.тrовлено существованием BOl\PYI' этих 
звезд протяженных оболочеl\, возникающих либо прп процессах 
взрывноrо характера, либо при стацпонаРНОIlI истечении гаЗОВОll 
плазмы пз самой звезды. К нестационаРНЫl\r звездаlll относятся: 
новые, повторные новые, сверхновые, короткопеРИОДllческие и 

долгопериодпчеСl\ие переменные (цефеиды, типа ~ СМа, о Cet, 
Р Cyg, WR, кар.тrИБовые вспыхивающие ТlIпа UV Cet, Т Tau, 
R\V Аш, Т Ori п др. РаСС!llОТРПМ БраТБО спектры тех звезд (\VR), 
у которых процессы нестационаРНОСТII прояв.:'IЯЮТСЯ особепно за­
метно. 

В извеСТНО1l1 l\аталоге С~шт [259] ]J его продолжениях за­
р~гистрировано около 130 звезд WR нашей ГалаКТПКII II ОБОЛО 
80, находящихся в Магеллановых Облаках. Все звезды \VR­
эrо яркие массивные звезды с массаlll!I ПОРЯ,1,Ба 5-10 ~M,,) с аб­
СОЛЮТНЫIlIИ светш.юстями М от -5 до -10. СпеБТРЫ этих звезд 
состоят из ШИРОКlIХ Э)ШССПОНIIЫХ полос (иногда с I\антами по­
г,ющения), налагающи:хся на непрерывный спектр, наБЛЮ;:J;ае­
мый в прО~lеЖУТБах между полосю\ш. э~шссIюнные полосы, В зна­
чите.тrьноif частп бленды, при надлежат l\ следующим элементам: 
Н 1, Не 1, п, С I-IV, N п-У, О п-YI, Si I1-IV, S 1I-IV, 
возможно AIIlI, Fe П-I1I, Mg 11. Обращает па себя ВНIВIaнпе 
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относительная слабость ЛIlНИЙ водорода. РаботаllШ Билса, Эдлена 
и др. было Dоказано, что звезды WR по IIХ спектрам можно раз­
делить на две последовательности - углеродную (WRC), в спек­
трах которой преобладают линии углерода и кислорода, и азот­
ную (WRN) со спеh"Траl\lИ, у которых пнтенсивны линпи ионов 
азота. В спектрах обепх последовате~ьностеii особо пнтенсивны 
ЛIППШ Не 1, Не 11 n присутствуют линпи водорода (они 

т а б л n ц а 47. ПРП.\lеры спектров \УС в б:шзкоn ин. области [261] 

\УС6 \УС7 

~ м 
о - о с 

", ... C\I ~ Ллаб' А Атом Переход 

'" Q "" ."> '" со со 

~ с> 

О О 
Б ё u u 
;r: :;:: :;:: :;:: 

8489 8499 - - 8500,3 СIII 3s lS--3p lр 
8477 8453 8457,4 8497,2 8461,9 ОIII 4р ЭD-3р' эр 

7718 7716 - - 7704,5 CIV 6d 2D-7f2F 
- 7063 7067,1 7056,9 7065,7 Неl 2р ЗР-3s ЗS 

5454 - - - 5474,3 аУ 3р' ЗР-3d' эр 

т а б л п Ц а 48. Спектр звеЗf];Ы \YRl'Vel (\YC8-t-07, двоiiная звезда) 

946.5 
979,8 

1907,0 
1006,5 
1025,4 
1241.5 
1642,6 
2343,3 
2678,6 

о о 

в уф области 946 А<л<3775 А [262] 

л б' А :Ia Атом 

949,743 НI 
977,020 СIII 

1908,374 СIII 
1006,015 NIII 
1025,302 Не 11 
1238,821 N \. 
1640,332 Ne 11 
2343,495 Fe 11+ 
2677,90 Ne 111 

о 

Лнаб.-,' А 

1030,7 
1052.5 
1072,6 
1210,9 
1379,0 
2795,3 
1133,6 
1017,6 
1011.2 

Л б' А ла 

1031,912 
1055,451 
~072,99 
1210,652 
1378,891 
2795,523 
1133,678 
1017,836 
1011,457 

Атом 

О IV 
OV 
S 1\' 
Si IV 
Mg III 
l\Ig 11+ 
Fe 111 
Н+ 

" 
HD 

почтп все в блендах, что затрудняет анаЛIIЗ), но в уф спек­
трах линпп La и L~ наблюдаются уверенно. Некоторые приl\l~ры 
l\ОНl\ретных cneRTpoB при водятся в таБЛlIцах 47 -50. 

о 

. В более далекой Иl\ области (л8056-10840 А) по данным 
[L6OJ обнаружено около 10 линий: л 9720 С 111, линия С III л 8274 
(за ЗF - 5а 3D) и др. Очень интенсивны n многочисленны ЛIiНIIII 
С IV, связанные с переходаIlIИ из высоких состояний (9gj -- 13 gh). 
Спектр звезд \VN в ин. области довольно беден и поэтому не 
приводптся. Структура уф спектров звезд \VN 11 \VC ВО многом 
отлична. Нак правило, \VN звезды окружены довольно upl1-
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вильной газовой ТУl\Iанностью. ХОРОШО наблюдаеl\ЮЙ в радио­
диапазоне. В спектрах \VN много ШIНпп молекул Н2 (их более 
20), линий Ре П, возможно С I~ образующихся в околозвездной 
туманности (отмеченные СПllВОЛОМ + в таблице 48). Часть 
уф cIIeKTpoB IIринадлеЖIIТ другой KOMIIoHeHTe двойной спстемы. 

т а б л п ц а 49. уф спектр \VN звезд HD 58896 и 92740 

(\VN5 Il \VN6 в дпапазоне 1012 "\<1.<1296 А) [262] 

о 

Лнабл' А 

1012.8 
1048.2 
1084;0 
1118,9 
1130,0 
1130,0 

1012,822 
1048,218 
1083,990 
1117,98 
1130,404 
1133,117 

А70М 

н+ 
2 

Ar 1 
NII 
РУ 
Fe 1II 
N IV 

11. А 
наБJI' 

1156.2 1155,809 
1176,0 1174,933 
1216 1215,668 
1243 1242,804 
1294 1296,726 

Атом 

CI 
СIII 
LaH 1 
NV 
SiIII 

Всего в CIIeKTpe \VN 6 HD 192163 наблюдалось свыше 60 ли­
ний и полос. Доплеровское уширепие линий в сиектре HD 192163 
соответствует СКОРОСТЮI движенпя от 300 до 2500 км/ с ;з:ля раз­
ных ионов. 

Характерной особенностью звезд \VC n WN является боль­
шая развптость углеродного II азотного спектров, особенно С 111 
и N 111. Помимо ЛИНIIЙ. связанных с НIIЖНlIМИ состоянпямll' (см. 
[28J), много линий прппаД.'lежат высоковозбужденньш состоя­
ния-м. В спектрах наБЛЮ;.J;ается большое КО.1Jичество ЛШIIIЙ двух­
электронных переходов. Анализ этих спектров рассмотрен в 
§§ 23, 28. Все .1JПНИП СIIЗЬНО уширены вследствпе эффекта Доп­
лера. Величины упшрения для липий разных ионов разлпчны. 
Так, дЛЯ ШIНИИ С 111 у звезды HD 192103 она соответствует ско­
рости v ~ 1200 к.и/с, дЛЯ ЛПН!IИ О VI - ~500 км/с II т. д. По­
теря массы звездой при ТaI~ИХ скоростях будет порядка 10-"-
10-6 М'" В год, что указывает на короткую шкалу продолжитель­
ности жизни этих звезд. Теоретическая иптерпретацпя спектров 
\VR дО сих пор весьма неполпа (к примеру, нет объяснения ЭМ­
пирической спектральной класспфикаЦIПl этих звезд, нет доста­
точно надежноiI модели атмосфер и т. дJ. Наибольшпй усиех в 
пстолкованпп спектров звезд \VR ДОСТIIГНУТ на основе :lfOде.тШ 
Движущихся аТ:lюсфер, впервые рассмотренной в [49J. Работы, 
вьmолненные на основе этой модели, дают прие~шемое объясне­
нне ряду наблюдательных фактов [265-270J, однако в теорпю 
входпт слишном много пропзвольных пара:метров, что снижает 

значимость расчетов. 

Общая характеРИСТИRа спектров Rвазаров. Rвазары- квази­
звездпые объеБТЫ - былп обнаружены l\IЭТЬЮЗО:l1 н СеНДИ;.J;жем 
IIРИ исследовании источншюв КОСl\шческоro раДИОlIзлучеюIЯ с 
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ПОJlЮЩЬЮ радиоинтерферометров. Им уцалось отождеСТВllТЬ не­
I\оторые ИЗ этих ПСТОЧНIIКОВ С переJlIенныJIIи звездообразными 
объектами 16-й и 17 -й звездной величины (радиоисточники 
3с 48, зс 196, зс 298, зс 273 - НОJllера объектов по кембриджско­
му каталогу). Излучаемые объекты вначале назывались квазп­
звездньши рациоисточникамп, позже - квазараJIIП. Лннепчатые 
спектры квазаров вначале не были отождествлены, однако 

т а б Л п ц а 50. ВпдшIaЯ часть спектров \VR [263, 264] 

0< 
"о: Воам. 

\УС9 
о ВозnI. 

WN6 
<=> Атом бленда \Yk*) лнаб • А Атом бnенда а **) 
S W, А 

...: 

4660 СIII С 11, IV 6,21 3478 N IV 9,6 
4860 Не 11 С 111, IV 0,87 3758 NIII Не 11. 20 

N IV 
5122 СП 25,4 4514 NШ NШ 18,5 
5412 Не 11 CIV 1,34 4542 Не 11 NIII 32 
5696 СШ 12.6 4584 NV NI -
5807 С IV С Ш. 3,26 4625 NV} NШ 84,8 

ОУ NШ NV 
5876 НеI С 11, IV 2.70 4634-41 
6206 СШ 0,47 5205 N IV 6,6 
6461 СII 0.63 6400 Не 11 N IV 15,2 

*) W k -отношеНllе интеНСПВНОСТII в центре ЛПНlШ R RОНТIШУУМУ, принято­
:му за 100; 

**) W - ЭRВIIВалентная ширина. 

М. Ш~mдт показал, что четыре из шести линиii ВllДИJlIOЙ части 
спеl\тра принадлежат водороду, если все эти ЛIlНИП сместить на 

16 % в сторону коротких длин волн. аналогично две другие 
линип тогда совпали бы с известныllш ЛlIНПЯJlШ 0111 II Mg П. 
Таким образом, в спектре зс 273 зарегпстрированы линии с 
красным смещениеJlI z = f).'J.J'4, = 0,16, у квазара зс 48 z = 0,37, 
у зс 9 - z = 2 и т. д. СJllещение ЛIIИПП в красную часть спектра 
весьма велико и ПОЭТОJllУ для определения скорости движения 

Rвазара нужно пользоваться реляпшпстскоii ФОРМУЛОЙ Доплера 

v (z + 1)2 -1 
С = (z + 1)2 + 1 ; 

У зс 273 v = 45 000 км/с, у зс 9 v = 2,4 ·105 K?r/c. Если считать, 
что закон Хаббла, согласно которому красные смещения в спек­
трах галаКТИI\ пропорциональны расстоянию до них, v = cz = 
= Нт (Н - постоянная Хаббла, равная примерно 50 км/с на 
Мпс), имеет место и для квазаров, то тогда по этой формуле 
можно оценить раСС'fояние до них. Для зс 273 r ~ 3 ·109 свето-
вых лет, у зс 9 - около 12 млрд. световых лет и т. д. " 
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По раССТОЯНIIЮ II по ВII;ЩМОП звеЗ;:J:НОП nеличпне можно оп­
ределить абсолютную звез.'l;НУЮ ве;rrичпну l'rl Rвазара и его све­
ТНI\ЮСТЬ Е. Она оказалась величпноii порядка 10~6 эрг/с (для 
сравпе~пш - светщroсть СО;1Нца равна 1033 эрг/с). 

РвдиоспеRТР и непрерывный оптпческиii cneRTp по мощности 
и степенному распределенпю энергпп пропорциональны ,\,-а, 
В ряде случаев онп связаны с синхротронным излучепиеl\I. 

т а б л 11 Ц а 51. Спектр эr.ШССIШ RВaзара13С 273 [60] 

о -"~ о поток. 10-13 
Атом ". А поток. 10 Атом '-. А 

эрг·см··с эрг/см··с 

Н 1, LfI 1026 - 01 8446 i 
Si 11 1190 10 HI, Ра 18751 4 
Н 1, La 1216 100 NV 1240 21 
С IV 154Я 46 OVI 1034 -
С Ш] 1909 13 Не 11 1640 7 
Fe 11 2750 13 Si Ш] 1892 4 
HI, На 6563 64 

у HeRoTopblX Rвазароn обнаружено сильное рентгеновское из­
лучение, по-вндпмому, тоже сипхротронного происхождения. Ра­
днопаблюдения ПОRвзывают, что HeRoTopble квазары (зс 39.2~ 
зс 273, зс 279, зс 345 и др.> имеют сложную CTPYRTYPY, СОСТОЯТ 
ИЗ двух и более КОl\шонент, уходящих друг от друга с большими 
СRОростями И наХО;J;ЯЩИХСЯ друг от друга на расстояшшх поряд­

ка 35 световых лет ДЛЯ зс 345; светимость этой сложной системы 
меняется с течениеАf времени. 

Таким образом, из наблюдений уф спеRтра, спеRтра ВИДII­
МОЙ части и рациоспеRтра I\ЮЖНО заключить, что основной энер­
гетический источник находится в ядре квазара, ОRруженного об­
ширной оБОЛОЧRОП; кроме этого ИСТОЧНИБа обнаружено прнсут­
ствие и другого БомпаRТНОro переменного раДИОИСТОЧНПRа, су­

щественно меньшего по своим размерам относительно компонен­

ты протяженного радиоисточнпка. 

Достаточно полный список ЮJазаров с хараБтерпстиками ИХ 
оптичеСRИХ спе",-тров дан в [60]. Ряд работ посвящеп анализу 
линейчатых спе",-тров различных квазаров. В качестве примера 
приведем спектр квазара зс 273 (таблица 51). В cneRTpe наблю­
дается также непрерывная эмпссия за пределами серии Баль­
мера, а также двухфотонное излучение. О теорни этого эффеRта 
СМ. (227, 271-277]. 

Оба этих процесс а не могут, однаБО, объяснпть наблюдае­
мую интенсивность непрерывного спеБтра. уф cneRTp Rвазара 

о 

зс 273 получен на СПУТНИRе IUE в диапазоне 1000 < л < 3300 А. 



290 гл. 7. АСТРОФИЗИЧЕСНИЕ СПЕНТРЫ АТОМОВ ИIlОНОВ 

Часть .:шниii принадлежит СЮlOму RВазару, неRоторая часть СВЯ­
зана с гало из горячего газа ВО внешних областях нашей Га­
ла:ктшш. Есть основания считать, что ЛИНIШ, принад.тrежащпе 
Mg 1, П, Fe П, AI П, С IV, Si П, О 1, С П, N V, L .. , связаны 
полностью илп частично с галб, а :к ЛИНПЯIlI собственно квазара 
можно отнести Mg 11, С ПI], О IП] + Не П, L .. , N V, О IV + Si IV, 
О VI + Lp• ТаБИМ образом, в некоторых случаях имеет место 

т а б л n Ц а 52. Расчет спектра Э1IПССШl Юlа38.рОВ в фотопонпзационной 1010-

A-rОМ 

о VI 
La 
NV 
о 1\'] 
С IV 
с Ш] 

Не 11 

На 
Ра 

о 

Л, А 

1034 
1216 
1240 
1402 
1549 
1909 
4686 
6563 

18751 

20 
100 

25 
10 
40 
18 
2,5 

77 
6 

делп 

I lнорр.*> I 1 (МО;\l'ль) I PHL938 

31 38 -
100 100 100 

24 27 36±16 
7 2 -

23 30 45±10 
7 5 19±4 
0,37 (),44 -
9,6 7,7 -
0,5 0,4 -

*) Исправ.'IeНО за lIоглощенпе пылевоii компонентоii в са'ЮJI[ кваз.1.ре. 

иаложенпе линий от разны'(: по своей структуре ИСТОЧНИlюв. 
Характерно, что спеь:тр зс 273 содержит много линий эмиссии 
Fe П в оптическоii областп. Дnя теоретического истолкования 
линейчатого сиектра Э1\ШССШI строятся так называемые фото­
IIонизационные модели, где наряду с реJюмбинацией определяю­
щую роль в формироваНИII спеJ\тра играет элеJ\ТРОННЫЙ удар. 
Примеры таких расчетов на осиове работы [278] приведены в 
таблице 52, содержащей ЛIIНИИ и интенсивности, усредненные по 
JlIНOrIIM квазарам. Интенсивность ](L .. ) принята за 100, PHL 938 -

() 

квазар с z = 1,95; уф спектр с л 1000-3000 А сдвинут В ВИДII-
о 

1I1УЮ И ИК оБJIасти (3000-9000 А); дЛЯ ЭТIIХ линий не введена 
поправка на поглощение и поэтому их нет в СDпске линий эмис­
сии этого БВазара. 

В формировании спектра велика роль ударного механизма. 
Так, например, в интеНСlffiПОСТЬ L.. 22 % дают рекомбинации 11 
78 % - сто,;шновеНIIЯ. 

Наряду с ЛIIНИЯl\Ш ЭllШССИII В спектрах .J\вазаров наблюдаются 
п JIИНИII пог.тrощения. Некоторые примеры таКIIХ СIIJllбиотическпх 
спектров приведены на основе данных [279] в таблице 53 (w-
эквивалентная ширина в А, ] - интенсивность В 10-1' эрг/см2 • с). 
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Спектры шести квазаров были получены с ПО:\ЮЩЬЮ спутни­
на IUE. НаБЛЮ,J;ае:мые ЛПШПI IПlеют широкие 11 УЗКlJе lЮ;\lIIонен­
ты. Природа широких линий неясна, узкие ргссчитываются по 
рекомбинационноп модели. Распределение энергпи в непрерыв­
ном спеRтре у трех квазаров с большим RраСНЫIll смещением 
резко :меняется: поток Е" около частоты Vo ~ 2 ·10f5 Гц зависит 
от частоты на красной стороне как v-o,s, а па синей _ ,\.-2.3. 

Т а б л l[ Ц а 53. СпмоиотпчеСRl!е спектры Rвазаров 

[О IЩ н/3 С III] С IV NV L 
а 

Браеное смеще-
ние z о 5007 

Л, А (,363 (,861 1909 1590 12(,0 1216 

~V I 1 w/ r И" 1 1 wl 1 wl 1 w 11 
2.34 17 5,0 125 39,3 70 109,1 6 13,7 150 343,6 
2,80 50 54 70 8,9 15 16,6 7 9,5 11 16,5 65 97,3 
3,71 (зс 351) 52 71 158 22,9 2 240 77,1 
5,714 155 25,1 25 '19,8 26 33,4 9 10,3 266 16 
1.718 62 8.9 106 22 2 

В отличие от анализа спектров звезд, планетарных туманно­
степ и т. д., где многие результаты МОl'ЛИ быть получены при 
исследовании только видимой частп спеRтра, анализ спектра Iffia­
варов требует O~HOBpeMeHHOГO знания значительно большего спек­
трального диапазона, начиная от радио- дО УФ спеI{тра и рент­
геновского излучения. Анализ спектров квазаров в ШИРОI\ОМ 
дпапазоне длин волн показывает, что их структура довольно 

обычна, во lIfНOrO!ll подобна структуре обычных спектров протя­
женных газовых оболочек - ПТ, нестационарпых звезд, больших 
газово-пылевых туманностей. RaK правпло, в спеБтрах квазаров 
ПРИСУТСТВУЮТ, ПОl\lИIllО линий водорода п гелия, линии О IV, С IIIJ, 
[Fe IIJ, Si II и др. Все этп лпнии характерны для спеБТРОВ 
протяженных оболочек с довольно обычными физическими ха­
рактеристиками (Те '" 10~ - 2 . 10~ К, nе '" 10~ - 107 Сlll- 3 И т. дJ. 
Уникальные физические особенности Rвазаров, начиная с боль­
ших z, довольно неожиданно сопровождаются обычными сиек­
трами обычных протяженных оболочеl\. Исследование спеБТРОВ 
Rвазаров пока еще находится в стадип постановок п формули­
рования будущпх возможных задач и рассмотрения простейших 
моделей. 



ПРИЛОЖЕНИЕ 1 

ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ llШIEВТА IЮЛПЧЕСТВА ;J,ВИЖЕВИЯ 

Rозффициенты Нлебша - Гордана 11 Вигнера. Имеется целый ряд алге­
браиqеских выражений для lюэффициентов Rлебша - Гордана (ННГ) (см., 
например [9, 11]). Мы при ведем только одно иЗ них: 

иl~1 ~~2 ~1'] = б (т1 + т2 , т) ~ и11:})Х 
[ (j + т)! (j - т)! (2; + 1) ]'/' 

Х (11 + т1)! и1 - т1)! 02 + m2)! (iз - 11!2)! х 
~ ;2+m2+z (i + 12 + m l - z)! (1] - m1 + z)1 
X~ (- 1) z! U + т - z)1 (1 - 11 -+ 12 - z)! (11 - j2 - т -+ ч! ' 

% 

(П.I.1) 
где 

~ (11121) = ((11+ jз - 1)1 (11 - 12 + 1)! (- 11 + 12. + 1)!lU1 + 12 + j + 1h'/·· 
(П.I.2) 

(П.I.3) 

(П.I.4) 

(П.I.5) 

(П.I.6) 

(П.I.7) 

(символ в простых 
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ЖОТОРЫЙ значительно более симметричен, чем ннг. Его свойства симметрии, 
аналогичные (П.I.3) - (П.l.7), выглядят Tall: . 

( /1 ;2 Iз )=E(l i i k 11), (П.I.9) 
т1 т2 тз тi Лlk ln1 

(1 2 3) . +. +. где е = 1, если перестаповка i. k 1 четна, ИЕ = (_1)11 12 1з, если она 

нечетна. Ноэффипиенты Вигнера, имеющие проекпионные параметры т; С 
противоположными знаками, связаны равенством 

(
/1 i., ;з ') ( __ 1);1+32+;З ( i 1 

1111 т~ тз - т1 - m2 
(П.I.10) 

Из-за большей СИМ\fетричности обычно табулируются именно коэффи­
цненты Вшнера. Например, в [11] представлены таблицы их численных зна­
чений для j, + ;~ + jз ~ 16. 

В ряде частных случаев выражения для ннг значительно уирощаются. 
Приведем некоторые из них, необходимые в атомных расчетах. Если 
I т; I =; i, вмеет место равенство (пусть, например, т'}) = ±;2) 

[ ~ 12 1] = (=+= 1/1+;2-;[(;1 + 12 =+= т)1 (1 ± т)1 (2/2)lx 
т + J2 ± J2 т 

Х (} 1 -;2 + 1)1 (2; + 1)]1/. [(/1 - 12 ± т)1 (j =+= т)! (/1 + 12 - 1)1 Х 

X(i - 11 + 12)1 (/1 + i 2 +; + 1)Iгt/2 • (П.I.11) 

При 1,' = 1, т, = О получаем 

[~ :~ ~~] = - [i 2 (12 + 1) - j 3 (i 3 + 1) + 2т] Х 
X[(/2 - т)! (iз + т)! (2/з + 1)]t/JЮ2 + т)! (/з - т)IX 

X(i2 + 1- ;з)! (iз -;2 -+ 1)! и2 + iз + 2) (/2 + iз + 1) (/2 + Iз)г1/!. 
(П.I.12) 

В реЛЯТИВИСТСI\ОЙ теории атома фундаll!ентальную роль играет ннг вида 

[k' '] о ~~2 1.i2 . В таблипе П.I.1 приведена сводка его алгебраичеСI\ИХ значе-
ний для ji ~ 7/2 IJЛJ( k ~ 9, заИll!СТВОВанная из [79]. 

Uднозлектронные субматричные элементы оператора сфеРll'lескоii. функ­
ЦИИ (lllC(I')1I1'). Оно входят в выражения для любых матричных элементов 
ДВухэлеКТРОНJJЫХ членов оператора энергии и операторов электронных пе­

реходов (KjJOMe магнитного дипольного излучения) и таким обраЗОll! связа­
ны с ЖОЭффициентом Нлебша - Гордана, проекционные иараметры жоторого 
ранны нулю: 

(zll C~k) 111') = (_1)/;,-1 V21' + 1 [~ t ~]. (П.I.13) 

где g = (l + k + l')/2. Имеет место равенство 

(l\\ c(k) ~ L') = (l' 11 C(k) \\ l) = 

= glt. (lkl') V"""(2-:-1 +-:-1-)(=2l'"'"' --'+-1~)/(g - l)I (g - k)! (g -l')I (П.I.14) 
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Эдесь ~(lkl') определено согласно (П.I.2). Величина ~П.I.13) всегда по­
Jlожительна и не ~aBHa нулю JШШЬ при четном l + k + l. В таБJlице П.I.2 
представлены численные значенИЯ одноэлектронного субматричного элеМен~ 
та оператора сферической функции (lIIC(I,Jlll') для l. (' ~ 6. 

Определения некоторых 3Пj-коэффицuеuтов. 6j-коэффициент МОЖет 
быть определен формулой 

{~ ~ ;}= ~ (_1)ZX 

/). (аЬс) /). (ас/) /). (сае) /). (bd/) (z + 1)! 
Х tz-a-b-e)!(z-a-c-/)!(z-c-d-e)!(z-b-d-f)! Х 

Х[(а + Ь+ с+ d- z)! (а+ d+e+ f - z)! (Ь+ с +е+ / - z)!г1• (П.I.15) 

т а б л и Ц а П.I.1. Алгебраическuе значеНIIЯ КОЗффlIЦuентов Клебша - Гop~ 

дана для ;' <7/2 ИЛII k<9 

;" 

1 
2 

3 
2: 

5 
'2 

7 
2: 

1 
"2 

1 
2: 
3 

"2 

1 
'2 
3 
2' 
5 
"2 
1 
В 

3 
"2 
5 

"2 
7 
'2 

[1 + ~ l' '] 
о 1/2 1/2 

-~yт 
_ ~ 1/ (2! + 1) (2! -1- 3) 

2:& J' 2j (; + 1) 

~ l( 3 (21 + 1) (2j + 3) 
22' 2 (; + 1) U + 2) 

!..- .. / (21 - 1) (21 + 1) (21 + 3) 
2~ У j(j+1)(1+2) 

~ .. / (21 + 1) (2! + 3) (2j + 5) 
23 У 2; (j + 1) (j + 2) 

_..!.. l! (2j + 1) (21 -1- 3) (2; + 5) 
23' 2 (j + 1) (j + 2) (j + 3) 

~ _ r (2; - 1) (2j+1) (2/ + 3) (2! + 5) 
25 JI 2 (j - 1) / (j + 1) (j + 2) 

_..!.. 1 f 3·5 (2! -1) (2; + 1) (2; + 3) (2/ + 5) 
20 У 21 (; + 1) (j + 2)(1 + 3) 

_ ~ .. f 5 ('2j + 1) (2j + 3) (2j + 5) (2; + 7) 
Z5 r 2! (j + 1)(; + 2) (j -1- 3) 

-J.- r5.7 (2j + 1) (2j +3) Щ + 5) (21+ 7) 
25 JI 2 (j + 1) (1 + 2) (j + 3) U + 4) 

(П.IА..6) 
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из которых следУет, что столбцы 6j-RозффПЦIIента можно менять любым об­
разом, а также IIереставлять два параметра верхней строЧКII с соответству­
щими параметрами нижней без изменения численного значения самого но­
рффициента. Эти коэффициенты не исчезают, если соблюдены условин тре­
уГОЛЬНИRов {j.j2fs} , {j.l2lз} , {l.l2jз} и {l.Мз}. Приведем алгебраичеСRие выра­
жения для 6j-кооффициентов (П.I.15) при d = О, 1/2 и 1: 

{ ~ : ~} = (_1)3 [(2Ь + 1) (2с + 1)]-'/', (П.l.17) 

{ а ь - с }_ 1 з [(а+с-ь)(а+Ь-С+1)]'/2 
1/2 c-1Jz Ь+Ч2 -(-) (2Ь+1)(2Ь+2)2с(2с+1) , 

(П.l.18) 

{ а ь с} = (_ 1)3 [(а -'- Ь + с + 1) (Ь + с - а)]'/2, 
1fz с-1I2 Ь--Ч2 :!./J(:!.Ь-г 1):!.с(:!.с т 1) 

(П.l.19) 

{ а Ь с } __ ( 1 0 [ 8(8+1)(s-20-1)(8--2a) ]'" 
1 с - 1 Ь - 1 -- -) (2[; - 1) 2Ь (:!.Ь + 1) (2c-l) 2с(2с +1) , 

(П.I.20) 

{ а ь 
1 с-1 

с}_ 1 3 [ (s+1)(s-2u)(s-2b)(s-2c+1) ]'/' 
Ь -(-) Ь(2Ь+l) (:!.Ь+2) (2с-1)2с(2с+1) , 

о 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

1 
1 1 

:!. V; (; + 1) 

_.!. 11 щ - 1) (2; -1 3) 
22 JI ; (j + 1) 

3 (2j - 1) (2'; + 3) 

2~ 1 (j - 1Н (j + 1) и + 2) 

~ _ ,r (:!.j - 3) (2; - 1) (2j -/- 3) (:!.; -/- 5) 
20 V (j - 1) j (j + 1) (j -1- 2) 

_ 3·511 (:!.; - 3) (2j -1) (2j -1- 3) (2j -1- 5) 
26 V и - 2) (j - 1) ; (j + 1) (j -/- 2) U -/- 3) 

_ ~ 1/(2; - 5) (:!.j - 3) (:!.j - 1) (2; -1- 3) (:!.j -1- 5) (2; -/- 7) 
27 JI (j-2)(j-1);(j+1)(j-[ Z)(j-l-~) 

5· 7 1/ (2; - 5) (:!.j - 3) (2; - 1) (2j + 3) (2j + 5) (2; + 7) 
28 JI (j - 3) (; - 2) (j -1); (j + 1) (j т 2) (j -1- 3) (j + 4) 

(П.l.21) 

8 5·7 У(2; - 7) (2j - 5) (:!.j - 3) (:!.j -1) (2; + 3) (:!.j + 5) (2j+ 7) (2; + 9) 
211 (j - 3) (j - 2) (j - 1) j (j :t'-') (j -\- 2) (j + 3) U + 4) 

9 _ 32·5· 7 .. /(2; - 7) (2j - 5) (2j - 3) (2; -1) (2; + 3)(2; + 5)(2; + 7)(2; + 9) 
212 JI (j - 4) (j - 3) (; - 2) (; - 1) ; (j + 1JИ + 2Ю + 3)( ; + 4)(1 + 5) 
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т а б л и ц а П.I.2. Чпсленные значения (l il c(l!.) Ifl') для l, l':;;;;;6 

(111 c(l!.) \1 1') (l\1 c(l!.) Ill') 

о k k 1 2 5 7 113.7/1113 
1 1 О 1Iз 2 6 4 5/11П 
1 1 2 112.з/115 2 6 6 112.711111 
1 2 1 112 2 6 8 2117/1117 
1 2 3 з1117 3 3 О 117 
1 3 2 з/115 3 3 2 2117/113.5 
1 3 4 2/vз 3 3 4 112.7/1111 
1 4 3 211з1117 3 3 6 2.5117'/113.11.13 
1 4 5 1I3.5/V1I 3 4 1 2 

1 5 4 1I5/11з 3 4 3 з11211111 

1 5 6 з1121V1з 3 4 5 2.з115/1111.13 

1 6 5 з11211111 3 4 7 7115111Н.13 

1 6 7 117"/115 3 5 2 112-5111з 
2 2 О 115 3 5 4 2115/1113 
2 2 2 V2.5/117 3 5 6 7/113.13 
2 2 4 112.5/117" 3 5 8 2.7112/1113.17 

2 3 1 1Iз 3 6 3 2.5/-vз.« 

2 3 3 2/11з 3 6 5 7/113.11 

2 3 5 5112/113·11 3 6 7 2.7V2.з/11s:и:Т7 

2 4 2 з1121117 3 6 9 2· 711з/1li7-19 

2 4 4 2.5/117.11 4 4 О 3 

2 4 6 3.5/1111.13 4 4 2 2.зV5tV7.11 

2 5 3 51121VИ 4 4 4 3· 91121Vm:Гз 

2 5 5 5112/VЗТз 446 2.з11511111.13 

4 4 8 3· 7112.5/1111.13.17 5 5 8 7112.5.11/1113.17.19 
4 5 1 115 5 5 10 2.з113.7.111-1113.17.19 

4 5 3 2.з115/117.13 5 6 1 vz:з 
4 5 5 з112/VIз 5 6 3 V7/11з 
4 5 7 2Vf.5-7/1113.17 5 6 5 4115/1fi17 
4 5 9 9.7112/1113.17.19 5 6 7 2113.5.,/1117.19 
4 6 2 з115"/1111 5 6 9 2113.5.7/1117.19 
4 6 4 211511111 - 5 6 11 3·11 ""\I'И11I17.19.23 
4 6 6 2· з117/vп:t'7 6 6 О 1113 
4 6 8 2.9112.7/1111.17819 6 6 2 112. 7· 1з/vm ~ 

4 6 10 з112.5.7/1117.19 6 6 4 2117. lз/VПТ7 
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Про Д о л ж е н и е т а б л. П.I.2 

1 l' k (111 C(k) 111') 1 l' k (111 C(k) U 1') 

5 5 О 1111 6 6 6 4.5111з/1111.17.19 

5 5 2 112.5.11/113.13 6 6 8 5112.7.1з/1111.17 ·19 

5 5 4 1I2.11/VIЗ 6 6 10 2.31/3.7.1з/1117-19.23 
5 5 6 4-vт-11IЗ.1З.17 6 6 12 ~r--2·3·11 7.13/5.-, 17.19·23 

с } __ (_ 1 s [(s - 2Ь) (s - 2Ь - 1) (s - 2с + 1) (s - 2с + 2)]1/. 
Ь + 1 -- ) \:!.Ь --j-- 1) \:!Ь + 2) (2Ь -1- 3) (2с - 1) 2с (2с + 1) • {~ ь 

с-1 

(П.l.22) 

{; Ь с} а 2Х 
с Ь =(-1) L2b(:!.b+l)(2b-l-2)2c(2c+1)(2c+2)]1/" 

(П.l.23) 

В этих формулах s=a+b+c, X=a(a+1)-Ь(Ь+1)-с(с+1).Более 
полный набор формул, охватывающии случай d:;;;;: 4, можно найти в [280]. 
Весьма обширные таблицы их численных значений представлены в [11]. 

9j-коэффипиент выражается через сумму npоизведений (jf-Rоэффипиен­
тов: 

!I' ;2 1, ) I 12 :3 }>е 11 12 1з = ~ (_1)2Х {2.т -1· f} l;1 
kз 

k 1 k k х 3 
2 3 

{ 11 12 1з }{k} 
/-; kз } 2 (П.l.24). х 12 х k 2 Х 11 11 

и обладает следующимn: своиствюfИ симметрии: 

!I, 12 1, ) (1, 11 ") {, 'l 1,) \' 'l 1') 11 12 1з = 1? 12 k! ~ (- I)R 12 l} 1 ~ 1 11 12 . (П.l.25} 

k k 2 /-;3 iз 1з k k k 1 k: ,:з k k 2 1 3 2 1 
Здесь R - СУ1.ша всех девяти параметров 9j-коэффициента. Условия неис­
чеЗ110вения 9j-lюзффIЩIlента предс.тавляются в виде шести правил треуголь­
ников, которые образуют параме~ы, стоящие в каждой строчке и коломе .. 
Большой набор алгебраических формул для 9j-lюзффициентов содержится 
в [11, 280]. Их таблицы длн целых значений парам:етров с одним парамет­
ром, раВНЬ11I1 еДllНице, содержатся в [281]. 

12j-козффпцпенты первого и второго рода определены соответственно 
формулами (R4 - CYMlIIa вс.ех 12 параметров): 

(~ " :: " :: " :: .,) ~ ~ (_1)R.-- (2х + 1)х 
x{jl k1 х} {i2 k2 х} {iз kз х} {'4 k4 :.} •. (П.I.26). 

k 2 12 11 kз jз 12 k 4 1" 1з j1 k. • 
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[, 12 jз 
i. ] 

II 12 1з 14 = (-- 1)lг12- 1э +l4 ~ (2х + 1)Х 
k1 k k k ж 

2 3 4 

{k1 
k х }{kз k4 Х }{k k Х } thз k ~}. 2 

12 /: 

2 4 (П.l.27) Х. 
/1 11 /3 11 /2 1з /4 /2 1з 

Пропзведеппя тепзоров. их IIlзтрпчные элемепты. Тензорное проиЗведе4 

вие ДВУХ непрпводимых теНЗ0РОВ T(k1) II u(Н2) определяется следующим 
обраЗOllI: 

[T(kl)Xu(k2)]~h)= ~ T(Hl)U(k2)[k1 k'}. qk]. 
ЧIЧ2 Чl Ч2 ql q2 

(П.l.28) 

При k = О оно связано со сналярным произведением: 

1!2k -1- 1 [T(k)xu(k)l~O) = ~(_1)k-Чт~k)u~~ =(T(k)·U(k». (П.I.29) 
ч 

В случае k. = k2 = k = 1 выражение (П.I.28) превращается в тензорпое 
произведение, ноторое можно предстаВIIТЬ п нан венторное произведепие 

двух вен торов А и В: 

(П.I.30) 

ЗаВИСIIМОСТЬ матричных элементов неприводимых тензорных операторов 
от проенционных .параметров задается теоремой Вигнера - Эннарта (фор­
мула (3.19». Суб1\Ia~РИЧНЫЙ элемент теНЗ0рНОro произведения двух опера4 
торов. действующих на одни и те же ноордиuаты, вычисляется по формуле 

(а/ ~ [T(k1)xu(k2)](k)lja'j') = (_1)1+1'+11 1!2k + 1х 
Х ~ (aj!IT(kl)lla"I")(al/l~u(k2)~a'j'){~1 k; kJ•II }. (П.I.31) 

a"i" 1 j 

При IIX сналярном произведении вместо (П.I.31) получаем 

(aj 11 (T(k).u(k» 11 а'/') = 

где учтено, что 

= б(j.'j') ~ (a l /"IIT(k)l!aj)*(a"/"llu(k)lla'j), 
У2] + 1 a"j" 

(ajll F(k)11 a'j') = (_1);'-iЧ (a'j' 11 F(k) 11 aj)*. 

(П.I.32) 

(П.I.33) 

Частным случаем тензорного произведения двух тензоров может служить 
появившийся в (5.15) оператор L(2), определенный нан 

L(2) = [L(I) Х L(l)] (2). (П.l.34) 

Если тензоры действуют на различные ноординаты, необходимо исполь­
зовать равенства 
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(П.I.35) 

(П.I.36) 

Если оператор действует толыю на ноординаты с инденсом 1 или 2, то 
получаем формулы 

(alila2i2] ~ Tih ) 11 a~j~a;j~j) = 

= (- 1)11 +j2+j ' +h " ( . ' -') У(2' + 1') (2" -1- .) Х u a~]2,a2J2 ] ] ~ 

.(aljlIlTih)lla;j;){~~ i z ~,}. (П.I.37) 
] k 11 

(П.I.38) 

непосредственно следующие из (П.I.35). 

ПРЛЛОЖЕНИЕ 1I 

ТАБЛИЦЫ ГЕНЕА.'IОГIIЧЕСIШХ КОЭФФИЦИЕНТОВ С ОДНИМ 

отщЕплЕнны}( ЭЛЕКТРОНОМ И СУБМАТРIIЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ 

НЕПРIIВОДIIМЫХ ТЕНЗОРНЫХ ОПЕРАТОРОВ, 

СОСТАВЛЕННЫХ ИЗ ЕДИНИЧНЫХ ТЕН30РОВ 

Генеалогпчеснне ноэффициеllты. В L8- и jj-связи они опреде;rены со­
гласно формулам (3.10) и (3.10а) соответственно. Допоmштельно 1. свойст­
вам ортогональности генеалогичеснпх нозффициентов (ГК) с одним отщеп­
ленным элеНТРОНОJ\I (3.11) и (3.На) приведем еще равенства 

~ (2L + 1) (28 + 1) (IN-I (a1LI 8 1)ZlllNa LS) (lNaL8 \\ ZN-l (~LlSl) 1) = 
a,LS 

(П.П.1) 

( ,)2j+2-.V = () v1, v1 N (2J1 + 1). (П.Il.2) 

ГК для почти заполненных оболочен (подоболочен) IlfOГУТ быть найдены JJЗ. 
соответствующих величин для частично заполненных обо;rочек (подоболочен) 
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с помощью соотпошений, записанных для случая любого числа р отщеплен­
ных элентронов: 

(l41+2-.vа.vL8 11141+2-N-p (а. v L 8 ) lP (а. v L 8 )) = 
1111 2222 

= (_ 1)L+S+Ll+SгL2-S2+р(р+N)+N+(V-Vl+Р)/2х 

! (N -1- р) ! (41 -1- 2 - N - р) I (2L 1 -1- 1) (281-1- 1) 
Х ), N! (41 -1- '2 - N) I (2L -1- '1) (28 -1- 1) Х 

X(lN+Pa.1v1 L I 8 lllZN (a.vL8) [Р (a.2v2L 28 2)) , (П.II.3) 

( j21 H-N"vJ 11 j21+I-N-рv J jP (v J )) = 
1 1 2 2 

= (_чJ+JгJ2+р(р+N)+N+(V-Vl+Р)/2х 

Х-. ;(N -1- р)! (2j -1- 1- N - р)! (И1 -1- 1) (.N+Pv J II·N (vJ) 'P(v J )). V N! (2j -1- 1 - N) I (И -1- -1) ] 1 1 ] ] 2 2 

(П.II.4) 

Для р" оболочни достаточно привести следующую таблицу П.II.1 (ос­
тальные случаи следуют из (3.12) и (П.II.3». 

Т а б л и ц а п. 11.1. ГенеалогичеСl>иеНОЭффПЦllенты 
с одним отщеlIлеННЫ~1 элентроном при N=3 

~ 4в 1 Р 2D 
3 3 

p'v,L,S, 

18 
о 

112/3 
3р 
2 1 -1/112 1/112" 

~ - 1I5Iз11i -1/112 

Соответствующие таблицы для d-оболочен значительно больше по объему, 
поэтому IIIЫ воспользуемся связью ГК с субгенеалогичесними ноэффициен­
тами (равенство (3.22» и приведем таблицу (заимствованную из [65]) лишь 
для последних (таблица П.II.2). Из таблиц П.Il.2 и П.I.1 можно легко вос­
становить все необходимые численные значения ГК с одним отщепленным 
элеНТРОНО1lI для оболочни d N • Таблицы ГК для оболочкн '" можно найти 
в [14, 71] (случаи N ~ 4). Наиболее полные их таблицы представлены в 
[72]. Заметим, что в [67, 282] получены сравнительно простые алгебраиче­
ские выражения для ГК с одним отщепленным элентроном, охватывающие 
случаи pN и d N оболочен, а танже те состояния fN оболочки, для нлассифи­
нации которых достаточно использования нвантовых чисел v, u"Uz, L и 8. 
Таблицы для ГК с двумя отщепленными элентронами можно найти в [14]. 

Б случае jj-связи для ГК р" оболочки достаточно формулы (3.12а), а для 
d N и '" оБQлочен необходимы лишь таблицы ноэффициентов при / 5/2 
и N = 3, а танже j = 7/2, N = 3 и 4. Они представлены в таблице П.II.3. 
Заметим, что соответствующие величины для почти заполненных оболочек 
могут быть найдены 11 [73]. Таблицы для ГК с двумя отщепленными элект­
ронами 11 jj-связи имеются в [74,283]. 
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C}-О)JaТРlIчные эл:е)leНТЫ неПРИВОДWIЫХ теНЗ0РНЫХ операторов, состав­
леПIIЫХ из еДIIНII.,НЫХ тензоров. В LS-связи таlШМИ тензораlllИ являются опе­
раторы иl< и 1'''.,опреде.."'Iенные формулами (4.5) и (4.6), а в jj-СВЯЗИ - Т" 
(5.93). Пх субlllатричные элементы в случае оБОЛОЧIlИ (подоuолочки) эквива­
лентных электронов даны выражениями (5.51), (5.52) I1 (5.94) соответст­
венно. СоотношеНIIЯ между субматрпчными элементами. соединяющими до­
ПОЛНllтельные оболочки (подоболочки), даются равенством [5.54]. 

Чпсленные зпачеНIlЯ субlllатричных элементов операторов и" и VI<I 

В случае pN ОUОЛОЧI>И представлены в таблице П.П.4. Прп расчетах необхо-

т а б л п Ц а П.II.4. Численные значеНlIЯ суб~IaТРПЧНЫХ элементов 

операторов и!! п vk1 ДЛЯ pN оболоЧ1Ш 
р2 

vLS v'L'S' V" 

I S 3р 1 
о 2 

1D 2 
2 11з 
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2 2 

У2 112 
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117 
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113 2р rp 1 112 
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У5 
112 

2D 2D 117 
3 3 -

V2 

ДИМО иметь в виду следующие свойства транспонированпя рассматриваемых 
величин: 

(lN vLS ~ и" i ZNv' L' S')= (_1)L-L' (INv' L' S' 11 и!! IJ ZN vLS), (П.II .5) 

(lN vLS ~ V k1 1llNv' L'S') = (- 1)L+S-L'-S' (ZNv' L'S' ~ V"l II lNvLS). (П.II.6) 
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Аналогичпые таблицы для d N оболочен можно найти в [14, 22, Н, 72], 
ДЛЯ fN - В [71, 7~], однако без использования ЭВМ они 1ШЛО полезны. 

ЧllслеНIIые значеНlIЯ суuматричных элементов оператора Tk в случае 

l 3]N [ 5 ]N подоболочек ""2 и 2" прпведены в таблице П.П.5. Случай подоGолоч-

ЕВ [~ 1N paccM0'IJ!eH в [284], отнуда и заимствована эта таблица. В табли­
цы обычно не внлючаются субматричные элементы, связанные с приведен­
ным равенством 

(П.II .7) 

Интересно отметить, что согласно [76, 284] субll[атричные элементы рас­
сматриваемых тензоров ПРОIIорционаЛЬНbl генеалогичесним ноэффициентам 
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2 4 

т а б л и ц а п.п. 5. Численные значеНIIЯ 
суб1.[атрпчных элементов оператора Tk 
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v J v' J' Т' 
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с двумя отщепленными электронами: 

2 V2 (2L2 + 1) {J (N, V1 ) (INavL8 11 VL21/IINalvlL181) = 

= 11 N (N -1) (2L+ 1) (28 + 1) (_1)'P(N) [Q(N, V1 ) -Q (N +2,р»)х 

Х (lNavL8 ~ lN- 2 (a1v1L18 1 ) 12 3 L 2), (П.lI .8) 

2 V 2 (и2 + 1) Q (N, Р1) (jNavJII T J2 1\ a1v1J 1 ) = 

= 11 N (}.' - "1) ('Ц + 1) (- 1)Cj)(N) [Q(N, V 1) - Q (N + 2, р») Х 

( ·N J n ·N -2 ( J ) '~J ) Х 1 ар ] a t v1 1 ] 2' (П.1I.9) 

Аналогичное соотношение ДЛЯ UL. получается из (П.П.8) умножени­
ем ее левой части на 1/2. Напомним, что Q(N, Р) дЛЯ l N И jN определен соот­
ветственно формулами (3.16) и (3.25), а <p(N) - (3.23). 

Используя алгебраические выражения ДЛЯ генеалогичеС1lИХ коэффици­
ентов, можно установить аналогичные формулы также и для рассматривае­
IIlbIX субматричных элементов. Приведенные в квазиспиновом пространстве 
субмаТРlIчные элементы (аналог субгенеалогических 1Iоэффициентов) рас­
смотрены в [65, 70]. 

Численные значения генеалогичеС1lИХ I\оэффициентов с двумя отщеп­
леннымп электронами можно найти согласно формулаlll типа (П.П.8) и 
(П.II.9), используя таблицы соответствующих субматричных элементов. Од­
на1l0 можно для этой цели также исходить из ИХ определения через генеало-
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x{~ ~2 ~:}{~ ~2 ~:1 (ZN-2 (a2L 2S 2 ) IlpN-lа1L1S1)Х 
Х (lN-l (a1L1S 1) llllNaLS), (Л.II.10) 

(jN-2(V2J2),j\VоJо)lljNvJ) = (_1)J2+J+l ~ V[J O,J1]X 
vIJ l 

X { J 2 j Jl}(.N_2( J) "II"N-l J )("N-l( J) "II"N J) (П 1111) j J J o 1 V2 2 ,1 1 V1 1 1 v1 1 1 1 V. .. 

таблицы численных значений ГК с ОДНlIМ И двумя отщепленными злеRТ-
ронами ДЛЯ большинства необходимых случаев помещены в [14] (случай 
LS-связи) и В [73, 283] (случай jj-связи). 
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