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ПРЕДИСЛОВИЕ АВТОРА К ПЕРВОМУ ИЗДАНИЮ 

В предисловии к первому тому настоящих лекций 
'( арифметика,  алгебра ,  анализ) я выразил сомнение 
в том,  сможет ли второй том, посвященный геомет
рии ,  появиться так скоро. Однако его уже удалось 
обр аботать, в значительной степени благодаря энер� 
гни г-на Геллингера ,  что я охотно отмечаю . 

Относительно происхождения и цели всей этой 
серии лекций я не имею прибавить ничего особенного 
к тому, что было сказано в предисловии к первому 
тому. Но представляется, пожалуй, необходимым ска
зать несколько слов о новой форме, которую приня.1 
этот второй том . 

Действительно, эта форма совершенно иная,  че'-t 
в первом томе. Я решил дать, прежде всего, общи�% 
обзор всей области геометрии в том объеме,  которы if 
я считаю желательным для всякого учителя средней 
школы. Поэтому соображения,  относящиеся к npeno· 

даванию геометрии, отошли н а  задний пл ан ,  но  зато 
они даны в связной форме  в конце, поскольку оста
валось место. 

При описанном изменении в расположении м ате
риала в известной степени  сыграло свою роль жела
ние избежать повторения одной какой-нибудь слиш
Iюм стереотипной формы .  Но можно привести и бо
лее серьезные внутренние основания. Мы не имеем 
по геометрии таких цельных учебников, соответствую
щих общему состоянию науки, какими мы обладаем 
по алгебре и анализу благодаря  наличию служащих 
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образцом французских курсов . В место этого мы встре· 
чаем изложение то одной, то другой стороны нашего 
многообъемлющего предмета в соответствии с их раз· 
р аботкой той или другой группой исследователей. 
В противоположность этому казалось с точки зрения 
иреследуемых мною педагогических и общенаучных 
целей существенно важным попытаться дать более 
целостное суммарное изложение. 

Заканчиваю пожел анием , чтобы оба уже теперь 
готовых взаимно дополняющих друг друrа тома «Эле· 
м ентарной м атематики с точки зрения высшей» ветре· 
тили в учительском мире такое же дружеское внима· 
ние, которое имели лекции по вопросам организации 
nреподавания м атематики, изданные в прошлом году 
г-ном Шимм аком и мною. 

Ф. Клейн 
Гёттинген, Рождество 1908 



ВВЕДЕНИЕ 

Уважаемые слушатели!  
Курс, к чтению которого я сегодня приступаю, 

должен составить непосредственное продолжение н 
дополнение курса , прочитанного мною в последнюю 
зиму. Теперь, как и тогда, моя цель заключается 
в том ,  чтобы все то, чем вы занимались в области 
математики за годы студенчества ,  поскольку оно мо· 
жет представить хотя бы какой-нибудь интерес дл я 
будущего учителя ,  свести воедино,  а главное - раЗъ
яснить с точки зрения его значения для постановки 
школьного преподавания математики. Зимою я осу
ществил эту программу поочередно для арифметики, 
алгебры и анализа; в текущем семестре очередь за 
геометрией, которая тогда оставалась в стороне. При 
этом наши р ассуждения должны быть понятны, ко
нечно, и независимо от прошлого курса .  Кроме того, 
я хочу несколько изменить также и самый тон всего 
курса в целом. На первом плане должен стоять те
перь, . я бы сказал, энциклопедический момент; в ы  
должны получить обзор всей области геометрии, ко
торы й  даст вам готовые рамки для р азмещения в них 
всех отдельных сведений,  приобретенных вами за 
время вашего обучения,  чтобы держать их, таким об
разом, наготове для какого угодно употребления. 
И лишь после  этого сам собою возникнет также и 
тот интерес к школьному преподаванию математики, 
который зимою всегда служил для меня исходным 
пунктом .  

Охотно отмечу еще, что во врем я п асхальных ка· 
никул 1908 г. здесь, в Гёттингене, состоялись канику
лярные курсы для преподавателей м атематики и фи· 
зики старших классов . На этих курсах я сделал со· 
общение о моем зимнем курсе, и в связи с ним, 



8 ВВЕДЕНИЕ 

а также с докладом nрофессора  здешней гимназии 
Берендсена возникл и  очень интересные и живые пре
ния по вопросу о реформе школьного обучения ариф
метике, алгебре и анализу и ,  в частности, о введении 
в школу дифференциального и интегрального исчис
лений. Участники курсов обнаружили при этом край
не отрадный интерес к этим вопросам ,  как и вообще 
к нашим стремлениям создать живую связь между 
университетом и школой.  В направлении тех же 
стремлений должен воздействовать и мой теперешний 
курс.  Будем надеяться, что он со своей стороны по
может устранению тех старых нареканий, которые 
нам  постоянно - и, увы ,  ч асто вполне заслуженно
приходилось выслушивать со стороны ш колы : хотя 
университетское п реподавание и дает много специ
альных знаний,  тем не  менее оно оставляет будущего 
учителя без всякой ориентировки относительно мно
гих важных вещей общего характера ,  которыми он 
позже действительно мог бы воспользоваться . 

Относительно материала этих лекций замечу толь
IЮ, что я, как и в моем прежнем курсе, вынужден 
буду предполагать по мере надобности , что в ам  из
в естны те основные  понятия из всех областей мате
матики,  которые сообщаются обыкновенно в других 
курсах, чтобы иметь возможность сделать ударение 
на обзоре целого. При этом я буду, конечно, I<аждый 
раз стараться настолько помочь вашей памяти крат
кими  указаниями ,  чтобы вы без труда смогли вполне 
ориентиров аться в л итературе. Но, с другой стороны, 
я буду, как и в первой части, в гораздо большей сте
пени ,  чем это обыкновенно делается, указывать на  
историческое развитие науки, на  достижения е е  ве
.1иких основоположников . Такого рода р азъяснениями 
я н адеюсь содействовать, я бы сказал , вашему об
щему математическому образованию: наряду со зна
нием деталей,  которое вы  черпаете из специальных 
курсов, должно занять свое место понимание логи
ческих и исторических связей целого. 

Р азрешите сдел ать еще одно,  последнее, замеча
J-rие общего характера , чтобы избегнуть недоразуме
ния ,  которое иначе могло бы,  пожалуй, возникнут,, 
в связи с внешним отрывом этой «геометрической» 
ч асти моих лекций от первой «арифметической».  Не
взир ая  н а  этот отрыв ,  я выступаю здесь, как и во-
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обще всегда в подобных курсах общего характера ,  
nоборником той  тенденции,  которую я охотнее всего 
обозначаю словами фузионизм в преподавании ариф· 
метик:и и геометрии, понимая при  этом «арифметику» 
как область, к которой принадлежат не только учение 
о целых числах, но и вся алгебра и анализ .  Другие, 
особенно в Итал ии,  пользуются словом фузиониз.м 
для характеристики стремJiений,  огр аничивающихся 
одною только геометрией.  Дело  в том , что с давних 
nop nринято как в школе, так и в университете сперва 
излагать геометрию nлоскости,  а затем уже совер· 
шенно отдельно геометрию пространства ,  но при 
этом , к сожалению, геометрию простр анства часто 
слишком урезывают, и благородная способность 
к пространствеиной интуиции ,  с которой учащиеся 
nриходят в школу, утрачивается . В противоnолож· 
ность этому «фузие>нисты» хотят с самого начал а  
одновременно трактовать плоскость и пространство ря· 
дом друг с другом ,  чтобы не  н ачинать с искусствен· 
наго ограничения нашего мышления двумя измере· 
ниями .  Я nрисоединяюсь здесь и к этим стремлениям ,  
но в то  же время  имею в виду, как  сказано выше ,  еще 
далее идущий фузиониз м :  в прошлом семестре я но· 
стоявно оживлял абстрактные теории арифметики, 
алгебры и анализа чертежами и графическими мета· 
да ми,  которые дел ают для иного излагаемые вещи 
гораздо более достуnными  и часто впервые позволяют 
пон ять, зачем ими  занимаются ; аналогично,  я буду 
теперь с самого начала сопровождать пространствен· 
ную интуицию, которая ,  конечно, должна занимать 
первое м есто, анал итическими  формулами ,  которые 
в высшей степени облегчают точную формулировку 
геометрических фактов . 

Как именно все это надо понимать, вы  Jiучше 
всего увидите, если я сразу же обращусь к нашему 
предмету; тут в первую очередь мы должны будем 
заняться рассмотрением ряда простых rеометриче·, 
ских основных обр азов. 



ПРОСТЕИШИЕ 
ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ОБРАЗЫ 

1. ОТРЕЗОК, ПЛОЩАДЬ, ОБЪЕМ 
КАК ОТНОСИТЕЛЬНЫЕ ВЕЛИЧИНЫ 1) 

Определение с помощью детерминантов; истолко· 
ванне знаков. Вы видите уже из заголовка,  что, сле
дуя намерению придерживаться фузионистских то
чек зрения,  я с самого начала одновременно трактую 
соответствующие друг другу величины на прямой, н а  
плоскости и в ·nространстве. Но в то ж е  время,  в со
ответствии с более общей фузионистской тенденцией, 
мы для аналитической формулировки будем с самого 
начал а  принципиально пользоваться обычной прямо
угольной системой координат. 

Начнем с отрезка, лежащего на оси х; если концы 
этого отрезка имеют а ·бсциссы х1, х2, то его длин.а 
р авна х1- х2, и эту разность можно, очевидно, запи
сать в виде такого определителя: 

(1, 2)=Xt-X2=+ 1 :: � 1· 

Совершенно аналогично площадь треугольника,  
лежащего в плоскости х,  у и имеющего вершины в 
точках 1, 2, 3 с координатами Xt, У1; х2, у2; Хз, уз, 
равна 2 ) 

(1' 2, 3) = 1 � 21 ;� :� � 1· Ха Уа 1 
Наконец, для обема тетраэдра с вершинами 

в точках 1 ,  2 ,  3, 4 с координатами Xt, у1, z1; • • • ; х4, 
У4, Z4 имеем выражение 

Xt Y t  Zt 

(1, 2, 3, 4)= 1·;·3 :: :: :: 
1 

1 • 

Х4 У4 Z4 1 
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Обыкновенно говорят, что длина ,  площадь, объем 
равны абсолютному значению (модулю)  н аписанных 
в правых частях величин, тогда как наши формулы 
дают, кроме того, вполне определенный знак ( плюс 
или минус) , зависящий от той последовательности, 
в которой заданы точки.  Примем за  правило  приме
нять всюду в геометри и  знаки ,  даваемые этими  ана 
литическими  формулами ;  в соответствии с этим мы 
должны спросить себя, какой геометрический  смысл 
может иметь тот или иной знак при таких определе
ниях величин геометрических образов. 

В этом вопросе имеет большое значение  то, как 
мы выбир аем прямоугольную координатную систем' . 
и поэтому м ы  теперь же условимся р аз навсегда пр11-
держиваться в этом отношении  одного определенного 
(разумеется , произвольного ) согл а шения. В случаL 
одного измерения будем всегда считать положитель
ную ось х направленною вправе 3 ) . На плоскости бу
дем положительную ось х направлять вправо, . а по
;южительную ось у- вверх ( рис.  1 ) ;  если б ы  послед
няя была обращена вниз ,  то получил ась б ы  суще
ственно иная система  координат, представляющая 

!! 
.с 

L 
Рис. 1 Рис. 2 

собой зеркальное отражение первой системы ;  эту вто
рую систему  невозможно наложить на первую по
средством непрерывного передв ижения ее по  плоско 
сти, не выходя из плоскости в пространство. Наю• 
нец, пространствеиную систем у  координат считаем 
возникающей из нашей плоской системы путем при
соединения к ней оси z с положительным н аправле
нием вперед ( рис. 2 ) ; принятие противоnоложного 
направления оси z за положительное снова дало бы  
существенно иную систему координат, которую ни
каким непрерывным движением в простр анстве 



12 ПРОСТЕйШИЕ ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ОБРАЗЫ 

невозможно было бы  наложить на первую си
стему*) .  

Придерживаясь постоянно этих соглашений, мы 
найдем истолкование знаков правых частей в про· 
стых геометрических свойствах того чередования то
чек, которое обусловливается данной их нумерацией. 

В случае отрезка (1, 2) это свойство почти оче
видно :  выражение длины отрезка х1 - х2 получает 
положительное или отрицательное числовое значение 
в зависимости от того, лежит ли  точка 1 справа или 
слева от точки 2. 

В случае треугольника находим,  что формула дает 
для площади положительное или отрицательное зна
чение в зависимости от того, осуществляется ли про· 
тив или по часовой стрелке 4 )  обход контура тре
угольника,  ведущий от вершины 1 через вершину 2 
к вершине 3. Для доказательства мы вычислим спер
ва определитель,  даЮщий площадь, в случае одного 
специального, как можно удобнее расположенного 
треугольника , а затем разберем и общий случай, 
пользуясь идеей непрерывности. А именно :  рассмат-

,У 
2 

риваем треугольник с вершиною 1 
в «едини чной» точке оси х (х1 = 1, 
У1 = О ) , с вершиною 2 в единичной 
точке оси у (х2 = О, У2 = 1) и с 
вершиною 3 в начале координат 
(хз = О, уз = О). Согласно нашему 

Рис. 3 
х условию относительно выбора си

стем ы координат обход этого тре
угольника ( 1-+2-+3) осуществлн

ется против часовой стрелки ( р ис. 3), а наша фор
мула  дает для его площади положительное значение: 

.!__ о 1 1 =+__1_. 11 о 1 1 
2 о о 1 2 

Непрерывно деформируя этот треугольник, можно 
его вершины перевести в вершины любого другого 
треугольника с тем же направлением обхода , не да
вая им при этом ни  разу оказаться всем трем на  од· 

*) Эти две системы различают как «правую» и «левую»
, 

так 
как они соответствуют взаимному расположению трех растоны
ренных пальцев правой и левой рук (ер. т, 1, с. 97)_. 
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ной прямой.  При этом наш определитель будет из
меняться тоже непрерывно, а так как он обращается 
в нуль, как известно,  только в том случае, когда 
точки 1 ,  2, 3 лежат на одной прямой,  то он будет 
во время этого процесса деформации  сохранять по
ложительное значение.  Этим доказано,  что площадь 
всякого треугольника с направлением обхода против 
часовой стрелки положительна .  
А поменяв местами дее верши
RЫ исходного треугольника ,  уви
дим тотчас  же, что для всююго 
треугольника ,  имеющего обход 
по часовой стрелке, наша фор
мула дает отрицательную пло
щадь. 

Совершенно аналогично мо
жем поступить и в случае тетра
эдра .  Снова исходим из возмож
но более удобно расположенного 

у 

Рис. 4 

тетраэдр а :  пусть первой, второй и третьей вершн
нами служат единичные точки осей х, у, z, а четвер
той- начало  координат ( рис. 4). Его объем р анен 

l о о 
l о l о 

6 о о l 
о о о 

Отсюда , как и раньше, следует, что всякий тетра
эдр , который можно получить из этого исходного 
тетраэдра ,  непрерывно его дефрмируя , но  не  давая 
при этом ни  р азу всем четырем вершина м  оказатьсн 
в одной плоскости (т. е .  не давая определ ителю об
р атиться в нуль) , имеет положительный объем .  

Все  такие тетраэдры можно охарактеризовать тем 
направлением обхода, который имеет треугольная 
грань (2, 3, 4), если ее рассматривать со стороны 
вершины 1. Это приводит к такому результату: объем 
тетраэдра ( 1 ,  2, 3, 4), определяемый по н ашей фор
муле, получается положительным, если вершины 2, 
3, 4, рассматриваемые из вершины 1, следуют одна за 
другой против часовой стрелки 5 ) ; в nротивном слу· 
чае nолучаем отрицательный объем .  

Таким образом, мы , действительно, из  анали
:rических формул вывели геометрические nравила, 
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позволяющие каждому отрезку, каждому треуголь
нику, каждому тетраэдру приписывать определенный 
знак, если только их вершины з аданы в определенной 
последовательности. 

Этим достигаются большие преимущества по 
сравнению с обычной элементарной геометрией, р ас
сматривающей длину, площадь и объем как абсо
лютные величины, а именно, мы будем в состоянии 
устанавливать простые теоремы общего характера ,  
тогда как элементарная геометрия должна различать 
многочисленные случ�и в зависимости от того или 
другого расположения фигур . 

Простейшие примеиения, в частности, двойное 
отношение. Разрешите мне начать с одного очень 
примитивного примера ,  а именно с «простого отно

шения» трех точек на одной 

S<.O 

s>o u на nрямои, например 
2 

Рис. 5 

оси х. 
Если  обозначить эти три 

точки через 1, 2 и 4 (рис. 5) , 
что является для последую
щего н аиболее удобным, то 

их «простое отношение» дается формулой  

Это отношение оказывается, очевидно,  nоложи
тельным или отрицательным в зависимости от того, 
лежит ли  точка 1 вне или внутри отрезка (2, 4) .  

Если  же известно,  как это обыкновенно бывает 
nри элементарном изложении, лишь абсолютное зна
чение 

то нужно дополнительно либо дать еще чертеж, либо 
nояснить словами,  имеют ли  в виду внутреннюю или 
внешнюю точку, а это, конечно, вносит значительное 
усложнение. Таким образом,  введение знака длины 
отрезка учитывает различные возможные случаи рас
положения точек на прямой- обстоятельство, кото
рое нам придется еще часто отмечать в наших лек· 
диях6} . 
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Присоединяя четвертую точку 3, м ы  можем соста· 
вить так называемое двойное ( или ангармоническое) 
отношение четырех точек 7 )  

D = х ,  - х2 : Хз- Х 2  = (х1 - х2) (ха- х4) 
х,- х, Хз- Х4 (х1- Х4) (хз -- х2) 

Это выражение также имеет определенный знак, 
'а именно, как непосредственно в идно, D < О, если 
nар ы  точек 1 ,  3 и 2, 4 р азделяют одна другую, и 
D > О в nротивоположном случае,  т. е. когда обе 
точки 1 и 3 одновременно лежат вне или внутри от· 
резка 2, 4 (рис . 6, 7) . Таким образом,  снова nолу� 
чаем каждый раз два существенно р азличных распо· 
.'Iожения, дающих для D одно и то же абсолютное 

2 3 
JJ <а 

Рис. 6 

2 
.JJ>a 

Рис. 7 

4 3 

значение. Задавая  лишь nоследнее, м ы  должны еще 
каждый р аз отчетливо указать ,  как и менно располо· 
жены четыре точки;  если ,  н апример,  определяют 
«гармонические точки» равенством 1 D 1 = 1, как все 
еще, к сожалению, чаще всего постуnают в школе, то 
к этому определению неизбежно nриходится nрибав· 
л ять требование о р аздельном положении обеих п а р  
точек, тогда к а к  нам  достаточно одного лишь треба· 
вания D = - 1 . 

Особенно nолезным оказываетGя считаться со зна· 
ком в проективной геометрии, где, как  известно ,  двой� 
ное отношение  играет основную роль .  

Известное nредложение  nроективной геометрии 
гласит: четыре точки одной nрямой имеют такое же 
двойное отношение, как и четыре точки л юбой дру· 
гой прямой,  nолучаемые из nервых nроектированием 
их из nроизвольнаго центра (nерспектива )  ( рис.  8). 

Если рассматривать двойное отношение как отно• 
сительную величину, и меющую оnределенный з.нак, 
то имеет место также следующая обратная теорема, 
не допускающая исключений : 

Две четверки точек на двух npяAtьtX, имеющие 
равные двойные отношения DJ всегда могут быть 
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получены одна из другой путем однократного или по
вторного перспективного преобразования. 
Так, например ,  на рис.  8 четверки 1, 2, 3, 4 и 1", 2", 
3", 4" получаются одна из другой последовательным 
п роектированием из центров Р и Р'. Если же извест
но только абсолютное значение двойного отноше-

ния D, то соответствующая теорема перестает быть 
справедл ивой в столь простой форме;  в этом случае 
нужно еще прибанить дополнительное предположе

2 

Рис. 9 

ние,  касающееся взаимного 
р асположения точек. 

Еще более плодотвор
ным оказываются применг
ния нашей форлtулы, даю
щей площадь треугольника. 
Возьмем прежде всего где
либо внутри треугольника 
(1, 2, 3) точку О и соеди-
ним ее  с вершинами 

( р ис. 9 ) . Рассм атривая площади полученных тре
угольников как абсолютные величины, находи м,  что 
их сум ма  равна площади исходного треугОJiьника : 

/(1, 2, 3)1=1(0, 2, 3)/+1(0, 3, 1)1+1(0, 1 , 2)/. 

Н а  нашем рисунке вершины, взятые в указанном 
здесь порядке, в каждом треугольнике следуют одна 
за  другой против часовой стрелки , так что площади 
треугольников (1, 2, 3), (0, 2, 3), (0, 3, 1), (0, 1 ,  2) 
получают, согл асно нашему общему определению, 
знак  плюс. 

Поэтому мы  можем нашу формулу написать еще 
и таким образо м :  

(!, 2, 3)=(0, 2, 3)+(0, 3, 1)+(0, 1, 2). 
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Теперь я утверждаю, что эта формула имеет .ме
сто и в то.м случае, когда точка О лежит впе 
треугольnика, и вообще, когда О, 1 ,  2, 3 - четыре про
извольnые точки па плоскости. Например ,  при  рас· 
положении точек, указанном на  рис. 1 0 ,  обход тре· 
угольников ( 0, 2, 3) и ( 0 ,  3,  1) происходит против 
часовой стрелки, а треугольника ( 0, 1, 2) - по часо
вой стрелке, так что наша фор
мула дает для абсолютных ве
личин площадей равенство 

1 ( 1 ,  2, 3) 1 = 1 (О,  2, 3) 1 + 
+1(0, 3, 1)1-1(0, 1, 2)1. 

в справедливости которого Рис. 10 
.'Iегко убедиться из р исунка .  

Мы докажем наше утверждение  в общем виде, 
исходя из аналитического определения,  причем в на
шей формуле  мы узнаем некоторое предложение,  из
вестное из алгебры,  а именно,  из теории определи 
те.'Iей.  Ради большего удобства примем за  точку О 
нача.'Iо координат (х  = О, у = 0 ) - что, очевидно, не 

вносит существенного нарушения общности 8 ) - и за
меним П.'Iощади четырех треугольников соответствую
щи ми детермин антами ;  тогда,  опуская всюду множи-

1 те.'Iь 2, м ы  до.'Iжны будем доказать, что д.'Iя произ-

вольных значений х1 ,  • • •  , у3 имеет м есто соотно

шение 

1 ;: �: � 1 = 1 �2 �2 � 1 + 1 �з �з � 1 + 1 �1 �1 111 1· Хз Уз 1 Хз Уз 1 Xt Yt 1 Х2 У2 

Величина каждого из определителей справа  не из
менится, если второй и третий элементы последнего 
столбца (т. е .  единицы ) заменить нулями ,  ибо эти 
_элементы при р азложении по элементам первой стро 
ки  входят лишь в те два минора ,  которые умножаются 
на нуль;  если ,  кроме того, в двух последних опреде
лителях мы произведем циклическую перестановку 
строк ( что допустимо в определителях третьего и во
обще нечетнаго порядка ) ,  т о  можем наше равенство 
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sаписать таким обр азом : 1 Xt Yt 
1 1 1 0 0 1 1 1 X

t Xz Yz 1 = Xz Yz О + О 
Хз Уз 1 Хз Уз О Хз 

Yt 
0 
1 1 X

t 
Yt 

0 1 
О 1 + Xz У2 О • 
Уз О О О 1 

Но это тождество :  справа  имеем попросту алге
браические дополнения последнего столбца левого 
определителя ,  так что перед нами известное разло
жение этого определителя по  элементам  одного из 
его столбцов.  Этим н аше предложение сразу дока
з ано для всех возможных случаев расположения че· 
тырех точек 9 ) . 

Площадь прямолинейных многоугольников. Дока
занную формулу мы можем сейчас же обобщить так, 
чтобы она дав ал а площадь произвольпых мпогоуголь

пиков. Для нагл ядности рас
смотрим  такую геодезическую 
задачу: требуется определить 

7 площадь участка земли с пря-
молинейными сторонами ,  зная 

4- на  основании.  из мерений коор· 
динаты его последователь
ных вершин 1, 2, • • •• n- 1. n 
(рис. 1 1 ) .  

Кто не  привык оперировать 
3 со знаками  при площадях, тот 

Рис. 11 должен сделать набросок мно-
гоугольника по этим данным. 

разложить его, например,  диагоналями н а  треуголь· 
н ики, а з атем в з ависимости от его особого вида
в особенности от того, какие именно внутренние 
углы являются невыпуклыми (т .  е .  содержащими 
более 1 80°) , - определить искомую площадь как 
сумму  или р азность площадей отдельных треуголь
ников.  Мы же можем сразу написать общую 
формулу, которая совершенно автом атически даст 
п равильный  результат, не  требуя никакого чертежа. 
Если О- какая-либо точка плоскости, например н а· 
чало координат,  то площадь н ашего м ногоугольника 
nри обходе его вершин в последовательности 
1, 2, • . •  , n равна 

(1, 2, 3, • • .  , n) = 
= (0, 1, 2) +(О, 2; 3) + ••• + (0, n -1, n) +(О, n, 1), 
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где треугольники следует брать со знаками, опреде
.чяемыми указанным направлением обхода.  Эта фор
мул а  дает положительную или отрицательную пло
щадь в зависимости от того, движемся ли мы,  об
ходя многоугольник в порядке 1, 2,  .. . . , п , против 
часовой стрелки или по часовой стрелке. Мы ограни
чимся указанием на  эту формулу, а доказательство 
вы можете провести сами .  

Я охотнее остановлюсь еще н а  неско.льких осо
бенно интересных случаях, которые, конечно, не мо
гут иметь места nри измерениях н а  местности, а 
именно , на самопересекаю- .f 
щ.ихся многоугольниках, 
как, например, четырех
угольник на рис. 12. ЕслИ 
вообще мы хотим говорить 
здесь об оnределенной пло
щади, то это может быть 
только то ее значение, кото- Рис. 12 
рое дает наша формула; мы 
должны лишь уяснить себе геометрический смысл 
этого значения .  Прежде всего, легко убедиться в том , 
что это значение не з ависит от nоложения точки О *). 

*) Пусть точка О имеет координаты х, у. Площадь много· 
угольника (1, 2, 3, • . .  , n), определяемая формулой 

(1, 2, 8, • • . , n) = (0, 1, 2) + (0, 2, 3) + . . .  + (0, п, 1), 
является пекоторой фующией f (х, у) этих, координат х, у. 
Чтобы доказать независимость величины этой п.rющади от вы• 
бора точки О, достаточно nоказать, что 

дf (х, у) =О дf (х, у) = 0 
дх 

- • ду 
(тождественно). Но мы имеем 

f (х, у)= ± (0, k, k + i) = Ij :k :k 

k=l xk+l Yk+l 
rде n + 1 надо заменить на единицу. Поэтому 

1 о о 
д - '!\:" 1 \"'' дх- � xk yk 

= 
�(yk -yk + I )=O, 

..fl_="' 
ду � 

xk+l llk+l 1 
о 1 о 

1 =- L(xk-xk+I)=O. 
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Поэтому, если поместить точку О по возможности 
удобнее, а именно в ту точку, где стороны четырех
угольника пересекают одна другую, то площади тре
угольников (0 ,  1, 2) и ( 0, 3, 4) станут нулями,  11 
останется 

(1, 2, 3, 4)=(0, 2, 3) + (0 , 4, 1 ) ;  

эдесь первый треугольник имеет отрицательную, вто
рой - положительную площадь. Следовательно, пло
щадь нашего четырехугольника при направлении об
хода ( 1 , 2, 3, 4) р авна абсолютной величине площади 
его части ( 0, 4,  1 ) , обходимой против часовой стрел -

1 ки, без абсолютной величины 
части (О, 2, 3 ) , обходимой по 
часовой стрелке. 

"""'"'mfnтrf>r· ;;m,тrrrr".",.n=rЗ В качестве второго приме-
р а  рассмотрим изображенный 
эдесь звездчатый пятиуголь
ник ( рис.  1 3 ) . Если  поместить 
точку О в средней части, то 
в сумме 

Рис. 13 

(0 ,  1 ,  2)+ (0 , 2, 3) + ... + 

+ (0 ,  5, 1 ) 

все отдельные треугольники получают положитель
ный  обход ;  их сумм а  дважды покрывает площадь 
в нутреннего пятиугольного· ядра ,  а каждый из пяти 
уголков (хвостов ) по одному разу. Есл и  снова обра
тимся к однократному обходу многоугольника ( 1 , 2,  
3, 4 ,  5,  1 ) , то увиди м ,  что каждую часть приходится 
обходить против часовой стрелки, а именно,  те части, 
которые при определении площади считаются дваж
ды, обходим дважды, а те, которые считаются по 
одному р азу, обходим также один р аз .  

Изучение этих двух примеров приводит н ас к сле
дующему  общему правилу: для каждого прямолиней
ного самопересекающегося многоугольника наша 
формула  дает в качестве площади алгебраическую 
сумму площадей отдельных частей, ограничиваемых 
контуром многоугольника ,  причем каждую часть сле
дует считать столько раз , сколько раз мы описываем 
ее при однократнолt обходе периметра многоугольни
ка .U, 2, 3, ... , п, 1), а именно, каждый раз со зна-
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ком плюс или минус в зависимости от того, происхо
дит ли обход ее против часовой стрелки или по ча
совой стрелке. Желательно, чтобы в ы  сами дали об· 
щее доказательство справедливости этого правил а; 
при этом вы не встретите никаких затруднений. Тем 
более рекомендую я вам  вполне усвоить на отдел ь
ных примерах эти интересные формул ы  для пло
щадей. 

Площади фигур, ограниченных кривыми линиями. 
Перейдем теперь от многоугольников к фигура м , 
ограниченным кривыми линиями. Итак, м ы  р ассмат
риваем какую-либо замкнутую кривую, котор ая 
сколь угодно часто м ожет пере· 
секать себя ; мы приписываем ей 
определенное направление обхо
да и спрашиваем,  какую пло
щадь она ограничивает.  Конеч
но, мы найдем эту площадь, ап
проксимируя кривую (рис. 14) 
многоугольниками с очень боль
шим числом весьма м алых сто-
рон и отыскивая предел сум мы Рис. 14 
площадей этих многоугольников, 
определяем ых только что указанным образом 10). 
Если Р (х, у) и Р1 (х + dx, у + dy)- две соседние 
вершины такого аппроксимирующего нашу кривую 
многоугольника, то его площадь состав ится из суммы 
элементарных треугольников (О, Р ,  Р,) , т. е. исклю
чительно из слагаемых вида 

1 1 � � � 1 = ; (х dy- у dx). 
2 х+ dx у+ dy l 

В пределе эта сум м а  переходит в криволинейный 
интегр ал 

; � (х dy- у dx), 

взятый вдоль нашей кривой в указанном направле
нии ;  это дает нам определение площади, ограничи
ваемой нашей кривой . Чтобы дать геометр ическое 
толкование этого определения ,  можно перенести на 
этот новый случай  результат, высказанный нам и дл я 
м ногоуrольников: каждая заключенная внутри кривой 
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часть площади входит в интеграл столько раз со 
знаком плюс и столько раз  со знаком минус, сколько 
раз  она описывается соответственно против часовой 
стрелки ил и по  часовой стрелке при однократном об
ходе всей кривой в заданном направлении.  

В случае простой кривой,  подобной изобр аженной 
на рис.  14, этот интегр ал дает поэтому в точности 
огр аничиваемую этой кривой площадь со знаком 
плюс 1 1 ) .  

Н а  рис .  15 внешняя часть считается один раз, 
а внутренняя - два раза  со знаком пJiюс;  на  рис. 16 
левая  часть получает знак минус, а правая - знак  
плюс, так  что в общем получается отрицательна я  
площадь ;  н а  рис.  17 одну часть совсем не приходится 

Рис. 15 Рис. 16 Рис. 17 

бр ать в р асчет, так  как для нее получается один раз 
положительный,  а другой раз отрицательный об
ход 1 2 ) .  Конечно, таким образом могут возникнуть 
�и кривые с площадью, равной нулю,  если бы,  напри
!Мер, кривая  на р ис. 16 была симметрична относи
�ельно точки пересечения ;  этот случай не представ
ляет сам по  себе ничего нелепого, если принять во  
:вним ание,  что в се  определение площади основыва
ется исключительно на целесообразных согл ашениях. 

Теория полярного планиметра Амслера. Чтобы 
nоказать в ам, н асколько целесообразным является 
:Введение этих понятий ,  я опишу теперь полярный пла
ниметр Амслера. 

Этот чрезвычайно остроумный очень часто приме
няемый н а  практике аппарат, сконструированный 
u 1854 г .  механиком Якобом Амслером в Шаффхау·· 
зене (Швейцария ),  выполняет определение площадей 
как р аз в духе изложенных выше идей. 

Начну с изложения теоретического принцила кон .. 
струкции. 
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Сообщим штанге А1А2 (рис. 18) длиною l такое 
перемещение по nлоскости,  чтобы каждый из ее коFI
цов А 1 и А2 описал замкнутую кривую, а сама  штанга 
возвратилась в свое исходное nоложение. 

Наша цель - определить nлощадь той части nло
скости, по которой nроходит ( которую «заметает» ) 
nри своем движении наша штанга. · При этом будет 
вполне естественным считать отдельные части этой 

Рис. 18 Рис. 19 

площади положительными или отрицательными в за 
висимости от того, описываются ли они штангой в од
ном или в другом н аnравлении, руководствуясь при  
этом нижеизложенным nравилам. А именно, неnре
рывное движение штанги з аменяем nоследователь
ностью nроизвольно малых скачкообразных «элемен
тарных движений» (из nоложения 1 2 в соседнее 
nоложение 1' 2') аналогично тому предельному nере
ходу, который в ыполняют nри каждом интегриро
вании. 

Тогда искомая площадь окажется р авною nределу 
суммы nлощадей всех «элементарных четырехуголь
ников» ( 1 ,  1', 2', 2), описываемых nри этих элементар- · 
ных движениях. При этом ,  как легко видеть, для 
nравильного учета направления движения штанги 
следует каждый элементарный четырехугольник брать 
со знаком,  соответствующим направлению обхода 1, 
1', 2', 2. 

Каждое «элементарное движение» штанги А1А2 
можно разложить н а  такие три составляющих дви
жения (рис .  1 9 ) : 

1 .  Параллельный nеренос вдоль самой штанги на 
отрезок ds. 

2 .  Параллельный перенос по перnендикуляру 
к штанге на  отрезок dp. 

3. Поворот вокруг вершины А2 на  угол d<p,1 
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При этом будут описаны соответственно площади [2 
О· ds, l dp, 2 d<p; площадь «элементарного четырех-
угольника» (1, 1', 2', 2) можно будет просто заме
нить сум мой этих площадей, ибо совершаемая при 
этом ошибка имеет высший пор ядок м алости и исче
зает при предельном переходе ( который ведь явля
ется простым процессом интегрирования ) . 

Существенным является то, что эта сумм а  
J2 ldp+ 2d<p 

совпадает также и по знаку с площадью четырех
угольника (1 ,  1', 2', 2) , если  только считать d<p поло
жительным при вращении против часовой стрелки, 
а dp- положительным при параллельном переносе 
в сторону возр астания <р 13 ) . 

Отсюда интегрирование  по всему пути движения  
дает для площади, описанной штангой А1А2, такое 
выраже»ие: 

J = l � dp + � � d<p. 

Здесь � d<p представляет собой весь угол , на  ко-
торый повернулась штанга относительно своего ис
ходного положения. А так как мы ее возвращаем 
в конце концов в ее исходное положение, то � d<p = О, 
если только в процессе движения она не  дел ает ни 
одного полного оборота.  Поэтому вся площадь сво
дится к 

l = l  � dp. (1) 

Если же штанга,  прежде чем вернуться в исход
ное положение, делает один или несколько полных 
оборотов, что вполне возможно при определенном 
виде кривых, описываемых точкам и  А 1 и А2, то 

\ d<p равен пекоторому кратному 2n. Поэтому при  

�аждом полном обороте в положительном направле
<ши следует прибавить к правой части равенства 
--l2n, а при  каждом полном обороте в отрицательном 
направлении прибавить - l2:rt. Однако мы дл я про
стоты оставим в стороне это маленькое усложнение. 
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Но эту же площадь J можно определить еще и 
несколько иным способом (рис. 20). Пусть штанга 
при последовательных элементарных движениях при
нимает поочередно положения 1 2, 1' 2', 1" 2", ... ; 
rгогда J окажется рав
ным сумме площадей эле
ментарных четырехуголь
ников : 

1=(1, 1', 2', 2)+ 
+ (1', 1", 2", 2') + 

+ (1", 1'", 2"', 2") + ... 

11/{ 

Рис. 20 

или , выражаясь точнее, р авным интегралу,  представ
,;!яющему собой п редел этой суммы. При этом каж
дый элементарный четырехугольник следует брать, 
как и раньше, с определенным указанным здесь на
правлением обхода. Выбирая теперь как-нибудь н а
'!ало координат О и применяя установленную н а м и  
выше формулу дл я многоугольника, можем н аписать 

!=(0, 1, 1')+(0, 1', 2')+(0, 2', 2)+(0, 2, 1)+ 

+(О, 1', 1") +(О, 1", 2") +(О, 2", 2') + (0, 2', 1 ') + 
+ (0, 1", 1"') + (0, 1"', 2111) +(О, 2"', 2") + 

+ (0, 2", 1") + ... 
Здесь второе слагаемое каждой строки взаимно 

уничтожается с четвертым слагаемым следующей 
строiш, так как эти слагаемые в ыр ажают шrощади 
равных, но обходимых в противоположном направле
нии треугольников .  Например , (0,1',2')=-(0,2',1'). 
(0, 1", 2")=-(0, 2", 1"), . . . Кроме того, так как 
ряд элементарных четырехугольников конечен, то 
второе слагаемое последней строки (0, 1, 2) взаимно 
уничтожается с последним слагаемым (0, 2, 1 )  пер
вой строки. Таким образом, в каждой строке оста
ются только первые и третьи сл агаемые, но все первые 
слагаемые дают в сумме, согл асно той же формуле, 
площадь многоугольника (1, 1', 1", 1"', . . .  ) ,  т. е. в 
пределе площадь F1, которая огр аничена кривой, опи
сываемой концом А1 штанги. Точно так же, м еняя 
знак каждого третьего слагаемого, получим в сумме 
площадь многоугольника J2, 2', 2", 2"', , ..  )_, т .  е .  в 
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пределе площадь F2, которая еграничена  кривой, опи4 
сываемой концом А2. Итак, окончательно получаем 

l = Ft - F2, (2) 

причем каждая кривая может, очевидно, как угодно 
пересекать себя ; нужно только при определении пло
щадей F1 и F2 точно придерживаться вашего правила 
знаков . 

В формулах  ( 1 )  и (2) заключается геометриче
ская теория планиметра .  А именно, если вести «по
движной штифт» А1 по кривой, заключающей иско
мую площадь F1 ,  позволяя в то же время точке А2 
двигаться только по з амкнутой кривой с известной 
нам площадью F214) , то мы определим площадь F1 
по формуле  

(2') 

в ытекающей из '(2 ) , если только будем иметь при· 

способление, измеряющее � dp. 
Механической частью изобретения Амслера и яв· 

ляется такого рода приспособление, состоящее в том ,  
что  на  штангу А1А2 как  на  ось 

�:z �1' д, н асажен ролик, который при 
� 1-р----� движении  штанги катится по 

;!" бумаге. Пусть 'А- его р асстоя• 
Рис. 2 1· ни е от А2, а р- его радиус 

( рис.  21). Полный угол -ф, на 
который ролик повернется во время движения штан
ги, составится, как из слагаемых, из поворотов d-ф, 
соответствующих элементарным движениям, а каж
дыЙ' такой поворот d-ф можно в свою очередь рас
сматривать как сумму трех поворотов d-ф1, d'\j12, d'Фз. 
соответствующих тем трем простым движениям,  из 

которых мы  выше составляли каждое элементарное 
движение штанги ( с. 23). 

При продольном пар аллельном переносе « 1 » ро
ЛИ'К" не будет вращаться : d'Фt = О; при поперечном 
пар-аллельном переносе «2» штанги А1А2 норм ально 
к ней на dp ролик прокатится на отрезок dp = р d-ф2, 

1 так что d-ф2 =- dp; наконец, при повороте «3» во• 
р 

к,руr А2 на угол d<p ролик прокатится на  длину; 
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?.. Л. drp = р d·фз, так что d'Фз = Р drp. Итак, окончатель· 

но получаем 
1 "' 

d'IJ = - dp + - drp. 
р р 

Есл и  штанга А 1А2 возвращается в исходное поло
жение, не  делая ни  одного полного оборота, так что 

nри интегрировании по всему пути � ·drp = О , то nол

ный угол nоворота амслерова ролика окажется 
равным 

(3) 

Если  бы штанга совершила один или несколько 
полных оборотов , то в nравую часть этой формулы 

вошло бы еще соответствующее кр атное числа 2n .!:.. , 
р 

но м ы, как и выше, оставляем этот случай  в стороне. 
На основании формул (2') и .(3)  мы окончательно 

nолучаем 

т .  е. разность между площадями кривых, описывае
мых конца,uи штанги, измеряется углом 'Ф поворота 
ролика. 

При изготовлении этого инструмента оказывается 
целесообр азным сделать площадь F2 р авной нулю.  
Амслер достигает этого пре- Az А, восходным в конструктивно м  /) 
отношении способом, помести� 
А 2 на  конце . шатуна ,  которыи 
может вращаться вокруг непо- 11 

Р 22 движной точки М (рис . 22) . ис. 

Благодаря этому А 2 м ожет только передвигаться впе
ред и назад по окружнос�и и потому не описывает 
н икакой nлощади , если не считаться с тем возможным 
усложнением ,  когда точка А2 об-ходит один или даже 
несколько раз окружность в том или другом направ
лении. Этому «полюсу» М полярный планиметр и 
обязан своим на·званием . 

Применение аппарата сводится к тому, что «rro· 
движным штифтом». nомещенным в точке А 1. 
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обводят измеряемую площадь, отсчитывают на ро
лике угол 'Ф и вычисляют описанную площадь по 
формуле 

F1 = lр'Ф. 
Константу аппарата lp определяют измерением из
вестной уже площади, например площади квадрата 
со стороной единица. 

Вы видите здесь изображение полярного плани
метра (рис. 23) . Конечно, для того чтобы как следует 

· н  

Рис. 23 

разобраться в этом аппарате, вы должны видеть его 
и попробовать работать им .  Чтобы аппарат функцио· 
пировал надежным образом, он должен, конечно. 
и меть несколько более сложное устройство, чем этого 
требует одна лишь теори я  прибора .  Ограничусь в 
этом отношении немногими указаниями :  точка М 
nрикреплена к тяжелому предмету и соединена штан
·гой с точкой А2• Теоретически в ажной штангой А 1А2, 
n которой мы все время говорили ,  является не тот 
второй металлический стержень, который вы видите 
в аппарате, но па.раллельное этому стержню вообра· 
жаемое продолжение оси укрепленного рядом с ним 
ролика ,  проходящее через подвижной штифт А 1 • По
следни й  сопровождается еще параллельным ему ту
nым штифтом, который служит для того, чтобы не 
:давать острию А 1 вонзаться в бумагу. Ролик снаб
·жен ноннусом для более точного отсчета углов, 
а также маховичком для определения числ а полных 
оборотов . 

Я не стану больше останавливаться н а  подробно
стях ;  вместо этого я хотел бы высказать следующее 
nредостережение общего характера .  
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Изучая теорию подобных аппаратов,  не пренебре
гайте вопросами  действительного практического их 
осуществления. К такому пренебрежению, к сожале
нию, ча сто бывает слишком ск.'lонен чистый м атем а ·  
тик, а та кую односторонность т а к  ж е  трудно оправ 
дать, ка к и противоположную кра йность того 
механика,  который,  не интересуясь теорией,  тонет в 
конструктивных деталях. Тут именно прикладпая ма
тематика и дол-жна явиться св язующим звеном.  В част
ности, она должна учесть то, что в действительно
сти никакой аппарат никогда точно не  соответствует 
теоретической формулировке принципа. Ибо, н апри 
м ер ,  шарнир ы всегда немного люфтуют, ролик н е  
только катится, но и .  скользит по бум аге ;  н а конец,  
сама чертежна я  бумага не  представл яет собою иде
альной плоскости, и ,  кроме того, никогда нельз н 
вполне точно вести штифт вдоль данной кривой . Ко
нечно, для практики чрезв ы ч а й н о  в ажно то, в какоrх 
именно мере оказыв ают влияние подобные обстоя 
тельства и до  какого знака м ожет быть точен резул ь
тат,  который отсчитывается на ролике, а это и долж
но составить предмет исследования прикладной м а
тем а тики. 

Объем ы многогранников, закон ребер Мёбиуса. 
Возвращаясь снова к нашим общим исследованиям 
о площадях и объемах ,  я начну со  следующей исто
рической спр авки.  Я назову ва м человека, впервые 
nоследовательно применившего принцип знаков в гео
метрии - великого геом етра Мёбиуса из Лейпцига.  
Этот решительный успех осуществлен в его юноше
ском произведении «Барицентрическое исчисление» * ) . 
Это одно из тех сочинений ,  которые вообще легл и  
в основу новой геометрии.  Чтение его уже благодаря 
одному только прекрасному изложению доставляет 
особенное удовольствие. Название связано с тем ,  что 
Мёбиус с самого начала оперирует с центрами тяже
сти 1 5 ) . А именно: пусть в каких-нибудь трех непо
движных точках 01 , О2, 03 на  плоскости помещаются 
три массы т1 , m2, m3 ( рис. 24) , которые, как, напри
мер ,  в случае электрических зарядов , могут быть и 
положительными,  и отрицательными.  Тогда их центр 
тяжести Р оказывается однозначно определенным и 

*) М б Ь i u s А. F. Der baryzentrischer Calkul, - Leipzig, 1827, 
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nри варьировании масс т1 , m2, т3 может «описать» 
всю тюскость (т .  е. занять л юбое положение на  ней 1 .,  
Поэтому эти три массы т1 , т2, тз. можно рассматр и 
в ать как координаты точки Р, причем ясно, что по
ложение точки Р зависит только от о т н о ш е н и й 
этих трех величин .  Этим впервые было введено в 

Рис. 24 

геометрию то, что мы теперь н а з ы ·  
ваем треугольпыми коордипати 
ми 1 6 ) . Сказанного достаточно для 
объяснения названия книги �ёбиу-

• са ;  из ее прочего очень интересного 
OzlmzJ. содержания наибольшую связь с 

нашими исследованиями имеют 
§ 1 7-20. В них Мёбиус применяет 
принцип знаков при нахождении 

nлощадей треугольников и объемов тетраэдров, при 
чем его определения в точности совпадают с теми, ко
торые я вам  изложил. 

Следует еще упомянуть, что Мёбиус, будучи уже 
в nочтенном возрасте (в  1 858 г. ) ,  дополнил эти ре
зультаты одним плодотворным открытием , которое 
было впервые опубликовано лишь в 1 865 r. в его р а
боте «Об определении объема многогранника» * ) . 

А именно, в этой работе он nоказал, что суще
ствуют такие многогранники,  которым никак не уда 
ется приписать определенный объем.  Между тем, ка к 
мы уже видели ,  всякому, как угодно сложно пере
nлетающемуся м ногоугольнику н а  nлоскости можно 
nриписать вполне определенную nлощадь. На  этом 
удивительном явлении нам  следует остановиться по
дробнее. 

Будем исходить из установленной выше формулы 
для объема  тетраэдр а 

х1 У 1 z1 1 

( ) 1 Xz Yz Zz 1 
J , 2• 3• 4 = 5 Хз Уз Zз 1 

х. У• z, 1 

Разложение этого определител я по элементам nослед
него столбца сводится , совершенно аналогично слу
чаю треугольника (с. 1 6) , к тому, что мы разлагаем 

*)  М о Ь i u s А. F. Ober  die B estimmu n g  des  Inhalts eines 
Polyeders//B er. Verhandl, Konigl. Siichs. Ges, Wiss . - 1 865. 
Bd, 1 7. - S, 3 1 ,  
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наш тетраэдр на  четыре других тетраэдра ,  основа
ниями которых служат его четыре грани. а общею 
вершиною - на чало координат О. В р езультате, об·  
р ащая внимание н а  циклическую последовательность 
1, 2, 3, 4 и применяя правило знаков теории опреде
лителей, получаем такую формулу 1 7 ) : 
(1' 2. 3' 4) = (о .  2. 3. 4) - \ о. 3. 4. 1 )  + 

+ ( О, 4, 1 ,  2) - ( 0, 1 , 2, 3). 

В эту формулу, в отличие от соответствующей фор• 
мулы для треугольника,  в которую входили только 
знаки плюс, входят также и знаки минус, что объяс
няется тем, что при циклической перестановке строк 
определители четного порядка меняют знак, а опре· 
делители нечетнога пор ядка знака  не  меняют. Ко· 
нечно, переставляя подходящим образом строки. 
можно избавиться от знаков минус, но при этом при·  
ходится отказаться от циклического порядка. 

Например, можно н аписать : 

( 1 ,  2, 3, 4) = (0,  2, 3 , 4) + (0 ,  4, 3, 1 ) + 

+ ( О, 4, 1 , 2) + ( 0, 2, 1, 3). 

Чтобы вскрыть содержащуюся здесь закономер· 
ность, представим себе, что поверх_ность тетраэдр а 
в ырезана , скажем, из бумаги и 
р азвернута н а  плоскость грани 1 
2, 3, 4 так, что вершина 1 при
нимает три различных положе-
ния ( рис.  25) . Тогда вершины 
I<аждоrо бокового треугольника 
в порядке их записи в последней 
формуле следуют одна за  дру· 
гой на рис. 25 против часовой 
стрелки, т. е .  в одинаковом на 
правлении обхода для всех тре
угольников. 

1 

Рис. 25 

Конечно, эту закономерность можно в ысказать. 
и не р азворачивая пространствеиной фигуры на пло
скость. А именно, каждое из шести ребер принадле· 
жит двум граням,  и мы замечаем,  что при обходе 
всех треугольников в установленном выше направле
нии каждое ребро приходится проходить один раэ 
в одном, другой раз в противоположном направлении. 1 
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Этим правилам, которое Мёбиус н азвал законом. ре
бер, очевидно,  определяется направление обхода для 
всех граней ,  если таковое произвольно задано для 
какой-нибудь одной грани 1 8 ) . Тогда наша  формула 
гл асит: тетраэдр (1, 2, 3, 4 )  м.ожн.о рассм.атривать как 
сул-tм.у 1 9 )  четырех тетраэдров-частей - с одною и 
тою же первою вершиною О и с тремя другими вер
шинами в каждом ,  р асположенными вслед за  О в том 
nорядке, который получается по закону ребер Мё
биуса как продолжение направления обхода (2, 3, 4 ) . 

Выше (с .  1 8 ) , обобщая формулу разложения тре
угольника,  мы пришл и  к определению площади лю
бых многоугольников. Совершенно так же попробуем 
теперь, исходя из последнего результата ,  дать опре
деление объема любых многогранников. При этом 
н а м  придется допустить возможность пересечения ,  
во-первых, сторон отдельного многоугольника, слу
жащего гр анью многогранника,  а во-вторых, плоско
стей этих граней .  Затем н а м  нужно будет фиксиро
вать какую-нибудь вспомогательную точку О и опре
делить прежде всего объем пирамиды с вершиной О, 

* 

8 

Рис. 26 

«основанием» которой является 
векоторая грань многогранника . 

Для этого мы должны спер
ва фиксировать на основании 
этой пирамиды (пусть это, напри
мер ,  будет грань ( 1 , 2, 3, 4, 5, 
б) многогранника на р ис. 26 )  
определ енное направление обхо
да .  Тогда этот многоугольник по
лучает определенную площадь 
согл асно упомянутой выше фор

муле 20 ) . Как и в элементарной геометрии, положи м 
объем пирамиды ( 0, 1 ,  2, 3, 4, 5, б) равным одной 
трети произведения площади основания на высоту, 
но только присоединим к нему знак 2 1 )  плюс или 
минус в з ависимости от того, представится ли  об
ход ( 1 , 2, 3, 4, 5, б ) , р ассматриваем ый из О, иду
щим против или по часовой стрелке. Непосредственно 
видно, что это определение содержит в себе преды 
дущее определение, относящееся к тетраэдру, как  
частный случай ;  впрочем, это определение  ( относя
щееся к пирамиде) естественным образом можно по
л учить из предыдущего, заменяя многоугольник, как 
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это делаетс я при  определении его площади, суммой 
треуголрников с надлежащим направлением обхода 
и определяя пирамиду как  сумму тетраэдров,  проек
тирующнх эти треугольники . 

Односторонние многогранные поверхности. Желая  
теперь и в общем случае представить многогранник 
в виде суммы  таких составляющих его пирамид, мы 
дол ж н ы  дл я каждой грани установить определенное 
напр авление обхода.  Согласно предыдущему при 
этом мы м о ж е м  руководствов аться только правилом 
ребер, а именно :  для какого-нибудь одного много
угольника фиксируем направление обхода произволь
н ым образом, а остальные лтогоугольники будем об
ходить так, чтобы пройти по каждому ребру, общему 
двум соседним граням, в двух противоположных на
правлениях. 

Если удается применить это правило  ко всем гра
ням поверхности, не  наталкиваясь на  противоречия,  
то получаем объем многогранника в в иде суммы объ
емов отдельных пирамид, имеющих общей верши
ной О, а основаниями грани многоугольника,  с уста
новленным таким обр азом направлением обхода ; не
трудно видеть 22 ) , что получаемый результат одно
значен и не зависит от положения точки О. Однако 
имеет место тот крайне удивительный факт, что пра 
вило ребер не для всякой замкнутой многогр анной 
поверхности удается провести без противоречий 23 ) . 

Другими словами,  существуют многогранники,  
к которым оказывается неприложимым никакое опре
деленное правило знаков и которым поэтому никоим 
образом нельзя приписать определенного объем а . 
В этом и состоит вели- А, в2 
кое открытие, опубли- / f 
кованное Мёбиусом в _ t 
1 865 г. В( A.z 

В упомянутой рабо- Рис. 27 
те Мёбиус рассматри-
вает поверхность, названную позже листом Мёбиу
са 24 ) , получаемую {:Ледующим образом.  

Вырезанный из бумаги длинный узкий пр ямо
угольник А 1В 1А2В2 ( рис. 27) перекручивают один раз 
и скрепляют (склеивают) узкие его стороны А 1В 1 ,  
А2В2 так, чтобы точка А 1 совпала с А2, а В 1  с В 2  
( а  н е  наоборот) ; п р и  этом передняя ·(обращенная 

2 Ф. KneRн, т. 2 



34 ПРОСТЕйШИЕ ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ОБРАЗЫ 

к н а м )  сторона листа переходит, очевидно, в заднюю 
( изнаночную ) , так что получается поверхность с од
ной только стороной. Отсюда вытекает такой немного 
вульгарный вывод: маляр,  покрывая весь этот лист 
краской, должен был бы затратить этой краски вдвое 
больше, чем он мог бы предположить, исходя из дли
н ы  первt>начального листа : выкрасив лист один раз  по 
всей его длине, м аляр подойдет к первоначалыrому 
месту, Н.Р с противоположной стороны и должен бу
дет еще раз пройти кистью по всему листу прежде, 
чем вернется к действительному исходному пункту 25 ) . 

В место этого изогнутого листа можно также полу· 
чить многогранную (незамкнутую) поверхность с ис· 
ключительно плоскими частями ,  имеющую такое же 
свойство ;  для этого нужно разбить прямоугольник, 
н апример,  на  треугольники и перегнуть его по Ли· 
ниям деления.  Чтобы получить такой пояс из тре· 
угольников, нужно иметь по  меньшей мере пять тре
угольников, которые следует расположить так, ка к 

* 2 

Рис. 28 

указано н а рис .  28. При  этом кр айние полутреуголь· 
н ики при свертывании поверхности дают один тре· 
угольник (4 , 5, 1 ) . Для полученного пояса из тре· 
,угольников уже нельзя будет воспользоваться пра
вилом ребер. В самом деле,  исходя из положитель
н ого направления обхода ( 1 , 2, 3)  и продол жая его 
влево по п равилу ребер,  получи м последовательно 
обходы (3, 2,  4 ) , (3, 4 ,  5) ,  (5, 4 ,  1 ) , (5, 1 , 2) .  В по
следнем из них ребро 1 , 2 проходится в том же на· 
правлении ,  что и в исходном треугольнике ( 1 ,  2, 3) , 
а это противореч ит пр авилу ребер . 

Будучи перегнут вдоль ребер и сложен , л пст, рас
см атриваем ый сверху, имеет вид пятиугольной фигу
ры ,  диагоналями которой служат пять отрезков 1 3, 
3 5, 5 2, 2 4 , 4 1,  СОСТЗВJI Я Ю Щ!Iе КраЙ JI И CTa l\tlёбиу
са, как показано на  эскизе ( рис. 29) . Соединяя сво· 
бодвые ребра  этого пояса , т .  е .  упомянутые пять ди а
гоналей,  треугольниками с - какой-либо точкой про· 
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странства О (лучше всего расположенной над цент
ром пятиугольника ) , Мёбиус получает замкнутый 
многогранник, а именно, перекрученную пятигранную 
пира миду . Конечно, к этому замкнутому многогран
нш<у, образованному 1 0 треугольниками,  правило р е
бер тоже неприменимо, а потому не приходится го
ворить о его объеме 26) . 

Еще один замкнутый односторонний многогранник 
очень простого строени я  м ы  можем л егко получить 

2 А 

Рис. 29 

JJ 

lJ 
Рас.  30 

() 

нз октаэдра (рис .  30)  СJJ е :;,у ющ11 м  обр азом . Из гр аней 
октаэдр а выбира ют какие-либо четыре ,  котор ые, не  бу
дучи соседними,  т .  е .  не  имея общих ребер, имеют по
парно по общей вершине . (например ,  AED, ЕВ С, CFD, 
ABF) , и присоединя ют к ним три квадрата A B CD. 
EBFD, AECF, л ежащих в диагональных плоскостя х . 

Получаемый таким обр азом «гептаэдр» ( семи
гр анник ) имеет те же ребра ,  что и наш октаэдр,  ибо 
в каждом р ебре  nоследнего, как непосредственно вид
но, встречаются по две  соседних грани  гептаэдр а 
( а  именно; каждый р аз боковая грань  с диагональ-
ным кв адратом октаэдра ) . . 

Но ди агонали о ктаэдр а нельзя р ассматрив ать как 
ребра гептаэдра , ибо дл я последнего диагональные  
квадраты октаэдр а не  явля ются соседни м и  гр а н я м и ;  
н а пр отив,  вдоль диагоналей А С, BD, Е Р  наша  мноr,о
гр а н н а я  поверхность п ер есекает себя.  Доказ а тель
ство односторонности этого гептаэдра тоже Ji егко 

2" 
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получается при помощи правила ребер. А именно, 
если в последовательности граней AED, EDFB, ЕСВ, 
ABCD задать как-либо для первой из н и х  направле
ние  обхода и определить напр авление обхода для 
следующих граней соответственно правилу ребер, то 
окажется , что ребро AD будет пройдено дважды в од
ном и том же направлении. 

Н а  этом я заканчиваю изучение длин ,  площадей 
и объемов и перехожу к рассмотрению дальнейших 
элементарных геометрических величин. 

Есл и· до сих пор нами  руководило имя Мёбиуса ,  
то  теперь мы  примкнем к идеям великого геометра 
Германа  Грассмана  из Штеттина ,  которые были и м  
впервые изложены в 1844 г .  в его книге «Учение о ли
нейном протяжении» * ) . Эта книга ,  как и книга Мё
биуса ,  чрезвычайно богата идеями ,  но в ,  противопо
ложность последней написана так неясно, таким не
обыкновенно темным языком, что в продолжение 
десятилетий остав ал ась без внимания и непонятой ;  
только тогда,  когда пришли  другим путем к подобны м 
же идеям ,  обратили внимание на  их наличие в книге 
Грассм ана .  Чтобы получить представление о его аб
стр актном языке , достаточно рассмотреть заголовкн 
вuедения  к этой книге.  Вот они : «Вывод понятия чи
стой матем атики», «В ывод понятия учения  о протяже
нии» ,  «Изложение понятия учени я о протяжении»,  да
лее следует еще «Обзор общего учения о форм ах» . 
. Пишь после того, как читатель осил ил все эти общие 
<<изложения»,  он подходит ко все еще очень трудно 
поним аемому, чисто отвлеченному изложению основ
ного содержания книги .  Лишь позже, в 1862 г . ,  в но
вой обработке своего «Учения о протяжении» Граес
маи  пользуется немного более легким для понимания  
аналитическим изложением с помощью координат.  

Самое название «Учение о протяжении» nриду
м ано было Грассманом для того, чтобы отметить, что 
его иссJrедования относятся к шобому числу изме
рений .  «Геометрия»  же для него является л и ш ь  
применением этой новой совершенно абстр актной дис
циплины к обыкновенному пространству трех измере
ний .  Однако это новое название не привилось - в  н а -

1 )  G r а s s m а n Н. D i e  J ineale Aus dehnungslehre. - Leipzig, 
1 884, 
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стоящее время говорят просто о п-.мерной геометрии 
( или геометрии n измерений ) .  

Мы познакомимся с идеями Гр ассмана ,  пользуясь 
привычной для нас  аналитической формой изложе· 
ния в координатах. Ограничимся на  первое время 
геометрией на  плоскости. 

11. ГРАССМА НОВ ПРИ Н ЦИП О ПРЕДЕЛИТЕЛЕИ 

для плоскости 

Л инейные элементы ( векторы ) .  Будем исходить 
снова из идей, изложенных нами в начале  первой 
главы ; та м мы из координат трех точек составили 
определитель 1 :: ;: : 1 Хз Уз 1 

и толковали его как удвоенную площадь треуголь
ника,  т. е. как площадь параллелограмма .  

Рассмотрим теперь еще таблицы 

1 1 
х . У • 1 11 , соответственно 1 / х1 у1 1 1 / ,  х2 У2 1 

образованные из координат двух ил и соответственно 
одной точки. Эти таблицы будем называть м атри
цами. На каждую такую м атрицу условимся смот
реть как на представительвицу совокупности всех 
опрец.елителей, которые получаются из нее вычерки
ванием одного или соответственно двух столбцов . 

Таким образом, из первой м атрицы, опуская пер
вый или соответственно второй столбец, получаем 
определители второго порядка 

у= У1 - У2• Х = Х1 - Х2 , 

в опуская третий, - определихель 

N = Х1У2 - Х2У1 ;  
припятый здесь выбор обозначений окажется целе ·  
сообразным для геометрического описания в даль
нейшем . 

Мы должны исследовать, какой геометрический 
образ фиксируется этими тремя определителями Х, 
У, N; этот образ мы сможем тогда считать с таким же 
правом новой элементарной геометрической величиной, 
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с каким до сих пор считал и таковой площадь 
треугольника.  Из второй однострочной матрицы воз
н икают в качестве однострочных определителей (пер
вого порядка)  н аряду с числом единица еще и сам и 
координаты Xt , Y t ; последние определяют точ ку 
с этим и  координата м и  как простейшую элементар 
ную вел ичину и ,  следовательно, не требуют дальней
ших исследований .  

Теперь не представит затруднения для понпм ания,  
если я сразу же выскажу принцип Грассмана в об
щем виде: пусть для плоскости и для пространства 
рассматриваются все матрицы (имеющие .меньше 
строк, чем столбцов ) , у которых каждая строка со
ставлена из координат одной какой-либо точки и из 
единицы; требуется исследовать , какие геолtетриле· 
ские образы фиксируются теми определителями, ко
торые получаются из этих матриц вычеркиванием до
статочного числа столбцов. Этот принцип установлен 
здесь ДО известной степени произвоЛьно и лишь ПО· 
степенно в ыяснится, насколько ценным путеводите
л ем среди множества основных геометрических обра
зов он является ;  позже мы увидим в нем естествен-

ный источник большого круга 
идей, которые охваты вают 
всю геометрическую система
тику. 

Вернемся теперь опять к 
конкретной проблеме н а  пло
скости : что известно о фигуре 

ш ( рис. 3 1 )  из двух точек 1 ,  2, 
Рис. 3 1  если заданы значения опреде, 

л ителей Х, У, N? Очевидно. 
в положении обенх точек остаетс я еще одна степень 
свободы, ибо оно вполне определяется л ишь четырьмя 
вел ичинами .  Я утверждаю:  для Х. У, N получается 
одна и та  же тройка значен и й  тогда и только тогда , 
когда точка 1 явл яется концом,  а точка 2 началом 
отрезка с определенной длиной и направлением,  но 
могущего как угодно передвигаться вдоль определен
ной прямой ;  напр авление  отрезка мы будем здесь, 
как  и в дальнейшем , отмечать стрелкой ,  направлен
ной от начальной точки 2 к конечной точке 1 .  

То, что величИны Х, У, N определяют собой пря
мую 27 ) , соединяющую точки 1, 2, непосредственно 
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ясно, поскольку ее уравнение 

1 =1 :1 � 1 = 0 
Xz Yz 1 

можно записать также в в иде 

Yx - Xy + N = O; 

отсюда видно также, что эта пря.мая вполне опреде· 
ляется одним. и отношениям. и Х : У : N. 

Далее, на  основании н а ш и х  прежних исследова ·  
ний о длинах отрезков и площадях треугольников м ы  
заключаем,  что Х и У представл я ют собой проекции 
н аправленного отрезка ( 1 , 2) , идущего от 2 к 1 , на  
оси х и у, а N - удвоенную площадь треугольника 
(0, 1 ,  2)  с направлен·ием обхода О,  1, 2. Очевидно, 
единственными изменениями в положении  точек t, 2, 
при которых в се эти три в ел ичин ы ост а ются без из ·  
менен п я ,  я вл я ются передвижен и я  отрезка ( 1 ,  2) вдоль 
его прямой при сох р анени и его длины и направленин .  

Этим наше утверждение доказано.  Такой отрезок 
определенных длины и направления ,  лежащий на  
определенной прямой ,  Грассман н азва 11 линейны.и. 
эле.м.ентоJt. Теп ерь в литературе более угютребитель· 
но название вектор, точнее, скользящий вектор, в от· 
личие от обыкновенного или «свободногт> вектора ,  
ДЛЯ КОТОр ОГО ДОПУСI( а еТСЯ ВСЯIШ Й ,  ХОТЯ бы И В Ы В ОДЯ· 
щий его из прямой параллельный перенос, сохр аняю· 
щий его длину и направление. Этот скользящий век· 
тор, определяемый м атрицей 

1 1 =: :: � 11 

и.1и  соответственно опр едел ител я м и Х, У, .N, явл яете� .  
следов ательно, первым. элементарным геом.етри ttески.>t 
образод. который м ы  рассм атриваем ,  следуя прин·  
ц и п у  Грассмана .  

Тут же  за мечу, что величины Х, У са м и  по  себе 
определяют свободный вектор, ибо они не  изменя· 
ются и при пар аллельном переносе отрезка в сто· 
рону от содержащей его прямой - аналогично тому, 
как отношения Х : У :  N, эквив ал ентн ы е  двум вел ичи
н ам , определяют только н е ог р а н иченную прямую, 
но не длину отрезка на ней.  Свободный в ектор и 
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неограниченная прямая являются, таким образом,  
двумя nобочными образами ,  с которыми мы здесь 
встречаемся. · 

Принциn,  который является руководящим nри вве· 
дении таких Побочных образов, будет установлен 
лишь вnоследствии . 

Примеиеиия к статике иеизмеияемых сис1.:ем. Эти 
понятия играют в механике, а именно в элементах 
статики, крайне  важную роль ;  там они уже с давних 
nop возникли  совершенно естественным nутем . Сюда 
относится nрежде всего, nока мы оnерируем на nло· 
скости, статика· плоских твердых систем.  А именно , 
здесь nри геометрической трактовке «скользящий век
тор» можно рассм атривать как nолный Э I<вивалент 
приложенной к системе силы,  точку nриложения ко· 
торой ввиду твердости тела моЖно nроизвольно пере· 

двигать вдоль прямой,  содержа· 

2 

1.- щей наnравленный отрезок, изо· 
бражающий эту силу. 

Представьте себе силу впол· 
не в духе старой механики.  В точ-

Рис. 32 ке 2 укреnлена веревка,  на ко· 
торую действует тяга , изобра· 

жаема я по величине отрезком 1 2 (рис. 32 ) . В каче· 
стве nримера живого характера мышления старых 
м ехаников, противоnоложного современному аб· 
страктному изложению, охотно укажу, что раньше 
обыкновенно силу изображали рукой, которая тянет 
веревку . 

Координ аты вектора Х, У называют компонентами 
силы, а координату N - моментом вращения вокруг 
начала О, ибо для расстояния nря мой от О находим 
из ее уравнения величину 

I N I 
р = ,.УХ2 + У2 • 

а nотому 1 N 1 действительно равно произведению 
расстояния р на  "1/ Х2 + У2 , т.  е .  на  величину силы.  
Эти три величины,  вместе взятые, можно назвать ко
ординатами силы;  аналитическое оnределение в каж
дом случае дает дл я них - и это особенно важно 
вполне определенные знаки ,  I<Оторым,  разумеется. 
можно, как и р аньше, дать геометрическое истолкова· 
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ние. При этом,  конечно, следует заметить, что  ради 
симметрии формул мы отклонились от наиболее при
нятого в механике определения знака момента вра ·  
щенпя.  

А именно, обычно в качестве момента вращения 
употребляют определитель 

составленный из координат н ачала 2 и координат Х, 
У свободного вектора .  Этот определитель, очевидно, 
противоположен по знаку нашему N. Впрочем , это 
небольтое расхождение, будучи однажды отмечено, 
вряд ли может дать повод к недоразумениям .  

Первой задачей механики твердого тел а является 
сведение произвольной системы таких сил Х1 , У1, Nt 
( i  = 1, 2, . . . , п )  к одной результирующей ; аналити
чески это сводf!ТСЯ к образованию скользящего век
тора с координатами  

Для геометрического решения этой задачи графо
статика развивает свои очень элегантные методы. 
А именно, в случае  двух сил пользуются просто из
вестным пр авилом пар аллелограмма ,  а во  всех про· 
чих случаях прибегают к «многоугольнику сил» и 
к «веревочному многоугольнику» .  Таким образом , во
обще говоря,  для каждой системы сил находят в ка
честве ее результирующей однозначно определяемый 
скользящий вектор .  Одна rю все же встречаются ис
ключения ;  например,  в том случае ,  когда систем а 
состоит из двух р авных,  параллельных и п ротивопо
ложно направленных сил Х, У, N1 и -Х, - У, N2 ( где 
Nt =#: -N2 ) , действующих вдоль разлfiчных прямых, 
результирующая имеет компоненты О, О, Nt + N2 , а 
такие числа ,  очевидно, не могут быть координатами 
вектора .  Элементарное изложение  с этим явлением 
не  может справиться как следует, и потому оно долж
но всегда считаться с возможностью появления та rшх 
несводимых далее так н азываем ых пар сил, которые 
нарушают простоту и общую приложимасть теорем.  
Однако нетрудно и эти кажущиеся исключения тоже 
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охватить нашей системой ,  если чисто формально nри· 
менить н аши предыдущие формул ы  к компонентам 
О, О, N1 + N2. Тогда для величины результирующей 
nолучится значение 1/02 + u:.� = О, а ддя ее расстоя· 
ния  от н ачала - выр ажение 

N , + N2 р = о оо .  

Следовательно, есл и бесконечно увеличивать рас· 
стояние р обыкновенной силы от н а ч а л а  О и прибл и· 
жать к нулю ее величину 1/ х� + r�  так ,  чтобы про· 
изведение р -v х� + У2 • представляюшее со_бой 1\1 0· 
мент вращения ,  оставалось конечным,  то компоненты 
этой силы перейдут как раз в упомянутые искл ю ч и 
тельные значения.  Лотому резуль тирующую О, О, 
N1 + N2 пары сил .можно назвать бесконечно ;налой 
силой, действующей на бесконеttно бол ьшом расстоя
нии от начала, с конечным мо.ментом вращения. Эта 
фикция очень удобна и полезна для прогресса н а уки ;  
она  вполне  соответствует обычному введен ию в гео
метрию бесконечно удаленных элементов.  Пользуясь 
этим р асширением понятия сил ы,  м ожно прежде 
в сего в ысказ ать такое предJiожение, не допускающее 
никаких  исключений : 

Любое ч исло сил , действующих n одной плоскости , 
всегда имеет своей результирующей некоторую с и л у .  
А элементарное изложение должно всегда в этом слу
чае тащить з а  собой еще и альтернативу пары сил. 

Классификация геометрических вел ичин в зави· 
СJtмости от их поведения при иреобразовании прямо· 
угольных координ ат. Теперь я допол н ю  эти р ассуж
дени я исследованием поведения наших элементарных 
величин при преобразованиях прямоугольной систе
-ны координат; это приведет нас  к одному очень цен
ному принцилу кл ассификации , бл агодаря которому 
r р ассм анова систем атика впервые ' получает свое бо
л ее тонкое осуществлен ие .  

Формулы преобразования координат, т. е. выр а 
жения координ ат х' ,  у '  точки по отношению к новому 
n ол ожен и ю  осей через ее первоначальные координа 
'J ы х, у, для четырех основных п р еоб р а зов а п и й  п р я 
м оугол ь н о й  системы координат и м еют, ка к  известно, 
:rакой вед: 
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1 )  для параллельного переноса 
х' = х + а, у' = у +  Ь ; (А1) 

2) для поворота на угол ер 
х' = х cos ер+ у s in  ер, у' = - х sin ер + у cos ер; (А2) 

3) для зеркального отражения относительно оси х 

х' = х, у' = - у; (Аз) 
4 )  для изменения .масштаба 

х' = 'Ах, у' -:.) .у . 
Составляя композиции преобразований этих че

тырех видов при  всевозможных значениях п а р ам ет
ров а ,  Ь, ер, Л, получаем уравнения для наиболее об
щего возможного перехода от одной прямоугольной 
системы координат к другой при одновременном из
менении масштаба. 

Композиции всевозможных сдвигов и поворотов 
соответствуют совокупности всех собственных (т . е. 
понимаемых в буквальном или собственном смысле 
слов а )  движешtй системы координат в пределах  пло
скости 28 ) . 

Совокупность всех этих nреобр азований образуе·r 
группу. Это означает, что композиция каждых двух 
из них дает снов а преобразование,  nринадлежащее 
к той же совокупности, и что д.'IЯ каждого из этих 
преобразований  имеется в группе обратное ему  пре
образование .  Специальные  преобр азования (А ) , р аз
лнчнымн комnозициями которых можно получить все 
остадьные, называют образующим и  этой группы. 

Прежде чем обратиться к р ассмотрению того , как 
прп  этих преобр азованиях (А)  изменяются наши 
определител и  Х, У ,  N,  в ыскажу дв а общих принципа , 
которые я уже давно акцентировал и в ыдвинул н а 
первое место п р и  этих основных геометрических ис• 
с;J сдованиях;  если эти nринципы сперва и будут зву• 
чать немного неясно в таком общем виде, то н а  кон· 
кретном м атериале их  суть сразу же вполне  уясннтся. 
О�ин из них гласит, что геометрические свойства  ка
ких-либо фигур должны всегда выражаться такими 
формулами ,  которые не  изменяются при  перемене си
сте м ы  координ ат, т. е. при  одновременном вьшолне·  
нии  над координата м и  всех точек фигуры одного из 
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н ашпх преобразований ,  и что, наоборот, каждая фор
мула, инвариантная в этом. смысле по отношению 
к группе этих преобразований rсоординат, должна вы
ражать некоторое геолtетрическое свойство 29 ) . П ро
стейш и м и  известными  всем п ример а м и  может слу
жить выражение  для расстояния в фигуре,  состоящей 
из двух точек, или для угла в фигуре, образованной 
двумя прямы м и ;  с этим и  и многими  другими подоб
н ы м и  формул а м и  нам  в дальнейшем постоянно п р и
дется иметь дело .  А здесь для пояснения укажу еще 
совершенно тривиальн ы й  пример неинвариантных 
формул : уравнение у =  О дл я фигуры ,  состоящей из  
одной точки плоскости х ,  у, выражает, что эта точк а  
лежит н а  оси  х;  ось х является ,  собственно говоря ,  
совершенно произвольны м  дополнением,  чужды м су
ществу нашей фигуры ,  и служит только ддя удобного 
ее описания .  

Подобно этому, всякое неинвариантное уравнение 
выражает то иди иное отношение фигуры к произ
водьно присоединенным внешним вещам ,  в частности 
к систем е  координат,  но не соответствует ника ким 
геометрическим свойства м  самой фигуры .  

Второй принцип относится к системам аналитиче
ских величин ,  образованных из координат неско.пь
ких точек 1, 2, . . . , например к систем е  из н аших трех 
ве.пичи1I Х, У, N. О такой системе  говорят, что она 
определяет новый геом.етричесrсий, т. е. не зависящий 
от системы координат образ, если при всех наших 
преобразованиях координат она определенным обра
зом преобразуется в себя, т.  е. если  систем а ве.пичин ,  
ана.погично образованная из новых координат точек 
1, 2, . . . , выражается исключительно (т. е .  не вводя 
значени й  самих  координат) через величины,  образо
в анные из старых координат.  Бо.пее того, все анал и
тические выражения мы будем классифицировать со
ответственно тому, как они ведут себя при преобра
зованиях координат, и два ряда выражений,  которые 
преобразуются одинаковы м  образом,  будем считать 
р авноценными,  т .  е .  определяющим и  геометрические 
о б р азы одного и того же тип а .  

П рименеине принципа классификации к эле
ментарным величинам . Все это м ы  сейчас р азъясним 
на том м атериале ,  который дают грассм ановы эле
ментарные вел ичины. Для этого подвергнем обе наши 
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точки х1 . у 1 ; х2, У2 одному и тому же преобра;зованию 
координ ат. Начиная с пар аллельного переноса (А 1 ) ,  
полагаем 

х; = х1 + 'а, 

y; = yl + Ь, 

х� = х2 + а, 
у; = у2 + Ь. 

Сравнивая координаты линейного элемента 

Х = х1 - х2 . У = у! - У2• N = X1Y2 - X2Y1 • 
Х' = х' - х' 1 2' У' = у' - у' 1 2' N' = х'у' - х'у' 1 2 2 1 

до и nосле nреобразования ,  получаем 

1 ) Х' = Х, У' = У, N' = N + bX - aY. (В 1 ) 
Точно таким  же образом получают следующие 

формул ы  преобразования : 
2)  п ри  повороте (А2 )  

Х'  = Х cos <р + У sin <р, У' = - Х sin <р + У cos <р, 

N' = N; (BJ 
3) пр и зеркальном  отр а жении  (А3} 

Х' = Х, У' = - У, N' = - N; (Вз) 
4) при изменении м асштаба  (А1)  

Х' = 'АХ, У' = 'АУ , 
В последних формулах (В 4 )  выступает р азличие  в по
ведении отдельных величин ,  а именно,  показатель 
той степени 'А, на  которую умножаются эти величины,  
неодин а ков .  В физике это р азличие учитывают тем ,  
что вводят понятие размерности : говорят,  что Х ,  У 
имеют р азмерность 1 ( р азмерность линии ) , а N 
размерность 2 ( р азмерность площади ) .  

Рассматривая  эти четыре группы формул ,  м ы  
прежде всего за мечаем,  что линейный элемент, опре·  
деляемый тремя детерминантами Х, У, N, действи 
тельно удовлетворяет нашему общему определению 
геометрической величины : его новые координаты Х', 
У', N' всегда выражаются через одни тоJiько старые  
Х, Y, N. 

Мы nридем к дальнейшим результатам , рассмат
ривая  тоJJько первые два ур авнения каждой группы . 
В них совсем не входит N, следовательно, первые две 
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координаты Х', У' линейного элемента в новой систе
ме координат  зависят только от первоначальных зна
чений Х, У тех же координат. При этом при парал
лельном переносе Х, У совсем не  изменяются , а при 
всех прqчих преобр азованиях они связаны та zшми же 
соотношениями с Х', У', которыми старые координа
ты х, у любой точки связаны с ее же новыми коорди
н ата м и  х', у'. Поэтому согласно только что выска
занному второму принципу, можно утверждать, что 
уже две первые координаты Х, У определяют некото
рый  геометрический образ независимо от систем ы ко
ординат, и этим обр азом является , как мы знаем уже, 
свободный  вектор .  Здесь мы встречаемся с намечен
ным выше принципом систем атики, который побуж
дает ввести этот образ ( свободный вектор)  наряду 
с л инейным элементом .  

К той же обл асти идей принадлежит также сле
дующее соображение :  поскольку Х', У', N' входят во 
все четыре группы формул в виде линейных однород
ных функций от Х, У, N, то посредством деления каж
дых двух уравнений н аходим ,  что отношения Х' : 
: У' : N' зависят тоже только от отношений 30 )  Х : У :  N. 
Поэтому эти отношения сами по себе ( безотноситель
но  к значениям самих величин Х, У, N) тоже должны 
опредеЛять независимо от системы координат неко
торый геолtетрический образ, и, в самом деле, м ы  
уже р аньше установили ,  что этим обр азом является 
неограниченная прямая. . 

Примен яя наши  формулы ( В )  к частному  случаю 
«пары сил», т. е .  полагая Х = У =  О, находим ,  что 
во всех четырех случаях Х' = У' = О, а для N' полу
чаем соответственно 

N' = N, (С 1 )  
N' = N , (С2 )  
N' = - N, ( Сз) 
N' = 1"2N. (С4)  

Пользуясь обычным термином «инвариант» для 
обозначения величины,  которая при всех операциях 
пекоторой группы преобр азований л ибо совсем не из
меняется, либо самое большее умножается на  неко
торый  множитель,  и н азывая этот инвариант а бсо
лютным или относительным в зависимости от того , 
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будет ли упом янутый множитель _ р авен единице или 
нет 3 1 ) , можно выр азить формулы ( С )  таки м и  сло· 
в ами :  момент вращения пары сил является относи· 
тельным инвариаrtтом при всех ортогональных преоб· 
разованилх координат на плоскости. 

Сравним теперь с этим · результатом поведение 
при иреобразованиях координ ат элементарной гео
метрической величины,  которую мы изучали в самом 
начале, а именно, площади треугольника 1 1  х, У 1 1 1 !). = 2 х2 У2 1 • 

Хз Уз 1 

Параллельный перенос (А1 ) не  изменяет величины 
этого определителя ,  .ибо при  нем только прибавляется 
к элементам первого столбца число а, а к элементам 
второго - число Ь ,  т. е. прибавляются а -кр атные и 
соответственно Ь -кр атные элементов последнего 
столбца : 

!).' = /)., 
Столь же просто находи м  повеДение определите

л я !). в случае трех прочих в идов преобразований :  

!).' = /)., 
!).' = - !)., 
!).' = J..2!:J. , 

о чем,  конечно, можно было бы  и непосредственно 
заключить, исходя из геометрического смысл а пло
щади треугольника.  Но  эти формул ы  вполне  совпа
дают с форм улами  ( С ) ; следовательно, площадь тре
угольника ,  а потому и площадь велкой плоской фи
гуры ( которую ведь можно представить как сумму 
треугольников ) ,  ведет себя при  произвольнам иреоб
р азовании координат точно таким же образом,  как 
Аtо.мент вращения пары сил .  Поэтому, следуя нашему 
второму общему принципу, м ы  должны обе эти вещи 
рассм атривать как геометрически эквивалентные, по· 
ни м а я  это в таком смысле :  имея на плоскости какую
либо пару сил с моментом N и взяв л юбой треуголь· 
ник с площадью д = N, мы найдем ,  что это послед· 
нее равенство сохраняется при  всех преобразованиях 
координат, т. е. мы можем момент вращения пары 
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сил представить наглядно независимо от преобразо· 
вания координат в виде площади треугольника или 
параллелогра.мма или еще какой-нибудь игюй фи
гуры. Каким именно образом это сопоставление 
должно происходить геометрически, будет видно 
nозже при изучении совершенно аналогичных, но не
много более сложных, а потому и более поучитель
ных соотношений в пространстве. 

На этом· я покину геометрию на  плоскости,  в ко
торой эти понятия имеют почти тривиальную про
стоту. Для всех аналитических формул удается непо
средственно подыскать их хорошее геометрическое 
толкование,  причем и на геометрию распространяется 
са ма собой полная аналитическая общность. П р и  
этом всегда является существенным т о  предположе
ние - пусть это будет еще раз подчеркнуто, - что 
р аз навсегда установлены надлежащие соглашения 
относительно знаков 4- в геометрических образах.  

J l l. ГРАССМАНОВ ПРИН Ц И II ДЛЯ ПРОСТРАН СТВА 

Л инейный и nJюскостной элементы. Соотв�тствую
щие исследования,  относящиеся к пространству, мы 
nроведем вполне аналогично предыдущим рассужде
ниям .  Таким образом,  исходным пунктом будут слу
жить матрицы, составленные из координат одной, 
двух, трех или четырех точек : 

X t  Y t  Z t  
х2 У2 Z2 
Хз Уз Zз 
Х4 !/4 z. 

Определителями nервой матрицы являются коор
'динаты точки ; они не требуют дал ьнейших псследо
в а ний .  Четвертая матрица уже сама является опре
делителем четвертого порядка и дает, ка к известно, 
ушестеренный объем тетраэдра ( 1 , 2, 3, 4 ) ,  который 
можно, в соответствии с вводимыми в дальнейшем 
терминами ,  назвать простран.ствен.н.ым элементом. 
Впрочем,  этот определитель можно также р ассматри
в ать п росто как объем параллелепипеда с ребрами 
4 1 ,  4 2 ,  4 3 ( рис.  33 ) , дл я которого Грассм ан ввел 
название «шпат» ( тер мин,  заимствованный из мине· 
ралогии) . 
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Новые образы получаются из второй и третьей 
матриц. Вторая (двустрочная )  м атрица позволяет 
получить совокупность следующих шести определи
телей второго порядка, которые мы получаем,  вычер
кива я  ка ждый раз по два столбца 32 ) : 

Х = X t - х2 , у = Yt - У2• Z = Zt - z2, 
L = YtZ2 - Y2Zt , M = ztx2 - z2x t ,  N = XtY2 - x2y t ;  

( 1 ) 

точно так же третья ( трехстрочн а я ) м атрица дает 
нам  следующие четыре определ ителя третьего ПО• 
р ядка : 

!И 
= 1 �: :� 1� 1 ' Zз Хз 

( 2 )  

Что касается , прежде всего, шести определите
лей ( 1 ) ,  то из соответствующих р азъяснений,  отно
сящихся к плоскости , можно легко заключить, что Х, 

z 

Рис. 33 Рис. 34 

У, Z являются проекциями на координатные оси от
резка,  идущего от точки 2 к 1 ,  а L, М, N - удвоен
ными площадями проекций треугольника ( 0, 1 ,  2) 
с направлением обхода О,  1 ,  2 на  координатные пло
скости ( рис. 34 ) . Все эти величины остаются, очевид
но, неизменными,  если отрезок ( 1 ,  2)  передвигать 
вдоль содержащей его прямой,  сохраняя его длину 
и направление;  следовательно, они представляют со
бой то ,  что мы будем н азывать линейным элементом 
или скользящим вектором в пространстве. Первые 
три величины Х, У,  Z остаются неизменными также и 
при параллельном переносе этого вектора в сторону 
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от содержащей его nрямой ; следовательно, взятые 
сами  по себе они определяют свободный веrстор. По· 
добно этому пять отношений Х : У : . . . : Z остаются 
неизменными как при  произвольнам изм енени и  дли
ны,  так  и при  изменении па  обратное напр авлени я 
этого линейного элемента н а  фиксированной пря мой ; 
следовательно, они опреде.1яют неограниченную 
прямую. 

Четыре  определителя (2 )  определяют прежде все
го плоскость, проходящую через три точки 1, 2, 3, 
ибо ее уравнение 

х у z 
Xt Y t  Z t 
х2 У2 Z2 
Хэ Уз Zз 

можно, очевидно, з аписать так:  

= 0  

�x + Wly + 91z +  � = 0, 

так  что уже одни только отношения .\! : !!Л : т : � фик
сируют некоторую неогр аниченную плоскость 33 ) .  Да· 
лее мы сразу же замечаем,  что �. !!Л, т р авны удвоен
н ы м  площадям проекций треугольника ( 1 ,  2, 3) на  
координатные плоскости , если брать его каждый раз  
с направлением обхода 1 ,  2 ,  3, а !j3 равно  шестикрат
ному объему тетраэдр а ( 0 ,  1 ,  2, 3) ,  тоже взятому со 
знаком ,  соответствующим этой последовательности 
вершин .  Эти четыре  величины остаются, очевидно, 
неизменными  в том и только в том случае, есл и тре
угольник ( 1 ,  2, 3) п ередвигать по его плоскости и так 
его при  этом деформировать,  чтобы его площадь и 
н аправление обхода оставались неизменными .  Сле
довательно, они определяют треугольник или вообще 
часть плоскости, имеющую именно такую подвиж
ность , - то, что Грассман называет «плоскостным 
элементом» .  Первые три координаты �. !!Л, т плоскост
ного элемента остаются без изменения также п при  
сдвиге плоскости треугольника пар аллельна ей са
мой ; следовательно,  они  определяют площадь и на· 
правлен ие обхода треугольника ,  который  может сво· 
бодно перемещаться в пространстве параллельна са· 
мому себе, - так  н азываем ы й  свободный плоскост� 
н.ой элемент. 
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Жела я  заняться линейным элементом Сiлиже, м ы  
должны прежде всего обр атить внимание  н а  то, что 
в пространстве он определяется пятью свободно из
меняемыми параметрами ,  ибо хотя оба его конца 
имеют вместе взятые шесть координат, но  один конец 
может проиэвольно передвигаться вдоль векоторой 
прям01'1 .  С.'Iедовательно, определенные нами  выше 
шесть координат Х, У, Z, L, М, N линейного элемента 
не могут быть неэависимыми  величинами,  а должны 
удовлетворять векоторому условию. Это последнее 
можно проще всего вывести из учения об определи
телях, которое вообще служит всегда ключом к на
шим теориям .  Рассматриваем определитель 

··· · · · · · ·············  
� х , у , 1 z, 1 

� х2 У2 � z2 1 
i ...... -·-···-·····=-··········-·-· = о, 

х , у , i z, 1 1 
х2 У2 j z2 1 � 

: ................ : 
котор ый, конечно, тождественно равен нулю,  ибо эле
менты двух его строк попарно совпада ют. Разложим 
его  на сумму произведений  из соответственных м ино
ров 34 ) первой и последней пары строк:  первое сл а
гаемое содержит оба минора ,  обведенные пунктиром,  
следовательно, оно сводится к NZ; по  аналогии с этим 
для всего определител я получаем значение 2 (NZ + 
.+ МУ  + LX) . Поэтому имеет место тождество 

XL + YM + ZN = O (3) 

в качестве ftеобходимого условия для шести коорди
нат всякого линейного элемента ; ветрудно убедиться 
в том ,  что наличие соотношения ( 3 )  между какимн
нибудь шестью величинами является также и доста
точным условие,n 35 ) для того, чтобы их можно было 
представить посредством формул ( 1) в качестве ко
ординат пекоторога линейного элемента.  Конечно, я 
не стану эдесь остапавлив аться н а  этом совершенно 
э.11ементарном доказательстве 36 ) . 

Применеине к стати 1{е твердых тел. Теперь я снова 
перейду к при.менению этих понятий в ;.tеханике. Как 
и на плоскости ( с. 40) , представителем силы, прило
женной к пространстветтому твердому телу, является 
линейный элемент, изобр ажающий линию пр иложения , 
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величину и направление этой силы .  При этом пер· 
вые три координаты Х, У, Z линейного элемента н а ·  
зываются компонентами силы ,  параллельными  ко· 
ординатным осям ,  а его вторые три координаты !� , 
М,  N - ее .моментами вращения вокруг этих осей * ) .  
Три ком поненты Х, У, Z определяют собой, кроме 
величины,  еще и направление силы ,  или соответ
ственно свобЕ>дный вектор с напр авляющими косину
сами,  относящимися между собой, как Х :  У :  Z; э1 о 
направление изображается диагональю параллелепн· 
педа,  ребрами  которого являются отрезки Х, У, Z на  
координатных осях �7) . Таким же самым  построением 
м ожно посредством трех величин L, М, N тоже полу· 
чить определенное напр авление,  которое называют 
направлением оси результирующего .момента враще· 
ния. Соотношение (3 )  означает, согласно известной 
формуле геометрии в пространстве, что направлеNие 
силы и направлеNие оси результирующего .момента 
вращения взаимно перпендикулярны. Точно так же, 
как и на плоскости ,  м ы  включаем в понятие линей· 
ного элемента в качестве «nары сил » тот предельный 
случай ,  при котором Х = У = Z = О, тогда ка к L,  
М,  N не  обращаются в нуль одновременно, и простой 
предельный переход показывает, что под парой сил 
следует понима_ть бесконечно удаленную бесконечно 
.малую силу, .мо.J.tенты вращения которой остаются 
конечными. Элементарная теория  и в этом случае 
относится пугливо к таким выражения м - для нее 
п арой сил является совместное действие двух парал· 
лельных равных по величине,  но противоположно на·  
правленных сил , действующих вдоль различных пря· 
м ых : Х, У, Z, L t ,  Mt ,  Nt и -Х, - У, -Z, L2, М2, N2. 

Действительно, для сум мы этих сил получаются 
как  раз  такие координаты : 

О ,  О, О, Lt + L�, Mt + М2, N ,  + N2, 

которые м ы  только что и мели в виду 38 ) . 
Н а ш а  очередная  задача - сложение системы про· 

изаольно заданных сил 

(i = 1 ,  2, . . .  , п), 

* )  Здесь снова нашИ обозначенил отличаются знаком от при· 
нятых в механике (ер. с, 4 1 } .  
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приложенных к твердому телу. Обыкновенно в эл е
ментарных книгах и на лекциях на эту задачу затр а 
чивают много времени ,  тогда как м ы  здесь см ожем 
решить ее очень быстро бл агодар я тому, что н а ш п  
аналитические формул ы  дел ают излишним р а зл иче
ние разных случаев, неизбежное при тяжеловесном 
элементарном изложении ,  не употребляющем пра• 
вила знаков. Основной принцип сложения (сил ) за
ключается в том ,  что составляют сумм ы  

n 
B = L Xl, 

i = l  
n n n 

А = L Ll,  М = L Mt, N = L Nt 
i = l  i = l  i = l  

и рассм атривают и х  как координаты системы сил ил и 
ка к координаты «динамы», пользуясь целесообраз
ным выражением , · введенным Плюккером ; при  этом 

мы снова различаем три компоненты вдоль  осей  и три  

момента вращения около этих осей. Но, вообще го· 
воря, эта динама  пе  представляет собой некоторой 

си,'! ы ,  ибо рассмотренные шесть сум м не всегда удов

летворяют условию 
8A + HM + ZN = 0, 

имеющему место дл я координат Линейного элемента.  

Тут мы имеем по сравнению с плоскостью то новое, 
что систему сил, приложенных к твердому телу, не 

всегда .можно свести к одной силе 39) . 
Чтобы получить конкретное представление о сущ

ности динамы ,  попробуем представить ее по возмож
ности ясным способом в виде результирующей как 
можно меньшего числ а сил . Оказывается ,  что каждую 
динаму .можно рассматривать как результf:Lрующую 

одной силы и пары сил , ось которой параллельна л и· 
нии, вдоль которой действует первая сила, - так на

зываеАюй центральной оси дина.мы, - причем это све

дение (к силе и паре) может быть произведено оd
ним только способом. Классическое изложение  этой 
теории сложения  сил, приложеиных к твердому телу, 

и меется в книге «Элементы статики» Пуансо * ) ; по
этому говорят также о центральной оси Пуансо. 

*) Р о i n s о t L. Elements de statlque. - Paris, 1 804, 
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Впрочем, Пуансо изл агает эту теорию очень растяну· 
то, пользуясь методами  элементарной геометрии,  в 
том виде, как еще и до сих пор поступают в началь· 
ном преподавании .  

Для доказательства высказанной теоремы заме· 
тим ,  что 40) всякий раз ,  когда по выделении ( из рас· 
см атриваемой динамы)  какой -либо пары сил получа
ется одна сила ,  последняя должна иметь на  осях ком
nоненты , равные 8 ,  Н ,  Z ; следов ательно, чтобы ось 
пары была параллельна центральной оси, ее моменты 
вращения должны относиться,  I<а к  8 : Н : Z . Поэтому 
ее шестью координатами  должны быть числа  

О, О , О, k8 ,  kH, kZ, 

где k - параметр, который еще подлежит определе· 
нию.  Присоединяя к этой паре  сил динаму 

8, Н, Z, A - k8, M - kH, N - kZ, (А) 
получим исходную динаму 8 ,  Н, Z, А, М, N, и выска
занное предложение было бы доказано, если бы уда
лось так подобр ать k ,  чтобы система величин (А)  
nредставляла собой одну силу. Для этого необходимо 
и достаточно, чтобы эти  координаты (А)  удовлетво
ряли условию (3 ) , т. е .  

8 (А - k8) + Н (М - kН) + Z (N - kZ) = О; 

отсюда однозначно следует, что 
SA + HM + ZN 

k =  S2 + H2 + Z2 
В самом деле, можно считать, что знаменатель 

отличен от нуля ,  ибо в nротивном случае мы с с а мого 
начала и мели бы дело не с собственной динамой, 
а только с парой сил . Таким образом,  приписывая 
параметру k это значение - Плюккер называет его 
параметром дин амы, - мы действительно получаем 
искомое разложение динамы на требуемые пару cиJI 
и одну силу, причем из хода доказательства видно, 
что это р азложение однозначно. 

Связь с нулевой системой Мёбиуса. Теперь воз
никает вопрос о том ,  с какими геометрическими пред· 
ставлениями можно связать это разложение. Эти ис
следов ания также восходят к Мёбиусу, а именно, 
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к его «Курсу стати ки » * ) . В свое м изложении он н а  
первое место ставит воп рос о б  осях, по отношению 
к которы.м динама имеет момент вращения, равньи'l 
нулю, - о т а к  н а з ы в а е м ых нулев ы х осях ; систеl\\ у 
всех та ких нулевых осей он н а з ыва ет нулевой систе� 
мой. Отсюда и ведет свое п р о

нехождение  этот, конечно, из
в естн ый ва м тер м ин . 

Прежде всего м ы  дол ж н ы  
дать общее определен ие понятюi 
MO.JI.teнтa вращения или просто 
.момента, которое будет приме
няться,  начиная с этого м ест а . 
Пусть сперва  задан ы в простран ·  Рис. 35 
ств е два линейных элемента 

( 1 ,  2)  и { 1', 2' ) (р ис. 35) . Будем р ассматривать и х  
концы как вер шины тетр а эдр а ( 1 , 2, 1', 2') , объем 
которого равен 

х , у , z , 
1 х2 У2 Z2 

6 1 1 1 X J  Y J  z l 
, 1 , 

х2 У}. Zz 

Вычисля я  этот определ итель к а к  сум му произве

дений миноров первой и последней пары строк ( м ы  
это уже делали  на с .  5 1 с определителем,  тожде
ственно равным нулю) , получаем дл я этого опреде
.лителя зна чение 

� (XL' + УМ' + ZN' + LX' + МУ' + NZ'), 

где Х', . . .  , N' - координаты линейного элемента 
( 1', 2 ' ) . Входящую сюда билинейную комбинацию ко
орди н а т  обоих л инейных элементов 

XL' + У  М' + ZN' + LX' + МУ' + NZ' 
будем назыв ать момеr-tтом одного линейного элемента 
по отношен,ию rc другому; он р авен шестикр атному 
объему тет р а эдр а ,  обр азов анного концами обоих ли 
нейн ых элементов, и поэтому является геометриче
ской величиной, не зависящей от системы координат.  
Если  r и r' - длины л инейных элементов, <р - угол 

*) М б Ь i и s А, F, Lehrbuch der Stati\{, - Leipzig,  1 837, 
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между ними  и р - кратчайшее расстояние (общИй 
перпендикуля р )  между их прямыми,  то путем эле
ментарных геометрических соображений легко найти, 
что этот момент равен произведению rr'p s i n  <р, есл и  
только надлежащим образом определить знак  чпс
л а  ер 4 1 ) .  

Если  же вместо линейного элемента ( 1 ,  2) задана 
неограниченная направленная прямая, то под момен
том линейного элемента ( 1', 2' ) по отношению к ней 
будем понимать его момент в прежнем смысле, взя
тый по отношению к линейному элементу длины r= l ,  
лежащему н а  этой прямой,  т. е. выражение r'p s in ер. 
Оно получается из предыдущего выражения делением 
его на  r = ..J Х2 + У2 + Z2 , так что окончательно на
ходи м :  момент линейного элемента Х', У', Z', L', М', 
N' по отношению к неограниченной прямой, содержа
щей линейный элемент Х, У, Z, L, М, N, равен 

XL' + УМ' + ZN' + LX' + МУ' + M Z' • 
...jX2 + Y2 + Z2 ' 

фактически это выражение остается неизменным nри 
сохранении отношений шести величин Х, У, . . . , N 
без изменения их знаков на  противоположные, так 
что его значение вполне определено, если толыю за
дана упомянутая неограииченная прям ая  с опреде
ленным направлением на ней .  Этот момент линеi'I· 
ного элемента является ка к раз  тем , что в статике 
называют моментом вращения силы, изображаемой 
этим линейным элементом, вокруг нашей прямой как 
вокруг оси ; причем опять-таки в статике часто упо
требляют противоположный знак (ер .  с. 52) . 

Перейдем теперь к Jюменту, или моменту1 враще
ния ( относительно той же направленной прямой) си
стемы сил, т. е.  динамы 

n n 
:е: = L х� . . . .  , N · L N�. l = 1  l - 1  

Представляется естественным поним ать под ним 
сумму моментов отдельных сил , т. е. выражение 

п XL' + УМ' + ZN' + LX' + МУ
' 

+ NZ' � l l l l l l 
� ...jX2 + Y2 + Z2 

-
l � l  ХА + УМ + ZN + L8 + МН + NZ 

,Yxz + yz + z2 
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При последовательном отождествлении неогр ани 
ченной прямой Х, . . . , N с тремя положительн ы�! И 
осями это выражение  принимает значения А, М,  N, 
чем и оправдываются введенные р аньше _ (с .  53) ,  на
звания для этих величин .  

Теперь мы  можем заняться тем вопросом ,  кото
рый ставит перед собой Мёбиус. Заданна я  динама 
8 ,  Н,  . . .  , N имеет по отношению к пр ямой Х : У : , • � 
. . .  : N момент О (так что последняя является нуле .. 
вой осью) в том и только в том случае, если числитель 
последнего выражения равен нулю : 

АХ + МУ + NZ + 'ВL + ИМ + ZN = О. 
Следовательно, нулевая система динамы пред· 

ставляет собой совокупность всех прямых Х : У : • " '  
. . .  : N, удовлетворяющих этому уравнению.  Но это 
последнее явл яется наиболее общим линейным одно
родным уравнением относительно шести веJiичин 
Х, . . .  , N, ибо коэффициенты А, . . .  , Z ,  как коордп· 
н аты динамы, могут иметь произвольные зн а чения .  
Совокупности прямых, определяем ых произвол ьным  
линейным однородным уравнением,  исследов ал П л ю к
кер - такой же, ка к Мёбиус, пионер в аналити чес кой  
геометрии XIX столетия - под названием линейных 
комплексов в связи с вопросами ,  на которых н а м  
впоследствии еще придется останавливаться подроб
н ее.  Таким образом, мёбиусова нулевая система - то 
же самое, что и плю1скеров ·линейный комплекс. 

Н аглядно-геометрическое изображен ие нулевон 
системы . Постараемся теперь дать как можно более 
ясную картину этой нулевой системы ,  причем,  коне ti• 
но, не может быть и речи о геометрической «фигуре» 
в буквальном смысле этого слова ,  ибо нулевые  пря
мые бесконечно многократно покрывают все простр ан 
ство 42 ) .  Тем не менее можно очень хорошо предста
вить себе их группировки.  При этом,  следуя избран
ному в этом курсе методу, м ы  постараемся привести 
систему координат в как можно более удобное поло
жение; это будет достигнуто, если выберем з а  ось z 
центральную ось динамы. Поскольку динаму можно, 
ка к мы знаем, представить в в иде результирующей 
для системы,  состоящей из одной силы,  действующей 
вдоль центральной оси,  и одной пар ы сил с парал
лельной ей осью, то при указанном выборе оси z 
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должны обратиться в нуль четыре координаты Е, Н, 
Л, :М динамы ,  тогда как Z изобразит величину на
званной отдельной силы ,  а N - момент вращения упо
мянутой пары сил относИтельно ее оси 43 ) .  Поэтому 
параметр динамы  оказывается равным 

EA + HM + ZN N k = :S2 + H2 + Z.2 = у ·  

Уравнение линейного комплекса в этой новой си
стеме координат получает с.'Iедующий простой вид: 

NZ + ZN = O 

или после деления н а  Z 

kZ + N = O. ( 1) 
Этот вид уравнения м ы  и кладем в основу наших 

дальнейших исследований.  Если Р1 (х1 , у 1 , z1 ) и 
Р2 (х2, У2. z2) - две точки, взятые на  одной из прямых 
Х : У :  Z :  L : М : N нулевой систем ы,  то Z = z, - z2 и 
N = Х1У2 - Х2У 1 .  а потому для каждых двух точек, ле
жащих на одной нулевой прямой,  из ( 1 )  получается 
условие 

(2) 

Если  фиксировать точку Р2, то (2) представит со
бой уравнение, св язывающее координаты х, , у, , Zt 
всех точек Р1 , которые лежат вместе с Р2 на одной 
какой-нибудь прямой нулевой системы ;  за меняя для 
ясности х1 , у1 , z1 текущими 1юординатами х, у, z, най
дем ,  что все такие точки Р1 заполняют плоскость, 
определяемую уравнением 

У2Х - х2у + kz = kz2• (2')  
Эта плоскость проходит через точку Р2, ибо ур ав

нение  (2 ' )  удовлетворяется при  х = х2, у = у2 , z = Z2-
Этим м ы  доказали ,  что через каждую точку Р2 про
странства проходит бесчисленное множество нулевых 
прямых, которые образуют плоский пучок лучей, з а 
полю :ющий плоскость ( 2' ) . Наша задача будет ре
шена ,  если мы составим себе ясное представление 
о положении  этой плоскости ( «нулевой плоскости») , 
принадлежащей каждой точке Р2• Оба выражения 
N = Х1У2 - У1Х2 ,  Z = z, - Z2 , входящие в (2 ) , имеют 
свойство оста в аться неизменным и при п ар аллельных 
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nереносах пространства Rдоль оси z, а та кже п р и по· 
ворот а х  вокруг этой оси .  В самом деле, указанные 
п е р еносы оставляют неизменными х и у ( а  следов а · 
тел ьно, и N) , а та кже разность z1 - z2 ; повороты же 
не оказывают на  координаты z (следовательно , tf 
на Z) никакого вл ияния и оставляют также неизмен· 
ной N ка к  вел ич ину площади в плоскости х, у. 

Поэтому при винтовых движениях 44 ) пространства 
вокруг центральной оси (т. е. оси z)" и при параллель· 
н ых переrюсах пространства вдоль этой оси уравнt 
ние (2 ) , а вместе с ним. и определяе.иая им. нулевая 
система переходят в себя. 

Эта теорем а облегчает н ашу задачу необычайно:  
есл и только нам  известна для каждой точки положи
тел ьн о й  о с и  х соответствующая ей нулевая  плоскость , 
то тем са м ы м  мы знаем также нулевую nлоскость, 
nринадлежащую любой точке пространства .  Ибо, 
сдв игая положительную полуось х вдоль оси z и по
вора ч и в а я  е е  во круг последней,  можно в любую точку 
простр анства перевести неiюторую точку полуоси х ;  
n р и этом ,  согл асно на шей теореме,  nринадлежащие 
этим точкам нулевые плоскости должны совп а сть.  
Д р уг и м и  слова м и : нулевые плоскости точек всякой 
полупрям.ой, перпендикулярной центральной оси, 
и�ttеют относительно этой последней и относительно 
полупрялtой положение, не зависящее от выбора этой 
пол упрямой . 

Поэтому, оrраничиваясь осью х, nол агаем У2 = 
= z2 = О п получаем из ( 2' )  уравнение нулевой пло· 
скости ,  п р и н а дл е ж а ще й  точке Р2 с а бсциссой х2 : 

kz - х2у = О. 
Эта плоскость проходит ч е р ез са му ось х, ибо ее 

ур а вн ен ие удовл етворяется тождеств енно при у = 
= z = О ( р ис . 36) . Переписав ур авнение в в иде 
z х2 u - = -k , мы заключаем,  что угол <р н аклона этои nло· 
у 
скости к гор изонтальной плоскости (т .  е. к плоско· 
сти ху ) им еет следующи й тангенс : 

t х2 
g ср = т :  

поэто м у  теперь положение  н а шей плоскости является 
вполне определенны м ;  на р и с .  37 изобр ажен ее след 
на вертикальной плоскости yz. 
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В связи со сказанным ранее мы можем этот ре· 
зультат сформулировать совершенно независимо от 

того или другого выбора системы координат в таком 
виде :  каждой точке, н аходящейся н а  расстоянии r от 

z 

J 

Рис. 36 Рис. 37 

центральной оси ( которую будем считать вертикаль

ной ) , принадлежит в нулевой системе плоскость, ко

торая  проходит через - перпендикуляр ,  опущенный из 

этой точки на центральную ось, и наклонена к гори

зонтальной плоскости под углом,  тангенс которого 

равен rfk . Следовательно, при передвижении этой 

точки вдоль какой-либо полупрямой ,  перпендикуляр

Нормаль 

HgлefJaя 
ТIЛОС!(ОСЮЬ 

Рис. 38 

ной центральной оси, при
надлежащая этой точке 
плоскость нулевой системы 
при r = О горизонтальна ,  а 
при возрастании r повора 
чивается в ту  или другую 
сторону (в  зависимости от 
знака числа  k) , асимпто
тически приближаясь при 
неогр аниченном возраста
нии r к вертикальному по
ложению. 

Я могу вам наглядно 
представить эти отношения 

на модели Ш иллинга (рис. 38) . Здесь на подвижном 
стержне, который может поворачи:ваться вокруг цен
тральной оси и передвигаться вдоль нее, помещен 
плоский л ист, который н адлежащим образом повор а
чивается при перемещении вдоль стержня. 

Связь с теорией винтов. Обратим теперь особое 
вним ание на направление нормали  к нулевой плоско

сти, пр ин адлежащей точке Р2 ; отношение ее н аправ· 
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ляющих косинусов равно,  ка к известно ,  отношению 
коэффициентов уравнения (2' ) этой плоскости,  т. е .  

У2 : (- х2) : k .  (3) 
Но это направление можно также рассматр ивать 

как связанное с точкой Р2 направление некоторого 
бесконечно малого винтового дви�ения пространства . 
А именно, если все пространство повернуть как твер
дое тело вокруг оси z на конечный угол ro и передви
нуть его одновременно параллельна оси z на  расстоя
ние с, то каждая точка х, у, z перейдет в новое по
ложение х', у', z' , определяемое уравнениями 

х'  = х cos ro - у s iп  ro, у' = х siп ro + у cos ro, z' = z + с. 

От этого конечного винтового- движения перейдем 
к бесконечно м алому, заменяя ro бесконечно м алой 
величиной -dro и принимая одновременно с = k dro. 
Знак минус означает здесь, что при  k > О  поворот 
в плоскости ху отрицателен,  если перенос произведен 
в положи'тельном направлении z, т .  е .  что напр авле
ние винтового движения отрицательно (левое или ле
вовращающее винтовое движение) .  Пренебрегая ве
личинами второго и высших порядков по отношению 
к dro, следовательно, полагая cos dro = 1 ,  s iп  dro = dro, 
получаем 

х' = х + у dro, у' = - х dro + у, z' = z + k dro. 

Следовательно, приращениями координат  опреде
ленной точки Р2 при этом бесконечно м алом винто
вом движении явл яются 

dx2 = у2 dro, dy2 = - х2 dro, dz2 = k dro, 

т. е .  Р2 перемещается в направлени и  

dx2 : dy2 : dz2 = у2 : ( - х2) : k . 

А это в точности совпадает с н аправлением нор
м али (3 ) . Следовательно, если произвести такое бес
конечно малое винтовое движение пространства во� 
круг центр альной оси, при котором величина п ар ал· 
лельнаго переноса является k-кратным  угла поворота 
(взятого отрицательным ) , то в каждой точке про
странства принадлежащая ей плоскость нулевой си
стемы с пара метром ,q_ нор м альна к бесконечно м а
дому отрезку тр аектории ,  nробегаемой этой точкой. 
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Поскольку представление о винтовом движении 
является очень наглядным ,  можно, пользуясь сказан 
ным выше, составить себе  живую картину располо
жени я  плоскостей нулевой системы.  Чем больше, н а 
nример ,  расстояние r о т  точки д о  центральной оси , 
тем длиннее горизонтаJrьная проекция r dro элемента 
nути, описываемого этой точкой при винтовом дв и 
жении ,  и потому тем более отлого расположен этот 
элемент, ибо его высота k dro постоянна ,  а зна чит, 
тем круче подымается нормальная к этому элементу 
nути плоскость нулевой системы.  Если  соединить бес
численное множество таких бесконечно м алых вин
товых движений в одно непрерывное в интовое движе
ние пространства ,  то каждая точка,  лежащая на  рас
стоянии  r от центр альной оси, описывает винтовую 

линию. Угол наклона этой л инии к горизонту имеет 
тангенс, р авный - k/r, а потому шаг винта имеет 
всегда одно и то же не  зависящее от r значение 2лk ; 
плоскости, норJtальньи� к э тим винтовым линиям, и 

являются нулев ыми плоскостями системы. 

До сих пор мы говорпли только о нулевых плоско
стях системы ;  теперь,  в з аключение, постараемся со

!! 

Рис. 39 

ставить непосредственно нагляд
ную картину самих нулевых 
осей. Возьмем какую-либо нуле
вую ось g ( рис .  39) и построим 
кратчайшее р асстояние от нее 
до центр альной оси как общий 
перпендикуляр этих двух пря
м ых. Пусть он пересекает цен
тральную ось в точке Q,  а ось g
в точке Р. Тогда PQ как полу

прямая ,  идуща я из Р перпендикулярно центральной 
оси, принадл ежит нулевой системе,  а поэтому пло
скость QPg должна быть нулевой плоскостью систе· 
мы ,  принадлежащей точке Р. Но так как ось g 
перпендикулярна  прямой PQ, то она  образует с го
р изонтальной плоскостью такой же угол <р, как 
и нулева я nлоскость в точке Р, т .  е.  tg <р = rjk, где 
r = QP. 

Следовательно, мы получи м  все нулевые оси, про
водя в точке Р, р асположенной на полупрямой,  пер
nендикулярноfr центр альной оси, такой перпендикуляр 
к этой полупрямой ,  чтобы угол его  наклона к гори·  
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зонту имел тангенс, р авный tg ([J = rjk, где г - р ас
стояние от точки Р до центр альной оси 45 ) .  

Это построение можно сдел ать еще немного более 
наглядным,  поступая следующим образом : строим 
круговой цилиндр р адиуса r, имеющий центральную 
ось динамы своей осью, и чертим на нем все винто
вые линии (рис .  40) с наклоном ЧJ 
к горизонту, определяемым из равен
ства tg  fP = r jk ; тогда совокупность 
всех касательных к этим винтовым л и
ниям тождественна ,  очевидно, с сово
купностью всех нулевых осей, прохо
дящих на  расстоянии r от централь
ной оси. Варьируя r, получаем все ну
левые оси .  Эти винтовые линии при 
удалении от центральной оси стано
вятся , очевидно,  все круче;  в каждой 
точке такой линии нулевая плоскость, Рис. 40 
принадлежаща я этой точке, служит 
также соприкасающейся плоскостью рассматрив ае
мой линии. Поэтому эти винтовые линии проходят 
перпендикулярно к ранее упомянутым винтовы м  ли
ниям ,  1юторые в каждой своей точке нормальны к со
ответствующей нулевой плоскости.  

После этих рассуждений, вскрывших двойную 
связь нулевой системы с винтами ,  становится понят
н ым ,  почему всю эту теорию называют также коротко 
теорией винтов ( или  «винтовым исчислением ») ; в 
частности, это название употребил Балл,  написавший 
книгу «Теория винтов» *) , где он действительно изу
чает все геометрические соотношения,  связанные с з а 
данной динамой,  приложенной к тnердому телу. 

Вернемся теперь к нашему систем атическому р аз
вптпю идей.  След�я грассманову принципу, м ы  полу
чили в качестве четырех элементарных геометриче
ских простр анствеиных образов то чку, линейны й 

элемент, плоскостной элемент и пространственн ый эле

.мент. Точно так же, как и на плоскости,  нашей бли
:жайшей задачей будет исследование поведения этих 
образов при преобразованиях прямоугольной системы 
координат и затем их классификация н а  основании 
ранее высказанного общего принципа .  

*) В а 1 1  R .  Theory o f  screws. - D uЬiin, 1 876, 
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I V. КЛАСС И Ф И КАЦ И Я  ЭЛ ЕМ Е Н ТА Р Н ЫХ 

П РО С Т РА Н СТ В Е И Н ЫХ О Б РАЗО В ПО ИХ ПО В ЕД Е Н И Ю  

П Р И  О РТ О ГО Н АЛ Ь Н ЫХ П Р ЕОБ РАЗО ВА Н И Я Х  

П Р Я МО У ГОЛ Ь Н ЫХ КООРД И НАТ 

Общие замечания о преобразован и я х прямоугол ь
ных пространствеиных координат. Прежде всего м ы ,  
конечно,  должны заняться обзором всех возможных 
преобразований пространствеиной ортогональной си
стемы координат;  они вообще играют фундаменталь
ную роль для всей геометрии пространства ,  та к что 
уже поэтому нельзя б ыло бы в этом курсе пройти 
мимо них .  

Самое общее относящееся сюда изменение систе
мы координат сл агается,  как и на плоскости , и з :  
1 )  пар аллельного переноса ;  2 )  поворота вокруг на 
чал а ;  3)  зеркального отражения ; 4 )  изменения мас
штаба .  Уравнениями  параллельного переноса, конеч
но, будут 

х' = х + а, у' = у + Ь, z' = z + с. 
Уравнения поворота во всяком случае имеют вид 

х' = а 1х + Ь1у + c1z , у' = а2х + Ь2у + c2z, 
z' = азх + ЬзУ + сзz; 

определением их коэффициентов , которое здесь суще
ственно сложнее, чем на плоскости, мы сейчас же 
займемся .  

Посредством композиции всех возможных преоб
р азов аний  этих двух видов получаются все собствен
ные (т. е .  поним аемые в собственном или буквальном 
смысле слова )  движения пространствеиной системы 
координат 46 ) . 

Зеркальное отражение (симметрию) можно про
изводить пре2Кде всего относительно какой-нибудь из 
координатных плоскостей ( ка к  на  плоскости относи
тельно одной из осей ) , например относительно пло
скости ху, что дает 

х' = х, у' = у, z' = - z. 
Еще одна симм етрия описывается формулами, кото
р ые имеют более симметричный вид, использующий 
три отрицательных знака : 

х' = - х, у' = - у, z' = - z; (Л3) 
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это - зеркальное отражение (симметрия) относи-
тельно начала координат Q. 

На плоскости уравнения х' = -х, у'= -у соответ· 
ствуют не зеркальному отражению 47 ) , а повороту н а  
1 80°; вообще симметрия относительно начала коорди
нат является зеркальным отражением только в про
странствах нечетнога числа  измерений,  при  четном же 
числе измерений она представляет собой обыкновен
ный поворот. 

Наконец, изменение масштаба изобр ажается урав
нениями 

х' = 'Ах, у' = 'Ау, z' = 'Лz, 

где Л >  О; при Л < О  это преобразование ,  кроме из
менения  масштаба,  содержит еще зеркальное отр а
жение. 

Займемся теперь ближе формулами поворота . Во
обще, поворот около н ачала Q зависит, как известно, 
от трех параметров, так как, во-первых, три направ
ляющих косинуса оси поворота соответствуют двум 
независимым величинам и ,  во-вторых, угол поворота 
может быть произвольным.  Удобное описание всех 
поворотов посредством трех параметров дает, как я 
это показал в моем зимнем курсе * ) ,  теория кватер
нионов . 

Впрочем , уже Эйлер в ывел относящиеся сюда 
формулы . Я приведу их в том виде, в каком обыкно
венно их дают в учебниках механики, а именно,  поль
зуясь девятью направляющими косинусами новых 
осей по отношению к старым .  Исходим из приведеи
ного выше вида (А2) уравнений преобразования : 

х' = а1х + Ь1у + c1z, у' = а2х + Ь2у + c2z, 
z' = азх + ЬзУ + сзz. ( 1 )  

Если х, у = О, z = О - какая-либо точка н а  ста
рой оси х, то в новой системе координат она имеет 
координаты х' = а1х, у' = а2х, z' = азх, т. е .  а1, а2 , аз 
являются косинусами углов между старой осью х и 
тремя новыми осями; точно так же Ь 1 ,  Ь2, Ьз и с, , с2 , сз 
являются направляющими косинусами осей у и z 
( в  новой системе) . 

*) См. т. 1 ,  с. 1 05- 1 1 0. 

3 Ф. I<лейи, т. 2 
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Эти девять коэффициентов уравнений преобразо4• 
вания отнюдь не  являются независимыми .  Связываю
щие их уравнения можно получить либо из только 
что указанного смысла этих величин,  либо из из· 
вестиого соотношения,  которое имеет место при вся4 
кой ортогональной подстановке, т. е .  при всяком по· 
вороте или зеркальном отражении с сохранением на4  
чала координат : 

x'z + y
'Z 

+ z'z = х2 + yz + 2z. (2)  
Оно выражает инвариантность р асстояния до на·  

чал а Q. 
Мы избираем здесь второй путь : 
а. )  Подставляя ( 1 )  в (2 )  и сравнива я  коэффици

енты, получаем следующие 6 соотношений между 
9 вел ичинами  а 1 ,  • . .  , сз: 

а; + а� + а� = 1 , с; + с� + с� = 1 , 

Ь1с1 + Ь2с2 + Ь3с3 = О, 
с1а1 + с2а2 + с3а3 = 0, bi + b� + b� = 1 , 

(3) 

а1Ь1 + а2Ь2 + а3Ь3 = О. 

�) Умножая три уравнения ( 1 )  соответственно на 
три величины а 1  или соответственно Ь1 , с1 и склады
вая ,  получим на  основании (3 )  следующие соотноше
ния, представляющие собой решения уравнений ( 1 )  
относительно х, у ,  z: 

х = а1х' + а�у' + a3z', у = Ь1х' + Ь2у' + b3z',  
(4) z = с1х' + с2у' + СзZ' ; 

это, как  видим ,  так называемая транспонированная 
относительно ( 1 )  линейная подстанов ка, которая по
лучается при перемене местам и  строк и столбцов в 
м атрице коэффициентов . 

у)  С другой стороны, по правилам  теории опре
делителей получаем такое решение уравнений ( 1) � 

Х = � 1 =z: :� ;; 1 ·  ' ' ' ' 
Ьз Сз 

rде !::. = 1 :� :� ;� 1 есть определитель этой системы 
аз Ьз Сз 
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уравнений .  Здесь коэффициент nри х' должен быть 
одинаков с коэффициентом при  х' в первом ура.зне· 
нии (4 ) , т. е .  

(5 )  

вообще, таким образом получаем,  что каждый коэф· 
фициент ортогональной подстановки должен быть ра· 
вен соответствующему ему минору, деленному на 
определитель д. .  

б )  В ычислим теперь этот определитель д. систе м ы  
коэффициентов ; для этого, пользуясь теоремой об ум· 
ножении определителей ,  составляем  его квад�ат :  

1 а. 
az 
аз 

== 

ь . 
ь2 
Ьз 

C t 1 1 а 1 
с2 • а2 
сз аз 

ai + a� + a� 

ь . 
bz 
Ьз 

a l b l  + а2Ь2 + азЬз 
a lcl  + а2с2 + азсз 

С
1 1 с2 = 

Сз 
b l a l  + Ь2а2 + Ьзаз c l a l  + с2а2 + сзаз 

Ьi + Ь� + Ь� c l b l  + с2Ь2 _+ сзЬз 
Ь lcl + Ьzс2 + Ьзсз ci + c� + c� 

причем столбцы первого определителя м ы  умножаем 
н а  столбцы второго 48 ) . По формула м  .(3 )  для этого 
квадрата мы получаем 

Д.2 = 1 � � � 1 = 1 ,  
о о 1 

так что окончательно находим 

д. = + 1 .  

Чтобы остановить наш выбор н а  одной из этих воз· 
можностей,  вспомним ,  что до сих пор мы пользова· 
лись только соотношением ( 2 ) , которое имеет место 
как при повороте, так и при зеркальном отражении.  
Но cpeJJ.и всех этих ортогональных преобр азований 
повороты характеризуются тем, что они получаются 
из тождественного преобразования х' = х, у' = у, 
z' = z путем непрерывного изменения коэффициентов 
соответственно непрерывному перемещению системы 
координат из первоначального положения в новое� 
в противоположность этому подстановка, которую мы, 
вообще, называем зеркальным отр ажением, получа ... 
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ется непрерывным изменением из симметрии х'=-х, 
у' = -у, z' = -z; сама  же эта симметрия не можеr 
быть получена из тождественного преобразования 
путем непрерывного изменения 49) . С другой сторо
НЪI , определитель преобразования является непрерыв
ной функцией коэффициентов и по!ому должен во 
время непрерывного перехода от тождественного пре
обр азов�ния к какому-нибудь повороту изменяться 
непрерывно.  

Но - при этом исходном преобразовании этот опре
делитель имеет значение 

1 ;  � � 1 = + 1 ,  о о 1 
а поскольку он,  как м ы  видели ,  вообще, может быть 
р авным только + 1 или - 1 ,  то он обязательно дол
жен всегда остав аться р авным + 1 ,  так как внезап
ный переход от + 1 к - 1  означал бы разрыв непре
р..ывности . 

Итак, при всяком повороте определитель 

(6) 

Точно  так же для всякого зеркального -отражения 
получается � = - 1 .  

Теперь формул а  ( 5) принимает такой простой вид: 

(7 )  

и ,  вообще, всякий коэффициент в координатной запи
си поворота прямоугольной системы координат равен 
соответствующему ему минору. 

Формул ы  иреобразов ания некоторых элементарных 
вели чин. Теперь мы обра щаемся к н ашей настоя
щей задаче:  установить, как ведут себя координаты 
элементарных пространствеин ых образов (линейного 
элемента Х, У, Z, L ,  М, N, плоскостного элемента .\!, 
rol, �. !!3 и ,  наконец, пространствеиного элемента Т) 
при четырех видах изменения прямоугольной системы 
координат. 

Выписывать все формул ы  преобразований было бы 
и длинно, и скучно ;  поэтому отм ечу только некото· 
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рые моменты, заслуживающие особого интереса. З а·. 
м ечу прежде всего, что во всех формулах преобразо· 
в ания координат линейного элемента его первые тр и 
координаты Х', У', Z' в новой системе выражаются, 
в чем вы сами легко убедитесь, исключительно через 
Х, У, Z, т. е. так, что L. М, N совсем не  входят в их 
выражения ;  при этом новые координаты выражаются 
через старые линейно-однородно.  

Следовательно, согласно ранее в ысказанному об· 
щему принцилу , (с .  43-44 ) , совокупность трех вели� 
чип Х, У, Z уже сама по себе определяет пекоторый 
геометрический образ, не зависящий от системы ко� 
ординат. Это - свободный вектор, о котором мы уже 
упоминали (с. 49-50) . 

Точно так же в случае плоскостного элемента 
в формулы преобразования его трех координат е. 
rol, 9l четвертая !JЗ не входит, так что и эти три коор· 
динаты тоже имеют не зависящее от координат  гео· 
метрическое значение ;  они определяют р анее упомя· 
нутый свободный плоскостной элемент · (с .  50) . 

Вычислим теперь, I<a rc, в частности, ведут себя три 
координаты свободного вектора Х, У, Z при наших 
преобразованиях (At ) ,  . . . , (А4 ) (с .  64-65) . Для этого 
в равенства Х' = х� - х; , . . . -подставл яем вместо 
х; , . . .  их выражения по формулам  (Ai )  через х, у, z. 
Это сразу же дает н а м :  

1 .  П р и  параллельном переносе 

Х' = Х, У' = У, Z' = Z. (В 1 )  
2.  При повороте 

Х' = а1Х + Ь 1У + c 1Z,  У' = а2Х + Ь2У + c2Z,  
Z' = а3Х + Ь3У + c3Z . 

. 3. При симметрии относительно начала координат  

Х' = - Х, У' = - У, Z' = - Z . (В3) 
4 . При изменении м асштаба  

Х' = 'АХ, У' = 'АУ, Z' = 'AZ. (В4) 
Ита к, при параллельном переносе системы коор

динат координаты свободного вектора совсем не из• 
меняются, а при прочих преобразовапиях они ведут 
себя таким же образом, как координаты точки. 



70 ПРОСТЕйШПЕ ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ОБРАЗЫ 

Сравним с этим результатом формулы преобразо� 
вания для пары сил, которые м ы  получим из формул 
иреобр азования координат л инейного элемента , пола·  
гая  допо.пнительно Х = У = Z = О. Тогда , конечно, 
будет Х' = У' = Z' = О, а для моментов вращения по 
отношению к новым осям получаются такие формулы : 

1 .  При переносе 

L' = L, М' = М, N' = N. 

2 .  При повороте 

L' = a1L + Ь 1М + c1N,  М' = a2L + Ь2М + c2N, 
N' = a3L + Ь3М + сзN. 

3. При сим метрии относит·ельно начала координат 

L' = L, М' = М, N' = N. ( С3) 

4 .  При изменении м асштаба 

L' = Л.2L ,  М' = Л.2М,  N'  = Л.2N. (С4) 
Как впдим ,  при параллельном переносе системы 

координат и при симм етрии относительно начал а  ко
ординаты nары сил ne изменяются вовсе; при пово
р оте они ведут себя, как координаты точки, а при 
изден,ен,ии масштаба уАtnожаются па Л.2, т.  'е .  имеют 
измерение 2 ( из мерение площади ) , тогда как свобод· 
ный ве1пор имеет измерение 1 ( как и координаты 
точки ) . 

В ыв од форму.'l ( С 1 ) ,  ( С3 ) ,  ( С4) не  представляет 
никаких трудностей 50 ) ;  только для ( С2 ) будут, по
жалуй, уместны некоторые р азъяснения .  А именно, 
при помощи nоворота (А2 ) получаем 

L' = 1 У� z� 1 = 1 а2х1 + Ь2У 1 + C2Z 1 азх , + Ь3у 1  + c3z 1  1 ·  
у2 z2 а2х2 + Ь2У2 + C2Z2 азХ2 + ЬзУ2 + c3z2 

Раскрывая  последний  определитель, получаем 
3 · 3 + 3 · 3 = 18 членов, среди которых три пары (на
nример , а2Х1 · азх2 - азХ1 · а2х2 ,  • . •  ) взаим:но уничто· 
жаются ; оставшиеся 1 2  членов можно соединить 
в следующую сумму произведений  определителей :  



КЛАССИФИКАЦИЯ П РОСТРАНСТВЕ ИНЫХ ОБРАЗОВ 71 

По фор муле  (7) для м иноров системы коэффици
ентов Поворота (с .  68) первые множител и  оказыва·  
ются как  раз равными а 1 ,  Ь 1 , с1 , тогда как вторые 
множители равны L, М, N. Это действительно дает 
приведеиную р анее формулу  дл я L' ;  точно так  же 
выводятся две другие формул ы  дл я М' и N'. 

Н а конец, в качестве третьего образа  р а ссмотрим 
свободный плоскостой элемент; совершенно  простые 
вычисления ,  подобные предыдущим,  выполнение ко
торых я ,  конечно, могу предоставить вам самим ,  nри
водят к такому результату: компоненты .е, Wl, � сво
бодного плоскостного элемента во всех случаях пре
образуются совершенно таким же образом, как коор• 
динаты L, М, N пары сил. 

Для лучшего обозрения всех этих р езультатов 
сведем их в нижеследующую маленькую табличку. 
Она дает преобразованные первые координаты ,  из 
которых остальные получаются цикл ической переста· 
новкой букв : 

1 Перенос 1 
С вободный вектор х 
Пара сил L 
С вободн ы й  пло- 2 
скостной эле м ент 

Поворот 

а 1 Х + Ь 1 У  + c1 Z 
a i L  + ь l м  + C ( N  
а 12 + Ь 1Wl + c 1W 

1 С им мет- / И зм е иение 
рия м а е  ш т а б а  

-Х лх 
L J.,2L 
2 1.,22 

П ара  сил и свободный плоскостной злемент к а к  
эквивалентные образы. Это дает нам  точную основу 
для ряда геометрических nредложений ,  которые  в 
учебниках часто или совсем отсутствуют, или упом и· 
наются лишь м имоходом и nритом в такой форм е. 
что не та к-то легко можно уловить их простой гео
метри ческий смысл .  Между р азличными геометриче· 
скими образами,  которые м ы  здесь р ассматриваем. 
часто не проводят того четкого р азличения,  которое 
мы  считаем обязательным,  н этим совершенно зату· 
шевывают целый ряд интересных соотношений .  Так. 
н апример, уже у Пуансо понятия пары сил и свобод
ного плоскостного элемента всегда бывают с самого 
начала неразрывно связаны между собой; разумеется. 
это неизбежно должно затруднять понимание ;  мы же 
r.rолько из сравнения nоследних двух строк нашей 
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таблички впервые получаем указание на то, что, со
гласно в ысказанному р анее общему принципу, пару 
сил и свободный плоскостной элемент следует рас
сматривать как основные геометрические понятия 
одного и того же рода, ибо они при всех изменени ях 
nрямоугольной системы координат ведут себя совер
шенно одинаково. 

Разъясним точнее смысл последнего утверждени я. 
Если ,  например,  заданной паре  сил L, М,  N сопоста
в ить некот_орый плоскостной элемент при помощи ра·  
в енств .{!; = L, rol = М, 9� = N ( или если сделать то же 
самое в обратном порядке, исходя из .{!;, rol, �) , то это 
равенство координат (пары и элемента ) сохраняется 
nри всяком иреобр азовании системы координат и по
этому должно допускать чисто геометрическое описа
ние ,  не  связанное ни  с какой системой координ ат. 
Дл я того чтобы получить такое описание, будем ис
ходить из плоскостного элемента .{!;, rol, �. причем ради 
максимального удобства фиксируем координатную 
систему так, чтобы было .{!; = rol = О. Тогда этот сво
бодный  nлоскостной элемент представит собой такой 

!1 

о 
Рис. 4 1  

.J 

треугольник ( 1 , 2, 3) , nа
раллельный nлоскости ху 
или,  в частности, лежащий 
на ней ,  что � будет равно 
удвоенной его площади, т. е. 
nлощади параллелограмма  
( 1 , 1', 2 ,  3) , снабженной 
знаком,  определяем ым об· 
ходом 1 ,  1', 2 ( рис. 4 1 ) .  

Так вот я утверждаю, 
что соответствующая этому 
элементу пара сил с момен
тами L = O, М = О, N = � 

может быть составлена из двух nротивоположных 
сторон ( 1 , 1 ')  и (2 ,  3 )  этого параллелогра м м а  с ост
рия м и  стрелок в точках 1 и 2. 

Для доказательства я выбираю систему коорди
нат на плоскости ху еще удобнее, а именно за ось у 
беру прямую 1 ,  1 ', ось х провожу через точку 2 .(на 
рис.  4 1  эти оси н анесены штриховыми  линиями ) . 

Тогда , nрежде всего, оба л инейных элемента 
( 1 ,  1') и (2, 3) , а поэтому и составленная из них пара 
сил имеет моменты вращения L = О и М = О. Далее, 
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для линейного элемента ( 1 ,  1') третий момент также 
равен нулю, так что окончательно N оказывается 
р авным моменту вращения для (2, 3 ) : 

N 
1 Xz Yz l = = Х2Уз. Хз Уз 

ибо по условию х2 = х3 и у2 = О. С другой стороны, 
при таком положении координатной системы третья 
координата плоскостного элемента равна  

91
=
1 �2 �� � I = Х2Уз Xz Уз 1 

( т� е. равна  произведению основания  у3 и высоты х2 
параллелограмма ) ,  и потому даже по знаку N = iJt, 
чем и доказано н аше утверждение .  

Этот результат можно сразу в ысказать в общем 
виде, не  связывая его с какой-либо специальной си
стемой координат:  свободный плоскостной элемент. 
изображаемый параллелограммом с определенным 
направлением обхода, и пара сил, состоящая из двух 
противоположных сторон этого параллелограмма, на
правленных против его обхода, являются геометриче
ски эквивалентными образами, т. е. они имеют по от
ношению ко всякой прямоугольной системе координат 
равные компоненты. Это предложение  позволяет все
гда заменять как пару сил параллелограм мом, так и 
этот последний парой сил. 

Свободный л инейный элемент и свободный плос
костной элемент («полярный» и « аксиальный» векто
ры ) .  Теперь нам  незачем больше заботиться о вто
рой строке нашей таблички (с .  7 1 ) ; остается еще 
сравнить первую и третью строки, т .  е .  свободный 
вектор и свободный плоскостной элемент. Здесь мы 
видим прежде всего, что при параллельных перено
сах и поворотах оба они в едут себя совершенно оди• 
наково; однако при зеркальном отражении и измене
нии масштаба  обнаруживается их р азличие .  Чтобы 
проследить за этим в деталях, представим себе в при
в ычной для нас  (правой)  системе координат некото
рый  плоскостной элемент �. !Dl, � и свяжем с ним 
свободный вектор равенствами Х = � .  У = !Dl, Z = т. 

Хотя эти равенства сохраняются , если ограничи
ваться собственными движениями системы координат, 
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но при зеркальных отр ажениях или при изменени ях 
м асштаба они испытывают изменения .  

Поэтому, если мы захотим выразить их геометри
чески, то не  сможем обойтись без использования ка к 
ориентации системы координат (левая,  правая ) ,  так 
и м асштаба .  В самом деле, фиксируя опять , как и 
раньше, систему координат так, что -8 = ffi1 = О, а 9't 

у 
р авно площади параллело
грамма  ( 1 , 1 ', 2, 3) на  ПJIO· 
скости ху, получаем для н а 
шей ф игуры ( рис. 42) , что 
� > О, а вектор Х = О, У = 
= О, Z = � имеет положи· 
тельное направление оси• z. 

-·--------;;.-31 Этот факт можно, очевидно, /1 высказать в такой не зави·  
сящей от специального по

Рис. 42 ложения системы коорди• 
н ат форме : для получения 
в правой системе координа·r 

свободного вектор а ,  имеющего координаты, равные 
координатам заданного свободного плоскостного эле· 
мента, следует восставить к его плоскости перпенди· 
кул яр в ту сторону, откуда обход изображающего 
его пар аллелограмма  представляется направленным 
nротив часовой стрелки, и отложить на  нем отрезок, 
равный площади этого параллелограмма .  Совпадение 
координат  этого вектора и плоскостного элемента 
сохраняется при  любых параллельных переносах и 
nоворотах системы координат;  однако оно наруша
ется , как  только произведено изменение м асштаба  
или зер кальное отражение. Если заменить измерения 
в сантиметрах измерениями в дециметрах, то мера 
nлощади перейдет в ее сотую часть, а мера отложен· 
ного в качестве вектора отрезка - только в его де· 
еятую часть; точно так же при симметрии системы 
координат относительно начала будут менять знак 
координаты вектор а. но не плоскостного эле· 
мента . , 

Итак, свободный плоскостной элемент и свобод· 
ный вектор м ожно вполне отождествлять между со· 
бою только тогда, когда раз  навсегда установлены 
определенная ориентация системы координат (пр а· 
вая, левая ) и определенная единица длины. 
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Конечно,  такое ограничение не возбраняется до
пустить каждому человеку в его практике. Он дол· 
жен только всегда сознавать его произ13ольность, 
чтобы по отношению к другому человеку иметь воз
можность поним ать друг друга .  Все эти вещи, как вы 
видите, оказываются чрезвычайно ясными  и просты· 
ми ,  но все же к ним каждый раз приходится возвр а·· 
щаться,  ибо в современной физике историческое 
развитие оставило во многих случаях некоторую за 
путанность. Поэтому я скажу еще несколько слов 
об истории этих вещей. 

Грассманова «Теори я  протяжения» ,  вышедшая 
в 1 844 г . ,  оказала очень незначительное влияние н а  
нашу физику и механику п о  причине трудно читае
мого изложения .  Несравненно больший успех имели 
в Англии идеи,  которые около этого же времени стал 
р азрабатывать в Дублине Гамильтон - изобретателr, 
кватернионов, о которых я подробно говорил в своем 
зимнем курсе * ) . Здесь мне остается только упомя
нуть, что ему принадлежит также слово вектор для 
обозначения того, что м ы  назвали свободNым векто
ром ; понятием же скользящего вектора он не поль
зуется в явном виде. Далее, он не  видит разницы 
между свободным плоскостны.м элемеNтом и свобод
ным вектором, так как он считает заранее фиксиро· 
ванными определенную ориентацию и м асшта б для 
координат. Эта точка зрения  привилась в физш<е, 
и там долгое время не р азличали векторов в соб
ственном смысле слова и плоскостных элементов.  

Конечно, при  более тонких исследованиях посте
пенно все же пришли к необходимости проводить 
р азличение между объектами ,  для которых исполь
зуется одинаковое название «вектор»,  в зависимости 
от их поведения при  зеркальных отражениях и дJI Я 
этого стали пользоваться прилагательными поляр!iьtй 
и аксиальNый. Полярный вектор .меняет свой знак 
при зеркалы-tых отражениях 51 ) ,  следовательно, явля
ется вполпе тождественным с нашим свободNЫJt век• 
тором; аксиальный же вектор 52 ) знака не меняет, 
следовательно, совпада ет с нашим свобод!iьt},t пло
скост!iьtМ элемеNтом (причем мы не обр ащаем вни· 
мания на «размерность») , 

*) См. т. 1 ,  с. 88- 1 1 1 . 
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Таким образом, здесь физика должна была (ка к это еще до сих пор делается в обычных изложениях) констатировать задним числом это неожиданное для нее разл ичение, между тем как при на шей общей постановке вопроса оно совершенно естественным путем получается с самого начала .  Я приведу один пример для иллюстрации сказанного. Утверждение, что электрическая напряженность есть полярный вектор , означает, что она задается тремя компонента ми Х, У ,  Z ,  которые преобразуются согласно первой строке нашей таблички (с .  7 1 ) ; говоря же, что м а гнитная напряженность поля есть аксиальный вектор , м ы  утверждаем,  что три ее компоненты преобразуются по схеме последней строки этой таблички.  При этом я оставляю открытым вопрос о том, ка к обстоит с р азмерностью этих вел ичин,  ибо это завело бы нас слишком далеко в глубь физических подробностей.  
Скаляры первого и второго рода. Гамильтон нар яду со словом «вектор» лридумал еще слово «скаляр», которое тоже до сих пор играет большую роль в ф изике. Скаляр - это не что иное, кате инвариант 

относительно всех наших преобразований координат, т. е .  вел ичина ,  которая при всех изменениях системы координат либо совсем не  изменяется, либо только приобретает некоторый множитель. В соответствии  
с этим можно различать разные оттенки в понятии скаляра. Рассмотрим сперва в качестве примера прп
странствепный элемент, или объем тетраэдра 

X t Y t Z t  1 
Т = _!_ Xz Yz Zz 1 

6 Хз Уз Zз 1 
х. У• z. 1 

Можно легко проверить вычислением, что он в ре
зультате преобразов аний координат принимает сл едующие значения : 

Перенос 

т 

1 3ерк альвое отраже· \ Поворот ние Из менение масштаба 
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Величину, которая остается неизменной п р и  па 
р аллельных переносах и поворотах, а при  зерi{аль
ном отражении меняет знак, называют скаляром вто
рого рода, тогда как скаляр первогq рода должен 
оставаться неизменным и при  зеркальном отр ажении .  
При этом мы снова оставл яем в стороне р азмерность, 
получаемую из четвертого столбца.  

Нетрудно образовать также скаляры первого рода ; 
простейшими примерами  являются Х2 + У2 + z2, где 
Х, У, Z - координаты свободного вектора ,  и �2 + 
+ !И2 + т2, где �. !И, т - координаты свободного пло
скостного элемента .  

Эти величины, действительно, остаются неизмен
ными при всех собственных движениях и зеркальных 
отражениях (но  не при  изменениях м асштаба ) .  Это 
сразу же видно из таблички н а  с .  7 1 ,  если  еще учесть 
равенства (3) (с. 66) для коэффициентов поворота ;  
поэтому эти величины должны иметь также и чисто 
геометрический смысл ,  и мы действительно знаем ,  
что они представляют собой квадрат длины вектора 
или соответственно квадрат площади плоскостного 
элемента .  

Основы векторной алгебры. Посмотрим теперь, 
как посредством комбинаций з аданных основных об 
р азов (векторов и скаляров обоего рода ) можно по
лучать другие образы таких же типов . Н ачнем с со
вершенно простого пример а .  Пусть Т - скаляр вто
рого рода,  например объем тетраэдра ,  а Х, У, Z 
координаты полярного вектора ;  р ассмотрим тройку 
величин ТХ, ТУ, TZ. При собственных движениях эти 
три величины преобразуются так  же, как  компонен
ты вектора Х, У, Z, а при симметрии системы коор 
динат относительно начала они останутся неизмен
ными ,  ибо  оба множителя  меняют знак .  Следова 
тельно, эти три величины представляют собою акси
альн.ый вектор. Точно так  же, исходя из а ксиального 
вектора .е, !И, т, получим полярн.ый вектор т-е, T!JR, тт. 

Возьмем теперь два полярн.ых вектора Х1 , У1 , Z1 
и Х2, У2 , Z2 и станем составлять из них комбинации 
различного характера сначал а  в чисто анал итиче
екой форме. Исследуя затем поведение создаваемых 
величин при иреобразованиях координат,  будем з а
ключать отсюда, к ка кому виду геометрических ве� 
личин они принадлежат. 
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1 )  Н ачнем с трех сумм 

Х1 + х2. У1 + У2, 

они,  очевидно, преобразуются таким же образом, как 
и сами компоненты вектора ,  и представляют собой , 
следовательно, новый  полярный вектор, который 
с обоими заданными векторами находится в чисто 
геометрической связи,  не зависящей от выбора систе
мы координат .  

2 )  Билинейпая комбинация компонент обоих век-
торов 

остается , как показывает в ычисление, неизменной при 
всех собственных движениях и при  зеркальных отра 
жениях.  Следовательно, она представляет собой ска
ляр первого рода, который,  следовательно, также дол
жен допускать чисто геометрическое определение. 

3) Тр и  минора м атрицы 

11 

Х1 У1 z! // . 
х2 У2 z2 

составленной из этих компонент, ведут себ я, как 
легко можно вычислить, точно таким же образом , 
как координаты свободного плоскостного элемента, 
или аксиального вектора;  этот последний тоже дол
жен быть связан с з аданными  векторами  н ез ависимо 
от системы координат. 

4)  Р ассматриваем ,  н аконец, три полярных вектора 
и составляем из их девяти компонент определитель 

он остается неизменным при всех собственных дви
жениях, при симметрии же он меняет знак, так что 
он определяет собой скаляр второго рода. 

Теперь я дам геометрическое истолкование этих 
образов ;  высказанные мною результаты вы сможете 
сами дополнить доказательствами ;  это будет легко 
сделать, если только вы  будете всегда исходить из 
надлеж ащим обр азом в ы бр анного пол ожения системы 
координ ат, 
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К 1 ) .  Геометрический смысл определенной эдесь 
так называемой «суммы двух векторов» общеизвес
тен ; помещая начала обоих векторов в одну точку 53 ) ,  
получим эту сум му в виде диагонали построенного 
на них параллелограмма, направленной из этой точ
ки (правило параллелограмма сил, рис.  43) . 

х{ 
rt 

Рис. 43 Рис. 44 

К 2 ) . Есл и  взятые векторы имеют длины r1 и r2, 
а их напр авления образуют угол <р ( рис .  44) , то при
ведеиная билинейпая комбинация равна r 1r2 cos  ср.  

К 3) . Снова р ассматриваем параллелограмм ,  сто
роны которого параллельны вектора м  1 и 2 ( рис.  45) , 
обходимый так, как указывает последовательность 
направлений векторов 1 и 2; получаем вполне опре
деленный свободный плоскостной элемент, который 
как раз совпадает с элементом ,  определенным выше 
его тремя координатами .  

Между прочим ,  модуль его площади равен 

r 1r2 l siп ер 1 .  
К 4) . Есл и  пр ил ожить все три вектора к одной 

точке, то они образуют три ребра нетсоторога паралле· 
лспипеда (рис. 46 ) ; его объем - с надлежаще опре· 

LQ/ 
1 

Рис. 45 Рис. 46 
деленным знаком - оказывается равным скаляру вто
рого рода, определяемому нашим детерм инантом. 

В каком же виде фигурируют эти процессы в ли
тературе,  где главным моментом не  является , как это 
было у нас ,  исследование поведения известных ана
литических выражений  при преобр аэов аниях коорди· 
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нат,  т. е .  р ациональная и простая теория инвариан
тов? ,Там ,  в меха нике и физике, выработали, следуя 
Грассману и Гамильтону, особую терминологию и го
ворят о так называемых векторной алгебре и вектор
ном анализе, в которых образование новых векторов 
и скаляров из  заданных векторов сравнивают с эле
м ентарными арифметическими  операциями  над обык
новенны м и  числами  54 ) . 

Прежде всего, действие, введенное в п .  1 ) ,  назы
вают ( как я уже отметил ) просто сложением двух 
векторов 1 и 2. Оправдание такого названйя нахо
дят в тq_

м ,  что здесь имеют силу определенные фор
м альные законы, характеризующие сложение обык
новенных чисел ,  в частности -ааконы коммутативный 
и ассоццативный. Первый из них утверждает, что 
определение «суммы»  не зависит от последователь
ности , в которой берут оба вектора 1, 2, второй - что 
прибавление сумм ы  векторов 1 и 2 к вектору 3 дает 
тот же результат, что и прибавление вектор а 1 к сум
ме векторов 2 и 3.  

Гораздо меньше оснований было назвать опера
ции,  определенные в пп .  2 )  и 3) , умножениед, а и мен
но, их р азличают как внутреннее ил и с1еалярное 
( п .  2 ) ) и как внешнее или ве1еторное ( п .  3 ) )  умно
жеt-tие. Здесь оказывается верным то важное свой
стnо ,  которое называют дистрибутивностью умноже
ния относител ьно сложения и которое заключается 
в равеrrстве а 1 ( а 2  + аз) =  а 1 а 2  + а 1 аз ; в самом деле, 
для внутреннего умножения имеем 

Х1 (Х2 + Хз) + У 1 (У2 +  Уз) + Z 1 (Z2 + Zз) = 
./ 

= (XIX2 + У 1У2 + Z 1 Z2) + (Х1Хз + У 1 Уз + Z 1Z3) 

так же просто выводится аналогичное свойство для 
внешнего умножения .  Что же касается других фор
мальных законов умножения - я ими подробно за 
нимал ся в моем последнем курсе * ) , - то упомяну 
еще только, что для внутреннего умножения имеет 
место и коммутативный закон ( а . Ь = Ь · а ) ;  дл я внеш
него же он несправедлив,  ибо миноры матрицы, опре
деляющей внешнее произведение, изменяют з н а к  
при перестановке векторов 1 и 2. 

*) См. т. 1 ,  с. 24, 39, 87 и др. 
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Я хотел бы здесь еще отметить, что ча сто внешнее 

произведение двух nолярных векторов определяют 
nросто как «вектор», не  подчеркивая  в достаточной 
степени его аксиальный характер. Конечно, на осно
в ании вышеуказанного (на с .  75) соответствия  общего 
характера ,  этот свободный плоскостной элемент тот
час  же можно заменить вектором,  что дает такое 
правило :  · ' 

Внешним. произведением двух векторов 1 и 2 яв
ляется вектор 3 длины r1 r2 l s i n  <р 1 , перпендикулярный 
их плоскости и направленный 
так, чтобы взаимная ориента
ция векторов 1, 2, 3 была та
кой же, как и ориентация. 
положительных осей х, у и z 
' (р ис. 47) . Не следует, однако ,  
ни в коем случае забывать, 

~ 
Рис. 47 

что это определение весьма существенным обр азом 
. зависит от ориентаiitии системы координат и от мас-
штаба . _ 

О возникновении терминологии и обозн ачений, 
используемых в векторном исчислении. Я не могу 
вполне понять, почему эта терминология векторного 
анализа так укоренилась; возможно, это связано 
с тем,  что многим людям доставляют большое удо
вольствие  форм альные аналогии с обычными исстар и  
употребляемыми арифметическими  действиями .  Во 
всяком случае  эти названия для операций над векто
рамп являются в достаточной степени общеприня
тыми,  но что вызвало широкое расхождение во мне
ниях - так это установление определенной символи
ческой записи для этих операций, в особенности для 
р азличных видов умножения .  В предшествующем кур
се * )  я уже рассказал вам ,  как далеки еще мы  здесь 
от соглашения, несмотря на все стар ания .  i 

Я предпочитаю совсем не говорить здесь о систе
м ах обозначений векторного анализа - иначе я рис
кую невзначай создать еще одну новую систему! 

Между прочим,  на  конгрессе м атематиков в Риме 
( 1 908 ) избрали даже интернациональную комиссию, 
которая должна была предложить единую систему 
обозначений ;  однако неимоверно трудно внести 

*) См. т. 1 ,  с. 98. 
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единообр азие среди большого количества людей, из 
которых ни один не хочет расстаться со своими при
вычками ,  если только их не  принуждают к этому сила 
закона или м а териальные интересы. 

Созданная  комиссия по унификации векторных 
обозначений не имел а ,  как  и следовало ожидать, ни 
м алейшего успеха .  На  следующем интернациональ
ном конгрессе в Кембридже ( 1 9 12 )  она вынуждена 
б ыл а  объявить, что не успел а закончить своих работ, 
и просить о продлении ее мандата до следующего 
конгресса , который должен был собраться в 19 1 6  г. 
в Стокгольме, но не состоялся из-за войны. Такая же 
судьба ,  по-видимому, постигнет и «Комиссию единиц 
и величин,  входящих в формулы» (сокращенно AEF) . 
Последняя опубликовала в 1 92 1  г. проект обозначе· 
ния  векторных величин и вызвала этим тотчас  же са· 
м ые· резкие возражения с р азличных сторон. 

Общеупотребительна я  теперь терминология век
торного исчисления исторически возникла  гл авным 
образом из двух источников : из гамильтонова исчис
ления кватернионов и из грассм анова учения о про
тяжении .  Трудно читаемые исследов ания Грассмана 
оставались,  как было уже упомянуто, неизвестными 
немецки м  физика м ;  они долгое время составляли 
как  бы тайное учение узких математических кругов. 
Н апротив ,  гамильтоновы идеи проню<Ли в англий
скую физику, прежде всего, благодаря Ма ксвеллу. 
Но все же в своем «Трактате по электричеству и маг
нетизму» * )  Максвелл почти всюду пишет векторные 
уравнения при помощи компонент. Из боязни быть 
пепон ятым ,  он очень м ало пользуется особым cпoco
t"tJм обозначения ,  хотя, по его мнению, для многих 
целей в физических р ассуждениях является желатель
ным  избегать введения  координат и с самого начала  
сосредоточить внимание на  самой точке простран
ства вместо трех ее координат, а также на  направ· 
лении и величине силы вместо ее трех компонент. 

То, что теперь н азывают ВЕ:1Кторным исчислением 
физиков, восходит к работам  английского инженера 
по телеграфии  Хевисайда и американца Гиббса.  По
следний  в 1 90 1  г. выпустил свои «Элементы вектор· 

· .. ) М а х  w е 1 1  J. С. Treatise on Electricity and Magnetizm, 
v. 1 -2. - Oxford, 1 873. 
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ного анализа » * ) . Хотя Хевисайд, как и Гиббс, при
надлежит к школе Гамильтон а ,  одна ко оба они ВКJI Ю
чают в свое исчисление идеи Грассмана .  И вот по  
такому-то окольному пути, через работы этих авто
ров, в немецкую физику проникает векторное исчис
ление ,  а с ним  гр ассманово учение  о протяжении и 
гамильтоново исчисление кватернионов . 

У Грассм ана и у Гамильтона м ожно констатиро
вать то общее, что оба они ставят своей целью опе
рировать с самими направленными величин а м и  и 
только вnоследствии переходить к компонентам .  З а� 
мечательно, что оба они обобщили значение слов а 
«произведение» .  Возможно, это связано с !fем, что 
свои теории они заранее связывают с учением о ком
плексн ых ( гиперкомплексных)  числах  ( ер .  наше из
ложение теории кв атернионов в томе 1 ,  с . 88- 1 1 1 ) .  
Но во всем остальном,  как уже было указано, техни
ческие выражения  у того и другого совершенно раз
личны .  Грассману принадлежат н азвания «Линейный 
элемент», «плоскостной ЭJiемент», «внутреннее произ 
ведение» и «внешнее произведение», тогда как Га
мильтон ввел термины «скаляр», «вектор», «скаляр 
ное произведение» и «векторное произведение» .  

В связи с тем ,  что ортодоксальные во всем про
чем последователи Грассмана заменили очень целе
сообразные обозначения учителя отчасти другими , 
а физики смешали воедино, либо модифицировал и  
имеющиеся терминологии ,  а также проявил и  крайне 
большой произвол по отношению к знакам отдельных 
операций, получается;  наконец, даже для специали
ста большая неразбериха в этой м атем атически 
совершенно простой области. В этой путанице надеж
ной путеводной звездой является принцип, высказан
ный на с. 43-44. Следуя ему, можно так  охарактери
зовать теории Гамильтона и Грассмана :  тогда как 
Грассм ан в своем «учении о линейном протяжении» 
занимается теорией инвариантов ,  которые принадле
жат к группе «аффинных» * * )  преобразований ,  не  
меняющих положения н ачала координат, тот  же 

*)  G i Ь Ь s J. W. Elements o f  Vector-Analysis/Ed. Е. В.  Wil· 
son. - N.  У., 1 90 1 .  * *) В настоящей книге о б  этих преобразованинх речь будет 
впереди (ер. с. 1 08-1 33) . 
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Грассман в своем «полном учении о протяжении» и 
Гамильтон в своем «исчислении кватернионов» кладут 
в основу своих исследований группу поворотов . При 
этом Гамильтон поступает совершенно наивным об· 
р азом : он не  знает того, что выбор орТОгональной 
группы допускает известный произвол .  Наряду с этим 
могут возникнуть, как уже было объяснено, новые 
различия в связи  с тем, что мы один раз допускаем, 
а в другой отбрасываем как нечто излишнее зеркаль
ное отражение  ( относительно начал а )  всех коорди· 
ватных осей .  

Можно лучше всего уяснить себе все положение 
дел н а  пример е  понятий «внешнее произведение» 
( свободный плоскостной элемент) , «векторное произ
ведение» и «вектор» .  Тот, кто избирает группу орта· 
rональных преобразований ,  исключая при этом сим
метрию, тот не дел ает никакой разницы между эти
ми тремя величинами .  Поэтому Грассман в своем 
«полном учении  о протяжении» иЗобр ажает свобод
ный плоскостной элемент ( параллелограмм , сна бжен
ный определенным обходом ) посредством вектора ,  
который он называет «дополнением» этого плоскост
ного элемента и который вполне соответствует век
тору, н азываемому физиками в екторным произведе· 
нием .  Есл и  же допущена симметрия,  то «плоскостной 
элемент» и «векторное произведение» следует считать 
геометрическими  величинам и  одного рода , отличны
ми ,  однако, от «вектора» .  Это соответствует обычному 
в физике разделению векторов на  полярные и акси ·  
альные.  Переходя ж е  к группе  аффинных преобразо
ваний ,  уже нельзя считать грассманов свободный 
плоскостной элемент и векторное произведение гео
метрическим и  вел ичинами  одного и того же рода 55 ) . 

Прежде чем закончить этот экскурс,  я хотел бы 
особенно подчеркнуть. что  для нашей  общей точки 
зрения вопросы обыкновенного векторного анализа 
представляют собою лишь часть обширного множе
ства общих проблем. Например,  скользящие векторы, 
связанные плоскостные элементы, винты и динамы 
в векторном анализе на  первых порах совсем не при
нимаются во  вним ание.  А между тем уже для дей
ствительного понимания операций самой векторной 
алгебры необходимо смотреть на них как на  части 
более обширного целого ; только при таком условии 
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ясно выступает лежащий в их основании принцип 
определения геометрических величин по их поведе4 
нию при р азличных видах ортогональных преобразо· 
ваний координат. 

V. ПРОИЗВОДНЫЕ ОСНОВНЫХ ОБРАЗОВ 

Фигуры, порождаемые точками ( линии,  поверх· 
ности, точечные множества) . Этим закончено все то, 
что я хотел здесь сказать об элементарных образах 
геометрии ,  и мне осталось только р а ссмотреть обра• 
зы высшего порядка, которые могут быть из них со .. 
ставлены. Я сделаю это в исторической форме,  дл я 
того чтобы вы получили определенную картину р аз· 
вития геометрии в р азличные века.  

А. До конца XVI I I  столетия в качестве элементар
ных образов употребляли по существу только точки;  
иного рода образы ,  правда,  встречались при  случае, 
но  никогда это не  происходило систематически. В ка· 
честве производных образований точек рассматр и· 
вали кривые и поверхности, а также более общие кон4 
фигур ации, составленные из частей р азличных кри· 
вых и поверхностей. З адумаемся на  минуту над тем, 
до чего многообр азна относящаяся сюда область. 

1 )  В элементарном преподавании, а иногда и в на
чальном I<ypce лекций по аналитической геометрии,  
все выглядит так, как если бы вся геометрия ограни
чивалась прямою и плоскостью, коническими сече
ниял.tи и поверхностями второго порядка. Конечно, 
это - крайне узкая точка зрения,  тем более, что уже 
знания древних греков простирались отчасти даль
ше - на некоторые высшие кривые, которые они р а с
сматривали как «геометрические места» ;  однако эти 
вещи тогда еще не  проникли  в р егулярное препода· 
вание. 

2 )  Сравним с этим уровень знаний около 1 650 г. ,  
всJiед за тем , ка к Ферма и Декарт создали аналити
ческую геометрию. Тогда различали геометрические 
и л.tеханические кривые; первыми были, прежде всего, 
конические сечения,  но также и отдельные высшие 
кривые из числа  тех,  которые теперь называют ал .. 
гебраиttескими кривыми; вторым названием обозна• 
чили кривые, которые можно было определить при 
помощи какого-нибудь механизма; сюда относятся, 
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например ,  циклоиды, образуемые при качении коле·· 
с а ;  по  большей части они принадлежат к трансцен· 
дентным кривым. 

3) Кривые того и другого рода принадлежат к чи· 
слу аналитических кривых, понятие которых было 
установлено позже; это - кривые, координаты х, у 
которых могут быть представлены как аналитические 
функции некоторого параметра t, короче говоря, 
как степеннЫе ряды относительно t. 

4 ) В последнее время много занимались неана· 
литическими кривыми, координаты х = q> ( t ) , y=\jJ ( t )  
которых уже не  разлагаются в степенной ряд, будучи, 
н апример,  непрерывным и функциями  без производ
ных :  этим устанавливается более общее понятие кри
вой, по отношению к которому вышеназванные анали
тические кривые являются лишь особенно простым 
частным случаем. 

5)  Наконец, в самое последнее время благодаря 
р азвитию теории множеств, о которой мы уже гово
рили  * ) , присоединился еще один ,  ранее совсем не  
известный объект, а именно - бесконечные точеrтые 
множества. Это - совокупности бесконечного количе· 
ства точек , скопления точек, которые хотя и не обра
зуют непрерывную кривую, но определяются вполне 
определенным законом 56 ) . Если кому-нибудь жела
тельно найти в· н а ших конкретных наглядных пред
ставлениях нечто приблизительно соответствующее 
этим точечным множествам ,  тот пусть, например, 
представит себе на звездном небе млечный путь, в ко
тором чем точнее его рассм атривают, тем больше на-
ходят звезд. , 

Для дисциплин, намеченных в этом кратком пе
речне, в частности , для инфинитеэимальной геомет
рии  ( геометрии бесконечно малых, или дифференци
альной геометрии )  и для теории точечных множеств 
в ра мках этого курса ,  к сожалению, не  останется 
места, хотя они , конечно, также являются важ
ными  областями  геометрии.  Впрочем, их часто изла
гают подробно в особых курсах лекций и книгах,  так 
что здесь мы можем ограничиться этим указанием 
н а  занимаемое ими  место среди прочих rеометриче-

*) Ср. т .  1 ,  с. 355-38 1 .  
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ских дисциплин  с тем , чтобы заняться более детально 
вещами ,  которые реже излагаются в других местах .  

О разл ичии  между аналитической и синтетической 
геометрией. Но сперва  я хотел бы  в связи с этим 
nере1шслением остановиться на  различии J.tежду ана
литической и синтетической геометрией, связанном с 
рассмотренными обл астями .  

По своему первоначальному значению синтез и 
анализ явл яются различными способами р ассуждения 
и изложения :  синтез начинает с частностей и состав
ляет из них все более и более общие и ,  н аконец, са 
мые общие понятия ;  анализ же, напротив,  кладет 
в основу самое общее и расчленяет его на все более 
и бол ее мелкие отдельные  частные случаи .  Таков 
именно смысл раз.,'!ичи я, в ыража емого, например ,  на 
звания ми «синтетическая» и «анал итическая»  химия .  
В школьной геометрии также говорят соответственно 
этому об анализе геометрических построений :  прини
м ают, что, скажем , искомый треугольник найден, и 
расчленяют поставленную задачу на  отдельные част
ные з адачи 57) . Но  в математике эти слова удив итель
ным образом nриобрел и  совершенно иной смысл :  
здесь синтетической называют ту геометрию, которая 
изучает фигуры как таковые без по . ..иощи формул , то
гда как аналитическая геометрия последовательно 
пользуется формулами , устанавливаемыми после вве
дения подходящей системы координат. Конечно, при 
nравильном понимании м ежду обоими этим и  разде
лами геометрии можно усмотреть только количе
ственную градацию, зависящую от того, выдвига 
ются л и  на  первый план в большей степени формулы 
пли фигуры. Ту аналитическую геометрию, которая 
совершенно абстрагируется от геометрических пред
ставлений, вряд ли еще можно н а?вать геометрией ;  
с другой стороны, синтетическая геометрия не  может 
далеко уйти, если она не привлекзет для точного в ы
ражения своих результатов целесообразного языка 
формул .  Следуя такому nониманию, мы и поступали 
до сих пор, с са мого начала nрименяя формулы,  а за·  
тем уже задава я себе вопрос об их геометрическом 
значении. 

Но в м атематике , как и всюду, л юди склонны к об
разованию течений ; таким образом и возникли  шко
./lЫ чистых синтетиков и чистых аналитиков, которые 
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больше всего ценили абсолютную «чистоту метода» 
и ,  следовательно, были более односторонними ,  чем 
того требует природа вещей. В результате геометры
аналитики часто тонули в слепых вычислениях, не 
связанных ни  с какими геометрическим и  представле
ниями ,  тогда как синтетики все спасение видели в ис
кусственном избегании каких бы то ни было формул 
и при этом кончали тем , что развивали свой соб
ственный,  уклоняющийся от обычного язык формул. 
Такие преувеличения в следовании объективным са
мим по  себе принципам ,  лежащи м  в основе, всегда 
приводят в научных школ ах как бы к процессу ока
менения, и тогда новый толчок науке, существенным 
образом ускоряющий ее развитие, чаще всего при 
ходит извне, т. е. от «сторонних наблюдателей».  Та к 
и здесь, в геометрии ,  лишь специалисты по теории  
функций впервые выявили,  например,  различие меж
ду аналитическими и неаналитическими кривыми , ко
торое никогда не отмечалось в достаточной степени 
ни  в работах ученых представителей, ни в учебниках 
обеих названных школ . Точно так же только физики, 
как было уже упомянуто, дали ход векторному ана
лизу, хотя его основные понятия имеются уже у Грас
смана ,  и все же в учебниках геометрии часто еще и 
теперь почти не упоминается о векторах как о само
стоятельных вещах 58) 1 

Не раз находились сторонники того, чтобы гео
метрию, как самостоятельный предмет преподава
ния,  отделить от остальной м атематики и чтобы во
обще разделить м атематику в деле обучения на ее 
отдельные дисциплины,  и действительно были созда
ны, особенно в иностранных высших школах, отдель
ные профессуры по геометрии ,  алгебре, дифференци
альному исчислению и т. д. Однако из наших посл.ед4 
них соображений можно как раз  сделать тот вывод, 
что установление таких тесных границ не находит 
себе оправдания ; напротив, в каждой науке должно 
быть по возможности допущено живое взаимодей·  
ствие между различными действующими в ней на4  
правлениями  интересов так, чтобы каждое из них чув
ствовало себя в принципе представителем всей мате
м атики. Я подаю даже голос, следуя той же идее, 
также за как можно более живую связь математиков 
с представителями других наук 59) . 
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П роективная геометр ия и принцип двойствен� 
н ости. 

В. Закончим на  этом наш экскурс и рассмотрим ,  
продолжая следовать историческому р азвитию, .мощ� 
ный импульс, полученный геометрическими исследо .. 
вания.ми, начиная с 1 800 г. , когда на передний  пла н  
выступила так называемая новая геометрия. В н а
стоящее время мы охотнее называем ее проективной 
геометрией, так как в ней гл авную роль играет опе· 
рация проектирования , - нам придется позже подроб
нее о ней говорить. Хотя и в настоящее время часто 
еще употребляют название «нов а я», но  это, собствен
но говоря,  неуместно, ибо с того времени  много раз  
появлялись другие все  более «новые» тенденции. 
В качестве одного из первых новаторов я должен 
здесь назвать Понселе,  который в 1 822 г . опублико .. 
вал свой «Трактат о проективных свойствах фигур » * ) .  

В дальнейшем развитии проективной геометрии 
с самого начала  играло роль различие .между синте
тическим и аналитическим направлениями; в ка че
стве представителей первого направления я назову 
немецких исследователей lllтейнер а и lllтаудта , в ка
честве представителей второго - наряду с Мёбиусом,  
прежде всего, Плюккер а .  Основные произведения 
этих геометров еще и теперь не  утратили своего жи
вого влияния, это - «Систематическое р азвитие вза
имной зависимости геометрических образов» lllтей
нера * * ) , «Геометрия положения»  lllтаудта * * * ) , «Ба 
рицентрическое исчисление» Мёбиуса ( см .  сноску на 
с . 29) и ,  наконец, «Аналитика-геометрические иссле
дования» Плюккера * * * * ) . 

Чтобы отметить важнейшие руководящие идеи 
этой «новой» геометрии ,  я в первую очередь останов
люсь на следующем.  

1 )  Главная заслуга Поиселе состоит в том ,  что он 
первый высказал ту мысль, что для точки существуют 
равноценные образы, а именно на плоскости точке 

'*) Р о n  с е 1 е t V. Traite des proprietes projectives des figu
res. - Paris, 1 822. 

**) S t е i n е r J. Systematische Entwick1ung der Abhiingig· 
keit geometrescher Gesta 1ten voneinander. - Berliя, 1 832. 

* * * )  S t а u d t Ch. V. Geometrie der Lage. - Nurnberg, 1 847. 
* * * * )  Р 1 t1 с k е r J. Analytischgeometrische Entwicklungen. 

Bd. 1. - Essen, 1 828. - Bd. 2. � Essen, 1 83 1 .  



90 ПРОСТЕЯШ ИЕ ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ОБРАЗЫ 

можно противопоставить неограниченную пряJtую, в _  
nростр анстве же - неограниченную плоскость ; иначе 
говоря ,  в большей части геометрических предложений 
всегда можно слово «точка» заменить словом «nря
мая»  или соответственно «nлоскость». Это - выраже
ние  принципа двойственности. 

Поиселе  примыкает в развитии своих идей к тео
рии поляр коничесrсих сечений ( теория взаимных по
ляр) . По отношению к определенному коническому 
сечению каждой точке р принадлежит ( соответствует ) ,  
как известно, пекотора я  прямая n в качестве ее по
ляры ; последнюю можно определить, например, как 

Рис. 48 

прямую, соединяющую точки 
касания двух касательных к 
этому коническому сечению 60 ) ,  
проведеиных из точки р ( если ,  
как  на  рис. 48, р лежит вне  
кривой) . Наоборот, ка ждой 
прямой n принадлежит некото
рый полюс р,  причем имеет 
место «закон взаимности» :  по
ляра n' любой точки р', лежа-
щей на  прямой n, проходит 

через р. Из этого осуществляемого при помощи 
конического сечения частного случая соответствия 
между прямыми и точкам и  на  плоскости, а также из 
аналогичного соотношения  между точками и плоско
стя м и  в пространстве по отношению к какой-нибудь 
nоверхности второго порядка Поиселе заключил, что 
все предложения геометрии , которые относятся тольrсо 
к свойствам положения, к взаимной принадлежности 
( или  «встрече» ) точек, прямых и плоскостей, мо
гут быть «дуализированы» указанным выше спосо
бом. Знаменитый пример дает теорема Паскаля о ше
стиугольн ике, вписанном в коническое сечение, кото
рая  nри «дуализировании» (т .  е. применении принцип а 
двойственности) переходит в теорему Брианшана 
о шестистороннике из касательных, описанном около 
этого же конического сечения  6 1 )  • 

2 )  Впоследствии  очень скоро пришли  к более глу
бокому пониманию принципа двойственности. Его от
делили от теории nоляр и стали р ассматривать как 
источник всего своеобразного построения проектив
ной геометрии. Эта прекрасн а я  систематика впервые 
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появляется у Жергона и Штейнера .  Рекомендую ва м 
nрочесть хотя бы в nредисловии к «Систематическому; 
развитию взаимной зависимости геометрических об· 
разов» Штейнер а 62 ) то место, где он в восторжен· 
ных выражениях рисует картину того, как  проектив· 
ная геометрия впервые вносит nорядок в хаос 
геометрических предложений и как в ней все р азме· 
щается совершенно естественным образом.  

На nротяжении нашего курса нам  еще часто при•  
дется говорить об этой систем атике, но  уже теnерь 
я хотел бы дать краткий обзор ее. При этом прин
цип двойственности будет проявляться в том ,  что 
точка и плоскость - или соответственно ( если о гр а 
ничпваться плоскостью) точка и прямая - входят в 
основные nонятия и nредложения ( « аксиомы»)  гео
метрии всегда совершенно симметрично, т .  е. что эти 
аксиомы,  а значит, и логически выводимые из них  
nредложения всегда nопарно двойственны .  Так назы
ваемые «метрические соотношения» элементарноil 
геометрии ( как, например,  расстояние, угол и т. д. ) 
вначале совсем не входят в эту систем атику; nозже 
м ы  увидим ,  как они могут быть дополнительно в клю
чены в нее.  Более детально это nостроение выглядит 
·гак :  · 

а )  В основу кл адутся три рода образов в качестве 
nростейших:  точка, (неограниченная) прямая, (не· 
ограниченная) плоскость . 

Ь )  Между этими основными образамИ имеют м е• 
сто следующие соотношения (называемые аксиомами 
соединения) , не допускающая исключени й  значимость 
которых достигается искусным введением несобетвен
ных ( бесконечно удаленных) элементов , которое впо
следствии будет разъяснено более подробно : 2 точr<и 
определяют прямую; 3 точки, не лежащие на одной 
прямой, определяют плоскость ; 2 плоскости опреде
ляют прямую ; 3 плоскости, не проходящие через одну 
прямую, определяют точку. 
· с) Теnерь образуем основные линейные образы 
(т .  е. такие, которые аналитически определяются ли 
нейными уравнениями) . 

I .  Основные образы 1 - й  ступени, каждый из кото
рых содержит оо 1 элементов .  

а) Совокупность всех точек одной прямой : прямо
линейный ряд точек. 
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�) . Совокупность всех плоскостей, проходящих че
рез одну прямую :  пучок плоскостей. 

у) Все прямые на плоскости, проходящие через 
одну точку: (плоский) пучок прямых. 

1 1 .  Основные образы 2-й ступени, каждый из кото
рых содержит оо 2 элементов.  

а ) Гiлоскость как геометрическое место ее точек: 
поле (плоская система) точек. 

а') Ilлоскость как геометрическое место ее пря
мых:  поле (плоская система) прямых. 

�) Гiлоскости, проходящие через одну неподвиж· 
ную точку: связка плоскостей. 

�')  Ilрямые, nроходящие через одну неподвижную 
точку: связка прямых. 

1 1 1 . Основные образы 3-й ступени из оо3 элемен· 
тов каждый :  

а)  Ilространство как место его точек: простраn· 
ство (пространственная система) точек. 

(3) Ilространство как место его плоскостей : про
странство (пространственная система) плоскостей. 

Во всем этом построении действительно всюду от· 
четливо в ыступа ет полная  двойственность ; исходя из 
данных таким образом основа ний,  можно возвести 
все здание проективной геометрии двумя способами,  
н аходящимися в отношении взаимности друг к дру
гу: при  одном способе берем за исхоkный материал 
точки,  при другом - прямые, если речь идет о гео· 
м етрии на плоскости , ил и плоскости, если мы зани·  
м а емся геометрией в пространстве. 

ПJtюккеровы координаты прямой и дальней шее 
р азвитие принципа двойственности. 3 ) Это построе
н ие снова можно представить в1 более удобном виде, 
если мы дальше перейдем на путь анализа и дл я 
этого посмотрим прежде всего, какую форму прини· 
м ает принцип двойственности у Плюrскера. Как из· 
вестно, уравнение прямой. на  плоскости, если его сво· 
бодный член не равен нулю, можно записать так:  

их + vy + 1 = 0. 

Эта пряма я  будет определена ,  если известны зна· 
чения коэффициентов и, v , которые, между прочи м ,  
в этой записи фигурируют совершенно сим метрично 
с текущi!МИ координатами х, у. Мысль Гiлюккера и 
состоит в том , чтобы рассматривать и, v как коорди-
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наты прямой, равноправные с координатами х, у точ· 
ки , и при nодходящих обстоятельствах считать их 
nеременными вместо этих последних.  

При этом новом истол ковании х, у имеют посто· 
янные значения,  и наше -уравнение выражает уело· 
вне того, что некоторая  переменная  прямая проходит 
через неподвижную точку х, у, т. е .  оно явл яется 
уравнением этой точки в координатах пря.мой. Н а ко
нец,  можно не оказывать предпочтения ни  одному из 
обоих образов в способе выражения и вовсе не ука· 
зывать, какая именно пара  величин р ассматривается 
как постоянная и какая - как переменная ;  тогда 
наше уравнение представит собой условие соединен� 
ного положения ( инцидентности ) точки и прямой. 
17ринцип двойственности как раз и опирается на то, 
что рассм атриваемое уравнение совершенно симмет
рично относительно х, у, с одной стороны,  и и, v, 
с другой , - и в этом свойстве заключается все то, что 
мы раньше понимали под «двойственностью», прису· 
щей теоремам соединения .  

Естественно, что в nространстве уравнение  nря
м о й  заменяется уравнением плоскости 

их + vy + wz + 1 = О. 

В результате этих соображений можно аналити· 
чески развив ать геометрию,  nринимая за  основные 
переменные либо х, у,  z, либо и ,  v ,  w ;  при этом слов а 
«точка» и «плоскость» просто переставляются . Таким 
образом, возник'ает известное двойственное ·nострое
ние геометрии, которое во многих учебниках на·  
глядно выражается тем , что на  левой и пр авой поло· 
винах страницы помещаются взаимные теоремы.  

Окинем теперь беглым взором возникающие та· 
ким образом всегда взаимно двойственные высшие 
образы!  Это даст нам как бы продолжение  предыду· 
щей двойственной в себе схемы линейных образов .  

Начинаем с того, что р ассмотрим х ,  у, z ка к опре
деленные, не сводящиеся к постоянным значениям 
функции ер, х. 'Ф некоторого параметра t. Эти функ· 
ции определяют некоторую nространствеиную кри· 
вую, . которая в частном случае ( когда функции ер, 
х. 'Ф тождественно удовлетворяют кююму-л ибо ли ·  
нейному уравнению с постоянными коэффициентами ) 
может быть nлоской кривой или, наконец (если они 
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удовлетворяют двум таким л инейным уравнениям ) ,  
вырождается в прямую. Точно так же, р ассматри
вая и, v,  w как функции t, получим однократно бес
r�онечную последовательность плоскостей, которую 
удобнее всего представить себе при помощи развер
тывающейся поверхности, огибающей все эти пло
скости .  

Здесь один из частных случаев состоит в том ,  что 
все плоскости проходят через одну точку, т. е. оги
баются некотор ым конусом , а другой - в том ,  что 
все они  проходят через одну неподвижную прямую. 

Рассматривая  же х, у, z как функции  двух пара
метров t, t', получим некоторую поверхность ,  которая, 
в частности ,  может выродиться в плоскость ; дуаль
ной к этому образу является двукратно бесконечная 
совокупность плоскостей, огибаемых пекоторой по
верхностью;  вырождением этой совокупности служит 
связка плоскостей, проходящих через одну неподвиж
ную точку. 

Выпишем все эти результаты в виде такой таб
л ички : 

х = QJ (t) , } кривая 

у =% (t) ,  (плоская кривая) 

z = 'Ф (t)  (пря.41ая) 

х = QJ (t, t') , } 
у = % (t, t'), пов е рхно сть 

z = 'Ф (t, t') (плоскость) 

и= QJ (t) , } раз ве ртывающа я  си 
пов е рхность 

v =% (t) ,  (конус) 

w = 'Ф (t) (прямая) 

и = QJ (t, t : ) ,  } пове рх· 

v =% (t, t ) , но сть 

w = 'Ф (t, t') (точка) 

Это может служить в качестве достаточного при
мера тех двойственных схем , которые охотно состав
лялисЪ в продолжение долгого времени .  

4 ) Уже у Плюккера и меется весьма существенное 
дальнейшее р азвитие всего этого подхода.  По анало
гии  с тем, как он р ассматривает три коэффициента 
уравнения пло�кости как ее переменные координаты, 
он приходит к м ысли рассм атривать вообще посто
янные, от которых зависит какой-нибудь геометриче
ский образ , - например ,  девять коэффициентов урав
IIения поверхности второго порядка - как переменные 
координаты этого обр аза ,  и исследовать, что мо
гут означать те или иные уравнения между ними .  
Конечно,  здесь уже не может быть и речи о «двой-
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ственности» в буквальном смысле ;  она основывалась 
на специфическом свойстве уравнения плоскости или 
соответственно прямой (с .  92) быть симметричным 
относительно коэффициентов и координат. 

Сам Плюi{Кер осуществил эту мысль, в частности, 
для случая прямых в пространстве. Прямая в про
странстве определяется в координатах точки двумя 
уравнениями,  которые Плюккер пишет в виде 63) 

х = rz + р, у = sz + (J. 

Четыре постоянные r, s ,  р, (J этих ур авнений можно 
н азвать координатами прямой в пространстве ; не
трудно установить, как они связаны с употреблявши
мпся раньше (с .  50)  характеризующими прямую от
ношениями Х :  У :  . . . : N, которые мы составляли по 
двум ее точкам ,  следуя грассманову принципу. Так 
вот, Плюккер прежде всего рассм атривает какое-либо 
одно уравнение f (r, s, р, (J ) = О с этими  четырьмя 
координатами ;  оно выделяет из четырехкратно беско
нечной ( оо4)  совокупности прямых ее трехкратно бес
конечную часть ( оо3) , которую он называет комплек
сом линий ;  о его простейшем случае,  о ли.нейно.м. 
комплексе у нас уже шла речь (с . 57) . Два уравнения 
f ( r, s, р, (J) = О, g ( r, s, р, (J) = О определяют конгруэн� 
цию линий, которую некоторые называют также си� 
стемой прямых; первый терм ин должен указывать на  
то, что речь идет о прямых,  общих обоим комплексам  
f = О, g = О. Наконец, три уравнения f = g = h = О 
того же вида определяют однократно бесконечную 
совокупность ( оо 1 )  прямых, покрывающих некоторую 
11оверхность, т. е .  некоторую линейчатую поверхность. 

Изложение  всего этого Плюккер дал в своем про� 
паведении «Новая геометрия простр анства ,  основан
н а я  на рассмотрении прямой линии как  элемента 
пространства » * ) ; он умер,  когда было почти закон
Ч <;НО печатание первой части этого произведения, 
и я ,  как его тогдашний ассистент, должен был «за
служить шпоры» изданием второй части .  

Общий плюккеров принцип применять любые об· 
разы как элементы простр анства ,  а определяющие 

*)  Р 1 ii с k е r J. Neue Geometrie des Raumes, gegriindet auf 
die Betracht ung der gera den Linie a l s Raumelement. - АЫ. 1 , 
Leipzig, 1 868. - АЬt. 2. - Leipzig, 1869. 
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их постоянные как координаты давал и в дальней
шем повод к интересным исследованиям.  Так, вы
дающийся норвежский математик Софус Ли, кото
рый  долгое время р аботал в Лейпциге, достиг боль
ших успехов со своей геометрией сфер. В ней за 
элемент пространства берется сфера ,  которая ,  как и 
прямая ,  з ависит от четырех параметров. 

Далее, я упомяну еще исследование Штуди «Гео
метрия динам» * ) , которое относится к более позд
нему времени .  В нем Штуди связывает со знакомым 
уже нам понятием динамы целый ряд интересных от
носящихся сюда .изысканий .  

Грассм аново «учение о протяженности»; много
мерная геометрия .  

С .  З а  пределы этой «новой геометрии» ,  в которой 
все же основную роль игр ают неоrраниченная прямая 
и неогр аниченная  плоскость как элементы простран
ства ,  выходит начатое в 1 844 г. Гр ассманом развитие 
идей,  ставящее на первое место ограниченные линей
ный, плоскостной и пространственный элементы и 
приписывающее им компоненты, следуя принципу 
определителей; об этом мы уже говорили подробно. 
Эти идеи прекр асны тем, что здесь мы идем на
встречу потребностям механики и физики неср ав
ненно более плодотворным образом, чем это дости
гается, например ,  геометрией прямой или  принципом 
двойственности . 

Конечно, все эти н аправления ни в коем случае 
не являются столь резко обособленными, как это я 
здесь изобразил р ади лучшего обзора .  На  самом деле 
все сводится только к тому, что Плюккер б о л ь ш е  
веса придавал пон ятию неограниченной прямой, а 
Грассман - понятию линейного элемента, хотя у каж· 
дого иЗ них при случае встречается и другой образ.  
В частности, имя Штуди могло бы собственно быть 
упомянуто и в этом,  и в предыдущем разделе. 

Но я хочу еще подчеркнуть,- что Грассман ни  
в коем случае не  ограничивалея непосредственно при
менимыми вещами ; н апротив, в своем свободном 
творчестве он в ыходил далеко за  их пределы.  Наи
более в ажным представляется то, что он ввел в рас
сужления неопределенное число п координат точки 

"'} S t u d у Е. Geometrie der Dynamen.- Leipzig, 1 903. 
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х1 ,  х2, • • • , Xn вместо трех координат х, у, z и таки м 
образом пришел к геометрии «n-мерrюго» прострап
ства Rn (или пространства n измерений) ,  н астоящим 
1·ворцом которого является именно он.  Следуя своему 
всеобщему принципу, он рассматривает. в таком вые- · 
шем пространстве матрицы из координат 2, 3, . . •  
. . . , n + 1 точек, миноры которых дают ему целый: 
ряд основных обр азов в пространстве Rn,  аналогич
н ы х  линейному и плоскостному элементам .  Я уже 
упоминал, что получаемую таким образом абстракт
ную дисциплину Грассман назвал учепием о протя
жении. 

Эта идея простр анства n измерений Rn получила 
в последнее время дальнейшее р азвитие в том отно
шении, что стали р ассматривать бескопечпое коли
чество координат х1, х2, х3, • • •  in infinitum ( «в беско
нечность» или «до бесконечности» )  и соответственно  

. этому говорить о бескопечпомерпом пространстве Roo. 
С тем ,  что такие р ассуждения не  лишены смысла ,  вы 
согласитесь, если вспомните, например ,  об операциях 
со степенньtми рядами :  степенной ряд задается сово
купностью всех своих бесконечно многих коэффици
ентов и может быть в силу этого изображен ( истол
кован ) в виде точки в Roo. 

При этом замечательным и признаваемым теперь 
всеми математиками является то, что такой геомет
рический: язык в случае n и даже бесконечно боль
шого числа переменных доставляет действительную 
пользу; благодаря ему все рассуждения становятся 
гораздо живее, чем если держаться одних только 
аналитических выражений,  и вскоре достигается та
кая ловкость в употреблении новых геометрических 
представлений,  как если бы мы в Rn и в Roo н аходи
лись у себя дома .  Вопрос о том , что именно в действи
тельности скрывается за  этим явлением и не  сказыва
ется ли здесь некоторое естественное предрасположе
ние человека , которое только из-за ограниченности 
нашего опыта обыкновенно р азвивается л ишь в двух 
и трех измерениях, пусть решают психологи и фи-
лософы! _ 

Но если я должен здесь также ориентировать вас 
относительно роли матем атики в общей культуре, то 
следует еще в нескольких словах затронуть тот обо
рот, который придал идее многомерной: геометрю� 

4 Ф. l(.neAн, т. 2 



98 ПРОСТЕйШИЕ ГЕОМЕТР ИЧЕСКИЕ ОБ РАЗЫ 

в 1 873 г. лейпцигский астроном Цёльнер . Здесь перед 
нами  один из редких случаев проникновения мэтема
тической терминологии во всеобщее сознание, - ведь 
теперь каждый человек употребляет обороты речи, 
содержащие «четвертое измерение». Эта популяриза· 
ция «четвертого излtерепию> началась с тех опытов. 
которые спирит Слейт проделал перед Цёльнером. 
Слейт выдавал себя за  медиума , который находится 
в непосредственном общении с духами, и его сеансы 
заключались, между прочим, в том ,  что предметы по 
его желанию исчезали и вновь появлялись. Цёльнер 
отнесся доверчиво к этим экспериментам и создал 
для их объяснения такую физико-метафизическую 
теорию, которая получила широкое распространение. 
Согласно этой теории истинные физические· процес
сы протекают в пространстве четырех или еще боль· 
шего числа  измерений, мы же в силу наших природ· 
ных данных можем воспринимать только некоторое 
трехмерное его «сечение» Xn = О, но особенно пред· 
расположенный медиум , который, например, нахо
дится в общении с существами ,  живущими вне на
шего пространства , может по произвоJiу как удал ять 
из него предметы - и они становятся тогда дл я нас 
невидимыми, - так и возвращать их обратно. Обык· 
новенно эти соотношения уясняют себе при помощи 
картины существ , которые связаны с какой-нибудь 
двумерной поверхностью и способны к восприятия м 
только в предел ах этой последней ; для примера пред· 
ставим себе образ жизни известного рода животных, 
хотя бы клещей. Если с поверхности, на  которой жи
вут эти существа ,  убр ать какой-нибудь предмет, то 
для них (так себе это представляют) он будет ка· 
заться совершенно исчезнувшим ; совершенно ан ало· 
гично представляет себе Цёльнер эксперименты Слей• 
та.  Было составлено много подробных описаний жиз· 
ни таких двумерных существ ; особенно занимательно 
делает это анонимный автор английского произведе· 
ния  «Плоская страна» * ) .  

В нем автор очень точно описывает вид двумер· 
ного мира ;  отдельные существа различаются по  своей 

* )  S q и а r е. А romance of many d imensions. - Lon don,  
1 884 64) . Автор в основн ом иреследует цель сделать постижимой 
возможность многомерной геометрии. 
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геометрической форме, которая тем сложнее, чем 
выше их организация . Правильные многоугольники 
явл яются высшими существами ;  женщины, относи
тельно которых автор держится очень неважного 
мнения, имеют просто форму черты и т. д. 

Конечно, мне здесь не  приходится подробно рас
пространяться о том ,  что математическое пони мание 
многомерной геометрии не имеет ничего общего с ме
тафизическими рассуждениями Цёльнера .  Матем а
тика выступает здесь 65 ) , если употребить современ
ный термин, в роли  чисто норлtативной науки, кото
рая  рассматривает формально возможные сочетания 
вещей и существует совершенно независимо от есте
ственнонаучных или от метафизических фа ктов . 

Скалярные и векторные поля ; векторный анализ. 
После этого экскурса я хочу еще остановиться не
сколько подробн�е на  тех высших обра;зах, которые 
можно составить в качестве производных образова
ний грассмановых элементарных образов - в особен
ности векторов - нар яду с пр иведенными раньше 
производными обр азованиями точек, плоскостей 
и т. д. Мы приходим здесь к дальнейшему развитию 
векторного анализа в собственном смысле, кото р ы й  
бл аго.царя Гамильтону сделался одним из ценнейших 
орудий механики и физики ; я предлагаю вашему в н и �  
м анию переведенные на  немецкий язык «Элементы 
кватернионов » Гамильтона * ) ,  а также уже упомя
нутый раньше (с .  82-83) «Векторный анализ» тоже 
очень заслуженного американц? Гиббса.  

Новая мысль, присоединяющаяся здесь к извест
ным уже нам пон ятиям вектора и скаляра ,  заключа
ется в том , чтобы связать эти величины с точками 
пространства : каждой точке (х, у, z) пространства 
относят определенный скаляр 

S = f (x, у ,  z)  
и говорят тогда о скалярно.'vt поле;  с другой стороны, 
в каждой точке пространства прикладывают опреде
ленный вектор 

Х = <р (х, у, z), У = 'Ф (х,  у, z), Z = x (x, у, z) 

*) Н а m i 1 t о n  W. R. Elemente der Quaternionen. - Bd. 1 , 
Leipzig,  1 882. - Bd.  2. - Leipzig, 1 884. 

4* 
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и совокупность этих векторов называют векторным 

полем. 
Этим даны названия двум важнейшим геометри 

ческим понятиям ,  которые в современной физике при 

м еняются н а  каждом шагу; достато •шо будет очень 

немногих примеров,  чтобы напомнить об их широком 

распространении. Плотность распределения массы, 

температура, потенциальная энергия в непрерывно 

протяженной системе, р ассматриваемые каждая l<а к  

функция места , являются примерами скалярного 

п оля .  Поле сил , в котором к каждой точке прило

жена определенная сил а ,  является типичным пр име

рам векторного пол я. Дальнейшими примерами яв

ляются в теории упругости поле сдвигов деформиро

ванного тела ,  если представить себе, что каждой точке 

отнесен отрезок, изображающий ее сдвиг, nодобно 

этому в гидродинамике поле скоростей, наконец, в 

электродинамике эЛектрическое и магнитное поля, 

в которых каждой точке отнесен определенный век

тор электрической или магнитной напряженности 

поля .  
В каждой точке можно из вектора магнитной 

напряженности поля ,  который по своей природе 

является аксиальным, и из полярного вектора элек

трической н апряженности поля составить один винт; 

п оэтому электромагнитное поле можно интерпретиро

вать также как пример винтового поля. 
Гамильтон показал, как можно проще всего еде· 

лать эти поля доступными методам дифференциаль

ного и интегрального исчислений. 
В основе этого применения анализа лежат два 

замечания . Первое заключ ается в том , что диффе

ренциалы 
dx, dy, dz, 

отношения которых определяют направление переме

щения в данной точке пространства ,  изображают не

который свободный вектор, т. е .  что они ведут себя 

при преобразованиях координат как компоненты сво

бодного вектора. Это можно легко вывести из того, 

что они получаются путем предельного перехода из 

координат м аленького отрезка, проходящего через 

точку х, у, z. 
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Второе, более важное, но в то же время и бoJi ee 
трудное для понимания замечание заключа�тся в 

д д д 
в том , что символы дх , дУ ,  дz част�-tого 
диффере�-tцирова�-tия также имеют характер ко.мпо· 
�-teliт свобод�-tого вектора, т .  е .  при переходе к новоif 
nрямоугольной системе  координат х', у', z' нов ые 

д д д 
символы дх' • ду' , д z' получаются из старых таiшм 

же образом, как преобразов анные rюординаты векто
ра ( а  именно полярного вектора) получаются из его 
первоначальных координат. 

Это сразу ж е станет ясным,  есди действительно 
проделать соответствующие вычисления для поворота 
системы координат:  

Х1 = alX + bly + CtZo  
у' = а2х + Ь2у + c2z, 
z' = азх + ЬзУ + сзz. 

( 1 )  

Эти уравнения поворота характеризуются , как м ы  
уже подробно излагали ( с .  66) , тем ,  что их решение 
получается простой перестановкой строк и столбцов 
в системе их коэффициентов : 

х = а1х' + а2у' + a3z', 

у = Ь1х' + Ь2у' + b3z', 
z = с1х' + с2у' + c3z'. 

(2) 

Имея некоторую функцию х, у, z, можем ее пред· 
ставить посредством (2 )  также как функцию х', у', z'. 
По известным правилам частного дифференцировании 
находим 

д д дх д ду д дz 
дх' = "дХ · дх' + дfi · дх' + дi · дх' ' 
д д дх д ду д дz 

д у' = дх . д у' + д!i . д у' + дi . д у' • 
д д дх д ду д дz 

' дz' = 7ii' · дz' + ду • дz' + az · дz' • 

Входящие сюда частные производвые х, у, z по 
х', у', z' можно сразу найти из {2) , после чего 
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получается 
д д д д 

дх' = а. дх + bl ду + cl дz ' 
д д д д 

ду' = a2 ax + b2 7fjj + c2 дz • 
д д д д 

дz' = аз 7fX + Ьз ду + Сэ а;: .  
Сравнивая этот результат с ( 1 ) , з амечаем дей· 

ствительно совпадение с формулами преобразования 
координат точки, а значит, и компонент вектора 66) . 

Гораздо более простое вычисление показало бы 
точно так же, что при параллельном переносе си· 

д д д 
стемы координат три символ а  ах ,  7JY •  7fZ вообще 

не  изменяются , при  симметрии же относительно точ· 
�и они изменяют знак, чем и доказывается нa l!Ie ут· 
вер.Ждение .  Но только при этом мы  не считались 
с изменениями масштаба ,  т. е .  не обращали внима· 
ния на  измерение ;  принимая же его во внимание, 
найдем ,  что наши символы имеют измерение, р а в ное 
- 1 ,  ибо дифференциалы координат входят в их зна
менатели .  

( д д а· ) 
Над ЭТИМ векторным символом ах ·  Ту ·  (jZ Га· 

м ильтопа мы будем производить те же операции , ко· 
торые мы р аньше производил и  над векторами .  На чну 
с того замечания ,  что результат применения опера· 

ции :х к пекоторой функцюi f (х, у, z) , т. е. �� , 

можно рассм атрив ать как символическое произведе· 
д 

ние из дХ и f, ибо форм•альные  законы умножения 

( а  именно они будут играть роль  в_ дальнейшем ) ,  

в частности, дистрибутивность ( 
д 
<�: g) 

;; 
+ 

�; ) 

остаются в силе для этих операций. 
Пусть теперь задано скалярное поле S = f (х, у, z) ; 

умножаем в установленном только что смысле этот 
скаляр на к0мпоненты векторного символа Гамиль· 
тона ,  т. е. образуем вектор 

дf дf _gj_ дх · ду ·  дz .  

Раньше мы видели (с . 77) ,  что произведение ска
ляр а на  вектор является снов� вектором, а т а к  как 
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·при доказательстве этого предложения приходитси 
опираться только на  такие свойства умножения ,  ко
торые имеют место и при н ашем символичес1шм ум
ножении, то выходит, что эти три частные п р о извод

ные скалярного поля определяют вектор ,  зависящий 
еще от точки х, у, z, т. е. векторное поле ;  оно н а хо

дится со скалярным полем в определенной связи ,  ха 
р а ктер которой не  зависит от  того или  другого в ы
бора системы координат. Этому векторному полю, 
·взятому со знаком минус, дают название, з а и l\rство
в а нное из метеорологии, а именно, градиент скаляр
ного поля. Так, например , в известных картах п о 
годы, помещаемых в газетах, атмосферное давлен ие 
в каждом месте представлен о  в виде скалярного 
поля S, наглядно изображенного при помощи кривы·х 
S = const , возле которых выписаны_ соответствующие 

им значения S ;  тогда градиент дает направление  
быстрейшего падения атмосферного давления и ока
зывается всегда нормальным к этим «кривы� ( рав 
ного) уровня»  67 ) . 

Из трех компонент Х, У, Z вектора всегда можн-о 
(ер .  с.  77) составить скаляр Х2 + У2 + Z2 ; в частно
сти, из .градиентов -любого СI<аляра  получаем новое 
скалярное поле 

(_E.l)2 + (..EL)2 + (..E.l)2 дх ду дz , 
которое должно быть связано некоторым , не  завися
щим от системы координат образом, с векторным по
лем этого градиента, а аначит, и с первоначальным 
скалярным полем.  Этот скаляр р авен квадрату дли
ны градиента или ,  как  говорят, р авен квадрату па
дения скалярного поля .  

Применяя еще раз  это же предложение, образуем 
д д д 

из самого векторного символа (f;ё •  � ·  дz некото-

р ый символический скаляр путем символического ум
·НОжения каждой и з  его компонент на  себя ,  т .  е .  дву
кратного применения  обозначаемой ею опер ации. Это 
дает операцию 

которая, следовательно, имеет . скалярный характер, 
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т.  е.  остается неизменной при ортогональных преоб

разованиях координат.  
При «умножении» этого скаJiярного символа на  

СI<алярное поле f обязательно должно снова полу

читься скалярное поле д2f 
д2f 

д2f дх2 + ду2 + дz2 , 

которое с первоначальным полем связано не завися

щим от системы координат образом. Если предста

вить себе текущую в этом поле  жидкость, плотность 

которой первоначально равна единице и скорость ко

торой в каждой точке задана градиенrом поля f, то 

за момент dt плотность возрастает в каждой точке 

на величину, равную произведению этого скал яра 

( в  этой точке} на  dt. Поэтому 
д2f 

д2f 
д2f дх2 + ду2 + дz2 

называют дивергенцией (расхождением } градиента 

поля f. 
Прежде пользовались, вслед за  Ламе,  такои тер

минологией : скалярное поле S = f (x, у, z) называли  

функцией точки, первое связанное с ним скалярное 

поле  ( :� У + ( :� У + ( :� У - первым дифферен-

циальным параметром, а второе скалярное поле 
д2f д2f 

д2f дх2 + ду2 + дz2 - вторым дифференциальным пара-

метром. 
Теперь м ы  будем подобным же образом комбини-

• д д д 
роьать наш векторвыи символ дХ ,  ду ,  дz с за-

данным (полярным) векторным полем 

X = q> (x, у , z}, У = х (х, у, z), Z = 'Ф (х, у, z}, 

применяя оба рода умножения двух векторов, с ко

торыми мы раньше познакомились. 
а) Путем внутреннего умножения возникает ска

ляр, который при уже знакомом нам истолковании д u 
символического умножения н а  ах принимает такои 

вид : 
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:Конечно, он в свою очередь зависит от х, у, z и 
nредставл яет собой nоэтому некоторое скалярное 
поле ; между этим nоследним и данным векторным 
nолем существует соотношение, не  зависящее от си
стемы координат. Это nоле называется див.ергенцией 
исходного в смысле данного выше оnределения.  

Ь)  Внешнее умножение дает м атрицу 

11 � � � 11 ; 
ее тремя опредеЛителями являются выражения 

дУ дХ 
7iX - 7fii · 

Согласно nредыдущему они определяют собой не
который плоскостн,ой элемент, или аксиальный век
тор, или соответственно аксиальное векторное поле, 
nричем -характер связи обоих nолей опять-таки ока
зывается независимым от выбора системы коорди
нат. По Ма ксвеллу, это векторное nоле имеет назва
ние cur l  (локон, завиток) заданного ; в Гер м ании на
ряду с этим словом употребляют также немецкое 
сЛово Quirl  (мутовка,  мешалка ) ,  nроисходящее от 
того же самого германского корня ;  иногда говорят 
также ротор («вращатель» ) ;  в русской литературе 
nользуются именно этим nоследним термином.  - Теnерь мы уже nолучили nутем систематического 
геометрического исследования все те величины, кото
рые физик всегда должен иметь nод рукой при своих 
исследованиях всевозможных векторных nолей. То, 
чем мы здесь занимались, является чистой геомет
рией. Я должен это особенно акцентировать, так  как 
н а  эти вещи часто смотрят как на  nринадлежащие 
физике и соответственно этому излагают их в книгах 
и лекциях по физике, а не  по геометрии .  

Но это лишено всякого объективного основания 
и может быть понято лишь как дань историческому 
р азвитию, ибо в свое время физика должна была в 
этом случае сnерва сама создать себе то орудие, в 
котором она нуждалась и которого не  имелось тогда 
еще в готовом виде в арсенале м атематики. 

Здесь мы снова встречаемся с тою же несур аз
ностью, на  которую я уже неоднокр атно должен бы.л 



106 ПРОСТЕйШИЕ ГЕОМЕТРИЧЕСI(ИЕ ОБ РАЗЫ 

обращать ваше внимание в прошлом семестре в об· 
ласти анализа .  С течением времени в физике разви· 
в ал ись всякого рода математические потребности, и 
это не  раз  сообщало крайне ценные импульсы мате· 
м атической н ауке. А между тем преподавание м ате· 
м атики, особенно в той форме,  которую оно еще до 
сих пор по большей части имеет в школах, не учиты
вает этих изменений ; оно продолжает двигаться по 
старым,  проторенным в продолжение столетий путя м 
и предоставляет физике самой биться над налажи· 
в анием своих вспомогательных средств, хотя их ма ·  
тем атическая обработка дала бы для nреподавания 
м атематики гораздо более подходящий материал, 
чем многие вещи, сохраняемые в нем в силу старо· 
давних тр адиций .  Как видите, и в духовной ж изн и 
и меет место своего рода закон инерции; все продол· 
жает идти прямо вперед по своему старому пути, и 
каждому изменению, каждому переходу на новые 
современные пути противодействует большое сопро· 
тивлеnие. 

На этом я заканчиваю первый р аздел, который по· 
знакомил нас с самыми различными видами геомет· 
рических образов,  с объек:гами геометрии.  

Теперь мы  должны заняться особым методом,  ко
торый имеет огромнейшее значение для более точ· 
ного исследования этих обр азов. 



Г Е О М Е Т Р И Ч Е С К И Е 
П Р Е О Б Р А З О В А Н И Я  

Общие замечания о иреобразованиях и их анали
тическом изображении.  Гл ава,  которую м ы  теперь 
начинаем, является одной из в ажнейших в н аучной 
геометрии.  Но ее основные идеи, а также простейшие 
ее части дают - это мне особенно желательно отме
тить в настоящем курсе - также очень оживл яющий 
м атериал дл я  школьного преподавания ;  ведь в конце 
концов геометрические преобразования являются не 
чем иным, как обобщением простого понятия функ
ции ,  которое наши  современные тенденции к реформе 
стремятся всюду поставить в центр всего преподава
ния математики 68) . 

Я на чинаю с рассмотрения точечных преобразо
в аний ,  которые образуют простейший кл асс геометри· 
ческих преобразований .  При их применении точка 
остается элементом простр анства ,  т .  е. они относят 
ка ждой точке оп ять-таки некоторую точку - в про· 
тив оположность таким преобр азов ания м,  которые пе· 
реведят точку в другие элементы пространств а ,  как, 
н а пример,  в прям ые, плоскости , шары и т .  п .  Я и 
здесь на  первое место выдвигаю аналитическую трак
товку вопроса , так как она всегда дел ает возможным 
наиболее точное выражение фактов 69 ) . 

Аналитическим изобр ажением точечного преобра
зования является то, что в анализе н азыв а ют введе· 
нием новых переменн ы х  х', у', z', заданных как  функ
ции с�арых переменных х, у, z: 

х' = <р (х, у, z), у' = х (х, у, z), z' = 'Ф (х , у, z). 
Такую систему уравнений можно интерпретиро· 

вать в геометрии двумя р азличными способам и 
я сказал бы «активно» и «пассивно».  Пассивно она  
представляет собой изменение системы координат, 
т. е. (неподвижной ) точке с координатами  х, у, z 
приписываются новые кnординаты х', у', z'. Именно 
таким истолкованием мы до сих пор постоянно и 
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пользавались при изучении изменений прямоугольной 
системы координат;  в случае функций qJ, :х,, 'Ф более 
общего вида эти формулы охватывают также пере
ход к системам координат совершенно иной приро
ды, например треугольным ,  полярным, эллиптиче
ским и др . 

В противоположность этому при активном пони
м ании фиксируют систему координат, а преобразо
вывают само пространство. С каждой точкой х, у, z 
сопоставляют точку х,' у

'
, z' и этим действительно 

устанавливают некоторое преобразование точек про
странства ;  это и является тем истолкованием, с ко
торым мы в дальнейшем будем постоянно иметь 
дело . 

Следуя этим разъяснениям,  мы получим самые 
первые примеры точечных преобразований,  истол ко
вывая активно те формулы,  которые р аньше (с .  64-
65)  - при пассивном понимании - изображали па
р аллельный перепое, поворот, зеркальное отражение, 
изменение масштаба прямоугольной системы коорди
нат.  Можно легко убедиться в том ,  что первые две 
из упомянутых групп формул дают параллельный 

перенос и соответственно поворот 
около О всего пространства ,  рас
сматриваемого как твердое тело по 
отношению к неподвижной системе 
координат; третья группа дает цен
тральную симметрию пространства 
относительно начала О ( с  каждой 

Рис. 49 точкой х, у , z сопоставляем точку 
-х, -у, -z, симметричную с нею 

относительно О, рис. 49) ; наконец, последняя группа 
формул представляет собой так называемую гомоте
тию всего пространства 70 )  с центром в точке О. 

Наши исследования мы н ачинаем с одной особен
но простой группы точечных преобразованИй,  которая 
охватывает все н азванные преобразования как част
ные случаи, - с группы аффинных преобразований. 

1.  АФФИ Н НЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 

Аналитическое определение и основные свойства. 
'Аффинное преобразование аналитически определя
ется  тем, что х', у', z' являются произвольными це· 
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л ы м и  линейными функциsiМ IJ от х, у, z: 

х' = а1х + Ь 1у +  c1z + d1 , 
у' = а2х + Ь2У + c2z + d2, 
z' = азх + ЬзУ + сзz + dз; 

109 

( 1 )  

Это назв ание (латинское прилагательное af f in is ,  
nроисходящее от слов a d - «К» ,  «у» и f in is - «Конец», 
означает «смежный»)  восходит к Мёбиусу и еще да
лее к Эйлеру. Оно должно выражать, что при таком 
преобразовании бесконечно удаленным точкам всегда 
соответствуют опять-таки бесконечно удаленные точ
ки,  т .  е . что, так С I\азать, «концы» простр анства  со
храняются ( переходят друг в друга ) ; в самом деле, 
из написанных формул немедленно nолучается, что 
х',  у', z' становятся бесконечными одновременно 7 1 ) 
с х, у, z. 

В nротивоположность этому при изучаемых в даJJ ь 
нейшем общих проективных преобразованиях,  п р и  
которых х', у', z' явл яются дробио-линейными фун к
ци ями х, у, z, некоторые лежащие на конечном р ас
стоянии точки переходят в бесконечно удаленные в 
связи с указанным видом функций .  

В физик� аффинные преобразования,  под назва
нием однородных деформаций, играют очень боль
шую роль;  слово «однородный» выражает здесь ( в 
противоположность «р азнородному») независимость 
коэффициентов от р ассм атриваемого места в про
странстве, слово же «деформация» напоминает о том ,  
что при  этом преобразовании,  вообще говоря ,  изме
няется форма тела .  

Преобразование ( 1 )  можно, очевидно, составить 
из параллельных переносов пространства на d 1 ,  d2, d3 
nараллельна трем координатным осям и из однород
ного линейного преобразования ,  уже не  содержащего 
свободных (постоянных) членов : 

х' = а1х + Ь 1у + c1z, 
у' = а2х + Ь2у + c2z, 
z' = азх + Ь3у + сзz; 

(2 ) 

это последнее преобразование оставляет неизменным 
JIОЛожение начала (центрально аффинное преобразо-
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ванне) и является несколько более удобным для ис
следования.  

1 )  Прежде всеrо р ассмотрим вопрос о разреши
мости системы уравнений (2) . Как учит теория опре
делителей, вопрос сводится к тому, обрашается ли 
в нуль определитель 

11 = 1 :: :: �: 1 ' аа Ьа са 
(3) 

составленный из коэффициентов этоrо преобразова
ния,  или нет.  Случаем 11 = О мы позже займемся осо
бо, а пока будем считать, что 11 -=Р  О. При этом усло
вии система J2) однозначно разрешима,  а именно, 

х - а' х' + Ь'у' + с' z' - 1 1 1 ' 

у = а�х' + Ь�у' + c�z', 
z = а' х' + Ь'у' + с' z' 3 3 3 , 

(4) 

причем коэффициенты а�, . . .  , с; оказываются рав
ными соответствующим минорам  d'пределителя 11, де
ленным на сам этот определитель. Каждой точке х', 
у', z' соответствует, таким образом, одна и только 
одна точка х, у, z, и переход от х', у', z' к х, у, z 
также является аффинным преобразованием. 

2)  Теперь можно поставить вопрос о том, как из
меняются пространствеиные образы при этих аффин
ных преобразованиях. Если  сначала возьмем пло
скость 

Ax + By + Cz + D = O, 

то, вводя выражения (4 )  для х, у, z, получаем такое 
ур авнение соответствующего образа : 

А'х' + В' у' +  C'z' + D' = 0, 

rде А ', . . .  , D'  составляются вполне определенным 
образом из А, . . . , D и коэффициентов иреобразова 
ния 72 ) . При этом в силу 1 ) каждая точка второй 
плоскости получается из векоторой надлежаще вы
бранной точки первой плоскости . Итак,  каждой пло
скости соответствует опять векоторая плоскость. 
А поскольку всякая прямая является линией пересе
чения двух плоскостей,  то, кроме тоrо, каждой пр я
мой должна обязательно соответствовать также не· 
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которая прямая .  Преобразования ,  -обладающи� таки.м 
свойством,  Мёбиус называет коллинеациями, ибо они 
сохраняют «коллинеарность» трех точек, т .  е .  их свой· 
ство лежать на  одной прямой .  fаким образом,  в ся· 
кое аффинное преобразование представляет собой 
обязательно некот-орую коллинеацию. 

Исследуя таким же образом поверхность второго 
порядка 

Ах2 +  2Вху + Су2 + . . .  = 0 , 

а именно, з аменяя х, у, z их выражениями (4 ) че
рез х', у', z', nолучим rоже некоторое уравнение вто
рой степени, т.  е. аффинное преобразование перево
дит каждую поверхность второго порядка снова в 
nоверхность второго порядка и вообще каждую по
верхность п-го порядка опять в некоторую поверх
ность п-го порядка . 

Особенный интерес будут иметь для нас  позже те 
поверхности , которые соответствуют векоторой сфе
ре .  Прежде всего, согласно предыдущему, такими по
верхностями могут быть только поверхности второго 
порядка, ибо сфер а является частным случаем по
верхности этого вида ; поскольку же все точки сферы 
расположены в конечной части пространства , т. е .  
ни одна из них не может после преобразования ока· 
заться переброшенной в бесконечность, то наши по
верхности обязательно должны быть поверхностям и  
второго порядка , лежащими  целико'М в ограниченной 
части простр анства,  т. е .  эллипсоидами .  

3 )  Посмотрим теперь, что получается яз свобод· 
нога вектора с компонентами 

Х = Х1 - Xz, У =  У1 - Yz, Z = �� - Zz· 
Приме!iяя к координатам точек 1 и 2 формулы 

преобразования (2 ) , nолучаем для компонент 

У' = у' - у' 
Z' = z

' - z' 
1 2' 1 2 

соответствующего отрезка 1' 2' формул ы  

Х' = а1Х + Ь 1У + c1Z, 
У' = а2Х + Ь2У + c2Z, 
Z' = а3Х + Ь3У + c3Z.  

(5 ) 

Эти новые компоненты з а в исят,  таким образом, 
только от Х, У, z, а не от отдельных зна чений 
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координат Xt , Yt • zt ;  х2, у2, z2, т. е. совокупности всех 
отрезков 1 2 с одинаковыми компонентами Х, У, Z 
соответствует совокупность отрезков 1' 2' тоже с оди· 
н а ковыми компонентами Х', У', Z', или, другими  сло
в ами :  каждому свободному вектору соответствует 
при  аффинном иреобразовании опять-таки некоторый 
свободный вектор 73 ) .  В этом утверждении содер
жится существенно больше, чем в том,  что каждой 
nрямой соответствует пекоторая nрямая .  А именно, 
р авные и одинаково направленные отрезки на  двух 
параллельных прямых изображают один и тот же 
свободный вектор ,  поэтому и соответствующие им от
резки должны изображать один и тот же вектор, т. е. 
быть параллельными, одинаково направленными и 

2 f 

Рис. 50 

равными между собой (рис. 50) . Каждой системе па
раллельных пр ямых соответствуют, следовательно, 
опять-таки параллельные прямые, а р авным отрезкам 
на  них - также равные (между собой ) отрезки. Эти 
свойства тем более значительны, что вообще - как 
нетрудно убедиться - длина отрезка и величина угл а  
м ежду двумя прямыми изменяются п р и  аффинном 
преобр азовании.  

4)  Рассмотрим  теперь два вектора неодинаковой 
длины на одной и той же прямой 74) . Они, как из· 
вестно, получаются один из другого умножением на  
некоторый скаляр ; поскольку же  Х', У', Z' являются, 
согласно формуле  (5 ) , однородными линейными функ
циями от Х, У, Z, то соответствующие им векторы 
тоже отличаются один от другого как р аз только 
этим самым множителем,  а это означает,  что их дли
ны относятся друг к другу, как длины первоначаль
ных векторов.  

Этот результат можно высказать еще и так: две 
прямые, переходящие одна в другую при пекотором 



АФФИН НЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 1 1 3  

аффинном преобразовании,  находятся в отношении 
«подобия» друг к другу, т. е . соответственны{' отрезки 
на обеих пр ямых имеют одно и то же отношение. 

5) Наконец, сравним еще объемы двух соответ· 
ственных тетраэдров Т= ( 1 , 2, 3, 4) и Т'= ( 1', 2', 3', 4' ) . 

Имеем 

6Т' = 

1 1 1 
x l У1 zl 

1 1 1 х2 У2 z2 ' , , хз Уз zз 
' ' ' Х4 У4 24 

-

а .х 1  + Ь • У •  + c.z .  аах • + ЬаУ• + CzZ • азХ1 + ЬзУ• + сзz• 

а 1Х2 + Ь 1 У2 + c 1z2 azXz + ЬzYz + CzZz азХz + Ь зУz + CзZz - а.хз + ь .uа + с . zз а2Хз + Ь2УЗ + СзZз йзХз + Ьзи� + СзZз 

а.х. + Ь 1У4 + C 1 Z4 azX4 + ЬzУ• + CzZ4 азХ4 + ЬзУ4 + СзZ4 1 

Применяя известную теорему об умножении опре· 
делителей, получаем отсюда р авенство 75) 

а1 Ь1 с1 0 Х1  у1 z1 1 

6Т' = аа Ьа Cz О Ха Yz z2 1 

аз Ьз са О Ха Уа Zs 1 ' 
0 0 0 1 Х4 У4 Z4 1 

в котором первый множитель есть 8., а второй р авен 
6Т. Таким образом, 

Т' = !J.T. 
Следовательно, при аффинных преобразованиях 

объемы всех тетраэдров, а потому и вообще объемы 
всех тел ( как суммы объемов тетраэдров йли как 
пределы таких сумм )  умножаются на  некоторый по
стоянный множитель,  а именно, на определитель пре
образования 8.. 

Применеине к теории sллипсоида. Этих немногих 
предложений,  которые мы получили из аналитиче
ского определения аффинного преобразования,  доста
точно для того, чтобы составить себе вполне нагляд
ное геометрическое представление об этом преобра
зовании. 

При этом нам удалось получить упомянутые 
предложения проще, чем это обычно делается, бл а
годаря тому, что м ы  могли воспользоваться понятием 
вектора ,  которое в данном случае является самым 
nодходящим вспомогательным средством. 
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Наиболее отчетливую геометрическую картину 
аффинных преобразований можно получить, если за 
исходный пувкт взять сферу в пространстве R с ко
ординатами х, у, z. Этой сфере в пространстве R' 
с координатами х', у,' z' будет соответствовать, как 
мы видели,  некоторый эллипсоид 76 ) . Если  будем рас
сматривать какую-нибудь систему пар ал.пельных  хорд 
сферы, то им, согласно 3 ) , должны соответствовать 
также взаимно пар аллельные хорды эллипсоида 
(рис. 5 1 ) .  Далее, в силу подобия соответственных ' 

рядов точек (см . 4 ) ) середи-
н R' нам хорд сферы также co-. IJ  ответствуют середины хорд 

эллипсоида, а так как пер-

Рис. 51  

1'1'  вые лежат в одной (диа-

� метр альной ) плоскости 
( сфер ы ) , то вторые в силу 
основного свойства 2)  так
же должны лежать в од-
ной плоскости , которую 

называют ди аметральной плоскостью эллипсоида. 
Но,  как известно, все диа метральные плоскости сфе
ры nроходят через ее центр М, который делит попо
л а м  каждую nроходящую через него хорду (диаметр 
сферы ) ;  nоэтому соответствующая точка М' (центр 
эллиnсоида ) принадлежит всем диаметральным пло
скостям и делит nополам  каждую проходящую через 
нее хорду (диаметр э.плипсоида ) .  

Далее, важно установить, что соответствует систе
ме трех взаимно перпендикулярных диаметр альных 
плоскостей сферы.  Последняя имеет, очевидно,  то ха
р а ктеристическое свойство ,  что каждая из таких трех 
nлоскостей делит пополам  хорды,  пар аллельные ли
нии  пересечения двух других плоскостей .  Это свой
ство сохраняется при аффинных преобразованиях, а 
nоэтому каждой тройке взаимно перпендикулярных 
диаметральных плоскостей сферы соответствует та
кая тройка диаметральных плоскостей эллипсоида, 
что хорды, параллельные линии пересечения каких
либо двух из этих плоскостей,  делятся третьей пло
скостью пополам .  Та кие три плоскости называют 
тройкой сопряженных диаметральных nлоскостей,  а 
их три линии nересечения - тройкой сопряженных 

,
диаметров. 
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Но каждый эллипсоид имеет, - конечно,  здесь я 
могу считать это известным - три так н азываем ы е  
главные оси, т .  е .  тройку сопряженных диаметров, из 
которых каждый перпендикулярен двум други м .  Со
гласно предыдущему им соответствуют в силу на
шего аффинного преобразования три взаимно перпен
дикулярных диаметра сферы в R.  

Для пр.остоты принимаем,  что центрами эллип
соида и шара являются н ачала координат в R' и со
ответственно в R,  а затем надлежащим поворотом 
делаем обе ортогональные тройки осей осями х', у', z' 
в R' и соответственно осями х, у, z в R ; при этом 
можно представлять себе по жел анию, что повора
чивается либо пространство, либо система коорди
нат. Во всяком случае, обе эти операции изобража
ются особым, подробно р ассмотренным р аньше ти
nом линейных однородных подстановак координат, 
а поскольку последовательное применение несколь
ких линейных однородных подстановак всегда рав
носильно одному преобразов анию того же типа , то 
и в новых координатах уравнения н аших пр еобразо
ваний, переводящих R в R', также имеют вид (2). :  

х' = а1х + Ь1у + c 1z, 
у' = а2х + Ь2у + c2z, 
z' = азх + ЬзУ + сзz. 

Но при нашем выборе новых систем координат 
оси х соответствует ось х', т. е .  при у = z = О  всегда 
будет также у' = z' = О, откуда следует, что а2 = 
= а3 = О;  совершенно так же находим,  что b t = Ьз = 
= Ct = С2 = О. 

Поэтому каждое аффинное преобразование с точ
ностью до надлежащим обр азом выбранных поворо
тов представляет собой не  что иное, как так называе
мое «чистое аффинное преобр азование» 

х' = 'Ах, у' = IJ.Y• z' = 'VZ (� :!::. О) (6) 

или,  как говорят физи�и, чистую однородную дефор
мацию (по-анrлийски pure strain ) . Содержание этих 
уравнений поддается , очевидно, простой геометриче
ской интерпретации. А именно : пространство растя
гивается ( или  соответственно сжимается , ecJi и 1 'А 1 < 1 )  
в напр авлении оси х в 'А раз  и, кроме того, еще зер -
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кально отр ажается (относительно плоскости yz) , 
если Л < О ;  точно так же происходит 1-1-кратное и со
ответственно v-кр атное растяжение (сжатие) в двух 
других координатных направлениях. Мы можем по
этому кратко охарактеризовать чистое аффинное пре
образование как равномерное растяжение (сжатие)  
nространства по трем взаимно nерпендикулярным н а
nр авлениям и nолучаем,  таким образом, геометриче
скую картину, нагляднее которой едва ли можно тре· 
бовать. 

При введении косоугольных координат все nрини· 
мает еще более nростой вид. А именно, в nростр ан
стве R выбираем,  не  изменяя nоложения начала ,  ка
кую-либо произвольную nрямоугольную или косо
угольную систему осей х, у,  z и принимаем тр и 
nрямые в R', аффинно соответствующие этим осям,  за  
оси  некоторой, вообще говоря, косоугольной системы 
координат х', у

'
, z' в R' .  А так как формулы пере· 

хода от прямоугольных к косоугольным декартовым 
координата м (при неподвижном н ачале) являются, 
как известно,  линейными однородными уравнениями 
в ида (2 } , и ,  с другой стороны, композиция нескольких 
таки х  подстановак приводит снова к подстанов ка м  
того ж е  типа ,  т о  запись аффинного преобразования 
и при употреблении описанных. только что косоуголь
ных координат должна иметь вид (2 ) . Но, согласно 
н а шему выбору координатных осей, эти уравнения 
должны nереводить три оси системы координат, вве
денной в R,  в оси системы, введенной в R', из чего, 
буквально повторяя приведеиные выше рассуждения ,  
м ы  можем заключить, что эти уравнения действи
тельно сводятся к nолученному окончательно 
виду (6 ) . 

Итак, nри nрименении ( косоугольных) декарто
вых координат,  отнесенных к двум соответственным 
тройкам осей , уравнения аффинного преобразования 
сами собой nолучают эту простую специальную фор-
му (6 ) 77 ) . ' 

В связи с этими рассуждениями можно получить 
очень изящное решение задачи о нахождении меха
низма ,  позволяющего nроизводить аффинные преоб
разования .  Эту задачу я nоставил в зимнем семестре 
1 908/09 г. во время чтения курса механики.  Наилуч
шее решение как с точки зрения основных идей, так 
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и в смысле целесообразности технического устрой 
ства механизма дал Ремак.  Основным кинематиче
ским элементом, использованным Рем аком,  являются 
так называемые «нюрнбергские ножницы» ;  это 
цепь шарнирно связанных стержней, образующих ряд 
подобных друг другу параллелограммов .  Вершины 
So, St , S2, . . . , общие каждым двум таким  соседним 
параллелограммам ,  при всех деформациях этой шар·  
нирной системы описывают н а  общей прямой g, со
держащей эти точки, т. е.  на общей диагонали всех 
параллелограммов,  подобные ряды точек ( рис . 52 ) . 

Рис. 52 

Если из трех таких ножниц составить треуголь
ник, соединяя их шарнирно в каких-нибудь верши
нах S, то система  точек, образованная из всех шар
нирных точек S, будет преобразовываться аффинно 
при всяком изменении всей 
шарнирной системы ; к это
му можно непосредствен· 
но прийти, приняв диаго
нали двух ИЗ ЭТИХ НОЖ· 
ниц за оси косоуголь
ной системы координат 
(рис . 53) .  

Другие точки, которые 
одновременно подвергаются 
тому же аффинному преоб 
разованию, можно полу-

,.R 
, \ -� 11 

, \ \ ' \ \ 
./{ ъ\ \ 

, \ \ \ 
/( \ \ \ , \ \ \ \ 

/cf, \ \ \ \  
, \ \ \ \ {/.---.@---�---�---4»---..0 

Рис. 53 

чить, помещая между какими-либо двумя шарнир
ными точками  треугольника еще одни ножницы того 
же рода и рассматривая их шарнирные точки 
(на  рисунке все ножницы обозначены их диагональ
ными прямыми) . Следуя этому принципу, можно по
строить самые разнообразные плоские, а также и 
пространствеиные модели аффинно изменяемых си
стем. 
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Я не буду здесь заним аться дальнейшим разбором 
всех свойств аффинных преобразований ,  а покажу 
лучше, где эти преобразования могут найти себе при
менение. 

Начну с примера ,  который покажет, каким заме
чательным вспомогательным средством для вывода 
новых геометрических теорем явл яются они, а имен
но, рассмотренное выше аффинное преобразование 
сферы в эллипсоид дает возможность получить из 
известных свойств сферы новые предложения об эл 
липсоиде. Например ,  при построении -каких-нибудь 
трех взаимно перпендикулярных диаметров сферы 
и проведении через их концы шести касательных пло
скостей , получается описанный около этой сферы куб 
с объемом J = 8r3, где r - радиус шара . 

Наше аффинное преобразование переводит, оче
видно, каждую касательную плоскость сферы в не
которую касательную плоскость эллипсоида . Поэтому 
при  помощи упомянутых предложений находим , что 
каждому та кому кубу, взятому в пространстве R, 
соответствует в пространстве R' некоторый описан
ный около эллипсоида параллелепипед, грани кото
рого касаются эллипсоида в концах трех взаимно 
сопряженных диаметров и параллельны соответ
ствующим диаметральным плоскостям,  а ребра со
ответственно параллельны этим трем диаметрам. 

R 

ЕВ 
Рис. 54 

'(Аналогичное свойство имеем н а  плоскости для кру
га и эллипса, ер. рис .  54 . )  Это рассуждение  можно, 
очевидно, сразу же обратить : каждому параллеле
пипеду указанного вида , описанному около эллип
соида, соответствует некоторый куб, описанный около 
сферы, ибо трем взаимно сопряженным диаметрам 
эллипсоида соответствуют три взаимно перпендику
лярных диаметр а сферы. Но нам  известно, что при 
аффинном преобр азов анпи каждый объем умножа-
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ется на  определитель 11 подстановки ; поэтому для 
объем а всякого параллелепипеда указанного в ида, 
описанного около эллипсоида ,  имеет место формул а  

! '  = J!:! = 8r31:!. 
Она не зависит, очевидно , от того, как р а споло

жен наш параллелепипед; он нмеет, таким обр азом , 
всегда один и тот же постоянный объем независимо 
от того, к какой тройке сопр яженных диаметров он 
отнесен . В частности , для тройки гл авных осей , обр а 
зующих друг с другом прямые углы,  получаем пря
моугольный пар аллелепипед , объем которого, оче
видно, равен 8аЬс, если 2а , 2Ь ,  2с - длины главных 
осей . Этим мы определили указанный постоянный 
объем , после чего наша теорема гласит окончательно : 
все параллелепипеды, описанные около эллипсоида , 
грани которых параллельны трем взаимно сопряжен
ным диаметральным плоскостям ,  имеют один и тот 
же объем J = 8аЬс, где а , Ь ,  с - длины гл цвных по· 
луосей.  

Для доказательства приложимости этой теоремы 
ко всякому элипсаиду остается еще уяснить себе, что 
всякий эллипсоид можно получить из сферы путем 
некоторого аффинного преобр азования.  Но это 
сразу получается из вида ( 6 )  уравнений аффинного 
преобразования ;  из этих уравнений в идно, что оси 
эллипсоида, полученного из сферы,  относятся , как 
').. : 11 :  v,  причем 'А, J.t,  v - три  произвольных числ а  78 ) . 

Ограничиваясь этим м аленьким примерам приме
нений аффинных иреобразований в теоретической 
геометрии 79 ) , я желаю с тем большей силой под
черкнуть, что аффинные иреобр азования имеют ко
лоссальное значение та кже и на практике. 

Обращаясь прежде всего к потребностям физиков,  
упомяну, что аффинные иреобразования играют ОС· 
новную роль в теории  упругости, в гидродинамике, 
вообще в каждой отрасли  механики непрерывных 
сред. Конечно, . мне вряд ли следует объяснять это 
подробнее. Кто хоть немного занимался этими дис
циплинами, тот достаточно хорошо знает, что там 
всякий раз ,  когда ограничиваются изучением доста· 
точно м алых элементов пространств а ,  п риходится 
иметь дело с однородными л инейными деформа·  
циями.  
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Параллельное проектирование одной плоскости на 
другую. Зато я остановлюсь здесь более подробно на 
вопросе о применении к правильному изготовлению 
чертежей, необходимому как для физиков, так и дл я 
математиков . Действительно, коль скоро речь идет 
о параллельном проектировании,  то в основе всегда 
лежат только аффинные преобразования простран
ства . К сожалению, в этой обл асти правильного изо
бражения пространствеиных фигур на плоском чер
теже пораэительно много грешат; как в математиче
ских книгах при изобр ажении пространствеиных 
конфигураций, так и в книгах по физике при изобра
жении аппар атов вы можете найти совершенно не
вероятные ошибки. Особенно часто бывает - я при
вожу только один пример, - что пр и  изображен ии 
шара  экватор чертят  в форме двуугольника из дуг 
круга (рис . 55, слева ) . Это, конечно, явл яется пол
ным извращением действительности , ибо н а  самом 
деле, как м ы  сейчас увидим ,  экватор всегда следует 
изобр ажать в виде эллипса . 

Рис. 55 Рис. 56 

Принцип геометрически правильного изображе
ния заключается в том ,  что фигуру, которую следует 
изобразить, проектируют на плоскость чертежа · пря
молинейными лучами ,  исходящими из одной точки. 
Н аиболее простые соотношения получаются в том 
случае, когда представляют себе этот центр проекти
рования удаленным в бесконечность, т. е. когда изо
бр ажение в ыполняют при помощи пар алледьной 
связки лучей ; это и является тем случаем, который 
нас здесь интересует. Впрочем, эти разъяснения от
носятся к области начертательной геометрии. 5I ни 
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в коем случае не дум аю систем атически здесь ее из
лагать, а хочу только показать вам ,  какое место она 
занимает в общем здании всей геометрии.  Поэтому 
я также не всегда буду иметь возможность входить 
в подробности доказательств . 

Начнем с исследования изображения плоской фи
гуры, т. е. с проекции одной какой-нибудь плоско
сти Е на  другую плоскость Е' при помощи парал
лельной связки лучей 80 ) . Для этого начало коорди
нат О помещаем на линии пересечения плоскостей Е 
и Е' (рис.  56) и н аправляем вдоль нее ось х ;  ось у 
проводим произвольно на  плоскости Е через О, на 
пример перпендикулярно к оси х ,  и определяем ось у� 
как проекцию оси у на плоскость Е' при проектиро
вании с помощью р ассматриваемой связки парал
лельных лучей, так что на  плоскости Е' получ аем 
некоторую, вообще говоря , косоугольную систему ко
ординат. Тогда координаты двух соответственных то
чек на  плоскостях Е и Е' оказываются связанными  
такими соотношениями :  

х' = х, y' = !J.y, 

где f.t - пекоторая константа, зависящая от задан
ного положения плоскостей и связки параллельных 
прямых 8 1 ) ; таким образом ,  м ы действительно имеем 
здесь дело с аффинным преобразованием. Доказа
тельство этих формул является настолько простым ,  
что мне вряд ли приходится на  н е м  задерживаться. 
Отметим,  что эти уравнения имеют по сравнению 
с общей формулой (6 )_ уравнений аффинного пре
образования то упрощение, что здесь Л = 1 , так  что 
х' = х. Причина этого, конечно, заключается в том,  
что  ось х является линией пересечения оригинальной 
и картинной плоскостей, так что на  ней каждая точка 
совпадает со своим изображен�ем.  Можно сразу по
лучить все существенные свойства нашего отображе
ния, специализируя дл я случая плоскости все теоре
мы, выведенные раньше для пространства ; так, на 
пример, каждой окружности на Е соответствует 
эллипс на Е' и т. д. 

Теперь представляется вполне естественным за
дать обратный вопрос: можно ли  любые две плоско
сти Е, Е', связанные заданным аффинным соответ
ствием. так расположить друг относительно друга. 
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чтобы одна из них получалась из другой посредством 
'Некоторого п араллельного проектирования.  Для ре
шения этого вопроса будем исходить из произволь
ной окружности на  плоскости Е и соответствующего 
ей эллипса на плоскости Е' (вместо этого мы  могли бы 
также воспользоваться какими-нибудь двумя соот
ветственными эллиnсами ) . Центру М окружиости 
-соответствует центр М' эллипса (рис. 57) . 

\В 

Рис. 57 

Перенесем теперь эту окружность из плоскости Е 
в плоскость Е', совмещая ее центр с точкой М'; тогда 
она  ·либо пересечет эллипс в четырех точках, либо 
не будет иметь с ним ни одной общей точки . Проме
жуточный случай касани я  мы ради простоты остав
.JJяем здесь без р ассмотрения .  

Н первом случае, показаинам на  рисунке, рассмат
р ив аем об а  диаметр а  эллипса А' А; и В' в;, которые 
проходят через упомянутые четыре точки пересече
ния, лежащие на  плоскости Е'; им соответствуют 
в силу нашего аффинного преобр азования два диа
метр а АА! и вв! окружности на  плоскости Е, КОТО· 
рым они равны По построению. Поэтому, вообще, со
ответственные отрезки, лежащие на  прямых А А 
и А'А;, а также на  . прямых ВВ1 и В'В�, оказь!ва 
ются равными согласно общему свойству аффинных 
отображений (см .  4 )  на с. 1 1 2 ) . 

Совм ещая теперь плоскость Е с Е' так, чтобы 
точка М совпала с М' и чтобы совпали прямые од
ной из н азванных пар ,  например,  чтобы АА 1 совпала 
с А' А� , а з атем в ыводя плоскость Е з а пределы Е' 
в пространство поворотом вокруг этой прямой ка к  
вокруг оси, получаем некоторое аффинное отобра
жение одной плоскости на  другую, при котором �аж-
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дая точка линии пересеч�ния с�:>ответствует себе еа
мой.  Тогда легко можно показать - я опять-та ки не 
останавливаюсь на  подробностях до·казательства". 
что все прямые, попарно соединяющие соответствен
ные точки плоскостей , параллельны между собой 82) .  
каков бы ни был угол, образованный этим.и плоск<r 
стями,  т. е. что аффинное отображение плоскостей 
действительно может быть произведено nараллель· 
ным проектированием. 

Если же наш круг не пересекает эллиnса ,  т. е .  
если его радиус меньше м алой · или больше большой 
полуоси эллипса,  то оба  общих диаметра становят
ся - на языке анализа - мнимыми,  длн чертежника 
же они вообще не существуют, и все описанное выше 
построение оказывается невозможным.  Тогда ,  если 
все же желательно установить это соответствие при 
помощи векоторого параллельного проектировани:я,  
не остается ничего другого , как прибегнуть к rомо
тетии и увеличивать или уменьшать наш круг до тех 
пор, пока не получится предыдущий случай ;  rомоте
тию (и вообще иреобразования подобия ) и без того 
всегда употребляют при копировании изображений 
(картин ) как «перечерчивание картины в другом 
масштабе». В результате получаем такую основную 
теорему:  каждое аффинное соответствие можно уста
новить, и притом бесчисленным чисJюм р азличных 
способов , комбинируя некqторое иреобразование по·  
добия с некоторым параллельным проектирова· 
нием 83 ) . 

Аксонометрия ( аффинное отобр ажение простран
ства с нулевым определ ителем ) . Гораздо более ин
тересной и в ажной , чем это отобр ажение одной пло
скости на  другую, представляется проблема отобра
жения всего пространства н а  плоскость посредством 
параллельноrо проектиров ани я - проблема ,  к кото
рой мы теперь переходим ; при этом во  избежание 
многословий условимся заранее всегда допускать 
увеличение или уменьшение изображения при помо
щи иреобразования подобия . Таким образом,  возни
ка ет тот способ изображения ,  который в н ачерта 
те.ТJьной геометрии н азыв ают а ксонометрией ; н а  прак
тике ему принадлежит чрезвычайно важная роль. 
Кажда я фотография приближенно представляе1 со
бой аксонометрическое отображение, ecJIИ только 
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изображенный предмет был достаточно удален от 
аппарата ( строго говоря ,  фотография является цен
тральнdй проекцией ) ;  точная же аксонометрия при
меняется прежде всего в тех случаях, когда хотят 
изобразить пространствеиные геометрические фигуры,  
физические аппараты, архитектурные детали и тому 
подобное. 

Разрешите мне теперь сразу же высказать то 
предложение, которое связывает эту аксонометрию 
с нашими предыдущими р ассуждениями об аффин
ных преобразованиях :  отображение пространства на 
плоскость посредством параллельного проектирова
ния и преобразования подобия ( а ксонометрия)  ан а
литически изображается посредством аффинного пре
образования с равным нулю определителем 8 4 ) : 

х' = а1х + Ь1у  + c 1 z ,  
у' 

= �х + Ь2у + c2z, 
z' = llзX + Ь3у + c3z, 

( 1 )  

Это как раз  тот исключительный случай, рассмот
рение которого мы в свое время отложили на буду
щее. В ы  видите, н асколько важны эти «вырождаю
щиеся» преобразования ,  хотя их, к сожалению, очень 
часто и совершенно несправедливо оставляют без 
внимания .  Далее, оказывается справедливым та кже 
и следующее обратное предложение :  каждая такая 
подстановка с определителем .::\ = О дает некоторое 
а ксонометрическое отображение: При этом необхо
димо, чтобы не все коэффициенты этой подстановки 
и даже не все составленные из них миноры второго 
пор ядка были р авны нулю,  ибо в противном случае 
получились бы дальнейшие вырождения,  которые я 
м огу здесь пропустить, . поскольку они легко могут 
быть исследованы по указанному ниже образцу. 

Для доказательства н ашего утверждения убедим
ся прежде всего в том ,  что все точки х', у' ,  z', полу
чаемые из ( 1 )  (для произвольных х, у, z) , действи
тельно лежат в одной плоскости, т . е .  в том ,  что су
ществуют такие три числа  k1 , k2, k3, для которых 
выполняется тождественно относительно х, у, z ра -
венство 

(2) 
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В самом  деле, это тождество эквивалентно в силу 
( 1 )  т а кой системе трех  л инейных однородн ых  у р а в-
нений :  

k 1a1 + k2a2 + kза3 = О, 
k 1b 1  + k2b2 + kзЬз = О, 
k1c 1  + k2c2 + kзсз = О , 

(2' ) 

а эти последние, как известно,  определяют отношения 
k1 : k2 : kз однозначным vбразом как р аз в том случае,  
когда обращается в нуль определитель 11 из коэффи
циентов ,  но без обращения в нуль всех его девяти 
миноров второго порядка . Поэтому все точки изобр а 
жения х', у

'
, z' действительно лежат в одной плоско

сти (2) , определяемой ур авнениям и  ( 2') . 
Выберем теперь в пространстве R' та кую новую 

прямоугольную систему координат, чтобы плоскость 
(2 )  превратилась в nлоскость х'у' ( z' = О) . Тогда 
каждой точке пространства R должна соответство
вать векоторая точка в плоскости z' = О , и уравне
ния на шего аффинного преобразования необходимо 
должны иметь в новых координатах такой вид:  

х' = А 1х + В 1У + C1z, 
у' = А2х + В2у + C2z, (3)  

z' = O. 

При этом шесть постоянных А 1 , • • •  , С2 ничем 
уже не регламентированы,  ибо ввиду специальной 
формы записи последней строки определитель н ашей 
подстановки всегда р авен нулю ;  н е  должны только 
одновременно обращаться в нуль все три м инора 
второго пор ядка (т .  е .  не  должно быть А 1 : В 1 : С 1 = 
= А 2 : В2 : С2) ,  так как в противном случае  имело  бы 
место дальнейшее вырождение, которое мы  искл ю
чили из рассмотрения с самого начала 85 ) . 

Доказательство того, что определенные · таким об· 
разом аналитические отображения пространства R 
на  плоскость Е' ( в  данном случае  на  плоскость х'у' )  
действительно совпадают геометрически с определен
ными выше аксонометрическими проекциями,  я разо
бью на несколько отдельных шагов,  выводя одновре
менно главные свойства этого отобр ажения ( 3 ) , 
подобно тому, как я поступал р анее .(с. 1 08- l lЗl. 



1 26 ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 

изучая аффинные преобразования с отличным от 
нуля определителем.  

1 .  Прежде всего, ясно ,  что каждой точке х,  у, z 
из R однозначно соответствует пекоторая точка х', у' 
н а  Е'. Наоборот, если задать какую-нибудь точку 
х', у' на  Е', то ур авнения ( 3 )  будут выражать, что со
ответствующая точка х, у, z из R лежит на двух 
определенных плоскостях, коэффициенты которых, 
согласно ·нашему предположению, не пропорционал ь
ны и которые поэтому имеют собственную (т. е .  не 
бесконечно удаленную) линию пересечения ; все точки 
этой пр ямой должны в нашем преобразовании соот
ветствовать заданной точке х', у'. При изменении 
точки х', у' каждая из этих двух плоскостей переме
щается параллельна са мой себе, ибо коэффициенты 
А 1 , В 1 ,  С1 и соответственно А 2 , В2, С2 остаются 
неизменными.  Следовательно, линия пересечения так
же остается параллельной самой себе, и мы прихо
дим к тому результату, что каждой точке плоско
сти Е' соответствуют все точки одной из прямых, со
ставляющих совокупность параллельных прямых в R. 
Этим уже намечена связь нашего отображения с па 
р аллельным проектированием пространств а .  

2 .  Точно так же, как и в п .  3 )  (с .  1 1 1 ) ,  относяще
муся к случаю общего аффинного преобразования ,  
н айдем теперь формулы для компонент Х', У' отрезка 
на плоскости Е', соответствующего свободному век
тору Х, У, Z из R : 

Х' = А1х + в1У + clz, 
У' = А2Х + В2У + C2Z ,  (4) 

Z' = O. 

Это опять означает, что каждому свободному вектору 
из R соответствует некоторый свободный вектор Х', 
У' на картинной плоскости и л и ,  точнее:  если в про
странстве R перемешать н екоторый отрезок парал
лельна ему самому, сохр аняя его величину и направ 
ление,  то соответствующий ему отрезок н а  плоско
сти Е' также будет перемещаться пар аллельна 
самому себе, сохраняя свою величину и направление. 

3 .  В частности, рассмотрим единичный вектор 
Х = 1 , У = Z = О  на оси х, идущий от точки (0, О, О)  
к то чке .( 1 , О,  0) . Ему, согласно ,(4 ) , соответствует 
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на Е' вектор 
Х' = А1 ,  . У' = А2, 

идущий от начала О' I< точке с координатами А 1 , А2• 
Подобно этому, единичным векторам на осях у и z 
сответствуют два вектора ,  идущие от О' к точкам 
с координатами Bt . В2 и соответственно С1 , С2. Эти 
три вектора на  плоскости Е' - обозначим их кратко 
через (А ) ,  (В ) ,  (С)  ( рис.  58) - могут быть выбраны 
совершенно произвольно,  ибо координатами своих 
концов они как раз и определ яют упомянутые выше 
шеСТJ> произвольных параметров аффинного преобра
зования (3) , так  что этими векторами вполне опре
деляется наше отображение;  нужно только, чтобы все 

о'  
Рис. 5 8  

1 

о 

у 
t1J р 

!J 

1 3) 
Рис. 59 

эти три вектора не попали на  одну и ту же nрямую, 
причем мы ради простоты предположим ,  что также 
никакие два из них не ·лежат н а  одной прямой. Три 
единичных вектора ,  лежащие на  координатных осях 
пространства R, имеют своим и  изображения м и  н а  
Е' - таков наш результат - три произвольных век
тора,  исходящих из начала 0', которые,  со своей сто
роны,  вполне определ яют рассматриваемое аффинное 
nреобразование. 

4 .  Чтобы установить отображение пространства 
на  плоскость по данным веr<тор а м  (А ) ,  (В ) , ( С) 
также и геометрически, будем сначал а  исходить из 
какой-нибудь точки р (х, у , z = О) , лежащей в пJюско
сти ху; вектор, идущий от О к р, можно получить, 
умножая единичный вектор оси х на  скаляр (ч.ис
ло)  х, единичный вектор оси у - на  число у и скла 
дывая полученные два  вектор а  ( рис. 59) . Н о  это 
построение сразу же можно перенести на  Е', ибо со
отношение между плоскостью х у  и плоскостью Е' яв
ляется , очевидно, обыкновенным двумерным аффин
ным соответствием (с  не равным нулю определите-



1 28 ГЕОМЕТР ИЧЕСКИЕ ПР ЕОБРАЗОВАН И Я  

лем ) . Итак, мы получим изображение р' точки р, ум
ножая скалярно вектор (А ) на х, вектор (В ) на  у 
и складывая полученные произведения по правилу 
параллелограмма  ( рис. 60) .  Таким образом, мы мо
жем построить отображение на  плоскость Е' каждой 
точки плоскости ху, а значит, и отображение по точ
кам всякой фигуры на ней.  

5. Перенося эти р ассуждения  на  произвольную 
точку пространства R, петрудно прийти к такому ре
зультату (рис.  6 1 ) : изображение р' точки р с коор-

�g(B) 7/ 

o�L-_""(A"'"') ___ ....,;;o,...,.xrA > 
Рис. 60 Рис. 6 1  

динатами х ,  у ,  z получается посредством векторного 
сложения (по правилу параллелограмма)  векторов 
(А ) ,  (В ) ,  (С) , предварительно умноженных соответ
ственно на х, у ,  z. В силу коммутативнести сложения 
это построение может быть выполнено 1 · 2 · 3 = 6 
р азличными способами ,  так что точка р' получается 
как конец шести различных ломаных, состоящих из 
соответственно параллельных и равных отрезков . Об
р азованная ими фигура (рис. 6 1 ) является, очевидно, 
отображением принадлежащего пространству R па
р аллелепипеда , ограниченного тремя координатными 
плоскостями и трем я пар аллельными им плоскостя
ми ,  проходящими через точку р .  Мы уже с юности 
привыкли сразу же воспринимать подобные  плоские 
фигуры как изображение пространственных фигур , 
в особенности когда такому представлению помогают 
путем утолщения лежащих спереди ребер 86 ) . Эта 
привычка настолько сильна ,  что указанное изобра
жение параллелепипеда кажется почти тривиальным,  
тогда как в действительности оно представляет собой 
чрезвычайно примечательную теорему. 

6 .  При помощи этого последнего построения мож
но дать на плоскости Е' изображение всякой про-
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странетвенной фигуры,  т. е. всех ее точек. Я рас
смотрю только один пример.  

Имея шар с центром в н ачале О и р адиусом еди
ница, рассмотрим прежд.е всего те окружности, по 
которым он пересекает координатные плоскости . На·  
пример, окружность пересечения шара  с плоско
стью х.ч имеет своими сопряженными,  т. е. взаимно 
перпендикул ярными,  ра 
диусами единичные век
торы на осях х и у, по
скольку же осуществля
ется аффинное отображе
ние, то этой окружности 
соответствует некоторый 
эллипс (рис. 62) , для ко
торого точка О' служит 
центром, а векторы (А ) 
и (В )  сопряженными по-
лудиаметрами,  так что Рис. 62 
этот эллипс вписан в па -
раллелограмм ,  построенный на  вектор ах 2 (А ) и 2 (В)'. 
Точно так же и эллипсы, соответствующие двум дру
гим окружностям пересечения,  имеют своими  центра 
ми  точку 0' ,  а векторы (В)  и ( С) и соответственно 
, (А ) и (С)  сопряженными полу диаметрами .  

Основная теорема Польке. 
7 . Составив себе, таким образом , полную картину 

природы аффинных соответствий (3 )  с равным нулю 
определителем, мы должны еще сделать последний,  
решающий шаг  в наших исследованиях, а именно, по
казать, что упомянутые аффинные соответствия дей
ствительно возникают при аксонометрическом проек
тировании так, как мы это утверждали выше.  Здесь 
гл авную роль играет так называемое фундаменталь
ное предложение аксонометрии ,  которое К Польке, 
профессор начертательной геометрии в строительной 
академии в Берлине, открыл в 1 853 г. и опубли ковал 
в 1 860 г . в своем «Учебнике начертательной геомет
рии» * ) . В одной своей р аботе * * )  Шварц впервые 

* )  Р о h 1 k е К Lehrbuch der d arstel lenden Geometrie. - Вег· 
l in ,  1 i>GO. 

*') S с h \V а r z Н. A.//J. reine angew. Math. - 1 863. 
B d .  63. - S. 309. 

5 Ф. I<лейи, т. 2 
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опубликовал элементарное доказательство этого пред· 
ложения и одновременно подробно описал интерес· 
ную историю его открытия 87 ) . 

Сам Пол ьке определяет аксонометрию не анали· 
тически ,  а геометрически - как изображен ие про· 
странства параллельными лучами (связанное еще в 
случае необходимости с некоторым иреобразов анием 
подобия ) ; его теорема утверждает тогда, что при та· 
ком изображении единичные векторы ( исходящие из 
начал а )  на осях прямоугольной системы координат 
в простр анстве могут перейти в три произвольных 
вектора 88 ) на плоскости Е', исходящих из точки О'. 
В том , что наше отображение,  определенное анали· 
тически,  действительно пршюдит к таким  трем про· 
извольным векторам,  м ы  смогли  легко убедитьсц 
в п. 3; для нас поэтому более глубокий смысл пред· 
ложения Польке заключается в том, что nроизволь· 
ное отображение (3) (с .  1 25) , определенное аналити· 
чески, может быть получено геометрически путем п а· 
р аллельного nроектирования и изменения масштаба , 
причем nараллельные nрямые,  упом янутые в п. 1 ,  
оказываются nроектирующими лучами.  
_ 8. Я хотел бы здесь на метить примерный ход 
nрямого аналитического доказательства сформулиро· 
ванного таким образом предложения.  Направляя 
н аше внимание на  два семейств а  nараллельных пло· 
скостей пространства R 

А 1х + В1у + Ctz = 6. А2х + В2У + C2z = 'YJ 
'( где 6, 'YJ - переменвые параметры) , мы замечаем, 
что каждая пара  значений 6, 'YJ определяет одну из 
названных nараллельных nрямых. Есл и  бы н а м  уда · 
лось поместить в пространстве R картинную пло· 
скость Е', а н а ней такую прямоугольную систему 
координат х', у' с подходящим масштабом, чтобы 
каждый луч 6, 'YJ nересекал эту картинную пло· 
скость Е' n точке х' = 6, у' = fJ ,  то отображение (3 )  
действительно было бы геометрически осуществлено 
жел аемым образом. 

Но для этого, nрежде всего, плоскости 6 = О, 
fJ = О должн ы  nересекать упомянутую плоскость Е' 
по координатным осям О'у' и соответственно О'х', 
т. е.  по взаимно nерпендикулярным прямым;  обозна
чим через 8 1 , 82 _ угл ы  (определяющие положен ие пло· 
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скости Е')  между прямой 6 = '11 = О  ( рис.  63 ) и каж
дой из этих осей, а через а ( известный н ам )  угол 
между плоскостями 6 = О, '11 = О; тогда по известной 
из сферической тригонометрии  теореме косинусов, 
nрименеиной к трехгранному углу, образованному 
nлоскостями 6 = О, 'I'J ' =  О 
и Е', косинус угл а 
между прямыми  О'х', 
О' у' р авен cos е, cos 82  + 
+ sin е, s in  6 2 cos а; следо
вательно, этот угол бу
дет прямым в том и толь
ко в том случае, если 

ctg el ctg е2 = - cos а. ( а ) 

Но каждая плоскость 

А,х + В,у + C,z =  6 

nересекает Е' по прямой Рис. 63  
х' = const;  если Q' - пе-
ресечение этой прямой с осью х', то соответствующее 
значение х' оказывается р авным O'Q' с точностью 
до подлежащего еще определению м асштабного мно
жител я Л системы координат на  Е'; опуская перпенди
куляры Q'S , Q'R на плоскость 6 = О  и соответственно 
н а прямую 6 = '11 = О, получаем 89) 

O'Q' = Q'R 
s in  el ' 

, Q 'S 
Q R = sin a ' 

а поскольку Q'S как кратчайшее расстояние  между 
nлоскостями A lx + Biy + C1z = O и А 1х + В1у + 
+ C1z  = 6 легко вычисляется по известной формуле 
аналитической геометри и  в nространстве, то оконча
тельно имеем 90) 

х' = ЛО'Q' = Л  , s 
,У Af + BI + cf sin 6 1 sin а 

Совершенно аналогично получаем выражение для 
координаты у' точек, лежащих н а  линии пересечения 
моекости А2х + В2У + C2z = 'I'J с плоскостью Е';  

у' = Л 
'11 • 

'\)А� -r в� + с� sin е.� sin а 
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Для того же чтобы каждый луч , определяемый 
любой п арой значений параметров �. '1') ,  пересекал,  
согл асно нашему жел анию,  плоскость Е' как раз 
в точке х' = �. у' = 'I'J, необходимо,  чтобы 

. 1 2 2 2 Л= 'У A t  + Bt + Ct s in  81 s in  а= 

= "./А� + В� + С� s in  82 s in а., (Ь) 
откуда для 8 t ,  е2 получается второе ур авнение 

(с) 

Очень · простое вычисление показывает, что ур ав
нения ( а ) , ( с )  дают дл я  ctg 8 1 ,  ctg 8 2  только одну 
пару действительных решений 9 1 ) ,  определенны х  с 
точностью до знака + ;  другим и  словами ,  им еется , 
по существу, только одно (т .  е. не считая симметрии  
относительно плоскости,  нор м альной к прямой � = 
= 'I'J = О) положение плоскости Е', для которого реа
лизуется аксонометрическое аффинное соответствие 
х' = �. у' = '1') ,  коль скоро м асшта б  для прямоугольной · 
системы координат на  Е' выбран сообразно равен
ства м  (Ь ) .  Весь этот ход идей можно еще больше 
геометризовать, если исходить из того условия, что 
единичные точки на осях х' и у' (т. е .  точки, для ко
торых х' = 1 и соответственно у' = 1 )  должны по
пасть на  прямые � = 1 ,  'I'J = О и � = О, '1') = 1 .  Тогда 
наша  задача принимает такую форму :  найти пло
скость Е', которая пересекла бы заданную треуголь
ную призму по прямоугольному р авнобедренному 
треугольнику. 

После этого подробного изложения едва ли явля
ется необходимым долго останавливаться на уже вы
сказанном выше обратном утверждении :  каждая ак
сонометрическая проекция представляет собой неко
торое аффинное преобразование с определителем ,  
р авным нулю. В справедливости этого предложени я 
м ожно убедиться,  применяя,  как и выше (с. 1 1 6) ,  н а  
картинной плоскости Е '  сначал а  косоугольные коор
динаты, получаемые из осей х и у пространства R 
путем параллельного проектирования,  и переходя з а 
тем путем пекоторой линейной подстановки к наперед 
заданной на Е' прямоугольной системе координат. 
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Заканчивая этим настоящую главу об аффинных: 
соответствиях, обращу ваше внимание еще на  воз· 
можность получить экспериментальным путем на·  
глядное представление о вознttкновении аксономет· 
рического изображения,  а именно, отбрасывая н а 
экран с помощью проекционного фонаря ( который еле· 
дует представить себе расположенным крайне дале· 
ко) теневые изображения некоторых простых моде· 
лей ( квадрата , круга, эллипса,  куб а ) ; при этом вы 
получите точное подтверждение наших результатов 
о иреобразовании фигур и ,  в частности ,  сможете 
легко подтвердить на опыте также и спр аведливость 
теоремы Польке, подвергая теневое изображение трех 
вза имно перпендикулярных штанг всевозможным из· 
менениям,  получаемым при передвижении  как самой 
модели, так и проекционной плоскости ( экран а ) . 

Теперь мы переходим к новой главе, которая рас· 
сматривает более общие, а именно проективные пре· 
образования, охватывающие аффинные преобразова· 
ния ка к частные случаи .  

1 1. ПРОЕКТИВНЫЕ ИРЕОБРАЗОВАНИЯ 

Аналитическое определение;  введение однородных: 
координат. Здесь я тоже сразу же р ассматр иваю 
трехмерное пространство. 

1 ) За исходный пункт я беру аналитическое опре
деление проективного преобразования.  Но на  этот 
раз мы пол агаем х', у', z' равными не целым,  а дроб
ио-линейным функциям х, у, z, которые, однако, все -
11 это является чрезвычайно существенным - должны 
иметь один и тот же знаменатель:  

, а 1х + Ь 1 у  + c 1z  + d, Х = ' а4х + Ь4у + c4z + d4 
, а2х + h2y + c2z + d2 у - -=-�;-=--;---.:'---7--.=- а4х + Ь4у + c4z + d4 ' 
, азХ + ЬзУ + СзZ + dз 

;г = а4х + Ь4у + c4z + d4 • 

( 1 ) 

Каждой точке х, у, z соответствует в силу ( 1 }  
вполне определенная конечная (т .  е .  не бесконечно 
удаленная) точка х'

, у', z' при условии, что этот об· 
щий знаменатель отличен от нуля. Если  же точка х, 
у, z приближается к плоскости 92) а� + Ь4у + c4z + 
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+ d4 = О, то соответствующая точка х', у', z' - это 
и является новым по сравнению с аффинным преоб
р азованием - удаляется в бесконечность ; указанную 
плоскость называют «плоскостью схода»,  а ее точ
ки - «точка ми схода» и говорят, что при проектив
ном преобразовании они соответствуют бесконечно 
удаленным элементам простр анства :  так называемой 
бесконечно удаленной плоскости и соответственно 
бесконечно удаленным точка м .  

2 )  П р и  исследовании возникающих здесь проблем 
оказывается , как известно, очень целесообразным вве· 
сти однородные координаты,  т. е. ввести вместо трех 
координат  точки х, у, z четыре вел ичины s. ТJ ,  �. т ,  
определяемые р авенствами  

x = l. . y = !l. ,  't" 't" z = i. · 
т '  

эти четыре величины рассматриваются как незави
симые переменвые с тем единственным ограничением, 
что они не  должны все одновременно обращаться в 
нуль и что н и  одна из них не  должна становиться 
бесконечно большой . Поэтому каждой точке х, у, z 
соответствует бесконечное множество систем значе
ний р6, рТJ ,  р�, рт, где р - произвольвый м ножитель 
( отличный от нуля ) ;  обратно, каждая система зна 
чений 6, ТJ ,  �. т, где т =F О, задает определенную ко
нечную точку х, у,  z ( ту же точку задают и все си
стемы значений р6,  рТJ ,  р�. рт) . Одна ко при т = О по 
крайней мере одно из частных х, у , z становится бес
конечно большим;  сообразно этому принимают, что 
I< аждая система значений 93) 6 , ' ч , �. т = О должна 
означать «бесконечно удаленную» точку, причем все 
системы р6, рТJ ,  р�, О дают одну и ту же точку. Этим 
вводятся строго аналитическим путем те точки, ко
торые обыкновенно присоединяют к обычным конеч· 
ным точкам в качестве «бесконечно удаленных». 

Опыт показывает, что оперирование с однород
н ы м и  координатами вызывает у многих, во всяком 
случае у начинающих, неприятное чувство. Я думаю, 
что виною этому является- та как бы· неопределен
ность, текучесть этих величин,  которую вносит про
извольный множитель р. Быть может, отчетливое под
черкивание этого обстоятеJiьства будет содействовать 
устранению та КQГО ощущ<;шия. 
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Для этой же цели представляется целесообразн ым 

добавить здесь кое-какие соображения  о некоторых 
геометрических представлениях, которые  можно свя
з ать с однородными координатами.  При этом сн ачала 
я буду говорить о координатах не в пространстве, 
а на плоскости Е. В этом случае для обеих прямо
угольных координат полагаем 

х = !. , y = .!l. .  't' 't' 

Условимся рассматривать 6 . 'I'J , т как прямоуголь
ные координаты в пекотором трехмерном простран
стве, а нашу плоскость Е бу
дем рассматривать как пло
скость 't' = 1 этого простран
ства,  параллельную плоскости 
6'11 (рис. 64) , полагая на  ней -&= t ������� 
х = 6. у = 'I'J .  Если соединить 
точку х, у на плоскости Е пря
мой л инией с точкой О, то, как 
известно, на этой прямой от-

ношения : и � будут сохра·  
Рис. 6 4  

пять постоянные значени я, а именно, должно быть 
,(для всех точек этого луча ) 

!. = х 't' ' .!l. = y 't' ' 

так как при 't' = 1 как раз должны иметь место р а
венства 6 = х и 'I'J = у. Таким образом , введение од
нородных координат означает просто отображение 
плоскости Е в связку прямых,  про�ктирующих эту 
плоскость из начала координат О вспомогательного 
трехмерного пр остр а н ств а .  Именно,  однородные ко
ордин аты 6 .  ТJ, т любой точки х, у плоскости Е явля
ются простр анствеи н ы м и  координ атами точек той 
прямой этой связки, которая проектирует эту точку 
х, у. Поскольку каждой точке плоскости Е соответ
ствует бесконечн ое множество точек такой прямой, 
то смысл неопределенности однородных координат 
дел а ется совершенно ясным .  Исключение системы 
значен ий 6 = 11 = 't' = О имеет свое геометрическое 
основание в том , что сам а по себе точка О не фикси
рует еще никакой определенной прямой,  а значит, и 
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никакой точки на Е. Столь же очевидным представ· 
ляется и то, что нет нужды в бесконечных значен иях 
для 6, ТJ ,  't ;  ведь любую прямую можно получить 
путем соединения точки О с точками ,  лежа щим и  
в конечной части пространства .  Наконец, стано
вится совершенно ясн ым и то, _  каким образом м ы  
избегаем бесконечно больших значений для коор· 
дй:нат х, у, заменяя бесконечно удаленные элемен· 
ты плоскости Е параллельными ей прямыми ,  про· 
ходящими  через точку О и _лежащими в плоскости 
't = 0 94) .  

Употребление термина «бесконечно удаленная  
прямая»  также получает при этом наглядное геомет
рическое содержание .  Аналитически он является лишь 
выражением той абстр а ктной аналогии, что все «бес
конечно удаленные точки» удовлетворяют линейному 
уравнению 't = О  совершенно подобно тому, ка к все 
точки каждой конечной rtря мой тоже удовлетворяют 
векоторому линейному уравнению. 

Теперь же мы можем дать и чисто геометриче
скую интерпретацию:  каждой пр ямой на плос1юсти Е 
принадлежит в связке О некоторый плоский пучок 
прямых и ,  наоборот, каждый плоский пучок прямых 
в связке О - за  исключением плоского пучка 't=O, 
определяет некоторую прямую на Е;  поэтому пред· 
ставляется целесообразным назвать прямой та кже и 
совокупность точек, соответствующих на  плоскости Е 
прямым этого последнего пучка ,  что и дает нам ка к 
раз «бесконечно удаленную прямую». 

Совершенно ан алогичные представления можно 
составить себе, вводя однородные координаты в трех
мерном пространстве. А именно, мы представляем 
себе это последнее как «сечение»,  определяемое урав
нением 't = 1 в векотором вспомогательном четырех
мерном пространстве 6, ТJ ,  �. 't и сопоставляем это 
сечение со связкой прямых, которая проектирует ero 
из нулевой точки (начала ) вспомогательного про· 
странства .  Тогда все дальнейшие рассуждения можно 
провести без взяких затруднений в почти буквальной 
аналогии с предыдущим и, в частности, перенести 
сюда истолкование бесконечно удаленных элементов . 
При  этом применение четырехмерного пространств а 
явJi яется , конечно, только средством для более удоб
ного способа выражения ,  которому ни в коем случае 
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не следует приписывать какое-либо мистическое з.н.а�  
чение, 

3 )  Вводя в уравнения ( 1 )  проективного преобра�  
зования однородные координаты, мо2Кно р азбить эти  
уравнения благодаря р авенству их знамен ателей на 
следующие четыре  уравнения при  помощи произволь� 
н ого мно2Кителя пропорциональности р' : 

p's' = als + b l'l'}  + cl� + d l т .  
p'r( = а26 + ь2'11 + с2� + d2't , 
р'�' = азs + Ьз'l'} + Сз� + dз't , 
р'с' = а46 + Ь4'1'} + с4� + d4-т:. 

(2) 

Эта система уравнений,  если не считать произволь
ного мно2Кителя р', изобра2Кает наиболее общую л и� 
нейную однородную подстановку четырех перемен· 
ных и представляет собой поэтому некоторое аффин
ное преобразование вспомогательного четырехмерного 
пространства ,  при помощи которого м ы  по м етоду 
п. 2) истолковываем однородные координаты.  И в этом 
случае мо2Кно составить себе более конкретное пред
ставление, если ограничиться плоскостью. Чтобы по
лучить наиболее общее проективное преобразование 
плоскости, достаточно подвергнуть пространство, в ко
тором задана связка прямых, проектирующих эту 
плоскость, произвольному аффинному преобразова 
нию с фиксированным началом О, а затем пересечь 
преобразованную связку тою 2Ке плоскостью. При 
этом мы  ка2Кдый раз  будем по-лучать то 2Ке самое 
проективное преобразование,  если ,  кроме того, со
ответственно мно2Кителю р' подвергнем пространство 
еще произвольной гомотетии с центром О, ибо про
ективное соответствие всецело определяется пересе
чениями прямых, проходящих через О, с нашей пло
скостью, а ка2Кдая из этих прямых при указ анной 
гомотетии переходит в себя .  

Примененный здесь метод использования вспомо
гательного пространства н азывают принципом проек
тирования и пересечения ;  он оказывается и во мно
гих других случаях очень полезным,  так  как позво
л яет, говоря вообще, более сло2Кные соотношения в 
пространствах n измерений представлять в более про-. 
стой и понятной форме  при помощи р ассмотрения 
вспомогательных пространств n + 1 измеренИй .  
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4 )  Переходим к задаче обращения уравнений пре· 
образования ( 2 ) . Теория определителей учит, что пе· 
ременные s. 'I'J ,  � .  т тоже являются линейными одно· 
родным и комбинациями  переменных 6', 'I'J ', �'. т' 
оп ять-таки, конечно, с произвольным множителем 
дропорциональности р :  

ps = a�s' + Ь�11" + <�' + d�т". 
P'l1 = a�s' + ь;11' + с��, + d�т', 

Рь = a;s' + ь;'I'J' + с;ь' + d;т', 

рт = a�s' + ь� '11' + с�{;' + d� т' , 
лишь бы только определ итель 

а1 Ь 1  с 1  d1 
а2 ь2 с2 d2 8. = аз Ьз Сз dз 
а4 Ь4 с4 d4 

(3) 

систем ы  (2) не обр ащался в нуль. Следовательно, 
системы значений s. 'I'J , �. т и s'. '1']1, �'. т' находятся 
при соблюдении этого условия во взаимно однозна ч· 
н ом соответствии ( с  точностью до указанных произ
вольных общих множителей ) .  

Замечу тут же - и вы этому сразу же поверите 
на основании нашего опыта в исследовании аффин
ных преобразований , - что и здесь случай 8. = О  ока
з ыв ается достаточно интересным и не должен быть 
пропущен ; ему соответствует отображение всего про
странства на некоторую плоскость, что мы  имеем во 
всякой центральной проекции, например,  в фотогра· 
фии.  Но  сначал а  мы рассмотрим общий случай,  когда 
l!J. =;l= O. 

. 

5)  Из (2 )  и ( 3 )  сразу же видно, что всякий раз ,  
когда 6.  'I'J , �. т связаны линейным  уравнением, по
добное же уравнение связывает также 6', 'I'J ', �', т' 
и н аоборот. Каждой плоскости соответствует, следо
в ательно, тоже пекоторая плоскость ; в частности , на·  
пример,  бесконечно удаленной плоскости простран
ства R' соответствует определенная, вообще говоря , 
конечна я  плоскость в пространстве R - уже упомяну
тая в ы ше «плоскость схода » 95) . Как видите, употреб
ление термина «бесконечно удаленная плоскость» 
оказывается крайне целесообразным ,  так как только 
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оно одно позволяет высказывать подобные предло·  
жения без всяких оговорок. Из сказанного непосред
ственно заключаем,  что каждой прямой обязательно 
соответствует тоже некоторая прямая .  Следователь
но, всякое проективное преобразование  является по 
терминологии Мёбиуса (с .  1 1 1 )  некоторой колл инеа
цией .  

Геометрическое определение : проективное отобра� 
жение как коллинеация. 

6) Однако вся красота з аключается в обратимо
сти этого предложения : всякая коллинеация про
странств а ,  т .  е .  всякое вза имно однозначное преобра·  
зование 96 ) , которое каждую прямую переводит в неко
торую прямую и которое, кроме  того, удовлетворяет 
еще определенным почти са моочевидным условиям. 
является некоторым проективным преобразованием, 
т. е. преобразованием,  определяемым аналитически 
уравнениями ( 1 )  или соответственно ( 2) .  

Принадлежащее Мёбиусу доказательство послед
него предложен ия я проведу здесь ради удобства 
только для плоскости ; для пространства оно выгля
дело бы совершенно аналогично. Ход идей этого до
казательств а сводится к следующему:  в nроизвольно 
заданной коллинеации выбираем как-нибудь две чет
верки соответственных точек и сначала в п. а )  nока
зываем , что всегда существует такое nроективное 
преобразование, которое переводит одну из та ких 
произвольных четверок в другую. Но всякое проек
тивное преобразованпе является в то же время неко
торой коллинеацией, и мы доказываем далее в n. Ь ) , 
что при известных условиях м ожет существовать 
только одна коллинеация ,  в которой являются соот
ветственными те же самые две четверки. Следова
тельно, указанное выше проективное nреобразование 
действитеJJЫIО должно совпадать с заданной колли
неацией, а в этом и заключается наше утверждение. 
Перехожу к детальному проведению обеих частей до
казательства .  

а )  Отметим ,  что уравнения проективного nреобра· 
зования на  плоскости 

p's' = a.s + ь.ч + d(r, 
р'ч' = �6 + Ь2ч + dzт:, 
р' т:' = аэ6 + Ьзч + dзт: 
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содержат 9 - 1 = 8 параметров (изменение величи· 
ны р' н е  влияет н а  это преобраэование) . Требование 
о том ,  чтобы из двух наперед заданных точек перва я 
nереходила во вторую при векотором проективном пре
обраэовании,  заключает в себе два линейных усло
вия для параметров этого преобраэования,  ибо эдесь 
и меют значение только отношения трех однородных 
координат. Следовательно, соответствие двух четве- · 
рок точек представляет 2 · 4 = 8 линейных условий, 
точнее говоря ,  восемь линейных однородных уравне
ний для девяти величин а 1 ,  • • •  , d3• Такие уравнения, 
как известно,  всегда допускают нетривиальное реше
ние, так  что всегда можно найти константы проек
тивного преобраэования,  переводящего одну из за
данных четверок в другую. Ручаться за то ,  что это 
последнее действительно является собственным про· 
ективным преобраэованием с не  р авным нулю опре
делителем и что оно определяется однозначно, мож
но,  как легко видеть 97 ) , только в том случае, есл и 
каждая из обеих заданных четверок точек находится 
« в  общем положении»,  т. е .  если никакие три  точки 
ни в одной из четверок не лежат на одной прямой; 
но ведь только для этого случая нам и нужно эдесь 
это предложение.  

Ь )  Пусть теперь задана произвольпая коллинеа
ция ( коллинеарное отображение) плоскостей Е, Е'. 
Если 1, 2, 3, 4 - какие-либо четыре точки на Е, из 
которых никакие три не лежат на  одной прямой, и 
если 1', 2', 3', 4' - соответственные точки на Е', удов
летворяющие такому же условию, то н аше утверж
дение заключается в том,  что заданная коллинеация 
вполне однозначно определяется соответствием обеих 
этих четверок точек. Доказательство будет состоять 
в установлении того, что, исходя из этих двух вза
имно  соответственных четверок, можно построить 
коллинеацию одним и только одним способом, поль
зуясь только обеими  ее характеристическими свой 
ствами (однозначность и взаимное соответствие пря
мых) . В качестве главного вспомогательного сред
ства применим так н азываемые сети Мёбиуса,  т. е. 
некоторые системы прямых, которыми мы,  ка к пау
тиной , покроем наши плоскости . 

Сперва проведем в каждой плоскости ( рис. 65)  
по шесть прямых, соединяющих попарно четыре за -
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данные точки ; в коллинеаци и они доJiжны соответ· 
ствовать одна другой, ибо, н апример,  прямой 1 2 н а  
Е должна быть сопоставлена именно такая прямая  
на  Е', на которой лежало бы как изображение J A  
точки 1, так  и изображение 2' точки 2, а такой пря· 
мой может быть только 1' 2' .  

Рис. 65 

Но, кроме основных четырех точек, необходимо 
должны будут находиться во взаимном соответствии 
также и вновь получаемые пересечения соответствен· 
ных прямых, например точка ( 1  4, 2 3) должна соот
ветствовать точке ( 1 ' 4', 2' 3') : это также следует 
непосредственно из коллинеарности и взаимной одно
значности отображения.  Соединяя опять эти новые 
точки между собой прямыми ,  пересекая эти послед
ние со старыми прямыми,  соединяя снова полученные 
точки пересечения и продолжая все дальше этот про
цесс, получаем на  каждой из плоскостей по все бо
лее густеющей сети прямых и точек, причем точки и 
прямые обеих сетей обязательно должны попарно со
ответствовать друг другу в искомой коллинеации. 

Всякая произвольно заданная точка плоскости Е 
либо сама является одним из узлов сети, либо может 
быть, как легко себе уяснить, заключена в неограни
ченно сужающиеся клетки этой сети , , т. е. является 
предельной точкой для узловых точек сети . В первом 
случае соответственная точка н а  Е' сразу же опреде
ляется однозначно как соответственный узел сети. 
А для определения соответственной точки во втором 
случае приходится внести J;J определение коллинеации 
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одно добавление, которое представляJюсь Мёбиусу 
настолько самоочевидным ,  что он даже не считал 
нужным отдельно его формулировать. А именно, уста
н авливаемое коллинеацией отобр ажение должно быть 
непрерывным 98 ) ; это означает, что каждой предель
ной точке какого-либо точечного множества на  Е 
должна соответствовать предельна я точка соответ
ственного точечного множества плоскости Е'. Оче
видно, что тогда и во  втором случае, согласно преды
дущему замечанию, соответственная  точка на  Е' 
определяется однозначным образом . Этим доказыва
ется спр аведливость нашего утверждения Ь )  для вся
кой непрерывной коллинеации .  

Таким же способом можно доказать, что каждая 
непрерывная коллинеация в трехмерном пространстве 
определяется п ятью и вообще в п-мерном простран
стве n + 2 парами  соответственных точек. 

Припоминая сказанное в н ачале п .  6) , получаем 
в качестве р езультата следующую точную теорему :  
проективные преобразования являются единствен
ными  взаимно однозначными преобразованиями, пр и 
которых все без исключения прямые переходят снова 
в nрямые.  

Поведение основных геометрических- образов при 
проект ивных преобразованиях. 

7)  После этого отступления будем продолжать на 
чатое нами в n .  5) исследование поведения основных 
геометрических образов при nроективном или, каi< мы 
теперь можем также сказать, nри коллинеарном прс
образов ании.  Мы в идели там,  что неограниченна я 
плоскость или прямая переходят при проективном пре
образовании в образы того же рода, так что эти поня
тия сохраняют при проективных преобразованиях 
оnределенный,  неизменный смысл .  

В этом своем свойстве общие проективные преоб
р азования сходны с аффинными ,  но они отличаются 
от этих последних свопм поведением по отношени ю  
к понятию параллелизма .  А именно, п р и  проектив
н ых преобразованиях сохранение параллелизма  двух 
прямых, имев шее м есто при  аффинных преобразова
н иях (с .  1 1 2 ) , п'ерестает быть обязательны м. Наобо
рот, бесконечно удаленная плоскость одного про
странства м ожет перейти в любую конечную (т.  е .  
н е  бесконечно удаленную) плоскость другого про-
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странства - в его nлоскость схода ;  nри этом беско
н ечно удаленной точке, общей двум параллельны м  
n р ямым,  соответствует, вообще говоря ,  пекоторая 
л ежащая на конечном расстоянии точка nлоскости 
сход а ,  в которой nересекаются nрямые,  соответствую
щие обеим nараллельным nрям ы м ;  за  этим можно 
в точности проследить, например,  nри помощи одно· 
родных координ ат. В то же врем я мы, несомненно, 
убеждаемся также и в том ,  что nонятие nаралле
лизма не подвергается бессмысленному уничтоже· 
нию, но что оно уступает место такому более общему 
представленцю: бесконечно удаленные точки про· 
странства заполняют некоторую nлоскость, которая 
может быть nроективно nереведена во всякую другую 
( конечную) nлоскость nространства и которая в силу 
этого оказывается совершенно равноnравной со все
ми этими nлоскостями ;  ее только в известной м ере  
произвольно выделяет nредикат «является бесконеч· 
но удаленной» .  «Параллельными» называются тогда 
такие nрямые (а также плоскости ) ,  nересечение ко
торых лежит в этой в ыделенной плосrюсти;  nроектив
ное преобразование может nривести к тому, что они 
пересекутся в определенной другой nлоскости и то
гда их уже не н азывают параллельными .  

В связи с этим свойством н аходится и то ,  что  по 
отношению к проективным преобр азованиям грасс· 
мановы основные образы тоже теряют свой инвари· 
а нтный характер . Свободный вектор не  nереходит бо
лее в свободный же вектор, скользящий вектор уже 
не nереходит в скользящий и т. д. 

В самом деле, рассмотрим линейный элемент nро
странства R с шестью координатами 

X = Xt - X2, 
L = YtZ2 - Y2ZJ , 

Y = yt - У2• Z = Zt - Z2, 
м = X2Zt - Z2Xt , N = XtY2 - YtX2 

и образуем аналогичные величины Х1, • •  , , N1 из ко-, ' ·  1 1 ординат точек х " у1 ' х2, у2, св язанных с точками х1,  
Yt ; Х2, У2 проективным nреобразованием ( 1 )  (с. 1 33) : 

1 а 1х 1 + Ь t Y t  + c,zt  + d 1 
х, = a.x t + Ь4У t + c4z 1 + d4 И т. д. ,  

1 а 1 х2 + Ь 1 У2 + c1z2 + d2 х = и т д 2 а.х2 + Ь•У2 + C4Z2 + d• ' ' 
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В силу этих формул выражения для Х', . . .  , N' 
принимают форму дробей, числители которых могут 
быть представлены как л инейные комбинации одних 
только шести величин Х, . . .  , N с постоянными ко
эффициентами ,  тогда как их общий знаменатель 

содержит сами координаты точек и не может быть I:IЫ· 
р ажен исключительно через Х, . . . , N.  Таким обра
зом,  кординаты преобразованного линейного элемен
та зависят не только от координат первоначального 
элемента , но и от специального положения его на
чала и конца,  поэтому при передвижении отрезка 1 2 
вдоль его прямой Х, . . . , N будут сохранять свои 
значения ,  но Х', . . .  , N', вообще говоря, будут при 
этом изменяться, так что отрезок 1 '  2 '  не явл яется 
линейным элементом в грассм ановом см ысле .  

В противоположность этому неогр аниченная пря
мая при проективном преобразовании сохраняется 
как таковая ;  это объясняется тем ,  что она изобр а
жается отношениями величин Х' : У' : . . . : N', из ко
тор ых снова выпадает служивший помехой знамена
теJrь, общий всем шести величинам ;  таким образом, 
эти отношения действительно выр'ажаются искЛючи
тельно через отношения Х :  У :  . . . : N. 

8) Мне осталось назвать еще несколько -важных 
образов, которые при проективном преобразовании 
переходят в образы того же рода . Прежде всего вся 
кое квадр атное уравнение относительно х', у',  z' по
лучается, - в чем можно убедиться, если умножить 
его н а  квадрат общего знаменателя а 4х + Ь4у + 
+ c4z + d4, - из некоторого квадратного уравнения 
относительно х, у, z, и наоборот. Это значит, что 
каждой поверхности второго порядка в простран
стве R соответствует та кая же поверхность в про
странстве R'. Поэтому и пересечение такой поверх
ности с плоскостью, т .  е .  любая кривая второго 
порядка,  тоже переходит в некоторую кривую вто
рого же порядка. Аналогично этому, вообще, всякий 
алгебраический образ,  определяемый одним или не
сколькими  уравнениями относительно координат, пре
образуется в однотипный с ним образ того же по
рядка ; следовательно, тип (род) таких образов инва-
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риантен по отношению к проективным преобр азо
ваниям .  

9 )  Наряду с этими инвариантными образами ,  
определяемыми посредством уравнений,  я должен еще 
указать на  одну числовую величину, значение кото
рой остается неизменным при всех проективных пре·  
образованиях; она заменяет собой до пекоторой 
степени понятия расстояния и угла ,  величины кото
рых, как известно,  не являются инвариантными  даже 
при аффинных преобразованиях, не  говоря уже 
о проективных. Я имею в виду, если говорить сна
чала о пр ямой, известную функцию расстояний четы
рех точек 1 ,  2, 3, 4, как-нибудь расположенных на пря
мой ,  а именно ,  упом янутое уже выше двойное отно
шение (с .  1 5) 

1 2 32 1 2 . 34 

1 4 
: 

34 
= 

1 4 . 32  • 

В самом деле, инвариантность этой величины по  
отношению к проективным иреобразованиям легко 
может быть проверена вычислением,  что мы ,  впрочем, 
еще раз сдел аем в дальнейшем,  исходя из других то
чек зрения.  

Совершенно аналогично обстоит дело и с пучка ми 
прямых, если только брать вместо самих углов их 
синусы. А именно, обозначая через 1 ,  2, 3, 4 прямые 
( или плоскости ) некоторого пучка , получаем для их 
двойного отношения следующее выр ажение :  

sin ( 1 .  2 )  • sin (3, 2) s in  ( 1 ,  2) s in (3, 4) 
sin ( 1 ,  4) • sin (3, 4) sin U ,  4) sin (8, 2) • 

Так как двойные отношения были первыми число
выми инвариантами проективных преобразований ,  
с которыми случилось встретиться, то очень часто 
проективные геометры видели конечную цель всех 
стремлений в том, чтобы все дальнейшие инварианты 
проективных преобразований свести к двойным отно
шениям,  хотя это и выглядело часто очень искус
ственным.  Нам еще придется в дальнейшем вернуться 
к более детальному изучению этих соотношений.  

Этих немногих указаний достаточно, чтобы пока
зать вам,  как можно через весь геом етрический ма
териал провести резкую разгр аничительную лини ю  
в зависи мости о т  его отн ошения к проективны м  
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nреобразованиям . Все, что сохраняется при этих npe· 
образованиях, составл яет nредмет возникшей в по
следнее столетие nроективной геометрии 99 ) , о которой 
я уже говорил р аньше и которую мы  в дальнейшем 
должны будем изучить еще более глубоко. Это на 
звание ,  ставшее теперь общеуnотребительным ,  лучше 
ч асто nрименявшегося р аньше н азвания «геометрия 
nоложения», которым хотели подчеркнуть ее проти
вопоставление «геометрии меры»  или «элемента рной 
геометрии» ,  охватыва ющей все, также и nроективно 
не  инвариантные, геометрические свойства .  Ибо ста 
рое название  совершенно скрывае'JО то ,  что  м ногие 
метрические свойства ,  в частности значение двойного 
отношения, тоже nринадлежат к этой дисциплине. 

Центральное проектирование пространства н а  
плоскость ( проективное отображение с равным нулю 
определ ителем ) .  Теперь я хотел бы еще поговор ить, 
так  же как и раньше при аффинных отображениях, 
о nрименениях nроективных преобразований .  

1 )  Я начну с указаний ,  относящихся к начерта 
тельной геометрии ;  здесь я могу лишь, оставляя в 
стороне всякую сист ематику, nривести несколько ха
р а ктерных примеров. 

а) Первым примерам будет отобр ажение про
странства н а  плоскость nосредством центральной пер

% сnективы,  которая является 
прямым обобщением аксоно
метрии (nараллельной nерсnек
тивы ) ; здесь проектирующие 
nрямые не исходят из беско
нечно удаЛенной точки, а про-

.:с ходят через произвольную ко-
;:...1<.------� печную точку. 

Рис. 66 Центр nроекций мы поме
стим как раз в начало коор

динат О,  а з а  картинную nлоскость nримем nлоскость 
z = 1 (рис.  66) . 

Тогда для изображения р' (х', у, z' )  любой точки 
р (х, у, z) будет во  всяком случае 

z' = 1 ,  

а nоскольку р, р' лежат н а  одной и той же прямой, 
проходящей через О, то 

х' : у' : z' = х : у : z. 
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Поэтому ур авнения нашего отображения имеют 
вид 

1 х х = -z · 

Y
l

_
}!_ 

- ;;; · 
1 z z = - .  

z 

Это отображение является, следовательно, част
ным случаем проективного преобразования,  а анало
гия с соответствующим и  соотношениями  при а ксоно
метрии заставляет нас  предположить, что оно имеет 
равный нулю определитель. В самом дeJie,  переходя 
к однородным координатам ,  получаем преобразо
вание 

P1S1 = 6.  p'r{ = '1'), pl�l = �. pl.-1 = � 
с определителем 

о о о 
о о о il = о о о = 0 . 

о о о 

Отдельные свойства этого преобр азования вы лег
ко сможете вывести по аналогии с приведеиными 
выше р ассуждениями, если  только будете иметь в 
виду, что каждая плоскость, вообще говоря ,  связан а 
с картинной плоскостью некоторым проективным 
(двумерным ) соответствием с не р авным нулю опре
делителем.  Отсюда, в частности,  следует, что, напри
мер ,  двойное отношение Jiюбых четырех точек на од
ной прямой или четырех Jiучей, проходящих через 
одну точку, остается при  этом ареобразовании неиз
менным.  

Рельефная перспектива. 
Ь ) Второй пример относится к пекоторому проек

тивному соответствию с не р авным нулю определите
.'lем,  которое включает в себя центральную перспек
тину как предельный случай и называется рельефной 
перспективой. Требуется изготовить такое рельефное 
изображение некоторого предмета , чтобы оно посы
лало глазу зрителя ,  помещенному в определенной 
точке, такие  же Jiучи, какие оригинал посылал бы 
наблюдателю, помещенному в соответствующее ме4 
сто. При надлежащим обр азом р а споJiоженной СИ4 
стеме координат это опять-таки означает. что точка4 
оригинал и точка-изобр ажение должны н аходитьсц_ 
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н а  одной и той же прямой,  проходящей через начало 
координат :  

х
' : у' : z' = х : у : z. ( 1 ) 

Все р азличие по сравнению с предыдущи м слу
чаем заключается в том ,  'ITO оригинал не отобража· 
ется н а  плоскость, а . лишь сжи м ается в некоторую 
узкую часть простр анства конечной ширины.  

Я утверждаю ср азу же, что это преобр азование 
дается формулами  

' ( 1 + k )  х , (1 + k) у 
Х = z + k ' У = z + k ' 

, (1 + k) z 
z = z + k ' (2) 

которые представляют собой во  всяком случае  неко· 
торое проективное преобразование и удовлетворяют, 
очевидно, уравнениям ( 1 ) .  Определитель, составлен· 
ный для соответствующих им  однородных уравнений 

р'6' = ( 1 + k) 6, p'r( = ( 1 + k) 'f}, 
р'�' = ( 1 + k) �. р'т' = � + kт, 

р авен 
1 + k  о о о 

о 1 + k о о 
= k ( 1 + k)S 1:!. = о о 1 + k �  о 

о о k 

и ,  следовательно, будет отличен от нуля ,  если только 
не будет k = O или k = - 1 .  

При k=O формул ы  ( 2 )  ка к раз  и переходят в пре· 
дыдущие формул ы  центральной перспективы, т. е. 
н а ш  рельеф весь вырождается в плоскость; случай же 
k = - 1 дает х' = у' = z' = О , т .  е. кажд�я точка про
странства отображается в нулевую точку, - очевидно, 
совершенно тривиальное вырождение. 

Для определенности примем k > О. Чтобы уясн ить 
себе геометрический см ысл отображения ( 2 ) , заме
ти м сперва ,  что каждая плоскость z = const перехо
дит в параллельную ей плоскость с аппликатой 

' ( 1 + k)  z 
(3) z = z + k · 

Взаимное отобра жение этих двух плоскостей, осу
ществляемuе проектирующими прямыми, исходящим и  
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из точки О, является вполне наглядным,  так  что оста
ется только уяснить себе сам закон (3) . 

При z = оо ( соответственно ,; = О ) получается 
z' = 1 + k. Плоскость, проведеиная параллельна пло
скости ху на расстоянии 1 + k, является, таким 
обр азом, плоскостью схода пространства изображе
ний и образует как бы задний план  ( фон ) рельефа ,  
на  который отображается бесконечно удаленный зад
ний план пространства объектов .  Важную роль иг
р ает еще плоскость, получюрщая-
ся при z = 1 ,  в которой совпа
дают предмет и его  изображе
ние;  в самом деле, при z = 1 по-
лучается также z' = 1 .  Если те- т 
nерь z изменяется, возрастая от 
1 до оо ,  то z' монотонно возра
стает от 1 до 1 + k, т .  е. если мы 
ограничимся предметами,  поме
щенными позади плоскости z= 1 ,  
то действительно получим в ка
честве изображения рельеф ко

z 
Z' 

z'=f+k 
жeiiue-· Иэolinn{ 

z =1 z'= 1 

о о' 
Рис. 67 

нечной глубины k. Такое ограничение всегда может 
и должно иметь место на практике (рис. 67) . 

Составим двойное отношение для точек z, 1 ,  z', 0: 
z - 1 z' - О z - 1 ( 1  + k)  z 1 + k 
z - 0

' 
z' - 1  = -z- ' k (z - 1 ) = -k- .  

Это показывает, что вообще при отображении (3)  
два значения z, z' в том и только в том случае соот
ветствуют друг другу, если они образуют с точками 1 
и О двойное отношение определенной в еличины (не 
зависящей от z и z') . 

В нашей математической коллекции имеется мо
дель, которая изображает в рельефной перспективе 
шар на кубе, круглый конус и круглый цилиндр ; р ас
сматриваемая с правильного расстояния,  она дает 
очень отчетливое впечатление тел , служащих ориги
налом.  Конечно, очень большуiQ роль играют здесь 
психологические моменты. Ибо одно только то, что 
в глаз вступают такие же лучи, как от некотороrо 
тела ,  не является еще достаточным для получения 
впечатления о наличии этого тел а ;  во вся ком случае 
чрезвы чайно важной является здесь также и при
вычка.  А и менно, поскольку нам несравненно чаще 
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приходилось в идеть шар на  кубе, чем приплюснутый 
элл ипсоид на узеньком гексаэдре (таков вид рель
ефно перспективноrо изображен ия ) ,  то мы уже зара
нее склонны объяснить световое впечатление  первой 
из  этих двух причин .  Более подробное рассмотрение 
относящихся сюда моментов предоставим психо
лога м .  

Ограничусь сказанным для в ашего первого озна
комления с применением проективных преобразова
ний в н ачертательной геометрии .  Конечно, все эти 
за мечания  настойчиво требуют дальнейшего углубле
ния , и ,  прежде чем оставить эту область, я хотел бы 
порекомендовать вам заняться обстоятельным изуче
нием начертательной геометрии ,  которая ,  как мне  ка 
жется , является необходимой для каждого nреnода
вателя м атем атики.  

Применеине проектирования для вывода свойств 
конических сечений. 

2) Второе применение проективных преобразова 
ний ,  на  котором я хочу теперь остановиться , касается 
доказательства геометрических предложений .  Дл я 

этой же цели мы  уже исnользо
вали р аньше (с .  1 18- 1 19) аф
финные преобразования.  

а )  Исходим из того, что окруж
ность, будучи подвергнута про
ективным преобразованиям или 
соответственно центральным пер
спектива м ,  переходит в любое 
«коническое сечение», т. е. в се
чение произвольной плоскостыо 
конуса ,  боковая поверхность ко
торого образована  проектирую-

Рис. 68 щими п р ямыми ,  проходятими 
через точки окружности ; здесь 

перед в а м и  м одель,  котора я  показывает, как та ким 
образом получаются элл ипс, гипербола и парабол а 
(рис .  68) . 

Ь ) Для проективной геометрии существует, следо
вательно,  только одно коническое сечение,  ибо любые 
два таких сечения могут быть проективно переве
дены  в окружность, а значит, и друг в друга . Подраз· 
деление же на эллипсы, п а раболы и гиперболы не ука
зыва ет с этой точки зрения на I<акое-либо абсолютное 
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внутреннее р азличие ,  а касается только случайного 
положения относительно пр ямой, которую обычно 
выделяют из других прямых в качестве «бесконе <шо 
удаленной». 

с )  Установим теперь следующую основную тео
рему о двойном отношении в конических сечениях :  
любые четыре неподвижные точки 1 ,  2, 3, 4 кониче
ского сечения проектируются из пятой подвижной 
точки Р того же конического сечения четырьмя лу
чами, которые имеют постоянное двойное отношение,  
не  з ависящее от положения точки Р (на сечении ) .  

Дл я доказательства вернемся к той окружности, 
из которой рассматриваемое коническое сечение воз
н икает посредством центральной перспективы ;  по
скольку при этом (т .  е .  при перспективном преобра 
зовании) двойные отношения остаются неизменными , 
то наше предложение во всяком случае будет, вооб
ще, справедливым, если только на этой окружнQсти 
четыре точки 1' ,  2', 3', 4', соответствующие точкам 

р/ 2 

Рис. 69 

конического сечения (рис.  69) ,  проектируется из про
извольных двух других точек Pl, Р2 той же окруж
ности лучами с одинаковым двойным отношением .  
А это непосредственно вытекает и з  того, что, соглас
но теореме о вписанных углах,  угл ы  пучка Pl ( 1' ,  
2' , 3', 4') соответственно р авны углам  пучка Р2 ( 1' , 
2' , 3' , 4'); следовательно, будут р авны также одно 
другому и двойные отношения для обеих четверок 
лучей, составленные из синусов углов . 

d )  На  основании этого предложения Штейнер дал 
общее определение конических сечений,  исходя из 
двух «проективно сопряженных» пучков лучей. 
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в которых каждые две соответственные четвер ки лу· 
чей имеют одинаковое двойное отношение. Коническое 
сечение представляет тогда геометрическое место точек 
nересечения соответственных лучей этих проективно 
сопряженных между собой пучков . Надеюсь, что этих 
немногих указаний будет достаточно для того, что· 
бы сделать понятным для вас ,  какое огромное зна
чение проективные преобр азования имеют для теории 
конических сечений .  Подробности вы  можете найти 
в любой книге по  проективной геометрии 1 00) . 

А теперь, следуя общему ходу м ыслей этого вто
рого р аздела нашего курса ,  мы перейдем к новым 
классам геометрИческих преобразований,  которые 
уже не  принадлежат к линейным преобразованиям,  
р ассматривавшимся нами до сих пор,  начиная с дви
жений и кончая наиболее общими проективными ото
бражениями.  

1 1 1. ВЫСШИЕ ТОЧЕЧНЫЕ ПРЕОБРАЗОВА НИ.Я 

�ы займемся теперь исследованием таких преоб
р азований,  которые изображаются уже не  линейны
ми ,  а в ысшими рациональными ,  алгебраическими  
либо даже трансцендентными функциями :  

х '  = <р (х, у, z), у' = х, (х, у, z), z' = 'Ф (х, у, z). 

Следуя тенденции этого курса ,  я не стану излагать 
здесь общую систем атику вопроса, а приведу лишь 
ряд отдельных примеров,  которые имеют важное зна
чение как для чистой математики, так и в особенно
сти для применений.  

В первую очередь я остановлюсь н а  самом употре
бительном из таких преобразований - на преобразо
в ании посредством обратных р адиусов , которое на
зывается также инверсией. 

1 .  П реобразование посредством �братных радиу·сов 

При  этом преобразовании каждой точке р сопо
ставляется , как известно ,  та точка р' луча Ор, исхо
дящего из начала координат О и проходящего через р, 
для которой произведение Ор · Ор' р авно пекоторой 
заданной константе (рис.  70) ; этому соотношению 
преобразование и обязано своим н азванием. 
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Вы знаетt: , что эти преобр азования играют боль� 
шую роль в чистой м атематике, прежде всего в тео
рии функций комплексной переменной. Но не менее 
часто встречаются они также в физике и других при
менениях - об одном из этих применений нам  еще 
придется говорить .особо. 

1 )  При изучении нашего преобразования я снов а 
начну с вывода его уравнений в прямоугольных ко
ординатах . Поскольку р и р' лежат на одной прямой, 
проходящей через О,  то должно быть 

х' : у' : z' = х : у : z, ( 1 )  

а соотношение между расстояниями 
Ор, Ор' , если для простоты принять 
упомянутую константу р авной еди
нице, даст 
(х2 + yz + z2) (х'2 + у'2 + z'2) = 1 . (2)  Рис. 70 

Отсюда выводим такие уравнения преобразованищ 

х' _ 

х 

, 

у 

- х 2 + у2 + 21 ' У = xz + yz + 22 • 

z' - z . - x2 + y2 + z2 ' 
точно так же получается , что и, обратно 1 0 1 ) ,  

у' у = 2 2 2 ' х ' + 11' + z' 

(3) 

. (4) 

Итак, как координаты точки р, так и координаты 
точки р' выражаются через координаты другой точки 
( т .  е. р' или соответственно р) в виде некоторых, в 
обоих случаях одних и тех же р ациональных функ
ций .Знаменателем служит квадратичное выражение; 
м ы здесь имеем дело с частным случаем так н азы
ваемого квадратичного бирационального преобр азо
вания . Существует обширный класс таких бирацио
нальных (вообще говоря ,  взаимно однозначных) !  
преобразов аний, которые в обоих направлениях изо
бражаются посредством рациональных функций.  Под 
названием кремоновых * )  преобразований они сдела� 

*) Крем она ( 1 830- 1 903) -выдающнйся итальянский геометр. 
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лись предметом теории,  достигшей широкого развития. 
Я считал желательным хотя бы упомянуть о них здесь 
в св язи с изучением их простейшего представителя .  

2 )  Уравнения ( 3 ) ,  ( 4 )  показывают, что, за  искто
чением пока что начала координат, каждой точке р 
простр анства сопоставляется некоторая точка р' и,  
наоборот, каждой точке р' - некоторая точка р. 
,Если же приближать х, у, z одновременно к нулю,  
r:ro знаменател�? выражений ( 3) оказывается беско
нечно м алой в ысшего порядка, чем числители,  и по
этому координаты х', у', z' становятся бесконечно 
большими 102 ) ;  мы могли бы поэтому н азвать начало 
координат точкой схода н ашего преобразования .  

Если же, наоборот, х
'
, у

'
, z' по тому или другому 

закону возрастают бесконечно, то в силу (4 )  х, у, z 
стремятся к нулю ;  следовательно, если бы мы захо
тели придерживаться введенной нами выше терми
нологии ,  то должны были бы сказать, что  бесконечно 
удаленная часть простр анства состоит только из од
ной точки. Но ведь введение «бесконечно удаленной 
плоскости» было в предыдущем разделе только удоб
ным способом выражения, приспособленным к проек
тивным преобразованиям ;  это было связано с тем, 
что при этих преобр азованиях бесконечно удаленная 
часть пространства в едет себя как плоскость, т .  е .  
может быть преобразов ана в точки той или иной ко
нечной плоскости ; этот же способ выражения давал 
возможность высказывать теорем ы без всяких исклю
чений и без раз.тшчения отдельных случаев.  Но ничто 
нам не мешает ввести здесь другой, отличный от пре
дыдущего способ выражения,  чтобы с его помощью и 
теперь, как и р аньше, прийти к теорем ам ,  справедлп
вым без всякого исключения.  Бесконечно удаленн ая 
область переводится преобразованием обратных ра
диус-векторов в одну точку; поэтому мы  теперь будем 
говорить,  что существует только одна бесiюнечно уда 
ленная точка ,  которая п р и  нашем преобр азова шш 
как р аз сответствует началу координат. Тогда н а ш е  
преобразование действительно оказывается взаи.шю 
однозначным без всякого исключения 1 03 ) . 

Сколько бы мы  ни подчеркивали ,  что здесь, как 
и р аньше,  ни  в м алейшей степени не  имеются в виду 
какие-либо м етафизические представлення  о п р и роде 
бесконечно далекого,  это оказ ы в а ется hедост а т о чн ы м .  
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Всегда снова и снова находятся люди , которые,  од· 
носторонне привыкнув к какому-нибудь одному иэ 
этих двух способов выражения ,  стремятся придать 
ему какой-то трансцендентальный смысл ;  такие пред· 
ста в ители двух разных точек зрения часто вступают 
друг с другом в спор .  В действительности же и те, 
и другие не правы :  они забывают,  что речь идет 
о произвольных соглашениях,  приспособленных в 
каждом отдельном случае только к той или иной 
определенной цели .  

3 )  Важнейшее свойство н ашего преобразования 
состоит в том ,  что при нем ,  вообще говоря, сфер ы  пе ·  
реходят снова в сферы.  Действительно, уравнение 
всякой сферы имеет вид 

( 2 2 2) 
А х' + у' + z' + Вх' + Су' + Dz' + Е =  О; (5) 

подставляя сюда вместо х', у', z' их выражения из 
уравнений (3 ) , а в место х'2 + у'2 + z'2 его выраже
ние из соотношения (2 )  (с .  1 53 ) , получим после ум· 
ножения на х2 + у2 + z2 уравнение 

А +  Вх + Су +  Dz + Е (х2 + у2 +  z2) = 0, 

т. <'. действительно снов а уравнение сферы 1 04 ) . При 
этом,  конечно, следует заметить, что уравнением (5 )  
охватываются при  А = О также и плоскости ; здесь 
целесообразно будет рассматривать их как частный 
с.'Iучай сфер , а именно, ка к такие сферы,  которые со· 
держат бесконечно удаленную точку. При нашем 
преобразовании они переходят в сферы, проходящие 
через нулевую точку, которая как р аз и соответствует 
бесконечно удаленной точке ; точно так же и ,  обрат
но,  сферы,  содержащие нулевую точку, переходят в 
сферы,  содержащие бесконечно удаленную точку, 
т. е. в nлоскости. Таким образом ,  при  этих согл аше
ниях действительно оказывается справедливой без 
всякого исключения теорема о том, что сферам  все
гда соответствуют сферы . 

4 )  Всюше две сферы (а также сфера с nлоскостью) 
nересекаются по окружности ; поэтому каждой окруж
ности соответствует тоже окружность ; при  этом прямые 
л инии следует рассм атривать тоже как «окружно
сти, nроходящие через бесконечно удаленную точ
ку», которым в силу нашего преобразования соответ
ствуют окружности, nроходящие через нулевую точку. 
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И нверсор Поселье. 
5) Это последнее предложение остается , конечно, 

в силе,  если выполнять преобразование при помощи 
обратных радиусов только в пределах одной плоско
сти ; в этом случае  оно приводит к изящному реше
нию проблемы направляющего механизма или «пря
м ила», которая является чрезвычайно элементарной 
и принадлежит, собственно, к кругу интересов даже 
и нематематиков . Задача заключается в том ,  чтобы 
при помощи шарнирно соединенных неизменяемых 
штанг заставить некоторую связанную с ними точку 
описывать прямую линию; в прежнее время при кон
струировании паровых м ашин придавали особое зна
чение такого рода механизмам ,  которые должны осу
ществлять связь между поршнем, совершающим пря 
молинейные движения вперед и назад, и концом 
кривошипа ,  движущимся по окружности. 

Здесь н ас интересует инверсор, сконструирован
ный в 1 864 г. французским офицером Поселье и вы

звавший тогда большой 
шум, хотя его конструкция 
очень проста и естественн а .  

Этот аппарат состоит, 
прежде всего, из соединен
ных шарнирами шести 
штанг ( рис. 7 1 ) ,  две из ко
торых имеют длину l и со-

Рис. 7 1  единяются в неподвижно !! 
rочке О, остальные же че

тыре, имеющие длину т, образуют ромб, две проти
воположные вершины которого соединяются с кон
цами штанг l. Две другие свободные вершины ром ба 
обозначим через р и р'. Аппарат имеет две степени 
свободы:  во-первых, обе штанги l можно произвольно 
nриближать одну к другой или раздвигать, а во-вто
р ых, обе их можно произвольно вращать как целое 
вокруг О. При каждом таком движении три точки О, 
р ,  р', как видно из очень простых геометрических 
соображений,  всегда остаются на  одной прямой,  при
чем произведение 

Ор · Ор' = l2 - m2 
сохраняет постоянное значение 105 ) , не зависящее от 
nоложения точки р, следовательно, этот аппарат дей-
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ствителыю в ы пол н я ет п р ео б р а з о в а н и е  посредством 
обр атных радиусов с центром в О. Поэтому доста· 
точно вести точку р по окружности , проходя щей че· 
рез точку О, чтобы,  согл асно п р едл ожен и я м  в п .  4 ) .  
действител ьно заставить то ч ку р' двигатьс я п о  неко
торой прямой .  А дл я получ е н и я  движен ия точки р 
по окружности присоединяем к системе еще седьмой 
стержень рС,  второй конец С которого з акреплен как 
р аз посередине  между О и начальным положением 
точки р ;  тогда остается только одна стеnень свободы 
и р' действительно nередвигается по прямой .  Впро. 
чем,  следует заметить, что точка р' не может о п и с ы •  
вать всю неограниченную прямую;  свобода ее дви ·  
жения ограничена тем, что  расстояние ее от  О всегда 
меньше l + т. 

6)  Из общих свойств преобр азования при помощи 
обратных радиусов я должен еще отметить свойство 
сохранения углов,  которое заключается в том ,  что . 
угол , образуемый любыми двумя  nоверхностям и  в 
любой точке линии их пересечения ,  остается одним  
и тем же  до  и после преобразования .  Я не  буду оста
навливаться на  доказательстве 1 06 ) , ибо здесь для 
нашего обзора нет необходимости вдаваться в по
дробности 1 07 ) . 

Стереографическая проекция сферы. Как частный 
случай преобразов ания  при помощи обратных радиу· 
сов можно рассматривать стереографическую проек· 
цию, которая имеет громадное зн ачение в примене
ниях.  Мы получим ее следующим образом.  

7) Рассмотрим такую сферу, которая переводится 
нашим преобразованием ( 3 ) в неподвижную пло
скость z' = 1 .  По третьей из формул ( 3 )  уравнением 
этой сферы будет 

1 -
z . - x? + y2 + z2 • 

его можно переписать так :  
• ( 1 )2 1 х2 + у2 +  z - 2  = -;r ·  

Искомым оригиналом для _ плоскости z' = 1 явля· 
ется , следовательно, сфера с центром в точке z = 1 /2 

1 оси z и радиусом ,  равным 2 ;  она проходит через 

нулевую точку и касается картинной пл оскости 
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z' = 1 ( рис.  72) . Подробности взаимоотношений меж
ду плоскостью и сферой можно сделать вполне н а
глядными,  если воспользоваться для отыскания  со
ответственных точек связкою лучей, исходящих из 

нулевой точки ; я приведу 
здесь без доказательства 

р' только следующие теоремы :  
_2_' �-�--::::=-+""""':---.г---7- 1 )  Отображение являет-

Рис. 72 

ся взаимно однозначным 
без каких-либо исключений, 
если р ассматривать беско
нечность на плоскости как 
одну точку, соответствую
щую точке О сферы.  

2 )  Окружностям на  сфе
ре  соответствуют окружно-
сти на плоскости, в частно

сти, окружностя м  на сфере, проходящим через О, со
ответствуют на плоскости окружности, проходящие че
р ез бесконечно удаленную точку, т. е .  прямые линии. 

3 )  Соответствие м ежду обеими поверхностями со
храняет угл ы ;  оно, как говорят, конформно. 

То, что эта стереографическая проекция имеет 
в теории функций крупнейшее значение, всем вам 
должно быть известно ;  я н апомню, что в предыдущем 
курсе * )  мы уже очень часто применяли ее с большой 
пользой .  Из прикладных наук, в которых она играет 
не  менее важную роль, следует здесь особенно отме
тить географию и астрономию;  она была известна 
уже античным астрономам ,  и еще теперь вы  н айдете 
в каждом атласе изображения полушарий и поляр
ных  стран земли в стереографической проекции.  Из 
этой же прикладной области я заимствую еще не
сколько примеров .  

2. Некоторые общие картографические проекции 

Экскурс в этом направл�нии представляется мне 
как р аз в настоящем курсе особенно уместным .  Ведь 
тео·рия  географических карт является весьма  в ажной 
областью в рамках школьного преподавания ; не под
лежит сомнению, что каждому учащемуся будет ин-

*) С м .  т .  1 ,  с. 1 52. 
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тересно услышать, по какому именно п ринципу со
ставлены карты в его атласе, и преподаватель м ате
м атики наверное достигнет большей а ктив ности со 
стороны учащихся на своих занятиях , есл и он д а ст 
при случае желательные пояснения  по этому вопросу, 
чем если бы он заним ался исключительно абстр акт
ными вопросами .  Поэтому каждый кандидат на учи 
тельское звание должен быть знаком с этой обла 
стью, которая к тому же дает и м атем атику интерес
ные примеры точечных преобразов аний . 

Наиболее целесообразным будет с самого на чала 
представлять себе поверхность земного шара стерео
графически о:rображенной из одного из ПОJiюсов н а  
плоскость ху; тогда всяrше другое отображение точек 
поверхности шара на некоторую плоскость s'YJ изобр а 
зится двумя уравнениями в ида 

s = <p (x, у), 'YJ = x (x, y). 
Первым видом отображений ,  часто применяемым 

на практике, являются изогональные (т .  е .  сохраняю
щие углы ) , или конформные отображения ; они полу
чаются, как учит теория функций, если р ассматри
вать комплексную переменную s + i'YJ как аналитиче
r.кую функцию комплексной переменной х + iy : 

s + i'YJ = f (х + iy) = ср (х, у) + ix (x, у). 
Однако я считаю здесь необходимым отчетливо 

отм етить, что как раз в географической пра ктике 
очень часто употребляются также и отображения , н е  
сохр аняющие углов,  так что н и  в коем случае не  сл е
дует - как это передко бывает - рассматривать изо
гональные изображения как единственно важные.  

Проекция Меркатора. Среди конформных отобра 
жений первое место заним ает так называем а я  мерка
торекая проекция, которую открыл около 1 550 г. м а 
тематик Герхард Меркатор, носивший,  собственно го
воря, чисто немецкое имя Кремер 1 08 ) . Меркаторские 
карты земли вы найдете в любом атл асе . 

Меркаторекая проекция определяется тем, что на 
шей аналитической функцией f , является в данном 
случае логарифм. Поэтому она изображается урав
нением 

s + i'YJ = Ln (х + iy}. 
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Мы, м атем атики, можем сразу вывести свойства 
р ассматриваемой проекции из этой краткой формулы,  
тогда как дл я географов, не имеющих достаточного 
м атематического образования, изучение меркаторской 
проекции представляет, конечно, значительные труд
ности . Вводя н а  плоскости ху полярные координаты 
(рис.  73) , т . е .  пол агая х + iy = reiq>, получим 

6 + i'Y] = Ln (reiq>) = ln r + ir:p, 
т а к  что 

6 = 1n r ,  Т] = ffJ. 

Предполагаем ,  что южный полюс земли является 
центром применеиной стереографической проекции;  то
гда нулевая точка О на  плоскости ху соответствует 

lJ Т( 
у 

ffi 
z 

,., тz: _ 
� 4 

�.q--
.т: � а  � � -4 

-1'( 

Рис. 73 Рис. 74 

северному пол юсу, а лучи r:p = const, проходящие че
рез О, соответствуют земным меридианам .  Поэтому 
при меркаторской проекции (рис .  74 )  эти последние 
превращаются в прямые '11 = const , параллельные 
оси �; северный полюс ( �  = - оо ) лежит на  них 
слева ,  а южный  (� = + оо ) - справа в бесконечности . 
Поскольку угол r:p определен только с точностью до 
!<р атного 2л, то отображение бесконечнозначно, и 
I<ажда я параллельная ( горизонтальная)  полоса ш и ·  
риною 2л является уже изображением всей  земной 
поверхности . Параллели (на поверхности земного 
шара ) , которым в стереографической проекции соот
ветствуют круги r = const, превр ащаются в мерка
торской проекции в параллельные  (вертикальные) 
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прямые � = coпst , т. е.  в нормальные траеи:тории 
к прямым,  изображающи-м меридианы,  чего и следо
вало ожидать, имея в виду изогональность изобра 
жения.  В частности, экватору ( г = 1 )  соответствует 
ось Т} ( � = о) . 

Теоремы Тиссо. Ограничусь одним этим приме
ром.,  чтобы побудить вас к дальнейшему изучению 
многочисленных преобразований теории геогр афиче
ских карт;  зато я р ассмотрю здесь еще одно предло
жение этой теории общего характера .  Кто из вас  за 
нимался географией , тот наверное слыхал о теоремах 
Тисса 1 09 ) , которые он развил в своем трактате. Мы 
можем очень просто уяснить себе содержание этих 
теорем, исходя из нашей точки зрения .  

Пусть имеем две географические карты, т. е. два 
отображения поверхности земного шара  н а  пло
скость ху и на  плоскость sТJ · Эти отображения могуr 
быть какими угодно, в частности,  не  обязаны быть 
конформными.  Но во всяком случае  оба они взаимно 
связаны некоторым соотношением вида 

6 = ср (х, у), '11 = :х; (х, у). 

Исследуем только окрестность двух соответствен
ных точек Хо, Уо и 6о, 'l')o, т. е. таких, что 

6о = ср (хо, Уо). 'I'Jo = :х; (хо, Уо). 
Введем новые переменвые х', у', �'. 11 ', определяя 

их равенствами  

х = хо + х', 
6 = 6о + 6', 

У = Уо + у'; 
'I') = 'I'Jo + 'I'J'. 

Применяя р азложение функций ер, :х; по формуле 
Тейлора , получаем 

6' = ( :: ) о х' + ( �: ) о у
' + . . . , 

, ( дх. ) , + ( дх. ) ' + 11 = ах о х ди о У • • • 

Здесь производвые следует брать в точке х = х0, 
у = Уо. а многоточиями обозначены члены в ысшего 
nорядка малости относительно х', у'. Огр аничимся 
настолько малою окрестностью точки хо ,  уо, чтобы 
выписанные линейные члены давали  уже достаточное 

6 Ф. К11еАн, т. 2 
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nриближение для действительных значений 6', т!'; при 
этом мы ,  конечно, исключаем такие особые точки 
хо, Уо. в которых не существует подобной окрестно· 
сти, следовательно, такие, н апример , точки, в кото· 
рых все четыре первые производвые одновременно 
обращаются в нуль,  так что линейные члены совсем 
не дают никакого пригодного приближения. Присмат· 
риваясь к получаемым таким образом линейным 
уравнениям между х', у

'
, 6', r(, мы приходим непо· 

средственпо к такому фундаментальному предложе· 
нию, которое лежит в основании р ассуждений  Тиссо: 
связь между двумя географическими изображениями 
одной и той же местности в окрестности любой точ· 
ки (лишь бы  она была неособой ) приближенно вы· 
ражается некоторым  аффинным соответствием.  При· 
меняя наши прежние теорем ы  об аффинных преобра·  
зов аниях, мы действительно получаем все так пазы· 
ваемые «предложения Тиссо». 

Я н апомню только главные моменты. Мы знаем. 
что прежде всего нужно обратить внимание н а  опре· 
делитель аффинного преобразования - здесь, следа· 
в ательно, н а  определитель 

( �� )о ( :: )о л= ( ;� ) о ( :; ) о 
который,  как известно, называют функциональным 
определителем функций <р, х в точке х = хо, у = Уо· 
Случай А = О в этих применениях всегда исключают, 
ибо тогда небольшая часть плоскости ху, окружаю· 
щая точку х0, уо, изображается дугой пекоторой кри· 
вой в плоскости s'I'J , а такое изображение географ 
едв а ли  сочтет з а  приемлемую карту. Поэтому мы 
должны здесь всегда принимать А =1= О. Раньше мы 
, ( с . 1 1 5) уже составили себе наглядную картину всех 
деталей rакого аффинного преобразования, поэтому 
мы можем теперь сразу перенести сюда такое пред· 
ложение :  окрестность точки so, '1'\о получается с рас· 
см атриваемой здесь точностью из окрестности точки 
хо, уо, если подвергнуть эту последнюю чистым де· 
форм ациям в двух взаимно перпендикулярных на·  
правлениях и повернуть ее потом еще н а  некоторый 
подходящий угол . В книге Тиссо в ы  увидите, что он 
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действительно выводит это предложение a d  hoc * )  
н аглядным образом, т а к  что вы  имеете здесь инте· 
ресный пример того, как представители прикладных 
н аук своими силами удовлетворяют м атематическим 
запросам своих дисциплин ;  м атематику в таких слу· 
чаях эти вещи кажутся, конечно, очень простыми, но 
все же для него поучительно знать, в чем нуждаются 
эти прикладвые н ауки. 

Теперь, наконец, я рассмотрю еще один,  послед
ний, общий класс точечных преобразований .  

3. Н аиболее общие взаимно однозначные непрерывные 
точечные иреобразования 

Все функции, которыми мы до сих пор пользова·  
лись для записи отображений, были непрерывными  
и сколько угодно раз  дифференцируемыми и даже 
аналитическими (т. е .  р азложимыми в ряд Тейлор а ) ; 
зато мы допускали также и многозначные, даже бес· 
конечнозначные функции (например,  логарифм ) .  Те· 
перь же наше главное требование будет заключаться 
как раз в том , чтобы н аши отображающие функции 
были взаимно однозначными без всякого исключения,  
а во всем остальном будем требовать только их не· 
прерывности, не делая  никаких предположений  о су
ществовании производных и т. д. З адача наша сво· 
дится к отысканию тех свойств геометрических 
фигур, которые остаются неизменными при этих н аи· 
более общих взаимно однозначных и взаимно непре· 
рывных преобразованиях. 

Представые себе, н апример, что вы  изготовили 
какую-нибудь поверхность или тело из резины и на·  
метили н а  ней какие-нибудь фигуры .  Что в этих фи·  
rypax останется неизменным,  если вы  станете самым 
произвольным образом деформировать резину (рас· 
тягивать, сжим ать, изгибать ) , не  р азрывая ее? 

Совокупность свойств, получаемых при изучении  
этого вопроса, образует область так называемого 
Analysis situs ( « анализ положения» ) , можно было бы 
сказать - область учения о чистейших соотношениях 
положения, совершенно не  зависящих от отношений .  
связанных с понятием величины 1 1 0 ) . Это н азвание 

*) Для данного случая (лат.) . 
6* 
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впервые ввел Риман ,  который в своей знаменитой ра 
боте 1 857 г . ,  посвященной теории абелевых функций,  
пришел к необходимости подобных исследований,  ис
ходя из теоретико-функциональных интересов * ) .  
Впрочем, и после  этого часто бывало так, что в гео
м етрии совершенно умалчивают об Aпalys i s  s itus и 
обращаются к этому учению только в теории функ
ций ,  когда в ней обнаруживается потребность. Совер
шенно не  так поступает Мёбиус в своей работе 1 863 г. 
Исходя из чисто геометрических интересов , он назы
вает там фигуры,  которые получаются одна из другой 
посредством взаимно однозначных взаимно непрерыв
ных деформаций, элементарно соответственными,  ибо 
свойства ,  инвариантные по отношению к эти м nре
образованиям , являются наиболее простыми и з  всех 
возможных свойств . 

Род и связность поверхностей.  Здесь мы огр ани
чимся только исследованиями поверхностей. Сюда 
относится прежде всего одно открытое Мёбиусом свой
ство ,  которого еще не знал Риман ,  а именно, деление 
поверхностей на  односторонние и двусторонние. Мы 
•·оворили уже ра ньше (с .  33) об одностороннем ли 
сте Мёбиуса и м ы  видели, что, непрерывно двигаясь 
по его поверхности, можно незаметно перейти с од
ной его стороны н а  другую, так что здесь теряет 
смысл раЗличение двух сторон.  .Ясно, что это свой
ство сохраняется при всех непрерывных деформ ациях 
и что поэтому в Aпa iysis situs действительно следует 
зар анее различать односторонuие и двусторонние по
верхности. 

Здесь мы ради простоты займемся только двусто
ронними поверхностями ,  тем более, что только они 
обыкновенно и применяются в теории функций;  впро· 
чем, теория односторонних поверхностей не является 
существенно более трудной. Оказывается, что всякую 

' ' (двустороннюю) поверхность вполне характеризуют 

• )  Риман употребляет в этой работе слово «анализ:., следуR 
Л ейбницу, в nервонач альном методологическом смысле, а не в 
том понимании,  какое это слово nриобрело в качестве м атемати
ческого термина.  Термины cAna\ysis situs», а также «Geometria 
si l us» создал еще Л ейбниц (в р укописных работах и переписке с 
Гюйгенсом) , имея в виду, однако, скорее особое геометрическое 
исч исление (Catculus situs) , не пользующееся алгебр ой, в прети. 
воположность ан алитической геометрии, 
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в смысле Analysis s itus два натуральных числа :  чис
ло � ее граничных кривых ( контуров) и число р (та к 
н азываемый «род») не  разбивающих ее н а  части за 
м кнутых линий - «сечений» (не  имеющих общих то
чек с граничными контурами ) ; точнее говоря ,  две 
двусторонние поверхности могут быть тогда и только 
тогда взаимно однозначно и взаимно непрерывно 
отображены одна на  другую (являются «элементар
но соответственными» или,  как теперь говорят,  го
меоморфными ) , когда для них оба эти числа  р и � 
совпадают. Мы зашли бы слишком далеко, если бы 
я захотел изложить здесь доказательство этой тео
ремы 1 1 1 ) ; я могу только разъяснить на  отдельных 
примерах значение обоих чисел � и р.  

Представим себе расположенными рядом сферу, 
кольцевую поверхность и, наконец, поверхность двой
ного кольца ( имеющего форму кренделя) , как это 
схем атически показано на рис.  75. Все три поверхности 

Рис. 75 

явл яются замкнутыми,  т. е. они не имеют граничных 
контуров : � = О. В первом случае (сфера )  каждое се
чение по замкнутой линии разбивает поверхность н а  
две отдельные части , т .  е .  также и р = О. Во втором 
случае ( кольцо) меридиан @: представл яет собой замк
нутую линию сечения, которая не разбивает поверх
ности, но если она уже проведена ,  то всякая другая 
замкнутая линия сечения действительно разбивает 
nоверхность; это мы и имеем в виду, когда говорим ,  
что р = 1 .  Наконец, в третьем примере р = 2, как 
nоказьшают два различных меридиана @:I , @:2 (по од
ному на  каждом ушке ) . Прибавляя новые ушки 
( «ручки») , можно прийти к поверхностям с произ
вольным р. Если же мы  желаем также и числу  � 
дать I{акое-нибудь отличное от нуля значение, то до
статочно проделать в этих пqверхностях J1. мал ень
ких дырочек, так называемых «проколов», которые 
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каждый р аз дают некоторую контурную линию. Таким 
образом, м ы  действительно можем образовать поверх
ности с любыми значениями р и J.t, и с ними должны 
быть гомеоморфны все другие поверхности с такими 
же р, J.t, как бы они ни  отличались от первых по
верхностей по своему внешнему виду. Теория функ· 
ций дает много примеров таких поверхностей. 

Я должен р азъяснить еще термин «связность», 
который  ввел Риман ;  этим термином он обозначает 
число 2р + J.t и называет соответствующую поверх
ность ( 2р + J.t) -связной. Если поверхность односвязна 
( 2р + J.t = 1 ) , то р = О, J.t = 1 , т. е.  она гомеоморфна 
шару с однИм проколом;  такой шар может быть так· 

же непрерывно преобра-• @ зован расширением этого 

/ ' qq21 

прокола в плоский диск 
( рис. 76) . 

Далее, Риман вводит 
понятие поперечного се
чения или «разреза», ко

Рис. 76 Рис. 77 торый ведет от одной 
граничной точки (на кон

туре) к другой .  О р азрезах можно, следовательно, 
говорить только тогда,  когда действительно име
ются контуры ,  следовательно, когда J.t > О. Имеет 
место такое предложение:  каждый разрез умень
шает связность на единицу, так что, в частно
сти, каждую поверхность с J.t > О можно преобр азо
в ать в односвязную при помощи 2р + J.t - 1 разре· 
зов .  Если ,  н апример,  возьмем кольцевую поверхность 
( рис. 77) с одним проколом (р = J.t = 1 ) ,  то можно 
сначала  провести р азрез q1 , н ачинающийся и оканчи
в ающийся в этом проколе,  а з атем второй разрез q2 
так,  чтобы он  начинался и заканчивался где-нибудь 
н а  первом р азрезе, проходя в остальном по поверх
ности без пересечения с прежним разрезом , не раз
бивающим поверхности. Тогда связность действи
тельно уменьшится от 2 · 1  + 1 = 3 до l .  

Теорема Эйлера о многогранниках. То, что 
Analys_i s situs находит себе применение в ф изике , 
в ча стности в теории потенциала ,  является хорошо 
известным 1 12 ) .  Но он имеет точки соприкосновения 
также и со школьным преподаванием, а и менно, в 
виде эйлерова предложения о м ногогр анниках, о ко· 
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fl'opoм я в заключение скажу еще несколько слов. 
Эйлер nодметил, что для обыкновенноrо м ногогран
ника с плоскими гранями,  имеющего Е вершин,  К ре
бер и F граней, всегда оправдыва ется соотноше
ние 1 1 З) 

E + F = K + 2. 

Если теперь станем как-либо взаимно однозначно 
и непрерывно деформировать этот м ногогранник, то 
в этих трех числах,  а значит, и в этом р авенстве 
ничто не изменится ; следовательно, это р авенство со
хранит силу и в том случае, если Е, F, К будут озна 
чать числа  вершин, поверхностей (граней) и ребер 
nри любом р азбиении сферической поверхности или 
воQбще какой-нибудь гамеаморфной ей поверхности , 
л ишь бы только каждая частичная  область (грань)  
был а односвязна .  И вот оказывается, что эту теорему 
легко можно сразу обобщить на поверхности л юбого 
рода. Если какую-нибудь поверхность, допускающую 
ровно р не разбивающих ее на части замкнутых ли 
IШЙ сечени я, разделить посредством К конечных дуг 
на F односвязных участков поверхности и если при  
этом образуется Е вершин, то 

E + F = K + 2 - 2p. 

Я предоставляю вам  самим подобрать к этому 
nримеры, а также найти доказательство или прочесть 
о нем ; имеют место, конечно, еще гораздо более ши
рокие обобщения этой теоремы.  

Н а  этом мы  оставляем общее учение о точечных 
иреобразованиях и попытаемен дать обзор в ажней
ших классов таких преобраэований,  которые перево
дят точки в пространствеиные элементы иного рода. 

IV. ПРЕОБРАЗОВАНИЯ С ИЗМЕ НЕНИЕМ 
ПРОСТРА НСТВЕИ НОГО ЭЛЕМЕНТА 

1 .  Двойственные иреобр азования 

Первый такой класс состоит из тех соответствий ,  
которые в двумерной области переводят точку в пря
мую и наоборот, а в трехмерной обменивают точку 
с плоскостью. Я ограничиваюсь эдесь первым случаем 
,!плоскостью) .  а во в сем ОС'fальном следую тому ходу 
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идей, который впервые был употреблен Плю1шером 
в 1 83 1  г. во  второй ч асти его уже упомянутой выше 
1 ( с .  89) работы . При этом исходной точкой являетсн 
аналитическая формулировка .  

Первая идея Плюккера  заключается , ка к мы уже 
знаем ( с .  92) , в том ,  чтобы провести полную парал·  
Jiель между константам и  и, v,  входящими в ура внение 
прямой 

их + vy = 1 ( 1 ') 
и рассм атриваемыми в качестве «координат прямой», 
и между обыкновенными (декартовыми)  координа
тами точки, а затем построить здание аналитической 
геометрии двумя совершенно аналогичны ми «взаим
ными» или «дуальными»  способами ,  пользуясь этим и 
двумя видами  координат. Так, на  плоскости соответ
ствуют одна другой кривая ,  изображаем ая в коор· 
динатах точки уравнением f (x, у ) = О, как геометри· 
ческое место точек, удовлетворяющих этому уравне
нию,  и кривая ,  определяемая в координатах прямой 
уравнением g (и,  v) = О, как огибающая однократно 
бесконечного семейства прямых. 

Преобразование в собственном смысле, которое 
мы хотим теперь рассмотреть, получается, конечно, 
лишь тогда ,  когда мы наряду с рассматривавшейся 
до сих пор одной nлоскостью Е введем еще вторую 
nлоскость Е' и свяжем координаты и, v nрямой на Е 
с координатами  х' ,  у' точки на  Е'. Самое общее npe· 
образование такого тиnа должно быть, следователь· 
но, задано двум я уравнениями 

и = с:р (х', у'), v = x (x' , y'), (2 
т.  е. с каждой точкой х', у' на плоскости Е' соnостав
ляется та прямая н а  плоскости Е ,  уравнение которой 
получается после подстановки в ( 1 )  этих значений (2 )  
для и и v .  

1 ) . Рассмотрим сначал а простейший пример такого 
n реобразования,  а именно преобразование, опреде· 
ляемое уравнениями  

и = х', V = y'; (3) 

это nреобразование nросто относит каждой точке х
;
, 

у' плоскости Е' nрямую 

х
'
х + у' у = 1 (За) 
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на  плоскости Е. Известно, что это как р аз· та прямая,  
которая является полярой точки х', у' (мы предпол а·  
гаем теперь, что плоскости Е, Е' наложены одна на  
другую та к, что их координ атные оси  совпадают) по 
отношению к окружности х2 + у2 = 1 радиуса единица 
с центром в начале координат 1 1 4 ) ; наше преобразо
вание является, следовательно, известным полярным  
соответствием по отношению 
к окружности (рис .  78) . 

Мы замечаем, что для опре
деления этого соответствия 
достаточно в место обоих урав 
нений (3) взять одно лишь 
уравнение (За ) , ибо это по
следнее представляет собой 
уравнение прямой,  соответ
ствующей произвольно взятой 
точке х', у

'
. Поскольку уравне

p(iC�fl? 

\-------\ \ \ \ 

Рис. 78 

ние (За)  совершенно симметрично относительно х, у, 
с одной стороны,  и х', у' - с другой ,  то обе плоско
сти Е, Е' должны по отношению к н а шему преобр а 
зованию играть одина ковую роль, т. е. каждой точке 
н а  плоскости Е тоже должна соответствовать не
Iюторая пряма я  на  плоскости Е',  и в случае взаим 
ного наложения этих плоскостей одной и той же точке 
должна соответствовать одна и та же прямая неза ·  
в исимо от  того, считаем ли эту точку принадлежащей 
плоскости Е или Е'. Ввиду первого свойства это пре· 
образование в более узком смысле называют двой
ственным или дуальным,  ввиду же второго - взаим
ным.  Можно, следовательно, не  различая обепх пло
скостей, просто говорить о сопоставлении со всяким 
полюсом определенной поляры и выр азить тогда свой
ство взаимности уже указанным раньше (с .  90 )  об
р азом. 

По поводу дальнейших свойств этого преобразо
вания за мечу, что с кривой, пробегаемой на плоско· 
сти Е' точкой х'

, у
'
, мы будем сопоставлять, согласно 

nринцилу двойственности, как соответствующий об
раз кривую на плоскости Е, огибающую соответ
ствующие nрямые и,  v.  

2 )  Совершенно аналогично нашим прежним  разъ
яснением о наиболее общих «коллинеациях» можно 
легко доказать, что самое общее двойственное соот-
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ветствие получается, если, обобщая уравнения '(3) , 
положить и, v равными общим дробио-линейным 
функциям  от х', у' с одинаковым знаменателем: 

Вводя эти выражения для и и v в уравнение .( 1 )  и 
умножая обе его части на  общий знаменатель, полу
ч аем , в силу произвольмости девяти коэффициентов 
а 1 ,  . . . , с3 н аиболее общее уравнение 

а1хх' + Ь1ху' + с1х + а2ух' + Ь2уу' + 
+ С2У - азх' - Ь3у' - с3 = О, (4а)  

линейное как относительно х, у ,  так и относитель· 
но х', у'. 

Но и ,  обратно, каждое такое уравнение, «били· 
нейное» относительно х, у и х', у', представляет собой 
некоторое двойственное соответствие между плоско· 
стями Е, Е', ибо, коль скоро одна из этих пар коор· 
динат фиксирована ,  т. е. коль скоро рассматр ивается 
фиксированная точка н а  одной из плоскостей,  левая  
часть указанного уравнения является линейной функ· 
цией остальных двух координат, так что уравнение 
изображает некоторую прямую на другой плоскости, 
сопряженную с этой фиксированной точкой в первой 
плоскости. 

3) Но это соответствие в общем случае не яв·  
ляется уже взаимным в определенном выше смысле, 
а именно, взаимным оно будет только в том случае, 
если в уравнениях {4а )  каждые два симметричных 
члена имеют одинаковые коэффициенты, т. е. если 
это уравнение имеет вид 
Ахх' + В {ху' + ух') + Су у' + D (х + х') + 

+ E (y + y') + F = O. (5) 
Определенное таким образом иреобразование 

опять-таки хорошо известно из учения о конических 
сечениях;  оно выражает соответствие между полю· 
сом и полярою по отношению к коническому сечению 

Ах2 + 2Вху + Су2 + 2Dx + 2Еу + F = О. 
Всякое такое полярное соответствие является 

'двойственным и взаимным. 



ПРЕОБРАЭОВАНИ.Я С ИЗМЕНЕНИЕМ ЭЛЕМЕНТА 171 

Вслед за изложенным можно непосредственно пе· 
рейти к рассмотрению одного существенно более об· 
щего класса преобразований с переменой элемента 
пространства,  а именно, класса преобразований ка· 
сания,  или «касательных» преобразований. 

2. Касательные иреобразования 

Эти преобразования,  названные так Софусом Ли, 
получаются ,  если вместо биливейного уравнения (4а )  
положить в основу какое-либо уравнение более высо
кой степени относительно четырех точек на  обеих 
плоскостях : 

Q (х, у; х', у') =  О, 

удовлетворяющее, конечно, необходимым условием 
непрерывности ;  это ур авнение называют, согласно 
Плюккеру, направляющим уравнением. Для плоско
сти все относящееся сюда имеется уже в упомянутом 
выше произведении Плюккера (с .  259-265) . Есл и  
фиксировать сначала  х ,  у ,  т .  е .  рассматривать опре
деленную точку Р (х, у)  на плоскости Е _( рис. 79) , то 

Лпоскость Е 

�&?с \ \ \ 
/( \  \ ' ' ' 

Плоскость Е '  1 

Рис. 79 

уравнение Q = О, рассматриваемое как уравнение 
для текущих координат х', у', изображает некоторую 
определенную кривую С' на плоскости Е'; эту кри
вую мы ставим в соответствие точке Р ка к  новый 
элемент плоскости Е' (прежде таким элементом была 
прямая ) . Если же теперь фи·ксировать какую-нибудь 
точку Р' (х', у' ) на плоскости Е', например какую
нибудь точку кривой С', то это же уравнение Q = О, 
в котором мы теперь придаем постоянные значения 
второй паре переменных х', у', а х, у считаем теку
щими координатами, определяет некоторую кривую С 
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н а  Е, и эта кривая должна, конечно, пройти через 
первоначальную точку Р. Этим мы устанавливаем 
соответствие между точками Р плоскости Е и оо2 
! ,(двукратной бесконечностью) кривых на  плоскости 
'Е', а также соответствие между точками Р' на пло
скости Е' и оо2 кривых С на  плоскости Е совершенно 
аналогично прежнему соответствию между точками 
и прямыми.  

Если  теперь точка Р будет двигаться по плоско
сти Е,  описывая произвольную (обозначенную на 
рис.  79 пунктиром ) кривую К, то каждому отдель
ному положению точки Р будет соответствовать опре
деленная кривая С' на  плоскости Е'. Но, чтобы из 
этого однократно бесконечного семейства кривых С' 
получить на  Е' только одну определенную кри'Вую, 
которую мы будем считать соответствующей кривой 
К на  Е,  мы перенесем на  р ассматриваемый - здесь 
случ ай общий «принцип огибающей», уже применен · 
ный нами при двойственном соответствии :  кривой К 
м ы  относим ту кривую К' на плоскости Е', которая 
огибает все кривые С', соответствующие на основа
нии уравнения Q = О отдельным точка м кривой К. 
Таким образом ,  мы действительно получили из на 
правляющего уравнения Q = О такое соответствие 
между плоскостями ,  при  котором каждой кривой од
ной плоскости соответствует определенная кривая 
другой, ибо можно провести такие же точно рассуж· 
дения ,  исходя .... наоборот, из произвольной кривой К' 
на плоскости Е'. , 

Чтобы представить эти рассуждения в аналитиче
ской форме, з аменим м ысленно кривую К много· 
угольником с очень м аленькими прямолинейными 
сторона ми - как это для наглядности охотно делают 
в дифференциальном исчислении - и спросим себя , 
что будет соответствовать одной отдельно взятой сто· 
роне многоугольника.  При этом,  конечнq, следует 
всегда иметь в в иду предельный переход к кривой, 
так что в пределе под стороной многоугольника сле 
дует поним ать не что иное, как совокупность точки Р 
и направления касательной к кривой К в этой точ·  
ке - так н азываемый линейный элемент. 

Сдвинемся в этом направлении от точки Р, в ре· 
зультате чего получим некоторую точку Р1 ( рис. 80 ) 
с координатами  х + dx, у + dy, где dx, dy произ-
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вольно м алы и в пределе стремятся к нулю,  а 

173 

dy 
dX 

все время имеет определенное значение р,  характе
ризующее заданное направление. Точке Р - соответ
ствует на плоскости Е' кривая С', уравнение которой 
относительно текущих ко-
ординат х, у' имеет вид Плоскость Е 

О (х, у; х' , у') = О, 
а точке Р, - кривая Cf с 
уравнением 

О (х + dx, у + dy; 

р 

� 

Плоскость Е '  

� / /  р' 
х',  у�) =  О. Рис. 80 

Разлагая левую часть посJiеднеrо уравнения по  
степеням dx и dy и приним ая во внимание ввиду 
окончательного предельного перехода только линей
ные члены,  получаем для Cl уравнение 

О (х, у; х',  у') + �� dx + �� dy = O. 

Из обоих этих уравнений (для С' и СО полу
чаются координаты х

'
, у' точки пересечения Р' кри

вых С' и Cf, которая в пределе обращается в точку 
касания кривой С' с огибающей К'; эти уравнения, 

nоскольку :� = р, можно также заменить уравне

ниями 

О (х, у; х', у') = О , (2) 

Но кривые С' и Cf имеют в точке Р' в пределе 
dy' 

общее направление касательной р' = dx' , которое 

одновременно являетсн также и направлением оги
бающей К' в точке Р'. Поскольку же Q = О является 
уравнением кривой С' с текущими координатами х

'
, 

у', то это направление касательной определяется из 
уравнения 

ил и 

дQ d '+ дQ d ' о дх' Х д у' у = , ' 

дQ дQ 
дх' + ду' р = О. {3) 
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Если, следовательно, из всей кривой К известна 
одна только ее точка Р и н аправление р касательной 
в ней, то этим самым определена точка Р' соответ
ствующей . кривой К' вместе с направлением послед
ней в этой точке. Говорят поэтому, что наше иреоб
р азование относит в силу уравнений (2 ) , (3) каж
дому л инейному элементу х, у, р кривой на  плоско
сти Е определенный л инейный элемент х', у', р' н а  
плоскости Е'. 

Применяя это рассуждение к каждой стороне ап
проксимирующего кривую многоугольника и соответ
ственно к каждому ее линейному элементу, получим 
на плоскости Е' стороны многоугольника, аппрокси
м ирующего соответствующую кривую К' и соответ
ственно линейные элементы этой кривой. Поэтому 

01/qскость Е 
Плоскость Е' уравнения (2 ) , решенные 

относительно х
'
, у', пред-

Рис. 8 1  

ставляют аналитически кри
вую К', если только х, у, р 
пробегают значения коорди
нат и направления каса
тельной во всех точках кри
вой К ( рис. 8 1 ) . 

Теперь становится так
же ясным, почему Ли на-

звал эти иреобразования  «касательными».  А именно, 
если две кривые на плоскости Е касаются одна дру
гой, то это означает не что иное, как то, что они 
имеют общий линейный элемент; но тогда и соответ
ствующие им кривые на плоскости Е' также должны 
иметь общий линейный элемент, т. е. общую точку 
с общим направлением в ней. К.асание двух кривых 
является , следовательно, свойством , инвариантным 
при этом преобразовании,  н а  что и должно указы
вать его н азвание. Ли  р азвил учение об этих 
касательных иреобразованиях существенно дальше, 
обобщив его дл я случая простр анства ;  он пред
принял в 1 896 г. совместно с Шефферсом систе
матическое изложение этого учения в «Геометрии 

- касательных преобразований» * ) , но, к сожале-

*) L i е S. ,  S с h е f f е r s G. Geometrie der Beruhrungstrans
formationen, - Bd. 1 . - Leipzig,  1896, 
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нию, nодвинулся ненамного дальше лервага то� 
ма  * ) '. 

После этого краткого изложения теории преобра· 
зований с заменой пространствеиного элемента я 
хочу оживить эту теорию хотя бы несколькими  на 
глядными примерами ,  чтобы показать, юJ кnе значе· 
ние эти вещи могут иметь в прикладных н ауках. 

3. Некоторые примеры 

Вид алгебраических кри вых определенного поряд· 
ка или класса. Разрешите мне сначала сказать не
сколько слов о двойственных преобразованиях и о той 
роли ,  которую они играют в учении о форме алгеб
раических кривых. Присмотримся,  как изменяются 
типичные формы кривых при двойственных преобра 
зованиях, например, при взаимном пол яр
ном соответствии относительно какого
нибудь конического сечения ;  при этом 
нам придется , конечно,  ограничиться 
очень немногими характерными случа я· 
ми .  Так, в случае кривых третьего поряд· 
ка, я отмечаю сперва  нечетный тип кри
вой ,  характеризуемый тем ,  что со всякой 
прямой кривая пересекается в одной или 
в трех точках. 

На приведеином эскизном наброске 
'(рис. 82) кривая имеет одну асимптоту, 
но из нее можно сразу получить кри· 
вую с тремя асимптотами,  проективно Рис. 82 
иреобразовав плоскость чертежа таким 
образом, чтобы какая-нибудь прямая,  иерееекающая 
нашу кривую трижды, перешла  в бесконечно удален· 
ную прямую. В р ассматриваемом случае кривая 
имеет три действительных точки перегиба ,  которы е  
имеют особое свойство - лежать н а  одной пря· 
мой g. 

При дуализировании (двойственном преобразова· 
нии)  этой кривой получается крива я  третьего класса , 
к которой из каждой точки можно провести одну 
или три действительные касательные. Точке перегиба  

*) Первые три главы второго тома были напечатаны уже 
после смерти Ли в 1 904 r, 
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соответствует при  этом острие, что, конечно, следует 
себе уяснить обстоятельным р азмышлением ;  вы мо
:»<ете, между прочим, найти подробное развитие этих 
идей в моих прежних лекциях по геометрии. Возни

кающая при этом кривая третье· 
го класса ( рис. 83) имеет, сле
довательно, в целом три острия, 
а касательные в них должны 
проходить через одну и ту же 
точку Р', которая дуально соот
ветствует прямой g, содержащей 
наши три точки перегиба .  

Аналогичные краткие замеча-
Рис.  83 ния я сделаю еще о кривой чет-

вертого порядка и четвертого 
кл асса . Кривая  четвертого порядка может иметь форму 
овала с одной впадиной ; могут даже встретиться кри
вые с двумя,  тремя и четырьмя впадинами (рис .  84 ) .  

Рис. 84 

В первом случае имеются две действительные точки 
перегиба и одна действ�пельная двойная касательная ,  

Рис. 85 

а в остальных - до восьм и 
точек перегиба и до четы
рех двойных касательных. 
Дуализируя, мы должны 
к уже сказанному раньше 
прибавить еще то сообра 
жение, что двойной каса
тельной взаимно соответ
ствует двойная точка .  Та

ким путем получаются типы кривых четвертого клас
са, имеющие от двух до восьм и остриев и от одной 
до четырех двойных точек, как. эскизно показано н а  
рис.  85. 
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Более детальное изуче1ше различных фopJ.J алгеб
раических кривых представляет своеобразную пре
лесть, но я не могу, к сожалению, остан авливаться 
на этом подробнее и должен удовлетвориться этими 
краткими указаниями.  Они,  однако,  достаточно ясно 
nоказывают, как наши двойственные иреобразов ания 
nодводят под один и тот же закон вещи, которые для 
наивного представления настолько р азличны, на
сколько это только возможно. 

Применекие касательных иреобразований к теории 
зубчатых колес. Теперь я перейду к применениям 
теории касательных преобразований ;  здесь интерес
ным образом обнаруживается , что идея касатель
ного преобразования, как и большинство идей , дей
ствительно удачных в теоретическом отношении, на 
ходит себе на практике широкое поле применений и 
что ее там действительно применяли еще задолго до 
ее теоретической разработки . Я имею здесь в виду 
главным образом старое учение о зубчатых колесах. 
Оно образует специальную главу кинематики - общего 
учения о подвижных механизмах, которое, н апример, 
для техники машиностроения имеет центральное значе
ние. К: этой же области кинематики принадлежат и 
те прямила ,  один пример которых мы  недавно имели .  
К: кинематике относится и многое из того, о чем я 
уже не раз должен был говорить в этом курсе : 
я могу здесь, конечно, выхватывать только неболь
шие части из каждой отдельной дисциплины и н а  
простых примерах п о  возможности более наглядно 
выяснять их смысл и значение. Р азобраться же в 
подробностях после этих набросков вы должны ста 
р аться сами ,  пользуясь специальными курсами .  

Задача конструкций из зубчатых KO.'Iec з а rт ю
trается в переносе равномерного движения с одного 
колеса на другое. Поскольку же при этом должны 
быть перенесены также и силы,  то недостаточно з а
ставить катиться одно колесо по другому (рис. 86) . 
а необходимо еще снабдить одно колесо выступами ,  
зубцами, которые входили бы в выемки другого. 
Поэтому задача заключается в придании профилям 
или образующим этих зубцов такой формы ,  чтобы 
р авномерное вращение одного колеса вызывало тоже 
равномерное вращение другого. Такая постановка 
вопроса представляется, конечно, и в геометрическом 
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отношении очень интересной. .Я сразу же сообщу 
в ажнейшую часть решения этой проблемы. А именно, 
зубцы одного колеса могут быть выбраны,  по суще
ству, произвольным образом с такими самоочевид• 
ными и обусловленными практической примени· 
мостью ограничениями ,  как, например,  то, что от· 
дельные зубцы не должны сталкиваться друг с дРУ" 
гом и т. п . ;  зубцы же второго колеса оказываются 

Рис. 86 Рис. 87 

тогда вполне определенными, а именно, они полу
чаются из зубцов первого колеса посредством пеко
торого раз навсегда устанавливаемого касательного 
преобразов ания.  

Здесь будет достаточно дать краткое пояснение 
хода мыслей, приведшего к этой теореме, не останав
ливаясь н а  полном ее доказательстве .  Непосредствен
но в идно, что все зависит только от относительного 
движения обоих колес. Можно поэтому считать, на
пример,  что первое колесо R1 совершенно неподвиж
но, а второе R2. кроме своего вращательного движе
ния ,  кружит еще вокруг R1 • При этом каждая точка, 
неподвижно соединенная  с R2, описывает в непо
движной плоскости колеса R 1 некоторую эпициклоиду 
( рис.  87 ) , причем эта последняя либо будет вытяну
той,  либо будет иметь острия ,  либо делать петли в 
зависимости от того, лежит ли  рассматриваем ая точ
ка внутри,  на  или вне периферии колеса R2. Таким 
образом , каждой точке подвижной плоскости колеса 
R2 соответствует определенная кривая на неподвиж
ной плоскости колеса R 1 ;  есл и  к уравнению, осуще
ствляющему это соответствие, подыскать по выше
указанному способу касательное преобразование, то 
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как раз и получается то характерное для зубчатых 
колес касательное преобр азование, которое мы име
ли в виду. А именно, легко убедиться в том, что две 
кривые, соответствующие друг другу в силу такого 
иреобразования касания,  действительно катятся одна 
по другой во время относительного движения колес. 

Наконец, еще несколько слов о том , какой вид 
приним ает намеченный здесь теоретический принцип 
при практическом конструировании зубчатых колес. 
Я приведу только простейший случай так называе
мого цевочного или прямобочного зацепления.  Здесь 
зубцы колеса R2 являются просто точками (рис.  88) 

Рис. 88 Рис. 89 

или ,  вернее, так как точки не дали бы никакой пе
редачи сил,  маленькими круглыми цапфами или ши
пами,  так называемыми цевками.  Каждому такому 
маленькому кругу соответствует при - касательном 
иреобр азовании пекоторая кривая, которая  очень 
мало отличается от эпициклоиды, а именно, являет
ся кривой, параллельной к ней и отстоящ�й от нее 
на р асстоянии, р авном р адиусу цевки. По этим кри
вым и катятся наши кружки при вращении колеса R2; 
эти кривые, следовательно, обр азуют фланки тех 
зубцов, которые должны быть н асажены ю:• R 1 , что
бы за них зацеплялись круглые зубцы, цевки, ко
леса R2. 

Имеются еще два зацепления,  которые также 
очень часто применяются на практике, а именно. 
эвольвентное и циклоидное зацеплени я. У первого 
из них - я буду здесь очень краток - профили зуб
цов обоих колес состоят из эвольвент ( развертываю
щих)  окружности ( р ис .  89) , т. е .  из кривых, которые 
образуются при разматывании с круга натянутой 
нити и эволюты которых являются , следовател ьно. 
окружностями;  у второй же модели эти профили со
стоят из дуг циклоид. 
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Я надеюсь, что этим я дал вам  по крайней мере 
первоначальную ориентировку относительно тех 
проблем,  о 1юторых идет речь в учении о преобразо
в аниях с переменой элемента пространства ;  теперь 
же, перед тем ка к совсем оставить этот второй раз
дел , тр актующий вообще о преобр азованиях, мне 
остается остановиться еще в виде приложеимя на 
одной в ажной гл аве,  которая не должна отсутс:rво
в ать в энциклопедии геометрии,  а именно, на nоль
зовании мнимыми элементами.  

V .  Т ЕО Р И Я  М Н ИМЫХ ЭЛ ЕМ Е Н ТО В  

Учение о м нимом,  как известно, nолучило свое 
р азвитие прежде всего в алгебре и анализе, в особен 
ности в учении об уравнениях и в теории функци й 
комплексной nеременной, где оно отпраздновало свои 
в е.1ичайшие триумфы .  Но вскоре и в аналитической 
геометрии  начали придавать nеременным х, у ком
плексные значения х = х1 + ix2, у = У1 + iy2 и nрисо
единили ,  таким образом,  к действительны м точка м  
широкий класс комnлексных точек, н е  связывая  сnер 
в а  эту терминологию, взятую из анализа,  с каким
либо геометрическим содержанием в собственном 
смысле  слова 1 1 5 ) . 

Польза таких нововведений ,  конечно, заклю<Iается 
в том ,  что они делают излишним то р азличение от
дельных случаев, котор-ое становится необходимым,  
еели  ограничиться действительными значениями пе
ременных, и дают возможность высказывать общие 
1 еоремы, не  допускающие никаких исключений.  Со
вершенно аналогичные соображения nривели нас уже 
в проективной геометрии к введению бесконечно уда
л енных точек, а также з аnолняемых ими бесконечно 
удаленных nлоскости и прямых.  И в nервом, и во 
втором случаях мы делаем то, что довольно удачно 
н азывают «присоединением несобетвенных точек» 
к собственным ,  н аглядно восnринимаемым точкам 
пространства .  

Мы выnолним теnерь оба nрисоединения одновре
менно. Для этого введем , как и раньше, однородные 
координаты , следовательно, ' положим ,  чтобы оста
в аться nока что в nределах плоскости , х :  у : 1 = 
= 6 :  '1') : -;  и будем доnускать для 6, '1'), " также и 
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комплексные значения. Систему же значений О,  О, О 
мы исключаем. 

Рассм атривая при этих условиях, например,  одно
родное квадратное уравнение 

А62 + 28611 + С112 + 2D6-r + 2E11-r + F-r2 = О, ( 1 ) 
мы назовем совокупность всех как действительных, 
так и комплексных систем значений 6. 11.  -r, ему 
удовлетворяющих ( независимо от того, представ
ляют ли  они конечные или бесконечно удаленные 
точ ки) , кривой второго порядка.  Очень часто такую 
совокупность назыв ают просто коническии сечением, 
но это название может вызвать недоразумения ,  если 
не у людей ,  зна ющих предмет, то у многих, не  при
в ы кших к применению м нимых элементов ; ведь опре
деленная таким образом кривая может, например,  не 
иметь ни одной действительной точки. 

Рассмотрим комбинацию уравнения ( 1 )  с л иней
ным уравнением 

а6 + �11 + V't = О, (2) 

которое будем считать определением кривой первого 
порядка, т .  е .  прямой линии .  Эти два уравнения 
имеют ровно дв а общих решения в виде троек 6 : 11 : т, 
т. е. всякая кривая первого порядка и всякая кривая  
второго порядка всегда «пересекаются» ровно в двух 
точках, которые могут, конечно, быть действитель
ными или комплексными ,  конечным и  или бесконечно 
удаленными,  различными или совпадающими.  При 
этом,  конечно, мысл и м ы  в ырождающиеся случав ,  
которые приводят к исключениям из этой теорем ы. 
Если левая часть уравнения ( 1 ) расп адается на  два 
линейных множителя и если  один из них идентичен 
с левой частью ур авнения (2 ) , иными словами ,  есл и 
I\ривая второго порядка является «п арой прямых», 
одна из которых совп адает с прямой (2 ) , то каждая 
точка этой последней будет общей- точкой (обоих об 
разов ) . Это сводится к тому , что обращаются в нуль  
все коэффициенты того I<Вадратного уравнения , кото
рое получается при исключении одной н еизвестной из 
обоих заданных уравнений .  Еще более широкие вы
рождения получаются,  конечно ,  в том случае ,  е сл и  1 
левая часть одного ИJI И даже обоих уравнений са м а  
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тождественно обращается в нуль: 
А = В =  . • •  = F = O  

или 
а = � = у = О. 

В дальнейшем,  однако, я оставлю в стороне все 
эти и подобные им особенности, которые по существу 
являются тривиальными .  При  таком условии мы  
имеем право переходя, например,  к р ассмотрению 
двух кривых второго порядка, высказать теорему 
о том ,  что они всегда имеют ровно четыре общие 
точки. 

Мнимые циклические точки и мнимая окружность 
сфер.  В ведем теперь в простр анстве однородные 
координаты х : у : z : 1 = 6 : f1 : � : 't' и будем им при· 
давать произвольные комплексные значения, выклю· 
чая снова систему О :  О :  О :  О. Совокупность решений 
одного линейного или соответственно квадратного 
однородного уравнения относительно этих четырех 
переменных назовем тогда поверхностью первого по· 
р ядка (плоскостью) или соответственно поверх· 
ностью второго порядка .  Тогда опять-таки, если  от· 
бросить тривиальные исключения, имеет, вообще го
воря,  место теорем а о том ,  что поверхность второго 
порядка пересекается с плоскостью по кривой второго 
порядка и что две поверхности второго порядка пере
секаются по пространствеиной кривой четвертого по· 
рядка, которая  в свою очередь имеет со всякой пло
скостью четыре общих точки . При этом ничего не 
говорится о том, имеют л и  эти кривые пересечения 
действительные в етви или нет, лежат ли они в ко
нечном р асстояни и  или в бесконечности. 

И вот уже в 1 822 г .  Поиселе в своем упомянутом 
выше трактате «0 проективных свойств ах фигур» * )  
применил эти понятия к окружностям и сферам ;  
п р авда, он не пользовался однородны м и  координа
тами и обусловленными ими точными аналитиче
скими формулировками ,  а следовал больше своему 
сильному чувству геометрической непрерывности . Для 
ознакомления с его замечательными результатам и  
в точной форме  будем исходить и з  уравне�ия окруж-
н ости 

(х - а)2 + (у - Ь)2 = r2, -------
*) См. сноску на с. 89, 
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которое запишем в однородных координатах� 

(6 - ат:)2 + (1] - Ьт:)2 - r2т:2 = О. 

183 

Пересечение этой окружности с бесконечно уда
ленной прямой :r = О определяется, следов ательно, 
уравнениями 

В этих уравнениях отсутствуют константы а ,  Ь , r ,  
характеризующие первоначально з аданную окруж
ность. Следовательно, любая окружность пересекает
ся с бесконечно удаленной прямой в одних и тех же 
двух постоянных точках 

6 : fl = ± i, т: = о, 
которые кратко называют (мнимыми) круговыми или 
циклическими точками.  Совершенно таким же обра·  зом выводят, что в пространстве все сферы пересе· 
кают бесконечно удаленную плоскость по одномУ, 
и тому же мнимому коническому сечению 

62 + 112 + ь2 = о, т: =  о, 
которое называют также просто �(мнимой)� окружно
стью сфер. 

- Однако имеет место также и обратная теорема � 
всякая кривая второго порядка,  проходящая  через 
обе циклические точки бесконечно удаленной прямой  
в ее  плоскости, есть окружность, и всякая поверх· 
ность второго порядка, иерееекающая бесконечно 
удаленную плоскость по мнимой окружности сфер, 
есть сфера ,  так что здесь мы  имеем дело с характе· 
ристическими свойствами окружности и сферы . Я намеренно не сказал : «бесконечно удаленные» 
циклические точки и «бесконечно удаленная» мнимая  
окружность, как  это часто делают. А именно, р ас
стояние от циклических точек до начала координат 
не является определенно бесконечным,  как это могло бы казаться на  -первый взгляд, но имеет форму 
.V х2 + у2 = .У�:+ 112 

� и в силу этого оказывается 
неопределенным ;  меняя характер предельного пере· 
хода к циклическим точкам, этому расстоянию можно 
придать произвольвое �наперед заданное} значение. 
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Точно так же является неопределенным расстоя� 
ние от циклических точек и до всякой (другой ) ко· 
нечной точки ;  то же самое имеет место для расстоя· 
ния от любой точки мнимой окружности сфер (при· 
н адлежащей бесконечно удаленной плоскости ) до 
любой конечной точки пространства .  Этому нисколь·  
ко не  приходится удивляться, ибо мы ведь одновре· 
менно требовали от циклических точек, чтобы они 
находились на  расстоянии r от пекоторой конечной 
точки (лежали на круге радиуса r с центром в этой 
точке, где r может принимать проиэвольно задан· 
ное значение) и были также бесконечно удалены от 
этой последней;  это кажущееся противоречие наша 
а налитическая формула  может уничтожить лишь 
тем ,  что она приводит к полученной выше неопре· 
деленности. Эти простые вещи следует себе раз  на ·  
всегда вполне уяснить, тем более, что  о них часто 
говорят и пишут много неправильного. 

Циклические точки и окружность сфер дают воз ·  
можность в очень красивой форме включить теорию 
окружностей и сфер в общую теорию геометрических 
образов второго порядка, тогда как при эдементар·  
ном изложении получается ряд кажущихся расхож· 
дений. Так, в элементарной аналитической геометрии 
всегда говорят только о двух точках пересечения двух 
окружностей ,  так как исключение одного неиэвест· 
ного из их уравнений приводит лишь к квадр атному 
уравнению. С нашей же точки зрения, всякие две 
окружности имеют общими еще и лежащие на  бес· 
конечно удаленной прямой обе цю<Лические точки , ко· 
ffopыx не  принимает во внимание эдементарное иэло· 
жение; таким образом мы действительно приходим к 
четырем точкам пересечения, требуемым упомянутой 
общей теоремой о двух кривых второго порядка. 

Совершенно аналогично этому всегда говорят в 
первую очередь только об одной окружности, по ко· 
торой пересекаются две сферы и которая может быть 
как действительной, так и мнимой; теперь, однако,  
мы знаем,  что в бесконечно удаленной плоскости все 
сферы имеют, кроме того, общую мнимую окружность 
и что она доподняет первую конечную окружность 
до той пространствеиной кривой четвертого порядка , 
каковой должна быть линия пересечения согд асно 
нашей общей теореме, 
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Мнимое преобразование. В дополнение к этому 
я хотел бы еще СI<а з а ть несi<ол ь ко слов о так назы
ваемом мнимом преобр азов ании .  Под этим назва
нием понимают коллннеации с мнимыми коэффи
циентами, которые переводят преимущественно инте
ресующие нас мнимые точки в действительные точки. 
Та к, здесь в теории циклических точек применяют 
с большой пользой преобразование 

6' = 6, t{ = i'l'), 1:1 = 1:, 

ибо оно переводит уравнение 62 + 112 = О в уравне
ние 6'2 - 11'2 = О, а потому циклические точки 6' : 11' = 
= ±i, 't' = О иревращаются в действительные беско
нечно удаленные точки 

6' : 11' = ± 1, ,; = О ; 

это - бесконечно удаленные точки обоих направле
ний ,  наКJюненных к осям под угл а ми 45°. Все окруж
ности переходят, следовател ьно , в конические сече
ния,  проходящие через обе эти действительные бес-
конечно удаленные точки, У' а это просто всевозмож
ные равносторонние ги
перболы,  асимптоты ко
торых образуют с осями 
упомянутые углы +45° ?> '  
(рис.  90 ) . Пользуясь об
разом этих гипербол ,  мо
жно себе наглядно уяс
нить все теоремы об 
окружностях, что явля-
ется чрезвычайно удоб- Рис. 9 0  
ным и полезным для мно· 
гих целей 1 1 6 ) , в особенности также и для аналогич
ных рассуждений в пространстве. В рамках этого . 
курса мне приходится, однако, ограничиться сделан- , 
ными замечаниями;  более подробное р азвитие этих 
идей дают обыкновенно в курсах и книгах по проек- ' 
тивной геометрии. 

Возникает вопрос, нельзя ли  подойти к этим мни
мым точкам , плоскостям ,  коническим сечениям и т. д. 
также с чисто геометрической точки зрения,  не  « В Ы •  , 

уживая:.  их насильно - как это мы делали до сих ,  
пор - из формул анализа.  Более старые геометрЫ. - J 
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Понселе, а также Штейнер - не достигли в этом 
отношении еще ясности ; для Штейнера мнимые вели
чины в геометрии все еще являются «привидениями»,  
:которые, н аходясь как бы в высшем мире, обнару
живают себя своими действиями,  но о сущности ко
торых мы не можем получить ясного представления . 

. В первые Штаудт в своих уже названных раньше со
чинениях «Геометрия положения» * ) (Нюрнберг, 1846) 
и «Добавления к геометрии» ( Нюрнберг, 1856- 1 860) '  
полностью разрешил этот вопрос,  и его идеями нам 
СJi едует еще немного заняться. Впрочем , эти книги 
Штаудта читаются очень трудно, ибо оп развивает 
свои теории дедуктивным путем сразу в их оконча
тельной форме, не  ссыла ясь на  аналитические фор
мулы и не делая  индуктивных указаний. 

Удобным же для понимания является всегда лишь 
генетическое изложение, которое следует пути, прой
·денному предположительно автором при возникнове
нии его идей .  

Двум работам Штаудта соответствуют две раз
личные стадии в развитии его теории, к краткому 
изложению которых я теперь перейду. В работе 
1 1 846 г .  речь сперва  идет только о произвольных об
разах второго порядка с действительными коэффи
циентами;  я говорю «образах», так как не хочу фик
сировать числа  их измерений (прямая,  плоскость или 
.nространство) .  Рассмотрим,  например, кривую вто
рого порядка на плоскости, т. е .  какое-нибудь квад· 
ратное уравнение с действительными коэффициен-
1Гами ,  однородное относительно трех переменных, 

А�2 + 2В6ТJ + СТ}2 + 2D�'t' + 2EТJ't'.+ F't'2 = О. 

Для аналитического исследования является в та
ком случае совершенно безразличным, имеет ли во· 
обще это уравнение действительные решения или нет, 
т. е.  имеет ли кривая  второго порядка действитель
ную ветвь или же состоит из одних только мнимых 
точек. Вопрос заключается в том, какие именно на
глядные представления чисты_й геометр должен свя
зывать с подобной кривой в этом последнем случае, 
как он  должен определить такую кривую геометри· 
ческими средствами .  Тот же вопрос возникает и в 

*) См. сноску на с. 89. 
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одномерной области, когда речь идет о пересечении 
кривой с какой-нибудь прямой, например с осью х, 
определяемой уравнением 1J = О; тогда точки пересе· 
чения - безразлично, будут ли они действительными 
или мнимыми, - получаются из уравнения с действи· 
тельными коэффициентами 

As2 + 2Ds't' + F1:2 = О 

и вопрос заключается в том, можно л и  со случаем 
комплексных корней связать какое-нибудь геометри· 
ческое содержание. 

Интерпретация по Штаудту самосопряженных 
мнимых образов. Идея Штаудта з аключается прежде 
всего в следующем. Он р ассматривает вместо кривой 
второго порядка соответствующую ей полярную си· 
стему, о которой мы уже говорили выше (с.  1 70) , т. е. 
взаимно двойственное соответствие, изображаемое 
уравнением 

А66' + В  (6t( + 6'ТJ) + С1111' + D (s't'' + f.',;) + 

+ E (f\1:1 + f\11:) + F,;,;' = О. 

В силу действительности коэффициентов оно пред· 
ставляет собой исключительно действительное соот· 
ношение, относящее каждой действительной точке 
некоторую действительную прямую независимо от 
того, будет л и  сама кривая действительной или нет. 
Но полярная система со своей стороны вполне опре· 
деляет кривую как совокупность точек, лежащих на 
своих собственных полярах, причем каждый р аз 
остается открытым вопрос о том , существуют ли та·  
кие точки в действительной области. Во  всяком слу· 
чае полярная система всегда является действитель
.ным представителем определяемой уравнением кри· 
вой второго порядка, и оказывается целесообразны м 
поставить этого представителя во главу исследова
ния вместо заданной нам кривой. 

Пересекая нашу кривую осью х,  т. е .  полагая 11 
и ТJ' равными нулю, совершенно аналогично получаем 
н а  этой оси некоторое одномерное всегда действи·  
тельное полярное соответствие. которое з адается 
уравнением 

А66' + D (s't'' + 6'1:) + F1:1:' = О  
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и всегда приводит во  взаимное соответствие по две 
действительные точки. Точками пересечения оси х 
с кривой являются обе точки, соответствующие каж
дая самой себе 1 1 7 ) в этом полярном соответствии,  
его так называемые основные точки. 

Они могут быть действительными или мнимыми,  
но во всяком случае вопрос о них представляет лишь 
второстепенный интерес, а на  первый план выдви
гается опять-таки полярное соответствие, как всегда ,  
являющееся действительным представителем этих 
точек. 

Каждые две точки ( ; , ;: ) , взаимно сопряжен

ные в одномерном полярном соответствии, называют 
парой точек «инволюции» - выражение, введенное в 
XVI I в .  Дезаргом ;  при этом различают два главных 
типа таких инволюций в соответствии с тем , яв
л яются ли  основные точки действительными или мни
м ыми,  и промежуточный случай,  в котором они сов
падают. Но для нас здесь главным является само 
понятие инволюции ;  различение же отдельных слу
чаев,  т. е .  вопрос о природе корней квадратного урав· 
нения ,  имеет лишь второстепенный интерес. 

Хотя эти р ассуждения, которые могут быть, ко
нечно, непосредственно перенесены на три измерения ,  
и не дают еще истолкования мнимых элементов , но 
зато - это касается образов второго порядка - уста
· 1-IОвлена общая точка зрения,  стоящая выше р азде
·ления на действительные и мнимые элементы. Каж-
1дый образ второго порядка изображается некоторой 
:действительной полярной системой, и с этими по
·лярными системами можно оперировать геометриче
ски точно так же, как аналитически - с действитель
ными уравнениями этих образов. 

Поясним это на  примере. 
Пусть дана некоторая кривая второго порядка, 

т.  е . в силу предыдущего пекоторая полярная систем а 
на  плоскости ; присоединим к ней еще одну какую
нибудь прямую. Здесь непосредственная интуиция 
·ПОдсказывает нам возможность очень м ногих раз
личных случаев в зависимости от того, имеет ли во· 
обще кривая действительные точки или нет и пере
кается ли  она в первом случае с прямою в действи ·  
тельных точках или нет. Но во  всяком случае наша 
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плоская полярная систем а определяет на прямой g 
(рис. 9 1 )  некоторую линейную полярную систему,  
т.  е. некоторую инволюцию:  каждой точке Р прямой 
g соответствует поляра  р

'
, а эта последняя пересР.

J{ается с g в некоторой точке Р';  точ iш (Р ,  Р') и прiJ 
беrают ту инволюцию, о I<Оторой и.р.ет речь.  Допо.тr
нителы-ю можно поста 
вить вопрос об основ
ных точках этой инво
люции,  о том,  будут ли  

р' '.1 
------- - - - р, -

р 
Рис. 9 1  

-+--�-r--���----� P 

--����--�--�--� р 

1 
Рис. 92 

они действительны м и  ил и мнимыми. Этпм м ы  выра 
зили в геометрических тер минах к а к  раз то ,  к чему 
мы пришли в начале н а ших р азъяснен ий,  исходя из 
уравнений .  

Примени м теперь эти рассуждения ,  в частности , 
к мнимым циклическим точкам и к окружности сфер . 
Выше мы сказали,  что две произвольные окружности 
пересекают бесконечно удаленную прямую в одних 
и тех же двух точках, а именно, в циклических точ 
ках; геометрически это будет теперь означать, что 
полярные системы этих окружностей образуют на  
бесконечно удаленной прямой одну и ту  же одномер
ную полярную систему, т .  е .  приводят к одной и той 
же инволюции.  В самом деле, если проведем (ер .  
с. 90) касательные к какой-нибудь окружности из 
бесконечно удаленной точки Р, то поляра  р; этой 
последней, будучи линией соединения точек касания 
касательных, исходящих из Р, оказывается перпен
дикулярной их общему направлению ( рис. 92) . А так 
как все прямые, проходящие через одну и ту же бес
конечно удаленную точку, параллельны между собой, 
то и поляра р; той же точки Р, взятая по отношению 
к какой-нибудь другой окружности, будет перпенди
кулярна тому же самому направлению, что и р�, 



190 ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 

а значит, параллельна прямой р�; другими словами, 
р� и р� в свою очередь пересекают бесконечно уда
ленную прямую в одной и той же точке Р'. Итак, 
полярные системы всех окружностей образуют в пе
р есечении с бесконечно удаленной прямой - таков 
наш результат - одну у ту же полярную систему, 
так называемую «абсолютную инвоJiюцию», причем 
точки каждой пары этой последней,  р ассматриваемые 
из любой конечной точки, всякий раз  видны в двух 
взаимно перпендикулярных направлениях 1 1 8 ) . 

Переведем эти р ассуждения на  язык анализа.  И с
ходя из однородного уравнения окружности 

(6 - ат:)2 + (ТJ - Ьт:)2 - r2т:2 = О, 
или 

получаем соответствующее полярное соответствие 

66' + ТJТJ' - а (6т:' + 6'т:) - ь (чт:' + Т)' т:) + 
+ (а2 + Ь2 - r2) т:т:' = О; 

отсюда мы  получим соответствие, устанавливаемое 
на  бесконечно удаленной прямой, если примем т: = 
.== т:' = 0: 

66' + чч' = о, т: = о, т:' = о. 
Эти уравнения действительно не зависят от кон

стант а, Ь, r, характерцзующих исходную окружность. 
К тому же, как учит аналитическая геометрия, две 
прямые,  идущие к точкам 6, '1'), О и 6', '1')1, О, оказы
ваются в силу первого из этих уравнений взаимно 
nерпендикулярными,  так что мы действительно снова 
nриходим к высказанной выше теореме. 

Совершенно ана.11огичные соотношения имеют ме
сто для сфер в простр анстве. Все они создают на  
бесконечно удаленной плоскости одно и то  же  так  
называемое абсолютное полярное соответствие, з а 
даваемое уравнениями 

s6' + 'l'lч' + ��, = о, т: = о, т:' = о. 
а так как из первого из этих ур авнений следует, что 
направленИя s : ТJ : � и 6' : ч' : �, взаимно перпендику
лярны,  то каждой бесконечно удаленной точке Р со
отв.етствует при этом та бесконечно удаленная пря-
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мая, которая высекается '(на  бесконечно удаленной 
плоскости ) плоскостью, перпендикулярной идущемУ, 
к Р направлению. Это дает нам действительный гео• 
метрический эквивалент теорем о мнимой окружно· 
сти в бесконечности. 

Полная интерпретация по Штаудту отдельных 
мнимых элементов. Можно, конечно, сказать, что эти 
рассуждения представляют собой скорее обход мнимо· 
го в геометрии,  чем его истолкование. Действительную 
же интерпретацию отдельных мнимых точек, прямых 
и плоскостей Штаудт дал впервые лишь в своих 
«Добавлениях» 1856- 1 860 гг. путем дальнейшего 
развития изложенного выше подхода .  Я хочу р азъ· 
яснить вам и эту интерпретацию, так как она по сути 
является чрезвычайно простой и остроумной и толь· 
ко в абстрактном изложении Штаудта кажется край· 
не странной и трудной. При этом я во всем буду 
следовать тому ее аналитическому изложению, какое 
дал Штольц в 187 1 г. Штольц, бывший тогда со м ною 
вместе в Гёттингене, прочитал всего Штаудта ,  чего я 
сам никогда не мог сделать. Из бесед со Штольцем 
я и познакомился с различными очень интересными 
также и в других отношениях идеям и  Штаудта ,  над 
которыми я впоследствии много работал сам.  В ни· 
жеследующем я снова остановлюсь только н а  в аж· 
нейших чертах хода идей Штаудта,  не приводя пол· 
ностью всех деталей ; при этом будет совершенно до· 
статочно ограничиться случаем плоскости. 

Начнем с предположения, что н а м  задана некая 
МJiимая 1 1 9 )  точка Р своими тремя комплексными ко· 
ординатами 6. fl,  't ;  р азлагая их на действительную 
и мнимую части, пишем 

s = s1 + is2 . " = "1 + i"2, .. = .. 1 + i .. 2 .  < t >  
Зададимся целью построить некую действитель

ную фигуру, которая давала бы истолкование этой 
точки Р, пр ичем связь этих двух образов должна 
быть проеi<тивной , т. е . ,  выражаясь точнее, не должна 
н арушаться ни при  каком действительном проектив
ном преобразовании . 

1 )  Первый шаг в указанном направлении з аклю· 
чается в том,  что м ы  фиксируем внимание на тех 
двух действительных точках Р1 , Р2, однородными 
координатами  которых служат действительные и 
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соответственно умноженные на  -i мнимые части ( что 
дает коэффициенты при i) заданных координат 
точки Р: 

( l a ) 

Эти две точки р азличны, т. е. не имеют места ра 
венства S I : '11 1 : 't !  = 62 : '112 :  't2 ,  ибо  в противном слу
чае s. '1'} ,  't относились бы друг к другу как три дей 
ствительные величи_ны и изображали бы поэтому 
действительную точку. Поэтому точки Р1 ,  Р2 опре
деляют некоторую действительную прямую g, урав
нение которой имеет, как известно, вид 

(2) 

на этой прямой лежит как заданная мнимая точr<а Р, 
так и ее «комплексно сопряженная точка» Р с коор
динатами 

(l) 
так как обе тройки координат ( 1 ) ,  ( l) удовлетво
ряют, очевидно, уравнению прямой (2 ) . 

2 ) Конечно, построенная таким образом пара то
чек Р1 , Р2 ни в коем случае не может служить дей
ствительным представителем мнимой точки Р, ибо 
она весьм а существенным образом зависит от самих 
конкретных значений 6. 'I'J ,  't, тогда как точка Р X!l·  
р а ктеризуется только отношениями этих чисел . Сле
довательно, получится та же сам ая точка Р, если мы 
вместо 6. '1') ,  't напишем их произведения 

Ps = PISI - P2s2 + i (р261 + P1s2), 
P'YI = Р1'11 1 - Р2'112 + i (Р2'11 1 + Р1'112), (3) 
pt' = PITI - Р2Т2 + i (p2TI + PIT2)  

на  произвольную комплексную константу: 

но тогда,  р азделяя вновь действительную и мнимую 
части, мы получим вместо точек Р1 и Р2 уже другие 
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Действительные точки Pf и Р2 с координата ми: 

р' • t' • n' • ,.., = 1 • ь1 • " 1 1 • •  1 
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= (P!S t - P2s2) : (P1fl l - Р2Т12) : (р1Т1 - Р2Т2), (За)  
Р� :  6� : fJ; : т; = (P2S1 + Р162) : (P2fJ1 + Р1 fl2) : (р2тl + Р1 т2) . 

Рассм атривая совокупность всех пар  точек Pf, Р2, · 
получаемых таким образом при всевозможных значе
ниях р 1 , р2 , мы приходим к пекоторому геометриче
скому образу, для которого имеют значение только 
отношения 6 : fJ :  т, т. е .  только «геометрическан»  
точка Р, и который поэтому вполне годится быть 
представителем для Р. Кроме того, связь этого об
раза с Р является в самом деле проективной, ибо 
при любом линейном действительном преобр азовании 
величин ; , f), т их компоненты 61 , f) t ,  't1 и 62, f)2, Т2 
подвергаются, очевидно, тому же преобразованию. 

3 ) Чтобы теперь исследовать ближе геометриче
скую природу этой совокупности точечных, пар ,  з аме
тим прежде всего, что,  каково бы ни было р,  точки 
Р� . Р� всякий раз лежат на прямой Р1Р2 (рис .  93 ) , 
ибо их координаты удовле-
творяют, очевидно,  уравне- Pi Р, Pf р2 9 
нию ( 2 ) . Далее, когда Р Рис. 93 
пробегает всевозможные 
комплексные значения, т.  е .  когда р 1 и р2 принимают 
всевозможные действительные значения (причем их 
общий действительный множитель не имеет суще
ственного значения ) ,  Pl пробегает все действитель
ные точки прямой g, а Р2 всегда представляет собой 
какую-то другую действительную точку той же пря
мой g, однозначно сопоставленную с первой ; в част
ности, при P t = 1, Р2 = О получаются в качестве со
поставленных точек точки Р1 и Р2• Это сопоставление 
сдел ается более наглядным,  если ввести отношение 
Р2/Р1 = -i\., а именно, тогда будем иметь 

для Р�: 
6� : Т)� : т� = (61 + i\.62) : (rJ1 + Л.ТJ2) : (т1 + Л.т2) , (ЗЬ ) 

для Р�: 
s� :  fJ� :  т; = ( 61 - i 62) : ( rJ1 - i rJ2) : ( т1 - i т2) · (ЗЬ) 

7 Ф. K.neRн, т. !1 
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4) Из этих формул можно далее легко заключить. 
что при переменнам 'Л точки Р1 и Р2 как раз пробе
гают по всем парам точек некоторой инволюции на  
прямой g .  В самом де.'Iе, при введении на прямой g 
системы координат однородные координаты каждой 
точки Р� или соответственно Р2 оказываются , как из
вестно,  целыми л инейными функциями параметра 

'Л\ = 'Л или соответственно 'Л2 = - Т  уравнений (ЗЬ ) . 

Поэтому уравнение 'Л�'А2 = - 1 ,  связывающее между 
собой оба эти параметра,  устанавливает некоторое 
симметрическое билинейпае соотношение между 
координатами точек Р} и Р2, а этим в силу опре
деления на  с .  1 90 и доказывается наше утвержде
ние.  

5)  Основные точки, т. е .  соответствующие самим 

себе точки этой инволюции, получаем при 'Л = - i , 
следовательно, при 'Л = + i; обе они оказываются 
мнимыми, а именно, одна  из них совпадает с нашей 
исходной точкой Р, а вторая является комплексно 
сопряженной с ней точкой Р. Пока что мы пришли, 
таким образом, всего лишь к новому изложению 
прежних штаудтовских идей .  Наряду с точ кой Р мы 
ввели  в р ассмотрение точку Р, которая дополняет 
точку Р до некоторого одномерного образа второго 
порядка , определяемого некоторым действительным 
квадр атным уравнением, и построили в качестве дей
ствительного представителя этого образа соответ
ственную инволюцию. З амечу еще,  что такая инво
л юция будет вполне  определена ,  если известны две 
какие-нибудь пары ее точек, например Р1 , Р2 и 
Pi, Р2; для того же, чтобы основные точки этой ин
волюции были мнимыми,  необходимо и достаточно, 
чтобы эти пары точек находились в «скрещенном 
положении» (разделяли друг друга ) ,  т. е. чтобы одна 
из  точек Р\, Р2 находилась между Р1 и Р2, а вто
рая вне отрезка Р1Р2. 

6)  Для полного решения н ашей з адачи нам не 
хватает теперь еще только средства, позволяющего 
превратить этого общего представителя двух точек 
Р и Р в представ ителя одной только точки Р (или  
только точки Р) ; Штаудт нашел такое средство лишь 

в 1856 г.,  пользуясь одной очень красивой идеей. 
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А именно,  точка Pf с координатами 

($1 + Л.$2) : (ТJI + ЛТJ2) : (т 1  + Л.т2) 
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пробегает прямую g в одном вполне определенном на
правлении ( или «в определенную сторону») (рис. 94 ) , 
если заставить Л. про
бежать от нул я по 
всем действительным 

:t. < O  Я.=О J., > O 
Р/ 

положительным значе- Рис. 94 

ниям до + оо и затем 

!/ 

через все отрицательные значения опять вернуться 
к нулю. Легко убедиться в том ,  что мы полу
чили бы то же самое направление на g, если бы 
исходили из координат точки Р, умноженных на про
извольный множитель р, т. е. если бы рассматривал и  
точку s� + Л.s�. . . .  , и что, далее, при действительном 
nроективном иреобразовании точки Р направление 
движения точки-изобр ажения получается из только 
что определенного направления  с помощью того же 
nреобразования.  Поэтому будет вполне согл асным 
с нашими требованиями,  если м ы  р аз навсегда усло
вимся сопоставлять это напр авление движения с пер· 
воначальной точкой Р, имеющей координаты 61 + 
f+ i62, . . . А так как комплексно сопряженная точка J5 
имеет координаты 61 + i (-62 ) , . . . , то с нею, соглас· 
но этому условию, приходится сопоставлять то на
правление движения, которое имеет точка с коорди
натами s 1  + Л. (-62 ) , . . . при положительно возрас
тающем Л. (от нуля через положительные значения 
к +оо и з атем от - оо  до нуля ) ,  т. е. н апр авление 
на  прямой g, прямо противоположное предыдущему 
направлению движения,  и этим достигается жела
тельное различение.  Выражаясь кратко, м ы  попросту 

· вводим различение между +i  и -i тем,  что мы р азли
чаем положительный и отрицательный пробег дей
ствительных Л-значений. Вместе с тем м ы  получили 
в конце концов следующее пр авило для однозначного 
и nроективно инвариантного построения действитель
ной геометрической фигуры,  представляющей мнимую 
точку 

(sl + is2) : (ТJI + iТJ2> : (т! + iт2). 

Строим точки PI ( s i : Т) I : 't'l ) и P2 ( 62 : 1')2 : 't'2) , соеди
няющую их прямую g и ту инволюцию точек на пря-
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мой g (или соответственно еще одну пару ее точек)' . 
в которой точки 

Р� (61 + Л62) : (111  + Л112) : (-r1 + Л-r2) 
и 

являются попарно сопряженными ;  наконец, присо· 
единяем еще стрелку, указывающую напр авление 
движени я  точки Р {  при положительно возрастаю
щем Л. 

7 )  Нам осталось еще убедиться в том ,  что также 
и, обратно, каждая  такая действительная фигура ,  со
стоящая из прямой ,  двух лежащих на ней в скре
щенном положении  пар точек Р1 ,  Р2 и Р\ ,  Р2 ( ил и  
соответственно из точечной инволюции без действи
тельных двойных точек) и стрелки, указывающей 
н аправление, представляет одну и только одну мни
мую точку. В самом деле ,  присоединяя некоторы й 
н адлежаще выбранный действительный постоянны й  
множител ь, можно без труда - я опять-таки разре
шаю себе не вдаваться здесь в подробности - при
дать координатам точки Р2 такие значения 62. 112. 't2, 
чтобы координаты точек Р1 и Р2 находились в отно
шениях  

и 

или, что то же самое ,  чтобы двойные точки заданной 
инволюции имел и  координаты 61 ± i62, . . .  ; знаком 
же параметр а Л, который после этого еще остается 
произвольным ,  следует р аспорядиться так, чтобы н а 
правление движения точки ( 61 + Л62) : (11 1 + Л112) : ('t1+' 
�+ Л't2 ) при положительно возрастающем , начиная от 
нуля ,  параметре Л соответствовало направлению, за 
данному стрелкой. Тогда точке Р с координатам и  
61 + is2 • . . .  будет соответствовать в силу предыдущих 
рассуждений как раз заданная инволюция с задан
ным направлением движения в качестве ее действи· 
тельного представителя. 
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Далее, можно убедиться в том, что, исходя из ка 
кой-нибудь другой пары точек этой инволюции, мы 
придем к тем же самым отношениям координат, т. е .  
к той же точке Р. 

Решив таким образом нашу проблему для точки,  
м ы  можем (оставаясь на  плоскости ) сразу же пере
нести это решение и на случай прямой, пользуясь 
принцилом двойственности. В результате для ком
плексной прямой ее  однозначным представителем в 
действительной области является действительная  
точка, две пары лучей, принадлежащие пучку лучей 
с центром в этой точке и раз
деляющие одна другую ( или 
соответственно пекоторая  ин
волюция лучей без действи
тельных двойных лучей ) и , на
конец, определенное направле
ние вращения  в этом пучке 
,(рис. 95) . 

Эти интерпретации позво
ляют также - и в этом заклю-

Рис. 95  

чается их громадное значение - представпять все 
соотношения между комплексными элементами ил и 
между комплексными и действительными элементами 
при помощи наглядных свойств исключительно дей 
ствительных геометрических фигур . 

Взаимное расположение мнимых точек и прямых. 
Чтобы пояснить это на конкретном примере, покажу 
вам, что соответствует в этой интерпретации следую
щему утверждению:  (действительная  или мнима я )  
точка Р лежит на (действительной или мнимой)  пря 
мой g. При этом, конечно, приходится р азличать та 
кие случаи :  

1 )  действительная  точка и действительная прям а я, 
2 )_ действительна я  точка и мнимая прямая ,  
3 )  мнимая точка и действительная прямая, 
4 )  мнимая точка и мнимая прямая.  
Случай  1 )  не требует от нас  особых разъяснений ;  

здесь перед н а м и  одно и з  основных соотношений 
обычной геометрии .  

В случае 2) через заданную действительную точ
ку обязательно должна проходить наряду с заданной 
мнимой прямой также и комплексно - сопр яжен н а я  

с нею прямая;  следов ательно, эта точка должна сов· 
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п адать с:. вершиной того пучка лучей, которым мы 
пользуемся для изображения мнимой прямой. 

Подобно этому в случае 3) действительная пря· 
мая должна быть тождественна с носителем той пря· 
мол инейной инволюции точек, которая служит пред· 
ставителем заданной мнимой точки . 

Наиболее интересны м  является случай 4 )  
'( рис. 96) : здесь, очевидно, комплексно сопряженна я  
точка должна также лежать на  комплексно сопря

женной прямой, а отсюда сле
дует, что каждая пара точек ин
волюции точек, изображающей 
точку Р, должна н аходиться на 
пекоторой паре прямых инволю
ции прямых, изображающей пря
мую g, Т. е. ЧТО обе ЭТИ ИНВО· 
люции должны быть располо
жены перспективно одна относи
тельно другой ; кроме того, ока
зывается, что и стрелки обеих 

Рис. 96 инволюций также р асположены 
перспективно. 

Вообще, в а н алитической геометрии плоскости,  
уделя ющей вним ание также и комплексной области, 
м ы  получим полную действительную картину этой 
плоскости,  если к совокупности всех ее действитель
ных точек и прямых присоединим в качестве новых 
элементов совокупность рассмотренных выше инво
люционных фигур вместе со стрелками их напр авле
ний. Здесь будет достаточно, если я намечу в общих 
очертаниях, какой вид приняла бы при этом по· 
строение такой действительной картины комплексной 
геометрии. При этом я буду следовать тому по
рядку, в котором теперь обычно изл агают первые 
предложения элементарной геометрии. 

1 )  Начинают с аксиом существования, назначе
ние которых - .дать · точную формулировку наличия 
только что упомянутых элементов в р асширенной по 
ср авнению с ·обычной геометрией области. 

2) ·З атем аксиомы соединения , которые  утверж
дают, что также и в определенной в п . 1 )  расширен
ной обл асти через (каждые) две точки проходит одна 
и только одна прямая и что (всякие )  две прямые 
имеют одну и только одну общую точку. При этом 
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подобно тому, что м ы  имели выше, приходится каж
дый р аз р азличать четыре случа я  в з ависимости от 
того, являются ли действительными заданные эле
менты, и представляется очень интересным точно 
продум ать, какие именно действительные построения 
с инволюциями точек и прямых служат изображением 
этих комплексных соотношений. 

3)  Что же касается аксиом расположения (поряд
ка) , то здесь по сравнению с действительными соот
ношениями выступают н а  сцену совершенно новые 
обстоятельства ; в частности, все действительные и 
комплексные точки, лежащие н а  одной фиксирован
ной прямой, а также все лучи,  проходящие через 
одну фиксированную точку, образуют двумерный кон
тинуум. Ведь каждый из нас вынес из изучения тео
рии функций привычку изображать совокупность зна
чений комплексной переменной всеми точками пло
скости. 

4) Наконец, что касается аксиом непрерывности, 
то я у кажу здесь только, как изображаются ком
плексные точки, лежащие как угодно близко к ка
кой-нибудь действительной точке. Для этого через 
взятую действительную точку Р ( или через какую

р 
нибудь другую близкую 
к ней действительную 
точку) нужно п ровести ���, ---.... 1}......-;Р.�/::-. ----�Рz�
какую-нибудь прямую и 
рассмотреть на ней такие 
две разделяющие одна 

Рис. 97 

другую (т.  е .  лежащие «скрещенным обр азом») пары  
точек (рис. 97) , чтобы две точки Р1 , Pf ,  взятые и з  р ё� з 
ных пар ,  лежали близко одна к другой и к точi<е Р;  
ес.'Iи теперь неограниченно сближать точки Р1 и Pl 
то инволюция, определяем а я  названными пара ми то
чек, вырождается , т. е. обе ее до сих пор комплексные 
двойные точки совпадают с точкой Р1  = Р; .  Каждая 
из обеих мнимых точек, изображаем ых этой инво
люцией ( вместе с той или  другой стрелкой ) ,  перехо
дит, следовательно, непрерывно в некоторую точку, 
близr{ую к точке Р, ИJJИ даже непосредственно в точ
ку Р. Конечно, для того чтобы быть в состоянии 
с пользой применять эти представления о непрерыв
ности, необходимо детально с ними порабо
тать. 
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Хотя все это построение и является по сравне
нию с обычной действительной геометрией достаточ
н о  громоздким и утомительным,  но зато оно мо
жет дать несравненно больше. В частности,  оно спо
собно поднять на уровень полной геометрической на 
глядности алгебраические образы,  понимаемые как 
совокупности их действительных и комплексных эле
ментов ,  и при его помощи можно наглядно уяснить 
себе на самих фигур ах такие теоремы,  как основная 
теорем а алгебры ИJI И теорем а  Безу о том ,  что две 
Ii:ривые т-го и п-го порядков имеют, вообще говоря. 
ровно mn общих точек. Для этой цели следовало бы, 
конечно, осмыслить основные положения в значи
тельно более точной и наглядной форме,  чем это 
было сделано до сих пор ; впрочем, в литературе уже 
и меется весь существенно необходимый для таких 
исследований м атериал .  

Но в большинстве случаев применение этого гео
метрического толкования привело бы все же при всех 
его теоретических преимуществах к таким усложне
ниям , что приходится довольствоваться его принци· 
пиальной возможностью и возвращаться фактически 
к более наивной точке зрения, заключающейся 
в следующем : комплексная точка есть совокупность 
трех комплексных координат, и с нею можно опери
ровать точно так же, как и с действительными точ
ками.  В самом деле, такое введение мнимых элемен
тов , воздерживающееся от каких бы то ни было прин
ципиальных рассуждений, всегда оказывалось плодо• 
творным в тех случаях, когда нам приходилось иметь 
дело с мнимыми циклическими точкам и  или с окруж· 
ностью сфер. Как уже было сказано, впервые стал 
пользоваться мнимыми элементами в этом смысле 
Понселе ;  его последователями в этом отношении 
были другие французские геометры ,  гл авным образом 
Ш аль и Дарбу; в Германии ряд геометров , в особен
ности Ли, также применяш� с большим успехом такое 
понимание мнимых элементов . 

Этим отступлением в область мнимого я закан
чиваю весь второй отдел моего курса и обращаюсь 
.к новой главе, 



СИСТЕМАТИКА 
И ОБОСНОВАНИЕ ГЕОМЕТРИИ 

1. СИСТЕМАТИКА 
Изученные нами  геометрические преобразования 

мы прежде всего используем для установления систе
матического подр азделения всей обл асти геометрии ,  
которое позволит нам обозреть с одной точки зрения 
как отдельные части геометрии ,  так и их взаимные 
связи.  

1 .  Обзор классифи каци и  геом етрических ди сципли н 

Здесь речь идет о тех идеях, которые я системати
чески развил в моей «Эрлангенской программе» 
1872 г. * ) .  

1 )  В дальнейшем, как и до сих пор, мы  будем 
систематически пользоваться анал изом при исследо
вании геометрических отношений, представляя себе 
совокупность всех точек пространства изобра�енно10 
при помощи совокупности всех числовых троек
значений трех «координат» х, у, z. При  таком изо
бражении каждому преобразованию пространства со
ответствует определенное преобр азование  этих коор
динат. С самого начала наше вним ание особенно 
привлекли  следующие четыре вида преобразований ,  
изображаемых некоторыми специальными линейными 
подстановками координат х, у, z: параллельные пе
реносы, повороты около начала координат О, зер
кальное отра�ение относительно этой �е точки О и 
гомотетии с центром О. 

2) Введение координат могло бы , пожалуй, заста 
вить думать о существовании полного тождеств� 

*) К 1 е i n F. Verschiedene Betrachtung uber neuere geomet
rische Forschungen.- Erlangen, 1872. [Русский перевод: 
К л ей н Ф. Сравнительное обозрение новейших геометрических 
исследований//Изв, физ.-мат. о-ва при Казанск. ун-те.- 1896.
Т. 5.] 
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между анал изом трех независимых переменных х, у, 
z и геометрией в узком смысле слова. Но в дей
ствительности это не так. Дело в том , что геометрия 
занимается , как это я уже р аньше имел случай от
метить .(см .  с. 42-44 ) , только такими соотношения
ми между координатами,  которые остаются неизмен
ным и  при перечисленных в п .  1) л инейных подста
новках - будем ли  рассматривать последние как 
изменения системы координат или как преобразова
ния пространства ;  геометрия является, таким обра
зом, теорией инвариантов упомянутых линейных под
становок. Все же соотношения между координатами, 
не имеющие инвариантного характера , - как, напри
мер , утверждение о том ,  что пекоторая точка имеет 
координаты 2, 5, 3 , - связаны с определенной раз на 
всегда фиксированной системой координат, и при 
надлежат к науке, которая должна индивидуализи
ро�ать каждую точку саму по себе и рассматривать 
изолированно ее свойства :  к топографии или, если 
угодно,  к географии. Для пояснения я напомню не
сколько примеров геометрических свойств . Так, мы 
говорим ,  что две точки имеют определенное (взаим
ное) расстояние, если только фиксирована пекоторан 
единица (длины ) ; с нашей теперешней точки зрения 
это означает, что с помощью их координат 
Х1, у,, z,, х2, у2, z2 можно составить выражение 

�(х1 - х2)2 + (у1 - у2)2 + (z1 - z2f, которое либо ос
�ается неизменным при всех указанных подстановках, 
либо только умножается на некоторый множитель, 
не зависящий от специального положения взятых 
точек 120 ) . Подобный же смысл имеют фразы :  «две 
прямые образуют определенный угол», «некоторое 
коническое сечение имеет определенные главные оси и фокусы» и т.  д. 

Для совокупности этих геометрических свойств мы 
будем употреблять название «метрическая геомет
рия», чтобы сразу же от.1ичить от нее различные 
другие «виды геометрий». Мы получим их, выделяя 
по определенному принципу известные группы тео
рем метрической геометрии  и р ассматривая их сами 
по себе; вследствие этого все эти новые виды гео
метрий  являются, по крайней мере н а  первый взгляд, 
частям и  метрической геометрии как наиболее объем
лющего «вида геометрии». 
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3) За исходный пункт мы берем подробно изучен· 

ные раньше аффинные преобразования, т. е. целые 
линейные подстановки переменных х, у, z; 

х' = а1х + Ь1у + c1z + d1, 
у' = а2х + Ь2у + c2z + d2, 
z' = а3х + Ь3у + c3z + d3, 

в число которых входят преобразования, рассмотрен· 
ные в п . 1 ) ,  как частные случаи,  и выделяем из числ а 
всех геометрических понятий и теорем более узкий: 
круг тех понятий и теорем,  которые остаются неиз
менными при любых аффинных преобразованиях; 
совокупность их мы р ассматриваем как первый новый: 
вид геометрии - как так называемую аффинную гео
метрию, или теорию инвариантов аффинных преобра· 
зований. 

Поэтому мы  можем из нашего знания аффинных 
иреобразований тотчас же вывести понятия и теоремы 
этой геометрии ;  я упомяну здесь лишь немногое : 
о расстояниях и углах в аффинной геометрии не мо
жет быть более и р ечи; точно так же теряет смысл 
понятие главных осей конического сечения , исче
зает р азличие между окружностью и эллипсом.  Но 
зато в пространстве сохраняется р азлич�ние конечного 
и бесконечно далекого и вообще сохраняется все, что 
связано с этим р азличением :  понятие параллелизма 
двух прямых, подразделение всех конических сече
ний на  эллипсы, гиперболы, параболы и т.  п . ,  далее 
понятия о центре и диаметрах конического сечения 
и, в частности, отношение сопряженности диаметров. 

4) Далее, мы обращаемся к проективны.м, т. е. 
дробно-линейным ,  преобразования.м 

х' = (а1х + Ь1у + c1z + d1)/(a4x + Ь4у + c4z + d4), 
у' = (а2х + Ь2у + c2z + d2)/(a4x + Ь4у + C4Z + d4), 
z' = (азх + ЬзУ + СзZ + dз)f(a4x + Ь4у + C4Z + d4), 

которые включают аффинные иреобразования как 
частные случаи.  Если известные геометрические свой
ства остаются без изменения при всех этих преобра·  
зованиях, то они должны, конечно, принадлежать 
также и к аффинной геометрии ;  этим из последней: 
выделяется та к называемая проективная геометрия 
как теория инвариантов проективных преобразова· 
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ний. Последовательное выделение аффинной и проек
тивной геометрии из метрической можно сравнить 
с работой химика,  который,  применяя все более силь
ные средства разложения, в ыделяет из данного ве
щества все более ценные составные части ; нашим11 
средствами р азложения являются сначала аффинные, 
а з атем проективные преобразования. 

Что же касается теорем проективной геометрии ,  
то отметим лишь, что теперь отпадает исключитель
ное положение бесконечного и все связанные с этим 
понятия аффинной геометрии.  Теперь имеется только 
один  вид собственного ( нераспадающегося ) кониче
С!сого сечения ; з ато сохраняется, например, свя:зь 
между полюсом и полярою и точно так же образо
вание конического сечения проективными пучка,wи 
лучей, о котором мы  говорили выше (с. 150-152) .  

Следуя тому же принципу, мы можем перейти от 
метрической геометрии  также и к другим видам 
геометрий .  

5 )  Одной из в ажнейших является геометрия об
ратных радиусов. Она охватывает совокупность тех 
свойств метрической геометрии, которые сохраняются 
при  всех возможных преобразованиях при помощи 
обратных радиусов (с. 1 52) ; таким образом, в этой 
геометрии ,  например, понятие прямой или плоскости 
теряет всякое самостоятельное значение, но зато со
храняют смысл понятия окружности и сферы, по от
ношению к которым понятия прямой и плоскости за 
нимают подчиненное положение в качестве частных 
случаев . 

6 )  Наконец, я выделяю еще один вид геометрии , 
который получается как бы путем применения самой 
сильной протравы и охватывает поэтому наименьшее 
количество теорем. Это Analysis situs (топология), 
о котором я уже упоминал (с. 1 63- 167) . Здесь речь 
идет о совокупности тех свойств , которые сохра
няются при всех взаимно однозначных вза имно не
прерывных преобразованиях. А чтобы не предостав
л ять всему бесконечно удаленному, которое при опре
деленных таким образом преобразованиях всегда пе
реходило бы само в себя, исключительной роли,  мы 
можем присоединить еще либо проективные преобра
зования ,  либо преобразования посредством обратных 
радиусов 121). 
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Теория груп п  как основ а  геоме�рического кл асси· 

фи кационного прин ци п а. Намеченную таким образом 
схему мы теперь очертим еще четче, вводя основное 
для нас понятие группы. Некоторую совокупность 
nреобразований мы называем ( как уже раньше было 
объяснено) группой в том случае, если сложение 
(т. е. комnозиция - результат последовательного вы� 
полнения) любых двух из этих nреобразований в ре� 
зультате снова дает некоторое преобразование, ко .. 
торое принадлежит той же совокупности, и если, 
кроме того, преобразование, обратное по  отношению 
к любому из этих nреобразований ,  также принадле· 
жит той же совокупности. Примерам груnпы явJшется 
совокуnность движений, а также совокупнос1Ь кол� 
линеаций (проективных преобразований ) , ибо компо· 
зиция двух движений снова есть некоторое движение. 
а две коллинеации равносильны векоторой одной; 
кроме того, в обоих случаях для каждого nреобр азо· 
вания существует ему обратное. 

Оглядываясь теnерь н а  наши р азличные виды гео· 
метрий, мы видим, что преобразования,  связанные 
с каждой из них, каждый раз образуют группу. 
Прежде всего, все линейные подстановки ,  nри  кото· 
рых остаются без изменений соотношения метриче· 
ской геометрии (параллельные переносы, повороты, 
зеркальные отражений и гомотетии) , составJiяют 
группу, которой дают название главной группы про· 
странственных преобразований 122 ) . Столь же легко 
можно убедиться в аналогичном значении аффинной 
группы ( состоящей из всех аффинных преобразова ·  
ний) для аффинной геометрии и проективной группы 
(всех коллинеаций)  для проективной геометрии. 
Теоремы геометрии обратных радиусов остаются в 
силе при всех преобразованиях, получаемых Iюмпо· 
зицией любых nреобразований посредством обратных 
радиусов с nодстановками  гл авной группы ; все они 
вместе взятые снова образуют некоторуJО группу. 
а именно - группу обратных радиусов. Наконец, в 
случае Analysis situs имеем дело с группой всех вза· 
имно однозначных непрерывных отображений 123). 

Теперь я хочу установить, от скольких независи· 
мых параметров зависит отдельная операция в каж· 
дой из этих групп. В гл авной группе содержатся 
движения с шестью параметрами  и к ним присоеди� 
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няется еще один параметр ( коэффициент гомотетии ) ,  
так  что в общем имеется семь пара.метров ;  мы вы
р ажаем это,  обозначая главную группу через @7• 
Уравнения общего аффинного преобр азования содер 
жат 3·4 = 12, а уравнения проективного преобразо
в аюiя 4·4=16 произвольных коэффициентов, причем, 
однако, в последнем случае один общий множитель 
не и меет существенного значения ; таким образом,  
аффинная группа есть пекоторая @12, а проек
тивная- пекоторая @15• Группа обратных радиусов 
представляет собой- я сообщаю это здесь без до
казательства- некоторую @10 и ,  наконец, группа всех 
гомеоморфизмов вообще не имеет конечного числа па
р аметров, так  как ее операции зависят от произволь
ных функций или,  если угодно, от бесконечно мно
гих параметров (эту группу обозначаем через ®оо). 

В установленной нами связи р азличн1;>1х видов 'геометрий с группами преобразований можно усмот
реть основной принцип, служащий для хар актерис
тики всех вообще возможных 124) геометрий. В этом 
и менно и заключается основная мысль моей эрлан
генской программы: пусть дана какая-либо группа 
пространственных преобразований, которая содер
жит главную группу как свою часть; тогда теория ин
вариантов этой группы даст определенный вид гео
метрии, и таким образом .можно получить любую 
возможную гео;,tетрию 125). В качестве характерис
тики каждой геометрии всегда ставят на первый план 
ее  группу. 

Этот принцип в л итературе проведен полностью 
только для первых трех случаев нашей схемы 126) ; 
ими ,  как наиболее в ажными или наиболее известны 
ми ,  м ы  займемся еще немного, и п ри  этом прежде 
всего р ассмотрим  переход от одного случая к 
другому. 

Меняя порядок изложения на обратный, я начи
наю с проективной геометрии ,  т. е .  с группы ®15 всех 
проективных преобразовапий, которые мы записы
в аем в однородных координатах:  

р'�' = а1� + b(ll + с1� + d(r:, 
р'т( = а2� + Ь2ТJ + с2� + d2-т:, 
р'�' =а��+ Ь3Т} + Сз� + dз-т:, 
р'-т:' = a4s + Ь4ТJ + с4� + d4-т:. 

(1) 
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Чтобы прийти отсюда к аффинной группе, вое .. 

пользуемся тем замечанием, что проективное соот"' 
ветствие становится аффинным в том случае,  если 
оно переводит бесконечно удаленную плоскость в 
себя, т. е. если  каждой точке с ,; = О соответствует , 
точка с ,;' = О. На самом деле это сводится к тому"' 
что а4 = ь4 = С4 = О, и поэтому f!З ур авнений ( 1}' 
получаются путем деления ( первых трех уравнений' 

на  четвертое) ,  если , кроме того, заменить частные 
a1jd4, • • •  просто через а1, • • •  , такие уравнения в не� 
однородном виде: 

х' =а1х+ Ь1у+ c1z+ d1, 
у' =а2х + Ь2х + с2х + d2, 
z' = а3х + Ь3х + с3х + d3, 

(2) 

а это действительно - наши старые формул ы  аффип ... 
ного соответствия. Таким образом, условие неиз.ме� 
няемости бесконечно удаленной плоскости выделяет 
из проективной группы @15 некоторую 12-параметри· 
ческую «подгруппу», а именно, как р аз аффинную 
группу. 

Вполне аналогичным образом можно прийти к 
главной группе ®1, определяя те проективные или  со ·  
ответственно аффинные преобразования, которые, 
кроме бесконечно далекой плоскости, переводят в себя 
также и мнимую окружность сфер, т. е. те преобразо· 
вания, при которых каждой точке, удовлетворяющей 
уравнениям 

62 + '112 + �2 = о, .. =о, 

соответствует точка, удовлетворяющая тем же урав� 
нениям . Вы легко можете убедиться в правильиости 
этого утверждения, стоит только обратить внимание 
на то, что наше условие определяет с точностью до 
векоторого постоянного множителя как р аз шесть 
(однородных) констант конического сечения, соответ• 
ствующего окружности сфер в силу аффинного соот• 
ветствия в плоскости ,;' = О, и поэтому накладывает 
на 12 констант аффинного соответствия. 6- 1 = 5 
условий, так что остается как раз 12 - 5 = 7 п ара�. 
метров группы ®1. 
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П р ин ци п  Кэли: проекти вная геометрия -это вся 
геометр ия. Весь этот ход идей получил в 1859 г. очень 
в ажный новый оборот в руках великого английского 
геометра Кэли.  В то время как до сих пор казалось, 
что аффинная и проективная геометрия являются 
сравнительно более скудными извлечениями из мет
рической геометрии, Кэли считает возможным, на
оборот, как аффинную, так и .метрическую геометрию 
включить в проективную в качестве ее частных слу
чаев (т .  е. «проективная геометрия - это вся геомет
рия») . Это соотношение, кажущееся,  пожалуй, на  пер 
вый взгляд парадоксальным ,  обнаруживается в том 
случае, если  к исследуемым фигурам присоединить 
определенные образы, а именно, бесконечно удален
ную плоскость или соответственно окружность сфер 
на ней; тогда аффинные или соответственно .метри
ческие свойства фигуры оказываются не че.м иныАt, 
как проективны.ми свойствами расширенной (попол
ненной) таким образом фигуры. 

Позвольте мне это разъяснить прежде всего на 
двух очень простых примерах, причем я лишь вы
скажу в несколько измененной форме уже ранее из
вестные вам  факты. То, что две прямые параллельны, 
не имеет для проективной геометрии вначале ника 
кого значения ; если же к данным образам ( к  обеим 
прямым) присоединить бесконечно удаленную пло
скость, то становится правильным (ер .  с . 142- 143) то 
чисто проективное утверждение, что две данные пря

мые пересекаются на  данной 
плоскости. Нечто подобное име
ем в том случае,  если прямая 
расположена перпендикулярно к 
векоторой плоскости. Это можно 
свести (ер. с . 189-19 1)  к векото
рому полярному соотношению
ведь это есть некоторое проек
тивное свойство нашей фигуры, 
р асширенной присоединением к 

Рис. 98 ней окружности сфер (ер. рис. 98); 
в самом деле, точка Роо, являю

шаяся следом прямой, и прямая goo, являющаяся 
следом плоскости на бесконечно удаленной плоскости, 
должны по отношению к окружности сфер представи:rь полюс и поляру 127). 
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Теперь я хотел бы полнее р азвить намеченный 

здесь ход идей и показать, как он приводит к неко
торому вполне систематическому построению геомет· 
рии. Наибольшая заслуга в этом отношении принад· 
лежит англичанам ;  я уже назвал Кэли и рядом с ним 
я должен упомянуть еще Сильвестра и Сальмона из 
Дублина .  Эти геометры создали,  начиная с 1850 г . , ту 
алгебраическую дисциплину, которую называют в 
более узком смысле теорией инвариантов линейных 
однородных подстановак * ) и которая делает воз·  
можным при помощи принцила Кэли дать полную 
систематику геометрии на  аналитической основе. Для 
понимания этой систематики нам необходимо пред· 
варительна заняться немного самой теорией инва· 
р иантов . 

2. Отступление в обл асть теор и и  и нвари антов 
л иней ных подстаново к 

Конечно, здесь я могу изложить в форме крат
кого реферата лишь главные ходы мыслей и резуль· 
таты, не приводя ни деталей, ни доказательств 128). 

1) Переходя теперь к нашей теме, мы представ· 
ляем себе заданным произвольное число переменных 
и соответственно этому говорим о бинарной, терпар· 
пой, кватерпарпой, • . .  ( или двоичной, троичной, чет
веричной, . . .  ) области. Имея в виду позже рассмат
ривать переменные в первых трех случаях как одно
родные координаты на  прямой, на  плоскости или в 
пространстве, вводим для них обозначения 

Е. �; Е. �. �: Е. �. t. �; 
причем уравнение � = О всегда должно будет харак
теризовать бесконечно удаленные элементы . 

2) Мы рассматриваем группы всех однородных 
линейных подстановак этих переменных, причем на 
первое время мы будем принимать во внимание не 
только отношения переменных (так м ы  будем по· 
ступать позже в проективной геометрии ) , но также 

*) Термин «теория инвариантов,. употребляют так же в более 
широком смысле, относя его к любым груnпам преобразований; 
в том более узком смысле, в каком мы будем его понимать в 
дальнейшем, еГо стал вnервые употреблять Сильвестр. 
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и их индивидуальные значения. Эти подстановки 
записываем в таком виде: 

�' =ats + ь1'11+ ct�+dt-r, 

t1'=azs+b2'11+c2�+d2т, 

ь' =азs + Ьз'I]+Сзь + dз't', 
't'' =а4�+ Ь4'11+с4ь+ d4т. 

Число параметров в этих трех группах равно со
ответственно 4, 9, 16. 

Чтобы в дальнейшем можно было охватить одной 
з аписью пространства р азличного числ а  измерений. 
мы будем выписывать в формулах всегда лишь пе
ременные s и 't' и составленные из них члены, отде
ляя  их друг от друга м ноготочием .  

Тогда в случае бинарной области надо будет про
сто игнорировать многоточие, а в случае троичной 
или четверичной области заменять их членами, содер
жашими '11 или соответственно '11 и �. аналогичными 
выписанным членам  (с s и t). Мы будем ,  таким обра
зом,  говорить о переменных s . . . .  , t и о выполняемых 
над ними подстановках 

s' = ats + ... + d(r:, 
(1) 

't'' = a4s + ... + d4-r. 

Систем ати к а  теор и и  ин в ар и антов. 
3) Что касается объектов теории инвариантов, то 

можно различать две  стадии в постановке вопроса. 
Во-первых, пусть даны любые отдельные системы зна· 
чений: переменных 

имея в виду геометрические приложения, мы  можем 
уже теперь обозначать их просто как точки 1; 2; 
3; . . .  Каждую из этих систем значений в отдельности 
подвергаем подстановкам группы ( 1) ; вопрос сво
дится к тому чтобы образовать такие колtбинации 
наших систем значений, которые оставались бы ин� 
вариантными при этих одновременных подстановках. 

4 )  Вторая стадия в постановке вопроса имеет дело 
н аряду с такими точками также и с функциями пе
релtенных, а именно, в первую очередь с целыми ра• 
циональными функциями; при этом можно ограни-
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читься однородными целыми рациональными функ· 
циями - в теории инвариантов их н азывают фор· 
мами , - так как члены одинакового измерения и без 
того переходят друг в друга по причине однородно· 
сти подстановок. Таким образом ,  н ам  придется рас· 
сматрив ать сначала линейные формы: 

<р = as + ... + б't, 

затем квадратичные формы 

f=As2+ ... +2Gs-r+ ... +K-r2 

и т. д. Нам придется также р ассматривать одновре· 
менно несколько форм одного и того же измерения, 
р азличая их при помощи индексов , например: 

IP1 = a1s + ... + б1-r, <р2= a2s + ... + б!!-r, ... 

Исходным пунктом могут служить также формы 
со многими рядами переменных, например билиней
ные формы 

t = As162 + ... + ds1-r2 + . . . + N-r162 + ... + п .. 1 .. 2· 

Для выяснения возникающей здесь общей проб· 
лемы мы должны сначала разобраться в том ,  как 
преобразуются коэффициенты этих форм, если пере
менвые подвергаются подстановкам группы ( 1) , а 
значение формы <р или соответс:венно f остается не
изменным .  

Рассмотрим сначала линейную форму, полагая 

<р = as + ... + б,;= a's' + ... + б' т'. 
Если ввести выражения ( 1 )  для �' • . . .  , т', то должно 
иметь место такое тождество относительно перемен
ных � • . . .  , 't': 
as+ ... +б-r=a'(als+ ... +dl-r)+ ... 

. .. + б' (a4s + ... + d4-r) = 
=(а'а1+ ... +б'а4)s+ ... +<a'd1+ ... + б'd4)'t'. 

Отсюда находим 

а=а1а' + ... + а4б', 
(2) 
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Таким обраЗом, новые коэффициенты а/, • . .  , 6' 
линейной формы связаны со старыми коэффициен
тами а, ... , 6 в свою очередь линейною подстанов
кою, получаемою из ( 1 )  следующим простым  обра
зом: переставляем вертикальные и горизонтальные 
ряды в схеме коэффициентов («транспонируем» под
становку) и ,  кроме того, меняем местами старые 
величины (не  имеющие штрихов ) и новые (со штри
хами ) . Получаемую таким образом подстановку на
зывают контрагредиентной по отношению к первона
чальной подстановке ( 1 )  и говорят для краткости , 
что коэффициенты а, ... , 6 линейной формы преобра
зуются контрагредиентным образом по сравнению 
с переменными 6, . . .  , т. Ранее рассмотренные ряды 
переменных 61, .. . , tt; 62 • . . . , 't'2; . . .  , которые под
Jiежат все вместе каждый раз одному и тому же 
преобразованию ( 1 ) , в аналогичной терминологии 
носят название когредиентных переменных. 

Переходя к квадратичной форме f, сообразим 
прежде всего, как ведут себя при линейной подста
новке входящие в нее члены второго измерения 
62, • • • , sт, .. . , т2; на основании ( 1) сразу же нахо
дим для членов второго измерения с новыми пере
менными такие выражения: 

6'2 = ais2 + ... + 2ald,s't' + ... + diт2, 

Это мы можем выразить в такой форме: члены вто
рого измерения относитеJiьно переменных испыты
в ают одновременно с ними однородную линейную 
подстановку, получаемую непосредственно из ( 1) .  
Но f является л инейной формой этих квадратичных 
членов, так что, повторяя в точности прежние рас
суждения,  мы видим ,  что коэффициенты А, . . . , 20, ; .. 
. . . , 1(, преобразовываются линейно-однородно, а 
именно, контрагредиентно по отношению к подста
новке (3) членов 62, . . .• s't', . . .• т2; другими словами,  
уравнения, содержащие А, ... , 20, . . . , К и А', . . . 
. . . , 20', .. . , К', Ш)JJучаются из (3) точно так же, 
как уравнения (2) из (1). 
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5) Теперь мы можем сформул ировать общую 

проблему теории инвариантов. Есл и  з адан какой· 
либо ряд точек 1; 2; . . . , а также ряд линейных,. 
квадратичных либо высших форм (/)1; (/)2; • • •  ; ft; 
f2; • • •  , то под инвариантоJ.t понимают такую функ-
цию координат 61, ... , 't1; 62, . . . , 't2; • • •  и коэффи· 
циентов а1, .. . , бt; а2, ... , б2; . . . ; А1, . . . , К1; А2, . . •  
. . . , К2; • • •  , которая остается без изменения при ли· 
нейных подстановках переменных ( 1) и при соответ· 
ственных только ч1·о определеtтых подстановках си• 
стем коэффициентов. Требуется изучить совокупность 
всех вообще возможных инвариантов. 

В литературе встречаются также при случае ело· 
в а :  ковариант и контравариант для обозначения 
особых видов образований ,  обозначаемых здесь об· 
щим названием инвариантов 129). А именно, если в 
инвариантное выражение входят сами ряды перемен· 
ных 61, ... , т1; 62, . . .  , 't2 ; • • •  , то говорят о ковариан· 
тах; если же в него входят коэффициенты линейных 
форм а1, ... , б1 ; а2, • . .  , б2; . . .  , то употребляют тер· 
мин контравариант. Слово же инвариант употреб· 
ляют тогда в применении к таким выражениям , ко
торые не содержат ни координат 6t, .. . , ни коэффи
циентов а1, • • • и составлены исключительно из 
коэффициентов квадратичных или высших форм . Вы· 
деление и противопоставление первых двух случаев 
объясняется тем ,  что ряды персменных 6, . . .  , т, 
с одной стороны, и а, ... , б, с другой стороны, обна
руживают до известной степени взаимно обратное 
поведение: когда одни из них подвергаются некото· 
рой линейной подстановке ,  другие испытывают как 
раз контрагредиентную подстановку независимо от  
того, какой ряд персменных является исходным.  Та
ким образом,  из каждого инвариантного образова·  
ния ,  составленного из величин одного рода, можно 
при помощи подходящего иреобразования получить 
такое же образование из величин другого рода. 
В геометрическом истолковании это дает, очевидно, 
принцип двойственности, так как а, .. . , б становятся 
однороднымн линейными или соответственно плоско
стными координатами , если 6, . . . , т рассматривать 
как точечные координаты. Впрочем ,  различение того, 
входят или не входят системы значений 6, . . . , т или 
соответственно значений а, , .. , б в те выражения. 
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которые н адо рассмотреть, конечно, совершенно ли• 
шено основного значения ;  поэтому в дальнейшем 
.мы будем. употреблять слово «инвариант» в более 
широком смысле. 

6) Теперь я попытаюсь более четко очертить в 
Другом направлении это понятие инварианта , чтобы 
сделать возможным аккуратное построение теории. 
·В дальнейшем мы будем р ассм атривать в качестве 
инвариантов только рациональные функции коорди
нат и коэффициентов, которые сверх того являются 
однородными  относительно координ ат каждой от
дельной входяrцей в них точки и относительно коэф· 
фициентов каждой отдельной входяrцей в них формы. 
Каждую такую р ациональную функцию мы можем 
представить в в иде частного двух целых р ациональ
ных однородных функций, которые мы будем иссле· 
довать каждую в отдельности. Так как обrций , мно
житель числ ителя и знаменателя не меняет величины 
частного, то числ итель и знаменатель, конечно, не 
обязаны непременно быть инвариантами  в том смыс
ле ,  в каком мы до сих пор понимали этот термин,  но 
могут при  каждой линейной подстановке приобре
тать какой-либо м ножитель. 

Можно показать, что этот м ножитель зависит ис· 
ключительно от коэффициентов подстановки и яв· 
ляется всегда пекоторой степенью определителя под· 
становки 

1 а • .
• •  d1 1 

Г
=

-· 
• • • • 

• 
. а4 • • • d4 

Таким путем мы  приходим в конце концов к рас
смотрению таких целых рациональных однородных 
функций данных рядов величин, которые при уста
новленных выше линейных подстановках пере.м.енных 
и коэффициентов умножаются на некоторую степень 
r'J.. определителя подстановки. Их называют относи· 
тельными инвариантами, так как они испытывают 
лишь несуrцественные изменения, а в случае подста
новок, для которых r = 1, и вовсе не изменяются. 
Показатель 'А носит название веса инварианта. 
В противоположность этому то, что мы до сих пор 
н азывали просто инвариантом ,  н азывают абсолютным 
инвариантом; таким образом, каждый абсолютный 



СИСТЕМАТИКА 215 
инвариант равен частному двух относительных инв а
риантов одинакового веса.  

7) Это действительно дает нам руководящую точ
ку зрения для систематизации теории инвариантов. 
Простейшими относительными  инвариантами  явятся 
те, которые представляют собой многочлены наибо
лее низкой степени относительно данных рядов вели
чин; исходя из них, переходят к инвариантам более 
высокой степени.  Если !1, !2 представляют собой ка
кие-либо относительные инварианты, то всякое про-
изведение их степеней Л'J�' оказывается тоже отно
сительным инвариантом ; ведь если J 1 получает при 
подстановке множитель г'", а /2- множитель /"', то 
Л•J1' воспроизводится с точностью до множителя 
rk•'Л•+k>A,, Составляя сумму таких членов, умножен
ных, кроме того, н а  некоторые постоянные множи
rrели :  

и следя при этом за тем , чтобы отдельные слагаемые 
умножались всегда н а  одну и ту же степень опреде
лителя r, т. е .  за тем, чтобы все они имели равный 
вес или - как говорят - были «изобаричными»,  по
лучаем, очевидно, снова относительный инвариант 
более высокой степени ,  так как общий множи
тель отдельных членов просто выходит за  знак 
суммы. 

Централыюй проблемой теории инвариантов яв
ляется, конечно, вопрос, можно ли  таким образом 
всегда получить все инварианты : что является в каж
дом определенном случае полной системой н анниз
ших инвариантов , из которых могут быть построены 
указанным целым и рациональным способом все от
носительные инварианты? И вот основная  теорем а 
состоит в том ,  что каждоJwу конечному числу задан
ных величин всегда соответствует подобная конечная 
«nолная систеА-tа инвариантов», т. е. конечное число 
инвариантов, из которых все прочие составляются 
целым рациональным образом. Этими окончательны
ми результатами систем ати ческой теории инвариан
тов мы обязаны немецким нсследова1елнм ,  а именно, 
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Гордану и Гильберту (работа которого опубликована 
в 1890 г. ) * ) . 

Примеры. Теперь я хотел бы изложенные  аб
страктные идеи разъяснить несколько конкретнее на 
простых примерах, которые нам пригодятся вслед за 
этим  в геометрии ,  причем я и тут, конечно, буду 
больше реферировать, чем доказывать. 

1) Допустим сначала, что в бинарной области за
дано некоторое число точек, 

В таком случае имеет место такая интересная 
теорема:  простеiUиие инварианты получаются с по
мощью определителей второго порядка, которые мож
но составить из этих координат, и эти определители 
образуют в то же время полную систему инвари
антов. 

Из двух точек 1, 2 мы можем  составить один 
определитель второго порядка 

1 s• -r.l ' А,2 = s2 -r2 . 
Он действительно представляет собой целую ра

циональную функцию переменных, однородную как 
относительно s1, т,, так и относительно 62, 't2. В его 
инвариантной природе мы убедимся сразу, если вы
числим  его, пользуясь теоремой умножения опреде
лителей :  

, -1 s; <1-la,s, + dt-r, L\12- , , -62 't'2 a1s2 + d,-r2 
a4s1 + d4't'1 1 

= a4s2 + d4't'2 
=!а• d.,,s. 

а• d• sz 
так что, действительно, м ы  имеем дело с инвариантом 
веса l. Подобным же образом п точек 1 ,  2, . . .  , п 

n (n- 1) 
дают в общем 2 инвариантов веса 1 :  

А -1st 't'i 1 ik- sk -r:k 
(i, k = 1, 2, . . .  , n); 

*) Н i 1 Ь е r t D. Ober die Theorie der algebraischen Formen// 
Math. Аnп.- 1890.- Bd. 36. - S. 437. 
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мы зашли бы,  конечно, слишком Далеко, если бы 
стали  доказывать здесь, что эти определители  обра 
зуют полную систему инвариантов , т .  е . что каждый 
относительный инвариант n точек может быть пред
ставлен в виде суммы изобаричных членов : 

.L смм��т о о о 
Из этих относительных инвариантов получаются 

самые общие рациональные абсолютные инварианты 
в виде частных числителя и знаменателя, имеющих 
одинаковый  вес; таким образом, простым примерам 

д · k абсолютного инварианта было бы частное �о '-Чт 
Я хотел бы на этом примере р азъяснить еще одно 

более тонкое понятие, играющее в теории инвариан
тов большую роль, а именно, понятие сизигий *) 
(т. е. «связыв аний» или  соотношений инвариантов ) о, 
А именно, может случиться ,  что некоторые из упо
мянутых агрегатов, составленных из основных ин
вариантов , тождественно обращаются в нуль; так, 
например, в случае четырех точек 

Д12дз4 + дiзд42 + д14д23 = О, 
что сводится попросту к известному тождеству 1:з 
!fеории определителей ,  которым  к тому же нам уже 
случалось воспользоваться 130 ) . Подобное тождество, 
связывающее инварианты полной системы ,  и назы
вается сизигией. Имея несколько таких сизигий, 
можно путем сложения и умножения получать из 
них новые; можно, как и в случае самих инвариан
тов, поставить вопрос о полной системе сизигий, из 
Iюторых все прочие могут быть построены указанным 
образом.  Теория показывает, что всегда существуеr 
конечная система сизигий подобного рода . Так, на 
пример, в случае четырех точек  эта полная систем а 
состоит из одного только вышенаписанного уравнения. 
т. е. все тождества ,  связывающие шесть определите
лей дt2, .. . , д34, являются следствиями этого одного 
тождества ;  в случае большего числ а  точек такая си
стема состоит из всех уравнений такого же типа .  Ра
зумеется, знание этих сизигий имеет фундаментальное 

*)  «Сизпrия» - астрономический термин , означающий соеди• 
нение или противостояние планет, 
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значение для знания всей системы инвариантов, 
.ибо в том случае, когда два изобаричвые агрегата 
nростейших инвариантов отличаются один от другого 
членами, имеющими множителем левую часть какой
нибудь сизигии, эти агрегаты тождественны, и нам 
незачем перечислять их дважды. 

2 )  Если  заданы отдельные точки в троичной либо 
в четверичной области, то строим совершенно таким 
же обр азом полные системы инвариантов посред
ством определителей третьего и четвертого порядка, 
составленных из их координат; н апример, в троичной 
области фундаментальный инвариант трех точек 
снова имеет вес l: 

6.1 ТJ1 't'1 

А123 = 62 ТJ2 т2 
6s Т)s 't's 

Предлагаю вам  самим продумать, в каком виде 
nредставляется здесь все прочее, в ч астности отыс
кание сизигий. 

3) Перейдем теперь сразу же к рассмотрению. 
квадратичной формы, н апример,  в четверичной об
ласти : 

f = As2 + 2В611 + С112 + 2Щ;� + 2Е11� + 

+ F�2 + 2as-r + 2н11-r + 2n-r + к.r. 
Мы можем,  прежде всего, составить инвариант, 

зависящий только от 10 коэффициентов А, • • •  1 к.. 
а именно, определитель 

А в D а 

в с Е н 
!!!= D Е F 1 

а н 1 к 
Так как А ,  . . .  , К. преобразуются контрагредиент

но по ср авнению с членами, квадратичными относи
тел ьно 6. . . .  , -r, то легко можно убедиться в том, 
что вес этого инварианта равен -2: 

!!!' = ,-21!!. 

Полная система инвариантов , составленных ис
ключитеJiьно из коэффициентов формы, состоит из 
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одного только этого L\, т. е .  всякий целый р адио� 
нальный инвариант, содержащий лишь А ,  . . . • К. 
является кратным некоторой степени L\. 

Если же к коэффициентам формы присоединить 
координаты �. 'I'J, �. 't' какой-либо точки, то сама 
форма f оказывается простейшим общим инвариан� 
том, или, согласно упомянутой выше терминологии, 
ковариантом, так как само определение преобразо
ваний коэффициентов А, . . .  , К было основано на 
требовании ее инвариантности, и, вообще, всякая за� 
данная форма  является , очевидно,  своим же соб· 
ственным ковариантом . Она вовсе не изменяется при 
наших пdдстановках в силу самого их определения, 
представляя собой, следовательно, инвариант веса О, 
или абсолютный инвариант. В случае двух точек 
s1 • • • •  , -r1 и �2 • • • •  , -r2 в качестве нового коварианта 
появляется так называемая полярная форма 

As1s2 +В (61'112 + S2'111) + C'I'J1'11z + ... + К-r!'т:2, 
вес которой снова равен нулю, т. е. опять-таки пред
ставляющая собой абсолютный инвариант. 

Наконец, р ассматривая одновременно с f еще ка
кую-нибудь линейную форму ер, т. е . совокупность ее 
коэффициентов а, �. у, б, получаем следующий сов
местный инвариант веса - 2, который возникает из 
определителя с помощью «окаймления» его элемен
тами а, . . .  , б: 

А в D G а 
в с Е н � 
D Е F 1 'У 
G н 1 к б 

а � 'У б о 

Согласно сказанному р анее его можно назвать 
также контравариантом. Как известно, этот опреде• 
литель играет большую роль в аналитической гео
метрии в тех случаях, когда хотят поверхность вто� 
рого порядка представить в плоскостных координа
тах; как видите, в этом случае в основе лежит чисто 
аналитический процесс образования инвариантов. 

Точно так же в случае двух линейНЫJf форм (/)J, ср2 
с коэффициентами а1, . . . , б1 и а2, ... , б2 можно по
средством «двукратного окаймления» того же с амого 
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определителя образовать еще один инвариант: 

А в D ·G а, а2 
в с Е н Pt Pz 
D Е F 1 "' '\'2 
G н 1 к llt llz . 
а, �[ '\'J 6а о о 

az Р2 '\'2 62 о о 

который тоже имеет вес -2. 
Этих немногих указаний достаточно для того, что

бы позволить вам  з аглянуть в грандиозную область 
теории инвариантов . Эта теория развилась в не
обычайно широкое учение, в которой особенно много 
остроумия з атрачено на отыскание приемов, позво
ляющих при произвольно заданных основных формах  
составить полную систему инвариантов и сизигий. 

Сделаю еще одно только замечание общего харак
тера по этому поводу. В наших примерах мы всегда 
создавали инварианты путем образования определи
телей ; таким образом, вообще теория определителей 
всегда оказывается основой теории инвариантов. Та
кое положение дел побудило Кэли первоначально 
дать инвариантам название «гипердетерминантов• 
i( сверхопределителей) . Лишь позже Сильвестр ввел 
слово «инвариант». Представляется крайне интерес· 
ным поставить такой вопрос : насколько важной еле· 
дует считать в рамках всей м атематики какую-нибудь 
отдельную ее главу, например теорию определителей? 
Кэли сказал как-то в разговоре со мною, что в слу· 
чае, если бы ему пришлось прочесть 1 5  лекций по 
всей м атем атике, то одну лекцию он посвятил бы 
определителям .  Подума йте, можете ли и вы на осно
в ании вашего опыта дать такую же оценку теории 
определителей! Я лично в моих обычных элементар
ных курсах из педагогических соображений все более 
и более оттесняю теорию определителей;  я слишком 
часто наблюдал, что студенты вnолне свыкаются 
с м атрицами и научаются сокращать с их помощью 
очень целесообразным образом длинные выражения, 
но что для них очень часто значение этих матриц 
отнюдь не бывает ясно и что привычка к ним скорее 
даже мешает им вникнуть во все детали предмета 
вплоть до полного овладения им. Но, разумеется, при 
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рассуждениях общего характера  и, в частности , здесь 
в теории инвариантов мы никак не можем обойтись 
без определителей. 

Теперь, наконец, мы подошли к нашей настоящей 
цели - с помощью предшествующих р асемотрений по
лучить систематизацию геометрии.  

3. П р иложеине теор и и  и н вари антов к геометр и и  

Интерпретация теор и и  и н в ариантов с n перемен
ными в терм инах аффин ны х преобразован и й  простран
ств а  Rn с неподвижны м н ачалом. Начинаем с того, 
что рассматриваем переменные s. . . . ,- 't' как, обык,
новенные ортогональные неоднородные к,оординаты ,  
т .  е. s, 't' как  координаты на  плоскости, s .  ТJ, 't'
в трехмерном пространстве ,  s. ТJ, �. 't'- в четырех
мерном пространстве и т. д. Линейные однородные 
подстановки теории инвариантов 

s'=a,s + . . .  +d,'t', 
(1) 

изображают в таком случае совок,упность аффинных 
преобразований рассматриваемого пространс1 в а при 
неподвижно.м начале к,оординат. Таким образом, от
дельные относительные инварианты сами по себе 
оказываются таiшми геометрическими величинами , 
которые при всех аффинных преобразованиях остают
ся без изменения «С точностью до векоторого множи
теля» (т. е .  не считая возможного появления пеко
торого множителя) , иными словами ,  величинами, ко
торые имеют определенное значение в аффинной гео
метрии, определяемой этими преобразованиями. 

Если, например, в бинарном случае, т. е. в пло
скости, даны две точки 1, 2, то основной инвариант 
L\12 изображает двойную площадь треугольника 
;(О 1 2), взятую с надлежащим знаком,  как мы это 
уже знаем из предшествующего. Поскольку известно 
(ер. аналогичное свойство для пространства), что 
при аффинном преобразовании площадь треугольника 
лишь умножается на определитель подстановки , то 
это и означает, что L\12 представляет собой относи-

тельный инвариант веса 1. Частное АА12 двух пJюща· 
Зt 
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дей остается абсолютно неизменным .  Точно так же 
инвариантный смысл имеет уравнение �12 = О, так 
как  появляющийся в результате преобразования мно
житель  для него не имееет существенного значения,  
и действительно это уравнение выра;жает тот факт 
( имеющий абсолютно инвариантный смысл относи
тельно наших аффинных преобразов аний ) , что три 
точки О, 1, 2 лежат на одной прямой.  

Если же имеем большее число точек 1,  2,  3, 4,  . . .  
,( р ис .  99) , то для них полная система инвариантов 

3 состоит из всех их определите-4 лей �ik; поэтому, если удается 
составить какую-либо величину, 

4 зависящую целым и рациональ-
ным образом от координат, кото
рая  относительно инвариантна 
при всех аффинных преобразо

---___,1:,_ ваниях ( 1 ) ,  т. е .  которая  вообще 
Рис. 99 имеет значение в нашей аффин-

ной геометрии, то такая вели
чина должна изображаться в виде многочлена от 
�ik· Это поддается в простых случаях непосредствен
ной геометрической проверке.  Например, площадь 
всякой фигуры па плоскости, скажем,  многоугольника 
(1, 2, 3, 4), представляет инвариант такого вида; 
и действительно, общая формула ,  которую мы дали 
р аньше ( см .  с .  1 8) для площади многоугольника, при
ним ает в случае  четырехугольника вид 

(1' 2, 3, 4) = �12 + �23 + �31 + �41; 
эта запись площади в в иде многочлена от �ik и пред
ставляет собой не что иное, как выражение общей 
теоремы  для этого специального случая. 

Н аконец, мы должны еще сказать о сигизиях 
между инвариантами .  Основная сизигия 

�12�3'1 + �131\42 + �14�23 =о 
представляет собой тождество между шестью площа
дями  треугольников, образуемых четырьмя произ
вольными точками и началом, т. е. некоторую общую 
теорему нашей аффинной геометрии. :Конечно, нечто 
аналогичное имеем в случае каждой сизигии ,  и точно 
так  же и обратно: каждая теорема нашей аффинной 
геометрии, поскольку она является соотношением 
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между инвариантами аффинных иреобразований ( 1 ) ,  
должна допускать выражение при помощи сизигий. 
Поэтому в согласии с тем, что мы уже в свое время 
утверждали относительно полной системы сизигий в 
случае четырех точек, все теоремы, имеющие место 
в нашей аффинной геометрии для системы четырех 
точек, должны следовать из этой одной только что 
приведеиной теоремы. Подобным же образом можно 
убедиться в справедливости такого общего утвержде
ния :  теория инвариантов, которая дает полную систе .. 
му как инвариантов, так и сизигий, тем самым 
делает возможным полное (без исключений) система .. · 
тическое перечисление всех величин и теорем, воз� 
можных в нашей аффинной геометрии. 

Я и здесь не буду входить в детали этих р ассуж
дений, упомяну только, что наряду с точками можно 
рассматривать также и обр азы нашей геометрии, 
определяемые формами 

q>=а� + бт, f=А�2 + 2G�т + Кт2, • • •  
Подобная форма относит каждой точке плоскости 

некоторое числовое значение: другими словами ,  она 
определяет некоторое скалярное поле. С этой точки 
зрения петрудно дать геометрическую интерпретацию 
инвариантов заданной формы, и тогда каждая сизи
гия между инвариантами  снова изобразит некоторую 
геометрическую теорему. 

И нтерпретация теории и нв ар и антов в проекти вной 
геометр и и  пространства Rn-1 •  Наряду с этим ( я  бы 
сказал наивным)  истолкованием теории инвариантов 
в геометрии п-мерного пространства ,  в котором п пе
ременных играют роль обыкновенных прямоугольных 
координат, рассмотрению подлежит еще одна суще
ственно иная интерпретация : все эти переменвые 
можно также рассматривать (при т =1= О) как одно
родные координаты в (п - 1 ) - мерном пространстве 
Rn-1 , неоднородные координ�ты которого р авны 

х = ; , . . .  ; при этом множитель,  общий этим п коор• 

динатам,  не имеет существенного значения.  Мы 
раньше уже выяснили (с. 1 34- 1 36) вз аимосвязь этих 
координат пространств Rп-1 и Rп ; мы рассматривали 
R rt-1 как (n - 1 ) -мерную плоскость т = 1 простран
ства Rn и проектировали  ее точки прямыми, 
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исходящим и  из начала координат этого простран
ства Rп. Тогда все возможные системы значений од
нородных координат  любой точки из Rп-1 оказывались 
тождественными с координатами всех соответствую
щих ей (т. е .  лежащих на одной с нею прямой)  точек 
в Rn, а все линейные подстановки однородных коорди
н ат в Rп-1 изображают проективные преобраэования, 
причем все подстановки, различающиеся только про
извольным множителем р', 

р'6' = а16 + . . .  + d1т:, 

дают одно и то же проективное преобразование. По
этому фигурирующая здесь группа всех проективных 
преобраэований содержит не п2, а только п2 - 1 про
извольных постоянных; в R2 и Rз этим и  числами бу
дут, в частности , 8 и соответственно 1 5. 

)I(елая дать гео.метричское истолкование теории 
инвариантов п переменных 6. . . .  , т: в проективной 
геометрии пространства Rп-1 , мы должны прежде 
всего прин ять во внимание, что как раз  ввиду при 
менения однородных координат только те  величины 
и соотношения теории инвариантов могут иметь зна
чение, которые  оказываются однородными и притом 
нулевого порядка в координатах 6, . . .  , т: каждой от
дельной используемой точки и которые облада ют 
тем же свойством также и по отношению к каждой 
отдельной могущей появиться системе коэффициентов 
какой-либо линейной, квадратичной и т. д. формы.  

Это станет всего яснее, если  я сразу же перейду 
к конкретным  при.мераАt .  Достаточно будет говорить 
о бинарной области (п = 2 ) . Имеем,  таким образом , 

две переменных 6, т: и интерпретируем х = � ка�е 
абсциссу на прямой. Если дан ряд систем значений 
61 , 1:1; 62, т:2 ; • • .  ; 6р, Т:р , то мы знаем,  что определители 

I s t т t 1 Atk = sk "'k (i, k =  l ,  . . .  , р) 

составляют полную систему основных инвариантов . 
Ка�ие же из утверждений об инвариантах имеют зна 
чение в проективной геометрии? Уже во всяком слу
чае не утверждение, что пекоторый определитель Atk 
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имеет то пли иное определенное числовое значени� 
так к а к  при умножении координат \;i, 'ti на множи
тел ь р ,  отчего точка i не меняется, определитель ди� 
у м ножается на р2• Но обращение в нуль одного из 
определ ител ей дu,, т. е .  соотношение д,k = О, конечно, 
и м еет проективно-геометрический смысл ,  ибо его . G G 
можно записать в виде пропорции -1 = ___!_ , так T l Tk 
ч1 о, деiiст.внтельно, в это соотношение входят только 
o тнotuemtя координат обеих точек, и геометрическое 
значение этого соотношения - совпадение точек, i и 
k - янляется очевидным .  

Но чтобы получить числовой инвариант, который 
сам имеет нулевое измерение относительно коорди
нат каждой точки,  надо скомбиниров ать более двух 
точек. Путем различных проб находим ,  что для этого 
требуется самое меньшее четыре точки 1, 2, 3, 4 ,  а 
именно, в таком случае каждое ч астное вида 

� 1 2�3 4  �1 4�32 
оказывается однородным  нулевого измерения отно
сительно каждой из четырех нар переменных G J ,  .- , ; . . •  
. . . ; s4 ,  't4.  Из этого в то же время следует, что это 
частное имеет вес нуль ,  т .  е .  представляет собой аб
солютный инвариант. Эта величина имеет поэтому 
проективный смысл и представляет собой числовое 
значение, инвариантное по отношению ко всем проек
тивным преобразов аниям прямой .  Разумеется,  эта 
величина является не чем иным ,  как двойным ( ил и 
ангарлюническим) отношением четырех точек, напи
санных в определенной последовательности , ибо ее 
можно сразу же записать в неоднородных координа 
т а х  в следующем виде : 

X t - Xz Хз - Xz 
X t - X4 Хз - Х 4 

Таким образом двойное отношение четырех точек, 
получается здесь с точки зрения теории  инвариантов 
неизбежным образом как простейший инвариант ряда 
точек на  прямой, удовлетворяющий условию одно
родности , необходимому для того, чтобы иметь проек
тивно-геометрический смысл . 

8 Ф. Клейн, т. 2 
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Я . хотел бы в связи с этим высказат1- одно заме

чание общего хар а ктер а . Я уже р аньше отметил 
ч а сто встречающееся в проективпой геометр ии стрем
ление сводить все попадающиеся величины инвари
а н тн о г о  хар а ктера к двойным  отношениям . Достигну
тые н а м и  р ез ул ь т а т ы  дают н а м  основание утверждать, 
что это стремJJ е н и е  л ишь ·затрудняет прпобретение 
бoJiee глубокого п он и и а н и я  строения проективной 
геом �тр и и .  Гораздо лучше, если сначала ищут 
в се вообще рациональные целые ( относительные) 
инварианты и уже из них образуют рациональные 
инварианты, в частности абсолютные, а среди по
следних в свою очередь удовлетворяющие условию 
однородности проективной геометрии .  Здесь мы 
имеем перед собой действительную систематпку, вос
ходящую от самого простого к более сложному, ко
тор а я  затушевывается, если выдвигать на  первое 
место специальный частный случай р ационального 
инварианта - двойное отношение - и пытаться пред
ставить другие инварианты исключительно с его по
мощью. 

Посмотрим теперь, к каким именно теоремам 
проективной геометр ии приводят сизигии между ин
в ариантами  !J.ik· Снова берем з а  исходный пункт 
фундаментаJiьную сизигию 

/J.12L\з4 + L\ 1зl\42 + L\1 4А2з = О , 

делим ее на последнее сл агаемое левой ч а сти и, при
нимая во  вним ание, что /J.2з = -/J.з2 и /J.42 = -/J.24, 
находим 

Здесь слева  стоит согласно первоначальному опре
Делению двойное отношение точек 1, 2, 3, 4,  а справа 
точно таким же образом составленное двойное отно
шение этих же четырех точек, но с изменением их 
порядка : с переменой мест точек 2 и 3;  дв о йные от
ношения ,  соответствующие иному порядку точек, 
можно получить путем деления сизигии и на другие 
члены.  Таким образом,  фундаментальные сигизип 
между инвариантами ,  относящимиен к .1Iюбым четы
рем точкам ,  получают свое геометрическое истолко
в ание в известных соотношениях между тем и  шестью 
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значен и я м и ,  и:оторые может принимать дв-ойное отно
шение э т и х  четырех точек в зависимости от порядка 
и.х следов а ния . 

Я не намерен здесь говорнть ни о том ,  н:а кую 
форму приним ает дальнейшее построение проектив 
ной геометрии прямой на этой основе, ни  об  интер 
претации тернарной и кватернарной теории инва
риантов в проективной гео.метрии плоскости и про
странства ; детальное изложение этого вы н айдете в 
подробных курсах проективной геометрии. 

Таким образом ,  возникает систематика проектив
ной гео�tетр·ии , внутреняе полная как относительно 
величин, которые можно в ней р ассматривать ( кото
рые соответствуют инвариантам ) ,  так  и относительно 
теорем ,  которые можно установить ( соответственно 
сиэигиям ) . Конечно, с точки зрения специал иста по 
теории инвариантов это толков;:; :ше представляется 
м.енее удовлетворительным, чем для геометра ;  для 
первого данное в начале толковапие в аффинной гео
метрии пространств а Rn+! более ценно,  так как в Rп 
имеют значение только те инварианты и сизигии,  ко
торые удовлетворяют упомянутому  ус.11овию одно
родности. 

Я хочу еще изложить более подробно только один 
особенно важный момент ,  чтобы затем снова вер 
нуться к прерванному ранее (с .  207-209) ходу м ыслей , 
а именно, я хотел бы показать, какой в ид приним ает 
благодаря применению теории инвариантов включе
ние аффинной и метрической геометрии  в схему про
ективной геометрии,  ставшее возможным благодаря 
принцилу Кэли. 

4. Систем атиз ация аффинной и м етрической 
геом етрии н а  осно ве nринци па Кали 

В кл ючение основ ных понятий аффинной rеом етрп JJ 
в проективную схему. Здесь речь идет, конечно, об  
общей аффинной геометрии ,  в которой отнюдь не 
существует фиксированной особенной точки - начала  
координат, - как  это имеJ10 место при  р ассмотренном 
вначале полном истолковании теории  инвариантов . 

Будем рассматривать сразу же трехмерное про
странство с неоднородными координатами х,  у, -z ил и 
соответственно с однородными координатами �. ТJ ,  �. •· 
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Тогда nринцип l(эли говорит, что аффинная гео
метрия получается из проективной, если к имею
щимен образам каждый раз присоединять бесконечно 
удаленную плоскость 't = О, а .метрическая геометрия 
nолучится , если ,  кроме того, присоединить .мнимую 
окружность сфер 

-r = O, 
Изложение дальнейшего м ожно облегчить при nо

мощи следующего замеч·ания относительно этой окруж
ности сфер : мы опР.едеJiили ее здесь посредством 
двух уравнений, т. е .  как пересечение бесконечно уда
ленной плоскости и конуса ,  имеющего вершину в на
ч але .  Но мы  можем также определить ее, к а к  и во
обще всякое коническое сечение, посредством одного 
только уравнения в плоскостных координатах, если  
рассматривать ее ка i< огибающую всех каса ющихся 
ее плоскостей .  Если обозначить, как это мы дета л и  
выше, «плоскостные координаты»,  т. е . коэффициен 
ты линейной форм ы  ер, буквами  а., р, у, то уравнение  
окружности сфер получает, как  ветрудно убедиться, 
такой вид 1 3 1 ) : 

Другим и  словами ,  это уравнение является усло
вием того, что плоскость а.6 + . . . + б't = О касается 
окружности сфер. Теперь уже нетрудно понять, в чем 
состоит с точки зрения теории инвариантов переход 
от проективной к аффинной и соответственно к мет
р ической геометрии :  к з аданным системам значе
ний - координатам точек, линейным и квадратичным 
формам  и т. д . , - которые служат для описания рас
см атриваемой фигуры ,  присоединяем еще определен
ную линейную форму 't (т .  е. систему коэффициентов 
О, О, О, 1 )  или соответственно квадратичную форму а.2 + р2 + у2, написанную в плоскостных координатах. 
Тра ктуя расширенную таким путем систему форм 
точно таким же образом , как и раньше , т. е . уста 
навливая полную систему ее инвариа нтов и сизигий 
между ними и выделяя  те из них, которые удовJiе
творяют условию однородности, мы получим все 
понятпя и теоремы аффинной ил и соответственно мет
рической геометрии .  Вместе с этим связанная с тео
рией инвариантов систематш<а nереносится на аф-
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финную и метрическую геометрию, и я бы хотел 
снова указать на то (ер .  с .  226) ,  что таким обр азом,  
в частности, путем подчеркивания образования целых 
рацион альных инвариантов и сизигий в геомст!JИЮ 
вводится неrюторая систематизирующая точка зре
ния, которая без этого остается почти незамеченной. 

Вместо абстрактных р ассуждений на  эту тему я 

лучше сразу же разъясню и эти отношения  на про
стых при.мерах тем , что я действительно покажу, как 
можно самые элементарные основные величины аф
финной и метрической геометрии представить в в иде 
совместных инвариантов как данной системы вели
чин ,  так и формы t или  соответственно а.2 + �2 + v2 • 

Из обл асти аффинной геометрии я возьму прежде 
всего в качестве примера объем Т тетраэдра, образо
вапного четырьмя точками, который выр ажается, как 
известно, следующим образом : / 

х, у ,  ZJ 1 S l  'I'J I  � \ т ,  

62 '112 �2 т 2  

sз 'I'Jз �з Тз 
S4 '1'\4 �4 Т4 

Мы должны исследовать, н асколько это выраже
ние обладает упомянутым инвариантным свойством .  
Прежде всего, нам известно, что фигурирующий здесь 
определитель действительно является фундаменталь
ным  относительным инвариантом четырех точек 
вершин тетр аэдра .  Но, с другой стороны, в знамена 
теле стоят значения (для этих четырех точек) л иней
ной формы t ,  присоединенной к нашей фигуре , а это 
ведь простейшие ( абсолютные ) инварианты, какие 
только вообще можно образовать с помощью некото· 
рой формы .  Разумеется , это надо понимать в том 
смысле, что после преобразования в знамен ателе 
следует написать значения той формы ,  в которую пе· 
реходит линейная форма  t, или что вообще в случае 
присоединения формы a.s+�ч+v�+бt в знаменатель 
должно войти произведение четырех значений этой 
формы 1 32) для точек 1, . . .  , 4 .  Таким образом, Т пред"� 
ставляет собой также некоторый рациональный ин• 
вариант, а именно, он  однороден и имеет нулевое 
измерение относительно 1юординат  каждой и з  четы
рех точек. По отношению к коэффициентам нашей' 
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п р и соединенной линейной формы О, О, О, 1 или соот·· 
· 1\етствен но сх, � .  у, б, которые входят в знаменатель, 
Т имеет во в ся ко м  случае  измерение - 4; поэтому 
ввиду произвольности общего множителя этих вели· 
чин абсолютное значение инв арианта Т в проектив· 
ной геом етрии н ашей р асширенной фигуры не может 
и м еть н и к а кого зн ачения . 

В действительности в аффинной геом етрии н а  пер• 
вых порах тоже нет никакого средства, которое поз• 
в ол ила бы приписать тетраэдру определенное число· 
вое значение объема ,  если только заранее не были 
установлены единичные отрезки или соответственно 
единичный тетраэдр , что мы всегда допускали при 
использовании неоднородных координат . Но с нашей 
теперешной общей точки зрения это озна чало бы, 
что мы  присоединяем к фигуре сверх «бесrюнечно 
у даленной плоскости » 't' = О еще дальнейшие эле· 
менты. Пр исоед�няя , например , пятую точку и обра· 
зуя частное двух выр ажений,  составленных анало· 
гично Т, получаем выр ажение, которое удовлетворяет 
всем условиям однородности и представляет поэтому 

.та кже некоторы й абсолютный инвариант аффинной 
гео м етр и и .  А отдельно взятое выр ажение Т является 
относительным инвариантом веса 1 .  

В r<лючение гр ассманова принци ва детер м ин антов 
в инвариантно-теоретическое пони м ан ие геометрии. 
Э кскурс о тензор ах. Теперь представляется уместным 
еще раз  окинуть взглядом весь ход идей первого от
дел а ,  внутренняя суть которых теперь рас r<рывается 
яснее. В то м ,  что гр а ссм ановы элементарные вели
ч и н ы  геометрии ,  выведенные нами  там ,  принадлежат 
исключительно аффинной геометрии, мы убедилисъ 
уже при  специальном изучении аффинных преобра· 
з о в а н и й (с .  1 08- 133) . Но грассманов принцип onpe· 
делителей, котор ый  доставил нам  упомянутые вели· 
ч и н ы ,  отнюдь не является - это мы можем теперь 
дпбавить- ка ким - то непонятн ы м  ухищрен ием , а 
прсдставля�т собой в п ол н е  естествеююе примененив 
теори и  инвариантов в аффинной геометрии, т. е.  в 
nроективной геометрии с присоединением бесконечно 
удаленной плоскости .  Появление н а  сцене обыкно
в е н н ы х  опр еделител ей - отрезок,  площадь, объем 
уже достаточно в ы яснено тол ько что разобранным 
nримером . Ост ается еще только показать, как систе· 
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матика теории  инвариантов приводит к ьбщим грасс
мановым  элементарным величинам ,  определяем ы м  
п р и  помощи миноров прямоугольных матриц. Это 
в свою очередь можно лучше всего выяснить на рас
смотрении случая , когда даны две точюt � � .  1] 1 ,  -r t ;  
�2. 1]2, "t"2 в плоскости и требуется образов ать эквива 
лент в смысле теории инв ариантов принадлежащих 
этим точкам образов аффинной геометрии (линейный  
элемент, прямая ,  . . .  ) . 

Это можно немедленно поставить в связь со ска
занным выше, если присоединить третью «неопреде
ленную» точку �. ТJ, ,; и снова рассматривать фунда
ментальный инвариант: s Т) т 

s t  Тlt "' •  
"t't' t "t2 62 ТJ2 т2 

как л и нейную форму относительно �. Т], т. Три коэф
фициента nри этих переменных, т. е. м иноры м ат
рицы 

t 11 S t ТJ• т. f/ 11 х . Y t  1 11 "' •1:2 S2 '12 Т2 1 '  или 
х2 У2 1 1 , ' 

являются, та ким образом,  величина м и, характери
зующими вновь определенный образ ;  это пас действи
тельно приводит как раз к матрице, при.мепявшейся 
ранее для определения линейного элемента 12. Точно 
таким же образом в пространстве можно образовать 
относительно инвариантную линейную или соответ
ственно билинейную форму из трех или соответ
ственно из двух точек присоединением одной ил и  
соответственно двух четверок неопределенных коорди
нат, nричем коэффициенты полученной формы  дают 
в полном согласии с нашим прежним определением 
координаты плоскостного элемента или соответствен
но nространствеиного линейного ЭJi емента.  Я не имею 
возможности развить здесь более подробно эти ука
зания,  но они будут достаточны, надеюсь, для пер
воначальной ориентировки и должны nобудить в ас 
к дальнейшим собственным размышлениям.  

Представляется более в ажным теnерь , nосле того 
как мы включили  принцип Грассм ана в теорию ин
вари а нтов , поставить вопрос о его продуктивности 
и, в частности, ср авнить его в этом смысJiе с тем 
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nринцилом классификации, который был высказан  
(с .  205-209) для случая главной группы и дал  нам  
там все  основные геометрические образы.  Рациональ
ное р аспространение этого принцила классификации 
на  случай любой линейной группы преобразований 
напрашивается само собой. А именно ,  мы  будем ,  со
гласно этому принципу, в каждой «геометрии» наряду 
с отдельными целыми р ациональными  функциям и 
данных рядов величин (координат, коэффициентов, 
форм и т. д. ) ,  которые до сих пор давали нам инва·  
рианты, рассматривать также системы таких функ
ций 81, 82, . . .  Если подобная система  при всех под· 
становках соответствующей группы преобразуется в 
себя,  т. е . если аналогичным образом составленные 
функции 8 t', 8 2 ', • • • преобразов анных р ядов величин 
выражаются линейно через одни толыю 8 1 ,  82 ,  . . . 
с помощью коэффициентов , которые получаются од· 
нозначно определенным образом из коэффициентов 
nреобразования ,  положенного в основу, то мы  гово
рим ,  что эта система определяет некоторый образ 
соответствующей геометрии. Отде.1ьные функции,  из 
которых состоит система ,  н азываются компопентами 
образа. Решающим признаком для природы геомет
рического образа является поведение его компонент 
no отношению к преобразованиям группы,  положен
ной в основу. Мы будем считать два геометрических 
образа  принадлежащими одному и тому же виду, 
если  их компоненты образуют две серии из одинако· 
вого числа выражений, которые при замене коорди· 
нат  испытывают одну и ту же линейную постановку, 
будучи ,  таким образом,  когредиентны.ми согласно на· 
шему прежнему выражению. Если систем а функций, 
определяющая геометрический образ, состоит из од· 
ной только функции ,  то линейная подстановка сво· 
дится к умножению на  некоторый множитель,  а функ· 
ция является относительным инвариантом. 

Эти абстрактные вещи я хочу разъяснить на про· 
стом примере из теории инвариантов тернарной об· 
л асти, которую мы будем интерпретировать в аффин· 
ной геометрии трехмерного простр анства при непо· 
движном начале. Если даны две точки �� .  'l'] t ,  't't ; �2, 
'1']2, 't'2, то простейшей системой функций ,  в которой обе 
тройки координат  входят однородным  и сим метрич
ным образом , является система из девяти билиней· 
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s1s2. s 1'1'Jz,  s !'r 2, 11 1 s2 ,  . • • , -r 1-r2 .  ( 1 )  
В случае линейного преобр азования в н а ш п х  

обычных обозначениях (см .  с .  209 -2 10 )  получаем 

s;s� = ais 1S2 + а1Ь 1 (61'112 + '11 1 s2) + · · • + df-rl-r2, 

s�'I'J� = ala2s ls2 + alb2s l'l12 + a2ь l'I1 Is2 + • • • + d1d2'"'1'"'2• 

(2) 
т. е. эти девять величин действительно образуют си
стему только что исследованного тип а ,  так что м ы  
будем их рассм атривать как определяющие элементы 
некоторого образа нашей аффинной геометрии ; этот 
образ и вообще всякую систему, состоящую из девяти 
величин,  которые преобразуются согJr асно уравне
ниям  ( 2 ) , в последнее время  называют тензоро.м . 

Рассм атрив ая уравнения ( 2 ) , нетрудно заметить , 
что из девяти величин ( 1) можно образовать, с одной 
стороны, шесть, а с другой стороны,  три простые 
линейные ком бинации ,  переходящие друг в друга пу
тем линейной подстановки .  Есл и  представить себе 
величины ( 1 )  р асположенными в виде квадратной 
таблицы 

s1s2 6 1112 s 1 -r2 

11 162 '11 1 '112 '11 1 '"'2 

't !S2 't' I'I'J2 Tl't2, 

то этими комбинациями будут, во-первых, сум мы  чле
нов , расположенных симметрично относительно диа 
гонали :  

2s1s2 .  6 1 '112 + '11 1 62 .  s 1т2 + т162 • . . . , 2тl-r2 , (3) 

а во-вторых, разности тех же членов : 

S 1'1'J2 - ТJ 1s2, s 1т2 - т1s2. '11 1'"'2 - 't1'1'J2· (4) 

Формулы подстановак для систем величин ( 3 )  
и (4 )  получаются непосредственно из  уравнений ( 2 ) . 
Это дает нам два новых обр аза нашей  аффинной 
геометрии ; образ ,  состоящий из шести величин (3 ) , 
называют си.мм.етричны,и. тензоро.м , а образ ,  состоя
щий из трех величин _(4 ) ,  является уже знакомым 
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нам плосtсостным элементом .  Назв ание тензор при
л агается ,  конечно, ко всякой системе вел ичи н , ко
тор ая  преобразуется когредиентным  образом . Оправ
дание прилагательного « симметричный» мы дадим 
немного позже.  

Геометрическое значение трех величин (4)  нам из·  
вестно (ер .  с . 49-50) : это - удвоенные проекции тре 
угольника ,  образованного точ ками  s1 ,  ТJ I ,  't 1 ;  s2, t12. 1:2 
и н ачалом координат, с надлежащим направлением 
обхода на координатные плоскости ; мы здесь имеем 
как  р аз один  из первых обр азов, дав аемых грассм а 
новым прннципом определителей. Можно, вообще, 
высказ ать такое предложение :  cиcтeJ.taтuttecкoe на
хождение образов аффинной геометрии с помощью 
нашего кл ассификационного принципа с необходи
мостью приводит к грасс.манову принципу определи
телей и к устанавлив аемым  с его помощью геометрп
ческим образам .  Разумеется , я не могу входить здесь 
во все детал и ; ограничусь указанием на то, что 
можно получить все р анее рассмотренные образы,  
тр актуя совершенно аналоги чным образом общую 
аффинную геометрию на  основ ании принципа Кэли 
с помошью кватернарной теории  инвариантов (ер . 
с. 230-232) .  

Но важным результатом нашего иссл едо в а н и я  я в 

ляется установление того, что грассманов принцип 
определителей представляет собой нечто специ альное 
и сам по себе отн юдь не дает всех образов аффинной 
геометрии . Напротив , в тензор ах ( 1 )  и (3 )  мы имеем 
существенно новые геометрические образы.  

Имея в виду большое значение этих образов дл я  
многих обл астей ф изики,  например для учения об 
упругих деформациях и для теории относительности, 
скажем еще несколько слов о них. Прежде всего 
сделаем несколько з амечаний , которые относятся 

к назв анию этих геометрических величин и должны 
помочь читател ю  ор иентирqваться в новейшей л ите
р атуре по тензорному исчислению. 

Слово «тензор» в первонач альном изложе н и и  и с

числения кв атерн ионов использов алось у Гамилыона  
в другом смысле ,  ч ем  здесь. Если q = а + Ьi + c j  +, 
l+ dk - некоторый кватернион, то он  называет выр а-
жение Т = -vl а2 + Ь2 + с2 + d2 не м одулем кватер
ниона,  а его т�нзором. Это н аз в а ние1 введенное Га· 
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м ил ьтоном , опр авдыв ается т r м ,  что умножение на  
I<В атернион м ожно и стол ков ать геометри чески ( что 
было подробно разъяснено в первом томе, с . 99- 1 0 1  и 
п р п м е •r а п и е  7 2 )  rш к повор01 ное р а стяжение п р и  непо 
движном н а ч ал е  I<Оордин ат . При этом в качестве ме
риJr а  р а стнжен и й  ф шури р ует к а к  р а з  р а ди r\ а .1 ыю е  в ы 
р н жен и с ,  котор ое у Гамильтона  н а з в а но тензором.  
В тесной св я з и  с этим н а ходится употребление терми
на «тензор » в р а ботах Фохт а п о  кристаллофпзпке .  О н  
обозначает этим словом направ.l еiшые в ел и ч и н ы ,  кото 
рые соответствуют таким процессам ,  ка к п р одольное 
р астяЖение ил и сж атие прямол инейного стержня ,  
к обои м кон ц а м  кото р ого п р иложены сил ы ,  действую
щпе вдо.'IЬ оси стержн я в противоположные стороны . 
Подобный тензор м ожно 
было б ы  нагллядно изобра 
зить отр ез ком со стр ел к а �ш 
на  обоих кон ц а х ,  направ 
ленны м и  в р а з н ы е  стороны 
,( см .  рис .  1 00 ) . 

Pa.c'ТI;жвN!ll! 

Сжатие 
Рис. 1 00 

t 

Рис. 1 0 1  

Хар а ктер направленности т а к  поним аемого тен· 
зор а можно обозначить термином «двустор онний » , 
а дл я вектор а , в п р отивоположность этом у , употр е б 
л ять слово «односторонний».  В физи ке такие тензоры 
часто фигурпр уют к а к теизорные тройки, т.  е .  по три 
и со вз аимно ортогон альными н апр авлениями  
i (рис. 1 0 1 ) .  Мы позн а комились р а ньше ( е р .  с .  1 1 5)  
с чистой однородной деформ а цией ( ч исты м  аффин
ным преобр азов а нием ) ,  представл я ющей собой рав·  
ном ерное р а стяжение п ростр а нства по трем взаимно 
п ерпендикул я рны м н а п р а вл е н и я м ,  которое оставляет 
н ач ало координат на месте . В место этого мы  можем 
сказать тепер ь та к : чи ста я однородн а я дефор м ация 
геом етр ически изображается тензорной тройкой.  
Часто употребл яемое теперь з н ачение сло в а  «тензор » 
м ы  пол у ч им , есл и станем р ассм атривать совокупностЬ 
та ких трех растяжений простр анства I\а.к одну 
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геометрическую величину и ,  опуская слово «тройка», 
будем обозначать именно ату величину словом «тен· 
зор».  Рассм атриваем ое в таком смысле  понятие тен
зора в точности совпадает с тем пон ятием, которое 
м ы  выше обозначили термином «сим метричный тен
зор». Действительно, чистая однородная деформ ация ,  
н е  изменяющая положения начала координат, изо
бражается подстановками  такой структуры :  

� = а 1 1х + а12У + а . зZ.  
'rJ = а2 1х + 

а22У 
+ а2зz ' 

т = аз 1 Х  + аз2У + аззZ 

(5) 

Здесь числовые тройки х, у, z ; �. fJ , т можно ис
толковать как точечные координаты в одной и той же 
системе прямоугольных координат. Схема коэффи
циентов ( матрица ) этого преобразования сим метрич· 
на относительно главной диагонали .  Если теперь пе
р ейти к новой системе  прямоугольных Iюординат,  со
храняя старое начало, то поду•шм ,  как показывает 
простое вычисление (для перехода от х, у, z к х', у', 
z' и от 6, fJ ,  т к 6' .  rJ ' , т' служат соответствеюrо одни 
и те же формул ы ) , следующее новое изображение 
р ассм атрив аемой деформ ации :  

r: '  = а' х' + а' у' + а' z' "' 1 1  12 13 ' 
, 1 ' + 1 ' + 1 1 'rJ = а2 1х а22у а2зz , 

т' = а' х' + а' у' 
+ а

' z' 
3 1 J2 33 

(6) 

При этом относительно шести коэффициентов а�1 , 
а ;2 , • • •  , а�3 справеддивы следующие утверждения : 

1 )  они д и ней но зависят от шести коэффициентов 
а11, а 12 • • • • , азз и только от них, определяя, таким 
образом, некоторую геометрическую величину; 

2 )  они преобразуются точно так же, ка к и били 
нейвые относительно координат выражения (3 ) , ко
торые мы назвали  (с .  233) компонентами  симметри1t
ного тензора. 

Прил агательное «симметричный» оправдывается 
структурой схемы  коэффициентов формул преобразо· 
ваний (5) , (6) .  
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Переходя теперь к общему аффинному преобразо

ванию, сохраняющему начало координат :  

6 = а1 1х + а12у + a13z, 
'11 = а21Х + а22У + а2зZ, 
't' = азtХ + аз2У + аззz, 

(7) 

находим совершенно аналогично предыдущему, что 
в геометрии ортогональных преобразований девять 
коэффициентов а н ,  а 1 2  • • • •  , азз преобразуются таким 
же точно образом ,  как девять произведений коорди
нат ( 1 ) ,  и представляют собой по�тому  компоненты 
пекоторой величины такого же рода, как и эти по
следние. При принятой нами  терминологии, согласно 
которой употребление слова «тензор» не  ограничи
вается исключительно чистыми  однородными  дефор
мациями ,  это означает следующее : схе м а  коэффи
циентов общего аффинного преобразования представ 
ляет собой некоторый тензор.  

В литературе встречается еще большо-е число дру
гих названий для этого понятия .  Вот некоторые  из 
наиболее часто употребляемых:  

1 )  аффин.ор (по причине связи с аффинными пр е
образованиями ) ; 

2 )  лин.ейн.ая век.тор-фун.тщия; 
3 )  диада и диадик.; впрочем , первое из этих двух 

слов употреблялось нерваначально только для одного 
особенного ниже рассматриваемого случая .  

Компоненты плоскостной величины ( 4 )  тоже 
можно рассматривать как коэффициенты векоторого 
преобразования,  а именно, одного из преобр азований 
следующего вида : 

6 = 1 • х - с . у + ь . z, 
'I'J = с · х + 1 • у - а · z, 
't' = Ь • х + а · у + 1 • z. 

(8) 

Действительно, коэффициенты этой подстановки 
ведут себя, как нетрудно убедиться , по отноше
нию к преобразованию прямоугольных координат та к 
же, как и билинейвые выражения (4 ) . По п ричине 
характера структуры схемы коэффициентов формул 
(8 )  ( симметрия относительно главной ди а гонали 
с переменой знака) определяемую ими величи-
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ну называют таюке антисимметричным тензо-
ром 1 3 3 ) . •  

С геометрической точки зрения, как известно, 
формул ы  (7 )  допускают истол кование в смысле об
щей однородной деформации, формулы ( 6) - в смыс
л е  чистой ( без вращения )  деформации, а формулы  
( 8 ) - в смысле бесконечно малого поворота. Таким 
образом , тому форм альному процессу, при помощи 
которого мы выве.rш (с. 233) из произведений коор
динат  ( 1 ) симметричный тензор (3 )  и антисимметрич
ный тензор (4) , в наглядном представлении соответ
ствует разло�ени� однородной бесконечно малой де
формации на чистую деформацию и поворот. 

До сих пор мы огр аничивались при за мене си
стемы координат одними только ортогональными  
преобразов аниями .  Остается дать некоторые допол
нительные указания,  относящиеся к тому случаю, 
когда переходят от прямоугольной системы координат 
к косоугольной или когда вообще с самого начал а  
вводят � .  'I'J , т ;  х, у ,  z к а к  косоугольные декартовы ко
ординаты.  (Ограничение, требующее неподвижности 
начала координат, остается и здесь в силе. ) Этим 
мы переходим от геометрии гл авной группы к гео
метрии аффинной группы. Изучение поведения коэф
ф ициентов подстановки (7) для этой группы по 
отношению к преобразов аниям координат показывает, 
что хотя они тоже изображают компоненты пекото
рой  геометрической величины,  но они преобразуются 
не так, как произведения  координат ( 1 ) ,  но контра
гредиентно по отношению к ним .  Аналогично обстоит 
дело с коэффициентами  иреобразов аний (6) и (8 ) . 
Можно показать, что один и тот же тензор (напри
мер,  одна и та  же однородная деформ ация)  может 
быть з адан по отношению к пекоторой системе коор
динат как посредством компонент вида ( 1 ) ,  так и 
при помощи компонент в ида коэффициентов подста
новки (7 ) . Первые назыв ают «когредиентными»,  
а последние «контрагредиентными» компонентами 
тензора .  Вместо «когредиентный» и «контрагредиент
ный» ч асто говорят еще «контравариантный» и «ко
вариантный». Различие между обоими видами компо
нент такое же, как между точечными  и плоскост
ными координатами .  

Другое истолкование значения слова «тензор». 
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существенно более о б щее по ср а n н е н п ю  с тем его 
з н а ч ен и е м ,  котором у мы отд а л и  предпоч1 ение ,  станет 
nонятн ы м ,  есл и сн а ч а л а  и ссл едо в а т ь  поведе н ие одно· 
родн ых  форм п о  отн ошени ю к з а м е н е  коорди н ат . На 
с .  2 1 1 - 2 1 2  мы уже п ров ел и это иссл едов а н и е  ( поль· 
зуясь нескол ько отл и ч н ы м и  о бозна чения м и ) для cJiy· 
ч а я  кв адратичной фор м ы 

ан�2 + 2а;25'11 + . . .  + a.JЗ't2• 

Мы н а шл и ,  что коэфф и ц и е н т ы  ан ,  а 1 2 , • . .  , ан 
этой фор м ы  испыты в а ют Ji н н е й н о  одноро тtн ое и кон· 
тр а гр едиентное п р ео б р а з о в а н и е  по отношени ю к ве·  
л и чин а м  62, �'11 . . . .  , 't 2 ,  соста вл е нны м и з  точеч ных 
коорд и н а т. А эти п осл едн и е  п р еобр азуютс я ,  к а к  не· 
п осредств енно в ид н о ,  когредпентно к в ы р а же н и я м  
( 3 ) . Этот р езул ьтат м о ж н о  выска з ать в та ко ii ф о р м е :  

коэфф и ци ен т ы  ан ,  а 1 2 , . . .  , а 3 3  кв адр ати ч п о й  формы 
явля ются контр агр едиснтны м и ,  а чл ены � 2 ,  �YJ ,  • • • 
. . . , 't2 - когредиентными компонент а м и  некоторого 
симметр ичного тензор а . А н а л о г н ч н о  обстоит и с л ю ·  
б о й  бил н нейпой фо р м о й .  О н е й  говор я т  п о  примеру 
Г и б б с а ,  что она определ яет,  в частн ости , некоторую 
диаду , если удается з аписать ее в в иде п ро из в еден и я  
двух л и нейны х фор м . Имея одпородную полилиней
ную форму точечных коорди н ат, м ожно с п омощью 
н е сл о жного в ы ч и сл е н и я  показать, что ее коэффи ·  
циенты тоже подверга ются однор одной и л и нейной 
подстановке,  а и м енно , контр а гр еди ентно п о  отноше
нию к соответств енн ы м точеч н ы м  координ ата м . 

О бобщен ие поняти я тензора ,  о котором м ы  только 
что говорили ,  состоит в том ,  что в с я кую подобную ве·  
л ичину назыв ают тензор ом и п р и мен я ют это н азв ани е 
не только в с в я з и  с бил иней н ы м и  фор м а м и , как  это 
мы  дел ал и до сих пор.  В этом общем з н а ч е н и и  слово 
«тензор» стал и п р именять , в ча стности , Э й н штейн 
и его ученики .  Прежде вместо этого говорили о. л и · 
нейных,  квадр атичных, биJшнейных,  трил и н е й ных, 
кубических и т. п .  фор,иах. 

К р азл и чен и ю тер мпноn на п р а кт и ке п р исоеди· 
няется еще стр емл ен и е обозн а ч ать систему компонент 
ка кого-нибудь тензор а одною тол ько буквою и у к а ·  
з ы в ать в ы ч исления с тензор а м и  посредство м  симво·  
л ического сочет а н и я  т а ких букв , стоящих рядом друг 
с другом . Все э т и  вещи сам и  по себе очень просты 
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и затрудняют читател я  только по той причине, что 
р азные авторы пользуются р азличными способами 
обозначений .  Здесь м ы  вс+речаемся в еще большей 
степени с теми  же неудобствами ,  которые мы уже 
отмечали в связи с векторным исчислением и кото
рые,  по-видимому, невозможно совершенно устранить. 
Но мы не могл и  не упомянуть об этих неудобств ах, 
так как вся современная литер атура стр адает от них. 

В кл ючение основных поня ти й метрическо й геомет
р и и  в проекти вную схему. Теперь я перейду к метри
ческой геометрии,  причем и здесь я приведу только 
несколько характерных примеров.  Я покажу, как 
можно в ывести из систематики теории инвариантов 
оба  в ажнейшие основные понятия : «расстояние r 

s t 62 между двумя точками х = - и х2 = - . . . » и 
't" t  1"2 

«угол ro между двумя плоскостями а.1• • • •  , б 1 и 
0!. 2 ,  • • . , �'>2 » .  

Согл асно известным формулам  аналитической 
геометрии  имеем 

Это - алгебраические, соответственно трансцен
дентные функции параметров ; мы  будем вправе обо
знач ать их названием алгебраические, соответственно 
трансцендентные, инварианты, если мы покажем ,  что 
те рациональные составные части, из которых они 
построены,  уже сами по себе являются инвариан
тами в прежнем смысле слова .  

Начнем с угла ro.  Та фигура ,  инвариантом котороlt 
он должен быть, состоит из двух л инейных форм 

и из квадратичной формы в плоскостных координа
-тах, изображающей окружность сфер :  

а.2 + /3�  + V 2  + о . ()1., 
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Из этой квадратичной формы в плоскостных IШ· 

ординатах мы можем , конечно, обр азовывать инва 
рианты точно таким же образом ,  как р < mьше 
(с .  2 1 8-2 19 )  из форм в точечных координатах, но 
только обменивая ( «дуализируя » )  каждый р аз точеч
ные и плоскостные координаты . В частности,  оказы
ваются инвариантными значения формы для обеих 
заданных систем значений 

а� + �� + v� + О · 1'\�, 
как и образованное для этих двух систем значение их 
полярной формы 

а1а2 + � � �2 + V 1V2 + О · 1'\Д , 

т. е. те значения,  из которых как раз и составляется 
фактически cos ro. Впрочем ,  cos ro оказывается одно

родным 
инвариантом нулевого измерения относи

тельно каждой из двух систем значений c:t1, • • •  , б 1  
и c:tz, . . .  , б2 ,  а также относительно коэффициентов 
1, 1, 1, О заданной квадрати •шой формы ,  так что это 
выражение имеет в метрической геометрии  самостон
тельное значение. Ведь фактически в метрической 
геометрии имеется абсолютная мера углов , не зави
сящая от произвольнога выбор а единицы измерсннн . 
Этим одновременно сказано, что наше выр ажение 
является абсолютным инвариантом. 

Что же каса ется, далее, расстояния r, то следует 
вспомнить, что мы составляли инварианты кв адр а
тичной формы в точечных координатах путем окайм 
ления е е  определителя координатами одной и з  двух 
шюскостей (с .  2 19-220) . Таким же образом м ы  и 
теперь получим инварианты для н ашей фигуры,  ко
торая состоит из кв адратичной формы в плоскостных 
координатах и из двух точек; для этого мы, посту
пая в точности взаимным (дуальны м )  образом,  
окаймляем определитель формы c:t2 + �2 + v2 + О . {12 

1 о о о 

о о о 

о о 1 о 

о о о о 

один или два раза кординатами  6 1 • . . . , 't'1 и sz, . . .  , 't'2 
данных точек. Из полученных таким образом 
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инв а р и антов составл я е м  ча стн ое 

1 о о о 6 1  62 r 1 1 о о о 6 1 1 / �  о о о 5з l о 1 о о 11 1  11· l j о 1 о о 11 1  о О Ч• � . о о 1 о 6 1  62 . { о о о 6 ] о о О C z 
о о о о .. 1 .. 2 

. l j о о о о .. 1 о о о о .. 2 1 S J  11 1  6 1  .. 1 о о t 6 1  11 1 6 1  .. 1 о sз 112 62 't'a О 
62 112 62 -r2 о о 

ВычисJiяя  эти т р и  опредеJiител я ,  н етрудно н а йти; 
что это ч астное в точности р авпо в ы шеуказапно:-.1 у зн а
ченшо ,  ч ем и доказ ы в а ется его и н в а р и антн ая п рирода. 
В пр оче�t ,  подобно р а н ее р ассмотренному фундамен
тальному и н в а р и а нту а ф финной гео м етрии , 9ТО ч астное, 
I{ОНечно,  является однородн ы м  нуJi евого и з м ерени я 

относительно коорди н а т  о б еих то чек , но не п о  отноше

нию I<  коэффициентам заданной квадр атичн ой формы,  
относительно котор ых оно оказыв а ется однородным 
изм ер ения - 4.  К тому же оно не п р едставл я ет собой 
а бсолютного и нв а р и а нта , т а к  к а к  каждый из трех 
входящих в его состав определ ителей им еет вес +2, 
т а к  что ч а стное и м еет вес 2-4 = -2. В сл едствие этого 
ч и словое зн а чение r с а м о  по себе не имеет в м етриче
ской гео м ет р и и  непосредственного значе н и я ,  и дей
с твител ьно,  к из м е р ению р а сстоя н и я  двух то чек м ожно 
п р иступить лишь после того, кик еще один отрезок 
( единица )  п р оизв ольно фиксирован,  и н ы м и  слов а м и, 
допол н ител ьн о  присоединен к ф и гу р е  н а р яду с фунда
м ентальной квадр атичной формой 1 3 4 ) . Абсол ютные 
и н в а р и анты м етрической геом етр ии могут быть изо
бр ажены тол ь ко с nом ощью отношений ( ч а стн ых ) , 
составленных из в ыр а жений указанного вида.  

Здесь я тоже н е  имею возм ожности входить в р а_с
смотрение дал ьне й ших п одробностей, н о  эти п р и м еры 
дадут вам,  по кр а йней мере,  п р ибл из ител ьное пред
ст авл ение о том , как в ыгл ядит возникающая здесь 
пол н а я  систем атика аффинно й и м етри ческо й геомет
р и и ,  в ы р а стающая из с исте м ати ческой кл а сси фи каци и  целых р ацион ал ьн ых инв а р иантов . 

П рое кти вн ая тр шпов ка геом етр и и  треугол ьн и ка . .Я хотел бы коснуться еще одного м ал ен ького п рим ер а ; 
я и м ею в в иду т а к  н аз ыв аем ую геометрию треуголь
ника. З десь с течением в р ем ен и возникл а  больша >I  
з а м кнутая обл асть, в особенности бл агодар я  труда м 
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ряда учителей гимназий,  трактующая о многих за
мечательных точках, прямых, окружностях, которые 
можно определить в треугольнике: центр м асс, высоты , 
биссектрисы,  вневписанные окружности, описанная  
окружность, окружность Фейербаха и т. д .  Бесчислен
ные соотношения,  которые всегда снова и снова стара ·  
лись здесь найти и теперь еще стараются н аходить, 
очень легко можно увязать с нашей систематикой : 
даются три точки 6 1 .  'I'J I ,  -r1 ; 
�2. 112, -r2 ; 6з, 'I'Jз, -rз на  пло- х U, i ,o) • 1  скости (рис. 1 02 )  в качестве 
вершин треугольника , и так 
как речь идет исключитель- • J 
но о метрических соотноше-
ниях, мы к ним присоеди- • 2 х (t, - i ,'o} 
няем обе мнимые цикличе-
ские точки, выражаемые в Рис. 102 
координатах прямой урав-
нением а2 + �2 =О (впрочем, мы могли бы попро
сту присоединить значения 1 ,  i, О и 1 ,  -i, О их то
чечных координат) . Тогда вся геометрия треугольника 
оказывается не чем иным ,  как проективной теорией 
инвариантов этих пяти точек, т .  е в конце концов пяти 
произвольных точек на плоскости, две из которых, 
однако, словесно выделяются (особыми терминами ) . 
Только благодаря  этому замечанию геометрия треу
rольнш<а приобретает характер прозрачной системати
ческой дисциплины, которого иначе в ней не замечают. 

На этом я заканчиваю обзор систем атики геомет
рии. Несомненно,  что размещение всех этих вещей 
описанным здесь образом доставляет эстетическое 
удовлетворение, а так как к тому · же только такая 
систематика позвол яет достичь более глубокого пони
м ания геометрии, то ,  конечно, каждый м атематик, 
каждый кандидат на учительскую должность должен 
быть знаком с ней. Вот почему мне казалось необхо
димым включить ее в этот курс, тем более, что в ам  
и без того часто придется встречаться в литературе 
с таким пониманием геометрии, хотя и не всегда,  быть 
может. в столь последовательном изложении.  Конечно, 
было бы прямым извращением нашей мысли ,  если бы 
кто-нибудь захотел догматически связывать себя этой 
систем атикой и всегда изображать геометрию толь
ко в та i<ОЙ схеме, ибо тогда она очень скоро на-
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скучила бы и потеряла бы всякую прелесть и прежде 
всего помешала бы новому творческому мышлению, 
которое всегда р азвивается независимо от всякой си 
стематики . Если изложенные выше рассуждения каса
лись как бы архитектуры геометрического здания, то 
теперь мы  обратимся к его не  менее важным основа
ниям .  

1 1. ОСНОВА Н ИЯ ГЕОМЕТРИИ 
Обща11 постановка вопроса; связь с аналитической 

геом етрией. Исследования,  связанные с основаниями 
геометрии,  во многих случаях сталкиваются с интере
сами теории познания и психологии, которые сами 
исследуют вопрос о том ,  нак возникает пространствеи
ная  интуиция, и о том, вправе ли м ы  пользоваться 
матем атическими методами  для ее изучения .  

Конечно, здесь мы можем затронуть эти вопросы 
лишь совершенно вскользь, а гл авным образом будем 
изучать математическую сторону проблемы, рассмат
ривая при этом пространствеиную интуицию как нечто 
данное. В частности, мы  должны будем оставить в 
стороне также и столь важный для педагогшш вопрос 
о том ,  как у отдельного индивидуума пространствеи
ная интуиция развивается в ту строгую форму, к кото
рой привыкли м ы  как м атематики. 

Будучи так ограничена,  наша задача заключается 
в том ,  чтобы возвести все здание геометрии на воз
можно более простом основании при помощи логиче
ских операций. Конечно, чистая логика не может дать 
н ам  этого основания ;  логическая дедукция может 
начать функционировать лишь с того момента, когда 
решена первая часть проблемы, т. е . , когда уже обла
дают системой некоторых простых основных понятий 
и некоторых простых предложений, так называемых 
аксиом, которая учитывает простейшие факты нашей 
шtтуиции. Разумеется, эти а ксиомы можно в зависи
мости от вкуса расчленять более или менее детально 
на отдельные взаимно независимые составные части, 
да и в других отношениях при их выборе имеется еще 
большая доля свободы . Ведь единственное условие, 
которому должна удовлетворять система аксиом, 
дается второй частью нашей задачи :  упомянутые основные понятия и аксиомы должны быть такилtи, чтобы из них можно было вывести логически все 
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содержаliие геометрии, не обраща ясь далее к ин
туиции .  

Что касается способа тра ктовки этой задачи ,  то 
весь уклон нашего курса указывает на  определенный 
характерный путь. До сих пор м ы  ведь постоянно 
пользавал ись принципиально помощью анализа ,  в 
частности, м етодами аналитической геометрии .  Так и 
эдесь мы  снова будем предпол агать известны м  анализ  
1 1  зададимся лишь вопросом ,  как можно на нкратчай
шим образом от той ИJI И иной системы аксиом прийти 
к исходным  моментам аналитической геометрии .  К 
сожалению, эта простая формулировка применяется 
очень редко по той причине, что геометры часто отно
сятся к применению анализа с некоторой лугливостью 
и насколько возможно стар а ются обходиться без чисел . 

О построени и п рое кти вной геометр и и с посл едую
щим п рисоединен ием к ней метрич еской.  Намеченную 
в общих чертах программу можно осуществить р азл ич
ными путями в зависимости от того, какие именно 
основные понятия и а ксиомы желают выдвинуть на  
nервое место. Часто практикуется - и это представ
ляет известные  удобства - ставить во главу всего ис
следования основные понятия проективной геометрии ,  
а именно, точку, прямую и плоскость, которые м ы  уже 
р аньше (с .  9 1 -92) выдвинули в такой роли .  При .этом 
отнюдь не требуется давать определение того, что это 
за вещи , - это каждый должен знать з ар анее с ам ;  
должно быть лишь  указано столько хар актерных для 
них свойств и взаимных соотношений , чтобы из них 
можно было вывести ( в  уточненном выше смысле) всю 
геометрию. Я не собираюсь перечислять здесь перед 
вами  полностью отдельные  сюда относящиеся акси
омы - это завело бы нас слишком далеко в �торону 
в этом н ашем энциклопедическом курсе, а дам лишь 
н астолько полную характеристику их содержания ,  
чтобы вы  получили о них ясное представление.  

На первом месте стоят аксиомы соедин.еliия, кото
рые я уже (с .  9 1 )  изложил для проективной геомет· 
р ии.  Однако здесь м ы  не  требуем с самого начала ,  
как это дел али там ,  не  допускающего исключений су· 
ществования точки пересечения всяких двух прямых, 
лежащих в одной плоскости, или прямой лересечения 
всяких двух плоскостей, но в соответствии с непосред
ственными соотнощениями метрической и аффинной 



24G СИСТЕМАТИКА И ОБОСНОВАНИЕ ГЕОМ!ZТРИИ 
геометрии огр аничиваемся тем положением,  что две 

прямые на плоскости либо и;<.tеют одну общую точку, 

либо не имеют таrшвой вовсе и что две плосrшсти либо 
имеют общую пряжую, л ибо не иJ'rtеют ни одной общей 

то чки. После этого в с егда оста ется еще возм ожность 
пер ейти изв естн ы м  о б р а зо м  путем допол н ител ь ного 
пр исоединения «несобств енных» точек, прямых .и плос
костей к полной систем е п роектив ной геом етри и . 

Далее идут аксиомы расположения ; они описы
в ают, к а кое взаи м ное положение могут заним ать на 

плоскости и на  п р я мой р азл и ч н ы е  точ ки ; 
напри мер , из трех точек а, Ь ,  с на одной 
прямой всегда одна ка ка я -нибудь , напри
м ер Ь ,  лежит между двум я други м и  а и с 
и т. д. ; эти а кс и о м ы  н а з ы в а ют т а кже ак· 

сиомаJни понятия « м ежду» (рис .  1 03 ) . 
Н а конец, что к а с а ется свойств непре

рывности , то здесь я отмечу пока лишь от-
Рис. 1 03 сутствие п р обел ов у прямой : если отрезок 

м ежду двумя точка ми а ,  Ь р азделить как
либо на две части 1, 2 таким образом,  чтобы (есл и 

а лежит слева от Ь)  все точки части 1 л ежал и слев а 
от в сех точек части 2, то всегда н а йдется т а к а я  точ
ка с, котор ая вызывает это именно дел ен ие в том 
смысле ,  что м ежду а и с л еж а т  точки части 1, а 
м ежду с и Ь - точ ки ч а стиц 2. Это, очевидно, вполне 
соответствует в в едению ирр ацион альных чисел при 
пом ощи дедекиндовых сечени й * ) .  

Из этих аксиом действительно можно вывести всю 

проективную геометрию пространства п р и  помощи 

.1 огической дедукци и ; в частности , конечно, можно 
ввести координаты и перейти к ан ал итической трак
товке проекти вной геометрии 1 3 5 ) . 

Чтобы п ерейти затем к метрической геометрии, 

надо nрежде всего принять во в н и м ание,  что в м есте с 
п р оективной геометри ей мы nолучаем та кже nонятие 
группы оо 1 5  коллинеаций, или nроективных преобра · 
зов аний пространства .  Мы уже з н а е м ,  к а к  можно оха
р а ктеризов ать в ка честв е ее подгруппы 7-пар аметри · 
ческую гл авную гр уппу пространствеиных nреобразо· 
в аний - ту группу , теорией инвариантов которой и яв• 
л я етс я метр и ч еска я геометр и я :  эта груп п а  состоит иа 

*) Ср. т. 1 ,  с. 52-54. 
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tex колтшеаций, при которых некотор ая  плоскость. 
а именно бесконечно удал енная пл оскость,  и н а  ней 
пекоторая  кривая второго порядка, а именно оtсруж· 
ность сфер ( или соответственно изображающая ее аб· 
салютная полярная система ) , остаются без изменения. 

Приходится сдел ать еще один шаг дальше , если 
жел ательно получить в точности теоремы элементар· 
ной геометрии.  Для этого должно выделить из главной 
группы 6-п а р а м етри ческую подгруппу собственных 
движений (порожден ную п аралле.1 ьны ми  переносаrvш 
и поворота ми ) , которые в п р отивопол ожность преоб· 
р азов ан и я м подобия оставляют неизменным р асстоя · 
ние между двумя точк а м и  и потому имеют своей тео
рией и н в а р и а нтов метр и ческую геометрию конгруэнтности (равенства при н аложен ии ) 1 3 6 ) . Э ти движени я  
можно выдел ить из гл авной групп ы , например,  с по 
мощью требования,  чтобы все траектории любого дви-: 
жения был и замкнуты, есл и тол ько оно оста вляет не· 
nодвижной ка�ю-нибудь точку. 

Намеченное в та ком виде построение  геометрии 
.является, пожалуй , теоретически ca.fttьtAt простым, так 
как оно оперирует в н а ч а л е  (для проективной геомет
рии ) исключительно л инейным и обр аза м и и лишь в 
дальнейшем , когда это становится необходи мым для 
метрической геометрии ,  привлекзет квадр атичный 
образ - окружность сфер.  Но зато осуществление 
этого плана оказывается довоJiьно абстрактным и 
длинным и может найти м есто только в специально!'.i 
курсе лекций по проективной геом етрии .  

Для целей общего преподавания мне  представл яет
ся более подходящим другое построен ие геом етрии , к 
которому я теперь и обр ащаюсь, ограничиваясь р ади 
nростоты геометрией на плоскости . 

. 1 .  П остроен ие rеометр и и н а пл ос кости н а осно ве 
движен ий 

Построени е  аффи нной rеометри и, основанное на 
параллельных переносах. В качестве основных п о н я 
т и й  п р и н и м а е м  точ ку и прямую, после чего вводим 
а ксиомы соединения, расположения и непрерывности. 
При этом а ксиомы соединения снова содерж ат лишь 
интуитивно ясн ые ф акты , как,  например :  через любые 
две то чки всегда проходит одна и только одн.а прямая. 
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тогда как две прямые могут иметь либо одну общую 
точку, либо ни одной. 

Относительно расположения точек на прямой мы  
сохраняем уже отмеченные выше  требования ; в про
цессе исследования нам еще придется остановиться на 
точной формулировке дальнейших аксиом р асположе
ния и а ксиом непрерывности . 

На  этой основе м ы  теперь непосредственно, минуя 
проективные соответствия, введем группу оо 3  движе
ния плоскости, чтобы с ее помощью достигнуть н ашей 
основной цели - построения системы аналитической 
геометрии на плоскости.  Для этого мы должны преж
де всего дать в виде ряда аксиом абстрактную фор
мулировку того, какие именно свойства этих «движе· 
ний» мы будем предполагать и применять по отноше
нию к системе точек и прямых. При этом мы ,  конечно, 
ориентируемся на  то наглядное представление о дви 
жении,  которое м ы  вынесли из  н ашего опыта с твер 
дыми  телами .  Согласно этому опыту движение должно 
в первую очередь быть взаимно однозначным преобра
зованием точек нашей плоскости ( следовательно, 
должно, в частности , сопоставлять всякой точке неко· 
торую точку, лежащую в конечной части плоскости) 
и , кроме того, должно переводить все без исключения 
прямые  опять-таки в прямые .  Представляется удобным 
для обозначения преобразования такого рода снова 
воспользоваться в общем случае  словом коллинеация. 
Конечно, мы  первоначально еще не  знаем,  существуют 
ли вообще подобные коллинеации, так как мы ведь 
не обл адаем,  как это было раньше, проективной гео
метрией. Поэтому мы должны явным образом посту· 
лировать в форме  пекоторой новой аксиомы существо
в ание этих специальных коллинеаций. Действительно, 
мы требуем ,  чтобы существовала группа определенных 
оо 3  (троекратно бесконечных) коллинеаций, которым 
мы даем название движений и в качестве теории ин
в ариантов которых следует р ассматривать геометрию 
на  плоскости . При  этом необходимо также точнее 
охарактеризовать, что именно надо понимать под вы· 
р ажением «троекратно бесконечный» (или оо3 ) .  Пусть 
даны ка кие-нибудь две точки А ,  А' ( рис .  1 04 )  и дв а  
луча (или полупрямые ) : луч а ,  исходящий и з  точки А , 
и луч а' ,  исходящий из точки А ' ;  в таком случае всегда 
должно существова1·ь одно и только одно движение, 
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переводящее точку А в А' и одновременно луч а 
в а' 1 3 7 ) . Фигуры,  переходящие при пекотором движе
нии одна в другую, мы называем конгруэнтны.ми. 

На первых порах мы не будем ,  однако ,  пользо
в аться существованием всей этой группы движений,  а 
ограничимся использованием только одного особого 
класса движений ,  относительно которого мы теперь 
'13ведем еще некоторые специальные постул аты. А 

Рис. 1 04 Рис. 1 05 

именно 1 3 8 ) , имеется одно и только одно движение, пе
реводящее некоторую точку А в произвольно заданную 
точку А' и одновременно прямую, идущую от А к 
А'  ( с  этим именно направлением ) ,  саму в себя ; такое 
движение мы называем параллельным переносом .  Так 
вот, мы  требуем,  чтобы вообще всякий такой перенос 
nереводил в себя всякую прямую, соединяющую лю
бые две взаимно соответствующие при этом переносе 
точки В и В', сохраняя ее направление ( от В к В') ; 
далее - и  это самое главное - мы требуем ,  чтобы все 
оо 2 параллельных nереносов (двукр атно бесконечное 
семейство)  образовывал и  подгруппу по отношению 
I{ группе движений  1 3 9 ) .  

Есл и  повторять несколько раз  один и тот же парал 
лельвый перенос (рис .  105 ) , то  А будет переходить в 
точки А', А", А"', . . .  полупрямой АА', направленной 
от А к А'; приходится прибанить в качестве дальней
шего постулата,  что эти точки могут в конце концов 
достичь либо перешагнуть любую точку этой полу
прямой 1 4 0 ) . Путем повторения обратного преобразо
вания получаем ряд точек такого же рода н а  другой 
nолупрямой (т .  е. на  продолжении первой полупрямой 
АА'  в противоположную сторону - за точку А ) .  Пред
ставляя себе, что всякий параллельный перенос из 
начального положения в конечное мы  выполняем 
непрерывным образом 1 4 1 )_, чем нам еще придется 
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воспользоваться, мы называем рассматриваемую 
здесь прямую траекторией точки А при этом переносе. 
Тогда всякая прям ая  представится нам траекторией 
бесконечно многих точек и для всякого переноса будет 
оо 1 таких траекторий, а именно, тех прямых, которые 
при этом переносе переходят в себя . 

Две различные траектории одного и того же парал
лельнога переноса не могут пересекаться; действитель
но, ведь иначе точка пересечения должна была бы при 
переносе получаться из двух различных точек, а имен
но, лежащих. по одной на  каждой из траекторий, во
преки характеру переносиого движения как взаимно 
однозначного точечного иреобразования 1 4 2 ) .  Всем 
траекториям одного и того же пар аллельного переноса 
даем название взаимно параллельпых прямых. Таким 
образом , мы вводим это понятие, исходя из нското
рого свойства наших движений .  В то же время пред· 
ставляется очевидным ,  что через каждую точку А 
проходит хотя бы одна прямая, параллельпая задан
ной прямой а,  а именно, траектория точки А при п а
раллел ьном переносе (плоскости) вдоль заданной 
прямой а. 

На конец, мы должны установить еще одну послед
нюю аксиому относительно этих переносов , а именно: 
любые два параллельпых переноса Т', Т" обладают 

т' переместительным свой-
А "  . в  ством, т. е .  получается одна 

1 } и та же точка В как в том 

7!--" _.,...---� т" 
случае, если определенную 
точку А подвергнуть снача-

А �т' А' л а  переносу Т', а з атем пе· 
Рис. 1 06 реносу Т", так и в случае  

обратного порядка : подверг
нуть А сначала переносу Т", а затем переносу Т' 
[ (рис .  1 06) ; символически это записывается так 1 4 3 ) : 

Т' о Т" = Т" о Т'. 
Позже мне  придется еще остановиться несколько 

подробнее па вопросе о том , как вообще приходят к 
подобным аксиома м ;  здесь же я хотел бы лишь под
черкнуть, что н а ши вышеприведенные а ксиомы выра
жают как раз то, что представляется вполне привыч
ным каждому человеку уже с первых уроков геометри
:ческоrо черчения .  Ведь первое, что делают, состоит 
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в перемещении  твердого тела - линейки, циркуля или 
чего-либо подобного - из одного положения в другое, 
для  того чтобы переносить в еличины р асстояний и 
углов. В частности , ч асто применяют операцию п арал
лельнога переноса , заставляя, например ,  треугольник 
скользить вдоль линейки (рис .  1 07) . При этом опыт 
nодтверждает каждый раз, что все точки треуrольню{а 
описывают параллельные прямые. Таким образом,  
наши допущения,  которых мы не  будем далее логи-
чески расчленять , не 11 
содержат в себе со- 2, 
вершенпо ничего ис-
кусственного . 

-2' 

Рис. 1 07 Рис. 1 08 
Посмотрим теперь, как далеко можно проникнуть 

в аналитическую геометрию, исходя из этих первона
чальных понятий, относящихся к параллельным пере
носам .  О прямоугольных координатах, конечно, не 
может быть и речи, так как мы до сих пор еще не  
имеем никакого опорного пункта для  определения  
прямого угла ,  но з ато можно в вести в общем виде 
декартовы координаты. Через некоторую точку О 
проводим две произвольные прямые,  н азывая их 
осью х и осью у ( рис .  1 08 ) . Рассмотрим параллельный 
перенос Т, переводящий точку О в произвольно в ы
бранную точку 1 оси х. Тогда ,  повторяя  несколько 
раз этот параллельный перенос Т, получим из этой 
точки дальнейшие точки 2, 3, 4 ,  . . .  на оси х. 

При повторениИ таким же образом обратного па 
р аллельного переноса Т-1 , оnределяемого тем ,  что он 
п ереводит 1 в О, точка О переходит поочередно в 
точки - 1 ,  -2 , -3, . . . оси х. Получаемым таким 
образом точкам приписываем положительные  и отри
цательные целые числа  О, 1 ,  2, . . .  , - 1 ,  -2, . . . кан: 
их абсциссы х .  Конечно, они не  исчерпывают всех 
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точек оси х ,  но, согласно одному из наших постула
ТОJЗ '44) , расположены таким образом, что всякая иная  
точка (той же оси ) з аключается между двум я и з  этих 
точек. 

Аналогичным образом, исходя из произвольнога 
параллельного переноса Т' вдоль оси у и выполняя его 
последовательно в том и в другом напр авлении (впе
р ед и назад) ,  получаем (исходя из точки О )  точхи 1 ' ,  
2' ,  3' ,  . . .  , -1', -2' ,  -3', . . . оси у с положительными 
и отрицательными целочисленными координатами. 
При этом надо, р азумеется ,  иметь в виду, что, опреде
ляя  таким образом отрезки х и у на обеих осях, мы 
еще не  можем сопоставлять их между собой, так как 
мы не вправе пока применять наряду с параллельными 
переноса ми также движение ( поворот ) , переводящее 
ось х в ось у. 

Теперь мы  можем перейти также к то чхам оси х с 
действител ь ными абсциссами, сохраняя р анее выбран
ную единицу. Что касается прежде всего рациональных 

точек, то, чтобы выяснить вопрос на конкретном при
мере,  мы будем искать в первую очередь такой парал·  
л ельвый  перенос S вдоль оси х, который,  будучи пов
торен дважды, дает как раз  вышерассмотренный 
единичный параллельный перенос Т. Тогда ту 
точку, в которую параллельный перенос S переводит 
тuчку О, м ы отметим как  точку 1/2, а повторное при· 
мепение переноса S даст нам точки 3/2, 5/2, . . .  

Для доказательства существовация 
такого параллельного переноса S 
и вместе с тем этих точек покажем 
прежде всего , что прямая от иско
мой точки 1/2 оси х к точке 1' 
оси у должна быть параллельна 
прямой 1 2' ( что соответствует из
вестному построению, дающему де· 

о :с лени е отрезка на равные части ) . 
Действительно, рассматривая  парал-

Рис. 1 09 лельвый перенос S ( рис. 1 09 ) , пере-
водящий о в искомую точку 112, 

как результат последовательного выполнения перено
сов Т' из О в 1' и S' из 1'  в точку 1/2, можно двукрат
ное повторение параллельного переноса S, что, соглас
но определению, тождественно с параллельным пере
носом Т, заменить ввиду- коммутативности любых двух 
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параллельных переносов последовательностью дву
кратно повторенного параллельного переноса Т' и дву
кратно повторенного параллельного переноса S'. А так 
как двукратно повторенный параллельный перенос Т' 
переводит О в 2', то этим показано, что 1 получается 
из 2' путем двукратного применения параллельного 
nереноса S'. Итак, прямая 2' 1 явл яется одной из 
1 раекторий параллельного перен

'
оса S' и как таковая 

действительно параллельна другой траектории  того же 
параллельного переноса ,  идущей от 1'  к 1/2. Но ведь 
точки 2' и 1 нами уже были получены ,  так  что парал
лельный перенос S' находится в нашем распоряжении .  
Поэтому однозначное построение точки 1/2 н а  основа 
нии уже имеющихся элементов (как точки пересечения 
(JСИ  х и траектории точки 1' при этом паралл ельном 
переносе S') было бы обеспечено, если бы  мы  только 
знали ,  что эта траектория действительно пересекает 
ось х. Конечно, это не  вызывает с точки зрения  н а гл яд
ных представлений ни у кого никаких сомнений,  одна
I ю  в рамi<ах нашей аксиоматики такой вывод нуждает
ся еще в одной особой аксиоме, так называемой ак.
сио.ие взаимного расположения на плоскости. Суть 
этой аксиомы состоит в том ,  что прямая ,  входящая 
внутрь треугольника через одну его сторону, дол ж н а  
снова выйти из него через другую сторону 1 4 5 ) - три· 
ви альный факт н ашей геометрической интуиции ,  Iшто
рый однако приходится особо отмечать тол ыш по при
чине логической независимости этой аксиомы от дру
гих аксиом.  Путем совершенно аналогичных рассужде
ний ,  очевидно, можно получить точку, соответствующую 
каждому рациональному значению абсциссы х; из на 
ших постулатов ветрудно заключить также, что  такие 
«рациональные точки» имеются внутри всякого (ка к 
угодно малого ) отрезка оси абсцисс. 

Но для того, чтобы действительно получить все 
точки , фа 1пически рассм атриваемые в геометрии, м ы  
должны  принять в расчет также и иррациональные 
абсциссы .  А для этого нам нужен еще один тоже 
весьм а н аглядн ый постулат, п р едставляющий лишь 
выше обещанное уто чнение требований непрерывноетаз 
должно существовать еще бесч асл енное .множество 
других то ч ек. на оса х (ал а соответственно параллел ь
ных переносов этой оса вдол ь себя ) , которые находятся 
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в таких же точно отмшениях последовательности рас
положения и непрерывности к рациональным точкам, 
в каких иррациональные числа находятся к рациональ
НЬLJ.t числам. Эта аксиома  представляется тем более 
очевидной , что ведь, обратно, введение иррациональ
ных ч и се.'l nроизошло исторически в результате обра
щения к геометрической непрерывности * ) .  

В результате все точки оси х оказыв аются взаимно 
однозначно сопоставленными всем положительным и 
отрицательным действительным числам  х; совершенно 
аналогично обстоит дело и с точками оси у. 

Обращу ваше  внимание на то, что описанный здесь 
прием построения шкалы на прямой представляется 
вполне естественным .  Всякий, кому приходится строить 

, шкалу, поступает так :  перемещает вдоль линейки 
какое-нибудь твердое тело,  имеющее согл асно произ
вольному соглашению длину, равную одной единице 
,(например ,  расстояние между остриями ножек цир
куля ) , и з атем делит получаемые таким образом от
резки на р авные части .  

Теперь мы  в состоянии охарактеризовать каждый 
параллельный перенос плоскости вдоль оси х одним 
простым уравнением,  дающим для каждой точки н а 
оси х абсциссу ее нового положения х' = х + а, 
т. е . к х прибавляется рациональное или иррациональ
ное, положительное или отрицательное число а. 

,у Подобно этому парал-
2' / / лельный перенос вдоль 

'2§.. _ _ _ _ _  /------- 1 _ оси у может быть описан 
1 1 2о:, гь уравнением Pl 1 ------ 1 o:,1i----7--- у' = у + Ь. 

la 12а Если выполнить J + 
Рие. 1 1 0 ( рис. 1 1 0 )  оба  эти п арал

л ельных переноса один 
за другим ( безразлично, в каком именно порядке, 
no причине переместительности параллельных пере
носов ) , то н ачало О перейдет в некоторую вполне 
определенную точку Р ;  тогда говорят, что точка Р 
имеет абсциссу а и ординату Ь . Но можно и, 
обратно, каждой точке Р однозначным образом от
н ести два числ а  а и Ь ;  для этого достаточно произвести 
параллельный перенос, переводящий О в Р, а затем 

*) Ср. т. 1 ,  с. 54-55. 
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опредеюпь абсциссу и ординату точек пересечения 
осей в их н о в ы х  положениях, в которые они при этом 
переходят, с их первон ачальными положения ми .  Этим 
уст а н а вm!в а ется взаимно однозначное соответствие 
( илп отобр ажение) между совОJ<упностью всех точек 
штоскости и совокупностью всех числовых пар  (а ,  Ь ) , 
так что мы действительно получаем полное определе· 
ние координат на плоскости . Оста ется только иссле· 
дав ать ,  как должно теперь выг.1ядеть уравнение пря· 
J\taй. Рассмотрим сна чаЛа пр ямую, идущую от О к 
Р (а ,  Ь ) ; она должна ,  очевидно, содержать все те точ
IШ , которые получа ются при пов торен и и пар аJiлельно· 
го переноса, переводящего О в Р, т .  е . точки 

х = 'Аа ,  y = l,b 

с цедочисленным Л. Затем мы замечаем , что и все 
точ ки,  определяемые этими уравнениями при  р ацио
надьном и , наконец, при ирр ационадьном Л, должны 
лежать на той же прямой, но  что, с другой стороны, 
этим исчерпываются все ее точки 1 46 ) . Таким образом,  
исключение параметра Л приводит уравнение пр ямой 
к такому виду : 

или 
х : у = а : ь  

Ьх - ау = О. 
Поэтому всякое уравнение вида 

ах + �у = О 
тоже изображает прямую, проходящую через О, еслп 
только а,  � не обращаются одновременно в ну.пь . Н о  
ведь любую прямую можно получить из подходяще 
выбранной прямой, проходящей через О, путем парал ·  
ле.пьного переноса ,  из чего мы окончательно заклю
чаем, что совокупность всех прямых изображается со
вокупностью всех уравнений первого порядка 

ax + �Y + v = O, 
которые носят название линейных уравнений. 

Из того , что пря,м ая изображается линейным урав
нением , без труда получается методами ана.rштической 
геометрии значительная часть гео:'!lетрических теорем. 
Не входя в дета.п и , отмечу л и ш ь ,  что таким обр азом 
можно вывести в-сю аффинную геометрию, а вместе 
с тем также и всю проектив.чую геометрию. Этих ре· 
зультатов мы  достигаем,  таким образом, н а  основе 
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одних только специальных постул атов ,  относящихся 
к подгруппе оо2 п а раллельных переносов . 

Остановлюсь еще только н а  одном ф а кте, который 
понадобится нам  в дальнейшем . Мы до 1;;аз ал и  р а н ьше 

при помощи теорем п р о ективной геометрии предложе
nие Мёйиуса, согJi а сн о котор о м у  ОСЯI(ая колliинеация 
является проективnым преобразоваnиеJrt , т. е. nреоб .р а 
зованием,  которое изоб р а ж а ется дробио-линейн ы м и  
или соответственно цел ым и л и нейным и подстапов к а м н  
координ ат. Но ведь согл а сно н а ш е м у  первон а ч а л ь н о м у  
допущен ию 1 47 ) дв ижения представляют собой ко.л 
линеацн и , п р и  которых ка ждой точке, н аходя щейся 

на конечном расстоянии ,  соответствует та кже пе бес
конечно удаленная  точка ,  а с 'другой сторон ы , м ы  
теперь уже построили всю проективную геометрию, 
и поэтому с нашей теперешней то ч к и  з р е н и н  предло
жен и е  Мёбиуса также и м еет снл у . В резул ь тате Jrtьt 
получаем, что ка:J.Iсдое движегше нeoбxoдu.Jttьtlft образо,и 
изображается целым лuнeйftьtJrt преобразованием 
только что введенн ых декартовых координат х, у .  

П ривлечения по ворото в  к построению метр ичес1юй 
геометрии. Если мы теперь поже.п аем проникнуть 
Дальше в обл а сть метр и ч еских понятий геометр и и , в 
частности уста нов ить понятия угла между двумя п р я 
мыми  и расстояния между любыми двумя точками (до 
сих пор мы могли говорить только о р а ссто я н и и  м ежду 

двумя точками , лежа, щи ми на оси х или на оси у) , то 

а 

Рис. 1 1 1  

нам придется з а няться полной 
группой движений. 

В ча стности , фиксируем 
наше в н и м а н и е  н а  тех движе
ниях, котор ые оставляют без 
изменения какую -и н будь точ
ку, н а п р и мер н а ч а л о  О; это 
будут т-ак называемые поворо
ты около этой точ i<и .  Тогда ,  
согл асно общему постул ату , 
регулирующему определение 

движения ,  должен существ о в ать в точности один по
ворот, который переводит полупрял�ую а, исходящую 
из точки О, в любую другую полупряJrtую а', тоже ис
ходящую из О ( рис .  1 1 1 ) .  Эти повороты являются в 
некотором смысле двойственными ил и взаимяым и п о  
отношению к параллельным перен.осам,  та к как они 
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оставляют без изменения некоторую точку подобно 
тому ,  как параллельные переносы переводят в себя 
некоторую прямую. По аналогии с параллельными  пе
реносами мы будем представлять себе все повороты 
также совершающимися непрерывно, исходя из н а 
чалыюго положения,  и снова будем говорить о траек� 
ториях, которые при этом описывает каждая  точка .  

Однако между поворотами и параллельными пере
носами  имеется существенное р азличие,  которое мы  
должны тоже четко формулировать в в иде особого 
постулата 1 48 ) : полупрямые а', а" , . . .  , получаемые из 
полупрямой а при повторении одного и того же пово .. 
рота около О, должны в конце концов либо достичь. 
либо перегнать всякую полупрямую, выходящую из О 
( в  то время как параллельный перенос давал только 
точки одной полупрямой ) . Поэтому, в частности ,  не
прерывное вращение должно в конце концов вернуть 
полупрямую а в ее начальное положение, причем и 
каждая точка А должна вернуться в свое начальное 
положение:  траектории представляют собой поэтому 
замкнутые линии ,  иерееекающие каждую полупрямую, 
исходящую из О, в одной и только одной точке А, так  
что все отрезки ОА оказываются взаимно конгруэнт
ными (т .  е .  могут быть персведены один в другой с 
помощью движения ) ; таким образом,  эти траектории  
являются тем , что обычно называют окружностями 
с центроАt О. 

Теперь мы фиксируем в пучке лучей, исходящих 
из О, с помощью этих поворотов некоторую шкалу 
совершенно подобно тому, ка к  мы раньше строили 
шкалу н а  прямой с помощью па{!аллельных переносов, 
nричем т9гда н ам  приходилось еще принять подходя
щее допущение относительно непрерывности. Я не 
стану входить здесь в детали всего этого и отмечу 
лишь как результат, что в конце концов с каждым по· 
воротом оказывается сопоставленным  некоторое дей
ствительное число - угол этого поворота, причем и, 
обратно, каждое действительное число оказывается 
углом пекотарого поворота . Новым моментом являет
ся ,  конечно, здесь периодичность поворота, и поэтому 
представляется целесообразным избрать в качестве 
единицы как раз полный оборот, переводящий какой
нибудь, (и  вместе с тем и каждый ! ) луч снова в себя. 
Однако,  согласно традиции, за единицу приним аю1 

9 Ф. 1\леАн, т. 2 



258 СИСТЕМАТИКА И ОБОСНОВАНИЕ ГЕОМЕТРИИ 

поворот в одну четверть полного оборота, который, бу� 
дучи повторен четыре раза ,  дает полный оборот, и 
угол этого поворота называют прямым угло.м R. Тогда 
всякий поворот может быть измерен его углом roR, где 
ro может изображать любое действительное число, ко
торое можно ограничить благодаря периодичности ин
тервалом значений от нуля  до четырех (рис. 1 1 2 ) .  

Подобным же образом можно определить шкалу 
углов в пучке лучей с любым другим центром 01 , но 
вместо этого можно непосредственно перенести при 
помощи соответственного параллельного переноса 

R 

2R 

3R о 
Рис. 1 1 2 Рис. 1 1 3 

италу углов из О в О1 . А именно, если даны полу
прямые а1 и а; , исходящие из 0 1 (рис. 1 1 3 ) , и если Т 
представляет собой пар аллельный перенос, переводя• 
щий О в О1 ,  то назовем буквами а, а' те лучи ,  исходя· 
шие из О, в которые переходят лучи а 1 , а; при выпол· 
нении обратного параллельного переноса Т-1 ; если Q 
представляет собой поворот около О, переводящий а 
в а', то поворот Q1 около О, ,  переводящий а 1  в а�, 
может быть получен путем последовательного выпол
нения движений Т-1 , Q, Т или в непосредственно по· 
нятной символике 1 4 9 ) 

Q 1 = T o Q  о Т- 1 •  
Действительно, права я часть этого равенства  то

же изображает движение, переводящее О "  а1 в 0 1 , 
а� . а такое движение представляется однозначно опре
деленным . И вот м ы  п р и п и �'ы.в а ем повороту Q1  такой 
же угол roR ,  какой имеет поворот Q согласно данному 
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выше определению. Если дан какой-нибудь другой 
поворот Q' в пучке О, то в пучке О1 ему соответствует 
ПОВОрОТ Q( = Т  о Q' о Т- ! , а КОМПОЗИЦИЯ обОИХ ПОВО• 
ротов Q,  и Qf равна  

Q; o Qt = T o Q' o T- 1 o T o Q o T- 1 = T o (Q' o Q) o T- 1 ; 
таким образом ,  она соответствует композиции поворо· 
тов Q и Q'. 

Из этого следует, что наш перенос действительно 
устан авливает при О1 ту же самую шкалу, какую дало  
бы повторение прямого приема .  

У Евклида имеется теорема,  которая перешла в 
большинство наших элементарных учебников , а имен
но : все прямые углы конгруэнтны между собой; каж
дый учащийся, конечно, готов считать это положение 
самоочевидным,  и я полагаю, что в школе действи·  
тельно можно умоJiч ать о нем, так как все равно 
школьник не в состоянии постичь заключенной в нем 
идеи. Но его действительный смысл в точности со· 
впадает с содержанием наших последних р ассужде· 
ний,  а именно : р авные углы,  определенные с по
мощью поворотов около различных точек, можно 
привести к взаимному наложению с помощью движе
ний, другими словами ,  они конгруэнтны между собой. 

Установив таким образом , общее определение угла ,  
м ы  теперь дадим также определение расстояния 
между любыми двумя то чка.ми, тогда как до сих пор 
мы могли сравнивать только рас
стояния на одной и той же пря
мой при помощи параллельных 
переносов . Если расстояние r от
ложено, например, от О по оси х, 
то мы можем (рис. 1 1 4)  перене· 
сти его с помощью поворота око- :о 
ло О па всякую другую прямую 
а', проходящую через О ;  таким Рис. 1 1 4 
образом можно вообще всю шка-
лу длин на оси х перенести на а', а з атем с по 
мощью параллельного переноса на  всякую другую 
прямую, параллельную а', и ,  следовательно, вообще на  
любую прямую. В результате мы  действительно полу
чаем возможность измерять р асстояние между какими 

угодно двумя точками,  соединяя эти точки прямой и 
nеренося н а  нее описанным способом масштаб с оси х. 

9• 
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В частности,_ таким приемом можно построить масш· 
таб на оси у ( который мы вначале считали самостоя
тельно установленным ) ,  исходя из масштаба на оси х. 

Теперь м ы  пополним наш аппарат · аналитической 
геометрии этим новым nонятием nоворота .  При этом 
м ы  будем nользоваться - на  что м ы  теnерь имеем 
право - вместо общих декартовых координат спе· 

циальными прямоугольными координата· + ми х, у ( рис. 1 1 5) . 
Мы уже знаем (с. 256) ,  что всякое 

движение изображается пекоторой ли
нейной nодстановкой nеременных х, у� 

х' = (а1х + Ь1у + c1)/N, 
Рис. 1 1 5 у' = (а2х + Ь2у + c2)/N. 

Так как эта nодстановка nереводит всякую конеч
ную точку снова в конечную, то знаменатель N должен 
быть nостоянным,  так что можно принять ero равны м  
единице. В частности , для поворота около О имеем 
с1 = с2 = О, так что nодстановка принимает такой вид: 

х' = а1х + Ь1у, у' = а2х + Ь2У· ( 1 ) 

Для одного сnециального nоворота, а именно, для 
поворота н а  nрямой угол мы можем указать непо
средственно точную форму этих уравнений.  Дело в 
том ,  что дл� наших nрямоугольных координат п р и  
таком nовороте ось х переходит в ось у, а ось у - в 
отрицательную ось х, так что уравнения nримимают 
такой простой вид 1 5 0 ) : 

х' = - у, у' = х. (2) 

Теперь воnрос о нахождении формул поворота сво
дится к такой чисто аналитической задаче: требуетсн 
найти такую однократно бесконечную группу подста· 
новок вида ( 1 ) ,  которая содержала бы в себе п одста 
новку (2 ) и для которой всякая п одста нов ка груп п ы ,  
вообще говоря, получается путем ы-кратной итерации 
(повторения) из (2 ) , где w обозна чает некоторый дей-

ствительный параметр . В случае рационального ro = L q 
это выражение (т. е. ы-кратную итерацию nодстановю1 
( 2 ) ) надо, конечно, понимать в том смысле, что иско
мая nодстанов ка, будучи nовторена  q раз , дает как 
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раз результат р -кратпо итерированной nодстановки 
( 1 ) ,  тогда как иррациональные зна чения ro следует 
аnпроксимировать рациональными значениями соглас· 
но nостулатам непрерывности. 

Следует уяснить себе, что здесь не следует npeдno· 
лагать знания каких бы то ни было геометрических 
фактов, касающихся, в частности, формул поворота 
прямоугольной системы координат, но зато мы вправе 
, ( и  действительно хотим )  без стеснения пользоваться 
сведени ями из анализа .  И хотя получаемое построение  
не может найти в такой форме  непосредственного при ·  
менения в школьном преподавании,  з ато оно  прини· 
м ает очень изящный и простой вид. 

Отмечу прежде всего, что поворот (2) может быть 
записан при помощи комплексных чисел одной фор· 
мул ой 

х' + iy' = i (х + iy}. (2) 

Отсюда сразу же заключаем , что дважды итери
рованная подстановка выразится так: 

х' + iy' = t'2 (х + iy), 

т. е. посредством уравнения того же вида с той лишь 
разницей, что вместо i стоит i2 ; точно так же при ro· 
кратной итерации в выше указанном смысле появляет
ся множитель i00 для каждого действительного ro. 
В результате получаем такое аналитическое изобра
жение поворота плоскости около О на угол ro · R: 

х' + iy' = i00 (х + iy). (3) 
При точном проведении этого хода мыслей мы, 

конечно, должны воспользоваться из анализа полным 
знанием свойств показательной функции ez, а также 
тригонометрических функций ,  связанных с нею посред· 
ством формулы  Эйлера 

eiz = cos z + i sin z 
'( не имея, однако,  пока надобности в каких-либо пред· 
ставлениях об их геометрическом смысле) 1 5 1 ) . 

В таком случае мы знаем также число n из фор· 
мулы 

тогда 
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А под i(i) всюду следует понимать значение, одно�· 
вначно определенное такой  формулой: 

tn 
"(i) (i) -2 (J)'Л + . .  (J)'Л t = е = соs т t sш т · 

Ilодставив это значение в (3) и приравнивая дей� 
стаительные и мнимые части , получаем 

1 (J)'Л • (J)'Л Х = COS 2 · Х - SIП 2 • у, 
1 • (J)'Л + (J) 'Л  

у = SIП 2 • Х COS 2 • у, (4) 

и это дает нам искомое изображение группы поворо
тов с помощью более элементарных аналитических 
символов. 

В связи с этим результатом представляется целе· 
сообразным принять прямой угол не за  единицу, а за 
угол n/2. Мы будем это называть натуральной·щ)J 
шкалой углов подобно тому, как мы  говорим о нату
р альном логарифме, желая этим отметить, что эти 
понятия имеют свое основание в самой nрироде вещей, 
хотя обнаружение  этого и требует более глубокого 
проникновения .  Ilользуясь этой натуральной шкалой, 
будем вместо ron/2 писать просто ro * ) и, таким обра·  
зом , вместо (4 )  получаем в качестве формул поворота 
такие общеизвестные формулы :  

х' = х cos ro - у s i n  ro ,  у' = х s in ro + у cos ro. (5) 

Теперь нам следует з аняться исследованием того, 
какие геометрические истины содержатся в этих фор
мул ах .  Это будут все те элементарные теоремы, кото
рые обычно предпосылают, чтобы затем из них выве
сти формул ы  ( 5 ) . 

1. Рассмотри м  сначал а точку оси х, находящуюся 
на р асстоянии r от начал а  координат :  

x = r, у = О. 

Если повернуть эту точку на угол ro , то фор
м улы (5) дают такие коодинаты ее нового пол ожению 

х = r cos ro, у = r s in ro; (6) 

*) Форы улы (4) соответствуют повороту на угол roR, т. е. 
н а  !нn/2 новых единиц, а п р и  повороте на угол ro ( новых единиц) 
надо в (4) в м есrо um/2 н а пи<'ать всюду ro. 
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при этом р ади краткости м ы  опускаем штрихи при  
координатах новой точки. Принимая для определен· 

< "'  u ности Ф 2 и рассм атривая прямоуrольныи треуголь· 

ник (рис. 1 1 6 ) , образуемый радиус-вектором r точки 
х, у, ее абсциссой х и ординатой у, замечаем,  что фор
мулы (6) дают соотношения между его сторон а м и и 
углом Ф. Пользуясь соотношением 
cos2 О.) + sin2 Ф = 1 , которое вытекает 
из тех аналитических определений 
этих функций,  которые эдесь положе
ны в основу 153 ) , nолучаем из (6 )  не
nосредственно 

(ба) 

что nредставляет собой теорему Пи-
Рис. 1 1 6 

фагора, которая nолучается , таким образом , как 
следствие наших доnущений относительно движений  
nлоскости. Но мы можем nереnисать ( 6 ) .  еще и в та-
ком виде: 

х 
cos Ф =  ...,. sin Ф = .1!.. , 

r 
(6Ь) 

и это дает то элементарное значение тригонометриче
ских функций угла ,  которое обыкновенно nринимают 
в качестве их оnределения : косинус и синус nредстав
ляют собой отношения прилежащего и противолежа
щего катета к гипотенузе. 

Вы вод окончательных выражен ий для р асстояния 
и угла. 

2. Теперь петрудно будет вывести общие анали
!fические выражения для основных понятий «расстоя
ние» и «угол», nереводя данные элементы (точки либо 
nрямые) посредством параллельного переноса и nово
рота в только что р ассмотренное специальное положе
ние. Таким образом, для двух точек х1 , У1 и Х2 , У2 
находим 

r = ,Y(xl - х2)2 + (YI - У2)2 • 
, Действительно, достаточно перевести с помощью 

nараллельного переноса точку 2 в начало координат. 
чтобы, согласно формулам переноса, получить р аз
ности Х1 - Х2, У1 - У2 в качестве новых координат точ
ки 1 ,  и тогда из формулы (ба)  сразу получается наше 
выражение для r. Совершенно аналогично - я, конечно. 
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могу здесь не останавливаться на  деталях - иэ 
! ( 6Ь) для угла ro между любыми двумя прямыми, вы· 
ражае.мыми уравнениями 

а1х + � 1У + 61 = О , 11:!Х + �2У + 62 = О, 
получаются следующие формулы 1 5 4 ) : 

COS ffi = а ,а2 + f:i r Pz , '\}а� + Р� '\}а� + р� 

sin ro = a rP2 - а2Р 1 • '\}а� + Р� '\}а� + р� 

В веден ие общих понятий площади фигуры и дл ины 
кри вой. 

3. Наконец, мы должны также поговорить о поня· 
тии площади, котор.ым нам до сих пор при нашем 
nостроении геометрии совершенно не приходилось еще 
nользоваться . Однако это понятие содержится, хотя в 
более или менее неточной форме, в наивном простран
ствеином сознании каждого человека ; всякий крестья· 
нии знает, что означает фраза :  участок земли имеет 
nлощадь столько-то квадратных метров . Поэтому, если 
мы полностью обосновали геометрию - и это действи
тельно сделано в предшествующем, - не пользуясь 
этим основным понятием , то мы должны его все же 
nрисоединить теперь задним числом к нашей системе, 
другими словами,  выразить его в координатах. 

Здесь нам приходится начать с одного небольшоrо 
геометрического соображения, которое приблизительно 
в том же виде постоянно встречается у Евклида и в 
элементарных изложениях геометрии 1 5 5 ) . Имея пря
моугольник со сторонами А, В, мы определяем в ка
честве его площади произведение АВ. Соединя я, да
лее, в одно целое два прямоугольника или, вообще, 
две фигуры с известной площадью, получаем одну 
фигуру, площадь которой должна быть равна сумме 
чисел , выражающих площади взятых фигур ; если же 
отрезать от прямоугольника или,  вообще, от какой
либо фигуры меньшую фигуру, целиком в ней за
ключающуюся, то площадь остатка должна выра
жаться разностью чисел, выражающих площади 
обеих фигур (рис. 1 1 7 ) .  

Установив это, мы сразу приходим к определению 
площади параллелограмма. Параллелограмм полу· 
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чается из прямоугольника с тем же основанием и вы· 
сотой путем отсечения некоторого треугольника и 
присоединения равного ему треугольника (рис. 1 18 ) ; 
поэтому его площадь _равна площади названного пря
моугольника и, следовательно, равна произведению 

fj�l � А 
Рис. 1 1 7 Рис. 1 1 8 

основания на высоту 1 56 ) . Диагональ делит паралле
лограмм на два конгруэнтных треугольника , каждый 
из которых имеет поэтому площадью половину пло
щади параллелогр амма :  площадь треугольника равна 
половине произведения основания на высоту. 

Применяя это к треугольнику со сторонами  r1 , r2 и 
заключенным между ними углом (1), так что высота , 
опущенная на  r1 ,  равна r2 s in (1), 
находим для его площади вы
ражение 

л _ r 1 r2 sin ro 
u - 2 • 

Помещая одну вершину 
этого треугольника (рис .  1 1 9) 
в начало координат и обозна 
чая  координаты других вер- о 
шин через Х1 , Yl •  и Х2, У2• мы Рис. 1 1 9 

легко можем пересчитать эту 

Xz o!/t 

формулу с помощью указанных выше выражений для 
расстояний и для угла в такую формулу 157) : 

Jlerкo убедиться в том ,  что повороты системы 
координат оставляют это выражение � без изменения, 
так что мы имеем в нем действительно некоторое 
«геометрическое понятие». Но чтобы установить ин
вариантность также при параллельных переносах, а 
следовательно, и при . всех вообще движениях, надо 
подвергнуть одновременному преобразованию третью 
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вершину, т. е. установить формулу для площади треу. 
угольника ,  образованного любыми тремя точками Xt, 
у, ;  х2, у2;  Хз , уз; тогда получаем 

х 1 У1 1 
11 =  2 х2 У2 

Ха Уз 

и это как р аз та формула, с которой мы начали наш 
курс (с .  1 0 ) . 

Легко проверить, что определенные таким образом 
площади треугольников при соединении треугольни· 
ков в одно целое или при отсечении части от треу
гольника складываются или вычитаются ;  это сводит· 
ся, как мы это уже видели ранее, к простым соотно· 
шениям между определителями .  

Этим выполнено включение идеи площади в нашу 
систему аналитической геометрии,  и в то же время 
мы приобрели нечто такое, что сначала не было еще 
в наивном представлении ;  площадь ста новится вели
чиной, снабженной знаком.  Я уже изложил подробно 
в самом н ачале этого курса (с. 1 0- 14) , какое пре· 
имущество достигается этим в отношении свободного 
оперирования с формулами и их не допускающей ис
ключений приложимости по сравнению с наивным 
взглядом на  площадь как н а  неотрицательную ве· 
личину . 

4. Дальнейшим примерам понятия, содержащего
ся в более или менее точной форме в наивном пред
ставлении  простр анства, которое мы теперь должны 
дополнительно включить в нашу систему геометрии ,  
явл яется понятие (произвольной) линии. Каждый 
человек думает, что знает, что та кое линия, покуда 
он не  изучит настолько математику, что его собью r 
с толку бесчислен ные возможные ненормальности . 

Но здесь мы не  станем входить в подробности и 
скажем просто , что под линией мы  понимаем совокуп
ность точек,  координ а ты которых представляют собой 
непре р ы в н ы е функции <р, х. па р а метра t, обJt адающие 
стол ьки м и  п р о изводн ы м и, с кол ько требуется в каж· 
до� о1 дел ьном случае :  

х = <р (1), у = х ( /). 
Это л в ет возможность с р а з у  развить в рамках 

нашей а н алити ческой геометрии все те nонятия и 
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теоремы, которые обыкновенно объединяются на· 
званием инфинитезимальной (дифференциальной) гео. 
метрии, в том числе понятие длины дуги кривой, пло
щади изогнутой поверхности, кривизны, эволют и т. д. 
Основная идея заключается в том ,  что кривую рас
сматривают как предел вписанной ломаной ( рис .  1 20) . 
Если две соседние точки имеют координаты х, 
у и х + dx, у + dx, то из пифаго
ровой формулы :готчас же сле
дует такое выражение для дли
ны дуги : 

и точно так же из формулы дл я  Рис. 1 20 
площади треугольника с верши-
ной О сразу же получается уже р анее употребляв
шаяся нами (с .  2 1 )  формула  

; � (х dy - у dx), 

выражающая площадь сектора, заключенного между 
кривою и двумя радиус-векторами,  проведеиными нз о 1 5 8 ) . 

Н а  этом я покидаю наш первый способ построения 
геометрии ,  который характеризуется тем , что мы на 
первое место выдвинули  существование и расчленение 
трехпараметрической группы движений и вслед за тем 
ср азу же ввели  координаты, чтобы в дальнейшем 
иметь возможность перевести наши р ассуждения це
ликом в область арифметики. Этому построению в 
известной мере противостоит другой способ обосно
вания геометрии ; он тоже приводит непосредственно 
к метрической геометрии и с давних пор играл боль
шую роль, поэтому я хочу остановиться и н а  нем 
подробнее. 

2.  Др угое о боснов ан ие метр ичес кой геометрии ; 
рол ь аксиом ы п ар ал л ельности 

Расстоя ние, угол,  кон груэнтность как осно вные 
понs1 тия.  Отличие  этого обоснования по ср авнению с 
пер в ы м  построен и е м  заключается в том ,  что здесь 
идея дви�ения последовательно избегается (либо 
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вводится лишь в дальнейшем в качестве доnолнитель
ного раздела ) . Если в древности (как и теперь еще) 
часто отдавали предпочтение такому именно порядку 
изложения,  то это вызывалось, несомненно (хотя бы 
отчасти ) , философскими соображениями, о которых 
я хочу сказать здесь хоть несколько слов. Опасались 
того, что вместе с движениями в геометрию войдет 
чуждый ей элемент - время ;  и если,  с одной стороны,  
пытались помещать на первый план движения ,  оправ
дывая это большой наглядностью идеи твердого тел а, 
то, с другой стороны, на  это возражали, что эта идея 
не только не имеет сама по себе точно уловимого 
смысла , но, как р аз ,  н аоборот, может быть обоснована 
л ишь после того, как уже приобретено понятие рас
стояния .  Конечно, на  это эмпирист со своей стороны 
всегда может ответить, что в действительности абст
р актная идея р асстояния  извлекается из наличия 
«достаточно» твердых тел . 

А теперь разрешите мне указать вкратце основные 
мысл и этого второго построения геометрии.  

1 )  Здесь начинают, как и раньше, с введения 
точек; и прямых и с предложений ( аксиом ) , касаю
щихся их соединения, расположения, хепрерывности. 

2) Но при этом вводят - и это здесь является но
вым - в качестве новых основных понятий ,  с одной 
стороны, расстояние между двумя точк:ами (длина отрезк:а) ,  а с другой - угол между двумя прямыми и 
устанавливают относительно них аксиомы, сущность 
которых заключается в утверждении того, что отрезк:и 
и углы могут быть общеизвестным образом измерены 
посредством чисел. 

3) В качестве характерной (для второго построе
ния ) аксиомы, которая замещает, собственно говоря,  
а ксиомы группы движений,  здесь выступает первое 
предложение о к;онгруэнтности треуголtник;ов : если 
две стороны и зак;люченный между ними угол 
одного треугольник:а равны соответственным элемен
там другого треугольник:а, то оба треугольник:а к:онг
руэнтны, т. е. все их соответственные эл ементы равны 
друг другу 1 5 9 ) . В нашей прежней системе это явл яет

ся доказуемым предложением ; можно указать движе
ние, которое приводит (рис. 1 2 1 ) сторону А 'В' к на
ложению на  АВ 1 60 ) ; тогда в силу сдел анного предnо
ложен ия сторона А'С' тоже непременно совnадает с 
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А С  и вообще треугольники окажутся совмещенными. 
Если же мы не включаем движения в чисJю основных 
понятий и, следовательно, не  можем их применять , то 
нет никакой возможности доказать эту теорему, и мы 
вынуждены постулировать ее как новую аксиому. 

с' 
!' .... , 

Л .................... А' '., в' 
Рис. 1 2 1  

4) При дальнейшем развитии идей поступают как 
раз обратно тому, что имело место при н ашем первом 
построении, как это вам ,  конечно, известно . Элемен
тарное преподавание геометрии следует, примыкая по 
существу к Евклиду, о котором позже мне придется 
еще подробно говорить, в точности этому ( второму) 
пути. Сначала  доказывают теорему Пифагор а  и з атем 
вводят тригонометрические функции ( косинус и синус) 
в связи с их ролью в учении о треугольниках, а 
отсюда уже приходят, наконец, 
к такому же аналитическому 
аппарату, как и раньше. о 

Аксиом а паралл ел ьности и 
теори я парал лелей ; неевкл идо
ва геометрия. 

5) При этом оказывается 
необходимым ввести еще одну 
особенно важную аксиому, от
носящуюся к теории паралле
лей. При нашем первом обос
новании параллельность был� 
одним из первых основных по-
нятий , которое сразу же воз- Рис. 1 22 

никло при рассмотрении парал-
лельных переносов :  мы  называли прямые линии 
параллельными, если они являлись траекториями 
(различных точек) при одном и том же параллельном 
переносе. Совершенно иначе обстоит дело здесь ; 
среди до сих пор введенных основных понятий  парал 
лельность не встречалась, поэтому нам  приходится 
теперь поговорить о ней в отдельности. А именно. 
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имея прямую g ( рис. 1 22 )  и точку О вне g, соединяем 
О с точкой Р, лежащей на g, и отодвигаем Р в поло
жения Р', Р", . . .  и все дальше и дальше на g ( ины· 
ми  словами, м ы  представляем себе последователь
ность точек Р, Р', Р", . . . или соответственно 
последовательность прямых ОР, ОР', ОР", . . .  ; о дви
жении же в прежнем смысле здесь не говорится ) . 
Прямая ОР при этом вращении вокруг О, достигнет 
векоторого предельного положения, когда Р удалится 
в бесконечность, и эту предельную пря.мую .мы и на
зываем параллельной te g, проходящей через О. При 
этом нет никакой априорной необходимости в том, 
чтобы прямая ОР приближалась к одно.му и то.му же 
предельному положению при удалении Р в бесконеч• 
ность как в одну, так и в другую сторону, что дает 
абстрактную возможность существования двух раз
личных пря.мых, проходящих через О параллельна 
пря.мой g. 

Поэтому для н ашего теперешнего построения вво
дится новая аксиома: мы постулируем в согл асии с 
нашей привычной интуицией, что эти два предельных 
положения всегда должны совпадать, иначе говоря, 
что через точку О должна проходить только одна 
пря.мая, параллельная пря.мой g. Это и есть та знаме
нитая аксиома параллельности, которая в течение 
ряда столетий вызывала столько споров ;  ее называют 
также евклидавой аксиомой, так как у Евкл ида она 
четко сформулирована в виде постулата 1 6 1 ) . 

Прежде всего я должен сообщить вам кое-что ,  
tеасающееся истории этой аtесио.мы. В течение долгого 
времени делались величайшие усилия, направленные 
к н ахождению доказательства этой аксиомы (т. е . к 
выводу ее из предшествующих ей геометрических 
аксиом )  и ,  конечно, всегда безуспешные. Эти усилия 
не  прекратились и по сей день, и это вполне естествен
но :  наука может прогрессировать как угодно далеко, 
и все же всегда найдутся люди, которые пола гают, 
что они лучше понимают дело, и игнорируют резуль
таты надежного точного исследования. 

В действительности математика давно уже переш
ла от тех тщетных попыток к плодотворным новым 
исследованиям и положительным результатам.  Уже 
в XV I I I  столетии возню<ает характерная новая ,  более 
широкая постановка вопроса :  н е  является ли возмож-
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ным nостроить логически nоследовательную, свобод· 
ную от внутренних nротиворечий  систему геометрии, 
которая воздерживалась бы от этой аксиомы парал 
Jiелей и допускала бы существование двух различных 
предельных прямых в вышеуказанном смысле, т. е .  
двух различных параллелей к g, проходящих через О? 

В начале XIX столетия математика оказалась в 
состоянии дать утвердительный ответ н а  этот вопрос; 
Гаусс первый открыл существование неевк:лидовой 
геометрии - так мы называем вместе с ним геометри
ческую систему указанного рода. Из литературного 
наследия Гаусса явствует, что он ,  несомненно, уже 
в 1 8 1 6  г. имел точное представление о ней,  но  отно
сящиеся сюда заметки были найдены лишь много 
позже и напечатаны в 1 900 г. в восьмом томе «Собра• 
ния произведений Гаусса » * ) .  

Сам Гаусс ничего не  опубликовал, кроме немногих 
случайных высказываний,  об этом своем великом 
открытии. Независимо от него неевклидову геометрию 
nостроил около 1 8 1 8  г . юрист Швейкарт, назвавший 
ее астрал t ной ( т. е. звездной) геометрией. Он тоже 
не оnубликовал своих исследований .  Впервые о них 
узнали кое-что из одного письма ,  н аписанного Гауссу 
и найденного среди бумаг последнего . Первые опуб· 
ликаванные работы по неевклидовой геометрии напи
сали русский геометр Н.  И.  Лобачевский ( 1829) и 
венгр Бояи младший ( 1832 ) , которые оба нашли эти 
результаты независимо один от другого и обладали 
ими,  насколыю можно судить по имеющимся м ате
риалам,  уже в 1826 г. и соответственно в 1 823 г. В 
течение протекшего столетия эти вещи благодаря 
многим работам стали общим достоянием математи
ков ,  и в наши дни всякому образованному человеку 
приходилось слышать что-нибудь о существовании 
неевклидовой геометрии, хотя только специалист 
может достичь ясного ее понимания .  

Существенно новое направление дал этим вопро
сам Риман в начале второй половины XIX столетия 
в лекции «0 гипотезах , лежащих в основании геомет
рии», прочитанной в 1 854 г .  для получения права 
преподавания в университ.ете. Риман замечает, что 

*) G а и 5 5 С. F. Ge5ammelte Werke. - B d. V I I I .  - Leipzig, 
1900. 
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в основе всех предшествовавших исследований ле
жит допущение того, что прямые имеют бесконеч
ную длину, которое явл яется, конечно, крайне есте
ственным .  Но что получится , если все же отбро
сить это допущение,  если,  например,  вместо него 
предположить, что прямые суть линии замкнутые, 
вроде больших кругов на  сфере? Здесь речь идет о 
различии между бесконечностью и безграничностью 
пространства ; это р азличие лучше всего можно по
нять, р ассматривая аналогичное соотношение в дву
мерной области : безграничными 1 6 2 ) являются как 
обыкновенная плоскость, так и поверхность сферы,  
но только первая  бесконечна ,  тогда как другая имеет 
конечное протяжение.  

Риман  действительно считает пространство лишь 
неограниченным, но не бесконечным; тогда прямая 
становится замкнутой линией, н а  которой точки рас
положены,  как на  окружности. Если заставить теперь 
снова ,  как и прежде, точку Р перемещаться по 
прямой g в·се время в одном направлении, то она в 
конце концов снова вернется к исходному месту; а 
луч ОР вообще не будет иметь никакого предельного 
положения :  не существует вовсе прямой, проходящей 
через О параллельна прямой g. Таким образом, у 
Римана  м ы  встречаемся со вторым видом неевклидо
вой геометрии ( «НГ I I »  в противоположность неев· 
клидовой геометрии Гаусса ,  Боян и Лобачевского 
( «НГ I» ) . 

Н а  первы й  взгляд это кажется парадоксальным ,  
но м атематик сразу подмечает здесь аналогию с 
обыкновенной теорией квадратных уравнений, что 
указывает на путь к пониманию этих вещей . А имен
но ,  квадр атное уравнение имеет либо два различных 
действительных корня ,  либо не имеет ни  одного та
кого корня (но имеет 3ато два мнимых корня ) ,  либо, 
на конец, в качестве переходиого случая имеет один 
двойной действительный корень. Это вполне анало
гично двум р азличным действительным параллелям 
Н Г  1 ,  отсутствию действительных параллелей в НГ I I  
и ,  наконец, переходиому (или промежуточному) слу
чаю одной параллели  в евклидавой геомметрии. 

Философское значение неевкл идовой геометрии. 
Прежде чем приступить к более точному математи
ческому р ассмотрению неевклидовой геометрии, я 
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хочу хотя бы вкратце коснуться ее большого фило
софского значения,  благодаря которому она всегда  
встречала со стороны философов живой интерес, 
ч асто сопровождаемый резко отрицательным отноше
нием . 

Прежде всего эта дисциплина дает ответ н а  воп
рос о том, какой характер имеют гео.метриttеские 
аксиомы, рассматриваемые с точки зрения чистой 
логики. А именно , из самого факта существования 
неевклидовой геометрии можно непосредственно за 
ключить, что евклидова аксиома отнюдь не  является 
следствием предпосланных ей оснqвных понятий и 
аксиом и не имеется ничего такого, что логически 
попуждало бы нас к ее принятию. Действительно, 
заменяя ее противоречащим ей допущением и сохра
н яя неизменными все прочие аксиомы ,  мы  не  только 
не приходим ни к какому противоречию, но получаем 
неевклидову геометрию в качестве дисциплины,  столь 
же безупречной логически , как и евклидона геомет
рия. Таким образом , та особенность нашего представ· 
ления о пространстве, описание которой дает аксио
ма параллельности , во всяком случае, не является 
чисто логической необходимостью. 

Но в таком случае спрашивается : нельзя ли р азре
шить вопрос об истинности аксиомы параллелей с по
мощью чувственной интуиции? И по этому вопросу 
неевклидова геометрия тоже дает в ажные указания ,  
а именно : безусловно неверным является .мнение, будто 
непосредственное чувственное восприятие учит нас су
ществованию в точности одной параллели. Дело в том, 
что наше восприятие пространства отнюдь не ,обла 
дает абсолютной точностью и что и здесь, как  и во  
всякой другой области чувственного восприятия, мы 
не в состоянии воспринимать как различные те ве
л ичины ( отрезки, углы и. т. д. ) , разность между кото
рыми лежит ниже известного предела,  так н азывае
мого порога . В частности, если через точку О про 
вести две прямые чрезвычайно близко одну к другой 
(рис . 1 23) , то мы н аверное не  будем в состоянии 
р азличить их между собой, если только угол между 
ними будет достаточно м ал ,  например р авен 1" или, 

1 " . 
если угодно, 1 000 , или еще меньше. Поэтому пред-

ставляется затруднительным вывести из непосредст-



274 СИСТЕМАТИКА И ОБОСНОВАНИЕ ГЕОМЕТРИ И  

венного созерцания заключение с том, проходит ля 
через О действительно одна и только одна параллель 
к g или же две, но отстоящие одна от другой всег(') 
лишь н а  такой незначителъный угол . Мы почувствуем 
это еще яснее, если представим себе, что О лежит не
вероятно далеко от g, скажем на  расстоянии от Си
риуса до  Земли или даже в миллионы раз дальше. 

При  таких р асстояниях 
чувственное созерцание 

� совершенно теряет ту 
остроту, которую вообще 
считают свойственной 
ему, и наши глаза абсо
лютно неспособны разли-

Рис. 1 23 читъ, имеется ли одна или 
две параллели  к данной 

прямой g сответственно определению параллели как 
предельного положения вращающегося луча .  С этим положением вещей неевклидова геометрия 
первого рода мирится фактически так же хорошо, как 
и евклидова .  Как вы увидите еще яснее из тех мате
м атических формул , которые я сейчас сообщу , неевк· 
л идова геометрия первого рода содержит одну произ
вольную постоянную ; оперируя ею надлежащим обра
зом , можно сделать угол между обеими параллелями 
к g, проходящими через умеренно удаленную от g 
точку О, как угодно м алым,  и только по мере удале
н ия точки О от g этот угол будет приобретать все 
более заметную величину 1 63) . 

Таким. образом., поскольку верн.о то, что н.аше 
восприятие пространства охватывает только огран.и· 
чен.н.ую его часть и притом. с огран.ичен.н.ою точностью, 
н.аше восприятие может быть удовлетворено сколь 
угодно точно посредством. пекоторой Н Г /. 

Но совершенно аналогично обстоит дело и с 
НГ 1 1 .  Необходимо  только отдать себе отчет в том, 
что бесконечная длина  прям ых тоже не является 
обязательным  выводом из непосредственного чув
ственного созерцания. 

Мы можем проследить всякую прямую только в 
пределах векоторой конечной ч асти пространства , 
поэтому мы  не  впадем в противоречие с на ш и м и вос
приятиями ,  если  ска жем,  что прям ая имеет хотя и 
невероятно большую , но все же конечную длину, быть 



ОСНОВАНИЯ ГЕОМЕТРИИ 275 

может, р авную нескольким миллионам или· даже еще 
большему числу расстояний до Сириуса ;  фантазия 
может, конечно, придумывать здесь сколь угодно 
большие числа ,  выходящие за  пределы всякой воз
можности непосредственного созерцания. Ввиду этих 
соображений можно как угодно точно представить 
геометрические отношения во всякой ограниченной 
части пространства также и посредством НГ II (тоже 
содержащей произвольный пара,}tетр) . 

З атронутые здесь логические и интуитивные фак
ты, изложенные так, как они прдставляются с точки 
зрения математихш ,  идут, конечно, в высокой степени 
вразрез с тем ортодоксальным пониманием простран
ства ,  которое многие философы связывают с именем 
Канта и согласно которому все теоремы геометрии 
должны иметь абсолютную силу. Этим объясняется , 
почему неевклидова  геометрия вызвала столько 
раздражения и сопротивления в этих философских 
кругах с самого начал а  их знакомства с нею. 

В кл ючение неевкл идовой геометр и и  в проекти вную 
схему. Обращаясь, наконец, к собственно математи
ческой трактовке неевклидовых геометрий, мы сде
лаем лучше всего, если выберем путь, ведущий через 
проективную геометрию; этот прием я указал 
в 1811  г. 

Мы представляем себе проективную геометрию, 
построенную независимо от всякой метрики, исходя 
ИЗ ОСНОВНЫХ ПОНЯТИЙ «ТОЧКа ,  прямая, ПЛОСКОСТЬ», С 
nомощью относящихся к ним аксиом соединения, рас
положения и непрерывности таким именно образом ,  
как  я вкратце наметил в н ачале этих рассуждений об 
основаниях геометрии ( с. 245-247) . В частности, бу
дем считать, что введены также точечные координа
ты х, у, z или в однородном виде � : Т} : � : т, а также 
плосхюстные координаты а : � : у : б, так что взаимная 
принадлежиость ( инцидентность ) точки и nлоскости 
записывается билинейным уравнением 

а6 + �ТJ + v6 + бт = О. 

На этой основе м ы  получили р аньше обычную 
евклидову геометрию при помощи теории инвариантов 
и принцила Кэли,  присоединяя специальную квадра
тичную форму, записанную в плоскостных координатах 
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СJtедующим образом : 

Фо = а'l. + �2 + у2, 
которая ,  будучи приравнена нулю, изображает окруж
ность сфер. При этом угол между плоскостям и  

ro = arccos а,а2 + р , р2 + V 1V2 
л./ ai + Pi + vi л./ а� + Р� + v� 

н р асстояние между двумя точками 

r = _'\.:../...:..( s�'-'t'2:..---'S:::2..:..'t' ,�)2_+...:.......;(�ТJ�, 't':..:2_-�ТJ::..2't':...:.':...)2_+�(.::.:� ':..;;1:::..2 _-_�::.::2..:..1: ,�)2 
't'!'t'2 

являлись тогда , как мы показали (с . 240-242) , про
стым и инвариантам и  данной фигуры (двух плоскостей 
или двух точек) и формы Фо. 

Совершенно таким же образом мы хотим теперь 
nрийти к неевклидовой геометрии; но только вместо 
мнимой окружности а2 + �2 + у2  = О мы возьмем 
другую квадратичную форму, «близкую» к первой, 
а именно: 

Здесь 8 - параметр, который можно выбрать сколь 
угодно малым, и при 8 = О получается Ф = Фо. Наш 
выбор формы Ф сделан таким оqразом,  что при поло
жительном 8 получается НГ 1, при отрицательном -
НГ I l ,  а при 8 = О - написанные выше формулы 
обычной евкл идавой геометрии .  

Существенным при рассмотрении этой формы Ф 
является то, что ее определитель 

о о о 

о 1 о о 
!1 =  

о о о 
= - 8, 

о о о - 8  

вообще говоря, отличен от нуля  и обращается в нуль  
только в частном случае 8 = О, т. е .  тогда, когда 
уравнение Ф = О изображает окружность сфер. Та
ким образом, наш прием сводится к тому, что мы 
заменяем квадратичную форму с равным нулю опре
дел ителем такой же формой с н еобращающимся в 
нуль  положительным либо отрицательным (но по 
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абсолютной величине как угодно м алым )  опреде· 
лителем .  

Метрические величины наших неевкл идовых гео
метрий мы получим путем образования из общей 
формы Ф и из фигуры,  состоящей из двух плоско
стей либо из двух точек, инвариантов, совершенно 
nодобных тем ,  которыми  являются указанные выше 
евклидовы величины для специальной формы Фо = 
= а,2 + р2 + у2• Это есть не что иное,  как принад
лежащая l(эли (и высказанная им в 1 859 г. ) мысл ь 
о том ,  что по отношению к любой поверхности вто
рого порядка (например, поверхности Ф = О ) можно 
установить определение мер с таким же успехом,  как 
и по отношению к окружности сфер . При том скром
ном р азмере, каким естественно должен быть огра ·  
ничен здесь этот экскурс, представляется наибоJiее  
целесообразным предпослать в виде определений 
аналитические формулы .  Это даст возможность бы· 
стрее всего точно сформулировать положение вещей, 
и при этом будет избегнута всякая тень чего-то 
таинственного. Конечно, такой способ изложения 
только в том случае может привести к пол ному по
ниманию предмета , если  вслед за этим проработать 
его точным образом с геометрической стороны .  

Начиная с рассмотрения двух плоскостей ,  нетруд
но сообразить, как следует обобщить предыдущее 
выражение для угл а между этими двумя ПJIOCKO· 
стями, измереняого по отношению к поверхности 
Ф = О; мы составляем точно таким же образом, как 
и раньше, из значений формы Ф и ее полярной формы 
выражение 

ro = a rccos а 1 а2 + Р1Р2 + 'V1'V2 - sб 1 62 • 
. f 2 А2 + 2 11.2 • f 2 + 11? 2 .о2 ' 
'V al + I'J 'V J  - 8ul 'V а2 1'2 + 'V2 - 8u2 

это (очевидно, инвариантное) выражение действи· 
тельно переходит при е = О в выражение для угла 
в евклидавой геометрии. 

Представляется це столь непосредственно ясным,  
какой именно вид должно иметь выражение для рас
стояния между двумя точками в нашем определении 
мер ; трудность этого перенесения з аключается в том, 
что теперь мы применяем форму с не р авным нулю 
определителем вместо лежащей в основе евклидова 
определения мер формы Фо с р авным нулю опреде· 
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лителем.  Но мы можем найти путь к установлению 
выражения для расстояний,  если будем поступать 
в точности взаимным образом по сравнению с только 
что данным определением угла ; тогда мы наверное 
снова получим некоторый инвариант. Итак, запишем 
сначала уравнение поверхности Ф = О  в точечных 
координатах ;  как известно, левая часть f (� . Т) , � . t)J 
этого уравнения получается путем окайм.ления опре· 
делителя 11. формы Ф точечными координатами 

1 о о о 6 
о 1 о о Т} 

f = о о о � = 8 (62 + Т)2 + �2) - ,;2; 
о о о - в 't' 

6 Т} � 't' о 

чтобы перенести теперь в точности выражение для ro, 
составим частное из полярной формы по отношению 
к f и из произведения квадратных корней из значе
ний формы f для точек 1 и 2, а затем возьмем арк
косинус этого выражения 

r = К  a rccos е (6 1 �2 + '11 1 '12 + � � �2) - 't' l 't'2 • ,У в (6i + 'IJI + �о - 't'i ,У е (6� + 11� + ��) - 't'� 
Присоединенный здесь множитель К позволяет 

нам принять за единицу любой отрезок, что соответ
ствует нашему обыкновению и , I<роме того, окажется 
необходимым при предстоящем нам переходе к -ев
клидовой геометрии .  При этом множителю К сле· 
дует давать при отрицательном 8 действительные, 
а при положительном 8 чисто мнимые значения для 
того , чтобы r оказывалось действительным для всей 
или же (nри 8 > О) по крайней мере для значитель
ной части всей области действительных точек, кото
рая в таком случае образует действительный субстрат 
неевклидовой геометрии .  

Можно было бы считать, что это дает нам общее 
определение расстояния,  если бы только удаJюсь по
казать, что при 8 = О оно приводит снова к; указан· 
ному выше выражению для евк;лидовой геометрии. 
Здесь это обстоит не так просто, как выше для угла 
ro. Действительно, если непосредственно положить 
s = О, то в частном получается единица, т а к что 
r/K оказывается равным нулю с точностью до остаю-
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щегося по необходимости неопределенным слагае· 
мого, кратного 2n. 

И все же, несмотря на  этот н а  первый взгляд не· 
сколько парадоксальный результат, можно с по· 
мощью некоторого искусственного приема прийти в 
конце концов к евклидову выражению. Дл я этого 
будет удобным сначал а  несколько иреобразовать 
выражение, определяющее r, при помощи известного 
!fОЖдества 

arccos а =  arcsin -..j 1 - а2• 
Приводя сразу же к общему знаменателю, находим 

r = K arcsin �· 
где 

A = � � + � + � - � � w + � + � - � -
- {8 (6162 + 1J11J2 + ь1�) - 't'1't'2}2 

и 
в = {s (6т + 1); + ьi) - тп {е (6� + 1)� + �) - т�} · 

Числитель в этом выражении легко можно преоб· 
разовать. А именно, согласно известному соотноше· 
нию из теории определителей значение определителя 
f (т. е. однократно окаймленного определителя 11 
формы Ф) для точки 1, умноженное на  его же зна
чение для точки 2, минус квадрат его полярной 
формы, составленной для точек 1 и 2, равно произве· 
дению самого определителя 11 на этот же определи· 
�ель, дважды окаймленный координатами точек 1 и 2. 
rr. е. равно 

1 о о 

о 1 о 

о о 1 

о 

о 

о 

О О О - е  

о о 

о 1 о о flt '12 

о t. t2 
- 8  ""\ ""• 

""• о о 

62 fl• t. -r:.� о о 

Вычислив это выражение, находим 

- е{(6!'•2 - 62тд2 + (111т2 - 112т1)2 + <ь1т2 - Ь2't'д2 -
. 2 2 2} - е ( 111ь2 - 112ь.> - е <ь162 - Ь26д - е  (61112 - 6211д • 
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Тот, кого стесняют вычисления такого рода с оп
ределителями ,  может убедиться путем прямого вы
числения в тождественности этого выражения с вы
шенаписанной формой числителя. 

Если  это выражение ввести в последнюю формулу 
для r и положить з атем в = О, то получится, конеч
но (так же, как и из первой формулы) , r/K = 
·= arcs in О = О по причине наличия множителя 
'\!- в . Но если ,  прежде чем придав а т!} в значение 
нуль,  сообщить ему лишь очень м алое значение, то 
арксииус будет в первом приближении равен синусу; 
nри этом в числителе можно иренебречь тремя квад
ратами ,  умноженными  на в, и точно так же в зна
менателе отпадает в каждом сомножителе член, 
имеющий множитель в, так что в первом прибли
жении остается 

_ К . г::::- -../<� 1-r2 - �2-r 1 )2 + (Т\ t 't'2 - Т\2't' 1 )2 + <� 1-r2 - �2-r 1 )2 r - 'V в 't't't'2 • 
А теперь применим упомянутый фокус. Вместо 

того чтобы приписывать коэффициеt-tту К во вре.мя 
предельиого перехода l im в = О пocтoяt-tt-toe зиачеиие, 
заставим К oдt-toвpeмet-tt-to бecкot-teчt-to возрастать и 
притом таки.м образо�, чтобы было 

l iш (К -../- в) = 1 . 

Для этого придется, конечно, з аставить К про
бегать по чисто мнимым либо по действительным 
значениям в зависимости от того, будет ли  в при
ближаться к нулю с положительной или отрицатель
ной стороны .  Но вместе с этим становится вполне 
очевидным,  что путем такого предельного перехода 
действительно получается выражение для расстояния 
из обыкновенной евклидавой геометрии.  

Если же вдуматься в геометрическое значение 
формы  f, а также тех выражений,  которые установ 
лены здесь чисто аналитическим путем, то действи 
тельно  окажется ,  что в случае в > О .мы имее.м дело 
как раз с t-tеевклидовой геометрией первого вида, 
при в < О - с t-tеевклидовой геометрией второго 
вида, а при  в = О, - конечно, с евклидавой геомет
рией .  Разумеется , я не могу дать здесь

. 
точное обос

нование всего этого ;  интересующихся отсылаю к моим 
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работам по неевклидовой геом�трии 1 6 4) . Я в них 
предЛО)КИЛ для этих трех геометрий названия гипер
болическая, эллиптическая и параболическая геомет
рия, так как существование двух действительных, 
двух мнимых либо одной двойной параллели в точ
ности соответствует числу и природе асимптот трех 
видов конических сечений.  Эти н азвания вы МО)Кете 
часто встретить в литературе. 

Но я хотел бы на  одном примере показать не
сколько подробнее, какой именно вид принимает 
теория параллелей на основании нашего выра)Кения 
для расстояния; я выбираю для этой цели гипербо
лическую геометрию на плоскости. Тогда третью ко
ординату следует все время считать р авной нул ю, 
н наша квадратичная форма принимает вид Ф = = а,2 + �2 - еб2 ; будучи приравнена нулю, она изо
бра)Кает в силу того, что е > О, некоторое действи
тельное коническое сечение,  которое мы МО)Кем пред
ставить себе и начертить в виде эллипса.  Формула  
расстояния принимает вид 

r = К a rccos . в ( 6 1 62 + '11 1'112) - 't' , 't'2 
-'Vв (6I + 'I'JI) - 't'I .У в (6� + '11�) - 't'� 

с чисто мнимым К. Она дает, как петрудно убедить
ся, действительные значения для таких точек, кото
р ые ле)Кат внутри рассмотрен
ного выше действительного ко
нического сечения ; при этом 
под внутренней областью по
нимаем совокупность всех тех 
точек плоскости , через кото
рые не проходит ни одна дей
ствительная касательная к ко
ническому сечению. Поэтому  
вся область операций действи- Рис. 1 24 

тельной гипперболической гео-
метрии состоит исключительно из точек этой внут· 
ренней области и из тех кусков hрямых линий, 
которые расположены в ней. А сами точки кони
ческого сечения (рис .  1 24 )  изобра)Кают беско
нечно удаленные элементы. Действительно, выше
указанная формула даст для расстояния от любой 
точки 1 до какой-либо точки 2 конического сечения 
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;(для которой е (6� + Т}�) - т� = О) значение оо. Таким 
образом, на всякой прямой действительной гипербо
лической геометрии имеются в этом смысле две бес
конечно удаленные точки - обе ее точки пересечения 
с коническим сечением Ф = О, а на каждой полу
прямой О только одна . Если имеем прямую g и не 
лежащую на ней точку О, то параллелями через О 
в смысле н ашего прежнего определения (с. 270) , т. е .  
предельными положениями nрямой, соединяющей О 
с точкой Р, уходящей по g в бесконечность, являются 
прямые, соединяющие О с точками,  в которых g nе
ресекается с коническим сечением, следовательно, 
в самом деле,  имеются две существенно различные 
.между собой параллели, каждая из которых nринад
лежит одному из двух направлений на g. 

Разрешите сделать еще одно небольшое замеча
ние, относящееся к сравнению с нашим первым по
строением евклидавой ·геометрии. Там исходным 
пунктом служила группа движений ; это была сово
купность всех коллинеаций, оставляющих неизмен
ными метрические соотношения.  Но и в случае (лю- · 
бой ) неевклидовой геометрии тоже имеются подоб
ные коллинеации 1 65 ) . Общее однородное уравнение 
второго nорядка имеет 10 коэффициентов, следова
тельно, оно имеет 9 существенных параметров ; в слу
чае  самой общей пространствеиной колинеации имеет
ся 1 5 nроизвольных параметров, так  что существует 
еще шестикратно бесконечное семейство ( оо6)  кол
линеаций, переводящих (преобразующих) заданную 
квадратичную форму, например нашу форму Ф, в 
себя, а это ведь и является условием того, что вве
денные нами метрические соотношения не испыты
вают изменений. Поэтому в каждой неевклидовой 
пространствеиной геометрии тоже имеется шести
кратно бесконечная группа «движений», оставляю
щих без изменений вел ичины ro и r;  в случае геомет
рии на плоскости число nараметров, как и раньше, 
свелось бы к тре.м. 

Поэтому мы  можем построить также любую не
евклидову геометрию, исходя из существования не
которой группы движений ; остается еще только уточ
нить, чем именно объясняется то, что при нашем 
прежнем построении мы приходили исключительно 
и именно к евклидавой геометрии. Причина этого, 
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конечно, состояла в том ,  что мы из всех движений 
выделяли специально некоторую двухпараметриче
скую (в  пространстве это была бы  трехпараметриче
ская )  подгруппу та/С называемых параллельных пе
реносов , для которых траекториями являются исклю
чительно прямые линии.  

Между тем ни в одной неевклидовой геометрии 
не существует подобных подгрупп 166) ; поэтому, по
стулируя их существование с самого начал а, мы тем 
самым заранее исключили все неевклидовы геомет
рии и удержали одну только евклидову геометрию. 

Общие з амечания о современной а ксиом ати ке гео
метрии. А теперь разрешите мне закончить эти специ
альные р азъяснения о неевклидовой геометрии не 
сколькими,  я бы сказал, ру!Соводящими положениями 
общего хара!Стера. 

1 . Если я выше упоминал о том , что со стороны 
философов неевклидова геометрия все еще часто не  
встречает полного поним ания,  то  теперь я должен 
подчеркнуть, что в математичес!СОй н,ау!Се она в на
стоящее время пользуется всеобщим и полным при
знанием.  Мало того, ею даже пользуются для  мно
гих целей, как, н апример,  в современной теории 
функций и теории групп как чрезвычайно удобным 
вспомогательным средством для того, чтобы пред
ставить в наглядной форме арифметически запутан
ные соотношения 1 67) . 

2. Каждый преподаватель обязательно должен 
быть хоть немного зна!Сом с н,еев!Слидовой геомет
рией; ведь она  принадлежит в настоящее время к тем 
немнагим частям м атематики, которые  стали изве
стны в широких кругах, по крайней мере, в форме 
отдельных характерных словечек ;  поэтому каждого 
учителя могут в любую минуту спросить о ней. В физике имеется несравнимо больше подобных 'Ве
щей (к  ним принадлежит почти каждое новое круп
ное открытие) , о которых всюду говорят и с которыми 
поэтому должен быть знаком , р азумеется , каждый 
преподаватель.  Представьте себе, скажем,  учителя 
физики, который не в состоянии ничего сказать 
о рентгеновских лучах или о р адии ;  не произвел бы 
значительно лучшего впечатления и тот математик. 
который  пе мог бы ничего ответить на вопросы о не
евклидовой геометрии. 



284 СИСТЕМАТИКА И ОБОСН О В А Н ИЕ ГЕОМЕТРИИ 

3. В противовес этому я хотел бы настойчиво от
советовать введение неевклидовой геометрии в ре
гулярное школьное преподавание (т. е.  помимо слу
чайных замечаний ,  вызываемых вопросами интере
сующихся учеников ) , что постоянно рекомендуют 
энтузиасты. Мы будем довольны,  если всегда будет 
выполнено только предыдущее требование и если,  
с другой стороны, учащиеся действительно научатся 
поним ать евклидову геометрию. В конце концов , если 
учитель знает чуточку больше, чем средний ученик, 
то это ведь вполне в порядке вещей. 

Теперь я сообщу еще вкратце о дальнейшем раз
витии современной науки, вызванном неевклидовой 
геометрией .  

Исходным пунктом послужил здесь преимуще
ственно тот ее результат, согласно которому евi{Л И
дова аксиом а  параллельности логически независима  
от  предшествующих ей аксиом геометрии (с. 273) ; 
это побудило предпринять исследование также и 
других геометрических аксиом в _  смысле их взаим
ной логической зависимости или независимости. Та к 
возникла современная геометрическая аксиоматика, 
следующая в своих изысканиях в точности тем пу
'l'Я М ,  которые были намечены предыдущими  исследо
в аниями :  стараются установить, какие части геомет
рии  можно построить без применения части аксиом, 
а также можно ли, з аменяя одну какую-нибудь 
определенную аксиому ей противоположной, прийти 
к логически непротиворечивой системе - к одной из 
так называемых псевдогеометрий. 

В качестве самого важного из относящихся сюда 
исследований я должен н азвать вам  книгу «Основа 
ния геометрии»  Гильберта 1 68 ) , главная цель которой, 
в отличие от прежних исследований,  заключается 
в том ,  чтобы установить указанным только что об
р азом значение аксиом непрерывности для геомет
рии 169) . Чтобы достигнуть этой цели необходимо, 
конечно, прежде всего так упорядочить систему 
аксиом геометрии, чтобы теоремы непрерывности при
ходились на  самый конец, тогда как до сих пор мы 
всегда помещали их в начале. Подобно этому при 
построении неевклидовой геометрии мы не могл и. 
н апример, воспользоваться таким порядком аксиом , 
при котором понятие пар аллелей выдвигается на пер· 
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вое место, но должны были прежде всего создать 
такую систему а i<сиом, в большей части которой ни· 
чего не говорится о п араллельных прямых и в кото· 
рой аксиом а параллельности появляется лишь после 
этого. Если не считать указанного этим существен· 
ного отклонения, то система аксиом Гильберта при• 
мыкает по существу к тому же ходу построения эле· 
ментарной геометрии, которому мы тоже следовали 
при нашем втором построении геометрии. 

На этой основе Гильберт исследует, как далеко 
может быть продвинуто построение геометрии,  если 
не пользоваться аксиомами непрерывности ; этим са· 
мым он охватывает одновременно те спсевдогеомет• 
рии»,  в которых имеют силу все прочие геометриче· 
ские аксиомы,  кроме аксиом непрерывности; послед· 
ние по существу соответствуют тем фактам,  которые 
относятся ко взаимно однозначному соответствию 
точек прямой с обыкновенными  действительным и 
числами (их абсциссами ) . Я не могу, конечно,  вхо· 
дить здесь в рассмотрение ни хода мыслей в исследо• 
ваниях Гильберта,  ни полученных им при этом инте· 
ресных результатов относительно логической связи 
оnределенных геометрических теорем и аксиом. Же· 
л ательно, чтобы вы сами прочитали обо всем этом 
у Гильберта,  руководясь этими немногими  ориенти· 
рующими замечаниями.  Напомню еще только, что 
упомянутая уже при случае в первом томе  этих лек· 
ций * )  гил ьбертона неархимедова геометрия принад· 
JJ ежит этому же кругу вопросов ; это как раз  такая 
nсевдогеометрия, в которой не выполняется именно 
аксиома непрерывности, носившая р аньше имя Архи· 
меда, а теперь чаще имя Евдокса ,  т. е .  геометрия, 
в которой абсциссы двух различных точек могут в 
известных случаях различаться только на «актуаль
но бесконечно м алую величину»,  никакое конечное 
кратное которой не равно обыкновенному конечному 
действительному числу. 

Мне не хотелось бы обрывать эти краткие заме
чания о современной аксиоматике 1 70 ) , не сказав еще 
несколько слов об истинной природе геометрических 
аксиом и принципов, переходя, коне LIНО, 11ри этом от 

*) См. т, 1, с. 3 1 0. 



286 СИСТЕМАТИI(А И ОБОСНОВАНИЕ ГЕОМЕТРИИ 

строго м атематической постановки вопроса к фило· 
софско-гносеологической.  

Одно соображение я уже подчеркивал ,  и относи
тельно этого теперь в се согл асны, а именно, то, что 
здесь речь идет о первоначальных основных понятиях 
и предложениях ,  которые следует непременно пред
послать геометрии ,  чтобы вообще иметь возможность 
проводить на их основе чисто логическим путем ма· 
.тематические доказатель.ства .  Но такая установка не 
дает еще ответа на  вопрос о том, откуда же соб
ственно происходят эти первоначальные понятия и 
nредложения. Прежняя точка зрения заключалась 
в том ,  что они непосредственно даны в интуиции 
каждого человека и обладают столь очевидной про
стотой, что никто не может в них сомневаться. 
Одна ко такой взгляд был в сильной степени поко
леблен открытием неевклидовой геометрии, ибо этим 
было как р аз показано, что пространствеиная интуи
ция и логика никоим образом не приводят к евкли· 
довой аксиоме параллелыюсти как к чему-то обяза
тельному, но что,  принимая противоречащее ей до
пущение ,  приходим тоже к геометрической системе, 
логически з амкнутой в себе и достаточно точно изо
бражающей реальные (фактические ) отношения . Но, 
несомненно, все же остается возможность рассматри
вать эту аксиому параллельности как такое допу· 
щение, которое позволяет caJvtы.м. простым. способом. 
изображать ре альные пространствеиные отношения. 
Это приводит к такому общему положению: основ
ные понятия и аtссио.мы являются не просто фактами 
интуиции, но целесообразно подобранными идеали
зация.ми этих фактов. Уже резко очерченное понятие 
точки не существует в непосредственном чувственном 
созерцании (интуиции ) , но является лишь вообра
жаемым пределом,  к которому мы можем прибли
жаться с нашими Представлениями о маленькой ча
сти пространства ,  никогда , однако, его не достигая. 

В противоположность этому среди людей, инте
ресующихся только логической стороной вопроса, 
а не интуитивной -или общегносеологической, в по
следнее время часто встречается мнение о том , что 
аксиомы  являются лишь произвольными предложе
ниями ,  которые мы устанавливаем,  руководствуясь 
исключительно своими желаниями, а основные перво-
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начальные понятия в конечном счете являются лишь 
произвольными знаками  (символами)  для обозна че
ния вещей, с которыми мы желаем оперировать. 
В та ком взгляде заключается , конечно, та доля ис
тины , что в пределах чистой логики не находится 
никююго основания для этих предложений и понятий 
и что поэтому они должны быть заданы заранее либо 
получить побуждение к созданию со стороны как раз 
именно благодаря воздействию интуиции. Но авторы 
часто выражаются гораздо более односторонне, и, 
таким образом, в последние годы в связи с совре
менной аксиоматикой мы не р аз снова наталкивались 
как раз на то направление в философии, которое 
с давних пор получило н азвание номинализма. Здесь 
интерес к самим вещам и к их свойствам совершенно 
утрачивается ; говорят только о том ,  ка к их н азывают 
и по каким логическим схемам оперируют с этими 
именами  (названиями ) . Например, говорят так :  «точ
кой называем совокупность трех координат, ничего 
себе при этом не представляя», и условливасмся 
«произвольно» относительно первоначальных предло
жений ( аксиом ) ,  которые должны иметь силу по от· 
ношению к этим точкам ;  при этом мы можем совер
шенно неограниченно устанавливать любые аксиомы, 
если только удовлетворяем законам логики и преж
де всего следим за тем , чтобы в возводимом из тео
рем здании не оказывалось низких противоречий. 
Я лично никоим образом не р азделяю этой точки 
зрения и считаю ее смертельной для всей науки ; 
аксиомы геометрии представляют собой, по моему 
мнению, не произвольные, а разумные суждения, вы
званные, в общем, пространственньщ созерцанием и 
регулируемые в деталях соображениями целесооб
разности. 

Этим философским экскурсам ,  повод к которым 
несколько раз представлялся нам в последнем раз
деле, я хотел бы противопоставить теперь раз'оясне
ния, относящиеся к, истории геол-tетрии, в частности 
к развитию взглядов на ее С'снов ания .  В этом отно
шении с самого начал а приходитсн отметить боль
шое различие по сравнению с подобными соображе
ниями, которые м ы часто излаrатr в последнюю 
зиму для областей алгебры . арифмет:шш и анализа .  
История этих дисциплин в их современном впде на -
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считывает, собственно говоря, лишь несколько столе· 
тий ; они начинаются вместе с действиями над деся• 
тичными дробями и с буквенным исчислением, т. е. 
примерно с 1 500 г. 

В противоположность этому история геометрии 
как самостоятельной дисциплины восходит далеко в 
глубь греческой древности, а именно, геометрия уже 
в то время достигл а столь высокого уровня р азвития, 
что долгое время , вплоть до наших дней, в греческой 
геометрии видели обр азец совершенной науки . 

При этом в качестве сумм арного изложения гре
ческой геометрии всегда рассматривался самый зна 
чительный дошедший до нас систематический курс 
знаменитые «Начала», или «Элементы» (crt'o t:x.eia) 
Евклида ; вряд ли существует другая книга, которая 
так долго удержин:ша бы подобное положение в 
своей науке. И теперь  еще всякий м атем атик дощкен 
считаться с Евклидом , и ·мы посвятим поэтому ему 
последний раздел этой главы .  

3. « Н ач ал а» Ев кл ида 

Критические з амечан ия по вопросу об историче
ском положен и и 

и 
н аучном зн ачени и  « Н ач ал ». Разре

шите мне прежде всего предложить в ашему внима
нию лучшее в филологическом отношении издание 
этого творения , обработанное Гейбергом и изданное 
в 1883- 1 888 гг. в К:опенгагене 1 7 1 ) .  В этом издании 
н аряду с греческим оригиналом помещен его л атин
ский перевод, что весьм а полезно также и для тех, 
кто изучал греческий язык в школе. Дело в том ,  что 
греческий язык Евклида существенно отличается , 
особенно своими  техническими оборотами,  от того 
греческого языка ,  какому учат в школе.  В качестве 
литературы для введения в изучение Евклида я осо
бенно рекомендую вам  «Историю м атематики в древ
ности и в средние века»  Цейтена  1 72 ) . 

Вы легче всего овладеете предметом,  если сна
чала прочтете общие комментарии Цейтена ,  а после 
того непременно возьметесь з а  особенно точное изу
чение текста по Гейбергу, относясь с критическим 
недовернем ко всякому переводу. 

О самом Евклиде мы знаем очень мало. Известно 
только, что он жил в Александрии около 300 г. до 
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н. э. Но зато мы имеем достоверное предс1·авление 
.об общем характере процветавшей тогда в Але r<санд· 
рии научной деятельности. После основания мировой 
империи Александра постепенно возникл а  потреб
ность собрать и привести в цельную научную систему 
все то, что было создано в предшествовавшие столе
тия. Так получило в Александрии свое развитие пре
подавание ,  которое вполне соответствовало извест
ным сторонам нашего rеперешнего университетского 
преподавания. Но только при этом на первый план. 
выдвигалось собирание и приведение в порядок 
наличного .материала, оставляя в стороне свободно 
развивающееся н.аучн.ое исследование, так что во 
всей работе оказывалась известная склонность к схо
л астическому педантизму. 

Прежде чем приступить к более детальному раз
бору «Начал», позвольте сделать несколько з амеча
ний общего характера об историческом положении и 
н.аучно.м значении Евклида или, вернее, евклидовых 
«ffачал». Если для полной характеристики личности 
Евклида надо, несомненно, учесть также и его мно
гочисленные более мелкие произведения, то не  будет 
неправильным,  если здесь я буду говорить л ишь об 
одном этом великом творении, ибо только оно завое
в ало для себя то удивительное господствующее поло
жение, которое, с нашей точки зрения, настоятельно 
требует критики. 

Основанием для этой критики пусть послуR<ИТ то 
замечание, что причина ложной оценки «Начал» Ев
клида коренится в превратн.о.м представлении о ха
рактере греческого у.ма вообще, которое было р ас
пространено в течение долгого времени и, пожалуй , 
еще и теперь пользуется большой популярностью : 
дум али, что греческая культура ограничивалась 
сравнительно немногими  областями,  но зато уже эти 
области она переработала с таким совершенством 
в один цельный монолит, что достигнутый ею уро
вень должен для всех времен служить высочайшим , 
недосягаемым идеалом. Но в действительности со- .  
временная филологическая н аука давно уже обнару
жила  несостоятельность такой точки зрения.  Она 
показала,  что, наоборот, именно греки,  как никакой 
другой народ, творчески проявляли себ я во всех 
областях человеческой культуры с самой большой, 

10 Ф.  Кnellн, т .  2 
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какую только можно представить себе, разносторон
ностью. И как верно то, что они всюду достигли по· 
разительных для того времени результатов, так же 
верно и то, что во  многих вещах они, с нашей тепе· 
решней точки зрения, не пошли  дальше первых на
чатков , и ни об одной области нельзя сказать, что 
они для всех времен добились вершины человеческих 
достижений. 

Что касается специально .математики, то эта пере· 
оценка - или, быть может, следует сказать «недо· 
оценка»? - греческой культуры нашла свое выраже
ние в догме, согласно которой греки занимались 
почти исключительно геометрией и создали здесь не· 
превэойденную систему; это мнение, в частности, 
сконцентрировалось прямо-таки в своего рода культ 
евклидовых «Начал», в которых усматр ивали совер· 
шеинейшее выражение этой системы. Этому преж· 
нему и устарелому взгляду я должен противопоста· 
вить здесь такое утверждение: наряду с геометрией 
греки плодотворно разрабатывали также и различ
нейшие другие области .математики, но .мы в настоя· 
щее вре.мii всюду, включая и геометрию, существенно 
перегнали их. 

Позвольте мне теперь подробнее изложить и об· 
основать это утверждение. Составляя свои «Начала», 
Евклид отнюдь не имел в виду н аписать энциклопе· 
дню всех геометрических знаний своего времени, 
иначе он не оставил бы в них без всякого упомина· 
ния целые отделы геометрии, тогда уже, несомненно, 
известные; дЛЯ примера я назову только теорию ко
нических сечений и высших кривых, которую греки 
уже в р аннюю эпоху начали подробно р азрабаты
в ать * ) , хотя своего полного расцвета она достигла 
лишь у Аполлония (около 200 г. до нашей эры) . На
против, «Начала» должны были дать лишь введение 
в изучение геометрии - и вместе с тем и математики 
вообще - и при этом они были, по-видимому, при· 
способлевы еще к одной совершенно особой цели :  
они должны были дать изложение математики в том 
виде, в каком она считалась необходимой с точки эре· 
ния пл атоповой школы, как подготовка к общим за· 

*) Между nрочим, сам Евклид написал не дошедшее до нас 
сочинение о конических сечениях, 
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нятиям философией. Такое назначение «Начал» де
лает попятным, почему главное значение придава
лось выработке логических связей и установлению 
замкнутой в себе системы геометрии,  тогда как все 
практические применения целиком отодвигались в 
сторону. В угоду этой же системе Евклид, несомнен
но ,  оставил без внимания целую область теоретиче
ского знания своего времени, которая тогда еще не
настолько развилась, чтобы могла уложиться в нее. 

Мы скорее всего получим правильное представ
ление об ограниченности материала евклидовых «На
чал»  по сравнению с объемом греческой математики 
вообще, если  для сравнения дадим общую характе
ристику личности и всех достижений величайшего 
греческого математика Архимеда, который жил 
вскоре после Евклида, около 250 г. до н ашей эры, 
в городе Сиракузы ;  я выделю только несколько осо
бенно интересных пунктов р азличия. 

1 .  В полную противоположность духу, господ
ствующему в «Началах» Евклида, Архимед обладает 
сильно развитой склонностью к числовым операциям. 
Чтобы привести определенный пример, укажем, что 
ведь одним из его величайших достижений является 
вычисление числа  n посредством аппроксимирования 
окружности правильными многоугольниками;  между 
прочим, именно Архимед находит известное прибли
женное значение 22/7 для n. У Евклида же нет 
и тени интереса к таким  числовым значениям ; вместо 
этого мы у него встречаем лишь указание на то, что 
площади двух кругов относятся, как квадраты их 
радиусов , или что длины двух окружностей относятся, 
как сами радиусы, но не делается даже попытки вы
числения множителя пропорциональности, т .  е. 
числа n. 

2. Вообще для Архимеда является характерным 
большой интерес ко всякого рода приложениям; он 
занимается самыми различными проблемами физики 
и техники. Всем известно, как он нашел основной 
принцип гидростатики или как он принимал деятель
ное участие в защите Сиракуз конструированием 
весьма эффективных вспомогательных м ашин. А до 
чего м ало Евклид в своих «Началах» принимает во 
внимание применения, видно особенно ясно из того 
небольшага факта, что он не называет даже 

10* 
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простейших чертежных инструментов - линейки и 
циркуля ;  он nросто постулирует in abstra cto, что мож
но  н ачертить nрямую, проходящую через две точки, 
или оnисать круг около точки, не упом ин ая J.I И  ед и ным 
словом о том, как это делают. Здесь Евклид нахо
дится , несомненно, во власти того взгляда, вообще 
господствовавшего в известных античных фнJюсоф
ских школах, согласно которому практические прн
менения науки являются чем-то низкопробны м , ре
месленническим . К сожалению, этот взгляд до сих 
пор сохранился во  многих местах, и все еще встре
чаются университетские nреподаватели, которые не 
жалеют ирезрительных слов по адресу всякого заня
тия nриложениями .  С высокомерием,  которое сказы
вается в таких взглядах, следует бороться самым 
решительным образом. Всякое дельное достижение, 
относится ли  оно к теоретической или к пр икл адной 
обл асти , следовало бы ценить одинаково высоко, 
предоставляя каждому возможность заниматься теми 
вещами ,  к которым он чувствует наибольшую склон
ность. Тогда каждый nроявит себя тем более разно
сторонним образом, чем большим числом талантов 
он обл адает: величайшие гении,  каковыми являются 
Архимед, Ньютон, Гаусс, всегда охватывали равно
мерно и теорию и практику. 

3. Наконец, еще одно отличие особенно бросается 
в глаза :  Архимед был великим исследователем и 
первопроходцем, в каждой своей р аботе он продви· 
гал область нашего знания на шаг вперед, а в «На
чалах» Евклида речь идет только о собирании и си
стематизации уже имеющегося материала.  С этим 
связана р азная форма изложения, на  что я nри слу
чае указывал также и в прошлом семестре в моих 
общих выводах * ) .  В этом отношении особенно ха
,рактерна для Архимеда уже упомянутая в первом 
,томе рукопись, найденная в 1 906 г . ,  в которой он 
сообщает ученому другу свои новейшие исследования 
n o  кубатуре пространствеиных образов. Здесь изло
жение в точности соответствует тому способу. кото
,рого мы  придержинаемся в нашем теперешнем пре
nодавании ;  материал дается в генетической форме: 
сначал а  намечается ход мыслей, и никоим образом 

•1 См. т. 1 ,  с ,  1 1 8- 1 1 9. 
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не применяется то окостенелое р асчленение на пред
положения, утверждение, доказательство, т .  е. то 
ограничение, которое господствует в «Началах» Ев· 
клида. Впрочем, еще до этого нового открытия было 
уже известно, что греки знали наряду с выкристал
лизованным «евклидовым» изложением какой-нибудь 
систематизированной дисциплины также и более сво
бодную генетическую форму изложения, которой 
пользовался как исследователь в свой работе, так и 
учитель в преподавании и которую, возможно, и сам 
Евклид применял в других сочинениях или в своем 
собственном преподавании.  Действительно, тогда в 
Александрии существовало даже точное подобие на 
ших  литографированных лекционных записок; их 
н азывали hypomnem a , и это было более или менее 
вольно составленное воспроизведение устного пре· 
подавания . 

Сказанного достаточно для  сравнения «Начал» 
со всей областью греческой м атематики. Теперь, что
бы закончить наш ход мыслей, я хочу еще показать 
на двух-трех примерах, как далеко шагнул а  совре
менная математика по сравнению с древнегреческой. 
Одно из в ажнейших отличий заключается в том , что 
греки не имели еще самостоятельных арифметики 
и анализа, не знали ни десятичных дробей, облег
чающих сложные числовые выкл адки, ни общего бук
венного исчисления ; и то, и другое являются ,  как я 
показал более подробно в минувшем зимнем семе
стре, изобретением пришедшего впоследствии  нового 
времени, эпохи Возрождения . З аменой ( суррогатом ) 
этого для греков могл и  служить только исчисление 
в геометрической форме, в котором вместо чисел опе
рируют построениями с отрезками или с другим и  
геометрическими величинами,  что оказывается , ко
нечно, несравненно более громоздким, чем наши 
арифметические действия. В связи с этим н аходится 
и то, что греки не владели также тем ,  чем, собствен
но, впервые обусловливается практичность нашей: 
арифметики и анализа - отрицательными и мнимыми 
числами. Вследствие этого грекам недоставало той 
общности метода , которая позволяет охватить одной 
формулой все случаи, какие только возможны, и 
крайне длительные различения отдельных случаев 
у них играли огромную роль. В геометрии этот 
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недостаток часто дает себя сильно чувствовать имен• 
но там,  где мы в настоящее время - в этих лекциях 
мы всегда так и поступали - легко можем, применяя 
аналитические средства ,  достичь полной общности, 
минуя всякие р азличения отдельных случаев. Ограни
чимся этими немногими указаниями.  Вы сами мо
жете легко на основе н аших личных знаний дать 
себе дальнейший отчет в успехах современной мате
матики по сравнению с античной. 

Содержан ие 1 3 книг Евкл ида. После этой общеii 
критики евклидовых «Начал» мы можем перейти 
к их детальному р ассмотрению. Позвольте начать 
с краткого обзора содержания тех « 1 3 книг», т. е. 
гл ав, из которых состоят «Начала» * ) . 

В книгах с 1 - й  по 6-ю излагается планиметрия. 
Первые 4 книги содержат общие рассуждения об 
основных геометрических образах (отрезках, углах, 
частях плоскости и т. д.) и учение о простых геомет
рических фигурах fтреугольниках, параллелограм
мах,  окружностях, правильных многоугольниках 
и т. д.) в том виде, в каком их излагают по боль
шой части еще и теперь. Здесь же (в книге 2-й )  
дается также элементарная арифметика и алгебра 
геометрических величин.. Чтобы представить себе ха
рактер изложения, приведу только один пример : про· 
изведение  аЬ двух отрезков а ,  Ь изображается в 
форме прямоугольника ; для сложения двух таких 
произведений аЬ и cd, что арифметически можно 
выполнить непосредственно, приходится (чтобы по· 
л учить сумму снова в виде прямоугольника ) пр е· 
вратить оба прямоугольника аЬ, cd в прямоуголь
ники с одинаковым основанием.  

Содержание 5-й книги гораздо глубже; в ней вво· 
дится геометрический эквивалент вообще всякого по
ложительного действительного числа. Им является 

отношение : любых двух отрезков а ,  Ь , которое 

Евклид называет Logos .(Л.оуоо) . 

*) Говорят также о 1 4-й и 1 5-й книгах «Начал:. (том V 
в издании Гейберга ) .  Но эти две книги наnисаны не Евклидом, 
Первую нз них наnисал, nо-видимому, Гиnснкл, а вторую nриnи• 
сывают некоему Дамаскию, 
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Когда в прошлом семестре мы говорили об ирра·  

циональных числах, я уже отмечал это * ) .  Суще· 
ственным моментом в этой теории является опреде· 

д 
и а с 

лепие равенства вух отношении ь и -;г ;  это опре· 

деление должно иметь совершенно общий характер, 
в частности, оно должно быть приложимо и в том 

а 
б u случае, когда Т представляет со ои в наш�м пони· 

мании иррациональное число, т. е .  когда,  как гово· 
рит Евклид, отрезки а, Ь не имеют общей меры, или, 
как это стали называть позже, несоизмеримы. Евклид 
поступает таким образом : он берет любые два це· 
лые числа т, n и сравнивает, с одной стороны, от· 
резки та и пЬ, а с другой - отрезки те и nd; в 
любом случае будет иметь место какое-нибудь одно 
из трех соотношений 

та > nb, ma = nb, та < nb 

и точно так же одно из трех соотношений 

те > nd, тc = nd, те < nd. 

Если при всяком выборе чисел т и n и в первом, 
и во втором случаях всегда получается один. и тот же 
знак ( > ,  = или .< ) ,  то говорим, что : = ; . Это 

фактически вполне соответствует элементарному ме· 
тоду сечений, с помощью которого Дедекинд вводит 
иррациональные числа I 7З ) . 

Вслед за  этим Евклид исследует, как надо произ· 
водить вычисления с такими равенствами отношений, 
и развивает свое много раз уже упоминавшееся 
учение о пропорциях, т. е .  геометрическую теорию 
всевозможных алгебраических преобразований р а· 

а с 
венств типа ь = d .  Заметим,  что у Евклида про· 

порция называется «Aпalogi a»;  это слово должно 
означать : Logos двух пар величин один и тот же. 
Вы видите, как поразительна сильно изменилось 
с тех пор значение этого слова .  Впрочем,  в матем а· 
тике имеются места, в которых оно сохранило до се· 
годняшнего дня свое первоначальное значение; так, '  
в тригонометрии говорят об аналогиях Henepa именно .  

*1 См. т. 1 , с. 50-51 ,  
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потому, что они представляют собой известные про· 
порции . Но  несомненно, что теперъ лишь очень 
немнагим  известен собственный смысл этого на
звания .  

Учение о пропорциях представляет собой харак
терный пример того, с каким упорством держится 
в преподавании геометрии евклидова традиция . Е ще 
до сего времени во многих (да , nожалуй , даже в 
большинстве) школ это учение трактуется ка к особая 
глава геометрии, хотя по своему содержанию оно 
полностью содержится в нашей современной ариф
метике и соответственно этому уже до того изучается 
в школьном курсе м атематики даже дважды : первый 
раз в курсе арифметики при решении задач посред
ством тройного пр авил а , а во второй р аз в на чальном 
курсе буквенного исчисления .  З а чем в таком случае 
те же самые вещи должны появляться еще в третий 
раз и притом в форме особенно таинственного гео
метрического откровения, это поистине невозможно 
понять, и оно должно, конечно, и для ученика оста
в аться совершенно непонятным.  

Единственное основание этого заключается в том , 
что все еще придерживаются старого евклидова по
строения курса ,  хотя- та р азумная цель, которую 
Евклид преследовал своим учением о пропорциях, -
заменить им отсутствовавшую у него арифметику -
для нас стала совершенно бессодержательной . 

Эта критика современной nостановки учения о про
порциях не относится , конечно, к научному значению 
5-й книги Евклида; н апротив,  последнее тем более 
велико, что здесь впервые, выражаясь в современных 
терминах, совершенно безупречно изложено оправ
дание выполнения действий с иррациональными чис
лами на основании четких определений. Здесь осо
бенно ясно видно, что «Начала»  ни в коем случае 
никогда не были и теперь не являются школьным 
учебником,  как это по недоразумению часто прини
малось; н апротив, они несомненно, предполагают бо
лее зрелого читателя, могущего следить з а  чисто на· 
учными рассуждениями. 

Я должен упомянуть здесь еще о том традицион
ном мнении, что 5-я книга не написана самим Евкли
дом , а принадлежит Евдоксу из К.ниды ,(около 350 г. 
до н. э . } . 
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Вообще «Начала» не считают единым,  написан
ным сразу целиком сочинением, а nолагают, что они 
составились из различных более р анних составных 
частей. 

К:ак бы там ни было, но во  всяком случае все 
определенные указания относительно подлинных ав
торов и т. д .  сопряжены с nолной неуверенностью, 
так как не  сохранилось никаких исторических заме
ток, которые nринадлежали бы Евклиду или кому
либо из его современников . В данном случае  тради
ция восходит к комментатору Евклида Проклу Дна
доху, который жил около 450 г. н. э . ,  т. е. более чем 
через 700 лет nосле Евклида. Хотя по  некоторым 
nричинам мнение Прокла  и обладает известной до
лей внутренней вероятности, но nризнать его з а  
абсолютно верное свидетельство можно не  в боль
шей мере, чем теорию какого-нибудь нашего совре
менника об авторстве сочинения, написанного около 
1 200 г. 

Продолжая обзор содержания «Начал»,  отметим ,  
что книга 6 -я  содержит учение о nодобных фигурах, 
nричем главным орудием в ней является как раз 
упомянутая теория пропорций. 

В книгах 7-й, 8-й, 9-й,  заключается учение о целых 
числах, частью в геометрической форме. При этом 
для nропорций с целыми числами ,  т. е. для вычис
лений с рациональными дробями, дана теория,  со
вершенно не зависящая от nостроений 5-й книги. 
Хотя р ациональные дроби являются только частным 
случаем действительных чисел, однако здесь более 
общая теория, развитая ранее, совершенно не nрини
м ается во внимание. Трудно nредставить, что оба 
изложения nринадлежат одному автору. 

Из содержания этих книг я хотел бы уnомянуть 
здесь только о двух вещах, которые еще и теперь 
nостоянно применяются в теории чисел . Это, во-пер
вых, алгоритм Евклида для нахождения общего 
наибольшего делителя двух целых чисел а и Ь, кото
рые у Евклида изображаются в виде отрезков. В со
временных терминах этот алгоритм состоит в том ,  
что а делят на Ь, затем Ь делят на остаток от этого 
nредыдущего деления и так nродолжают nоступать 
далее по схеме 

а = т · Ь + r1, Ь = m1 • r1 + r2, r1 = m2 • r2 + rз. 



298 СИСТЕМАТИI<А И ОБОСНОВАН ИЕ ГЕОМЕТРИИ 

пока не обр аружится деление без остатка, что необ· 
ходимо должно случиться после конечного числа 
шагов ; последний остаток и будет тогда искомым де· 
лителем. Во-вторых, уже у Евклида имеется извест· 
ное простое доказательство существования бесконеч• 
но .многих простых чисел. которое я изложил уже 
в предыдущем курсе * ) . 

Далее, в книге 10 -й, которая со своим геометри· 
ческим способом выражения особенно тяжеловесна 
и трудна для понимания, изложена геометрическая 
классификация иррациональностей, представимых в 
квадратных радикалах в той форме, в какой она 
позже применяется для их геометрического по· 
строения. 

Только после этого, в 1 1-й книге, м ы  встречаем 
начала стереометрии. Как видите, Евклид отнюдь не 
«фузионист». Напротив, он отодвигает стереометрию 
от планиметрии насколько возможно далiЬше, тогда 
как мы теперь, в согласии с часто упоминавшимися 
«фузионистскими стремлениями», считаем правильным 
р азвивать возможно раньше пространствеиные пред
ставления в целом и для этого с самого начала при· 
учать ученика к трехмерным фигурам вместо того, 
чтобы сначала искусственно приви.вать ему ограниче· 
ние плоскостью. 

В 1 2-й книге мы снова встречаемся с общим uc• 
следованием иррацион.альных величин, которые ста· 
новятся необходимыми для определения объема 
пира.миды и других тел . Речь идет здесь о завуалиро
ванном применении понятия предела в так назыв ае
мом доказательстве по .методу исчерпьtвания, с по
мощью которого строго устанавливаются пропорции 
между иррациональными величинами. Впрочем, 
этот метод сначала применяется для доказательства 
того планиметрического предложения, что площади 
'двух кругов относятся, как квадраты их радиусов . 
. На  примере этой пропорции я хочу также в двух 
словах изложить основную мысль упомянутого ме· 
тода. К каждому кругу можно все лучше и лучше 
приближаться с помощью в писанных и описанных 
п-угольников с бесконечно растущим числом сторон, 
!fак сказать, «исчерпываю• его. в том .смысле, что 

"'1 См, т. 1,  с. -6 1 .  
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nлоrцадь многоугольника буде� отли�аться сколь 
угодно мало от nлощади круrа. Если. бы вышеуnо
мянутая nponopnия не имел а  места, то легко можно 
было бы прийти к nротиворечию с тем, что каждый 
вписанный многоугольник меньше круга ,  а каждый 
описанный - больше него 11 '4) 
(рис. 125) . 

Наконеn, в 1 3-й кн.иге изла
гается теория правильных тел; 
эта теория увенчивается доказа
тельством (основанным на  ма
териале, н акопленном в 10- й кни
ге)  того,  что все эти тела ,  т. е. 
длины их ребер, могут быть по· 
строены с помощью nиркуля и 
линейки. Такое завершение «На· Рис. 125 
чал» соответствует тому особен-
ному интересу, который правильные тела с древ
них времен представляли  для греческих фило-
софов. ' 

Обоснован ие геометрии у Евкл ида. После приве
деиного общего обзора содержания «Начал» зай·  
мемся, согласно нашему первоначальному намере· 
нию, более близким р ассмотрением тех глав Евклида, 
которые трактуют об основаниях геометрии. Совер· 
шенно очевидно , что идеальной целью, манившей 
Евклида, был свободный от пробелов чисто логиче
ский вывод всех геометрических теорем. из наперед 
указываемых посылок. В создании (либо в передаче) 
этого идеала заключается, без сом нения, ядро исто
рического значения «Начал». Но в действительности 
Евкли цу никоим образом не удалось достигнуть этой 
высокой цели,  и как р аз в исследованиях, относя· 
щихся к основаниям геометрии,  современная наука 
достигла  существенно более глубокого поним ани я и 
вскрыла неясности, имевшиеся у Евклида. Однако 
такова сила  традиций ! - еще и теперь изложение 
Евклида многие считают, в особенности в Англии,  
непревзойденным образцом обоснования геометрии. 
Смешивают историческое значение творения с его 
абсолютным, всегда сохраняющимся значением ; по· 
этому будет только естественным ,  если в противовес 
подобной переоценке «Начал» Евклида я в после
дующей критике особенно подчеркну отриnательные 
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стороны, те места, где изложение Евклида более не 
в состоянии удовлетворить нашим требованиям. 

Конечно, всякая подобная критика Евклида со· 
пряжена с особой трудностью, происходящей от не· 
уверенности в достоверности текста. Многое осно· 
вано на свидетельствах уже упоминавшегося Прокла ,  
и это еще самый древний источник, а самые старые 
списки, которыми мы сегодня обладаем, написаны 
в IX в .  н . э . ,  т. е. они на  1 200 лет моложе Евклида! 
К тому же они чрезвычайно отличаются друг от друга 
и притом часто как раз в тех местах принципиаль· 
ного значения, которые для нас здесь особенно 
в ажны. К этому присоединяется еще традиция латин· 
ских и арабских переводчикав и комментаторов, у ко· 
торых всегда имеются значительные отклонения, вы· 
званные желанием разъяснить текст. Таким образом, 
установление как можно более надежного текста 
«Начал» является крайне сложной филологической 
проблемой, на которую действительно затрачено не· 
вероятно много проницательности. Необходимо толь· 
ко отдавать себе ясный отчет в том ,  что в результате 
подобной филологической работы может получиться 
в лучшем случае вероятнейший текст, который, ра ·  
зумеется, может и не совпадать с действительным. 
оригинальным. текстом, ибо нет никакой неизбежно· 
сти в том, чтобы то, что мы на основе многих пока· 
з аний получаем как нечто наиболее вероятное, сов· 
пало во всех пунктах с действительностью. По об
щему мнению на наибольшей высоте современной 
филологической науки стоит текст Гейберга ,  и луч
шее, что мы, нефилологи, можем сделать, - это по· 
ложить его в основу н ашего изложения, хотя мы 
в согласии со сказанным выше никогда не должны 
забывать, что этот текст отнюдь не должен быть 
тождественным с первоначальным. Поэтому, если  
в названном тексте окажутся недостатки и противо· 
речия, то всякий р аз будет оставаться под сомне· 
нием, виноват ли  в них сам Евклид или же они 
проскользнули только благодаря позднейшей пе· 
редаче .  

Н ач ало пер вой книги. Приступая к намеченному 
исследованию, р ассмотрим прежде всего, какую 
форму принимает обоснование геометрии в 1 -й книге 
«Начал». Евклид начинает эту книгу с трех групп 
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предложений, которые он называет e'pot, attf)�ta'ta, 
Hol.vat evvo tat, что может быть примерно передано 
словами определения, постулаты ( требовани я )  и 
принципы (общие понятия ) * ) .  Однако для послед
ней группы обыкновенно употребляют, следуя .::-Iрок
лу, термин «аксиомы », который,  впрочем , теперь, как  
известно, получил более широ1юе значение ,  в клю
чающее в себя также и постул аты . 

Чтобы прежде всего понять содержание опреде
лений, вспомним,  как мы поступали раньше при  об
основании геометрии. Мы говорили тогда, что мы не  
в состоянии дать определение некоторых вещей, ка 
ковы точки, прямые, плоскости , а должны допустить 
их как знакомые всякому человеку основные поня
тия и должны только четко высказать те их свойства ,  
которые м ы  желаем использовать; после этого м ы  
могли приступить к построению геометрии . вп .. 1оть до 
координатной системы х, у, z, используемсiй в анали
тической геометрии. Только после этого 1\fJ\ Ы  устано
вили общее понятие кривой, положив х, у,  z р авными 
непрерывным функциям параметра t. При случае 
я указывал,  что это понятие охватывает также и та
кие удивительнейшие «монстры»,  как, например., кри
вые, которые сплошь ПОI{рывают некоторую пло
щадь, и т. п .  

Евклиду чуждо такое осторожное или самоогра
ничительное поним ание вещей. Он начинает с «опре
деления» ( или «объяснения» )  всевозможных геомет
рических понятий, каковыми являются точка, линия, 
прямая, поверхность, плоскость , угол, окружность 
и т. д. Первое «определение» гл асит: точка есть то, 
что не имеет частей ( буквально : «то, чего часть есть 
ничто» ) .  Но мы едва ли можем признать это за опре
деление в собственном смысле  слова ,  так как точка 
ни в коем случае не может быть определена только 
этим свойством 1 75 ) .  Далее, читаем : линия есть длина 
6ез ширины. Здесь представляется сомнительной 
даже самая правильиость утверждения, если мы при· 
знаем только что указанное общее понятие кривой, 
о котором Евклид, конечно, еще ничего не знал . 
В-третьих, дается определение прямой как такой 

*) Точнее: собщие понятия:. (или сведения) (у Цейтена cпotions communes:.}. 
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линии, которая одинаково (равномерно) расположена 
относительно своих точек. Смысл этого предложения 
совершенно темен, и под ним можно разуметь все, 
что угодно. Оно могло бы означать, что прямая 
всюду имеет одинаковое направление, и тогда нужио 
было бы признать направление за основное понятие, 
привычное для каждого человека. Но мы можем его 
понимать также и в том смысле, что прямая, если 
представить ее себе реализованной в виде твердого 
стержня, при определенных движениях пространства 
всегда совпадает сама с собой, а именно, при пово
ротах около нее же самой как около оси, и при таком 
понимании евклидова определения пришлось бы, ко
нечно, снова предполагать известным понятие дви
жения. Допускает ли  это Евклид, является очень 
спорным вопросом, на  котором мы еще остановимся 
подробнее. Во всяком случае, не удалось найти одно
значной иstерпретации для данного Евклидом опре
деления пр-nмой, как и для многих из дальнейших 
его определений, на отдельном рассмотрении которых 
я не буду здесь больше останавливаться . 

Мы переходим теперь к постулатам, которых в 
цздании Гейберга имеется пять. Они требуют, чтобы 
было возможно: 

а) провести прямую от любой точки до любой 
другой точки ; 

Ь ) неограниченно продолжить ограниченную пря
мую; 

с )  описать из данного центра окружность, кото
рая прошла бы через данную точку l7б ) .  

Четвертый постулат я оставляю пока в стороне, 
а приведу сразу же пятый, так называемый постулат 
о параллельных линиях: 

е )  если две прямые образуют с третьей по одну 
ее сторону внутренние углы, сумма которых меньше 
развернутого угла, то такие прямые пересекаются 
при достаточном продолжении с этой стороны 
,(рис. 1 26) . 

Эти постулаты выражают выполнимость извест
ных построений или существование геометрических 
образов, которыми Евклид действительно пользуется 
в своем дальнейшем изложении. Однако в геометрии 
имеется еще целый ряд подобных постулатов суще
ствов а нияJ которые из названных не вытекают чисто 
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логически, по которыми Евклид также пользуется. 
Для примера укажу лишь такое предложение: два 
круга ,  каждый из которых проходит через центр дру
гого, пересекаются (рис. 127) . Я мог бы привести 
еще целый ряд подобных же предложений.  Поэтому 

Рис. 1 26 Рис. 127 

мы должны во всяком случае признать систему по
стулатов Евклида неполной. 

Теперь приведем четвертый постулат: 1 
d)  все прямые углы равны между coбoft� 
�ноrо спорили о том , как следует ПQ•имать этот 

постулат и как оп вообще попал сюда. Это связано 
с весьма важным вопросом о том ,  пользуется ли 
Евклид понятием движения или пет. Если  последо
вательно исходить из понятия движения фигур как 
твердых тел - так мы поступали при нашем первом 
построении геометрии, - то этот постулат оказывает
ся (ер . с. 259) ;  необходимым логическим следствием ; 
следовательно, этот постулат был бы,  если только 
Евклид стоял на  такой точке зрения,  здесь совер
шенно не нужен.  Но ни в одном из всех других 
основных положений Евклида не говорится явно 
о движении, так что многие толкователи считают, 
что этот четвертый постулат как раз и должен слу
жить для введения идеи движения, но уже во вся
ком случае, как пришлось бы тогда признать, в весь
ма несовершенной форме. 

В противоположность этому большинство коммен
таторов Евклида полагает, что вследствие известны"С 
философских соображений одно из наиболее суще
ственных стремлений Евклида как р аз и было на 
правлено на  принципиальное устранение из геомет
рии понятия движения. Но тогда исходным пунктом 
должно было бы служить абстрактное понятие кон
груэнтности, как в н ашем втором построении, и 
тогда снова этот четвертый постулат должен был бы 
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считаться основой для учения о конгруэнтности. При 
этом,  конечно, возникает вопрос, почему не сделано 
аналогичных указаний также и . относительно кон 
груэнтности отрезков. Но мы сейчас же увидим ,  ка
кие существенные трудности возникают в случае как 
одной, так  и другой точки зрения в дальнейшем из
ложении Евклида.  

Остается еще заметить, что ни то, ни другое тол 
кование не объясняет по-настоящему, почему это 
предложение помещено именно среди постулатов 
( с  их общей тенденцией, охарактеризованной выше) . 
Это побудило Цейтена  к такой интересной попытке 
объяснения, которое, однако, не вполне убедительно : 
рассматриваемый постулат должен выражать, что то 
продолжение отрезка за один из его концов, которое 
вообще возможно согласно постулату Ь ) , опреде
•'lяется однозначным образом. Подробности вы мо
жете наl\ти в упомянутой книге Цейтена «История 
м атематиЧf в древности и в средние века» 1 77 ) . На
конец, остается, как всегда,  тот выход из затрудне
ния ,  что здесь признают наличие искажения текста. 
Многие, действительно, так и думают, и против этого 
нечего возразить. 

Обр ащаюсь, наконец, к аксиомам, которых у Гей
берга насчитывают тоже пять : 

а )  р авные одному и тому же третьему равны 
также и между собой * ) ; если а = Ь, Ь = с, то а = с; 

, Ь) если  к р авным прибавляются р авные, то и це
лые равны : если а = Ь, с =  d, то а +  с =  Ь + d; 

с) есл и  от равных отнимаются равные, то остатrш 
равны :  если а = Ь , с = d, то а - с = Ь - d; 

d) налагающиеся друг на  друга равны ; 
е )  целое больше части : а > а - Ь. 
Четыре из этих аксиом имеют логическую при

роду, и в данном случае они должны, очевидно, кон
статировать то, что выражаемые ими общие отноше
ния имеют место также и для всех рассматриваемых 
геометрических величин (отрезков, углов, площадей 
и т. д . ) .  Четвертая же аксиома говорит о том,  что 
в конечном счете решающим .моментом для р а 
венств а или неравенства является конгруэнтность 

*) В греческом оригинале нет слова «величины», обыкновен
но вводимого в переводах этой аксиомы, 
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или совпадение при наложен,ии, хотя опять-таки 
остается, конечно, неясным, предполагается ли  здесь 
идея движения или нет. 

Что же касается различия между аксиомами и 
постулатами, то Симон формулировал его в том см ыс
ле, что первые связаны с простейшими фактами ло
гики, а вторые - с простейшими фактами  простран
ственной интуиции. Это было бы очень удачным 
и вразумительным решением вопроса ,  если бы толь
ко мы были убеждены в том ,  что расположение тек
ста у Гейберга в точности соответствует оригиналу. 
Но в действительности в рукописях встречаются су
щественные уклонения в расположении и в содер
жании постулатов и а ксиом, которые никак не укл а
дываются в схему Симона ;  в частности, например,  
постулат параллельности часто фигурирует в каче
стве 1 1 -й аксиом ы.  

Теперь мы рассмотрим подробнее начало евкли
дова построения геометрии, которое зиждется н а  этих 
определениях, постулатах и аксиомах, а именно, 
первые четыре параграфа ,  Iюторые следуют за ак
сиомами .  При этом мы сможем одновременно сдел ать 
интересные наблюдения относительно понимания  
Евклидом основ, в частности по  вопросу о его отно-
шении к идее движения.  , 

Первые три параграфа имеют целью решение з а
дачи : отложить данный отрезок АВ на  другом от
резке CF, начиная от точки С ( рис. 1 28 ) . Каждый че
ловек выполнит это на практике, конечно, путем н е
посредственного переноса с по-
мощью циркуля или полоски А t-----о� в 
бумаги, т. е. с помощью пере- Ct----------< F 
мещенпя твердого тела в пло
скости. Не так смотрит на  дело 
Евклид в своих теоретических 

Рис. 1 28 

рассуждениях. Дело в том ,  что в своих постулатах 
он не предполагает построения, которое соответство
вало бы такому свободно перемещаемому циркулю,  
а его постулат с )  (с .  302 ) позволяет только в том слу
чае описать около заданной точки окружность, если 
уже дана какая-нибудь одна ее точка . И вот, желая  
применять только те возможности, которые обеспечи
ваются его постулатами ,  он должен такое представ
ляющееся весьма простым построение р азбить н а  ряд 
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более сложных, но во всяком случае в высшей степени 
остроумных шагов .  

1 .  Построить на данном. отрезке АВ равносторон· 
ний треугольник ( рис. 1 29) . Согласно постулату с) 
можно из точки А описать окружность р адиусом АВ, 
а из В - р адиусом ВА. То, что эти окружности пе· 
ресекутся в векоторой точке С, принимается, конечно, 
как мы уже упоми- l\ нали,  без дальней· 1J 
ших р азъяснений. 
А теперь следует / 
строгое формально 

А 
Рис. 129 Рис. 1 30 

логическое (с исnользованием аксиом ) доказатель· 
ство того, что АВС представляет собой, действительно, 
р авносторонний треугольник. 

2. Отложить от данной точки С какой-нибудь 
отрезок, равный данному отрезку АВ (рис. 130) . Со· 
гласно шагу 1 строим на АС равносторонний тре· 
угольник ACD. Затем продолжаем DA за  точку А 
, (постулат Ь) ) и описываем из А окружность р адиу
сом АВ (nостулат с) ) до пересечения в точке В' 
с DA (существование этой точки пересечения и на  
этот р аз особо не  оговаривается) . Наконец, описы
в аем из точки D окружность р адиуса DB' до пере· 
сечения ее с продолжением DC в точке Е; тогда 
СЕ = АВ. Доказательство этого вывода, ход кото·  
рого легко себе представить, проводится снова вполне 
строго. 

3 .  Даны два отрезка АВ, CF, причем CF > АВ 
"(рис. 1 30 ) ; отложить на  CF от точки С отрезок, рав· 
ный АВ. Строим, следуя шагу 2, от С какой-нибудь 
отрезок СЕ = АВ и проводим из С окружность ра· 
диуса СЕ, которая пересечет CF. в точке G;  CG. 
и есть искомый отрезок. 1 
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Этим решена упомянутая задача. После  этого 

Евклид дает под .N'!! 4 первую теорему о конгруэнт
ности. Если у двух треугольников АВС и А'В'С' 
имеется по две соответственно равные стороны (АВ = 
= А' В', А С = А'С') и по р авному заключенному 
между ними углу (А = А') , то попарно равны и все 
другие соответственные элементы ,(рис. 13 1 ) .  При 

с 

,L. 
Рис, 1 3 1  

доказательстве этого предложения Евклид впадает 
по сравнению с предыдущим построением в ту уди
вительную непоследовательность, из-за которой я и 
воспроизвожу здесь все эти рассуждения. Он пред
.ставляет себе треугольник А'В'С' наложенным таким 
образом на АВС, что стороны А'В', А'С' и угол А' 
совпадают соответственно со сторонами АВ, АС и 
углом А.  Хотя мы только что и научились очень 
точно откладыванию одного какого-нибудь отрезка 
на другом ,  но об откладывании углов еще не было 
речи и еще менее было сказано что-либо о том, что 
станется при подобном процессе перенесения с третьей 
стороною В'С', - останется ли она, например , вообще 
nри этом прямолинейной. Интуитивно это, конечно, 
ясно, но ведь вся цель Евклида как раз и заклю
чается всегда в логической полноте дедукции. Однако 
он без каких-либо более детальных р ассуждений 
заключает, что прямая В'С' при описанном наклады
вании тоже должна nерейти в прямую, которая в 
таком случае должна,  конечно, совпасть с В С. Н о  
это значит предполагать решительным образом суще
ствование движений, которые не изменяют ни  формы,  
ни размеров геометрических фигур, как мы  nосту
nали nри нашем nервом nостроении геометрии;  
тогда, в самом деле, становится очевидным,  что nер
вое nредложение о конгруэнтности является дока· 
зуемым .  

Таким образом, это доказательство Евклида, ка
залось бы, говорит вполне определенно за  то, что 
он был приверженцем идеи движения. Но тогда воз· 
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никает вопрос, почему об этом ничего не говорится 
в аксиомах и уже тогда во всяком случае было бы 
совершенно бесцельным его крайне искусственное 
решение задач 2 и 3, так как, пользуясь идеей дви
жения, их можно решить в двух словах. Если же 
р ассматривать N!! 4 как позднейшую вставку, то 
остается открытым вопрос, как относился сам Ев
клид к первому предложению о конгруэнтности, и 
вместе с тем остается существенный пробел в его 
построениях; без понятия движения доказать это 
предложение невозможно, и его приходится , как это 
мы сделали в нашем втором построении геометрии 
(с. 268-269) , включить в число аксиом. Во всяком 
случае,  заканчивая эти наши замечания, мы можем 
только сказать, что как раз в первых предложениях 
первой книги «Начал» возникает так много внут
ренних трудностей, что о достижении идеала ,  как мы 
его наметили выше, совершенно не может быть речи. 

Отсутствие аксиом р асположен ия у Ев кл ида ; воз· 
можность так н азы ваем ых геометрических соф измов. 
Но существенно более веским,  чем все эти проблемы 
и неясности, является другой упрек, который прихо
дится высказать по поводу изложения основ у Ев
клида ,  если прилагать к нему мерку его же соб
ственного идеала ,  не теряя при этом из виду наших 
современных знаний.  А именно, Евклид, если гово
рить сначала на  - привычном нам аналитическом 
языке, никогда не рассматривает своих геометриче
ских вел ичин (отрезки, углы, поверхности и т. д. ) 
со знаком ( ± ) , но всегда обращается со всеми ими 
как с положительными величинами;  он строит как бы 
аналитическую геометрию, в которой координаты 
и прочие величины входят только по модулю (абсо
лютному значению) . Следствием этого является то. 
что он не может достигнуть установления общезна
чимых теорем, но всегда должен проводить разли
чение отдельных случаев в зависимости от того, как 
именно в каждом конкретном случае расположены 
части фигуры. В качестве простого примера может 
служить так называемая обобщенная теорема Пи
фагора ,  которая на  нашем современном языке фор
мул гласит {рис. 1 32 )  

с 2  = а2 + Ь2 - 2аЬ cos у 
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и имеет место как для остроугольных, так и для ту• 
поугольных треугольников, так как мы можем соот• 
ветственно смыслу считать cos у положительной или 
отрицательной величиной. Но Евклид знает только 
положительное значение 1 cos у \ ,  и поэтому он должен 
в этих двух случаях применять две 
различные формулы 178) v 

с2 = а2 + Ь2 - 2аЬ 1 cos у 1 , lJ у 
с2 = а2 + Ь2 + 2аЬ 1 cos у 1. Р 

Естественно, что подобное разли· Рис. 1 32 
чение отдельных случаев стана· 
вится тем более сложным и запутанным, чем дальше 
мы идем. 

Можно, конечно, тот недостаток, о котором идет 
речь, формул ировать и чисто геометрически. Разли
чию в знаке при аналитическом изложении соответ· 
ствует в чистой геометрии различие в расположении. 
а именно, такого типа :  С лежит либо между А и В, 
либо вне отрезка АВ. Возвести полное логическое 
здание геометрии возможно только в том случае, 
если явно и отчетливо формулировать основные фак· 
ты этих отношений положения или так называемые 
«аксиомы расположения» ( аксиомы понятия «меж
ду») , как мы это уже подчеркивали в нашем и пер· 
вом, и втором построении геометрии .  А не выполнив 
этого, подобно Евклиду, мы  не достигнем идеала 
чисто логического овладения геометрией и должны 
будем всегда снова обращаться к чертежу для про· 
верки соотношений положения.  Итак, коротко гово
ря, наш упрек Евклиду состоит в том, что у него нет 
аксиом расположения. 

В действительности, лишь сравнительно недавно 
поняли, что следует четко формулировать определен· 
ные предположения относительно понятия «между». 
другими словами, что элементарно-геометрические 
величины следует снабжать, согласно известным 
условиям, знаком плюс или  минус. В начале моего 
курса (с. 29) , когда мы подробно занимались этим 
вопросом, я сообщил вам, что первое последовател ь
ное проведение правил знаков встречается в «Бари•  
центрическом исчислении» Мёбиуса ( 1827 г. ) .  Далее. 
в этом отношении представляет исторический и нте· 
рее одно место из письма Гаусса " Ф. Бояи 179). от1 
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6 .марта 1 832 г . ,  которое, однако, впервые стало изве
стным только в 1 900 г. , после его опубликования 
в восьмом томе  сочинений  Гаусса (с .  222) ; оно гла
сит : «При полном проведении такие слова ,  как 
«между», тоже следует сначала свести к ясным по
нятиям, что очень хорошо можно сделать, но чего 
я нигде не нахожу осуществленным». 

Первую точную геометрическую формулировку 
этих «аксиом расположения» дал М. Паш в 1882 г. 
в своих «Лекциях по новой геометрии» * ) . 

Прежде всего здесь впервые встречается такое 
предложение, которое мы уже р аньше отчетливо 

формулировали и использовали 
при нашем первом nостроении  гео
метрии: 

Если прямая пересекает одну 
какую-нибудь сторону треуголtн.и-

Рис. 133 ка, то она пересекает и одну из 
двух других его сторон. (рис. 1 33) . 

Не следует недооценивать значение этих аксиом 
р асnоложения ; они столь же важны, как и все дру
гие аксиомы,  если мы действительно желаем по
строить геометрию как логическую науку, которая 
не нуждалась бы неизбежным образом для установ
ления своих выводов в апеллировании к интуиции 
и чертежам после введения аксиом .(хотя такое аnел
лирование всегда будет, р азумеется,  побуждать и по
могать во время исследовательской работы ) . 

Евкл ид, у которого нет этой аксиомы, всегда вы
нужден возиться с р азличением частных случаев nри 
nомощи чертежей, а так как он, с другой стороны, 
придает та к  мало значения nравильиости геометри
ческого чертежа, то всегда nриходится оnасаться 
того, что ученик Евклида, nользуясь неверно начер
ченными фигурами,  nридет как-нибудь к ложным 
nредложениям. Так  возникают многочисленные так 
н азываемые геометрические софизмы; они являются 
формально правильными во всем nрочем доказатель
ствами неверных теорем , но только они базируются 
н а  nлохо начерченных, т. е .  противоречащих аксио
мам  расположения, фигурах. Я охотно приведу один 

" )  Р а s с h М. Vorlesungen iiber neuere Geometrie. - Leipzig, 1 882. 
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пример, который, наверное, многим из вас известен, 
а именно доказательство того, что всякий треуголь
ник является равнобедренным. 180) . 

Прежде всего nроводим биссектрису угла А и 
перnендикуляр в середине D стороны ВС. Если бы 
обе линии были параллельны, то биссектриса была 
бы nерnендикулярна стороне и треугольник был бы 
равнобедренным. Можно, следовательно, считать, что 
эти две прямые пересекаются, причем мы будем 
различать два случая в зависимости от того, нахо-
дится ли точка nересече- А ния О внутри или вне � 
rrреуrольника. F: Е; 

В обоих случаях м ы  
nроводим ОЕ и OF  пер- � nендикулярно к А С  и АВ -� и ,.еоединяем О с В и С. Р JJ С 

В nервом случае 
i;(рис. 134) горизонтально 
заштрихованные тре· 

Рис. 1 34 

угольники AOF и А ОЕ конгруэнтны, так как у них 
есть общая сторона А О, а углы nри вершине А ,  
а также nрямые углы nопарно равны;  отсюда 

AF = AE. 

Точно так же и вертикально заштрихованные 
треугольники OCD, OBD конгруэнтны, так как у них 
есть общая сторона OD, р авные стороны DC и DB 
и равные nрямые углы. Следовательно, ОС = ОВ, 
откуда, далее, заключаем, nользуясь р авенством 
ОЕ = OF, вытекающим из конгруэнтности nервой 
п ары треугольников, что незаштрихованные (nрям�
угольные) треугольники ОСЕ и OBF также кон
груэнтны ; nоэтому 

FB = FC, 

а сложение с nолученным раньше равенством и дает 
нам действительно равенство АС = АВ. 

Если же в другом случае точка О лежит вне тре· 
угольника (рис. 135) , то совершенно подобно преды
дущему убеждаемся в конгруэнтности трех пар со
ответствующих треугольников и находим, в част· 
н ости, 

AF = AE, FB = EC.  
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С помощью вычитания отсюда следует, как пока
зывает чертеж, что опять АВ = АС и , таким обра
зом, равнобедренность треугольников вроде бы до
казана  в каждом случае.  

В этом доказательстве неверен, действительно, 
только чертеж. А именно, прежде всего, точка О ни
когда не .может лежать внутри треугольника, и, да
лее, никогда не может иметь места расположение, 

А 

о 
Рис. 1 35 

изображенное н а  чертеже во втором случае, но всегда 
одно из двух оснований перпендикуляров Е, F 
должно лежать внутри, а другое вне той стороны 
треугольника, на которую опущен соответствующий 
перпендикуляр, как это изображено на  рис. 136. 
Итак , в действительности получается, н апример, что 

AB = AF - BF, АС = АЕ + СЕ = AF + BF, 

и мы никак не можем вывести заключения о ра
венстве. 

Этим софизм полностью разъяснен; совершенно 
аналогичным образом могут быть р аспутаны и мно
гие другие общеизвестные мнимые доказательства ;  
всегда в основу их аргументации кладутся непра
вильные чертежи с обратным действительному рас
положением точек и прямых. 

с Архимедова а ксиом а» у Евкл ида; отступление о 
« роговидн ых угл ах» как о неархимедовой системе. 
Подвергнув критике существенные недостатки в изло
жении Евклида, я хочу, с другой стороны, подчерк
нуть также одну из наибольших его тонкостей, кото
рая так же ускользала от внимания большинства 
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вышеупомянутых воодушевленных приверженцев Ев· 
клида , как и его ошибки. 

Я уже указывал , что в 5-й книге р ассматривается 
отношение (Лоуоо) любых двух геометрических ве· 
.1 ичин  а,  Ь ,  которое дает эквивалент общего понятия 
числа .  Но при этом Евклид четко формулирует, что 
он будет говорить об отношении двух однородных 
геометрических величин а ,  Ь только при одном 
определенном условии: а именно, только в том слу
чае,  если можно определить два целых числа т и п 
таким образом , чтобы было та > Ь и а < пЬ'. Вот 
его слова :  «Величины имеют отношение одна к дру
гой, если кратное каждой из них может превзойти 
другую величину». Теперь это требование н азыва ют 
аксиомой Архимеда, хотя это название исторически 
совершенно неправильно, так как им вл адел уже за 
долго до Архимеда Евклид и, вероятно, даже еще 
раньше Евклида Евдокс. В последнее время все чаще 
употребляется также название аксиома Евдокса. 

Эта архимедова аксиома играет в современных 
исследованиях по основаниям как геометрии ,  так и 
арифметики большую роль как один из важнейших 
постулатов непрерывности. Соответственно этому и 
мы уже несколько раз касались ее в нашем собствен
ном изложении. В частности , вы сразу поймете, что 
тот постулат нашего первого построения геометрии. 
согласно которому точки, получаемые из А при по
вторении векоторого параллельного переноса , остав
ляют позади себя всякую точку полупрямой (с. 249) ', 
по существу вполне совпадает с архимедавой аксио
мой. Но уже в первой части нашего курса * )  мы тоже 
nодробно говорили об этой аксиоме. Там мы назвали 
величину а, которая по умножении на любое конечное 
число п всегда остается меньше Ь, актуально беско� 
нечно малой по отношению к Ь или, н аоборот, Ь ак� 
туально бесконечно большой по отношению к а .  Та
ким образом, Евклид посредством своего требования 
исключает системы геометрических величин, которые 
содержат актуально бесконечно малые или беско· 
нечно большие элементы. Исключение подобных си · 
стем является действительно необходимым,  если хо· 
тят обосновать учение о пропорциях, которое ведь 

•) См. т, 1, с. 309-3 1 1 ,  
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в итоге является, как уже часто отмечалось, не чем 
иным,  как другой формой современной теории ирра
циональных чисел. Так что в данном случае Евклид 
( или, пожалуй, уже и Евдокс) поступает в основном 
так же - и это как раз и поразительно, - как посту
пают в современных исследованиях понятия числ а ,  
и при этом Евклид пользуется в точности теми са
мыми вспомогательными средствами,  которыми поль
зуемся и мы теперь. 

Мы лучше всего поймем значение аксиомы, о ко
торой здесь идет речь, если рассмотрим одну совер
шенно конкретную, не удовлетворяющую ей систему 
геометрических величин, которая особенно интересна 
еще и потому, что она уже в древности и в средние 
века была  хорошо известна и вызывала много спо
ров. Я имею здесь в виду так называемые роговид· 
ные углы, т. е. углы между кривыми, понимаемые 
в известном расширенном смысле. Когда мы  говорим 
теперь об углах, то всегда представляем себе углы 
между прямыми линиями и, в частности, понимаем 
под углом между двумя кривыми не что иное, как 
угол между их касательными (рис. 137) ; поэтому 

Рис. 1 37 

угол ме�ду кривой (например, окружностью) и ка
сательнои к ней при таком понимании всегда равен 
нулю.  При таком понимании все углы образуют, как 
известно, обыкновенную «архимедову» систему ве
личин,  в которой можно применять евклидову тео
рию пропорций и которые поэтому, говоря другими 
словами,  можно измерять при помощи простого ли
нейного ряда действительных чисел. 

В противоположность этому под роговидным уг
лом между двумя кривыми понимают (рис. 1 38}; 
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часть плоскости, заключенную между самими кривы· 
ми вблизи точки их пересечения ( или  касания ) . 

Как мы сейчас увидим, это определение приводит 
к неархимедову, т. е . не  удовлетворяющему аксиоме 
Архимеда , понятию величины. Ограничимся при этом 
углами, одной из сторон которых является пекоторая 
неподвижная прямая (ось х) и общей вершиной ко· 
торых служит начало координат О; другой же сто· 
роной пусть будет окружность (или также при изве· 
стных обстоятельствах прямая ) , которая  в точке О 
пересекает ось х или касается ее ( рис. 1 39 ) . Тогда 

Рис. 1 38 Рис. 139 

будет вполне естественным из двух роговидных углов 
назвать .меньшим тот, свободная (т .  е .  отличная от 
Ох) сторона которого при приближении х О в конце 
концов проходит под 1 8 1 ) свободной стороной другого, 
т. е . тот угол, который при этом в конце концов огра·  
ничивает более узкую часть плоскости 1 82) . Поэтому, 
н апример, угол, образуемый касающеюся окруж
ностью, всегда будет меньше, чем угол, образуемы й  
( с  осью х )  пересекающейся окружностью и л и  пря
мой:,  а из двух окружностей, касающихся оси х в 
точке О, окружность большего радиуса образует 
меньший угол, так как  она проходит под первой • 
.Ясно, что этим вполне определяется, какой из любых 
двух роговидных углов рассматриваемого типа мень
ше и какой: больше. Совокупность всех роговидных 
углов (имеющих ось х одной из своих сторон)  ока·  
зывается, как теперь говорят, просто ( или  линейно}! 
упорядоченным .множеством аналогично совокупности 
всех обыкновенных действительных чисел. 

Но чтобы обнаружить характерное р азличие меж· 
ду этими двумя множествами, мы  должны дать более , 
точные указания относительно измерения роговидных , 
углов. 



3 1 6  СИСТЕМАТИ!{А И ОБОСНОВАНИЕ ГЕОМЕТРИИ 

Во-первых, будем измерять угол, образуемый 
(с осью х) прямой, проходящей через О ,  в обьисн.о
вен.н.ой угловой мере; тогда каждый угол а, образуе
мый какою-нибудь окружностью, касающеюся оси х, 
будет по определению меньше любого сколь угодно 
м алого ( отличного от нуля ) прямолинейного угл а 
и уже это не может иметь места в обыкновенном чис
ловом континууме ни для какого а, отличного от 
нуля ,  и характеризует а как «актуально бесконечно 
м алую». 

Чтобы проследить это в связи с аксиомой Архи
меда, мы сначала должны еще дать для этих криво
линейных углов определение умн.ожен.ия н.а целое 
число. Если начать с рассмотрения окружности Р ?· 
диуса R, касающейся оси х в точке О, то вполне 
естественно приписать п-кратный угол касательной 
окружности радиуса Rfп. Действительно, это опреде
ление не противоречит предыдущему определению, 
поскольку по этому последнему углы касательных 

окружностей,  имеющих радиусы R, � , � , после

довательно увеличиваются. Таким образом, при умно
жении угла а какой-нибудь касательной окружности 
на  целое число всегда снова получаются углы tсаса
тельн.ых окружностей, и все эти кратные па остают
ся ,  согласно нашему определению, по необходимости 
меньше, чем, скажем, угол Ь, образованный векото
рой неподвижной секущей прямой, каким бы большим 
мы не брали  число п (рис. 1 40) . Итак, здесь аксиома 
Архимеда действительн.о н.е удовлетворен.а; поэтому 
углы касающихся окружностей нужно рассматривать 
как актуально бесконечно м алые по сравнению с уг
лом любой пересекающей прямой. Что же касается 
сложения двух таких углов, то в согласии с данным 
определением умножения угла на  целое число для 
выполнения его складывают обратные  величины ра
диусов, которые вообще служат здесь мерой ак
туально бесконечно м алых углов. 

Если же мы имеем произвольн.ую окружн.ость, про
ходящую через О (рис. 1 4 1 ) , то под углом ее (с осью х) 
можно понимать сумму угла ,  образуемого касательной 
к ней с осью х ( и  измеренного в обычном смысле) , 
и ее собственного актуально бесконечно малого угла  
с ее  касательной в только что определенном смысле. 
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Тогда можно сложение и умножение подобных углов 
свести к тем же действиям над их отдельными СJi агае
мыми ,  чем вполне определяется выполнение операцп ii 
над роговидными угл ами.  Но в этой области аксиом а 
Архимеда места не имеет; поэтому здесь оказываютсн 
недостаточными «Logoi» . (отношения)  или обыкновен· 

ь 

Рис_. 1 40 Рис. 1 4 1  

н ы е  действительные числа .  Вероятно, это хорошо было 
известно Евклиду (или даже Евдоксу) , и он вполне 
сознательно исключает подобные системы величин пu· 
средством своей аксиомы.  

Пользуясь современными средствами ,  можно су
щественно расширить область этих роговидных углов , 
причем определения еще более обобщаются и одно
временно упрощаются, а именно, для этого нужно 
рассм атривать все аналитические кривые, проходя
щие через О. Каждая такая кривая изображается 
степеннЫм рядом 

У1 = а1х + Р 1Х2 + у1х3 + • • •  , 

У2 = а2х + P2x2 + v2x3 + • • • 

Мы будем говорить, что угол, образованный кривой 1 
с осью х, больше или меньше угла ,  образованного 
кривой 2 с тою же осью, в зависимости от того, бу
дет ли а1 > а2 или а 1 < а2 ; если же а1 = а2, то 
решение вопроса зависит прежде всего от соотноше
ний Р1 > Р2. Р 1 < Р2. а в случае, если Р 1  = �2. то от 
соотношений 'V I  > v2. 'V I  < у_2 и т. д. Ясно, что этим 
мы расположили углы всех аналитических кривых в 
одно определенное линейно упорядоченное множе· 
ство, в котором, очевидно, содержатся также и углы 
окружностей, расположенные определенным выше 
образом, 
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Теперь мы можем: условиться считать п-кратн.ой 
величиной угла кривой 1 с осью х тот угол, который 
обр азует с осью х кривая, определяемая рядом ny1 = 
= na1x + n�1x2 + . . .  , полученным . из ряда для у, 
умножением его н а  n. 

Прежде мы  должны были применять более слож
ную операцию, чтобы не выйти за пределы совокуп
ности окружностей,  а именно, м ы  заменяли касатель
ную окружность радиуса R с р азложением I ВЗ )  

х2 х4 
У = 2/f + 8R3 + " ' 

окружностью радиуса -ll : n 

что в действительности только для первого члена 
разложения является умножением на n. Но и по 
новому более простому определению мы получаем 
снова неархимедову систему величин:  кривая, разло
жение которой н ачинается с х2 (а2 = 0) , по умишке
нии на  сколь угодно болыпое n всегда будет образо
вывать угол меньший, чем угол кривой, в разложении 
rшторой а1 положительно. По существу, мы здесь по
вторили в несколько более наглядной форме только 
то, что мы уже проделали в первом томе * ) . В раз
ложении в степенной ряд 

у = ах + �x2 + vr + . . .  

последовательные степени х, х2, х8, • • •  играют при 
этом толковании просто роль актуально бесконечно 
м алых величин р азличного все возрастающего по
рядка. 

Интересно, что последовательность роговидных 
углов можно уплотнить еще более, если  присоеди
нить к н.ей некоторые н.еан.алитические кривые. Но 
только, чтобы было возможным сравнение по вели
чине, они не  должны бесконечно часто осциллировать 
(т. е. иметь бесконечно много колебаний ) или, выра
жаясь точнее, не должны иерееекать какую-либо 

* )  Ср. т .  1 ,  с. 309-3 1 1 ,  где подобные величины различных 
nорядков обозначены через 1'], �. , , , 
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аналитическую кривую бесконечное число раз.  До
статочно будет привести здесь в качестве примера 
к ривую у =  e-lfx•. Она,  как известно, обладает тем 
свойством, что все ее производвые обращаются в 
нуль при х = О (так что в этом месте ее вообще 
нельзя разложить в степенной ряд) ; поэтому она 
в конце концов оказывается под любой аналитической 
кривой. Следовательно, хотя мы уже раньше имели  
линейно упорядоченное множество роговидных 

'
углов, 

теперь мы имеем еще один роговидный угол, кото
рый вместе со всеми своими конечными кратными 
меньше, чем угол любой аналитической кривой 
с осью х! 

Общие выводы. На этом мы закончим эти сооб
ражения и,  вообще, наше изучение Евклида. Я только 
резюмирую в заключение в виде нескольких поло
жений то суждение о «Началах» Евклида, к которому 
нас приводят все эти размышления : 

1 .  Великое историческое значение «Начал» Ев· 
клида состоит в том , что они передали последующим 
временам идеал полной (не имеющей пробелов) ло
гической обработки геометрии. 

2. Что касается выполнения, то многое проделано 
очень тонко, но многое другое оказывается принци
пиально отсталым с точки зрения наших современных 
взглядов. 

3. Многочисленные важные детали - в том числе  
в начале первой книги - вследствiJе иенадежиости 
текста остаются сомнительными. 

4. Все изложение оказывается часто излишне тя
желовесным, так как Евклид не имел в своем р аспо
ряжении готовой арифметики. 

5. Вообще, одностороннее подчеркU'вание логиче· 
ского затрудняет понимание всего содержания в це
лом и его внутренних связей. 

Наше собственное отношение к обоснованию гео· 
метрии я хочу охарактеризовать еще тем, что я еще 
раз сопоставлю те две точки зрения, которые уже 
фигурировали в различных местах. 

Одна из них связана с тем ,  что м ы  можем по· 
строить геометрию совершенно р азличными путями.  
Два таких пути мы рассмотрели более подробно. При 
одном построении м ы  выдвигали на  первое место по
нятие группы движений, в частности группы парал· 
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лельных переносов, а при другом начинали с аксиом 
конгруэнтности и отодвигали параллельность на су
щественно более позднее место. 

Это противопоставление очень хорошо оттеняет 
ту свободу, какую мы имеем при  аксиом атическом 
обосновании геометрии.  И как раз это следует здесь 
еще раз особенно подчеркнуть ввиду тех нетерпели
вых утверждений, с которыми часто приходится встре
чаться в этом вопросе и которые имеют целью выста 
вить то или иное основное понятие, отвечающее вкусу 
автора ,  как абсолютно простейшее и единственно при
годное для обоснования ' геометрии. В действитель
ности же источником всех геометрических основных 
понятий и аксиом является наивное .геометрическое 
созерцание (интуиция ) .  Из этого созерцания мы чер
п аем те данные, которые затем кладем в надлежаще 
идиализированном виде в основу логической трак
товки предмета . Но для решения вопроса о том, на 
чем же именно следует остановить свой выбор, не 
может существовать никакого абсолютного критерия, 
и царящая здесь свобода ограничивается только тем 
единственным требованием, чтобы система аксиом 
действительно достигала своей цели, т .  е . гаранти
ровала построение геометрии без логических про
белов. 

Другое замечание касается нашего отношения 
к аналитической геометрии и нашей критики, направ
ленной против некоторых традиций, ведущих начало  
от  Евклида, которые давно уже не соответствуют со
стоянию м атематических наук и поэтому должны 
быть устранены, наконец, из школьного преподава
ния .  У Евклида геометрия благодаря своим аксио
мам является строгим основанием для общей ариф
метики, охватывающей также и иррациональные чис
ла. Это nодчиненное nоложение арифметики по от
ношению к геометрии оставалось в силе даже еще 
в X I X  столетии,  но с тех пор н астуnил полный пе
реворот. 

В настоящее время как раз арифметика достигла 
первенства в качестве действительно основной дис
циплины, и это является фактом, с которым прихо
дится считаться при построении научной геометрии, 
т. е .  геометрия должна опираться на  результаты, по
лучаемые в арифметике. 
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В этом именно смысле следует оценивать то отно

шение к аналитической геометрии, которого м ы  при
держивались при нашем обосновании, да я вообще 
мы принципиально пользавались средствами анализа, 
трактуя геометрические вопросы .  

На этом мы закончим наши соображения, касаю
щиеся теорий  чистой геометрии ;  надеюсь, что они 
дали вам желательный обзор всей этой области, по
скольку она имеет хотя бы малейшее отношение 
к нуждам школы. А теперь в заключение я хочу, со
гласно моему обещанию, остановиться еще немного 
на  вопросах преподавания геометрии. 



О П Р Е П О Д А В А Н И И  Г Е О М Е Т Р И И  

Зн ачен ие исторического подхода. Здесь наше изло
жение  будет иметь существенно исторический харак
тер еще в большей степени, чем в соответствующих 
р азделах первого тома ,  так как геометрия в соответ· 
ствии с ее почтенным возрастом в качестве науки 
имеет за собой также и в качестве предмета препо
давания такую старую традицию, как ни одна из 
р анее рассмотренных нами дисциплин. Если в одних 
отношениях эта традиция  представляет собой пре· 
имущество ,  то з ато в других отношениях она таит 
в себе серьезные опасности. Действительно, в настоя
щее время на преподавании геометрии болезненно 
сказывается как раз бремя традиции, в силу которой 
многие его части, потерявшие жизнеспособность, так 
прочно в нем укоренились, что с трудом поддаются 
удалению и даже з атрудняют всячески появление 
новых здоровых областей. 

Чтобы понять современную структуру преподава· 
ния геометрии, приходится вернуться ко времени воз
рождения научной деятельности, к эпохе Ренессанса 
в самом широком смысле слова (начиная с 1 200 г. ) .  

Естественно, что тогда исходным пунктом послу· 
жили творения древних и что, в частности, «Начала» 
Евклида изучались как введение в геометрию. К это· 
му присоединялось также изучение прочих известных 
тогда частей геометрии древних, т. е. в первую оче
редь архимедова вычисления n и учения о конически." 
сечениях Аполлония, и ,  наконец, интерес к построе
ниям при помощи циркуля и линейки, восходящий 
к школе Платона. Выбор этого геометрического ма·  
тернала является, конечно, чрезвычайно односторон
ним: не только разработка применений, но и форми· 
рование пространствеиных представлениИ были со
вершенно оттеснены на задний план,  и все внимание 
было сосредоточено исключительно лишь на  аб-
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страктно логической стороне геометрической дедук
ции. Но при этом удивительно то, что не  только ис
следователь, ученый изучал геометрию в таком на 
правлении, но что выработался взгляд, согл асно ко
торому «Начала» Евклида являются подходящим 
учебником для н ачального преподавания! Каким бы 
естественным ни было для того времени такое сме· 
шение понятий (ведь кроме Евклида тогда ничего 
другого и не имели) , но оно, конечно, не соответство
вало мнению самого Евклида, так как его «Начала»  
произошли, что никогда не будет лишним отметить. 
из университетских лекций и менее всего являются 
учебником ,  предназначенным для  десятилетнего ре
бенка. И тем не менее это недоразумение оказывало 
свое действие существенным образом вплоть до на
шего времени , как мы  еще не раз увидим .  

Современные представления и требован ия.  Спросим 
себя прежде всего, какие именно требования следует 
предъявить в настоящее время к здоровому школь
ному преподаванию геометрии. 

1 )  Всякий согласится, конечно, с тем ,  что здесь 
психологические соображения должны играть суще
ственно руководящую роль. Преподавание не мqжет 
зависеть от одного лишь (учебного) м атериала,  но 
должно прежде всего считаться с подлежащим обуче
нию субъектом .  Один и тот же вопрос мы будем из
лагать шестилетнему ребенку иначе, чем десятилет
нему, а этому последнему опять-таки не так, как 
взрослому человеку. В частности, в применении 
к геометрии это означает следующее: в школе всегда 
сначала следует апеллировать к живому конкретному 
созерцанию и позволительно лишь постепенно выдви
гать н а  первый план логические элементы; вообще,  
единственно правильным является генетический ме
тод, при котором ученик, не спеша, свыкается с изу
чаемыми вещами. 

2 ) Что касается подбора материала; то следует 
стараться выбрать из всей области чистой и приклад
ной геометрии такие части, которые представляются 
соответствующими целевой установке геометрии в 
рамках всего преподавания, не поддаваясь при этом 
влиянию исторических случайностей .  Никогда не бы
вает излишним повторять такого рода общие требо
вания ; если  даже всякий склонен соглашаться с ними 

1 1 *  
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в теории ,  то на деле с ними достаточно часто не счи
таются. 

3) Что касается общей цели преподавания, то я 
н е  могу входить здесь в рассмотрение тех более тон
ких нюансов, какими взаимно отличаются разные 
виды школ. Достаточ но отметить, что эта цель в выс
тей степени з ависит от культурного направления 
данной эпохи. И, конечно, не будет защитой плоского 
утилитаризма ,  если  мы скажем,  что цель современной 
школы состоит в том , чтобы сделать широкие круги 
способными морально и умственно к сотрудничеству 
в современной культурной р аботе, направленной 
главным образом на практическую деятельность. По
этому, в частности, для  преподавания м атематики 
представляется необходимым все более и более при
нимать во внимание естествознание и технику. 

4 )  Предложить какой-нибудь определенный выбор 
материала я, конечно, не могу; это - дело учителя
практика,  который имеет богатый собственный опыт 
преподавания.  Настоящий курс должен, как я это 
уже не раз  подчеркивал раньше, лишь подготовить 
такой выбор,  поскольку он дает вам в руки в виде 
обзора всей чистой геометрии тот материал, который 
поможет вам впоследствии составить свое собствен
ное веское м нение по этому вопросу. 

5) Я желал бы отметить здесь еще только одну 
полезную методическую точку зрения, а именно, уже 
неоднократно упомянутую тенденцию к слитному пре
подаванию планиметрии и стереометрии, цель кото
рого - помешать одностороннему усовершенствова
нию в планиметрии при одновременном пренебреже
нии к развитию трехмерной пространствеиной интуи
ции. В том же смысJiе надо понимать также и требо
в ание слитного преподавания арифметики и геомет
рии: я не считаю желательным полное слияние этих 
областей ,  но они не должны быть столь резi<о р азгр а�  
ничены, как это часто теперь происходпт в ш коле. 
Весь уклон этого и прошлого мое1·о курса показывает, 
как, на мой взгляд, все это следует поним ать. 

Действительная школьная прак,тика оказывается 
с точки зрения этих м ыслей и требований во многих 
отношениях совершенно неудовлетворительной. Труд· 
но, конечно, произнести один общий пр иговор, та к 
как даже в пределах одной стр аны практика ме-
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няется от школы к школе и даже от учителя к учи
телю. Но все же я считаю возможным установить 
небольтое число в общем и целом действительно 
наблюдаемых черт, хотя в ответ на каждое от
дельное обвинение можно, несомненно, указать на  
м ножество случаев, в которых оно совершенно непри
ложимо. 

1 .  Прежде всего я nолагаю, что слияние различ· 
ных областей проведено в преподавании в настоящее 
время еще слишком слабо; в подтверждение я при
веду несколько примеров, которые, б ыть может, свя· 
заны для вас с живыми еще воспоминаниями.  

а)  Проектирование и изображение пространствеи
ных фигур, имеющие, несомненно, чрезвычайно важ
ное значение, в современном преподавании геомет
рии не занимают надлежащего места. Правда , 
внешне {)НИ включены в учебный курс,  но внутренне 
не переплетены с ним.  В связи с этим то, что назы
вают духом новой геометрии, не занимает в препода
вании подобающего ему положения; я имею в виду 
ту идею о подвижности всякой фигуры, благодаря 
которой удается каждый раз перейти от частного 
случая к пониманию общего характера  геометриче
ских образов. И хотя отдельные главы «новой гео

метрии», как, например, учение о гармонических точ
ках и трансверсалях, и вошли в программу, но то, 
что своеобразный метод новой геометрии позволяет 
охватить одним взгл ядом,  в школе обыкновенно изл а 
гают по  з а стывшей евклидавой схеме,  расчленяя на  
множество частных случаев. 

Ь) Гео..метрию и арифметику в школе обыкновенно 
искусственно отделяют одну от другой ;  поучительный 
пример этого представляет уже упомянутый выше 
: (с .  296) способ изучения теории пропорций, которые 
рассматривают сначал а  арифметически, а затем 
часто даже без всякой связи с предыдущим мате
риалом - в геометрической форме. 

с )  Аналитическая геометрия с ее основным поло
жением,  что функция у =  f (x) изображает кривую, 
несомненно, доступна поним анию детей уже н а  ран
ней ступени, и она могла  бы и должна была  бы про
низывать в дальнейшем все преподавание геометрии. 
Вместо этого ее надстраивают в виде нового отдеJI Ь
ного здания над rотовым зданием геометрии и после 
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того, как уже однажды проработали «синтетически� 
(в духе древних! ) конические сечения, показывают, 
как можно все получить гораздо проще при помощи 
«новой дисциплины» - аналитической геометрии. При 
этом,  конечно, не учитывается то более глубокое воз
зрение современного исторического исследования,  со
гласно которому идеи аналитической геометрии  по 
существу имелись уже у Аполлония 1 84 ) . 

Кр итические з ам ечан ия о тр ади ционной постановке 
п реподав ани я . 

2. Теперь я хотел бы бросить взгляд на  то, какие 
научные последствия имело это сохранение в препода
вании исторически сложившейся изолированности от
дельных областей. Конечно, элементарная геометрия 
даже в ее вызывающей мои нарекания изолированно
сти во многих случаях дает повод к постановке науч� 
ных проблем.  

Я не могу, к сожалению, останавливаться здесь 
н а  положительной стороне возникающих при этом 
интересных проблем и должен, наоборот, ограничить
ся подчеркиванием некоторых нелепостей, возникших 
в результате изолированного положения элементар
пой геометрии вдали от общего р азвития м атематики. 
Оказывается, что некоторые вопросы, представляю
щие с высшей точки зрения лишь весьма незначитель
ный интерес, получили очень широкое развитие и 
тоже вошли в школьное преподавание. 

а )  В этом отношении я должен прежде всего упо
мянуть о дисциплине, носящей в школе название ал
гебраической геометрии (в России ее чаще называли 
приложепием алгебры к геометрии) , которая учит 
сначала вычислять элементы треугольника или дру· 
гих фигур, а потом уже строить их каждый в отдель� 
ности. Чтобы получить мерило ценности этой области, 
спросите себя,  приходилось ли вам  когда-либо поль
зоваться ею в высшей школе или могли ли  бы вы 
там ею воспользоваться? Наверное, нет; мы имеем 
здесь дело с боковой веточкой, которую искусственно 
культивировали р ади нее самой и которая никогда не  
вступала в живой контакт с другими ветвями 
науки 1 85 ) . 

Ь) Пользуется славой также область, посвящен� 
пая построению треугольников ( отдел так н а зывае� 
мых «задач на построение») .  Весьма  хорошо и по .. 
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лезно вообще заниматься построением фигур, и я 
сам, конечно, всегда рекомендую пользоваться во 
всех областях графическими методами. 

Но в школе ограничиваются почти исключительно 
построением, треугольников и притом лишь задачами .  
разрешимыми при  помощи циркуля и линейки. Ка к 
известно, можно получить множество р азнообразней 
ших задач этого рода , частью очень трудных, ecmr 
выбирать три данных элемента треугольника самым: 
р азличным и к тому же,  как удачно было сказано, 
«возможно более нецелесообр азным образом». 

При этом действительному выполнению найденных 
построений часто не придают никакого значения, и 
они фактически оказываются в большинстве случаев 
слишком сложными для практики по причине искус
ственного ограничения в средствах (инструментах ) .  
Конечно, с такими построениями связаны также тео
ретически очень интересные и глубокие вопросы ; не
которые примеры р ассмотрены нами в первом томе 
этой книги 1 86 ) , я имею в виду алгебраические дока
зательства невозможности, которые показывают, по
чему при некоторых построениях (например, при по
строении правильного семиугольника или при деле
нии произвольнога угла на  три части) как раз не
возможно обойтись 1 олько циркулем и линейкой. Но 
в школе об этом часто не говорится даже в форме 
намека, и ,  таким образом, у многих людей снова 
и снова создается убеждение в разрешимости вся 
кой геометрической задачи с помощью циркуля и л н 
нейки. В этом,  я думаю, надо искать объяснение 
того, почему никогда не вымирает толпа  тех искзте
лей квадратуры круга и трисекции уtла ,  о которых  
я уже говорил вам в прошлом семестре. 

с) Наконец, я должен еще упомянуть о так н а з ы 
ваемой геометрии треугольника, т. е. об учении о «за
мечательных» точках и прямых в треугольнике,  ко
торое получило совершенно особое р азвитие в каче
стве самостоятельной дисциплины в недрах школь
ной .математики 1 87 ) . И в этом случае вы  должны 
будете согл аситься со мною в том , что эта область 
настолько же отступает на  з адний план  при дальней
шем изучении математики, наскоJ1ько она обыкно
венно выдвигается вперед в школьном преподавании. 
Выше было уже объяснено, в каком угоJiке проектив· 
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ной геометрии имеется место для этой геометрии тре· 
угольника (ер. с. 242-243) : речь идет о теории инва· 
риантов тех плоских фигур, которые состоят из трех 
произвольных точек и из обеих мнимых циклических 
точек их плоскости, следовательно, действительно, 
о чем -то совершенно специальном.  

Если м ы  желаем,  кроме этих критических заме
чаний общего характера ,  рассмотреть детально со
временные формы преподавания геометрии,  то нам 
придется изучить порознь его развитие в разных 
странах, так  как оно сложилось, конечно, в них со
вершенно различным образом ; при этом мы вынуж
дены,  разумеется, ограничиться здесь лишь важней
шими культурными странами,  хотя бы Англией, 
Францией, Италией и Германией. 

1. ПРЕПОДАВА Н И Е  В А Н ГЛ И И  
Традицион ны й ти п преподавания и экзаменов. 

В Англии преподавание геометрии дольше всего на
ходилось во власти средневековой евклидавой тради
ции ,  которая там отчасти чувствуется еще и по сей 
день. Такое положение вещей обусловливается орга
низационными формами английских экзаменов. Пре
красный принцип,  согласно которому учиться сле
дует независимо от экзаменов, как и многие другие 
прекрасные принципы, к сожалению, нигде не прово
дится в жизнь. В Англии к тому же господствует 
замечательная система строго централизованного эк
замена наряду с совершенно невависимой частной 
(приватной) организацией отдельных школ. У нас же 
как раз наоборот : у нас в каждой отдельной школе 
ученика экзаменуют учителя,  хорошо его знающие, 
nричем в значительной степени должна учитываться 
индивидуальность ученика.  Но зато мы имеем едино
образные учебные пл аны, которые содержат опреде
ленные общие директивы относительно материала и 
методов преподавания во всех школах. В противо
положность этому в Англии отдельные школы яв
ляются частными учреждениями ,  которые пользуются 
почти неограниченной свободой действий и по всей 
своей организации бывают самого различного типа. 
Но экзаменовать своих учеников они не имеют права. 
Установлено, как принцип, что экзаменатор не з н ает 
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и даже не видит экзаменующегося и совершенно схе
матически проверяет и оценивает только письменную 
работу ученика и что исключительно от результата 
этой проверки зависит исход экзамена.  В Лондоне, 
в К:ембридже и в Окефорде находятся большие эк
заменационные комиссии,  в которых подвергаются 
испытанию абитуренты со всей страны.  

Так, например, в Лондоне, как сообщил мне один 
из главных экзаменаторов, ежегодно держат экза 
мены 24  000 учеников, и все они  получают одни и те 
же задачи, одн·и и те же вопросы. Для просмотра 
этих задач экзаменатор имеет 30 ассистентов, каж
дый из которых должен, следовательно, исправить 
800 раз одну и ту же по содержанию работу. Никто 
бы, конечно, не взялся за такую работу, если бы она 
не оплачивалась очень хорошо. 

В преподавании математики такой своеобразный 
метод возможен лишь в том случае, если имеется 
один стандартный учебник, известный каждому эк
заменующемуся и служащий для экзаменатора  осно
вой для его вопросов. Роль такого стабильного ру
ководства в Англии по отношению к геометрии с дав 
н и х  пор исполняют «Начала»  Евклида. Понятно, что 
при такой системе один и тот же учебник и один 
и тот же метод преподавания должны были сохра 
няться долгое время без существенных изменений и 
что вообще при ней всякая реформа  сопряжена с ве
личайшими трудностями. Ведь экзаменационное на 
чальство не  может само  по себе реорганизовать ха 
рактер преподавания во всей стране, так как это 
начальство не имеет никакого официального влияния 
на  характер преподавания;  с другой стороны, экза 
менаторы едва ли могут при массовом характере 
экзаменов учесть индивидуальные особенности каж
дой отдельной школы ,  которая пожелала бы испро
бовать самостоятельно новые методы преподавания. 

Посмотрим теперь, что представляет собой по
добный английский школьный Евклид. Здесь передо 
мной издание Потса * ) ,  которое в последние десяти
летия пользовалось особенным р аспространением. 
Оно содержит, что очень характерно, только книги 1 1  
и 12  (начала стер�ометрии и метод исчерпывания ) , 

*) Р о t t s R. Euclid, elements of geometry. - London, 1 869. 
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и все это в дословном nереводе. К этому материалу 
'добавлены объяснительные и отчасти исторИческие 
nримечания, а также задачи. Отсутствуют, следова
,:rельно, из книг, составляющих «Начала» Евклида, 
арифметические книги (7-9) , классификация ирра· 
циональностей (книга 10) и правильные тела (кни
га 1 3 ) . Имеющийся м атериал по тр адиции заучи
вается в английских школах более или менее наизусть 
с тем ,  чтобы н а  экзамене каждый имел его наготове 
в голове. Чтобы охарактеризовать этот метод, Перри 
сдел ал однажды такое з абавное замечание: «Какой 
здоровой должна быть английская натура,  если она 
оказалась в состоянии в течение веков выносить 
столь неподходящий метод обучения». Конечно, чув
ствовалась необходимость принять во внимание так
же и результаты современного, далеко опередившего 
!Евкл ида исследования. Но этого думали достичь 
тем ,  что их насильно втискивали в неподвижную ев
клидову форму, причем , естественно, утрачивался 
в значительной степени самый дух новой науки. 
1В качестве пример а возникших таким образом так 
н азываемых продолжений Евклида я могу отметить 
книгу Кэзи * ) , трактующую в таком именно виде на
чатки проективной геометрии. 

« Ассо ци ация содействия улуч шен ию преподавания 
геом етр и и ». Естественно, что в конце концов возник
Ji а реакция против этой застывшей системы. Начало 
ей положил в 1 869 г .  великий английский математик 
Сильвестр , а в 1874 г .  была основана «Ассоциация 
содействия улучшению преподавания геометрии». 
После долгих р абот это общество издало, наконец, 
новый стандартный учебник «Элементы плоской гео
метрии» (Лондон, 1 884, 1 888) . По существу это про· 
сто несколько выравненная и сглаженная обработка 
nервых шести книг «Начала»  Евклида. Так, напри
мер,  там устранены те шероховатости в начале пер 
вой книги, на  ко1. орые м ы  сетовали, для чего после
довательно выдвигается на первое место понятие дви
жения. Но в общем сохранены как порядок, так 
и выбор м атериала по Евклиду, опять-таки учитывая 

* )  С а s у J. А sequel to the first 6 books o f  the elements o f  
Euclid,  containing an easy introduction modern geometry. - Dub
lin, 1 900. 
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экзаменационные требования. Таким образом , полу
чил ась довольно-таки скромная nопытка реформы,  
и тем не  менее она встретила резкое противодей
ствие со стороны nриверженцев старой евклидавой 
системы. В виде иллюстрации укажу довольно з а
бавно написанную книжку Додгсона «Евклид и его 
современные соперники» * ) . Автор з атевает с Ассо
циацией в буквальном смысле слова судебную тяжбу; 
он выводит на сцену не более и не менее как адского 
судью Миноса, перед которым выступают Евклид 
и его современные соперники, т. е. составители но· 
вейших учебников, с Лежандром на  nервом месте. Но 
одному только Евклиду удается при  этом ловко nа
рировать удары,  тогда как все nрочие,  и в особенно .. 
сти улучшатели Евклида из ассоциации, скоро исчер .. 
nывают все свои аргументы. 

Я не могу вдаваться здесь в детали и хотел бы 
только отметить одно обстоятельство, имеющее более 
общее значение и встречающееся также и в литера•  
туре других стран. А именно, очень многие из тех, 
кто пишет по вопросам nреподавания, знакомы nочти 
исключительно со школьной литера турой своей соб• 
ственной страны и не имеют никакого понятия ни 
о параллельных стремлениях в других странах, ни 
об успехах чистой науки в соответственных областях. 
т .  е .  в данном случае по основаниям геометрии .  Это 
отчетливо видно у Додгсона ,  который упоминает 
исключительно, если  не считать Лежандра ,  стоящего 
у него особняком,  только английских авторов учебной 
литер атуры и совершенно не nринимает во внимание 
успехов научных исследований по воnросам обосно• 
в ания геометрии .  Такое явление nриходится часто 
наблюдать ; сравнительные обзоры nреnодавания в 
различных национальных школах, nодобные тому; 
который мы здесь даем, распространены еще далеко 
не достаточно. 

П ерри и его стремления. Несравненно больший 
успех, чем описанная деятельность Ассоциации. 
имело другое движение в пользу реформы, носившее, 
можно сказать, прямо·таки революционный характер 
и связанное с именем Перри.  Джон Перри был инже• 
нером и преподавал в одном из самых больших тех• 

*) D о d g s о n. Euclid and his modern rivals. - London, 1 883. 
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нических институтов в Лондоне .  Он положил начало 
мощному движению, которое самым энергичным об
р азом восстало против односторонней логической тре
нировки путем изучения Евклида и желало з аменить 
ее  преподаванием ,  базирующимся исключительно на  
наглядных представлениях, которые должны прежде 
всего привести учащегося к полному овладению ма 
тематической техникой. Перри известен больше всего 
как составитель учебников, имеющих целью помочь 
инженерным кругам практически овладеть исчисле
нием бесконечно малых. Здесь следует назвать в 
особенности его небольшую книжку «Практическая 
м атем атика» * ) ,  которая составилась из лекций для 
р абочей аудитории и пытается в очень искусной и 
увлекательной форме сделать доступными для широ
кой публики идеи системы  координат, функции и т. д., 
постоянно пользуясь практическими примерами.  

Все это, собственно, не есть геометрия, но под 
влиянием Перри была сделана попытка реформиро
в ать преподав ание также и в этой области путем 
введения так называемого лабораторного метода. 
При работе по этому методу начинают с того, что 
изучают вещи в их практическом применении, напри·  
мер чертят и измеряют кривые на  миллиметровой бу
м аге ,  учатся пользоваться планиметром и т. д. О ло
гических выводах и доказательствах не говорится 
вовсе или ,  во всяком случае ,  их отодвигают на самый 
з адний план.  В центре внимания стоит только прак
тическое уменье. Мы имеем здесь перед собой, соб
ственно говоря, наибольшую противоположность, ка 
кую только можно представить себе , методу Евклида . 
Эти устремления полностью отразились в учебнике 
Харрисона «Пр актическая геометрия на плоскости 
и в пространстве для учащихся в начальных шко
л ах» * * ) , который, действительно, начинается с описа
ния всего того, что требуется для черчения: чертеж
ная бумага,  чертежная доска, игла для отметки то
чек, карандаш и т. д. З атем даются практические 
указания ,  относящиеся к черчению; говорится о том , 
как проверяют прямолинейность линейки, правиль-

"') Р е  r r у J. Practical mathematlcs. - London, 1 899. **) Н а r r i s о n. Practical plane and solid geometry for ele· 
mentary students. - London, 1903. 
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ность прямого угла,  и таким образом, та к сказать, 
чисто эмпирическим путем развивается учение о про
стейших плоских геометрических образах, постоянно 
предпосылая действительное выполнение чертежей 
и опираясь на живую интуицию. Несколько дальше 
этой совершенно элементарной книжки идет «Прак
тическая геометрия на плоскости и в простр анстве 
для учащихся старших классов, включая графиче
скую статику» Харрисона и Бексеидала * ) , которая 
таким же эмпирическим методом доводит изложение 
вплоть до начертательной геометрии и до методов 
графических расчетов. Очень интересны также те 
дискуссии,  которые вызвал Перри  на съездах бри
танской ассоциации - английского учреждения,  по
добного нашему немецкому обществу «Съезды есте
ствоиспытателей», - в Глазго и в Йоханнесбурге 
( 1 90 1  и 1905) и которыми он достиг широкого воз
действия на  преподава ние в Англни .  

Я считаю эти тенденции Перри ,  несомненно, очень 
подходящими для начальных школ второй ступени 
и для низших и средних профессиональных школ , 
которые должны готовить практически кв алифициро
ванных рабочих и младших техников. Но для сред-
1tих школ исключительное подчеркивание практиче
ских моментов, свойственное движению Перри ,  пред
ставляется мне недостаточным, хотя оно, несомненно,  
дает ряд весьма ценных импульсов . Мы не считаем 
возможным совершенно отказываться от выработки 
логического мышления в процессе обучения мате
матики, и нам представляется желательным скорее 
hечто среднее между обеими возможными крайно
стями с тем ,  чтобы наряду с интуитивным построе
нием геометрии, исходящим из практического опыта , 
логические доказательства тоже не оставались в 
загоне .  

Н е которые учебники, уч итывающие требовани я  
реформы.  К такому компромиссу, по-видимому, дейст
вительно приближаются под давлением движения 
Перри экзаменационные власти в Окефорде и Кем
бридже, ка к это видно из новых экзаменационных 

* )  Н а ' r  r 1 s о n, В а х а n d а 1 1 . Pract ica1  p 1ane a n d  sol id 
geometry for advanced students inc1uding gra phic statics. - Lon
don,  1 903. 
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правил 1904 г. В соответствии с ними написан новый 
учебник Годфрей и Сиддонса «Практическая и тео
ретическая элементарная геометрия» * ) , который по 
сравнению с «Началами» Ассоциации является зна
чительным шагом вперед. Начинается учебник с вве
дения, основывающегося на интуиции, предназначен
ного для первой ступени и представляющеrо собой 
геометрическую пропедевтику, подобную той, кото
р ая у нас применяется всюду уже с давних пор, но 
которой в Англии раньше почти не знали. Затем 
идет логическое построение геометрии, которое по 
материалу и по форме, конечно, тоже сильно напо
минает Евклида, но в подходящих случаях проник
нуто также и новыми идеями, - например, понятие 
площади фигуры впервые вводится с помощью того, 
что фигуру вычерчивают на .миллиметровке и счи
тают число охватываемых ею квадратиков . Эта книга ,  
свидетельствующая о начавшейся, наконец, медлен
ной модернизации английского преподавания, сразу 
же получила невероятпае распространение ( как и 
вообще на  английском книжном рынке :  при гигант
ском спросе английской  колониальной империи при
ходится иметь дело с совершенно другими цифрами, 
чем у нас в Германии ) . 

Общему консервативному характеру английского 
школьного дела не противоречит то, что отдельные 
авторы р азвивают крайне свободные и интересные 
взгляды н а  преподавание, не желая и не имея воз
можности вместе с тем ввести непосредственно 
в жизнь какое-либо изменение организационного ха
рактера .  В качестве примера я назову книгу Бремд
форда * *) ,  которая содержит очень интересные иссле
дования п9 вопросу о психологических условиях пре
подавания и с особенным вниманием относится 
к параллелизму, имеющему место между историей 
р азвития ребенка и историей человеческого рода;  при 
этом математическое понимание ребенка, к которому 
должно обращаться первоначальное обучение, ста
вится в параллель с математикой диких племен. 

* )  G о d f r е у, S i d d о n  s. Elementary geometry practical 
and theoretical . - Cambridge, 1 904. **) В r а n d f о r d. А s'tudy of mathematical educatlon includ· 
ing the teaching of arithmetic.- Oxford, 1908, 



nР ЕnОДАВАНИЕ ВО ФРАНЦИИ 335 

Наряду с этим я назову еще книжку супругов 
Юнг * ) ,  изданную через три года на немецком языке 
под названием «Маленький: геометр» .  Эта книга пре
тендует на указание нового, оригинального пути р аз 
вития геометрического понимания у ребенка , и при
том вводя его сразу же в область трехмерного про
странетвеннога созерцания. Руководящая идея за 
ключается в том , что природная пространствеиная 
интуиция должна поневоле захиреть, если  с самого 
начала приучить ребенка чертить исключительно н а  
двумерной: бумаге и тем искусственно ограничивать 
плоскостью его наглядные представления.  Поэтому 
с самого начала применяется интересный: прием скла
дывания бумаги, пользуясь которым можно образо
вать при помощи булавок всевозможные простран
ствеиные и плоские фигуры.  Получаются в высшей 
степени наглядные и тем не менее в то же время ло
гически удовлетворительные доказательства ,  н апри
мер, для пифагоровой: теоремы ; вообще ,  при этом 
возникает новый: интересный: способ построения гео
метрии, заслуживающий: внимания и при более 
серьезных занятиях. Оставим  на  этом положение дел 
в Англии и обратимся к Франции. 

1 1 .  П Р ЕПОДАВА Н И Е  ВО ФРАНЦИИ 
П етр Р амус и Клеро. Постановка преподавания во 

Франции представляет для нас тем больший: интерес, 
что она оказывала многообразное влияние также 
и на преподавание в Герм ании.  Здесь мы видим кар
тину, принципиально отличную от той, какую мы 
видели в Англии.  В то время как  англичане строго 
консервативно держатся за старые учреждения , 
француз любит новое и часто даже вводит его не 
1: утем постепенного преобразования старого, а в фор
ме внезапной реформы, которая скорее даже является 
революцией:. Организация преподавания здесь тоже 
С()Вершенно другая :  во Франции мы имеем дело не 
только с централизацией экзамена в форме прием
Н t.IХ испытаний при поступлении в высшие школы,  
о . ·обенно парижские, но и вообще со строго центра
J/Itзованной организацией всего преподавания.  Вые-

* )' У о u n g G., У о u n g W. The first book of geometry. 
! < ' J1 (]on,  ню:=.. 
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ша я власть - так называемый «Совет по делам выс· 
шего образования», в состав которого, кстати, всегда 
входили также первоклассные ученые-математики, 
является полным хозяином и имеет возможность 
предписывать по своему усмотрению и как угодно 
часто самые радикальные реформы и изменения. Та
кие реформы должны в таких случаях сразу же быть 
проведены во всей стране, и уже дело учителей суметь 
к ним приспособиться. С индивидуальной свободой от
дельного учителя, которую мы в Германии привыкли 
ценить в высокой степени, во Франции считаются го
р аздо меньше. Здесь было бы вполне правильным 
употребить выражение : «система революции сверху». 

Что касается специального преподавания геомет
р ии,  то его модернизация, т. е .  освобождение от 
прежнего следования Евклиду, началась во Франции 
очень р ано, примерно около 1 550 г. Она была только 
одним из проявлений р азыгравшейся в то время ве
ликой борьбы нового гуманизма  против старой схо
л астики. Как раз тогда Петр Рамус * ) , занимавший 
выдающееся положение среди представителей новых 
идей не только в математике, но и в других областях,  
н аписал учебник м атематики * * ) . 

В нем уже совершенно оставлены как форма ,  так 
и материал Евклида ; в nротивоположность послед
нему для Рамуса,  как он сам говорит для характе
ристики своего учебника в начале первой книги, 
«геометрия  является искусством хорошо измерять». 
В соответствии с этим практические интересы всюду 
стоят у него на первом месте. Он начинает с_ объяс
нения того, как надо производить простые геодезиче
ские измерения, описывает инструменты и поясняет 
все это на многочисленных интересных рисунках. 
И лишь на втором месте даются у него также и ло
гические дедукции, но ни в коем случае не как само
цель, а только лишь как средство для  вывода новых 
геометрических теорем, которые нельзя получить не
посредственно из наблюдения, но которые тем не ме· 

, нее полезны для приложений; при этом, конечно, 

*)  Латинизированный вариант имени крупного французского 
философа, логика н математика Пьера де ла Раме. . ** )  R а m u s Р. Arithmeticae libri 2, geometricae libri 27.
B ase!, ! 5'80. 
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оттеснение дедукции у Рамуса не з аходит настолько 
далеко, как у Перри. 

Такая трактовка геометрии практиковалась во 
Франции очень долго. Приблизительно через 200 лет 
после Рамуса (в 1 74 1  г. ) появились знаменитые  
�элементы геометрии» К.леро * ) . 

Это тот самый К.леро, который известен как вы
дающийся исследователь; вообще по отношению 
к Франции в противоположность Германии и Англии  
можно сделать то  наблюдение, что выдающиеся м а
тематики из высшей школы всегда с интересом при
нимают участие в р аботах по вопросам преподавания.  
Сочинение К.леро выделяется своим прекрасным сти
лем. Вообще ,  французы в высокой степени владеют 
искусством плавного, удобочитаемого изложения 
даже трудных отвлеченных вещей, которое представ
ляет самую резкую противоположность однообраз
ной «евклидовой» м анере изложения с ее шаблонной 
расчлененностью. Такие книги читаются, «как ро
ман», и тем опровергают самым решительным обра
зом старый взгляд, будто хорошие научные книги 
обязательно должны быть написаны скучно. Что же 
касается содержания, то и Клеро исходит исключи
тельно из практических проблем землемерия и затем 
весьма постепенно вводит читателя в круг общих 
идей, причем строго логический момент несколько 
стушевывается. В своем очень интересном предисло
вии Клеро объясняет, почему он выбирает такой по
рядок изложения : люди вообще получили стимул 
к созданию геометрической науки как раз от пр ак
тических задач землемерия,  поэтому и теперь еще 
легче заинтересовать всякого геометрией, если  начи
нать с этих задач,  а не с абстрактного построения ,  
состоящего из аксиом и теорем , внутренний смысл 
которого никто не в состоянии так быстро схватить. 
К.леро следует здесь, очевидно, тенденции сделать 
свой труд доступным также и для более широких 
кругов , а не только для специалистов , отвечавшей 
тому факту, что тогда математика считалась необхо
димой частью общего образования правящих слоев 
общества в несравн11мо большей степени, чем в на·  
стоящее время.  

"') С 1 а 1 1  а u t С .  А .  Elcments d e  geometrie. - Pariз, 1 830. 
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« Н ач ал а» Л ежандра и их зн ачение. Новая эпоха 
в постановке преподавания наступила в конце столе· 
тия в результате великих переворотов, вызванных 
французской революцией 1 789 г. 

· 
Если до этого времени речь всегда шла главным 

образом лишь об образовании людей высшего сосло· 
вия, в частности , о nодготовке к военной карьере, то 
теперь на первый nлан  выступают новые социальные 
слои буржуазии, и перед преподаванием ставятся но
вые цели ,  в него вводятся новые методы. Здесь я 
должен выделить два направления в эволюции пре
подавания геометрии,  связанные с двумя высшими 
школами,  основанными тогда в Пар иже, - с «Поли
технической школой» и «Высшей нормальной школой». 
Первая из них, отвечая потребностям получившей 
тогда новый подъем техники, должна  была готовить 
гр ажданских и военных инженеров, а вторая - учи
телей для старших классов. В Политехнической шко
.'Iе н аибольшим влиянием пользовался знаменитый 
Монж. Он создал там ту постановку преподавания 
геометрии,  которая еще и теперь существует в вые· 
ших технических школах и подобных им институтах; 
сюда относятся прежде всего обширные курсы на
чертательной и аналитической геометрии. Существен
н ым новшеством по сравнению с прежней постанов
кой преподавания является то, что теперь преуспе
вают не  только немногие особенно интересующиеся 
слушатели, но благодаря целесообразной организации 
большое число студентов одновременно плодотворно 
выполняют каждый свою работу. На  современников 
Монжа произвело особенно сильное впечатление, ко
гда он в первый р аз вел практические занятия, при 
которых до 70 человек одновременно работало над 
своими чертежными досками.  

А в Нормальной школе в это время р аботал Ле
жандр, на долгое время оказавший своими знаме
нитыми «Началами геометрии» * )  решающее влияние 
на преподавание геометрии. 

Эта книга приобрела наибольшее после «Начал» 
Евклида распространение из всех учебников элемен
тарной геометрии,  причем з амечательно то, что, как 
я уже указывал , это относится не только к Франции, 

*) ! " g е n d r е А М. Elements de geometrie. - Paris, 1 794. 
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где ее переиздавали снова и снова в течение всего 
XIX столетия, но и к другим странам. В частности, 
в Америке и Италии она долгое время занимал а  ве
дущее положение. 

По сравнению с Клера или тем более с Р амусом 
книга Лежандра означает большой шаг назад к Ев .. 
клиду. Ее главной целью снова является установле
ние замкнутой абстрактной системы элементарной' 
геометрии.  Но, с другой стороны, имеются и суще
ственные отличия по сравнению с Евклидом, которые 
я теперь изложу более подробным образом, имея 
в виду великое историческое значение Лежандра .  

1 )  Что касается стиля изложения, т о  у Лежандра 
мы имеем связный, удобочитаемый текст; по своей 
внешней форме он гораздо ближе к изложению 
Клеро, которое я выше восхвалял, чем к м анере пи
сания Евклида, р асчлененной - я бы даже сказал, 
изрубленной, - и утомительной своим однообр азием .  

2 )  Относительно содержания самым существенным 
является то, что Лежандр в противоположность Ев
клиду сознательно пользуется в геометрии элемеliтар
ной арифметикой своего врелtени; таким образом, он 
является сторонником - употребим это слово - слия
ния (Fиsioп) арифметики и геометрии и даже охва
тывает в этом слиянии также и тригонометрию, ко
торую он тоже излагает в своей книге. 

3) Принципиальная установка Лежандра сравни
тельно с евклидавой несколько смещена от логиче
ской стороны к интуитивной. Евклид - как я уже 
достат J ЧНО часто отмечал - все свое внимание на 
правляет н а  систему логических выводов, которую он  
стремится во всяком случае сохранить свободной от 
примеси интуитивных элементов ; все факты интуи
ции, которые он считает нужным использовать, он  
предпосылает собранными в виде своих аксиом и т. д.  
В противоположность этому Лежандр не  боится упо
треблять при случае интуитивные соображения так
же и в процесс дедуктивного доказательства геомет
рической теоремы. 

4)  Для большей конкретности представляется 
особенно интересным сопоставить трактовку ирра
циональных чисел у обоих авторов. В 5-й книге Ев
клида содержится, как мы знаем, подробное опреде 
ление и исследование понятия иррационального числ а  
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в форме логоса или отношения двух песоизмеримых 
величин в полной аналогии с современной теорией 
иррационального числа .  В дальнейшем своем изло
жении Евклид всегда особенно тщательно проводит 
доказательства тех теорем, в которые по самой при
роде вопроса входят иррациональные числа ,  со стро
гостью, удовлетворяющей даже теперешним нашим 
требованиям (доказательства по методу исчерпыва· 
ния l ) .  Лежандр же бегло скользит мимо всех этих 
пунктов. Числ а  - как рациональные, так и иррацио
нальные - он считает известными из арифметики, 
в которой тогда тоже не слишком много ломали себе 
голову над их строгим обоснованием. Доказатель
ство по методу исчерпывания и тому подобного он 
не признает; ему представляется совершенно очевид
ным без всяких пояснений, что предложение, спра
ведливое для всех рациональных чисел, справедливо 
также и в случае чисел иррациональных. Впрочем , 
и в этом отношении Лежандр сходится со всеми дру
гими великими  м атематиками своего времени. В про
шлом семестре я как раз приводил вам пример такой 
точки зрения из «Теории аналитических функций» 
Лагранжа * ) . 

5) Несмотря н а  такое вольное обращение с логи
ческой строгостью в деталях, Лежандр никоим обра
зом не относится равнодушно к прин.ципиальн.ым во
просам об осн.ован.иях геометрии; в этом смысле он 
в противоположность своим предшественникам во 
Франции не только воспринимает с полным интересом 
евклидову традицию, но даже развивает ее дальше, 
вводя существенно новые идеи.  

О л ежандровой теор ии п ар ал лел ьных пря м ых. 
Особенное внимание он уделяет теории параллельн.ых 
прямых и на этом я остановлюсь несколько подроб
нее.  Здесь я имею в виду первые издания книги Ле
жандра ,  так как в позднейших обработках как раз  
в этом отношении внесены большие изменения 1 88) . 

Начну с такого замечания : мы охарактер изовали  
выше  евклидову и обе  неевклидовы геометри 11 тем , 
что число прямых, проходящих через данную то tшу 
n а раллельна данной nрямой, р авно единице, н ул ю  ил и 
двум . Но вместо этого можно также рассм атривать 

*) Ср. т .  1 ,  с .  2 2 0  [доказательство теоремы о биноме]. 
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сумму углов любого прямолинейного треугольника, 
что дает такое, как можно доказать, вполне р авно� 
сильное предыдущему различение. В случае евкли
давой геометрии эта сумма равна n, в неевклидовой 
геометрии первого рода (гиперболической) она всегда 
меньше n и в геометрии второго рода (эллиптиче� 
ской) она непременно бывает больше n. И вот Ле� 
жандр желает доказать, что обе последние возмож· 
н ости исключаются. Но доказать это - все равно, 
что доказать евклидову аксиому о параллельных; по· 
этому Лежандр может достичь своей цели, только 
заимствуя у интуиции некоторые простые принципы, 
неявно включающие аксиому параллельности, и все 
его искусство сводится к выбору в качестве этих 
принцилов настолько правдаподобных положений, что 
ни читатель, ни даже, несомненно, сам автор не за •  
мечают того, что речь идет фактически о новых огра• 
ничительных предположениях (постулатах) 1 89) . 

Что касается, прежде всего, невозможности эл� 
липтической геометрии, т. е. того, что сумма углов 
больше n, то в основе весьма примечательного дока· 
зательства Лежандра лежит молчаливое допущение 
того, что длина прямой бесконечна. Конечно, это 
крайне правдаподобное допущение, и в его справед· 
ливости не сомневались ни Лежандр, ни кто-либо из 
его читателей, да и все последующие геометры, пред
шествовавшие Риману, считали его самоочевидным. 
И все же эллиптическая геометрия показывает, что со 
всеми прочими  аксиомами  совместимо также допуще
ние конечной длины у прямой, если только принять, 
что она неограниченна и, следовательно, сама собой 
замыкается. Необходимо поэтому отдавать себе ясный 
отчет в том, что вместе с бесконечной длиной прямой 
вводится новый факт интуиции, имеющий решающее 
значение. 

Чтобы таким же образом исключить возможность 
гиперболической геометрии, Лежандр снова пользует· 
ся, не оговаривая этого особо, одним простым инту· 
итивным фактом ,  в котором никогда не усомнится 
ничей рассудок, еще, так сказать, не испорченный за
нятиями геометрией: если Р - какая-либо точка внут
ри угла, образованного двумя полупрямыми а, р, то 
всегда можно провести через Р прямую, которая пе
ресекала бы как а, так и р (рис. 1 42) . При помощ11 
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этого предположения Лежандру удается доказать 
безупречным образом ,  что сумма  углов в треугольни· 
ке никогда не  может быть также и меньше n, так 
что остается в конце концов возмОR{НОЙ одна только 
евклидова геометрия .  

Теперь я должен выяснить, почему этот стол ь· 
тривиальный факт не имеет места в неевклидовой гео
метрии первого рода; тогда только м ы  сможем вполне 

Рис. 1 42 

1� 1 1 
1 1 1 1 1 1 

1 

Рис. 1 43 

понять, почему Лежандру удается, пользуясь этим 
фактом , исключить н азванную геометрию. Будем ис· 
ходить в точности из нашего прежнего изложения. 

Пусть а, f} - два луч а  гиперболической геометрии. 
исходящие из точки О, которая,  конечно, должна ле
жать где-нибудь внутри основного конического сече
ния Ф = О (рис. 1 43 ) . Тогда всеми параллелями по 
отношению к а являются лучи, проходящие через точ
ку пересечения луч а  а этим коническим сечением 
(т. е. через бесконечно удаленную точку луча а) , 
поскольку они  проходят внутри последнего; подобным 
же образом обстоит с параллелями к f} .  Поэтому су
ществует прямая у, параллельная как по отношению 
к лучу а, так и к f}, а именно, прямая ,  соединяющая 
точки пересечения лучей а и f} с коническим сеченfiем 
Ф = О. В евклидавой геометрии это, конечно, не 
может иметь места .  Если теnерь взять точку Р между 
а и �. но вне треугольника, ограниченного nрямыми 
а, f} ,  у ( и  внутри нашего конического сечения) , то  для 
нее лежандрово допущение  уже не имеет места :  ведь 
всякая прямая, проходящая через Р, пересечет только 
один из лучей а, � внутри конического сечения , а дру· 
гой луч она пересечет вне последнего, т. е. в смысле 
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кашей геометрии вовсе его не пересечет. Но это как 
раз я и хотел здесь показать. 

Последовател и Л ежандра. После этого отступле
ния мы оставим Лежандра и посмотрим, какими пу
:гями пошло после него дальнейшее развитие препо
давания геометрии во Франции. Замечательно то, что 
организация школьного дела во Франции в течение 
XIX столетия изменилась очень мало. Как и вообще 
во всех культурных областях, учреждения, созданные 
при Наполеоне 1 ,  сохранялись без изменения в тече
ние долгого времени среди всех смен политического 
режима,  так и в преподавании геометрии все еще 
почти неограниченно господствует Лежандр, если не  
считать того, что в постоянно возобновляемых новых 
изданиях его учебника (например, 33-е издание - в 
обработке Бланше - вышло в 1 893 г . )  происходит 
известная фильтрация содержания в сторону ограни
чения при�ладных .моментов, имевшихся еще у Ле
жандра .  А именно, если у самого Лежандра искусство 
геометрического измерения и не  занимает такого вы
дающегося положения, как у Клера или тем более у 
Петра Рамуса,  то он не обнаруживает и того прснеб
режительного отношения к этому искусству, которое 
стало обычным впоследствии; в то же время Лежандр 
проявляет очень живой интерес к технике решения 
математических задач, к числовым выкладкам .  Но все 
относящееся сюда все в большей и большей степени 
опускалось в позднейших изданиях; в частности, со
вершенно выпала глава,  посвящен
ная тригонометрии, которую Ле
жандр особенно тесно увязывал с 
.упомянутыми приложениями. В ка
честве характерного примера мож
но назвать так называемую лежанд
рову теорему из сферической три
гонометрии. Если на  поверхности 
шара имеется сферический тре
угольник со сторонами а ,  Ь ,  с и 

с 

Рис. 1 44 

углами а. �. у (рис. 1 44),  то так называемый сфери
чес�ий избыто� а +  р + '\' - n = Е, как известно, 
имеет всегда положительную величину. Если стороны 
не  слишком велики по сравнению с радиусом шара ,  
не превосходя,  например , на земной поверхности 
1 00 км, то .можно с достаточной для всех пра�тиче-
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ских целей точностью за.менить сферический rреуголь-Е Е ник плоским. треугольником с угла.ми а - 3 ,  � - 3 ,  
Е 

Э 
• v - 3 •  ту красивую теорему, которая деиствительна 

находит большое применение в геодезической прак
тике, Лежандр доказывает весьма  просто, ограничи
ваясь в формулах сферической геометрии одними 
только первыми членами рядов, выражающих триго
нометрические функции. Но в более поздних изданиях 
книги Лежандра вы напрасно стали бы искать эту 
теорему. 

· Наряду с продолжающимиен переизданиями Ле
жандра появляется еще и другая тенденция, характе
ризуемая  обширным «Трактатом по геометрии» Руше 
и Комберусса * ) . 

Во  Франции преподавание математики, предше
ствующее занятиям в высшей школе, поставлено го
р аздо шире, чем у нас. Переход к высшей школе осу
ществляется двухлетним  курсом в так называемых 
« классах специальной м атематики», в течение кото
рого н а  математику отводится не  менее 1 6  часов в 
неделю ;  этот курс дает всякому, кому позже придет
ся пользоваться м атематикой,  широкое соответствую
щее образование. Такая постановка дела вызвала 
потребность ввести в учебники элементарной геомет
рии  .массу нового .материала, что и осуществлено ти
пичным образом в тр актате Руше и Комберусса,  поль
зующемся очень большим распространением ;  в своих 
многочисленных дополнительных статьях они знако
мят учащегося с неевклидовой геометрией, геомет
рией треугольника ,  геометрией тетраэдра ,  учением о 
в ажнейших кривых и поверхностях и многими други
ми вещами. 

Рефор м а преподавания 1 902 г. Теперь я перехожу 
к новому движению в пользу реформы преподавания 
.математики, которое началось во Франции около 
1900 г .  и совершенно сходно с нашими немецкими 
стремлениями к реформе. Это движение тоже можно 
поставить в связь со сдвигами,  пронешедшими во всей 
карцше культурной жизни р ассматриваемой эпохи. 
Невероятный подъем торго�ли и внешних сношений, 

* )  R о u с h е ,  de С о m Ь е r о u s s е .  Traite d e  geometrie. 
Paris, 1 89 1 .  
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а также техники и промышленности пробуждают во 
все более и более широких слоях н аселения н астоя� 
тельную потребность приобщения ко всем культурным 
завоеваниям, потребность приобретения знаний во  
всех областях, среди которых м атематика заним ает 
далеко не последнее место; при этом, конечно, руково� 
дящим мотивом являются не теоретические интересы, 
а стремление приобрести полезные знания,  непосред� 
ственно применимыс на  практике. Но руководителей 
этого движения ни в коем случае нельзя упрекнуть в 
плоско утилитарном характере мотивов их деятель
ности, так как они иреследуют высокую цель - под� 
нятие общей профессиональной квалификации. 

Характерным для французских условий является 
то, что эту реформу там начали с обсуждения в пала
те депутатов в Париже; выбранная пал атой ком иссия,  
связавшись с большим числом общественных Iюрпо
раций, представила подробный докл ад о реформе 
преподавания в средней школе вообще, причем пре
подавание математики фигурирует лишь как одно из 
важных звеньев длинной цепи. Главными моментами  
в этой реформе являются, с одной стороны, упрощение 
и большая наглядность преподавания, а с другой 
перенесение в курс средней школы ряда вопросов, 
которые с давних пор считались . принадлежностью 
высшей .математики и которые не только вполне до
ступны, но и имеют прежде всего величайшее значе
ние для современной культуры ,  в особенности для 
естествознания и техники. Я имею в виду понятие 
функции, .методы графических изображений и начала 
исчисления бесконечно .малых. Этим самым хотят 
достигнуть, в частности, гораздо более тесной увязки 
арифметики с геометрией, чем представляли  ее себе 
Iюгда-либо раньше; это высшая степень фузионизма  
в самом широком смысле слова .  Эта реформа  была 
изложена в учебном. плане 1902 г. и сразу же повсюду 
проведсна в жизнь. В этом единообразии мероприятий 
nроявилось действие вышеупомянутой широкой цент� 
рализации во Франции также и управления школ ами,  
благодаря которой для осуществления такой обшир
ной реформы требуется только соответствующее рас
поряжение высшей вл асти. Что касается новых фран
цузских учебных планов, то здесь я подчеркну еще р аз 
.nишь то, что в них старая элементарная геометрия 
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в евклидоном понимании очень сильно отступает на· 
зад перед лицом современных новых идей.  Вы найдете 
подтверждение этому, если присмотритесь к одному 
из  важнейших учебников геометрии, примыкающих 
к новым учебным планам, а именно к «Геометрии» 
Бореля  1 9 0 ) . Это очень интересная книга, в которой 
материал р асположен простым и естественным обра
зом и, с другой стороны, весьма много места отве· 
дено вопросам практики. 

Влияние « Новых н ач ал» Мере. Замечательно то, 
что одновременно с этим теперь среди французских 
преподавателей снова пробуждается интерес также 
и к вполне логически разработанной учебной системе 
элементарной геометрии в духе идеалов Евклида . Тут 
в особенности я должен назвать вам одну весьма вы
дающуюся книгу «Новые н ачала геометрии» Ш. Ме
ре, которая хотя и появилась еще в 1 874 г., но только 
в последние годы привлекл а  к себе внимание более 
широких кругов * ) . В своих доказательствах Мере не 
пользуется ни одним интуитивным фактом, которого 
он перед этим не формулировал бы в виде аксиомы;  
таким образом , он р азвивает полную систему аксиоя 
геометрии. Но при этом Мере идет навстречу требо
вания м действительного преподавания в гораздо 
большей степени, чем строгие приверженцы Евклида , 
поскольку он не  стремится свести систему аксиом к 
возможно меньшему числу взаимно независимых 
предложений и, по существу, формулирует их лишь 
тогда , когда в них действительно оказывается надоб
ность. Но особенно характерно для Мере то, что он 
проводит слияние планиметрии со стереометрией на
столько полно, н асколько это только возможно, и ,  
кроме того, в противоположность Евклиду всюду вы
двигает на  первое место понятие группы движений н 
н а  нем последовательно базирует все свое построение 

. геометрии . Получается построение, совершенно сход
ное с тем , которое м ы  недавно наметили :  с самого 
н ачала вводятся как параллельные переносы, так п 
повороты ; первые приводят к понятию параллель
ности, а вторые, - так как сразу же рассматриваетсн 
пространство трех измерений, - приводят к понятию 

* )  М е r а у Ch. Nouveaux \Ш:ments de geometrie. - Nouvelle 
edition. - Dijon, 1 903. 
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перпендикулярности оси вращения по отношению к 
плоскостям ,  в которых лежат траектории (окружное� 
ти ) каждой точки. 

Упомяну еще о том ,  что Мере постоянно придает. 
особенное значение точному проведению всех необхо,.. 
димых в геометрии предельных процессов и при  этом 
пользуется по мере надобности современны м  поняти·· 
ем числ а  в его строгой формулировке, хотя он и не  
идет в слиянии арифметики и аналитической геомет·· 
рии так же далеко, как делали это мы. 

Влияние точки зрения Мере ясно сказывается н а: 
современных французских учебниках. Так, понятие 
движения играет существенную роль в упомянутой 
книге Бореля ;  в еще большей мере это видим в новых 
«Началах геометрии» К. Бурле * ) , автора многих очень· 
р аспространенных учебников ; здесь всюду вполне 
отчетливым образом говорится о группе движений и о 
геометрических величинах как ее инвариантах. 

На  этом мы расстанемся с Франр.ией и перейдем 
к Италии. 

1 1 1. П Р ЕПОДАВАН И Е  В ИТАЛ И И  
Вл ияние Кремоны. Здесь мы видим тоже крайне 

своеобразный ход р азвития,  характеризующийся со· 
вершенпо иными чертами,  чем те, которые мы наблю· 
дали в Англии и Франции ;  типичное выражени� его 
можно поставить в параллель р азве что только с Ме
ре. Я займусь только современной Италией, начиная 
примерно с 1 860 г. Наибольшее влияние на  единооб· 
р азную реформу преподавания м атематики в этом 
новообразованном объединенном государстве имел 
Л. Кремона - тот самый Кремона ,  который известен 
всем вам своим научным значением в развитии 
современной геометрии;  он является основателем 
самостоятельного алгебраически-геометрического .ис· 
следования в Италии, давшего столь замечательные 
результаты. В соответствии с этой своей научной 
деятельностью Кремона оказывал длительное влияние 
на преподавание в высших школах, выдвинув на пер· 
вое место проективную геометрию в связи с начерта· 
тельной геометрией и графической статикой. Теперь 

*) В о u r 1 е t С. Elements de geomfotrie. - Paris, 1 908. 



во всем мире инженеры употребляют выражение 
Kriifteplaп *) Кре.моны, и если даже оно исторически 
и не может быть оправдано, то все же оно ясно свиде
тельствует о большом влиянии Кремоны. 

Замечательно, что на  преподавание в средней шко
ле тот же Кремона повлиял в совершенно другом на
nр авлении .  В знаменитой «З аписке» 1 867 г. он реко
м ендует ввести Евклида, если и не как нечто обяза
тельное, то по �райней мере в качестве образца для 
всего школьного преподавания геометрии в отноше
нии р асположения и выбора м атериала ,  а также глав
ным образом в смысле идеала строго логического, 
замкнутого в себе построения геометрии. Таким 
образом, здесь Кремона настаивает в особенности на 
логической стороне, тогда как в его собственной не
посредственной преподавательской деятельности, а 
также в его н аучной работе на  первый план высту
пают прежде всего интуитивные .моменты. Трудно 
понять, что собственно являлось связующим звеном 
между этими  двумя ,  по-видимому, столь взаимно про
тиворечивыми целеустановками у :Кремоны.  

Бол ее старые учебни ки геометри и. Но во всяком 
случае этот призыв :Кремоны 1 867 г. упал на крайне 
плодородную почву, и между итальянскими матема
тиками началось форменное соревнование в деле за
мены Евкл ида такими учебниками, которые полностью 
сохраняли бы как его м атериал, так и всю его тенден
IIию, но только осуществляли бы последнюю спосо
бом, более отвечающим теперешним уточненным тре
бованиям .  Характерно, что в этой работе принимает 
участие, точно так же как и во Франции ,  ряд крупных 
ученых-математиков, благодаря чему появляется не
м ало  очень ценных в научном отношении работ, прав
да ,  в педагогическом отношении, стоящих не столь 
же в ысоко. В дальнейшем я хочу отметить только не
которые особенно характерные моменты. 

Начну с того, что н азову перевод Евклида, который 
издали в 1 867 г .  Бетти и Бриоски и который положил 
н ачало распространению в Италии знакомства с Евк
лидом . Он содержит, подобно английским школьным 
изданиям Евклида, только книги 1 - 6, 1 1  и 12. Но 
в противоположность английской: традиции эти авто-

•) Веревочный многоугольник (не.м.) . 
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ры отнюдь не имеют в виду дать в руки учащимся 
материал этих книг в его старой форме, а жел ают 
.п ишь дать (преподающим )  основу для самостоятель
вой н аучной и педагогической переработки. 

Из последовавших затем учебников длинный ряд 
более старых книг еще придерживается по возмож
Jюсти близко евклидавой схемы определений и т. д. ,  
причем ,  однако, явно и точно формулируются все  те  
многочисленные факты интуиции ,  которыми Евклид 
пользуется неявно. 

Чтобы восполнить пробелы в первой книге, к числу 
этих молчаливо применяемых Евклидом вещей отно
сят, следуя общепринятому взгляду, также понятие 
t)вижения твердого тела и помещают его поэтому в 
самом начале системы, формулируя ряд «аксиом дви
жения». Но при этом,  подобно Мере, из педагоги че
ских соображений не придают никакого значения 
взаимной независимости отдельных устанавливаемых 
здесь аксиом.  Типичной для этого направления книгой 
являются очень распространенные «Начала геомет 
рии» Санниа и Д'Овидио * ) , вышедшие впервые в 
1 869 г . ,  в которых вы найдете подтверждение всех 
сделанных мною замечаний.  Материал в них тот же 
самый, что у Евклида, но только представлен он в 
существенно сглаженной форме. Так, например,  всю
ду избегают использования понятия числа ,  вырабаты
ваемого в чистой арифметике, но з ато яснее, чем это 
делает сам Евклид, из евклидовых доказательств по 
методу исчерпывания выделена раз  н авсегда и изло
жена лежащая в их основе идея предела .  Далее, пла 
ниметрия и стереометрия внешним образом стоят 
порознь, но при этом ,  очевидно, учтено то, что книгой 
будут пользоваться в школах с «фузионистским »  
учебным планом , так как эти стремления к слиянию 
планиметрии и стереометрии  были особенно р аспро
странены как раз в Италии .  Назову еще хотя бы 
«Начал а геометрии» Р. де Паолиса * * ) , как учебник, 
наиболее способствовавший этим стремлениям .  

Новей ш ие требо вани я по вы шенной строгости. Су
щественно более, чем эти и родственные им книги, 

") S а n n 1 а А . .  d'O v i d i о Е. Elementi d i  Geometria. - Na
poli ,  1 869. **) de Р а о 1 i s R. Elementi di Geometria. - Torino, 1 887, 
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уклоняются от евклидова изложения учебники другой 
группы, а именно, уклоняются в том отношении, что 
они стремятся достичь значительно более высокой сте
пени строгости в понимании основ. Авторы их пола 
гают, что у Евклида и в названных выше учебниках 
многочисленные геометрические основные понятия 
определены недостаточно строго, и хотят вместо этого 
обойтись одним лишь единственным основным поня
тием, а именно - понятием точки, из которого все 
другие необходимые геометрии образы должны быть 
построены чисто логическим путем.  

В частности, следует решительно избегать при 
обосновании геометрии также пользования понятием 
движения твердого тела .  

Кульминационный пункт этого развития представ
ляют, пожалуй, р азличные учебники Дж. Веронезе, 
охватывающие всю область геометрии. В данном слу
чае  нам не приходится р ассматривать его «Основания 
геометрии многих измерений и многих видов прямо
линейных единиц, представленные в элементарной 
форме» * ) , так как это не  школьный курс, а проведеи
ное в абстрактной форме  исследование чисто научной 
проблемы общей м ногомерной и «неархимедовой» 
геометрии.  Здесь же нас интересуют его же учебники 
«Элементарные сведения по наглядной геометрии» ** ) � 
и «Начала геометрии» * * * ) . Первая книга является 
индуктивным введением, которое должно в наглядной 
форме  ознакомить учащихся низшей ступени с раз
личными геометрическими формами, что соответствует 
примерно нашему пропедевтическому начальному 
курсу геометрии .  Дело в том ,  что, согласно всем 
итальянским учебным планам,  систематическое пре
подавание геометрии в собственном смысле начинает
ся там лишь очень поздно; поэтому не следует думать, 
что все эти точные учебники предназначены для ребят 
в возрасте наших третьеклассников! 

«Начала»  Веронезе содержат теоретическое по
строение геометрии, причем устанавливаются с чрез-

*) V е r о n е s е G. Fondamenti di geometria а piu dimensio
ni ed а piti unita rettil inee esposti in forma elementare. - Padova, 
1 89 1 .  

"'"') V е r о n  е s е G .  Nozioni elementari d i  geometria intui
tiva. - Verona, 1 902. "*"') V е r о n  е s е G. Elementi di geometria. - Verona, 1 904, 
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вычайной полнотой все постулаты, какими бы очевид
ными они нам ни представлялись. Так, н апример,  в 
качестве первого постулата явно устанавливается по
ложение «существуют различные точки», - таким 
образом, мы не р ассматриваем,  скажем, геометрию, 
в которой существует только одна точка!  Впрочем, 
при этом всегда хотя бы вкратце упоминается и эм
nирическое наблюдение, которое руководит в качестве 
эвристического принциnа  при  введении аксиом. Что 
касается деталей, то Веронезе пользуется прямоли
нейным отрезком как основным геометрическим об
р азом , который он определяет как систему точек, 
удовлетворяющую оnределенным требованиям.  Кон
груэнтность таких отрезков вводится в качестве основ· 
ного понятия, и к нему весьма оригинальным образом 
сводится все прочее. Так, два треугольника н азывают
ся конгруэнтными,  если все их стороны попарно конг
руэнтны, чем определяется также и конгруэнтность 
углов ,  так что здесь _ 3-я теорема о конгруэнтности 
вводится р анее всего (в качестве определения! ) ;  ана
логично, с помощью конгруэнтности отрезков, строит• 
ся даже и учение о параллельных линиях: две nрямые 
называются параллельными, если у них имеется 
центр симметрии, т. е .  если они отсекают на всех 
nрямых, проходящих через некоторую точку, попарно 
равные отрезки. С другой стороны, Веронезе тоже 
строго придерживается евклидовых рамок в отноше· 
нии выбора материала; в частности, он, конечно, из
бегает всякого исnользования арифметики. С этой 
книгой Веронезе родственны по содержанию «Эле
менты геометрии» Ф.  Энриквеса и У. Амальди * ) ,  но 
только они наряду со строгой систематикой в значи
тельно более высокой степени подчеркивают также и 
педагогические моменты. 

Ш кола Пеано. Еще дальше, чем Веронезе, пошла 
в том же абстрактном направлении так называемая 
школа Пеано. Дж. Пеано, живший в Турине, стремился 
к тому, чтобы провести чисто логическую, свободную 
от элементов интуиции обработку м атематики во м но
го раз строже, чем это имело место в р ассмотренных 
до сих пор аксиометрических исследованиях; для этой 

*)  Е n r i q u е s F., А m а 1 d i U. Elementi di Geometria. 
Чologna, 1 905. 
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цели он придумал особый: язык формул (так называе
мую идеографию) * ) , который: должен заменить обык· 
новенный: язык. При этом Пеано исходит из той: мысли, 
что иначе невозможно избежать вмешательства нелоги
ческих моментов по причине м ногочисленных ассоциа
ций, невольно вызываемых привычными нам словами. 

Это приводит в конце концов к идеалу, состоящему в том, чтобы оперировать с символами (которые сами 
по себе лишены всякого значения) по «произвольным» 
правилам, которые тоже в свою очередь сами по себе 
ничего не должны означать. Пеано основал большую 
школу, которая теперь в Италии пользуется широким 
р аспространением и большим влиянием. Вместе со 
своими учениками  он издает так называемый «Форму
ляр»,  в котором все отделы математики должны быть 
изложены на языке формул со стороны их чисто логи
ческого содержания. 

Спросим себя, благоприятствует ли прогрессу науки 
такое доведенное до кр айности подчеркивание чисто 
логических моментов? Я воспользуюсь таким сравне
нием :  многие люди, поднимаясь из долины на гору, ис
пытывают удовольствие от вдыхания более чистого и 
разреженного воздуха ;  однако отсюда не следует, что 
все большее и большее р азрежение воздуха всегда бу
дет повышать хорошее самочувствие;  существует гра
ница, за которой вообще прекращается всякая воз
можность существования. Подобно этому я полагаю, 
что то воодушевление, с каким логики стремятся из
гнать всякую интуицию ( насколько это, вообще, воз
можно, так как символы  Пеано как таковые тоже вно
сят в его систему еще некоторый остаток интуитив
ных элементов ! ) ,  является несколько необдуманным ;  
хотя иные, быть может, вначале и очень приятно себя 
чувствуют в этой более чистой логике, однако и здесь 
существует некоторый оптимум в распределении долей 
погики и интуиции, который нельзя без вреда перехо
дить в сторону увеличения доли первой! 

Конечно, с точки зрения чистого исследования сле
дует приветствовать всякий новый подход и ожидать 
от него новых успехов и импульсов. Но в данном слу
ча� необходимо вынести наше заключение также и с 
точки зрения педагогики, так как эти абстрактные тен-

*)  См. т. 1 , с. 28-29. 
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денции, по-видимому, во многих случаях оказывали 
влияние также и на школьное преподавание. Такое з а· 
ключение должно будет носить более отрицательный 
характер : можно, несомненно, ожидать того, что при 
школьном ,преподавании в таком духе многие ученики 
совсем ничему не научатся, а те немногие, которые во• 
обще в состоянии будут следить за  учителем,  получат 
от преподавания во всяком случае  не то, что они 
смогли бы  применить в будущем. 

Стремления к реформе. И действительно, в Италии 
уже, по-видимому, наступила реакция против этих 
чрезмерно абстрактных тенденций в преподавании 
также и в высшей технической школе, так как именно 
в последних чистые логики во многих случаях, как 
это ни удивительно, имели перевес. Там теnерь жа• 
луются на плохую математическую подготовку сред• 
них студентов, которые не в состоянии следить за от• 
влеченными р ассуждениями.  

Еще раньше мне рассказывали в качестве примера 
недостаточной согласованности с действительными по· 
требностями, что на лекциях для инженеров сначала 
доказывают теорему Тейлора для любого числа пе· 
ременных и уже после этого р ассматривают эту же 
теорему для одной переменной как частный случай. 

Также и по отношению к преподаванию в средней 
школе в последнее время обнаруживаются стремления 
к реформе, которые совершенно в духе нашего и фран
цузского движения ставят своей целью отказ от пре• 
имущественного направления внимания в сторону аб •  
страктной логики, а также от точного следования 
Евклиду в выборе материала и оживление преподава ·  
ния путем введения наглядных .моментов, путем вклю· 
чения важнейших общих понятий совр еменной науки 
(понятие функции) и ,  наконец, также путем увязки с 
приложеН;иями. Вождем этого движения является 
Джипа Лориа,  который в 1 904 г. на 3-м международ• 
нам математическом конгрессе в Гейдельберге прочи· 
тал доклад о преподавании м атематики в Италии и 
после того говорил о своем проекте реформы  в очень 
интересном докладе, прочитанном на съезде итальян· 
ского союза учителей средней школы «Матезис».  
Учреждение этого союза свидетельствует о том , что 
теперь учительские круги Италии проявляют живой 
интерес к современным - идеям ,  и хотя в новых учеб -

12 Ф. I<леl!н, т. 2 
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ных планах 1 905 г.  последние сказываются едва за• 
метным образом, но все же можно, вероятно, р ассчи• 
тывать на  то, что итальянские школы постепенно осво• 
бодятся от уз крайнего увлечения логикой и лолучат 
более современное оформление препода вания. 

Теперь ,  н аконец, мы обр атимся к нашей родине, 

IV. П Р Е П ОДАВА Н И Е  В ГЕРМА Н И И  
В л и я н ие преподавания в н ар одных ш кол ах ( П еста• 

лоцци и Гер б арт ) .  Здесь мы включим в наш обзор 
также и все страны с немецким разговорным языком, 
каковыми являются немецкая Швейцария и Австрия. 
Ход р азвития преподавания в Германии принадлежит 
к совершенно иному типу, чем в прочих стр анах. Здесь, 
прежде всего, недостает того единообразия в ходе раз
вития, которое в других странах получалось в резуль• 
тате строгой государственной организации либо вме• 
шательства сильной личности. В Германии препода• 
в анне в каждом отдельном государстве развивалось 
самостоятельно по своим собственным путям и,  сверх 
того, у отдельных учебных заведений, у отдельных 
преподавателей всегда еще оставался сравнительно 
большой простор для самостоятельной деятельности. 
В результате возникло множество разнородных и.м
пульсов из са.мых различных источников, и они по 
большей части успевали оказать свое воздействие еще 
р аньше, чем они были учтены в официальных учебных 
nланах. Здесь я могу выхватить, конечно, лишь не• 
многие точки зрения, которые имели ос_gбенно боль· 
шое значение для развития преподавания в последние 
uесятилетия, начиная примерно с 1 870 г. 

Особенно важная тенденция , которая стала прояв• 
ляться, начиная  с семидесятых годов в связи с возрос• 
шей в период н ационального подъема того времени 
1ютребпостью широких слоев населения в образова•  
нии,  и меет своим источником (новые)  движения в об
. z асти обучения в народных школах. Я имею в виду 
тот взгляд, согласно которому в начальном обучении 
на перrюм .лtесте непременно должно стоять непосред
ственное созерtfание, что это обучение всегда должно 
быть увязано с видимыми,  вполне знакомыми ученику, 
вещами .  Эти идеи ведут начало, как известно, от зна·  
менитого швейцарца И. Г. Песталоцци, н а  которого 
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вообще надо смотреть как н а  основателя н ачального 
обучения в современном смысле. Время его деятель� 
ности приходится круглым счетом на 1 800 г.  Несом•  
ненно, для каждого м атематика интересно познако• 
миться с оригинальными произведениями Песталоцци, 
имеющими отношение к м атематике; это - «Азбука 
наглядных представлений или наглядное учение о со· 
отношениях меры» * )  и «Наглядное учение о число• 
вых соотношениях» * * ) . Задача этих книг - показать, 
как можно совершенно неподготовленного ученика до• 
вести до полного освоения простейших фактов про· 
странетвенной и числовой интуиции. Несомненно, что 
всякого, кто ждет от этих книг чего-либо особенно 
увлекательного, постигнет большое р азочарование ;  они 
представляют собой, пожалуй, самое скучное из всего,  
что только мне случалось когда-либо держать в ру� 
ках, так как они только излагают очень подробно и 
с ужасающей систематичностью все возможные тривн· 
альные соотношения. Приве
ду один только пример : ре
бенок должен узнать, что 
квадрат можно р азделить 
горизонтальными и верти
кальными линиями на рав 
ные части (рис. 1 45 ) . С этой 
целью Песталоцци не толь

Ш ЕJ  
Рис. 1 45 

ко приводит таблицу, содержащую все 1 00 комби· 
наций делений  при помощи О, 1 ,  2, . . . , 9 вертикаль• 
ных и горизонтальных линий,  но, кроме того, оппсы•  
вает также и в тексте число, положение  и т. д.  частей, 
имеющих вид квадратов . либо прямоугольников, в 
кал{дом отдельном случае все время по одной и той 
же схеме и притом самым подробным,  ка кой только 
можно вообразить себе, способом.  Это следует, ве• 
роятно, понимать в том смысле, что Песталоцци хотел 
даже самому ненаходчивому народному учителю - а 
ведь он тогда должен был считаться с совершенно 
недостаточно подготовленным материалом - дать бо• 
гатое собрание примеров, из которого учитель мог бы 

"') Р е  s t а 1 о z z i J.  Н .  Das АВС der  Anschauung oder die 
Anschauungslehre das Massverhiilinisse. - Ziirich; Tiiblngen, 1 803. 

**) р е s t а 1 о z z i J. Н. Die Anschauн.ngslehre der Zahlenver
hiiltnisse. - Zlirich; Tiiblngen, 1 803- 1 804, 

1 2* 
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любую часть по своему усмотрению положить слово 
в слово в основу своего преподавания.  

В дополнение я предлагаю здесь вам еще книжечку 
гёттингенского философа Гербарта , сыгравшего осо· 
бенно деятельную роль в распространении этих идей. 
В этой книге («Идея Песталоцци об азбуке наглядных 
представлений») * ) мысли Песталоцци развиты в не 

столь схематичной и потому более интересной форме. 
В частности, Гербарт считает желательным, чтобы 
ребенок познакомился со всевозможными формами 

треугольников . Поэтому в одной 
таблице он дает углы треуголь
ника , а также углы ,  лежащие 
справа  и слева от высоты, через 
каждые пять градусов (рис. 1 46) , 
а в другой таблице соответствую
щие длины сторон с тем ,  чтобы 

Рис .  1 46 заставить ребенка проверить эту 
таблицу путем измерений. З аме

чательно также и другое его предложение - запечат
леть в представлении  ребенка еще в колыбели раз
личные формы треугольников, помещая перед его гла·  
зами таблицы с самыми р азличными формами тре· 
угольников . 

Песталоцци и Гербарт оказали мощное воздей
ствие на преподавание в народных школах, которое 
сказывается еще и до сих пор.  Вы можете обнару
жить ясные следы влияния идей Песталоцци в боль
шинстве учебников геометрии для народных школ. 

В очень характерной форме сохранилось до сих 
пор учение Песталоцци о наглядных Представлениях 
в наших детских садах, история которых восходит к 
нему и соответственно к Ф.  Фребелю;  в них ребятишки 
знакомятся с простейшими пространствеиными фор· 
мами, играя  надлежащим образом подобранными 
предметами .  

Австр ий ски й пл ан Э кснера и Бони ца ( 1 849 ) ;  забота 
о р азвитии простр анствеиной интуи ции. Но вскоре 
эти педагогические идеи проникли  и в среднюю школу. 
В этом отношении особенно характерен учебный план, 
составленный  около 1 850 г. для Австрии Экснером и 

*) G е r Ь а r t J. F. Pestalozzis Idee eines АВС der An
schauung. - Gottingen, 1 802. 
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Боницем. И в этом случае на.н.о искать в политическом 
положении объяснение того, почему именно здесь и 
именно в эту эпоху возникло рассматриваемое движе
ние .  В Австрии под влиянием многочисленных школ , 
принадлежавших католическим монашеским орденам ,  
-особенно иезуитскому, в преподавании математики по  
существу сохранялся догматический метод средневе
ковья, и когда революционное движение 1 848 г. смыло 
все старое, то среди наличного материала  ничто не 
могло послужить отправным пунктом ,  и поэтому ре
фор маторы вводили новое в самой чистой форме. Этим 
и объясняется то, что учебные планы Экснера - Бо
ница перенесли в среднюю школу новые наглядные 
методы, насколько это только было возможно. Про
странственное созерцание не только культивируется 
в классах первой ступени как подготовительный курс, 
но становится самоцелью. Следует не только упраж
нять логическое мышление на  наглядных вещах, но 
речь идет об упражнении самого созерцания. На пер
вой ступени ( первые четыре года)  логическая сторона 
вообще совершенно стушевывается, дети упражняются 
только в наглядном освоении фигур, постоянно сопро
вождаемом черчением. На второй ступени, н а  которой 
приобретенный таким образом м атериал подвергается 
логической переработке, черчение сохраняет�я в зна
чительном объеме. Многие из вас имели, вероятно, 
случай заметить, как умело чертят австрийские м ате
матики, - один из результатов этой характерной струк
туры учебных планов. 

П еренос этих стремлен ий в Север ную Герман и ю ;  
учебни ки Хол ьцм юл лер а. Эти же самые тенденции 
стали проникать в начале семидесятых годов также и 
в Пруссию и вообще в Северную Германию. 

Здесь следует отметить и тот момент переаналь
ного характера ,  что Бониц занял тогда в прусском м и 
нистерстве народного просвещения руководящий пост. 
Принципы этой рефор мы были сформулированы для 
Прусени в учебных планах 1 882 г. С внешней стороны 

_ их характеризует введение геометрического подготови
тельного курса , так называемой геОinетрической про
педевтики во втором классе гимназий; на этих уроках 
ученик должен освоиться в наглядной форме с темн 
вещами,  которые позже составят содержание научной 
системы геометрии. 
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Учебником ,  в котором тенденции реформы 1 882 г. 
нашли,  пожалуй, наиболее выпуклое выражение, яв� 
ляется «Методический курс элементарной математики» 
Хольцмюллера * ) . Здесь характерно уже само назва
ние :  «.методический» м ыслится как nротивоположность 
«систематическому»; курс должен дать не окостенелую 
дисциплину в духе Евклида, а естественный ход обу� 
чения, при котором учитываются все данные препо• 
давательекого опыта, чтобы наиболее действенным об
р азом помо9ь учащемуся . Далее, здесь перед нами не 
учебник одной только геометрии или только арифме· 
ТИКИ как таковой, но изложена вся элементарная ма
тематика с переменны м  чередованием ее отдельных 
частей в том виде, в котором их действительно можно 
проходить, причем ясно выступают также и их взаим
ные отношения.  С другой стороны, изложение геомет· 
рических отделов всегда начинается с черчения и по
строений. Особенное значение придается выработке 
пространствеиных представлений, стереометрическому 
ч ер чению. Каждый раз требуется не только убедиться 
в возможности построения,  но и действительно выпол
нить его в чистом и полном виде. При этом геометри· 
ческие теоремы часто получаются как бы мимоходом; 
так,  например ,  теоремы о р авенстве треугольников по· 
лучаютс� из того наблюдения, что nостроение тре• 
угольника по трем данным его элементам получается 
однозначным образом . .Я должен, далее, отметить, что 
в соответствии с указанной тенденцией в курс впле
тены также отчасти основные положения проективной 
геометрии. Конечно, я не могу умолчать о том, что у 
Хольцмюллера логические моменты в р азличных ме
стах оказываются, пожалуй, слишком урезанными, но 
ведь это старая истина ,  что невозможно одновременно 
получить удовлетворительные результаты во всех на
правлениях. Если подчеркивать преимущественно ло
гику,  то страдает наглядность, и наоборот. 

ПоJюжительные результаты описанных здесь стрем- · 
лений теперь перешли,  пожалуй, всюду в постановку 
преподавания, но р азумеется, стали постепенно при• 
соединяться опять-таки новые импульсы. Сюда отно• 
сится прежде всего, как и во всех других странах, 

* ) Н о 1 z т ii 1 1  е r .  Metodisches Lehrbuch der Elementarmathe
matik. - Leipzig:  Teubner, 1 894- 1 895, 
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сильное движение, начавшееся в Германии около 
1 890 г.  и стремящееся к более сильному подчеркива
н ию приложений математики во всех областях есте
ствознания, в особенности же в технике, а также ее 
зна ttения для всех сторон человеческой жизни. Это 
движение вносит по  сравнению с тенденцией, п ресле· 
дующей наглядность, нечто существенно новое. 
А именно, если последнюю можно еще увязать с чисто 
фор мальными целями,  то здесь речь идет о действи· 
тельно плодотворном применении математического 
мышления к различным другим областям .  В близком 
отношении к этим стремлениям находятся те рефор� 
матарекие тенденции, которых м ы  так часто касались 
в первом томе этого сочинения, и которые поэтому 
мне достаточно здесь просто перечислить: введение 
понятия функции, графических методов и начатков 
исчисления бесконечно малых; все это дает м ного 
новых импульсов также и для преподавания гео� 
метр и и. 

Влияние экспериментальной психологии. Но зато 
несколько подробнее я остановлюсь на некоторых 
новейших тенденциях, идущих еще дальше, которыми  
м атематикам следует заняться более внимательно, 
чем они это делали до сих пор . 

а )  В первую очередь я имею в виду некоторые ре· 
зультаты современных психологических исследований, 
в частности, результаты экспериментальной психоло
гии, а также современной гигиены .  Уже Гербарт 
пытался при построении педагогики опереться на  пси
хологию, но выполнение этой задачи получило совер· 
шенно иную основу с тех пор, как психология вырабо· 
r.raлa для себя точные экспериментальные методы. 
Подумайте, н апример, о том ,  н асколько в ажно для 
п едагогики исследование памяти, как важно, на
пример. для нее знать, каким образом факты схва
тываются памятью и сохраняются в ней ,  в какой мере 
это зависит от обстановки или от личного настроения 
индивида . И действительно, теперь психологи во 
многих местах, в том числе и здесь, в Гёттингене, 
много занимаются этими вопросами.  Столь же важно 
'для педагогики исследование утомления, например,  
вопрос о том , имеется ли зависимость между физи
ческим и умственным утомлением.  В прежнее время 
nолагали, что предшествующее физическое н апряже-
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ние делает людей особенно способными к умственной 
р а боте, теперь же пришл и на основании сделанных 
на блюдений к противоположному взгляду. 

Особенно важной в этой области, и притом как раз 
и по отношению к м атематике, является проблема 
различий в ин.дивидуальн.ой одарен.н.ости. Было время, 
когда господствовало твердое убеждение в том,  что 
только очень немногие ученики обладают «матема
тическими способностями»,  желая этим сказать, что 
только они в состоянии вообще хотя бы что-нибудь 
понять из математики, тогда как все остальные даже 
при самом большом напряжении не  смогли бы ничему 
научиться.  Объяснение того, что подобный взгляд 
мог получить столь всеобщее распространение, можно 
искать исключительно в недостатках господствовав
шего тогда метода преподавания . Когда же впослед
ствии в связи с учебными пла нами Экснера - Бони
ца стали придавать большее значение педагогическо
му  искусству, то пришли вскоре к противоположному; 
мнению,  согл асно которому всякий ученик при нали
чии доброй вол и и при пекотором напряжении также 
и со стороны учителя в состоянии научиться чему
нибудь дельному по м атематике. Я надеюсь, что 
экспериментально"психологические исследования до� 
ставят данные для решения вопроса о том ,  как с этим 
обстоит дело в действительности . Несомненно, что 
даже среди , вообще говоря , способных людей ветре� 
чаются совершенно «ам атематические» индивиды, ко· 
торым математическое мышление абсолютно чуждо. 
В том ,  что среди даже особенно даровитых в художе
ственном отношении натур попадаются такие ам ате� 
м атики, убедил меня недавно очень интересный раз
говор со знамениты м  берлинским архитектором Мес· 
селем,  который всем ва м известен,  между прочим, 
столь же целесообразным ,  сколь ценным в художе· 
ственном отношении зданием универмага Вертхайма. 
Когда он услыхал ,  что я матем атик, то стал говорить 
самы м резким образом о всем том бесполезном 
хламе, которым так  много мучают в школе и который 
во всяком случае для него лично всегда оставался 
не имеющим ника кой пользы . Быть может, было бы 
умнеее предоставить подобным натурам пройти курс 
школы без всякой матем атики, чем напр асно биться 
над тем, чтобЫ сообщить им хотя бы какие-нибудь 
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математические знания. При этом большей частью 
добиваются только того, что возбуждают в них силь· 
нейшее отвращение к этим вещам, которых они н е  
в состоянии понять, и тем создают для математики 
влиятельных врагов. Разумеется , это относится тодько 
к очень немнагим натурам ,  которые при прекрасных 
задатках в прочих отношениях лишены односторонним 
образом математических способностей ,  и это отнюдь 
не должно быть использовано как аргумент в защиту 
лености и праздности или той старой теории о «всеоб· 
щей неспособиости к м атематике». 

Дальнейшие важные з адачи, которые м атематика 
ставит перед психологией, относятся к имеющимся 
более тонким. различиям. в характере математического 
дарования, которые проявляются у продуктивно науч
но работающих математиков, но имеют несомненно 
большое значение и для педагогики. Ведь кажды й 

· день приходится наблюдать, что один математик бо
лее расположен к абсrрактно-арифметическим иссле· 
дованиям, а другой предпочитает оперировать с гео
метрически-наглядными образами.  Уже проведено, в 
частности, психологическое обследование таких людей. 
выработавших в себе выдающиеся способности в од· 
ной какой-нибудь узко ограниченной области, как зна· 
.м.енитые вычислители или шахматные игроки, и в этих 
случаях тоже обнаружили огромные различия : T a J{.  
теперь известно, что те большие числа ,  с которыми 
вычислители производят действия,  одни из них как бы 
видят перед собой з аписанными с помощью цифр (зри� 
тельное предрасположение) , тогда как другие рабо· 
тают аудитивно (на  слух) , связывая свои ассоциации 
со звуками слов , выражающих числа. Рекомендую 
в ам в этом отношении интересную книгу Бине «Психа� 
логия знаменитых вычислителей и игроков в шахма� 
ТЫ» * ) '. 

Отношен ие к современному художественному вое� 
питан ию . 

Ь) Вторая тенденция, часто проявляющаяся в по· 
СJlеднее время, о которой я хочу еще здесь упомянуть. 
соприкасается с тем , что я говорил о математической 
предрасположенности лиц с выдающимися художе· 
ственными дарованиями ; н имею в виду современное 

* )  В i n е t .  Psychologie des grands calculateш·s et joueurз d'echecs. - Paris, 1 894. 
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так называемое художественное воспитание и ново
введения в современном преподавании рисования. 
Здесь цель заключается в том ,  чтобы как можно ско
р ее довести ученика до живого интуитивного nред· 
ставления в ещей в целом, в большом,  а не начинать 
с изучения их детаЛей. Особенно интересным nред· 
ставляется это стремление, проявляющееся также 
сходны м  образом у некоторых выдающихся инжене
ров, в р азвитии преподавания рисования. В прежнее 
время главное значение во многих случаях придавали 
тому, чтобы каждый ученик научился в точности вос
nроизводить определенные контуры по данным об
р азцам - nрием, который  слишком часто имел своим 
р езультатом слабый интерес и слабые усnехи. Я вспо
минаю, как в мое школьное время я должен был 
снова и снова копировать все время одну и ту же 
арабеску, nотому что она никак не удавалась мне, 
что нисколько,  р азумеется, не содействовало развитию 
у меня  способности рисовать. Теперь же, в противо· 
nоложиость этому, ребенку дают в руки с самого на·  
чала кисть и краски и nредставляют ему срисовывать 
( красками ) по собственному его впечатлению прос
тые, повседневные предметы в том виде, как он их 
видит непосредственно перед собою, либо по воспо· 
м инанию. При этом отнюдь не ирееледуется задача 
точного воспроизведения деталей ;  они могут быть 
крайне неточны,  если только схвачено общее впечат· 
ление. Теперь можно видеть всюду на школьных 
выставках, какие поразительна хорошие результаты 
достигаются этим методом даже и у детей без всякого 
специфически художественного дарования. 

Конечно, это направление представляет собой пол
ную противоположность математическому черчению, 
поскольку nоследнее должно ставить на  первое место 
точное, даже количественно правильное фиксирова
ние всех деталей. Естественно, что эти две тенденции 
легко могут затеять самую ожесточенную борьбу 
между собой, если одна либо другая применяется 
слишком односторонне. Так, например, бывает, что 
в начертательной геометрии с большим трудом строят 
очень много отдельных точек кривой, но так как 
за  недостатком необходимых изобразительных на· 
выкав эти точки получаются, быть может, очень 
неточно, а чертящий не имеет правильного представ· 
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ления о том , как должна выглядеть кривая,  то он 
проводит через эти точки вместо правильной кр�вой 
нzвообразимые каракули ,  которые  во всяком случае 
не дают никакого представления о подлежащих изоб· 
ражению действительных пространствеиных объектах. 
Точно так же и художественное рисование может 
перейти в карикатуру;  детали получаются до того 
расплывчатые, что если на пекотором расстоянии и 
можно надеяться что-нибудь узнать, то уж вблизи 
видна только одна неспределенпая  м азня .  Но я - по·  
лагаю, что при р азумном руководстве оба напр а вле· 
ния вполн.е могли  бы согласоваться и взаимно допол• 
пять одно другое, и это было бы крайне жел ательно 
в интересах дела .  И для самой м атематики было бы 
в есьма нецелесообразно з анять здесь принципиально 
враждебную позицию по отношению к новому, быстро 
развивающемуся движению. 

Шопенгауэр она кр ити ка м атем ати ки ; з ам еч ан ия о 
до каз ател ьствах п иф агоровой теорем ы. В связи со 
всем этим я хотел бы еще упомянуть о часто цити
руемой, чрезвычайно резкой критике знаменитого фи· 
лософа Шопенгауэра ,  направленной против м атем а· 
тики, так как эта критика необычайно хара i<терна  для 
враждебности по отношению к нашей науке со сто· 
раны натур , более nредр асположенных к искусству. 
Шопенгауэр считает цепь отдельных логических вы·  
водов , которую должно содержать строгое м атем а· 
тическое доказательство, недостаточной и невыноси· 
мой. Он хочет сразу, так сказать, с одн.ого взгляда , 
ин.туитивн.о убеждаться в истинности теоремы ;  это 
привело его к теории,  согл асно которой наряду с ло
гическими дедукциями, исходящими из определенных 
предпосылок, существует якобы еще другой метод 
математических доказательств , который  выводит м а
тематическую истину непосредственно из интуиции.  
С этой точки зрения он в своем главном произведении 
<<Мир как воля и представление», как и в других со
чинениях, самым страстным образом принципиально 
осуждает всю евклидову систему; в особенности, евк· 
л идово доказательство пифагоровой теорем ы  служит. 
предметом его нападок. Он называет это доказатель· 
ство «мышеловочным» :  оно, пожалуй , действительно 
в конце кшщов заставляет согласиться со справед
ливостью утверждения тем, что коварно запир ает 
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поочередно все, какие только могут быть, выходы, но 
никогда не  приводит к внутреннему познанию исти· 
ны .  Ни один м атем атик не может согласиться с ·Шо
пенгауэром в этих его р ассуждениях, ибо какую бы 
огромную роль ни приписывали мы в математике ин
туиции _как эвристическому принципу, содействующе
му прогрессу науки, но  в конце концов в качестве 
последней единственно решающей инстанции должно 
будет выступить логическое доказательство, которое 
исходит из сделанных предположений.  

Укажу в связи с этим на  очень интересно написан
ную академическую торжественную речь «0 ценности 
и мнимой непригодности м атематики» А. Прингсхай
м а * ) , в которой как раз подробно рассматриваются 
нападки Шопенгауэра .  

Конечно, если бы Шопенгауэр нападал только н а  
р аздробленную, лишенную плавности форму изложе
ния у Евкл ида,  если бы он желал более наглядной 
р азработки идей каждого доказательства и вообще 

1' п' 

Рис. 1 47 

наряду с логикой более пол 
ного признания роли интуи
ции ,  то с ним можно было 
б ы  вполне согласиться. Но 
и в таком случае евклидово 
доказательство теоремы П и
фагора оказалось бы не 
очень подходящим объек
том для его нападок ; дело 
в том ,  что именно это дока
зательство я считаю по са
мой его идее , если отвлечь-
ся от внешних качеств ев
клидовой манеры, особен1ю 
наглядным, ка� ясно вид
но из такого его изложе-
ни  я .  

Чертим известную фигуру (рис. 147) прямоуголь
ного треугольника с квадратами  /, ilf на катетах и с 
квадратом 111 на  гипотенузе;  опускаем н а  гипотенузу 
высоту треугольника , продолжение которой делит 

* )  Р r i n g s h е i т А. Ober Wert und angeЬiichen Unwcrt der 
Mathematik//Jbcr. deutsch. Math.-Ver. - 1 904. - B d. 1 3. - S. 357. 
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квадр ат 1II на два прямоугольника 1' и 1/J", так что 

III = 1' + II'. ( 1 ) 

Теперь покажем , что прямоугольник 1' р авен 1 9 1 ) 
квадрату /. Для этого проводим обе вспомогательные 
пунктирные прямые и рассматриваем наискось з а 
штрихованный треугольник д и вертикально заштри 
хованный треугольник д'. Первый из них имеет, оче
видно, с квадратом I общее основание и в ысоту и 
поэтому, как известно, р авен его половине :  

Л - � /  Ll - 2 • 
Точно так же вертикально заштрихованный треуголь
ник д' равен половине прямоугольника /' : 

д' = � !'. 

Наконец, усматриваем , что оба треугольника кон ·  
груэнтны и, следовательно, р авны  по площади : 

д = д' , 
а потому действительно 

1 = 1'. 

Таким же образом можно доказать, что 

// = II', 

откуда в связи с ( 1 )  действительно вытекает пифа
горова теорема 

lll = I + II. 
Таким образом , здесь доказательство проведено 

совершенно коротко и ,  казалось бы, вполне ясным для  
всякого человека способом . При этом интуиция и 
логика переплетаются таким образом - и  в этом я 
вижу идеал , - что каждый логический шаг тотчас же 
приводится также к наглядной очевидности. Вспомо
гательную теорему 

которой мы здесь пользуемся, тоже можно, как из -



366 О ПРЕПОДАВАНИИ ГЕОМЕТРИИ 
вестно ,  сделать вполне наглядно ясной при помощи 
рис.  1 48, на котором � получается из половины квад
р ата 1 путем сдвига отдельных горизонтальных поло
сок (принцип Кавальери l ) . Конечно, в том ,  чтобы эти 
nростые идеи получили правильную и ясную форму, 
существенную роль играет более пл авное по сравне
нию с евклидавою окостенелою схемою изложение 
и удачно выбранные обозначения. Особенно я настаи
в аю на  том , чтобы еще шире применять в преподава
нии  для р азличения линий и площадей р азличные 

f Рус. 1 48 Рис. 1 49 

штриховки или еще лучше, что, к сожалению, в на
стоящем тексте не  осуществимо, различные краски 
вместо евклидова приема обозначать буквами исклю
чительно только углы ; несравненно легче н айти 
« красный» или «желтый» треугольник, чем медленно 
разыскивать сначал а  вершины Е, К и L в сложной 
фигуре. 

Таким образом, я пол агаю, что нападки Шопенга
уэра н а  евклидово доказательство по существу со
вершенно несправедливы;  это станет еще яснее, если 
посмотреть, чем он желал бы его заменить. Он дает 
известное доказательство Платона ( рис. 1 49) , кото
рое действительно можно понять при одном взгляде 
на чертеж, и ограничивается тем, что требует подоб
ного же и для общего случая .  Но ведь это приводит 
как раз к евклидову доказательству в р азумном его 
изложении, и действительно оба доказательства, если 
посмотреть в корень вещей, совершенно в р авной мере 
составлены из логики и из интуиции с той лишь р аз
ницей,  что случай Шопенгауэра как более специаль
ный позволяет, естественно, и несколько более про
стое решение, так что здесь и для неопытного в этих 
вещах человека легче сразу интуитивно постичь со
держащуюся в доказательстве цепь логических вы
водов. 
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Новейшие воздействия со стороны высшей ш колы. 
Но довольно о Шопенгауэре ;  разрешите теперь за 
кончить наши замечания, относящиеся к развитию 
преподавания геометрии в Германии. До сих пор мы, 
по  существу, следили лишь з а  той линией развития, 
которая началась с тенденцией Песталоцци - Герба  р
та ,  имевших в виду сначал а  обучение в народных 
школах. Теперь мы  р ассмотрим , какое влияниие на 
преподавание в средней школе оказало у нас в Гер· 
м ании преподавание математики в высшей школе. 
Здесь перед нами раскрывается гор аздо менее утеши· 
тельная картина ,  чем в других странах. Как р аз в гео
метрии обнаруживается то вызывавшее так много 
нареканий явление, что высшая и .средняя ш колы 
двигались по совершенно различным путям без вся· 
кого живого взаимодействия между ними.  Исключе
нием являются в первой половине XIX столетия пред
ставители так называемой новой геометрий', в особен· 
ности Мёбиус и Штейнер ,  р аботы которых мы  уже не  
р аз цитировали  в этом курсе. Но позже одновременно 
с большим подъемом м атематической науки эта от
чужденность все более и более усиливается, и только 
в последнее десятилетие мы можем с чувством удов
летворения констатировать возобновление живых по· 
пыток заполнить эту пропасть. 

В качестве самого выдающегося явления в этом 
направлении я снова назову вам  «Энциклопедию эле· 
ментарной математики» Г. Вебера и И .  Вельштейна .  
Впрочем,  в этой энциклопедии не вполне реализо· 
в ано то, что я считаю желательным для школы. 
в частности, в геометрических частях составители во 
многих случаях огр аничиваются тем ,  что р азвивают. 
правда , в очень интересной, но и крайне абстрактной 
форме некоторые вещи, которыми они сами особенно 
много занимались, тогда как было бы лучше дать 
общую ориентировку относительно всей области гео
метрии, поскольку она имеет отношение к ш кольному 
преподаванию. В противоположность этому вы  ведь 
знаете из моих неоднократных заявлений ,  в чем имен· 
но я вижу конечную цель моих собственных лекций.· 
Я хотел дать общую картину всей геометрии, в кото· 
рой равномерно были бы представлены все ее части 
и которая позволяла  бы охватить их все одним взгля· 
дом вместе с их взаимоотношениями.  Разумеется, я 
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мог лишь в качестве постулата утверждать, что сле
дует пытаться исследовать в соответствии с отдель
ными устанавливаемыми эдесь точками зрения, что 
именно из всего этого материала приемлемо для шко
лы и н асколько вообще можно учесть наши резуль
таты в школьном преподавании.  

Австр и йски й учебный пл ан 1 900 r .  и « Курс:. Ген
р и ци и Трейтл ейн а. Уже много раз брались за разре
шение этой проблемы, но в действительности никогда 
еще ее не р азрешили ;  и я не могу не упомянуть еще 
хотя бы о следующих двух интересных публикациях, 
в ко;rорых значительная часть относящихся сюда во
просов перерабатапа  с единых точек зрения. Одна 
из них - австрийский учебный план 1900 г . ,  который 
придерживается основ реформы Экснера - Боница 
1 850 г. Как и в той реформе, эдесь различается пер
в ая и втоуая ступени гимнаэи� ( каждая по 4 года ) ,  
причем н а:  первой ступени преподавание геометрии  
проводится исключительно в наглядной форме в сое
динении с очень большим курсом черчения ; последний 
продолжается также и н а  второй ступени наряду с 
начинающимся там логическим курсом геометрии. 
Самым интересным  в этом учебном плане явл яются 
подробные объяснения , относящиеся к преподаванию 
м атематики, которые выдают крайне сведущего соста
вите�я .  но мне не  удалось узнать его имени.  Здесь 
перед нами отрадный контраст с обычными официаль
ными  учебными планами, которые в математической 
части бывают по большей части столь сжато состав
лены ,  что из них едва ли можно почерпнуть что-либо 
определенное. 

Вторая публикация,  которую я хотел назвать, 
«Учебник элементарной геометрии» Генрици и Трейт
лейна * ) .  В нем составители с успехом попытались 
учесть резул ьтаты новых по тому времени исследова
ний ,  проективную геом етрию, а также приложеtшя; 
излагается та кже и анал итическая геометрия в орга
н ической связи с прочим м атериалом, а именно, с 
тригонометрией.  В частности , отмечу, что подразде
ление ;.� а териала происходит по классам геометриче
ских преобразований, ка к мы это делали выше и как 

* )  Н е n r i с i. Т r е 11 t 1 е i n. Lehrbuch der Elementargeomet· 
rie. - Leipzig, 1 882-1 883. 
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впервые поступил Мёбиус в своем «Барицентриче
ском исчислении»: конгруэнтность, подобие, перспек
тивное соответствие. ' 

Что же касается приложений , укажу, что в конце 
второй части находится ме�евая карта великого гер
цогства Баден ( авторы сами баденцы ) , так что уча 
щийся получает живой образ  цели тригонометрии ; 
я считаю, что от такой живой связи с отечествоведе
нием, подкрепленной действительным выполнением 
измерений на  местности, преподавание выигрывает 
чрезвычайно. По аналогии в наших школах следовало 
бы , например , показать гауссову съемку королевства 
Ганновер, так что каждый ученик узнал бы , в чем 
заключается ее связь со знаменитым треугольником 
Высокий Га ген - Брокен - Инзельсберг. Таким обра 
зом , книга Генрици - Трейтлейна  в высшей степени 
заслу�ивает внимания. Конечно, с теперешней точки 
зрения можно сожалеть, что в ней отсутствуют те 
общего характера преобразования, выходящие за  пре
делы линейных преобразований проективной геомет
рии , которые мы выше рассматривали, и что в связи 
с этим не приняты во внимание также и современные 
требования функционального мышления и т. д. ; не  
достает также и философского заключительного от
дела (т. е . р азъяснений, относящихся к аксиом атике 
и т. п . ) , о желательности которого для старших клас
сов школы теперь часто говорят. 

Мы подошли теперь, уважаемые слушатели, к 
концу наших совместных занятий ; если  мне и случи
лось уже многое рассказать вам в последнем разделе 
о том , как теперь повсюду в школах забила  свежая 
струя, то все же я думаю, что проблема реформы 
преподавания математики вообще и , в частности, 
геометрии выдвинется в ближайшие годы в неср авнен
но большей мере в центр общего интереса .  Вы все 
призваны сотрудничать по мере сил в р азрешении 
этой столь в ажной задачи - сотрудничать на основе 
самостоятельного размышления обо всех относящихся 
сюда вопросах и свободно от гнета всесильной окам е
нелой традиции.  Вы  будете в состоянии сделать это ,  
если составите себе достаточно общее представление 
обо всех относящихся сюда областях науки и об и сто-

_рии их развития , а для этого - хочу надеяться - вам 
дали некоторую основу эти мои лекции .  



П Р И М Е Ч А П И Я  

1 .  Термин «относительные» числа, некогда бытовавший и в 
нашей школе, озн ачает р ассмотрение чисел вместе со знаками, 
т. е. одновременное рассмотрение как положительных, так и от· 
ридательных чисел (в противоположность «абсолютным», т. е. 
положительным,  величинам,  - в  соответствии с чем модуль числа 
назывался его «абсолютной величиной») .  Сейчас эта терминала· 
гия становится архаичной. Чтобы отметить, что допускаютс,я к 
р ассмотрению как положительные, так и отрицательные числа, 
просто говорят о действительных числах; вместо термина сабсо· 
лютнщ1 величина числа» сейчас применяют термин модуль числа 
(см. также примечание 1 8  на с. 384 первого тома ) .  Заметим, 
впрочем, что в современных алгоритмических языках взятие мо· 
дуля числа М обозначается через ABS (М) . 

2. Используемые Кл�йном факты аналитической геометрии 
можно найти в учебниках. См. ,  например, П о с т н и к о в М. М, 
Анали гическая геометрия. - М. :  Наука, 1 973; Д е л о н е Б. Н., 
Р а й  к о в Д. А. Курс аналитической геометрии. - Т. 1 . - М. : Гас• 
техиздат, 1 948. - Т. 2. - М.: Гостехиздат, 1 949. 

3 .  Здесь и далее Клейн говорит о наглядно попятном способе 
выбора одной вполне определенной системы координат, связанном 
с нашими Представлениями о реальном пространстве. Например, 
если учитель стоит перед классной доской, то он может говорить 
о направлениях «вправо», «вверх», «Вперед» (от классной доски ) ,  
и этот способ выражения будет понятен всем сидящим в классе 
учащимся. Математически же речь идет о том, что мы фиксируем. 
на прямой какое-либо положительное направление и условли· 
вае.мся называть его направлением вправо;  иначе говоря, точка В 
нашей прямой считается лежащей правее точки А, если вектор 
-
АВ имеет направление, совпадающее с фиксированным направле· 
нием на этой прямой. Аналогично, когда речь идет о плоскости 
или пространстве, предполагается фиксированной пекоторая си• 
стема координат, и под направлениями вправо, вверх, впер ед по• 
нимаются н аправления осей х, у, z этой системы. 

4. В реальном пространстве направления «вправо», «вверх», 
а также «ПО» и «против» часовой стрелки понятны учащимся, 
если, например, учитель делает чертежи на классной доске. При• 
ведеиная формулировка приобретает математически точный смысл 
при следующих соглашениях. Мы фиксируем на плоскости одну 
прямоугольную систему координат и принимаем направления ее 
осей х, у за направления «вправо» и «вверх». Далее, направление 
вращения, при

' 
котором ось х фиксированной системы переходит 

в ось у в результате поворота на 90°, условимся считать на• 
правленнем против часовой стрелки (положительное направление 
вращения) ,  а противоположное направление - направлением вра• 
щения по часовой стрелке. При этих соглашениях приведеиная 
формулировка и ее доказательство сохраняются, 
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5.  Это утверждение и м ее г  ясны й смысл в реальном  простран• 

стве, nоскольку, как бы мы ни  р асnолагались в пространстве, м ы, 
видя перед собой nлоскость, считаем понятным,  что означает на
nр авление по или nротив часовой стрелки в этой nлоскости. Од
нако точная математическая формулировка этого утвержденпя 
близка к тавтологии .  В самом деле, nусть в смысле фиксирован
ной системы координат xyz, введенной в nространстве, точка А 
находится перед nлоскостью ху (в которой оnределено - с nо
мощью осей х и у - наnравление вращения  по часовой стрелке 
и nротив нее) . Пусть, далее, с nомощью неnрерывного nеремеще
ния в пространстве (или, иначе, с помощью движения с положи
тельным оnределителем) точка А и nлоскость ху переводится 
соответственно в точку С и плоскость -у. Тогда с помощью 
этого движения направление вращения против часовой стрелки в 
плоскости ху переводится в такое напр авление вращения в пло
скости -у, которое считается наблюдаемым из точки С как на
nравление тоже против часовой стрелки. Иначе говоря,  направле
ние вращения определяется с помощью движений с положитель· 
ным оnределителем. Но то, что при таких преобразованиях 
сохраняется знак в формуле объема, очевидно. 

6. Об исnользовании знаков отрезков в элементарной гео
метрии и преимуществах этих соглашеуий и меется специальный 
раздел в превосходной книге: А д а м а1р Ж. Элементарная гео
метрия. - Ч. 1 :  Планиметрия. - 2-е изд . - М.:  Учпедгиз, 1957. -
Ч. 2 :  Стереометрия. - 2-е изд. - М.:  Учпедгиз, 1 958. 7. Об ангармоническом отношении ,  гармонических четверках 
точек и их роли в проективной геометрии Клейн пишет в даль
нейших частях книги. По поводу основных понятий nроективной 
геометрии см. следующие книги : Г л а г о л е в Н. А. Проективная 
геометрия . - М.;  Л.: ОНТИ, 1 936; Г и л ь б е р т  Д., 1( о н ·  Ф о с ·  
с е н С.  Наглядная геометрия . - 3-е изд. - М.:  Наука, 1 98 1 ;  
К о к с т е р Х. С .  М .  Действительная проективная плоскость. -
М.:  Физматгиз, 1 960; Е ф и м  о в Н .  В .  В ысшая геометрия. -
6-е изд. - М. :  Наука, 1 978; Б о л т я н с к и й В.  Г. Элементарная 
геометрия . - М.:  Просвещение, 1 985. 

8. Клейн для простоты ограничивается в начале своих лекций 
лишь определителями третьего порядка. Если же взять опреде
литель четвертого порядка 

Хо Уо 1 1 
х. У •  1 1 

х2 У2 1 1 
Ха Уз 1 1 

(который, очевидно, равен нулю из-за совпадения дву'х столбцов) , 
то получится более простое и общее доказательство, не требую
щее nредnоложения хо = О, У о = О, где Хо,  У о - координ аты точ· 
ки О. В самом деле, разлагая этот определитель по  элементам 
nоследнего столбца, получаем соотношение 

- 1  :: ;� � 1 + 1 :: �: � 1 - 1  :: :: � 1 + 1 :: :: � 1 = О, Ха Уз 1 Ха Уз 1 Ха Уз 1 Х2 У2 1 
которое совпадает с равенством (1 ,  2, 8) = (0, 2, 8) + (0, 8, 1) + 
+ (0, 1. 2) . 
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9 .  Доказанное тождество дает важную и интересную интер· 
nрет:щию бариlfентрических координат с nомощью площадей; 
Клейн об этих координатах nишет ниже. См.  также Б а л к М. Б. ,  
Б о л т я н с к и й  В .  Г. Геометрия масс. - М. :  Наука, 1 987. 
(Библиотечка «Квант» ) . 

1 0. Об аксиомах, лежащих в основе оnределения общего по· 
нятия nлощади, можно (в синтетическом изложении) nрочитать 
в следующих книгах: Л е б е г А. Об измерении величин. - М. :  
Учпедгиз, 1 960;  Р о х л и  н В .  А .  Площадь и объем//Энциклоnедия 
элементарной математики. - Книга V: Геометрия. - М.:  Наука, 
1 966. - С. 5-87 ; Б о л т я н с к и й В . Г. Третья nроблема Гиль
берта . - М.:  Наука, 1 977. Во всех этих источниках площадь 
трактуется как положительная величина. В книге: Л о n • 
ш и ц А. М. Вычисдение площадей ориентированных фигур . - М. :  
Гостехиздат, 1 956, дается изложение, близкое к идеям,  о которых 
nишет Клейн.  

1 1 .  Если, как на рис. 1 4, на кривой выбрано направление 
обхода против часовой стрелки (в  случае противоположного на
правления обхода nолучится nлощадь, взятая со знаком минус ) . 

1 2. Для того чтобы ситуация была яснее, на рис. 1 5  и 1 6  
удобно взять начало координат в точке самопересечения кривой, 
а на рис. 17 - в левой из двух точек самопересечения. 

1 3. То сеть так, что наnравление вектора dp nолучается из 
направления вектора 1 .2 (с  началом 2 и концом 1) поворотом 
на �/2 против часовой стрелки. • 

1 4 . Конечно, точки A t и Az должны полностью (и притом 
однокра rно) описать соответственно кривые, ограничивающие 
nлощади Ft и Fz. 

1 5 . Или иначе, барицентрами (от латинского слова baris 
тяжелый ) .  Сейчас чаще говорят «центры масс». 

1 6. Или, чаще, барицентрическими координатами. Более nод· 
р обно о барицентрических координатах и их применениях в гео· 
метрии можно nрочитать в книге В.  Г. Болтянекого и М. Б .  Бал· 
ка « Геометрия м асс», указанной в примечании 9. В частности ,  
геометрическое определение масс тt ,  тz ,  тз, задающих nоложе
ние точки Р (которую обозначим через О) относительно треуrоль· 
инка с вершинами 1, 2, 3 имеет вид 

(0,  2, 3) ( 1 , О , 3) (1 ,  2, О) 
т1 = ( 1 ,  2, 3) ' т2 = (1 , 2, 3) ' тз = ( 1 ,  2, 3) 

1 7. Ее можно получить, записав (ер . примечаиле 8) рав
ный нулю определитель пятого порядка, в первых трех столбцах 
которого стоят абсциссы, ординаты и аnпликаты точек О, 1, 2, 3, 
4, а в двух nоследних столбцах все элементы равны единице. 
Разлагая этот опреде.1итель по элементам последнего столбца, мы 
н епосредственно 11олучаем формулу 

( / , 2, 3, 4) = (0, 2,  3, 4) - (0, 1 ,  3, 4) + (0, 1, 2, 4) - (0, 1, 2, 3), 

отличающуюся от формулы, написанной у Клейна,  лишь очевид· 
ны ми перестановками строк в оnределителях четвертого порядка, 
выражающих объемы тетраэдров. 1 8. Необходимо сделать некоторые замечания относительно 
того, что Клейн понимает под многогранником. Выше под много· 
угольником понималась произвольная замкнутая ломаная (воз• 
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можно, самопересекающаяся) . Если отвлечься от сложностей, 
связанных с возможным слиянием нескольких вершин в одну, 
можно сказать, что в каждой вершине многоугольника сходятся 
ровно две его стороны, которые называются смежными (точки 
самопересечения ломаной вершинами не считаются) .  

Многогранник считается составленным из конечного числа 
- многоугольников (в указанном понимании) ,  каждый из которых 

Jiежит в некоторой плоскости. Эти многоугольники называются 
гранями многогранника. При этом,  для того чтобы конечный на
бор многоугольников представлял собой многогранник, необхо· 
димо выполнение двух условий: -во-первых, многоугольники-грани 
должны либо примыкать друг к другу целой стороной, либо 
иметь общую вершину, либо совсем не иметь общих точек и, 
во-вторых, многоугольники-грани должны примыкать друг к дру
гу общими сторонами по два. Иначе говоря,  если а - некоторое 
ребро многогранника, т. е. сторона одной из граней, то должна 
найтись еще ровно одна гр ань, примыкающая к этому ребру а. 

Если теперь на каждой грани задать некоторое направление 
обхода, то на общем ребре двух граней взятые направления  
обхода могут определять либо одинаковое, либо противоположное 
направление. Правило ребер Мёбиуса считается выполненным, 
если на  любом ребре две примыкающие к этому ребру грани 
определяют противоположные направления .  Если правило р ебер 
Мёбиуса выполнено, то говорят также, что направления обхода, 
взятые на всех гранях многогранника, я вляются согласованными. 

1 9. Это утверждение о «сумме» многогранников надо здесь 
понимать лишь в том смысле, что объем тетраэдра ( 1 , 2, 3, 4) 
равен сумме объемов четырех указанных «тетраэдров-частей» 
при указываемом порядке вершин. 

20. Здесь Клейн предполагает, что в плоскости р ассматривае
мо� грани в качестве направления «против» или «ПО» часовой 
стрелке принимается то, которое мы получаем, наблюдая эту 
nлоскость из точки О. Только после того как в плоскости уста
новлены направления против и по часовой стрелке, можно опре
делить площадь многоугольника (возможно, самопересекающего
ся) , на контуре которого задано напр авление обхода . 

2 1 .  Это неточность: никакой знак уже присоединять не нуж
но, поскольку площадь основания ( 1 , 2, 3, 4,  5, б )  может быть 
nоложительной или отрицательной, в зависимости от чего объем 
пирамиды (полу<Iающийся при умножении плошади основания на  
треть высоты) будет положительным или отрицательным. 

22. Пусть О' - точка, отличная от О. Заменяя в формуле 
на с. 3 1  точку 4 на 0', перепишем эту формулу в виде 

(0', 1, 2, 3) - (0, 1 ,  2, 3) = (0', О, 1 , 2) + (0', О, 2, 3) + (0', О, 3, 1 ). 
Аналогичная формула справедлива не только для треугольника 
( 1 ,  2, 3) , но и для произвольнаго многоугольника, на контур е  
которого задано определенное направление обхода . Если те:�ерь 
на всех гранях многогранника заданы направления обхода , с о 
гласованные друг с другом,  то при суммировании написанных 
соотношений по всем граням многогранника мы для каждого 
ребра (а, Ь) получаем в прапой час:ги два слагаемых (0', О, а, Ь )  
и (0', О, Ь,  а) ввиду наличия двух граней, примыкающих к 
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этому ребру. Иначе говоря, правая часть соотношения, nолучаю
щегося в р езультате сум м и р ования, р авна нулю, т. е. р азность 
объемов, nолучающихся, если исходить от точки О или от точ
ки 0', равна пулю. Этим и устанавлив ается независимость ре· 
эультата от выбора точки О. 

23. Если в трехмерном пространстве задана замкнутая,  не 
nересекающая себя поверхность, составленная из плоских много· 
угольников (рассматриваемых не как контур, а как часть пло· 
скости) ,  то она ограничивает некоторую область пр остранства 

(внутреннюю ее обл асть) . Теперь для каждой грани рассматривае
мой многогранной nоверхности можно задать такое направление 
обхода,  которое из близких к этой грани точек, расположенных 
во внешней области, наблюдается как направление по часа· 
вой стрелке . Это дае r, как легко понять, согласованные направ· 
ления обхода на всех гранях рассматриваемой многогранной по· 
верхпости. Таким обр азом , для замкнутой многогранной поверх· 
ности, не  иерееекающей себя, можно задать на всех гранях со
гласованные направления обхода , и это позволяет определить 
объем соответствующего многогранника (т. е. объем внутренней 
области, ограничиваемой рассматриваемой поверхностью) . 

Напротив , среди за мкнутых многогранных поверхностей , пе
ресекающих себя, существуют как поверхности, на которых мож· 
но  задать согласованные н а п р а влен и я  обхода на всех гранях, так 
и поэерхности, для которых это не удается сделать . Таковыми 
являются односторонние поверхности, не р азрезающие близлежа· 
щие точки на две области ( внутреннюю и внешнюю) , а имеющие 
лишь одну сторону. Такую поверхность (лист Мёбиуса)  Клейн 
и описывает ниже. 

24. Эта поверхность была независимо от Мёбиуса открыта 
liистингом . 

25. Подробное описание листа Мёбиуса и его свойств (а так
же рисунок, изобр ажающий деятельность маляра, о которой пи• 
шет Клейн )  можно найти в книге: Б о л т я н с к и й В. Г., Е ф р е . 
м о в и ч В. А. Наглядная топология . - М. :  Наука, 1 982. - (Биб· 
лиотечка «Квант» ) . Заметим, что лист Мёбнуса является неза• 
мкнутой поверхностью (он имеет край) ; только поэтому его и 
удается реализовать в трехмерном пространстве без самопересе
чений (в виде перекрученной бумажной ленты) . Замкнутую же 
одностороннюю поверхность, как вытекает нз сказ анного в при
мечании 23, невозможно реализовать в трехмерном пространстве 
без самопересечений. 

26. Эта замкнутая односторонняя поверхность ( «перекручен• 
ная пятигранная пирамида», как ее называет Клейн)  топологиче
ски эквивалентна проективной плоскости . Самопересекающийся 
семигранник, о котором ниже пишет Клейн (он был впервые в 
литературе уnомянут Рейнхардтом в 1 885 г . ) , также представляет 
собой замкнутую одностороннюю многогранную поверхность, то· 
пологически эквивалентную проективной плоскости (т .  е. обе за· 
мкнутые многогранные поверхности гамеаморфны между собой) , 

Отметим, что Клейну принадлежит открытие еще одной за
м кнутой односторонней поверхности, называемой теперь бутыл",ой 
Клейна ; она может быть, например, получена ,  если два листа 
Мёбиуса склеить их краями. Подробнее обо всем этом см. в кни· 
ге, указ анной в предыдущем примечании. Об общем определении 
ориентации и ориентируемых многомерных многообразних см, 
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книгу: Д у б р о в и н  Б. А., Н о в и к о в  С. r1., Ф о м е н к о  А. Т. 
Современная геометрия . - 2-е изд. - М. : Наука, 1 986. 

27. Это утверждение верно при условии, что хотя бы одно из 
чисел Х, У отлично от нуля. Об исключительном случае Х = У = = О ( получающемся при совпадении точек 1 и 2) Клейн говорит 
ниже. 

28. Иначе говоря, р ечь идет о множестве всех движений (си
стемы кординат) с определителем + 1 .  Каждое такое движение 
может быть осуществлено непрерывным перемещением прямо
угольной системы координат в ее плоскости; это и имеет в виду 
Клейн,  говор я  о движениях «В буквальном смысле слова». 

29. Здесь Клейн несколько краток. При р ассмотрении геомет
рических свойств фигур нужно рассматривать не одну, а несколь
ко различных групп преобразований координат (или преобразо
ваний плоскости) .  Для элементарной геометрии наиболее важны 
две группы. Первая из них - обозначим ее через Р и назовем 
еруппой подобий - состоит из всех преобразований координат, 
которые могут быть получены композициями указанных выше 
иреобразований (At ) - (А,) . Вторая группа - обозначим ее че
рез D и назовем группой движений - состоит из всех преобразо
ваний координат, получающихся композициями преобразований 
(At) - (Аз ) . Формул, инвариантных относительно всех преобра 
зований группы D, больше, т. е. эта группа определяет более 
обширный набор геометрических свойств, чем группа Р. Так, на -
nример, формула d = ...j(x2 - х1 ) 2  + (у2 - у 1 )2 , определяющая 
длину d отрезка с концами в точках (Xt , Yt ) и (ха, уа) , инва
риантна относительно всех преобразований группы D, но пере
стает быть инвариантной, если мы перейдем к группе Р ( при  из
менении масштаба длина отрезка изменяется) .  Иначе говоря ,  
rруппа D соответствует рассмотрению геометрических свойств фи
гур при фиксированной единице длины. Напротив, отношение 
длин (а также углы) остаются инвариантными при всех преобра
зованиях группы Р. Принято считать, что р азличие между гео
метриями, определяемыми груnпами D и Р, несуществеино. В ка• 
честве пример а  отметим, что окружность С с центром О можно 
определить как множество всех таких точек А ,  для которых рас
стояние между точками О и А равно заданному числу r. При 
таком определении свойство фигуры быть окружностью высту
пает как объект геометрии группы D. Однако определение окруж
ности можно сформулировать и иначе: для любых двух точек 
А , ,  Az р ассматриваемого множества С отношение расстояний 
� OA t l : I OAz l р авно единице. , Эта формулировка определения по
казывает, что свойство фигуры быть окружностью является в 

действительности объектом геометрии группы Р. Аналогично, рав
нобедренный треугольник можно определить как такой, у кото
рого длины обеих боковых сторон равны заданному числу l, но 
можно определить и иначе: отношение длин боковых сторон рав
но единице. Таким образом, свойство фигуры быть р авнобедрен
иым треугольником относится не только к геометрии группы D, 
но и к геометрии группы Р. Теорему Пифагора и другие теоремы 
элементарной геометрии также можно сформулировать в терми
нах величин углов и отношений длин, что и дает повод к утвер
ждению о совпадении содержания геометрий групп D и Р. Одна· 
ко в действительности эти геометрии все же р азличны (см. при· 
мечание 1 22) , 
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30. Например ,  соотношения 

Х' 
cos <р + -i- sin <р 

ут ==  у ' 
- sin <р + Х cos <р 

(Ва) можно переписать в виде 

Х' Х У N' = 71 cos <р + N sln <р, 

У' х у 
N' = - N sln <р + N cos <р, 

т. е. попарные отношения величин Х', У', N' выражаются только 
через попарные отношения исходных величин Х, У, N. 3 1 .  То есть в зависимости от того, относится рассматривае· 
!IIЫЙ инвариант к геометрии группы D или к геометрии группы Р 
(см.  примечание 29) . 32. Для единообразия дальнейших формул определитель 

М =  1 z1 х 1 1 берется не в том виде, как он получается из pac-
z2 х2 

сматриваемой матрицы (вычеркиванием второго и четвертого 
столбцов) , а с перестановкой оставшихся столбцов (т. е. с изме· 
нением знака ) .  То же относится к !1Л и !/!. 33. Как и в случае геометрии на плоскости, это утверждение 
справедливо лишь при условии, что хотя бы один из определи· 
телей (!, !V!, !Л отличен от нуля. Об исключительном случае (! -J = !1Л = !Л = О (получающемся, если точки 1 ,  2, 3 лежат на од• 
ной прямой) Клейн пишет ниже. 

34. Клейн везде говорит о «минорах:., но берет их со зна· 
ками ± ,  т. е. рассматривает соответствующие алгебраические до· 
полнения .  35. При дополнительном требовании, что хотя бы одно из 
чисел Х, У, Z отлично от нуля. 36. Выражая Xt , Yt .  Zt в силу первых трех формул ( l )  через 
ха, у2, za, Х, У, Z и подставляя эти значения в оставшиеся три 
формулы ( 1 ) ,  получаем для L, М, N следующие выражения: 

- Zy2 + Yza = L , 

Zxa - Xza = M, 

- Ух2 + Хуа =- N. 
Эти соотношения можно при заданных Х, У, Z, L, М, N рассма· 
тривать как систему уравнений относительно Х2, уа, Z2. Матрица 
коэффициентов этой системы имеет нулевой определитель, а если 
дополнительно предположить, что хотя бы одно из чисел Х, У, Z 
отлично от нуля, то ранг этой матрицы равен 2. Следовательно, 
для разрешимости системы необходимо и достаточно, чтобы и 
расширенная матрица имела ранг 2, т. е. чтобы все определители 
третьего порядка были равны нулю. Например, вычеркивая стол• 
бец коэффициентов при ха, получаем определитель 1 - Z  t L 1 

О - Х М = Х (XL + У М + ZN), 

Х О N 
который равен нулю в силу условия (3) .  Аналогично, обращаются 
в нуль и все другие определители третьего порядка, ·r. е. система 
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совместна.  Определив из этой системы какие-либо значения xz, 
у2, z2, мы затем из первых трех соотношений ( 1 ) найдем Xi, Yt ,  Z t .  37 .  Т очнее, X = l cos a, Y = l cos j:l, Z = l cos y, где 1 ... 
= '1/ Х2 + У2 + Z2 - положительное число (длина рассматривае· 
мого иенулевого вектора) , а а, р, у - углы, образованные этим 
вектором с положительными направлениями осей координат пря· 
моуrольной системы. Диагональ, о которой идет речь, имеет на· 
правление от начала координат к противоположной вершине па· 
раллелепипеда (с координатами Х, У, Z) .  

38. Поскольку прямые, вдоль которых действуют р ассматри· 
ваемые силы, параллельны, но не совпадают, хотя бы одно из 
чисел Lt + L2, Mt + Mz, Nt + N2 отлично от нуля. В самом деле, 
обращение всех этих трех чисел в нуль означало бы, что 
L2 = -Lt, Ма = -Mt, Nz = -Nt, т.  е. координаты р ассматри• 
ваемых двух линейных элементов (изображающих силы) полу• 
чаются друг из друга умноженнем на - 1 ,  т. е. пропорцнональны, 
н потому эти линейные элементы определяют одну и ту же бес· 
конечную прямую. 

39. Даже включая в понятие силы бесконечно малую, беско· 
нечно удаленную силу с конечными моментами вращения, т. е. то, 
что в элементарном изложении называют парой сил. 

40. Дальнейшие вычисления проводятся при условии, что 
хотя бы одно нз чисел 3, Н,  Z отлично от нуля - об этом Клейн 
пишет в конце доказательства .  

4 1 .  Если направленный отрезок ( 1 ,  2) смещать по содержа· 
щей его прямой, то величины Х, У, Z, L, М, N изменяться не 
будут и потому не будет изменяться определенный выше момент 
одного линейного элемента по отношению к другому, т. е. не бу· 
дет изменяться объем тетраэдра ( 1 , 2, 1' ,  2') ; то же спра. 
ведлнво и при смещении направленного отрезка {1 ', 2) вдоль 
содержащей его прямой. Следовательно, мы можем считать 
точки 1 '  н 2 совпадающими с конца ми отрезка р. При таком 
расположении отрезков площадь треугольника (2, 1', 2'), 
равна pr', а высота тетраэдра ,  проведеиная из вершины 1, 
равна l r  sin <p l , откуда и вытекает, что объем тетраэдра равен 

� rr' р sin <р, а момент равен rr' р sin <р. В соответствии со еде· 

ланным на с. 1 3 соглашением о знаке объема тетраэдра  угол 
<р должен считаться nоложительным или отрицательным в за· 
висимости от того, видим ли мы нз точки 1 направление обхода 
треугольника (2, 1', 2') совершающимся против часовой стрелки 
или по часовой стрелке. 

42. Это будет видно из дальнейшего исследования, в кото· 
ром Клейн рассматривает лишь случай, когда динама имеет 
общий вид (т. е. не сводится к одной силе и не сводится к паре 
сил ) . 

43. Согласно сказанному в предыдущем примечании имеем 
Z =F О, N ф_ О (и nотому число k -;- N/Z оnределено и отлично 
от нуля) . 

44. Винтовым движением называется ком позиция поворота 
' 

вокруг пекоторой оси и nараллельноrо переноса в направлении 
этой оси. Частным случаем винтового движения является поворот 
(если nараллельный nеренос nредставляет собой тождественное 
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отображение) , а также napaJIJieльныii перепое. Любое сохр аняю
щее ориентацию движение трехмерного пространства («собствен· 
ное движение:. по терминологии Клейна) является винтовым дви· 
женнем - см .  Б о л т я н с к и й В. Г. Элементарная геометрия. -М. :  Просвещение, 1 985. 

" 45. На первый взгляд этот вывод может показаться парадок
сальным,  так как получается, что для получения всех нулевых 
осей достаточно построить в каждой точке nространства по од· 
ной из них ,  а между тем через каждую точку должно проходить 
бесконечно много нулевых осей. Но при указанном построении 
действительно через данную точку Р пройдет бесконечно много 
прямых, но ТОЛЬIШ построенных (кроме одной) не в Р, а в дру
гих точках пространства.  

46. См. примечавне 44.  
47. Здесь термин «зеркальное отражение:. Клейн использует 

для обозна'rения движения с определителем - 1 , т. е. движения 
не в «собственном смысле слова» (оставляющего неподвижным 
начало координат) . Заметим, что, например, зеркальное отраже
ние относительно плоскости ху можно представить в виде ком
nозиции двух движений: преобразования (Аз ) , т. е. симметрии 
относительно начала координат, и преобразования х' = -х, 
у' = -у, z' = z, представляющего собой «обственное:. дви
жение (поворот на 1 80° вокруг оси z) . Именно поэтому Клейн 
не причисляет симметрии относительно координатных плоскостей 
к числу «элементарных» движений, композициями которых можно 
получить любые изменения прямоугольной системы координат, а 

ограничивается преобразованием (Аз) . 
48. Это р авносильно тому, чтобы транспонировать в левой 

части первый множитель (что не меняет определителя) , а затем, 
как обычно, умножать строки первого определителя на столбцы 
второго. 

49. Это вытекает из приводимых ниже соображений о знаках 
спределителей. 

50. При линейном преобразовании координат 

х' = а1х + Ь 1 у + c 1z, у' =  а2х + Ь2У + c2z. z' = аэх + ЬэУ + caz 

координаты Х, У, Z, L, М, N линейного элемента преобразуются 
следующим образом. Имеем 

Х' = х� - х� =  (а1х1 + Ь 1у1 + c1z1) - (а 1х2 + Ь 1у2 + c1z2) = 

= а 1Х + ь .У + c 1Z. 
Аналогично иреобразуются координаты У, Z, т. е. мы получаем 

Х' = а1Х + Ь 1 У + c1 Z, У' = а2Х + Ь2У + с�, 
Z = аэХ + Ь2У + caZ. 

Далее, 

L' = y�z; - y�z� == ( ar1 + Ь2у1 + c2z1) ( а3х2 + Ь3у2 + c3z2) 
- (а2Х2 + Ь2У2 + c2z2) (азХ J  + ЬэУ 1 + CзZ J )  = 

== (Ь2сз - Ьзс2) (y 1z2 - Y2Z1 ) - (а2сз - азс2) (z 1X2 - Z2X1) + 

+ (а2Ьз - азЬ2) (XJY2 - X2Y J) = 1 ьь2 с2 1 L - 1  а2 с2 1 м +  1 а2 
ь
ь2 1 N. 

э с
а аз с

а 

аз э 
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Аналогично nреобразуются координаты М, N, т. е. мы nолучаем 

L' = 1 Ь2 с2 1 L - 1 а2 с2 1 М + 1 а2 Ь2 1 N, Ьз Сз аз Сз аз Ьз М' = - 1  :� �� 1 L + 1 :� �� 1 М - 1  :� :� 1 N, (*) 

N' = 1 :: �: 1 L - 1  :� �� 1 М + 1 :� :� 1 N. 
Если теперь мы р ассматриваем пару сил, т. е. осуществляем npe• 
дельный nереход, nри котором Х, У, Z стремятся к нулю, а L, 
М, N имеют конечные nределы, хотя бы один из которых отли
чен от нуля («бесконечно удаленная бесконечно м алая сила с 
конечными моментами вращения») , то и в новой системе коорди
нат мы nолучаем в nределе Х' = У' = Z' = О, тогда как новые 
координаты L', М', N' выражаются через L, М, N по формулам 
(*) . Это и дает формулы nреобразования координат пары сил 
при переходе к новой системе координат. 

Теперь остается nодставить значения коэффициентов а1, • • •  • • . , са для каждого из преобразований (Аа) , (Аз ) , (А,) - это и 
дает формулы (Са) , (Сз) , (С,) . При этом для получения формул (Са) надо лишь использовать соотношение (7) (и аналогичные 
равенства для других коэффициентов, о которых l(лейн пишет 
на с. 68) . 

5 1 .  l(лейн имеет в виду поведение координаты вектора пр11 
зеркальном отражении системы координат относительно ее на• 
чала. 

52. Аксиальные векторы называют также осевыми некторама 
или псевдовекторами. 53. Собственно говоря,  «начало» имеет направленный отре
зок, а не вектор. Смысл высказывания l(лейна состоит в том, что 
мы откладываем векторы от одной точки А, т. е. находим такую 
точку Bt , что р азности координат точек Bt и А равны Xt ,  Yt , Zt (и аналогично для второго вектора ) . Откладывая от той же точ
ки А сумму рассматриваемых векторов, мы и получаем направ• 
.ленный отрезок, изображаемый диагональю параллелогр амма. 
Следует при этом оговорить, что рассматриваемое описание («па� 
рал.1Jелограмма сил») применимо только в том случае, если в ек• 
торы-слагаемые не кол.линеарны, т. е. их координаты не nрсшор
циональны. 

54. Здесь и далее l(.лейн несколько чрезмерно жесток к меха-
. нике и физике. Использование аналогии между действиями над 
числами и действиями над векторами характерно также и для 
математики. Так, широко используемые в м атематике и ее при· 
Jюжениях векторные пространства вводятся с помощью системы 
аксиом, явно использующей указанную аналогию. Название «ска
лярное произведение», о котором l(лейн пишет ниже, широко 
nрименяется в ряде разделов математики (например, в линейной 
алгебре и функциональном анализе) . 1( тому же название «про
изведение» для этой оnерации имеет столько же оснований, 
сколько и результат операции умножения, рассматриваемой в ги· 
перкомnлексных системах (см. т. 1 ,  с. 89, где l(.лейн не выска· 
зывает в столь эмоциональной форме своего недовольства при
жившейся термиы:-олоrией ) . Однако, оставляя терминологические 
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соображения в стороне, следует отметить, что детальный анализ, 
проведенный Клейном на базе «грассманова принцнпа>, глубоко 
вскрывает природу геометрических объектов, прежде затушевы
вавшуюся рассмотрением только одной фиксированной системы 
координат (или только «правых:. систем координат) . 

55. В самом деле, совершенно так же, как в примечании 50, 
устанавливается, что при линейной однородной подстаковке коор· 
динат компоненты свободного плоскостного элемента преобразу· 
ются по формулам,  аналогичным ( * ) :  

�, = 1 :: �: 1 � - 1 :: �: 1 � + 1 :: :: 1 � 
и т. д. Отсюда получаем для любого свободного вектора Х, У, Z 
и любого свободного плоскостного элемента {.\, !D!, т соотношение 

�, Х' + �'У' + �, Z' = 11 (�Х + �у + �Z). 
Следовательно, равенство {!Х + !11/ У + mz = О сохраняется при 
любом аффинном (однородном) преобразовании. Однако в не
ортогональной системе координат это равенство уже не означает 
ортогональность векторов с компонентами {.\, !11! , !Л и Х, У, Z. 
Отсюда вытекает, что свободный плоскостной элемент, удовлетво
ряющий ус.rювиям 

�Х1 + �У, + �Z1 = 0, �Х2 + �Y2 + �Z2 = 0 

в исходной (прямоугольной) системе координат, т. е. такой, что 
вектор с компонентами {.\, !11!, !Л имеет направление векторного 
произведения векторов Х1 ,  У1 , Z1 и Х2, У2, Z2 , получает в дру
гой (непрямоугольной) системе компоненты {.\', !1В', 58', задающие 
вектор, вообще говоря, не ортогональный исходным векторам .  
Иначе говоря, совпадение компонент свободного плоскостного 
элемента и векторного произведения заданных свободных векто
ров, имевшее место в исходной прямоугольной системе, разру
шается при переходе к непрямоугольной системе. 

56. Наиболее общее понимание линии в современной матема· 
тике относится к области топологии и связано с именем выдаю
щегося советского математика П.  С. Урысона ( безвременно 
nогибшего в возрасте 26 лет) . Урысону nринадлежит общее опре· 
деление размерности топологического nространства (и, в частно· 
сти, любого подмножества евклидова nространства) . После этого 
линия естественно оnределяется как фигура,  имеющая размер· 
ность 1 .  Например, плоская фигура (т. е. nодмножество плоско
сти) является в урысоновском nонимании линией, если, во-первых, 
она не содержит никакого круга (т. е. имеет размерность < 2) и, 
во-вторых, она не  является несвязной (т. е. имеет размерность 
> 0) .  В трехмерном пространстве размерность фигуры оnреде
ляется сложнее. См.  интересную и nрекрасно написанную книгу: 
П а р  х о м е н к о А. С. Что такое линия. - М.: Гостехиздат, 1 954. 

Заметим,  кстати, что nодход, оnисанный Клейном в п. 3) и 4) , 
nриводит к двум различным обобщениям наивного nонимания 
«линии». Одно nонимание состоит в том, что nараметрическая за· 
nись х = qJ ( t) , у = 'Ф (t) рассматривается как способ оnисать 
.множество всех точек, nолучающихся таким образом, т. е. как 
сnособ задания линии, nонимаемой в смысле n. 5) . Здесь значе-



ПРИМЕЧ А Н И  Я 38 1 
ния параметра t в конце концов исключаются, т. е. не важно, при 
каком t получа ется та или иная точка, а важно лишь все мно
жес1 во получаюшихся точек. Второе понимание учитывает после
довательность пробегания точек х = ЧJ ( t) , у = 1\J ( l )  при возра
стании параметра t, скажем, от О до 1 .  Такое понимание опре
деляет путь (это понятие, в частности, игр ает важную роль в 
алгебраической топологии) .  Таким образом, линия как множество 
точек или линия как путь - это разные трактовки понятия ли
нии, которые Клейн не р азличает четко. 

57.  Можно сказать, что в таком понимании синтез означает 
последовательное «восхождение» от данных (при помощи отдель
ных «шажков мысли») к искомой цели, т. е., например ,  к получе
нию требуемого доказательства или осуществлению построения. 
Напротив, анализ можно представлить как « попятное движение» 
от цели, т. е. решения задачи, к тем все более простым посыл
кам, из которых эта цель может быть достигнута, пока мы не 
заполним цепочку между искомым решением и имеющимиен дан
ными. При таком nонимании анализ еще не  дает решения задачи 
(если только м ы  в nроцессе анализа не убеждались каждый раз 

в обратимости очередного логического «шажка») , а лишь дает 
отыскание пути решения ; по этому nоводу см .  Б о л т я н -
с к и й  В. Г. Анализ - nоиск решения задачи//Математика в 
nпюле. - 1 974. - .N'2 1 .  Иначе говоря, - и nри решении задачи н а  
nостроение это, к а к  правило, всегда требуется -за анализом  
( первым этаnом решения ) должен следовать второй этап 
осмысления, оформления найденного пути р ешения в виде четкого 
решения (например, описание окончательно найденного построе
ния) , а затем третий этап - доказательство, обоснование этого 
решения в виде синтетического рассуждения, ведущего от данных 
к искомому. В задачах на nостроение, на цахождение всех реше
ний алгебраической задачи и т. n .  имеетгя еще заключительный 
четвертый этап - исследование, говорящее о числе решений 
в зависимости от выбора nараметров, характеризующих условие. 

58. Здесь следует с удовлетворением отметить, что в современ
ном nреnодавании м атематики в школе (как высшей, так и сред
ней) векторы заняли в советской школе nрочное место, - хотя и 
существуют различные точки зрения по воnросу о том, в достаточ
ной ли стеnени nронизан курс математики nрименением вектор
ных методов. Об истории введения векторных методов в nрепо
давание математики можно nрочитать в интересной статье: 
Г л е й  з е р  Г. Д., К е я н Г. К. К истории воnроса об изучении 
векторов//Математика в школе. - 1 986. - .N'2 5. - С. 54-57. 

59. В nрограммах и учебниках, действующих в советской 
школе, эrа точка зрения Клейна находит свое отражение в тоw.,  
что nридается очень большое и серьезное значение воnросу об 
осуществлеюш межпредметных связей математики с другими 
предметами (физикой, химией, информатикой, географией и т. д. ' , 
а также вопросу о внутрипредметных связях в математике - ме
жду курсами геометрии, алгебры,  начал математического анализа .  60 .  Это оnределение nоляры не является общим (например, 
оно неприложимо, если точка р лежит во внутренней области, т.  е. через нее не nроходит ни одна действительная касательная 
к рассматриваемому коническому сечению) . Общее определение 
nолучается либо переходом в комплексную область (из любой 
точки, не  nринадлежащей коническому сечению, можно nровести 
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к нему две касательные, которые, однако, могут оказаться мни
мыми, но и в этом случае прямая,  соединяющая точки касания 
будет действительной - это и есть поляра ) , либо с использова: 
нием гармонических четверок точек. Именно, если через точку р 
проводить всевозможные прямые, перссекающие коническое сече
ние в двух точках а, Ь,  то множество всех таких точек q, что а, 
Ь, р, q - гармоническая четверка, представляет собой либо пря
мую, либо часть пекоторой прямой. Эта прямая n и есть поляра 
точки р.  

6 1 .  Теорема Паскаля (доказанная им в 1 639 г . )  утверждает, 
что если А't.А2АзА,АsАв - шестиугольник, вписанный в коническое 
сечение, то диагональные точки М, N, Р, получающиеся при пере
сечении прямых А 1Аа и A�As ,  А2Аз и АsАв, АзАt и АвА1 ,  лежат 
на  одной прямой. Двойственная ей теорема Брианшана ( установ
ленная им в 1 806 г.) формулируется следующим образом. Пусть 
а 1 ,  аа, аз, а4, as, аб - шесть касательных конического сечения;  
тогда диагонали т, n, р получающегося описанного шестиугоJIЬ· 
инка В 1аВ2зВз�ВtsВsвВв 1 ,  т. е. прямые B1aB,s, В2зВsв, Вз�оВв1 ,  пере
секаются в одной точке. Доказательства этих теорем (а также 
излоJкение идей проективной геометрии и обоснование принципа 
двойственности)  можно найти в книгах, указанных в примеча
нии 7. 

62. См. сноску ** )  на с. 89. 63. При условии, что р ассматриваемая прямая не параллель
на плоскости х, у. 

64. Заметим, что Клейн ошибается, назвав автора аноним• 
ным :  «Квадрат» - псевдоним математика Эдвина Э. Эббота, КО• 

торый и является автором книги. Русский перевод :  Э б б о т Э. Э. 
Флатландия//Э б б о т Э. Э. Ф.1атландия. Б ю р г е р  Д. Сферлан· 
дня. - М.: Мир, 1 976. 

65. Это слово «эдесь» выделено для того, чтобы читатель не 
принял даваемую для данного случая характеристику математики 
за общую точку зрения Клейна.  

66.  Сказанное здесь относится только к ортогональному пре· 
образованию координат, поскольку только в этой системе переход 
к обратной матрице (см. (2) ) соответствует ее транспонированию. 
Как видно из соотношения (5)  на с. 67 и получаемых из него 
дифференциальных следствий, коэффициенты в выражении компо· 

д д д д д д • 
нент дх' , ду ' , дz' 

через дх• 7fii' -дz являются при линеи· 

ном (аффинном) преобраэовании координат элементами не самой 
матр ицы перехода от х, у, z к х', у', z', а элементами обратной 

матрицы. В связи с этим природа вектора ( :х , :у , :z ) от• 

лична от вектора (dx, dy, dz) ; последний называют контрава· 
риантным, а первый - ковариантным вектором. Различие при• 
роды контравариантных и ковариантных векторов сказывается 
уже при изменении м ашстаба (о чем ниже пишет Клейн) . Раз· 
личие контравариантных и ковариантных компонент особенно 
существенно в тензорном исчислении и общей теории относитель· 
ности. См. книгу Б.  А. Дубровина, С. П. Новикова, А. Т. Фомен• 
ко, указанную в примечании 26. 

67. Сейчас, как правило, изменение знака, о котором пишет 
Клейн, не пр именяется, т, е, гр адиентом называют вектор с ком• 
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nонентами ддхf , 
дf �. он указывает наnравление быстрей· ду• дz , 

шего возрастания функции f. 
68. Это замечание Клейна nредставляется очень важным для 

школьного nреподавания математики. Речь идет о том, чтобы, 
исходя из общей теоретика-множественной точки зрения (рас
сматривающей изучаемые в анализе функции как частный случай 
общего понятия отображения одного множества в другое) , трак
товать nреобразования nлоскости или пространства как своеоб
разные «геометрические функции». Этот «мостик» между анали
зом и геометрией не только создает удобства в смысле общности 
тt:оретико-множественного математического языка, nрименяемого 
в этих и других областях элементарной математики («образ», 
«прообраз», «nереходит в», «обратные nреобразования или функ
щш», «область определения» и т. д . ) , но и имеет nринциnиальное 
методологическое значение как важный элемент современной ма
тематической культуры. Понятия множества, отображения, отно
шения эквивалентности и связанной с ним классификации и др. 
играют сегодня важную роль в информатике, математической 
лингвистике, математической экономике, теоретической физике, 
биологии. То, что Клейн nредвидел это уже в начале столетия, 
является nроявлением его общей nрогрессивной nозиции «фузио
низма», т. е. не р азобщенного р ассмотрения отдельных ветвей ма
тематики, а нахождения и nодчеркивания (как в науке, так и 
в преnодавании) взаимосвязей, взаимопроникновения и влияния 
различных областей на их взаимообусловленное р азвитие. Кстати 
(об этом Клейн кратко nишет в следующем абзаце) , именно гео
метрия даеr  nростые и наглядные nримеры отображений более 
общего вида, чем функции, рассматриваемые в элементарном ана
лизе (где всегда число nереходит в число, или точка - в точку) , 
а именно, отображений, nереводящих элементы одного множе
ства в элементы другого. Так, в предыдущей главе речь шла 
о принциnе двойственности в проективной геометрии, nервона
чальный вариант которого nредставлял собой отображение, со· 
поставляющее каждой точке некоторую прямую (ее nоляру от· 
носительна фиксированного конического сечения) . 

69. Следует подчеркнуть, что аналитическая трактовка фак· 
тов геометрии, систематически и изысканно преnодносимая Клей· 
нам в его лекциях (и даже встречающпеся далее высказывания 
о nревосходстве такого подхода перед «чисто синтетическим» по
ниманием геометрии) , преследует строго определенную цель: дать 
его слушателям или читателям глубокое, чеrко проведеиное ис
следование, вскрывающее аналитическую nрироду основных гео
метрических понятий, их взаимосвязь и nоведение при геометри
ческих nреобразованиях, а также позволяющее далеко проследить 
клейновскую «эрлангенскую» точку зрения на геометрию как н а  
теорию инвариантов определенных групп преобразований. По 
мысли Клейна учитель должен во всем этом хорошо р азбираться. 
Это не следует понимать в том смысле, что в школе преподава
ние геометрии должно nроводиться чисто аналитическим методом. 
Наnротив, Клейн в ряде мест (и, в частности, в з аключительной 
главе этой книги, - к сожалению, наnисанной очень кратко) под• 
черкивает необходимо.сть генетического формирования геометри· 
ческих nонятий, развития интуиции, nространствеиных nредстав• 
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лений, навыков изображения фигур и геометрических nостроений. 
Иными словами, в nервоначальном школьном преподавании долж· 
но самое существенное место занять синтетическое развитие гео· 
м етрических знаний, что, конечно, не только не исключает ис · 
nользования идей эрлангенской nрограммы, но, напротив, в своем 
высшем р азвитии школьное преnодавание геометрии должно с са· 
маго начала широко использовать идеи симметрии, геометриче· 
ские nреобразования, груnnовой nодход. 

70. Клейн использует термин подобное преобразование про· 
странства .  В этом издании книги мы придержинаемся следующей 
терминологии.  Гаматетией с центром О и коэффициентом k =/= О 
называется иреобразование nространства, которое каждую точ· 

- -
ку А nереводит в такую точку А',  что ОА' = k OA. Далее, ком· 
nозиция f о h гомотетии h и любого движения f называется пре· 
образованием nодобия. Все иреобразования nодобия образуют 
группу иреобразований пространства. 

7 1 .  Это не очень четко сформулированное утверждение мож
но уточнить следующим образом. Ограничимся случаем, когда 
оnределитель !! иреобразования ( 1 )  отличен от нуля. В этом слу
чае рассматриваемое иреобразование взаимно однозначно ото· 
Сражает nространство на себя (причем и само иреобразование 
и обратное ему являются непрерывными, т .  е. представляют со· 
бой гомеоморфизмы) . Из этого следует, что если точка (х, у, z) 
произвольным образом уходит в бесконечность �т. е. l x i + I Y I + I z l 
неограниченно возрастает) , то и точка (x', y', z ) , nолучаемая ире
образованием ( 1 ) , уходит в бесконечность (и обратно) . При 
!! = О это не всегда так, т .  е. точка (х, у, z) может таким обра
зом уходить в бесконечность, что ее образ (х', у' , z') будет оста· 
ваться в конечной части nространства (или даже будет оста· 
ваться неподвижным) . 

Однако, судя по ·тому, что говорится в следующем абзаце, 
Клейн, видимо, имеет в виду следующее более слабое утвержде
ние (которое сnраведливо при любом значении оnределителя !! 
и очевидным образом вытекает из формул ( 1 ) ) :  если х, у, z 
независимо друг от друга стремятся к конечным пределам, то 
х', у', z' также стремятся к конечным пределам.  Иными словами,  
точка (х' ,  у', z') не может уйти в бесконечность, если точка 
(x, y, z) остается в ограниченной части пространства. 

72 .  Легко видеть, что А ', В', С' получаются из А,  В, С ли· 
нейным иреобр азованием с тем же оnределителем !!. Так как 
хотя бы одно из чисел А, В, С отлично от нуля ( поскольку 
Ах + Ву + Cz + D = О есть уравнение плоскости) ,  то при !! =/= О  
также хотя бы одно из чисел А', В' ,  С' отлично от нуля, и nо
тому уравнение А 'х' + В' у' +  C'z' + ;у =  О также определяет 
nлоскость. Таким образом, в случае !! =/= О образом каждой пло
скости _

nри иреобразовании (2) снова является пекоторая nло· 
скость. 73. Интересно отметить, что эдесь Клейн дает содержатель
но-геометрическую, а не координатную трактовку свободного век
тора .  Именно, если в главе 1 свободный вектор оnределялся как 
геометрический образ, характеризуемый компонентами Х, У, Z 
(с. 49-50) , то эдесь неявно используется следующая геометри
ческая интерпретация :  снободным вектором называется •шоже
ство (бесконечное ! ).  всех направленных отрезков с одними и теми 
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же компонентами Х, У, Z, т. е. направленных отрезков , получаю
щихся друг из друга параллельными переносами. Разумеется , эти 
определения вполне соответствуют друг другу. Вместе с тем суще
ственно отметить, что даже при аналитическом изложении Клейн 
нацеJшвает слушателей на то, чтобы за каждым аналитическим 
определением геометрического образа уметь видеть его содержа· 
тельно-геометрический смысл. 

74 . Клейн 
'
не всегда четко р азличает свободные векторы и 

направленные оrрезки (например, говорит о двух векторах «на 
одной прямой») , полагая,  что после сказацного в предыдущей 
части книrи читатель легко придаст формулировкам точный 
смысл. 

75. Для применении обычного правила умножения м атриц 
(каждая строка первого множителя умножается

' 
на каждый стол

бец второго) нужно в выписываемом ниже равенстве транспони· 
ровать первую матрицу и переставить множители. 

76. Здесь Клейн трактует формулы ( 1 )  (или (2) ) не как за
дающие аффинное иреобразование самого трехмерного простра н
ства R, а как аффинное отображен.ие одного пространства R (в котором введены координаты х, у, z) в другое простран.
ства R' (с координатами х', у ', z') .  Этот же прием используется 
часто и в дальнейшем. В случае, если R' совпадает с простран
ством R, мы имеем отображение пространства R в себя; в этом 
случае чаще всего в R р ассматривается адн.а координатная си
стема, причем х, у, z трактуются как координаты точки-прооб· 
р аза,  а х', у',  z' - как координаты ее образа при р ассматривае
мом аффинном отображении ( ! )  пространства R в себя. Если это 
отображение взаимно однозначно (и потому имеет обратное аф
финное отображение ( 4) ) ,  то  оно  называется аффинным ир еоб
разованием пространства R на себя. 

77. Эта форма  записи аффинных иреобразований делает воз
можность простого и наглядного их представления. Ограничимся 
для простоты случаем плоскости и представим себе две декар· 
товы системы координат, одна из которых прямоугольная, а дру
гая косоугольна я  с р азными длинами единичных отр езков по 
осям .  Разобьем в каждом случае плоскость на параллелоrраммы,  
проводя через целочисленные точки каждой оси прямые, парал
лельвые другой оси (в первой системе это будут квадраты, а во 
второй - параллелограммы общего вида) . Если теперь в первой 
системе нарисовать некоторую фигуру М, а затем во второй си
стеме перерисовать «по клеточкам» аналогичную фигуру М', то 
мы получим в результате «аффинно искаженную» копию М' фи· 
rуры М. (В книге Делоне и Райкова, указанной в примечании 2, 
в качестве М берется рисунок котенка, а М' будет в ытянутым и 
nерекошенным его изображением. )  Переход от М к М' и дает 
nредставление об аффинном преобразовании nлоскости, а воз· 
можность переноса рисунка «ПО клеточкам» как р аз и обуслов· 
лен а видом формул (6) . 

78. Для получения таким образом nроизвольного эллипсоида 
достаточно в качестве Л, JJ., v брать положительные числа.  

79.  Учитывая направленность этих лекций Клейна на школь· 
ное преnодавание, целесообразно привести еще пару примеров, 
более близких к школьной тематике (и уместных, например, для 
nрименении в кружковой работе) , 

13 Ф. l(пейн, ,., 2 



386 I1РИМЕЧАНИSJ 
П р  п м е р  1 .  В траnеции середины оснований обозначены 

через М и N, далее, Р - точка пересечения диагоналей, Q - точ
ка nересечения продолженных боковых сторон. Доказать, что 
М, N, Р, Q лежат на одной прямой. 

Для доказательства осуществим аффинное иреобразование f, 
nереводящее онованне АВ и отрезок MN в два взаимно перпен• 
дикулярных отрезка. Тогда мы получим равнобочную трапецию, 
в которой указанные четыре точки лежат (в силу соображений 
симметрии)  на  одной прямой. Но тогда, переходя к исходной 
трапеции С ПОМОЩЬЮ аффИННОГО преобразоваНИЯ f-1, МЫ ИаХО• 
дим, что и в ней эти четыре точки М, N, Р, Q лежат на одной 
прямой. 

П р и м е р 2. Вокруг данного эллипса L описать треуголь· 
ник наименьшей площади. . 

Для р ешения осуществим аффинное преобразование f, пере· 
водящее эллипс L в кр уг К. Если Т - искомый наименьший тре· 
угольник, описанный вокруг L (т. е. отношение площадей фи· 
гур Т и L минимально) ,  то треугольник S = f (T) обладает тем 
свойством , что отношение площадей (не меняющееся при аф
финном nреобразовании ) фигур S и К минимально. Иначе го· 
воря, S - треугольник минимальной площади, описанный вокруD 
круга К. Но тогда S - равносторонний треугольник, а искомый 
треугольник Т получается из S обратным преобр азованием f-1• 
Так как существует однократно бесконечное ( оо 1 ) семейство 
р авносторонних треугольников, описанных около круга К, то, 
следовательно, существует однократно бесконечное семейство 
треугольников, описанных около данного эллипса и имеющих 
минимальную nлощадь. (Если задать точку касания одной из 
сторон описанного треугольника с эллипсом, то задача будет 
иметь единственное р ешение. )  

Ряд других примеров имеется в книге: .Я г л о м И. М. Гео· 
метрические преобразования . - Ч. 1 :  Движения и преобразова
ЮIЯ подобия. - М.: Гостехиздат, 1 955. - Ч. 2 :  Линейные и кру
говые преобр азовання . - М. :  Гостехиздат, 1 956. 

80. В дальнейшем Е называется оригинальной , а Е' - кар• 
тинной nлоскостью (или плоскостью изображений) .  

8 1 .  Говор я  о косоугольной системе координат, Клейн здесь 
предполагает, что единицы масштаба для всех осей одинаковы 
(и  совпадают с пекоторой фиксированной единицей длины ) . По
этому х' = х, а чисJю J.t однозначно оnределяется выбором 
оси у, плоскости Е' и направления проектирования. 

82. В самом деле, распоJiожим плоскости Е и Е', как ука
зано в тексте, т. е. так, чтобы точки М, А совпали соответ
ственно с М', А', но точка В не лежала в nлоскости Е'. Далее, 
рассмотрим параллельное проектирование плоскости Е на Е' с 
помощью связки прямых, параллельных прямой ВВ'. Это проек
тирование осуществляет аффинное отображение плоскости Е на 
Е', переводящее точки М, А,  В соответственно в М', А',  В'. 
Исходное аффинное отображение плоскости Е на Е' так же пе· 
реводит М, А, В соответственно в 1\1', А', В'. Но существует 
единственное аффинное отображение одной плоскости на дру· 
гую, переводящее заданные три точки М, А, В (не лежащие на 
одной прямой) в М',  А', В'. Следовательно, исходное аффинное 
отображекие совпадает с построенным параллельным проекти
рованием nлоскости Е на Е'. 
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83. Более подробно: пусть Е и Е' - две плоскости в трех

мерном евклидавам пространстве R и f - аффинное отображе
ние nлоскости Е на Е ' ;  тогда существуют такое преобраэова
ние подобия g nространства R (т. е. композиция гомотетии и 
движения ) и такое параллельное nроектирование р nростран· 
ства R на nлоскость Е', что комnозиция р о g, рассматриваемая 
на плоскости Е, совпадает с f. Предыдущими р асемотрениями 
вта теорема полностью доказана. 

8 4 .  Эта формулировка не очень четкая, а последующие не
сколько сrраниц, посвященные доказательству, не слишком про
ясняют дело. I(лейн эдесь слишком много внимания уделяет 
аналитике в ущерб че rкости геометрических формулировок и 
nространствеиных представлений читателя.  Дадим поэтому кри· 
тический разбор содержащихся далее рассуждений.  

Пусть р - параллельное проектирование трехмерного про· 
странства R на nлоскость Е' с R, проходящуD через начало О 
(разумеется, наnравление проектирования не параллельна пло· 
скости Е') . Далее, nусть h - гомотетия с центром О и положи· 
тельным коэффициентом. Тогда композиция h о р nредставляет 
собой, можно сказать, аффинное изображение пространства R 
на nлоскости Е' с изменением масштаба (Клейн в качестве при· 
мера приводит фотографическое изображение nредмета с доста
точно большого расстояния) . Это отображение h о р и будем 
называть аксоно.лtетрией. Заметим теперь, что после сфотогра· 
фирования» картинная nлоскость Е' может быть rrеремещена в 
некоторое новое nоложение (фотографию можно перенести в 
другое место) . Если мы обозначим через Е* новую картинную 
nлоскость (в которую мы nоместим нашу фотографию) , то м а 
тематически это можно сформулировать так:  мы осуществляем 
некоторое движение f пространства R и образ плоскости Е' nри 
этом движении обозначаем через Е*. Задача заключается в ис
следовании (аналитическом и геометрическом)  отображения 
f о (h о р) nространства R на nлоскость Е*, т. е.  м ы  осуще
ствляем фотографирование предмета с далекого расстояния 
(что практически совмещает в себе параллельное проектирова
ние и изменение масштаба) ,  а затем переносим фотографию в 

новое nоложение. (Возможно, Клейн называет «аксонометрией» 
каждое из отображений h о р и f о h о р, но nоскольку это вещи 
разные, мы будем для четкости называть аксонометрией только первое из них, а несколько неопределенный термин «ак· 
санаметрическое изображение», как бы характеризующий 
«фотографию», где бы она ни находилась, употреблять не 
будем . )  

Теперь, условившись о терминологии, перейдем к точным 
формулировкам. Фактически р ечь идет о трех теоремах ( nервые 
две из которых Клейн не формулирует ясно) . 

Т е  о р е .м  а 1 . Всякое отображение пространства R в себя, 
представляющееся в виде композиции f о ( h  о р) , записывается 
в дек,артовых координатах (например, прямоугольных) в виде 
( 1 ) ,  причем 11 = О, но не все миноры второго порядка обра
щаются в нуль. 

Т е о р е м  а 2. Обратно, всякое отображение пространства R 
в се5я, имеющее виd ( 1 ) , где 6. = О, но не Rce м иноры второго 
порядJСа обращаются в нуль, представляется в виде композиции f о (ll р) . 

13* 
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Заметим, что обойтись в теореме 2 без движения f нельзя, 
т. е., вообще говоря ,  отображение ( 1 )  (где А = О, но не все ми· 
норы второго nорядка обращаются в нуль) н1: является аксоно
метрией, т. е. не представляется в виде h а р. (Например, в та· 
ком виде н е  представляется отображение, описываемое форму. 
лами х' = у, у' = z, z' = 0. )  

Наконец, третья теорема (Польке - Шварца )  формулирует· 
ся Клейном ниже и используется nри доказательстве теоремы 2, 
сформулированной здесь. Клейн не формулирует раздельно и 
четко теоремы 1 и 2 ; nри этом на доказательстве более nростой 
теоремы 1 он вначале не останавливается вовсе (об этом он 
кратко говорит на с. 1 32) , а все внимание фактически уделяет 
1 еореме 2. Если же учесть, что Клейн рассматривает иногда 
одно пространство R, а иногда два nространства R и R', обра 
щая внимание на сами координаты, а не на изображаемые ими 
'l очки, ·ro становится nонятной причина трудности изложения. 

Приведем прежде всего доказательство теоремы 1. Итак, 
пусть р - параллельное проектирование пространства R на пло
скость Е'. Если м ы  расположим оси координат косоугольной 
системы так, чтобы оси х, у были расположены в nлоскости Е', 
а ось z параллельна проектирующим прямым, то рассматривае
мое параллельное проектирование р будет описываться форму• 
Jla M И  

_ x' = x + Oy -1- 0z, у' = Ох -1- y + Oz, z' = Ox -1- 0y -1- 0z, (-t) 

т. е. линейной подстановкой координат с определителем, равным 
ИУJIЮ. Поэтому композиция f а (h а р) '  в которой t и h - не
вырожденные линейные преобразования , также описывается 
в этой (а потому и в JIЮбой другой) декартовой системе 
линейной подстановкой координат с нулевым определителем. 
Далее, так как матрица отображения (• )  имеет отличный от 
нуля минор ьтороrо порядка, то и матрица отображения 
'f о (h о р) , записанного в любой декартовой системе координат, 
имеет хотя бы один отличный от нуля минор второго порядка. 
Этим и завершается доказательство теоремы 1 .  

Далее Клейн фактически приступает к доказательству сфор· 
мулираванной здесь теоремы 2. Прежде всего он устанавливает 
(с. 1 24- 1 25 ) , что при !! = О отображение (обозначим его через tp) , определяемое в пекоторой системе координат формулами ( 1 ) , 
обладает тем свойством, что образы всех точек пространства 
лежат в одной плоскости (2 ) , причем (посколы<у не все ми
норы второго порядка обращаются в нуль) эта плоскость одно
значно оnределена соотношениями (2 ' ) . Иначе говоря, образ 
пространства R нри отображении ер представляет собой пло
скость (а не прямую) . 

Не будем теперь обращать внимания на то, что Клейн nе
реходит затем в другое пространство R', а будем продолжать 
вести рассуждения в том же пространстве R. Обозначим пло
скость (2) , т. е. образ пространства R при рассматриваемом ото
бражении ер, через В*. Далее, кроме исходной системы коорди
нат (в  которой наше иреобразование записывалось формулами 
( 1 ) )  - б у д ем называть ее старой системой - введем еще одну, 
ttовую систему координат, у которой оси х', у' лежат в плоско
сти Е* (У Клейна новая система является прямоугольной: пер• 
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вые две оси составляют прямоугольную систему в плоскости Е"', 
а третья перпендикулярна этой плоскости) . Тогда плоскость Е* 
определяется в новой системе уравнением z' = О.  Условимся 
теперь записывать точки-прообразы в старой системе, а их обра
зы - в новой. Иначе говоря,  если а (х, у, z) - произвольная 
точка пространства R (координаты в старой системе) , то ее 
образ Ь = rp (a) записывается своими координатами  в новой си
стеме. В результате и получаются формулы (3) . Таким образом, 
соотношения (3) представляют собой запись того :нее самого 
отображения q>, но такую запись, при которой прообраз а и об
раз Ь = q> (a) записываются своими координатами в разных СН• 
стемах. 

Теперь (в разделе 1) Клейн доказывает, что прообраз rp-1 (b )  
любой точки Ь Е Е' представляет собой прямую, причем эти 
прямые (взятыЕ" для различных точек Ь Е Е') попарно парал
лельны. Далее перейдем к разделу 8. Здесь Клейн доказывает, 
что существует в пространстве такая картинная плоскость Е' 
и на ней такая прямоугольная система координат х', у', что про
ектирование р пространства R на Е' ( параллельно указанным 
выше прямым ) , сопровождаемое гаматетней h с коэффициентом 
Л (т. е. отображение h о р) , описывается как раз уравнениями 
(3 ) , в которых х, у, z - координаты проектируемой точки, а х', 

у' - координаты ее образа (при отображении h о р) на плоско
сти Е'. 

Для доказательства теоремы 2 остается заметить, что если 
f - такое движение пространства R, которое плоскость Е' с 
имеющейся на ней системой координат х, у переводит покоор
динатно в плоскость Е"' с координатной системой х', у', т о  
отображение f о (h о р) совпадает с rp. 

Остается заметить, что в разделах 2-6 Клейн дает геомет
рическое описание отображения rp, описываемого формулами (3 ) ,  
где по-прежнему х, у, z - координаты произвольной точки 
а Е R в старой системе, а х', у', z' - координаты ее  образа 
Ь = rp (a) в новой системе (заметим,  что плоскость, содержа
щую образы rp (a)  точек пространства R. мы в этом примечании 
обозначили через Е*, а Клейн обозначает ее через Е') . Резуль
татом этого описания является, в частности, то, что единичные 
в екторы, направленные по осям координат старой системы х, 
у, z, переходят в тройку векторов (А ) ,  (В) , (С) на плоскости 
Е*, среди которых найдутся два линейно независимых. А в раз
деле 7 Клейн формулирует третью теорему (теорему Польке 
Шварца) , справедливость которой теперь непосредственно выте
кает из доказанной выше теоремы 2. В самом деле, если зада
ны векторы (А ) ,  (В) , (С) , то можно написать соотношения (3) , 
и теперь рассуждения, проведеиные в разделе 8, доказывают 
существование требуемой картинной плоскости Е' с прямо
угольной системой координат х', у' на ней. 

85. Если все миноры второго порядка равны нулю, но  хотя 
бы один из коэффиuиентов отличен от нуля, то соотношения ( 1 )  
(или (3) ) задают отображение h о q, где q - проектирование 
пространства на некоторую прямую с помощью параллельных 
проектирующих плоскостей, а h - гомотетия.  , 

86. Или путем разрывов на нижних (задних) р ебрах, или 
же путем изображения этих нижних («невидимых:.) ребер штри· 
!ХОВЫМИ ЛИНИЯМИ. 
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87. Это фундаментальное предложение аксонометрии име• 

нуется теперь теоремой Польке - Шварца. 
88. Среди которых, однако, имеются два линейно незави· 

симых. 
89. Учитывая , что плоскость Q' RS перпендикулярна прямой 

� = ТJ = о. 
90. Строго говоря, в следующей строке Клейн в промежу

точн о м  вычислении находит модуль числа х', а в конце нсполь· 
зует то, ч rо х' и 6 имеют одинаковые знаки. 

9 1 .  Переписав соотношение (с) в виде 

A� + Bi + CT А� + В� + С� 
--:--,..--....;;..::-::-.....;;.. = --:-,..-..;;-""'-"'-"'-

1 + ctg2 61  1 + ctg2 82 ' 

а затем заменив ctg2 62 с помощью соотношения {а} , получаем 
для ctg 61 биквадратное уравнение, у которого свободный член и 
коэффициент при ctg• 61 имеют (пр и  cos а '7f= О) противополож· 
ные знаки. Поэтому для ctg2 61 получаем два возможных зна
�;ения,  одно из которых отрицательно (и не дает действитель
н ы х  решений ) , а второе положительно. Это и показывает, что 
ctg 61  определен однозначно с точностью до знака . Аналогично 
(при cos а; =F О) число ctg 6z определяется однозначно с точ 
ностью до знака. Если же cos а; =  О, то, согласно (а ) ,  одно 
из чисел 6 1 , 6z р авно :rt/2, а для второго однозначно определя
ется из (с) значение синуса ; отсюда вытекает, что и при 
cos а; = О числа ctg 61, ctg 6а определены однозначно с точ
ностью до знака.  92. Клейн, таким образом, неявно nр едnолагает здесь, что 
хотя бы один из коэффициентов а�., Ь�,, с�, отличен от нуля 
( иначе нельзя говорить о «плоскости» а�.х + Ь�.у + c�,z + d6 = 0) .  
Однако именно этот случай и представляет интерес, поскольку 
nри a i  = Ь" = с�, = О формулы ( 1 )  задают аффи1t1tое преобра
зованпе, а этот случай был уже ранее подробно рассмотрен. 

93. Где хотя бы одно из чисел �. ТJ , � должно быть отлич
ным от нуля ( поскольку все четыре величины 6, 1), �. -r не могут 
одновременно о братиться в нуль) . 94. Если l - какая-либо прямая, лежащая в плоскости Е, а 
т - параллельная ей прямая, проходящая через точку О (и,  
следовательно, лежащая в плоскости -r = О) , то произвольпая '! очка М прямой т имеет координаты � = р6*, ТJ = p1J*, -r = О, 
где 6* ,  ТJ * - координаты вектора, лежащего в nлоскости -r = О 
и параллельного прямой т. Если теперь Ао - фиксированная 
'!·очка прямой l и �о, Т}о ,  't' = 1 - ее координаты, то точка Р, - - -
удовлетворяющая условию ОР = ОА0 + ОМ, принадлежит nр я · 
мой l и имеет координаты s = so + р6*, fJ = 'll o + рТJ *, -r = 1 .  
Следовательно, точка Р имеет однородные коордпнаты so + Ps". 
ТJ о  + p1'J*, 1,  или, что то же самое, однородные координаты 

�· + k, 'IJ" + ..!!Q., J... . Если теперь р -+- ±оо, то точка М ухо-
р р р 

дит в бесконечность по nрямой т, а точка Р уходит в беско
нечность по прямой l. При этом однородные координаты точ
ки Р стремятся к sначениям 6*,  '1)*, О, а nроектирующая пря
мая ор приближается к прямой т. Это и дает повод считать, 
что несобств<.>нная ( «бескоl!ечliо удаленная:.) точка прямой l 
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имеет однородные координаты 6*, ТJ *, О, а т является той пря
мой связки О, которая соответствует этой несобетвенной точке. 
В результате осуществляется взаимно однозначное соответствие 
между точками (собственными или несобственными) nлоскости 
Е и прямыми связки О. 

95. Здесь (и иногда далее) Клейн трактует формулы (2) , 
'(3) не как задающие проективное преобразование самого трех
мерного пространства R, а как nроективное отобра�ение одного 
пространства R на другое пространство R' (в  первом из кото
рых введены однородные координаты 6, ТJ, �. т, а во втором -
6', ТJ ', �'. т') . См. nримечание 76. 

96. Существенно отметить, что речь идет о взаимно одно
значном преобразовании проективного пространства. Если же 
речь идет о nространстве (или nлоскости) , не nоnою1енном не
собственными элементами (т. е. об аффипном пространстве) , то 
любая коллинеация в нем представляет собой аффинное преоG
разование. Более того, если отображение сохраняет свойство 
трех точек лежать на одной прямой, то оно является коллинеа
цией (и, с.11едовательно, аффинным преобразованием) .  Более 
подробно об этих вопросах можно прочитать во втором томе 
книги Б.  Н. Делоне и Д. А. Райкова, указанной в примечании 2. 

97. Сnраведливость этого утверждения здесь доказывать не 
ну�но, так как оно вытекает из рассуждения, проводимого в 

разделе б) на с. 1 40-1 42. 
98. Таким образом, у Клейна намечена лишь идея доказа·  

тельства. Аккуратное доказательство имеется, например, в кни
ге Б. Н. Делоне и Д. А. Райкова, указанной в примечании 2. 99. Это - частный случай общей точки зрения, провозгла
шенной Клейном в его эрлангенской программе. Именно, если 
задана пекоторая группа преобразований (в данном случае 
проективных) некоторого множества (в данном случае - проек
тивного nространства) , то она определяет некоторую геометрию 
(в данном случае - nроективную геометрию) , предмет которой 
составляет все, что сохраняется при этих преобразованиях. 

1 00. Приведем еще некоторые примеры применения проек
тивных преобразований, представляющие, например, интерес для 
школьной кружковой раvоты. 

Т е о р е м а о п о л н о м ч е т ы р е х с т о р о н н и к е. Пусть 
Pt , р2, рз, р� - четыре прямые в проективной плоскости. А 12 ,  
А 13 , А 14, А2з, А24, Аз4 - их точки пересечения и М, N, Р - точки 
пересечения прямых A t2Aa,, A taA2�, А 1�2з. Тогда ка�дая из 
четверок (A I4• А2з; М, N) , (А24, А1 з; М, Р) , (Аз•• А 12; Р, N) 
гармоническая. 

Для доказательства надо рассмотреть лишь первую четвер
ку (две другие аналогичны) .  Далее, если Р1 1 1  Р2 и Рз 1 1 Р• (т. е. 
в случае параллелограмма) одна из точек М, N является сере
диной отреэка А нА 2з , а другая бесконечно удаленная, откуда 
следует, что в этом случае четверка (А 14, А23; М, N) гармони
ческая.  Но тогда из проективных соображений (nозволяющих 
перевести nараллелограмм в любой четырехсторонник) эта чет
верка будет гармонической и в любом случае. 

П р е д л о ж е н и е П а п п а .  Если l и т - две различные 
прямые, At ,  Аз, As - три точки на одной из них и А2 , А,, Ао 
rри точки на другой, то точки пересечения прямых А1А8 и A.As, А2Аз и А5Ав, АэА4 и АвА1  ле�ат на одной прямой. 
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Это предложение является частным случаем теорем.ы Па· 

fкаля ( получающимся, если коническое сечение вырождается в 
n11py nрямых ) .  Это nредложение было высказано Паппом в 

1 1 1  веке н. э. 
Т е о р е м  а Д е з а  р г а. Если треугольники А,В1С1 и A2B2Cz 

расположены в плоскости так, ч то прям.ые А 1А2, BtBz, С1С2 пере
секаются в одной точке S, то тоrtки пересечения прям.ых А,В1  и 
AzB2, В,С1 и В2С2, С,А , и С2А2 расположены на одной прям.ой. 

Доказательство теоремы Дезарга и обратной ей теоремы наи
более просто проводится, если рассмотреть сначала простран
ственный случай (треугольники не лежат в одной плоскости) , а 
затем спроектировать получающуюся в этом случае конфигура
цию на плоскость. 

Из теоремы о полном четырехстороннике непосредственно 
вытекает, что если в аффинной плоскости задан отрезок АВ и 
указана его середина М, то через любую точку этой плоскости 
можно с помощью одной линейки провести прямую, параллельную 
А В. (Линейка предполагается односторонней. ) Обратно, если н а 
черчены две параллельные прямые в аффинной плоскости, то от
рР.зок, расположенный на одной из них, можно с помощью одной 
линейки разделить пополам .  Из указанных выше теорем можно 
nолучить и ряд других построений, выполняемых с помощью од
ной линейки. В прошлом веке Я. Штейнер доказал, что если 
в nлоскости начерчена окружность и указан ее центр, то с по
мощью одной линейки можно р ешить любую задачу на построе
ние, разрешимую с помощью циркуля и линейки (разумеется, эти 
nостроения метрические, а не nроективные и даже не аффинные) .  

Ряд других теорем и задач проективной геометрии можно 
найти в книгах, указанных в nримечании 7. 

1 0 1 .  Что, впрочем, само собой ясно, поскольку из симметрич
ности определения относительно точек р, р' непосредственно сле
дует, что рассматриваемое преобразование (инверсия) совпадает 
со своим обратным (подобно тому, как симметрия относительно 
нрямой совпадает со своим обращением, вследствие чего инвер
сию передко называют сим.м.етрией относительно окружнос1·и) . 

1 02. Лучше сказать, что зна менатель оказывается бесконечно 
малой более высокого пор ядка, чем, например, максимум модулей 
t:ислителей, и по1 ому хотя бы одна из координат х', у' z' ста
новится бесконечно большой. 

1 03. Плоскость, к которой указанным образом присоединена 
одна бесконечно удаленная точка, называется плоскостью Мёбиу
са, а также инверслой, или круговой плоскостью. Она является 
«субстратом», на котором строится круговая геометрия, о кото
рой Клейн пишет далее. 

1 04. ·Клеliн для простоты изложения опускает некоторые де
тали. Уравнение (5) можно переписать при А =/= О в виде (умно
жив на 4А ) 

4А2 ( х ' + 2� у + 4А2 ( у '  + 2� у + 4А2 ( z' + 2� у = 

= В2 + С2 + D2 - 4АЕ, 
откуда видно, чтп оно определяет сферу ( не вырождающуюся в 
точку) при условии В2 + С2 + D2 - 4А Е > О. При А = О это 
условие принимает вид В2 + С2 + D2 > О, т. е. означает, что хотя 
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бы один из коэффициентов В, С, D отличен от нуля и, следова• 
тельно, уравнение (5) определяет плоскость (поскольку А = 0) , 
Таким образом, уравнение (5) следует рассматривать лишь при 
выпоJшении дополнительного условия В2 + С2 + D2 - 4АЕ > О на 
коэффициенты, и при этом условии оно выражает либо сферу 
(если А '#  0) , либо плоскость (если А = 0) . В преобразованном 
уравнении роли коэффициентов А и Е меняются, но условие 
JЗ2 + С2 + D2 - 4АЕ > О остается выnолненным (ввиду его сим �  
метричности относительно А и Е) . Таким образом, если поверх
ность Р представляет собой плоскость или сферу, то ее образ при 
инверсии также nредставляет собой nлоскость или сферу. 

1 05. Если А, В - концы штанг, имеющих длину l, то каждая 
из точек О, р, р' равноудалена от точек А и В, и потому точки 
О, р, р' лежат на одной прямой (на оси симметрии точек А и В)..  
Далее, если Q - середина отрезка АВ (т. е. центр ромба) , то 

Ир · Ор'  = (OQ - Qp) (OQ + Qp) = OQ2 - Qp2 = 
= (12 - AQ2) - (m2 - AQ2) = 12 - та. 

1 06. Достаточно доказать это для случая, когда рассматри4 
ваемые поверхности являются плоскостями (а именно, касатель• 
ными nлоскостями рассматриваемых nоверхностей в их точке ne• 
ресечения ) .  В самом деле, так как nреобразование выражается 
непрерывно дифференцируемыми (даже аналитическими) форму. 
лами, то касание поверхностей сохраняется nри инверсии. Если 
же а и � - две плоскости, а Q t , Qz - центры сфер а.', ��. являю
щихся их образами, то nрямые OQt, OQz являются нормалями 
nлоскостей а и �. и nотому угол между этими nлоскостями равен 
L: QtOQz, Но так как QtO,  QzO являются радиусами сфер а. ', ��. 
11роведенными в точку О, то угол между касательными плоско• 
стями сфер а.', �' в точке О (а nотому и в любой другой их 
общей точке) тоже равен L Qt OQz. 

Аналогичная теорема о сохранении углов справедлива и для 
линий (это может быть выведено из сохранения углов между 
nоверхностями, если рассмотреть три nлоскости, nервая из кото
рых касается обеих линий-оригиналов, а две другие ортагональны 
nервой nлоскости и каждая касается одной из линий) . 

1 07. В отличие от аффинных и nроективных nреобразованиil:, 
nри рассказе о которых Клейн останавливался на некоторых nри• 
ложениях, инверсия обрисована здесь кратко и без уnоминания 
nриложений. В элементарной геометрии инверсия является, в 
частности, удобным аnnаратом для решения определенного крута 
: н•дач на nостроение. Речь идет прежде всего о задачах, в кото
рых требуется построить окружность (или nрямую) , nодчиненную 
условиям следующего тиnа : а )  проходить через данные точки1 б )  иерееекать данные прямые или окружности nод данными угла• 
м и  (в частности, касаться данных nрямых или окружностей) .  
Типичным nримерам является следующая задача : nостроить 
окружность, проходящую через заданную точку О и касающуюся 
двух заданных окружностей а. и �·  Если nроизвести инверсию 
с центром О, то искомая окружность QJ nерейдет в некоторую 
прямую QJ', а окружности а. и � - в  некоторые (известные нам), ,  
окружности а.' и �'. Следовательно, задача сведется к построе
нию nрямой QJ', касающейся двух заданных окружностей а.' и fi', 
Решив эту стандартную задачу .(имеющую до четырех решений}. 
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:мы затем из полученной прям9й q>' nолучим с помощью той же ИН• 
версии искомую окр ужность q> (тоже до четырех решений) . 

О при менениях инверсии можно прочитатЬ в книгах Ж. Ада· 
мара (примеча ние 6) , И. М. Яглома (примечание 79) , В. Г. Бол· 
тянс1юrо (примечание 7) . См. также книгу: А д л е р  А. Теория 
геом етрических построений. - М. :  Учпедгиз , 1 940. 

1 08. Купец, . торговец выражается н а  латинском языке словом 
Merkator, а н а  нем ецком - Kriimer. 

1 09. Известный французский геометр ( 1 824- 1 897) ; его трак· 
тат, в котором он рассматривает отображен ия одно!i поверхнаста 
на другую и составление геогр а фических карт , вы шел в 1 88 1  г. 

1 1  О. В современной терминологии отображение (скажем, од· 
ной поверхности на другую, о чем говорит Клейн) , которое яв · 
.ляется взаи мно однозначным и взаимно непрерывным,  называ ·  
ется го.меоАtарфuзJiю.м, а область м атем атики, изучающая свойства 
фигур, сохр аняющиеся при любых rомеоморфизмах, называется 
топологией (вместо архаичного термина «анализ положения:.) , 
Название это было предложено Листингом в его исторически пер 
вой работе, специально посвященной проблемам топологии 
( 1 847 г. ) .  

1 1 1 . См. указанную в примечании 25 книгу В .  Г. Болтянекого 
и В. А. Ефремовича , где можно также прочитать о дальнейшем 
разв.и rии этих идей. 

1 1 2 .  Подробное изложение вопросов , затр агив аемых здесь и 
далее Клейном , имеется в книге, указанной в предыдущем при·  
меча нии.  

1 1 3. В настоящее время известно, что э т о  предложение (тео· 
рема Э йлера о Мl·югогранниках) было известно также Декарту, 
который владел и общим его доказательством. Эйлер впослед
ствии неэависимо сделал это отцрытие. В связи с этим сейчас 
нередко говорят о теоj)еме Декарта - Эйлера  и о хар актеристике 
Декарта - Эйлера ( вм есто ранее применявшегося термина «эйле· 
ров а характеристика» ) .  

1 1 4 .  С м .  ниже общее ура внение (5) . 1 1 5. О роли комплексных чисел в геометрии см. книги, ука
занные в примеча ниях 2 и 26. 

1 1 6. В ча стности, nолезно заметить, что тригонометрические 
(«круговые») функции 11 = sin �. 1Jo = cos 6. 11 = tg 6 переходят 
при замене 6' = i6 в гиперболические функции - i sh 6 , ch 6', 
-i th �' �э.то непосредственно вытекает из формул Эйлера } ,  при· 
чем геометрическая связь тригонометрических функций с акружностыо позволяет nроследить аналогичную rеометрическую связь 
гиперболических функций с раююстороннеА гиперболой. 

1 1 1. Иначе говоря, при 6 = 6', ,; = ,;' паеледнее соотношение 
принимает вид А1;2 + 2D6-r + Fт2 = О, т. е .  определяет точки ne· ресечения vассматрнваемой линии второго порядка с осью х. 

1 1 8. Иначе rоворк, если 11 : 6 = k (т. е. взята бесконечно уда· 
ленная точка на прямой с угловым коэффициентом k) , то из 
ура внения nаляри ой системы 66' + ТJ'ft' = О мы получаем 11' : 6' = - � = - � , т. е. соответствующая бесконечна удаленная точка 
.пежит на пеj}пенди:кулярной np.stмoili. 

i 1 9  Гf''iоря о ·юм, что точка Р «мнимая», Клейн имеет в 
виду, что ее компле�о�:с.��.ые координаты 6. '1)., � не моrут быть JI()o 
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мнеженнем на отличный от нуля множитель р превращены в три 
действительных числа.  Из этого, в частности, следует, что в вы
писанной ниже формуле ( 1 )  хотя бы одно из чисел 61 ,  '11 , � �  
отлично от нуля, и точно так же хотя бы одно из tmceл sz, 112, � 
ОТЛИЧНО ОТ нуля. 

1 20. Остановимся на этом вопросе более подробно. Пусть 
выбрана единица измерения длин , - скажем, отрезок А 1А2, у К() 
торого заданы координаты концов А , (а, ,  Ь , ,  с, ) , Аа (аа, Ьа, са 1 -
1'огда длиной произвольнога отрезка Р1 , Р2, соединяющего точки 

l 
Р, (х,, у,,  z,) , Ра (ха, Уа, za ) ,  н азывается число 1 P ,Pa l = - , rде 

г 

l = ..J(xi - х2)2 + (у,  - Уа) 2 + (Zt - Z2)2, 
е = ..J (а1 - аа)2 + ( Ь 1  - Ьа)2 + (.с, - Ct)2• 

В частности, если е =  1 ,  то I P,Pa l = l, как и указано в тексте 
Клейна. Заметим теперь, что при параллельных переносах, nово
ротах и симметрии относительно начала величины l, е не изме 
няются. При гомотетии же с коэффициентом ?.. обе величины l, "' . l 
умножаются н а  ?.., однако отношение е не изменяется и при этих 

nреобразованиях. Иначе говоря, если определить длину формулой 

1 l -Р 1Р2 1  = -, то она будет инвариантной при всех преобразовае 
ниях отмеченного вида, т. е. будет инвариантной при всех преобра 
зованиях главной группы, которую Клейн описывает ниже. Одна 
ко такой nодход означает, что длина определяется не самим от
резком Р1Р2, а парой (Р,Ра, А ,А а ) , причем nри преобраsовании 
надо каждый раз брать длину относительно новой единицы -
той, в которую переходит отрезок А 1Аа при этом преобраsовании. 
Сама же величина l не остается инвариантной при всех преобр а 
зованиях главной группы, т. е., строго говоря,  не является объек
том той метрической геометрии,  о которой говорит Клейн. 

Если же рассмотреть только те nреобразования, которые яв
ляются композициями nараллельных nереносов, поворотов и сим 
метрий (т. е .  преобразования, составляющие группу движений D ,  
о которой речь будет идти в дальнейших nримечаниях ) , то  отно
сительно этой группы обе величины l, е инвариантны . Следова
тельно, взяв с самого начала е =  1 ,  т.  е. определив длину фор
мулой I P1Pa l = l, мы получим величину, инвариантную отно
сительно всех nреобразований группы движений D, которая и 
примимается в этой геометрии за длину отрезка. Это nоказывает, , 
что геометрия группы движений отличается от геометрии главной 
группы. О дальнейших р азличиях будет сказано ниже. 

1 2 1 .  Здесь рассуждения Клейна скорее имеют наводящий ха
рактер, нежели точный математический смысл. В особенности это 
относится к сказанному в п. 6) . В самом деле, когда в разделе 2)  
Клейн говорит о метрической геометрии , он имеет в виду, что 
р ассматривается трехмерное арифметическое пр остранство R8, 
точками кот.орого являются всевозможные тройки (х ,  у, z) дей
ствительных чиr�л. и в этом пространстве рассматривается неко
торое множество Р преобразов а н ий, а именно, nреобразований, 
которые представляются в виде композиц'И'Й преобразований, 
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nринадлежащих основным четырем типам. Этими основными че· 
тырьмя типами преобразованнй являются : 1 )  параллельные пере· 
носы ; 2)  повороты вокруг нулевой точки (т. е. такие преобразо
вания, при которых координаты х', у', z' точки-образа получаются 
из координат х, у, z точки-прообраза линейной однородной под· 
становкой, коэффициенты которой образуют ортогональную матри· 
цу с определителем + 1 ) ;  3) симметрия относительно нулевой 
точки ; 4) гомотетии с положительным коэффициентом и с цент· 
ром в нулевой точке. Множеству Р как раз и принадлежат все 
nреобразования , представляющиеся в виде композиции иреобразо
ваний этих четырех типов. Множество Р представляет собой груп
пу преоб разован.ий (о понятия группы Клейн пишет чуть ниже) , ко
торую условимся называть группой подобий пространства R3; 
Клейн называет ее ниже «главной группой» н обозначает че
рез &1. Теперь все те свойства геометрических фигур (т. е. под· 
множеств пространства R3) , которые остаются инвариантными, не 
изменяются при всех преобразованиях, принадлежащих группе Р,  
и составляют предмет изучения той геометрии, которую Клейн 
называет .метрической. 

Это nостроение укладывается в следующую общую схему. 
Имеется некоторое основное .множество М, элементы которого 
именуются точками, и задана  пекоторая группа а преобразова
ний множества М (каждое р ассматриваемое иреобразование я в 
ляется взаимно однозначным отображением множества М на себя ; 
композиция иреобразований и обратное иреобразование имеют 
очевидный смысл ) .  Теперь все те свойства геометрических фигур 
(т. е. подмножеств основного м ножества М) , которые инвариант 
ны  при всех преобразованиях, принадлежащих группе а, состав
ляют предмет изучения геометрии, определяемой н,а .множестве М 
группой а. Это и есть в абстрактном виде та основная идея, ко
торая была провозглашена Клейном в его знаменитой эрланген
ской программе. 

В случае метрической геометрии, рассматриваемой Клейном 
в п. 2 ) , основным м ножеством М является пространство R3, а 
группой преобразований этого основного множества является 
группа подобий Р. Для рассмотренной в п. 3) аффинной геомет
рии основным множеством М является . то же пространство R3, 
но группа преобразований (обозначим ее через А) является более 
широкой. чем Р Преобразования, составляющие группу А (т. е. 
аффинные преобразования) ,  являются композициями параллель
ных переносов и преобразований, онисываемых любыми линей 
ными подстановками с невырожденными матрицами.  Таким обра
зом, аффинная группа А содержит группу подобий Р, и потому 
всякое свойство, инвариантное относительно всех иреобразований 
группы А, сохра няется, в частности, при всех иреобразовани ях 
группы Р, но, вообще говоря, не наоборот. Иначе говоря, всякая 
теорема аффинной геометрии сохраняется и в метрической геомет
рии, но многие метрические свойства перестают иметь смысл при 
переходе к аффинной геометрии , что и отмечает Клейн в п. 3 ) ,  

Если ж е  перейти к проективной геометрии, р ассматриваемо� 
Клейном в п. 4) , то здесь прежде всего следует отметить, что 
изменяется основное множество М. В самом деле, дробно-линей· 
ные преоб{Jазования не являются взаимно однозначными на про
странстве R3• Для обесnечения взаимной однозначности проектив
ных uреобразований nриходится в качестве основного множества 
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М брать уже не R3, а трехмерное (действительное) проективное 
nространство, в котором точкой является уже не тройка (х, у, z ) ,  
а четверка s : ТJ : � : 't' действительных чисел, опредеденных с точ
ностью до общего множителя. 

«Геометрия обратных радиусов», о которой пишет Кдейн в 
разделе 5) , вновь требует ддя корректного ее построения из м е• 
нения основного множества М. Требуемое здесь основное мно· 
жество М может быть получено из R3 добавлением одной «беско· 
нечно удаленной» точки (оно rомеоморфно трехмерной сфере, но 
не гомеоморфно ни R3, ни трехмерному nроективному простра н· 
ству) . 

Таким образом, геометрии, упоминаемые Клейном в раэде• 
пах 3) , 4 ) , 5 ) , определяются на разных основных множествах, 
и сравнение их между собой (и с метрической геометрией) может 
быть лишь условным. Например, из всех - равноправных между 
собой - плоскостей трехмерного проектнвного пространства нужно 
выделить одну и условиться считать ее «бесконечно удаленной»: 
лишь при этом условии можно будет сравнивать nроективную 
геометрию с аффинной. С этой общей точки зрения те соображения о тоnологии, ко· 
торые высказываются Клейном в п. 6) , вряд ли допускают четкое 
оформление в рамках идей эрлангенской nрограммы. Может по
казаться естественным рассматривать всевозможные гомеоморф· 
ные отображения nространства R3 на себя (они образуют груnпу ) !  
и попытаться оnределить топологические свойства фигур как  та ·  
кие, которы е  сохраняются nри любых указанных nреобразова
ниях. Однако этот подход дает в действительности не топологи· 
ч�скне, а так называемые изотопические свойства фигур. Напри· 
мер,  неиерекрученная лента ( боковая поверхность цилиндра, 
высота которого меньше радиуса основания) и дважды перекру· 
ченная лента (ее можно получить, разрезав предыдущую ленту 
поперек, дважды nерекрутив и снова склеив) , как легко видеть, 
гомеоморфны, однако изотопными они не являются , т. е. никаким 
гомеоморфным отображением пространства R3 на себя не удастся 
неиерекрученную ленту nеревести в дважды nерекрученную. Это 
nоказывает, что при рассмотрении тоnологических свойств фи
гур приходиться отказаться от рассмотрения какого-либо «основ
ного множества» и какой-либо его группы преобразований. 
Фигуры, топологическими свойствами которых мы интересуемся, 
должны рассматриваться сами по себе (а не как вложенные в 
какое-то единое «основное множество») ,  и это делает тоnологиче
ские свойства не укладывающимиен в рамки клейиовекого груп
пового nодхода. 

(Впрочем, если размерность фигуры существенно меньше раз· 
мерности объемлющего его евклидова пространства,  то понятие 
гомеоморфизма сливается с понятием изотопии; например ,  зауз· 
ленная и незаузленная замкнутая линия в R3, которые гомео· 
морфны между собой, являются неиэотопными в R3, однако в R• 
две замкнутые линии всегда иэотопны, но эти соображения не 
уничтожают, а усложняют nростое само по себе понятие гомео
морфизма . )  1 22. Рассмотрение «главной группы» (которая в примеча• 
нии 1 2 1  названа груnпой nодобий и обозначена через Р) имеет 
одну тонкость, которую Клейн оставляет без внимания. Для того 
чтобы ее пояснить, введем еще в рассмотрение группу движений 
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D nространства R3, состоящую из всех nреобразований, nред• 
ставляющихся в виде композиции параллельных переносов, пово
р отов и симметрий. Группа D содержится в «главной группе:. Р, 
но отличается от нее тем, что не содержит гомотетий. Теперь, 
согласно идеям клейиовекой эрлангенской программы, можно рас
сматривать в R3 геометрию группы движений D и геометрию 
группы подобий Р (или главной группы, как ее называет Клейн) .  
Иначе говоря, можно рассматривать все те свойства, которые 
остаются инвариантными при всех преобразованиях группы D 
(они составляют предмет геометрии группы движений) , а можно 
р ассматривать все те свойства, которые инвариантны при всех 
nреобразованиях группы Р (т. е. относятся к геометрии группы 
подобий) .  Обе эти геометрии очень близки, но между ними 
имеются и различия. Например, в геометрии подобий любые два 
отрезка конгруэнтны, т .  е. существует в группе Р преобразова
ние, переводящее первый из любых двух заданных отрезков во 
второй. В связи с этим,  как отмечалось в примечании 1 20, в гео
метрии группы подобий отсутствует понятие длины отрезка, т.  е. 

выражение l = .../(х2 - х 1 )2 + (У2 - У 1 )2 + (z2 - z 1 ) 2 , составлен
ное из координат двух заданных точек (х1 , У1 .  z1 ) и (х2, у2, Z2 ) ,  
н е  является инвариантом в геометрии групnы подобий (оно ме
няется при гомотетиях) .  В геометрии же группы D выражение l 
инвариантно, и можно говорить о длине отрезка, о конгруэнтных 
и неконгруэнтных отрезках и т.  д. Вместе с тем отн.ошен.ие длин 
двух отрезков имеет смысл не только в геометрии группы движе
ний, но и в геометрии группы nодобий ( поскольку хотя длина l 
отрезка изменяется в результате преобразований подобия, но от
ношение длин двух отрезков сохраняется) .  Ингче говоря, если 
At (Xt , Yt , zl) и Аа (ха, у2, Z2) - две точки, по координатам кото-

' 1 
рых вычислено указанное выше выражение, и если А 1  и А2 - две 

другие точки, по координатам которых вычислено аналогичным 
образом выражение l', то отношение l/l' ннвариантно при всех 
преобразованиях группы Р. 

Тот факт, что в геометрии группы подобий (в геометрии глав
ной группы по терминологии Клейна) можно говорить об «отно
шении длин:. двух отрезков, приводит к мнению (достаточно рас
пространенному) о том, что естественное осмысление евклидавой 
геометрии состоит именно в понимании ее как геометрии груп
пы Р (главной группы) , а рассмотрение геометрии группы дви
жений малосущественно и не соответствует истинному пониманию 
смысла евклидавой геометрии. Это мнение можно nояснить не
сколькими простыми примерами.  В силу инвариантности отноше
ния длин в геометрии группы подобий можно говорить о равно
бедренном треугольнике (т. е. о треугольнике, в котором отноше
ние длин боковых сторон равно 1 ) .  Теорема о том, что в равно
бедренном треугольнике углы при основании равны, полностью 
сохраняет свое значение в геометрии группы nодобий. Сохраняет 
свое значение и теорема Пифагора  (в форме (а/с) 2 +  (bjc) 2 = l ,  
где ajc и Ь/с - отношения длин катетов к длине гипотенузы) .  
Сфера с центро м  О, проходящая через точку А ,  определяется в 
геометрии группы подобий как множество всех таких то•tек М, что 
отношение расстояний I OM I : I OA I  равно l ,  и т. п. Из этих при
меров становится попятным, что .метрическая гео.метрия (по тер-
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миналогни Клейна} ,  т. е. геометрия группы nодобий Р, охваты• 
вает все богатство теорем элементарной евклидавой геометрии. 
Именно поэтому Клейн придает этой геометрии главенствующее 
значение, а группу Р называет «главной группой». Рассмотрение 
же геометрии, определяемой группой движений D, может пока
заться излишним и не дающим ничего нового. 

Однако такая точка зрения неправильна.  В действительности 
геометрия группы движений богаче, чем геометрия группы подо· 
бий. Имеются содержательные теоремы, которые имеют место в ' 

г-еометрии группы движений, но разрушаются, перестают быть 
справедливыми при переходе от D к большей групnе Р (подобно 
тому, как существуют содержательные теоремы метрической гео· 
метрии, разрушающиеся при переходе от группы Р к большей 
группе А - группе всех аффинных nреобразований ) .  Чтобы при· 
вести пример теоремы, отличающей геометрию группы движений 
от геометрии группы nодобий, ограничимся для простоты р ассмо· 
трением геометрии на  плоскости. Условимся называть плоскую 
связную фигуру линией, если она . .не содержит никакого круга 
;(мы ограничимся рассмотрением связных линий, т. е.  как бы со
стоящих из одного куска - это nонятне, относящееся к области 
топологии, мы здесь не уточняем) . Связную линию l будем на• 
зыватъ транзитивной, если для любых двух точек А ,  В этой ЛИ• 
нии найдется преобразование f ( принадлежащее групnе преобра• 
sований, определяющей рассматриваемую геометрию) , которое 
nереводит линию l в себя, а точку А - в точку В. Транзитивная 
линия может как бы «скользить по себе:. в рамках рассматривае
мой геометрии. В евклидавой геометрии существуют только 
два типа связных линий на nлоскости,  которые могут «скользить 
по себе:.: это nрямые и окружности. И это может быть строго 
оформлено в виде теоремы, которая справедлива в геометрии 
группы движений:  плоская связная линия в том и только в том 
случае является транзитивной, если она представляет собой пря· 
А!УЮ или окружность. Однако эта теорема разрушается, пере· 
стает быть справедливой, если мы nерейдем к клейнавекой мет• 
рической геометрии, т .  е. к геометрии группы подобий Р. В гео• 
метрии группы nодобий существуют связные плоские линии, 
отличные от прямых и окружностей, которые могут в рамках этой 
геометрии «скользить по себе»,т . е. являются транзитивными. Та· 
кими линиями в геометрии группы nодобий являются логарифми
ческие спирали, определяемые в полярных координатах (на  пло• 
скости) уравнением r = r0ekФ. В самом деле, комnозиция пово• 
рота на угол <ро (т. е. ер' = ер +  ер0, r' = r) и гаматетин с центром 
в нулевой точке и коэффициентом еkФо (т. е. ер' = ер, r' = r • еkФо ), 
являющаяся преобразованием, принадлежащим группе подобий Р, 
переводит, как легко видеть, рассматриваемую логарифмическую 
спираль в себя. Таким оG\)азом, естественное с точки зрении 
евклидавой геометрии представление о том, что связными пло• 
скими линиями, которые могут скользить по себе, являются лишь 
прямые и окружности, имеет силу в геометрии группы движений, 
но не в геометрии группы подобий. Клейновекая метрическаи 
геометрия  в этом вопросе отходит от привычных представлений 
евклидавой геометрии. 

Т аким образом, то, что Клейн совсем не уделяет внимании 
геометрии группы движений, а ограничивает «метрическую 



400 ПРИМЕЧАНИ51' 

rеометрию» рамками геометрии груnnы nодобий, не во всем соот
ветствует «элементарно-геометрическим» представлениям. 

1 23. В примечании 1 2 1  была отмечена недостаточность та
кого подхода в отношении топологии. В современных представ
лениях р ечь идет не о группе всех гомеоморфных отображений 
некоторого пространства М на себя, а о категории в с е х тополо
гических nространств и их непрер ывных отображений. Наиболее 
существенные топологические свойства описываются функторами; 
например, в ажнейшее значение имеют гомологические функторы 
(см.  С т и н р о д  Н. ,  Э й  л е н б е р  г С. Э. Основания алгебраиче

ской тоnологии. - М. :  Физматгиз, 1 958) . 
1 24. Клейн здесь слишком категоричен. Речь идет, конечно, 

не о всех возможных геометриях, а о геометриях, определяемых 
груnnами преобразований.  В этот класс геометрий не входят об
щая риманова геометрия, финслерова геометрия и другие пони
мания пространства,  игр ающие важнейшую роль в современной 
математике и физике. 

1 25. В примечании 1 2 1  эта клейновекая идея выражена не
сколько бo.Jiee абстрактным н общим образом. Тот факт, что 
Клейн здесь рассматривает только такие груnпы nреобразований, 
которые содержат «главную группу», несколько сужает общность 
рассмотрения геометрий, определяемых груnnами nреобразований 
(но зато приб.'Iижает р ассматриваемые геометрии к евклидовой ) ,  

Следует, однако, и меть в виду, что аффинная группа не включа
ется в проектнвную однозначным и естественным образом, а по
лучаемое вложение зависит от того, какую nлоскость трехмерного 
nроективного nространства условиться считать бесконечно удален
ной . Тем не менее, несмотря на условность, это вложение позво
ляет nроследить некоторые связи между аффинной и nроективной 
геометриями.  

1 26. В настоящее время указываемый Клейном nринциn про
ележен в своей м аксимальной общности и nрименимости и играет 
важную роль в геометрии и физике. О роли геометрических nре
образований в nостроении различных геометрий и их роли в фи
зике можно прочитать в книгах :  Я г л о м И. М. Геометрические 
nреобразования.  - Ч.  1 :  Движения и иреобразования подобия.
М.: Гостехиздат, 1 955. - Ч. 2: Линейные и круговые преобра
зования . - М. : Гостехиздат, 1 956; Я г л о м И. М. Принциn 
относительности Галилея и неевклидова геометрия. - М.: Наука, 
1 969;  более глубокое рассмотрение этого вопроса имеется, напри
мер, в книге Б .  А. Дубровина, С. П. Новикова и А. Т. Фоменко, 
указан!JоЙ в nримечании 26. См. также В и з  г и н В.  П. Эрлан
генская программа и физика . - М.: Наука, 1 975. 

1 27.  В самом деле, если S - сфера с центром в точке nере
сечения перпендикулярных друг другу прямой l и плоскости а, 
то окр ужность к � s n а обJJадает тем свойством, что прямые, 
nараллельные l и проходящие через т.очки окружности К, явля
ются касательными к сфере S. Отсюда следует, что точка Р .. , 
в которой пересекаются все эти касательные, является полюсом 
плоскости а относительно сферы S. Перссекая все эти множества 
бесконечно удаленной nлоскостью :rt .. , получаем, что Р .. есть по
люс nрямой g .. = :rt .. n а относительно конического сечения 
п .. n S, т. е. относительно окружности сфер. 

1 28. Подробности имеются, например, в книге: Г у р е ·  
в и ч Г. Б. Основы теории алгебраических инвариантов . - М.:  
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Гостехиздат 1 948. См. также К л е й н Ф. Лекции о развитии 
математики в XIX столетии . - М.;  Л.:  ОНТИ, 1 937; 3 а р  и С •  
с к и й 0.,  С а м ю э л ь П. Коммутативная алгебра. - Т. 2. __, 
М.:  ИЛ, 1 963. 1 29 .  Основ11ая терминология теории инвар иантов (инвариант, 
коварпант, дискриминант и др . )  была введена Сильвестром . 

1 30. Надо рассмотреть оnределитель четвертого пор ядка,  в 
первой и третьей строках которого стоят � � .  �2 , �з, � •• а во вто· 
рой и четвертой 't' t , 't'2, 't'з, т,, а затем р азложить этот оnредели· 
тель (очевидно, равный нулю) в сумму nроизведений соответ
ствующих миноров второго nорядка из первой и nоследней пары 
строк. Аналогичный прием был nрименен Клейном на с. 5 1 .  

1 3 1 .  Если к уравнениям окружности сфер 
't' = о, 62 + ТJ2 + �2 = о 

присоединить уравнение плоскости 

а!; + РТJ + v� + б-r = о ( • )  
и решать полученную систему соотношений относительно одно• 
родных координат �. ТJ, �. 't' (т. е. искать точки пересечения 
окружности сфер с указанной плоскостью) ,  то после исключения. 
неизвестных мы получим одно квадратное уравнение, дискрими
нант которого отличается лишь множителем от а2 + р2 + у2. 
Таким образом , равенство а2 + Р2 + у2 = О является условием 
того, что nлоскость ( * )  имеет с окружностью сфер две совпадаю
щие точ1ш nересечения, т. е. касается ее . 

1 32. Иначе говоря, речь идет о фор мулах аффинной геомет
рии , nолучак:iщейся , если за бесконечно удаленную nринять не пло
скость т = о, а другую nлоскость as + РТJ + v� + бт = 

о. 

вид 
1 33. Компоненты этого антисимметрического тензора имеют 

1 0 - с b ll с О - а • 
Ь а О 

Коэффициенты 1 ,  стоящие на главной диагонали, характеризуют 
отдельный вектор, который Клейн здесь добавляет, чтобы полу
чающиеся фор мулы описывали бесконечно малый поворот. Таким 
образом , соотношения (8) можно заnисать в виде 

!;и = ха + A�xf}; а, р = 1, 2, 3 (суммирование по р), 

где под !;1 , !;2, !;3 понимаются !;, ТJ ,  �. под xt , х2, х3 - величинЫ 
х, у, z, а Ag - компоненты в нтисимметрического тензора (*) · 
Вообще, в силу определения антисимметрического тензора его 
диагональные компоненты равны нулю. 

\ 34 .  См. в связи с этим примечанис 1 22. 
1 35. Здесь следует говорить не о проективной , а об аффинной 

геометрии,  поскольку выше Клейн допустил существование двух 
прямых на плоскости, не имеющих общих точек, а также двух 
непересекающихся плоскостей ;  кроме того, аксиомы понятия «ме· 
жду:. также относятся к аффинной, а не к проективной геомет· 
рии. Видимо, Клейн говорит о проективной геометрии, имея в 
виду последующее присоединение несобетвенных точек 
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1 36. Здесь Клейн вnервые говорит не только о той метриче• 

ской геометрии, которая определяется главной группой, но такж-е 
о геометрии конгруэнтности, определяемой группой движений. 
В примечании 1 22 уже отмечалось, что эти геометрии отличаются 
друг от друга, например, отсутствием (во вtорой из них) плоских 
связных транзитивных линий, отличных от прямых и окружностей. 
Клейн отмечает здесь еще одно отличие: замкнутость (лучше 
сказать ограниченность) любой траектории любого движения, 
имеющего неподвижную точку (траекторией точки а относитель
но движения f называется минимальное множество, содержащее 
точку а и переходящее в себя при каждом из движений f, f- 1 ) .  
В прочем, наиболее простым отличием является наличие двух не
конгруэнтных отрезков. Пожалуй, с наглядно-геометрической 
точки зрения наиболее убедительным отличием является теорема 
о транзитивных линиях, упомянутая в примечании 1 22. 

1 37. Таким образом ,  Клейн фактически причисляет к перво
начальным, неопределяемым понятиям, кроме точек и прямых, 
еще и движения ; к аксиомам,  описывающим свойства движений, 
(\тносятся требования о том, что каждое движение представляет собой взаимно однозначное (биективное) отображение плоскости 
на себя ; о том, что движение  переводит прямые снова в прямые; 
о том, что справедлива сформулированная Клейном аtс:сиома по
движности плоскости (рис. 1 04 ) . Эта аксиома подвижности и яв
ляется детализацией того, что существует оо8 движений : при фик
сированных А и а выбор точки А' обладает двумя «степенями 
свободы:. или содержит оо2 возможностей (так как положение А' 
оnределяется двумя координатами) , а выбор луча а' обладает 
еще одной степенью свободы, т. е. содержит ool возможностей 
(значений угла от О до 2л:) . Заметим, что данная Клейном фор-
мулировка аксиомы подвижности означает, что р ассматриваются 
лишь движения, сохраняющие ориентацию ( иначе существовали 
бы ровно два движения, переводящих А, а соответственно в А ', 
а', одно из которых сохраняет, а другое меняет ориентацию) . 
Иначе говоря, если фигура F не обладает ни одной осью симмет
рии, а F' - фигура, симметричная F относительно пекоторой оси, 
то F и F' не считаются конгруэнтными в рассматриваемой Клей
ном модели евклидавой планиметрии. 

1 38. Это не есть новая аксиома  о движениях, а лишь частный 
случай аксиомы подвижности:  точка А переходит в А', а луч а 
с началом А ,  содержащий точку А ', переходит в тот луч а' с 
началом А', который расположен на прямой АА' и не содержит 
точку А (заметим, что определение луча и теорема о разбиении 
прямой на два луча с началом в данной точке А регламентируют
ся аксиомами расположения ) . 

1 39 .  Эти свойства параллельных переносов представляют со
бой новые аксиомы. Заметим ,  что в геометрии Лобачевского эти 
свойства параллельных переносов не выполняются (хотя аксиомы соединения, аксиомы р асположения и ранее сформулированные 
свойства движений, включая аксиому подвижности , имеют место) . 

1 40. Это - одна из форм аксиомы Архимеда, или аксиомы 
измерения (уточнение нагл ядного выражения «достичь либо пе
решагнуть:. осушествляе rся очевидным обр азом ) . 

1 4 1 .  Это представление о «непрерывном» осуществлении па
раJJлельного переноса может быть матем атически строго уточ· 
нено, но пока это можно р ассматривать лишь как наглядное по-
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яснение, а траекторией параллельноrо переноса считать просто 
прямую, соединяющую точку А и ее образ А '. 

1 42. Разговор о траектории как о результате «непрерывного:. 
выполнения параллельного переноса , возможно, удобен в целях 
наглядности, но в отношении строгости может только з апутать 
рассуждения и сде.1ать их неубедитеJIЬНЫliШ. Четкое доказатель· 
ство можно провести, например, так. Пусть l1 и la - две траекто• 
рии (т. е. l t - прямая, проходящая через некоторую точку В и ее 
образ В', и аналогично для la) . Если lt и la имеют общую точ
ку А, то (поскольку, согласно одной из аксиом Клейна, каждая траектория переходит 11 себя ) точка А должна, во-первых, пере· 
ходить в точку А 1 , принадлежащую траектории 11 ,  и,  во-вторых 
( поскольку А Е lz) , точка А должна переходить в некоторую точ
ку Аз,  принадлежащую прямой la. Но поскольку образ точки А 
определен однозначно, мы шv.еем A t  = Az, т. е. 1 1 и la имеют, 
кроме А, еще одну общую точку А 1 = Az, Следовательно, пря
мые 11 и la совпадают. Итак, две траектории либо не имеют об
щих точек, либо (если они имеют хотя бы одну общую точку) '  
непременно совпадают. 

1 43. Клейн обозначает композицию преобразований точкой; 
здесь использовано современное обозначение (кружок) . 

1 44. Согласно сформулированной выше аксиоме Архимеда. 
1 45. Обыкновенно эту аксиому называют аксиомой Паша, 

который ввел ее в своих «Лекциях по новой геометрии» 1 882 г. 
В данном случае эта аксиома применяется к треугольнику 0 12' 
и к прямой, являющейся траекторией параллельного переноса S', 
проходящей через точку 1 ' (эта траектория не может пересечь 
прямую 1 2', так как две траектории одного параллельного пере
носа не пересекаются, и, следовательно, она должна пересечь от· 
резок 01 оси х) . 

1 46. Здесь и далее изложение Клейна несколько схематично. 
Однако он и не npecлe.ztyeт цель дать скрупулезный вывод всех 
теорем геометрии из вводимых аксиом, а имеет в виду .1ишь об
рисовать обiдую схему обоснования геометрии с использованием 
групп преобразований .  

1 47. Точнее, одной из аксиом, описывающих свойства движе
ний (см. примечание 1 37) . 

1 48.  Следующие далее соображения не так просто р-еализо
вать в виде четко проведеиных р ассуждений аксиоматического 
характера.  Поэтому сказанное следует р ассматривать лишь как 
очерк дальнейшего аналитического построения геометрии. 

1 49. Клейн записывает иреобразования слева направо в той 
последовательности, в которой они выполняются. Однако мы в 
этом издании книги следуем припятой теперь традиции, используя 
обозначение композиции (кружок) и записывая иреобразований 
справа налево. Например ,  для любой точки А имеем 

Q1  (А) = (T o Q o  r- 1) (А) == Т (g (r-·1 (А))) , 

1 50. Высказанные соображения о переходе одних oceii: в дРУ• 
гие означают, в частности, что точка А ( 1 ,  О) переходит в 
А' (0, 1 ) ,  а точка В (0, 1 )  переходит в В' (-1 ,  О) ; отсюда одно
значно определяются коэффициенты иреобразования ( 1 ) .  Напом· 
ним, что х, у - координаты произвольной точки, а х', у' - коор• 
динаты ее образа в одной и той же системе координат. 
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1 5 1 .  Иными словами, функции sin х и cos х определяются с 
nомощью их рядов Тейлора : 

(или, что то же самое, определяются как решения дифференци
ального уравнения у" + у = О с начальными условиями у (О) = 0, 
у' (О) = 1 для функции у = sin x и у (О) = J ,  у' (О) = О  для 
функции у = cos х) .  Число :n: определяется теперь как наимень
ший положительный корень уравнения siп х = О ( или уравнения 

eix = - 1 ) .  Геометрический смысл функций sin x и cos x выяснит
ся после того, как будут найдены аналитические формулы пово
рота (см. ниже соотношения (5) ) .  

1 52. Сейчас эту шкалу принято называть Jадианной. 

1 53. Из соотношений :х ( sin х) = cos х, dx (cos х) = - sin х 
(которые получаются, например, nочленным дифференцированием 
р ядов для sin х и cos х) мы находим непосредственно, что 

:х ( s in2 х + cos2 х) = О, т. е. s in2 х + cos2 х = const. Остается 

заметить, что s in О = О, cos О = 1 ,  и потому стоящая в nравой 
части константа равна единице, т. е. sin2 х + cos2 х = 1 для лю
бого х. 

1 54. Если иметь в виду острый (или прямой) угол между 
двумя прямыми,  то следует правые части взять по модулю. 

1 55 .  Бо.�ее подробно о понятии площади в элементарной гео
метрии (и о тех аксиомах и принципах, на  которых оно основы
вается ) можно прочитать в указанной в примечании 10 статье 
В. А. Рохлина, а также в книгах : Б о л т я н с к и й В.  Г. Элемен
тарная геометрия.  - М. :  Просвещение, - 1 985; Б о л т я н с к и й  В. Г. 
Третья проблема Гильберта . - М. : Наука, 1 977. 

1 56.  Этот способ вывода площади параллелограмма имеет де
фект: для высокого узкого параллелограмма высота падает не на 
основание, а вне его, так что «отрезать» треугольник от nаралле
лограмма не удается. Однако дополнение и nараллелограмма,  и 
nрямоугольника одинаковыми треугольниками позволяет nолучить 
одну и ту же трапецию (рис. 1 1 8) , что и дает не имеющий де
фектов вывод формулы площади параллелограмма .  

1 57. В которой nравую часть следует взять no модулю (или 
же  говорить об ориентирован.юй nлощади, о чем Клейн пишет 
в начале этого тuма ) .  

1 58. Клейн здесь очень краток. Подробнее о понятии длины 
кривой (и ,  в частности, о его аксиоматическом построении) мож
но  nрочитать в книгах, указанных в примечании 1 0, и в статье: 
Б о л т я н с к и й  В. Г. Длина кривой и площадь поверхности// 
Энциклопедия элементарной математики. - Книга V: Геомет· 
рия . - М. :  Наука, 1 966. - С. 88- 1 44 

1 59. В предыдущем изложении Клейн считал «движениями» 
только те преобразования, которые сохраняют расстояния и со· 
храняют ориентацию. В соответствии с этим он считал конгру
энтltы.ми только фигуры, которые переводятся одна в другую 
именно таким движением ( сохраняющим ориентацию) . Здесь же 
он называет конгруэнтными фигуры ,  которые переводятся одна 
в другую преобразование!>f, лишь сохраняющим расстояния (т. е. 
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не делает различия между конгруэнтными в прежнем смысле и 
симметричными фигурами) . 

1 60. И обладаеi  тем свойством, что точка С' nоnадает в no· 
ложение, расnоложенное no 1у же сторону прямой АВ, что и 
точка С. Из этого ясно, что к числу движений здесь следует при· 
числять зеркальные симметрии. 

1 6 1 .  Пятый постулат Евклида не совпадает дословно с ука· 
заиной выше аксиомой параллельности, но представляет собой 
предложение, эквивалентное ей. Об этом евклидоном постулате 
Клейн говорит на с. 302 (см. рис. 1 26 и относящийся к нему 
текст ) . 

1 62. То есть не имеющими границы, края. Иначе говоря, речь 
идет о вамкнутом (не имеющем краев )  двумерном многообразии.  
Какую бы точi<у А на  таком многообразии мы ни взяли,  у нее 
существует окрестность, гомеоморфная кругу , внутри которого 
находится точка А. Поэтому из точки А можно смещаться по 
втому многообразию в любую сторону . 

1 63. Смысл этой фразы Клейна лучше всего пояснить при 
nомощи функции Лобачевского. Пусть в плоскости Лобачевского 
из точки О, находящейся на р асстоянии h от прямой g, проnе· 
дены два луча OM t,  ОМ2, параллельные  g (т. е. те предельные 
rюложения луча ОР, которые получаются, когда точка Р уда·  
ляется по прямой g в ту или в другую сторону в бесконечность;  
см. рис,  1 22 на с. 269.  Далее, nусть ON - перnендикуляр к nря· 
мой g. Угол MtON (или M20N) в геометрии Лобачевского (или 
«НГ 1:., как ее именует Клейн)  является остры м ;  величина этого 
угла 'называется функцией Лобачевского и обозначается через 
П (h) . Как доказал Лобачевский, она выражается формулой 

П (h) = 2 arctg г-h!R, 

где R - пекоторая положительная nостоянная (это и есть та про· 
извольная постоянная, которую содержит снеевклидова геометрия  
первого рода» ;  Клейн вводит аналогичную постоянную на  с .  276-
278 из несколько иных соображений ) . Следовательно, тот угол 
между двумя параллельными ОМ1 , ОМ2, который не содержит пр я·  
мой g,  равен ер = n - 4 a rctg e-hiR, Из этой формулы видно, чт� 
при h -+ О имеем «р -+ О. 

Теnерь ясно, что если параметр R (характер изующий едини· 
цы измерения длин) будет в сравнении с «расстоянием до Си· 
риуса:., о котором пишет Клейн, очень велик, т. е. с точки зрения 
доступных нам измерений величина h/R ничтожно мала, то угол 
между двумя nараллельиыми к прямой g будет (если точка О 
находится в пределах области наблюдаемости ) ничтожно мал, и 
nотому отличие геометрии Лобачевского от евклидавой будет в 
этой области неощуrимым и, как пишет Клейн, только по мере 
удаления точки О от прямой g угол «р будет приобретать все бо· 
лее заметную величину (и, более того, «р -+  n при h -+  оо ) . 

1 64. См. К л е й  н Ф. Высшая геометрия. - М.: Гостехиздат, 
1 939. 

1 65. Клейq кратко упоминает о том, что геометрия Лобачев• 
ского (НГ 1 ) или Римана (НГ Il) может быть включена в груп· 
nовую схему, намеченную его эрлаигеиской программой. Поясним 
более подробно на примере геометрии Лобачевского, как это осу· 
ществляется (для случая геометрии Римана зто делается 
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аналогично с З1!Меной действительного конического сечения мни• 
мым) . Обозначим через К действительное коническое сечение 

.�рис. 1 24 на с. 28 1 ) , трактуемое как множество всех бесконечно 
удаленных элементов в той модели геометрии Лобачевскоt·о, кото· 
1РУЮ рассматривает Клейн (ее называют моделью Кэли-l(лейна) . 
Всякое движение плоскости Лобачевского должно, во-первых, 
переводить внутреннюю область этого конического сечения ( «об
.'Iасть операций гиперболической геометрии») в себя и, во-вторых, 
nереводить прямые (точнее, хорды этих прямых, высекаемые ли
·нией К) снова в прямые. Отсюда становится понятным, что в 
этой модели движения плоскости Лобачевского изображаются 
проективными преобразованиями, переводящими коническое сече• 
ние К в себя. Следовательно, если р ассмотреть множество G всех 
таких иреобразований (оно представляет собой группу) и, следуя 
·Клейну, р ассмотреть геометрию, определяемую (на множестве М, 
nредставляющем собой внутреннюю область линии К) этой груп
·nой, то можно ожидать, что мы как р аз получи,м таким образом 
!Гиперболическую геометрию (на плоскости) .  Это в самом деле 
!Подтверждается; сказанное позволяет построить модель Кэли -
lКлейна гиперболической геометрии в рамках проективной геолtет· 
•рии. Ведь G есть некоторая подгруппа всей проективной группы, 
.я зто еще раз подтверждает принцип Кэ-ли о том, что «проектив
'Ная геометрия - зто вся геометрия». 

1 66. Например, в геометрии Лобачевского можно определить 
параллельный перенос (или, лучше сказать, сдвиг вдоль прямой) : 
это есть движен.ие, которое «смещает» некоторую прямую l по 
себе, переводя одну точку А прямой l в другую ее точку. Однако 
траекториями, переходящими в себя при всевозможных сдвигах 
вдоль прямой l, будут не прямые, а эквидистанты, каждая из 
которых представляет собой множество всех точек, находящихся 
по одну сторону от прямой l на  одном и том же расстоянии 
от нее. 

1 67. Клейн не упоминает еще об одном важном применении 
:геометрии Лобачевского - в специальной теории относИтельно
сти (которое было предложено Гер маном Минконским уже после 
прочтения Клейном этого курса лекций) .  Рассматривается четы
рехмерное псевдоевклидово пространство, в котором расстояние 
от точки (хо, Х1, х2, хз ) до начала координат определяются фор· 
мулой 

' (аналогично определяется расстояние между двумя "Точками) . Та· 
ки м  образом, расстояние между двумя различными точками в 
этом пространстве может быть действительным, нулевым или чи
сто мнимым. Множество всех nреобразований, сохраняющих рас· 
стояние между двумя точками в этом псевдоевклидовом про
странстве, представляет собой группу; •геометрия этой группы fl 
есть специальная теория относительности (в ее кинема,:ической 
части) . Именно, переменмая Хо трактуется как время, Xt, Х2, хз -
пространствеиные координаты. Далее, nрямые линии трактуются 
как р авномерные движения точек, причем времениподобные пря
мые (для которых расстояние между любыми двумя их точками 
действительно) представляют собой дви жени я с досветовы..чи 
скоростями (заметим, что в этой модели скорость света с прини-
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мается по величине, равной 1 , - иначе нужно было бы опреде• 
.nять расстояние формулой s2 = ёх� - xi - х� - х�). Далее, 
изотропные прямые (для которых любые две их точки имеют 
нулевое расстояние) являются траекториями световых частиц. Все 
световые траектории, nроходящие через точку О, образуют све-
товой конус, описываемый уравнением х� - xi - х� - х� = О. 
Прямые, соответствующие досветовым движениям, nроходят вну
три этого конуса. Наконец, пространственноподобные прямые 
(для которых расстояние между каждыми двумя их точками 
является чисто мнимым) соответствуют траекториям сверхсвето
вых частиц ( «тахионов», с возможностью р ассмотрения которых 
начинают заигрывать физики ) . 

Группа, определяющая эту геометрию (группа Лоренца) ,  
оставляет инвариантным световой конус (если начало координат 
неподвижно) , и это определяет связь с геометрией Лобачевского 
и J(Лейновским подходом к ней. В самом деле, связка nрямых 
в этом· nространстве, прох1>дящих через начало, задает трехмер 
ное nроективное пространство, а линейные преобразования, остав-

ляющие неизменной квадратичную форму х� - xi - х� - х�. пре
образуют внутренность све11ового конуса (т. е. внутренность пеко
торой поверхности второго· порядка - в nроективной трактовке) 
в себя . Это в точности соответствует трехмерной модели Кэли -
Клейна гиперболической геометрии. Из этого становится nопят
ным, почему формулы геометрии Лобачевского использовались, 
наnример, при расчете серпуховского синхрофазотрона. Трактовка 
гиперболической геометрии & рамках псевдоевклидова nростран
ства nодробно и последо&ательно проведена в интересной книге: 
Д е л о н е Б. Н. Элементарное доказательство непротиворечивости 
планиметрии Лобачевского. - М. : Гостехиздат, 1 956. О дальней
ших вопросах геометрии псевдоевклидовых пространсто можно 
прочитать в интересной статье : Р о з  е н ф е л ь д Б. А. Неевкли· 
довы геометрии//Энциклопедия элементарной математики. - Кни
Fа V: Геометрия. - М. :  Наука , 1 966. - С. 393-475. 

1 68. Русский nеревод: Г и л ь б е р т  Д. Основания геомет
рии. - М. :  Гостехиздат, 1 948. 

1 69, При всей фундаментальности критических оценок Клей
на, основанных на его глубочайшем понимании математики и 
огромной эрудированности, в его мнениях, разумеется, nомимо 
объективных характеристик есть и субъективные мотивы. Можно 
соглашаться или не соглашаться с его оценками и трактовками 
творчества Евклида, Лобачевского, Гильберта и других великих 
математиков и отмечать расхождения его позиции с общеприня
той, но вряд ли целесообразно эдесь отмечать эти несогласия 
nредставляют интерес именно взгляды самого Клейна как одного 
из сыдающихся математиков-классиков. Что же касается совре
менных взглядов на историю математики и роль крупнейших уче
ных с диалек'J\ико-математических nозиций, следует обратиться, 
например, к фундаментальным книгам К. А. Рыбни100ва «История 
математики». 

1 70. Итак, в этом месте Клейн заканчивает изложение матв
матицеской трактовки вопроса об аксиоматике и обосновании 
геометрии. Он отмечает два основных направления построения 
аксиоматики геометрии. Первое из них исходит из понятия 
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движения, второе - иэ nонятия конгруэнтности. Существуют и 
многие другие подходы к аксиоматизации евклидавой геометрии, 
связанные с работами Пиери, В.  Ф. Кагана, Биркгофа, Вейля и 
других математиков. Представляется особенно важным отметить 
вейлевекий подход (о котором здесь Клейн не ;упоминает, по
скольку его лекции были прочитаны в 1 908 г., а лекции Вейля, 
в которых он предлагает свою аксиоматику, были читаны им в 
1 9 1 7  г. и вошли в его знаменитую книгу «Пространство, время, 
материя:., изданную в 1 9 1 8  г . ) . 

Если гильбертовекая аксиоматика направлена в историческое 
прошлое геометрии и преследует цель дать математически кор• 
ректное обоснование геометрии в духе Евклида (с выходами � 
неевклидову, неархимедову геометрию и др . ) ; если, далее, аксио
матика, базирующаяся на свойствах движений ( Клейн, Шур 
и др.) , отказывается от припятня конгруэнтности (треугольников ) 
в качестве nервоначального понятия и использует для обоснова
ния геометрии групповой подход, являющийся прогрессивным s а 
воеванием математикц XIX столетия, - и  тем самым направлена 
н а  современные научные направления, то вейлевскую аксиомг
тику можно рассматривать как направленную в будущее. Моти
вом для такого заключения является то,  что основой вейлевекой 
аксиоматики является понятие векторного пространства,  все более 
nроникающее во все разделы математики и различные области ее 
приложений (физика, химия, биология, экономика и др . ) ,  Более 
того, такой подход к аксиоматике позволяет устранить разрыв 
между школьной математикой, вузовской математикой и совре· 
менной математической наукой . 

По существу идеи вейлевекой аксиоматики очень близки к 
теме лекций Клейна. Точка, с которой начинает изложение Клейн,  
является первоначальным попятнем и у Вейля. Свободный век
т·ор, рассмотренный Клейном в качестве одного из простейших 
1 еометрических образов, является первоначальным попятнем н 
у Вейля. Но если Клейн определяет точку тремя ее координатами 
и вводит вектор на основе грассманова принципа, то Вейль счи· 
тает эти понятия неопределяемыми и лишь описывает в аксиомах 
их основные свойства. 

Так же как у Гильберта (и у других авторов) , Вейль делит 
свои аксиомы на группы. Их у него пять, При формулировании 

.,)- -? -? 
1:1 ксиом а, Ь , с означают произвольные векторы, k, l, т - про
извольные числа, А, В , С - произвольные точки . 1 группа (аксиомы сложения векторов) ;  неопределяемые по
нятия:  вектор, сумм а  двух векторов (также представляющая со• 
бой вектор ) . 

о? о? о? о? 1 1 )  а + Ь = Ь + а ; 
о? + +  + о?  о? 

l2) а + (Ь + с) = (а + Ь) + с ;  
+ о? + + I з )  существует такой вектор О, что а + О = а ;  

+ + + I.) для любого а существует такой вектор (- а) , что а +  
+ + 

+ (- а) = О . 1 1  группа (аксиомы умножения вектора на число) ; неопреде· 
ляемое понятие: произведение вектора на число (также пред· 
ставляющее собой вектор) , 



+ + 
I l 1) k ( la) = (kl) а ;  

+ + 
I l2) l a  = а ; 
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+ + + + 
Пз) k (а + Ь) = ka + k b ; 

-> + -> 
1 1 4 )  (k + / )  а =  ka + la . 
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1 1 1  группа (аксиома размерности) . Определяемые понятия2 
линейная зависимость и линейная независимость векторов. I l l r )  Существуют три линейно независимых вектора;  l l l2)  любые четыре вектора линейно зависимы. 

IV группа (аксиомы скалярного умножения) . Неопределяемое 
понятие: скалярное произведение векторов (представляющее со� 
бой число) . 

++ ++ 
IV1)  а Ь = Ь а ;  

+ +  ++ 
IV2) (Л.а) Ь = Л.  (а Ь ); 

+ + +  ++ ++ 
IV3) (а + Ь ) с =  а с + Ь с ;  

+ + -+-+ 
IV4) если а '=1= О, то а а > О. 
V группа ( аксиомы связи точеr< и векторов) . Неопределяемые 

понятия : точка; сопоставление каждой упорядоченной паре точек 
-

А, В некоторого вектора АВ. 
V1 ) Существует хотя бы одна точка ; 

- - -V2) АВ + ВС = А С ;  
+ 

Vз) для любых А, а существует и притом тслько одна точка 
- -+ 

В, для которой АВ = а .  
При первом же взгляде на вейлевскую аксиоматику бросает

ся в глаз, что те свойства векторов, которые доказываются при 
обычном школьном изложении, эдесь принимаются за аксиомы. 
Оказывается, что этот прием позволяет сделать построение курса 
геометрии очень кратким и простым; это - в подлинном смысле 
«царский путь в геометрию:., существованне которого по преда
ШIЮ подвергал сомнению Евклид в , разговоре с правителем. 

Далее, разбиение аксиом на группы имеет очень глубокий 
смысл. Первую группу составляют аксиомы абелевой группы" 
Иначе говоря, эта группа аксиом постулирует, что множество всех 
векторов с заданной в нем операцией сложения векторов пред
ставляет собой абелеву группу. Первая и вторая группы аксиом 
вместе означают, что множество всех векторов с имеющимися в 
нем операциями сложения векторов и умножения векторов на , 
числа представляет собой векторное пространство (над полем : 
действительных чисел) . Далее, присоединение к первым двум груп� 
пам третьей группы аксиом определяет трехмерное векторное 
пространство. Эта группа очень удобна для дальнейшего обобще
ния - для введения многомерных (или бесконечномерных) век
торных пространств. Именно, заменяя в аксиомах I l l r  и I l l2 чис
да 3 и 4 на n и n + 1, мы и получаем аксиоматику n-мерного ' 
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векторного пространства. Четвертая группа аксиом, вводящая ска• 
лярное произведение, приводит к определению евклидова вектор• 
нога пространства - трехмерного, п-мерного или (в бесконечно· 
мерном варианте) гильбертова пространства. Непосредственный 
переход от трехмерной геометрии к гильбертову пространству, 
играющему огромную роль в м атематике, квантовой физике и дру· 
rих приложениях, т. е. живая связь «школьной» геометрии с со
временной матем атикой, - еще одно достоинство вейлевекой 
аксиоматики. Наконец, только в пятой группе аксиом вводятся 
точки,  и мы от теории векторного пространства переходим 
собственно к геометрии. 

Вейлевекая аксиоматика позволяет очень просто определить 
nрямые, плоскости, параллельность, перпендикулярность и прочие 
«евклидовы» понятия, причем все построение здания геометрии 
оказывается простым и кратким. Подробно об изложении геомет
рии на базе вейлевекой аксиоматики можно прочитать в книге 
В.  Г. Болтянекого «Элементарная геометрия», указанной в при· 
мечании 7. 

1 7 1 .  На русском языке имеется издание: Е в к л и д. Нача
ла. - Книги 1-VI. - 2-е изд. - М.: Гостехиздат, 1 950. - Книги 
VI I-X.-M. : Гостехиздат, 1 949. - Книги XI-XV. - М.: Гостехиз· 
дат, 1 950. 

1 72. Русский перевод: Ц е й  т е н Г. Г. История м атематики в 
древности и в середине века. - 2-е изд. - М. ;  Л. :  ГОНТИ, 1 938. 

1 73. В самом деле неравенство та > пЬ означает, что 
n Ь - < -. Иначе говоря, рассмотрение всех тех пар целых чисел 
т а 

т, п, для которых имеет место неравенство та > пЬ, приводит 
п 

к множеству всех тех (положительных) рациональных чисел - ,  
т а 

которые меньше отношения 7) • Аналогично, рассмотрение всех 

тех пар т, п, для которых та < пЬ, приводит к множеству всех 
n а 

тех рациональных чисел т· которые больше отношения т· 
а 

Тем самым отношение Т определяет «сечение» в множестве ра• 

циональных чисел (положительных - других Евклид не знает) , 
n причем при та > пЬ число m принадлежит нижнему классу 

этого сечения, а при та < пЬ - верхнему. Аналогичным образом 
с . 

отношение d также определяет некоторое се•1ение в множестве 

рациональных (положительных) чисел. 
Если теперь неравенство та > пЬ имеет место одновремен· 

но с неравенством те > пd (а неравенство та < пЬ - одновре· 
а с 

менно с те < пd) ,  то это означает, что отношения Т и d оп-

а с 
ределяют одно и то же сечение и, следовательно, Ь = d' 

Таким образом, евклидово сравнение отрезков та и пЬ по 
еуществу означает то же самое, что и рассмотрение соответствую· 
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щеrо дедекиндова сечения, а евклидово поним ание равенства 
а с Т = 7 равносильно совпадени ю определяемых эrими отноше· 

ниями дедекивдовых сечен ий. 
1 74. Об обшем nонятии площади и роли м етода исчерпывания 

можно также прочитать в книге «Третья проблема ГиJiьберта», 
указанной в примечании 1 0. 

1 75. Тем бoJiee, что смысл слов «То», «часть», «иметь часть» 
совершенно не ясен (учитывая, что теоретика-множественным 
стилем мышления Евклид не обладал ) . 

1 76. В гречt:>ском тексте это1 постулат формулирован не-
скОJIЬко иначе, а именно :  «описать из любого центра окружность 
любым радиусом». Однако из дальнейшего евклидова текста (см.  
с. 306) видно, что этот постулат надо понимать и менно в том 
бoJiee узком смысле, который указывается в формулировке 

Клейна. 
177. См. с. 9 1  русского издания. 
178. Напримеr• .  именно такое идущее от Евклида изложение 

мы имеем в учебнике геометрии А. П. Киселева , хорошо извест
ном нашим nреподавателям, где отдельно рассматриваются две 
теоремы: «о квадрате стороны, лежащей протщ;� ос1 рого угла» и 
соответственно «против тупого». Различие этих случаев связано 
с тем, что перпендикуляр CD, проведенный из вершины С (вер 
шина угла у, рис. 1 32 на с. 309) к противоположной стороне, 
м ожет проходить либо внутри треугольника, либо вне его , т., е. 

-точка D может принадлежать либо самой противолежащей сто
р оне Jiибо ее продолжению. 

1 79. Ф. Бояи -старший (отец того знаменитого Я ноша Боян, 
который независимо от Лобачевского н Гаусса пришеJI к идеям 
неевклидовой геом�отрии) - известный венгерский математик, Ему 
принадлежит теорема (независимо от него доказанная австрий
с к и м  офицером и любителем м атематики П. Гервином ) , обращаю
щая известный из древности метод вычисленин  площади много
угольника разбиением на часrи и перегруппировкой этих частей (метод равносоставJiенности) . Теорема Боян - Гервина утвер
ждает, что два многоугольника равной площади (т. е. равновели
кие) являются равносоставленными, т е. могут быть разбиты н а  
одинаковое число соответственно конгруэнтных частей. АнаJiоrич
ная теорем а справедлива также в геометр ии Лобачевского и в 
римановой геометрии (эллиптической) . Гильберту принадлежит ин
тересный п р и м е р ,  показывающий , что в неархимедовой геометрии 
понятия равновеликости и равносоставленнести не являются эк
в и в алентн ы м и  См , по поводу этого круга вопросов укааанную в 
прим ечании 10 книгу В Г. Болтянекого «Третья проблема Гиль
берта».  

Примеча rельно, ч1 о Фарк аш Боян также м ного сил по rратил 
н а  поnытки доказательства тпого постулата Евклида Он от
чаялся в свои х попы1 к а х .  и сыну,  Я ношу, тоже пытался отсовето· 
вать зани м аться э1 uй n роблем r>й В своем письме сыну он писал :  
« . .  это м о ж ет л и ш и  rь тt:>бя TROei о досуга, здоровья, покоя, всех 
радостей жизни Эта черная nропасть в состоянии, быть может, 
n о rлот и т ь  тысячv  т а к и х  тит q н с r .  к а к  Ньютон , на ЗемJiе это ни
когда не проясн ится . . .  » .  Письмо это написано в 1 820 г. - в начале 
десяти л ет и я  к оrл :> Jlоба чевск и й  и Я Бояи пришли к своему ОТ• 
крытию и опубликовали свои исследозания !  
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1 80. Ряд других примеров имеется в прекрасно написанной 
книге: Д у б н о в Я. С. Ошибки в геометрических доказательст
вах. - 4-е изд. - М. : Наука, 1 969. 

1 8 1 .  Здесь Клейн имеет в виду, конечно, такие углы, вторые 
(свободные) стороны которых проходят над осью х; в общем же 

случае следует сказать вместо «nод стороною» - «между сторо
нами» другого угла.  

1 82. Иными словами, первый роговидный угол не превосходит 
11торого, если пересечение первого угла с достаточно малым кру
гом, имеющим центр О, содержится во втором роговидном угле. 

1 83. Клейн записывает уравнение этой окружности в виде 

у = R - ..j R' - х2, 
а затем разлагает радикал в ряд вблизи точки х = О, что и дает 
написанное разложение. 

1 84. Это краткое замечание Клейна заслуживает серьезного 
внимания. В разделе 1 (на с. 323) Клейн пишет о генетическом 
методе и апелляции к живому конкретному созерцанию, причем 
говорит о том, что в школе нужно следовать именно этим мето
дам, позволяющим ученику свыкнуться с понятиями геометрии. 
В то же время здесь - в разделе 1 с) ои несколько пренебрежи
тельио отзывается о «синтетическом» изучении геометрии в духе 
древних и ратует за изложение геометрии на аналитической ос
нове. К сожалению, Клейн не развивает этот тезис подробнее и, 
в частности, не отмечает тот рубеж, на котором следует перейти 
к аналитическому изложению геометрии. Вряд ли следует ду
мать, что Клейн (даже с его глубокой приверж�>нностью к ана- · 
литике) рекомендовал сразу же за наглядным введением геоме
трических понятий переходить к изложению основ аналитической 
iГеометрии (тем более, что выше он писал о постепенном. выдви
жении на  первый план логических элементов) .  

В нашей шко.11е таким рубежом можно считать 8-й класс, где 
вводятся векторы и координаты и, в частности, метрические соот
ношения в треугольнике выводятся с помощью скалярного произ
ведения и его координатной записи. С этой точки зрения отказ 
от координатно-векторного метода при изучении начал стереоме
трии в 9-м классе и возврат к аксиомам соединения точек, пря
мых и плоскостей (что характерно для учебника А. В. Погоре
лова) является несомненным регрессом . 

1 85. «Приложение алгебры к геометрии» состоит в том, что 
'фиксируется отрезок, принимаемый за единицу длины, и задаются 
некоторые отрезки а, Ь, с, . . .  , после чего требуется построить от-
резки,  длины которых выражаются в виде а ± Ь, -{ai;, -v' а2 - Ь2, 
а Ь · 
- , а2 - Ь, а2Ь + c2d и т. п. (первые четыре из этих выра-с 
жений имеют измерение 1 относительно а, Ь, r, и nотому при их 
«nостроении» единица длины не нужна) . Например, чтобы по
строить прямоугольный треугольник по гипотенузе с и опущенной 
на нее высоте h можно, конечно, построить на гипотенузе, как на  
диамРтре, полуокружность и затем найти е е  пересечения с пря
мой, отстоящей на расстояние h от гипотенузы, но можно посту
пить и иначе: убедиться с помощью вычисления, что катеты ис-

комого треугольника имеют длины � (с ± -v' с2 - 4h2 ), затем 
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«nостроить» эти выражен и я  и тем са м ы м  nолучить искомы й  
треугольник.  В отдел ьных случа я х  такой сnособ построени я ,  воз
м ожно, и нтересен, но в целом специальное изучен ие «построен ия» 
алгеб р а и чески х  выражений,  несом ненно, яJJлястся той «боковой 
веточкой», тем тупиковым н а п р а в.1ением исследования,  которое 
уводит в сторону от генеральной л и н и и  развития науки и л и ш ь  
отвлекает интересы у чителей и учаш ихся н а д у м а н н ы м и  п робле
м а м и .  

Следует отмет ить, что т а к и е  «боковые веточки» в р е м я  от вре· 
мени кул ьти в и руются матем атика м и - м етодист а м и ,  когда они пы
та ются в ы й т и  за  р а м ки своих,  н есомненно о<Jень важных и а к
туальных на учных nроблем , связанных с п реnодав а н ием м а те ма 
тики,  и дел а ют поnытки создать вклад в теоретическую м атем а 
тику. нсход н  н е  из потребностей м атематической н а уки и ее n р и 
бл ижен и й ,  а из желания обобщить решение школьных задач до 
уровня м атемати чес1юй теории. В качестве п р и м е р а  можно ука
з а т ь  «теор и ю  равносильности уравнений», одно время расцвет
ш у ю  в м етодических руководствах м ахровым цвето м .  Ре'lь идет о том, чтобы п р и  решении,  н а n р и м ер,  и р р а циональных у р а внений 
избегать nоявления nосторон н и х  корней (при возведен и и  обеих 
частей у р а внения в квадрат и других «неравносильных» п реобр а 
з о в а н и н х )  добавлением неравенств. В результате вместе с nосле
довательным упрощен11ем исходного уравнен и я  оно «обрастает» 
системой доnолнительных нера венств, добавление которы х  к уп
рощенном у у р а внению дела ет его р а вносил ьным исходному у р а в 
н е н и ю .  Все это, разум еется,  м атемати'!ески совершенно корректно, 
но представл яет собой «теорию»,  ненужную и flc п р и м ен я ем ую ни 
где, к р о м е  школ ьной м етодшш, n р и чем «теорию» вовсе не м етоди 
ческого, а м атемати<Iеского ПJI � H a  (говорящую н е  о т о м ,  как обу

чать, а о том, чему обучать) . В данном случае получается что-то 
вроде теории исключения, хорошо известной в алгебре многочле
н о в ,  но перенесенной за границы этой своей естественной обл а 
с т и  пр илож им ости н а  и р рациональны е, тр иrонометричеСI(ие и дру
I'Ие в ы раж е ни я, где она теряет интерес и м атем атический смысл. 

Объясняется это вполне nонятн ы м  стремлен ием учителя м а 
тем а тики и л и  методиста внести свой вклад не толыю в решение 
педагогических проб.�е м ,  но и в саму м атем атику. При отсутствии 
научно обоснованной пробле м атики и м атематичРской эрудици и 
в научном nлане это и n р и водит к попытк а м  решения n роблем 
типа великой теорем ы Ферма,  трисекции угл а  или к поnыткам 
созда н и я  «боковых веточек», о которы х  п и шет Клейн.  В и н ить в 
э том следует не столько уч ител я или м етодиl ! а, сколыю м атем а 
пшов-п рофессионалов и м атем атиков-поnул я р изаторов, не поза
ботивш ихся о разработке проблем атики,  доступной и интересной 
для ши роких n роблем любителей матем атики и в тп же время 
n редставляющей какой -то интерес для современ ной науки.  

1 86. См.  т. 1 ,  с. 78-84 (семиугоJiьник) , с. 1 64- 1 66 (три
секция угла ) .  Следует также з а м етить, что с чисто м етодической 
тпчки зрения задачи н а  построе н и е  п р едставляют собой nрекрас· 
ный м атериал для закреплен и я  теоретического м атериала (по
скоJiьку при поиске решен и я ,  при доказательстве и при исследо
ва ни и пр иходю с я  пользоваться всем арсеналом р а н ее изученных 
теорем ) ,  для развития н а выков логического м ы шлени я  и н а выков 
реше н и я  нестандартных задач. Н е  случ а й н о  п реподаватели м ате
�: атики очень любят зада ч и  на построение и сожалеют о значи-
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тельном снижении удельного веса задач на nостроение в совре
менной школьной программе. Из литературы о геометрических 
построениях следует отметить прежде всего две книги (обе, к со
жалению, давно не пеrеиздаnавшиеся) : А л е к с а н д р о в И. И. 
Сборник геометрических задач на построение. - М.: Учпедгиз, 
1 950; А д л е р  А. Теорпя геометрических построений. - М.: Учпед
гиз, 1 940. 

1 87. Здесь Кдейн упом инает еше об одной и з  «боковых вето
чек,., о которых говорилось в примечании 1 85. Правда, он эдесь 
не так уж резко ее критикует, поскольку выше (н а  с. 242-243) 
он н а шел изящный способ характеризации геометрии треуголь
ника с точки зрения проективной геометрии. Эта область (гео
метри я  треугольн ика) владела умами учителей и любителей м ате
матики и в нашей стране (см., напр имер, 3 е т е л ь  С. И. Новая 

геометри я  треугольника. - М . :  Учпедгиз, 1 962) . Иногда по поводу 
крити11п  геометрии треугольн ика как тупикового направления 
возражают, отмечая, что в геометрии треугольника известны 
теоремы Эйлер а ,  Мёбиуса, Лежандр а ,  Якоби и других выдаю
щихся математиков. Однако эти ученые видели в геометрии 
треугольника ие цель исследов ания, а побочное поле приложимо
сти созданных ими глубоких теорий. Напри мер , Мебиус, кото
рого м н огократно и охотно цитирует Клейн, получил некоторые 
н овые факты геометрии треугольника как приложение развитого 
им «барицентрического исчисления», Лаrранж и Якоби установи
ли результаты, относящиеся к геометрии треугольника , как nри

ложение новых важных их исследований о вращательном движении тел. И даже великий ученый древности Архимед, кото 
р о м у  принадлежит теорема о пересечении медиан треуr�тьника 
в одной точке, пришел к этому рез ультату в виде приложгния 
р азвитого им учения о центрах тяжести. 

В связи с этим указанная тематика (геометрия треугольника) 
представляет интерес для занятиИ школьного математического 
кружка не сама по cet'iP, а каi< повод для рассказа о подлиннn 
важных теориях, относящихся к геометрии и механике и дающих 

в виде приложения кр асивые теоремы геометрии треугольника .  
1 88. Лежандр, так же как Гаусс, Лобачевский и Бояи, бес

престанно занимался теорией параллельных, но в отличие от них 
не пришел к дерэкой мысли о возм ожности построения непроти
воречивой геометрии, основанной на отрицании аксиомы парал 
лельности , а до  конца жизни не оставлял попыток найти дока
зательство пятого постулата Евклида. В каждом почти издании 
с в о и х  «начал геометрии» Лежандр nомещал новое доказательство 
евклидона nостулата, но в1iимательный анализ n ш<азывал, что 
оно о п и р алось на совершенно «очевидное», явно не высказ анное 

предположени е, котор ое эквивалентно nятому nостулату. Однюю 
эти безусnешные nопытки доказательства nятого nостулата нел• -
зя nр изнать бесnлодными: вместе взятые «доказательства» Лс 
жандра составили интересное и содержательное исследование, 
результатом которого было нахождение ряда положений, экви
валентных пято.му постулату. 

1 89. Клейн отм ечает в этом абзаце, что в гиперболической 
геометри и  сумм а углов треугольника .меньше л: .  Но окончательное 
выяснение этого факта как раз и связано с именем Лежандра.  
РаЭiюсть п - (а. + /3 + '' ) называют дефектом треугольн ика с угл а 

ми а., 13, у. В евклидавой геометрии дефект любого треугольника 
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равен нулю. Легко доказывается и обратное: если дефект любого 
треугольника равен нулю, то справедлив пятый постулат, т. е. мы 
находимся в рамках евклидавой геометрии. Лежандр прежде 
всего доказывает, что если, дефект какого-либо одного треуголь� 
ника равен нулю, то и дефект любого треугольника равен нулю 
(и, следовательно, справедлив пятый постулат) . Теперь «остается» 
отыскать какой-нибудь один треугольник с нулевым дефектом,  
т .  е. с суммой угJюв n. Один из прнемов, исполь.зованных для 
этого Лежандром, состоит в следующем.  Без труда устанавлива
ется, что если треугольник разбит прямой, проходящей через 
вершину, на два треугольника, то дефект всего треугольника ра. 
вен сулtме дефектов составляющих треугольников. Далее, если М
середина отрезка ОА и если луч,  исходящий из точки О,  пересе• 
кает перпендикуляры к прямой ОА, проведеиные через М и А, 
в точках N и В, то дефект треугольника ОАВ больше, чем удвоен
ный дефект треугольника OMN. Используя эту лемму, Лежандр 
нроводит рассуждение следующим образом. Возьмем прямоуголь
ный треугольник OMN с вершипой прямого угла М, и пусть е 
его дефект. Допустим ,  что е >  О. Отложив на  прямой ОМ от точ• 
ки М отрезок, равный ОМ (т. е. взяв такую точку А ,  что М-сере• 
дина отрезка ОА ) ,  проведем перпендикуляр к прямой ОМ, nрохо
дящий через точку А ,  и обозначим через В его точку пересечения 
с прямой ON. Тогда по сформу.1Ированной выше лемме дефект 
треугольника ОАВ больше 2е.  Но теперь, исходя из треугольника ОА В, мь1 точно т а к и м  же образоvr сможем получить треугольник, 
имеющий дефект > 4е, затем треугольник с дефектом > 8е и 
вообще треугольник, дефект которого больше 2"е. Но так как де• 
фект любого треугольника не превосходит n, то м ы  получаем 
противоречие, ко горое и означает, что неравенство в >  О невоз• 
можно. Итак, должно быть е = О, и тем самым Лежандр счи· 
тает, что найден треугольник с нулевым дефектом,  т. е. пятый 
постулат Евклида доказан. 

Ошибка здесь состоит в том, что Лежандр неявне использо• 
вал следующее предложение: пусть MON - nроизвольвый ост• 
рый угол и А* - произвольпая  точка луча ОМ; тогда перпенди• 
куляр к nрямой ОМ, проведенный через точку А*, непременно пе• 
рееекает луч ON. Кажущаяся «очевидность» этого предложения, 
разумеется, не является основанием для возможности его исполь
зовании при доказательстве пятого постулата. В действительности 
это предложение является эквивалентом пятого постулата. 

Разумеется, для человека, знакомого с геометрией Лобачев· 
ского, ошибка совершенно очевидна. Но выявление этого Э!ШИ• 
валента пятого пос1 улата до создания гиперболической геометрии 
nредставляет собой совершенно нетриви::шьное достижение. Этот 
и другие эквиваленты пятого постулата, открытые Лежандром 
(один из них Клейн упоминает ниже) , сыграли определенную роль 
в открытии Лобачевским его геометрии. Таким образом, роль л е· 
жандровекай теории параллельных не следует недооценивать. 

Для сравнения заметим,  что в модели Кэли - Клейна перпен• 
дикулярность прямых (как и вообще величина угла )  и нтерпрети· 
руется не очень просто и иллюстrаuия этого эквива /Jента пятого 
постулата в общем случае не слишком проста. Однако если рас� 
сматриваемое коническое сечение представляет собой окружность. 
О - ее uентр (т. е. прямая ОМ изображается в этой м одели диа� 
.метром окружности) ,  то перпендикулярность прямой ОМ и неко-
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торой другой nрямой интерnретируется nерпендикул ярностью в 
обычном е в к л н д о в о м  см ысле (это следует из соображепий с и м м е 
тр и и ) . СлРдова rельно, если ON - луч, образующий с О М  острый 
угол ,  а N ""  - точка nересечения луча ON с абсолюто м ( окруж
ностью) , то nерnендикуляр, nроведен п ый (в евклидсвом смысле) 
к n р я м о й  ОМ из точки N "" •  nересекает ОМ в п ек отор о й точке А 1 ,  
обладающей следующим з а мечательным свойством. Если А *  -
точка п р я мой ОМ, л ежаща я за А 1  (т. е. А *  - такая т о ч к а ,  лежа

щая вн утр и окружности, что А 1 -внутренняя точка отрезка ОА. ) ,  
то пер пендикуляр , прQведенный через точку А *  к nрямой ОМ, не 
пересекается с ON в модели К'lли - Клейна , т. е. точка nересече
ния этого nер пендикуля ра с nря м ой ON лежит вне окр ужности ( абсол юта ) . Это и nоказ ы в а ет, что в гео �1 етр ии Лобач!'вскоrо ле
жандрово nр !'дложен и е  м�ста Н!' им еет, и,  следо в ательн о, оно 
nредста вл яет собой э к в и в ал!'нт п ятого nостулата . 

I !IO. Русски й  n е р !' в од учебни ков , n редста вляющих n!'рер абот
ку не только «Г!'ометрии», но и «Арифметики» и «Алгебры» Бо
реля, был издан под редакцией про ф . В. Ф. Кагана в 1_9 1 1  г. и 
пер еизда н в 1 923 г. 

1 9 1 .  Здесь и далее « р а вен» понимается в смысле «ра вен по 
nлощади» ( в  этом с м ысле используется теперь более удобный тер мин «равновелик») . 
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