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ОТ РЕ ДАКТ ОРА 

Предлагаемая ныне вним анию русского читателя книга видного немец
кого геометра, профессора университета в г. Киле и главы пользующейся 
почетной известностью кильекай геометрической школы Фридриха Бахмэна 
«Построение геометрии на основе понятия симметрии» представляет интерес 
в двух отношениях. Прежде всего это есть серьезное научное исследование, 
которое, бесспорно, можно считать крупнейшим событием в области основа
ний геометрии за целый ряд десятилетий. Но наряду с чисто научным ее 
значением книга Ф. Бахмана заслуживает большого внимания и с позиций 
методических (и  методологических) -и об этой последней стороне дела еле· 
дует, как нам кажется, сказать несколько подробнее. 

Наше поколение м атематиков со студенческих лет сроднилось с мыслью 
о неразрывной связи вопросов обоснования м атематики со знаменитой кни
гой ](а вида Г и л ь б е р т  а [! ]  1) ,- и аксиоматика Гильберта зачастую вос
принимается даже не как лучшая из всех возможных систем аксиоматиче
ского обоснования ( евклидовой )  геометрии, а чуть ли не как единственная 
такая система.  Еще совсем недавно аксиоматику Гильберта (и  только ее!) в 
обязательном порядке изучали на всех без исключения м атематических от
делениях педагогических институтов и университетов стр аны -а для боль
шинства университетов и пединститутов так обстоит дело и сегодня. Также 
и вопрос о неединственности евклидавой геометрии зачастую считают нераз
рывно связанным с гильбертовой аксиоматикой и возможностям и  ее модифи
кации - и из одного недавно изданного школьного учебника геометрии чи
татель может узнать, что замена аксиомы о параллельных (гильбертовой) 
аксиом атики постулатом о существовании двух не иерееекающих данную 
прямую а прямых, проходящих через не принадлежащую а точку А, приво
дит к неевклидовой геометрии Лобачевского, а замена этой же аксиомы 
утверждением об отсутствии (в плоскости )  непересекающихся прямых - к 
неевклидовой геометрии Римана, хотя хорошо известно, что для обоснова
ния (эллиптической) геометрии Римана гильбертова схем а непригодна, и 
хотя в той же книге автор несколько ранее совершенно строго д о к а з ыв а е т существование непересекающихся прямых без использования аксиомы 
о параллельных. А между тем предложенная Д. Гильбертом аксиоматика 
евклидавой геометрии, разумеется, ни в коем случае не является единствен
ной возможной -и даже превосходство ее над всеми другими системами  
ю<сиоматического построения (евклидовой) геометрии довольно трудно обос
новать серьезными аргументами. 

Хорошо известно, что вопрос о возможности строго аксиоматического 
обоснования евклидавой геометрии впервые был серьезно поставлен в конце 
прошлого века. К периоду, совпадающему с рубежом м ежду двумя столе
тиями, относятся первые успешные решения задачи о построении полной 

1 ) Цифры в квадратных скобках отсылают читателя к списку литера
туры на стр. 364-375. 
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системы аксиом, из которых строго дедуктивным путем может быть выведен 
весь массив теорем евклидавой геометрии .  При этом пути аксиоматического 
обоснования ( евклидовой) геометрии были почти одновременно указаны не
сколькими ученым и  из  разных стран ,  и предложенные ими системы аксиом 
не  во всем, конечно, совпадали одна с другой,  хотя все исследователи бази
равались на  более ранних результатах Амадео Пеано, Морица Паша и других 
м атем атиков, имена которых прочно вошли в историю учения об основа
ниях геометрии .  Среди первых авторов, предложивших свои варианты аксио
м атики евклидавой геометрии, заслуживают )пом инания П и е р  и [1] (основ
ными  понятиями геометрии в схеме Пиери являются сточка» и «движе
н ие»1) ) ,  Г и л ь б е р т  [1] (основными  понятиями  здесь-есл и оrраничитr,ся 
геометрией на плоскости- являются сточка», «прямая»,  «инцндеiпность» 2) , 
«между» и «Конгруэнтность») , К а г а н [1] (основными понятиями здесь яв
ляются «точка»,  «расстояние» и «движение») и другие; предложенные этими 
учеными  системы аксиом были равно достаточны для обоснования �вклидо
вой геометрии .  Не ставя своей целью дать полный исторический очерк уче
ния  об основаниях геометрии (см по этому поводу, например, цитируемую 
автором настоящей книги статью Ф р е й  д е н т а л я [1 ], также, впрочем, 
трактующую историю оснований геометрии как прямой путь «ОТ Евклида до 
Гильберт а» 3)), мы остановимся эдесь лишь на вопросе о причинах, привед
ших к частичной идентификации выражения «Основания геометрии» с един 
ственным именем «Давид Гильберт» 4 ) , и на  дальнейшей эволюции наших 
представлений об аксиоматике ( евклидовой ) геометрии .  

Историю попыток строгого аксиоматического обоснования всей геометрии 
обычно справедливо начинают с евклидовских «Начал», усматривая в них 
исторически первый  (или,  во всяком случае, самый древний из дошедших до 
нас) опыт последовательно дедуктивного построения всей геометрии  по ука 
занной Аристотелем схеме, начинающейся со  списка аксиом, на  которых ба 
зируются все  последующие умозаключения .  Разумеется, с нашей сегодняшней 
точки зрения опыт этот следует признать весьма лесовершенным-однако 
в свое время книга Евклида безусловно казалась вершиной науки, и влияние 
ее на всю последующую историю геометрии  (или даже всей математики ) 
трудно переоценить. При построении своей системы Евклид исходил из об
щих установок Ар истотеля об «индуктивных» и «дедуктивных» ( «выводных») 
науках, а также из всей совокупности философских концепций последнего ; 
это явственно сказалось как на трактовке вопросов, которые мы сегодня свя
зываем с понятием «непрерывности», так и на определяемом метафизически
м и  воззрениями Аристоте.�я стремлении к возможно более полному отказу от 
использования геометрических преобразований,  в частности движений: кри
тика логистов, ныне чаще всего связываемая  с именем Зенона, вынудила 
Аристотеля к заключению о невозможности изучения «процессов» и необхо-

1) Идею о движении  как об одном из основных (неопределяемых) по
нятий геометрии Пиери заимствовал у своего учителя А. Пеано. 2 ) Гильберт не использовал самого этого термина;  однако соответствую
щее понятне играло в его построениях основную роль. 

3) Это связано с происхождением указанной статьи, написанной каl{ ис
торический комментарий к появлению 8-го изд<'ния гильбертовых «Оснований 
геометрии». (См. также статью Ф р е й  д е н т а л я [2], в известном смысле 
служащую продолжением его статьи [1 ].) 4 ) Разумеется, сказанное относится лишь к учебной, но не к научной 
литературе (в которой в последние годы наблюдается пробуждение инте
реса даже к достаточно экзотической аксиоматике П и е р  и [2], в которой 
единственными неопределяемыми понятиями геометрии являются «точка» и 
«равнобедренный треугольник»,- см., например, Б е т и Т а р  с к и й [ 1], Г е н
к ии [1 ]; ер также Ск отт [1]). 
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димости ограничиться рассмотрением (застывших)  4'Состояний». При этом 
если в области связанных с «неnрерывностью» nонятий Евклид, бессnорно, 
nолностью стоял на  уровне достуnных для науки того времени представлениИ 
(относящееся к этому кругу идей евклидавекое учение об «отношении отрез
ков» следует признать одной из самых значительных удач «Начал»!) , то в 
своем отказе от использования движений он сделал, в некотором отношении, 
шаг назад, nоскольку в греческой геометрии движения, видимо, составляли 
одно и з  мощнейших орудий геометрического анализа еще во времена Фа
леса Милетского . 

Со времени Евклида прошло несколько тысячелетий - однако влияние 
этой древней книги  явственно ощущается еще и в наши дни Мы давно от
казнлись от метафизики Аристотеля - но nо-прежнему говорим «геометриче
ское место» точек, как бы разделяя тем самым (бесконечное) множество 
точек и «место» их расположения . Также и полный отказ Гильберта от са
мого понятия движения  следует в первую очередь объяснить стремлением к уточнению именно евклидавекого изложения  - изложения ,  nропитанного 
оnределенным недовернем к «процессам»,  к слову сказать,  еще со време н 
Ньютона и Лейбница являющимся для м атематической науки  основным объ
ектом изучения .  Именно близость гильбертоных «Оснований геометрии»  к ев 
клидовским «Началам» определила колоссальную nоnулярность сочинен.tя 
Гильбертн; если же прибавить сюда выдающиеся научные и методические 
достоинства «Оснований геометрии», возвышающие замечательное творение 
Гильберта над всем и другими близкими  к этой книге по времени сочинения
ми на сходную тему, и учесть огромный научный авторитет автора  «Осно
ваний геометрии» ( в  данном случае еще, так сказать, «nомноженный» н а  не
пререкаемый авторитет Евклида ) ,  то станет ясно, почему ни  один из совре
менных Гильберту вариантов аксиом атики (евклидо11ой )  геометрии не смог 
составить серьезной конкуренции книге Г и л ь б е р т  а [!] .  

Вnрочем, nоследнее утверждение нуждаtтся в одном уточнении .  суще
ствует один вариант аксиоматики, занимающий в учебной литературе по гео
метрни довольно заметное место. Мы говорим здесь об известной аксиоматике 
Фридриха Ш у р а [ 1 ] ,  с самого своего появления  вызвавшей большой интерес 
Идея Шура состояла в замене гильбертовых аксиом конгруэнтности аксио
мам и движения, в значительной степени идущими еще от А. Пеано и 
М. Пиери. При этом оказалось возможным подвергнуть схему Гильберта 
лишь частичной перестройке, связанной с изменением 3-й групnы аксиом, 
сохранив тем самым принадлежащее Гильберту чрезвычайно удачное члене
ние всей системы аксиом на отдельные части, отвечающие тем или иным ка 
тегориям свойств евклидовей nлоскости или пространства ;  таким образом, 
здесь удается, не отказываясь ни  от одного из главных достоинств построе
ний Гильберта , ввести в число основных понятий  движения, выдающееся 
значение которых д,1я обоснования (евклидовоii) геометрии было раскрыто 
еще К л е й  н о м [2]. Схема  Шура неоднократно освещалась 11 нашей учеб
ной " научно-популярной литературе (см., на пример, Д е л о н е [ 1 ] ) ; по
этому вряд ли уместно останавливаться здесь на ней подробно; хочется толь
ко подчеркнуть значение соответствующих идей, которые можно считать на 
чалом того пути, конечным итогом которого явилась н астоящая книга .  

Дальнейшая  эволюция вопроса об основаниях геометрии ,  завершившаяся 
развернутым и  построениями Бахмана,  связана с основной ролью понятия 
(осевой и центральной)  си.м.метрии. Исторически первым и  н а  этом пути яв
ляются, видимо, неоднократно цитируемые автором настоящей книги ис
с.�едования Г.  В и н е р  а [ 1 ] ,  относящиеся еще к «догильбертовому» периоду :  
в этих работах были внимательно проанализированы свойства ( евклидов
ских )  симметрий,  некоторые из которых были приняты впоследствии за  ак
сиомы. Идея о возможности объявить само понятие (осевой) симметрии 
одним из неспределнемых понятий, косвенным образом описываемых системой 
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аксиом ,  впервые, как будто, была указана В и л л е р с о м [ 1 ] ,  предложивши м 
заменить «аксиомы движения» Шура следующими «аксиомами симметри и»: 

С1• Каждой точке А, принадлежащей одной из двух полуплоскостей, на 
которые данная прямая а делит плоскость, отвечает точка А' другой полу
плоскости, называемая «симметричной А относительно а». 

С2. Указанная в аксиоме С1 точка А единственна. 
С3• Если точка А инцидентна прямой а, то А' совпадает с А. 
Далее условимся «движениями» называть произведение (т. е. результат 

последовательного осуществления) конечного числа (осевых) симметрий . 
С4• Если некоторое движение переводит точку А плоскости в ту же точ

ку, а точку В - в точку В' такую, что В и В' принадлежат одно.му лучу с 
началом А, то для любой третьей точки С ее образ С' при т6м же движении 
либо совпадает с С, либо симметричен С относительно определяемой этим лу
чом прямой а. 

С5. Для каждых двух точек А и В существует такая прямая а, что В 
симметрична А относительно а. 

С6. Если k и l - два выходящих из одной точки луча, то существует та
кая прямая а, что каждая точка луча k симметрична относительно а пекото
рой точке луча l. 

Употребление в этих аксиомах терминов «полуплоскость», «луч»,  «Iшци
дентность» и т. д.  указывает на  то, что они рассм атриваются как следующие за аксиомами 1-й и 2-й группы аксиоматики ГиJlьберта (за «аксиомами инци
дентности» и «аксиом ами порядка») ; таким образом, предложение Виллерез 
не идет далее того, чтобы мрдифицировать соответствующим образом аксио· 
м атику Гильберта или Шура,  заменив ее новой системой аксиом,  эквива· 
лентной двум первым системам.  Сам Виллере рассматривал свою работу [ 1 ]  
как чисто м етодическую, считая, что речь в ней идет лишь о некотором ва
р ианте и з  л о ж е н и я евклидавой геометрии;  также и в дальнейшем эта ра
бота цитировалась в первую очередь в сочинениях методического плана ,  из 
числа которых назовем эдесь переведенную и на русский язык книгу Ш в а н а 
[ 1]. Однако дальнейшее развитие идеи обоснования геометрии н а основе по
н ятия симметрии привело, как об этом свидетельствует настоящее сочинение, 
к совершенно новым концепциям ,  весьм а глубоко отличающимся от устано· 
вок Гильберта и Шура.  

Мы не будем так же подробно характеризовать последующие этапы того 
пути, который привел в конце концов к составляющим содержание настоя
щей книги развернутым построениям,  характеризующимся тем, что здесь (осе
вые и центральные) симметрии рассматриваются не как «неопределяемые от
ношения», связывающие являющиеся основным «материалом» геометрии  точ
ки  и прямые, а являются самим «материалом» геометрии, заменяющим точки 
и прямые (с которыми эти симметрии в извест?ой мере отождествляются) ,
это сделал в тексте книги сам автор. Здесь будет уместно лишь отметить 
значение предшествующих появлению книги Бахмана работ датчанина Юлиу
са йельмслева (Петерсена)  и немца Арнольда Шмидта, роль которых доста
точно полно охарактеризована в тех разделах этой книги, где говорится об 
истории развиваемых здесь идей, а также упом януть вышедшую в 1933 г. 
книгу рано умершего гам бургского геометра Герхардта Т о м с е н а [3], о кото
рой мы еще скажем ниже. 

Таким образом, настоящее сочинение представляет собой новый вариант 
аксиоматического построения евклидавой геометрии и некоторых других род
ственных ей геометрий ,  весьм а  существенно отличаюшийся от классической 
схемы Гильберта .  В чисто научном отношении книга Бахмана интересна пре
жде всего тем , что новые подходы к геометрии Евклида неизбежно ведут 
к включению в круг интересов геометров совершенно новых геометрических 
систем , предст авляющих собой достойный объект для изучени я.  Мы уже от
мечали, что аксиоматика Гильберта легко может быть видоизменена так, что-
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бы она характеризовала (гиперболическую) геометрию Лобачевского, но  не 
может быть модифицирована так, чтобы оказалось возможным охватить и 
(эллиптическую) геометрию Рим ана.  В противоположность этому аксиома
тика Бахмана легко трансформируется так, чтобы с ее помощью могли быть 
охарактеризованы и геометрия Евклида, и геометрия  Лобачевского, и гео
метрия Римана - этому специально посвящены главы IV, V и VI настоящего 
сочинения 1 ) . Но, более того, схем а Бахмана позволяет охарактеризовать и 
более общий геометрический образ,  которому автор, следуя терминологии 
Бо й я и [ 1 ] , дал название «абсолютной (метрической )  геометрии».  Терм ино
логия Бойяи представляется здесь автору уместной,  видимо, потому, что, по
добно «абсолютной геометрии Бойяи» ,  также и «абсолютная геометрия Бах
м ана» не является единственной в том смысле, что соответствующая систем а 
аксиом не обладает свойством полноты ;  кроме того, развиваемая  здесь гео
метрия, подобно «абсолютной геометри и  Бойяи»,  «охватывает» классическую 
геометрию Евклида (см. «дерево геометрий» на  стр . 350) . Однако использо
вание одного и того же термина «абсолютная геометрия» в двух совершенно 
различш,,х смыслах яв.�яется, разумеется, весьм а  нежелательным ; кроме 
того, «абсолютную геометрию» Бахмана ,  конечно, никак нельзя считать все
объемлющей (что оправдало бы слово «абсолютная») , поскольку она, скажем, 
охваrывает только небольтое число из известных «проективных метрик» 
Кэли и Клейна (К л е й  н [ 1 ], С а м м е р  в и л ь  [1]; см. также Я г л о м ,  Р о э е н ф е л ь д и Я с и н с к а я [ 1]; по поводу аксиоматической трактовки про
ективных метрик см .  П и м  е н о в [1], [2] 2) ) .  Поэтому мы позволим себе выра
зить здесь надежду, что используемый автором книги термин «абсолютна я 
геомет!JИЯ» окажется недолговечным;  гораздо более удачным (и справед
ливым) кажется нам наименование « (метрическая ) плоскость Бахмана» 8 ) . 
При этом научная разработка связанных с аксиом атикой Бахмана вопросов 
приводит к содержательным алгебраическим задачам,  достаточно подробно 
охарактеризованным в тексте книги и в Дополнении к ней и могущих, как 
нам кажется, заинтересовать многих математиков - как геометров, так и 
алгебраие1ов. 

Перейдем теперь к вопросу о методическом значении развиваемых здесь 
построений. Заметим прежде всего, что н аучное значение идущей от Евклида 
системы изложения геометрии вряд ли можно сегодня оценить особенно вы
соко :  трудно указать, где в «живой» науке используются в н астоящее врем я 
рассуждения «евклидовского» типа,  базирующиеся на рассмотрении цепочек 
равных друг другу треугольников - треугольник АВС равен треугольнику DEF, ибо . . . ; поэтому треугольник UVW равен треугольнику XYZ, по
скольку . . .  и т. д.  Напротив, роль ( понимаемых в широком смысле) сообра 
жений симметрии в последние годы чрезвычайно возросла :  достаточно указать на  идущую от знаменитых Германа Вейля и Эйгена Вигнера идею 
использования соображений симметри и  для классификации элементарных ча 
стиц современной физики и изучения их  свойств (см., например, вводную 
статью автора настоящего предисловия к книге В е й  л я [2]). Поэтому более 
широкое использование симметрий в самых основаниях элементарной геоме
трии представляется безусловно оправданным. 

1 ) В последние годы предпринимались 1акже попытки приспособления 
схемы Бахмана к изучению псевдоевклидовой геометрии Минконского (см. 
В о ль ф [2] ) , а также аффинной геометри и  (Г ю н т е р  [ 1]). 

2) См. также статью П и м е н о в а [3], посвященную изучению групп 
движений, связанных с тремя метризациями  аффинной плоскости по схеме 
Кэли - Клейна. 3) В последние годы появились также варианты аксиоматического изу
чения пространствеиной геометрии на базе идей Бахмана (см. Ар е н с [ 1 ], 
Н о л ь т е [ 1 ] ) . 
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Другим серьезнейшим достоинством аксиом атики Бахмана является то, 
что она чрезвычайно «алгебраична», так как с самого начала при водит к не
которому «исчислению» ( вернее сказать - начинается с «исчисления симме
трий» ) , дающему изящный алгоритм «выч ислин·льного» доказательства 
геометрически х теорем (см. по этому поводу вводную гл. 1 настоящей книги ) .  
Но ведь дух современной матем атики в известной степени как раз и связан 
с ее салгебраизацией», с вьlдьижением на передний план разнообразны х ал
гебраических структур (к числу которых с полным правом может быть от
несена и «плоскость Бахмана»)  - поэтому алгебраический характер аксиома
тики Бахмана заметно повышает ее методическую ПО)'ЧИтельность. Менее 
значительное педагогическое значение имеет широкая возможность модифи
кации построенной по схеме Бахмана евклидавой геометрии, близость ее к 
нным «Не евклидовым» геометриям ,  в том числе столь важным неевкюцовьщ 
системам,  как гиперболическая  и эллиптическая геометрия (об этом м ы  уже 
говорили выше) ; однако и это обстоятельство должно учитываться при об
суждении вопроса о целесообразности популяризации из.�оженных в настоя
щей книге идей. 

Все сказанное выше с неизбежностью привело к попыткам использования 
идей Бахмана  в непосредственном преподавании.  Одним из первых учебных 
изложений геом етрии ,  построенных по этой схеме, является книга известного 
швейцарского геометра,  бессменного секретаря существующей при Междуна
родной математической ассоциации Междувародной ком иссии по матем ати
ческому образованию (Comissioп I nterпatioпale de I'Eпseignement Matlн'�ma
tique, сокращенно CIEM) Андре Д е л ь  с е р  т а [\] (см .  также [2] ) ;  впрочем, 
самую первую попытку построения элементарной геометрии на базе понятия 
симметрии  представляет собой интересная книга Т о м с е н а [3] , о которой 
м ы уже упоминали выше. Аксиоматика Дельсерта несколько отли'!на от тoii, 
которая строится в настоящей книге ; однако глубокая внутренняя связь ее 
со схемой Бахмана несомненна.  Так, например,  основными объектам и гео
м етрии у Дельсерта являются лишь осевые (но не центральные!) симметрии; 
эти симметрии отождествляюгся с прямыми линиями,  а точки и «наnравле
ния»  ( nучки параллельных прямых) одновременно вводятся в рассмотрение 
как «пучки» симметрий, где «пучок» [а, Ь] - это порожденное симметр иям и а и 
Ь множество Тilких симметрий и, что aub- тоже симметри я. Далее вв,)ДИТ· 
ся различие между «пучками \ -го рода» (точками)  и «пучками 2-го рода .. 
(направлениям и ) , определяемое тем, что в «пучке \ -го рода» имеется симме
трия (прямая ) ,  принадлежащая  л ю б  о м у другому пучку, а для «пучка 2-ro 
рода» это утверждение неверно; при этом,  скажем, (евклидова)  аксиома па
раллельности формулируется как утверждение о существован ии для каждой 
осевой симметрии (т.  е .  прямой)  а включающего а «пучка 2-го рода» (на 
правления ) . 

Пролагаиде педагогического значения идей Бахмана было посвящено 
темпераментное выступление Д е л ь с е р т а [3] на проведеином под 3гидой 
CIEM в 1965 г. в Эстермахе (Люксембург) симпозиуме по вопросам препо
давания м атематики. Другими активными сторонмаками использования по
строений  Бахмана в учебных целях являются известный немецкий матема
тик и педагог Ханфрид Л е н ц (см. ,  в частности, его интересную книгу [6] ) 
и швейцарский геометр Макс Е г е р  [1]-[4]. Так сказать, «r.'!етодической раз
работкой» путей применения идей Бахмана в школьном преподавании можно 
назвать напечатанную в немецком журнале Der mathematische uпd naturwis
senschaftliche Unterricht («Преподавание математики и естествознания»)  
статью в двух частях немецкого педагога Ш н е й д е р  а [1]. Но в первую 
очередь читателю, заинтересованному в «педагоги•rеских применениях» со
ставляющих содержание настоящей книги идей, можно порекоменQовать на
печатанную в том же журнале Der mathematische und naturwisseaschaftliche 
Uпterricht статью Б ах м а н а «Точки, векторы, rимметрrш» [9] и статью 
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Б а х  м а н а, В о л ь  ф а  и Б а у э р  а «Симметрии» [1], включенную в изда
ваемый под общим руководством известного немецкого матем а гика н педа
гога Г. Венке «немецкий вариант» Энциклопедии элементарной м атематики 
(а также книгу Д е л ь с е р т а  [1]) . 

Таким образом, возглавляемое Бахманом направление в области осно
ваний геометрии культивирует совершенно новый подход к аксиоматике 
евклидавой плоскости; этот подхоц имеет серьезное педагогическое зна
чение. 

Необходимо, одl!ако, отметить, что наряду с аксиоматическими системами 
Гильберта и Бахмана существует также и совершенно иной путь  строго де
дуктивного построения евклидавой геометрии, имеющий чрезвычайно серьез
ное педагогическое значение. Я имею здесь в виду так называемое векторное 
построение геометрии, впервые проведеиное в знаменитой книге Германа  
В е й  л я «Пространство, врем я,  м атерия» [1] и широко известное всем м ате
матикам. Этот путь построения связывает евклидоно пространство с иной 
алгебраической структурой- так называемым векторным пространством, для 
элементов которого. называем ых векторами, определены операции с.1оже
ния и умножения на '<Исло с обычным и свойствами ( по сложению векторы 
образуют коммут ативную группу ; умножение н а  чи�ло обладает двум я ди
стрибутивными свойствами: а( а+ Ь) = аа + аЬ и (а+ М а= аа +�а, где 
буквами жирного шрифта ,  как обычно, обозначены векторы,  а греческими 
буквам и - числа ;  ассоциативным свойством : а (�а)= (а�) а; таково, что 
1 ·а = а для всех векторов а). Так называемые аксиомы откладывания векто-
ров (для ка ждых двух точек А и В определен единственный вектор А В, 
причем для каждой точки А и каждого вектора а существует единственная  

точка В такая,  что АВ = а;  кроме того, для любых трех точек А, В и С 
имеет место соотношение АВ+ВС = А С) вводят в рассмотрение наряду с век
торами еще одно «неопределяемое понятие»- точку; после этого, чтобы 
превратить полученное м ножество точек в евклидоно пространство (той или 
иной размерности, определяемой «аксиомой размерности» векторного про
странства ) , достаточно условиться, что ка ждым двум векторам а и Ь 
отвечае т их «скалярное произведение»- такое число аЬ, что аЬ = Ьа; 
а(Ь+с) =аЬ+ас; (аа)Ь=а(аЬ); число аа( =а2) неотрицательно и равно 
нулю лишь при  а =  О ,  где О- вектор, прибавление которого не меняет ни 
одного вектора ,- и определить «расстоя ние» d АВ между двумя точкам и  А 

и В как УАВ2. 
Огромная роль векторных пространсто в самой матем атике и во всех 

буквально разделах науки, использующих м атем атические методы, делает этот 
путь построения  геометрии чрезвычайно важным;  легкость «арифметизации» 
векторного пространства с помощью введения координат и возможность ис
пользовать здесь с самого начала развернутый аппарат векторного исчисле
ния делают его также одним из самых простых.  В связи с этим в последнее 
время множатся предложения более широкого использования аксиом атики 
Вейля и в преподавании, в частности, в преподавании в средне й школе ; эдесь 
можно сослаться хотя бы на темпераментно написанную кн•Iгу знаменитого 
французского м атем атика Жана Д ь ё д о н н е «Линейная алгебра и элемен
тарная геометрия» [1] , утверждающую мысль о полном совпаде!lии элемен· 
тарной геометрии с линейной алгеброй. Этот путь поддерживается также и 
«бельгийской школой» в области методики матем атики (см ., например, Жорж 
П а п и [1], Вили С е р  в е [!]) ; так, например, содержащий 442 стр. второй 
том многотомного учебника Ж П а п и для средней школы «Современная  ма
тематика» [2] весь посвящен построению понятия «Векторная плоскость», на 
базе чего в третьем томе, имеющем подзаголовок «Евклид» (этот том еще не 
вышел из печати), н в шестом томе, имеющем подзаголовок «ПланиметJНIЯ» 
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(этот том содержит 277 стр. и посвящен Жану Дьёдонне) , строится евклидова 
геометрия на  плоскости. 

В современной н аучной и методической литературе можно найти и иные 
построения  евклидавой геометрии (см., например, книгу известного фран· 
цузского м атематика и педагога Густава Ш о к е [ 1 ], в которой можно 
обнаружить следы влияния как построений Вейля, так и концепций Бахмана ) ;  
однако основными н а  сегодняшний день, бесспорно, являются три пути по
строени я  геометри и, идущие от Гильберта, Вейля и Бахмана, - и мне ка
жется, что преподаватель математики в средней и в высшей школе, бесспор· 
но, должен быть знаком со все ми  этими путями . 

В заключение - несколько слов о лежащей перед вами  книге. Ее ориги· 
нал восходит к 1958 г. или даже к еще более раннему времени (ер. подстроч
ное примечание автора на стр. 364 ) 1 ) ; при редактировании перевода мы не 
ставили своей целью довести уровень изложения  до всех достижений 60-х го· 
дов. Приложеиная  к переводу статья Ф. Бахмана «Модели абсолютной гео
метрии», напечатанна я в 1964 г. в журнале Jahresbericht der Deutschen Ma
thematiker Vereinigung, дает хорошее представление о дальнейшем развитип 
теории ;  однако читателю, пожелавшему ознакомиться с сегодняшним поло· 
женнем дела в той области, которой посвящена эта книга, неизбежно при· 
дется обратиться к последним статьям Г. Вольфа и особенно Р. Лингенберга 
(см. приложеиную к книге библиографию, пополненную редактором пере
вода; прибазленные при переводе названия отмечены звездочками) . К сожа
лению, не полная  адекватность русского и немецкого языка не позволила в 
полной мере сохранить в переводе играющее заметную роль в изложении ав
тор а  противопоставление р ядовых теорем и особо важных предложений, яв
ляющихся фундаментом всей теории ;  пр ипятое нами р азличие между араб· 
ской и римской нумерацией теорем акцентирует это противопоставление го
раздо слабее, чем различие между «обыденным» немецким словом der Satz 
и звучащf'м гораздо 1оржественнее греческим термином das Tl1eorem. 

Еще более значительным представляется следующее различие между 
перевадом и оригиналом книги. Ф. Бахмаи принципиально не нумерует в сво
ей книге чертежи и н и г д е не ссылается на  них. Это связано со стремле· 
нием подчеркнуть независимость развиваемых здесь построений от элемен 
тарно-геометрической интуиции: чертежи помогают восприятию текста, 
однако, строго говоря, они не необходимы для его понимания и даже затума
нивают «абстрактный» дух развиваемой геометрической системы, не связан
ной ни с каким и  наглядными представлениями. Но так как пр ямые ссыл
ки на чертеж все же несколько облегчают, как нао.� кажется, чтение книги, 
то мы решили от них не отказываться ; надеемся, что автор книги и те из 
читателей, которые не нуждаются в подобного рода подсказках, простят нам 
эту м аленькую вольность. 

И. М. Ягло.м. 

1) В письме к автору н астоящих строк Ф. Бахмаи сообщил, что он рабо· 
тает сейчас над подготовкой нового переработаыюго и дополненного вариан·  
та своего сочинения; однако это будет, видимо, совершенно новая книга. 
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ПРЕДИС Л ОВИЕ АВТОРА 

В этой книге проводится такое построение плоской метрической геоме
трии, при котором последовательно применяются симметрии и порожденная  
симметриям и группз движений. 

Для обычной евклидавой плоскости и к.1ассичесrшх неевклидовых плос
костей легко можно установить, что точки и прямые взаим но однозначно от
вечают симметриям и осевым симметриям, т. е. инволютивным элементам 
группы движений*) . Такие геометрические отношения,  как инцидентность 
точек и прямых и ортогоиальность прямых, могут быть выражены в виде 
теоретико-групповых отношений между соответствующими  симметриями . Сле· 
довательно, геометрические теоремы можно перевести на язык предложений, 
трактующих о симметриях и произведениях симметрий. 

Затем сами симметрии делаются предметом геометричrского рассмотре
ния, и в группе движений устанавливается «геометрия симметрий». Как 
только предметом геометри и  становятся сами симметрии, игра ющие ро.1ь 
новых «точек» и «прямых», для них посредством теоретико-групповых отно
шений таr< определяются «инцидентность» и «ортогона.1ьность», что новый 
объект явится точным образом исходных точек и прямых со связывающими 
нх отношениями инцидентности, орто;ональности и т .  д. Но поскольку мы 
теперь имеем дело с группой, в нашем распоряжении оказывается аппзрат, 
позволяющий проводить вычисления, относящиеся к гео,иетрическим объек
там, т. е. мы получаем вспомогательное методическое средство для проведе
ния r·еометрических доказательств*�) 

Все эти соображен ия мы хотим использовать nри nостроении  плоской 
метрической геометрии.  Мы начнем аксиоматическое построение с а бстракт
ных теоретш<а-групповых рассмотрений, а потом поступим следующим обра
зом В качестве аксио-11 мы постулируем некоторые сnойства инволютивпых  
элеменrов группы и рассмотрим те  группы, порожденные инволютивными 

� ) Элемент группы называется инволютивным, если он равен своему об
ратному, но отличен от единицы. 

** ) Такое исчисление геометри<rеских объектов, не з ависящее от поняти я  
числа и о т  выбора системы координат, можно рассм атривать  как  шаr в н а
правлении  реализации поставленных Лейбницем условий ,  характеризующих 
«чисто геометр ическое» исчисление, которое он имел в виду противопоста
вить аналитической геометрии Декарта.  (Другоir реализацией «геометриче
ского исчислени я» Лейбница обычно считаю r векторное исчисление, которое, 
однако, не совсем удовлетворяет требованиям Лейбница n силу зависимости 
радиусов-векторов точек от выбора начала отсчета веrпоров. - [Прим. ред.] 

2 Ф. Бахма11 
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элементами ,  для которых выполняются эти свойства. Потом мы определим 
метрическую плоскость, точками и прямыми которой являются инволютив
ные элементы группы, а геометрические отношения инцндентности и ортого
нальности задаются теоретико-групповыми  отношениями. Аксиомы, сформули
рованные на языке теории групп, по существу представляют собой простые 
геометрические утверждения о точках и прямых метрической плоскости. 
В результате при  выводе теорем из аксиом можно ПОJiьзоваться преиму
ществами теоретико-группового исчисления ,  не теряя путеводной нити на
глядности. 

Заслуживает внимания то, как мало нам потребуется аксиом. Это го
ворит о том, что метрическая плоскость, опреде.�енная аксиомэтически заднп
ной группой, имеет довольно общую природу. Она не обязана быть упоря
дочиваемой (и тем более непрерывной ) .  В метрической плоскости не обязана 
иметь место свободная подвижность. Существуют метрические плоскости с 
конечным числом точек и прямых. Поиятие метрической плоскости не со
держит никаких утверждений о параллельности, т. е .  ответов па вопросы 
о пересечении или непересечении прямых. Плоская метрическая геометрия, 
развиваемая нами ,  содержит в качестве частных случаев плоские евклидову, 
гиперболическую и эллиптическую геометрии, а поэтому, следуя Я. Бойяи, 
ее можно назвать также плоской абсолютной геометрией. 

В п е р  в о й, вводной главе книги на базе материала элементарной гео
метр ии  разъясняется принятая в этой книге точка зрения, лишь весьма кон
спективно охарактеризованная в настоящем предисловии, § 1 содержит об
зор известных свойств симметрий (на обычной евклидоuой плоскости ) .  Он 
носит пропедевтический характер и вместе с § 2, в котором излагаются 
общие сведения о неевклидовых плоскостях, может быть проnущен подго
товленным читателем.  Однако «элементарное» введение понятия  метрической 
плоскости во второй части § 2 и проведеиное там доказательство того, что 
метрическая плоскость - если только перейти к рассмотрению симметрий
может быть полностью описана в терминах группы движений, может пред
ставить известный интерес как первый шаг в систематическом развитии идей 
этой книги. 

Со в т о р о й  главы, а именно с § 3, имеющего фундаментальное зна 
чение для всего последующего, начинается аксиоматическое построение. 
В § 4 посредством исчисления симметрий доказываются теоремы плоской ме
трической геометрии  (теорема о высотах и т .  п. ) .  Обоснование плоской 
метрической геометрии завершается доказанной в § 6 основtюй теоре.мой, гла
сящей, что всякая  метрическая плоскость может быть расширена до нроек
тивно-метрической плоскости, а ее группа движений- до группы движений 
этой проективно-метрической плоскости. В § 5 собраны нужные для доказа
тельства основной теоремы понятия и предложения плоской проективной гео
метрии. 

В силу основной теоремы для классификации и изучения метрических 
плоскостей можно использовать общие идеи о проективuых метриках, вое-
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ходящие к !(эли и Клейну. В частности ,  появляется возможность исследовать 
метрическую плоскость алгебраическими методами аналитической геометрии.  
В тре т ь  е й  главе rруппа движений проективно-метрнческой плоскости алге
браически трактуется l{ак ортогональная группа метрического векторного про
странства .  Кроме того, в соответствии с проводимой в книге точкой зрения 
эти «классические группы», рассматриваемые как абстрактные группы, пора
жденные своими инволютивными элементами,  характ

_
ериэуются эдесь теоре

тико-групповыми соотношениями,  которым удовлетворяют инволютивные эле
менты групп .  

В ч е т  в е р  т о й, п я т о й  и ш е с т о й  главах трактуются пороэнь 
плоские евклидовы, гиперболические и эллиптические геом.етрии, которые в 
рамках плоской абсолютной геометри и  должны задаваться дополнительными 
аксиомами.  Здесь же  каждая из этих геометрий строится самостоятельно, 
причем система аксиом для каждой из них оказывается в чем-то проще 
общей . В четвертой главе на  первом плане стоит вопрос об особенностях 
исчисления симметрий в евклидавам случае. В пятой главе дается самостоя
тельное обоснование гиперболической геометрии ,  основная  идея которого за
ключается в применении исч исления концов * ) . Шестая глава посвящена 
эллиптической геометрии, этому простейшему из всех частных случаев плос
ких метрических геометрий. В этой главе в качестве дополнительного вспо
могательного аппарата вводится групповое пространство, и этим геометрия  
симметрий пополняется до  геометрии движений. 

Евклидовы,  гиперболические и эллиптические плоскости ни в коей мере 
не исчерпывают всех метрических плоскостей .  Основная теорема приводит 
к обратной проблеме: как определить в проективно-метрической плоскости 
(заданной, например, аналитически)  те подплоскости, которые являются ме
трическими плоскостями;  решив ее, мы получили бы возможность обозреть 
все метрические плоскости. Однако на этот вопрос до сих пор нет общего 
ответа. В Д о б а в л е н и и трактуются некоторые относящиеся к этому кругу 
идей задачи и приводятся частные результаты и примеры. 

Основополага ющие идеи и методы этой работы восходят к Ю. йельмсле· 
в у *�), который систематически использовал нечто вроде «исчисления сим
метрий». 

3а nривлечение интереса к этим проблемам я благодарен К. Райдемай
стеру, который в трудцатых годах дал новый толчок развитию плоской ме· 
трической геометрии. Степень общности аксиоматического подхода, а также 
испо,1ьзуемая в шестой главе мысль о применении группового пространства 
для аксиоматического построения плоской метрической геометрии  в эллипrи· 
ческом случае восходят к Райдемайстеру. Ему я посвящаю эту книгу - в па
мять о многих беседах, которые мы вели после того, как я в 1935 r. пере
ехал в Марбург (в этих беседах я почерпнул м ногие идеи об основаниях 

*) Ср. Г и л ь б е р т [2] . (Прим. . ред. ) 
"*) Дальнейшие исторические сведения см. в n. 3 § 2. 
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евклидавой и неевклидовых геометрий ) ,  в память о тех проблемах, которые 

Раiщемайст ер передо мной поставил, и о том внимании,  которое он мне 
оказывал в годы нашего совместного пребывания в Марбурге. 

Далее, я чувствую себя лично обязанным Арнольду Шмидту. Он первый 
сформулировал чисто теоретико-групповые аксиомы плоской абсолютной гео
метрии.  Его система аJ<сиом (которую я использую в сокращенной редакции)  
прини'll ает понятие симметрии в качестве исходного понятия абсолютной гео
метрии .  Далее следует указать, что Арнольд Шм идт ввел в число аксиом 
теорему о трех CUJ.tмeтpuяx, которая ,  с одной стороны, является непосред
ственно  ясным геометрическим высказыванием, а с другой, как стало ясно 
уже из исс.11едований Ге�.:сенберга и йе.11 ьмслева, имеет первостепенное значе
ние для операций с симметриями .  

Из слушателей моего курса, который я в прошлом неоднокра·1 но ч итал 
в Киль�.:ком университете, многие занялнсь дальнейшим развитием этик  идей. 
Среди них были Арене, Беккер-Берке,  Бергау, Бочек, Лингенберг, обработав
Ш it й  записи .r.екций зим него семестра 1952/53 г . ,  и Вольф, прочитавший кор
рек1 уру этой книги. Вольф высказал при этом ряд критических замечаний 
и предложений по улучшению формулировок. 

Корректуру читали также Бэр, Дитер, Карцель и Ш ютте, внесшие ряд 
улучшений .  В частности, очень много замечаний и предложений сделал 
Р . Бэр.  

Задачи проверены Дитером и Вольфом.  Они же взяли на себя труд со
ставить указатrль. В составлении рисунков сотрудн ичали Диббери,  Беккер
Берке и Вольф . 

Всем названным лицам, а также издател ям серии * ) и издательству 
Шпрингер я выражаю свою благодарность. 

Надеюсь,  ч rо мой курс, предлагаемый теперь в виде книги, будет спо
собствовать той цели ,  к которой были устремлены ведшиеся в этой области 
работы последнего десятилетия :  построению метрической геометрии и уста
новлению ее связей с другим и разделами современной математики. 

Ле Дьяблере, октябрь 1958 Ф. Бахман 

* )  В немецком оригинале книга вышла в свет в знаменитой серии «Die 
Grundlehren der mathematischen Wissenschaften» («Желтая серия» издатель
ства Шпрингер ) , основанной Р. Курантом неnосредственно после первой ми· 
ровой войны. (Прим. ред. ) 



Г л а в а 1 

В В ЕД Е Н И Е 

§ 1 .  Симметрии на евклидовой плоскости 

Рассмотри м  обычную евклидову плоскость. Движениями евк
лидавой плоскости называют взаимно однозначные отображе
ния множеств точек и пря мых на  себя ,  сохра няющие отношения 
инцидентности и порядка и переводящие отрезки и углы в кон
груэнтные отрезки и углы.  Если принять суперпозицию движе
ний за групповую операцию (умножение движений ) , то мы при 
дем к группе движений,  в которой роль единицы играет тожде
ственное преобр азование 1 .  

Если движен ие а переводит точку А в точку В (или пря мую а 
в прямую Ь ) ,  то мы пишем А а = В (аа = Ь ) . Точка А ,  для кото
рой А а = А ,  называется неподвижной точкой, а прямая  а, для 
которой аа = а, - неподвижной прямой движения а. 

Движение а называется инволютивным, если оно совпадает 
со своим обратным  а-1 ,  но отлично от тождественного отобра 
жения ,  т .  е .  а = а- 1 и a=F 1 .  Инволютивное движение меняет ме
стами точку и ее обр а�, пря мую и ее образ :  из 
Аа = В следует Ва = А ;  из аа = Ь следует Ьа = а. 

В рассуждениях этого вводного пар агр афа мы  
опира емся на школьный курс евклидавой пл аниме
тр ии * ) .  В частности,  мы  считаем известными  сле
дую·щие простые факты о существовании и одно
зна чности движений :  

1 .  Дл я всякой п рямой g существует симметрия 
относител ьно прямой g, т. е. инвол ютивное движе
ние, при котором все точки прямой g являются 
неподвижными точками .  

h 
s 

Рис. 1 .  
2 .  Для всякой точки Р существует симметрия относительно 

то•tки Р, т. е. инвол ютивное движение, при котором все прямые, 
проходящие через точку Р, являются неподвижными.  

* ) От  аксиоматической трактовки мы в этом параграфе воздерживаемся. 
При желании можно исходить из гильбертовых аксиом ин цидентности, по· 
рядка,  конгруэнтности и параллельности, сnраведливых для евклидавой nло
скости Утверждения 1-3 являю rся следствиями трех nервых груnп аксиом и не з а в и с я т  от аксиомы л а р аллР,J ыlост и .  
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3. ( «Жесткость» . )  Если h - луч, исходящий из точки А, и 
S - полуплоскость, ограниченная прямой, несущей луч h 
( рис.  1 ) , а h' - луч, исходящий из точки А ', и S' - полуплос
кость, ограниченная  прямой,  несущей луч h', то не существует 
двух р азных движений,  которые переводили бы А в А ', h в h' и 
S в S'. 

Полуплоскость, ограниченную прямой, несущей заданный 
луч ,  т .  е .  каждую из двух полуплоскостей ,  на  которую прямая  
разбивает плоскость, иногда называют стороной этой прямой 
(луча ) . 

1 .  И нволютивные движения.  В силу жесткости могут суще
ствовать только два движения ,  переводящие луч h прямой g в 
себя :  одно с сохранением сторон луча lz ( прямой g) , а другое 
с изменением их. Так  как существуют и тождественное движе
ние, и сим метрия относительно прямой g, причем каждое из 
них оставляет на  месте все точки - прямой g, то первое из ука 
занных движений  должно быть тождеством, а второе - сим
метрией  относительно прямой g (осевой симметрией с осью g) . 
Мы видим ,  что существует единственная симметрия относительно 
данной прямой .  

Симметрию относительно прямой g м ы  обозначим через crg. 
Неподвижные точки симметри и  crg - это только точки прямой g, 
так  как полуплоскости, определяемые g, при сим метрии ме
няются местами .  Так как прямая, перпендикулярная g, пересе
кает g в векоторой неподвижной точке и отношение перпенди
кулярности пря мых сохраняется каждым движением,  то пря
м ые, перпендикулярные g, являются неподвижными прямыми 
сим метрии  crg. Но через  всякую точку, не принадлежащую пря 
мой g, проходит только одна неподвижная прямая  (ибо сама  
эта  точка не неподвижна ) ; поэтому единственными неподвиж
ными  прямыми  движения crg являются са м а  прямая  g и прямые, 
перпендикулярные g. 

Пусть теперь а - произвольнос инволютивное движение. Так 
как а меняет местами  каждую точку А и ее образ А* =А а, то 
соединяющая их прямая  (А , А * )  ( при  А =FA * ) переходит в себя, 
а значит, является неподвижной прямой движения сх. Так как 
каждое движение переводит середину отрезка в середину пре
образованного отрезка ,  то середина  F отрезка АА * (средняя 
точка для точек А и А * , как будем мы говорить) также являет
ся неподвижной точкой .  Следовательно, а переводит исходящий 
из  F луч F (A ) ,  содержащий  точку А, в противоположный луч 
F (A * ) . 

Теперь либо в множестве средних точек всех пар  точек А ,  
А *  есть хотя бы две различные, либо таких  точек нет. В пер
вом случае  обозначим эти точки через F1 и F2.  Тогда движение 



2} § 1 . СИММЕТРИИ НА ЕВКЛ ИДОВОй ПЛОСКОСТИ 23 

а переводит луч F1 (F2 )  в себя,  т .  е .  по сказанному выше яв
л яется симметрией относительно прямой (F 1 , F2) . Эта прямая  
является общей меднатрисой * )  всех пар  точек А , А * . 

Во втором случае есть только одна точка F, являющаяся 
общей средней точкой для всех пар точек А, А * . Тогда движе
ние а является сим метрией относительно точки F (иначе - цент
ральной симметрией с центром F) . Нетрудно видеть также, что 
существует единственная  симметрия  относительно данной 
точки. 

Объединяя все сказанное выше, заключаем ,  что спр аведл ива 
Т е о р е  м а 1 .  Всякое инволютивное движение есть либо сим

метрия относительно точки, либо симметрия относительно пря
мой. 

Симметрию относительно точки Р обозначаем через ар. Не
подвижная точка движения ар - это только точка Р. Неподвиж
ные пря мые движения ар - только п р я мые, проходящие через 
Р, так как через точку, отличную от Р, может п роходить не  
более одной неподвижной п рямой .  

Всякую сим метрию относительно точю1 можно представить 
в виде произведения двух симметрий относительно п р я мых :  

Т е о р е м  а 2 .  Если а и Ь - перпендикулярные прямые, про
ходящие через точку Р, то аааь = ар. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Пусть h, h - два луча п р ямой а с 
вершиной Р, а S, S - стороны прямой а. Так как  аа а ь ,  как и 
ар, переводит Р в Р, h в h, S в S, то из «жесткости» вытекает 
требуемая теорема . 

Если а и Ь перпендикулярны,  то аааь = аь аа :  си/ftметрии от
носительно перпендикулярных прямых коммутируют. 

2 .  Представление движений в виде произведений симметрий. 
Группа движений евклидавой плоскости порождается симмет
риями относительно прямых :  

Т е о р е м  а 3. Всякое движение является произведением не  
более чем трех симметрий относительно прямых. 

Д о к а з  а т е л ь с т в о. Пусть h - исходящий из точки А луч, 
прин адлежащий прямой а. Данное движение а переводит А 
в А * , !1 в h* ,  а в а* .  СначаJi а  допустим ,  что А = А * , а w - бис 
сектриса угл а ,  образованноrо лучами  h и h* .  В зависимости от  
того, как движение а п реобразует стороны прямой а ( оно пере 
водит их в стороны прямой а�· ) , имеем в силу «жесткости» а = 
= a w или a = a waa•. Если А =!=А * и l - медиатриса точек А и А * , 
то сим метрия а1 переводит А в А * ,  а h - в луч h', выходящий 

� ) Медиатриса двух точек А и В - это перпендикуллр к соединяющей 
эти точки прямой (А , В) в середине отрезка АВ. (Прим. перев. ) 
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из А *  ( рис .  2) . Ан алогично предыдущему случаю,  в силу «жест
кости» сх = azaw или cx = azawaa• ,  где w - биссектриса угла ,  обра 
зованного лучами  h' и h* . 

Итак, всякое движение можно представить в виде произве
дения двух или трех сим метрий относительно прямы х , нбо 

симметрию относительно одной прямой ag мож но 
записать в виде agagag. 

Зададимся теперь nопросам о неподвижных эле
ментах (точках и прямых) движения ,  представимо
го в виде произведения аааь д в у х  осевых с и м 
метрий .  К таким  движениям относятся тождествен 

-+т--- l ное преобразование и (в  силу теоремы 2) централь-
ные симметрии ,  неподвижные элементы которых  

А м ы  знаем .  Если две прямые а и Ь имеют общую 
точку , то она является неподвижной точкой движе-

Рис. 2 ния аааь : есл и они имеют общий перпендикуляр ,  то 
он является неподвижной прямой движения аааь . 

Тем с а м ым мы уже нашли все неподвижные элементы движе
ния аааь . как видно из следующей теоремы.  

Т е о р е м  а 4. а )  Неподвижной точкой движения аасrь, где 
а =/= Ь, может быть только общая точка прямых а и Ь. б) Непо
движной прямой движения аасrь, где а =/= Ь и а не перпенди
кулярна Ь ,  может быть только общий перпендикуляр к пря
мы.н а и Ь . 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. а )  Пусть F - неподвижная  точка дви
жения сrааь .  Тогда Faa = Faь. Обозначим эту точку через F'; тогда 
обе прямые а и Ь должны быть меднатрисами точек F, F'. В та
ком случае из условия a =l= b  следует F = F'. Поэтому F - непо
движн а я  точка обеих сим метрий аа и аь , а значит, она принад
лежит одновременно и а и Ь .  

б )  Р ассуждаем а налогично,  пользуясь тем ,  что разные н е  
перпендикул ярные п рямые  а и Ь не могут быть одновременно 
осями симметрии пары весовпадающих пр ямых.  

Из  теоремы 4 следует, что неподвижные точки движения 
аасrь и осевой си мметрии ас никогда не совпадают. Поэтому р а 
венс1 во аааь = ас невозможно, откуда вытекает 

С л е д с т в и е. Равенство аасrьас = 1 невозможно. 
Движение,  п р едстави мое в виде произведения симметрий от

носительно двух прямых с общей точкой Р, мы назовем поворо
том вокруг точки Р ( или поворотом с центром Р) . Движение, 
представимое в виде произведения двух симметрий относитель
но двух п р ямых с общим перпендикуляром g, мы н азовем 
( п а раллельн ы м )  переносом вдоль прямой g. При повороте аасrь 
каждая точка поворачивается на угол, р авный удвоенному 
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углу между прямыми  а и Ь; аналогичное обстоятельство имеет 
место для переноса cracrь * ) . 

П редставление поворота вокруг точки Р в виде произведе

ния cracrь не однозначно.  Можно произвольно провести через Р 

прямую с, приняв ее за  ось второй симметрии ,  и определить 

затем проходящую через Р пря мую d так,  чтобы было cracrь = 

= crdcrc ( рис. 3, а ) ; точно так же можно сначала выбрать ось 
первой сим м етрии произвольно, а затем подобрать вторую сим

метрию. Аналогичные соображения  верны дл я переносов вдоль 

пр я мой g, представленных в виде произведения двух осевых 

о 
ь о ь d с 

р J . l J l d g 
с 

о) oJ 
Рис. 3. 

симметрий :  в этом случае произвольно выбирается одна из осей 
симметрии (перпендикулярная  g) , а затем подбирается вторая  
(рис. 3 ,  б) . В этом и состоит следующая основополагающая 

Т е о р е м  а 5 (теорема  о трех симметриях) . а )  Если а,  Ь, с 
прямые, имеющие общую точку Р, то существует проходящая 
через Р прямая d такая, что cracrьcrc = !Jd. б) Если а, Ь ,  с - пря
мые, перпендикулярные одной прямой g, то существует такая 
прямая d, перпендикулярная g, что cracrьcrc = ad. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. а) Пусть h - исходящий из точки Р 
Jiyч,  принадлежащий прямой а, а S и S- стороны а. Движение 
cracrь crc переводит h в некоторый луч h* ,  исходящий из точки Р, 
а S - в одну из сторон S*  луча h* .  Сим метрия  относител ьно 
биссектрисы d угла ,  образованного лучами  h и h* , переводит 
Р в Р, h в h* ,  а S или S - в S* .  Тогда в силу «жесткости» либо 
cra<Jь crc = !Jd, либо cr�.�crьcrc = !Ja!Jd. Однако во втором случае  мы 
имели бы crьcrc = crd, что невозможно по  следствию теоремы 4. 

б) Рассуждаем аналогично, обозначая через h луч прямой а, 
исходящий из  общей точки А прямых а и g, и определяя пря 
мую d как  перпендикуляр  к g ,  проходящий через среднюю точ
ку для точек А и А аааьас. 

*) То есть при переносе аа а ь каждая точка смещается на расстояние, рав· 
ное удвоенном у расстоянию между а и Ь, (Прим. ред ) 
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Справедливо также следующее обращение этой теоремы : 
Т е о р е м  а 6 (обращен ие теоремы о трех сим метриях) . 

а )  Если аааьас = аd и а, Ь - различные прямые, проходящие 
через точку Р, то прямые с и d также проходят через точку Р. 
б )  Если  aa aь ac = Ud и а, Ь - разли•tные прямые, перпендикуляр
ные прямой g, то прямые с и d также перпендикулярны прялюй g. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. По условию аааь = adac и а =Р Ь, т. е. 
c =l=d. 

а) Так как а и Ь проходят через Р, то Р - неподвижная  
точка движени я  аааь, а значит, и движения ad ac.  Но тогда о 
силу теоремы 4 а )  точка Р принадлежит также прямым с и d. 

б) Так как а и Ь перпендикулярны g, то g - неподвижная 
прямая  движения  аааь, не и меющего, в силу теоремы 4 а ) , непо
доижных точек. Следовательно, g - неподвижная  прямая  дви
жения ad ac. Тогда по теореме 4 б )  с и d перпендикулярны g. 

Из теорем 5 и 6 вытекает 
Т е о р е м  а 7. Произведение трех осевых симметрий является 

осевой симметрией тогда и только тогда, когда три данные пря
мые - оси симметрий - принадлежат одному пучку, т. е. либо 
имеют общую точку, либо параллельны. 

Рассмотри м  теперь произвольное движение, представимое в 
виде произведения т р е х  осевых симметрий .  Движение, пред
ставимое в виде 

( 1 )  

( р ис .  4) , н азовем скользящей симметрией с осью g. Скользящая 
сим метрия представляет собой перенос вдоль прямой g, сопро

u 
А В g 

Рис. 4. 

вождаемы й  последующей симметрией относи
тельно прямой g. Если а = Ь ,  то она сводится 
к одной симметрии O'g ; при  a=l=b  это движение 
не имеет неподвижных точек и обладает един
ственной неподвижной пря мой g. 

В произведении ( 1 )  O'g коммутирует с О'а 
и аь ; поэтому это произведение равно также 
аа О'gО'ь . Если А и В - точки пересечения  а и 
Ь с g, то в силу теоремы 2 О'аО'ЬUg = О'аО'в = UА О'ь. 

Обр атно, если дано произвольвое произведение UаО'в и g - пер
пендикуляр ,  опущенный из  точки В на  прямую а, а Ь - перпен· 
дикуляр, опущенный  из  В на  g, то по теореме 2 UаО'в = О'ааьаg. 
Аналогично устанавливается, что также и всякое произведение 
О' А О' в имеет вид ( 1 ) .  Итак, имеет место 

Т е о р е  м а 8. Скользящие симметрии - это те движения, ко
торые представимы в виде О'аО'в (или О'Ааь ) . 

Покажем теперьt что имеет место 
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Т е о р е  м а 9. Всякое произведение трех осевых симметрий 
является скользящей симметрией. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Рассмотрим произведение auavaw. 
Если прямая  v пар аллельна обеим прямым и и w , то наше  
утверждение вытекает из  теоремы 5 б ) . Пусть v И и или v 1f w .  
В первом случае опустим из  точки Р пересечения  прямых и и 
v перпендикуляр l на  пря мую w ;  основание его обозн ачим через 
В ( рис. 5) . По теореме 5 а) существует такая прямая  а, что 
OuOt,<Jz = О а· Тогда Ouavaw = OaOzOw = ОаО в и, значит, наше утверж-
дение вытекает из теоремы 8. Во втором слу- и 
чае  (когда v И w) аналогично устанавJiивается. 
что Ош<1vОи является скользящей сим метрией .  
Но движение, обратное скользящей сим 
метрии, очевидно, само является скользящей 
сим метрией * ) . 

о 

(/ 

_8........._ ____ {/) 

Рис. 5. 

Из теорем 3 ,  8, 9 вытекает, что групп а  дви 
жений евклидавой плоскости «биинволютивна» 
(zweirsp i egel i g) , т. е .  каждое движение можно 
представить в виде произведения не  более 
чем двух инволютивных движений : 

Т е о р е м  а 1 0. Всякое движение представимо в виде оааь 
или ОаОв. 

Как показывают наши рассуждения ,  множество всех движе
ний евклидавой плоскости распадется н а  множества поворотов ,  
(параллельных)  переносов и скользящих сим метрий .  Движения 
этих трех типов различаются неподвижными эJiемента ми ;  только 
тождественное преобразование является одновременно и пово
ротом,  и переносом .  

Какие движения  получаются, если  рассматривать произведе
ния центральных симметрий?  

Т е о р е м  а 1 1 . Движения, представимые в виде произведений 
двух центральных симметрий, являются (параллельными) пере
носами. 

Д о к а з а т е л ь  с т в о. Если v - прямая, проходящая через 
точку А и В, а а и Ь -перпендикуляры,  восставленные к v в этих 
точках ,  то по теореме 2 0А<1в = <1a<Jv<1vOь = <1а<1ь,  т .  е .  0А<1в есть 
перенос. Это рассуждение можно и обратить. 

Т е о р е м  а 1 2 . Всякое произведение трех центральных сим
метрий совпадает с одной симметрией относительно некоторой 
точки. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если А , В, С - данные точки, то про
ведем прямую v, проходящую через точки А и В,  и пря 
мую w, проходящую через С и параллельную v ( рис.  6) . Тогда 
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перпендикуляры  а и Ь ,  восста вленные к v в точках А и В, и пер
пендикуляр  с ,  восставленный к w в точке С, та ковы ,  что с l. v , и ,  
по теореме 5 б) ,  существует такая прямая  d,  перпендикулярная  v 
( и  w) , что аааьас = ad. П ри этом аааvат,аьасаw = odow, т. е. в силу 
теоремы 2 аловас = оп, где D - точка пересечения d и w. 

Из теорем 1 1  и 12 следует, что подгруппа группы движений, 
порожденная  центральными сим метриями ,  состоит из централь
ных симметрий и ( пар аллельных)  переносов. Центральные сим
метрии в от.'Iичие от осевых симметрий не порождают полной 

6 
А 

группы движений . Центрадьные сим мет
рии и переносы переводят каждую пря
.иую в параллельную ей прямую, в то 
время как Произвольное движение может 
переводить прямую в новую прямую, пе
ресекающую исходную. 

Р ис. 6. 

Ва жную родь  игр ает операция после
довательного выполнения поворотов и 
( параллельных)  переносов : если аааь и 

acad - два произведения осевых симметрий ,  то всегда найдутся 
такие прямые е и f, что 

аааьасаd = aeaf. (2) 
а) Пусть оба движения аааь и acad - повороты (отличные от 

тождественного п реобразования ) , g - прямая , соединяющая 
центры поворотов ( рис.  7) . Тогда в силу теоремы 5 а )  суще
ствуют такие прямые е и f, что 

Ясно,  что из (3 )  следует (2) . 
б )  Пусть аааь - поворот, отличный 

от 1 ,  а acad - ( параллельный)  перенос ; 
через g обозначим прямую, параллель
ную с и d и проходящую через центр 
поворота аааь . Тогда в силу теоремы 5 
существуют такие прямые е и f, что 
снова имеет место (3) , а следовательно, 
и (2) . 

1 с 
Р ис. 7. 

в )  Если и аааь, и acad - ( параллельные) переносы, то, вос
пользовавшись теоремой 1 1 , запишем их как произведения цент
р альных симметрий : аааь = а л а в. acad = acaD. Затем выберем про
извольную точку G и определи м  существующие в силу теоре
мы 1 2  точки Е и F, для которых * )  

(4) 
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Тогда (Ja (Jь (Jc(Jd = (JE(JF, и, з аписав (JE(JF снова в виде произведе
ния (Je(Jf, получаем ( 2 ) . Попутно показано, что произведение 
двух переносов снова является переносом . 

.Ясно, что в группе, порожденной осевыми симметриями ,  дви 
жения, представимые в виде произведения четного числа осе
вых симметрий ,  составляют подгруппу, индекс которой р авен 2, 
если только она не совпадает со всей группой .  По доказанному 
выше всякое произведение четного числа осевых сим метрий 
представимо в виде произведения двух сим метрий ,  а всякое 
произведение нечетнога числа  осевых сим метрий сводится к про 
изведению трех  симметрий .  Из следствия теоремы 4 вытекает,  
что произведение нечетнаго числ а осевых сим метрий  никогда не  
равно 1 ,  а значит, произведение четного числа  осевых симмет
рий не может совп асть с произведением нечетнаго числ а  осевых 
симметрий .  Итак,  имеет место 

Т е о р е м  а 1 3 . Движения, представимые в виде произведе
ния двух осевых симметрий. т. е. повороты и (параллельные) 
переносы, образуют подгруппу индекса 2 всей группы движений; 
с.межный класс состоит из скол ьзящих симметрий. 

Рассмотрим такие множества симметрий :  
1 )  симметрии относительно прямых, проходящих через фик

сированную точку Р;  
2)  си мметрии относительно пря мых,  перпендикулярных фш<

сированной прямой g;  
3) сим метрии относительно точек, принадлежащих фиксиро

ванной прямой g; 
4) симметрии относительно произвольных точек. 
К:аждое из этих множеств обладает тем свойством ,  что про

изведение всяких трех симметрий одного множества снова при 
надлежит тому же множеству. Подгрупп ы  группы движений, по
рожденные эти ми множествами  сим метрий ,  обладают одним 
общим свойством, вытекающим из с.r1едующей теоретико-группо
вой леммы :  

Л е м м а . Если в произвольной группе задана система обра
зующих, состоящая из инволютивных элементов ,  и всякое про
изведение трех образующих снова является образующей, то про
изведения двух образующих составляют ком�Уtутативную под
группу индекса 2, смежным классом для которой служит сама 
система образующих. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. В рассм атриваемой группе  всякий эле. 
мент является либо образующим,  либо произведением двух обра
зующих. Отсюда непосредственно вытекают все утверждения 
леммы, кроме утверждения о коммутативностн подгруппы . По
следнее же доказывается так : если (J 1 ,  (J2 ,  (J 3 ,  (J4 � - обр азующие, 
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то 

о1о2 • о3о4 = о1о2о3 • о4 = о3о2о1 • о4 = о3 • о2о1о4 = о3 • о4о1о2 = <ЦJ4 • о1о2• 
Пользуясь вводимым в п .  3 понятием внутреннего автоморфизм а ,  можно 

было бы вывести коммутативность подгруппы из следующего очень полез-
ного соображения :  если а - фиксированная образующая, то а.а = а.-1 для ка
ждого элемента а подгруппы. Так как отображение а, �  а, а является авто
морфизмом , а отображение а. � а,-1 - антиавтоморфизмом, то наше равенство 
означает, что некоторый автоморфизм подгруппы совпадает с некоторым ее 
антиавтоморфизмом ;  но это и означает, что подгруппа коммутт ивна. 

В группах,  порожденных указанными выше симметриями , 
произведения двух образующих представляют собой в слу
чае 1 )  повороты вокруг точки Р ;  в случаях 2 )  и 3 )  ( параллеJIЬ· 
ные )  переносы прямой вдоль g; в случае 4) все переносы. Итак, 
используя лемму,  з акл ючаем ,  что справедлива 

Т е о р е м  а 1 4 . Повороты вокруг фиксированной точки Р, 
переносы вдоль фиксированной прямой g и все параллельные 
переносы плоскости образуют коммутативные подгруппы группы 
движений. 

Можно чуть усилить лемму. Если подгруппа  содержит инво
л ютивные элементы, то они принадлежат центру группы (ком
мутируют со всеми элементам и  группы) . Множес1 во поворотов 
вокруг точки Р содержит единственный  инвол ютивны й  элемент 
симметрию относительно точки Р (вращение на 1 80°) . Он ком
мутирует со всеми сим метриями относительно прямых ,  проходя
щих через точку Р. И нволютивных переносов нет ( можно рас
суждать так :  не будучи тождеством, инволютивный перенос 
должен был бы по теореме 4 а) не иметь неподвижных точек ;  
однако в силу теоремы 1 он ,  как  инволютивное движение, дол 
жен был бы обл адать хотя бы одной неподвижной точкой ) . 

3 а д а ч и . 1 .  Некоторое множество элементов группы тогда и только то 
гда является смежным классом по векоторой подгруппе, когда оно вместе 
с каждым и  элементами  а., �. у содержит также и а,�-1у. 

2. Группа, каждый отличный от 1 элемент которой инволютивен, комму
тативна. Если группа, порожденная  инволютивными элементами,  коммута
тивна,  то всякий отличный от l элемент этой группы инволютивен. 

3. Если выполняется условие рассмотренной выше леммы и центр группы 
содержит отличные от 1 элементы, то все эти элементы инволютивны . 

. 3. Движения движений ( внутренние автоморфизмы группы 
движений ) .  Можно подвергать движению не только точки и пря
м ые, но  и сами движения .  Если а - некоторое движение, то оно 
сопоставляет каждой точке А ее образ А а = В. Подвергнем 
теперь пару А, В, т. е. пару «прообраз - образ относительно 
движения а» векоторому движению v и р ассмотрим соответствие, 
относящее точке Av точку Bv (рис.  8 ) . Оно опять оказывается 
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движением ,  а именно, имеет вид движения •у- 1а.:у, ибо,  очевидно, 

Аа = В тогда и тол ько тогда , когда Av ('y-'av) = Bv. (5) 
Рассуждая аналогично применительно к прямым ,  получаем 

аа = Ь тогда и тол ько тогда , когда av (v-1av) = Ь'\'. (6) 

Итак, v- ' a..v - это движение, получающееся из движения а.., 
если подвергнуть его движению '\'· 

Про элементы группы говорят, что v- ' a..v получается из а.. 
инутренним автшюрфизмом, задаваемым элементом у .  Вместо 
у- 1а..у мы будем короче писать а..'У. При  этом имеют м есто следую
щие формульr :  

(аУ•)У' = аУ•У•, (а а )У аУаУ 1 2 = 1 2 '  (7) 
Отношение «а..1 получается из а..2 некоторым внутренним автомор
физмом» рефлексивно, сим м етрично и тр анзитивно. 

Инволютивное движение переводится внутренним автомор 
физмом снова в инвол ютивное движение :  если а..2 = 1 и a.. =l= 1 ,  то 
(а..У ) 2 = 1 и а,.У=/= 1 .  

Из (5 )  вытекает ,  что если А - неподвижная точка движе
ния а.. , то Ау - неподвижная точка движения а..У, и наоборот. 
Таким образом,  неподвижные точки движе-
ния а.. взаимно однозначно соответствуют 7-'tr7=er�' 8. 
неподвижным точкам движения а..У - и то AD 7 
же самое имеет место для неподвижных v , ". 
прямых движений а.. и а..У. F ' 

Из сказанного следует, что симметрию 
относительно точки внутренни й автомор- А &l В 
физм переводит снова в симметрию отно
сительно точки (точнее - определенный дви 
жением у внутренний автоморфизм перево-

Рис .  8. 

дит симметрию относительно точки А в симметрию относительно 
точки Ау) ; аналогично, симметрию относительно прямой а этот 
же внутренний автоморфизм переводит в ·симметрию относитель
но пряl\lоЙ ау : 

01 = О Ау• 
оУ = о а ау• 

(8) 

(9) 

Поворот переходит при  внутреннем автоморфизме в поворот 
на  такой же угол ; перенос- в перенос н а  такое же р асстояние ; 
скользящая симметрия - в скользящую сим м етрию с той же ве. 
личиной входящего в состав этого движения л а р аллельного пе. 
реноса. 
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Наз0вем некоторый комплекс, т. е. просто множество элемен 
тов группы ,  uнварuантн.ым, если внутренний автоморфизм,  опре 
деленный произвольным элементом группы,  переводит каждый 
элемент нашего комплекса снова в элемент этого же комп.r1екса. 
Примерами  юшариантных комплексов, содержащихся в группе 
движений,  могут служить тождественное движение 1 ;  все  цен 
тральные симметрии ;  множество всех осевых симметрий ;  мно
жество ВС'еХ и нвол ютивных движени й ;  м ножество всех поворотов, 
углы которых конгруэнтны между собой. Если инвариантный 
комплекс является подгруппой,  то он называется н.орлzальн.ым 
делителем. П а р аллельные n ереносы составл яют нормальный де
литель групп ы  движений ;  повороты и переносы ,  вместе взятые, 
также составляют нор мальный делитель ( подгруппа  индекса 2 
всегда является нормальным делителем ) . 

3 а д а ч а. Подгруппа, порожденная  некоторым инвариантным комплек
сом группы, всегда является нормальным делителем. Из каких движений со
стоит при фиксированном натуральном k нормальный делитель �Jik группы 
движений,  порожденный инвариантным комплексом всех поворотов на угол 

360° ± т? Из каких движений состоит нормальный делитель, порожденный в с е-
м и нормальными делителями mk? 

4 . Запись геометрических соотношений на языке группы дви
жений. В силу равенств (8)  и (9) имеем 

Ау = В р а вносил ьно crX = а8 ; ( 1 0) 

av = ь р авносил ьно crx = (Jь · ( 1 1 )  

Поэтому утверждение :  «движение у переводит точку А в точ 
ку В» на теоретико- групповом языке можно сформулировать 
т ак: внутренний  автоморфизм ,  определенный движением у, пере
водит сим м етрию <JA в симметрию сrв.  Аналогично обстоит дело 
и в случае  пря мых.  Поэтому, за меняя геометрические объек
ты - точки и прямые - находящимися с ними во взаимно одно· 
зн ачном соответствии центральными и осевыми симметриями, т.  е. 
инволютивными элементами группы движений, мы сможем пере· 
вести некоторые геометрические утверждения на  язык группы 
движений . Ради этого мы введем новую систему обозн.ачен.ий: 
букву о мы условимся отбрасывать и обозначать симметрию от· 
носительна точки Р просто той же букnой Р, а симметрию отно· 
сительно прямой g - просто через g. Тогда 

В старых обозна чениях В новых обозначениях 

AV = В  р а вносил ьно Av = В , 
av = ь р авносильно а,. = ь 
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Для того чтобы геометрические утверждения возможно было 
сформулировать на  языке группы движений ,  очень существенна 
возможность представления первичных геометрических отноше
ний между точками  и прямыми в виде теоретико-групповых соот
ношений,  связывающих отвечающие этим точк а м  и прямым сим
метрии .  Например ,  утверждение, что  точка А инцидентна пря
мой Ь , равносильно тому, что симметрия относительно прямой Ь 
(т. е. порожденный этой симметрией внутренний автоморфизм )  
переводит сим метрию относительно точки А в себя ,  т .  е .  в 
наших новых обозначениях равносильно соотношению А Ь = А . 
Это равенство можно переписать также в виде А Ь = ЬА или 
же ЬА = Ь.  

Другие примеры такого рода собраны в нижеследующей 
таблице: 

1 °  АЬ = ЬА А ,  Ь инцидентны 
2° аЬ = Ьа и а =1= Ь а, Ь перпендикулярны 
3° аЬ = dc а )  а, Ь, с, d проходят через одну точку, и ориентиро

ванный угол между а, Ь равен ориентированному углу 
между d, с 
б )  а, Ь, с, d параллельны между собой, и ориенти
рованное расстояние между а, Ь равно ориентирован
ному расстоянию между а, с 

4° аЬ = Ьс Ь - ось симметрии пары а и с, в частности биссектриса 
угла , образованного а и с, если а и с пересекаются 

5° АЬ = dC Существует прямая,  которой инцидентны А и С и ко
торой перпендикулярны Ь и d, причем ориентированное 
расстояние между А и Ь равно ориентированному рас
стоянию между d и С 

6° АЬ = ЬС Ь - ось симметрии  А и С (если А = С, то Ь инцидентна  
этой точке) 

7° аВ = Dc Сущест вует прям ая, которой перпендикулярны а и с и 
которой инцидентны В и D, причем ориентированное 
расстояние между а и В равно ориентированному рас
стоянию между D и с 

во аВ = Вс а и с параллеJIЬНЫ, и при a=Fc  точка В инцидентна оси 
симметрии пары а, с, а при а = с  точка В инцидентна 
а и с 

go АВ = DC Пара А и В параллельна и равнз паре D, С (если А, В, 
С не коллинеарны, то А, В, С, D - верщипы паралле
лограмма)  

1 0° АВ = ВС В - средняя точка (центр симметрии)  для А и С 

Отношение 3° между прямыми Ь , d и а, с, согл асно йельм
слеву, н азывается з е р к а л ь н ы  .м р а с п о л о ж е н и е .м пря
мых Ь и d по отношению к прямым а и с. 

Особый интерес представляет вопрос о том ,  в каком случае 
произведение центр альных и осевых симметрий инволютивно, 
т. е. само является центральной или осевой симметрией и ,  следо
вательно, имеет прозрачный геометрический смысл .  Ответ на этот 

З Ф. Бахмаи 
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вопрос для произведени й  двух и трех множителей да ет следую
щий перечень :  

аЬ  и нволютивно 

АЬ  и нволютивно 

аЬс инволюти вно 

АЬС и нволютивно 

аВс инволютивно 

АВС инволютив но 

а и Ь перпендикулярны;  в 3том случае аЬ - сим метрия 
относительно точки пересечения а и Ь 
А и Ь инци центны ;  в этом случае А Ь - симметрия отно· 
сительна перпендикуляра,  восставленного к Ь в точке А 
а, Ь, с принадлежат одному пучку; в этом случае аЬс 
симметрия относительно прямой d, описанной в п. 3° 
п редыдущей таблицы ( прямую d м ь1 называем четвер· 
той зеркальной к а, Ь ,  с) 
существует прямая ,  которой инцидентны А 1 1  С и ко
тора я  r.ерпендикулярна Ь; в этом случае АЬС - сим-
метрия относительно п рямой d, описанной в п. 5° пре
дыдущей таблицы 
существует прямая ,  перпендикулярпая а и с и инuи 
дентная В; тогда аВс - симметрия относительно точки 
D, описанной в п .  7° предыдущей таблицы 
в силу теоремы 12 это имеет место всегда ; АВС - сим
метрия относительно точки D, описанной в п.  9° преды-
дущей таблицы 

Кроме тех соотношений  между симметрия ми ,  которые имеют 
геометрический смысл и р асшифровываются как конкретные от
ношения между точками и прямыми ,  есть такие соотношения, 
которые справедливы для в с е х осевых или центральных сим
метрий .  Триnиальны,  например ,  такие р авенства :  АА = l для 
всех А ;  аа = l для всех а ,  а вот нетривиальный пример соотноше· 
:ния, связывающего все центральные сим м етрии •· ) : АВСАВС= l .  
Нетривиальное тождество, связывающее осевые симметрии,  ука
зал Г. Томсен : 

Если а ,  Ь , с - три произвольвые осевые сим м етрии , то по тео
реме 9 аЬс - скользящая симметрия,  т. е. (аЬс ) 2 - параллель
н ы й  перенос. Внутренний автоморфизм а переводит его снова в 
перенос,  а и м енно,  в ( Ьса)  2• Так как переносы ком мутируют, то 
(аЬс) 2 ( Ьса ) 2 = ( Ьса) 2 (аЬс ) 2, т. е .  

аЬс  аЬс Ьса Ьса сЬа сЬс ЬасЬ = l для всех а, Ь ,  с;  
или иначе 

а <ЬсаЬс) ' = а дл я  всех а ,  Ь ,  с .  
5. Доказател ьство некоторых теорем с помощью исч исления 

симметрий. Как показывают п редыдущие рассуждения ,  геоме
трические теорем ы иногда можно сфор мулировать в виде выска· 
зываний о сим метриях .  Это открывает возможность доказатель
ства геометрических теорем с помощью теоретико-группового 
«исчисления симметрий» .  Чтобы новые доказательства можно 
было считать строгими ,  надо сначала сформулировать некоторые 

* )  Равенство А ВСАВС= 1 равносильно ут верждению об инволю1 ивном 
характере движения А ВС. (При.м. ред.) 
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высказывания о сим м етриях в качестве аксиом.  Это будет сде
лано позже . Здесь мы ограничим ся доказательством с помощью 
«группового исчисления» некоторых совсем простых теоретико
груп повых теорем о соотношениях,  связывающих центр альные и 
осевые сим метрии, и покажем ,  как интерпретировать эти соотно
шения в виде теорем о геометрических объектах .  

1 )  Из P1P2 = Q 1 Q2 и Р2Рз = Q2Qз следует Р1 Рз = Q 1 Qз. 
Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Достаточно перемножить оба фигури

рующих в условии теоремы равенства .  
Теорема 1 )  озн ачает, что если перенос или ,  что то  же са мое,  век

тор Р1 ,  Р2 равен (в смысле  равенства векторов)  вектору Q 1 , Q2, 
а Р2, Рз равен Q2, Qз, то Р 1 ,  Рз равен Q 1 ,  Qз (рис .  9) .  Это утвержде
ние составляет содержание малой афинной теоремы Дезарга * ) . 

Р, fl, 

Рис. 9. 

о ? 

Рис. 1 0. 

2) Если P1P2 = Q2Q1  и Р2Рз = QзQ2, то Р 1Рз = QзQ1. 
Д о к а з  а т е л ь с т в о. Перемножая  данные в условии равен

ства ,  получаем Р1Рз =  Q2Q 1 QзQ2. Правая  ча сть равна  QзQ I , так 
как по теореме 1 2  Q2Q1Qз = QзQ I Q2. 

Частным с.'lучаем этой теоремы,  к которому м ы  п риходим ,  
есл и Р1 ,  Р2, Рз и Q 1 , Q2, Qз попарно соответственно коллинеарны,  
является малая аффинная теорема Паппа - Паскаля ( рис.  1 0) .  

3) Если (аЬс) 2 = 1 и Р) = Р2, Р� = Рз, Р� = Р4 , Р� = Ps , 

Р� = Рб, то Р� = Р 1 . 
Д о  к а з  а т е л  ь с  т в  о. Так  как  (аЬс)2 = 1 ,  то рfЬсаЬс = Р 1 ; с дру-• раЬсаЬс рЬсаЬс  рсаЬс раЬс рЬс ре гои стороны, по условию 1 = 2 = з = 4 = s = б·  
Теорема 3 )  означает, что если  три прямые а ,  Ь ,  с образуют 

пучок и 6 точек Р; таковы,  что а - м еднатриса (ось сим м етрии )  
п ар  точек Р1 ,  Р 2  и Р4, Ps ,  Ь - ось симметрии п ар  Р2, Р з  и Ps, Рв, 
с - ось симетрии пары  Р3, Р4, то с также является осью сим 
метрии п а ры Р6, Р1 . В этой теореме содержится теорема Паскаля 
для вписанного в круг шестиугольника с п а р аллельными проти
волежащи ми стран ами :  если две пары  противолежащих сторон 

* ) Или аффинной ак.сио.мы Деэарга в иной трактовке с истемы аксиом 
аффинной геометрии на плоскости (ер., например, п.  9 книги Я г .1 о м и 
А ш к и н у з е [ 1 ] ) . (При.м. ред.) 
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вписанного шестиугольника попарно параллельны, то это верно 
и для третьей пары  противоположных сторон (рис. 1 1 ) .  

4) !fз Pf = Р2, Pf = Рз, Р� = Р4, Р: = Ps и Р� = Рб следует, 
что Рб = Р 1 • 

Д о к а з а т е л ь с т в о аналогично доказательству теоремы 3 
( в  силу теоремы 1 2  (АВС) 2 = 1 ) .  

Теорема 4 ) означает, что если А - центр симметрии пар  то-
чек Р 1 , Р2 и Р4,  Ps , В - центр симметрии п ар точек Р2 , Р3 и Ps, Рв, 

а С - центр симметрии пары точек Рз, 
Р4, то С - центр симметрии пары точек 
Р6, Р 1 •  И эта теорем а означает замыка-

� ние векоторого шестиугольника * ) . 
5)  Если иа = V, vь = V, Vc = W и аЬс = 

Р3 = d, то иd = W. 
Д о к а з а т е л ь с т в о этой теоремы 

тривиально. 

Рис. 1 1 . 

Теорема 5 )  означает, что если а 
ось сим метрии пары  точек и, V, а Ь про
ходит через V и,  кроме того, с - ось сим
метрии V, W и а, Ь ,  с принадлежат 

одному пучку, то прямая  d - четвертая зеркальная к а, Ь , с 
является также осью симметрии  
и,  W .  Отсюда вытекает теорема 
о точке пересечения медиатрис 
треугольника и, V, W: если  Р 
точка пересечения меднатрпсы а и 
точек и, V и м еднатрпсы с то-
чек V, W, то, п риняв за Ь пря
мую, соединяющую Р и V, м ы  
получим ,  что четвертая зеркаль-
ная к а, Ь , с, которая по теоре-
ме  5 проходит через точку Р, сам а  
является меднатрисой точек и ,  W 
( р ис. 1 2 ) .  Отсюда же вытекает 

v 

w 

р 
Р ис. 1 2. 

способ построения четвертой зеркальной к трем заданным пря
м ы м  а, Ь , с ( a=Fc ) , проходящим через одну точку. 

6 )  Если иа = v, vь = v ,  vc = w и abc = d, то иd = w. 
Отсюда получается теорема о точке пересечения биссектрис 

трехсторонника и, v, w: через точку пересечения биссектрис двух 
углов трехсторонника проходит также биссектриса третьего угла 
( рис. 1 3, а ,  б ) . 

Если даны центральные симметрии А , В, С, то в силу тео
ремы 1 2  три произведения А ВС, САВ, В СА также являются 

"') Ср. , например , задачу 12 б) книги Я r л о м [ 1 ]. (При.м. ред. ) 
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центр альными симметриями ,  причем СА В = ВА С, А ВС = СВА , 
ВСА = А СВ. Непосредственно отсюда получаем 

7 )  Если СА В = И, A B C = V, B CA = W, то UC = C V = BA ,  VA = 
=A W = CB и WВ = В И = А С. 

Таким образом,  вектор И, С ;  вектор  С, V; вектор В, А попар 
но  равны ; то  же относится к другим тройкам  соответствующих 

О) 
Рис. 1 3 .  

векторов. Но отсюда следует, что если А, В , С образуют тре
угольник, то И, V, W тоже образуют треугольник,  для которого 
точки А ,  В, С являются серединами  сторон и стороны кото
рого параллельны сторонам треугольника А ,  В, С ( рис.  1 4) .  Из 
наличия описанного треугольника  И, V, С U W можно вывести теорему о точке пе
ресечения высот данного трР.угольника 
А,  В,  С: высоты треугольника А ,  В ,  С 
являются меднатрисами описанного тре
угольника и в силу 5 )  пересекаются в 
одной точке.  

Обращая 7) , получаем 
8) Если UC = V, VA = W  и wв = U, то 

И = САВ, V = A B C  и W = B CA .  W 
Д о к а з  а т е л ь  с т в о. По условию Рис. 14 .  

uсАв = И. Но тогда для центральной сим-
метрии САВ = И' справедливо равенство И U' = И' U. Отсюда еле• 
дует, что И = И', так как в противном случае движение U U' было 
бы инволютивны м ;  но в силу теоремы 1 1  U U' является перено
сом, а инволютивного переноса не существует. Аналогично вы
водятся и прочие равенства .  

Совместно с теоремой 7)  теорема 8)  означает, что в треуголь
нике прямая ,  соединяющая середины  сторон, параллельна третьей 
стороне. В силу этого можно упростить указанную в 5 )  кон
струкцию четвертой зеркальной дJIЯ трех прямых а, Ь ,  с (a=Fc) с 
обшей точкой Р :  выберем на  Ь отличную от Р точку и опустим из 
н ее перпендикуляры на  а и с ; тогда перпендикуляр,  опущенный 
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из  Р на прямую, соединяющую основания предыдущих перпен
дикул яров,  является четвертой зеркальной к а, Ь ,  с (конфигура
ция перпендикуляров ) . 

9) Если Ьа'с = а'1 сЬ'а = Ь" ас'Ь = с" и движение а'Ь'с' инво-' ' 
лютивно, то а"Ь" с" инволютивно. 

Д о к а з  а т е .л ь с т в о . Имеем а"Ь"с" = Ьа'с · сЬ'а · ас'Ь = (а'с'Ь') Ь . 
Теорема 9) геометрически интерпретируется как теорема Q 

зеркальном соответствии относительно трехсторонника а, Ь , с. 

с 
Рис. 15. 

Если а, Ь ,  с - стороны треуголь
ника ,  то, проведя через каждую 
его вершину прямую, а за1 ем чет
вертую зеркальную к ней по от
ношению к сторон ам  трехсторон
ника, мы получим :  если три 
проведеиные прямые обр азуют 
пучок, то их четвертые зеркаль
ные прямые также образуют пу
чок ( рис. 1 5 ) . 

Вообще если А , В, С - тре
угольник, а Р - точка ,  не лежа-
щая на  его сторонах,  и если м ы  

соединим Р с вершинами А ,  В ,  С прямыми а', Ь', с' и в каждой 
вершине п роведем четвертую зеркальную а", Ь", с", как описано 
выше,  то последние пря
мые  либо пересекаются в 
одной точке, либо будут 
попарно пар аллельны . 
Второй случай представ 
ляет самостоятельный ин 
терес,  и м ы  на  нем еще 
остановимся ниже.  Наша 
теорема  позволяет каж
дой точке Р,  не  принад

с 

л еж а щей сторон а м тр е- д c;;,---'-;::--\---t-L-т::._�__JJ:::::::� 
угольника ,  сопоставить 
некоторую «противоточ-
ку» G ( рис .  1 6 ) ,  могущую 
б ыть как  собственной,  так  

р е  
Рис. 1 6. 

и бесконечно удаленной.  
Соответствие Р --+  G называется изогональным соответствием, 
отвечающим данному треугольнику .  

Если построить теперь точки ра, рь ,  Ре, симметричные точке 
Р по отношению к сторонам  а, Ь , с треугольника,  то, как в 5) , 
А - п ересечение меднатрис треугольника рь , Р, Ре, т. е. четвер
тая зеркальная а" является меди а rрисой точек рь, Р" .  Точно так 
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же Ь" - меднатриса точек ре, ра, а с" - меднатриса  точек ра, 
рь, Если поэтому прямые а", Ь", с" не параллельны,  то их пере
сечение - противсточка G точки Р - является точкой пересече
ния меднатрис треугольника Ра, рь ,  Ре. 

Частный случай бесконечно удаленной изогональной проти
воточии п риводит к теореме о вписанном в круr четырехуголь� 
ниi<е .  Чтоб ь1 ее сфор мулировать, введем новое определение ,  отно
сящееся к двум парам  (пересекающихся )  прямых :  м ы  будем го
ворить, что а, Ь и d, с определяют равные (ор иентированные)  
угл ы, и писать 

аЬ = dc, 

если для прямых а, Ь ,  с , d,  проведеиных через точку О парал
лельна прямым а, Ь , с, d, выполняется равенство аЬ = dc. Это 
определение не зависит от выбора точки О. Введенное таким 
обр азом отношение рефлексивно, симметрично и транзитивно,  н 
из аЬ == dc вытекает Ьа = cd. 

Т е о р е м а о в п и с а н н о м ч е т ы р е х у г о л ь н и к е.  Пусть 
А, В, С, Р - полный четырехугольник; точка А инцидентна пря
мым а', Ь, с; В инцидентна а, Ь', с; С инцидентна а, Ь ,  с'; Р ин
цидентна а', Ь ', с' ; при этом прямые а', с, с', а не проходят все 
через одну точку. Тогда из а' с= с' а еле- l .... 
дует, что а'Ь=Ь'а (а  также, что Ь'с== Ь "  
:::=.с'Ь) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Четвертые зер
кальные а" ,  Ь", с" для заданных прямых 
определим равенствами  

а'  с = Ьа", 

Ь'а = сЬ", 

с'а = Ьс" 

( 1 2) 
( 1 3) 
( 1 4) 

(рис. 1 7) .  По теореме 9) пря мые а", Ь", 
с" принадл ежат одному пучку.  Покажем,  Рис 1 7. 
что они п а р а л л е л ь н ы, т. е. что изого-
нал ьная противсточка точки Р по отношени ю  к треугольнику 
А , В , С - «бесконечно удаленная » точка .  Из а'с = с'а и ( 1 2 ) , ( 1 4 ) �  
следует Ьа" == Ьс", т .  е .  a" l l c". При  этом a"=l= c", т а к  к а к  если бы  
было а" = с", то  из  ( 1 2 ) , ( 1 4 )  следовало бы а'с = с'а, а поэтому 
прямые а', с, с', а проходил и бы через одну точку. Так  как пря 
мые а" ,  Ь" ,  с"  принадлежат одному пучку и так ка к а" =/= с" и 
a" l l c", то a" i l b".  Следовательно, са" =о сЬ", - а отсюда с помощью 
( 1 2 )  и ( 1 3 )  следует наше утверждение .  

Троекратным при менением теоремы о вписанном четырех
угольнике можно доказать аффинную теорему Паппа - Паскаля. 
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Так как идея доказательства имее1 фунда ментальное значение,  
то она воспроизводится здесь по «Основаниям геометрии» Гиль
берта * ) :  

А ф ф и н н а я  т е о р е м а  П а п п а - П а с к а л я . Пусть А 1, 
82, А з. Bt, А 2, 83 - шестиугольник, вершины которого поочеред
но лежат н.а двух прямых а и Ь ;  точки A i (где i = 1 ,  2, 3 )  принад
лежат а (н.о н.е Ь ! ) ; точки Bi принадлежат Ь (но н.е а ! ) . Тогда 
если  в двух парах противоположных сторон. шестиугольника пря
мые попарно параллельн.ы, то прямые третьей пары противопо
ложных сторон. также параллельны ( рис .  1 8, а ) . 

о) 
8· ь 1 

Рис. 1 8. 

Д о к а з а т е л ь  с т в о. Обозначим пря мую (A i , Bk) , соеди
няющую A i и Вп, где i=l=k, через Pill и сформулируем условия и 
заключение теорем ы,  относящиеся к параллельности, так :  

Пусть Р2 1 а=р1 2а и Рз tа-Рtза ; тогда Рз2а=Р2за. 
Дл я  каждой циклической перестановки i, k, l чисел 1 ,  2, 3 

подберем по точкам Bi,  А п ,  А 1 точку Gi пря мой Ь так, чтобы 
четырехугольник Gi , А1, А п ,  Bi удовлетворял условиям  теоремы 
о вписанном четырехугольнике.  Для этого точ1<у Gi eb опреде
лим так ,  чтобы имело место равенство углов bgli = Pпia , где 
gli = (А1, G1 ) (рис .  1 8, 6) . Тогда имеющаяся в теореме о вписан
ном четырехугольнике оговорка о том , что Ь , gli , Рпi . а не про
ходят через одну точку, будет выполнена ,  ибо Ь не проходит 
через точку Ап пересечения двух разных прямых Рпi . а. А от
сюда следует, что в силу теоремы о вписанном четырехуголь
нике для прямых (Ak, G1) = gпi имеет место равенство углов 
bgпi = Piia . 

Итак, и меем 

Ьgзt == Р21а , 
Ьg12 == Рз2а , 
Ьg2з == Рtза , 

( 1 5а) 
( ! ба) 
( 1 7а) 

Ьg21 == Рзtа , 
Ьgз2 == Р12а , 
Ьgtз = Р2за . 

* )  Ср. § 1 4  книги Г и л ь б е р т  [ 1 ]. (Прим. ред.) 

( 1 5б )  
( 1 6б) 
( 1 7б) 
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Теперь воспользуемся условиями пар аллельности . Из р2 1а == 

== Р12а и ( l 5a ) ,  ( l ба )  следует, что прямые gзt . gз2 параллельны, 
а так как у них есть общая точка А з, то они совпадают. Поэто
му не только прямая  Ь ,  но и от
личная от Ь прямая  gзt = gз2 ин 
цидентна двум точкам G t , G2 ;  но 
это возможно, лишь если G t = G2 . 
Аналогично, из Рз t а = Рtза и 
( 1 5б ) , ( 1 7а )  получаем g21 = g2з .  
откуда G t = Gз . Значит, G2 = Gз, 
откуда g12 = gtз, а в силу ( 1 6а )  и 
( 1 7б )  тогда Рз2а -='= Р2за. 

Доказательство показывает 
также, что окружности, описан
ные около трех треугольников, 
содержащихся в шестиугольнике 
Паскаля и опирающихся на одну Р ис. 1 9. 
и ту же несущую прямую, пере-
секаются в общей точке, принадлежащей второй несущей пря
мой ( рис .  1 9 ) . 

3 а д а ч и. 1 .  ASBSCS = 1 означает, что S - центр тяжес..ти  треугольника 
А,  В, С. 

2. Если А , В, С, Р - четырехугольник с прямыми углами в вершинах 
А и С, то центр симметрии точек РА, ре является точкой пересечения высот 
треугольника А , В, С. С помощью этого замечания можно доказать теорему 
о высотах.  

3. Точка пересечения высот и точка пересечения меднатрис треугольника 
находятся в изогональном соответствии .  

4. Если во вписанном четырехугольнике А , В, С, Р опустить из Р пер
пендикуляры на стороны а, Ь, с треугольника А , В, С, то основания их при
надлежат одной прямой s («nрямая Симеона») ;  прямые а", Ь", с", фигури
рующие в доказательстве теоремы о вписанном четырехугольнике, перпенди
кулярны s, т.  е. ( «бесконечно удаленная»)  изогональная противсточка точки 
Р - это пучок перпендикуляров к s.  

Л и т е р  а т у р а  к § 1 .  В и н е р [ 1 ] ,  К э з и [ 1 ] , Г и л ь б е р т  [ 1 ] ,  Г е с с е н 
б е р  г [ 1 ] ,  [3], ](.[ е  л ь  м с л е в [ 1 ] , [2] , Ш у р  [ 1 }, Ш в а  н [2], Т о м с е н [3] , В а н д е р  В а р д е н [3], И ж е р  е н ( 1 ] , Г у з  е [ 1 ] ,  К е р  е к ь я р  т о [ 1 ] .  (См.  также, 
например, Е г е р  [2], Л е н ц [3] , Я г л о м [ 1 ] . Прим. ред. ) 

§ 2. Понятие метрической плоскости 

Понятие метрической плоскости , являющееся объектом на 
шего изучения ,  охватывает не только евклидовы,  но и неевкли 
довы плоскости .  Чтобы составить представление о неевклидовой 
плоскости, мы кр атко напомни м построение ее кл ассической 
модели .  Доказательств мы приводить не будем ,  иt'io позже в рам 
ках наших построений будут определены общие эллиптическая 
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и гиперболическа я плоскости - и та м будут проведсны все не
обходи мые доказательства .  

Во второй ч асти этого пар аграфа  мы введем общее понятие 
метрической плоскости .  

1 .  Модел ь непрерывной элл иптической плоскости . Будем ис
ходить из  трех мерного «непрерывного» евклидова простр анства ,  
которое можно определить аксиом атически , приняв систему 
а ксиом Гильберта , вкл ючая аксиомы непрерывности . Моделью 
непрерывной элл иптической плоскости служит сфера непрерыв
ного евклидова пространства,  диаметрально противоположные  
точки которой отождествлены.  Точка Р Аtадели - это п а р а диа
метрально противоположных точек сферы ;  прямая g модели 
это большой круг сферы с отождествленными  диа метрально 
противополож ными точками .  

Н а модел и две  р а зные  «прямые» всегда имеют · одну общую 
«точку» .  Отношение инцидентнести на  эллипт ической плоско
сти то же,  что и на проективной плоскости. Отношение порядка 
здесь может быть описано в тер минах  отношения разделения 
для четырех точек одной пря мой .  

Мы говорим ,  что  две  «пря мые» на  модели перпендикулярн.ы, 
если соответствующие им  большие круги вза имно пер пендику
лярны .  Все п р я мые эллиптической плоскости ,  перпенди куляр 
ные фиксирова н ной  прямой  g,  проходят чере з  одну точку Р, на 
зываемую полюсом прямой g. Для всякой точки Р на йдется 
прямая  g та кая ,  что все прямые ,  проходя щие через Р, перпен 
дикулярны g;  g называется полярой точки  Р. Соответствие 
между пол юсом и полярой устанавливает вз аи мно однозначное 
отобр ажение м ножест13 точек и прямых  на множества прямых 
и точек с сохранением инцидентности, т .  е .  то ,  что называется 
корреляцией. Если Р - полюс g, то g - поляра  Р, т. е .  корре
ляция и нволютивна .  Точки поляры точки Р сами называются 
полярными к Р.  Всякие две различные прямые имеют по крайней 
мере один общий перпендикуляр - поляру их  точ ки пересечения .  

Движения эллиптической плоскости зада ются евклидовыми 
движения м и  сферы, переводящими ее в себя.  

Всякое евклидоно движение сферы,  переводя щее ее в себя 
и сохран я ющее ориентацию в евклидсвом пространстве, пред
ста вл яет собой поворот сферы вокруг некоторой оси ,  проходя 
щей через центр сфер ы .  Евкл идава сим метрия  относительно цен
тра сферы меняет местами  диа метр ально противоположные 
точки сферы и поэтому н а эллиптической плоскости оказывается 
тождественным движением . Отсюда следует, что те евкли
довы движения сферы, которые переводят ее в себя и меняют 
ориента цию в евклидавам пространстве, на  эллиптической пло
скости совnада ют с движения ми , порожденными поворотами 
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сферы.  В частности, евклидова сим м етрия относительно пло
скости, проходящей через центр сферы ,  приводит к тому же 
эллиптическому движению, что и евклидов поворот сферы на  
угол :п; вокруг диаметра ,  перпендикулярного к этой плоскости ; 
ведь они р азличаются только на  евклидову си мметрию отно
сительно центр а сферы . 

Таким обр азом,  всякое движение элл иптической плоскости 
индуцируется евклидовым поворотом сферы вокруг векоторой 
оси, проходящей через центр сферы .  Если евклидов поворот от
личен от тождества ,  то ось определена однозначно ;  она пересе
кает сферу в некоторой (одной ! )  «точке» модели .  Всякое отлич
ное от тождества движение эллиптической плоскости поэтому 
оказывается поворотом вокруг некоторой однозн ачно опреде
ленной точки этой плоскости .  Поворот вокруг точки Р на  угол 
:rт представляет собой симметрию эллиптической плоскости от
носительно точки Р. В силу сдел анного выше замечания эта 
сим метрия совпадает с симметрией эллиптической плоскости 
относительно поляры g точки Р. Таким образом ,  на эллиптиче
ской плоскости всякая центральная симметрия совпадает с не
которой осевой симметрией, и наоборот. Иными словами, вся 
кая симметрия на  эллиптической плоскости является сим м ет
рией относительно пары полюс - поляра  как «центра»  и «ОСИ» 
этой сим метрии .  Всякий поворот эллиптической плоскости во
круг точки Р можно представить как произведение двух симмет
рий, осями которых являются прямые эллиптической плоскости,  
проходящие через точку Р, а центрами - точки , полярные к Р. 

При изучении эллиптической геометрии часто бывает удобно 
рассматривать пару полюс - поляра  как единое целое. При  
этом важно некоторое отношение между двумя парами  полюс
поляра А ,  а и В ,  Ь, которое мы назовем отношением инцидент
ности пар и оп ределим четырьмя условиями :  l )  А и Ь инци
дентны ;  2 )  а и В инцидентны ;  3 )  а и Ь перпендикулярны ;  4)  А и 
В полярны . Каждое из этих четырех условий влечет за  собой 
остальные три.  Для всяких двух р азных пар  пол юс --- поляра  
А,  а и В, Ь всегда на йдется единственная пара  полюс-поляра  
С, с, которая  инцидентна им обеим . При  этом с оказывается 
пря мой,  соединя ющей точки А и В, или, что то же са мое, об
щим перпендикуляром а и Ь , а С - точкой пересечения а и Ь ,  
т. е .  точкой ,  полярной А и В. В частности ,  ес.1 и  сами пары А,  а 
и В, Ь инцидентны, то эти три пары образуют полярный тре
угольник. Всякое неинволютивное и нетождественное движе
ние эллиптической плоскости имеет единственную однозначно 
определенную неподвижную пару полюс - поляра  Р, g ;  для 
симметрий относительно Р, g неnодвижными являются также 
все пары полюс - поляра ,  инцидентвые Р, g. 
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Другую модель эллиптической плоскости,  очевидным обр а 
зом связанную с моделью, изобр ажающей эллиптическую 
плоскость как сферу, можно получить так :  р ассмотрим в трехмер 
ном непрерывном евклидавам простр анстве прямые и плоско
сти , проходящие через фиксированную точку О, и назовем пря 
м ые,  проходящие через О, точками модели, а плоскости, про 
ходящие через О, - tlрямыми модели. Мы говорим ,  что т очка и 
прямая  этой модели инцидентны,  если они инцидентны как объ
екты евклидавой геометрии .  Перпендикулярность прямых на мо
дели вводится как евклидова ортогональность плоскостей ,  а по
лярность - как евклидова ортогональность прямых и плоскостей .  
Предоставим читателю перенести на  эту «модель-связку» рассу
ждения,  проведеиные на ми  для «модели -сферы».  

От модели -связки,  пополняя евклидово пространство беско
нечно удаленными элементами, можно прийти к третьей модели 
эллиптической плоскости .  В этой модели точками и прямыми 
являются точки и прямые бесконечно удаленной плоскости ( по
.'!учающиеся при пересечении связки бесконечно удаленной пло
скостью) ,  которая  сама  является проективной плоскостью. Ев
клидова ортогональность прямых и плоскостей связки опреде
ляет поляритет (инволютивную корреляцию) на проективной 
плоскости .  При этом ни одна точка  не инцидентна со своей по
лярой .  Инвол ютивные движения эллиптической плоскости в этой 
модели ока::шваются гармоническими гомологиями, центром ко

торых является некоторая точка Р, а 
осью - ее поляра  g:  Р и точки пря
мой g являются неподвижными точ
ками этого преобразования,  а всякая 
отличная от них точка А модели ото
бражается в точку А *  прямой v , со
единяющей Р и А ,  причем так, что 
А и А *  расположены гармонически по 
отношению к Р и точке S пересечения 
v и g ( рис. 20) . 

Рис. 20. 
Итак, непрерывную плоскую эл 

липтическую геометрию можно пред
ставить себе в виде геометрии сферы с 

отождествленными диаметрально противоположными точками 
в непрерывном трехмерном евклидавам пространстве, как 
геометрию  связки того же пространства и ,  наконец, как 
геометрию  бесконечно удаленной плоскости этого евклидова 
пространства * ) . 

"') То есть просто как rеоме грию некоторой проективной плоскости . {П pu.«. 
ред.) 
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2.  Модель Клей на непрерывной гипербол ической плоскости. 
Эта модель непрерывной гипербоJшческой плоскости полу
чается так :  

Рассмотрим некоторый круг непрерывной евклидавой пло
скости. Точками модели назовем точки , лежащие внутри круга,  
а прямыми модели - евклидовы отрезки прямых. содержащиеся 
внутри круга . Всякие две р азные «точ
ки» модели имеют единствеНН) ю соеди
няющую их «пря мую», как и н а  евкли 
давой плоскости ; здесь выполняются 
также все гильбертовы аксиомы по
рядка. Что же касается пересечения пря
мых ,  то в этой модели выполняется 
гиперболическая аксиома п а раллельно
сти ; в формулировке Гильберта она 
гл асит: 

Если g - пря.мая, а Р - не принад-
лежащая ей точка, то существуют два Р ис. 2 1 .  
луча h 1  и h2, исходящие из Р ,  не лежащие 
на одной прямой, не пересекающие g и такие, что всякий луч, 
выходящий из Р и заключенный внутри угла,  образованного 
h1 и h2, пересекает g ( рис .  2 1 ) .  

h 1 и h2 - это лучи, соединяющие точку Р с точка м и , в ко
торых прямая  g пересекает окружность (эти точки пересечения 
не принадлежат внутренности круга ,  а поэтому не  принадлежат 
гиперболической плоскости ) .  Две «предельные прямые»,  на  ко
торых р асположены лучи h1 и h2, называются ( гиперболиче 
скими ) параллелями к прямой g, проходящими через  точку Р .  
На гиперболической плоскости те прямые,  п роходящие через  Р,  
которые проходят вне угл а  между луч а м и  h 1  и h2 ,  также не 

пересекают прямой g. Следовательно, через 
Р проходит бесконечно много прямых, не пе
ресекающих g. 

Как известно, на евклидавой плоскости, 
попол ненной бесконечно удаленными элемен
тами ,  заданием окружности определяется по
ляритет. При этом полярой точки,  лежащей 
на  окружности, является касательная к окруж
ности , проходящая через эту точку. Две пря-

Рис. 22. мые модели называюrся перпендикулярными, 
если в обогащенной плоскости каждая из них  

проходит через полюс другой ( рис. 22) . Для двух  разных пр я � 
м ых а и Ь модели возможны три взаимно исключающие друг 
друга возможности :  1 )  а и Ь пересекаются в точке модели ;  
2) а и Ь гиnерболически параллельны (пересека ются в точке 



46 rл t. В В ЕДЕН И R [2 

окружности ) ;  3 )  а и Ь имеют общий перпендикуляр  (который 
всегда определен однозначно ) .  

Движения модели - это те коллинеации обога щенной пло
скости ,  котор ые переводят круг в себя . Ин волютивные движе
ния задаются теми гармоническими гомология ми , центром ко
торых  является не прин адлежащая окружности точка ,  а осью
поляра  этой точки .  Такая гар моническая гомология называется 
центральной симметрией в гиперболической плоскости , если ее 
центром является точка модел и ,  и осевой симметрией, если ее 

ось является прямой модели 
( рис .  23) . Всякое движение ги
перболической плоскости можно 
п редставить в виде произведени� 
осевых симметрий . 

р 

Отметим ,  что перпендикуляр
ность прямых, проходящих через 
центр окружности , совпадает с 
евклидавой перпендикулярностью. 
Это связано с тем ,  что «в точке» 
гиперболическая и евклидова 
геометрии не различаются . 

Подобно тому, как мы изобра-
Рис. 23. зили эллиптическую плоскость 

в виде проективной,  можно пред
ставить гиперболическую плоскость в виде проективной плоско
сти , в которой задан некоторый поляритет. Для поляритета 
имеются две возможности : l )  ни одн а точка не инцидентна 
своей поляре, 2 )  множество точек .  инцидентных  своим поляр а м,  
образуют коническое сечение ,  основной образ поляритета . В пер
вом случае проективная плоскость даст модель эллиптической 
плоскости , а во втором внутренность конического сечения 
доставляет модель гиперболической плоскости. В обоих слу
чаях движения - это те коллинеации,  которые сохраняют по
ляритет, а инволютивные движения - это гармонические гомо
логии ,  центром и осью которой является пара  полюс - по.1яра ,  
п ричем полюс и поляра ,  разумеется , должны быть неинци
дентными .  

П редставляется естественным,  что эти построения не зави 
сят от непрерывности и что при  отказе от непрерывности на про
ективной плоскости можно получить более общие эллиптиче
скую и гиперболическую плоскости . 

Для непрерывных неевклидовых плоскостей существуют и 
другие модел и ,  и нтересные тем ,  что они связыв а ют неевкли 
довы плоскости с другими обл астя ми математики. Здесь мы 
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oт,JWJieм читателя к многочисленным учебным изложениям неев
клидовых геометрий .  

3. Метрические плоскости. Определ им аксиом атически, что 
мы будем понимать под метрической плоскостью.  

Рассмотрим два множества объектов, называемых точками и 
прямыми, и два отношения :  точка А и прямая Ь шщидентны и 
прямая а перпендикулярна прямой Ь * ) .  

Взаимно однозначное отображение множеств точек и пря 
мых  каждое на себя,  при  котором сохраняется инцидентность и 
перпенди кулярность, мы по определению назовем ортогональной 
коллинеацией. Инволютивную ортогональную коллинеацию,  при  
которой каждая точка пря мой g переходит в себя ,  назовем сим
метрией относительно прямой g, или осевой симметрией. 

Множество точек и пря мых назовем .метрической плоскостью, 
есл и выполнены следующие аксиомы :  

1 .  А к с и о м ы и н ц и д е н т н о с т и .  Существует по крайней 
.мере одна прямая. Каждой прямой инцидентны по крайней 
.мере три точки. Для всяких двух разных точек существует един
ственная прямая, которой они инцuдентны. 

2. А к с и о м ы  о р т  о г о н а л ь  н о с т и. Если а перпендику
лярна Ь, то Ь перпендикулярна а. Перпендикулярные пря.Аtые 
имеют общую точку. Через каждую точку проходит перпенди
куляр к любой заданной прямой; если точка инцидентна пря
мой, то этот перпендикуляр единственный. 

3 .  Для каждой прямой существует по крайней .мере одна 
симметрия относительно этой прялюй (а к с и о м а с и м м е т
р и  и ) . Суперпозиция симметрий относительно трех прямых а, 
Ь ,  с, имеющих общую точку или общий перпендикуляр, совпадает 
с симметрией относителмо некоторой прямой d (т е о р е м  а о 
т р е х  с и м м е т р и я х * * ) ; ер .  п . 2 § 1 . )  

Отображения метрической плоскости на себя,  которые по
лучаются суперпозицией осевых симметрий ,  называются дви
жениями метрической плоскости. Движения образуют группу, 
называемую группой движений метрической плоскости. 

Заметим ,  что аксиомы инцидентности и ортогональности 
совместно с аксиомой симметрии исключают существование 

*) Вместо того чтобы говорить «Точка и прямая  инцидентны», мы  часто 
будем, как обычно, говорить «точка лежит на пр ямой», «точка принадлежит 
прямой», «прямая  проходит через точку» и т. п Вместо «а перпендикулярна 
Ь» будем говорить «а ортагональна Ь»,  «а является перпендикуляром к Ь»  
и т. п .  

** ) В некоторых частных случа ях теорему о трех симметриях можно вы
вести из предыдущих аксиом, например, если прямые а,  Ь, с не все различны 
(см. ниже п. 4) или если прямые а, Ь, с инцидентны одной точке и две из 
;tTIIX прямых взаимно перпендикулярны (см. ниже ( IV) , (V) n.  5) . 
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nрям:wх, перпендикул11рных самим себе. В самом деле, перпенди
кулярная самой себе пря м ая g должна была  бы быть перпенди
кулярной только самой себе ,  ибо всякая прямая ,  перпендику
лярная  g, должна иметь с g общую точку, а из последней ак
сиомы ортогональности следует , что существует единственная 
прямая ,  перпендикулярная  g и проходящая через эту точку. 
Так как ,  с другой стороны, через каждую точку плоскости про
ходит перпендикуляр  к g, то мы заключаем,  что все точки пло
скости инцидентны g. В силу аксиом инцидентности g была бы 
единственной прямой плоскости и ,  следовательно, не существо
вало бы симметрии относительно прямой g. 

В то время как  гильбертова система  аксиом для евклидавой 
геометрии явилась аксиом атическим обоснованием давно раз 
р абатывавшейся теории ,  не  существует столь же четко очерчен
ной теории ,  аксиоматический  вариант которой дается нашей си
стемой аксиом .  Система  аксиом состоит из нескольких элемен
тарных утверждений ,  каждое из  которых во всяком случае  
справедливо в классической евклидавой и классических неев
клидовых плоскостях. Последующие построения должны прояс
нить значимость этих утверждений и сдел ать теорию метриче
ских плоскостей осмысленной .  

Чтобы читатель уяснил себе общность понятия метрической 
плоскости,  укажем на следующее обстоятельство. В нашей си
стеме аксиом нет никаких отношений порядка ,  никаких аксиом 
порядка (и поэтому,  конечно, никакой аксиомы непрерывности ) .  
З а  счет этого дел ается возможным включить в рассмотрение 
эллиптические плоскости .  Далее,  для двух данных прямых не 
обязательно существует движение,  совмещающее их ; то же от
носится и к точкам .  Следовательно, в метрической плоскости, 
вообще говоря ,  нет свободной подвижности. Что касается пере
сечения двух прямых, то здесь постулируется лишь существова
ние точки пересечения двух взаимно перпендикулярных пря
мых .  Однако никакого утверждения ,  родственного евклидавой 
или гиперболической « аксиоме о параллельных» , здесь зара нее 
не высказывается . Таким образом,  н аша  систем а аксиом охва 
тывает то содержание метрической геометрии ,  которое не за 
висит  от  порядка ,  свободной подвижности, от  теории пар аллель
ных и от простр анствеиных допущений .  Теорию метрических 
плоскостей мы назовем плоской метрической геометрией. 

Из тех аксиоматических описаний метрических плоскостей, в которых 
принимают отношение порядка и требование свободной подвижности, но  от
казываются от аксиомы параллельности и аксиомы непрерывности,  более 
всего известен имеющийся в «Основаниях геометрии» Гильберта вариант, 
где трактуются следствия из одних лишь аксиом инцидентности, аксиом по
рядка и аксиом конгруэнтности ;  однако эллиптическая геометри я  здесь ис
ключается. Весьма основательное обоснование геометрии на базе этих групп 
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аксиом провел в 1 907 г. йельмслев . Он, как прежде Гессенберг при  обоснова
нии пло("кой эллиптической геометрии без помощи аксиом непрерывности, су
щественно опирался на симметрии и почти не пользовался отношением поряд
J(а. В 1 929 г. йе пьмслев начал свои  исследования  по «общему учению о кон
груэнтности» ,  в котором он отказался от отношения  порядка и от свободной 
подвижности .  Побуждаем ый своими работами  по «геометр ии реальности»,  
он в значительной мере отказался и от однозначности, а также и от существо
вания прямых, соединяющих пары точек. Этому  направлению йельмслева ,  
которое в последующем нашло свое возрождение в работах Клингенберга 
о «nлоскостя х  со смежными элементами» ,  мы не уделим в этой книге ни 
какого вним ания .  EcJIИ же ограничиться только «nростейшими  случаями»  си 
стем аксиом йельмслева, в которых постулируютен существование и одно
значность соединительных прямых ,  то его сис1 ема аО<сиом оказывается менее 
общей, нежели наша :  он требует, чтобы всякие две 1 очки можно было сов 
местить друг с другом и чтобы перпендикуляр  к прямой определился одно
значно, а последнее исключает эллиптические плоскости . 

В 1 934 г. Подел и Райдем айстер предложили систему аксиом, охваты
вающую эллиптический  случай и не связанную с отношением порядка ; она  
соответствовала нашей в том ,  что  не предполагала свободной подвижности. 
При этом вопрос о неэллнптическом случае остался в стороне. В этой си
стеме аксиом наряду с отношением инцидентности и перпендикулярности 
в качестве первичного вводилось также отношение конгруэнтности .  Но вместо 
последнего, используемого к тому же очень умеренно, м ожно привлечь в ка 
честве первичного понятие осевой симметрии.  Это сделал впервые в 1 943 г .  
Арнольд Шм идт, который наряду с требованием существования осевых сим
метрий ввел в число аксиом предложение о трех  симм етриях ,  роль  которого 
была прояснена работами Гессенберга и йельмслева.  Так возникла идея 
о том, что понятие осевой симметрии является фундаментальным геометри 
ческим понятием, позволяющим ввести остальные движения  как  суперпози 
ции  осевых симметрий .  В 1 956 г. Шютте заметил, что  при на .пичии аксиом 
инцидентности и ортогональности из существования по крайней мере одной 
симметрии относительно каждой прямой вытекает однозначность симметрий 
относительно прямых. Это открыло возможность описать метрическую пло
скость посредством неопределяемых понятий «точка» и «nрям ая»  и основных 
отношений инцидентности и ортогональности, как это и сделано выше. 

4. Построение плоской метрической геометрии в терминах 
группы движений. Покажем , что теория метрических плоскостей 
может быть полностью сформулирована  в тер минах  их группы 
движений .  Это обстоятельство, как  з аметил уже Шютте, не 
з ависит от того, принята ли  теорема  о трех симметриях в ка 
честве аксиомы,  и справедливо для всякой плоскости, н а  кото
рой выполняются сформулированные выше а ксиомы инцидент
ности и ортогональности , а также а ксиома  симметрии .  Мы 
будем называть эти более общие плоскости, имеющие существен
ное значение для р азвития того хода м ыслей , которого м ы  при
держинаемся в этой книге, обобщенными метрическими плоско
стями. Сформулируем теоремы,  которые справедлив ы  для та 
ких  плоскостей и которые достаточны для достижения нашей 
цели (доказательства приводятся в п .  5) .  

Аксиомами обобщенной метрической плоскости (как и ак
сиомами метрической плоскости ) допускается , что, подобно 

4 Ф . 5ахм ац 
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тому, как обстоит дело в кл ассической элл иптической плоско
сти , две разные прямые одновременно имеют общую точку Р и 
перпендикулярны некоторой прямой g. В этом случае мы назо
вем точку Р и прямую g полярными; точку Р - полюсо: 1 пря
мой g, а прямую g - полярой этой точки Р. 

Т е о р е м  а 1 .  Если Р и g полярны, то Р и g не инцидентны, 
и всякий перпендикуляр к g проходит через Р, а всякая пря
мая, проходящая через Р, перпендикулярна g. 

Т е о р е м  а 2 .  Всякая прямая имеет не более одного полюса ; 
всякая точка имеет не более одной поляры. 

l(онечно же, в обобщенной метрической плоскости может 
вообще не быть полярных элементов * ) . 

Очень важна  следующа я 
Т е о р е м  а 3 (Шютте ) . Существует не более одной симмет

рии относительно данной прямой. Соответствие между осевыми 
симметриями и прямыми взаимно однозначно. 

Инволютивная ортогон альная  коллинеация ,  оставля ющая на 
месте каждую прямую, проходятую через данную точку Р, на 
зывается симметрией относительно точки Р (центральной сим� 
метрией) . 

Т е о р е м  а 4 .  Для всякой точки существует единственная 
симметрия относительно этой точки. Симметрию относительно 
точки Р можно представить в виде произведения симметрий 
относительно двух произвольных ортогональных прямых, про
ходящих через Р. Соответствие между точками и симметриями 
относительно точек ( центральными симметриями) взаимно од
нозначно. 

Т е о р е м  а 5. Симметрия относительно прямой и симметрия 
относител ьно точки совпадают тогда и только тогда, когда точка 
и прямая полярны. 

*) Справедлива такая т е о р е м  а: Если в обобщенной .метрической 
плоскости есть одна пара полюс - поляра, то всякая то•tка и.меет поляру, а 
всякая пря.мая и.меет полюс. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о.  Прежде всего с помощью теоремы 1 установим , 
что ( * ) если А и Ь инцидентны, то из того, что А обладает полярой, выте
кает, что Ь обладает полюсо.м, и обратно. В самом д�ле, если а - поляра А, 
то и Ь ,  и перпендикуляр с, проведенный к Ь в точке А ,  перпендикулярны а ; 
тогда точка пересечения а и с есть полюс прямой Ь. Обратно, если В - по 
люс Ь . то перпендикуляр к соединительной прямой (В, А ) ,  проходящий че 
рез В, являетсн полярой А. 

Пусть теперь Р - та точка из условия теоремы ,  которая имеет поляру. 
Отсюда,  применяя ( • ) , получаем, что каждая прямая,  проходящая через Р, 
имеет полюс, а поскольку каждая точка лежит на одной из таких прямых, 
то всякая точка имеет поляру. Так как всякая прям а я  инцидентна некоторой 
точке, то тогда всякая прямая  имеет полюс. 

Совместно с теоремой 2 доказательство ( • ) дает: 
Если А и Ь инцидентны, то поляра А и полюс Ь инцидентны. 



4) § � ПОНЯТИЕ МЕТРИЧЕСКОЙ ПЛОСКОСТИ 5 1  

Будем обозначать симметрию относительно прямой g через 
ag, а сим метрию относительно точки Р - через а р .  В силу тео
рем 3 и 4 об однозначности и меем 

( 1 ) 

(2) 

В самом деле ,  O"�g- ортогональн ая  коллинеация,  оставляю
щая на месте каждую точку прямой аад. Она инвол ютивна ,  ибо 
получается из инволютивной коллинеации  внутренним автомор
физмом . В силу теоремы 3 она является однозначно определен 
ной сим метрией относительно прямой aag. Точно так же полу
чаем (2 ) с помощью теоремы 4 . 

Утверждения ( 1 )  и (2 )  показывают, что внутренний авто
морфизм , определенный некоторой осевой сим метр ией , перево
дит осевые и центр альные сим метрии снова в осевые и цент
ральные симметрии .  Эти утверждения можно еще сфор мулиро
вать  так : 

aG = Ь g равносильно 
а 

(J ag = аь ,  (3) 

Аа = В g равносильно 
а 

(JAg = О'В , (4) 

Отсюда получаем 

а перпендикулярна ь равносильно ааО'ь инволютивно,  ( 5 ) 
А инцидентна ь равносильно (J A(Jb инволютивно. ( 6 )  

Д о к а з  а т е л ь  с т в о (5 ) . а и Ь перпендикулярны в том и 
только в том случ ае, когда а - неподвижная пря м ая движения 
О"ь,  отличная от Ь ( см .  ниже п .  5 ( 1 ) ) ,  т .  е .  когда аGь = а  и а=/=Ь .  
В сил у (3 )  и однозначности сопоставления прямых  осевым сим-

а 
метриям это равносильно тому, что ааь = а а и аа =f= аь , - а это 
означает, что аааь инволютив 1ю. 

Д о к а з а т е л ь с т в о  ( 6 ) . А и Ь инцидентны тогда и только 
тогда, когда А - неподвижная точка О"ь, не  полярная  Ь (см.  
п .  5 ( 1 1 ) ) .  Это же в силу ( 4 ) и теоремы 5 р авносильно тому,  
что а�ь = аА и аА =f= аь ;  но последнее озн ачает, что аА аь инво
тотивно.  

Объединяя сказанное выше, получаем : точкам и прямым 
обобщенной метрической плоскости ( в  частности ,  метрической 
плоскости) взаимно однозначно отвечают ссевые и централь
ные сим метрии,  т. е. ( инволютивные) элементы порожденной 
осевыми сим метримия группы движений . Если з аменить прямые 
и точки симметриями относительно этих прямых 1 1  точек, а 

4* 
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аксиом атически заданные отношения инцидентности и перпенди
кулярности - теоретико-групповыми отношениями  между сим 
метриями ,  указанными в правых частях равенств ( б ) и (5 ) ,  то 
группа  движений доставит нам  изоморфный образ данной обоб
щенной м етрической плоскости. Операции осевой симметрии 
отвечает при  этом теоретико-групповой внутренний автомор
физм, порожденный этой осевой сим метрией (см .  (3 )  и ( 4 ) ) .  
Следовательно, теорию обобщенной метрической шюскости мож
но  сформулировать н а  я зыке теории групп движений . 

5. Доказательства. Приведем,  следуя Л ингенбергу, доказательства тео
ре!" 1 -5 п .  4, относящихся к обобщенной метрической плоскости. ( 1 )  Все неподвижные прямые ортогональной коллинеас1ии a.=l= 1 , остав
ляющей на месте все точки некоторой прямой g, - это сама прямая g и пер
пендикуляры к ней. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Надо показать, что нет других неподвижных 
прямых,  кроме указанных.  Если и - неподвижная прямая коллинеации а., не 
перпендикулярная g, то всякая точка и прямой и является неподвижной 
точkой а., ибо если и' - перпендикуляр из и на  g, то и' - неподвижная пря
мая  а, отличная  от и, и точка и, как точка пересечения  двух разных не
подвижных прямых, сама  будет неподвижной точкой а.. 

Допустим теперь, что есть неподвижная прямая h коллинеации а., кото
рая отлична от g 11 не перпендикулярна g. Рассмотрим произвольную 

точку Р. Из Р опустим на g перпендикуляр а, осно
вание ко1 орого обозначим через А (рис. 24 ) _ Выбе
рем на  h точку В, не лежащую ни  на  g, ни  на а, и 
проведем однозначно определяемую прямую Ь. соеди
няющую А и В. Прямая Ь не совпадает ни с g, ни с 
а. Так как А и В - неподвижные точки коллинеации а., то Ь - неподвижная прямая для а., а так как Ь 
не перпендикулярна g, то всякая точка Ь - непо
движная  точка для а., т. е. каждая прямая ,  перпен-------'"'-'---!1 дикулярная Ь, является неподвижной прямой кол
линеации а.. Теперь если из Р опустить на  Ь перпен
дикуляр  с, то c =l= a  и Р, как точка пересечения двух 
разных неподвижных прямых а .. и с, является не
Итак, наше допущение привело нас к тому, что 

неподвижной, т. е. что а.= 1 ;  но это противоречит 

1-'ис. 24. 

подвижной точкой а.. 
каждая точка является 
условию. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о т е о р е м  ы 1 .  Первое утверждение вытекает из 
однозначности восставленного перпендикуляра .  Если Р - полюс g, а с - пер· 
пендикуляр к g, пересекающий g в точке С, то при симметрии относитель
но g точка Р остается неподвижной, как точка пересечения двух неподвиж
ных прямых,  равно как неподвижна и точка С. Поэтому прямая  (Р, С) не
подвижна.  Следовательно, по ( 1 )  (Р, С) перпендикулярна g, а в силу 
однозначности восставленного перпендикуляра (Р, С) = с. Следовательно, с проходит через Р. С другой стороны, если d - произвольпая  прямая,  про
ходящая через Р, то выберем D=I=P на d и опустим из

, 
нее перпендикуляр 

d' н а  g. По доказанному d' проходит через Р, т. е d = d; следовательно, 
d перпендикулярна g. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 2. Так как по теореме 1 все пря
мые, перnендикулярные g, проходят через полюс g, . то существует не более 
одного полюса g. Если g и g' - две поляры однои точки Р, то проведем 
через Р две взаимно перпендикулярные прямые а и Ь; они обе будут пер· 
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лендикулярны как g, так и g'. Пусть А, А', соответственно В,  В', - точки 
лересечения g, g' с а, соответственно с Ь. Тогда А, А ' - лолюсы Ь ,  а В, В' 
лолюсы а. В силу уже доказанной однозначности лолюса лолучаем А = А '  и 
В = В', т. е. g= (А , В) = (А ', В') = g' . 

В последующих теоремах и доказательствах, когда речь идет о полюсе 
прямой или поляре точки, надо все время подразумевать: qесли он (или она ) 
существует». 

( 1 1 ) Все неподвижные точки ортогональной коллинеации а* 1 ,  остав
ляющей на месте все точки прямой g, - это точки прямой g и полюс g. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. В самом деле, есш· Р - нелодвижная точка кол
лннеации а, не принадлежащая g, то прямая ,  соединяющая Р со всякой 
точкой прямой g, будет нелодвижной прямой коллннеации а, т. е. по  ( I )  
она перлендикулярна g ;  поэтому Р - это полюс g. 

( I I I ) Ортогональная коллинеация а =1=- 1 ,  оставляющая на месте все пря
мые, проходящие через точку Р, не имеет никаких неподвижных точек, кроме 
точки Р и точек ее поляры, и никаких неподвижных прямых, кроме прямых, 
проходящих через Р, и поляры точки Р. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. В силу теоремы 2 лоляра точки Р, будучи общим 
лерлендикуляром всех прямых, проходящих через Р, является нелодвижной 
прямой коллинеации а. Кроме того,  точка Q лоляры принадлежит неподвиж
ной прямой (Q ,  Р) ,  а поэтому является неподвижной точкой.  Если бы 
существовала отличная от Р нелодвижная точка коллинеации а, не принад
лежащая лоляре точки Р, то всякая проходящая через эту точку прямая 
была бы нелодвижна, ибо она является однозначно определенным перпенди
куляром к искоторой прямой, проходящей через Р, т .  е. она является 
искоторой нелодвижной прямой;  поэтому всякая точка была бы неподвижна  
и мы имели бы а =  1 .  Если бы ,  далее, существовала не  проходящая через Р 
и не полярная Р нелодвижная прямая h, то основание перпендикуляра,  опу
щенного из Р на h, было бы неподвижной точкой, отличной от точки Р и 
не лежащей на поляре точки Р. 

( IV) Если а. и аь - симметрии относительно двух перпендикулярных 
прямых а и Ь, проходящих через точку Р, то а.аь - симметрия относительно 
точки Р. 

Д о к а з  а т е л ь с т в о р аспадается на  три этапа .  
а )  Единственная неподвижная точка аааь ,  не принадлежащая поляре 

точки Р, - это точка Р. 
Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Пусть Q - неподвижная точка UaUь , т. е. 

Qaa = Qaь .  Допустим, что Q не принадлежит поляре точки Р. Тогда суще
ствуют однозначно определенные перпендикуляры а' и Ь', восставленные из 
Q к а и к Ь. При этом а' =!=- Ь'. Так как Qaa принадлежит а' и Qаь принад
лежит Ь', то точка Qaa = Quь должна совладать с Q. Следовательно, Q 
общая нелодвижная точка симметрий аа и сrь .  Так как по допущению он а  
н е  является полюсом ни а ,  ни Ь, т о  по ( 1 1 )  Q является общей точкой а и Ь, 
т. е. совладает с Р. 

б) GaUь инволютивно. 
Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  (аааь ) 2 оставляет нслодвижной каждую точку 

прямых а и Ь, а значит, по ( 1 1 )  является тождеством. В силу а )  GaUь не  
тождество. 

в)  Всякая прямая, проходящая через Р, является неподвижной прямой 
инволюции UaUь . 

Д о к а з  а т е л ь с т в о. Пуст ь с - прямая,  проходящая через Р, а Q 
точка с, отличная от Р и не принадлежащая поляре точки Р. По а )  Q от
лична от своего образа Q* = Qaaaь , а по б)  прямая (Q, Q*) неподвижна.  
Перлендикуляр из Р на эту прямую определен однозначно и его осно
вание является нелодвижной точкой , не принадлежащей поляре точки Р. 
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Следовательно, по а )  его основание совпадает с Р, а неподвижная прямая 
(Q ,  Q*) совпадает с с.  

д о к а з  а т е л ь  с т в о т е о р е м  ы 3. Пусть f1в и ag - симметрии с ОД· 
ной и той же осью g. Выберем на g точку Р и восставим в ней перпенди
куляр h (рис.  25) . Пусть f1h - фиксированная симметрия относительно h. 
Тогда f1 h f1 в  и f1hGg будут по ( IV) симметриями относительно точки Р. 

l 

g 

Теперь выберем точку Q, не принадлежащую ни g, ни h. 
Обе точки Qcrhaв и Qcrhag принадлежат, с одной сторо
ны, однозначно определенному перпендикуляру l нз 
точки Qcrh на прямую g, а с другой стороны, 
п рямой ( Q. P) . Имеем /=/= (Q, P) , а значит, Qahog = 

= Qohag. Следовательно, по б )  также Qagcrh = Qagah, 
т. е. Qog = Qag; другими словами, Q - неподвижная 

точка дл я  agag. Отсюда по ( I I )  вытекает, что agag = l ,  
" т. е. f1g = ag. То, что симметрии относительно разных ��1r=��� <r прямых не совпадают, вытекает уже из ( I I ) .  

Рис.  25. (V) Если f1p - сиJоtJоtетрия относительно точки Р, а О а, а ь - CUJoiJoteтpии относительно двух перпендикуляр
ных пря1о1ых а и Ь, проходящих через Р, то f1af1p = !Jь , т. е. l1p = f1af1ь .  

Д о к а з а т е л ь с т в о  (V) , аналогично ( IV) , проводится в т р и  этапа.  
а ' ) НеподвижныJоtи точка1о1и коллинеации f1a!JP Jоtогут быть только не

подвИжные точки cиJotJoteтpuu о ь . 
Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Пусть Q - неподвижRая точка а а О р ,  т. е. Qcra = 

= Qop.  Допустим,  что Q не принадлежит Ь. Тогда существует однозначно 
определенная  прямая  а', перпендикулярная а и проходящая через Q. Так 
как Qoa принадлежит а', а Qcrp - прямой (Q, Р) и так как a' =l= (Q, Р) , то 
Qcra = QOp = Q. Значит, Q - общая неподвижная точка для f1a и IJp, и в 
силу ( I I )  и ( I I I ) Q может быть только полюсом прямой Ь. 

б' ) f1a!JP иНВОЛЮТUВНО. 
Д о к а з  а т е л ь  с т в о.  При (cracrp) 2 каждая точка прямой а и каждая 

прямая ,  проходящая через точку Р, неподвижны, а значит, по ( I )  
(!1a!Jp ) 2= ! .  В силу а' ) !JaOP =/= !. 

в' ) !Jo!JP  переводит перпендикуляры к Ь в себя. 
Д о к а з  а т е л ь с т в о Пусть с - перпендикуляр к Ь. Так как а и по

ляра Р - неподвижные прямые как симметр и и  а а ,  так и IJp, а поэтому и 
коллинеации f1af1P,  то м ы  можем считать, что с отлична  от а 11 от поляры Р. 
Выберем точку Q на с, которая не принадлежит ни Ь, ни поляре Р. По 
а') Q отлична от своего образа Q* = Qf1af1P и по б' ) прям ая  (Q, Q* ) не
подвижна .  Она не проходит через Р. Перпендикуляр l нз точки Р на прямую 
(Q,  Q* )  определен однозначно;  его основание F является неподвижной точ
кой, отличной от Р и от полюса прямой Ь. Тогда F - точка прямой Ь по 
а') ,  т . е. l = (Р, F) = Ь ;  т. е. (Q ,  Q* )  перпендикулярна Ь. Так как Q не яв
ляется полюсом Ь, то (Q ,  Q* ) = с , а значит, с - неподвижная прямая .  

Так как  ортогональна я  коллинеация !Ja!JP по б' ) инволютивна,  а по 
в') каждая точка прямой Ь неподвижна,  то по теореме 3 f1af1P является 
однозначно определенной симметрией относительно прямой Ь. Этим утверж
дение (V) доказано 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 4. По ( IV) произведение симметрий 
относительно двух перпендикулярных прямых,  проходящих через точку Р, 
является симметрией относительно Р. С другой стороны, если взять сим
метрии  f1a!Jь относительно двух фиксированных взаимно перпендикулярных 
прямых а и Ь, проходящих через Р, то для всякой симметрии О р в силу (V) 
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имеет место Cl p = Ci a Ci ь .  Следовательно, есть только одна сим метрия относи
тельно Р. То, что симметрии относительно разных точек не совпадают, вы
текает из ( I I I ) .  

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  5. Если Р и g пол ярны, т о  сим
метрия относительно Р по ( 1 1 1 )  оставляет каждую точку прямой g неподвиж
ной, а значит, по теореме 3 совпадает с симметрией относительно g. Об
ратно, симметрия  относительно прямой g и симметрия относительно точки Р 
в силу ( ! )  могут совпадать только тогда, когда Р и g полярны.  

Итак, нами  доказаны все теоремы п .  4 . Установленные там 
результаты дают · возможность сформулировать аксиоматиче
ские основы учения о метрической плоскости и все следствия 
этих аксиом на  языке теории групп движений и свести доказа 
тельства к рассмотрени ю свойств группы движени й ,  т .  е .  за ме 
нить их теоретико-груп повым исчислением . Хотя метрическа я 
геометрия может быть развита непосредственно на основе дан
ной в п .  3 систем ы  аксиом,  мы ,  следуя Арнольду Шмидту, бу
дем идти путем развития теории группы движений ( впервые, 
хотя и несколько нначе ,  так поступил применительно к евкли 
давой геометрии на плоскости Томсен ) .  При  этом системе  ак
сиом удается придать еще более компактную форму. 

Л и т е р  а т у р а к § 2 .  К пп .  1 -2 :  К л е й  н [ 1 ], [2], Г и л ь б е р т  [ 1 ] ,  [2], 
Б а л  ь д у с [ 1 ], К о  к с т е р [ 1 ] . К пп. 3-5: Г и л ь б е р т [ 1 ] ,  Г е с с е н 
б е р г  [ 1 ] ,  [3], й е л ь м с л е в  [ 1 ] ,  [2], Т о м с е н  [3], П о д е л и Р а й д е
м а й с т е р  [ 1 1, Б а х м а и  [ 1 ], Ш м и д т  [ 1 ] ,  К л и н г е н б е р г  [4], Ш ю т т е  
[2], [3]. (Доказательство теоремы 3 Шютте опубликовал только для евклидо
вого случая - см.  [2] . )  

Построение пространствеиной метрической геометрии с применением от
ношения порядка и свободной подвижности ,  но бе.з аксиом параллельности 
и непрерывности дано Ш у р  о м [1] . (Ср. также А р  е н с [ 1 ]  и Д и к у о н
ц о [\] через выделение симметрии в группе движений. О иных геометриях, 
на которые построени я этой главы непосредственно не распространяются, 
см. К л е й  н [ 1 ] ,  [3], К а г а н [ 1 ] ,  Я г л о м, Р о з  е н ф е л ь  д и Я с и н
е к а я [ \ ], П и м е н о в  [ 1 ], Д и к у о н ц о  [ \ ] и В о л ь ф  [ 1 ]. - При.м. перев.)  



Г л а в а  /1 

М ЕТ Р И Ч Е С КАЯ ( А Б СОЛ ЮТ Н АЯ ) Г ЕОМ ЕТ Р И Я  

§ 3. Система аксиом метрической ( абсол ютной )  геометрии 

Для систематической тр актовки плоской метр ической гео · 
метрии мы сформулируем здесь систему аксиом , имеющую в к а ·  
честве первичных объектов одни только инволютивные элементы 
группы,  порожденной этими элементам и ;  при этом все аксиомы 
нашей системы будут нала гать известные условия на эти инво
лютивные образующие. Предл агаемая система аксиом характе
ризует группу движений метрических плоскостей и ,  следова 
тельно, р авносильн а системе  аксиом п .  3 § 2 .  Она  представляет 
собой сокращенную модификацию системы аксиом Арнольда 
Ш мидта .  

Сделаем н есколько замечаний об инволютивных элементах 
произвольной группы .  

1 .  И нволютивные элементы груп пы.  Основные соотношения. 
Элемент группы,  порядок которого р авен двум , называется инво
лютивны.м. Другими  словами ,  элемент а называется инволютив
ным, если  cr2 = l , a=F l , или,  что то же са мое, если а = а- 1 , a=F l .  
Через а, �. v м ы  будем обозначать произвольные элементы 
группы,  а через р ,  а, т - инвол ютивные элементы . Мы будем 
часто использовать следующее утверждение : элемент, обратный 
произведению инволютивных элементов, представляет собой 
произведение тех же элементов в обратном порядке, т. е .  
(cr1o2 • • •  оп(1 = оп . . .  о2о1 •  Понадобится нам и другое утвержде
ние :  образ инволютивного элемента при внутреннем автомор
физме групп ы  является инвол ютивным элементом,  т. е. элемент 
аа = а-1аа всегда инволютивен .  

При изучении групп, порождаемых инволютивными элемен
тами ,  н ас,  в частности, будет интересовать вопрос о том , когда 
произведение инволютивных элементов само инволютивно ;  в 
первую очередь м ы  з ададимся вопросом о том, когда произве
дение  двух или трех инволютивных элементов са мо инвол ютивно. 
При  этом соотношения 

ро инволютивно, 

рсrт и нволютивно 

будут играть в ажн..ую роль. 

( 1 ) 
(2) 
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Мы будем обозначать соотношение ( 1 ) через р 1 а. В м есто 
«р1 \ а и P2 l а» мы будем короче писать р 1 , P2 l а ; вместо « р 1  1 а1,  и 
Р2 \ а1 , и PI 1 а2, и P2 l а2» будем короче писать Pt. Р2 1 а1 ,  а2 и т. д. 

Прос rейшие формальные свойства отношений ( 1 )  и ( 2 )  та
ковы. Соотношение ( 1 )  равносильно л юбому из следующих со-
отношений :  

ра = ар, р =1= а, ( l ') 

ра = Р, р =1= а, ( 1 ") 

<JP = а, р =1= а. ( 1  111) 

Поэтому отношение ( 1 )  симметрично и нерефлексивно. Трех
местное отношение (2) рефлексивно в том смысле, что оно все
гда выполняется , если р ,  а, 1: не все р азличны ;  например ,  если 
't = p, то pa't = aP инволютивно. Далее,  оно симметрично в сле
дующем см ысле :  если  соотношение ( 2 )  выполняется для р, а, 1:, 
то оно выполняется и для  любой их перестановки. В самом деле, 
если pa't инволютивно, то инволютивны и его образы (pO't') P = 

= a'tp, (pa't) т = 'tpa при внутренних автоморфизмах р, 1:. А так  
как всякое инволютивное произведение равно своему обратному, 
то и 1:ар, p'ta, ap't инволютивны. 

Если для трех инволютивных элементов Pt. р2 , а выполняется 
соотношение 

Pt ,  P2 l а, (3) 

то мы говорим ,  что а соединяет элементы Pt. р2. Если для двух 
инволютивных элементов р 1 , Р2 существует инвол ютивный эле
мент а, удовлетворяющий (3 ) , то м ы  говорим , что P I • Р2 соеди
нимы; в противном случае называем их несоединимыми. Если 
р 1 , р2, рз \  а, то мы говорим ,  что а соединяет Pt• р2, Рз и т. д. 

Вот пример выполнения соотношения  (3 ) : если Pt 1 р2, то про
изведение Р 1 Р2 соединяет P I •  Р2 · 

2. Система аксиом.  О с н о в н о е д о п у щ е н  и е. Дана группа 
® и инвариантная система 6 ее образующих, состоящая из 
инволютивн ых элементов. 

Элементы из 6 обозначаются малыми л атинскими буквами .  
Те  инволютивные элементы из ®, . которые представимы как  
произведение двух элементов из 6 ( т .  е. элементы вида аЬ, где 
а 1 Ь ) ,  обозначаются большими латинским и  буквами .  

А к с и о м а 1 . Для любых Р, Q найдется g такой, что Р, Q 1 g. 
А к с и о м а  2. Из Р, Q \ g, h следует, что P = Q  или g = h. 
А к с и о м  а 3. Если а, Ь , с \ Р, то существует элемент d такой, 

что abc = d. 
А к с и о м а 4. Если а, Ь , с 1 g, то существует элем ею d такой, 

что abc = d, 
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А к с и о м а D. Существуют g, h, j такие, что g \ h , и не имеет 
места ни одно из соотношений j \ g, j \ h, j \ gh. 

Этой системе  аксиом удовлетворяют группы движений рас
смотренных в п .  3 § 2 метрических плоскостей (в частности , 
группы движени й  классических евклидавой и неевклидовых 
плоскостей ) ,  если п ринять за е1 множество осевых си м метри й ;  
те  инвол ютивные элементы группы, которые представнмы  как  
п роизведение двух элементов из е1 , окажутся при  этом цент
р альными симметриями .  

Согл асно основному допущению задается груп па ®, пораж
денная  системой образующих 6 с ®, состоящей из l lнволюпш
ных элементов, т. е. задается «порожденная  группа» ,  другим и 
словами - пара  (®, 6). ( В группе,  вообше говоря ,  мпгут суще
ствовать р азличные инвариантные системы из инвол ютивных об
ра зующих та кие, что выполняются все аксиомы. )  Всякую пару 
(®, 6), удовлетворяющую системе аксиом,  м ы  назовем группой 
движений. Элементы из е1 мы будем называть осевьши сим
метриями, а инволютивные элементы, представимые в виде про
изведения  двух элементов из  е> , - цен.тральными симАtетриями;  
элементы группы  ® м ы  назовем движениями. Таким обр азом, 
в нашей трактовке движения осевые и центральные  симмет
рии - это элементы некоей абстрактной группы ® ( а не  ото
б ражения в множестве элементов исходной обл асти ) . Ту теорию, 
которая  строится на  базе  этой системы аксиом, мы  называем 
плоской метрической геометрией. Чтобы подчеркнуть, что эта 
теория является общим фунда ментом , н ад которым надстраи
ваются р азличные частные метрические геометрии ,  отвечающие 
тому или иному допущению относительно параллельных, мы бу
дем называть нашу теорию, следуя введенному Я.  Бойяи тер
мину, плоской абсолютной геометрией. 

Аксиомы я вляются некоторыми специал ьными высказыва
ниями относительно основных отношений ( 1 ) ,  (2 ) и (3 ) . Аксио
мы 1 и 2 говорят об  отношении (3 ) : два элемента Р и Q всегда 
можно соединить элементом из е1 и п ритом единственным ,  если 
P=I=Q. Аксиомы 3 и 4 связывают отношения (3 )  и (2 ) : сели три 
элемента из е1 можно соединить элементом Р или элементом из 
е> , то для них выполняется отношение (2) с тем усилением,  что 
само  п роизведение принадлежит е1. 

3. Груп повая плоскость. Движения групповой плоскости. 
Каждую группу движений (®, 6), удовлетворяющую нашей си
стеме аксиом,  м ожно р ассматривать как группу движений неко
торой метрической плоскости. Укажем следующую каноническую 
конструкцию, позволяющую приписать абстрактной группе ® 
и ее системе оnразующих е> некую геометрическую структуру, 
называемую групповой плоскостью пары  (®, 6). 
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Элементы из 6 назовем прямыми групповой плоскости,  а 
те инволютивные элементы группы ®,  которые представим ы  в 
виде произведения двух элементов из  6, - точками групповой 
плоскости. Две прямые а и Ь из групповой плоскости мы назо
вем перпендикулярными, если выполняется отношени� а 1 Ь ;  это 
обстоятельство мы будем также записывать в виде a _L b. Таким 
образом , точки - это те элементы группы ,  которые представимы 
н виде произведения двух перпендикулярных прямых .  Назовем 
затем точку А и прямую Ь групповой плоскости инцидентны.чи , 
есл и выпол няется отношение А 1 Ь ;  это обстоятельство м ы  будем 
также за писывать так :  А I Ь или Ь I А. Если  им еет место равен
ство  ab = dc, то ,  следуя йельмслеву, мы  будем говорить,  что 
прямые Ь ,  d расположены зеркально ( или симме
трично) по отношению к прямым а, с ;  тогда и а, с 
расположены зеркально по  отношению к Ь ,  d 
( рис. 26) . В частности, если а =  с, т. е. аЬ = da, то м ы  
будем говорить, что пря мые Ь ,  d расположены зер 
кально (симметрично)  по отношению к прямой а * ) . 

В силу аксиом в групповой плоскости выпод 
няются следующие утверждения относите.пьно пер
пендикул ярности, инцидентности и зеркального 
расположения : 1 , 2 .  Для любых двух точек всегда 

Рис. 26. 

найдется инцидентпая им прямая ; она единственна, если точки 
различны. 3, 4. Если три прямые а, Ь , с инцидентны одной 
точке или же перпендикулярны одной прямой, то существует 
пряАtая d такая, что d, Ь расположены зеркально по отношению 
к а, с. D. Существуют две перпендикулярные прямые g, h и пря

мая j, не перпендикулярная 
ни g, ни h и не инцидентпая 
точке gh («аксиома трехсторон
ника» ;  рис .  27) . 

Прямую, соединяющую две 
р азл ичные точки Р, Q ,  мы обо
значим через (Р, Q) . 

Наша  система  аксиом до
пускает существование таких 
элементов а, Ь ,  с в 6, что аЬс = 

= 1 .  Тогда произведение любых двух из элементов а, Ь ,  с равно 
третьему и поэтому инвол ютивно. При  этом в групповой плоско
сти прямые а, Ь ,  с попарно перпендикулярны и образуют «поляр�  
ный трехсторонник», как в элл иптической геометрии ( рис. 28) . 

с 
Рис. 27. Рис. 28. 

*) Из наших аксиом не вытекает, что всякие две nрямые имеют ось 
симметрии, т. е. nрямую, относительно которой они расnоложены симме
трично. 
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В этом случае, например ,  аЬ , будучи инвоJiютивным элементом 
и произведением двух элементов из  6, является элементом 
С и С= с. На групповой плоскости элемент аЬ является одно
временно и прямой,  и точкой.  Если  С = с, то мы будем говорить, 
что точка С и прямая  с групповой плоскости полярны, и назы
вать точку С полюсом прямой с, а прямую с - полярой точки С. 
Те групповые плоскости, в которых существуют полярные точки 
и прямые ,  м ы  р ассмотрим подробнее в п .  8 .  

Так как по основному допущению система обр азующих инва
риантна ,  то при  внутреннем автоморфизме, порождаемом произ
вольным элементом с, множество 6 отображается на себя .  При 
этом всякое инволютивное произведение двух элементов из е 
переходит в инволютивное произведение двух элементов из е. 
Таким образом ,  отображение 

(4) 

является взаимно однозначным отобр ажением множества пря
м ых и м ножества точек групповой плоскости на  себя. При этом 
отображении перпендикулярность прямых ,  инцидентность точки 
и прямой и зеркальное расположение пар  прямых сохраняются ; 
п рямые х, х"' р асположены зеркально по  отношению к прямой 
с. Двукратное применение этого отображения является тожде
ством.  Отображение (4 )  мы н азовем симметрией групповой пло
скости относительно пря.м.ой с. Прямая  х является неподвижной 
прямой этой симметрии тогда и только тогда, когда х = с  или 
x .l c ;  точка Х является н еподвижной тогда и только тогда, ко
гда Х = с, т. е. Х полярна  с (такие точки м огут и не  существо
вать) , или же когда XI с. Из аксиом 3,  4 вытекает, что для сим
метрий  ( 4) выполняется т е о р е м а о т р е х с и м м е т р и я х : 
произведение симметрий относительно прямых а, Ь ,  с, инцидент
ных одной точке или перпендикулярных одной прямой, совпа
дает с симметрией относительно не которой прямой, а именно 
относительно фигурирующей выше прямой d, которая вместе 
с Ь р асположена зеркально относительно а, с ;  назовем эту пря
мую четвертой зеркальной прямой для тройки прямых а, Ь , с. 

Вообще при  любом V Е ® отобр ажение 

(Б) 
является взаимно однозначным на множестве прямых и множе
стве точек групповой плоскости, причем сохраняются введенные 
на групповой плоскости геометрические отношения .  Отображе
ние (5 )  мы назовем движением групповой плоскости ; при v = С
симметрией групповой плоскости относительно точки С. Если 
точка С и прямая с групповой плоскости полярны,  то симметрия 
относительно С совпадает с симметрией относительно с. 
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Движения (5 )  групповой плоскости образуют некоторую 
группу ® -�<, порождаемую системой 6 *  симметрий (4) относи 
тельно прямых групповой плоскости .  Если сопоставить каждому 
у Е ®  движение ( 5) групповой плоскости,  то получим гомо
морфное отображение пары (®, 6) н а  (®*, 6*) ; позже будет до
казано (теорема 1 9 ) , что это отображение изоморфно.  Таким 
образом, всякая группа  движений (®, 6),  удовлетворяющая ак
сиомам,  может быть представлена как группа  (®*, 6*) движений 
ее групповой плоскости . Групповая плоскость является метри
ческой плоскостью в смысле  п .  3 § 2. (Мы вскоре завершим до
казательство этого факта - см .  п. 4 ,  следствие из теоремы 3 и 
теС1рему 1 9 . ) 

Плоская метрическая геометрия ,  т. е .  теория групп движений, 
заданных аксиом атически, - та теория , которую м ы  намерены 
развивать, - является также геометрией групповых плоскостей 
этих групп движений .  Чтобы подчеркнуть эту связь, мы будем 
пользоваться геометрической терминологией групповой плоско
сти применительно к заданным в абстрактной группе  инволю
тивным элементам и отношениям м ежду ними .  Так ,  м ы  станем 
называть элементы из 6 просто пря.мы.«и, а вместо а 1 Ь писать 
a l. b. Те инволютивные элементы из ®,  которые представимы 
в виде произведения двух элементов из  6 , мы станем называть 
просто точками, а вместо А 1 Ь будем писать А I Ь или Ь I A . 
Можно в самих аксиомах устр анить символ 1 , заменив его н а 
l. и I и переформулировав ,  например ,  аксиомы 1 и D так:  

А к с и о м а 1 .  Для любых Р, Q найдется g такая, что 
Р, Q l g. 

А к с и о м а D .  Существуют g, h, j такие, что g l. h, и не имеет 
.места ни одно из соотношений j l. g, j l. h, П gh. 

Многие утверждения  нашей теое_ии  получают благодар я  ис
пользованию обоих символов l. и 1 геом етрическое истолкова
ние в групповой плоскости . Мы станем применять оба символа, 
чтобы утверждения  нашей теории б ыло л егче читать .  Си мволы 
l. и I всегда можно заменить символом \ ;  в принципе можно 
ограничиться им одним .  

4 .  Первые следствия и з  аксиом. Докажем некоторые теоремы, 
столь же простые и фундаментальные, как и сами аксиомы; мы 
их не включили в состав аксиом лишь  из  соображений экономии 
исходных требований .  Здесь м ы  и меем в виду п режде всего 
факты существования и «однозначности» перпендикуляров и об
ращение теоремы о трех перпендикулярах ( аксиомы 3 и 4 ) . 

Т е о р е м а 1 ( о  пересечении  перпендикуля ров) . Из а l. Ь и 
P l a, Ь следует, что Р = аЬ , и наоборот. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как a l. b, то произведение аЬ по 
определению явлпется точкой, причем такой, что аЬ I а, Ь. Так как 
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по условию Р I а, Ь и а =/= Ь, то Р = аЬ в силу аксиомы 2. Обр атное 
предложение следует из  самих определений перпендикулярности 
и инцидентности : ведь из равенства Р = аЬ вытекает, что произ
ведение л юбых двух из трех элементов Р, а, Ь равно третьему и 
поэтому инвол ютивно.  

Теорем а  l утверждает, что ес.11 и a ..L b , то аЬ есть однозначно 
определенная точка  пересечения а и Ь .  

Т е о р е м  а 2 ( о  существовании перпендикул яров) . Для лю
бых Р и g найдется по крайней 1о1ере одна l такая, что l l Р 
и l ..L g. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. С л у ч а й  1 :  P l g . Если Р = аЬ, то 
а, Ь, g l P. По а ксиоме 3 существует l такая ,  что abg = l, т. е .  

р Pg = l. Как и при  доказательстве обращения 
теоремы l ,  получаем тогда,  что l l P, l ..L g. 

t С л у ч а й  2 :  P "J:.g. Тогда либо P=I=Pg, 

---j.L---!1 либо P = g. Рассмотрим эти два подслучая 
отдельно.  

С л у ч а й  2а : Р =/= Р( В силу аксиомы 1 
pg существует l такая ,  что l l P, pg ( рис. 29) . 

Р ис. 29. Рассмотрев внутренний автоморфизм,  опре
деленный элементом g, получим lg l pg, Р. 

Поэтому в силу аксиомы 2 имеем l = lg. Далее l=l=g, ибо P l l, 
но P "J:.g. Следовательно, l ..L g. 

С л у ч а й  2б :  P = g, т. е .  Р и g полярны. Тогда для произ
вольной с ,  если c l P, то c ..L g  (и  обратно) . Если теперь Р = аЬ, 
то а, Ь I Р и поэтому а, Ь ..L g. В этом случае перпендикуляр к g, 
проходящий через Р, не является единственным. 

Т е о р е м а  3 (об однозначности перпендикуляра ) . Из P=l=g , 
а ,  b l P  и а , b ..L g  следует, что а ==- :: . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . С л у ч а й  1 : P l g. Из  а ,  g l P  и a J... g 
по теореме 1 следует P = ag. Аналогично по.'lучаем P = bg. Сле-
довательно, ag = bg, а значит,  а = Ь . 

С л у ч а й  2 : P =I= Pg. Из а , b l P следует, что ag, bg l Pg. Из 
а, b ..L g вытекает ag = a и bg = b. Итак,  а, Ь I Р, pg, откуда по 
а ксиоме 2 з акл ючаем ,  что а = Ь. 

Согл асно теореме 2 всякая точка соединима с л юбой прямой 
векоторой прямою.  Если P=l=g, то в силу теоремы 3 соединяющая 
прямая  определяется однозначно ;  м ы  обозначим ее через (Р, g)  
или (g, Р ) . 

Рассмотрения ,  выделенные в доказательствах теорем 2 и 3 
как «случай  1 », доказывают, что справедлива 

Т е о р е м  а 4 .  Если P l g, то Pg - прялtая, а иN.енно - пер
пендикуляр к g в точке Р. 

В cиJiy теоремы 3 для полярного трехсторонника, т. е. для 
трех попарно  перпендикулярных прямых, имеет место 
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Т е о р е м  а 5 ( о  полярном трехстороннике) . Если а, Ь , с 
попарно перпендикулярные прямые, то аЬс = 1 ,  и наоборот. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть а,  Ь , с попарно перпендику
лярны .  В силу а l. Ь произведение аЬ - точка и при этом а ,  Ь I аЬ ;  
кроме того,  а ,  Ь l. с и a =l=b. Отсюда в силу теоремы 3 аЬ = с, гак 
что аЬс = 1 .  Обратное утвер ждение было уже доказано в п .  3 .  

Теперь мы  можем установить, что ни одна прямая не перпен
дuкулярна всем остальным пря.мым ; иначе говоря ,  что ни  одна 
прямая не ком мутирует со всеми остальными прямыми .  Можно 
утвер ждать даже больше, а именно ,  что ни  одна прямая  не ком
мутирует со всеми тремя прямыми  g, h, j аксиомы D. Допусти м ,  
что такая прямая с, ком м утирующая с прямыми g, h, j, суще
ствует. Тогда c=l=g, h , j (ибо g, j , как и h, j ,  не коммутируют) 
и ,  следовательно, с 1 g, h, j. Из с 1 g, h и g 1 h в силу теоремы 5 
вытекает, что c = gh ;  но в таком случае gh i i . что противоречит 
аксиоме D.  

Отсюда, как дополнение к определению, получаем ,  что сим
метрии (4 )  относительно пря м ых групповой плоскости отличны 
от тождЕ>ственного движения ;  таким  образом, они я вляются на 
стоящими осевыми сим метриями в смысле п .  3 § 2 .  Таким обра
зом , кроме доказательства существования трех точек на  каж
дой прямой, составляющего содержание теоремы 3 1  (стр .  8 1 )  
( которое, однако, можно было б ы  провести уже сейчас) , нами  
уже полностью доказано, что групповая  плоскость является ме
трической плоскостью. 

Если использовать в последнем рассуждении вместо теоремы 
5 теорему 1 ,  то можно установить, что ни одна точка не комму
тирует со всеми прямыми .  Поэтому каждая си мметрия относи 
тельно точки групповой плоскости отлична от  тождественного 
движения ,  т .  е. эти симметрии являются центральными си мме
триями в смысле п .  4 § 2. 

Т е о р е м а 6 (о  существовании точек пе_ямой) . Для каждой 
прямой а существует такая точка А, что А 1 а. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  По аксиоме D существует но крайней 
мере одна точка Р (такой является gh) .  По теореме 2 для Р, а 
существует l такая ,  что l l  Р, f j_ a. Тогда la = A есть искомая 
точка .  

Т е о р е м  а 7 (дополнение к аксиоме 3) .  Из а,  Ь , c i P  и 
abc = d следует dl  Р. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Требуемая  инцидентность означает ,  
что аЬсР = РаЬс и abc=I=P. Но первое следует непосредственно 
из того, что по предположению а, Ь ,  с комму rируют с Р. Есл и  
бы было a!Jc = P, т о  a!J = Pc, и т а к  к а к  Ре  инволютивно, т о  a j_ b, 
Тогда по теореме 1 Р = аЬ, откуда Рс = Р, т. е. с = 1 , что невоз· 
можно. 
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Т е о р е м  а 8 (обр ащение  аксиомы 3 ) . Если a =f.' b  и а, Ь I Р, 
то из abc = d следцет c i P. 

Д о к а з  а т е л ·ь с т в о. По теореме 2 существует прямая Ь' 

такая ,  что b' l P и Ь' ..L c  ( рис.  30) . Тогда Ь'с - точка Р' и Ь', c l P'. 

о 
Теперь по аксиоме 3 аЬЬ'  есть некоторая прямая 
а' ,  которая в силу a=l=b отлична от  Ь' и по тео
реме 7 и нцидентн а Р. Так как a'b'c = abc = d, то 
a'd = b'c = P', откуда a' l P' .  Итак, а', b' l P, Р' и 

ь a'=l=b', откуда в силу аксиомы 2 и меем Р' = Р, rl'-�-- т. е. с I Р. 

Рис. 30 

Т е о р е м  а 9 (дополнение к аксиоме 4) . Из 
а, Ь ,  с ..L g и аЬс = d вытекает d ..L g. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Требуемая ортагональ
с ность означает, что abcg = gabc и abc =/=g. Первое 

получается непосредственно из условий теоремы. 
Если бы было abc = g, то ab = gc и тогда , так 
как  gc инвол ютивно, a ..L b . Тогда по теореме 5 
abg = 1 ,  т. е. ab = g. Отсюда gc = g  и с =  1 .  

Т е о р е м а  1 0  (обращение аксиомы 4 ) .  Из a =l= b ;  а, b ..L g; 
abc = d вытекает с ..L g. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. По теореме 6 существует такая точка 
Р, что P l c. Есл и  P = g, то c ..L g. Если P=l=g, т о  п роведем через 
Р перпендикуля р  с' к g ( рис. 3 1 ; теорем ы 0 Ь rl' 2 и 3) . Покажем, что c=l= c' невоз-

l J l J 
можно. 

Так как а,  Ь , с' ..L g:. то аЬс' по аксио: �' 
ме  4 является п рямои d', для котарои _ _ _ _  
в силу теоремы 9 d' ..L g. Тогда dc = d'c' / g 
и если c =l= c', то по  теоееме 8 d' I Р. Итак,  Рис .  3 1 .  
м ы  имеем P =l=g;  d', с

' l P  и d', с' ..L g, т .  е. 
в силу теоремы 3 d' = c', а значит, d = c, откуда а = Ь, что про
тиворечит допущению.  

3 а д а ч и 1 .  Систему аксиом п 2 § 3 можно видоизменить, заменив ее 
эквивалентной системой, сж•дующим образом : устранить из основного допу
щения слово «инвариантная» и дополнить сrисок аксиом теоремой 2. 

2. Симметрии а, Ь, с относительно трех попарно перпендикулярных 
плоскостей трехмерного евклидова пространства, симметрии в этих плоско
стях относительно трех прямых пересечения,  симметрия d относительно точки 
пересечения, а также тождественное отобра:н< ение образуют абелеву группу 
@ ,  причем а, Ь , с, d составляю1 ее инвариантную систему образующих @5. 
Имеет место abcd = ! .  Какие из наших аксиом и какие из теорем 1 - 1 0  вы
полняются в ( ®, @5 ), а какие нет? 

3. Пусть выполнено основное допущение без требования инвариантности 
системы образующих 

Т е с р е  м а 4•. Если Plg, то существуе1 такая, что Pg == l, 
является. как было замечено в теореме 2, следствием аксиомы 3. 

а) Из аксиомы 3 вытекае1 дополнение к аксис:;.;е 3 (теорема 7) . 
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б) Из теорем ы о пересечении перпендикуляров (теорем а 1 )  вытекает 
теорема о полярном трехстороннике (теорема 5) ; из теоремы о полярном 
трехстороннике вытекает дополнение к аксиоме 4 (теорем а 9) . При выпол
нении теоремы 4* эти три предложения  попарно эквивалентны. 

в ) Из теоремы 4* и обращения  аксиомы 4 (теорема 1 0) следует ак
сиома 2. 

Как видно из в ) , систему аксиом п. 2 § 3 можно заменить на эквива
лентную, устранив аксиому 2 и добавив обращение аксиомы 4. 

4 (к  эквивалентности системы аксиом метр ической плоскости п .  3 § 2 и 
системы аксиом теории групп п. 2 § 3) . Для каждой метрической плоско
сти Е определяется группа движений ( G  (Е ) , S ( Е ) )  плос11.ости Е [ (G (E) по
рождается системой S (Е) осевых симметрий];  она  удовлетворяет системе 
аксиом теории групп. Для каждой пары ( ®, @; ) ,  удовлетворяющей системе 
аксиом теории групп, определяется групповая плоскость Е ( @}, @;) пары 
( ®, @; ) ;  она удовлетворяет системе аксиом п. 3 § 2. При этом имеют место 
изоморфизмы :  

E ( G (E) ,  S (E ) ) � Е, ( G ( E ( ®, ® ) ) ,  S ( E ( ®, ® ) ) ) � ( ®, ® ) . 

Таким образом, если отождествлять изоморфные объекты,  то функция 
«группа движен11й плоскости Е» взаимно однозначно отображает метрические 
плоскости на  пары, удовлетворяющие системе аксиом п .  2 § 3. Функция «груп· 
повая плоскость для группы ( ®, ® ) »  осуществляет обратное отображение. 

5. Отношение принадлежности одному пуч ку. С амый  в ажный 
частный случай  отношения (2 )  - это случай ,  когда произведение 
о�разующих а, Ь ,  с снова является обр азующим или короче 

аЬс - прям ая .  (6) 

Если  выполняется (6) , то м ы  будем говорить, что три  прямые 
а, Ь ,  с принадлежат одному пучку. 

В силу аксиом 3 и 4 и их обращени й  можно утверждать, что 
если a =F b  и а,  Ь имеют общую точку или общий перпендикуляр  
(т. е .  существует точка V такая ,  что а, Ь I V ,  или  существует пря
мая v такая,  что а, Ь .L v ) , то множество прямых, принадлежа 
щих одному пучку с прямыми  а,  Ь ,  - это м ножество прямых,  
проходящих через точку V, соответственно множество прямых, 
перпендикулярных прямой v . 

Однако две различные прямые не  обязаны иметь общую 
точку и.rш общий перпендикуляр (ер .  п .  2 § 2 ) ; поэтому из отно· 
шения (6) не следует, что три прямые а, Ь ,  с проходят через 
одну точку V и.тш же соединимы одной прямой v.  

Рассмотрим теперь такой частный случай  отношения (2 ) , ко
гда произведение трех элементов имеет смешанный характер, 
т. е. состоит из прямых и точек, а именно, когда 

АЬС - п р я м ая .  (7) 
Оно выполняется тогда и только тогда,  когда А ,  Ь, С соеди• 

п и м ы  одной прямой v ( рис .  32) .  

5 Ф. Бахм ак 
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Т е о р е м  а 1 1 . А Ь С  тогда и только тогда является прямой, 
когда существует такая прямая v, что А, C I  v и Ь ..l v. 

Д о к а з  а т е л ь с т в о. а )  Пусть v - такая пря мая,  что 
А ,  C l v и b ..L v.  Обозначи в A v = a,  Cv = c  (см .  теорему 4 ) , полу-

/J чим A b C = (abc)v и а, Ь, c ..L v.  По аксиоме 4 
аЬс есть прямая d, а по теореме 9 d ..l v. По
этому A bC = dv = d. 

А б )  Пусть А ЪС - прям ая.  Если А = С, то 
С в силу теоремы 2 можно выбрать такую пря-

р мую v, что A i v  и b ..L v. Если A =F C, то обозна -ис. 32. 
чим v = (А , С) и пол а гаем снова A v = a, Cv = c. 

Тогда (abc)v = А ЬС, т .  е .  аЬс - прямая .  Так как a =F c  н а ,  с ..l v, 
то в силу теоремы 1 О Ь ..l v.  

Д о п о л н е н и е  к т е о р е м е  1 1 . Если А , C l v, а также 
b ..L v  и A bC = d, то d ..L v . 

Д о к а з а т е л ь с т в о. По условию A , C l v и b ..L v ; поэтому 
( см .  выше случай а ) ) А Ь С - прям ая ,  перпендикулярная v.  Эта 
прямая  в силу условия A b C = d совпадает с d. 

Если A =F C, то теорема  1 1  утверждает: А Ь С  является пря
мой тогда и только тогда ,  когда Ь ..l (А , С) . Если А =Fb ,  то тео
рема 1 1  _утверждает : А Ь С  является прямой тогда и только тогда, 
когда С 1 (А , Ь ) . 

Аналогично теореме  1 1  для отношения  

аВс - точка  (8) 

имеет место 
Т е о р е м  а 1 2 . аВс тогда и только тогда является точкой, 

когда существует прямая v, для которой а, с ..l v и В I v ( рис. 33) . 
Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  а)  Пусть v - прямая ,  удовлетворяю

щая требуемым условиям .  Положим Bv = b ;  тогда а, Ь ,  c ..L v. 
В силу аксиомы 4 аЬс = d и по теореме  9 d ..l v.  
Тогда aBc = abvc = abcv = dv есть точка D такая ,  Нн 0 с 
что D i v. 

б )  Пусть аВс - это точка D. Тогда BcD = а 
и по теореме 1 1  и дополнению к ней существует 
прямая v такая ,  что В, D l v и с, a ..L v. 

Из а ) , как и в случае теоремы 1 1 , полу- Рис. 33. 
чаем 

Д о п о л н е н и е  к т е о р е м е  1 2 . Из a, c ..L v ; B l v ;  aBc = D 
вытекает D I  v.  

Трехместные  отношения ( б) ,  (7) , (8)  си мметричны в 
указанном в п .  1 смысле .  Например ,  отношение (7 )  рав
носильно отношению «А СЬ - прямая» или отношению 
«ЬА С - прямая». 

Теоремы 1 1  и 1 2  обобща ют теорему о rpex симметриях. 
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6. Теорем а  о nерnендикулярах. Р ассмотрим  теnерь теорему 
о перпендикулярах ,  которую йельмслев называет основной тео
ремой плоской метрической геометрии .  В частности, она позво
л яет продолжить изучение отношения (6 ) . 

В теореме о перпендикулярах речь идет о прямых а, а', с, с', 
где a .L a' и c .L c' ;  здесь указывается критерий того, что прямая , 
принадлежащая одному пучку с а, с, принадлежит также одному 
пучку с а', с' . 

Т е о р е м а  1 3  (теорема о перпендикул яра х ) . Если а а ' = А .  
се' = С и аЬс является прямой d, то а'Ьс' является прямой 
тогда и только тогда, когда существует прям ая v такая , что 
A , C l v и d .L v  ( см .  рис.  34 ) . 

Рис. 34. Рис. 35. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Мы имеем a'bc' = a'a · abc · cc' = AdC. 
Поэтому а'Ьс' является прямой тогда и только тогда , когда 
AdC - прямая ,  и наше утверждение следует из теоремы 1 1 . 

Если А + С, то при допущениях теоремы о перпендикул яра х 
а'Ьс' является пря мой тогда и только тогда,  когда d .L (А , С) .  

Таким образом,  теорема о перпендикул ярах  вытекает из тео
ремы 1 1 . В приложениях часто целесообразно вместо теоремы 
о перпендикулярах  использовать непосредственно теорему 1 1 
(ер . ,  например , первое доказательство теоремы о высотах в §  4 ) . 

Конструкция теоремы о перпендикулярах  может быть сде
лана симметричной добавлением прямой d' ( рис.  35) ; тогда по
лучается 

Т е о р е м  а 14 (теорема о конфигурации перпендикуляров ) . 
Любые четыре из равенств 

аа' = А , сс' = С, a b c = d, a'b c' = d' ,  A dC = d' 

влекут за собой пятое. 

5* 
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пятое равенство вытекает из четырех 
первых :  

AdC = а' а ·  аЬс  · се' = а'Ьс' = d'. 

Аналогично получ ается и третье ра венство из всех остальных. 
То же имеет место для четвертого р авенства ,  ибо теорема инва 
риантна относительно за мены а, с, d на  а', с', d'. 

Первое р авенство получается из четырех остальных так :  

аа'  = dcb · bc'd' = dCd' = А. 

Так же и второе получается из  остальных ,  ибо теорема инвари
а нтна относительно замены а, а', А н а  с ,  с', С. 

Теорема о конфигур ации  перпендикуляров примечательна 
тем , что она доказывается без ссылок на аксиомы и справедли
ва для произвольных инволютивных элементов любой группы.  

Даже если в конфигурации перпендикуляров некоторые элементы сов
падают, мы получаем геометрически нетривиальные результаты. Так, напри
мер, если а = с, а' = с', А = С, то теорема 14 гласит : из первого и любых двух 
из остальных р авенств аа' = А,  ьа = d, ьа' = d1, dA = d' вытекает четвертое. 
Если здесь речь идет о последнем р авенстве, то это можно геометрически 
истолковать так :  если отразить гипотенузу прямоугольного треугольника в 
обоих катетах,  то полученные прямые будут симметричны относительно вер 
шины А (рис. 36) . 

Рис. 36. Рис. 37. 

Следствием теоремы о перпендикулярах является важная 
теорема о соединимости : 

Т е о р е м  а 1 5 . Для любых двух прямых а', с' и точки В 
найдется прямая, инцидентпая В и лежащая в одном пучке с 
а', с'; если к тому же а' =/=с' и В не инцидентна ни а', ни с', то 
такая прямая единственна. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  О пустим из  В перпендикуляры а и с 
на  а' и с', обозначив основания аа' = А  и се' = С (рис. 37) . 

Для доказательства существования проведем прямую, кото
рая инцидентна А и С, и опустим на нее перпендикуляр d из 
В. Тогда по аксиоме 3 adc - прямая ,  котор ая в силу теоремы 7 
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инцидентна В и по теореме о перпендикулярах принадлежит 
одному пучку с а', с' . 

Для доказательства однозначности допустим ,  что а' =l=c' и В 
не инцидентна ни а', ни с'. Тогда 11 =i=C, ибо из  аа' = се' и а' =l= c', 
т. е. a=l=c, и В I а , с по теореме 8 следовало бы  В I а', с'. Таким 
образом,  прямая v ,  соединяющая точки А и С, определена од
нозначно. Далее имеем B=l= v,  ибо из В =  v следовало бы а ,  с J. v,  
а отсюда в силу однозначности перпендикуляра ,  восставленного 
к прямой,  вытекало бы v = а' = с'. 

Пусть теперь Ь ,  Ь ' - две проходящие через В прям ые, при
надлежащие одному пучку с а', с'. Тогда аЬс и аЬ' с - пря м ые, 
проходящие через В ,  которые перпендикулярны v в силу тео
ремы о перпендикулярах. Так как в силу B =l=v  через В прохо
дит единственный перпендикуляр  к v ,  то аЬс = аЬ 'с, т .  е . Ь = Ь'. 

3 а д а ч а . Пусть даны а 1 ,  Ь ; , с 1 - два прямоугольных треугольника с 
вершинами А ,  Ib 1 , с1 ,  В 1 Ic ; , а ; и С; = а; Ь ; (i = 1 ,  2 ) .  Пусть, далее, А 1 =А2 = А ; 
кроме того, Ь 1с 1  = Ь2с2 и Ь 1  J:. с 1 .  Если Ь проходит через В1 , В2, а l - перпен· 
дикуляр,  опущенный из А на Ь, то точки С1 , С2, lb коллинеарны.  

7. П редставление движений.  Согл асно основному допущению 
всякий элемент нашей группы представим в виде произведения 
прямых.  Дока жем,  что имеет м есто 

Т е о р е м  а 1 6  (теорема о редукци и ) . Произведение четного 
числа прямых всегда равно некоторо.му произведению аЬ двух 
прямых, а произведение нечетнога числа прямых - не которому 
произведению аВ прямой и а 
точки, а также пекоторому 
произведению АЬ точки и 
прямой. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  
а )  Каждое произведение 
иv W равно не которому про
изведению аЬ.  

Ш' 

В самом деJ1е ,  в силу тео
ремы 1 5  существует пря 
мая  l ,  инцидентная W и та 
кая , что иvl есть прямая а 
( рис .  38) . По теореме 4 
l W - прямая Ь ,  откуда Рис. 38. Рис. 39. 
иv W = ttvl · lW = аЬ. 

б )  Каждое произведение иvw равно пекоторому произведе
нию аВ. 

В силу теоремы 6 существует точка И, инцидентная и. По 
теореме 1 5  существует прямая  v', инци п.ентная И, такая , чтп 
v

'
v u •  является прямой w '. Опустим из И перпендикуляр  l н а  
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w' (рис .  39 ) ; тогда в силу аксиомы 3 иv'l является прям ой а, 
а /w' - точкой В и иvw = иv'w' = иv'Z . Zw' = aB . 

Используя а )  и б ) , можно упростить Jlloбoe заданное произ
ведение пря мых :  каждое произведение четырех прямых  в силу 
б) и а) ра вно произведению двух прямых .  Поэтому произведе
ние четного числ а прямых равно произведению двух, а нечет
нога числ а - произведению трех прямых (для  произведения из 
одного м ножителя утверждение справедливо тривиальным об
р азом ) ,  после чего в силу б )  м ы  и nриходим  к требуемым ре
зультата м .  

В силу теоремы 1 6, в частности, каждый инволютивный эле
мент групп ы  можно представить в виде аЬ или аВ. По опре
делению инволютивный элемент аЬ есть точка ,  а инволютивный 
элемент аВ в силу теоремы 4 есть прямая .  Итак :  

Т е о р е м  а 1 7 . Всякий инволютивный элемент группы есть 
либо точка, либо прямая. 

Оnир аясь на  теоремы 1 6  и 1 7, мы докажем теперь, что для 
всякой групп ы  движений (®, 6), удовлетворяющей аксиомам ,  
справедлива  

Т е о р е м  а 1 8 . Центр группы ® состоит только из  единицы. 
3 а м е ч  а н и е. Будем говорить вместе с Г .  Винером, что 

группа  биинволютивна ( zweisp iege l ig) ,  если всякий ее элемент 
представим в виде произведения двух инволютивных элементов. 
Имеет место утверждение :  

Если центр биинволютивной группы не  содержит инволютив
ных элементов, то он состоит только из единицы. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о . В биинвол ютивной группе квадрат 
всякого принадлежащего центру элемента равен единице, ибо 
рр' ( где р, р' инволютивны ) , принадлежит центру, ком мутирует 
с р и ,  значит,  рр' · р = р · рр' = р', т. е. (рр')2 = 1 .  

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  1 8. Так как  группа ® по 
теореме 1 6  биинволютивна ,  то остается доказать, что центр ® 
не содержит инволютивных элементов. Но это следует из тео
ремы 1 7  и того факта ,  уже установленного в п. 4, что ни одна 
прямая  и ни одна точка  не коммутируют со всеми прямыми.  

Группа  ® изоморфна группе своих внутренних автоморфиз
мов, ибо по теореме 18 внутренний автомор физм ,  порожден
ный элементом v=F 1 ,  не может переводить всякий элемент из 
® в себя .  Он  не может даже переводить каждый элемент из 6 
в себя ,  и поэтому имеет место 

Т е о р е м  а 1 9 . Аксиоматически заданная группа движений 
изоморфна группе движений ее групповой плоскости. 

Итак,  всякое высказывание об элементах аксиомэтически 
заданной группы может быть перефор мул ировано в виде В ЬI 

сказьJВания о движениях групповой плоскости,  и обр атно. 
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В виде допол нения к теореме 16  заметим ,  что верна  
Т е о р е м  а 20 .  а )  Каждое произведение аВ равно некото

ро.му произведению 

аЬс, где а, b ..l c, (9) 

и наоборот. То же верно для произведения А Ь .  
б)  Каждое произведение А В  равно некоторо.му произведе

нию 

и наоборот. 
аЬ ,  где существует с такое, что а,  Ь ..l с, ( 1 О) 

Д о к а з а т е л ь  с т в о. а )  Если с - перпендикуляр  к а, про
ходящий через В, и Вс = Ь , то а В р авно (9 ) . Обратное триви
ально. 

б) Если с - прям ая,  проходящая через А и В,  и А с = а, а 
Вс = Ь , то А В =  ас · сЬ . Обр атно, всякое произведение ( 1 0 )  рав
но ас ·  сЬ, где ас и сЬ - точки .  

То движение, которое можно представить в виде произведе
ния аВ, будем называть скользящей симметрией. Если отлич
ная от единицы скользящая симметрия  представлена в виде аВ, 
то перпендикуляр  (а, В ) м ы  называем осью скользящей симмет
рии. Ось не зависит от выбора представления скользящей сим
метрии в виде а В, ибо из  аВ = а' В' =1= 1 в силу теоремы 1 1  сле
дует, что (а ,  В ) = (а', В') .  Есл и  скользящая симметрия пред
ставлена в виде АЬ ,  то (А , Ь )  тоже является осью А Ь. Для 
инволютивного аВ в силу теоремы 4 аВ = (а ,  В ) ; поэтому 
если скользящая сим метрия инволютивна ,  то  он а является 
осевой симметрией (симметрией относительно оси преобразо
вания ) . 

Может случиться, что произведение аВ = 1 ( например ,  в слу
чае, когда выполняется вводимая  ниже а ксиома Р ) ; в этом слу
чае тождественное движение также является скользящей сим
метрией, и каждая прямая является осью этой скользящей сим
метрии .  

3 а д а ч а.  Пусть а, Ь ,  с - трехсторонник, где аЬс =F 1 , и в этом трех
стороннике существуют высоты и, w (и .1. а и иЬс - прямая, w .1. с и abw -
прямая ) . Тогда ось скользящей симметри и  аЬс инцидентна основаниям вы
сот au и cw. 

8. Собственные и зеркальн ые движения. Аксиома полярного 
трехсторонника. Во всякой группе, порожденной инволютивны
ми элементами ,  те  элементы, которые представимы в виде про 
изведения четного числа образующих, образуют подгруппу, ко
торую мы обозначим через 11 . Далее возможны два взаимо
исключающие друг друга случ а я. 
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l )  Н и одно прои:зведение нечетнога ч и сл а образующих не 
равно 1 .  Тогда п роизведение четного числа образующих не 
равно п роизведению нечетнаго числа образующи х, и U - под
группа  индекса 2.  

2 ) Существует произведение нечетнаго числа образующих, 
равное 1 .  Тогда всякое произведение образующих можно умно
жить на  это произведение, не  изменив самого элемента. Значит, 
всякое п роизведение четного числа образующих равно произ
ведению нечетнаго числа образующих, и обратно. В этом слу
чае  U совпадает со всей группой .  

Наша система  аксиом допускает обе возможности. Развет-
вление ее осуществляется такими аксиомами :  

А к с и о м а  -- Р * ) . Всегда аЬс=/= 1 .  
А к с и о м а Р .  Существуют а,  Ь ,  с ,  для которых аЬс = 1 . 
Согласно теореме 5 а ксиома  "' Р  гласит:  нет полярного трех-

сторонника, аксиома  Р гласит: существует полярный трехсто
ронник. 

Если для системы образующих аксиоматически заданной 
группы выполняется аксиом а  "' Р ,  то, согласно теореме 1 6, 
ИJ14еет место случай 1 )  и спр аведлива 

Т е о р е м  а 2 1 .  Если выполняется аксиома "' Р, то все эле
менты, представимые в виде аЬ, образуют подгруппу индекса 2. 
Ее класс смежности состоит из всех элементов группы, предста
вимых в виде а В. И нволютивные элементы подгруппы - это 
точки; инволютuвные элементы класса смежности - прямые. Ни 
одна точка не совпадает с прямой. 

Если выполняется аксиома  Р, то имеет место случай 2) и 
справедлива  

Т е о р е м  а 22 .  Если выполняется аксиома Р, то  всякий эле
мент группы представим в виде аЬ ; всякая точка равна пекото
рой прямой, и обратно; всякий инволютивный элемент группы 
принадлежит системе образующих. 

Тот элемент группы,  который представим в виде четного, 
соответственно нечетнаго числа  образующих, мы называем соб
ственным, соответственно зеркальным движением. При условии 
выполнимости а ксиом ы  "' Р  собственные и зеркальные движе
ния р азличны ; при условии выполнимости аксиомы Р всякий 
элемент группы является одновременно и собственным и зеркаль
н ы м  движением .  

Мы докажем теперь следующую теорему об отношении ( 1 ) , 
частными  случаями  которого являются отношения перпендику
лярности и инцидентности :  

*)  ,...., - логический знак отрицания .  (Прим. ред.) 
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Т е о р е м а 23. Если выполняется аксиома ,...., Р, то произве
дение АВ никогда не инволютивно. 

Д о к а з  а т е л ь с т в о .  Если АВ инволютивно, то А В  в силу 
теоремы 20б ) равно инволютивному произведению ( 1 0) .  Тогда 
а, Ь, с попарно перпендикулярны и в силу теоремы 5 аЬс =  1 .  

Две точки А и В, для которых имеет место отношение А \  В ,  
мы будем называть взаимно полярными. Существование  поляр
ных точек равносильно аксиоме Р.  

Группу, удовлетворяющую нашей системе  аксиом и аксиоме 
Р, мы назовем эллиптической группой движений, ее групповую 
плоскость - эллиптической плоскостью, а соответствующую тео
рию - (плоской) эллиптической геометрией. 

Так как в эюшптической группе движений  всякая точка 
равна прямой,  и обратно, то всякая точка эллиптической 
плоскости имеет однозначно определенную по.'lяру, а каж
дая прямая  - однозначно определенный полюс.  

Если а = А  и Ь = В, то отношение а 1 Ь можно 
выразить одним  из четырех способов ( рис .  40) : 

1 .  прямые а и Ь перпендикулярны ;  
1 1 .  прямая а и точка В инцидентны ;  

1 1 1 .  точка А и прямая  Ь инцидентны ;  
IV. точки А и В полярны .  
Теорема эллиптической геометрии сохранит 

свою истинность, если заменить в ней точки пря
мыми и прямые - точками ,  т .  е .  большие л атин-

~ 8 о 
Рис. 40. 

ские буквы на м алые и наоборот. Так ,  например ,  в силу аксиом 
1 и 2 в эллиптической геометрии выполняются теоремы :  

1 )  Для любых а ,  Ь существует по крайней мере одно такое 
с, что а, Ь 1 с. 

2) Из а, Ь \ с, d вытекает а = Ь  или c = d. 
В теореме 1 )  содержатся, например ,  такие утверждения 

эллиптической геометрии :  две прямые всегда и меют общий пер
пендикуляр ;  две прямые всегда имеют общую точку; из  всякой 
точки можно опустить на  всякую прямую перпендикуля р ;  две 
точки всегда имеют общую полярную точку. В теореме  2)  со
держатся ,  в частности, такие утверждения :  две р азличные пря 
мые  имеют не  более одного общего перпендикуляра ;  две  раз
личные прямые  имеют не более одной общей точки ; через вся
кую точку проходит не более одного перпендикуляра  к всякой 
прямой, которая  не полярна  этой точке ; две р азличные точки 
можно соединить не  более чerv1 одной прямой.  

9. Аналогия между точками и прямыми.  Замена точек на 
прямые и н аоборот, которую можно по желанию производить 
во всех теорем ах эллиптической геометрии,  возможна также и 
в общей плоской метрической геометрии,  однако, л и ш ь  при  
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определенных условиях.  Примеры этой аналогии точек и пря
мых таковы : 

Для всяких А и В найдет
ся такое с, что A i c  и B l c  
( аксиома 1 ) .  

Из А I с, d и В I с, d сле
дует А = В  или c = d  ( а ксио 
м а  2) . 

Для всяких А и Ь найдется 
такое с, что А I с и Ь ..L с (тео
рема  2) . 

Из А I с, d и Ь ..L с, d сле
дует А = Ь или c = d (теоре
ма 3) .  

[Если заменить в п равом столбце точку А на  прямую а, то 
мы не придем к верному утверждению абсол ютной геометрии. 
Более того, из двух получающихся высказываний :  «для а и Ь 
всегда найдется такое с, что а, Ь ..L С» и «Е ели а, Ь ..L с, d, то а =  Ь 
или c = d» ,  первое р авносильно а ксиоме Р,  а второе - аксиоме 
"' R  неевклидовой метрики, которая  будет введена в п .  7 § 6 .] 

Другими примерами  аналогичных друг другу теорем служат 
а ксиомы 3 и 4 ,  их дополнения ,  их обращения,  теорема 1 о пере
сечении  перпендикуляров и теорема 5 о полярном трехсторонни
ке, теорема 1 1  и теорем а 1 2 .  

Н а  аналогию между точками и прямыми обратил внимание 
Арнольд Шмидт; он придал ей точную форму, сведя изучение 
геометрии к анализу системы аксиом теоретико-группового ха
рактера .  Несмотря на непоследовательный характер этой ана
логии ,  она представляет собой весьма плодотворный принцип, 
о котором не следует забывать при изучении плоской метриче
ской геометрии .  Аналогия между точками и прямыми помогает 
р аспознавать родственные теоремы,  которые иногда даже и до
казываются аналогично, а также формулировать новые теоремы, 
чсходя из  уже известных.  Одна ко мы не знаем никакой общей 
теоремы,  которая  позволила бы точно указать гр аницы, в каких 
эта аналогия является допустимой .  

Даже среди теорем общей плоской метрической геометрии 
есть такие, которые выполняются для любых инволютивных эле
ментов а ксиоматически заданной группы  и в которых можно 
по желанию заменять точки прямыми и наоборот, например :  

Т е о р е м  а 24 .  Пусть а1 , а2, а3, а инволютивны ; тогда 
а) из ar 1 <J2, а2 1 аз , аз 1 <Jt следует a r  а2аз = 1 ,  и наоборот; 
б) если ar , а2 , аз 1 а, то a razaз инволютивно и <J r<J2<Jз l  а. 
Теорема  24 б )  - это теорема о трех симметриях для произ-

вольных инволютивных элементов и дополнение к ней. 
Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  а )  Если  ar , а2, аз - прямые, то  а )  

имеет место в силу теоремы 5 ,  а значит, при  условии спр авед
ливости а ксиомы Р утверждение а) в силу теоремы 22 выпол
няется всегда.  При условии истинности аксиомы ,....., Р условие 
а\ 13 силу теоремы 23 возможно только тогда ,  когда сред» эле-
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ментов а1 , а2, аз есть одна точка и две прямые. В этом случае  
а)  следует из теоремы 1 . Обращение этой теоремы тривиально. 

б )  Если  0'1 ,  0'2, аз, а - прямые, то б )  имеет м есто в силу 
аксиомы 4 и теоремы 9, а значит, при условии истинности а ксио
мы Р, б )  верно всегда . Если  же принять аксиому ""' Р,  то, со
гласно теореме 23, возможны только следующие случаи :  

а - точка , а а1 , а2, аз - прямые; в этом случае б )  следует 
из аксиомы 3 и теоремы 7; 

а - прямая ,  а элементы а1 , а2, аз суть :  
две прямые и точка ; тогда б )  верно по теореме 1 2 ;  
прямая  и две точки ; тогда б )  верно по теореме  1 1 ;  
три точки ; тогда мы  должны доказать :  

Если А,  В ,  C l g, то АВС есть точка D и D l g. 
Положим Ag = a, Bg = b, Cg = c. Тогда а ,  Ь , c l.. g. По аксиоме 4  

аЬс является прямой d, причем в силу теоремы 9 d l.. g. Итак, 
ABC = ag · gb · cg = dg - точка D и D l g. 

По поводу теоремы 24 б )  за метим ,  что обращение теоремы 
о трех сим метриях не  обладает та кой же общностью; например,  
утверждения :  

если А =1= В ,  
если а =1= Ь, 

А ,  Blg 
а, b l.. g 

и 
и 

ABC = D, то 
abC = D, то 

Clg, 
Clg,  

( 1 1 ) 
( 1 2) 

справедливы только тогда, когда метрика неевклидова,  т. е. при  
выполнении вводимой ниже  аксиом ы  ""' R (п .  7 § 6 ) . Проводя 
же рассуждения по схеме  доказательства теоремы 24 б ) , можно 
лишь установить, что спр аведлива 

Т е о р е м  а 24 .  Пусть а1 , а2, аз а ин.волютивны ;  тогда : 
в) Если а1 = а2 ;  а 1 , а2 \ а и а 1а2аз - nря.мая ,  то аз \ а. 
К тем теоремам ,  которые выполняются для всех инволютив

ных элементов нашей группы, принадлежат, в частности, тео
ремы, справедливые для всякого инволютивного элемента про
изво JТьiюй группы, т. е. не зависящие от аксиом.  Подобной тео
ремой является теорема 14 о конфигураrrи:и перпендикуляров.  
Если за менить в ней прямую d' н а  точку D' и пом енять местам и  
С и с', то мы убедимся, что спр аведлива 

Т е о р е м  а 1 4' . Если имеют .место какие-либо четыре из ра
венств аа' = А , сс' = С, abc = d, a'bC = D' , Adc' = D', то имеет 
.место и пятое равенство. 

Если в фигуре, которая отвечает этому аналогу конфигура 
ции перпендикуляров (рис. 4 1 ,  а) , отбросить точку D' ( рис.  4 1 , б), 
то придем,  например, к такому утверждени ю, которое н а м  по
надобится позже:  

Т е о р е м а  25. Пусть ab = dc и a.J:d. Пусть также a'l.. a; 
b' l.. b; c' l.. c; d' l.. d; aa' I d'; cc' I b'. Тогда условие a' l.. b '  равн.о
'ильно с' l.. d'. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Положим аа' = А ,  сс' = С. Тогда а'ЬС = 
= a'a · abc · c' = A dc'. Есл и  теперь а' l. b', то, так как b l. b' и 
С I Ь', по теореме 1 2  произведение а'ЬС является точкой.  Так 
как при  этом Аdс' - тоже точка ,  а A l d', d l. d' и A =!=d ( по
скольку a l A ;  aJ:. d) ,  то в силу той же теоремы 12 с' l. d'. Анало
гично получается обр атное утверждение :  н адо только заметить, 
что в силу обеих первых посылок Ь d:' с. 

а ) б) 
Рис. 4 1 .  

Если принять а ксиому .- Р, т о  в теореме 2 5  можно отбро
сить условие ad:.d. 

3 а д а ч а. Образовать все аналоги теоремы о конфигурации перпенди
куляров и уяснить их геометрическое значение. 

1 0. Н еподвижные прямые и неподвижные точки движения.  
З ададим ся вопросом о неподвижных прямых и неподвижных 
точках движения (5) групповой плоскости, т. е .  об инволютив
ных элементах а, для которых 

о'У = а. ( 1 3) 

Эти элементы а м ы  короче назовем инволютивными непод
вижными элементами движения '\'· 

Если у само  инвол ютивно, то ответ на наш воп рос ясен : 
н адо, чтобы было о = у  или о \ у. В общем случае запишем у в 
«норм альной форм е» ( см .  выше теорему 1 6) : v = a �. где а, � 
инвол ютивные эле менты, хотя бы один из которых �I Вляется 
прямой.  

Л е м м а о н е п о д в и ж н ы х э л е м е н т а х. Пусть а, � -
инволютивные элементы, хотя бы один из которых является пря
мой, и (а�) 2 = 1 . Тогда для любого инволютивного а равенство 
aa.l\ = а выполняется тогда и только тогда, когда а \  а, �· 

Таки м  образом,  неинвол ютивное и отл ичное от единицы дви
жение ( записываемое в нор мальной фор ме в виде а�) обладает 
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тол ько теми Iшволютивны м и  11еподвижны ми элемента ми ,  кото
рые соединяют а и �. т. е .  являются общи м и  неподвижными  ин
волютивными элементами  обоих инволютивных множителей 
(такой элемент обязательно отличен от а и �. ибо, напри мер ,  
из af:l = a следовало бы (а�) 2 =  1 ) .  

Д о к а з  а т е л ь  с т в о необходимости .  Не  теряя  общности, 
можно предположить, что элемент а является прямой а. До
пустим ,  что утверждение  неверно;  тогда существует такой эле
меН1 а, что aa. = af:\ ::;6  а. 

Мы можем считать, что �. а соединимы ,  т. е. что существует 
такой инволютивный элемент р, что �. а \ р .  В самом деле, если 
они несоединимы,  то оба эти элемента обязательно являются 
пря мыми .  Тогда можно на  прямой а 
выбрать произвольную точку р и по  тео
реме  1 5  так определить п р я мую �', где 
�' \ р, чтобы а��' было прямой а' ( рис .  42) . о' 
Так как  a� = a'�'=i= 1 и не  инволютивно, 
то из аа = af!> ::;6 а в силу об р а щения 
аксиом ы  4 вытекает аа' = а11' ::;6 а .  Тогда 
можно з а менить а� на а'�' ; в дал ьней -
шем м ы  считаем это сдел анным .  

Р ис. 42. Из �. а 1 р вытекает �а 1 ра = р. Так как 
условие aaf:\ = а р авносил ьно (а�)а = а� , то 
а��а = (аМа �а = аа есть пр я м ая .  И з  af!> ::;6 а,  т. е .  � ::;6 �а. следо
вало бы поэтому (в  силу того, что �. �а \ р, и теоре м ы  24в) ) , 
что а \ р . По теореме 24б )  в силу а , � . а \ р произведение а�а 
является инволютивным ,  т . е .  а� = (а�)а = а · а�а = а ·  а�а = �а и ,  
значит, (а� ) 2 = 1 ;  н о  это противоречит условию. 

Если инволютивные элементы р, а, 't связаны условием aP = 't, 
то мы называем р средним элементом для а, 't, точнее, средней 
линией или средней точкой * ) , в зависимости от того, является 
ли р прямой или точкой.  Если R - средняя  точка для S и Т, то 
(S, T) R = (SR, TR) = ( Т, S ) = (S, Т) и (S ,  Т) =i=R ( ибо соединение  
двух разных элементов не может быть их средни м  элементом ) ,  
а также R l (S,  Т) :  средняя точка двух различных точек всегда 
лежит на прямой, соединяющей их. Столь же просты м и  рассуж
дениями устанавливается, например ,  что средняя линия двух 
различных точек перпендикулярна их соединительной прямой, 
т. е .  является медuатрисой этих точек. Другое утверждение: 
средняя линия двух различных пересекающихся прямых про
ходит через их общую точку, т. е .  является «биссектрисой». 

� )  Мы будем пользоваться также термина м и  «ось cuмAteтpuu», «I!P.H TP 
t-имметрии». (Прим. перев.) 
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Из лем мы о неподвижных элементах вытекает 1 а кое Ч I I CTo 
теоретико- групповое следствие :  

С л е д с т в и е о с р е д н е м э л е м е н т е. Пусть а, р - и�
волютивные элементы, хоть один из которых является прямои. 
Пусть , далее, а, -r также инволютивны. Тогда из aa = 't, afl = -r и 
a =l=-r следует, что либо а = Р, либо ар инволютивно и ap \ a, -r. 

Таким образом,  если два различных инволюти вных элемента 
а, 't обладают двумя р азличными  средними элемента ми ,  один 
из которых есть пря мая ,  то произведение средних элементов 
инволютивно и соединяет а, -r. 

Д о к а з  а т е л ь с т в о. По  условию oafl = а, но ни  отношение 
о 1 а (из о 1 а следовало бы о =  оа = т) ,  ни отношение о 1 � не 
и меют места .  П о  лемме отсюда следует, что (а�)2 = 1 ,  т. е. 
л ибо а = �. л ибо а� и нволютивно. Во втором  случае из  oafl = о  
и а� =1= о (и з  а� = о следовало бы,  что о 1 а) вытекает а� 1 о; 
так же получается а� 1 •. 

Разыщем теперь движения ,  которые переводят в себя точку 
S и инцидентную ей прямую t. Единственными инволюти вными 
движениями ,  для которых это возможно, очевидно, являются сим
метрии относительно S, или относительно t ,  или относительно 
перпендикуляра ,  восставленного к t в точке S, т. е. относительно 
St. Неинволютивное движение, которое оставляет неподвижны
ми  S и t, необходимо является тождеством ,  ибо, записав его в 
норм альной форме  ар и допустив, что оно =1= 1 ,  по лемме полу
чим S, t 1 а, р, т. е. в силу S I t по теореме 24 а) имеем Sta = 1 
и StP = 1 ,  т. е. а =  р, а значит, аР = 1 ,  что прОТ!fВОречит нашему 
допущению.  Те движения ,  которые оста вляют неподвижной пару 
(точка ,  прямая ) , образуют так называемую четырехчленную 
группу Клейна ( Кle inische Vieгergruppe)  * ) , состоящую из тож
дества и трех указанных выше сим метрий.  Отсюда следует 

Т е о р е м а  26 (о жесткости движений ) .  Пусть дана пара: 
точка S и инцидентная ей прямая t; выберем еще одну такую . 
же пару. Если существует движение у, которое первую пару 
переводит во вторую, то существует ровно четыре движения, 
переводящие первую пару во вторую. Они получаются умноже
нием элементов 1 ,  S, t, St четырехчленной группы Клейна на 
движение у. 

В самом деле, если б - движение, переводящее первую пару 
во вторую, то бу-1 - движение, оста вляющее S и t неподвиж
ными. 

* )  Хорошо известно, что имеется лишь no одной групnе второго и треть
его nорядка - это соответствующие циклические груnnы;  неизоморфных же 
rpynn четвертого nорядка существует две - циклическая групnа и «Vierer
gruppe» К:лейна . (Прим. ред.) 
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Утверждение о жесткости движений является аналогом пред
положения об ортогональной паре  прямых s, t. 

Примем тепць ( вплоть до теоремы 28) аксиому ,...., Р. Лемма  
о неподвижных элементах утверждает : 

Т е о р е м  а 27. При допущении аксиомы ,...., Р справедливо : 
а)  Пусть ab =F I  и не инволютивно. Для того чтобы было 

sаь = s, необходимы и достаточны условия s .l а, Ь; для того что
бы было sаь = S, необходимы и достаточны условия s I а, ь .  

б) Пусть аВ не инволютивно. Для того чтобы было saв = s, 
необходимо и достаточно условие s = (а, В ) ; saв = s  не может 
иметь места никогда. 

Таким образом,  неподвижными прямыми  неинволютивного 
собственного нетождественного движения аЬ =1= 1 могут быть 
только общие перпендикуляры прямых а, Ь; неподвижной точ
кой такого движения может быть только общая точка а, Ь ; если 
общий перпендикуляр  или общая точка  существуют, то они обя
зательно будут неподвижными элементами .  Единственной не
подвижной прямой неинволютивного зеркального движения аВ 
является (а, В ) - ось скользящей симметрии аВ ; неподвижных 
точек это движение не  имеет. 

Если движение инволютивно, то можно добавить:  неподвиж
ной прямой инволютивного собственного движения аЬ = С  яв
ляется каждая прямая  s, инцидентпая  С, а единственной не
подвижной точкой этого движения является точка С. Инволю
тивным неподвижным элементом инволютивного зеркального 
движения аВ = с, кроме оси (а , В)  = с скользящей симметрии ,  
являются еще прямые s , перпендикулярные с,  и точки S прямой с. 

Из этого вытекают такие утверждения : если отличное от тож
дественного движение обладает двумя неподвижными точками,  
то это есть симметрия относительно прямой, соединяющей эти 
точки ; если оно обладает неподвижной точкой и неподвижной 
прямой, то оно инволютивно. 

Из с.11едствия о среднем элементе вытекает ряд утвержде
ний; для примера приведем следующие :  

l )  если sa = t, sЬ = t, s:Ft  и a:Fb ,  то a .l b  и ab l s, t ,  
т. е .  если две различные прямые имеют две  различные средние 
линии, то они имеют общую точку, и обе средние линии (биссек
трисы ) в этой точке взаимно перпендикулярны ;  

2)  если sA = f, sЬ = f и s :F t, то  A l b  и A b .l s, t ,  
т. е .  если две различные прямые имеют среднюю точку и сред
нюю линию, то средня я  точка лежит на средней линии и восста
вленный в этой точке перпендикуляр к средней линии есть об
щий перпендикуляр  к данным прямым ; 

3) если sa = T, SЬ = Т и S -=!= T, то а = Ь ,  
т.  е .  две р азличные точки имеют не более одной медиатрисы j 
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4 )  если SA = T, S8 = T, то А = В, 
т. е .  две точки имеют не более одной средней точки. 

Д о к а з а т е л ь с т в о  4 ) . Если S = T, то утверждение сле
дует непосредственно из теоремы 23. Если S =i= T, то, обозначив 
(S ,  Т) = v, получим А, BI v. Тогда по 3)  перпендикуляры A v = a 
и B v = b  совпадают, т. е. А = В.  

В следующей теореме применяется понятие оси скользящей 
симметрии :  

Т е о р е м  а 28  ( теорема  йельмслева о линии средних точек) . 
Каково бы ни было движение 'У· каждая пара точек Р, РУ обла
дает средней точкой * ) . Пусть точки Р пробегают некоторую 
прямую g, а следовательно, точки РУ - прямую gY ;  тогда сред
ние точки пар (Р, РУ) либо все совпадают, либо все принадле
жат одной прямой. ( - Р )  

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Прежде всего покажем, что если 'У 
зеркальное движение, т. е .  скользящая симметрия, то каждая 
пара  (Р, РУ) обладает средней точкой, и последняя  лежит на 
оси этой скользящей симметрии .  Пусть v = aB,  а s = (а, В ) -

р 

о' 

Рис.  43. 

ось (рис. 43) . Опустим перпендику
ляр  а' из  Р на s. По теореме 12 а' аВ 
есть точка В' пря мой s и РУ = Ра'v = рв', 
т . е .  В' - средняя  точка пары (Р, РУ) . 
В частности , если Р пробегает не
которую прямую g, то средние точки 
пар  (Р, РУ) принадлежат s; если 
g J. s, то средние точки сливаются в 

pJ';.p8' одну. 
Пусть теперь 'У - собственнос дви

жение. Если g - прямая ,  проходящая 
через точку Р, то pgy = PY, т. е .  зер

кальное движение gv переводит точку Р в ту же точку, что и 
собственное движение, а значит, средняя  точка пары (Р, pgy) 
та  же, что и средняя точка пары (Р,  РУ) . Если Р пробегает 
прямую g, то опять же средние точки пар (Р ,  РУ) принадлежат 
одной прямой или все совпадают. Кроме того, при этом 
ggv = gv. 

Примем теперь аксиому Р и зададимся вопросом об инво
лютивных неподвижных элементах движения на эллиптической 
плоскости. Теперь всякие две р азличные прямые а, Ь имеют 
точно один общий перпендикуляр ,  который мы будем обозна 
чать через (а, Ь ) . Лемма  о неподвижных элементах дает: 

Т е о р е м  а 29. Если справедлива аксиома Р,  то : 

• )  Э ro рверждение спр а ведлцво и в случае выполним ости аксиомы Р. 
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В случае, когда движение ab =l= 1 и не инволютивно, равен
ство sab = s равносильно тому, что s = (а, ь ) .  

Таким образом,  единственная  неподвижная п р я м а я  неинво
лютивного движения ab =l= 1 - это общий перпендикуляр к а, Ь. 
Неподвижны ми прямыми инволютивного движения аЬ = с, кро
ме общего перпендикуляра  (а ,  Ь ) = с, являются также перпенди
куляры к с .  

Следствие о среднем элементе можно усилить: 
Т е о р е м  а 30. Если выполняется аксиома Р,  то : 
Из того, что sa = t, s =l=t, вытекает существование единствен

ной прямой b =l= a  такой, что sЬ = t  и аЬ = (s, t ) . 
Если две различные прямые  и меют среднюю линию,  то они 

имеют еще одну среднюю линию,  и не  больше того ; обе  сред
ние линии вместе с общим перпендикуляром данных прямых 
образуют полярный трехсторонник. 

3 а д а ч а. Замените в теорем ах  29 и 30 точки н а  прямые и получите 
все аналоги этих теорем . 

1 1 . Существование точек и пря м ых. Т е о р е м  а 3 1 .  а )  Каж
дой прямой инцидентны по крайней мере три различные точки. 
б)  Каждой точке инцидентны по 
крайней мере четыре различные 
прямые. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Пусть g, 
h,  j - трехсторонник аксиомы D 
( рис. 44 ) . Точка glt не полярна  пря 
мой j (иначе  было бы g, h j_ j) ; по
этому перпендикуляр  (gh, j )  = l од
нозначно определен и l=l=g, h (ибо 
jkg, jk h) . Рассмотрим основание 
lj этого перпендикуляра ,  отличное 
от точки gll (ибо gh 'J .i) , и точ
ку, сим метричную ему относительно 
gh ; эта точка  ( lj ) gh = ljgh будет 

h 

Рис. 44. 

снова отлична от gh, а также и от lj (ибо из jgh = j следовало 
бы gh = j  или gh l j) . Таким образом,  gh,  lj , ljgh _ тpи р азличные 
точки прямой l. Им симметричны относительно g три различ
ные точки отличной от l прямой lg (ибо из  l = lg следовало бы 
l =g, или [ j_ g, откуда l = h) ; точка gh при этой симметрии пере
ходит сама  в себя. 

Пусть теперь а - произвольна я  прямая .  Если a j_  l, lg, то по 
теореме 3 gh = a, т .  е .  a j_ g, lz . Тогда al, alg, ag, ah - четыре р аз 
личные точки прямой а. Если a,kl или a,k lg, то из  трех постро
енных точек прямой l ( или  /g ) опустим перпендикуляры  на а ; 
их основания  будут тремя р азличuыми точками прямой а. ( Если 

6 Ф . 6ахм а11 
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из двух раз.1 Ичных точек опущены перпендикуляры на  прямую, 
не перпендикулярную прямой,  соединяющей эти точки, то ос
нования перпендикуляров различны . )  Поэтому а) верно. 

Пусть А - произвольная  точка .  Если А I l, zg, то А =gh и 
1, zg, g, h - четыре р азличные прямые, проходящие через точ
ку А . Если А I l или А I zg, то прямые, соединяющие А с тремя 
построенными точка ми прямой l (или zg ) , будут тремя различ
ными прямыми, п роходящими через А . Так как в каждой точке 
можно восставить перпендикуляр  к любой проходящей через 
нее прямой,  то существует по крайней мере еще одна (четвер
тая) прямая, проходящая через А .  Пункт б )  доказан .  

Вернемся к построению точек и прямых н а  базе рассмотре
ния трехсторонника а ксиомы D. Точка lj = Р - это та точка , ко
торая  не совпадает с точкой gh и не полярна  ей, не принадлежит 
g и не принадлежит h .  Уже введенные точки Р, pg, pgh, Ph 
четыре  р азличные точки, никакие три из которых не коллинеар
ны;  они образуют четырехугольник, средними линиями которого 
являются g, h, а средней точкой gh. Г.:оскольку каждая из пря
мых g, h перпендикулярна  противоположным сторонам четырех
угольника ,  то, кроме этих пяти точек, существуют еще четыре 
точки пересечения  прямых g, h с противоположными сторонами.  
Все эти девять точек  отличны друг от друга и никакие четыре из 
них не  коллинеарны.  Различных прямых существует во всяком 
случае 1 2 :  прямые g,  h ,  l, zg, четыре стороны четырехугольника 
и прямые  j, jg, jh, jgh . 

Существование большего числ а  точек и прямых доказать 
нельзя :  минимальн а я  модель нашей системы аксиом - это мет
рическая плоскость с 9 точками и 1 2  прямыми, в которой на 
каждой прямой лежат ровно три точки и через каждую точку 
проходят ровно четыре прямые ( ер .  п. 2 § 1 3 ) . 

3 а д а ч а. Существует ли группа движений, у цовлетворяющая системе 
аксиом п. 2 § 3, в которой элементы g, h, j аксиомы D составляют систему 
образующих? 

Л и т е р  а т у р а  к § 3. й е л ь  м с л е в [ 1 ] , [2] ,  Ш м и д т [ 1 ] , Б а х  м а н [3] .  
Системы аксиом ,  родственные изложенной в п .  2, изучали UI п е р  н е р [4], 
К а р  ц е л ь  [ 1 ] ,  [2], [3], [5] , Ш ю т  т е [3] , [5], Л и н г е н б е р  г [4], а для про· 
странетвенной геометрии А р  е н с [ 1 ]  ( и также Д и к у о н ц о [ 1 ] . П pttм. перев. ) . 

§ 4. Теоремы метрической геометрии 

1 .  Теорема о медиатр исах. Т е о р е м  а 1 (теорем а о медиат 
рисах) . Если Си = В  и Вш =А,  то существует прямая v такая, 
что иv w - прямая и Cv = A . 

Теорема 1 утверждает, что если известны медиатрисы двух 
пар вершин треугольника,  то существует меднатриса третьей 
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п а р ы  вер ш и н ,  причем все три меди а трисы принадлежат одному 
пучку. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. По теореме 1 5  § 3 существует прямая  
v', инцидентная В и лежащая в одном пучке с и и w ( рис .  45) . 
Значит, иv'w является прямой  v , для ко
торой Cv = cи v ' w  = в v ' w  = Bw = A . 8 

Т е о р е м а  2 (о  средней линии ) . Если 
си = в, BW = A , то существует прямая v 
такая, что Uv W - прямая и Cv = A . 

Если А + С, то И+ W; поэтому н а шу 
теорему с помощью теоремы 1 1  § 3 мо
жно перефразировать так :  среди перпен- А 
дикуляров к прямой, соединяющей сере
дины двух сторон треугольника,  имеется Рис. 45. 

и меднатриса третьей стороны. 
Д о к а з  а т е л ь с т в о. Пусть s -- прямая ,  инцидентная И и 

W, а v' - перпендикуляр ,  опущенный из В на  s ( рис. 46) . По 

в 

А 
Рис. 46. 

теореме 1 1  § 3 Uv' W является прямой v,  
перпендикул ярной s ,  для которой Cv = 
= CUv ' W = Bv ' W = BW = A . 

Теоремы 1 и 2 доставляют еще один 
пример аналогии между точками и пря
мыми. Другой аналог теоремы 2 доста 
вляет 

Т е о р е м а  2'. Если си = В, BW = A ,  
то существует точка V такая, что и VW
прямая и cv = А. 

Если А + С, то и + W; в этом случае 
теорема 2' утверждает, что перпендику

ляр ,  опущенный из середины одной стороны треугольника н а  
меднатрису другой стороны,  проходит через середину третьей 
стороны (см .  тот же рис. 46 в несколько иных обозначениях ) . 

Д о к а з  а т е л ь с т в о. Пусть s - перпендикуляр ,  опущенный 
из W на и, а v' - перпендикуляр,  опущенный из В на  s.  По тео
реме 12 § 3 иv' W является точкой V прямой s, для которой 
cv = Cиv'W = Bv'W = BW = А . 

3 а д а ч а. Считая справедливой аксиому Р, найти все аналоги тео
ремы \ .  

2 .  Теорема о высотах. Т е о р е  м а 3 (теорема о высотах ) . 
Если аЬс+ 1 и 

то uvw - прямая. 

6* 

и .L а, v .L b, w .L c, 

Ьис, cva, aw b  - прямые, 

( 1 )  

(2) 
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Эта теорема означает, что в трехстороннике, не  являющемся 
полярным трехсторонником, «высоты», т. е. пря мые, принадле
жащие одному пучку с двумя  сторонами  и перпендикулярные 
третьей стороне, образуют пучок ;  при  этом не предполагается, 

Рис.  47. 

перпендикуляры ,  опущенные из И н а  
значно;  положим 

что стороны трехсторон
ника пересекаются. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. 
Из ( 1 )  вытекает, что мы 
можем р ассм атривать ос
нования высот а и =  И, 
bv = V, cw = W  ( рис .  47 ) . 
Прямые (2 )  мы обозна 
чим через р, q, r .  Тогда 
выполняются тождества 

Ире = аЬс, 

Upc W = ra , 

р ь И = Ьса, 

pь Uqa = V,  

Uq W = u vw. (3) 

Так  как abc=t= 1 ,  то в 
силу двух первых ра 
венств U=t=pc , рь.  Значит, 
ре и рь, определены одно-

Дл я  перпендикуляров а' и с' выполняются соотношения 

c'a = c'Ua = c'u = ( U, рь)и = ( Ии, р ьи) = ( И, ppc) = ( U, рс) = Ь', 
'l. е. 

(4 )  

Из третьего равенства (3 )  в силу теоремы 1 1  § 3 следует, 
что W l Ь'. Из четвертого равенства (3 )  в силу теоремы 1 2  § 3 
следует, что qa _l c', т. е. q _l c'a ; поэтому в силу (4 )  q _l b'. Так 
как при этом И, W l b' и q _l b', то по теореме 1 1  § 3 Uq W = иvw 
является прямой ,  что и требовалось доказать. 

Из четвертого равенства (3 )  попутно в силу дополн�ния к 
теореме 1 2  § 3 вытекает, что V l c'. Из ра венства ( 4 ) , очень 
важного само по себе, видно та кже, что а является биссектри
сой треугольника ,  образованного основаниями высот.  Вообще, 
как легко видеть, стороны и высоты исходного трехсторонника 
являются биссектрисами треугол ьника, образованного основа
ниями высот. 
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Равенство (4 )  можно получить иным,  достойным внимания  
путем , если привлечь введенное в п .  7 § 3 понятие оси  скользя 
щей сим метрии.  В силу первого из ра венств (3 )  аЬс является 
скользящей сим метрией с осью Ь',  которая  в силу abc=l= 1 опре
делена однозначно. Аналогично, в силу второго р авенства (3 )  
Ь са является скользящей сим метрией с осью с' .  В силу ( Ь са)а = 
=аЬс получаем для осей с'а = Ь' .  

В силу дополнения к теореме 1 1  § 3 полученное в з аверше
ние доказательства утверждение о то м , что И q W = и v w  является 
прямой, дополнительно означает, что прямая  и vw перпендику
лярна Ь'. Значит, аЬс является скользящей симметрией с осью 
Ь', а и v w - сим метрия относительно пря мой,  перпендикуляр 
ной  Ь'. 

Если а - скользящая симметрия и а - прямая ,  перпендику
лярная к ее оси, то по теореме 1 2  § 3 аа будет точкой.  Тогда  
выполняется р авенство 

аР = а-1 , (5) 
которое и вообще равносильно р авенству (аа) 2 = 1 при произ
вольном а, лишь бы а было инволютивно. Например ,  р а вен
ство (5)  выполняется тогда,  когда а - произведение двух пря 
мых ,  а а - прямая ,  принадлежащая тому же пучку. 

Рассмотрим теперь более общее соотношение :  
а� = а-1, 

выполняющееся для двух «нечетных» элементов группы 
кальных движений групповой плоскости ) ; здесь a=l= 1 .  

(6) 
( зер-

Ось скользя щей симметрии  а =F 1 обозначим  через [а] .  Оче· 
видно, всегда [а- 1 ] = [а] , [аР] = [а]Р. Если (6) и меет место, то 
[аР] = [а-1 ] и поэтому [а]Р = [а] , т. е . [а] - неподвижн а я  пр я м ая 
движения � · В силу п . 1 0  § 3 для �. как  дл я  зеркального дви
жения с неподвижной прямой [а], имеются только две возмож
ности:  

1 )  � - скользящая си мметрия с осью [а]; 
2) � - прямая ,  перпепдикулярная  к [а]. 
I(ак в доказательстве леммы из п. 2 § 1 ,  устанавливается, что 

скользящие симметрии с совпадающим и  ося ми ком мутируют. 
В случае 1 )  поэтому аР = а , а отсюда,  согл асно (6) , а = а-1 ,  
т .  е. а инволютивно и а = [а]. 

Поэтому справедливо следующее общее утверждение об эле
ментах нашей группы :  

Л е м м а Т о м с е н а .  Если для зеркальных движений а и � 
групповой плоскости при a=l= 1 выполняется равенство ( 6) , то а 
или � является прямой. 

Пользуяrь  лем мой , можно, следуя Томсену, зна чительно 
упростить доказательство теоремы о высотах :  
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В т о р о е  д о к а з  а т е л ь  с т в о теоремы о высотах .  Сдел аем 
дополнител ьное допущение, что а, Ь , с не принадлежат одному 
пучку, т. е .  аЬс не является пря мой.  Из ( l ) и (2)  следует 

(аЬс )  иvw = (аи ( Ьс) и) vw = (асЬ)  vw = ( (ас)  vbv)  w = (саЬ )  w = 
= cw (ab) w = cba, 

ибо по первому условию ( l )  аи = а, а по первому условию (2 )  
(Ьс ) и = сЬ и т .  д. Итак, 

(abc)uvw = (аЬс}- 1 • (7) 
Так как ab c =l=  l и не прямая ,  то по лемме u v w - прямая . 

Однако это изящное доказательство неприменимо,  когда а, 
Ь , с принадлежат одному пучку. 

3. Теорема об основан иях. Теорема о высотах является не
которым утверждением ,  формулируемым в терминах  инцидент
ности и перпендикулярности.  Дальнейшими утверждениями та 
кого рода являются теоремы йельмслева об основаниях. Они 
основываются на  теореме о перпендикулярах  и на следующем 
простом ф а кте :  

Пусть а, а 1 , а2 - прямые, проходящие через точку О. Тогда 
по аксиоме 3 а 1аа2 - прямая ,  т. е. а 1аа2 = а2аа 1 ,  и эта прямая 
также инцидентна О в силу дополнения к аксиоме 3 .  Итак, 
м ожно сказать :  если а,  а 1 , а2 проходят через О, то произведения 

(8) 

при всех подстановкак ik индексов l 2 являются одной и той же 
пря мой,  проходящей через О. По индукции доказывается , что 
если а, а 1 ,  а2, а3 проходят через О, то при nопарно различных 
индексах i, k ,  l все произведения 

(9) 

являются одной и той же пря мой,  проходящей через О; если 
а, а 1 , а2, а3, а4 проходят через О, то произведения 

( l O) 

для  всех подстановак i k l т индексов l 2 3 4 являются одной и 
той же прямой ,  проходящей через О, и т. д. 

Пусть теперь А - отличная от О и не  полярная ей точка ;  
тогда прямые, проходящие через А , не полярны О. Есл и сопо
ставить каждой прямой,  п роходящей через А, перпендикуляр ,  
опущенный на  нее из точки О ( рис. 48 ) , то получим взаимно 
однозначное соответствие между м ножеством прямых ,  прохо
дящих через А, и множеством прямых, проходящих через О. 
При этом соответствии всякие две соот ветствующие друг другу 
nрямые имеют точку nересечения,  которая не nолярна  О; у раз1  
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ных п ар  (образ ,  прообраз ) эти точки пересечения будут р аз 
.rшчными .  Множество обр азованных таким образом точек пере
сечения мы назовем множеством оснований для О, А . Никакие 
три различные точки из множества оснований не коллинеарны. 
(В  противном случае мы получили бы противоречие с теоремой 
о перпендикуляр ах . )  Прямая ,  соединяющая любые две точки 
из множества оснований ,  опять-таки не  полярня  О,  и перпенди
куляр ,  опущенный на нее 
из О, определен однозначно. А 
Теорема об основаниях ут
верждает, что если опу
стить uз О перпендикуляры 
на стороны треугольника, 
вершины которого принад
лежат множеству оснований 
для О, А, то основания этих 
перпендикуляров принадле
жат одной прямой. В евкли 
довом случае, в котором мно 
жество оснований для О, А 
является окружностью диа
метра ОА (известной под на 
званием «окружность Фале
са») ,  эта прямая  является тю· 
называемой прямой Симсоне 
(ер .  п .  5 § l , з адача 4 ) . 

Т е о р е м  а 4 (теорем а о6 
основаниях для трех пря -
мых) . Пусть О и А --- две Рис. 48 
неполярные точки, а Ь 1 ,  Ь2 ,  
Ь3 - три различные прямые, не инцидентч.ые О и проходящие 
через А . Если опустить из О перпендикуляры ai на b i ( i, k = l ,  
2, 3) и обозначить их основания через Ai,  а затем из О - пер
пендикуляры aili. на прямые (A i ,  Ak )  и обозначить основания 
этих перпендикуляров через Aik• то полученные точки А 12, А 13, А23 
принадлежат одной прямой * ) . 

Точки А 12 .  А t з . А 2з попарно р азличны.  В самом деле, мы за 
метили,  что A t , А2 ,  А з  попарно р азличны и не коллинеарны.  Сле
довательно, например ,  (A t , А2) ,  (A t , А з) - две разные прямые, 
проходящие через точку А 1 котора я  не полярна  О и в силу 
b t { O  отлична от О. Будучи точками из  множества оснований 
для 0,' A t , точки А 12 .  А 1 з поэтому различны.  

* ) Индексы i, k - какие у•·одно различные индексы ;  порядок цх бе;,
различен. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  4. Обозначим ( О , А ) = а. 
Тогда 

aiaak = a1k (i , k = 1 , 2 , 3 ;  i =F k) ( 1 1 )  

по теореме о перпендикулярах ;  ведь п р и  данном сочетании i ,  k 
пр ямые а; , ak представляют собой перпендикул я ры,  опущенные 
из О на  две прямые,  проходящие через А , а А ; , Ak - их осно
вания ;  поэтому четвертая зеркальная прямая  к а; , а = ( 0, А ) , ak 
совпадает с перпендикуляром a;k, опущенным из О на  (А ; , Ak ) . 

Из ( 1 1 ) следует 

a1aakaa1 = a1ka1au (i, k, l = 1 , 2 , 3 и все р азличны) .  ( 1 2) 

Снова применим теорему о перпендикулярах  при фиксиро
в анном н а боре и ндексов i, k, 1 :  a ;k , а;1 представляют собой пер 
пендикуляры, опущенные из  О на  две прямые, проходящие че
рез А ; ;  основаниями этих перпендикул яров служат A ;k ,  A il ; пря
м ая а;аа"аа1 в силу ( 12 )  является четвертой зеркальной к a;k , 
а; =  (0, А ; ) , ап. Отсюда вытекает, что a;aa"aaz l_ (A ;k ,  A il) · А так как прямая  (9 ) - одна и та  же при любом сочетании ин
дексов, то 

( 1 3) 
Поэтому стоящие в пр авой части три поп арно пересекаю

щиеся прямые совпадают друг с другом ,  поскольку перпенди
куля р ,  опущенный из  точки А.;" на  прямую (9 ) , определен од
нозначно.  

Итак, при  наших условиях для прямых Ь , , Ь 2 , Ь3 существует 
прямая оснований по отношению к О,  не зависящая от того, в 
каком порядке берутся прямые Ь1 ,  Ь2 ,  Ьз . Рассуждая по индук
ции, можно сопоставить прямую оснований по отношению к О и 
для более чем трех прямых, проходящих через А .  Следующий 
ш а г  здесь таков : 

Т е о р е м  а 5 (теорема об СJснованиях для четырех прямых) . 
Пусть О и А - две не полярные друг другу точки, а Ь 1 ,  Ь2, Ь3, 
Ь4 - различные прямые, проходящие через А и не инцидентные О. 
Если опустить из О перпендикуляры a;kz на прямые оснований 
для Ь,; , bk , Ь1, обозначив основания этих перпендикуляров через 
A ikl, то полученные таким. путем. точки А 1 2з . А 1 24 , А t з4 .  А2з4 при
надлежат одной прямой. Здесь набор индексов i k l может пред
ставлять собой любое сочетание из 1 ,  2, 3, 4 по три. 

Четыре названные точки попарно р азличны :  ведь в rилу за 
мечания  к теореме 4 ,  например ,  прямые (A t , A 2 ) . (А , , А з ) . (A t , A 4 ) 
попарно р азличны ;  следовательно, А 1 2 .  А t з . A t 4 . как  точки мно
жества  оснований для  О ,  А , ,  отл ичны друг от друга и не колли
неарны ,  т.  е .  (А 1 2 ,  А 1 3 ) , (А t z .  А 1 4 ) - р азлич ные прям ые, прохо-
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дящие через точку А 1 2 ,  не полярную О и отличную от О ( ибо 
А 1 2, А 1 , А 2 коллинеарны ,  а О,  А 1 .  А2, как три р азличные точки 
м·ножества оснований для О,  А , не коллинеарны ) . Поэтому точ
ки А 1 23 и А 1 24 различны, как  точки множества оснований для 
O, A I 2 · 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 5 . Как прежде, введем обо
значения а, ai, aik (i ,  k =  1 ,  2, 3, 4 ; i=l=k)  и снова получим 

a1aak = a ik · 
Из предыдущего доказательства видно, что 

a1aakaa1 = a1aka1. 

Из ( 1 4 )  и ( 1 5 ) получаем 

( 1 4) 

( 1 5) 

( 1 6) 

По теореме о перпендикулярах  при  данной перестановке 
i k l т индексов 1 ,  2 ,  3 ,  4 имеем ai aak aaz aam .L (A ikl, A ikm) , а так  
как прямая  ( 1 О) одна  и та  же для любой перестановки индек
сов, то 
azaakaazaam .L (A 12З• А 124), (А123• А1з4) ,  

(А 124• А 1з4) , (А 123• А2з4), (А 1 24, А2зt) , (А 134• А2з4). ( 1 7) 
Отсюда, как и выше, следует наше утверждение.  
4. Теорема о транзитивности.  Продолжим изучение отноше

ния «а, Ь , с принадлежит одному пучку», т.  е. отношения 

аЬс - п р я м ая .  ( 1 8) 

Из того обстоятельства ,  что, согласно основному допущению, 
прямые образуют инвариантную систему, уже следует рефлек
сивность и симметричность этого отношения.  В ажным следствием 
нашей аксиоматики является транзитивность этого отношения,  
т. е .  

Т е о р е м  а 6 (теорема о тр анзитивности ) .  Если a=l=b и аЬс, 
abd являются прямьtми, то acd - тоже прямая. 

Если а , Ь имеют общую точку V, то это утверждение сле
дует из  аксиомы 3 и ее обр ащения .  В са мом деле, прежде все
го из условия теоремы и обращения а ксиомы 3 следует, что 
с, dl V; затем из а, с, dl V и аксиомы 3 получаем требуемое. 
В силу аксиомы 4 и ее обращения наша  теорема выполняется 
и тогда,  когда а, Ь имеют общий перпендикуля р  v.  

Значит, теорема доказана ,  если имеет место а ксиом а  Р. 
Поэтому при доказательстве теоремы 6 мы можем считать 

выполненной аксиому "' Р, т. е. считать, что перпендикуляр , 
опущенный из точки на  прямую, всегда определен однозначно.  
Доказательство м ы  проведем шестикратным применением 
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теоремы о перпендикулярах ;  оно является своеобр азн ым обра
щением теоремы об основаниях.  

Прежде всего заметим,  что если на  две р азличные прямые 
опустить перпендикуляры  из  точки,  не инцидентной обеим этим 
прямым ,  то основания перпендикуляров будут ра.:�личны. 

Д о к а з  а т е л ь с т в о т е о р е  м ы 6 ( - Р) . Можно считать, 
что а , Ь ,  с , d - четыре ра зличные пря мые,  ибо в противном слу

чае утверждение тривиально. 
Выберем точку А, инцидент
ную а,  но не инцидентную Ь ; 
тогда А не инцидентна также 
ни с, ни d. Опустим из А пер
пендикуляры Ь', с', d' на Ь ,  с, 
d; их основания В', С', D' бу
"J:ут различны в силу сдел анно
го замечания ( рис. 49) . 

Поскольку по условию тео
ремы Ьас и bad - прямые, то 
имеет место конструкция ,  ха 
рактеризующая теорему о пер
пендикулярах, где А - центр 
пучка ; поэтому 

Ь'ас' l. (B', С') ,  b'ad' l. (B', D'). 
( 1 9) 

ь Если точки В', С', D' при-
надлежат одной прямой,  то по 

Рис. 49. ( 1 9 )  b'ac' = b'ad', т. е. c' = d'. 
Но прямой с' = d' инцидентны 

тогда не только А , С', D', но и В'; значит, Ь' = с' = d', и прямые Ь , 
с, d имеют общий перпендикуляр ,  опущенный из А .  В силу обра 
щения а ксиомы 4 тогда а перпендикулярна  этому общему пер
пендикуляру, и наше утверждение следует из а ксиомы 4.  

Если теперь прямые  (В', С') , (В', D') , ( С',  D') р азличны, то 
опустим на  них из А перпендикуляры d", с

"
, Ь". Их основания 

D",  С", В" по з амечанию различны, ибо ,  например ,  (В', С') и 
(В', D') пересекаются в В'; но A =I=B'. Это построение приводит 

к трем дальнейшим фигур ам ,  отвечающим теореме о перпен
дикулярах  с точкой А в качестве центра пучка и со вторыми 
центрами  В', С', D': отсюда 

d"b'c" l. (D", С"), d"c'b" l. (D", В"), c"d'b" l. (C", В"). (20) 
По ( 1 9 )  b'ac' = d", b'ad' = c". Следовательно, d"c' = c"d' и в 

' (20)  d"c'b" = c"d'b". Поэтому (D", В") = ( С", В") и точки В", 
С", D" принадлежат одной пря мой. Значит, в (20) также 



5] § 4. ТЕО РЕМ Ы М ЕТ Р И Ч ЕС КО й Г ЕОМЕТР И И  9 1  

d"b'c" = d"c'b", т. е .  Ь'с" = с'Ь".  Подста вляя  это в ра венство 
b'ad' = c", получ аемое из ( 1 9 ) , имеем c'ad' = b", а тем самым в 
качестве третьего соотношения ( 1 9 )  получаем 

c'ad' ..L (C', D'). 

Применяя в шестой раз  теорему о перпендикулярах  ( н а  этот 
р аз в обратном порядке ) , з а ключаем отсюда ,  что cad - прямая .  

5 .  П учок пря мых. Интересные результаты можно получить 
из следующей системы G свойств прямых :  

G0• П ря.мые являются инволютивны.ми элементами группы; 
существуют по крайней .мере две прямые. 

G1 •  Образ прямой при внутреннем автоморфизме, порожден
но.м прямой, представляет собой прямую. 

G2. Для прямых выполняется теорема о транзитивности. 
Если выполнено G0, то G 1 р авносильно рефлексивности и 

симметричности отношения ( 1 8 ) . 
Сначала рассмотрим Произвольное множество элементов а, Ь, с, d, . . . , 

для которого задано рефлексивное, симметричное и транзитивное трехместное 
отношение R (а, Ь, с) .  Итак, мы считаем, что это отношение обладает та
кими свойствами :  

Р е ф л е к с  и в н о с т ь .  Если а,  Ь, с не все различны, то R (а,  Ь ,  с) . 
С и м м е т р и ч н о с т ь. Если R выполняется для а, Ь, с, то оно выпол

няется для каждой перестановки а, Ь,  с. (Отношение R не зависит от того, 
в какой последовательности выписаны аргументы. )  

Т р а н з и т и в н о с т ь. Из a =l= b и R (a, b , c ) ,  R (a, b, d) следует R (a, c, d) . 
Из этих свойств вытекают два правила :  

( 1 )  a' =l= Ь' и R (a', Ь', а) , R (a', Ь', Ь ) , R (a', Ь', с) влечет R (a, Ь, с) . ( 1 1 )  a =l= b и R. (a', b', a) , R (a', b', b ) ,  R (a, b , c) вле�tет R (a', b', c) . 
Д о к а з а т е л ь с т в о  ( 1 ) . а отлично от а' или от Ь '. Так как а', Ь ' вхо

дят в условия симметрично, то можно принять, что а =1= а'. Из а' =1= Ь' и 
R (a', b', a) , R (a', b' , b ) по транзитивности вытекает R (a', a, b) ;  аналогично, 
из R (a', b', c) вытекает R (a', a, c) .  В силу симметrичности тогда R (a, a', b ) и 
R (а, а', с) , откуда, так как а =1= а', по транзитивности получаем R (а, Ь, с) .  

Д о к а з  а т е л ь  с т в о ( 1 1 ) .  При а' = Ь' утверждение вытекает из рефлек
сивности ;  поэтому примем а' =i= b'. Из R (a', Ь ', а) , R (a', Ь', Ь )  по транзитив
ности следует R (а', а, Ь ) ; аналогично, по симметричности получаем R (b', а, Ь ) .  
Так как при Этом выполняются R (а, Ь ,  а') ,  R (а, Ь ,  Ь') , R (а, Ь ,  с) и а =1= Ь, то 
по ( 1 ) выполняется R (a', b', c) . 

Обратно, можно из ( 1 )  или ( 1 1 )  как частный случай получить транзитив
ность: для этого достаточно положить а'=с в ( 1 )  или а' = а  в ( 1 1 ) .  При ус
ловиях рефлексивности и симметричности, таким образом, каждое из правил 
( 1 ) или ( 1 1 )  равносильно транзитивности. 

С помощью рефлексивного, симметричного и транзитивного трехместного 
отношения можно в данном множестве выделять подмножества аналогично 
тому, как это делается с помощью двухместного отношения с теми же свой
ствами * ) . Пусть а =1= Ь; множество элементов с, для которых выполняется 
R (a, Ь, с) , назовем смежным классом, определяемым элементами а и Ь , и 

* ) Пусть R (a, Ь) - двухместное рефлексивное, симметричное и транзи
тивное отношение (т. е. такое о1 ношение, что для каждого а имеет место 
R (a, a) ; если R (a, b ) ,  то R (b, a) ; если R (a Ь) и R (a, c) ,  то R (b , c) ) ;  т�ко1 
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обозначим через М (а, Ь ) . Для этих nодмножеств выnолняю: е н  сле,'\ующие 
услови я :  

1 )  всякие три элемента одного смежного класса удовлетворяют отно
шению R; 

2)  если для двух различных элементов некоторого смежного класса и не
которого третьего элемента выполняется отношение R, то последний также 
лежит в этом смежном классе; 

3) всякий смежный класс определяется любыми двумя различными его 
элементами; 

4)  два различных смежных класса не могут иметь более одного общего 
элемента. 

Утверждение 1 )  следует из ( I ) ,  2) - из ( I I ) , 3) - из 1 )  и 2) , 4 ) - из 3) . 

Теперь положим в основу систему свойств G и обрати мся к 
изучению отношения ( 1 8 ) .  В силу ( 1 )  и ( 1 1 )  справедливы тео
ремы :  

Т е о р е м  а 7 .  Если a'=l=b'  и а'Ь 'а, а'Ь 'Ь ,  а'Ь 'с представляют 
собой прямые, то аЬс - прямая. 

Т е о р е м  а 8. Если a=l=b  и а'Ь ' а , а'Ь 'Ь , аЬс представляют со
бой прямые, то а'Ь '  с - прямая. 

З аметим , что теорему 7 можно установить еще короче, не
жели по пла ну доказательства  ( 1 ) . В са мом деле, так как 
а'Ь'а - прямая ,  то аа'Ь' - тоже некоторая  прямая  d; следова
тельно, a'b' = ad и в силу a'=l=b' и меем a=l=d. Так  как по двум 
другим условиям adb и adc - пр�мые ,  то по транзитивности 
аЬс - прямая .  Аналогично можно получить теорему 8. 

Те смежные кл ассы, которые определяются отношением ( 1 8 ) 
н а  м ножестве всех прямых,  м ы  на зовем пучками прямых. Вво
ди м  определение : 

Если a =l= b , то м ножество прямых с, для которых аЬс яв· 
ляется прямой, называется пучком G (аЬ )  прямых, определен.
н.ым элемен.тами а и Ь . 

( Очевидно, это м ножество з ависит только от произведения 
аЬ.  Символ G (ab )  определен  только при ab =l= l , т. е .  при  а=/=Ь . )  

В силу утверждений 1 ) -4)  для пучков прямых справедливы 
такие четыре теорем ы :  

Т е о р е м  а 7'. Если а, Ь ,  сЕ G (а'Ь') ,  то аЬ с - прямая. 
Т е о р е м а  8' . Если a=l= b ,  а также а, b E G (a'b') и аЬс - пря

мая, то сЕ G (a'b') . 

отношение называется отношением эквивалентности. Если назвать смежным 
классом М (а) , определенным элементом а, множество всех таких Ь , что 
R (a, Ь ) ,  то, как хорошо известно, 

1 )  всякие два элемента одного смежного класса удовлетворяют отноше
нию R;  

2) если два  элемента удовлетворяют отношению R, то они nринадлежат 
одному смежному классу; 

3)  всякий смежный класс оnределяется любым своим элементом ; 
4) никакие два смежных класса не имеют общих элементов. (Прим. ред.) 
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Теорем а 7' - это просто теорема о трех симметриях при
менительно к пучку прямых,  а теорема 8' является ее обра 
щением .  При выполнении G0 и G 1 как теорема  о трем симмет
риях, так и ее обращение равносильны теореме о транзитив
ности ; поэтому теорема и ее обращение  р авносильны друг 
другу. 

Пучок прямых определяется любыми двум я своими  пря 
мыми : 

Т е о р е м  а 9. Из a=l=b и а, b E G (а'Ь' ) следует G (а'Ь ' ) = 
= G (ab ) . 

Два различных пучка прямых могут иметь не более одной 
общей пря мой : 

Т е о р е м а  1 0. Из a=l=b  и a, b E G (a'b ') , G (a"b" )  следует 
G (а'Ь' )  = G (а"Ь") . 

Теорема 9 является объединением теорем 7' и 8'. Теорема  1 0  
получ ается двукратным применением теоремы 9. 

В связи с теоремой 7' надо з аметить, что прямая  аЬс при 
надлежит тому же пучку G (а'Ь' ) . 

Д о п о л н е н и е  к т е о р е м е  7'. Из a, b , cE G (a'b') следует 
abcE G (а'Ь' ) . 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. При а = Ь это тривиально. Пусть a=l=b. 
Так как пu теореме 7' аЬс - прямая ,  то аЬ · аЬс = аЬ · сЬа = сьа _ 
прямая ,  т. е. аЬ сЕ. G (аЬ ) .  А так  как  по теореме 9 G (аЬ ) = 
= G ( а'Ь' ) ,  то утверждение доказано.  

Очевидно, что предыдущие теоремы вытекают из  одной толь
ко системы свойств G. 

Прямые, инцидентвые пекоторой точке А , образуют пучок 
прямых G (А ) ;  точку А назовем центром этого пучка .  Прямые, 
перпендикулярные пекоторой прямой а, в силу а ксиомы 4 и ее 
обращения также образуют пучок прямых,  пучок перпен.дику
ляров к а ; прямую а назовем осью этого пучка .  Пучок перпенди
куляров с осью а мы будем обознач ать через G (а ) . 

Пучок прямых ,  совпадающий с некоторым  пучком G (А ) ,  
т .  е. содержащий  две вз аимно перпендикулярные  прямые,  м ы  
будем называть собственным пучком прямых. П р и  выполнимо
СП! аксиомы Р всякий пучок прямых является собственным, а 
при выполнимости аксиомы ,...._ Р несобетвенными будут, во вся
ком случае, все пучки перпендикуляров .  

Пучки прямых мы будем обозначать буквами  д, В , С ,  
Пря мую, принадлежащую двум пучкам ,  мы  назовем соеди

нением этих двух пучков. По теореме 1 О два  р азличных пучка 
имеют не более одного соединения.  Относительно существов� 
ния соединения из теоремы 15 § 3 получаем :  

Собственный пучок прямых соединим со всяким пучком 
пря.иых. 
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Если подвергнуть все прямые внутреннему автоморфизму,  
определяемому ,.элементом у, то всякий пучок пря мых д перей
дет снова в пучок прямых - в преобразованный пучок д v ; при 
ЭТОМ 

(2 1 ) 

Это отобр ажение является взаимно однозначным отображением 
множества пучков прямых,  в частности подмножества собствен
ных пучков, на себя .  

3 а д а ч а .  (а )  Если (аЬ ) 2  =#= 1 ,  то  G ( (аЬ) 2) = G (аЬ ) t:1 из abcab = d  еле· 
дует c = d. б) Если (аЬс) 2 =#= 1 ,  то (аЬс) '" = Ьас равносильно тому, что w l. c  и 
w E G  (аЬ ) . Иными словами,  w является высотой в трехстороннике а, Ь, с, 
опушенной на сторону с. 

6. Теорем а о б иссе ктрисах. Из одних только свойств G0-G2 
вытекает теорема о биссектрисах для трехсторонника а, Ь ,  с, ко-
торую мы сформулируем так :  · 

Т е о р е м  а 1 1  (теорема  о биссектрисах) . Пусть а, Ь ,  с не 
принадлежат одному пучку; си = Ь , bw = a  и v принадлежит тому 

же пучку, что с, а, и то.му же пучку, что 
и, W. Тогда С11 = а  ( рис. 50) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если заменить с 
и а на  ьи и ьw, то получим такое равносиль
ное высказывание о четырех прямых 
ь,  и, v ,  w: 

Если ь иььw - не прямая, а uvw, ьиvьw 
прямые, то ьиvbw = v. 

Рис. 50. Докажем это утверждение.  Из первой 
ПОСЫЛКИ СЛедует, ЧТО и=;Ьw И Ь и =;Ь Ьw; ПО· 

этому существуют пучки G (uw) и G (bиbw) . Они р азличны, ибо 
ьи � G (иw) : ведь если бы ьииw = иЬw было прямой, то ьиььw = 
= иЬ . ubw . bw = ub • wЬ и · bw = wbu • Ь • иЬw = ЬиЬw было бы пря 
мой. 

Теперь имеем 

v, b"vbw Е G (uw), G (b"bw), 

ибо UVW,  bиvbw, и • b иvbw • W = (UVW) Ь И ьи . ьиvьw . Ьw = V  будут 
прямыми .  Поэтому наше утверждение следует из теоремы 1 0. 

Его можно еще записать в виде (uvw) Ь = иvw;  посколь
ку иvw =F b  ( иначе  иЬw было бы прямой ) , то имеет место также 
иvw .L b. 

7. Лемм а о девяти пря м ых. Из одних только свойств Go-G2 
nолучается следующее общее утверждение: 



7] § 4. ТЕО РЕМЫ МЕТРИ Ч ЕСКОй ГЕОМ ЕТРИ И  95 

Л е м м а о д е в я т и п р я м ы х.  Пусть даны элементы группы 
а1 , �. а3 (где а1 =1= а2) и �1 ,  �2, �3 (где /31 =1= �2) такие, что восемь 
произведений atf3k (i, k = 1 ,  2 ,  3 и ( i , k ) :#= (3 ,3 ) ) являются пря
мыми. Тогда и девятое произведение �Хз�з будет прямой. 

Если составить таблицу произведений �Xi�k. то лемма  гласит :  
если на местах,  обозначенных в этой таблице кружком ( о ) , 
стоят прямые,  то на месте, обозначенном звездочкой ( * ) , также 
стоит прямая .  

1 /3 1  =1= /32 �3 

а1 
о о о 

=1= 

а2 о о о 
аз о о г; 

Д о к а з а  т е л ь  с т в о. Если �3 = � 1 . то утверждение триви
ально. Пусть � 1  :#= �3. Имеем 

(a1f31)- 1  (а1�2) = (а2�1)-1 (a2f32) = (аз/31)- 1  (аз/32), 

(a1f31)- 1  (а1f3з) = (a2f3 1)- 1  (а2f3з). 

(22) 

(23) 

При этом в скобках по условию стоят прямые (следователь
но, показатель - 1  можно отбросить ) ,  и всякие две умножае
мые прямые различны,  ибо � 1  :#= �2 . �3• Поэтому элемент (22 ) 
группы определяет пучок прямых,  и элемент (23)  также опре
деляет пучок прямых. Эти пучки по условию имеют общими две 
различные прямые �Х 1 � 1 .  �Х2� 1 .  а значит, в силу теоремы 1 0  
они совпадают. Поэтому равенства (22)  и (23)  означают, что 
существует пучок прямых G , которому принадлеж ат все во
семь прямых, упомянутые в условии леммы.  А так как элемент 
(23)  равен также (�Хз� I ) - 1 (�Хз�з) , то �Хз�з представимо в виде 
произведения трех прямых из G , т. е. по теореме 7' �Хз�з яв
ляется прямой.  

По дополнению к теореме 7' прямая  �Хз�з также принадле
жит пучку G и, значит, выполняется 

С л е д с т в и е .  Все девять прямых леммы принадлежат од
ному пучку. 

Обр атно, при выполнении G0 и G1 можно из леммы полу
чить теорему о транзитивности, как показывает приводимая здесь 
таблица произведений (можно считать, что а =#=с, ибо при а = с  
теорема о транзитивности тривиальн а ) . Таким обра зом, при 
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условиях G0 и 0 1  лемма о девяти прямых равносильна теореме 
о транзитивности. j a с d 

а с d 

аЬ ьа аЬс abd 

ас са . а 1 acd 

8. Сп аривание прям ых. Если две пары пря мых a t , Ь 1 и а2, Ь2 
связаны соотношением 

а1а2 = Ь2Ь 1 , (24) 

то мы говорим  (ер. п . 3 § 3) , что прямые а2, Ь2 зеркально рас
положены по отношению к прямым а1 , Ь 1 • Отношение (24 ) рав
носильно любому из следующих : 

a2at = Ь1Ь2, Ь 1а2 = Ь2аt , а 1 Ь2 = а2Ь1 .  (25) 

Таким образом,  зеркальное расположение двух пар  прямых яв
ляется симметричным отношением пар  и не зависит от того, в 
каком порядке берутся элементы одной пары .  Как показывает 
следующая лемма ,  оно является также транзитивным отноше
нием в м ножестве пар прямых одного пучка : 

Л е м м а .  Если а 1,  а2. а3 принадлежат одному пучку и спра
ведливы два из трех равенств: 

(26) 

то справедливо и третье;  при это .. и а 1 , а2, аз, ь . ,  Ь2, Ьз принадле
жат одному пучку. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Так  как  а 1 а2а3- прямая,  то (a t a2a3 ) 2 = 
= 1 и a 1a2a3=F 1 .  Разобьем лемму на два предложения,  каждое 
из которых касается одного из этих условий : 

а )  Если (а1а2а8) 2 = 1 и выполняются первые два равенства 
(26) , то 

а2аз = а1 • а1а2аз = а1 • а3а2а1 = ЬзЬ 1  • Ь 1Ь2 = ЬзЬ2• 
б) Если а 1 а2аз=F 1 и выполняются равенства (26) , то а 1 , а2 , а3, 

Ь 1 , Ь2, Ьз принадлежат одному пучку. 
Так  как  а1а2аз=F 1 ,  то по теореме 5 § 3 прямые ai, а значит, 

в силу равенств (26) , и прямые ьi. попарно не перпендикулярн ы ;  
поэтому Ь 1 Ь2Ь3=F 1 .  Т а к  к а �  далее, в силу р авенств (26) 
(а 1а2а8) 2 = Ь2Ь t • Ь tЬз · ЬзЬ2 = 1  и точно так же ( Ь t Ь2Ьз) 2 = 1 , то 
а 1а2а3 и Ь 1Ь2Ьз инволютивны,  т. е. по  п .  7 § 3 они будут прямыми.  

То,  что а1 , а2 ,  аз , Ь 1 ,  Ь2 , Ь3 принадлежат одному пучку, три
виально, когда а1 = а2 = а3, так как тогда и Ь , = Ь2= Ьз. Если же 
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а1 =l=a2, то все шесть прямых принадлежат пучку G (а 1а2) = 
= G (Ь2Ь1) ,  ибо выполняется а1 , а2, аз Е G (а 1а2 ) и Ь 1 , Ь2, Ьз Е 
Е G {b2bt ) . 

Назовем озаимно однозначное инволютивное отображение в 
множестве прямых пучка, т. е. р азбиение прямых пучка на  п а
ры, спариванием, если всякие две пары,  являющиеся образом и 
прообразом,  расположены зеркально одна по отношению к дру
гой . Спаривание определяется заданием пары а, Ь соответствую
щих друг другу прямых :  тогда каж
дой пря мой х пучка соответствует 
четвертая зеркальная 

у =  ахЬ. (27) 

(Спаривание в собственном пучке 
прямых - это «равноугольн ая инво
люция» * ) . )  

Теперь м ы  можем установить 
справедливость т е о р е м ы Г е с
с е н б е р  г а о с п а р и в  а н и и, гла 
сящей :  

Пусть дан трехсторонник с 1 , с2, Рис. 5 1 .  

с3, через «вершины» которого про-
ведены прямые а 1 , а2 , а3 одного пучка (т. е. ап принадлежит 
тому же пучку, что Ci, cl ) ; далее, пусть b t , ь2. Ьз - прямые, 
отвечающие а 1, а21 аз при спаривании, причем с1 ,  с2 , а 1 , а2, Ь 1 , Ь2 
предполагаются попарно различными. Тогда если g - прямая, 
принадлежащая тому же пучку, что C J ,  ь1 и что с2, Ь2, то она 
принадлежит также тому же пучку, что Сз, Ьз ( р ис. 5 1 ) .  Сфор
мулируем эту теорему при  одном лишь дополнительном требо
вании :  

Т е о р е м  а 1 2  (теорем а о спаривании) . Пусть а 1 , а2 , аз, Ь 1 , Ь2, Ь3, 
с1 ,  с2, с3, g - прямые, удовлетворяющие следующим условиям: 

а 1а2аз - прямая; а1а2 = Ь2Ь 1 , а i аз = ЬзЬ I ;  
ciahc1 - прямая, какова бы н и  была перестановка i, k, l из 

1 ,  2, 3 ;  
C t b t  =i=c2b2  (дополнительное условие) ; 
C t b tg, c2b2g - прямые. 
Тогда сзЬ3g - прямая. 
Если дuполнительное условие не имеет места ,  то прямая g 

нашими условиями не определяется однозначно. В силу 

" ) Другими  словами,  инволюция, задаваемая  парой прямых а, Ь, соnо
ставляет каждой прямой х определяемого а и Ь собственного nучка такую 
прямую у того же пучка, '! Т О  ах = уЬ, т .  е. а и х определяют такой же на
правленный угол , как у и Ь (см.  n. 5 § 1 ;  ер. ниже рис. 5 1  и таблицу nро
изведений ) . (При.м ред ) 

7 Ф. Бахмаи 
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а ,а2 = Ь2Ь 1 дополнительное условие р авносильно также тому, что 
a ,a2=l=c2c1 .  

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  По пункту а)  леммы имеет место 
аzаз = ЬзЬ2 . В таблице произведений 

Ь 1 а3с2 = Ь3а1 с2 Ь2а3с1 = Ь3а2с1 g 

с, ь , с 1а3с2 (Ь 1 Ь2а3)с' = (а2а1а3)с' c1 b 1g 

c2bz (ЬzЬ1аз)
с' = (а 1а2аз)с' Сzазс, c2b2g 

сзЬз cзatcz с3а2с1 1 сзЬзg 

восемь произведений,  кроме последнего, по условию будут пря
мыми .  

По дополнительному условию с 1 Ь , =l=c2b2 и Ьзаtс2 =I=Ьза2с 1 . Сле
довательно, утверждение  вытекает из  леммы о девяти прямых. 

Таким образом,  теорема  о спаривании есть частный случай 
леммы о девяти прямых;  спр аведливость ее основывается ис
ключительно н а  свойствах  Go - Gz. 

Если в теореме 1 2  заменить прямые с 1 , с2, с3, g точками 
С1 ,  С2, С3, G, то получим теорему, аналогичную теореме о спа
ривании, являющуюся обобщением н а  абсолютную геометрию 
евклидавой теоремы о четырехугольнике, вписанном в круг, и 
играющую определенную роль в исследованиях Тёпкена и 
йельмслева .  Наше  доказательство сохраняется дословно. В то 

время как в теореме о спари· 
вании фигурирует трехсторон
ник, через вершины которого 
проведены прямые, ана.1огич
ная  теорема говорит о тре
угольнике, на  стороны которо
го опущены перпендикуляры. 

ь, Считая ,  что входящие в фор
мулировку элемеН'I Ы С( , с2, Сз, 
а 1 , а2 , а3, ь , ,  Ь2, Ьз попарно раз-

О личны,  можно так перефрази
ровать утверждение теоремы: 

Рис. 52. Пусть даны треугольник 
С, , С2, Сз и пря.мые а1 , а2 , а3 

одного пучка такие, что ak перпендикулярна ( Ci , Cz) ; пусть, да
лее, Ь , , Ь2 , Ь3 - пряАtые, отвечающие при спаривании прямым aj, 
а2, а3 • Тогда если перпендикуляры, опущенные из С1 на Ь 1 и из 
С2 на Ь2, проходят через точку G,  то перпендикуляр, опущенный 
из Сз на Ьз, тоже проходит через G (рис .  52) . 
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Примерам теоремы о спаривании является теорем а  об осно
ваниях (теорема 4 ) . 

Для того чтобы поясн ить это, з аметим п режде всего, что ' 1 
если а, а 1 , а2, аз - прямые пучка, то прямые ai и а 1 = а11. аа1 
( i, k, 1 - любая пересталовка чисел 1 ,  2, 3 )  соответствуют друг 
другу при спаривании : 

1 1 a1ak = а1аа1 •  a1aak = aka1 • 

(При этом спаривании прямой а соответствует прямая  ( 9 )  . )  
Теперь используем обозначения теоремы 4 .  По условию 

через вершины А 1 , А 2 , А з треугольника оснований п роходят пря 
мые а1 , а2, аз пучка G ( О) . Положив (A i , А11.) = Ct, и меем по тео
реме о перпендикулярах а; = a1k ..L с1,  т. е. A 1k = c1af . В силу 
теоремы о спаривании эти три точки принадлежат одной пря 
мой. Следовательно, «прямая  оснований» - это п р ямая ,  которая  
специальным спариванием сопоставляется треугольнику осно
ваний.  

Конструкция теоремы об основаниях также является приме
рам теоремы, аналогичной теореме о спаривании :  н а  стороны 
Ci треугольника оснований опущены из  О перпендикуляры  а; , 
а опущенные из  вершин A i треугольника оснований перпенди
куляры b i на прямые ai , получаемые спариванием из  прямых 
а; , проходят через точку А.  

3 а д а ч и . 1 .  а )  Т е о р е м а о б и з  о г о н а л ь  н о м с о о т в е т с т в и и 
(п .  5 § 1 ,  предложение 9) ) :  «Если Ьа'с = а", сЬ'а = Ь", ас'Ь = с" и а', Ь', с' 
принадлежат одному пучку, то а", Ь", с" также принадлежат одному пуч
ку», - справедлива в абсолютной геометрии. 

б) Справедлива также следующая, аналогичная предыдущей, теорема 
(т е о р е м а о б и з  о т о м и ч е с  к о м с о о т в е т с т в и и )  *) : «Если Ва'С = 
= а", СЬ'А = Ь", Ас'В = с" и а', Ь', с' принадлежат одному пучку, то и а", Ь ", с" принадлежат одному пучку». 

в)  Если А,  В, С - треугольник и к его сторонам (В ,  С) , (С, А ) ,  (А, В) 
восставлены перпендикуляры а', Ь', с', которые принадлежат пучку Р ,  не со
держащему сторон треугольника, то прямые а"= Ва'С, Ь" = СЬ'А ,  с" = Ас'В, 
принадлежащие, согласно б) , одному пучку Q (изотомическому противопучку 
пучка Р ) ,  являются меднатрисами «треугольника» р А, Р8 , ре. 

G является образом Р при изогональном соответстви и  в трехстороннике 
All, ВЬ, СС, где а-: ь-: ё соединяют точки А, В,  С с пучком Р. 

* ) Нетрудно видеть, что в евклидавой геометрии  эта теорема гласит: 
если перпендикуляры а', Ь', с', восставленные к сторонам ВС, СА, АВ тре
угольника АВС в точках А ', В', С' этих сторон, пересеклютея в одной точке, 
то и перпендикуляры а", Ь", с", восставленные к тем же сторонам треуголь
ника в точках А", В", С", симметричных точкам А', В', С' относительно се
редин соответствующих сторон, токже пересекутся в одной точке; эта тео
рема (с очевидностью следующая из известной т е о р е м  ы К а р  н о геоме
трии треугольника ; см.  3 е т е л ь  [ 1 ], стр .  1 37) родственна теореме об изото
мическом соответствии (3 е т е л ь  { 1 ] , стр. 98-99) . ( П рим. ред.) 

7• 
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2. (йельмслев) .  Доказать следующее утверждение о зеркальном распо· 
ложени и  в четырехстороннике а, Ь ,  с, d и установить его геометрический 
смысл: Если da' = a"a , аЬ' = Ь"Ь , Ьс' = с"с, cd' = d"d, то из a'b'= d'c' следует 
a"b" = d"c". 

9. Теорема П ап п а - Бр ианшона. Теорем а о спаривании,  яв
ляющаяся метрическим уточнением известной теоремы проек
тивной геометри и  о четырехстороннике ( ер .  п .  2 § 5) , важна 

для обоснования плоской 
метрической геометрии пре
жде всего потому, что, трое
кратно применяя ее, можно 
доказать теорему Паппа 
Брианшана о шестисторон
нике, стороны которого по
очередно принадлежат двум 
пучкам .  Впервые этот ход 
мыслей использовал Гессен
берг в исследованиях по эл 
л иптической геометрии.  Поз
же его использовал йельм
слев для доказательства тео
ремы Паппа - Паскаля о 

Рис. 53.  

шестиугольнике, вершины 
которого поочередно принадлежат двум прямым,  в рамках абсо
лютной геометрии .  Теоремы Паппа - Паскаля  и Паппа - Бриан
шана равноси.'IЬНЫ, поскольку каждую фигуру Паппа - Паскаля 
можно восприним ать как  фигуру Паппа - Брианшона ,  и наобо
рот ( ер .  п. 1 § 5) . 

Мы докажем теорему Паппа - Брианшан а  для так  называе
мого вещественного случая: если дан простой шестисторонник 
вместе с диагоналями (ер .  п .  1 § 5 )  и стороны его поочередно 
принадлежат одному из двух пучков, причем хотя бы один из 
этих пучков собственный ,  то, коль скоро две из  диагона.11ей 
принадлежат какому-либо собственному пучку, ему принадле
жит и третья диа гональ.  

Т е о р е м  а 1 3  (теорема  Паппа - Брианшона ,  вещественный 
случай ) .  Пусть а 1, bZ> а:р Ь 1 , а2, Ь3 - простой шестисторонник и д, В - такие пучки, что 

а1 , а2, а3 Е д, 
Ь1 , Ь2, Ь3 Е В 

причем хотя бы один из пучков А и В собственный. Пусть , далее, 
с1, с2, с3 - такие прямые, что 
а,Ь11с1 - прямая для любой перестановки i, k, l индексов 1 ,  2, 3. 
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Тогда если для какого-то собственного пучка С выполняются 
два из соотношений 

то выполняется и третье ( р ис. 53) . 
Отвлекаясь от вырожденных случаев,  эта теорема р авно

сильна такой теореме о шестистороннике Брианшана а1 , Ь2, а3, 
Ь , , а2, Ь3, через вершины которого проведены шесть п рямых Cik 
векоторого собственного пучка : 

Т е о р е м  а 1 3а .  Пусть а 1  и Ь11. ( i, k =  1 ,  2, 3 )  -- прямые, а 
д, В, С - пучки, причем az Е д, � В , С ;  b k Е В ;  В и С соб
ственные. Пусть, далее, c ik (i, k = 1 ,  2 , 3; i =1= k) - такие пря
мые, что Czk Е С и aibkcik - прямые. Тогда любые два из ра
венств 

влекут за собой третье. 
Д о к а з а  т е л ь  с т в о т е о р е м ы 1 3а .  Пусть а, Ь - - соедине

ния С с д, В (теорема  15 § 3) . Определим в пучке С спари 
вание посредством пары а, Ь ;  при 
этом сп аривании всякой прямой Ci!t 
отвечает прямая  dik, определяемая 
равенством 

( рис. 54 ) . 
Пусть теперь i, k, 1 - цикличе

ская перестановка индексов 1 ,  2, 3 .  
Рассмотрим трехсторонник Ь 1 ,  а��. , 
а1, через вершины которого прове
дены прямые а, cli , CR. i пучка С , а 
также соответствующие им  при  спа 
ривании прямые Ь ,  dli , dki . Из теоре- А 
мы о спаривании следует : если обо
значить через gi соединение двух 
различных пучков В, G (akdu) ( в  
силу a k  � С имеем а��. =l=dli , а т а к  как 

ak � В, то эти пучки различны ;  зна 

с 
Рис. 54. 

чит, дополнительное условие bib =l=ahdu теоремы о спаривании 
здесь выполняется ) ,  то gi также принадлежит пучку G ( aldki ) . 
Итак, 

g1 Е В , G (а2dз1) , G (азd2,) ; 
g2 Е В, G (a3d12) , G (а1dз2) ; 

g3 Е В,  G '(a1d23), G (а2d1з). 
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Если теперь Ct2 = C2 1 . с , з = Сз! и . значит, d 1 2 = d21 , d, з = dз , , то 
существуют два р азличных пучка,  которым принадлежат g1 и 
g2, и два ра зличных пучка,  которым принадлежат g1  и g3• Сле
довательно, g,  = g2 = gз ( рис.  55) . Поэтому g1 Е G (a1d23) , G (a1d32), 
т. е . d23, d32E С, G (a1g1) (в силу а 1 � В имеем a 1 =Fg, ) , а так  

как  C =I= G (a1g1) (из-за 

7/.��==;f=bl��B 
А 

с 
Рис. 55. 

а � С), то d23 = d32 и , зна
чит, с23 = Сз2· 

Доказательство, таким 
образом, состоит в том ,  
чтобы за  счет епециально 
подобранного спаривания 
обогати ть проективную 
конструкцию, превратив 
ее в некоторую метри
ческую, а затем устано
вить, что это спаривание 
сопоставляет трем сторо
нам  трехсторонника ь i. 
ak, а1 те же самые прямые 
пучка В. Оно аналогично 
гильбертову доказатель
ству аффинной теоремы 
Паппа - Паскаля в ев-
клидовой плоскости путем 
троекр атного применения 
теоремы о вписанном че
тырехугольнике. 

К д о к а з а т е л ь с т в у  
т е о р е м ы  1 3 :  Пусть 
С - собственный пучок, 
содержащий с3 и с2• Из  
условия о том ,  что а1 , Ь2, 

а3, Ь 1 , а2, Ь3 - п ростой шестисторонник, вытекает, что G (a1bk) =1= 
=1= G (аkЬд ( при  i =1= k), а з атем , - что а 1 � В, С и bk � д, С. 
Следов ательно, с1 - однозначное соединение пучков G (a1bk)' 
G (akb 1) , и можно однозначно определить Ctk к ак соединение 
пучков С, G (at bk) .  В силу с3, с2 Е С тогда с12 = с21 = с3, 
с13 = с31 = с2 , а по теореме  ! За с23 = с32 = с1 , т. е. с1 Е С. 1 0. Теоре м а  о м едиа н ах. Из теоремы о спаривании можно, 
следу;я йельмслеву, получить также теорему о медианах тре
угольника.  

Т е о р е м  а 14 ( теорема  о медианах) . Пусть А, В, С не кол
линеарны; U, W - такие точки, что си = В, вw = А , а v - пря-
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мая, инцидентпая В и принадлежащая тому же пучку, что 
и = (А ,  и) , w = ( С, W) . Тогда существует точка V такая, что 
VI v и CV = A .  

Д о к а з а  т е л ь с т в о .  Построим треугольник, центральна 
симметричный данному относительно точки и ( рис.  56 ) . В полу
ченном треугольнике А,  Аи, С точка  и является средней ДJI Я 

А 

g 
Рис. 56. 

А, А и, т.  е. прямая  g = и и является меднатрисой А, А и. Далее, 
wи_ средн яя точка для А И, с. Проведем перпендикуляр S =  
= ( WИ, g) . ( WИ=Fg, ибо из wи = g, т. е. W = gu = g, следовало 
бы C = Bu = Bg1t = Bwи = A и = A . )  По теореме 2' имее м :  сущест
вует точка V такая ,  что 

Vls,  cv = А; (28) 

при этом VI ь .  Выполняется ли еще vr v?  
Проведем перпендикуляр  r = ( В , g) . ( B =i=g, ибо  из B """g сле

довало бы В = g = gи = ви = С. )  Из трех прямых и ,  r, s, перпен
дикулярных g, си мметрией относительно и получаются прямые 
и, ги = (С, g) , sи =  ( W, g ) .  (Например,  ru = rgu = ru= (В , g) V =  
= (ВИ, gu) = ( C, g) . )  

Применим к трехстороннику w ,  с =  ( А ,  В ) , Ь =  (А, С) ,  через 
вершины А, С, W которого проведены прямые и, ги, sи ,  перпен
дикулярные g, теорему о спаривании :  и ,  r ,  s соответствуют пря 
мым и, ги, sи при  спаривании ;  v принадлежит тому же  пучку, 
что w, и, а также тому же пучку, что с, r; дополнительное усло
вие wи=Fcr теоремы о спаривании также выполнено, поскольку 
и, с, w не принадлежат одному пучку. Таким образом,  и меем 

bsv - п р я м ая .  (29) 

Теперь если Ь =i=s, то из V I Ь, s и (29) следует V I v, а зна
чит, и наше утверждение. 
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Если b = s, то А полярна  и (если  b = s,  то, так как s ..L g, вы
полняется Ь ..L g; тогда Ь, и - два различных перпендикуляра ,  
опущенных из А н а  g, т .  е .  А = g) .  

Т а ким  образом,  при  выполнении аксиомы "' Р это доказа
тельство йельмслева является кор ректным ;  в эл л и птической 
же геометрии (в которой спра ведлива аксиома  Р)  требуются 
дополнительные рассуждения .  

Если А полярна  и, но С не  полярна  W,  то в предыдущем 
доказательстве можно поменять местами А, и и С, W. 

В оставшемен случае, когда А полярна  и и С пол я р н а  W, т. е. 

вw \ и и ви 1 W или, в другой записи, В 1 иw, WU, (30) 

возникает чрезвычайно симметричная  конфигурация,  для кото
рой мы можем доказать теорему без при менения спаривания .  
Точки иw, WU, согл асно ( 30) , принадлежат поляре точки В;  

Рис. 57. 

так как к тому же, как вид
но непосредственно, точки и"v, wи принадлежат пря
мой ( и, W) , а прямая  ( и, W) не  полярна В ( иначе 
В был а  бы полярна  и, т. е. 
было бы В = Ви = С) ,  то по 
аксиоме 2 (рис. 57) 

(3 1 ) 

Если поляру этой точки обозначить через v', т. е. иw = wи = v', то 
' ' ( u)v' w v' ) а )  v IB, б )  иv = W, в) В = В  , т. е. С = А,  (32 

ибо а) получается из (30) , б) - из ( 3 1 ) ,  в) - из (30) . 
Из (32 б ) ) и (32 в ) ) следует, что 

(А и)v' (Av' иv') (С W) v' 
, = , = , , т. е. и = w .  

Поэтому v' принадлежит тому же пучку, что и и w, и с по
мощью ( 32 а ) ) в силу теоремы 15 § 3 мы заключ аем , что v' = v. 
Таким  образом, в силу ( 32 в ) ) v - меднатриса точек С, А, а 
значит, ее основание bv - средняя  точка для точек А, С. 

Л и т е р а т у р а к § 4. Г е с с е н б е р г [ 1 ], [2] ,  [3], й е л ь м с л е в [1 ], 
[2], Т ё п к е н  ( 1 ], [2] , Т о м с е в  [3] Докаэа rельст во теорем ы Дезарга дал 
Ш n е р  н е р [4]. 

§ 5. П роективные и прое кт ивно-метричес кие пл ос кости 

В следующем параграфе будет показа но, что всякая м етри 
ческая плоскость может быть погружена в так н а з ы в а емую про
ектнвно - метр нчсску ю плоскость. Для пони м ания этого фа кта 
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потребуются некоторые сведения из nроективной геометрии.  
В настоящем парагр афе  мы сведем воедино некото�ые nонятия 
и теоремы плоской проективной геометрии и введем nонятие 
проективно -метрической плоскости. 

1 .  П роективные плоскости. Пусть даны два множества ка 
ких -то объектов или «вещей»,  одно из которых м ы  назовем 
множеством точек, другое - множеством прямых, и оnределено 
отношение «точка Р и прямая g инцидентны». Множество точек 
и прямых с этим  отношением мы называем проективной пло
скостью, если выполнены следующие аксиомы ( 1 -3) * ) : 

1 .  А к с и о м ы и н ц и д е н т н о с т и проективной плоскости. 
Для любых двух точек найдется инцидентпая им прямая. Для 
любых двух прямых найдется инцидентная им точка. Две раз
личные прямые не инцидентны сразу двум различным точкам. 
Существуют четыре точки, никакие три из которых не инцидент
ны одной прямой. 

Шесть точек A t , В2, Аз, Bt , А2. Вз называют простым шести
угольником, если никакие две «циклически соседние» точки * * }  
н е  коллинеарны ни с какой из прочих четырех точек. Соедини
тельные пря мые двух циклически соседних точек называются 
сторонами шестиугольника ; стороны (Ak, Bi )  и (Ai ,  Bk) назы
ваются противоположными. 

Стороны простого шестиугольника образуют фигуру, двойственную про
стому шестиугольнику - простой шестисторонник: никакие две «циклически 
соседние» стороны не имеют общей точки ни с одной из четырех остальных 
сторон . Вершины простого шестиугольника попарно различны ;  то же отно
сится к сторонам.  В частности, противоположные стороны различны, а по
этому для любой пары противоположных сторон однозначно определена их 
точка пересечения ,  называем ая диагональной точкой. 

В простом шестиугольнике противоположные точки А 1, 8 1 не колли
неарны ни с одной из прочих точек. Аналогичное свойство сторон приводит 
к тому, что через диагональную точку проходят только две стороны шести
угольника - те. которые указаны в ее определении.  Отсюда вытекает, что 
диагональные точки отличны друг от друга и от вершин. а значит, и пря
мые, соединяющие попарно диагональные точки, отличны от сторон. Значит, 
более общо, прямая ,  соединяющая две диагональные точки ,  не проходит ни  
через одну вершину ( ибо каждая вершина соединяется по крайней мере  с 
одной из каждых двух разли •1ных диагональных точек посредством пекото
рой стороны, а сторона, по сказанному, содержит только одну диагональную 
точку) . 

2. П р е  д л о ж е н и е П а n п а - П а с к а л я. Если вершины 
простого шестиугольника попеременно принадлежат двум пря
мым, то диагональные точки принадлежат одной прямой 
( рис. 58) . 

"') Кое-где в новейшей литературе проективной плоскостью называют 
всякое множество точек и прямых, для котоrого выполнены аксиомы инци· 
дентности проекТ !шной плоскости .  

••)  Т. е. А 1 и 82,  или 82 и Аз, . . . , или 83 и А 1 .  (При.м. ред.) 
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Неnосредственно ясно, что в силу определения  простого шестиугольника 
две уnомянуть1е nрямые, несущие вершины шестиугольника, отличны друг от 
друга, а точка их пересечени я  отлична от всех веrшин шестиугольника. Ска
занное ранее nриводит к заключению, что из девяти точек : шести вершин 
шестиугольника и трех диагональных точек - любые две различны;  точно так 
же из девяти прямых:  шести сторон шестиугольника, двух «несущих прямых» 
и возникающей в силу справедливости рассматриваемого предложения «пр я
мой ПaCKil.'IЯ» - любые две различны. 

Полным четырехугольником н азывают совокупность четы 
рех точек, никакие три из которых не коллинеарны,  и шести 
прямых, соединяющих попарно эти точки .  Точки называются 
вершинами, а пр я мые - сторонами пол ного четырехугольника . 
Те две стороны, которые не имеют общей вершины ,  называются 
противоположными ;  точка пересечения противоположных сторон 
называется диагональной точкой. Двойственным образом опре
деляется понятие полного четырехсторонника. 

{7) 

AJ 
8 

(���----�------� С1 С2 С.з 
Рис. 58. Рис. 59. 

3.  А к с и о м а Ф а н о. Диагональные точки полного четырех
угольника не коллинеарны ( рис .  59) . 

Если выполнены аксиомы инцидентности проективной плоскости ,  то пред
ложение Паnпа - Паскаля может быть выражено в нескольких равносильных 
формулировках. 

Рассмотри м  конфигурацию Паппа,  состоящую из девяти разных точек 
1 , 2, . . .  , 9 н девяти р азных прямых ( 1 ) , (2) , . . . , (9 ) и определяемую приве
деиной на  стр. 1 07 таблицей инцидентностей.  Все таблицы ющидентностей, ко
торые получаются nростым изменением нумерации точек и прямых, надо счи
тать равносильными .  В этой конфигурации через каждую точку проходят три 
прямые, а на каждой прямой лежат три точки .  Так как таблица инцидентно
стей симметрична относительно главной диагонали, то наша конфигурация 
двойственна самой себе. Точки нашей конфигурации можно разбить на три  
тройки точек так, что никакие две точки одной 1 1  той же тройки нельзя 
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соединить ни одной пр ямой нашей конфигур ации.  П р и  выбр анной н а м и  нумерации эти тройки несоединимых точек суть ( 1 ,  2, 3) ,  (4 ,  5, 6) ,  (7, 8, 9) .  Двойственным обр азом прямые конфигурации подразделя ются н а  три тройк и  так, ч т о  никакие д в е  п р я м ые одной тр ойки не пересекаются н и  в одной точке нашей конф игурации. В нашей нумер ации эти тройки непересекающихся пря
мых таковы : ( ( 1 ) ,  (2) ,  (3) ) ,  ( (4 ) , (5) , (6) ) ,  ( (7 ) , (8) , (9) ) . Из трех пр я мых, 

1 ( I )  ( 2 ) ( 3 ) 1 ( 4 )  ( 5 )  ( 6 ) 1 ( 7 ) ( 8 ) ( 9 )  
1 х х х 
2 х х х 
3 х х х 

4 х х х 
5 х х х 
6 х х х 

7 х х х 
8 х х х 
9 х х х 

проходящих через некоторую точку конфигурации, никакие две не могут принадлежать одной и той же тройке. Поэтому через каждую точку конфигурации п роходит точно одна пр я м а я  из каждой тройки пряыых, и , аналогично, на каждой пр ямой коифигурации лежит в точности одна точка из каждой тройки точек. 
Авто;"tарфизмом таблицы инцидентностей мы называем пару (ер, 1\J) перестановак чисел 1 ,  . . . , 9 таких,  что если клетка i, (k) в табл ице обозначена крестиком, то ее клетка-обр аз iep, (kф) также обозначена кр естиком, и обратно. Если ввести групповую операцию (ер 1 ,  1jJ 1 ) (ep2. 1\J2) = (ep 1ep2, 1\J I1\J2) , то а втоморфизм ы  таблицы ин цидснтностей составляют группу. Две клетки табли

цы инцидентностей называются равноправными, если существует автоморфиз м, переводящий одну клетку в другую. Ра вноправие клеток является отношен ием эквивалентности.  П р и  этом ( ! )  В таблице инцидентностей для конфигурации Паппа все отмеченные 
клетки равноправны; точно так же равнопрабньt и все пустые клетки. Для доказательства установим,  что 1 )  для любого i найдется автоморфизм ( cp, 1\J) , при котором 1 ср = i. Отсюда вытекает, что каждая клетка равнопр авна некото рой клетке первой строки, и нам останется доказать, что 2) все отм еченные клетки первой строки равноправны и 3) все п устые клетки первой строки равнопр а в н ы .  Чтобы доказать 1 ) , 2) , 3) , р ассмотр и м  подстановки 

( 1  2 3 4 5 6 7 8 9) ( 1  2 3 4 5 6 7 8 9) 
fJJ J = 4 5 6 7 8 9 1 2 3 ' 1\Jl = 1 2 3 6 4 5 8 9 7 ' 

( 1  2 3 4 5 6 7 8 9) ( 1 2 3 4 5 6 7 8 9) 
rp2 = 2 1 3 5 4 6 8 7 9 ' ф2 = 1 3 2 7 9 8 4 6 5 . 

Непосредственно проверяется, что а:1 = (ep J, 1\J J ) , CG2= (ер2, 1\J2) являются автоморфизм ами таблицы инuидентнl)стей. В силу си м м етрии т аблицы инцидентностей относительно главной диагонали �� = (ф1 ,  epJ ) ,  �2= (1jJ2, ер2) также 
являются автоморфизм ам и  таблицы инцидентностей. 
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Авто мор ф и з м ы  а2, а2�2• а1 , а1 � 1 •  а1�Т· ат. ат� 1 •  ат�Т доказыва ют утверждение 1 ) ; автоморфизмы � 1 , �Т доказывают утверждение 2 ) ;  автомор
физмы �1 ,  �Т• �2• � 1 �2• �Т�2 - утверждение 3 ) .  

( I I )  Если для дев /lти разных точек. и девяти разных пря.мых и.меют .ме
сто 27 инцидентностей конфигурации Паппа, то эти точки и пря.мые не свя
заны ник.ак.и.ми други.ми отношениями инцидентности. Для д о к а з  а т е л ь с т в а представим себе таблицу инцидентностей с дополн ительным дв адцать восьм ым крестико м .  Поскольку все пустые клt:тки равноправны, достаточно р ассмотреть крестик в клетке ( 1 ,  ( 1 ) ) .  Из-за дополнительноГо крестика образуются два прямоугольника (со сторонами, nараллельны м и осям ) из крестиков, в которых общей вершиной является только дополнительный крестик. В обоих прямоугольниках есть три разные строки и три р азных столбца.  П р я м оугольник из крестиков - это двойная ин цидентность, котор ая,  согласно третьей аксиоме и нцидептности проективной плоскости,  невозможна для двух различных точек и дву х р азличных прямых.  

( 1 1 1 )  Если для девяти разных пря.мых и девяти разных точек. выпол
няется 26 из 27 инцидентностей конфигурации Паппа, то сверх того .может 
еще выполняться только двадцать седь.мая инцидентность конфигурации 
Паппа; никакая другая двадцать седь.мая инцидентность невоз.можна. 

В самом деле, из тех двух прямоугольников, которые возникают при добавлении двадцать восьмого кр естика к таблице инцидентностей для конфигурации Паппа,  при устранении одного из первонач альных крестиков может быть р азрушен м а ксимум один. Установим, что предложение Паппа - Паскаля р а вносильно теореме : Т е о р е м а о к о н ф и г у р а ц и и П а п п а. Если для девяти разных 
точек. и девяти разных пря.мых выполняются 26 инцидентностей конфигура
чии Паппа, то выполняется и двадцать седь.мая инцидентность. Прежде всего эта  теорем а следует из предложен и я  Паппа - Паскаля. Так как по ( 1 )  все и нцидентности конфигур аци и П аппа р авноправны, то достаточно показать, что с помощью предложен ия Паrш а  - П аскаля можно в ывести инцидентность (9, (9) ) из остальны х 26 инцидентностей. Для этого примем прямые (7) и (8) за несущие прямые шестиугольника, а прямую (9) - за п р я мую П аскал я ;  эти три прямые принадлежат одной 1 ройке пр ям ых. Те шесть точек конфигурации,  которые прин адлежат пр ямым (7)  и (8) , образуют шестиугольник, сторонами которого явл яются те прямые конфигурации, которые не входят в тройку ( (7) , (8) , (9) ) . В силу ( I I I ) это простой шестиугольн ик. Две точки пересечения противоположных сторон п ринадлежат (9) уже п о  условию теоремы;  третья точка - это точка 9, которая,  согласно заключению предложения Паппа - П аскаля, также принадлежит пр ямой (9) . Очевидно, обратно, теорема о конфигур ации П аппа содерж ится в предложени и  П а п п а  - П аскаля как частный случай. Двойственной предложению П а п п а  - Паскаля является Т е о р е м а П а п п а - Б р и а н ш о н а . Если стороны простого шести
сторонника попеременно проходят через две точки, то пря.мые, соединяющие 
противоположные вершины шестисторонник.а, проходят через одну точку. Проводя рассужден ия,  двойственные предыдущим, можно установить, что эта теорем а р а в носильна теореме, двойственной теореме о конфигур ации П ап п а, т. е. самой этой теореме. Таким образом,  любую из недостающих 
27 инцидентностей можно вывести из остальных 26 и теорем ы  Паппа - Брианшана. ( Например,  чтобы вывести ту же инциденцию (9, (9 )  ) ,  надо принять 9 
за «точку Брианшона» и рассмотреть возникающий из данной конфигурации шестисторонник с несущи м и  точк а м и  7 и 8. ) Следов ательно, предложение Паппа - Паскаля, теорема о конф игурации Паппа и теорема Паппа - Брианшана совпадают по содержанию и различаются только формулироВ!<ам и .  
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С целью дальнейших применений (в п. 5 § 6) мы (считая выполненными 

лишь одни аксиомы инцидентности) сделаем ряд :JJiМечаний о фигурах,  ко
торые удовлетворяют условиям теоремы о конфигурации Паппа. Будем на 
зывать систему из девяти разных точек и девяти разных прямых, для  кото
рых выполняются по крайней мере 26 из 27 инцидентностей конфигурации 
Паппа, открытой конфигурацией Паппа. Если выполняются все 27 инцидент
ностей, то мы скажем, что конфигурация замкнута. Теми же р ассуждениями, 
что в ( 1 1 1 ) , получаем 

( IV) Если для девяти разных точек и девяти прямых, из которых по край
ней мере восемь различны, имеют место 26 инцидентностей конфигурации Пап
па, то все девять прямых различны, т. е. это открытая ко11фигурация Паппа. 

Так как таблица инциденткостей конфигурации Паппа симметрична от
носительно главной диагонали, то имеет место и двойственное утверждение. 

В открытой конфигурации Паппа мы называем «открытую» двадцать 
седьмую инцидентность критической инцидентностью, а относящиеся к ней 
элементы - критической точкой и критической прямой. 

Если в открытой конфигурации Паппа заменить критическую прямую на  
прямую, соединяющую критическую точку и одну из тех  двух точек конфи
гурации, которые по условию принадлежат критической прямой, то в силу 
( IV) получим опять-таки открыtую конфигурацию Паппа.  Такая замена на
зывается вариацией критической прямой. Двойственным образом опреде
ляется вариация критической точки. Замена.  получающаяся при многократ
ном применении таких «простых» вариаций, называется вариацией конфигу
рации. Имеет место 

(V) Открытая конфигурация Паппа при вариации переходит снова в от
крытую конфигурацию Паппа. Если замкнуть конфигурацию, полученную в 
результате вариации, то замкнется и исходная конфигурация, и наоборот. 

В самом деле, оба утверждения  выполняются ддя простой вариации,  а 
значит, и для произвольной вариации конфигурации Паппа.  

Варьируя критическую точку (соответственно критическую прямую) в 
открытой конфигурации Паппа,  можно добиться того, чтобы критическа я  ин
цидентность поменялась с любой заданной инцидентностью, стоящей в той 
же строке (соответственно столбце) . Поэтому 

(VI )  Каждая прямая g открытой конфигурации Паппа может быть пре
вращена в критическую прямую за счет не более чем трех простых вариа
ций конфигурации, которые не изменяют g. 

На проективной плоскости имеет место принцип двойствен
ности : если в терминах понятий «точка», «прямая», «инцидент
ность» сформулирована теорема,  выводимая  из  аксиом проек
тивной плоскости, то выводима из этих а ксиом также и теоре
ма ,  получаемая из первоначальной заменой слова  «точка» н а  
слово «прямая» и наоборот, - ведь это утверждение верно для 
самих аксиом проективной плоскости. 

Полным треугольником называют три неколлинеарные точки, 
рассматриваемые совместно с соединяющими их п рямыми .  По
нятие полного треугольника совпадает с двойственным ему по
нятием полного трехсторонника .  Пусть теперь даны два полных 
треугольника с вершинами А 1 ,  А2, Аз и 8 1 , 82, Вз, со сторонами 
а1 = (А2, А3) ,  • • •  , Ь 1 = (82, Вз) , . . .  и для них установлено соот
ветствие (отмеченных одним и тем же индексом ) вершин,  а зна
чит, и сторон . Говорят, что два треугольника находятся в 
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перспективном соответствии по отношению к точке (центру) О, 
если при  каждом i =  1 ,  2, 3 точки О, A i, B i  коллинеарны;  гово
рят, что два треугольника находятся в перспективном соответ
ствии по отношению к прямой (оси) о, если при каждом i = 1 , 
2, 3 прямые о, ai, bi имеют общую точку. Из проективных 
аксиом инцидентнести и предложения Папп а-Паскаля вытекает, 
как  показал Гессенберг, т е о р е м а Д е з а р  г а: если два полных 
треугольника находятся в проективном соответствии по отноше
нию к пекоторой точке, то они находятся также в проективном 
соответствии по отношению к пекоторой прямой * ) ; имеет место 
также и двойственное (т. е обр атное) утверждение (рис. 60) . 

1) 

�ис. 60. Рис. 6 1 .  

Из  теоремы Дезарга вытекает т е о р е м  а о п о  л н о м ч е т ы
р е х у г о л ь н и к  е ( н азываемая также т е о р е м  о й  о д е з а р 
г о в о м ч е т ы  р е х у г о л ь н и к  е) : если даны два полных че
тырехугольника, для которых указано соответствие вершин, а 
потому и сторон, и пекоторая прямая, не проходящая ни через 
одну вершину, пересекает пять пар соответствующих сторон в 
одних и тех же точках, то она пересекает и шестую пару сторон 
в одной и той же точке ( рис .  6 1 ) . Тр и  стороны полного четырех
угольника,  проходящие через одну вершину, на зывают звездной 
тройкой, а три стороны, являющиеся сторонами частичного тре
угольника,  входящего в состав полного четырехугольника, -
треугольной тройкой ;  стороны, п ротивоположные сторонам 
звездной тройки, обр азуют треугольную тройку, и обратно. Две 

* ) Ср . Г и л ь  б е р  т [ 1 ], теорема 6 1  из § 35 и пр имечание редактор а  [74]. 
(Прим. ред.) 
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тройки точек А, В, С; D, Е, F некоторой прямой g называются 
сечением четырехугольника, если существует не содержащий 
прямой g полный четырехугольник со сторонами а, Ь ,  с, d, е, f, 
пересекающими прямую g в точках А, В, С, D, Е, F, причем 
а и d,  Ь и е, с и f - противоположные стороны четырехугольни
ка ;  а, Ь ,  с составляют звездную тройку, а d, е, f - треугольную 

А 
Рис. 62. 

тройку ( рис. 62) . ( В  сечении четырехугольника важен и пор я
док троек точек . )  Тогда теорему о полном четырехугольнике 
можно сформулировать так :  в любом сечении четырехуголь
ника каждая точка однозначно определена пятью остальными. 

3 а д а ч и. 1 . В nростом шестиугольнике две nротивоnоложные стороны 
оnределяют диагональную точку; nрямая, соединяющая обе не nринадлежа· 
щие этим nротивоnоложным сторонам 
nротивоnоложные вершины шестиуголь
ника, называется диагональю, принад
лежащей данной диагональной точке. 
Пользуяrь этим nонятием nринадлеж
ности диагонали данной диагональной 
точке, можно так nереформулировать 
nредложение Пanna - Паскаля в само
двойственном виде: если две диагонали 
простого шестиугольника инцидентны 
диагональным точкам, принадлежащим 
этим диагоналям, то третья диагональ 
также инt1идентна диагональной точке, 
принадлежащей этой диагонали ( Гессен
берг ;  см. р ис. 63) . 

2. (Вольф) . Если для девяти раз
ных точек и девяти nр ямых имеют 
место 26 из 27 инцидентностей конфи-
гурации Пanna, то либо все nрямые Рис. 63. 
р азличны, либо все nр ямые совnадают. 

2. Проективная геом етр ия одномерного образа. Множество 
точек п роективной плоскости, инцидентных векоторой заданной 
пря мой, называется рядом точек. Этому понятию двойственно 
понятие пучка прямых: пучок прямых - это множество прямых, 



1 1 2 ГЛ. 1 1. МЕТРИЧЕСКАЯ (АБСОЛЮТНАЯ) ГЕОМЕТРИЯ [2 

инцидентных пекоторой фиксированной точке. Ряды точек и 
пучки прямых н азываются одномерными образами проективной 
геометрии * ) . 

Взаимно однозначное соответствие между рядом точек и 
пучком п р я мых называется перспективным соответствием, если 
образ  и п рообраз  при  этом соответствии инцидентны. То соот
ветствие между двумя  ряда ми  точек, которое возникает, когда 
р яд точек одной п р ямой перспективно соотнесен пучку прямых 
с некоторым центром О, а затем этот пучок прямых поставлен 

о 

о 

Рис. 64. Рис. 65. 

в перспективное соответствие ряду точек второй пря мой,  назы
вается перспективньtм соответствием двух рядов точек с цент
ром О ( рис. 64) ; то обстоятельство, что взаимно однозначное 
соответствие точечных рядов [А] и [В] является перспективным 
с центром О ,  обозначается так :  [А] � [В]. Двойственным обра 
зом определяется перспективное соответствие двух пучков пря
мых с осью о ( рис. 65) . Всякое взаимно однозначное отображе
н ие одномерного образа  проективной геометрии  на  другой одно
мерный образ,  которое может быть получено как последова
тельность нескольких перспективных соответствий, называется 
проективным отображение.м . Всякое проективное отображение 
р яда точек н а  другой р яд точек (той же или другой прямой) 
может быть з аменено суперпозицией нескольких перспективных 
соответствий р ядов точек. То обстоятельство, что взаимно одно
значное соответствие точечных рядов [А] и [В] является проек-
тивным,  обозначается так :  [А] л [В]. 

• )  В на шей литературе чаще используется идущиl\ еще от Штейнера тер
мин «образ пер вой ступени»,  сегодня звучащий достаточно арха и •шо. 
(При.м. ред.) 
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Легко видеть, что суперпозицией не более чем двух перспек
тивных соответствий можно перевести любые три р азличные 
точки прямой в любые три заданные р азные точки другой пря
мой ( рис. 66) ; тем самым устанавливается, что не  более чем 
тремя перспектинными соответствиями можно перевести исход
ные точки в любые три различные точки той же прямой .  Другое 

JJ "  

Рис. 66. Рис. 67. 

важное утверждение о существовании  п роективного отображе
ния выражается следующей т е о р е м  о й  Ш т а у д т а :  пусть да
ны две пары точек одной прямой, не имеющие общих точек; 
тогда существует суперпозиция трех перспективных соответст
вий, которая в каждой паре меняет местами обе точки. (Дока
зательство в обозначениях рис. 67 состоит в установлении сле
дующих перспективных соответ-
стви й :  

А в с D D "  А В' С'  D'  D ' ' ' л ' ' ' л 
D в В' С" D" с' в А D с -, . л  ' ' ' л ' ' ' 

здесь точка D" и прямая  А В' вы
бир аются произвольно - лишь бы 
не возникали лишние инцидент- А · с  8 0 ности. ) 

Если А ,  В ;  С, D - пары точек Рис. 68. 
одной прямой,  то говорят,  что 
точки С, D расположены гармонически по отношению к точкам  
А ,  В , если А , В ,  С; А , В, D образуют сечение четырехугольника 
(рис.  68) ; в этом случае  пишут: Н (А , В ;  С, D ) . Таким образом,  

точки А и В являются диагональными точками рассматривае-
м ого полного четырехугольника.  Если имеет место Н(А , В; С, D), 

8 Ф. Б ахмаи 
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то точки А, В, С, D попарно ра зличны ; при  этом C=i=D вытекает 
из  а ксиомы Ф ано, тогда как несовладение прочих точек следует 
непосредственно из аксиом инцидентпости. Из теоремы о пол
ном четырехугольнике в качестве частного случая  получается, 
что четверта я гар моническая точка определяется однозначно : из 
Н (А, В ; C, D ) и Н (А, В ; C, D') следует, что D = D'. Гармониче
ское расположение четырех точек инвариантно относительно 
проективного отображения (это справедливо вообще для свой
ства точек образовать сечение четырехугольника) . Из теоремы 
Штаудта поэтому вытекает, что в Н (А, В; С, D ) можно пере
ставлять обе п а р ы :  из Н (А, В,· С, D) следует Н ( С, D; А, В) . Из 
самого же определения гармонического расположения четырех 
точек следует, что можно также переставить две точки в каждой 
из пар .  

Как показал Ф .  Шур, н а  проективной плоскости выполняет
ся о с н о в н а я т е о р е м  а п р  о е к т и в н о й  г е о м е т р  и и: на 
прямой существует только одно проективное преобразование, 
которое переводит три заданные различные точки в три задан
ные различные точки. Поэтому группа  проективных преобра 
зований прямой точно трижды транзитивна .  Следствием основ
ной теорем ы  является то, что во всяком сечении четырехуголь
ника можно переставить обе тройки. 

Инволютивное п роективное преобра зование одномерного об
раза  обычно н азывается инволюцией; точнее было бы говорить 
о проективной инволюции. Из теоремы Штаудта и основной тео
ремы вытекает: проективное преобразование прямой, которое 
меняет местами хотя бы две различные точки, инволютивно. 
И меет место также следующая т е о р е м  а П а п п а о ч е т ы
р е х у г о л ь  н и к е : три различные пары А, А * ; В, В * ;  С, С* то
чек прямой являются соответствующими друг другу парами то
чек относительно пекоторой проективной инволюции тогда и 
только тогда, когда А , В ,  С; А * ,  В * , С*  образуют сечение четы
рехугольника. Из этой теоремы,  в частности, вытекает, что если 
проективная  инволюция имеет две р азличные неподвижные точ
ки, то она будет гармонической инволюцией, однозначно опре
деленной этими  точка м и :  всякая другая пара  (прообраз ,  образ )  
р а сположена гар монически по отношению к неподвижным точ
кам .  Для любых двух ра зличных точек можно указать (проек
тивную) гар моническую инволюцию, дл я которой эти точки 
являются неподвижным и. Далее, из  инвариантности гармони
ческого расположени я  относительно проективного преобразова
ния и единственности четвертой гармонической точки следует, 
что проективная инволюция, обладающая неподвижной точкой, 
обязательно имеет еще одну неподвижную точку. Таким обра
зом,  n роективная инволюция обл адает либо двумя р азными не4 
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подвижными точка ми ,  либо ни  одной ; в первом случае она 
называется гиперболической, во втором - эллиптической. 

Группа проективных преобразований прямой «биинволю
тивна» :  

Т е о р е м  а 1 .  Всякое проективное преобразование прямой 
можно представить в виде произведения двух проективных ин
волюций. При этом в качестве первой инволюции всегда можно 
выбрать гармоническую инволюцию. 

Д о к а з а т е л ь с т в о  ( Г. Винер ) . Можно считать, что дан
ное проективное преобразование л отлично от тождественного 
преобразования.  Пусть А - произвольная  точка прямой, не яв
ляющаяся неподвижной точкой для л. Р ассмотри м  ( гиперболи
ческую) проективную инволюцию cr, которая  точку А оставляет 
неподвижной, а точки А л-1 и Ал меняет местами .  Тогда сrл: 
проективное преобразование, которое меняет местами  р азные 
точки А и Ал:, т .  е. оно является не-
которой инволюцией cr', и л: = crcr'. S 

3. Проективные коллинеации на  
плоскости.  Коллинеацией на  проектив 
ной  плоскости называется взаимно од
нозначное отобр ажение множества то
чек и прямых каждое на себя ,  при  ко
тором сохраняется отношение инци
дентности. Коллинеация называется 
проективной, если она отображает про
ективно каждый одномерный образ  
проективной плоскости. 

Л е м м а .  Коллинеация, которая 
отображает проективно по крайней 
.иере один ряд точек, является проек
тивной коллинеацией. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Данная кол
линеация х отображает проективно 
ряд точек [С] прямой с на ряд точек 
[Сх] прямой сх : [С] л [Сх]. Пусть 
а - произвольная прям ая.  В ыберем 
точку S, не лежащую ни  на с, ни на  а, 

с, х 

Sx 
Рис. 69. 

и спроектируем из S прямую с н а  а :  [С] � [А] ( рис.  69) . Tal{ 
как х - коллинеация, то мы  также имеем :  [Сх] 8� [Ах]. 
Суперпозиция этих трех проективных отображений даст : 
[А] л [Ах] . Таким образом,  х преобразует всякий ряд точек 
а значит, и всякий пучок прямых - проективно. 

Коллинеация, при которой все прямые, проходящие через 
некоторую точку 01 и все точки, принадлежащие некоторой 

в• 
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прямой о, остаются неподвижными ,  называется перспе"'тивной 
коллинеацией с центром О и осью о ;  в силу доказанной леммы 
эта коллинеация является проективной. Ес.1и центр и о с ь  не ин
цидентны, то назовем перспективную коллинеацию гомологией; в 
п ротивном случае  назовем ее переносом * ) . Если А и А *  колли
неарны О, отличны от О и не  принадлежат прямой о, то суще
ствует точно одна перспективная коллинеация с центром О и 
осью о, переводящая А в А *  ( рис. 70) . Однозначность вытекает 
из аксиом инцидентности, а существование устанавливается с 

помощью теоремы Дезарга ,  кото
р а я  применяется к конфигурации,  
в которой О является центром,  а 
о - осью (существование пере
носов вытекает уже из «малой 
теоремы Дезарга» ,  т. е. из того 
частного случая теоремы Дезар 
га ,  когда центр инцидентен оси ) . 
Перспективные коллинеации с 

__,r..._ __ --+----....::::::;-- o фиксированным центром и фик
сированиной осью образуют груп
пу. (Из теоремы Паппа - Па· 
скаля вытекает, что эта группа 
коммутативна . )  

Р ис. 70. Конечным числом перспектив-
ных коллинеаций можно пере

вести  любой заданный четырехугольник (четыре точки, никакие 
три из которых не коллинеарны)  в любой заданный четырех
угольник. Из основной теоремы вытекает, что такая проектив
ная коллинеация единственна .  Таким образом, группа проек
тивных коллинеаций порождается перспективными коллинеа
циями. 

Гомология называется гармонической, если каждая пара  
( прообраз,  образ ) , отличная от  точек оси  и центра, располо
жена гармонически по отношению к центру и оси (т .  е .  по 
отношению к центру и точке пересечения  оси с прямой, соеди
няющей прообраз  и образ ) . Всякая  гомология ,  при которой 

* )  В е б л е н и Ю н г [ 1 ]  употребляют термин «элация». [Этот термин со
хранен, в частности, в русском переводе книги К о к с т е р  а [2] . Иногда в 
русской литературе употребляют термин «гомология» вместо термина «проек
тивная коллинеация», заменяя термин сперенос» на термин «особая гомоло
гия» (Б у з е  м а н и К. е л л и [ 1 ] )  или «параболическая гомология» ( Г  у р ев и ч [ 1 ] ) . Вместо термина «перенос» (который связан с тем, что соответ
ствующее преобраэование расширенной евклидавой плоскости ,  осью которого 
служит бесконечно удаленная nрямая,  совnадает с обычным nараллельным 
переносом) иногда употребляют термин «трансляция». (При.м. ред.)]  
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вышеназванные точки А , А * расположены гармонически по от
ношению к центру и оси, является гармонической в силу инва 
риантности гармонического р асположения по отношению к перс
пективному соответствию, центр которого принадлежит оси го
мологии. Гармоническая гомология однозначно определяется 
центром и осью; она представляет собой инволютивное nреоб
разование. Обратно, всякая инволютивная  гомология индуци
рует на любой прямой, проходящей через ее центр ,  проективную 
инволюцию, неподвижными точка ми  которой является центр и 
тоЧка пересечения указанной прямой с осью, т. е. гармоническую 
инволюцию с этими неподвижными точками ;  значит, на прямой 
инволютивная гомология является гармонической инволюцией.  
Следовательно, всякая инволютивная гомология является гар
монической. Более общо, в проективной плоскости выполняется 
особенно важная для нас 

Т е о р е м  а 2. Всякая инволютивная проективная коллинеа
ция является гармонической гомологией. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в 'О. Будем обозначать образы звездочкой. 
Если A =i=A * , то прямая  (А , А * ) , соединяющая образ и прообраз 
инволютивной коллинеации, 
является неподвижной пря
мой ;  если a =F a* ,  то точка 
пересечения а и а* - неnо
движная точка.  

Выберем точку А так, 
чтобы было A =i=A * ,  и прове
дем через А прямую с так, 
чтобы было c=F (А , А * ) 
( рис. 7 1 ) .  Тогда с не будет 
неподвижной прямой .  В ыбе
рем точку B=FA на с, не яв 
ляющуюся неподвижной точ
кой. (На с имеется не более 
одной неподвижной точки , 
ибо с не является неподвиж
ной прямой . ) Точка В* не 
принадлежит сторонам тре
угольника А, В, А * . Следо

о 

Рис. 7 1 .  

вательно, А , В, А * ,  В* - вершины полного четырехугольника ; 
его диагональные точки будут неподвижными точка ми .  Обозна
чим точку пересечения пря мых (А , А * ) и (В, В * ) через О, а 
прямую, соединяющую две другие диагональные точки, через о. 
Тогда и точки пересечения прямых (А, А * ) и (В, В* )  с о яв
ляются неподвижными, а по основной теореме всякая точка 
прямой с неподвижна.  По аксиоме Фана О и о не инцидентны. 
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Зн ачит, данная  проективная  коллинеация является гомологией 
с центром  О и осью о. Пара  А, А * расположена,  как видно из 
нашего построения ,  гармонически по отношению к центру и оси. 

Теперь в несколько шагов докажем теорему о гармонических 
гомологиях и переносах с фиксированной осью. 

Перенос. отличный от тождественного преобразования,  не 
имеет неподвижных точек, не  инцидентных оси.  Обратно : 

( 1 )  Коллинеация, которая оставляет неподвижной каждую 
точку пекоторой прямой о и ни одной другой точки, является 
переносом с этой осью о. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Пусть А не принадлежит пря мой о 
и А * - образ  точки А ; тогда A =i=A *. Прямая  (А, А * ) = а пере
секает о в точке О и является неподвижной, ибо (А, О ) * = 
= (А * , О ) = (А , О ) . Пусть теперь b =i=a, о - произвольная другая 
прямая ,  проходящая через О, а B =i= O - точка прямой Ь .  Тогда 
(В , В* ) - опять-таки неподвижная прямая  и она отлична от не
подвижной прямой а .  Точка пересечения  обеих неподвижных 
прямых - неподвижная точка ; следовательно, она должна при
надлежать о и ,  значит, совпадать с О.  Поэтому (В ,  В* ) = Ь и 
Ь - неподвижная прямая. 

( 1 1 )  Произведение двух гармонических гомологий с общей 
осью является переносом с этой осью. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Пусть о1, 02 - гар монические гомоло
гии с осью о. Если о1о2 не и меет неподвижных точек вне о, то 
по ( 1 )  о1о2 является отличным от тождества переносом с осью о. 
Если у о1о2 есть неподвижная точка, не принадлежащая о, то 
эта точка гомологиями  о1 и 02 отображается в одну и ту же 
точку плоскости .  Так как гар моническая гомология однозначно 
определяется своей осью и не  принадлежащей оси парой (про
образ ,  образ ) , то 01 = 02, т. е. 0102 - тождество. 

( 1 1 1 )  Всякий перенос с осью о представим в виде произведе
ния двух гармонических гомологий с осью о. При этом в каче
стве первой гармонической гомологии можно выбрать произ
вольную гармоническую гомологию с осью о. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть т:=f= 1 - данный перенос, О 
его центр ; о1 - произвольная гармоническая гомология с осью о 
и центром 01 • Р ассмотри м  точку О2 - четвертую гармоническую 
точку к О по отношению к двум р азным точкам О1, О 1-т: - и гар
моническую гомологию о2 с центром  О2 и осью о .  Произведение 
о1о2 переводит 01 в 01-т:; с другой стороны, согласно ( 1 1 ) ,  оно 
будет переносом с осью о. Так как перенос однозначно опреде
ляется своей осью и не лежащей на оси парой (образ,  про
образ ) , то 01 02 = -т:. 

( IV) Произведение трех гармонических гомологий с одина
ковыми осями является гармони,tеской гомологией с той же осью. 
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Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Пусть а 1 ,  0'2, а3 - гармонические гомо
логии с осью о. Тогда 0'20'з по ( 1 1 )  является переносом с осью о, 
а по ( 1 1 1 )  существует гар моническая гомология а4 с осью о 
такая ,  что <ЦJ3 = а1а4 ;  следовател ьно, а1а2а3 = а4• 

Из ( 1 1 ) , ( 1 1 1 )  и ( IV) с учетом леммы из п .  2 § 1 вытекает 
Т е о р е м  а 3. Группа, порожденная гармоническими гомоло

гиями с одной и той же осью, содержит группу всех переносов 
с этой осью в качестве коммутативной подгруппы индекса 2 ;  
смежными классами по  этой подгруппе являются гармониче
ские гомологии с той же осью. 

(V) Произведение трех гармонических гомологий, центры и 
оси которых являются вершинами и сторонаАtи некоторого тре
угольника, есть тождественное преобразование. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Если 0'1 , 0'2, О'з - данные гармониче
ские гомологии, то 0' 10'20'з оставляет на месте каждую точку, 
принадлежащую одной из трех осей : ведь эта точка при одной 
из трех гармонических гомологий остается неподвижной,  а при  
двух других меняется местами с одной и той же точкой . Таким 
образом, а 1 а2аз переводит каждую точку сторон треугольника 
в себя ;  следовательно, 0'10'20'3 = 1 . 

3 а д а ч а. Произведение двух гармонических гомологи й  инволютивно (и  
тем самым является гармонической гомологией) тогда и только тогда, когда 
центр хотя бы одной из них принадлежит оси другой.  

4. Корреляция , поляритет. Взаимно однозначное отображе
ние множества точек и множества прямых проективной плос
кости соответственно на  множество прямых и множество точек, 
при котором сохраняется отношение инцидентности , н азывается 
корреляцией. Корреляция называется проективной, если она 
проективно отображает каждый одномерный образ проективной 
плоскости. Как и для коллинеаций, спр аведливо следующее 
утверждение : 

Л е м м а. Корреляция, преобразующая проективно хотя бы 
один ряд точек;, проективна. 

Инволютивна я коррел яция называется поляритетом. Если дан 
поляритет :rt,  то образ точки А - прямая  A :rt = a - называется 
полярой точки А , а образ прямой а - точка an = A - н азывается 
полюсом прямой а .  Две точки называются сопряженными, если 
каждая из них принадлежит поляре  другой ;  две прямые назы
ваются сопряженныАtи, если каждая из них п роходит через по
люс другой . Следовательно, точка сопряжена самой себе тогда,  
когда она инцидентна своей пол яре, а прямая  сопряжена себе, 
когда она инцидентна своему полюсу. 

Для поляритета имеются две возможности : 
1 )  Существуют самосопр яженные точки и самосопряженные 

прямые. Если поляритет проективный, то, по определению 
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Штаудта ,  са мосопряженные элементы образуют коническое сече
ние ( рассматриваемое и как множество точек, и как множество 
прямых)  - так называемую фундаментальную кривую поляри
тета. 

2) С амосопряженных элементов нет. 
В первом случае  поляритет называется гиперболически.м , во 

втором - эллиптическим. 
5. П роекти вно-метрические плоскости. Проективную пло

скость, в которой задан некоторый проективный поляритет, на 
зовем обыкновенной проективно-метрической плоскостью. Задан
ный поляритет называется также абсолютным поляритетол-t 
проективно-метрической плоскости ; сопряженные точки назы
ваются полярными точка ми ,  сопряженные прямые - взаилtно 
перпендикулярными прямыми .  Обыкновенную проективно-метри
ческую плоскость назовем гиперболической или эллиптической в 
зависимости от того, является ли  ее абсолютный поляритет 
гиперболическим или эллиптическим .  

В обыкновенной п роективно -метрической плоскости каждая 
гармоническая гомология а, центр и ось которой представляют 
собой неинцидснтную пару ( полюс, поляра ) ,  оставляет инва
риантным абсол ютный поляритет л:. В самом деле, коллинеация 
an оставляет на  месте все прямые, проходящие через центр, и 
все точки, принадлежащие оси ; следовательно, an является го
мологией .  С другой стороны, an - это образ инволютивной кол
линеации а при внутреннем автоморфизме ;  значит, гомология 
an инволютивна .  Так как инволютивная гомология однозначно 
определяется центром и осью, то an = a, т .  е .  л:0 = л:. 

Гар моническую гомологию с неинцидентной парой (полюс, 
поляра )  в качестве центра и оси мы назовем порождающей 
симметрией, а те п роективные коллинеации,  которые представ
ляются в виде произведения таких симметрий,  назовем движе
ниями обыкновенной проективно-метрической плоскости. Дви
жения обыкновенной проективно-метрической плоскости сохра 
няют абсолютный поляритет. Движения образуют группу 
группу движений обыкновенной проективно-метрической плос-

_ кости. 
Под особой проективно-метрической плоскостью мы будем 

поним ать проективную плоскость, в которой задана некоторая 
прямая  в качестве так называемой бесконечно удаленной пря
мой goo, а на ней задана некоторая п роективная эллиптическая 
инволюция * ) . Эта инволюция называется абсолютной инволю-

*) Здесь казалось бы естественным не ограничиваться заданием на пря
мой g .. только эллиптической инволюции и выделением в проективной пло
скости лишь прямой g .. , без права выделить (альтернативно) точку G .. ; од-
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цией или же абсолютной полярной инволюцией. Две точки пря 
мой goo, соответствующие друг другу при абсолютной инволю
ции, называются полярными;  две отличные от goo прямые назы
ваются перпендикулярными, если они пересекают прямую goo в 
полярных друг другу точках;  прямая  goo считается перпендику
лярной всем прямым,  в том числе  и себе самой. Всякая точка 
пря мой goo называется полюсом любой прямой,  котор ая  прохо
дит через полярную ей точку. Таким образом,  каждая прямая, 
отличная от goo, имеет . единственный полюс, принадлежащий 
прямой goo. 

В особой проективно-метрической плоскости гармоническая 
гомология с осью a =l=goo и ее полюсом А в качестве центра пере
водит прямую g"" в себя ( ибо эта прямая  проходит через центр 
гомологии) и сохраняет абсолютную поляр ную инволюцию л:. 
В самом деле, если А' - точка пересечения прямой а с goo, то 
данная гармоническая гомология индуцирует на g"" гармониче
скую инволюцию а с неподвижными  точками А, А ', а an есть 
проективная инволюция на g"", оставляющая неподвижными те 
же точки А, А ' ;  поэтому an - гармоническая инволюция с не
подвижными точками А, А', т. е .  an = a, а значит, л:0 = л:. 

Гармоническую гомологию с осью, отличной от goo, и полю
сом этой оси в качестве центра мы  называем порождающей 
симметрией, а проективную коллинеацию, которая  является 
произведением таких симметрий, - движением особой проектив
но-ме7рической плоскости. Движения  переводят прямую g"" в 
себя и оставляют абсолютную полярную инволюцию инвариант
ной. Движения образуют группу - группу движений особой про
ективно-метрической плоскости. 

Группа движений особой п роективно-метрической плоскости 
содержит также все гармонические гомологии с осью goo, ибо, 
согласно теореме (V) п .  3, такая га р моническая гомология ( обо
значим ее центр через О) является произведением порождаю
щих симметрий, оси которых проходят через О и взаимно пер
пендикулярны, а центрами служат полюсы этих осей.  Отсюда 
на основании теоремы 3 вытекает, что группа движений содер 
жит  в качестве ком мутативной подгруппы все  переносы с осью 
g"". Гар монические гомологии с осью goo, очевидно, составляют 
инва риантное множество в группе движений .  Поэтому пораж
денная ими  группа ,  а та кже группа переносов с осью goo яв
ляются нормальными делител ями группы движений особой про
ективно-метрической плоскости.  

нако отказ от  этих ограничений,  позволяющий охватить все  проективные ме
трики на плоскости в см ысле Клей н а ,  связан с необходимостью весьма су
щестnенной nерестройки развиваемых здесь построений  (П рuм. перев.) 
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3 а д а ч и. 1 .  Пусть на проективной прямой задана проективная инволю
ция л:. Проективное преобразование на прямой, которое оставляет л; инва
риантной и имеет в качестве неподвижной какую-то точку А ,  не являющуюся 
неподвижной точкой для л:, является либо тождеством, либо гармонической 
инволюцией с неподвижными точками А и Ал. 

2.  Пусть дана обыкновенная проективно-метрическая плоскость. Един
ственные отличные от тождества перспективные коллинеации, сохраняющие 
поляритет, - это порождающие симметрии. Не существует отличной от то
ждества  проективной коллинеации, которая сохраняла бы абсолютный поля
ритет и в то же время переводила бы в себя каждую точку прямой, инци
дентной со своим полюсом. 

3. Пусть на  проективной плоскости задан поляритет. Он является про· 
ективным тогда и только тогда,  когда для него выполняется теорема о 
высотах. 

6. Ортогонал ь н ая и нвол ю ция. Вернемся теперь  к рассматри
вавшейся в §§ 3 и 4 метрической геометрии и покажем, что в 
собственном пучке отобр ажение, сопоставляющее каждой пря
мой пер пендикуляр  к ней,  которое мы будем называть ортого
налыюй инволюцией ( ведь очевидно, что это отображение ин
волютивно ) , может быть получено как последовательность перс
пектинных соответствий .  

Прежде всего докажем это для спаривания : 
Т е о р е м  а 4. Всякое спаривание в собственном пучке пря-

мых является проективным отображением. 
· 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. В пучке с центром О зададим спари
вание у = ахЬ, где а и Ь - фиксированные прямые, проходящие 
через О; при  этом можно считать, что а=/= Ь.  (Если а = Ь , то вы
берем прямую с, проходящую через О, отличную от а и не пер 
пендикулярную а ;  тогда с =/=са и у =  схса на  пря мых пучка совпа 
дает с заданным спариванием ,  ибо  схса = с  · хас · а = с  · сах · а = 
= аха ( ер .  также п .  8 § 4 )  . ) 

Выберем п ару а', Ь' =/=а, Ь прямых, п роходящих через О и 
соответствующих друг другу при  спаривании ( рис. 72) . На  
а, Ь ,  Ь' выбираем неколлинеарные точки А ,  В ,  В'=!=О.  Пусть v =  
= (А,  В' ) , g =  (В, В') . Проведем прямую р =  (В, А ) и прямую 
q, соединяющую В с G .(a'v ) . Последовательность перспектин
ных соответствий 1 v а '  .JL Ь Ь'  а, а Л Р• Ч л Р • v л ' ' 

О В А О 

при которой ни одна из осей перспектинного соответствия не 
инцидентна с центром пучка, переводит а , а' в Ь, Ь'. 

Теперь  пусть х, у - произвольная  пара  пря мых,  проходящих 
через О и сопоставляемых друг другу спариванием .  Возьмем 
прямую и, соединяющую В с G (xv) , и прямую щ соединяющую 
А с G (а'  и) . К прямым а, а', х и Ь, Ь', у, сопоставляемым друг 
другу при  спаривании,  и к трехстороннику и, v, w, через верши-
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ны которого проходят первые три прямые,  п римен и м  теорему 
о спаривании (дополнительное условие иb =F vb' здесь выполне
но) ; мы  получим :  так  как и,  Ь и v, Ь' принадлежат тому же 
пучку, что g, то и w ,  у принадлежат тому же пучку, что g. Дан
ная последовательность перспективных соответствий,  определен
ная независимо от х и у, сначала переводит х в и ,  затем и в w, 
а затем ,  по доказанному,  w в у, т. е . ,  окончательно, х в у. 

(} 
Рис. 72. 

Т е о р е м  а 5. Ортогональная инволюция в собственном пуч
ке прямых является проективным преобразованием. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если О - центр данного пучка ,  то м ы  
утверждаем ,  что отобр ажение х *  = Ох п роективно.  Выберем две 
фиксированные перпендикулярные прямые  а, а*, п роходящие 
через О. Тогда спаривания у = аха и у = а*ха по теореме 4 яв 
.11яются проективными отображениями  в пучке прямых с цент
ром О. Следовательно, это выполняется и для их суперпозиции 
х"" = а�· (аха ) а =  Ох. 

Идея этого доказательства впервые встречается у Арнольда 
Шмидта . 

3 а д а ч а. Пусть QJ - группа тех проективиых преобразоваиий в собст
венном пучке прямых метрической плоскости, которая  оставляет инвариант
ной ортогональную инволюцию. (Прямые пучка обозначаются через а, Ь ,  с, 
d, . . .  х.)  

Ииволютивиые элементы группы QJ, отличные от ортогональной инволю
ции, - это спаривания ( представимые в виде х* = ахЬ) ; для любых двух пря
мых существует точно одно спаривание, которое меняет их местами .  Произ
ведение трех спариваиий снова является спариванием . Поэтому к группе, 
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лорожденной спариваниями, можно применить лемму п. 2 § 1 :  эта группа со
держит коммутативную подгруппу U индекса 2, образованную произведе
ниями двух спариваний ( представимых в виде х* = cdxab ) ;  смежным классом 
для U является м ножество @5 спариваний.  Группа U просто транзитив
ная, т. е. для всяких двух прямых существует единственный элемент из U 
лереводящий одну из них в другую. Ортогональная инволюция является 
единственным инволютнвным элементом из U .  Группа, порожденная спа
риваниями, совпадает с @:1 .  

В множестве @5 спариваний содержится,  в частности, множество @5' 
гармонических инволюций, неподвижными прямыми которых служит пекото
рая  пара взаимно перпендикулярных прямых (эти инволюции представимы в 
виде х* = х" ) . Произведение трех элементов из @5' являетс11 элементом из @5'. 
Можно снова применить к группе @:1', порожденной элементами из @5', лемму 
л .  2 § 1 : @:1' содержит в качестве коммутативной подгруппы U' индекса 
2 произведения  двух элементов из @5' ( представимых в виде x* = x"d ) ; смеж
ным классом для 11' является @5'. U' является множеством квадратов эле
ментов из U .  Продолжить до движений плоскости можно только проектив
ные преобразования из узкой группы @:1'. 

Описанные свойства типичны для групп тех проективных преобразований 
определенного одномерного образа ,  которые сохраняют инвариантной некото
рую з аданную эллиптическую проективную инволюцию. 

Л и т е р  а т у р а  к § 5. Ш т а у д т [ 1 ] , [2], Ш у р  [ 1 ] . В е б л е н и Ю н  г 
[ 1 ], Л е в и [ 1 ] , Г е с с е н б е р  г [3], П р  ю ф е р  [ 1 ] , й е л ь  м с л е в [4] ,  К о к
с т е р  [2], Л е н ц [ 1 ] , П и к к е р  т [3]. К п. 6: Ш м и д т  [ 1 ] . 

§ 6. Обоснование метрической геометрии 

Цель этого параграфа - доказать, что всякая метрическая 
плоскость может быть погружена в проективно-метрическую 
плоскость, причем группа движений, определяемая нашей си
стемой аксиом, может быть представлена  в виде подгруппы 
группы движений проективно-метрической плоскости. Это дока
зательство, которое позволит использовать мысль, в общем виде 
восходящую к Кэли и Клейну, - использовать проективные мет
рики для изучения  метрических плоскостей , - будет называться 
обоснованием плоской метрической геометрии * ) . 

Проблема обоснования р аспадается на  две части : погруже
ние групповой плоскости в некоторую проективную идеальную 
плоскость и продолжение метрики групповой плоскости до не
которой проективной метрики в этой идеальной плоскости . Для 
решени я  обеих  проблем н а м  существенно понадобятся некото
рые отображения  плоскости, которые не являются движениями 
и которые м ы  назовем полуповоротами. 

Полуповороты впервые ввел йельмслев для решения первой 
проблемы в плоскости, не  являющейся эллиптической плоско
стью. Он  определил их как точечные отображения  следующим 

*) Чаще вместо термина «обоснов:>пие» в таком контексте употребляют 
термин «моделирование:.. (Прим. перев. )  
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образом : пусть дан неинволютивный поворот вокруг точки О 
(или поворот с центром О)  и А ' - образ точки А ;  тогда полу
поворотом вокруг точки О (или полуповоротом с центром 0) ,  
определяемым этим поворотом,  называется отображение, сопо
ставляющее точке А точку А *  � среднюю точку для точек А и 
А' ( при  наших предположениях эта средняя точка существует 
и совпадает с основанием перпендикуляра ;  
см.  рис.  73) . По:луповорот сопоставляет 
всякой точке некоторую определенную точ
ку, разным точка м - разные точки ; однако, 
вообще говоря ,  не всякая точка является ОоЕ-----� 
при этом образом некоторой точки. По
этому об обратном отобр ажении можно 
говорить лишь при некоторых ограничениях ;  
если исключить тождественное отображе
ние * ) , то отображение, обр атное к полу
повороту, не является полуповоротом ,  и про-

Рис. 73. 

изведение двух полуповоротов с общим центром О не является 
полуповоротом .  Но в силу теоремы о средней линии (теоре 
ма  28  § 3)  йельмслев смог  заключить, что три точки одной 
прямой при полуповороте переходят в три точки одной прямой. 

Следуя духу нашей систем ы  аксиом ,  мы определи м  полупо
вороты не как точечные отображения, а как отображения пря 
мых. Тогда первая теорема ,  которую нам  придется доказать, 
будет такова : полуповорот переводит три прямые, принадлежа
щие одному пучку, в три прямые, принадлежащие одному 
пучку. 

В теории полуповоротов доминирующую роль будет играть 
теорем а  о перпендикулярах ,  которую мы чаще всего будем ис

пользовать в р авносильной ей формул иров� 
ке теоремы l l  из § 3 .  

1 .  Полуповороты прямых. Пусть дана 
групповая плоскость группы  движений, 

6 удовлетворяющей системе  аксиом п .  2 § 3 .  
В этом и последующем пунктах мы примем 
аксиому ,....., Р; позднее мы легко убедимся, 
что все доказанное останется справедли 
вым и при  выполнении аксиом ы  Р .  

Рис. 74. В ыберем фиксированную точку О. Пер
пендикуляр, опущенный из точки О на пря

мую а, т. е. прямую ( 0, а) , обозначим через la , а основание ala 
этого перпендикуляра - через F а (рис .  74 ) . 

* ) Тоже, разумеется,  являющееся полуnоворотом (отвечающим тожде
ственному nовороту) . (При.и. ред.) 
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О п р е д е л е н  и е .  Пусть дано неинволютивное произведение 
иv, где и, v I О. Каждой прямой а сопоставим прямую а* по сле
дующему правилу : 

1 )  Если  а ! О ,  то аа* = иv . 
2 )  Если a i O, то определяем z: по 1 ) ,  а затем определяем 

а* соотношением : а* = (F а • z:). 
Такое отобр ажение множества  прямых в себя мы назовем 

полуповоротом вокруг О ( или  полуповоротом с центром 0) , 
задаваемым элементом иv группы. 

Согласно этому определению полуповорот осуществляется с 
помощью определения четвертой зеркальной прямой,  проходя
щей через О,  а также проведения и пересечения перпендикуля
ров ;  при  этом используются только пары перпендикулярных 
прямых, из которых одна проходит через О. 

Если обозначать полуповорот вокруг О с помощью звездоч
ки,  то м ы  можем утверждать, что 

( 1 )  Если а, Ь ! О , то аЬ = а*Ь*. 
Д о к а з а т е л ь с т в о. Это утверждение следует из того, что 

аа* = иv и ЬЬ* = иv. 
Поэтому для прямых,  инцидентных О, из a=l=b  выте�ает 

а* =!=Ь* .  Таки м  образом,  пучок прямых,  инцидентных О, взаимно 
однозначно отображается на себя с сохранением yгJlOB . 

( 1 1 )  При любом а имеем а* = (F а, z:) и z: = la*· 
Д о к а з а т е л ь с т в о. П р и  aiO в силу ( 1 )  Fa = ala = a·z: ; по-

этому а· = (F а, z:). При a i O  это р авенство имеет место в силу 

определения 2), а из него следует, что z: ..L а*, т. е .  z: = la*· 
Прямой уrол, сторона которого проходит через О, переходит 

в прямой же угол со стороной,  проходящей через 0 :  
( 1 1 1 )  Пусть a i О .  Из a ..L b  вытекает а* ..L b * ,  и наоборот. 
Д о к а з а т е л ь с т в о. Из a i O  и a ..L b  вытекает а = lь , т. е . ,  

согласно ( 1 1 ) ,  a* = l: = lь* • а значит, a* I O и a* ..L b* . В CИJlY 
отмеченной в ( 1 )  взаимной однозначности р ассуждение можно 
обратить. 

Взаимная однозначность отображения сохраняется для всех 
прямых :  

(IV) Ив a =l=b вытекает a ·� =l=b* .  
Д о к а з а т е л ь с т в  о. Пусть по  прямой а построена  

пр я мая  а* .  В последующей обратной цепи  построений каж
дый шаr выполняется единственным образом : сначал а а* ;  
затем la• как перпендикуляр ,  опущенный н а  а* и з  О ;  затем 

z: = la* по ( I I) ;  з атем la как  прообраз z: (однозначный в силу ( 1 ) ) ; 
з атем F а к а к  точка пересечения а* и la при  а* =/= la (всегда 
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1: l_ а·
; из а

"
= la вытекало б ы  1: l_ la и элемент lal: = и v  был бы  

инволютивным) ;  з атем а =  F ala . 
Полуповороты сохраняют инцидентность в следующем 

СМЫСЛ€ :  
(V) Из а 1 Fь вытекает a�IFь•, и наоборот ( рис. 75) . 
Д о к а з  а т е л ь  с т в о. П о  определению 1 ) lal: = lьl� , т е.  

по ( 1 1 ) la• = lalьlь•. Если а I F ь , то в силу lь , Ь* I F ь ( при этом ,  
как  отмечено в ( IV), lь =1= ь•) по аксиоме 3 аlь Ь*  = F а (lalьlь•) Fь• = 
= F ala*F ь• является п р я м ой ,  т. е. по  теореме  1 1  § 3 в силу 
(Fa, la•) = а* имеем a�IFь•. Эти р ассуждения можно и обр атить. 

Из ( 1 1 1 )  и (V) вытекает :  
(VI) Ecлtt Ь I О, то  (F а, Ь ) *  = (F  а*, Ь*). 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Из с IF а и с l_ Ь в си.1у (V) и ( I ll)  
следует c*lPa• и с• l_ ь�. 

Рис. 75. Р ис. 

Теперь мы докажем,  что онюшение принадлежности одному 
пучку сохраняется при полуповоротах :  

(V I I )  Пусть Ь I О. Если аЬс - прямая, то  а* Ь *с* - тоже пря-
мая, и наоборот. 

Для доказательства сначала замети м :  
1 )  Если а, Ь ,  c i O, т о  (аЬс) * = а*Ь*с* .  
В самом деле, из равенства (аЬс) с = аЬ в силу ( I ) вытекает 

(аЬс )  *с*  = а*Ь * . 
2)  Пусть d l O. Если FаdFс - пря.лtая, то Fa•d*Fc• - прямая, 

и наоборот. 
В самом деле, если Fa dFc - прямая ,  то в силу теоремы 1 1  

§ 3 имеем (F а • d)lF с• т. е. по  (V) и (VI) (F а, d)* = (F а•, d*) lF с*· 
Следовател ьно, в силу теоремы 1 1  § 3 Fa•d*Fc• - п р я м ая .  Эти 
рассуждения можно и обр атить. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о (V I I ) . Пусть abc = Fa ( /аЬ lс ) Ре - пря 
мая (рис. 76) . TorдJ в силу сделанных только что замечаний 
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1 )  и 2)  и в силу ( 1 1 ) Fа• Uа•Ь*lс*) Fс* = а*Ь*с* - прямая ,  и на
оборот. 

Как видно1 доказательство основывается на том, что конст
рукция теоремы о перпендикулярах  с центром О, выражающая 
принадлежиость пря мых а, Ь , с одному пучку, переходит при 
полуповороте вокруг О снова в конструкцию теоремы о перпен
дикуляр ах, выражающую принадлежиость прямых а* , Ь * , с* 
одному пучку. 

Теперь, пользуясь теоремой о транзитивности (теорема 6 
§ 4 ) , можно освободиться от требования ,  чтобы одна из п р я мых 
бьща инцидентна 0:  

Т е о р ем а  1 ( теорема  об инвариантности пучков ) .  Если 
звездочкой обозначен полуповорот вокруг О, то аЬс - прямая 
тогда и только тогда, когда а*Ь *с* - прямая. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Можно считать, что a=l=b и а :{ О. По 
теореме 1 5  § 3 существует прямая  d, инцидентпая  О и принад
лежащая тому же пучку, что а, Ь. Пусть теперь аЬс - прям ая .  
Так  как и abd - прямая ,  то по теореме о транзитивности acd 
и abd - прямые. В силу d I О тогда по (VI I )  a*c*d* и a*b *d* 
прямые, а так как a* =l=d* , то по теореме о транзитивности 
а*Ь*с * - прямая .  Так как из d I О по (VI I )  следует, что 

a*b *d* - прямая,  то рассуждения можно обра
тить. 

Если а - прямая ,  инцидентпая О, а Ь 
прямая ,  не  имеющая с а общего перпендикуля 

Ь ра ,  проходящего через О, то существует полу
поворот вокруг О, который переводит а и Ь в 
прямые, имеющие общую точку : 

(VI I I ) Если а I О и Ь - прямая, не имею-
{} щая общего перпендикуляра с а, проходящего 

Рис. 77. 

через О, то полуповорот вокруг О, задаваемый 
мементом аlь , переводит прямые а и Ь в пря
мые, инцидентные точке F ь ( рис. 77) . 

3 а м е ч а н и е. При доказательстве теоремы 1 мы 
использовали теорему о транзитивности. Но можно, по

добно самому йельмслеву, вывести теорему о транзитивности из теорем о по
луповоротах (за вычетом теоремы 1 ) . Для этого надо вспомнить п. 4 § 4, где 
мы заметил 11 ,  что теорема о транзитивности для прямых а, Ь, с, d вытекает 
из аксиом 3 и 4 и их обращений, если только прямые а, Ь имеют общую 
точку или общий перпендикуляр. Пользуясь полуповоротами ,  можно свести 
общий случай к этим частным.  Выберем точку О на а. Если а, Ь имеют об
щий перпендикуляр, проходящий через О, то выполняется теорема о транзи 
тивности. В п ротивном случае по (VI I 1 )  существует такой полуповорот • во 
круг О, который переводит а, Ь в прямые а* , Ь* , имеющие общую точку. По 
(VI I )  а*Ь*с* и a*b*d* - прямые ;  так как теперь речь идет о прямых с об
щей точкой, то a*c*d* - прямая,  а тогда по (VI I i  acd - прямая .  
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Т е о р е м  а 2. Полуповороты вокруг одной точки коммути

руют: если * и о - полуповороты вокруг О, то а*0 = а0* для лю
бой прямой а. 

Д о к а з  а т е л ь с т в о. По определению 1 ) lal: = 1:1:· и 
* [" .. lala = ala . Следовател ьно, утверждение выпол няется для п р я-

мой la ; по ( I I )  тогда la*• = la•• . 
А так как  а* = (F а , la•) , то 
по (VI)  и ( I I )  а*о = (F а• , la••) = 
= (F а•, la"*) = ао• (рис .  78). 

Если к полуповороту вокруг 
О, задаваемому элементом u v  
группы, применить внутренний 
автоморфизм,  порожденный  п ро
извольной симметрией относи 
тельно прямой,  инцидентной О 
(т. е. автоморфизм х' = хс при Q«;;::.-,...J.+---=-----'-Y 

с I О) , то получим полуповорот 
вокруг О, задаваемый «инверс
ным» элементом vи [т. е. в наших 
обозначениях для всякого а из Рис .  78. 
ci O следует (Рас• la cи v)c = 
= (Fa, lavи)] . Поэтому полуповорот, задаваемый обратным эле
ментом группы, мы будем называть отраженным полуповоротом. 

3 а д а ч а .  Если * обозначает полуповорот вокруг О, задаваемый элемен
том uv, то для всякой прямой а прямая а* является линией середин для а 
и а и v  (см. теорему 28 § 3) . 

2. Отображения пуч ков, и ндуцированные по.луповоротами. 
Полуповорот * вокруг О, согласно определению, является ото
бражением множества п рямых в себя. Но в силу теоремы 1 он 
индуцирует отображение пучков прямых: если G ( аЬ )  - пучок 
прямых, то образом его назовем пучок 

G (аЬ)* = G (а*Ь*) .  ( 1 )  

Это определение образа пучка прямых не зависит о т  вы
бора  представления данного пучка : ведь из с, d Е G (аЬ) по  тео· 
реме 1 вытекает с�, d* Е G (а*Ь*), а отсюда из  G (cd) = G (аЬ) 
по теореме 9 § 4 вытекает G (c*d*) = G (а*Ь*) . Из того факта ,  что 
прямая принадлежит пучку тогда и только тогда,  когда ее об
раз принадлежит образу пучка, вытека ет, что ра зные пучки 
прямых имеют р азные образы.  

Пользуясь ( I I  I ) , непосредственно получаем,  что пучок пер
пендикуляров к прямой, проходящей через О, снова является 
пучком перпендикуJ1яров к прямой, проходящей через 0: 

9 Ф. Бахм ак . 
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( IX) Если  alO,  то G (а)• = G (а*). 
Так как  при полуповороте не всякая прямая  является обра

зом векоторой прямой,  то однозначное отображение множества 
прямых какого-либо пучка не является отобр ажением на, 
а только отобр ажением в множество прямых пучка-обр аза .  Но 

(Х) Если пучок G (аЬ) собственный, то и пучок G (а*Ь*) соб
ственный, и всякая прямая из G (а*Ь*) является образом пеко
торой прямой из G (аЬ) . 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Так  как  G (аЬ) - собственный пучок, 
то мы можем считать, что а .L Ь и что, кроме того, а I О (рис .  79) . 

Рис. 79. 

Тогда G (аЬ) = G (Fь) и пу
чок G (а*Ь*) = G (Fь*) собственный. 
Пусть d - произвольная прямая  та 
кая ,  что dlFь•. Прямая  ld , проходя 
щая через О, имеет прообраз е 
( а  именно,  e = aa* ld ) ,  для которого 
e* = ld .  Положив с =  (Fь ,  е) ,  будем 
иметь, что с - прообраз d, ибо 
по  (V I ) с* =  (Fь , е)* =  (Fь•, е*) = 
= (Fь*, ld) = d . 

Из (Х ) выводим 
(XI ) Всякий пучок пря.лtых яв

ляется образом некоторого пучка 
прямых. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Среди об
разов собственных пучков выберем 
два р азличных пучка А*, В... со

единение которых не  принадлежит данному пучку. Соединения 
А*, В* с данным пучком являются по (Х )  образами а* ,  Ь* пря
мых а, Ь из пучков д, В . При этом a* =l=b* .  Тогда данный пу· 
чок р авен G (а*Ь*) и является образом пучка G (аЬ) . 

Отсюда следует 
Т е о р е м  а 3. Всякий полуповорот индуцирует взаимно одно

значное отображение множества пучков прямых на себя, при 
котором всякий собственный пучок переходит в собственный 
пучок. 

Далее, с помощью ( IX )  и (VI I I ) устанавливается, что спра
ведлива  

Т е о р е м  а 4. При полуповороте вокруг О множество пучков 
перпендикуляров к прямым, проходящим через О, преобразует
ся в себя. Каков бы ни был пучок прямых, не являющийся пуч
ком перпендикуляров к прямой, проходящей через О, сущест
вует полуповорот вокруг О, который переводит этот пучок в не
который собственный пучок. 
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То полезное, что мы извлечем в дальнейшем из полуповоро

тов, основывается н а  теоремах 3 и 4, а также н а  ком мутатив
ности (теорем а 2) . 

Чтобы наглядно уяснить себе, что за преобразования осуществляются 
полуповоротами, р ассмотрим сначала евклидову плоскость (в  обычном смыс
ле слова) . Тогда полуповорот вокруг точки О - это отображение множеств 
nрямых и точек на себя. Если полуповорот задается поворотом на угол 2а, 
то внутренность круга с центром О и радиусом г отображается на внутрен
ность концентрического круга радиуса r* = r cos а. Множество бесконечно 
удаленных точек, которыми пополняется евклидова плоскость, отображается 
на себя. На этой проективной плоскости полуповороты вокруг О являются 
коЛJшнеациями с неподвижной точкой О и неподвижной бесконечно удаленной 
прямой. 

Теперь представим себе внутренность единичного круга с центром О 
как модель Клейна для плоскости Лобачевского; назовем точки и прямые 
модели, т. е точки, принадлежащие внутреююсти круга ,  и прямые, пересе
кающие внутренность круга, собственными, а прочие точки и прямые попол
ненной евклидавой плоскости - нrсобственными. При полуповороте вокруг О 
собственные элементы перейдут в себя ;  те несобетвенные элементы, которые 
принадлежат пекоторому определенному кругу, концентрическому исходному 
кругу и содержащему его внутри себя, также отобразятся на собственные 
элементы Всякую несобетвенную точку и всякую несобетвенную прямую, 
кроме бесконечно удаленных элементов, можно подходящим полуповоротом 
вокруг О перевести в собственный элемент. Если несобетвенная точка А пе
реходит в собственную точку А *, то множество собственных прямых, прохо
дящих через А, отображается в множество (но не на множество! ) собственных 
прямых, проходящих через А*. Полуповоротами вокруг собственной точ
ки О' =1= О можно также перевести и бесконечно удаленные элементы в соб
ственные. 

3. К определ ен ию полуповорота. Вернемся к понятию полупо
ворота прямых в том виде, как оно было определено в п .  1 ,  при  
условии выполнимости аксиомы ,...., Р .  Пусть впредь иv - неин
волютивный элемент группы и и, v I О. В определении полупо
ворота вокруг О, задаваемого элементом иv  группы, можно в 
силу ( I I )  объединить оба случая  1 )  и 2 )  в такое правило, при
годное для всякой прямой а: 

Если (О, а) = la и ala = F а • то а* = (F а• laи v) . (*) 

Отбросим теперь требование выполнимости аксиомы ,...., Р, 
дабы охватить и эллиптическую геометрию.  Правда, стоит заме
тить ,  что обе  проблемы,  для решения которых нам понадобится 
теория полуповоротов ,  а именно,  проблема расширения группо
вой плоскости до проективно замкнутой плоскости и про
блема построения абсолютного поляритета в расширенной пло
скости - не являются проблема ми в случае эллиптической 
плоскости, на  которой и так выполняются проективные аксиомы 
инцидентности и существует поляритет (п . 8 § 3) . Речь идет 
лишь о том ,  чтобы провести обоснование плоской м етрической 
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геометрии так, чтобы ход мыслей не зависел от подразделения 
геометрий на неэллиптические и эллиптические. 

Правило ( «·) имеет смысл для всякой прямой а =/=0, ибо 
тогда перпендикуля р  la определен однозначно (в силу выбора la 
перпендикуляр  из  F а н а  прямую laиv всегда определяется одно
значно, ибо иv не инволютивно и поэтому а =/=иv, т. е. Fa = laa=l= 
=l= laиv ) ;  при а =/= 0 пр авило (* )  дает, как легко проверить, а* =/= 0. 
Таким образом,  прямая  а = О - по.riЯра точки О,  существующая 
в эллиптической плоскости , - является изолированным элемен
том по отношению ко всем полуповоротам вокруг О. 

В общем случае определим полуповорот вокруг О, задавае
мый неинволютивным элементом иv группы при и, v I О, так :  
если а =/= 0, то а* определяется по пр авилу ( *) , как и раньше ;  
если же а = О, то  а* = О. 

Оба  случая можно объединить в правило :  Если la - перпен
дикуляр , опущенный из О на а , и ala = Fa, то 

a* = (Fa , laиv ) . ( **)  

В эллиптической плоскости всякий полуповорот является 
взаимно однозначным отображением множества прямых на себя. 
Теорема 1 сохраняет силу и тогда, когда среди прямых а, Ь, с 
фигурирует поляра  точки 0 : ведь аЬс - прямая  и если а =  О, то 
Ь и с по теореме 1 2  § 3 имеют общий перпендикуляр,  проходя
щий через О, а это свойство сохраняется при  полуповороте. 
С помощью теоремы 1 можно определить отображение пучков 
прямых ( которые на эллиптической плоскости все являются соб
ственными) , как в п. 2 .  и получить при  этом теорему 3. Очевид
но, теорема 2 выполняется и тогда, когда а = О. Первое утверж
дение теоремы 4 выполняется , ка к и прежде, а второе на 
эллиптической плоскости тривиально, ибо на ней всякий пучок 
прямых - собственный .  

С теоретико-групповой точки зрения  полуповороты примеча
тельны тем, что это операции, которые сопоставляют прямым 
прямые,  но  ( в  отличие от внутренних автоморфизмов множества 
прямых,  порожденных элемента ми  группы)  здесь прямые умно
жаются только справа  ( или только слева)  на  фиксированный 
неинволютивный элемент группы . 

В самом деле, пусть Т] - элемент группы, определяющий 
полуповорот вокруг О (в прежней записи Т] = иv) . Тогда для 
всякой прямой а произведение аТJ является «нечетным» элемен
том (от-вечающим зеркальному движению групповой плоскости) ,  
отличным от 1 .  В общем случае движение, заданное нечетным 
элементом а.=/= 1 ,  является скользящей сим метрией. По п. 7 § 3 
ей однозначно сопоставляется прямая - ось скользящей сим.мет
рцu, которую мы обозuачили через [а.]. Если з�щ1сать а в ви,ц� 



4] § 6. ОБОСНОВАНИЕ МЕТРИЧ ЕСI(Ой ГЕОМЕТРИИ 1 33 

о: = А Ь , то ось скользящей симметрии соединяет А и Ь ,  т. е.  
[о:] = (А , Ь ) . В нашем случае  a'YJ = ala · larJ = Fa · la'YJ , т. е .  [arJ] = 
= ( Fa. l"'YJ ) . Тогда определение ( ** ) полуповорота вокруг О, за
даваемого элементом fJ ,  можно выр азить так :  

а* = (ач]. ( **·* ) 

При  этом [а] = [а- 1 ], т. е. ["YJa] = [arJ-1); таким образом ,  отобра
жение а* = [ча] - отраженный полуповорот. 

4. Расш ирение групповой плоскости до идеальной плоскости. 
Расширим  теперь групповую плоскость до проективной пло
скости : введем «идеальные точки» и «идеальные пря мые» так, 
чтобы они обр азовали проективную «идеальную плоскость», в 
которой «собственные» идеальные точки и прямые составили  бы 
точный образ групповой плоскости. 

Пучок прям ых назовем идеальной точкой, а собственный пу
чок прямых - собственной идеальной точкой. Таким образом, 
точке А взаимно  однозна чно соответствует собственная  идеаль
ная  точка G (А ) .  Если  а - прямая ,  то м ножество идеальных то
чек д, для которых а Е А, . назовем собственной идеальной пря� 
.мой g (а )  ( иными словами ,  речь идет о множестве идеальных 
точек, представимых в виде G (ах)) . Тогда прямой а вза и мно од
нозначно отвечает собственная идеальная прямая g (a ) , а отно
шению инцидентности в групповой п.rюскости А I а отвечает от
ношение G (А ) Е g (а) .  Идеальную 'Гочку G ( а ) , т .  е . пучок пер
пендикуляров к прямой а, мы назовем полюсом собственной 
идеальной прямой g ( а) .  

Общее понятие идеальной прямой мы определим ,  следуя 
Иельмслеву, с помощью полуповоротов. В ы берем точку О и 
рассмотри м  индуцированное полуповоротами вокруг О взаимно 
однозна чное отображение множеств а  всех  пучков пря мых,  т. е .  
идеальных точек, н а  себя (теорема 3) . 

Если * - произвольный полуповорот вокруг О ,  то для вся
кого множества а идеальных точек существует определенное 
множество обр азов а * - множество образов идеальных точек 
и определенное множество прообр азов Ь ( где Ь * =  а ) . В частно
rти , есл и а - собственная идеальная  прямая ,  то а * - тоже соб
ственная  идеальная прямая :  

( X I I ) Для каждой пря.мой а имеем g (а)* = g (а*). 
Д о к а з  а т е л ь  с т в о.  g (а* ) - это множество идеальных то

чек В, дJI Я которых а• Е В, т. е. (так  как по теореме 3 всякая  
идеальная точка В является образом пекоторой идеальной точ
ки д) множество идеальных точек А*, где а* Е д•, т. е. множе
ство А*, где а Е д, т .  е .  g (а)*. 

О п р е д е л е н и е .  Множество а идеальных точек называется 
11-деальной прямой, есл и с�ществует п олуnоворот о вокруr Q 
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такой,  что а0- собственН:'}Я идеальная прямая .  Кроме того, надо 
назвать идеальной прямой множество всех идеальных точек 
G (a) , где alO, т . е .  м ножество полюсов всех собственных иде
альных прямых,  содержащих идеальную точку G ( О ) ; эти иде
альные прямые  мы назовем полярами g ( O )  собственной иде
альной точки G ( О ) . 

Множество идеальных точек и идеальных прямых мы ста
нем называть идеальной плоскостью. 

В определении идеальной прямой,  а следовательно, н в оп ре
делении понятия идеальной плоскости фигурирует точка О ;  в 
п .  5 м ы  установи м ,  что эти понятия не зависят от выбора точ 
ки о. 

Из ( X I I )  и коммутирования  полуповоротов вокруг О сле
дует 

( X I I I )  Если * - произвольный полуповорот вокруг О, а а 
идеальная прямая, то а * - идеальная прямая ; в частности, 
g (О)* = g (0) .  

Д о к а з а т е л ь с т в о. g (O)* = g (O) в силу теоремы 4.  Те
перь пусть а =1= g (О) . Тогда по определению существует по
луповорот о вокруг О такой, что а 0- собственная идеальная пря
мая .  В силу (X I I )  тогда и а0* - собственная идеальная прямая .  Из теоремы 2 вытекает, что множества а0* и а'"0 совпада ют. 
Так как тогда а*0 - собственная идеальн ая  прямая ,  то а* по 
определению идеальной прямой также является идеальной 
прямой .  

С помощью (X I I I )  мы докажем 
(XIV) Для двух различных идеальных прямых а и Ь су

ществует единственная идеальная точка С ,  которая принадле
жит а и Ь .  

Д о к а з а т е л ь с т в о. Сначал а пусть a = g (O ) . Тогда b =F  
=F g ( O) и существует такой полуповорот о вокруг.. О, что Ь0 -
собствен ная  идеальная прямая  g (e ) , отл ичная oт g (0)0 = g (O). 
И з  g (О) =#= g (е) следует, что О =#= е. Если обозначить (0 ,  е) = d, 
то и деальная  точка  D = G (d) , и только она ,  принадлежит 
ао = g (О) и Ь0• Тогда и деал ьная точка  С, где со = D, и только 
он а ,  п р и на длежит а и Ь .  

Пусть теперь а, Ь =F g (О) .  Тогда существует такой полупо
ворот о вокруг О, что а0 - собственная идеальная прямая ,  а так 
как по (Х I I I ) Ь0- Идеальная прямая и отлична от g (0)0 = g (O), 
то существует такой полуповорот * вокруг О,  что Ь0* ( а  значит, 
по ( X I I ) , и а0* )  является собственной идеальной прямой.  При 
ЭТОМ а0* =#= Ь0*, И ПО ОПредеЛеНИЮ ИДеаЛЬНОЙ ТОЧКИ а о �  И Ь0� 
имеют единственную общую идеа.аьную точку D. Тогда идеаль
ная точка С, где Со* ""' D, является единственной общей идеаль
tJОЙ ТОЧКОЙ � И Ь,  
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(XV) Для двух различных идеальных точек д,  В существует 
единственная идеальная прямая с ,  которой принадлежат д и В.  

Д о к а з  а т е л ь с т в о. Достаточно доказать только существо
вание ;  единственность вытекает из ( X IV) . При  д, В Е g (О) до-

казывать нечего. Итак,  пусть, например ,  д �  g (0) .  Тогда по тео

реме 4 существует такой полуповорот * вокруг О,  что д* 
собственная  идеальная точка .  По  теореме 1 5  § 3 существует 
собственная идеальная прямая  d, для которой А*, В* Е d .  Мно
жество прообр азов с, где с* = d,  по определению и деальной  п р я
мой является идеальной пря мой ; она такова ,  что д, В Е с. 

Из (XIV) и (XV) следует ( ибо существование  минимального 
числ а прямых и точек гарантируется теоремой 3 1  § 3 )  

Т е о р е м а 5 .  В идеальной плоскости выполняются проектив
ные аксиомы инцидентности. 

Идеальная плоскость - это «минимальное» проективно-зам 
кнутое расширение групповой плоскости. Так  как всякую 
собственную идеальную точку можно соединить со всякой иде
альной точкой даже собственной идеальной прямой ,  то относи
тельно выделения собственных элементов на идеальной плоско
сти выполняется следующая 

Т е о р е м а 6. Всякой собственной идеальной точке принад
лежат только собственны,е идеальные прямые, а всякой несоб
ствеюtой прямой принадлежат только несобетвенные идеальные 
точки. 

Из (XV) выводим такое дополнение к ( X I I I ) : если * - про
извольный полуповорот вокруг О,  а Ь - некоторая идеальная 
прямая, то и множество прообразов Ь ( т. е. множество а, где 
а• = Ь)  является идеальной прямой. Для доказательства выбе
рем две идеальные точки д, В Е а ( где A =F B).  По (XV) суще
ствует идеальная  п р я м а я  с, для которой д, В Е с, а по (X I I I ) с• 
есть идеал ьна я  прям ая .  П р и  этом А*, В*  Е а*, с* и Д* =F В*, 
т. е. по (XV) а* = с*, а з начит, а =  с, т. е .  а - идеальная  
прям ая .  

Это позволяет дополнить утверждение теоремы 3 :  всякий по 
луповорот вокруг О индуцирует на  идеальной плоскости колли 
неацию. Так как по п .  5 § 6 эта  коллинеация отображает пучок 
прямых, проходящих через О,  на себя проективно ( отображение 
х* = хиv = и ( ихи) v пучка является произведением двух спарива 
ний ) , то  по лемме п .  3 § 5 эта  коллинеация проективна .  Таким 
образом, имеет место 

Т е о р е м  а 7. Всякий полуповорот вокруг О индуцирует на 
идеальной плоскости проективную коллинеацию, неподвижны,ми 
эле�иентами которой являются идеальная точка G ( О )  и идеаль
ная прямая g ( O ) . 
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Эти проективные отображения м ы  назовем полуповоротами 
идеальной плоскости. 

3 а д а ч а .  Пусть в идеальной плоскости задан полупо ворот ' в округ соб
ственной идеальной точки G ( О ) ,  а g ( а )  - �.деальная прямая, проходящая 
через G ( О ) . Отображение идеальной прямой g (а) на идеальную п р я м ую 

g (а* ) ,  индуцированное полуповоротом •, я в 
ляется перспективным соо тветствием с цент
ром G ( а') (рис. 80) . [Отсюда сно в а  следу ет, 

g(a) что полуповороты идеальной плоскости яв
ляются проектив1-1ыми пр еобр азова н и я м и . ] 

5. Идеал ьная плоскость груп п ы  дви
жений. Т е о р е м  а 8. В идеал ьной 
плоскости выполняется тeope/rta о кон-
фигурации Паппа. 

· 
fJ(O) _q(o•) Пусть дана открытая конфигурация 

Паппа ,  состоящая из идеальных точек 
Рис. 80. и идеальных прямых. Напомним,  что 

мы исследовали свойства открытой 
конфигурации П аппа  в п. 1 § 5, и здесь мы можем опираться 
н а  введенные там  понятия и установленные результаты. 

Будем обозначать критическую идеальную точку в данной 
открытой конфигурации Паппа  через С, а критическую идеаль
ную прямую через с. На м  н адо до
казать, что С Е с .  Две инцидентные 
с С идеальные прямые конфигура
ции обозначим через v1, v2, а две 
инцидентные с с идеальные точки 
конфигур ации - через V1 , V2 
( р ис. 8 1 ) .  Напомним ,  что девять 
идеальных точек конфигурации  р ас
п адаются на три тройки «несоедини 
м ых» идеальных точек * ) . Ту  тройку, 
которой принадлежит критическая 
идеальная точка,  назовем критиче
ской тройкой. 

П роведем д о к а з а т е л ь с т в о, 
группируя определенным образом Рис. 8 1 .  
все возможные случаи. Согласно  
теореме 13  § 4 вся кая  открытая конфигурация Паппа ,  в которой 
все девять идеальных прямых и три идеальные точки критиче
ской тройки собственные, з амыкается («вещественный случай») . 

* )  Две идеальные точки открытой конфигурации Паппа называются не
соединимыми, если их нельзя соединить никакой идеальной прямой конфигу
рации, даже допустив, что критическая инцидентность имеет место. 
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Ту открытую конфигурацию Паппа ,  рассмотрение которой ниже 
составляет «случ ай 1 а ) » ,  можно перевести полуповоротом вокруг 
О в конфигурацию, удовлетворяющую этому требованию «соб
ственности» .  Все другие случаи  мы сводим «вариацией конфигу
рацию>, описанной в п .  1 § 5, (V) , к случаю 1 а ) . 

С л у ч а й  1 .  Девять идеальных прямых конфигурации от
личны от g( О) . 

а )  Идеальные точки критической тройки не принадлежат 
g( О) . Если три идеальные точки критической тройки и крити 
ческие идеа.JJьные прямые собственные, то по теореме 6 все иде
альные прямые конфигурации собственные, а значит, конфигур а 
ция замкнута по теореме 1 3  § 4 .  Если же  три  идеальные точки 
критической тройки и критические прямые не все собственные,  
то их можно перевести в собственные последовательностью полу
поворотов вокруг О_ Полученная  конфигур ация замкнута ,  а зна
чит, з а м кнута и исходная конфигур ация .  

б )  Критическая идеальная точка не принадлежит g ( O ) , но 
хотя бы одна из двух других идеал ьных точек критической трой
ки принадлежит g ( O ) . Тогда шесть идеальных точек конфигу
рации, которые не входят в состав критической тройки,  не  при -

надлежат g (0 ) .  За меним с н а  с' = (С ,  Уд; так  как  С $ g (О) , 
то с' =1= g (О) .  Тогда V2 - критическая идеальная точка ,  а содер 
жащая ее  тройка - критическая тройка проварьи рованной кон 
фигурации, удовлетворяющей условиям случая 1 а ) . 

в) Критическая идеальная точка принадлежит g (0) .  Заме
ним критическую идеальную точку С н а  и деальную точку С' 
пересечения с и v1 • Тогда v2 - критическа я  идеальная п р я м ая ,  
а С' - критическая идеальная  точка .  Если С' = С , то  С Е с , 
как и утверждается .  Если С' =1= С, то С' не п р и н адлежит g ( 0),  
ибо С принадлежит g (О) , но (С , С') = v1 =1= g (О) , и мы  п р и 
ходим к конфигур ации,  р азобр анной в случаях  1 а) или  l б) .  

С л у ч  а й 2. g (О)  - идеальная прямая конфигурации. 
В силу п . 1 § 5, (VI ) можно предположить, что g ( О )  - кри

т и ч е с к а я  идеальная прямая . Если  тогда не выполняется крити
ч е с к а я  инциденция , то вариацией критической идеальной пря 
мой м ы  получаем конфигурацию, удовлетворяющую условиям 
случая  1 .  

Вместе с теоремой 8 выполняется также 
Т е о р е м  а 8'. На идеальной плоскости выполняется теорема 

Паппа - Паскаля. 
Если три различные идеальные точки А1 , д2, д3 принадле

жат одной идеальной прямой,  то существует такой простой ше
стисторонник, обр азова нный собственными идеальными прямы
ми, вершины которого через одну принадлежат двум собствен-
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ным идеальным прямым ,  а противоположные стороны пересе
каются в А1 , д2, д3 ( р ис. 82 ) . Чтобы это ус1 ановить, выберем 
собственную идеальную точку 8 2 ; на собственных идеа.тrьных 
прямых (А1 , 82) , (д3, 82) выберем собственные идеальные точ ки 
Сз. C l '  а на собственной идеальной прямой (С 1 ,  С3) выберем 

Рис. 82. 

собственную идеал ьную точку С2. И де
Аа альн а я  точка 8 1 пересечения  (д2, С3) и 

(Аз, С2) и и деал ьная точка 83 пересече
ния  (д1 , С2) и (А2, С 1) леж ат, согл асно 
теореме Паппа  -- П аскаля ,  на  одной иде
альной прямой с 82 . Восемь построен
ных идеальных прямых собственн ые,  ибо 
они содержат по крайней мере по од 
ной собственной идеальной точке. 

Утверждение о том, что А1 , А2, д3 
принадлежат одной идеальной прямой ,  
р авносильно тому ,  что существует конфи 

Са гурация Паппа  - Паскаля ,  для которой 
А1 , А2, Аз - идеальные точки пересече
ния  противоположных сторон, а восемь 
других идеаJiьных прямых собственные. 

Так как последнее утверждение не  зависит от выбора точки О, во
круг которой проводились все полуповороты, то справедлива 

Т е о р е м  а 9. Понятие идеальной прямой плоскости , а по
тому 

и 
понятие идеальной плоскости, не зависит от Быбора цен

тра полуповорота. 
Таки м  образом ,  для всякой группы,  удовлетворяющей нашей 

системе  аксиом ,  существует однозначно определенная идеальная 
плоскость ; поэтому можно говорить про идеальную плоскость 
группы движений. 

В идеальной плоскости у каждой собственной идеальной пря 
мой g (a) есть единственный полюс G ( а ) , а всякая собственная 
идеальная точка G (А)  имеет единственную поляру g (А ) - мно
жество полюсов идеальных прямых,  п роходящих через G (А . )  
П ол я р а  g (А) ср азу является идеальной прямой, если А 
центр полуповорота ; поэтому в силу теоремы 9 она всегда я в
ляется идеальной прямой. 

Если  уже в самой групповой плоскости есть полярные друг 
другу прямые  и точки , то групповая  плоскость эллиптическая . 
Если а и А взаимно полярны ,  т. е . а = А ,  то полюс G (a )  иде
альной прямой g (a ) является идеальной точкой G (А) , а поляра  
g (А )  идеальной точки G (А ) - идеальной прямой g (a ) . 

Согласно п . 5 § 4 всякое движение групповой плоскости 

а* = av (2) 
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индуцирует взаимно однозначное отображение 

д* = АУ 

1 39 

(3) 

множества идеал ьных точек на  себя. Каждому м ножеству а 
идеальных точек тогда однозначно сопоставляется м ножество 
обр азов идеальных точек, которое мы обозначим через av. Но 
н адо еще показать, что если а- идеальная  прямая ,  то аУ -· тоже 
идеальная прямая .  

Отображение (3 )  преобразует собственные идеальные точки 
и собственные идеальные прямые в точности так же,  как ото
бражение (2) преобразует отвечающие им точки и прямые .  В са 
мом деле, по формуле ( 2 1 ) § 4 и определению собственной 
идеальной прямой 

и 
G (А) У = G (АУ) 

g (a)Y = g (aY). 

(4) 

(5) 

Рассмотрим  теперь отображение (3 )  в том случае ,  когда 
у = с, т. е .  когда ( 2 )  является осевой симметрией групповой 
плоскости относительно прямой с. Выберем точку О на  с в каче
стве центр а всех последующих полуповоротов . И меем g ( О)с = 
= g (О) .  Если а - идеал ьная  п р я м а я  и а =1= g (0) , то существует 
полуповорот вокруг О, переводящий а в какую-то собственную 
идеальную пря мую g ( Ь ) . Тогда отраженный  полуповорот пере
водит ас в g (Ь )с, т. е .  в силу ( 5 )  - в  собственную идеальную 
пря мую g ( Ьс) . Значит, ас - идеальная  прямая .  

Отображение (3 )  при  у = с, таким  образом,  является колли
неацией и имеет место 

Т е о р е м  а 1 0. Симметрия групповой плоскости относитель
но пря.мой с индуцирует на идеальной плоскости инволютивную 
гомологию, осью которой служит собственная идеальная прямая 
g ( с ) , а центром - ее полюс G (c ) . 

Так как в идеальной плоскости существуют инволютивные 
гомологии, то выпол няется аксиома Фана, и с помощью теорем 
5 и 8' получа ется 

Т е о р е м  а 1 1 . Идеальная плоскость является проек.тивной 
плоскостью. 

Так как каждое движение (2) есть суперпозиция осевых сим 
метрий ,  то в силу теоремы 1 0  всякое отобр ажение ( 3 )  н а  иде
альной плоскости является произведением ипволютивных гомо
логий и,  значит, проективной коллинеацией : 

Т е о р е м  а 1 2. Всякое движение групповой плоскости инду
цирует на идеальной плоскости · проек.тивную колл инеацию, 
отображающую множество собственных идеальных точек. и соб
ственных идеал ьных пря �r�ых на себя. 
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В частности, имеет место 
Т е о р е м  а 1 0'. Центральная симметрия групповой плоско

сти относительно точки С индуцирует на идеал ьной плоскости 
инволютивную гомологию, центром которой с.2ужит собственная 
идеальная точка G ( С) ,  а осью - ее поляра g ( С) . 

Так как каждый элемент у группы можно представить в виде 
аЬ или аВ, то всякая проективная колл инеация идеальпой пло
скости ,  индуцированная движением групповой плоскосш, мо
жет быть представлена в виде произведения двух инволютивных 
гомол огий вида, указанного в теоремах 10 и 1 0'. 

6. Группа, порожденная полуповоротами вокруг некотороii ицеальноii 
точки. Включим в наше изложение исследование группы, порождаемой полу
nоворотами вокруг собственной идеальной точки на идtальной плоскости . Это, 
очевидно, какие-то коллинеации идеальной плоекост и, а уравнения группы 

ведут к теоремам о замыкании. Соображениями этого пункта, рез ю м ирова н ·  

ными теоремой 7 ,  мы далее не будем пользоваться при обосновании плоской 
метрической геомечши. 

В дальнейшем О =  G ( О )  - фиксированная собственная идеальная точка, а о =  g ( О ) - ее поляра .  Полуповорот идеальной плоскости вокруг О , полу
чаемый из полуноворота прямых вокруг точки О, задав&емой элементом uv 
группы, мы обозначим через Н"' "' В идеальной плоскости для полуповорота 
Н"'" существует обратная коллннеация Н��· Назовем Н"' "  прямым полупо

воротом, а Н�� - обратным полуповоротом вокруг О . Только тождественное 
отображение является одновременно и прямым и обратным полуповоротом. 

В произведении прямых и обратных полуповоротов идеальной плоскости 
вокруг О можно переставлить множители :  ведь в силу теоремы 2 Н1Н2= 
= Н2Н1 , а это равенство можно умножить на H"j1 и слева и справа и получить 
H2H"j1 ""' H"j1H2; с другой стороны, образуя обратную коллинеацию, получаем: 
H-Iн-I  н-Iн-I  и 2 1 ... 1 2 . так, 

(XVI)  Группа Vo· порожденная полуповоротами идеальной плоскости 
вокруг собственной идеальной точки О, является коммутативной группой 

проективных коллинеаций, оставляющих на месте 
О и ее поляру о. 

Рассмотрим теперь произведение такнх пря
мого и обратного полуповоротов 

НасНЬ� = НасН(�ь >- t '  ( 6 ) 

О где а, с, Ь - прямые, инцидентвые О, и а, Ь .d:'.c 
( рис. 83 ) .  Если a - g ( а ) , b - g ( Ь ) , C = g ( с ) ,  то 
коллинеацию ( 6 )  будем короче записывать так: 
( а, с, Ь ) . При а = Ь коллинеация (а, с,  Ь ) обра-

Рис. 83. щается в тождество. Если же а =1= Ь и С - по-
люс с, то С не принадлежит ни  а, ни Ь , а ( а ,  с, Ь ) 

nереводит идеальную прямую а в идеальную прямую Ь так, что прямая, со
единяющая произвольную идеальную точку идеальной прямой а с ее обра
зом на Ь, проходит через С ( ер. задачу в n. 4 ) .  

Из существования этих коллинеаций и их коммутативности непосред
ственно вытекает, что на идеальной плоскости выполняется теорема Паппа 
Паскаля для случая, когда О - точка пересечения несущих прямых, а о -
прямая П аскаля :  
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Для шестиугольника А 1 , В2, А3,  В 1 ,  А2, В 3 ,  вершины которого попеременно 
принадлежат двум идеальным прямым а, Ь , проходящим через О, имеет ме
сто следующее: 

Если две пары противоположных сторон пересекаются в точках, принадле
жащих о , то и третья пара противоположных сторон пересекается в точке, при
надлежащей о. (Необходимые условия песовпаден и я  должны быть в ыполнен ы . ) Пусть, на п р и мер ,  Сз - точка пересечен ия ( А 1 , В2 ) и ( А2, В 1 ) ,  С2 - точка пересечен и я  ( А 1 , В3)  и ( Аз. В 1 ) ,  

С 1 - точка пересечен и я  ( А2,  В з ) и о. 
Н а до 

показать, что точка В� пересечения (Аз, 
С 1 ) и Ь совпадает 

с В2• Пусть снова Cj - идеальная пр я м а я, п роходящая через О и и меющая полюс C i  ( рис. 84 ;  i = 1 ,  2 ,  3 ) .  П рои зведение 
(а , с 1 ,  Ь ) ( Ь , с2, а ) ( а , Сз, Ь ) 

( 7 )  

переводит А 2  в В 3 ,  А 1  в В2. (J <�Сi;.....----:11:-::---.::>.f-::----:::---7"';Произведен ие 
(а ,  Сз, Ь ) ( Ь, с2, а ) (а ,  с 1 ,  Ь ) 

( 8 )  

переводит А2 в В 1 , Аз в В� . Так как (7) и (8) совпадают вследствие 1 ком м утативности,  Р ис. 84. то в2 = 8 2. Именно таким путем Иельмслев доказал аффинную теорем у  Паппа -Паскал я в евклидавой плоскости. 
(XVI I )  Любой элемент из .р0, оставляющий неподвижной идеальную 

прямую, проходящую через О, является гомологией с центром О и осью о. Д о к а з  а т е л ь с т в о. П ро изведен ие П Н 1Jlн�: (
где допускается ТJi, 

�i = 1 )  переводит идеальную пр я м у ю  g ( а ) , проходящую через О, в идеальную пр я мую g ( а') , где а П ТJi�/ 1 = а'
. 

Если по край ней м ере для одной из п роходя щих через О идеальных пр я мых g ( а ) = g ( а' ) , т. е. а = а', то 
П rri�l l = 1 и , зн ачит, всякая идеальная п р я м ая, п роходя ща я через О, совпадает со сво и м  обра зо м. 

(XVI I I )  Всякий элемент из .\";10, оставляющий на .месте идеальную точ
ку, от личную от О и не принадлежащую о, является тождеством. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Такой элемент гру ппы .р0 оставл яет неподвижной идеальную п рям ую, про ходящу ю через О и содержащую данную неподвиж ную точку, а поэтому в силу ( XV I I )  является гомологией .  Из одн их лишь проективных аксиом инцiщентности вытекает, что гомология с неподвижной точкой, отличной от центр а и не принадлеж ащей оси ,  является тождественным преобр азованием .  Из существования коллинеа ции (6)  и из (XVI I I ) получаем , что на  идеальной плоскости выполняется теорем а Дез арга,  если только О являетс я  дезарговым центром ,  а о - дез а р говой осью : 
Для двух треугольников А 1 , А2 ,  Аз и В 1 , В 2, В3 таких, что соедини

тельные прямые 9i = (At, Bl) проходят через О, в случае если две пары 
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соответствующих сторон пересекаются на о, то и третья пара соответствую
щих сторон пересекается на о. (Здесь тоже должны выполняться необходи
мые условия несовпадения . ) 

Пусть С 1 - точка пересечения ( А2, Аз ) и ( В2, Вз ) . С2 - точка пересече
ния ( А 1 ,  Аз ) и ( В 1 , Вз ) , Сз - точка пересечения ( А 1 , А2 ) и о. Надо пока-' 
зать, что точка В2 пересечения прямых (В 1 , С3) и g2 совпадает с В2• Пусть, 
как и прежде, Ct - идеальные прямые, проходящие через О, полюсами кото

о 

Рис .  85. 

рых служат Ct ( рис. 85) . Произ
ведение 
( 92, С 1 ,  9з ) ( 9з , С2, g l ) ( g l , Сз, 92 ) 

( 9 ) 

переводит А2 в А2 и поэтому 
является тождеством .  Так как при 
этом в2 переходит в в�. то 

В2 = в�. 
Пусть А, В - идеальные точки, 

отличные от О и не принадлежа
щие о. В силу ( XVI I I ) имеется 
не более одного элемента из .р0, 

� 
� Ь А 8 

Рис. 86. 

переводящего А в В . Если А и В не коллинеарны О, то можно посредством 
коллинеации  ( 6 )  перевести А в В. П усть теперь А и В принадлежат пеко
торой идеальной прямой Ь, проходящей через О ( рис. 86 ) .  Выберем идеаль
ную прямую а =F Ь, проходящую через О и не проходящую через полюс пря
мой Ь. Тогда полуповорот ( Ь, а ,  а) пl:'реводит идеальную точку А в идеаль
ную точку А' на а .  К:оллинеацией ( а ,  с, Ь ) можно затем перевести 
А' в В . Если а = g ( а ) , Ь = g ( Ь ) ,  с =  g ( с ) , то произведение 

НьаНасНь� ( 10 ) 

является в силу (XVI I )  гомологией с центром О и осью о, которая пере
водит А в В . Итак, 

(X IX) f:>o просто транзитивна на .множестве тех идеальных точек, ко-
торые отличны от О и не принадлежат о. Всякий эле.мент из 8)0 .можно 
представить в виде произведения .макси.му.м двух пря.мых и одного обрат-
ного полуповорота. . 

(ХХ) .р0 содержит группу всех го.мологий с центро.м О и осью о. 
Применив гомологию, которая переводит, например, Аз в Вз, можно не

посредственно убедиться в справедливости теоремы Дезарга в вышеприведен
ной форме. 

7. Аксиом ы  евклидовой и неевкл идовой м етрик.  После того, 
как  мы доказали , что групповая плоскость всякой группы дви-
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жений ,  удовлетворяющей нашей системе аксиом,  может быть 
расширена до проективной идеальной плоскости, перед н а м и  
встает задача доказать, что групповая  плоскость индуцирует в 
идеальной плоскости проективно-метрические отношения .  Пре
жде всего в идеальной плоскости вводится ортогон альность для 
собственных идеальных прямых посредством ортогональности , 
заданной в групповой плоскости .  Мы можем уже говорить про  
полюс собственной идеальной прямой и про  поляру собственной 
идеальной точки .  Естественно спросить, можно ли р аспростр а
нить эти отношения на  произвольвые идеальные прямые и иде
альные точки .  Чтобы ответить на  этот вопрос,  надо вернуться к 
свойствам ортогональных прямых групповой плоскости .  Будем 
различать случай ,  когда на  групповой плоскости существует пря
моугольник,  и случай ,  когда прямоугольника 
не существует. ь 

Рассмотрим следующую аксиому прямо-
уголышка, которую будем называть также 
аксиомой евклидавой метрики: с r1 

А к с и о м а R. Существуют а, Ь . с, d такие, 
что а, Ь .L с, d и а 4= Ь, c4=d, tJ 
т. е. существует прямоугольник * ) ( р ис .  87) . 
Ее отрицание, которое м ы  будем называть Рис. 87. 

аксиомой неевкл идовой метрики, звучит так :  
А к с и о м а  "' R. Из а, b .L c, d вытекает а = Ь  или c = d, 

т. е. две различные пря мые и меют не  более одного общего пер 
пендикуляра .  

Группу движений ( в  смысле нашей системы а ксиом ) и ее  
групповую плоскость мы станем называть метрически-евклидо
вой или метрически-неевклидовой в зависимости от того, выпол 
няется ли аксиома R или аксиома "' R. Добавлением слова 
«метрически» мы хотим подчеркнуть, что то существенное,  чем 
различаются эти геометрии ,  основано на  понятии ортогональ
ности , т .  е .  имеет метрическую природу. О том же, что касается 
пересечения или непересечения прямых,  исходя из аксиом R 
или "' R  можно сказать мало .  

Так как в эллиптической групповой плоскости всякие две 
разл ичные пря мые всегда имеют единственный  общий перпен
дикуляр ,  то из аксиомы Р вытекает аксиома "' R. Попутно сле
дует заметить, что из аксиомы R следует аксиома D. 

Аксиомы R и "' R можно перефр азировать как  утверждения 
о «идентичности прямых, характеризуемых их перпендикуля -

* )  Точнее, «пр ямосторонник» ( у  автора - Rechtseit ) . Впрочем, в силу тео
ремы 1 § 3 перпендикулярные прямые пересекаются, и поэтому прямосто
ронник и м еет 4 вершины, т. е. оказывается прямоуrольником. (Прим. перев.) 
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рами» . Две прямые а и Ь назовем иденmчными в смысле 
перпендикуляров, если они имеют одни и те же перпендикуляры,  
т. е.  если пучки перпенди куляров G (а) и G (Ь ) совпадают. Это от
ношение рефлексивно, сим метрично и транзитивно. Для идентич
ности двух прямых в смысле перпендикуляров достаточно уже 
того, чтобы они имел и  два разных общих перпендикуляра (это 
сразу вытекает из аксиомы 4 и ее обращения ) .  Аксиома R рав
носильна утверждению о том ,  что существуют р азличные пря 
мые, идентичные в смысл е  перпендикуляров .  Аксиома ,._ R рав
носильна утверждению о том, что всякая прямая  идентична в 
смысле  перпендикуляров только самой себе, т. е. из G (а) = G (Ь )  
следует а = Ь . В этом случае всякий пучок перпендикуляров от
вечает однозн ачно определяемой прямой - носительнице пучка.  

Как  в случае евклидовой,  так  и в случае неевклидовой мет
рики  ключ к решению нашей задачи,  к ак  мы увидим ,  содер
жится в р анее доказанной теореме,  аналогичной теореме о пер
пендикуляр ах ( теорема  25 § 3 ) . Из этой теоремы вытекает, с 
одной стороны,  теорема  о прямоугольнике (теорема 1 3 ) ,  а с 
другой стороны, - лемма о полуповоротах ( «правило сокраще
ния  звездочек» ) . 

8. Метрически-евкл идовы плоскости. Допустим ,  что выполня
ется а ксиома евклидавой метрики .  

Из существования прямоугольника ,  как  того требуег аксио
ма R, следует общая теорема  о том ,  что всякий четырехугольник 

с 
(!, 

Ь "  ,!) 

с тремя прямыми углами  яв-
ь ляется пря моугольником : 

о 
1Ь 

Т е о р е м а  1 3  (теорема  о 
d прямоугольнике ) . Из а, Ь J. с 

и a J. d  следует b J. d  (R ) . 
Для этого важного утвер 

ждения м ы  дадим два доказа
тельства .  В обоих будет ис-

d "  с "  пользоваться уже упомянутое 
( не  зависящее от аксиомы R) 

0 "  обстоятельство :  если две пря
мые имеют два разных общих 

Рис. 88. перпендикуляра ,  то они иден-

91 Гг 

тичны в смысле перпендикуля
ров ,  т.  е .  каждый перпендикуляр  к одной п рямой является одно
временно перпендикуляром к другой прямой .  

П е р  в о е д о к а з  а т е л ь  с т в о теоремы 1 3 . Достаточно до
казать следующее :  существует прямоугольник а", Ь", с", d", у 
которого а", Ь" J. с", d" и а" =i=b", с" =i=d", причем с" J. а (рис.  88) . 

В самом деле, если такой прямоугольник существует, то 
рассуждаем так ;  поскольку с", d" идентичны в смысле перпен-
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дикуJiяров, то d" .l а. Значит, а, а", Ь"  идентичны в смысле пер
пендикуляров ,  ибо у них, кроме общего перпендикуляра  с" , есть 
еще общий перпендикуляр  d". Так как с, d .l a, то также и 
с, d .l a", Ь". Итак, с и d идентичны в смысле  перпендикуляров , 
ибо у них есть два общих 
перпендикуляра  а", Ь". Но 
тог да  из Ь .l с ел е дует Ь .l d. 

Прямоугольник указан
ного вида можно построить 
с помощью теоремы 25 § 3. 
Пусть а', Ь', с', d' - су
ществующи й по аксиоме R 
прямоугольник ( рис.  89 ) . 
Из вершины О =  а' с' опу
стим перпендикуляр  с" на 
а. Если с" = а', то получен
ный прямоугольник уже об- р 
.'l адает желаемыми свойст
вами .  Ес.11и  же с" =l=a', то d-, 
проведем через О перпенди
куляр а" к с" и выберем 
на нем точку P=l= О. Из этой 
точки опустим перпенди-

Ь '  

d '  

о '  
Рис. 89. 

куляр il' на а' ; так как а' и Ь' идентичны в смысле перпенди
куляров,  то il' .l Ь'. Из точки Р восставим перпендикуляр  d" к а", 
а затем опустим из вершины Ь' с' данного прямоугольника пер
пендикул яр Ь" н а  с" .  Тогда в силу указанной теоремы Ь"  .l d". 

В т о р о е д о к а з  а т е л ь  с т в о теоремы 1 3 . Воспользуемся 
тем , что независимо от выполнения или невыполнения а ксиомы R 
спра ведлива 

Л е м м а . Пусть A =I=B . АВС является точкой тогда и только 
тогда , когда через С проходит прямая, идентичная в смысле 
перпендuкуляров прямой (А , В ) . 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о леммы .  а )  Пусть ABC= D. Так как 
A =I=B,  то C=I=D; положим ( С, D) =g и рассмотрим равенство 
А В ( Cg) = Dg. В силу теоремы 1 1  § 3 из него следует, что две 
р азные прямые Cg и Dg перпендикулярны (А, В ) . Так как они 
тривиальным образом перпендикулярны g, то (А , В) и g иден
тичны в смысле перпендикуляров .  

б )  Пусть g - некоторая  идентичная (А ,  В )  в смысле  пер 
пендикуляров прямая , проходящая через С. Прямая  Cg пер
пендикулярна g, а следовательно, и (А ,  В ) . Поэтому прямая 
AB ( Cg) в силу теоремы 1 1  § 3 перпендикуля рна  (А , В ) ,  
а значит, и g, откуда заключаем,  что произведение А В  ( Cg) g = , 
=А ВС является точкой. 

1 0  Ф Бахм а11  
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Д о к а з а т е л ь  с т в о теоремы . Опустим из двух разных 
точек V, W пря мой а перпендикуляры v , w на сторону а' су
ществующего по аксиоме R пря моугольника ( рис. 90) . Можно 

ш 

(] '  
Рис. 90. 

перпендикуляров 
п ендикуляра :  

и 

выбрать а' так,  чтобы v =J=a, и ,  значит, 
v =l= w. Поскольку а' идентична проти
воположной ей  стороне в смысле пер
пендикуляров, то v и w также перпен
дикулярны противоположной стороне; 
поэтому v и w идентичны в смысле  
перпендикуляров .  Если выбр ать на 
v точку U=l= V, то по лемме UVW -

V точка .  Так как тогда и W VU - точка ,  
то опять же по лемме существует пря
мая и, идентичная а в см ысле перпен
дикуляров и проходящая через U. Из 
с, d l_ a  следует, что с, d l_ и. Таким об
разом,  в cи.JJy а=l=и  прямые с и d иден-
тичны в смысле перпендикуляров, и 
из  b l_ c  вытекает, что b l_ d. 

Из теоремы 1 3  следует, что в ме
трически -евклидовой плоскости для 
идентичности двух прямых в смысле 

достаточно наличия у них одного общего пер-

С л е д с т в и е .  Если два пучка перпендикуляров имеют хотя 
бы одну общую прямую, то они совпадают. Каждая прямая при
надлежит единственноJ<tу пучку перпендикуляров (R ) . 

Таким образом ,  при  выполнении аксиомы R пучки перпен
дикуляров представляют собой непересекающиеся кл ассы, на  
которые р азбивается множество всех пря мых.  

Мы называем прямые а и Ь метрически-евклидовой плоско
сти параллельными ( это обозначается так :  a l l b ) , если они иден
тичны в смысле  перпендикуляров .  Ясно, что через каждую точку 
проходит единственная прямая ,  пар аллельная данной прямой.  
Конечно, две р азные п а раллельные прямые не могут иметь об
щих точек, но вовсе не обязательно, чтобы непар аллельные пря
мые всегда имел и общую точку. 

Так как к любой прямой (А ,  В) можно через любую точку С 
провести параллельную пря мую, то из леммы следует 

Т е о р е м  а 1 4 . Произведение А В С  всегда ч.вляется точкой (R) . 
Если  точки А ,  В,  С не коллинеарны,  то точка ABC= D яв

ляется четвертой вершиной параллелограмма ,  определенного 
точками А , В и С. 

Из леммы же следует, что в случае выполнимости аксиомы 
""" R произведение А В С  является точкой тогда и только тогда, 
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когда точки А ,  В ,  С коллинеарны .  Важной особенностью м ет
рически-евклидовой группы движений является то, что она име
ет ком мутативный нормальный  делитель ( подгруппа переносов) .  

Назовем переносом элемент аЬ группы ,  где a l ! b . Так как  
в силу теоремы 13  пар аллельность двух прямых р авносильна 
существованию у них общего перпендикуляра ,  то по  теореме 
20б ) § 3 переносы - это те элементы группы ,  которые пред
ставимы в виде АВ. Если АВ и А' В' -- два переноса ,  то по тео
реме 1 4  АВА '  являе1 ся точкой А ", а значит, произведение 
АВ · А'  В' =А"  В' является переносом. Таким обр азом,  переносы 
обр азуют подгруппу группы движений .  Из теоремы 14 далее 
получается ,  что эта подгруппа  ком мутативна  ( е р .  л емму в п. 2 
§ 1 ) .  Образ переноса АВ при  внутреннем автоморфизме ,  пораж
денном произвольным элементом v группы ,  есть перенос AvBv, 
т. е. переносы образуют нормальный делитель. 

Эти м доказано первое утверждение из следующей теоремы о 
структуре метрически -евклидовой групп ы  движений :  

Т е о р е м а 1 5. В метрически-евклидовой группе движений 
® переносы образуют коммутативны.й нормальный делитель :t .  
Если ®0 - подгруппа, по  рожденная прямы.лtи, инцидентными 
фиксированной точке О, то ® = ®0:l. 

Для д о к а з а т е л ь с т в а второго утверждения достаточно 
показать, что всякий элемент а Е ® можно представить в виде 
а = а0т, где ао е ®0 и т е :t. 

Обозначим прямую, п а раллельную произвольной прямой и 
и проходящую через О, символом ио. Тогда иои - перенос, и при  
а = и  мы сразу получаем представление нужного вида : а = 
= ио ( иои) . 

Если а - собственное движение, то по теореме 1 6  § 3 а = аЬ.  
Тогда 

является представленнем требуемого вида.  Если а - зеркальное 
движение, то по теоремам  1 6  и 20а )  § 3 можно представить 
а в виде а = саЬ, где c l_ a, Ь; при этом аЬ - перенос. Тогда 

является искомым представлением .  
У группы ® есть подгруппа  индекса 2, образова нная всеми  

собственными движениям и ;  обозначим ее через Ю. У ®0 есть 
подгруппа индекса 2 - это абелева групп а  1D o поворотов вокруг 
О (т .  е .  произведений двух прямых, инцидентных О) . 1( теорем е  
15  можно присовокупить: D = JD0�. 

1 0"' 



1 48 ГЛ. 1 1 .  МЕТРИЧЕСКАЯ (АБСОЛЮТНАЯ) ГЕОМЕТРИЯ [8 

Так  как  ®0 и !J0 и меют с � еди нственный  общий элемент 
единицу,  то и з  р авенств ® = ®0�, )D = :.;D0� вытекают изомор
ф и з м ы  ®/'! � ®0, !Jj� � !)0. В частности, отсюда следует, что 
«локальные» группы ®0 и :r>0, отвечающие всем точкам  О, 
изомор фны .  

3 а д а ч а .  к�1ждое и з  двух следующих требо в а н и й равносильно а ксно�rе  R :  
а )  Если А,  В ,  С - треугольник, угол С которого п р я м ой , С' - средн я я  

точка А и В, а В' - средняя точка А и С, то (С', В' ) _L (А ,  С) . 
б) Если А, В, С - три разные точки некоторо й п р я м ой , не н iщидентной 

О, ТО точки о А '  08 ' оС коллинеарны. 

9. Абсол ютная пол яр ная инвол ю ция в идеал ьной п.rю с кости 
м етрически-евкл идовой груп п ы  движений. В силу теоремы  1 3  о 
прямоугольнике пучок перпендикуляров обл адает свойствами ,  
которые специфичны для метрически -евклидовой плоскости. Ка
кова бы  ни  был а  точка О,  всякий пучок перпендикуляров яв
ляется пучком перпендикуляров к пекоторой прямой,  инциден� 
ной О, т. е .  множество всех пучков перпенди куляров является 
полярой для G ( O) : 

Множество всех пучков перпендикуляров есть идеальная пря
мая ( R } . 

Эту идеальную прямую - поляру всех собственных идеаль
ных точек - мы назовем бесконечно удаленной идеальной пря
мой; ее идеальные точки - пучки перпенди куляров - бесконеч
но удаленными идеальными точками. 

Если  два пучка перпендикуляров содержат две взаимно пер
пендикулярные  пря м ые, то по теореме 13 всякие две прямые 
этих двух пучков перпендикуляров взаимно перпендикулярны.  
Итак, существует «ортогональность пучков перпендикуляров» . 
Два взаимно  перпендикулярных пучка перпендикуляров мы на 
зываем взаимно  полярными бесконечно удаленны ми идеальными 
точками .  Полярность з адает на  бесконечно удаленной прямой 
эллиптическую инволюцию.  Она является п роективным отобра 
жением,  ибо  по теореме 5 § 5 ортогональная инвол юция в соб
ственном пучке G ( O ) будет проектив ным отображением ,  а вз а
имно перпендикулярные  идеальные прямые, содержащие соб
ственную идеал ьную точку G ( О )  ( т . е . идеальные прям ые g (а) 
и g (Ь}, где а .l Ь и а, Ь I О ) , пересека ют бесконечно удаленную 
идеальную прямую в двух взаимно полярных идеальных точ
ках .  Следовательно :  

Полярная инволюция в .множестве бесконечно удаленных 
идеальных точек есть проективная эллиптическая инволюция на 
бесконечно удаленной идеальной прямой ( R ) . 

Эта инвол юция опреде.ТJяет на идеальной плоскости особую 
проективную метрику.  Всякая бесконечно удаленная идеальная 
точка является полюсом любой собственной идеальной пря мой, 
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которая содержит полярную ей бесконечно удаленную идеаль
ную точку. Всякая осевая  симметрия групповой плоскости инду
цирует по теореме 1 0  осевую симметрию проективно-метриче
ской идеальной плоскости, осью которой служит собственная 
идеал ьная прямая .  

Таким  образом,  мы приходим к следующему результату : 
Т е о р е м  а 1 6. Идеальная плоскость метрически-евклидовой 

групп ы  движений является особой проективно-метри ческой пло
скостью, роль абсолютной инволюции в которой играет поляр
ная инволюция в Аtножестве бесконечно удаленных идеальных 
точек. Движения метрически-евклидовой групповой плоскости 
индуцируют движения особой проективно-метрической идеаль
ной плоскости. 

Переносы групповой плоскости индуцируют в идеальной пло
скости проективные переносы в смысле п .  3 § 5 ,  осью которых 
является бесконечно удаленная идеальная прямая .  (Это можно 
получить из теорем 1 0' и ( I I )  в п .  3 § 5 ,  если з аписать перенос 
групповой плоскости в виде произведения двух центральных 
сим метрий групповой плоскост� . )  Второе утверждение теоремы 
1 6 можно уточнить с помощью теорем 6 и 1 5 : 

С л е д с т в и е .  Подгруппа группы движений особой проек
тивно-метрической идеальной плоскости, индуцированная груп
пой движений метрически-евклидовой групповой плоскости, яв
ляется произведением 

1 )  группы, по рожденной всеми осевыми симметриями проек
тивно-метрической идеальной плоскости, оси которых проходят 
через фиксированную собственную идеал ьную точку; 

2 )  подгруппы группы всех проективных переносов, состоящей 
из переносов, осью которых служит бесконечно удаленная иде
альная прямая. 

1 0. Абсолютн ый поляр итет на идеал ьной пл оскости метриче
ски-неев кл идовой групп ы движений. Предположим теперь, что 
и м еет место аксиома ,_ R неевклидовой метрики .  

Мы хотим показать, что в этом случае на  идеальной плоско
ст и существует поляритет, для котор ого в согл асии с п р ежн и м и  
определениями 

полюс собственной идеальной прямой g (а )  - э rо идеальная 
точка G (a ) ; 

поля ра  собственной идеальной точки G (А ) - это идеальная 
прямая g (А ) . 

Мы следуем ходу мысли, идущему от П.  Бергау. 
Чтобы определить поляритет в общем случае, используем 

полуповороты прямых вокруг точки О, которую в дальнейшем 
будем считать ф и ксирован ной,  и перейдем к колл инеациям ,  ин 
дуцированным этим и полуповорот а м и  н а  идеал ьной плоскости. 
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Вообще говоря, две ортогональные прямые групповой плоскости 
переходят при полуповороте в две неортогональные прямые;  
если коллинеация ,  индуцированная неким полуповоротом , пе
реводит собственную идеальную прямую g (a )  в собственную 
идеальную прямую g( Ь ) , то она, вообще говоря ,  не переводит 
пучок перпендикул яров <3 ( а ) в пучок перпендикуляров <3 ( Ь ) . 
И все же между <3 (а) и <3 (Ь) есть общая зависимость, за ме
ченная й. Бочеком .  Привлекая понятие отраженного полупо
ворота,  ее можно выр азить так :  коллинеация ,  обратная той кол

Рис. 9 1 . 

линеации ,  которая  индуцируется 
отраженным полуповоротом ,  перево
дит <3 (а) в <3 (Ь) .  

Мы хотим,  как  и при введении  
идеальных пря мых, избежать упо
требления обр атных полуповоротов, 
и поэтому выразим указанную зави
симость так :  если коллинеация, ин
дуцированная некоторым полупово
ротом, переводит собственную иде
альную прямую g (а) в собственную 
идеальную пряJиую g ( Ь ) , то колли
неация, индуцированная отражен

liьtМ полуповоротом, переводит пучок перпендикулярсв G (Ь )  в 
пучок перпендикуляров <3 (а ) . Будем обозначать образ элемента 
при полуповороте звездочкой сверху, а при отраженном полу
повороте - звездочкой снизу.  Тогда можно н а ш  закон выра 
зить та к : 

Л е м м а .  Пусть * - некоторьtй полуповорот вокруг О. Из 
а * = Ь следует <3 (Ь)* = <3 (а ) , т. е. «звездочки можно сокращать» : 

<3 (а*)* = <3 (а) . ( 1 1 )  

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Пусть с - произвольная прямая та
кая, что c ..L a* ( рис .  9 1 ) .  Наше утверждение гласит:  c.x . ..L a. 

Пусть сначала aiO. Тогда а: = а, и ,  значит, наше утвержде
ние  вытекает из ( 1 1 1 ) . Далее,  при  а = О утверждение триви
ально.  

Теперь пусть а { О  и a=I=O ; тогда и с=/= 0. Однозначно опреде
ляемые перпендикуляры la , lc*' lc, la* и прямые а, c.r, ,  с, а* удов
летворяют условиям теоремы 25 § 3, ибо по определению полу
поворотов * и * выполняются соотношения 

Из этой теоремы получаем требуемое утверждение. 
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Лемма подсказывает следующее 
О п р е д е л е н  и е. Пара  а,  А называется парой поляра - по

люс, если существуют полуповорот * вокруг О и прямая  а та-
кие, что 

а* = g (а), G (a). = А. ( 1 2) 

Кроме того, пара  g (О) , G (О) также называется парой поляр а 
полюс. 

Ясно, что по нашему определению всякая  пара  g (a ) , G ( а) 
является па рой поляра - полюс. Кроме того 

(XXI )  Всякая пара g (А) ,  G (А )  является парой поляра 
полюс. 

Предварител ьно сдел аем,  в виде дополнения  к теореме 4, 
одно замечание о превращении пучка перпендикуляров в соб
ственный. Пусть G ( а)  - пучок перпендикуляров, пр ичем a ;t O  
и а=/= 0  ( рис. 92 ) . Если  Ь - произвольная  прямая  и з  G (а ) , от
личная от la, то b =I= O  и по аксиоме ,..., R произведение lalь не 
инволютивно. Полуповорот, задаваемый lalь, переводит тогда 
пучок перпендикуляров G ( а ) в собственный пучок G(Ьlь ) . 

ь 

ь о 

Рис. 92. Рис. 93. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о (XXI ) .  Если выпол няется аксиома Р, 
то точка А равна  некоторой прямой а, а поэтому пара g (А), 
G (А) совпадает с п арой g (а), G (а) ( ер . п .  5 ) . 

Предположим теперь ,  что выполняется а ксиома ,..., Р. При 
А = О утверждение справедливо по определению;  пусть поэтому 
А =/= 0. Положим ( 0 , А )  = и, иА = Ь ;  пусть, далее, а=l= и - перпен
дикуляр  к Ь и V = ( 0 , а)  ( рис. 93 ) . В силу а ксиомы ,..., R элемент 
иv группы не инволютивен , и потому определяет полуповорот, 
который мы условимся обозначать звездочкой сверху. В силу 
уже сдел анного дополнения к теореме 4 g (А)* = (G (и) ,  G (Ь))* = 
= (G (и)*, G (Ь)*) = (G ( v), G (a v) )  = g (а) и G (а). = G (А). 
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(XX I I ) ( Однозначность. ) а )  Всякая идеальная прямая имеет 
не более одного полюса. б) Всякая идеальная точка имеет не 
более одной поляры. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Утверждения справедливы для g (О) 
и G (0) ,  которые переходят в себя при  всех коллинеаци ях, инду
цированных полуповорота ми  вокруг О.  

Пусть тепер ь а, д и Ь ,  В - пары поляр а - полюс , где 
а, Ь =1= g (О) и д, В =1= G ( 0). По определению существуют такие 
полуповороты *, о и прямые  а, Ь ,  что 

а* = g (а), G (а)* = д, ( 1 3) 
ьо = g ( Ь) , G (Ь)о = В. ( 1 4) 

Справедливость н ашего утверждения получается последова
тельным применением обоих полуповоротов. Из ( 1 3 ) и ( 1 4 ) с 
учетом ком мутативнести полуповоротов и леммы вытекает 

а*О = g (а)О = g (ао) ,  
G (а0)*0 = G (а0)0* = G (а)� = д, 

Ь*О = Ь0* = g (Ь)* = g (Ь*) , 
G (Ь*)*о = G (Ь)о = В. 

( l 5a )  

( l 5 б) 

( l ба) 

( 1 6б) 

Если тепер ь а = Ь , то по ( l 5a) и ( l ба) g (а0) = g (Ь*) , т. е. 
а0 = Ь*, т.  е .  G (а0) = G ( Ь*) , т. е .  по ( 1 5б )  и ( l бб) д =  В .  Рас
суждение можно обр атить, ибо в силу аксиомы "" R  из 
G (а0) = G (Ь*) следует также а0 = Ь* . 

С л е д с т в и е. Пусть а, д - пара поляра - полюс, а * - по
луповорот вокруг О.  Из a* = g ( a ) вытекает G (а). = д, и на
оборот. 

(XXI I I )  Пусть * - произвольный полуповорот вокруг О, и 
а* = Ь ,  В* = д. Если а, д - пара поляра - полюс, 1·о Ь ,  В - тоже 
пара поляра - полюс, и наоборот. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. П р и  a = g (O) теоре м а  триви альна.  
П усть поэтому а =1= g (О) .  Тогда существуют такие полупово
рот о и п р я м а я  а, что 

а0 = g (а) .  
В силу а* = Ь 

Ь0 = а*0 = а0* = g (а)* = g (а*). 

( 1 7) 

( 1 8) 

П оэтому если а, д - п а р а  поляр а - полюс, то из ( 1 7 ) и 
следстви я  и з  (XXI I )  вытекает, что G (а)0 = д, а значит, из 
В. = д получаем  G (а)0 = G (а*),0 = G (а*)о. = В. , т.  е .  G (а*)0 = В; 
вместе с ( 1 8) это означает, что Ь, В - пар а пол я р а - полюс. 

Если Ь ,  В - п а р а  пол я р а - полюс, то по ( 1 8) и следствию 
цз (XX I I ) получаем : G (а*)0 = В , откуда в силу В* = д выте-
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кает, что G (а*)0 ... = G (а�).о = G (а)0 = д, откуда по ( 1 7) з аклю
чаем ,  что а , д - п а р а  пол я р а - полюс.  

С помощью (XX I I ) получаем 
С л е д е т в и е .  Пусть а ,  д и Ь ,  В - пары поляра - полюс, 

а * - полуповорот вокруг О. Тогда а* =  Ь влечет В. = д, и на
оборот. 

(XXIV) (Существование.) а )  У всякой идеальной прямой 
есть полюс. б) У всякой идеальной точки есть поляра . 

Д о к а з а т е л ь с т в о. а) П олюсом g (O) служит G (O). Если 
а =1= g (О) , то существуют полуповорот * и п р ям а я  а такие, что 
а� = g (а). Тогда G (а). явл яется полюсом а.  

б) Идеальная  точка д Е g (О) - это пучок перпендикуля-
ров G (а) ; ее поляр а - это g (а) . Если д �  g (О) ,  то по теоре м е  4 
существуют такие полуповорот * и точка А , что д* = G (А). 
Согл асно (XXI )  g (А) является полярой  для G (А) , а з начит, 
g (А). по (XXI I I ) является полярой для д *). 

(XXV) (Сохр анение инцидентности .) Пусть а ,  д и Ь, В 
пары поляра - полюс. Из д Е Ь вытекает В Е а.  

Д о к а з а т е л ь с т в о. а) П усть д Е g (О). Тогда д - пучок 
nерпендикул яров G (a), где aiO, т. е .  a = g (a) (используем (XX I I ). 
Если Ь = g (0) ,  то утверждение спр аведл иво.  Если Ь =1= g (0), 
то существуют такие полуповорот * и прямая  Ь ,  что 

b* = g (b). ( 1 9) 

Тогда д* = G (a)* = G (a�), ибо aiO.  И з  д Е Ь вытекает д* Е Ь*, 
т. е. G (а*) Е g (Ь) , т. е. Ь .l а*, т. е. а* .l Ь, т. е. G (Ь) Е g (а*) , 
т. е. G (Ь). Е g (а*)., а так как а· = а (в  силу aiO) - а значит, 
g (а*). = g (aJ = g (а), - то 

• 
G (Ь). Е g (а) .  (20) 

Так как здесь Ь,  В - п а р а  пол яр а - полюс, то по ( 1 9) и 
следствию из (XXI I ) получаем G (Ь). = В. Кроме  того, g (а) = а.  
Итак, (20) означает, что В Е а.  

б) Пусть д �  g (О). Тогда существуют такие полуповорот * 
и точка А, что д* = G (А). Из  д Е Ь вытекает д* Е Ь*, т. е .  
G (А) Е Ь*, а отсюда , согл асно теоре м е  6, следует, что Ь* 
явл яется собственной идеальной п р я мой g (Ь), п р ичем Ь IA ,  
т .  е .  G (Ь) Е g (А), откуда 

G (Ь). Е g (А).. (2 1 )  

* ) Заметим, что отраженный nолуnоворот, nолучаемый из nолуnоворота , 
обозначаемого звездочкой снизу, совnадает с nолуnоворотом, обозначаемым 
звездочкой сверху. 
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Как обычно, G (Ь). = В.  Так как в силу (XXI )  и по усло
вию g (А) , G (А) и а, д - пары  поляр а - полюс, то в силу 
Д* = G (А) и следстви я  из  (XX I I I ) и меет место g (А). = а. Итак,  
(2 1 )  означает, что В Е а . 

В. силу результатов ( XXI I ) , ( XXIV) ,  (XXV) определенное 
н ами  соответствие поляра  - полюс является инвол ютивной 
корреляцией, и можно сформулировать заключительную тео
рему:  

Т е о р е м  а 1 7. В идеальной плоскости метрически-неевкли
довой группы движений существует поляритет ( определенньи1 
уже в идеальной плоскости произвольной группы движений) , ко
торый сопоставляет собственным идеальным прямы.м их полю
сы и собственным идеальным точкам - их поляры. 

Из общих свойств поляритета вытекает, что а, д являются 
парой пол я р а - полюс тогда и только тогда, когда а соединяет 
полюсы двух р азных собственных идеальных прямых, пересе
кающихся в д .  Таким образом,  соответствие поляра - полюс 
можно описать исключительно в тер минах «полюс собственной 
идеальной прямой» и «инцидентность в идеальной плоскости», 
н е  п рибегая к полуповоротам .  Поэтому, в частности, построен
ный н а м и  поляритет не  зависит от выбора центра полуповорота, 
и ,  следовательно, имеет место 

С л е д с т в и е 1 .  В идеальной плоскости существует единст
венный поляритет, согласующийся с определенttеJ,t полюсов соб
ственных идеальных прямых. 

На идеальной плоскости каждой идеальной точке д , через 
которую проходит идеальная  прямая  g (0) , отвечает поляра ,  
получаемая ,  если соединить д с G (О)  идеальной прямой g (Ь) ,  
а через G (О )  провести идеальную п р я мую g (а) , для которой 
а .l Ь .  Так как отображение g (Ь) на g (а) является, согласно тео
реме 5 § 5, п роективным,  то и отображение идеальной точки 
g (О )  на ее поляру проективно. По лемме п. 4 § 5 справедливо 

С л е д с т в и е 2. Описанный поляритет представляет собой 
проективное отображение. 

Этот поляритет определяет в идеальной плоскости обыкно
венную проективную метрику. Каждая осевая  симметрия груп
повой плоскости индуцирует по теореме 10  осевую симметрию 
проективно-метрической идеальной плоскости, осью которой яв 
л яется собственная  идеальная  прямая .  

Итак, н аш  окончательный результат таков : 
Т е о р е м  а 1 8. Идеальная плоскость метрически-неевклидо

вой группы движений является обыкновенной проективно-метри
ческой плоскостью; ее абсолютный поляритет однозначно опре
деляется ортогональностью на групповой плоскости. Движения 
метрически-неевклидовой групповой плоскости индуцируют дви-
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жения обыкновенной проективно-Аtетрической идеальной пло
скости. 

В заключение сформулируем в тер минах отображений иде
альной плоскости тот закон, с помощью которого мы строили 
поляритет : 

Если подвергнуть полуповорот идеальной плоскости внут
реннему автоморфизму, порожденному абсолютным полярите
том, то получи-и коллинеацию, обратную отраженному полу
повороту [ (XXI I I ) ] . 

3 а д а ч и. 1 .  В условиях справедливости аксиомы � R ортогональность 
прямых инвариантна относи гельна полуповоротов. 

2. Можно доказать теорему существования (XXIV) непосредственно из 
определения соответствия поляра - полюс. Показать, не используя (XXI )  -
(XXI I I ) для доказательства б) , что всякая идеальная  точка А =1= G ( О )  яв
ляется образом некоторого пучка перпендикуляров, т . е. существуют такие 
полуповорот * вокруг G (О) и прямая а, что G ( а )* = А ( � R ) .  

1 1 . Основная теорем а. В силу теорем 1 1 , 1 6  и 1 8  для групп 
движений (®, Е), задаваемых системой а ксиом п .  2 § 3, спр авед
ливо утверждение :  

Идеальная плоскость группы движений является проектив
но-метрической плоскостью. 

В силу построения групповой плоскости и ее идеальной пло
скости между (®, Е) и группой движений проективно-метриче
ской идеальной плоскости существует следующая связь : 

Каждому элементу из 6 отвечает прежде всего осева я  сим
метрия групповой плоскости, которая  по теореме 10  индуцирует 
осевую сим метрию проективно-метрической плоскости (осью 
этой симметрии служит собственна я  идеальн а я  прямая ,  а цент
ром - ее полюс) ; таким образом ,  системе образующих 6 отве
чает векоторая  подсистем а  определенной в п . 5 § 5 полной 
системы  образующих группы движений проективно-метрической 
идеальной плоскости. Абстрактна я  группа  ® , представленная 
группой движений групповой плоскости, представляется той под
группой группы движений проективно-метрической идеальной 
плоскости, которая  порождается этой подсистемой. 

Сведем воедино все полученные результаты по обоснованию 
плоской метрической геометрии :  

О с н о в н а я т е о р е м  а .  Группы движений, удовлетворяю
щие системе аксиом п .  2 § 3, представляются в виде подгрупп 
групп движений проективно-метрических плоскостей. 

Короче, можно выразить основную теорему, сказав ,  что груп
п.ы движений метрических плоскостей - это подгруппы групп 
движений проективно-метрических плоскостей. 

Основная теорема позволяет изучать аксиоматически за · 
данные группы движени й  и определяемые и м и  метрические 
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плоскости современными алгебраическими методами  анал итиче
ской геометрии ,  как это будет подробнее показано в гл . I I I . 

3 а д а ч а. Если в проективно-метрической плоскости Е Р т заданй метри
ческая  подплоскость Е m и всякая прямая из Е Р  т , содержащая хотя бы одну 
точку из Em , принадлежит Em,  то плоскость Е р т изоморфна про ект и вно
метрической идеальной плоскости для плоскости Ет. 

1 2. Евкл идова и элл иптическая группы движений. Среди 
групп движений,  удовлетворяющих нашей системе аксиом ,  осо
бый интерес представляют те, которые можно предстаnить как 
полные группы движений п роективно- метрической плоскости .  

Точнее, м ы  ставим следующий вопрос, примыкающий к ха 
р а ктерному для п .  l l  ходу мысли :  какие из аксиолtатически за
данных групп движений (®, е\) представляютел группалш дви
жений проективно-метрической плоскости с сохранением обра
зующих? Это значит, что система  образующих 6 представляется 
полной системой образующих группы движений проективно-мет
рической плоскости. 

Как видно из  п. l l ,  необходимым и достаточным условием 
этого является следующее : 
осями порождающих симметрий группы движений проективно
метрической идеальной плоскости служат все собственные иде
альные прямые. ( �· ) 

Легко дать а ксиоматическую характеристику тех групп дви
жений ,  в идеальной плоскости которых выполнено это условие. 

По а ксиоме l всякие две точки и по теореме 2 § 3 всякая 
точка и прямая  соединимы (в смысле определения из  п .  l § 3) ; 
в обоих случаях существует соединительная  прямая .  Напротив, 
две п р ямые - даже если потребовать выполнения аксиомы R 
или аксиомы ,..._. R , - вообще говоря , не соединимы. В качестве 
новой аксиомы введем требование, чтобы каждые две прямые 
были соединимы ,  т .  е .  имели бы общую точку или общий пер
п ендикуляр .  Вот эта аксиома соединимости: 

А к с и о м а V*. Для любых двух прямых а, Ь существует 
точка С или прямая с такие, что а, Ь I С или а, Ь _l с. 

Метрически -евклидову группу движений, в которой выпол 
няется а ксиома V*,  м ы  назовем евклидавой группой движений. 
На евклидавой групповой плоскости, которая определяется та
кой группой, п ар аллельные прямые (определяемые ка к прямые, 
идентичные в смысле перпендикуляров)  оказываются единствен 
ными непересекающимися (коль скоро они  различны )  прямыми.  
Для любой прямой и точки вне ее существует единственная 
прямая ,  проходящая через эту точку и не  перссекающая дан 
ной прямой (это евклидоно требование р авносильно аксио
М�М R u V*) ; вылолн5fются аффинные аксиомы инцидентностJ1, 
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На идеальной плоскости евклидсвой группы движений беско
нечно удаленные идеальные точки ( пучки перпендикуляров)  
представляют собой единственные несобетвенные идеальные 
точки, бесконечно удаленная идеальная  прямая - единственная  
несобетвенная  идеальная  прямая .  Тем  самым выполняется усло
вие ( «· )  и верна  

Т е о р е м  а 1 .  Всякую евклидову группу движений можно 
представить в виде группы движений некоторой особой проек
тивно-метрической плоскости с сохранением образующих. 

Далее, эллиптическа я  группа  движений удовлетворяет усло
вию ( ; :  ) ; н а  эллиптической групповой плоскости выполняются 
проективные аксиомы инцидентности, а на идеальной плоскости 
все идеальные точки и идеальные прямые будут собственными .  
Поэтому верн а  

Т е о р е м  а 1 1 .  Всякую эллиптическую группу движений 
можно представить в виде группы движений некоторой эллип
тической проективно-метрической плоскости с сохранением об
разующих. 

В этих теоремах, полученных нами  здесь как  частные случа и  
общих результатов этого параграфа, выражены основные ре
зультаты, касающиеся обоснования  з аданных нашими  а ксиома 
ми  евклидоных и эллиптических геометрий .  Но очевидно, что эти 
специальные теоремы можно получить гор аздо проще, чем по
лучалась основная  теорема ,  ибо в эллиптическом случае  проб
лема распространения отпадает, а в евклидоном она  не  пред
ставляет труда .  В частности, для доказательства обеих специ
альных теорем не нужны полуповороты. 

Евклидава и ЭJlлиптическая группы движений - это единст
венные группы движений ,  удовлетворяющие н ашей системе 
аксиом и обладающие уточненным р анее свойством полноты. 
В самом деле, в метрически-евклидовой группе движений (®, 6) 
условие ( *)  требует, чтобы н а  ее идеальной плоскости бесконеч
но удаленная  идеальная  прямая был а  единственной несобет
венной идеальной прямой ;  значит, (®, 6) обязательно евклидо
в а .  Для метрически-неевклидовой группы движений (®,  6) усло
вие ( -::· ) означает, что н а  ее идеальной плоскости полярный 
1 реугольник должен иметь собственные стороны ;  тогда 6 дол
жна содерж ать тройку попарно перпендикулярных прямых, т. е. 
(®, 6) эллиптическая .  

Теперь мы хотим еще показать, что конечная  группа  движе
ний, удовлетворяюща я нашей системе а ксиом,  всегда обладает 
уточненным р анее свойством полноты. Прежде всего из теорем ы  
1 6  § 3 видно, что если (®, 6) - группа движений, удовлетво
ряющая нашей системе аксиом ,  то ® конечн а  тогда и TOJJgJ<O 
тогда, когда 6 конечца .  Далее, лег�о докаэываетсп 
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Т е о р е м  а 1 9. Конечная группа движений, удовлетворяющая 
нашей системе аксиом, обязательно является евклидавой или 
эллиптической. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если дана группа  движений,  которая 
не  является ни  евклидовой, ни  эллиптической, то существуют 
п рямые а, Ь, которые не имеют общей точки и не идентичны в 
смысле перпендикуляров .  Тогда на  а есть точка О такая , ч.то 
перпендикуляр  ( 0, Ь ) = lь не перпендикулярен а. Элементу аlь 
группы отвечает полуповорот прямых вокруг точки О. При этом 
полуповороте прямая  Ь не имеет прообраза .  Таким образом, 
этот полуповорот, являющийся взаимно однозначным отобра 
жением 6 в себя ,  является взаимно однозначным отображением 
6 на  собственное подмножество. Следовательно, ei бесконечна .  

Теорему 19  можно усилить. Имеет место 
Т е о р е м  а 20. Не существует конечной эллиптической груп

пы движений. 
Прежде всего сделаем одно общее замечание. На всякой 

метрической плоскости множество точек р аспадается на классы 
точек, переводимых друг в друга движением, ибо отношение 
«существует движение у такое, что A v = B» является отноше
нием эквивалентности на множестве точек. У двух переводимых 
друг в друга точек есть средняя  точка ,  и ,  значит, они могут быть 
переведены друг в друга центральной сим метрией. Поэтому 
класс К (А ) точек, которые можно перевести в А движениями,  
по.яучается, если взять все точки плоскости, которые центральна 
симметричны А относительно какого-нибудь центра  симметрии. 
В неэллиптическом случае  две такие точки Ас и АС' всегда р аз
личны при C=I=C'. В эллиптическом случае некоторые 

С С' t С С' А и А п р и  С =1= С могут совпасть: А = А = А тогда и толь-
ко тогда ,  когда либо С, С' обе полярны А, либо С, С' - поляр -

с С' ная  п а р а  точек, содержащая точку А, а А = А  =1= А тогда и 
только тогда ,  когда С, С', А - три различные коллинеарные 
точки и С,  С' - полярная пара  точек. Поэтому в эллиптической 
плоскости К (А ) содержит ровно столько отличных от А точек, 
сколько точек получается из А при  каждой сим метрии относи
тельно С, С', которые коллинеарны А, полярны друг другу и 
отличны от А .  Все это следует из теорем п .  1 0  § 3. 

Рассмотрение классов точек, переводимых друг в друга дви
жениями,  как заметил Карцель, дает нам  

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 20. Рассмотрим конечную 
эллиптическую плоскость. Это плоскость с конечным числом 
точек и пря мых,  для которых выполняются проективные аксио
мы ин цидентности .  На каждой прямой лежит одно и то же чис. 
ло точек,  котор ое мы обозн а чи м через п + 1 (п >  1 ) . Тогда через 
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каждую точку проходит точно п +  1 пря мых,  а общее число как  
точек, так и прямых р авно п2 + п + 1 * ) . 

Подсчитаем точки из класса К (А ) . Н а  всякой прямой,  про
ходящей через А , число отличных от А полярных пар С, С' 

n - 1 
равно -2- . Таким образом ,  н а  плоскости общее число колли-

неарных А полярных пар С, С' ( С, C'=FA ) р авно _( п + 1 )2( n - 1 ) = 
n2 - 1  = -2- Тогда в силу за мечания К (А ) содержит точно 

n2 - 1 n2 + 1 1 + -- = -- точек * * ) . 2 2 
Таким образом,  множество точек плоскости расп адается н а  

n2 + 1 классы по --2- точек в каждом .  Следовательно,  общее число 
n2 + 1 

точек делится на  -
2
- • Но 

2 + + 1 . п2 + 1 = 2 + � п п . 2 п2 + 1 
при п> 1 никогда не  является целым числом .  Допущение суще
ствования конечной эллиптической плоскости приве.rю н ас, таким 
образом,  к п ротиворечию. 

Из теорем 19 и 20 получается 
Т е о р е м  а I I I .  Конечная группа движений, удовлетворяю

щая системе аксиом п. 2 § 3, обязательно евклидова. 
В заключение сделаем замечание о метрически -неевклидо

вых группах  движений ,  в которых выполняется а ксиом а  V* . 
Эта аксиом а  выполняется в эллиптической группе  движений .  
Но в метрически -неевклидовой группе  движений  (® ,  6) , в кото
рой выполняется аксиом а  V* , аксиома  Р не обязана  выпол
няться . Это значит, что возможна геометрия ,  в которой две 

* ) Если одна прямая а содержит n+ 1 точек, то через каждую не  при
надлежащую этой прямой точку В проходят n+ 1 прямых (соединяющих В 
со всеми точками а) ; отсюда без труда устанавливается, что каждая прямая с содержит n+ 1 точек (ибо вне с и вне а найдется точка, через которую, как м ы  уже знаем, проходит n+ 1 прямых) ; наконец, мы  можем теперь устано
вить, что через каждую точку ( включая точки прямой а) проходят n+  1 пря
мых (ибо вне этой точки есть прямая ,  содержащая n+ 1 точку) . Далее, через 
каждую из n+ 1 точ ек прямой а проходит n отличных от а прямых и все 
эти прямые различны, - таким образом, вместе с а мы будем иметь 

(п + 1 )п + 1 = n2 + n + 1 

прямых (и  столько же точек) . (При.м. ред.) * * ) Другая возможность подсчитать искомое число точек класса К (А )  
открывается тем , что это число равно индексу нормализатора точки А в эл
липтической группе движений, а поэтому может быть выражено через отно
шение порядков двух этих групп 
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р азличные прямые всегда имеют л ибо общую точку, либо един 
ственный общий перпендикуляр ,  но не общую точку и общий 
перпендикуляр  одновременно (это предположение равноси.11ьно 
аксиом ам  "'"' R . V*,  "'"' Р ) .  Одн а ко тогда можно так расширить 
систему 6 образующих, чтобы выполнял ась аксиом а  Р :  

Т е о р е м а  2 1 .  Если (®, 6) - метрически-неевклидова груп
па движений, в которой выполняется аксиома V*, а 6'- множе
ство инволютивных элементов из ®, то (®, 6') - эллиптическая 
группа движений. 

Группу движений (®, 6), удовлетворяющую системе а ксиом 
п .  2 § 3 и аксиомам  "'"' R, V*,  "'"' Р, назовем подэллиптичес!Сой 
группой движений * ) . Подэллиптическую группу движен ий нельзя 
представить группой движений  проективно-метрической плоско
сти с сохранением образующих. 

Л и т е р  а т у р а  к § 6. 111 е л ь  м с л е в [ 1 ] ,  [2], Ш у р  [ 1 ], Ш м и д т  [ 1 ], 
Б о ч е к  [ 1 }, Л и н г е н б е р  г [ 1 ]  (в последней работе дано, в частности, дру
гое доказательство теоремы 1 7 ) . 

Замечание о свободной подвижности 

Вообще говоря ,  группа  движений групповой плоскости, вве
денной в п. 3 § 3 (метрической плоскости ) ,  не  транзитивпа ни 
на  множестве точек, ни на множестве прямых. Классическое 
требование, чтобы любые две точки,  как и любые две прямые, 
можно было бы совместить движением,  в нашей системе аксиом 
явилось бы очень сильной дополнительной аксиомой, значение 
которой мы вкратце теперь  обсудим .  В дальнейшем будем р ас
сматривать произвольную группу движений, удовлетворяющую 
системе  а ксиом п. 2 § 3. 

Сначала заметим,  что если даны две точки и движение, пере
водящее одну из них в другую, то существует собственное дви
жение,  осуществляющее это ; а налогично обстоит дело и для 
двух прямых.  С другой стороны, можно задаться вопросом, сим
метричны л и  две взаимно переводимые друг в друга движением 
точки (прямые) , т. е .  есть ли  у них средний элемент. Докажем, 
что спр аведлив а  

Т е о р е м  а 1 . а )  Две переводимые друг в друга точки имеют 
среднюю точку. б) Две пересекающиеся переводимые друг в 
друга прямые имеют биссектрису. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о а )  проведено в теореме 28 § 3. 

*) В оригинале «полуэллиптическая» (ha1bel l i pt ische) , но термин «По.�у
эллиптическая  геометрия» был использован еще В .  Бляшке дл я обозначения 
совсем другого объекта (ер. , например ,  Я г л о м ,  Р о з  е н ф е л ь  д и Я с и не к а я [ 1 ] ) . (Прим. перев.) 
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Д о I< а з  а т е JI ь с т в о б ) . П усть даны две прямые а =/= Ь, имею
щие общую точку С, и такое движение у, что aV = b  ( р ис.  94) .  
Можно считать движение у собственным .  Сначала  покажем,  что 
в этом случае существует собственное движение, которое пере
водит а в Ь и оставляет С н а  месте. Если Cv = С, то нам дока 
зывать нечего;  поэтому пусть CV=/= C. Так  как  C l  а, то  Cv i Ь ,  
т .  е .  ( С, CV) = Ь .  По а ) у С, Cv есть средняя точка  
М. Тогда уМ обл адает требуемым свойством . fl 
В самом деле, сvм = С  и ( С, Сv) м = ( С, СУ) ,  т. е .  
ЬМ = Ь , а значит, aVM = bM = b. 

Итак, у нас  имеется собственное движение  
иv ,  где аиv = Ь , си t· = С. Если  иv  не  инволютивно, 
то из си v = С  по лемме о неподвижном элемен
те ( п . 10  § 3)  вытекает, что и,  v i C. Тогда 
аиv - прям ая т, где т i С и ат = ааиv = аиv = Ь ,  
т. е .  т - биссектриса а, Ь .  Есл и  иv инволютивно, 
т. е .  иv = М, где ам = Ь , СМ = С, то МС тоже 

инволютивно, ибо M =i= C  ( ведь ac = a =l= b ) . Таким 

с 
Рис. 94. 

образом,  этот случа й  возможен только п р и  условии выполни
мости аксиомы Р (теорема 23 § 3 ) . Но в этом случае  существует 
пряма я т = М, а для нее am = b, C l  т, т. е .  он а  является бис
сектрисой а, Ь. 

У словимея теперь говорить, что груп п а  движений  (�. 6) 
удовлетворяющая системе аксиом п .  2 § 3, обладает свободной 
подвижностью, если в ее групповой плоскости можно всякую 
инцидентную пару (точка,  прямая )  движением п еревести в лю
бую инцидентную пару  (точка,  прямая ) . Это значит, что по  
данным пара м А , а и В, Ь ,  где Al a  и B l b, найдется у Е  � 
такое, что Av = B  и aV = b . Есл и  существует такое движение у, 
то в силу жесткости движений (теорема 26 § 3) существует точ
но четыре движения, удовлетворяющих поставленным усло
виям .  

Свободную подвижность можно определить р авносильн ы м  
образом, потребовав, чтобы всякую упорядоченную п а ру орто
гональных прямых можно было перевести некоторым движением 
в любую упорядоченную п а ру ортогональных п р ямых.  

Т е о р е м  а 2. Свободная подвижность равносильна любому 
из следующих трех требованИй: 

l ) всякую точку можно перевести движением в любую точ
ку, и всякую прямую - в любую прямую; 

2) всякие две точки имеют среднюю точку, а всякие две 
пересекающиеся прямые - биссектрису ( можно делить попол а м  
все отрезки и углы ) ; 

3) всякое собственное движение, обладающее неподвижной 
прямой или неподвижной точкой, является квадратом . 

1 1  Ф . Бахмаи 
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Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Из наличия свободной подвижности 
тривиальным образом следует 1 ) ,  а из 1 )  следует 2) с помощью 
теоремы 1 .  Обр атно,  из 2) следует свободная подвижность: 
если даны А, а и В, Ь ,  для которых А I а и В I Ь,  то по 2 ) суще
ствует средняя  точка  М для А, В, а в силу того, что ам, Ь I В, 
существует биссектриса т для ам и Ь, инцидентная  В. Тогда 
AMm = B и амm = Ь. Поэтому свободная  подвижность, 1 )  и 2) 
попарно эквивалентны .  Далее, мы докажем эквивалентность 
2) и 3) , используя лемму о неподвижных элементах ( п . 1 0  § 3) , 
следующую лемму :  

Л е м м а .  Две прямые а ,  Ь имеют среднюю линию тогда и 
только тогда, когда аЬ является квадратом, 
и то обстоятельство, что две р азные точки имеют середину 
тогда и только тогда ,  когда перпендикуляры,  восставленные в 
этих точках к соединяющей их прямой, имеют среднюю линию. 

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы.  Если есть прямая  т, для кото
рой am = b, то аЬ = аат = (ат) 2• Обратно, пусть аЬ + 1 - квадрат, 
тогда аЬ - квадрат собственного движения, т. е .  аЬ = (иv ) 2. Из 
р а венства аЬ = ииv = vиv получаем,  что прямые а, Ь, и, v при
надлежат одному пучку. Если обозначить аиv через т, то аЬ = 
= ( ат) 2 = аат, т. е .  Ь = ат. 

Т е о р е м  а 3. Каждое из двух следующих требований: 
1 ') всякие две прямые имеют среднюю линию (всякий эле

мент из 6 можно подходящим внутренним автоморфиз,пом пере
вести во всякий элемент из е) ; 

2') всякое собственное движение является квадратом экви
валентно другому. Из этих требований вытекает свободпая по
движность. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Эквивалентность 1 ') и 2') получается 
из леммы .  Из 2') следует 3 ) . 

3 а д а ч и. 1. Требования 1 ') и 2') сильнее, нежели требование свободной 
nодвижности. Привести nример . 

2. Следующие три требования равносильны и слабее, нежели требование 
свободной nодвижности ( nример тому встретится в n. 6 § 1 8) : 

1 ") любые две пря111ые 111ожно перевести движение111 одну в другую 
(@5 - это класс сопряженных груповых эле111ентов) ; 

2") всякие две пересекающиеся пр.ч111ые и111еют биссектрису (всякий по
ворот вокруг точки является квадрато111 ) ;  

3") всякое собственное движение является произведение�оt не более •teJII 
двух квадратов. 

Позднее мы исследуем значение требования свободной под
вижности для евклидовой, эллиптической и гиперболической 
групп движений .  Выяснится, что при  принятии постулатов, по
средством которых определяются эти групп ы  движений, каж· 
дое из  восьми сфор мулированных здесь условий 1 ) ,  2) , 3) , 1 ') ,  
2') ,  1 ") ,  2") , 3") равносильно свободпой подвижности. 



1) § 7. ТРАНЗИТИВНОСТЬ ИНВОЛЮТИ ВНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ 

§ 7. О законе транзитивности для произвольных 
и нвол ютивных эл ементов 

1 6З 

Различие между осевыми и центральными  симметриями  в 
метрически-неевклидовых группах  движений не  столь велико, 
как в метрически-евклидовых групп ах .  Это связано с тем,  что 
в метрически-неевклидовых групнах  движений  существуют за 
коны, которым подчиняется основное отношение ( 1 )  п .  1 § 3 дл я  
произвольных инволютивных элементов. Н аиболее плодотвор
ным из этих законов является закон транзитивности, который к 
тому же имеет место для групп движений всех обыкновенных 
проективно-метрических плоскостей ( §  9) . Здесь мы поясним  
теоретико-групповой характер законов, касающихся инволютив 
ных  элементов группы,  и извлечем некоторые теоретико-группо
вые следствия, которые частично основываются только на тран
зитивности , а частично также и на  других законах .  

1 .  З аконы,  выполняющиеся в м етр ически-неевклидовых груп
пах движений для произвол ьных инволютивных элементо в. 
В каждой группе движений,  удовлетворяющей системе  а ксиом 
п .  2 § 3, имеют место, как  было установлено теоремой 24 § 3, 
с.'!едующие законы, касающиеся произвольных инволютивных 
элементов :  

Е'. Если cr 1  1 cr2, cr2 1 cr3 и cr3 1 cr1 , то cr1cr2 cr3 = 1 . 
S. Если cr1 , cr2, cr3 1 cr, то cr1cr2cr3 инволютивно. 
S'. Если cr1 , cr2, cr3 1 cr и cr1cr2cr3 инволютивно, то cr1cr2cr3 1 cr. 
Если выполняется аксиома ,..., R,  то и меют место еще одно

значность соединения ( Е ) ,  обращение теоремы о трех симмет
риях (U)  и закон транзитивности (Т ) : 

Т е о р е м  а 1 .  Во всякой метрически-неевклидовой группе 
движений для любых инволютивных элементов справедливы 
следующие законы: 

Е. Из cr1 , cr2 1 cr3, cr4 следует cr1 = cr2 или cr3 = cr4• 
U. Е ели cr1 =1= cr2, cr1 , cr2 1 cr и cr1cr2cr3 инволютивно, то cr3 1 cr. 
Т. Если cr1 =1= cr2 и cr1cr2cr3, 010'2cr4 инволютивны, то cr1cr3cr4 инво

лютивно. 
Д о к а з а т е л ь с т в о. Все три соотношения выполняются,  

когда cri и cr - прямые :  Е в силу а ксиомы ,..., R;  U - в силу об
ращения аксиомы 4, Т - в силу теоремы 6 § 4.  Поэтому если 
выполняется а ксиома Р ,  то эти з аконы всегда имеют место * ) . 

Примем теперь а ксиому ,..., Р .  В этом случае н а м  п ридется 
рассмотреть еще следующие варианты указанных з а конов. 

Для Е: cr 1 ,  0'2 - две точки или же точка  и п р я м ая .  В обоих 
случаях cr3, cr4 - прямые  по теореме 23 § 3. В первом случае Е 

* )  Ибо в случае выполняемости аксиомы Р (эллиптический случай) ка-
ждая точка равна некоторой nрямой. (Прим.. ред.) . 
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имеет место ввиду единственности соединительной прямой 
( аксиома 2 ) , а во втором - ввиду однозначности перпендику
ляра  (теорема 3 § 3) . 

Для U: <11<12<13 - точка .  Если п р и  этом о1 ,  cr2, <13 - две пр ямые 
и точка, то по теореме 12 § 3 существует прямая  g, для которой 
<1 1 , <12, сrз 1 g, а тогда по Е имеем g = cr, т. е .  cr3 \ о. Если  cr1 , cr2, <13 -
три точки, то по теореме 23 § 3 cr - прямая  и, как отмечалось 
в теореме 14 § 6, U имеет место. Если О"t<12 <1з - прямая,  то U 
выполняется по теореме 24 в )  § 3. 

Для Т : Если о1, cr2 соединимы,  т. е .  существует инволютив
ный элемент cr, для которого cr1 ,  cr2 1 cr, то по условию и в силу U 
имеем сrз, 0'4 1 cr, а значит, в соответствии с S выполняется тре
буемое. Если <11 и 02 несоединимы,  то они обязательно пря мые, 
ибо две точки - так же как точка и п р я мая , - всегда соедини
м ы  по  аксиоме 1 и теореме 2 § 3 .  Тогда и оз - прямая , ибо в 
противном случае множители инволютивного произведения 
а1 а2аз были бы соединимы согла сно теореме 12 § 3. Таким же 
образом видим,  что а4 - прямая .  А для прямых Т, как уже от
мечалось выше, всегда выполняется. 

Все названные законы являются чисто теоретико-групповы
ми следствиями транзитивности Т, т. е .  если для инволютивпых 
элементов векоторой группы выполняется закон Т, то выпол
няются также Е', S, S', Е,  U. Точнее, имеют место такие зави
симости : 

Т е о р е м  а 2. В любой группе : из Т следует S и V ;  из U 
следует Е ;  из Е следует Е'; из Е' следует S', и наоборот; из 
S следует S'. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. а) В S и в U входит условие о том 
что cr1cr является инволютивным элементом cr�, т. е .  cr предста· 
вимо  в виде cr = cr 1cr� . Если воспол ьзоваться  записью cr = cr 1� , 
то S и U гл асят : 

Если cr1cr� ,  cr1o�cr2, 
Если cr 1 =1= <12 и 

инволютивно .  

0'10'�0'3 инволютивны,  то ()'1 ()'2()'3 инволютивно. 1 1 1 
()'1()' 1 '  ()' 1()'1()'2' 0'1()'2()'3 и нволютивны, то ()'1()'1()'3 

Но это - ч астные случ аи  Т.  
б)  П усть cr1 =1= cr2 и о\ , cr2 \ cr3, <14• Тогда <11<14, <12<14 инволютивны. 

Так как  cr1 =1= cr2, cr1 , о2 1 cr3 и cr1cr2 (cr2cr4) инволютивно, то по U 
и м еет место cr2o4 1 о3, т. е. cr2cr3cr4 инволютивно.  Если бы теперь 
было о3 =1= cr4, то, так к а к  о3, cr4 \ <12 и <12<13<14 инволютивно ,  из  U 
вытекало бы , что cr2 \ о2 ; но  cr2cr2 = 1 неинволютивно. 

в) Если o1cr2 инволютивно , то, тривиал ьным обр азом , cr1cr2 
является соединением cr1 и cr2• Есл и, как  того требует посылка  
в Е', cr3 также  является соединением cr 1  и cr2, то  по Е o1cr2 = cr3• 
Таким обр азом,  Е' - ч астный случ ай  Е и означает, что инво· 
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лютивное произведение двух инволютивных  элементов является 
единственным их соединением .  

г) Входящие в Е'  элементы а1 , а2, а3 по условию ком м ути
руют, откуда 0'10'20'3 = 0'30'20'1 и утверждение  Е' р ав носильно 
такому:  0'10'20'3 не и нволютивно.  Отри цание Е' поэтому можно 
выр азить так : 

,...., Е': существуют а1 , а2, а3, для которых 0'10'2, а2а3, а3а1 ,  0'10'20'3 
инволютивны.  

Дополнение S' к S р а вносильно следующему утвержденщо : 
если 0'1 , 0'2, а3 1 а и 0'10'20'3 инволютивно,  то а1а2а3 =1= а (ер .  док а
з ател ьство теоремы 7 § 3). П оэтому отрицание  S'  можно сфор· 
мулировать так : 

""' S': существуют а1 , а2, а3, для которых а1а2а3 uнволютивно 
и 0'1 , O'z, О'з l <J10'2<J3. 

Очевидно, что ,__. Е' р авносильно ,.."" S', т. е. Е' р ав носильно S'. 
д) Если имеет место ,.."" Е', то а1а2, 0'20'3, <ЦJ1 1 0'3 и 0'1<J2 Х 

Х а2а3 • а3а1 = 1 .  т. е. н аруш ается S .  Значит, из ,...., Е '  следует 
,..._, S, а в силу г) из ,...., S' следует ,...., S , откуда закл ючаем , что 
из S следует S'. 

Закон соединимости V: 
V. Для всяких а 1 и 0'2 найдется а такое, что а 1 , а2 \ а, 

требующий,  чтобы всякие два инволютивных элемента были со
единимы,  для групп движений ,  удовлетворяющих нашей системе  
аксиом ,  равносилен аксиоме V* (п .  1 2  § 6) . Как  и V* ,  в м етри
чески-пеевклидовых группах движений V, вообще говор я, места 
не имеет. 

Из Т не следует V; также из V не следует Т (и ни одно из 
названных в теореме 2 следствий Т ) . 

3 а д а ч и. 1 .  В группе, порожденной симметриями относительно трех по
парно ортогональных плоскостей обычного евклидона пространства, имеет ме
сто V, но ни один н з  законов Е ', S, S', Е ,  U, Т не выполняется. 

2. Закон Е' имеет место для произвольных инволютивных элементов 
группы тогда н только тогда, когда группа обладает следующим свойством : 

Все неодноэлементные подгруппы, каждый отличный от единицы элеыент 
которых инволютивен, - либо циклические порядка 2, либо являются четы
рехэлементными группами (Vierergruppe) Клейна. 

3. Частные случаи закона транзитивности Т, которые не выполняются в 
метрически-евклидовых группах движений, такоБьr :  

Если а '/= Ь и аЬС, abD инволютивны, т о  ACD иNволютивно. 
Если А '/=  В и АВС, ABd инволютивны, то ACd инволютивNо. 

4. Для инволютивных элементов произвольной группы верно следующее: 
справедливость любых трех из равенств (ai<ЦJ3 ) 2  = 1 , (а 1а2а4 ) 2 =  1 , (а 1а3а4 ) 2  = 1 , (а2ар4 ) 2 = 1 влечет за собой справедливость четвертого. 

2. Аксиоматическая характер истик а  эл л и птической группы 
движений. В группе ,  в которой всякие два инволютивных эле
мента соединимы, связи между закона ми, относящимиен к про
извольным инволютивным э.'!ементам,  особенно просты. Особый 
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интерес представляют эти связи в эллиптической группе движе
ний .  Согласно теореме 22 § 3 в этой группе каждый инволютив
ный элемент является образующей (прямой) . По этой причине 
мы будем здесь обозначать произвольвые инволютивные эле
менты не через а1 , az, . . . , как в первом пункте этого параграфа, 
а через а, Ь ,  . . .  

Эллиптическая группа  движений была определена в п .  8 § 3 
как группа  движений в смысле  системы аксиом п .  2 § 3, удовлет
воряющая дополнительной аксиоме Р .  Поскольку в такой груп
пе  центральные и осевые симметрии совпадают и система обра
зующих состоит из всех инволютивных элементов (теорема 22 
§ 3 ;  ер .  з амечание в конце этого пункта ) , здесь систем а  аксиом, 
дополненпая аксиомой Р ,  может быть упрощена .  Упрощенная 
система  аксиом эллиптической группы движений такова :  

О с н о в н о е  д о п у щ е н и е. Дана группа ® ,  порожденная 
своими инволютивными элементами. 

Инволютивные элементы группы ® будут обозначаться ма
лыми  латинским и  буквами .  

А к с и о м а V.  Для всяких а и Ь найдется точно одно с та-
кое, что а, Ь 1 с. 

А к с и о м а  Е. Из а, b l c, d вытекает а = Ь  или c = d. 
А к с и о м а  S .  Если а. Ь, c \ g, то аЬс инволютивно. 
А к с и о м а  D. Найдутся g, h, j такие, что g l h  и ни j \ g, ни 

j i h , ни j ! gh не выполняется. 
Непосредственно из основного допущения,  V и S можно вы

вести «биинволютивность» эллиптической группы движений :  
Т е о р е м  а 3 .  Во всякой группе, в которой выполняются V 

и S , каждое произведение инволютuвных элементов можно пред
ставить в виде произведения двух инволютивных элементов. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Очевидно, это утверждение справед
ливо для любого числа п множителей,  если оно справедливо 

а 

о 
Рис. 95. 

с 
для п =  l и п = 3. Р ассмотрим  поэтому про
изведение  аЬс, не  предпол агая ,  что все мно
жители здесь различны.  По V существует 
и такое, что р, Ь 1 и, и v такое, что и, с 1 v 
( рис. 95) . Тогда vc - а по S и abv - инво
лютивно и ab c = abv  · vc. 

В рассматриваемой системе аксиом мож
но  заменить однозначнvсть Е соединения 
на  обращение U теоремы S о трех сим
метриях ; следующим шагом па пути упро

щения си стем ы  аксиом будет замена  S и U на  тр анзитивность Т. 
Для этого установим ,  что и меет место 

Т е о р е м  а 4. Во всякой группе, в которой выполняется V, 
следующие три утверждения равносильны: 
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l )  Е и S ;  2 )  S и U; 3 )  Т.  
Д о к а з а т е л ь с т в о. а)  Из V, Е,  S вытекает U. Это дока

зываем,  как в теореме 8 § 3, используя то ,  что в силу теоремы 2 
Е влечет S'.  Так как и обратно по теореме 2 Е вытекает из  U, 
то 1 )  и 2) р авносильны. 

б )  Из V, S ,  U следует Т, как в доказательстве теоремы 1 . 
Так как S и U вытекают из Т в силу теоремы 2, то 2) и 3 )  р авно
сильны.  

Далее покажем,  что имеет место 
Т е о р е м  а 5. Если группа содержит хотя бы один инволю

тивный элемент и в ней выполняются V и Е, то D равносильно 
утверждению: 

Ни один инволютивный элемент не коммутирует со всяким 
инволютивным элелtентом. ( ·�· ) 

Д о к а з  а т е л ь с т в о. а )  Из  Е '  и D вытекает ( * ) , как в п .  4 
§ 3, где было показано, что ни  одна прямая  не  ком мутирует со 
всеми прямыми .  

б )  Из V, Е, ( ·� ) и существования инволютивного элемента 
а вытекает D: 

Из ( * ) вытекает существование инволютивного элемента b =i=  
=/=а, где Ь 1' а. П о  V существует с такое, что а, Ь 1 с. Тогда п о  ( *) 
должен существовать еще один инволю
тивный Э.'Iемент d=l=c, где d { c (рис .  96) . 
Тогда из Е следует : 

Если d \ a  или d l ac, то d{ c и d {  Ьс. 
В самом деле, d=/=c и с 1 а, Ь ,  ас, Ьс. Из 

d 1 а, Ь вытекало бы вследствие Е ,  что 
а = Ь ;  из d l  а, Ьс вытекало бы а = Ьс,  т .  е .  
a l b ; из  d \ ac, Ь вытекало бы ас = Ь, т. е .  
a l b ; из d l ac, Ьс вытекало бы  ас = Ьс,  т .  е .  
а = Ь. 

Итак, если d l a  или d l ac, то D выпол 
няется для прямых  Ь ,  с ,  d .  Если же  ни  d 1 а ,  

с 
Рис. 96. 

ни d 1 ас не имеют места, то за прямые а ксиомы D можно взять 
а, с, d. 

Из теорем  4 и 5 видно, что эллиптическую группу движений  
можно задать такой особо простой системой аксио м :  

О с н о в н о е  д о п у щ е н и е. Дана группа �- порождаемая 
своими ияволютивными элементами, причем ни один инволю
тивный элемент не коммутирует со всеми остальны.ми инволю
тивными элементами. 

Эти инволютивные элементы обозначаются малыми латин
скими  бу1шами .  

А к с и о м а Т. Если a=f=b и аЬс, abd инволютивны, то  acd 
инволютивно. 
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А к с и о м а V. Для всяких а и Ь найдется такое с, что а, Ь \ с. 
В ключенное в основное допущение требование ( >.<· ) означает, 

что центр группы  ® не содер)j<ИТ инrюлютивных элементов ; по
скольку по теореме 3 ® биинволютивна ,  отсюда следует, что 
центр ® состоит из одного единичного элемента (ер .  замечание 
к теореме  18 § 3) . 

3 а м е ч  а н и е. Пусть опять дана пар а ( ® , � ) .  удовлетворяющая системе 
аксиом п .  2 § 3 и аксиоме Р .  Покажем, как непосредственно из этой снетемы 
аксиом вытекает теорема 22 из § 3, на которой основывается переход к си
стеме аксиом ,  принятой в начале этого nункта. Через а, Ь,  . .  опять-таки 
обозначаем элементы из �. т.  е. прямые. l) Всякая точка А равна некогорой прююй. Пусть и, v ,  w -- существую
щий по аксиоме Р полярный трехсторонник (иvw = l ) .  Тогда ии - точка, и 
по аксиоме l существует такая прямая Ь, что b l иv ,  А (рис. 97) . Тогда wlb ,  

и по аксиоме 3 Ьиv ,  ЬА - прямые (ер .  теорему 2 
UU § 3, случай l ) ) ,  причем Ьиv,  ЬА IЬ .  Поэтому по ак

ш 
Рис. 97. 

сиоме 4 правая часть тождества А = Ьиv · w · ЬА
прямая .  

2)  Всякая прямая а равна некогорой точке. 
Существует прямая Ь, где b la (по аксиоме D и 
теореме 2 § 3) . Тог да Ьа - точка, а по l )  су
ществует прямая с, где с = Ьа. Значит, а = Ьс, и 
так как а инволютивна, то Ьс инволютивно, т. е. 
я вляется точкой. 

3) Всякий элемент иэ ® можно представить 
в виде произведения двух прямых. В силу аксио
мы l и свойства 2) вьшоJшястся аксиома V для 
прямых. По аксиоме 4 для прямых выполняется 

аксиома S. Из доказательства теоремы 3 видно, что всякое произведение 
трех прямых равно поэтому произведению прямой и точки, а значит, по l )  -
произведению двух прямых.  Отсюда вытекает требуемое. 

4) Всякий инволютивный элемент группы QJ является прююй. В силу 
3) всякий инволютивный элемент из ® является произведением двух пря
мых, т. е . точкой, т .  е. - по l )  - прямой. 

Тем самым доказаны все утверждения теоремы 22 § 3. 

3.  Пучок инволютивных элементов. Пусть ® - произволь-
пая группа, содержащая не .менее двух инволютивных элемен
тов, в которой имеет место закон транзитивности Т для всех 
инволютивных элементов. Инволютивные элементы в дальней
шем в этом параграфе  мы станем обозначать малыми латин
скими буквами ,  а закон транзитивности записывать в виде 

Т. Если a =f= b  и аЬс, abd инволютивны, то acd инволютивно. 
Рассуждения п . 5 § 4 можно повторить применительно к груп

пе ® ,  заменяя  всюду предикат «является прямой» на  «инволю
тивно». Поскольку отношение 

аЬс инволютивно, ( 1 )  

которое в о  всякой группе рефлексивно и симметрично, в нашей 
группе в силу Т еще и транзитивно, мы можем с помощью этого 
отношения выделить н а  множестве инволютивных элементов из 
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(Sj классы, которые назовем пучками инволютивных элементов. 
Пучки инволютивных элементов обладают следующим и  свой
ства ми :  всякие три элемента одного пучка связаны отноше
нием ( 1 ) ;  если a oi= b , то существует пучок, содержащий  а и Ь ;  
если пучок содержит а и Ь ,  т о  о н  содержит в с е  с, для которых 
выполняется ( 1 ) .  Всякие два разных инволютивных элемента 
задают пучок. Обозначаем пучок, определяемый элементами  
а ,  Ь,  где а 4= Ь ,  т .  е .  множество тех элементов с, для  которых 
имеет место ( 1 ) ,  через J ( аЬ ) .  

Как установлено в п .  7 § 4 ,  в л юбой группе утверждение  Т 
равносильно тому, что справедлиnа  

Л е м м а о д е в я т и и н в о л ю т  и в н ы х э л е м е н т а х. Если 
даны элементы а1 , а2, а3, где а1 =1= а2, и �1 •  �2 • Р3, где Р1 =1= Р2, 
и восем ь из произведений ai�k• где i, k = 1 ,  2 ,  3 и (i ,  k) =l= {3 ,  3) ,  
инволютивны , то и девятое произведение а3Р3 инволютивно. 

4. Биинвол ютивные групп ы ,  в которых и м еет м есто закон 
транз итивности. Пусть теперь ® - группа, в которой имеет ме
сто Т и которая бuинволютивна. К классу биинволютивных 
групп ,  в которых выполняется Т, принадлежат все метрически
неевклидовы группы  движений (теоремы 1 6  § 3 и 1 § 7 ) , а 
также, как будет показано ниже ( в  § 9 ) , - групп ы  движений  
всех обыкновенных проективно-метрических плоскосте й. 

Если в (Sj определить J { a) для произвольного a { a oi= 1 ) как 
множество всех элементов с ,  для которых ас инволютивно, то 
в силу биинволютивности множество J (а )  совпадает с пучком 
J ( аЬ ) и ,  следовательно, содержит по крайней мере два р азных 
элемента а и Ь. (Полезно заметить, что если инволютивно одно 
из произведений ас, са, а-1 с, са- 1 , то инволютивны все четыре . )  
Обозначение J (а) вводится только при  а= 1 .  В силу свойств 
смежных классов ( п .  3 )  для пучков J (a)  мы имеем 

( 1 ) Из и ,  v, w E  J (a)  следует иvw Е ! (а ) . 
( 1 1 )  Из и =/= v  и и, v E ! (a) , J ( p )  следует ! (а) = ! ( �) .  
Если для пучка J { а) найдется инволютивный элемент а 

такой, что J (a)  = J (a ) , то мы  называем а инволютивным носи
телеАt лучка J (а) . Инволютивный носитель пучка является сое
динением для всех элементоn пучка .  В силу однозначности Е 
соединения ,  которая  вытекает из  Т по теореме 2, пучок имеет 
не более одного инволютивного носител я :  

( 1 1 1 )  Из J (а ) = !  (а')  следует а = а'. 

Не используя теорему 2, это можно доказать так. Пусть и Е ! (а) = ! (а') . 
Тогда иа ин волюти в н о  и иа Е J (а) , т. е. иа Е J (а') , т. е. uaa' и н в олют ивно. 
Если бы было а=/= а', то было бы и Е J (аа' ) , а с другой стороны, так как 
а, а' E J  (и) и так как пучок определяется двумя своими элементами ,  было бы 
1 (аа') = ! (и) ,  т .  е. и Е J (и) , что невозможно. 
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Теперь р ассмотрим подгруппу, порожденную в группе ® 
элементами  некоторого пучка J ( а ) . В силу ( 1 )  произведение 
трех образующих снова является образующей. Поэтому в груп
пе ,  порожденной элементами  из  / (а ) , произведения  двух обра
зующих составляют абеJiеву подгруппу индекса 2, смежным 
классом которой является J (а ) (лемм а  из  п.  2 § 1 ) .  Эту абеле
в у подгруппу мы называем группой поворотов D (а ) . (Она опять
таки определяется только при a =F l . ) Пучок / ( а ) и группа  по
воротов D (а ) связаны так :  

( IV)  Если и Е ! ( а ) , то D (a) = иl (a ) = l (a ) и.  
Груп п а  поворотов D (а ) , т .  е .  множество всех п роизведений 

иv при и, v Е J ( а ) , состоит из  единицы и по ( I I )  из  множества 
тех элементов � =F l из ® . для которых / ( �) = l (a) , т. е .  которые 
определяют тот же пучок, что и а. Ясно, что отношение «а и � 
определя ют один и тот же пучок» является отношением экви
в алентности в множестве отличных от единицы элементов ®. 
Группа  поворотов - класс смежности, определяемый с помощью 
этого отношения и расширенный добавлением единицы. 

Таким образом ,  в группе  ® можно произвести разбиение 
всех отличных от единицы элементов на  непересекающиеся 
классы так, чтобы каждый класс, будучи дополнен единицей, 
составлял бы подгруппу. Такое р азбиение произвольной группы 
Юнг называет подразбиением * ) . 

Резюмируя,  получаем ,  что справедлива 
Т е о р е м  а 6 .  Пусть ® - биинволютивная группа, в которой 

выполняется условие Т. Инволютивные элементы ® можно со
отнести пучкам, причем разные пучки имеют не более одного 
общего элемента. Произведения пар эле ментов произволь
нога пучка образуют абелеву подгруппу группы ® .  Эти абе
левы «группы поворотов» осущесталяют подразбиение груп
п ы ® .  

Группа  поворотов D (а ) - однозначно определенная  группа 
поворотов, отвечающая элементу a =F  1 .  Если группа  поворотов 
D ( a)  содержит инволютивный элемент а, то / ( а ) = ! (а) , т. е .  
а - инволютивный носитель пучка J (а) . Поэтому в силу ( I I I ) 
всякая группа поворотов содержит не более одного инволютив
ного элемента. 

3 а д а ч а .  Найти группу, в которой условие Т выполняется (причем по
сылка этого условия не пуста ) , но которая  не является биинволютивной. 

5. Отношение Томсена. В группах движений метрических плоскостей ог
ромное значение имеет отношение 

а�а = � или, что то же, af3 = а-1 • (2) 
*) В оригинале «Partнioп».  (П рим. перед.) 
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Назовем его отношением То.мсена. Результаты, nолученные Томсеном с 

помощью этого отношения,  основываются н а  том, что в рассматриваемых им 
группах движений ( исключая разве что евклидову метрику) два элемента 
связаны этим отношением только тогда, когда хотя бы один из них инволю
тивен (ер. лемму Томсена в n. 2 § 4) .  Так, наnример, Томсен nредложил nри
нять в качестве аксиомы, характеризующей гиперболическую групnу движе
ний, такое требова ние:  (V)  Из сх �а = � вытекает а2= 1 или �2= 1 .  

М ы  хотим показать, что в о  всякой биинволютивной груnпе, в которой 
имеет местQ закон транзи гивности Т, выnолняется также закон (V) и что из 
этого соотношения можно извлечь следствия о существовании квадратного 
корня из элемента груnпы и о том,  когда элемент nри внутреннем автомор
физме nереходит в себя или в обратный элемент. 

Если для элементов а и � групnы имеет место отношение Томсена а�а= 
= Р. то ,  умножая его сnрава н а  р, nолучаем, что у = аР и � имеют равные 
квадраты. Если, наnротив, у и р имеют равные квадраты, то для элементов 
a = yp-t н Р выnолняется отношение Томсена. Поэтому из одних только тео
ретико-груnповых соображений вытекает, что условие (V) равносильно сим
метрическому условию (VI) Из у2 = �2 * 1 следует (у�-\ ) 2 = 1 , 
которое означает, что два элемента груnnы, имеющие равные квадраты ( * 1 ) ,  
nолучаются один и з  другого умноженнем н е  более чем на один инволютивный 
множитель. 

Очевидно, (V) и (Vl )  выполняются в любой абелевой групnе. Они вы
nолняются также в любой биинволютивной группе, в которой выполняется Т.  
В самом деле, в такой группе из а�а = р и р2 * 1 следует, что а и Р при
надлежат одной груnпе поворотов, т. е. одной абелевой nодгруnпе, а из 
'\'2 = �2 *  1 вытекает, что у и р nринадлежат одной груnпе поворотов. 

Достаточно доказать nоследнее утверждение. Если у2 = Р2 * 1, то у, р * 1 
и элементы у, у2, р, Р2 каждый оnределяет какую-то груnпу nоворотов. 
Так как у2Е D (y) , то D (y2) = D (y ) .  Аналогично, D ( �2) = D ( p) . А так как по 
условию D (y2) = D ( P2) , то D (y)  = D (p ) , что и требовалось доказать. 

Так как мы nолучили, что два элемента, квадраты которых равны и от
личны от 1 ,  nринадлежат одной и той же группе поворотов ,  и так как в 
груnпе nоворотов имеется не более одного инволютивного элемента, то в 
силу (Vl)  выполняется 

Т е о р е м а 7 (о квадратном корне) . В биинволютивной группе, в кото
рой имеет .место транзитивность Т, уравнение s2 = y2 * 1  имеет единственное 
решение s = y, если D (y) не содержит инволютивного элемента, и еще одно 
решение s = cy, если D (y) содержит инволютивный элемент с. 

Таким образом, в биинволютивной груnпе, в которой выnолняется Т, из 
каждого отличного от единицы элемента либо вовсе нельзя извлечь квадрат
ного корня, либо для него существует один или два  квадратных корня. Ква
дратные корни из отличного от единицы элемента содержатся в его групnе 
nоворотов. 

Теnерь мы можем nолностью составить себе nредставление о роли отно
шения Томсена в рассматриваемых группах:  

Т е о р е м  а 8 (об отношении Томсена ) . В биинволютивной группе, удо
влетворяющей условию Т, ее элементы р и а *  1 связаны отношением Том
сена (2) тогда и только тогdа, когда имеет .место одно из двух условий: 

1 )  а не инволютивен, а �Е/ (а) , 
2) а инволютивен, а РЕ! (а) или �ED (сх.) . 
Д о к а з  а т е л ь  с т в о. То, что отношение (2) имеет место в указанных 

случаях, тривиально :  если �Е J (а) , то оно имеет место по определению сим
вола !, а если элемент сх. инволютнвен, то отношение Томсена равносильно 
комм утированию сх. и �. а поэтому выnолняется и для P ED (cx.) ! 
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Пусть 1 енерь н аоборо r а =1= 1 и f3 - элем ент ы ,  с в яз а н н ы е  0 1  ношеннем 
Томсена (2) . Есш1 132= 1 , то опять же тривиалы•о выполнение 1 ) или 2) : если 
13 инволютивно и (3 =/= а, то (2) непосредственно означэет, что f)E / (a) ; если 
f} инволютивно и f} = a, то а инволютивно и f}ED (a) ; если 13 = 1 ,  то в силу 
(2) а инволютивно и f} E D (a) . Если (37=1= 1 , то из (2) вытекает, как уже 
отмечалось, что а и р принадлежат одной и той же группе поворотов, т. е. 13 Е D (а ) ; так как к тому же а и Р коммутируют, то из (2) следует, что а 
инволютивно. 

С помощью этой теоремы доказывается 
Т е о р е м  а 9 (о коммутировании) . В биинволtотивной группе, в которой 

имеет .место Т, два элемента (не являющиеся инво 1ютивными оdновре.менно) 
коммутируют тогда и только тогда, когда они принадлежат одной и той же 
группе поворотов. 

(Для двух разных инволютивных элементов а и Ь комм утираванне озна
чает, что a ib ,  т. е. а Е! (Ь )  и ЬЕ/ (а) ) 

Д о к а з а т е л ь  с т в о необходимости. Пусть а, f} - элементы группы, 
коммутирующие между собой (это значит, что al3 = a ) , и пусть а -- неинво
лютивный элемент. Так как можно считать, что а =1= 1, то надо показать, что 

(VI I )  Из a2 =f=. 1 и al3= a вытекает j}ED (a) . 
Для доказательства этого утверждения выберем иЕ! (а) . По определе

нию 1 имеем а" = а-1 , а так как а '1 = а, то а13и = а-1 •  Значит, по теореме об 
отношении Томсена f}и Е/ (а ) ,  т. е. Р = f'и · и ЕD (а ) . 

3 а д а ч и. 1 .  Пусть дана метрически - евклидова группа движений Пусть а, Ь, с, d - прямые, образующие прямоугольник, т. е. а, Ь j_ c, d и а =F Ь, c =/= d. 
Квадраты скользящих симметрий у = аЬс, f3 = abd рйвны квадрату перt>носа 
аЬ =1= 1, а частное yf)-1 - это перенос cd=F 1 . Так как nереносы не ин волютнв
ны, то для у и Р соотношение (V I )  не выполняется Для переноса a=yj}- 1 = 
= cd и скользящей симметрии P=abd выполняется соотношение Томсена (2 ) , 
а а и f} не инволютивны и отличны от единицы; поэтому для а и р нару
шается (V) . 

Показать, что за этим исключением законы (VI ) и (V) справедливы и 
для метрически-евклидовых групп движений. 

2. В метрически-неевклидовой неэллиптической группе движений для не
зеркальных движений у, р из у2 = (32 =1= 1 следует v = (3. 3. Во всякой биинволютивной группе, в которой выполняется Т, имеют 
место следующие утверждения, соответствующие лемме  об инволютивном не
подвижном элементе неинволютивного движения (п 10 § 3) и приведеиному 
там же следствию о среднем элементе: 

а) Если (аЬ ) 2 =f= 1, то автоморфизм х* = ха ь ( при  инволютивном х) не 
имеет неподвижных элементов, если а и Ь несоединимы, а если а и Ь со
единимы, то их соединение (однозначно определенное по теореме 2) - един
ственный неподвижный элемент этого автоморфизма. 

б) Если ca =d  и c =F d, то уравнение c" =d  (где х инволютивно) имеет 
второе решение тогда и только тогда, когда с и d имеют соединение v; если 
Ь - второе решение, то аЬ = v; третьего решения нет. 

4. Во всякой группе, в которой выполняется томсенонекий закон (V) , ин
волютивные элементы связаны соотношением : 

(Т') Если ( аЬ ) 2 =f= 1 и аЬс, abd инволютивны, то acd инволютивно, 
а требование транзитивности Т может и нарушаться .  В произвольной груп
пе Т равносильно Т' и S .  

5. В биинволютивной группе, в которой выполняется Т, выполняется так
же следующее : если элемент а неинволютивный и aca=d, то c=d. 

Л и т е р  а т у р а к § 7. К п. 2: Ш м и д т [ 1 ], [2]. К понятию «подразбие· 
ние»:  Ю н г [ 1 ] .  К. п. 5: Т о м с е н [31. 
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Зa.lftettaниe об алгебраизации аффинной 
и проективной плоскостей 

Пусть К - некоторое поле. Е го элементы мы будем обозна
чать большими латински ми буквами ,  нуль - буквой О. При вся
ком А отображение 

Х* = Х  + А ( 1 )  

является взаимно однозначным отображением К п а  себя .  Все 
отображения ( l ) составляют коммутативную группу Т к ( «груп
пу переносов на  К» ) ,  действующую на  К просто транзитивно * ) .  
П р и  всяком A =FO и з  К отобр ажение 

Х' = ХА (2) 

является взаимно однозначным отобр ажением К на  себя ,  остав
ляющим элемент О на месте. Все отображения  ( 2) составляют 
коммутативную группу D к ( «группу р астяжений на К» * * ) ) ,  дей
ствующую на К""-.{0} просто транзитивно. В силу дистрибу
тивности 

(А + В) С =  А С +  В С  (3) 
внутренний автоморфизм ,  порожденный элементом из D к и 
примененный ко всем элементам из Т к, является а втоморфиз
мом Т К ·  

Мы хотим доказать обращение этого утверждения  и для 
этого примем такое 

Д о п у щ е н  и е. Пусть дано множество К, содержащее по 
крайней мере два элемента. (Элементы К мы по-прежнему обо
значаем большими л атинскими буквами . )  Пусть О, Е - два 
фиксированных элемента из К. В группе всех взаимно одно
значных отображений К на себя существуют две КО!rtмутатив
ные подгруппы Т и D, обладающие такими свойствами: 

, 1 ) Т просто транзитиена на К; 
2) ОЬ = О при всех Ь Е D и D просто транзитиена на К \.  {О}; 
3) из 't E T  и b E D следует 't6 E T. 
Если А - элемент из  К, то по 1 )  в Т существует единствен

ное отображение, переводящее О в А. Обозначим его через 'toA·  
Тогда всякое А можно представить в виде O'toA ·  ЕсJш А =;Ь О, то 

*) Группа взаимно однозначных отображений некоторого множества на 
себя называется просто транзитивной, если для всяких двух элементов А, В 
этого множества найдется едино венное отображение из группы, которое пе
реводит А в В. 

**) Если !<. - поле вещественных ч исел, то группу Dк образуют всевоз 
можные гомотетии (растяжения и сжа rия )  числовой прямой Еслн К - поле 
комплексных чисел, то группу D н. образуют всевозможные центральна ПО· 
добные вращени я  (произведения  гомотетии на  поворот вокруг ее центра)  
плоскости комплексного переменнога с центрuм в точке О. ( П рим. ред.) 
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по 2) в D есть единственное отображение,  которое переводит 
Е в А . Обозначим его через 6ЕА· Всякое А можно представить 
тогда в виде Е6ЕА· 

Пользуясь этими  однозначными Представлениями элементов 
из К, определи м  для этих элементов сложение, а для элементов 
из  К"'-{ О} - умножение: 

Оtол + Оtов = Оtолtов. 
ЕЬвл · ЕЬвв = ЕЬвлЬвв· 

Последнее дополним  соглашением 

А ·  0 = 0  · А = О для всех А ЕК. 

В таком случае  имеет место 

(4) 

(5) 

(6)  

Т е о р е м а .  При сделанном допущении .множество К оказы
вается полем относительно операций (4 )  и (5 ) , (6 ) , причем О 
является его нулем, а Е - его единицей. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Очевидно, что определенное формулой 
(4) сложение ассоциативно и ком мутативно. Его нулем являет
ся  О = Ot0 0 , ибо too - тождественное отображение К на себя. 
Противоположным для Ot является O't-1• 

Определенное формулой (5 )  умножение ассоциативно и ком
мутативно. Единицей служит Е =  Е6,  ибо 6ЕЕ - тождественное 
отображение К на себя. Обр атным элементом для Еб слу
жит Еб-1 •  

Из определения умножения  вытекает 

Х · Е6вл = ХЬвл для всех Х Е К . (7) 
В самом деле, эта фор мула прежде всего выполняется для 
Х = О  по (6 )  и 2 ) . Если Х =/= 0, то можно написать Х = ЕбЕх и 
прийти к требуемому результату посредством (5 ) . Так как каж
дый элемент из К можно однозначно представить в виде Ot, 
где 'tE Т , то (7 )  можно переписать в виде 0't · ЕбЕА = Ot6EA, а 
тогда ,  поскольку по 2 )  О = 06/J:, имеем 

O't . ЕЬвл = oi'EA . (8) 

При  этом в силу 3) пр авая  часть имеет вид 0't' при 't' Е Т , т. е. 
тот вид, который лежит в основе определения сложения .  

Докажем теперь дистрибутивность (3 ) . При С= О она имеет 
место в силу (6 ) . Пусть теперь С=/=0, т. е .  С= Е6Ес· Тогда из 
определения (4) сложения  и из формулы (8)  следует 

(Оtол + Оtов) ЕЬвс = О'tолtов · ЕЬвс = О ('tолtов)6вс = 
= Ot��c't�lJp = O't��c + O't��c = OtoA . ЕЬвс + О'tов . Е6вс . 
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Тем самым теорема доказана .  
Имеем место Х1:ол = Х + А и ,  при  A =F O, ХбЕл = ХА для  всех 

Х Е К, откуда вытекает 
С л е д с т в и е. Т = Т К• а D = D к ·  
Можно использовать нашу теорему, чтобы алгебр аизовать 

афинную плоскость. Чтобы полнее использовать изложенные в 
§ 5 сведения о проективной плоскости, определи м  здесь аффин
ную плоскость как п роективную плоскость, в которой выделена 
в качестве «бесконечно удаленной» векоторая  п рямая  и и р ас
сматриваются только те точки, которые не  принадлежат и, и 
тол ько те прямые,  которые отличны от и. Две п рямые аффин
ной плоскости называется параллельными, если они либо сов
падают, либо не имеют на  аффинной плоскости общих точек 
(т. е .  когда они пересекаются на п роективной плоскости в точ
ке, принадлежащей и) . В ыберем две р азличные точки О и Е 
аффинной плоскости ; соединяющая их прямая  g пересекает пря 
мую и в «бесконечно удаленной» точке U. Проективная тр ансля 
ция, осью которой является и, а центром U ,  и гомология с осью 
и и центром О, р ассматриваемые как коллинеации аффинной 
плоскости, называются соответственно аффинным переносом 
вдоль прямой g и гомотетией с центром О. Аффинные переносы 
вдоль g и гомотетии с центром О - это две групп ы  взаимно 
однозначных отображений н а  множестве К всех точек аффинной 
прямой g; эти групп ы  удовлетворяют условиям  н ашей теоремы.  
Тогда операции (4 ) , (5 ) , (6 )  определяют на  К исчисление точек 
и относительно них множество точек является полем * ) . 

Из следствия вытекает, что аффинные переносы н а  g пред
ставляются отобр ажениями  ( 1 ) ,  а гомотетии с центром О н а  
g - отображениями  (2 ) . 

Теперь выберем н а  аффинной плоскости некоторую точку Е' 
вне g и обозначим прямую, соединяющую О и Е', через g'. 
Тогда точкам аффинной плоскости можно однозначно сопоста
вить пары элементов из К так .  Через данную точку п роводим 
прямые, параллельные «осям координат» g' и g, пересекающие 
g в точке А, а g' в точке В'. Через В' п роводим прямую, п а р ал 
лельную прямой,  соединяющей точки Е и Е' ; она пересекает g 
в точке В. Элементы А,  В поля К н азываются координатами 
данной точки. Аффинную плоскость, таким обр азом ,  можно 
представить в виде аффинной координатной плоскости над по
лем К (об этом пон ятии см.  п .  1 § 1 3) .  

В водя известны м  образом однородные координаты, можно 
представить проективную плоскость, с которой м ы  н ачинали, 

* )  Полезно сра внить это «исчисление  1 очек» с rильбертовым.  ( Г  н л ь
б е р т в [ I ]  говорит про « исчислеюJе отрезков».)  
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как проективную координатную плоскость над полем К (об этом 
понятии см. п . 1 § 8 ) . 

Наши р ассуждения не  зависят от выполнения аксиомы Фа
но. Если :JТа аксиома справедлива ,  то  поле К имеет характери
стику :::/=2 .  

Мы не  станем полностью обсуждать здесь все проблемы, 
связанные с алгебраизацией аффинной и проективной плоско
стей ,  отсыла я  читателя к литер атуре .  

Л и т е р  а т у р а . Ш т а у д т [2], Г и л ь б е р т  [ 1 ] ,  Б е б л е 1 1  и Ю н  г [ 1 ], 
Ш в а  н [ 1 ] , [2], П а ш  и Д е н [ 1 ], Г е с с е н б е р  г [3] , Р а й  д е м а й с т е р  
[ 1 ] ,  К о к с т е р  [2], Х о д  ж и П и д о [ 1 ] , К л и н г е н б е р г [ 1 ] ,  П и к к е р т 
[3] ( и  цитированная там литература ) , Л и н г е н б е р г [2] , А р  т и н [2] . 

Методами,  указанными в п. 4 § 1 1 ,  мы сумеем ввести исчисление точек 
и на проективной прямой.  По сравнению с предыдущим алгебраизация про
ективной плоскости имеет то преимущества, что она сра:-�у дает представле
ние всех проективных отображений на прямой в виде дробио -линейных ире
образований. 



Г л а в а lll 

П Р О Е КТ И В Н О-М ЕТ Р ИЧ Е С КАЯ Г Е ОМ ЕТ Р И Я 

П роект ивно-метрические плоскости ,  которые м ы  в § 5 опреде
лили в рамках синтетической проективной геометрии,  могут 
быть п роще и естественнее описаны алгебраически.  Этот под
ход, позволяющий изучать п роективно-метрические плоскости и 
их группы движений  методами аналитической геометрии ,  и 
будет изучаться в настоящей главе .  Основная  теорема  (см .  
ниже, стр . 1 90) открывает тем самым путь к алгебраизации мет
рических плоскостей и их групп движени й. В частности , м ы  
включим проективно- метрические плоскости и и х  группы движе
ний в теорию метрических векторных п ростр анств и ортогональ
ных групп ,  созданную Е .  Виттом и особенно широко р азвитую 
Ж. Дьёдонне .  Кроме того, мы дадим здесь представление обык
новенных проективно-метрических плоскостей и их групп движе
ний с помощью гиперкомплексных систем .  

Наряду с эти м,  в согласии с общим з амыслом книги,  цель 
главы состоит в том,  чтобы указать как з аконы,  которым под
чин я ются инволютивные образующие, могут служит характе
ристически ми признаками  групп движений проективно-метри
ческой плоскости .  рассматриваемых как  абстра ктные группы,  
ПОрождаемые CBOJ I M И  ИНВОЛЮТИВНЫМИ ЭJiеМеНТа МИ. 

§ 8. Проекти вно-метрические коорди натные плоскости 
и м етр ическое векторное пространство * )  

1 .  П роективные и проективно-метрические координатные 
плоскости .  Пусть К - поле характерпстики =1=2.  Назовем векто
р ом тройку � = (х 1 . Х2, Хз) элементов К. Класс п ропорционаJIЬ
ных векторов rx = (rx t , rx2, rхз) = r (Xt, х2, Хз) при  r=I=O ( здесь 
r Е К и (x t ,  х2, х� ) =1= (0 ,  О, О) ) н азовем точкой. Так же назовем 
векторами и тройки U = [Иt ,  и2, из] элементов из  К; класс таких 

*)  Мы п р ед п ол а га е м ,  что ч и т атель з н а к о м  с п о п я т н е м  координат ной про
еiпп вной плоскост н и с по п ят н ем в е к т о р н о г о  п р ос т р анств а , и з а д ер ж и н а емся 

на н и х  ли ш ь  бегло. Центр ал ьное понятие этого п ар а г р а ф а  - понятце метри
ческого векто р н о го пространства. 

!2 Ф.  Бахм&н 
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nропорциональных векторов rи = r[u 1 ,  и2, uз] = [ru 1 ,  ru2 ,  ru3] при 
r=/=0 ( где r E  К) и [ut ,  Uz, и3] =/=[О, О, О] н азовем прямой. Точку 
r х и прямую rи н азовем инцидентными, если 

их = и1х1 + U2X2 + U3X3 = О . ( 1 ) 

Так  определенные точки и nр ямые с указанным отношением ин
цидентности образуют проективную плоскость - проективную 
координатную плоскость над полем К. 

Обратно, если дана проективная плоскость, то, как следует 
из замечания об алгебраизации или из указанной в этой связи 
Jштературы, можно, выбрав в качестве координатного некото
рый  треугольник, сопоставить этой плоскости некоторое поле К 
характеристики=/=2 и представить проективную плоскость в виде 
проективной координатной плоскости над К. Поле К не зависит 
от выбора координ атного треугольника .  

Пусть дана проективная  координатная  плоскость над полем 
характеристики =/=2. Коллинеации в этой плоскости - это полу
линейные преобразования 

3 

ru� = � С ikA (uk) t k= 1  (i = 1 , 2 ,  3), (2) 

где ( cil�) - матрица с элементами  из  К, определитель которой 
отличен от нуля ,  ( Cik ) - м атрица из  сопряженных миноров мат
рицы ( ci11 ) , а А (х) - автоморфизм поля К. П роективные колли
неации - это линейные преобразования (2 ) , т .  е .  те  преобразо
вания  (2 ) , в которых А (х) является тождественным· автомор
физмом : А (х) = х. 

Гармоническая гомология ,  центром и осью которой _служит 
неинцидентная  пара  (точка rp, п р я м ая  rq) , дается формулами :  

r х* = - х + 2gx р rи* = - и + 2"Р g (3) 
gp 

' 
gp . 

Легко непосредственно проверить, что (3 ) - инволютивная 
коллинеация с указанными неподвижными элемента ми .  

Корреляция представ.т�яется формулами :  
3 

ru; = � F ikA (xk) k= 1  
( i  = 1 , 2 , 3) ,  (4) 

где (fi11) - н евырожденная м атрица с э.т�ементами  из К, (Fi11 )  -
м атрица сопряженных миноров к (fiт{ ) , А (х) -- автоморфизм 
поля К. Преобразование (4 )  яв.т�яется поляритетом, когда А (х) = 
= А-1 (х) и fi11 =А (fт1 i ) . Проективные корре.т�яции - это те преоб
р азования (4 ) , у которых А (х) = х, а проективные поляритеты � 
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преобразования 
3 

rx; = � jikuk, k = 1  

3 
ru; = � FtkXk, где ftk = fk t и det ftk =t6= 0. (5) 

k= 1  
Если дан  проективный поляритет (5 ) , то  условие сопр яжен

ности двух прямых ru и r'D в смысле этого поляритета ,  иначе 
условие того, что прямая  ru инцидентна полюсу прямой r'D, вы
разится фор мулой 

(ftk = fkt •  det ftk =t6= 0), (6) 

т. е. обращением в нуль симметрической билинейной форм ы  
ранга 3 ,  зависящей о т  координат, которыми задаются прямые * ) .  
Аналогично записывается условие сопр яженности двух точек rx 

3 
и ry в виде � FtkXtYk = О. i.  k= 1  

Вся кую обыкновенную проективно-м етрическую плоскость 
можно, выбрав координатный треугольник, представить в виде 
проективной координатной плоскости н ад некоторым полем К 
отличной от 2 характеристики так, что в этой плоскости проек
тивный поляритет задается формулой (5 ) , а ортогональность 
прямых - фор мулой (6 ) . Если поляритет гиперболический, т. е. 
существуют самосопряженные пря мые, - другим и  словами, для 
векоторой прямой ru квадратичная форма ,  определяем а я  дан
ной симметричной билинейной формой,  обращается в нуль п р и  
подстановке в н е е  координ ат прямой 

3 
� ftkU tUk = 0, l ,  k- 1  

(7) 

то (7)  является уравнением в тангенциальных координ атах фун
даментального конического сечения  (в точечных координ атах 

3 

его уравнение имеет вид � F1kXtXk = 0). Если поляритет i,  k- 1  
эллиптический, то  прямой, для которой выполнялось бы равен
ство (7) , не существует. 

Чтобы представить особую п роективно-метрическую плос
кость в виде координатной плоскости, выберем координ атный 
треугольник так, чтобы бесконечно удаленная  прямая  была бы 
прямой r[O, О, 1 ] координатного треугольника.  Абсолютная по
лярная инволюция в м ножестве бесконечно удаленных точек 

* )  Впредь эти координаты мы будем называть тангенчиальными. ( Прим. 
перев . )  

12* 
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r (х1 , х2 , О) в координатах х 1 , х 2  предстаuится линейным преоб
разование м ;  ее можно записать так :  

rx
.
� 

_
= f2 1x 1 -_ f 1 1x2, 1 

rx2 - f22x 1 f 1 2x2 (ftk = fkt •  det ftk =F O) (8) 

(ftz = f2 1 .  ибо речь идет об инволюции) . Две точки r (x 1 ,  х2, О) и 
r (y1 , у2, О )  отвечают друг другу при инволюции тогда и только 
тогда ,  когда 

(9) 

Две прямые ru = r[u i ,  и2, из] и Г'V = r[vt, Vz, vз] , отличные от бес
конечно удаленной п ря мой ,  взаимно ортагональны тогда 1 1  то.1ько 
тогда ,  когда для их бесконечно удаленных точек r (u2 ,  -u 1 , О)  
и r ( vz, -v1 ,  О) выполняется условие (9) , т. е .  когда 

( 1 0) 

Фор мула ( 1 0 )  выражает еще и тот факт, что бесконечно удален
ная прямая  r[O, О, l ]  ортагон альна всем прямым ,  включая са му 
себя. Таким образом,  ортогональность прямых на особой про
ективно-метрической плоскости снова выражается обращением 
в нуль сим м етрической билинейной фор мы в тангенциальных 
координатах,  но только форма  эта теперь им еет ранг 2. Так как 
абсолютная  полярная  инволюция особой проективно-метриче
ской ПJюскости по условию э.плиптическая ,  то r[O, О, 1 ] - единст
венная  ортогональная себе п р я мая ,  т. е. 

2 

� ftkU tUk = О имеет место тол ько п р и  и1 = и2 = О . ( 1 1 ) i, k = l 
Матрицы коэффициентов (fi�t )  симметрических билинейных 

форм, фигурирующих в равенствах (6 )  и ( 1 0) ,  определены с 
точностью до общего множителя. 

Если на  проективной координатной плоскости над полем К 
характеристики =F2 ортогональность прямых задана условием 
(6) , то эта плоскость является обыкновенной проективно- метри
ческой плоскостью. Если ортогональность прямых задается 
условием ( 1 0) или ( 1 1 ) ,  то это особая проективно-метрическая 
плоскость, на которой прямая  r[O, О, 1 ]  является бесконечно уда 
ленной прямой .  В самом деле, от (6)  можно перейти к проек
тивному поляритету (5 ) , а от ( 1 0 ) - к проективной инволюции 
(8 )  н а прямой r [O ,  О, 1 ] . 

2. Вектор н ые простр анства. Векторным п ространством над 
полем К называется множество V элементов, именуемых векто
ра.ми, причем каждой паре векторов а и Ь однозначно сопо-
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станJi яется нею ор а +  Ь 1 1  каждой паре  вектор а и ЭJiемент 
с Е  К ( именуемый скаляром ) однозначно сопоставл яется вектор 
са так, что по отношению к сложению векторы образуют ком
мутативную группу, и выполняются следующие п р авил а :  

1 )  с (а + Ь )  = са +  сЬ , 2) (с + с') а = са + с' а,  

3) (се') а =  с (с'  а), 4) 1 а  = а.  

Нуль аддитивной группы называется нулевым векторо.Аt О. 
Всякое подмножество множества V, которое само является век
торным п ространством (по отношению к данн ы м  операциям ) , 
называется подпространство.м простр анства V .  Векторы а1 ,  а2, • • •  
. . . , am называются линейно зависимыми ,  если существуют не 
все  равные нулю элементы а 1 , а2, . . • , arn Е К,  для которых 

а1а1 + а2а2 + . . .  + amam = О. ( 1 2) 

В п ротивном случае векторы  а1,  а2, • • •  , am называются линей
но независимыми. 

Мы будем рассматривать только те векторные пространства,  
дл я которых существует конечное максимальное число линейно 
независимых векторов.  Макси мальное число линейно независи
мых векторов векторного пространства V называется размер
ностью V. В векторном пространстве р азмерности n всякие n 
линейно независимых векторов а1 ,  а2, • • • , a n  образуют базис, 
т. е. каждый вектор а является линейной комбинацией 

( 1 3) 

с однозначно определенными компонентами а 1 , а2, • . .  , an . Из 
существования  ба зиса видно, что всякое вектор ное п ространство 
раз м ер ности n над полем К изоморфно векторному п ростран
ству, элемента ми  которого служат комплекты (at , а2, . . .  , an ) 
элементов тела К, а сложен и е  и умножение на  скаляр опреде
лено покомпонентно. Таким образом,  с точностью до изомор
фиJма для вся кого данного поля К и наперед заданной размер
ности n существует единственное векторное пространство этой 
раз мерности над эти м полем.  Одномерные подпространства ( за 
писываемые в виде Ка, где а =1= О) мы называем также прямы
ми. двумерные - плоскос_тями, (п - 1 )  -мерные - гиперплоско
стями п-мерного векторного п ростр анства . 

Линейными преобразованиями п-мерного векторного прост
ранства н ад полем К мы называем взаимно однозн ачное отобра
жение  а множества V на  себя,  при  котором выполняются усло
вия л инейности : 

(а + Ь) а. =  аа. + Ьа., (са) а. =  с (аа.). ( 1 4) 
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Линейные преобр азования образуют группу, линейную группу * ) 
п-мерного векторного пространства .  

При  ф иксированном базисе каждому линейному преобразо
ванию а отвечает квадр атная м атрица А п -го порядка с элемен
тами  и з  К, определитель которой отличен от нуля и такая,  что 
для любого вектор а а имеем  (аа) = А (а) в смысле матричного 
умножения, где (а) и (аа) - м атрицы-столбцы, образованные из 
компонент соответственно векторов а и аа. Этим свойством об
ладают те и только те м атрицы, у которых k-й столбец состоит 
из компонент образа k-го базисного вектора .  Обратно, всякая 
м атрица А, определитель которой отличен от нуля, определяет 
при  фиксированном базисе линейное преобразование векторного 
прост р анства .  Поэтому линейная группа п-мерного векторного 
пространства над К представляется группой квадратных ,иатриц 
п-го порядка с элементами из К и отличным от нуля определи
телем; при  этом произведение двух линейных преобразований 
п редставляется произведением представляющих их матриц. 

Пусть теперь даны два базиса .  Выразим векторы второго 
базиса линейными комбинациями векторов первого и составим 
из получающихся комплектов матрицу, k-м столбцом которой 
будет комплект, представляющий k-й вектор второго базиса.  
Тогда эта м атрица С, определитель которой отличен от нуля, 
выражает зависимость между компонентами произвольного век
тор а  в обоих базисах :  Если (а)1 и (а)2 - матрицы-столбцы из 
компонент вектора  а в первом и во втором базисах, то (а)1 = 
= С( а)2 в смысле м атричного умножения .  Если теперь дано 
некоторое линейное п реобразование с м атрицей А1 в первом 
базисе и А2- во втором, то А2 = С- 1А1 С. Поэтому det А2 = 
= det А1 • Итак, м атрицы, котор ые описывают одно и то же ли
н ейное п реобразование в р азных базисах, имеют равные опре
делители ; этот не  зависящий от выбора базиса определитель 
называется определителем линейного преобразования. 

В п роективной координатной плоскости над полем К харак
теристики =F2 можно огра ничиться одними  точечными коорди
ната ми, а прямые описывать как ряды точек, т. е .  как множе
ств� точек, представимых в виде линейных комбинаций двух 
р азных точек. Двойственным  образом можно огра ничиться тан
генциальными  координатами ,  описывая точки как пучки пря
мых, т .  е.  как множества прямых,  представимых в виде линей
ных комбинаций двух разных прямых. Поэтому проективную 
координатную плоскость над К можно представить как вектор
ное простра нство из троек элементов из  К двояким образом : 
используя одномерные или двумерные подпространства этого 

•) Или полнуtо линейную группу, (Прим. ред. ) 
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gекторного пространства .  При  первом подходе точки и прямьtе 
проективной плоскости представляются прямыми  и плоскосп1ми 
векторного простр анства ,  а инцидентность точки и прямой 
тем,  что отвечающее точке подпростр анство принадлежит под
пространству, отвечающему прямой ;  при втором подходе пря
мые и точки проективной плоскости представляются прямыми  
и плоскостями векторного простр анства,  а инцидентность прямой 
и плоскости - тем, что отвечающее точке подпространство со
держит подпространство, отвечающее прямой . Мы здесь пред
почтем второй способ * ) . В силу результатов п . 1 верна  

Т е о р е м  а 1 .  Всякую проективную плоскость можно пред
ставить в виде множества плоскостей и прямых трехмерного 
векторного пространства над однозначно определенным полем 
характсрuстuки=!=2, причем uнцидентность точки и прямой пред
ставляется включением второго из двух подпространств в со
став первого. Обратно, плоскости и прямые трехмерного вектор
ного пространства над всяким полем характеристики=/=2 обра
зуют проективную плоскость. 

При этом представлении роль проективных коллинеаци й  
проективной плоскости и грают взаимно однозначные отобра 
жения плоскостей и прямых, индуцируемые линейными  преоб
разования ми  векторного пространства .  Линейное преобразова
ние векторного пространства индуцирует тождественное отобра 
жение своих подпространств тогда и только тогда, когда оно 
сводится к умножению всех  векторов на  один и тот же отлич
ный от нуля элемент поля К; такие преобразования изоморфны 
мулыипликативной группе поля и обр азуют центр линейной 
группы векторного пространства * * ) . Таким образом,  группа про
ективных коллинеаций проектuвной плоскости представляется 
фактор-группой линейной группы трехмерного векторного про
странства по ее центру. 

3. Метр ические вектор ные п ростр анства и ортогональные 
группы.  Пусть дано п -мерное векторное простр анство над полем 
К характеристики =/=2.  Функция F (а,  Ь) , сопоставляющая упоря 
доченной паре  векторов а, Ь некоторый элемент из  К,  н а зывает
ся билинейной формой, если 

F (са , Ь) = cF (а, Ь), 

F (а, сЬ) = cF (а, Ь), 

F (а' + а", Ь) = F (а', Ь) + F (а", Ь), 

F (а, Ь' + Ь") = F (а, Ь') + F (а, Ь") . 

( 1 5) 

( 1 6} 

* )  При таком подходе мы  сможем представить посредством трехмерного 
векторного пространства не только обыкновенные проективно-метрические 
плоскости ,  но и особые (теорема 2) . 

* * )  ДОI(азательство этого, а также других  утверждений о векторном про
странстве читатель может f!айти, например,  в гл. 2 книги Б у р б а к и [ 1 ). 
(П р11.11. перев. )  
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Билинейнан  форм а  называется симметричной, если 

F (a,  b) = F (b,  а). ( 1 7) 

Если выбр ать б азис а1 , а2, • • •  , an вектор ного простр анства 
и представить а и Ь в этом б азисе : 

а =  а1а1 + а2а2 + . . .  + an am Ь = Ь 1а1 + Ь2а2 + . . . + bnam 

то 

F (а, Ь) = F (а1а1 + а2а2 + . . .  + апап .  Ь 1а1 + Ь2а2 + . . .  + Ьпап) = 
n 

= � F (а 1 , ak) at bk ;  i ,  k = l  
поэтому, если положить F (а 1 , ak) = f1k ,  и меем 

n 
F (а , Ь) = � l tka i bk , i,  k = l  

( 1 8) 

- это есть обычная  запись сим м етрической билинейной формы.  
Пр и  преобразовании базиса место матрицы (fi l, )  = F в фор

муле ( 1 8 ) занимает м атрица C'FC, где С - м атрица преобра
зования базиса ( ер . п .  2 ) , а С' - матрица,  транспонированная 
по отношению к С . Представлению ( 1 8 ) отвечает определи
тель det fi/1 = det F; п р и  преобразовании  базиса он заменяется 
определителем det (C'FC) = (det С)2 det F, где det С=!=О.  Та ким  обр а
зом,  форме F сопоставляется посредством ее определителей 
квадратичный класс * )  в К. 

Векторное простр анство, в котором задана симметрическая 
билинейная  форм а  F, называется .метрическим векторным прост
ранством. F (а ,  Ь) называется скалярны.м произведением векто
ров а и Ь, а F (а ,  а) - значением фор.мы на векторе а . 

. Два вектора  а и Ь метрического векторного пространства 
н азываются ортогональными, если 

F (а, Ь) = О. ( 1 9) 

Два подпространства называются ортогональными ,  если каж
дый  вектор одного подпространства ортагонален каждому век
тору другого подпространства .  Если, например ,  два вектора 
а, Ь =1= О ортогональны, то прямые Ка , КЬ ортогональны. Мно-

*) Все элементы из К. отличающиес я друг от друга  множителем , являю
щимся полным квадратом, образуют так называемый квадратичный класс; 
если а еК , то квадратичный класс, которому принадлежит а, т. е. множе
ство всех элементов {с2а} при с 'i= О, с е К, обозначается через {а}. 

[Соответствующее о т н о ш е н и е  экшшалеН1 ности, вообще говоря,  не согла
суется с операциtй сложения в поле;  поэтому здесь нельзя говорить о фак
торизации . (П рu.м. перев.) ] 
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жcc l'JIO uектороu ,  о ртогональных заданному вектору, образует 
подпространство. Множество векторов,  ортогональных всем век
торам  заданного подпространства Т, та кже образует подпрост
ранство T J. ,  называемое макси.1щлыtым подпространством, орто
гональным Т. 

Вектор а, ортогональный самому себе (т .  е. такой,  что 
F (а, а) = 0), называется изотропным ; отличный от нуля изо
тропный вектор называется собственно изотропным. · 

Если Т - подпространство, то можно задаться вопросом, как  
найти все принадлежащие Т векторы,  ортогональные всем  век
торам из Т. Эти векторы образуют подпространство - пересе
чение Т и Т J. - и ,  во всяком случае,  они все изотропны ( но, ко
нечно, этому подпространст ву не  обязаны принадлежать все 
изотропные векторы из Т) . Если  это подпространство состоит не 
только из нуля ,  т .  е .  если Т содержит отличный от нуля вектор, 
ортогональный всем векторам из Т, то Т называется изотроп
Н ЫJt подпространством ; если Т изотропно, то Т J также изотроп
но. Ясно, что прямая  Ка изотропна тогда и только тогда,  когда 
вектор а изотропен.  

Понятия,  введенные для произвольнога подпространства Т, 
имеют смысл и в том частном случае, когда Т совпадает со всем 
пространством .  Подпространство, состоящее из  тех векторов а, 
которые ортагональны всем вектора м  векторного пространства, 
т .  е. из векторов а ,  для которых 

F (а ,  Ь) = О  для всех  векторов  Ь ,  (20) 

называется радикалом метрического векторного пространства.  
Кажды й вектор р адикал а изотропен.  Если  же, обр атно, их вся
кий изотропный вектор принадлежит р адикалу, то говор ят, что 
форма  F отделяет нуль. 

В любом базисе условие ортогональности ( 1 9 ) выр ажается 
билинейным соотношением 

n 
� fika i bk = О, i, k= !  (2 1 ) 

связывающим компоненты векторов а и Ь. Если дан вектор а, 
то ур авнение ( 2 1 ) ,  являясь линейным уравнением относительно 
Ь , имеет простр анство решений размер ности п или п - 1 в за
висимости от того, все коэффициенты р авны нулю или нет. По
этому подпростр анство всех векторов, ортогональных данному 
вектору а, либо совпадает со всем пространством (это значит, 
что а принадлежит р адикалу) , либо является гиперплоскостью. 
В частности , подпространство gJ. всякой прямой g, не принадле
жащей радикалу, является гиперплоскостью. 
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Если d - размерность р адикал а ,  то число n - d называется 
рангом формы F. Та к определенный ранг  F совпадает с р ангом 
м атрицы (fih ) , вычисленны м  в каком-либо базисе,  ибо радикал 
состоит из  всех тех векторов а , для которых  в ( 2 1 ) ,  ра ссматри 
ваемом как ур авнение относительно Ь , все  коэффициенты об
р ащаются в нуль ,  а поэтому р адикал состоит из пространства 
решений однородной систем ы  уравнений 

(k = 1 ,  2 , . . . , п), (22) 

и ,  значит, р азмерность d р адикала р авна числу измерений п, 
уменьшенному на р анг  м атрицы (fa. ) . 

Особы й  интерес представляют, конечно, те векторные метри
ческие простр а нства ,  р адикал которых состоит из  одного век
тора О ( хотя мы не можем огр аничиться одним этим случаем ) ,  
т .  е .  простр анства ,  в которых 

Если F (а, Ь) = О дл я  всех векторов Ь,  то а = О .  (23) 

Это значит ,  что F имеет ранг  n, т. е . ,  иными словами ,  опреде
л итель F н е  р авен {0}. 

В м етрическом векторном простр анстве, в котором нет соб
ственных изотропных векторов, вместо (23) выполняется более 
сильное требование 

Если F (a, а) = О, то а = О. (24) 

Оно означает, что F имеет ранг  n и отделяет нуль. 
Линейное иреобразование а метрического векторного прост

р а нства  называется ортогональным преобразованием, если оно 
не  меняет скалярного произведения ,  т. е .  если  

F (аа, Ьа) = F (а, Ь )  для всех векторов а, Ь (25) 

и если определитель  а р авен ± 1 * ) . Если р адикал состои г из 
одного нулевого вектора ,  то второе требование следует из (25) : 
ведь в векотором базисе а и F представляются м атрица ми А и F 
при  det F =1=- О, а в силу (25) А' F А =  F и поэтому  det А = ± 1 .  

В силу тождества 

2F (a, b) = F (a + b, a + b) - F (a,  a) - F (b, Ь) (26) 

* ) Эти линейн ые nреобраэования лучше было бы называть изометриче

ск;ими, ибо они сохраняют не только ортогональность, но и значение ска
J!Ярноrо произведения.  (Ср. задачу в n. 4.) 
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линейнос преобразование а, которое не  меняет значения форм ы  
н а  каждом векторе, т .  е . для которого 

F (аа, аа) = F (а,  а) дл я  всех а ,  (27) 
сохраняет также скалярное произведение любых двух векторов. 

Ортогональные преобразования п-мерного метрического век
торного простр анства над К с м етрической формой F обр азуют 
группу, называемую ортогональной группой и обозначаемую 
Оп (К, F) . Ортогон альные преобр азования с положительным 
определителем образуют подгруппу индекса 2 - собственно орто-
гональную группу О� (К, F) · Форм ы  с п ропорциональным и  коэф
фициентам и  определяют одну и ту же ортогональную группу.  

Если g - не  изотропная прямая  метрического векторного 
пространства, то линейное преобразование cr, для которого 

а) иа = и для всех и E:g, б) иа = - и для всех и Е gl. , (28) 

очевидно, я вляется инволютивным ортогональн ы м  преобразова
нием , определитель которого равен ( - 1 ) n-t . Если g - вектор ,  
представляющий п р ямую g (т .  е .  g = Kg ) , то это преобр азование 
можно задать также фор мулой 

и* = - и + 2  F (u, g) g (29} F (g, g) . 
Мы будем называть это преобр азование симметрией относитель
но (неизотропной) пряАюй g (или осевой симметрией с осью g) 
и обозначать через O"g. Осевые сим метрии  O"g при  нечетнам n 
'( в частности, при п = 3)  принадлежат О� (К, F) . 

Сдел аем ряд геометрических замечаний ,  относящихся к орто
гональности подпростр анств в метрическом векторном простран
стве размерности 3 .  

Если форм а  F тернарна, т. е. имеет ранг 3, то м аксим альное 
ортогональное подпространство каждой п р ямой  я вляется пло
скостью, а максимальное ортогональное подпространство вся
кой плоскости есть прямая .  Следовательно, в этом случае суще
ствует отношение ортогональности, связывающее прямые и пло
скости. Это отношение ортогональности обладает свойствами  
проективного поляритета :  оно является однозначным инволю
тивным соответствием ; при  всех прямых g и плоскостях Е из 
g c. E  следует EJ. c. gl. ;  при задании базиса оно представляется 
линейным соотношением между координата м и  пр ямой  и пло
скости ( ер .  конец п. 1 ) .  Если фор м а  F отделяет нуль, то нет н и  
изотропной прямой ,  ни изотропной плоскости, и ни  одна прямая 
не принадлежит ортогональной ей плоскости. Если F не  отде
ляет нуль , то есть два  рода пар  ( прямая ,  плоскость) , в которых 
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прямая и плоскость взаимно ортогональн ы :  те, в которых пря
мая не  принадлежит плоскости и оба элемента пары не изо
тропны ,  и те, в которых прямая принадлежит плоскости и оба 
элемента п ары изотропны.  

Если форм а  F бинарна, т.  е. имеет ранг  2, то метрическое 
векторное пространство имеет одномерный радикал ;  соответ
ствующую прямую обозначим через goo. Пусть теперь Е - пло
скость, содержащая прямую goo. Если  а - прямая  из Е, отлич
ная  от g'X>, то максимальное подпространство, ортогон альное а, 

является, очевидно, плоскостью, содержащей g·oo· goo Поскольку эта плоскость ортагональна а и goo, она 
ортагональн а Е, т .  е .  является подпростра нством 
EJ. ( рис.  98 ) . В ыполняется соотношение E l. l. = E. 
Итак, в пучке плоскостей, содержащих радикал, 
существует инволютивное отношение ортогональ
ности. Это отношение обладает свойствами  проек
гивной инволюции,  ибо при выборе базиса оно вы
ражается линейной зависимостыо между коорди
натами этих плоскостей (ер .  конец п. 1 ) .  Две отлич-
ные  от goo прямые ортагональны тогда и только 

Рис. 98. тогда,  когда натянутые н а  ка ждую из них и g"" 
плоскости ортогональны .  Если , кроме того, F отде

ляет нуль, то вне  радикала нет изотропных векторов, т. е. g"" 
единственная изотропная прямая ,  и содержащие ее плоскости 
единств енные  изотропные плоскости. Тогда E=f=El. и ,  значит, 
ортогонал ьное соответствие плоскостей, содержащих радикал, 
является эллиптической инволюuией . 

Эти за мечания о геометрии трехмерного метрического век
торного пространства прежде всего будут использованы в § 9. 

3 а д а ч и.  1 .  Пусть дано п-мерное метрическое векторное прост ранство, 
R - его р адикал. Обозначим через d i m  Т размерность подпространства Т. 
Тогда для каждого подпространства Т 

а ) d im Tl. = n - d im Т +  dim Т П R. 

б ) dim т1. 1.  = dim Т +  ( dim R - dim Т П R ) . 

в ) Т � тl. l. ; Т =- тJ. J.  тогда и только тогда, когда R � Т. 

2. а) Во всяком метрическом векторном пространстве есть ортогональный 
базис. Любое множество поnарно nерnендикулярных неизотроnных векторов 
можно доnолнить до ортогонадьного базиса.  

б) Ортогональный базис подnространства Т можно доnолнить до орто-
гонального базиса всего nространства тогда и только тогда, когда т n  Tl. со
держится в радикале. 

4. Проективно-метр ические плоскости и м етр ические вектор
ные простр анства. Пусть дана проективно- метрическая пло
скость, а в ней в�1 бран  координатный треугольник, как в п .  1 .  
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Тогда в силу п .  1 можно представить проективно-метрическую 
плоскость в виде проективной координатной плоскости над  по
лем К характеристики =1=2 с з аданной симметрической билиней
ной формой относител ьно тангенциальных координат ;  м атрица 
коэффициентов этой формы определена л ишь с точностью до 
общего множителя .  Равенство нулю этой форм ы  х а р а ктеризует 
ортогональность прямых. З афиксируем какую-нибудь одну м ат
рицу в кл ассе м атриц с пропорциональными  коэффициентами .  
Отнесем координатную плоскость к тангенциальным координа 
там  и, как указывалось в п. 2, представим ее прямые и точки 
прямыми и плоскостями  векторного простра нства  троек элемен
тов из К .  Это векторное пространство превр ащается в метриче
ское при подходящем выборе симметрической билинейной фор
мы с фиксированной м атрицей коэффициентов. 

Та ким обр азом,  проективно-метрическая  плоскость может 
быть представлена трехмерным метрическим векторным  прост
ранствоl\1,  причем прямые проективно-метрической плоскости и 
их ортогональность представляются прямыми  векторного прост
ранства и их ортогональностью, а точки проективно-метрической 
плоскости представJi яются плоскостям и  векторного простран
ства . При этом для метрической формы F векторного простран
ства выполняется следующее условие :  

Если проективно-.метрическая плоскость обыкновенная, то F 
тернарная. Абсолютным поляритетом при  н а шем представлении 
является ортогональность прямых и плоскостей векторного про
странства .  Если проективно-метрическая плоскость элл иптиче
ская, то F отделяет нуль ; если она гиперболическая, то F не от
деляет нуль. 

Если проективно-.метрическая плоскость особая, то F бинарна 
и отделяет нуль. Бесконечно удаленная прямая  проективно
метрической плоскости (ортогональная всем прямым ) предста
вляется одномерным радикалом векторного пространства .  Абсо
тотная инволюция бесконечно удаленных точек представляется 
ортогонал ьностью плоскостей векторного пространства ,  содержа
щих радикал. 

Таким образом, выпол няется лервое утверждение следующей 
теоремы, второе утверждение которой вытекает из  теоремы 1 и 
замечания в конце п. 3 :  

Т е о р е м  а 2 . Всякую проективно-.метрическую плоскость .мо
жно представить плоскостями и пря.мыми трехмерного .метриче
ского векторного пространства над полем К характеристики =1=2 
с сим.иетрической билинейной формой F, которая либо бинарна 
и отделяет нуль, либо тернарна. Обратно, плоскости и прямые 
любого такого .метрического векторного пространства образуют 
проективно-.метрическую пл оскость. 
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Сведем воедино некоторые соответствующие друг другу по
нятия теор ии проективно-метрических плоскостей и теории трех
мерных м етрических векторных простр анств : 

Проективно-метрическая 
плоскость 

nрямая g 
точка Р 
g, Р инцидентны 
g, h ортогональны 
g ортогональна самой себе 
Симметрия, осью которой служит 

(не ортогональная самой себе) nря
мая g, а центром - nолюс nря
мой g. 

Метрическое векторное 
nространство 

прямая g 
плоскость р 
g c:. P 
1�. h ортогональны 
g изотрппна 
Осевая симметрия  IJg (при неиэо

тропной прямой g) . 

Точнее говоря,  каждой порождающей симметрии в группе дви 
жений проективно-метрической плоскости отвечает некоторы А 
класс ( «пропорциональных»)  л инейных преобр азований метри
ческого векторного простр анства (ер . конец п .  2 ) , а симметрии 
cr g  обр азуют полную систему представителей этих классов в 
группе О� (К, F). Умножению симметрий  в проективно-метри
ческой плоскости соответствует умножение соответствующих 
си мметри й  crg. Поэтому верна 

Т е о р е  м а 3. Следующие группы сС�впадают между собой: 
1 )  группа движений проективно-метрической плоскости; 
2) подгруппы собственно ортогональной группь� О� (К, F), 

порожденные множеством симметрий crg; здесь характеристика 
поля К =1=2, а форма F либо бинарна и отделяет нул ь, либо тер
нарна. 

Это значит, что каждая группа 1 )  п редставима в виде груп 
п ы  2 ) , а всякая группа  2 )  может быть представлена в виде груп
п ы  1 ) .  

В силу всего доказанного м ы  можем теперь выр азить резуль
таты обоснования плоской метрической геометрии,  основанной 
на нашей системе аксиом, в виде следующей алгебраичесiюй 
теорем ы :  

О с н о в н а я т е о р е м  а ( алгебраическая формулировка ) . 
Всякая группа ,  удовлетворяющая системе аксиом п .  2 § 3, 
представима в виде подгруппы собственно ортогонал ьной группы 
О! (К, F), причем характеристика поля К отлична от двух, а сим
метрическая билинейпая форма F либо бинарна и отделяет нуль ,  
либо тернарна; элементы аксиоматически заданной системы об
разующих группы представляются при этом посредством опре-
деленных симметрий crg из ot (К, F), которы13 порождают пред
ставляющую подгруппу. 
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Если аксиоматически заданная групп а  - евклидова или эл 

липтическая группа движений,  то элементы систем ы  обр азую-
щих представляются всеми симметриям и  ag из групп ы  о; (К, F). 

3 а д а ч а .  В п-мерном метрическом векторном пространстве, р адикал ко
торого состоит из одного нуля, обозначим через Ln (К, F); группу классов 
пропорциональных взаимно однозначных линейных иреобразований а, кото
рые сохраняют ортогональность, т. е .  таковы, что 

Для всех векторов х и у из F (х, у) =  О следует F (ха, уа) = О, и 
наоборот. ( * ) 

а )  Доказать, что ( • ) равносильно тому, что 
Существует элемент с :1=- О из  К такой, что F (ха, уа) = cF (х, у) для 

всех векторов х и у.  ( ** ) 
б) Линейное иреобразование со свойством ( •*) пропорционально ортого

нальному иреобразованию тогда и только тогда, когда множитель с является 
полным квадратом. 

в) Если п нечетно, то множитель с всегда является полным квадратом, 
а поэтому Ln (К, F ) � О� (К, F ) .  

Группу проективных коллинеаций обыкновенной проективно-метрической 
плоскости, которая оставляет инвариантным абсолютный поляритет, можно 
представить группой Lз (К, F) , а значит, в силу в) - группой О� ( К, F ) . 

5. К теореме о трех симметриях. Рассмотрим проективную прямую над 
полем К характеристики :/=- 2. Точки А данной прямой - это классы пропор
циональных пар r (x i ,  х2) элементов из К, где (х1 , х2) :/=- (0, О) . Проективные 
отображения прямой на себя - это линейные иреобразования 

где 

2 
rx; = � c1kxk 

k� i  
( i = 1 , 2 ) ,  

c lk Е К, det c lk :/=- О. 

(30 )  

Эти бинарные однородные л иней11ые преобразования над К образуют 
группу, обозначаемую через L2 (К) * ) .  Она представляется группой классов 
пропорциональных матриц r (c;k ) второго порядка над К при det с11, :1=- 0. 
Класс пропорциональных матриц мы короче будем называть однородной .ма
трицей. Квадратичный класс вычетов {det с н,} :/=- {О} мы назовем определите
лем однородной .матрицы r (c ;k ) . 

Приведем ряд результатов об инволютивных элементах группы L2 (K) и 
о представляющих их однородных матрицах; эти р-езультаты устанавливают
ся простым вычислением в рамках матричной алгебры :  

( 1 ) Однородная .матрица второго порядка r (c;k )  с определителем :1=- {О} 
инволютивна тогда и только тогда, когда ее след r (сн + с22) равен нулю. 

Инволютивный элемент группы L2 (K) представляется, таким образом, 
однородной матрицей 

С 12 ) при  
- с 1 1  

(3 1 )  
nоэтому ему однозначно отвечает однородная тройка (класс пропорциональ• 
ных троек) r (сн, с12, с2 1 ) над К при { - (cj 1 + с 12с2 1)} :/=- {О}. 

*) Обычное более точное обозначение PGL2 (K) . 
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( l l )  Произведение трех инволютuвных оdнороJных мurpuц (3 1 ) иниолю
тивно тогда и только тогда, когда соответствующuе оdн.ородные тройки ли
нейно зависuмы 

Это устанавливается с помощью ( l ) ; надо лишь проверить, когда след 
произведения матриц равен нулю 

( l l l )  Инволютивное преобразование из группы L2 (K) имее1 (две раз
личн.Ъtе) неподвижные точки тогда и только тогда, когда оно предстаал f!ется 
однородной матрицей (3 1 ) ,  определитель которой равен {- 1 }. 

( IV) В группе L2 (K) для любых двух разных точек А = r (а 1 , а2) , А' = 
= r (а�, а�) найдется единственное инволютивное преобразование, которое ос
тавляет их неподвижными (гармоническая инволюция с неподвижными то•t
ка..ми А, А') ;  оно представляется однородной .матрицей 

(32 )  

Пусть теперь на  проективной прямой задана инволюция, т. е. взаимно 
однозначное инволютивное соответствие на множестве точек, которую мы на
зовем «абсолютной» инволюцией. Мы не предполагаем, что эта инволюция 
проективна (т. е. представима линейным преобразованием ) .  Но мы предполо
жим, что она эллиптична,  т. е. у нее нет неподвижных точек. Тогда, согласно 
( IV) , каждой паре точек этой инволюции А, А '  отвечает гармоническая  ин
волюция, неподвижными точками которой являются А ,  А' .  При заданной 
«абсолютной» инволюции мы называем это линейное преобразование симме
трией относительно А , А '. 
. Сформулируем теорему, доказательство которой является нашей целью 
и которая позволит прояснить значение теоремы о трех симметриях :  

Т е о р е м  а 4. Эллиптическая инволюция fta проективной пря �о�ой проек-
1ивна (ли�tейна) тогда и только тогда, когда произведе�tие любых трех сим
метрий от пар точек этой инволюции инволютивно. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. В множестве всех симметрий (32) относительно 
пар точек Х, Х' заданной инволюции произведение трех симметрий по ( I l )  ин
волютивно тогда и только тогда, когда в множестве однородных троек 
r (х 1х� + х2х� . - 2х 1х�. 2х2х�) всякие три тройки линейно зависимы . Это три
виальным образом равносильно тому, что в множестве однородных троек 

(33) 

всякие три  тройки линейно зависимы. Но последнее имеет место тогда и 
только тогда, когда всякая тройка (33) является решением некоторого одно
родного линейного уравнения, т . е. когда существую"Р элементы fн ,  ft 2= f2 1 ,  f22 
из К, не равные все нулю, такие, что для всех троек (33) 

f 1 1 x 1x� + f 12x 1x� + f2 1x2x� + f22x2x� = О. (34) 
Таким образом, устанавливаемое нашей инволюцией соответствие представ
ляется обращением в нуль пекоторой симметричной билинейной формы Это 
р авносильно тому, что данная инволюция представляется линейным преобра
зованием 1 rx l = f 12X1 + f22X2, 

rx� = - (fнXI + f21x2) } (35} 
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В силу взаимной однозначности инволюции при этом для определителя 
формы (34) и линейного преобразования (35) выполняется {det ( i h } =l= {0}, 
что и требовалось доказать. 

Допустим теперь, что условие · нашей теоремы выполнено, и рассмотрим 
произведение трех симметрий относительно пар точек данной «абсолютной» 
инволюции. Определитель произведения равен {-1 }, ибо :�то верно для каж
дого множителя. Значит,  в силу ( 1 1 1 )  произведение имеет две неподвижные 
точки. Так как множители коммутируют с «абсолютной» - по теореме 4 про
ективной - инволюцией (ер. п .  5 § 5) , то это верно и для произведения ,  
а потому обе неподвижные точки произведения  образ)' ют пару точек «абсо · 
лютной» инволюции. Таким образом, произведение не только инволютивно, 
но и является симметрией относительно пары точек «абсолютной» инволюции. 
Итак, верно 

С л е д с т в и е. Произведение трех си.м.метрий относительно пар точек 
проективной эллиптической инволюции является си.м.метрией относительно 
пары точек этой инволюции. 

Теперь покажем, как наши рассуждения  об одномерном проективном 
фундаментальном образе переносятся на  двумерное векторное пространство. 
Возьмем векторное пространство пар Х = (х1 , х2 ) элементов из поля К ха
рактеристllки =1= 2 и рассмотрим отображение не только одномерных нод
пространств векторного пространства,  но и самих векторов. Л инейное пре
образование 2 

х; = � CJkXk (i = 1 , 2),  где Cik Е К, det Cik =/= 0 (36) k- 1  
векторного пространства может быть инволют ивным только тогда, когда его 
определитель равен ± 1 .  Единственные инволютивные преобразования (36) с определителем 1 - это линейные преобразования, переводящие каждый 
вектор в противоположный; их матрица 

( -� -� ) . (37) 

Инволютивные линейные преобразования с определителем - 1  представ
ляются матрицами со следом, равным нулю, и определителем - 1 :  

где (38 ) 

Произведение трех матриц (38) инволютивно тогда и только тогда, когда 
взятые из матриц тройки (сн,  с12, с21 ) линейно зависимы. Для всякого ин
волютивного линейного преобразования  с определителем - 1  есть пекоторая 
прямая а векторного пространства, каждый вектор которой неподвижен, и 
прямая а', каждый вектор которой переходит в противоположный. Обратно, 
для любых различных прямых а = Ка, а' =  Ка' найдется единственное ли
нейное преобразование, которое указанным образом переводит векторы пря
мых а и а'; оно инволютивно и определитель его равен -1. Если 
а =  ( а 1 , а2 ) ,  а' = (а�. а�). то матрица этого преобразования имеет вид 

1 а; а� �- ! ( а 1а� + :2а� - 2ala� ) 
(39 ) а1 а2 2а2а2 - (а1а� + a2aD . 

[Очевидно, что линейные преобразования, о6разующиеся переменой ролей а и а', nолучаются одно из другого умножением н а  линейное преобразо
вание (37) .] 

13 Ф. Бахмаи 
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Пусть теперь в двумерном векторном пространстве задана «ортогональ
ность» как симметричное отношение между векторами ,  обладающее тем свой
ством, что все векторы, ортогональные вектору а =1= О, образуют прямую. 
Далее потребуем, чтобы ни один неиулевой вектор не был ортогопалеи сам 
себе. При заданной ортогональности назовем осевой симметрией инволютив
ное линейное лреобразование, которое переводит всякий вектор прямой 
в себя, а всякий ортогональный ей вектор - в противоnоложный.  Тогда 
имеет место 

Т е о р е м  а 5. Пусть в двумерном векторном пространстве задана орто
гональность с указанными свойствами. Тогда его можно метризовить (в 
смысле п. 3) с сохранением ортогональности в том и только в то,и случае, 
когда при заданной ортогональности симметрии таковы, что произведение 
любых трех симметрий инволютивно. 

В заключение локажем, как явно указать «четвертый вектор симметрии» 
в метрическом векторном пространстве: 

Т е о р е м  а 6. Пусть в двумерном метрическом векторном пространстве 
даны четыре симметрии относительно неизотропных прямых а, Ь, с, d и 
<1а<1ь <1с = <1d ;  пусть, кроме того, а, Ь, с - векторы, представляющие пряАtьtе 
а, Ь и с (а = Ка и т. д .) .  Тогда вектор 

d = F ( b, c ) a - F ( a, c ) b + F ( a, Ь )с  ( 40 )  

представляет прямую d и при этом 

F (d, d) = F ( a,_a ) F ( b, b ) F ( c, с ) . ( 4 1 ) 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. В правой части ( 40 ) слагаемое F ( Ь, с ) а про
порционально а, а слагаемое - F ( a, с )  Ь + F ( a, Ь) с перпендикулярно а. 
Поэтому 

d<1a = F ( b, c ) a + F ( a, c ) b - F ( a, Ь )с. 
Двукратным повторением этого рассуждения устанавливаем, что 

dаааьас = d, т. е. dad = d. Следовательно, вектор d принадлежит прямой d. 
Теперь используем линейную зависимость векторов а, Ь, с. Будь то об

щий случай, когда Ь- линейная комбинация а и с, будь то частный слу
чай, когда а и с пропорциональны, простым вычислением nровернется вы
полнение (4 1 ) .  Отсюда, в частности, вытекает, что F (d, d ) =1= О, т .  е. d =1= О, 
а значит, вектор d nредставляет прямую d. 

3 а д а ч и. 1. Группа L2 (K) биинволютивна. (Надо доказать для одно
родных невырожденных матриц второго порядка М, . . .  следующее: для вся
кой м атрицы М найдется матрица М1, след которой равен нулю, такая, что 
М2 = М1М имеет след, равный нулю. ) 

2. В теореме 6 равенство (4 1 )  равносильно равенству 
F2 (a, Ь )  F2 ( d, с )  

F ( a, a ) F ( b, Ь )  F (d, d ) F ( c, с ) ' 
которое означает, что парам векторов а, Ь и d, с отвечают одинаковые «квад
раты косинусов». 

3. Пусть а, Ь, с - три неизотропные компланарные прямые п-мерного 
метрического векторного пространства (п> 1 ) ,  которые представляются векто
рами а, Ь, с. Тогда <1ааь <1с равно симметрии относительно прямой, пред· 
ставляемой вектором ( 40) ;  эта прямая неизотропна .  

Л и т е р  а т у р а  к § 8.  О лроективных метриках :  I( э л и  [ 1 ] ,  I< л е й  н [ 1 ] ,  
[2] , В е б л е 1 1  и Ю н  г [ 1 ], Б у з е  м а н и I< е л л и [ 1 ], Б э р  [7] (см. также 
Я г л о м , Р о з е н ф е л ь д, Я с и н е к а я  [ ! ] . Прим. ред. ) .  I< п.  1 :  В е б л е н  
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и Ю н  г [ 1 ] ,  Б э р  [7] , Л е н ц [ 1 ] . 1( п. 2: Б и р к r о ф и М а к л е й  н [ 1 ] ,  
Б э р  [7] (книга, служащая эталоном для изучения  проективного пространства 
как множества подпространств векторного пространства) , А р  т и н [2] . 
1( п . 3 : В и т т [ 1 ] ,  Д ь ё д о н н е [ 1 ] , [3], Э й  х л е р  [ 1 ] ,  А р  т и н [2]. 1( п. 5:  
В е б л е н и Ю н  г [ 1 ] . 

§ 9. Ортогональные группы 

1 . Резюме. Нам предстоит теперь подробнее изучить собствен
но ортогональную группу О� (К, F). П ри этом все время пред
пол агается , что поле К имеет характеристику =1=2, а сим метриче
ская билинейпая  форма  F либо бинарна  и отделяет нуль ,  либо 
тернарна .  Группа О� (К, F) содержит симметрии all относительно 
неизотропных пря.мых g трехмерного метрического векторного 
простр анства ,  которые были определены в п .  3 § 8 и которые 
представдяются формул а м и :  

* 2 F (u ,  g) F ( ) ...J... О ( ) ак: и = - и +  F (g, g) g, где g Е g и g, g -т- • * 

Мы покажем,  что группа О! (К, F) порождается симметриями 
( *) (теоремы  2, 2') .  В последующем м ы  будем р а ссм атривать 
группу О! (К, F) совместно с этой фиксированной системой инво
лютивных обр азующих. 

Далее мы  р ассмотрим  наши основные соотношения ( 1 )  и (2)  
из п .  1 § 3 применительно к симметриям ( ·х-) и покажем,  что они 
соответствуют основным геометрическим отношениям метриче
ского векторного простр анства (теоремы 1 ,  1 ', 3, 3') : 

Произведение аааь инволютивно тогда и только тогда, когда 
(неизотропньtе ) прямые а, Ь перпендикулярны. 

П роttзведение аааь ас инвол ютивно тогда t t  только тогда, ко
гда (неuзотропные) прямые а, Ь ,  с компланарны. 

Этим открывается возможность сформулировать геометри 
ческие теоремы о 1\Iетрическом векторном пространстве в виде 
утверждений о симметриях,  т. е. утверждений  об инволютивных 
образующих группы Oj (К, F). 

На основе этого факта и с помощью прежних р езультатов м ы  
придем к трем следующим теорем а м :  

Т е о р е м  а IV .  Следующие группы, рассматриваемые как 
порожденные группы, совпадают: 

( 1 )  группа евклидовых движений; 
(2 )  группа движений особой проективно-метрической пло

скости ; 
(3 )  группа О! (К, F) при характеристике К, отли чной от 2, и 

форме F, бинарной и отделяющей нуло, 

1 3* 
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Т е о р е м  а V. Следующие группы, рассматриваемые как; по
рожденные группы, совпадают: 

( 1 ' )  эллиптическая группа движений ; 
(2' )  группа движений эллиптической проективно-метрической 

плоскости; 
( 3' ) группа ot (К, F) при характеристике К, отличной от 2, 

и форме F, тернарной и отделяющей нуль. 
Т е о р е м  а V I .  Следующие группы, расс,11.атриваелйtе как по

рожденные группы, совпадают: 
(2") группа движений гиперболиttеской проективно-,нетриче

ской плоскости; 
(3") группа ot (К, F)  при характеристике К, отличной от 2, 

и форме F, тернарной и не отделяющей нуль. 
При этом совпадение групп (2) и (3 ) , (2') и (3') ,  (2") и 

( 3")  получается из алгебраизации групп движений проективно
метрических плоскостей (§ 8, теорема 3 )  и из того, что группа 
о; (К,  F)  порождается симметриями ( * ) . 

Далее, из обоснования евклидавой геометрии мы  знаем,  что 
всякая группа ( 1 )  представляется в виде группы (2 ) с сохра
нением образующих (теорема 1 § 6) . Чтобы провести последнее 
заключение в теореме IV, рассмотри м  соотношения между ин
волютивными образующим и  группы (3 ) , откуда непосредственно 
получим ,  что всякая группа ( 3 )  является группой ( 1 ) .  Совпаде
ние групп ( 1 )  и (3 )  означает, что наша система аксиолt п .  2 
§ 3 совместно с аксиомами R и V* характеризует ортогональ
ные группы ( 3 )  как абстрактные группы, порождаемые инволю
тивными элементами ;  эта характеристика дается соотноше
ниями, которым должны удовлетворять инволютuвные обра
зующие. 

Аналогично, из обоснования эллиптической геометрии нам  
известно, что всякая групп а ( 1 ' ) представляется группой (2') 
с сохранением образующих (теорема  11 § 6 ) . Чтобы провести 
последнее заключение в теореме V, снова рассмотрим соотноше
ния м ежду инволютивными образующими группы (3') , из ко
торых непосредственно вытекает, что всякая группа (3') является 
группой ( 1 ' ) . Кроме того, получаем ,  что для груrтп, фигурирую
щих в теореме  V, система  образующих состоит из ncex инволю
тивных элементов.  Совпадение групп ( 1 ' ) и (3') означает, что 
наша система аксиом п .  2 § 3 сов�tестно с аксиомой Р характе
ризует ортогональные dруппы ( 3') как абстрактные группы, по
рожuаемые своими инволютивными элементами;  характеристика 
дается соотношениями, которым удовлетворяют инволютивные 
эле�tенты. Поэтому группы (3') характеризуются также и кра г
кой системой аксио м ,  приведеиной в конце п . 2 § 7, 
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Ортогональные группы (3") , системой образующих которых 
является множество всех сим метрий ( * ) ( сим метрии  ( * ) и в 
групп ах (3") совпадают со всеми инвол ютивными элементами ) , 
не удовлетворяют нашей систем е  а ксиом п .  2 § 3 :  в них не  вы
полнена аксиома 1 .  Но мы сформулируем и для групп (3") 
соотношения между инволютивными элементами ,  относительно 
этих соотношений  мы докажем в § 1 1 , что они являются «опре
деляющими»  соотношениями ,  т .  е .  что они характеризуют эти 
группы как абстрактные группы,  порожденные своим и  инволю
тивными элементами .  

2. Л емма.  В последующем н а м  пригодится одна элементар
ная лемма ,  справедливая дл я  всякого метрического векторного 
пространства над полем характе- u-J 
ристики =F2.  

Л е м м а  1 .  Пусть F (a,  а) = 
= F (Ь, Ь). Тогда векторы а +  Ь а 
и а - Ь ортогон.альны .  Если век-
тор а + Ь не изотропный,  то 0+4 
симметрия относительно прямой 
К (а +  Ь) .меняет .местами век-
торы а и Ь. Если вектор а - Ь 4 
не изотропный ,  то симметрия Рис. 99. 

относительно прямой К (а - Ь) 
.меняет .местами векторы а и Ь. Если а, Ь не изотропны,  то 
а +  Ь и а - Ь не .могут быть одновременно изотропными. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Из  F (а, а) = F (Ь, Ь) вытекает:  

F (а + Ь, а - Ь) = F (а,  а) - F (а ,  Ь) + F (Ь ,  а) - F (Ь ,  Ь) = О. 

Следовательно, 
2а = (а + Ь) + (а - Ь) 

является разложением вектора  2 а  на  ортогональные слагаемые 
(рис .  99) . . 

Если вектор а +  Ь неизотропный, то, положив К (а + Ь) = g, 
и меем 

2aag = (а + Ь) crg + (а - Ь) ag = (а +  Ь) - (а - Ь) = 2Ь, 

т. е .  acrg = Ь.  
Если вектор а - Ь неизотропный, то, положив К (а - Ь} = h , 

имеем 

2aah = (а + Ь) crh + (а - Ь) ah = - �  (а + Ь) + (а - Ь) = - 2Ь, 

т. е. acrh = - Ь. 
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Н аконец, если F (а, а) = F (Ь, Ь) =F О, то 

F (a + Ь ,  а +  Ь) + F (a - Ь ,  а - Ь) = 

[2 

= 2F (a, a) + 2F (b , b) = 4F (a, а) =F О, 

а значит, векторы а + Ь, а - Ь не  могут быть одновременно изо
тропными .  

Если  а - некоторое ортогональное преобразование,  а а -
неизотропный вектор ,  то по нашей лемме ,  применеиной к век
тор а м  аа и а, существует неизотропная прямая  l, для ко
торой ашJ1 = ± а. 

Укажем еще одно общее обстоятельство, на  которое м ы  ч а сто 
будем ссыл аться : если при  ортогональном преобразовании а 
образ аа неизотропного вектора  а пропорционален а, то аа = 
= ± а, так  как  F (аа, аа) = F (а, а) =F О. 

3. Г руп п ы  O�(K, F) с б ин арной ф ормой,  отделя ю щей нуль * ) .  
В этом и последующем пунктах мы  рассмотрим трехмерное ме
трическое векторное простр анство с бинарной формой F, отде
ляющей нуль ,  и принадлежащей ему группой О� (К, F);  ха
р а ктеристика  поля 1К, как всегда,  считается отличной от 2 .  

Относительно геометрии этого векторного простр анс гва мы 
отсыл аем к з амечаниям ,  сдел анным в п .  3 § 8. Снова обозначим 
одномерный радикал через goo, а векторы,  представляющие пря
мую goo , через g00• 

Кроме симметрий ( *) относительно неизотропной прямой су
ществует еще симметрия относительно радикала goo. А именно, 
если  А - неизотропная  плоскость, то существует однозначно 
опр еделенное линейное преобразование а, для которого 

1 ) иа = и для всех U E goo ; 2) иа = - и для всех U E A ;  это 
есть инволютивное ортогональное преобр азование с опреде
лителем 1 .  Таки м образом ,  эта симметрия аА относительно пря
.мой goo определяется прежде всего тогда, когда некоторая не
изотропная n.l]оскость А выделяется в качестве «антиобраза». 
Фигурирующие в символах ag и ал подпространства g и А не 
изотропны .  

Относительно названной группы О� (К, F), элементы кото
рой мы обозначаем а, . . . , докажем следующие теорем ы : 

Т е о р е м а 1 .  а )  Произведение аааь инволтотивно тогда и 
только тогда, когда (неизотропные) прямые а и Ь перпендику
//Ярны; в этом случае аааь = ал , где А = а + Ь. б )  Произведение 
олаь инволютивно тогда и только тогда, когда (неизотропная) 

*) Читатель может начать с изучения nn 5 11 6, rде рассматриваютс!l 
более npocтt>Ie случа11, 
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пря.мая Ь принадлежит (неизотропной) плоскости А ; в этом слу
чае алсrь = аа .  где а и Ь - перпендикулярные прямые, принад
лежащие А.  

Д о к а з  а т е л ь с т в о. а а) Пусть а и Ь перпенди кул я р ны, 
и а = Ка , Ь = КЬ. Тогда ааааь = ааь = - а , Ьаааь = - Ьаь = - Ь, 
gооаааь = - goocrь = g00• Значит, аааь совпадает в пекотором б азисе 
С (J А• а ПОЭТОМУ ()'а<Jь = (J А· 

аб) Н апротив , пусть аааь и нволютивно.  Тогда Ьаааь = Ьаьаа, 
т. е. (Ьаа) <Jь = Ьаа, т. е. Ьаа является неподвижным вектором 
для О ь ,  т. е. Ьаа пропор ционален Ь, т. е. Ьаа = ± Ь. В силу 
аа =1= <J0 невозможно Ьаа = Ь, значит, Ьаа = - Ь, т .  е .  а перпенди
куляр аа  Ь .  

ба )  Пусть Ь = КЬ. Если Ь принадлежит А , то в А есть пер
пенди кулярная  Ь (неизотропная )  п р я м а я  а .  П о  а) аааь = ал, 
Т. е. (J A(Jb = (]а· 

б б) Если cr л<Jь инволютивно, то bcr л<Jь = bcrьcr А• т. е. (Ьа л) <Jь = 
= bcr А• т. е. Ьа А - неподвижный вектор для <J0, т. е .  о п ять-таки 
Ьал = ± Ь.  Знак + невозможен, ибо  вектор Ь не изотропен. 
Зн ачит, Ьал = - Ь,  т. е. Ь принадлежит А .  

Л е м м а 2 .  а) Если аа. = а  и Ь а.  = Ь ,  где а и Ь - д в а  орто
гональных не изотропных вектора, то а =  1 .  б} Если аа. = - а  
и Ьа. = Ь,  где а и Ь - два ортогональных неизотропных вектора, 
то а = сrь, причем Ь = КЬ. в) Если аа. = - а, где а - какой-то 
неизотропный вектор , то а есть либо симметрия ag, где прямая g 
ортагонал ьна а, либо симметрия <Jв, где а Е Е. 

Д о к а з  а т е л ь с т в о. а )  а., как и всякий элемент группы,  
переводит любой вектор goo в пропорциональный ему  векто р ;  
пусть g ""а = rg""' где r Е К .  Так  как  н а  а и Ь н атянута не
изотропная  плоскость, то а, Ь и g"" обр азуют б азис ;  в этом 
базисе преобр азование а п редставл яется м атрицей с опреде
лителем r. Следовател ьно, должно быть r = 1 ;  поэтому  а пере
водит векторы пекотарого б азиса в себя и ,  з начит, а =  1 .  

б) И меем аа.аь = - ааь = а, Ьа.аь = Ьаь = Ь. Тогда в силу а)  
а.аь = 1 ,  отк у да а =  <Jь. 

в) Пусть Ь - неизотропный вектор , ортогональный а. Тогда Ьа 
и Ь ± Ьа. тоже ортагонал ьны а. По лемме  1 п р и  подходящем 
выборе знака  прямая  g = К  (Ь  ± Ьа.) не  изотропна  и ba.ag = ± Ь, 
а так как п р я м а я  g ортагональна а, то aa.ag = - aag = а . 
В силу а) и б) получаем aag = 1 или  a.ag = а  а ( где а = Ка). Сле
довательно, либо а =  ag, либо а =  aaag, а тогда по  теореме  1 а) 
а =  а Е, где Е =  а +  g. 

Т е о р е м а 2. Всякий элемент а группы можно представить 
либо в виде аааь, либо в виде алаь. Поэтому а представим в 

виде произведения не более чем трех симметрий ( �- ) .  Если 
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алемент сх инволютивен, то сх представляет собой либо симметрию 
ОА , либо симметрию Оа-

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Рассмотрим при  фиксированном сх не
которую неизотропную плоскость и ее неизотропный образ . Возь
мем вектор s =1= О, принадлежащий обеим плоскостям .  Тогда s 
неизотропный ,  а s - sa - не  собственно изотропный. Если 
s - sa =1= О,  то положим Ь = К  (s - sa) ; если же s - sa = О , то 
выбере м  в качестве Ь п р оизвол ьную неизотропную п р я мую, 
перпендикуля рную s.  Тогда по  лемме  1 sааь = - s. По л е м м е  2в) 
аоь является либо  сим метрией оа,  либо симметрией аА, т. е. 
л ибо а =  ОаОь, либо  а =  а Аоь. 

Остальные утверждения  теоремы получаются теперь из тео 
ремы 1 .  

Всякий элемент Оааь группы переводит вектор р адикал а в 
себя ,  а каждый элемент ОА<Jь группы  переводит вектор р а
дикала в противоположный .  Элементы, представи мые в виде 
ОаОь , образуют подгруппу индекса 2, смежны й  кл асс которой 
состоит из  элементов, п редставимых в виде ОА а,, . 

Л е м м а 3. Если сх переводит неизотропную плоскость А в 
себя, то либо сх является нетсоторой симметрией ah,  где hcA , ли
бо сх является произведением Ogah двух симметрий, где g, hcA.  

Д о к а з а т е л ь с т в о .  А не  содержит собственно изотропного 
вектора .  Выберем в А два взаимно перпендикулярных вектора 
а, Ь =1= О. По условию векторы аа и Ьа также прин адлежат А. 
Если а +  аа =1= О, то положим h = К  (а + аа), а если а +  аа = О, 
то h = КЬ. Тогда по лемме  1 aaah = а. Вектор baah перпенди
кулярен  aaah = а, а -так как  он принадлежит А , то он прп
порционален Ь,  т. е. baah = ± Ь. По лемме  2а ) ,  б) тогда aah = 1 
ИЛ И aoh = Og, где g = Ка, откуда  а =  ah ИЛИ а =  agalz · 

Л е м м а 4. Если сх переводит каждый вектор изотропной пло
скости А в противоположный, то сх является симметрией ag при 
gcA .1 .  

Доказательство вытекает из леммы 2в) . Так к а к  сх п о  усло
вию переводит каждый вектор g оо в - g оо •  то сх не может быть 
симметрией оЕ. 

Т е о р е м  а 3. 11 роизведение аааь а,. равно силtметрuи ad в том 
и только в том случае, когда (неизотрппны?) прямые а , Ь, с 
компланарны. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о.  а) Пусть а, Ь ,  с прин адлежа1 пекото
рой плоскости А. Если А не изотропная ,  то произведение аааьас 
переводит nлоскость А в себя ,  а каждый вектор Коо - в противо
положный ,  и поэтому по лемме  3 оаоьос совп адает с некоторой 
симметр ией  <Jd при  dcA . Если плоскость А изотроп ная ,  то п ро
изведение Оаоьос переводит каждый вектор из А J. в п рот и во-
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положный, и по лемме 4 О"аО"ьО"с совпадает с некоторой симмет
рией O"d, где dcA. 

При доказательстве обратного*) мы воспользуемся тем, что 
для произвольнаго элемента а группы спр аведливы следующие 
утверждения : 

(1) Если а переводит все векторы двух разных изотропных 
плоскостей в себя, то а= 1 .  (11) Если а переводит две разные 
неизотропные плоскости и все векторы g оо в себя, то а= 1 .  
(111) Если а переводит некоторую неизотропную плоскость и 
все векторы какой-либо изотропной плоскости в себя,  то а= 1. 

(1 )  Тривиально. ( I I )  Пусть g- вектор, представляющий линию пересе
чения неподвижных плоскостей.  Тогда ga. = ± g, а если а =1= О- вектор не
подвижной плоскости Е, перпендикулярный g, то аа.- вектор нз Е, тоже 
перпендикулярный g, а пJэтому  аа. = ±а. Тогда g, а, Коо образуют базис, 
для которого ga. = ± g, а а.  = ± а ,  g со а. = + g 00 •  Если здесь стоят знаки  +, 
+, +, то мы имеем а. = 1 .  Комбинации +, -, + или - , +, + знаков  не
возможны, ибо определитель иреобразования а. равен 1 .  В случае комбинации 
-, -, + знаков мы имели бы а. = cr Е' а это невозможно, ибо cr Е не пере
водит никакой неизотропной отличной от Е плоскости в себя. ( I I I )  Пусть 
1f- вектор, п редставляющий линию пересечения неподвижных плоскостей. 
Тогда ga. = g. ДлЯ любого вектора а =1= О из неизотропной неподвижной 
плоскости Е, перпендикулярного g, как и раньше, имеем аа. = ± а. Тогда 
для базиса g, а, К со имеем ga. = + g, аа. = ±а, g00a. = + К со· При комбинации 
знаков +, +, + имеем а. = 1 ; комбинация же +, -, + невозможна, и бо 
определитель а. равен 1 .  

б )  Пусть теперь О"аО"ь = O"dO"c. Обозначим это отображение че
рез а. Если а = 1 ,  то а = Ь  и а, Ь , с, очевидно, компланарньr. 
Пусть теперь a=F1 и А = а+Ь, D = d + c. Если А и D изотропны, 
то О"аО"ь переводит каждый вектор из А .L в себя ; O"dO"c переводит 
каждый вектор из  D.L в себя ; зна чит, а переводит каждый  век
тор из A.L и D.L в себя.  В силу a=F1 по (1) тогда A.L=D.L, т. е. 
А =D. Если и А и D обе неизотропны,  то аааь переводит пло
скость А в себя, O"dO"c- плоскость D в себя.  Значит, а переводит 
плоскости А и D и всякий вектор g оо в себя .  В силу a=F 1 по 
(11) А = D. Случай  же, когда одна из плоскостей А и D изо
тропна ,  а друга я нет,  невозможен в силу ( I I I ) .  В самом деле, 
тогда О"аО"ь переводило бы плоскость А в себя, O"dO"c переводило 
бы всякий вектор из D.L в себя ; значит, а переводило бы неко
торую неизотропную плоскость в себя и все векторы векоторой  
изотропной плоскости в себя. 

4. Группы О� (К, F) с бинарной формой, отделяющей нуль, 
как евклидовы группы движений. После того как мы  доказали 
в теореме 2,  что группа  о; (К, F) с бинарной отделяющей нуль  

* ) При доказательстве теоремы IV м ы  не будем пользоваться обратным 
утверждением . 
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формой порождается сим метриями ( *) , нам для доказат�л ьства 
теорем ы IV осталось, как уже обсуждалось в п. l ,  установить 
лишь, что всякая групп а  ( 3 )  является группой ( l ) ,  т. е. нам надо 
доказать, что справедлива  

Т е о р е м  а IV* .  Всякая группа О� (К, F )  при характеристике 
поля К, отличной от двух, и бинарной форме F, отделяющей 
нуль , расслtатривае.wая совместно с си.мметрия.лш ( -х- ) как си
стемой образующих группы, является евклидавой группой дви
жений. 

Проверим утверждение этой теоремы .  
Основное допущение  на шей системы аксиом п .  2 § 3 выпол

нено для группы ( 3 ) ; очевидно, что система образующих инва
риантна .  Инволютивное произведение двух образующих по тео
реме l a) является симметрией ал. 

При  этом для симметрий из группы  (3) выполняются такие 
утверждения : 

Д ля а А• а в всегда найдется ag такая, что а А• а в 1 ag. (Аксиома l )  
Из oA, oв l og, oh следует оА = ав или Og = oh· (Аксиома 2) 
Если О а, Оь, ас 1 Он, то существует такая ad, что ОаОьас = od. 

(Аксиом а 3)  
Если Оа, оь , Oc \ Og, то существует такая od, что ааОьОс=аd. 

(Аксио м а  4 )  
Существуют Оа, оь , Ос, Od, для которых Оа, аь \ ас, Od, Оа =l=оь 

и ос =1= od. (Аксиом а R) 
По О а и оь найдется такая Ос, что О а. Оь 1 Ос, или найдется 

такая ос, что О а, Оь 1 Ос · (Аксиом а V*) 
Справедливость этих утверждени й  легко устанавливается 

с помощью геометрических свойств метрического векторного про
стр анства н а  основе теорем l и 3. В самом деле, проверим 
аксиомы l -2: для  всяких двух неизетрапных плоскостей А и В 
на йдется неизетрапная прямая g такая , что gcA, В, т. е. по тео
реме l б ) ол, ов \ og; если о л ,  ов различны ,  то А и В тоже раз
личны ,  и тем самым однозначно определена g, а значит, и Og. 
Проверим  аксиому 3: неизетрапные прямые а, Ь , с, фигурирую
щие в условии, в силу теоремы 1 б )  принадлежат неизетрапной 
плоскости Е; в силу теоремы 3 отсюда следует требуемое. Про
верим а ксиому 4: неизотропные прямые а ,  Ь , с ,  фигурирую
щие в условии ,  в силу теоремы l а )  перпендикулярны неиза
тропной прямой  g, т. е .  принадл ежат (изотропной)  плоскости , 
перпендикулярной g, а значит ,  по  теореме 3 справедливо заклю
чение аксиомы .  Проверим аксиому R: выберем в качестве а и 
Ь р азличные неизетрапные прямые нei<oтopoi'l изотропной пло
скости Е, а в качестве с, d - различные неизо1 ропные прямые из 
EJ.; тогда Оа, оь, Ос, Od в силу теоремы l а) удовлетворяют 
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аксиоме R. Наконец, проверим аксиому V*: если существует 
неизотропная плоскость С, для которой а, ЬсС, то по теореме 
l б )  имеем аа, аь 1 а0; в противном случае а и Ь принадлежат 
изотропной плоскости Е, а для каждой неизотропной прямой с 
из Е 1 в силу теоремы l а )  имеем аа, аь 1 ас. 

5. Группы О� (К, F) с тернарной формой, отделяющей нуль. 
Перейдем теперь к трехмерному метрическому векторному про
странству, радикал которого состоит из одного нуля; опять-таки 
считаем,  что характеристика основного поля отлична  от 2. Со
гл асно п .  3 § 8 ортогональность прямых и плоскостей в таком 
простр анстве является взаимно однозначным инволютивным со
ответствием . Для двух заданных р азных прямых а и Ь суще
ствуе1 единственная прямая  с, ортогональная и м ;  при  этом а, 
Ь, с компл анарны в том и только в том случае ,  когда прямая с 
изотропна .  

В этом и следующем пунктах мы предполагаем ,  что рассма
триваемая тернарпая форма  отделяет нуль .  Тогда нет собственно 
изотропных векторов (§ 8, формул а  (24) ) и нет изотропных пря 
мых и плоскостей. 

Докажем ряд теорем о группах  Oj (К, F) с тернарной  отде
ляющей нуль формой,  элементы которых мы по -прежнему обо
значаем через а, ... 

Т е о р е м а l '. Произведение аааь инволютивно тогда и толь
ко тогда, когда (неизотропные ) прямые а и Ь ортогональны; 
в этом случае аааь =ас, где с ортагональна а и Ь. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть .а=Ка, Ь=КЬ. 
а) Пусть а и Ь перпендикулярны, а с= К с перпендику

лярна  а и Ь. Тогда ааааь = ааь =-а, Ьаааь =- Ьаь =-Ь, 
саааь =- саь =С. Зн ачит, дл я  векторов базиса  а, Ь, с отобра
жение аааь совпадает с ас, откуда следует, что аааь =ас. 

б) Пусть аааь инволютивно.  Тогда ааьаа = ааааь, т. е .  
(ааь) а а= ааь, т. е .  ааь- неподвижный вектор дл я  а а и поэтому 
он пропорцион ален а, т. е. ааь = ± а. Но ааь =а невозмож
но, так  как аа о:/= аь; поэтому ааь = -а, т. е. а перпендику
лярна  Ь . 

Л е м м а 2'. а) Если аа = а и Ьа = Ь для двух линейно 
независимых векторов а и Ь, то а= l .  б)  Если аа =-а для 
какого-то ненулевого вектора а, то а- симметрия ag, где g 
ортагонал ьна а. 

Д о к а з  а т е л ь с т в о. а )  П усть с о:/= О- вектор, ортогона.'lь
ный а и Ь. Тогда вектор са также ортогопалеи а и Ь, а поэтому 
пропорционален с: са= rc, где r Е К. Так к а к  в б азисе а, Ь, с 
преобр азование а представляется м атри цей  с определител е м  r, 
то r = l ;  следовател ьно, а переводит векторы некоторого базиса 
в себя и ,  значит, а= l .  
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б) Пусть вектор Ь =1= О ортагон ален а. Тогда Ьа и Ь + Ьа 
ортагональн ы  а. Если Ь + Ьа =1= О, то положим g = К (Ь + Ьа); 
в противном случае  g - прям ая ,  ортогональная  а и Ь. Тогда 
по лемме  1 Ьаок = Ь, а так как  g ортагональн а  а, то ааок = 
= - аок = а. Тогда в силу а )  аок = 1, т. е. а = о к· 

Т е о р е м  а 2 ' .  В сякий элемент а группы представим в виде 
ОаОь. Если а инволютивен, то а является симметрией ос. 

Д о к а з  а т е л ь с т в о. П усть s - произвол ьвый вектор =1= О. 
Если s - sa =1= О, то положим Ь =К (s - sa) ; в противном случае 
обозначим через Ь произвольную прямую, ортогональную s. 
Тогда по лемме  1 sаоь =- s ;  в силу леммы 2' б )  аоь - векото
рая  симметрия Оа, откуда а = оаоь. 

Второе утверждение теоремы вытекает из теоремы l '. 
Т е о р е м  а 3'. Произведение оаоьос инволютивно в том tt 

только в том случае, когда (неизотропные) прямые а, Ь , с ко.м
планарны. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. а) Если а, Ь , с принадлежат нzкоторой 
плоскости Е, то существует перпендикулярный им иенулевой 
вектор g. К:аждая из симметрий  оа, иь, Ос, а зн а чит, и их про
изведение ,  переводит g в - g. Поэтому по лемме 2'  б )  ОаОьОс 
является сим метрией Od, где dc.E. 

б )  Пусть Оаиьис инволютивно и, следовательно, по теореме 2' 
совпадает с некоторой симметрией od. Если О а =  оь, т. е. а= Ь , 
то утверждение тривиально. Если же оаоь =F l ,  то возьмем вектор 
g =1= О, перпендикулярный  а и Ь и вектор h =1= О, пер пенди
кулярный  с и d. Тогда gоаоь= -gоь = g и точно так же hodoc = h. 
В силу ОаОь = odoc =1= 1 по  лемме  2'а) векторы g и h пропор 
ционал ьны.  Тогда а , Ь ,  с , d перпендикулярны g, а знач ит, 
компл а н а р ны.  

6. Груп п ы  о; (К, F) с тернарной формой, отделяющей нуль, 
как аллиптические группы движений. После того как  в теореме 2' 
доказано ,  что группа  Oj (К, F) с тернарной отделяющей нуль 
формой порождается симметриями (;с-) , для доказательства тео
ремы  V остается только проверить, что каждая группа  (3') яв
ляется группой ( 1'): 

Т е о р е м  а V*. Всякая группа О! (К, F) при характеристике 
поля К, от личной от двух, и тернарной отделяющей нуль фор.ме 
F, рассматриваемая совместно с симметриями ( *) в качестве 
системы образующих, является эллиптической группой дви
жений. 

Покажем, что групп а  (3' ) удов .ТJ етворяет системе аксиом эл 
липтической группы движений ,  приведеиной в конце п. 2 § 7. 

Основное допущение выполнено, ибо в си .Тiу теоремы 2 сим
метрии  (о��-) - это все инволютивные элементы группы (3') и они 
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образуют систему образующих группы. Так как форма  F тер 
нарна ,  то в векторном пространстве нет прямой, котор ая был а 
бы ортагональна всем прямым (ер .  § 8, (23) ) ,  а значит, по 
теореме 1 ' в группе ( 3') ни один инволютивный элемент не  ком
мутирует со всеми инвол ютивными элементами .  

Кроме того, симметрии (-��о) из группы  ( 3') удовлетворяют та 
ким требованиям:  

Т. Если О'а =1= О'ь и О'аО'ьО'с, О'аО'ь0'4 инволютивны, то O'aO'cO'd 
инволютивно. 

V. Для О'а и О'ь найдется Ос такая, что О'а, оь 1 Ос. 
Т выполняется в силу теоремы 3', так для компланарности 

прямых векторного простр анства имеет место транзитивность 
(.rшнейная зависимость транзитивн а ) . V выполняется в силу тео
ремы 1 ', так как в векторном пространстве у любых двух пря 
мых н айдется неизотропный перпендикуляр .  

7. Группы Q1 (К, F) с произвольной тернарной формой. Тео
ремы 1 ', 2', 3' из п .  5 справедливы для любой группы О� (К, F) 
с тернарной формой F, т. е. без допущения об отделимости нуля. 
Требуется лишь несколько видоизменить доказательства . 

Предпошлем доказательствам  четыре замечания об изотроп
ных векторах в трехмерном метрическом векторном простран 
стве с терна рной формой F: 

(1) Если а и Ь- собственно изотропные ортогональные век
торы, то а и Ь пропорциональны. 

(II) Если а и Ь изотропны и линейно независимы, то линей
ная комбинация ra + sb (где r, sE K  и r, s=FO) представляет со
бой неизотропный вектор. 

(III) Если а, Ь, с попарно ортогональны, а, Ь не изотропны 
и с =1= О, то с не изотропен. 

(IV) Если F (а, а)= F (Ь, Ь) и вектор а+ Ь изотропен, то 
а + Ь ортагонален а и Ь. 

Так как в трехмерном векторном пространстве, радикал котор ого состоит 
из одного нуля, ортогональность прямых и п.1оскостей представляет собой 
взаимно однозначное соответствие, то в этом случае 

Если а и Ь перпендикулярны с и d, приче.м все векторы отличны от нуля, 
то а пропорционален Ь или с пропорционален d. 

Отсюда следуют (1) н (111). В самом деле,  условие (1) озн ачает, что 
векторы а н Ь nерпендикулярны а и Ь. А если бы при условиях (111) век· 
тор с был изотроnным ,  то а и с были бы ортогональны Ь и с. Тогда а 
или Ь был бы nроnорционален с и тем самым изотроnным, что nротиворечит 
условию. 

Д о к а з а т е л ь с т в о ( 11). В силу ( 1) изотроnные линейно независи
мые векторы а и Ь не ортогональны, т. е. F (а, Ь)  *О. С другой стороны, 
в силу F (а, а) = F (Ь, Ь ) =0 и меем F (ra+sЬ, ra+sЬ) =2rsF (а, Ь) , а это 
и значит, что вектор ra + sЬ не изотроnен. 
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Д о к а з а т ел ь с т в о  (IV). Из  F (а,а)=F (Ь,Ь) получа ем 
F(a + Ь, а+ Ь) = 2(F(a, а)+ F(a, Ь)) = 

[7 

= 2F(a, а+ Ь) = 2(F(Ь, Ь) + F(Ь, а))= 2F(Ь, Ь +а). 

Модифицируем теперь доказательства п .  5. 
К т е о р е м  е 1 '. Прямая с, перпендикулярная двум взаимно 

перпендикулярным неизотропным прямым а и Ь , в силу (III) 
сама  не изотропна .  

К .ТI е м м е 2'а ) . Доказательство требует дополнительного 
рассмотрения в том случае,  когда векторы, ортогональные 

а и Ь, изотропны.  Тогда выберем вектор с так, чтобы а, Ь, с 
были л и нейно независимы .  Имеем F (а, са)= F (а, с) и F (Ь, са)= 
= F (Ь, с), т. е. F (а, са- с)= F (Ь, са- с)= О, т. е. са- с орто
гонален а и Ь, а з н ачит, в н ашем случае изотропен.  П р и
меняя  ( IV) к вектор а м  са и -с, види м , что вектор са- с 
ортагонален с. Зн ачит, вектор са-с ортагонален векторам  а, 
Ь, с, обр азующим б азис. Так  как  форм а F тер нарна ,  то 
са-с= О, т. е. са= с (ер . § 8, (23) ) . Отсюда а= 1 .  

Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы 2' б ) . Пусть Ь - неизотроп
ный вектор ,  перпендикулярный а (такой вектор существует з 
силу (11) ) . Тогда векторы Ьа и Ь ± Ьа ортагональны а. Разбе
рем два случая :  

С л у ч а й 1 .  Вектор а неизотропный. Вектор Ь + Ьа не соб
ственно изотропный .  Ведь будь он собственно изотропным,  он 
был бы ортагонален Ь в силу ( IV) , и тогда а, Ь, Ь + Ьа соста· 
вили бы  тройку попарно ортогональных векторов, два и з  кото· 
рых не изотропны,  а третий собственно изотропен,  что противо
речит ( I I I ) . Обозначим g =К (Ь + Ьа), есл и Ь + Ьа =F О; в про
тивном случае пусть g- прямая ,  ортогональная а и Ь. Тогда g 
неизотроп ная  (во втором случае  это следует из  ( I I I ) ). Следо
ва  rел ьно, по  лемме  1 bacrg = Ь и g пер пендикулярна  а, откуда 
aacrg =- aag =а. По лемме  2'а )  (а и Ь ортогональны, а =F О 
и вектор Ь неизотропный, зн ачит, а и Ь линейно нез ависимы) 
тогда aog = 1 ,  т. е. а= Og. 

С л у ч  а й  2 .  Вектор а собственно изотропный. Если вектор 
Ь + Ьа не изотропен, то мы можем п оложить g = К (Ь + Ьа) и ,  
как  выше, з аключить, что  а= og. Мы утверждаем , что вектор 
Ь + Ьа всегда не изотропен .  В п р отивном случае по лемме 1 
б ыл б ы  не изотропен вектор Ь- Ьа и для h =К (Ь- Ьа) м ы  
имели бы  baah =- Ь, и так  как  h ортагональна а, получили б ы  
aaah = - aoh = а. Так  как  aah переводит неизотропный вектор Ь 
в - Ь, то, согл асно относящимся к случаю 1 рассмотрениям,  
a.a h  явилось бы векоторой симметрией oz. Таким образом,  мы 
пришли бы к противоречию, ибо сим метрия относительно неиза
тропной прямой l не может перевести собственно изотропный 
вектор а в отличный от него вектор. 



8) § 9. О РТОГОН АЛЬНЫЕ ГРУ П ПЫ 207 

Д о к а з а  т е л ь с т в о т е о р е м ы 2'. Для данного а найдется 
неиулевой вектор s такой, что вектор s- sa не собственно изо
тропен .  

В самом деле, если для а существует неподвижный иенуле
вой вектор ,  то последний уже обл адает требуемы м  свойством .  
В противном случае вектор и*= и- иа обращается в нуль толь
ко при и= О.  Значит, линейное отображение и на  и* взаимно 
однозначно, а так как размернос1Ь сохраняется, то оно является 
отображением векторного простр анства на себя ; при  этом прооб
раз s произвольнога неизотропного вектора s* обладает тре
буемым свойством.  

Исходя из найденного вектора  s, мы м ожем р ассуждать, как 
прежде .  Нужно только в случае s- sa = О определить Ь как 
произвольную неизотропную и ортогональную s прямую;  она 
существует в силу (II ) .  

К т е о р е м  е 3'. Д о к а з а т е л ь с т в о сохраняется дословно.  
Из этих теорем и доказанного в п .  6 получается следующая 

теорема при произвольной тернарной форме :  
Т е о р е м а 4 . Для всякой группы О! (К, F) при характери

стике поля К, отличной от двух, и тернарной форме F справед
ливо следующее: 

Инволютивные элементы группы- это симА-tетрии ( *) отно
сительно неизотропных прямых. Всякий элемент группы пред
ставим в виде произведения двух инволютивных элементов. 
Центр группы состоит из одного лишь единичного элемента*) . 
Инволютивные элементы группы удовлетворяют условию тран
зитивности т. 

Из биинво.11ютивности вытекает, что всякий элемент а=/= 1 
группы О! (К, F) с тернарной формой является noвopoтoJrt с од
нозначно определенной осью неподвижных векторов .  В самом 
деле, если представить а в виде а= аааь, а с- прямая ,  ортого
нальная а и Ь, то Оааь переводит всякий вектор с в себя и по  
лемме  2 '  не имеет других неподвижных векторов. 

8. Законы, которым подчиняются инволютивные элементы 
группы о: (К, F) с тернарной формой, не отделяющей нуль. 
Рассмотри м  группу О! (К, F) с тернарной, но не отделяющей 
нуль фор.мой F ( см .  (3" ) ) . Из теоремы 3 § 8 и того, что групп а  
(3") п о  рождается симметриями ( *) , вытекает спра ведли�ость 
теоремы 6. 

Мы хотим установить законы, которым подчиняются инво
лютивные элементы группы ( 3") , т. е. симметрии относительно 

*) Это устанавливается с nомощью замечания к теореме 18 § 3. 
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неизетрапных прямых.  Группа  (3" ) отличается от группы  (3 ' )  с 
терна рной отделяющей нуль  формой прежде всего тем , что в ней 
не  всякие два инволютивных элемента соединимы.  Выполняется 
соотношение :  

""V. Существуют О'а, О'ь, которые несоединимы. 
Точнее, О'а и сrь несоединимы по  теореме 1 '  в том и только в 

том случае, когда а и Ь - разные неизотропные прямые, а пря 
мая  с, перпендикулярная а и Ь ,  изотропна .  Сейчас  мы сформу
лируем закон,  который скажет о весаединимых элементах боль
шее .  В силу ( 1 )  и ( 1 1 )  п .  7 верны следующие утверждения: 

( 1 )  Две разные изотропные прямые не ортогонал ьны. 
( IJ)  Три разные изотропные прямые не ко.ипланарны. 
Эти утверждения можно сформулировать в виде таких зако

нов о весаединимых инволютивных элементах :  
UV1 . Если ни О'а, О'ь, ни О'с, cr4 несоединимы, то  существует O'g 

такой , что О'аО'ьО'g и O'cO'dO'g инволютивны. 
UV2. Если ни О'а , О'ь, ни О'а, О'с, ни О'"' а4 несоединимы, то 

либо О'аО'ьО'с, либо (Ja(JbO'd, либо O'a(Jc(Jd инволютивно. 
Д о к а з  а т е  л ь  с т в о UV 1 .  По  условию существуют изотроп

ные прямые и и v такие, что и перпендикулярна  а и Ь ,  а v пер 
пендикулярна  с и d. Если и = v , то а, Ь, с, d ортагональны этой 
прямой ,  значит, компланарны ,  и наше утверждение справедливо 
по теореме 3' ( при  замене g на  а) . Если и = v,  то возьмем в ка
честве g прямую, ортогональную и и v. В силу ( 1 )  g не изотроп
на.  Так как а, Ь ,  g ортогонаJiьны и, а с, d, g ортагональны v, то 
как а,  Ь , g, та к и с, d, g компланарны .  В силу теоремы 3' отсюда 
вытекает наше утверждение.  

Д о к аз а т е л ь  с т в о UV2. По условию существуют изотроп
ные  прямые и ,  v и w такие, что и.lа, Ь; v.la ,  с; w.la, d. Так 
как прямые u, v, w ортагональны а, то они компланарны .  В силу 
( 1 1 )  они не все раз.'lичны.  Если ,  например,  и = v , то а, Ь ,  с орто
гональны этой прямой ,  а зн ачит, компланарны,  и тогда по тео
реме 3 '  О'ааьО'с инволютивно. 

Итак,  спр аведлива  
Т е о р е м  а 5. Для группы ot (К, F) над noлe.4t характери

стики =1=2 при тернарной и не отделяющей нуль форме F: 
Всякий элемент представим в виде произведения двух инво

лютивных элементов, а для инволютивных элементов выпол
няются требования Т, ""V, UV1 , UV2. 

Позже ( см .  § 1 1 ) м ы  докажем,  что, и обратно, всякая группа  
с этими  свойства ми  представима  в виде ортогональной группы 
о; (К, F) указанного вида .  

Л и r ер а т у р а к § 9. Д ь ё д о н н е (1], (3], Бэр [6], Эй х л ер [ 1], 
Ар т и н [2]. 
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§ 10. Представление метрических векторных пространсто 
и их ортогонал ьных групп с помощью 

гиперкомплексных систем 
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Теоремы V и Vl из § 9 показывают, что группа движений 
обыкновенной проективно -метрической плоскости может б ыть 
представлена как собственно ортогональная групп а  трехмерного 
метрического векторного простр анства с тернарной формой F 
над некоторым полем К. Иными словами ,  это есть групп а  авто
морфизмов некоторой векторной группы  - аддитивной группы ,  
в которой оператора ми-множителями служат элементы nоля К 
и которая «метризована» посредством формы F. Можно сделать 
еще один шаг на пути алгебраизации,  п рпвлекая к рассмотре
нию гиперкомплексную систему над К, обладающую тем свой
ством , что векторную группу можно nредставить с помощью 
аддитивной групnы гиперкомплексной системы (точнее, как не
которую подгруппу) , а собственно ортогональную группу- с по
мощью мультипликативной групп ы  гиперкомплексной систем ы  
(точнее, как некоторую фактор-группу ) . В качестве такой ги
перкомплексной системы -мы используем кватернионы над по
лем К, а если форма  F не отделяет нуль, то рассмотрим  также 
алгебру м атриц второго порядка над полем К. 

Попутно получится некий новый вспомогательный объект : 
норма собственно ортогонального п реобразования , - который  
мы используем для построения моделей нашей системы аксиом, 
т .  е. метрических плоскостей .  

Рассуждения настоящего п араграфа относятся к обыкновен
ному случаю,  т. е. к метрическому векторному п ространству без 
радикал а .  

1 .  Нормированная тернарная форма. Пусть дано трехмерное 
метрическое векторное пространство н ад п олем К характери
стики ==1=2 с терна рной сим метрической билинейной формой F. 
Если за менить форму F на  пропорциональную ей форму cF, где 
с==/=0, сЕК, то это несущеетвеннее изменение никак не скажется 
на ортогональной группе .  Для л юбой тернарной формы есть 
пропорцион альная ей  форма ,  определитель которой принадле
жит квадр атичному кл ассу вычетов {1  } . (Достаточно взять форму 
еР, где с- элемент, представляющий определитель F. ) Есл и  
определитель формы п ринадлежит классу { 1 } ,  т о  м ы  называем 
форму нормированной. 

Если форм а  F нормирована ,  а е1, е2, е3 - линейно независи
мые попарно ортогональные векторы,  то F в этом базисе имеет 
вид k,XtYt +k2Х2У2+kзХзУз. где kt = F (et. et). а п роизведение 
k1k2kз является квадратом с2==/=0 из К. Тогда в ортогональном 

14 Ф Бахма11 
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б k1k2 е Ф F азисе е1, е2, -с- 3 орма имеет вид 

f (.х, у)= k,x,y, + k2X2Y2 + k1k2ХзУз. 
где k,, k2=FO, k,, k2EK. 

[1 

( 1 )  

Т е о р е м  а 1 .  Всякая нормированная тернарная симл-tетриче
ская билинейная форма в подходяще выбранном ортогональном 
базисе илtеет вид ( 1 ) . 

В таком ортогональном базисе мы  введем векторное произ
ведение[а, Ь] векторов а иЬ, которое определяется как вектор с 
компонентами 

k2 1 :: :: 1 ' - k, 1 :: :: 1 ' 1 :: :: 1· (2) 

П р и  этом [а, Ь] =-[Ь, а] и [а, Ь] =О тогда и только тогда , 
когда векторы а и Ь линейно зависимы .  Если а и Ь ли нейно 
нез ависимы ,  то [а, Ь] представл яет однозначно оnределенную 
прямую,  ортогональную а и Ь. Спр аведливо тождество Ла
гранжа *) 

f ([а, Ь], [а, Ь] )  = f (а, а) f (Ь, Ь) - f2 (а, Ь) .  (3) 
Таким образом ,  векторное произведение нор мировано так, что 
если в екторы  а и Ь ортогональны,  то значение формы  на век
торном произведении  а и Ь равно произведению значений 
форм ы  на  а и на Ь . 

Если а, Ь и [а, Ь] не  изотропны,  то симметрия относительно 
прямой ,  представляемой вектором [а, Ь] , является соединением 
симметрий относительно п рямых, представляемых вектор ами 
а и Ь. 

З начения формы F (а, а) на  вектор ах а, пр едставляющих 
некоторую фиксированную прямую, составляют квадратичный 
класс вычетов ,  который  назыв.зется значением формы на прямой. 
Значения формы на двух прямых совпадают в том и только в 
том случае, когда векторы обеих прямых можно перевести друг 
в друга ортогональны м  преобр азованием ; в этом случае их 
можно перевести друг в друга даже симметрией (ер .  лемму 1 
§ 9 ) . Значение форм ы  на изотропной прямой равно {0}. Можно 
задаться вопросом, имеют ли  геометрический смысл другие зна
чения форм .  Ответом ,  в частности, является 

*) Известное тождество Лагранжа 
(а� + а� + аЮ (ь� + Ь� + ьЮ = (а1Ь2- а2Ь1)2 + (а2Ь3- а3Ь2)2 + 

+ (азЬ!- а 1Ьз)2 + (а 1Ь 1 + а2Ь2 + а3Ь3)2 
qолучается о1 сюда при k 1=k2=l. (Прим. ред.) 
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Т е о р е м  а 2. Пусть дано трехмерное метрическое векторное 
пространство с нормированной тернарной формой. Если значе
ние формы на некоторой прямой g равно {-1 }, то существуют 
ровно две разные изотропные прямые, ортогонал ьные g. Если 
значение формы на g равно {0}, то g- единственная изотропная 
прямая, ортогональная g. Если значение формы на g отлично от 
{О} и {- 1}, то нет изотропных прямых, которые были бы орто
гональны g. 

Д о к а з а  т е л ь с т в о. Пусть g - вектор ,  п редставляющий 
прямую g. Изотропные векторы,  ортогональные g , являются 
решениями  х = ("Х 1 ,  х2, х3) однородной системы уравнений 
f (х, х) = О, f (g, ·х) = О. Подставив в квадратное уравнение в м е· 
сто одной из неизвестных Xt, х2, Хз ее значение из линейного 
уравнения f (g, х) = О , получи м  квадратное ур авнение для двух 
неизвесrных, дискриминант которого с точностью до отличного 
от нуля квадратичного множителя равен - f (g, g). Три случая : 
когда - f (g, g) есть отличный от нуля  квадрат, когда оно р а вно 
нулю и когда это  число не равно нулю и не является квадра 
том , - приводят нас  к сформуJJированным утверждениям .  

Назовем прямую, которая ортагональна двум разным изо
тропным прямым,  секущей. Основание для этого таково:  интер 
претируя метрическое векторное простр анство с тернарной 
формой как проективно-метрическую плоскость, видим, что изо
тропные прямые (если они существуют) образуют коническое се
чение (ер. § 8) . Поэтому прямые векторного простр анства ,  орто
гональные двум разным изотропным прямым ,  ортагональны двум 
прямым конического сечения ,  т. е. пересекают коническое сече
ние в двух точках.  Теорема 2 означает тогда , что секущая- это 
прямая, значение формы на которой равно {- 1 }. 

И.шлечем некоторые следствия и з теоремы 2. 
Если  нормированна я  форм а  F не отделяет нуль, то возьмем 

изотропный вектор е2 =1= О и прямую, ортогональную прямой 
К е 2 и отличную от нее . По теореме 2 значение формы на  этой 
прямой равно {- 1} и поэтому на этой прямой существует вектор 
е1, для которого F (e1, е1) = - 1 . По теореме 2 существует изо
тропная прямая ,  ортогональная прямой Ке 1 , но отличн ая от 
Ке2, а по п .  8 § 9, ( 1 )- и не ортогональная ей .  Н а  ней есть вектор 

1 е3, дл я  которого F (е2, е3) = - 2. В б азисе е1, е2, е3 фор м а  F 
имеет вид 

(4) 

а определитель ее равен 1/4. Тогда е1, е2 + е3, - е2 + е3- орто
гональный базис, в котором F имеет специальный норм альный 

11* 
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вид ( 1 ) 
(5) 

с определителем 1 .  Итак, имеет место 
Т е о р е м  а 3. В трехмерном векторном пространстве всякая 

нормированная тернарпая не отделяющая нуль симметрическая 
билинейпая форма имеет в подходящем базисе вид (4 ) , а в под
ходящем ортогональном базисе- вид (5 ) . 

Таким образом, над полем К характеристики =1=2 имеются по 
суrцеству всего-навсего одно трехмерное метрическое простран
ство, содержаrцее собственно изотропные векторы и не содержа
щее радикал а ,  и единственная собственно ортогональн ая группа  
о; (К, F) с тернарной не отделяюrцей нуль формой F. 

Квадратичная форма F (х, х), принадлежаrцая тернарной не 
отделяюrцей нул ь  симметрической билинейной форме F (х, у), 
представляет все элементы из К. В самом деле, это сп раведливо 
уже для слагаемого- Х2Хз формы go ( х, х), а та кже для слагае
мого - х� + xj фор мы f0(x, х). В силу тождества 

c=-(l�cY
+
(I�cy 

всякий элемент из  К можно представить в виде разности двух 
квадратов из К. 

Если  фор м а  отделяет нуль,  то все обстоит совсем иначе. Само 
уже суrцествование отделяюrцей нуль терн арной формы является 
сильным требованием,  налагаемым на поле  К. Принадлежаrцая 
форме квадратичная форма  в силу теоремы 2 не представляет 
элементы квадратичного кл асса вычетов {-1 }. Это можно выра� 
ЗИТЪ так :  

Т е о р е м  а 4 .  Если квадратичная фор.ма 
k1хт + k2x� + k1k2x�, где kp k2 =/= О, kl' k2 Е К, (6) 

в поле К представляет нуль лишь тривиальным образом, то и 
фор.ма 

(7) 

в поле К представляет пуль лишь тривиальным образом. 
Теореме 4 можно дать и иное д о к а з а т е л ь с т в о. 
Заметим сначала следующее. Всякая квадратичная форма с коэффициен

тами из поля К. вместе с любым ЭJiементом aEJ( представляет также всякий 
элемент из квадратичного класса вычетов {а}, т. е. при а =1= О представляет 
и 1/а. Отличные от нуля элементы, представимые квадратичной формой, со
ставляют м ультипликативную группу, поскольку форма представляет 1, 
а произведение двух значений формы само является значением формы. Это 
справедливо для всякой бинарной квадратичной формы 

YI + kiy�. (8) 
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То, что произведение двух значений формы само является значением формы, 
видно из известного тождества :  

(а�+ k1aiO (ьт + k1Ь�) = (а1Ь1- k1а2Ь2)2 + k1 (а1Ь2 + а2Ь1)2• 

Так как форма (6) k1хт + k2 (х� + k1xiO по условию представляет нуль 
лишь тривиальным образом, то форма (8) представляет нуль лишь три

kt виальным образом, а элемента -
k2 

она не представляет. Так как она пред-

ставляет kt, то она не представляет- k2• 
Пусть теперь форм а (7) представляет нуль:  

(с�+ k1ст) + k2 (с�+ k1ciO =о. (9 ) 

Тогда с�+ k1 с�= О, ибо в противном случае число -k2 представлялось бы 
в виде частного двух элементов, представимых формой (8) , а значит, и само 
представлялось бы формой (8) . Поэтому в (9) с�+ k1c� =О и с�+ k1ст =О, 
а так как форма (8) представляет нуль лишь тривиальным образом, то 
Co=Ct =с2=Сз=О. 

2. Кватернионы. Пусть К - поле ха рактеристики =/=2,  а k1 , 
k2EK и отличны от нуля и друг от друга . Кватернионы (обоб
щенные) 

( 1 0) 

с указанной ниже ассоциативной таблицей умножения б азисных 
элементов 1 , е 1, е2, ез образуют гиперкомплексную систему над 
К, так называемую систему кватернионов Q ( К; k1, k2): 

поненты 

Назовем 

ei 
е2 
ез 

1 � � ез 

ei е2 ез 
ei - kl ез - kie2 
е2 - ез - k2 k2ei 
ез kie2 - k2ei - klk2 

а0Ь0 - k1a1b1 - k2a2b2 - k1k2a3b3, 1 
а0Ь1 + а1Ь0 + k2a2b3 - k2a3b2, 

а0Ь2 + а2Ь0 - k1a1b3 + k1a3b1, 
а0Ь3 + а3Ь0 + а1Ь2 - а2Ь1• 

(11) 

а = а0 - а1е1 - а2е2- а3е3 (12) 
кватернионом, сопряжен.н.ым а. Справедливы тождества 

(13) 
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Таким образом , взятие сопряженного элемента представJ1яет со
бой инволютивный антиавтоморфизм системы кватернионов . 

Следом кватерниона а назовем число 

а+ а= 2ао , 

а его нор.мой f (а, а) число 

аа = аа =а�+ k1ат + k2a� + kЛа5. 

При этом спр аведливо следующее правило норд: 

f (а�, а�)= f (а, а) f (�, М, 

( 1 4) 

(15) 

(16) 

ибо а�а� = а��а = аа · ��. так  как  �� как элемент из К, ком мути. 
рует со всяким кв атернионом. 

Если f (a, а ) =0, то а- делитель нуля .  Если f(rx, а) =;ЬО, то 
у а есть обр атный  кватернион 

а-1 =-а- (17) 
f(a, а) · 

Кватернионы с иенулевой нормой образуют группу по умно
жению,  называемую мультипликативной гpynnCJй системы ква
тернионов. 

Система кватернионов Q (К; k 1 ,  k2) совместно с кватер нарной 
формой норм 

1 - - 1- -
f (а, �) = 2 (а� +�а) = 2 (а�+ �а)= 

= а0Ь0 + k1a1b1 + k2a2b2 + k1k2азЬз, ( 1 8) 
рассм атриваемой как симметрическая билинейная фор ма, яв
ляется четырехмерным метрическим пространством. f(a, �) 
равна  половине следа любого из произведений а�, �а, aj:\, f\U. 

Обратим внимание н а  трехмерное подпространство кватер
нионов со следом нуль, н а  так называемые «чистые» кватер
нионы: 

а= а1е1 + а2е2 + а3е3 ( 1 9) 

с терн арной симметрической билинейной формой 

1 f (а, Ь) =- 2 (аЬ + Ьа) = k1a1b1 + k2a2b2 + k1k2a3b3• (20) 

f(a, Ь) отличается от половины следа произведения аЬ множи
телем -1. Ортогональность двух чистых кватернионов а и Ь 
означает, что аЬ = - Ьа; изотропны те чистые кватернионы, 
норм а  f (а, а) которых обращается в нуль. 
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Н азываем как  обычно,  для произвольнаго кватерниона  а 
1 -

половину его следа 2 (а+ а)= а0 скалярной частью кватерниона, 
1 -

а чистый кватернион -2 (а-а)= а1е1 + а2е2 + а3е3 - векторной 
частью кватерниона .  

Для чистого кватерниона а имеем  f (а, а) =-а2: квадрат чи
стого кватерниона содержится в поле К. Кроме чистых кватер
нионов, этим свойством обл адают только сами элементы поля К. 

Всякий кватернион представим в виде произведения двух чи
стых кватернионов. В самом деле, если у=с0+ с, то существует 
чистый кватернион х, для которого f (с, х) =О, а f (х, х) =1= О ( ер .  
п .  7 § 9, ( 1 1 )  или теорему 2 этого пара графа ) . Обозначив такой 
кватернион через Ь, видим ,  что произведение уЬ,  а значит, 

- f(�� Ь) = Vb-1- также чистый кватернион .  Полагая Vb-1 =а, 
получ аем v = аЬ. 

Два кватерниона с иенулевой векторной частью коммутируют: 
а;�=�а - тогда и только тогда, когда их векторные ч асти про
порциональны .  Лишь элементы поля К коммутируют со всеми 
кватернионами .  

Теперь рассмотрим  собственно ортогон альную группу ot (К, f) 
векторного пространства чистых кватернионов .  Симметрия отно
сительно неизотропного вектора  а (т .  е .  относительно прямой 
Ка) по формуле ( *) § 9 имеет вид 

* 2f(x, а) ха +ах а а х = -х + f(a, а) а= -х + а2 а= - х + 8J а+ а2 ха, 
т. е .  

х* = а-1ха, где f (а, а) =1= О. (2 1 )  
Значит, кватернион, симметричный данному кватерниону от
носительно третьего кватерниона а, - это образ данного кватер
ниона при внутреннем автоморфизме, порожденно.м третьим ква
тернионом а. Это отображение совп адает с внутренним автомор
физмСiм ,  порожденным кватернионами  вида са, где c=FO, сЕК, 
и только ими .  

(То, что отображение (21) является симметрией относительно 
а, можно установить и непосредственно из того,  что оно явля�т
ся линейным преобразованием векторного пространства ,  из того ,  
что а .. = а, и из того, что для л юбого вектора х, ортогональ
ного а, его образ  х* = а-1ха = а-1 (-ах)=-х.) 

Так как всякое собственно ортогональное преобр азование 
можно в силу теоремы 2' § 9 представить в виде произведения 
двух симметрий,  то его можно за писать в виде 

х*=Ь-1а-1хаЬ (f(aa),f(b,b)=F-0), (22) 
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и в виде 
(f (V, V) =1= 0). (23) 

Как и выше, это отображение задается всеми кватернионами су, 
где c=FO, сЕК, и только ими. Обр атно, так как всякий кватер 
пион с неиулевой нормой можно представить в виде произве
дения двух чистых кватернионов с иенулевыми нормами,  то 
отображение (23) при  любом у, где f (y, у) =FO, является соб
ственно ортогональным преобразованием . Итак, в векторном 
пространстве чистых кватернионов собственно ортогональные 
преобразования - это внутренние автоморфизмы, которые па
рождаются кватернионами с ненулевой нормой. Таким образом, 
мы доказали ,  что справедлива 

Т е о р е м  а 5. Собственно ортогональная группа О! (К, f) 
проrтранства чистых кватернионов системы кватернионов 
Q (К; k1, k2 ) изоморфна фактор-группе мультипликативной груп
пы системы кватернионов по ее центру (мультипликативной 
группе поля К) .  

Отобр ажение (23) переводит все чистые кватернионы, про
порциональные векторной части у,- т. е. некоторую прямую век
торного простр анства - в себя. Это прямая,  каждый вектор ко
торой неподвижен, определен а однозначно, поскольку отобра
жение отлично от тождества .  Если оно з аписано в виде (22 ) , то 
эта прямая ,  кажды й вектор которой неподвижен, представляется 
чистым кватернионом [а, Ь] в силу тождества 

1 1 аЬ = 2 (аЬ + Ьа) + 2 (аЬ -Ьа), (24) 

указывающего разложение произведения аЬ двух чистых ква
тернионов на  два слагаемых: на  скалярную часть, равную 

1 
- f (а, Ь ), и на  векторную часть 2 (аЬ -Ьа), которая как раз и 
представляет определенное в п .  1 векторное произведение [а, Ь]. 
Попутно из (24 }  в силу правила норм сразу получается тожде
ство Л агранжа : 

f (а, a) f (Ь, Ь) = f (аЬ, аЬ) = f2 (а, Ь) + f ([а, Ь], [а, Ь] ) . (25) 

Если тернарпая метрическая форма (20) пространства чистых 
кватернионов из  систем ы  кватернионов Q (К; k1, k2 ) отделяет 
ну.'lь, то по  теореме 4 и кватернарная форма  норм ( 18) системы 
кватернионов отделяет нуль. Тогда система кватернионов ока
зывается телом (некоммутативным) , ибо мулыипликативная 
группа  в этом случае состоит из всех отличных от нуля кватер
нионов. 
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Теперь р а ссмотрим произвольвое трехмерное метрическое 

векторное пространство с терн арной формой над полем К. Нор
мируем форму и выберем ортогональный базис ,  в котором она  
имеет вид ( 1) , что возможно в силу теоремы 1. Тогда это  век
торнос пространство можно представить в виде векторного про
странства чистых кватернионов системы Q (К; k1, k2) кватернио
нов ; собственно ортогональная группа данного векторного про
странства представится группой внутренних автоморфизмов 
чистых кватернионов, определяемых произвольными кватернио
нами из Q (К; kt. k2 ) с иенулевой нормой. Итак,  пару - вектор
ная  группа и собственно ортогональная группа  метрического 
векторного пространства - можно представить аддитивной и 
мультипликативной группами системы кватернионов: 

Т е о р е м  а 6. Всякая группа ot (К ,  F) при поле К характе
ристики =1=2 и тернарной фор.ме F изоморфна фактор-группе 
мультипликативной группы системы кватернионов над К по ее 
центру. 

При кватернионном представлении каждому собственно орто
гональному преобразованию у сопоставляются четыре однород
ных параметра rco, rc1 , rc2, rсз из поля К ( r=I=O). Если у- не  
тождественное преобразование и рассматривается как  поворот 
(теорема 4 § 9) , то t· (ci, с2, сз) - вектор ,  представляющий ось 
вращения,  а с0 - параметр поворота, отнесенный  к неподвиж
ному вектору (с 1 , с2, сз) ( неподвижному вектору r(c1 ,  с2 ,  с3) 
отвечает параметр rc0 поворота ) .  Параметр поворота для инво
лютивного поворота р авен нулю. 

В абелевой подгруппе,  образованной поворотами вокруг од
ной и той же оси, п ар аметры поворота, отвечающие фиксиро
ванному вектору с ,  представляющему ось,  скJi адываются по  пра. 
вил у 

с0с� - f (c, с) 
с0+с� (26) 

как можно усмотреть из выражения для произведения соответ
ствующих кватернионов. Для любого собственно ортогональ
ного преобразования у можно указать параметр поворота , если 
представить у в виде произведения двух симметрий .  Если век
торы а и Ь представляют оси симметрий ,  то по  (24 ) - f (а, Ь) 
есть параметр поворота, принадлежащий неподвижному вектору 
[а, Ь] .  

Если К - поле вещественных чисел и k1 = k2 = 1,  то группа 
ot (К, /1) при / 1  (х, у)= х1у1 + Х2У2 

+ х3у3- это r руппа поворотов 
вещественного евклидова пространства вокруг фиксированной 
точки. Ес.'lи представить ось поворота единичным вектором с, 
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u t 1't то принадлежащи и ему пара метр поворота равен + с g 2, где 

tt- угол поворота .  Эта группа  представляет одновременно груп
пу движений вещественной элл иптической шюскости. 

3 а д а ч и. 1 .  Для произведения двух кватернионов справедлива фор
мула 

(а0 + а)(Ь0 + Ь) = а0Ь0 - f(a, Ь) + а0Ь + Ь0а +[а, Ь). 
2. Полная ортогональная группа OJ(K, f) векторного пространства чистых 

кватернионов состоит из отображений (23) и отображений х* = у-1ху, где 
f(y, у) =1= О. Она nорождается своими инволютивными элементами. Сформули· 
ровать законы, которым nодчиняются ее инволютивные элементы. 

3. Норма собственного ортогонального преобразования. Нор
ма  кватернионов f (а, а) гамаморфно отображает систему ква
тернионов на  подгруппу м ультишrикативной группы поля К; при 
этом центр группы кватернионов отображается на  группу uтлич 
ных от  нуля квадратов поля К. Следовательно, фактор -группа 
мультипликативной группы системы кватернионов по ее центру 
отображается на подгруппу  мультипликативной группы квадра 
тичных классов вычетов ( отличных от  {О}) поля К .  

Из  представления собственно ортогональной группы кватер
нионами  (теорема 6) следует 

Т е о р е м  а 7. Каждому элементу а из группы о; (К, F) (где 
F- нормированная тернарпая форма) отвечает отличный от {О} 
квадратичный класс вычетов из К- это норма F(a). Норма зада
ет го.моморфное отображение группы о; (К, F) на подгруппу муль
типликативной группы квадратичных классов вычетов поля К. 

Д.'IЯ инвол ютивного собственно ортогонального нреобр азова
ния ,  т. е. симметрии ag относите.1ьно непзотроп ной прямой g, 
норма F (ag) совпадает с введенным в п .  1 значением формы на 
прямой g. Для произвольнаго собственно ортогонального преоб
разования а, если оно представлено произведением а1 а2 двух 
симметрий (теорема 2' § 9 ) ,  имеем 

(27) 

Таким образом ,  понятие нормы собственно ортогонального 
преобразования не зависит от выбора системы кватернионов и 
базиса векторного п ространства .  

Из  теоремы 7 и леммы 1 § 9 получаем : нормы двух симмет
рий  равны в том и только в том случае, когда эти симметр ии  со
пряжены в груп пе о; (К, Р) (одно получается из другого вну1рен
ним  автоморфизмом ) ;  разбиение симметрий на  классы по их 
норм а м  оказывается р азбиением их на  кл а�.:сы сопряженных сим 
метри й . 
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Ядро гомоморфизма ,  осуществляемого нормой F ( a) , состоит 

ИЗ собствеННО ортОГОНаЛЬНЫХ преобразований ,  норма  КОТОрЫХ 
равна кл ассу { 1 } отличных от нуля квадратов. Этот нор мальный 
делитель можно характеризовать чисто теоретико-групповым 
образом : 

Т е о р е м  а 8. В группе О� (К, F) с нор.Аtированной тернарной 
формой F элементы, норма которых равна { 1 } ,  образуют нор
мальный делuтель. Этот нормальный делитель  состоит из тех 
элементов группы, которые являются квадрата.ми. Он является 
КОМ.Аtутантом группы о �  (К, F) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о.  Если а -квадр ат, то F (a) = { 1 }. Об
ратно, если F ( a) = { l } , то ,  представляя а в виде п роизведения 
а1 а2 двух симметрий ,  получаем F (a1 ) F (a2) = { 1 } ,  т. е . F (a1 ) = 
= F ( а2) . Следовательно, существует симметрия а такая , что 
ау = а2. Значит, а= о1о2 = а1ау = (а1о)2, т. е .  а - кв адр ат. 

Очевидно, что всякий коммутатор а �а- 1 �- 1 имеет норму { l }. 
Обр атно, как уже показано ,  всякий элемент а при F ( a)  = { l }  
предста вляется в виде а = а1аа1а, т. е . является коммутатором . 

Следует отметить два утверждения,  содержащиеся в теоре
ме 8. В метрическом пространстве с нормированной тернарной 
формой F значение фор м ы  на  п рямой равно { 1 } тогда и только 
тогда, когда сим метрия относительно этой прямой является 
квадр атом ,  т . е . когда инвол ютивный поворот вокруг этой  пря-
мой «можно делить пополам». В группе О� (К, F)  всякое п роиз· 
ведение квадратов является квадратом. 

3 а д а ч и .  1 .  В силу теоремы 8 для каждого кватерниона <Х, норма ко
торого f (<X, а) является отличным от нуля квадратом, существует кватер
нион �. квадрат которого пропорционален <Х. Указать этот кватернион �. 

2. В любой группе всякий коммутатор представим в виде произведения 
квадратов ;  в любой группе, порождаемой своими инволютивными элемен
тами, всякий квадрат представим в виде произведения коммутаторов. Таким 
образом, в любой группе коммутант содержится в подгруппе (являющейся, 
кстати, нормальным делителем) ,  порожденной квадратами. В любой группе, 
порожденной своими инволютивными элементами, оба эти нормальных дели
теля совпадают. 

3. Существует группа О� (К, F ) ,  в которой ни один инволютивный эле
мент не является квадратом. Тогда ее нормальный делитель, указанный в 
теореме 8, не содержит ни одного инволютивного элемента. Пример таков. 
Пусть К= Ко - поле рациональных чисел, а F - нормированная форма 
2х1у 1 + 5х2у2 + \Охзuз. Тогда квадратичная форма 2xf + 5х� + I Ox� не nредстав
ляет в Ко единицы. 

Да лее, О� (К, F) всегда обладает указанным свойством, если -1 яв
ляется квадратом в К, а форма F тернарва и отделяет нуль. 

4. Матрицы второго порядка над К. Линейная группа L2 (К) . 
Рассмотри м  алгебру всех матриц �( второго порядка н ад 
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rюлем К характеристики =1=2. 
нулЮ, м ы  запишем в виде 

Матрицы, след которых равен 

A = ( al  
аз 

(28) 

Они обр азуют трехмерное векторное пространство. В качестве 
метрической форм ы  этого векторного простра нства возьмем 
ту симметрическую билинейную форму, которой соответствуе г 
квадратичная  форма ,  сопоставляющая каждой матрице д ее 
определитель det д , т. е. форму 

(29) 

Это есть тернарпая  фор ма ,  не  отделяющая нуль.  Изотропны ми 
являются м атрицы д при  det д = О. g0 (д, В) отличаегся множи
телем - 1 от половины следа п роизведения АВ (или Вд). Так 

1 
как  - 2 (АВ + В д) отличается от g0 (д, В) только м ножителем 

(единичной м атрицей), то д и В ортагональны в том и только 
в том случае, когда Вд = - АВ.  

Как в п .  2, устанавливается, что  собственно ортогональные 
преобр азования векторного пространства м атриц с нулевым сле
дом - это отображения 

х* = �x�-l ' где det � =1= 0. (30) 

В частности, отображения 

х* = АХд- 1 (det д =1= О) (3 1 )  

являются симметриями относительно д .  
Поэтому  собственно ортогональная группа векторного про

странства .матриц с нулевым следоJи. изоморфна фактор-группе 
мультипликативной группы всех м атриц второго порядка с от
личным от нуля определителем по  ее центру, который состоит из 
м атриц, пропорциональных единичной м атрице ; иными словами,  
она изоморфна группе L2 (К) . 

Если м атрицу � записать в виде 

� = ( а0 + а1 а2 ) 
аз а0 - а1 

(32) 

и р азложить ее в виде � = а0(§, + д (здесь (§, - единичная матри� 
ца ) , то видно, что д - неподвижный вектор «поворота» (30) ,  и 
поскольку д - не нулевая м атрица ,  то ао - отвечающий этому неподвижному вектору �шараметр поворота». 
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Пусть теперь над полем К задано произвольнос трехмерное 
метрическое векторное пространство с тернарной не отделяю
щей нуль формой F. 

Нормируем форму F и выберем базис ,  в котором она имеет 
вид (4 ) . Если каждому вектору с компонентами а 1 ,  а2, а3 сопо
ставить матрицу (28 ) , то д анное векторное простр анство пред
ставится в виде векторного пространства м атриц второго поряд
ка над К с нулевым следом .  Собственно ортогональная группа  
данного векторного пространства представится тогда группой 
внутренних автоморфизмов м атриц с нулевым следом,  опреде
ляемых произвольной невырожденной матрицей второго поряд
ка над К. В частности, имеет место 

Т е о р е м  а 9. Группа о; (К, F) при характеристике поля К, 
отличной от 2, и форме F, тернарной и не отделяющей нуль ,  изо
морфна линейной группе L2 ( К) .  

Если F нормирована ,  то норма  собственно ортогонального 
преобр азования по построению р авна  определителю соответ
ствующего элемента из групп ы  L2 (K) - некоторому отличному 
от {О} квадр атичному классу вычетов из К. 

Способом, указанным в п. 2, можно представить данное векторное про
странство с не отделяющей нуль формой F и ее собственено ортогональную 
группу также посредством элементов системы кватернионов Q (К, - 1 ,  - 1·) *) , 
если нормировать F и исходить из ортогонального базиса, в rютором она 
имеет вид (5) . 

Если сопоставить каждому кватерниону 
1 1 1 1 а = а0 + а1 е 1 + а2е2 + а3е3 

системы кватернионов Q (K, 1 , - 1 )  матрицу 

5Л = ( а� + а� а� - а� ) 
1 1 ' 1 , 

а2 + аз ao - a i 

(33) 

(34) 
то ( как легко проверить непосредственно) система кватернионов изоморфно 
отобразится на алгебру матриц (34) второго порядка. Правому умножению 
кватернионов отвечает левое умножение матриц. (Если заменить матрицу � 
транспонированной матрицей & ' ,  то порядок сомножителей в системе кватер
нионов и алгебре матриц будет одинаковым.) След и норма кватерниона а 
равны следу и определителю матрицы &. 

Поэтому векторы данного векторного пространства представляются м а Г •  
рицами (34) нулевого следа, т .  е. матрицами ( а� а� - а� ) А =  1 1 1 • а2 + аз - al 

*) Кватернионы Q (K, - 1 ,  - 1 )  с нормой 
аа =- а2 - а2 - а2 + а2 

о 1 2 3• 

(35) 

где а= а0 + а 1е 1 + а2е2 + а3е3 , часто называют также псевдокватернионаАСu 
или расщепленныАСu кватернионами, (ПриАС. ред. )  
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а собственно ортогональные преобразования данного векторного простран
ства - внутренними автоморфизмами этих матриц, определяемыми произволь
ными невырожденными матрицами (34) .  Если обозначить 

(36)  

то это означает для данного векторного пространства переход от  формы fo 
вида (5) к форме go вида (4) , (29) , а для матриц - переход от (35) и (34) 
к (28) и (32) . 

В силу теоремы V I  § 9 можно так переформулировать тео
рему 9: 

Т е о р е м  а 9'. Группа движений гиперболи ческой проективно
Аtетрической плоскости изоморфна линейной группе L2 (К) , где 
К - координатное поле проективной плоскости. 

Вернемся теперь к плоской проективной геометрии ,  чтобы 
усмотреть этот изоморфизм из других соображений.  

Абсолютны й  поляритет данной проективно-метрической пло
скости имеет фундаментальную кривую, которой является неко
торое коническое сечение. Выберем подходящий координатный 
треугодьник, точки (0 ,  1, О)  и (О ,  О, 1 ) которого принадлежат ко
ническому сечению, а точка (1, О, О) является полюсом соеди
няющей их прямой (ер .  построение фор мы go в п .  1) . Тогда 
уравнение конического сечения примет вид 

Уравнение 
(37) 

(38) 

сопоставдяет каждой точке Х = (х1 . х2, Хз ) конического сечения, 
где x3 =;t-0, некоторый параметр х. Для точки конического сечения, 

в которой x3=F-O,  этот параметр равен х = � , а для точки (0 ,  1 ,  О) 
Хз 

положим Х = оо . Таким образом удается градуировать кониче
ское сечение: каждой его точке ОJ(Нозначно сопостав.Тi яется эде
мент поля К, вкл ючая символ оо. 

Рассмотрим взаимно однозначные отображения множества 
точек конического сечения н а  себя, задаваемые дробно-линей
ными преобразованиями параметра х: 

* ах+ Ь х = --cx +d '  

где а, Ь ,  с, dEK и ad - bc::;t-0, а для оо 
гл ашения : 

Если с =  О, то 

Если: c =F O, Т() 

х* = оо при  х = оо .  

* а 
х = -' при х = оо и 

(39) 

собдюдены обычные со-

х* = оо nри d х = - -с • 
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Преобразования ( 39)  обр азуют группу, изоморфную группе 

L2 (К) . Преобразование  (39)  инволютивно тогда и только тогда ,  
когда d=-a ( е р .  формулу (1 )  из п .  5 § 8 ) . 

Пусть дано uнволютuвное отобр ажение ( 39) конического се
чения на себя. Ср авним его с гармонической гомологией, центр 
А = (а , Ь , с ) которой не принадл ежит коническому сечению,  а 
осью является поляра  точки А .  Гармоническая гомология пере
водит коническое сечение в себя.  Если Х* - образ Х при  (39) , 
то точки А , Х, Х* коллинеарны (вычислением нроверяется , что 
определитель,  составленный  из их координат, р авен нулю ) . Та 
ким образом, инволютивное отображение (39 )  и гармоническая 
гомология на  коническом сечени и  всюду совпадают. 

Итак, на  коническом сечении  совпадают инволютивные ото
бражения (39)  и порождающие симметрии группы движений 
проективно-метрической плоскости, а значит, и произведения  ин
волютивных отображений  (39) и движения проективно-метриче
ской плоскости.  А так как группа  преобр азований  (39)  пора
ждается своими  инвол ютивными элементами  (п .  5 § 8 ,  з адача 1 ) ,  
то на коническом сечении отображения (39)  и движения проек
тивно-метрической плоскости совпадают. . 

Окончательно, так как проективная коллинеация ,  переводя
щая коническое сечение в себя,  однозначно определяется ото
бр ажением,  которое она индуцирует н а  коническом сечении ,  м ы  
устанавливаем изоморфизм между группой преобразований  (39 )  
и груnпой движений  проективно-метрической плоскости. 

Теорема 9' выражает то обстоятельство, что в проективной 
плоскости группа  тех проективных коллинеаций ,  которые перево
дят коническое сечение в себя, изоморфна группе проективных 
преобразований на прямой.  

5. Построение метрически-неевкл идовых групп  движений. 
Снова рассмотрим группу ot (К, F} с терна рной формой F, СЧИ• 
тая характеристику поля =1=2. Такая группа ,  р ассматриваемая 
совместно со  своими инволютивными элементами  (симметрии (-и- )  
из § 9)  в качестве системы образующих, удовлетворяет нашей 
системе аксиом п . 2 § 3 в том и только в том случае, если F от
деляет нуль. Тогда она оказывается эллиптической группой дви· 
жений  (ер .  п .  1 § 9) . 

Возможно, что в группе О! (К, F} удастся выбрать собствен· 
ное подмножество инвол ютивных элементов , которое также по
рождает группу, причем групп а  с этой системой образующих 
удовлетворяет нашей системе аксиом и тем самым также яв· 
ляется метрически-неевклидовой группой движений ,  но уже  не 
эллиптической. 

Как мы покажем, это будет всегда при пользовини и  нормой 
(см .  теорему 7) , когда поле К упорядочено, а форма  F неопреде-



224 ГЛ.  III .  П РОЕI(ТИВНО-МЕТРИЧЕСJ<МI ГЕОМЕТРИЯ [5 

ленная, т. е. когда квадр атичная форма  F (х, х) представляет 
как положительные,  так и отрицательные элементы из К.  

Есл и  К упорядочено, а Р не отдеJiяет нуль, то фор ма F 
всегда неопределенная (ер .  п .  1 ) .  Примерами неопределенной 
отделяющей нуль фор м ы  служат формы  вида 

(40) 
над полем рациональных чисел ,  если k - положительное целое 
р ациональное число и k = З (mod 4 ) . Действительно, если бы 
х� - kx� - kx� представлял а нуль  нетривиальным обр азом . то су
ществовали бы целые р ациональные числ а  с 1 , с2, сз , не все чет
ные ,  для которых ст - kc� - kc� = О. Но для це,r iЫх рациона.Тi ьных 
чисел с 1 , с2, с3, которые не в се четны,  не может выполняться 
даже равенство ст - kc� - kc� = О (mod 4) * ) . 

Т е о р е м  а V I I .  Пусть К- упорядоченное поле, а F - норми
рованная тернарная неопределенная си.м.метрическая билинейпая 
форма. Инволютивные элементы ( сиюиетрии ) группы ot (К, F) 
с отрицательной нормой образуют систему образующих группы. 
Группа ot (К, F) с этой системой образующих является метри
чески-неевклидовой неэллиптической группой движений. 

Доказательству теоремы VI I мы предпошлем два заме
чания.  При указанных условиях в метрическом векторном про
странстве 

( 1 )  из трех значений формы на трех разных попарно ортого
нальных прямых одно всегда положительно, а два другие отри
цательны. 

Д о к а з  а т е л ь с т в о. Пусть прямые представляются векто
р ами  а1 , а2, аз, а форм а  F отнесена к ортогональному базису 
а1,  а2, аз. Тогда она имеет диагональный вид, коэффициентами 
которого служат значения F (а1 , а1) формы F. Так как эта форма 
нормирована ,  то произведение этих трех значений  формы яв
л яется от"1ичным от нуля квадр атом ,  т . е. по.Тiожительно. Если 
бы они все три были положительными ,  то всякому отличному от 
нуля вектору отвечало бы положительное значение формы, что 
nротиворечит неопределенности F. Поэтому остается только та 
возможность, когда из  значений формы F (а1 , at) одно положи
тельно ,  а два других отрицательны.  

( 1 1 )  Всякой прямой, ортогональной прямой с положительным 
значением формы, отвечает отрицательное значение формы. 

*) Поскольку k==3==- 1 (mod 4), то ci - kc� - kc�==ci + с� + с� (mod 4) ; 
далее, считая числа с 1 ,  с2, с3 це.'Iыми (т. е. освобождаясь от дробей) , 
мы имеем cj=O  (mod 4), если с 1 четно, и с1 !:Е 1 (mod 4) ,  если с1 н ечетио 
(i - 1 , 2, 3) ,  откуда и следует требуемое утверждение. (Прим. ред.) 
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Д о к а з  а т е л ь с т в о. Если  дана прямая с положительным 

значением формы,  то  среди ортогональных ей прямых по теоре
ме 2 нет изотроnных ,  т. е .  нет прямых,  значение формы на  кото
рых равно {0}, а в силу ( I )  нет и прямых ,  которые имели бы по
ложительное значение формы.  

Д о к а з  а т е л ь  с т в о т е о р е м ы .  Для доказательства утвер
ждения о системе образующих достаточно в силу теоремы 2' § 9 
доказать, что всякая симметрия с положительной нормой пред
ставима в виде произведения двух сим метри й  с отрицательной 
нормой. Пусть ас - симметрия ,  где F ( ас) >0. В ыберем в вектор 
ном пространстве две прямые а и Ь ,  ортогональные с и друг 
другу. По ( 1 1 )  значения формы на  а и Ь отрищнельны.  Итак ,  
существуют симметрии аа и аь , для которых F ( аа) , F ( аь ) < О, а 
по теореме 1 '  § 9 тогда ас = аааь . 

Систем а обр азующих инвариантна .  Следовательно, основное 
допущение нашей систем ы аксиом выполняется . И нвол ютивные 
произведения двух образующих ( «центр альные симметрии»  в 
смысле системы аксиом ) - это отражения с положительной 
нормой.  

Теперь надо показать, что выполняются аксиомы.  
А к с и о м а  1 .  Пусть F (aa ) , F ( аь ) >О. Тогда существует пря 

мая  с векторного простр анства ,  перпендикулярная прямым а и 
Ь. По ( 1 1 )  зна чение формы  н а  с отрицательно.  Тогда существует 
симметрия ас, для которой F ( ac) < O, а по теореме 1 ' § 9 аа, аь \ О'с. 

А к с и о м а 2 и а к с и о м а - R. Аксиомы означают, что со
единения двух разных симметрий однозначны.  В трехмерном век
торном пространстве с тернарной формой существует не более 
одной неизотропной прямой ,  перпендикулярной двум данным 
прямым . В силу теоремы 1 '  § 9 поэтому всякие две разные сим
метрии  имеют не более одного соединения.  

А к с И о м ы  3 и 4. Пусть F (а а) ,  F (аь), F (ас) <  О и О а, аь, Ос 1 Og. 
По теореме 1 ' § 9 прямые а, Ь ,  с векторного простр анства при
надлежат плоскости,  перпендикулярной прямой g. Следователь
но ,  их произведение аааьас по теореме 3'  § 9 является отраже
нием O'd; по теореме 7 

F (аааьас) = F (а а) F (аь) F (ас) <  О, т. е. F (ad) < О. 

Выполнение а к с и о м ы  D провернется без затруднений .  
А к с и о м а "' Р .  Равенство аааьас = 1 при  F ( аа ) , F (аь ) , F(ac) < O  

невозможно, ибо тогда F (аааьас) < О, тогда как F ( 1 )  = { 1 }. 
Теперь теорема доказана полностью. Собственно ортого

нальные преобразования с положительной нормой - это соб
ственные движения ;  с отрицательной нормой - зеркальные дви 
жения . 

15 Ф. Б а х м а и  
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Содержание этой теоремы для с.ТJучая не отделяющей нуль 
формы можно пересказать в силу теоремы 9 так :  

Т е о р е м  а V I I I .  В группе о; (К, F) над упорядоченным по
лем К инволютивные элементы с отрицательным определителем 
составляют систему образующих. Группа ot (К, F) с этой си
стемой образующих является метрически-неевклидовой нсэллип
тической группой движений. 

В этой группе  движений выполняются и дополнител ьные ак
сиомы V* и Н ,  посредством которых мы  определим в § 1 4  гипер
болическую группу движений. 

Если в случае  не отделяющей нуль фор мы интерпретировать 
метрическое векторное пространство над упорядоченным nолем 
как упорядоченную п роективно-метрическую плоскость, то сим
метриям векторного простр анства отвечают гармонические гомо
логии, центр и ось которых полярны по  отношению к абсолютно
му  коническому сечению.  В CИJIY нашей теоремы гармонические 
гомологи и  подр азделяются на  «осевые симметрии» в смысле 
нашей системы аксиом (образующие группы)  и на  «центр аль
ные симметрии» ( произведения п а р  образующих) . Гармониче· 
ская гомология относится к первому классу, если ось ее содер · 
жит внутренние точки конического сечения ,  и ко второму, если 
центр ее является внутренней точкой конического сечения. 
В силу теоремы VI I I  на  всякой упорядоченной проективной пло
скости существует «модель Клейна» нашей системы аксиом. 

В случае отделяющей нуль формы теорема VI I приводит к 
подэллиптической группе движений. Ведь при  отделяющей нуль 
форме  F группа ,  в которой все инволютивные элементы соста
вляют систему образующих, является эллиптической группой дви
жений (теорема 5' § 9 )  и ,  как л егко видеть, вообще справедлива 

Т е о р е м  а 10. Если (®, е) - эллиптическая группа движе· 
ний, а (®, ei'), где �' с ei, удовлетворяет системе аксиом п. 2 
§ 3, то (®, 6') является подэллиптической группой движений . 

Л и т е р  а т у р а  к § 1 0. К э л и [ 1 ] , В е б л е н и Ю н  г [ 1 ] ,  В и т т [ 1 ], 
К о к с т е р  [ 1 ] , Д ь ё д о н н е [ 1 ] ,  [3], Э й  х л е р  [ 1 ] ,  Ш е в а л л е [ 1 ] , А рт и н [2] .  О кватернионах : Д и к с о н [ 1 ] , Д о й  р и н г [ 1 ] . 

§ 1 1 .  Группы движений гиперболических 
проективно-метрических плоскостей 

как абстрактные группы, порождаемые 
своими инволютивными элементами (Н-группы)  

В силу теоремы V I  из § 9 и теорем 9,  9 '  из § 1 О следующие 
групп ы  совпадают: 

1)  группы  движений гиперболических пр оективно-метриче· 
ских плоскостей; 
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2) собственно ортогональные группы О� (К,  F), где характе
ристика поля К отлична от 2 и форма  F тернарпая  и не отделяю
щая нуль ;  

3 )  линейные группы L2 (K) при  характеристике поля  К, от
личной от 2. 

Линейную группу L2 (K) можно представить также как груп
пу дробио-линейных преобразований над полем К и как группу 
проективных преобразований на  прямой проективной плоскости 
над полем К. 

Мы знаем,  что эти группы  порождаются своими инвол ютив
ными элементами ,  точнее,  они биинвол ютивны ,  и мы установили 
некоторые простые соотношения, которым удовлетворяют их ин
волютивные элементы (теорема  5 § 9 ) . Теперь м ы  хотим решить 
поставленную в конце п .  1 § 9 задачу и показать, что этими соот
ношениями характеризуются абстрактные группы ,  и меющие ука
занные представления. 

3 а м е ч а н и е .  Можно истолковать геометрически * )  следующие заим
ствованные из системы аксиом термины, касающиеся гиперболической проек
тивно-метрической плоскости. Мы знаем, в частности из § 9, следующее 
о группе движений этой плоскости: ее инволютивные элементы а, Ь, с - это 
гармонические гомологии, центр и ось которых взаимно полярны и не при
надлежат абсолютному коническому сечению. СледоватеJJЬНО, инволютивные 
движени я взаимно однозначно соответствуют тем прямым проективно-метри
ческой плоскости, которые не касаются абсолютного конического сечения. 
Произведение аЬ инволютивно тогда и только тогда, когда оси а и Ь взаимно 
ортогональны. Произведение аЬс инволютивно тогда и только тогда, когда 
оси а, Ь, с принадлежат пучку. Прямые а и Ь песоединимы тогда и только 
тогда, когда а =/=  Ь и оси а и Ь пересекаются на абсолютном коническом 
сечении. 

1 .  Система аксиом для Н-групп. 
О с н о в н о е д о п у щ е н  и е. Пусть � - группа, всякий эле

мент которой представим в виде произведения двух инволютив
ных элементов. 

Инволютивные элементы из � м ы  будем обозначать малы
ми л атинскими буквами.  

А к с и о м а Т .  Если а=!=Ь и аЬс, abd инволютивны, то acd иfi
волютивно. 

А к с и о м а "' V. Существуют несоединимые а и Ь. 
А к с и о м а UV l .  Если ни а, Ь , ни с ,  d несоедиtiимы, то суще

ствует v такой, что abv и cdv инволютивны ( рис.  1 00) . 
А к с и о м а UV2. Если ни а, Ь , ни а, с , ни а, d несоединимы, то 

инволютивно либо аЬс ( рис.  1 О 1 ) ,  либо abd, либо acd. 
При этом , как  и в п. 1 § 3, элементы а и Ь назьпзаются соеди

нимыми, если существует v такой,  что av и bv инволютивны.  

"' ) Конечно, пока не известно, в какой мере такое геометрическое истод
кование отвечает всей об�ости аксиоматического подхода. 
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Всякую группу �. удовлетворяющую этой системе аксиом, 
мы назовем Н-группой. Наша цель состоит в том ,  чтобы для вся 
кой Н-группы � построить некоторое поле К характеристики =1=2 

Рис .  1 00 . Рис. 1 0 1 .  

такое, что � изоморфна группе дробно-линейных преобразова 
н и й  н а д  К. 

2. Пучок инволютивных элементов. Следствия основного до
пущения и аксиом ы  Т. В силу аксиомы Т отношение 

аЬс инволютивно, ( l )  

которое в о  всякой группе рефлексивно и симметрично, в группе  
� еще и транзитивно.  Следовательно, как это делалось в п .  3 
§ 7, инвол ютивные элементы из � можно объединять в пучка 
инволютивных элементов. Пучок, определяемый  элементами а 
и Ь при  a=l=b ,  т. е. множество тех с, для которых выполняется ( 1 ) ,  
обозначаем,  как раньше, через J (аЬ ) . 

Произвольные элементы из � мы будем обозначать малыми 
греческими  буквами . Если для произвольного эл емента a=l= 1 
определить J (а )  как -'rtножестео тех с, для которь�х ас инволю
тивно, то по основному допущению множество J (а) является 
пучком J (аЬ ) и содержит по крайней мере два разных элемента 
а и Ь. 

Для пучков справедливы следующие теорем ы (ер .  с п. 4 § 7) : 
Т е о р е м а  1 .  Из и , v , wEI (a )  следует иvwEI (a) . 
Т е о р е м  а 2 . Из и=l=v и и , vEI (а) , J ( � )  следует J (а )  = 1  ( � ) . 
Элемент v ,  для которого выполняется vE/ (a) , / ( � ) .  мы на -

зовем соединением двух пучков J (а) и J ( � ) . Теорем а 2 означает, 
что два пучка имеют не более одного соединения .  

Н аряду с отношением ( 1 ) в а жно и нерефлексивное симме
трцчное отношение 

(lb инвол ютивно (сокр ащенно а 1 Ь ) .  (2) 
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С помощью !-символ а  мы запишем его в виде ЬЕ.! (а )  или ,  что 
равносильно, а Е.! ( Ь ) . По основному допущению для любого а 
на йдется элемент Ь такой, что а \ Ь . 

В пучке J (а )  элемент а соединяет все э.1ементы пучка .  Н азо
вем пучок J (а) обыкновеняым, если существует а такой, что 
J (а) = 1 (а) ; все прочие пучки назовем особы.лш. «Инволютивный 
носитель» а обыкновенного пучка определяется однозначно,  ибо 
в силу п .  4 § 7, ( I I I )  справедлива  

Т е о р е м а 3 .  Из J (a ) = l (a') следует а = а'. 
Всякие два разных элемента особого пучка несоединимы.  

В самом деле, будь а и Ь соединимы элементом v ,  выполнялось 
бы а, bE.! (v ) , а по теореме 2 пучок J (ab ) = l (v ) обыкновенный .  
Итак ,  имеет место 

Т е о р е м  а 4. Пучок J (аЬ )  особый в том и только в то.лt слу
чае, когда а и Ь несоединимы. 

Внутренний автоморфизм,  определяемый любым инвол ютив
ным элементом с, преобразует всякий пучок J (а )  в пучок J (а) с = 
= J (ас ) ,  причем обыкновенный пучок переходит в обыкновенный,  
а особый - в  особый.  

Внутренний автоморфизм,  оп ределяемый элементом пучка , 
переводит этот пучок в самого себя :  из сЕ.! (а) вытекает J (а) с = 
= ! (ас )  = l (a-1 ) = l (a) .  

В силу теоремы 2 устанавливаются следующие п ростые свой
ств а внутренних автоморфизмов пучков. 

( I )  Пусть ! (а) и !( � )  - два разных пучка, имеющих соедине
ние v, причем либо J (a) c = J (a )  и J ( � ) c = J ( � ) . либо J (a ) c=J ( � ) .  
Тогда vc = v и, если v =l=c, то v \ с. 

Д о к а з а т е л ь  с т в о. По условию v и vc принадлежат раз 
личным пучкам  ! (а) и ! ( � ) . Следовательно, в силу теоремы 2 
V0 = V .  

( I I )  Из J (a) c = f (a) и сф.! (а)  вытекает ! (а) = l (c) . 
Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Пусть s - произвольный элемент и з  

J (a) .  По условию s =l=c, а значит, существует пучок J (sc) . Он от
личается от J (а) и при внутреннем автоморфизме,  порожденном 
элементом с, переходит в себя. Из ( I )  вытекает, что s ! с. Значит, 
п ри этом автоморфизме каждый элемент пучка J (а) переходит 
в себя. Теперь если  ! (a) = l (ab ) , 10 a, b l c, т. е .  а, ЬЕ.! (с ) , и по 
теореме 2 J (ab ) = l (c ) . 

В силу ( I I )  всякий пучок, который при внутреннем автомор
физме, определяемом не принадлежащим ему элементом, пере
ходит в себя, обязательно является обыкновенным пучком . 
Отсюда вытекает тот важный факт, что особый пучок преобра 
зуется в себя только таким внутренним автоморфизмом,  который 
задается п р ин ад.11 е ж а щи м  е му и н в олюти в н ы м  элементо м ,  т. �. 
спр а ведл и в а , 
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Т е о р е м  а 5. Для особого пучка J (а.) равенство J (a) c = J  (а) 
равносил ьно се! (а) . 

Из теоремы 5 вытекает 
С л е д с т в и е. Если ! (а} - особый пучок, которому принад

лежит v ,  и c \ v , то ! (а) с - отличный от ! (а.) особый пучок, кото
рому принадлежит v .  

Д о к а з а т е л ь с т в о  (ер .  рис.  1 02 ) . По условию с � ! (а ) ,  ибо 
из  v, се/ (а.) и c \ v  вытекало бы, что пучок / (а.) = l ( vc) обыкно

венный. Следовательно, по тео
реме 5 J (а) с - отличный от 
J (а.) пучок, которому принад
лежит vc = v .  

3. Концы. Следствия акси
ом "" V, U V I ,  U V2. Особые 
пучки мы назовем концами и 
условимся обозначать их боль
шими латинскими буквами 
( кроме букв Н, !, К) . 

Перефразируем теорему 5 
так :  

Рис. 102. Т е о р е м а  5'. Ас=А тогда 
и только тогда, когда сеА. 

Из аксиом "" V, UVl , UV2 с помощью понятия пучка и тео
ремы 4 непосредственно следует, что существует по крайней мере 
один конец;  что два конца всегда мож
но соединить; что всякий инволютив
ный элемент п ринадлежит не  более 
чем двум разным концам .  

Докажем некоторые обобщения 
этих высказываний о концах .  

Т е о р е м а б. Существует не менее 
четырех разных концов. 

с 

А 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть С = 
= J ( аЬ)  - один конец, существующий 
на основании а ксиомы ,..., V. В силу 
следствия теоремы 5 существует конец 
A =i= C, где аеА,  и конец B =I= C, где 
Ь еВ ( рис. 103) . По теореме 2 а ф.В, 
т. е .  А + В. Теперь рассмотрим конец 
D = Ba .  Имеем Ba=i= C, А, В, ибо из Рис. 1 03. 

а � В вытекает а = аа � ва, т. е .  в силу ае С, А имеем Ba=I= C, А ,  
откуда, применяя вторично теорему 5', имеем Ва +В. 

Т е о р е м  а 7. Два конца всегда .�ожно соединить. Если с � А. 
10 конец А и обыкновенный пучок J (с) соединимы, 1 ' •, 
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Д о к а з  а т е л ь с т в о второго утверждения .  Рассмотрим ко
нец Ас, который ввиду с $, А отличен от А по теореме 5', и соеди� 
нение v концов А и Ас. По ( 1) с \ v , т. е. vE! ( с) . Итак, v соеди
няет А и ! (с ) . 

Так как в силу аксиомы UV2 инволютивный элемент принад
лежит не более чем двум р азным концам , м ы  получаем с учетом 
следствия теоремы 5, что справедлива  

Т е о р е м  а 8. Если инволютивный элемент принадлежит од
но.му концу, то он принадлежит точно дву.Аt концам. 

Затем с учетом ( 1 )  получается 
Т е о р е м  а 9 .  Если А и В - разные концы, а v соединяет их, 

то Ас = В тогда и только тогда, когда c \ v .  
Для дальнейшего очень важное значение имеет теорема ,  

устанавливающая , что существует единственный инволютивный 
элемент, меняющий места ми две заданные пары концов. 

Т е о р е м  а 1 0. Если А ,  B =I= V, V, то существует единственный 
инволютивный элемент s, для которого А• = В и И• = V. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Прежде всего если А = В и V = V, то в 
силу теоремы 5' наложенные на  s требования равносильны  
sEA , И ,  т. е .  s соединяет А и И. Так  как  A =I= V, то  по  первому 
утверждению теоремы 7 и теореме 2 существует единственное 
такое s. 

v = v  

А А 

Рис. 1 04. 

Если A =I=B, И = V и v соединяет А и В (рис. 1 04, а) , то по тео
рема м 9 и 5' наложенные на s требования равносильны sE!(v) ,  И, 
т. е. s соединяет J ( v )  и И. По теореме 8 v $, И . Итак, по вто
рому утверждению теоремы 7 J ( v )  и И соединимы, причем по 
теореме 2 однозначно, так как обыкновенный пучок J ( v )  и осо
бый пучок И, конечно, отличны друг от друга. 
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Если  A =I=B, и=1= V и v соединяет А и В, а w соединяет и и V 
( рис .  1 04,  б) , то наложенные на  s требования в силу теоремы 9 
равносильны тому, что se/ ( v ) , J (w ) . Так как v, w принадлежат 
разным парам  концов, то по теореме 8 v =l=w, а значит, суще
ствует пучок J ( vw ) . Этот пучок J ( vw)  обыкновенный,  ибо по
скольку ему принадлежат v и w ,  то для того, чтобы он был осо
бым ,  т. е .  концом ,  надо было бы в силу теоремы 8, чтобы было 
J ( v w )  =А или J ( vw)  = В п J ( vw)  = и  или J ( vw ) = V, что противо
речит предположенному весовпадению А ,  В, и, V. «Инволютив
ный носитель» обыкновенного пучка J ( vw) соединяет J ( v )  и 
J ( w ) , и по теореме 2 это соединение единственно, так K a i\ в силу 
теоремы 3 J ( v ) =I=J ( w ) , поскольку v =l=w. 

4.  И счисление концов. Введем теперь некое исчисление кон
цов . Для этого выделим  два разных конца О и и ( соответствен
но  нуль и бесконечность) ; их соединение обозн ачим через о 

6) 
Рис. 105. 

( рис. 1 05) . Для определения сложения концов используем те 
инволютивные элементы, которые переводят и в себя ; в силу 
теоремы 5' это как раз те инволютивные элементы, которые при
надлежат концу и. Согл асно теореме 1 О имее1 место следующее: 

Всякий отличный от и конец .можно однозначно 
представить в виде ои, где и - инволютивный элемент, (3) 

для которого и и =  и. 
Для концов =1= и, представленных в виде Qи и Qv, определяем 
сложение формулой ( рис. 1 05, а) : 

Qu + Qv = Q u ov. ( 4 )  
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Сумма Qи ov снова представлена в виде (3 ) , ибо ввиду и, о, V E и 
в силу теоремы 1 имеем иоvЕ и. Следовательно, эта сум ма  :::/= и. 
Таким образом,  в множестве отличных от и концов определена 
однозначная операция.  Так как иоv инволютивно (теорема 1 ) , 
то операция сложения коммутативна .  Далее, сложение ассоциа
тивно, ибо и ( Ou + Ov) + Ow, и ou + ( Ov + Ow) равны  oиovow, П О ·  
скольку произведение иovow, будучи произведением элементов 
группы �. не за висит от расстановки скобок. Ясно, что О =  0° 
играет для так определенного сложения роль нуля .  Конец Q(ио)  
противоположен Ои (рис .  1 05, б) . Р авенство Ои + Ои = О  выпол 
няется только тогда,  когда и = о, Т .  е .  Ои = О, ибо равносильное 
равенство Qи ои = О  в силу однозначности представления ( 3 )  
озн ачает, что иои = о, а если  бы при  этом было  и=l=о, то  и i o и во
преки определению особого пучка и содержал бы  два инволю
тивных элемента с инволютивным произведением .  Итак: 

Концы , от личные от и, по отношению к сложению образую т  
а бел ев у группу, в которой Х + Х = О  влечет Х = О. 

Определим  теперь умножение для концов =1= 0, и с помощью 
тех инволютивных элементов, которые меняют местами  О и и;  в 
силу теоремы 9 это будут инволютивные элементы пучка J (о ) . 
Выделим некоторый третий конец Е =!= О, и (называемый едини
цей ) . В силу теоремы 1 О 

Всякий конец, отличный от О и и, ;ложно однозначно 
представить в виде Е а' где а - инволютивный элемент, (5) 

для которого Оа = и. 

Тот инвол ютивный элемент, который  входит в представление 
конца Е, мы будем обозначать через  е (т .  е .  Р = Е  и Ое = и) . 
Для двух концов, представленны х в виде ( 5 ) , т. е. для концов Еа 
и ЕЬ (причем оь = и ) ,  определим произведение формулой  
(рис .  106, а) 

(6) 
П роизведение Еась снова представлено в виде ( 5 ) и отлично от 
О и и. Значит, в множестве отличных от нуля и бесконечности 
концов определено умножение как однозначная бинарная опера
ция . Как и для сложения,  доказывается , что эта опер ация ком
мутативна и ассоциативна .  Е= Ее - единица этой опер ации ; 
Е(ае) -обратны й элемент для Еа ( рис .  1 06, б ) . 

Итак :  
Концы, отличные от О и и, образуют по отношению к умчо

жению абелеву группу. 
Положим еще 

ох =  ха = о для всякого конца х � и. (7) 
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Докажем теперь дистрибутивность . Для этого рассмотрим 
произвольный отличный от О и и конец и представим его в 
виде (5)  как Еа ( при  этом Оа = и) .  В силу определения (6)  для 
.ТJюбого конца X=FO,  и справедливо ХЕа = хеа . Это равенство вы
полняется и при  Х = О  в силу (7 ) , ибо Оеа = О. Следовательно, 

Е 

Рис. 1 06. 

для всякого конца,  п редставимого в виде (3 ) , т. е .  для конца Ow 
( где иw = и ) , имеет место OwEa = Owea . Перепишем это равен
ство в виде 

(8) 

при этом стоящий справа конец будет снова представлен в виде 
(3 ) , ибо wea - инв олютивный элемент такой, что внутренний 
автоморфизм ,  определяемый им ,  переводит и в себя . Из опреде
ления (4 )  сложения,  формул ы  (8 )  для умножения и того, что 
оеа = о  (ибо е, а \ о) , вытекает дистрибутивность : 

(О" + Ov) Еа = оиоv Еа = о ( <иоv(а ) = о (иеаоvеа )  = 

= о (иеа ) + o ( vea ) = О"Еа + Ov Еа. 
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Далее, в силу (7 )  умножение н а  О тривиальным образом 
дистрибутивно относительно сложения. 

Т е о р е м  а 11. Концы, от личные от U, по отношению к вве
денным операциям образуют поле характеристики :::/=2 (назы
ваемое полем К концов) . 

3 а м е ч а н и е. Возможно иное, равносильное (3) , представление кон
цов =/= И  в виде 

оои, где uи = И; ( 3') 

оно также однозначно. На его основе определение сложения (4)  равносильно 
определению: OOU + oov = oouov. (4') 

Преобразование Х* = Х 0 "  можно рассматривать как поворот вокруг кон
ца «бесконечность». Тогда сумма  двух концов А и В, определенная форму
лой ( 4') , оказывается образом нуля при суперпозиции тех двух поворотов 
вокруг бесконечного конца, которые переводят соответственно О в А и О 
в В. Аналогично, всякий конец =1= О, И можно представить однозначно в виде 

( при  оа =  И) ,  

равносильном (5) , а произведение можно определить формулой 

веа ЕеЬ = веаеЬ, 

(5') 

(6') 
что также равносильно (6) . Тогда преобразования Х* = Х•а можно рассма
тривать как переносы вдоль о. Произведение двух концов А и В оказы
вается образом единицы Е при суперпозиции тех двух переносов вдоль о ,  
которые переводят Е в А и Е в В. I(оммутативность сложения и умножени я  
вытекает тогда и з  того, что группа поворотов вокруг «бесконечного» конца, 
как и группа переносов вдоль о, коммутативна (ер. п. 4 § 7 ) . Дистрибутив
ность умножения основывается на том, что всякий внутренний автоморфизм, 
определяемый переносом вдоль о, переводит каждый поворот вокруг «бес
конечности» в поворот вокруг «бесконечности», т. е. является автоморфиз
мом группы поворотов вокруг «бесконечного» конца. 

При таком представлении построение поля концов основано н а  том, что 
мы имеем две коммутативные группы, из которых первая просто транзитявна 
на всех концах =1= И, а вторая - на концах =1= О, И, и всякий элемент второй 
группы индуцирует автоморфизм первой группы. Исчисление концов основы
вается при таком его построении на теореме в замечании об алгебраизации 
аффинной и проективной плоскостей. 

Если Pt ,  Р2, Рз - одна тройка разных концов, а Q 1, Q2, Qз 
друга я тройка,  то по теореме 10 существуют инволютивные эле-
менты s и t такие, что Pft = Q1 при i= 1, 2, 3. В самом деле, если 
допустить, что Pi = Qi либо возможно разве лишь для i = З, либо 
выполняется ,  по крайней мере ,  при i= 1, 2, то можно выбрать s 
так, чтобы было Pf = Q2, Р� = Q 1  (во  втором случае в силу тео� 

ремы 9) , а затем можно выбр ать t так, чтобы было 
'P �)t - Q J - З· 

t Q2 = Ql •  

Отсюда получаем,  что поле  концов н е  зависит от  выбора 
ординатных концов О, Е, U: 
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С л е д с т в и е. Поле, получающееся при изменении исходных 
концов, изоморфно первоначальному. 

Д о к а з  а т е  л ь  с т в о .  Пусть 0* ,  Е* ,  U* - тройка координат
ных концов, которая при  наших определениях операций сложе
ния и умножения приводит к полю К* . Тогда существует эл е м ент 
аЕ '� , преобр азующий О, Е, И в 0* ,  Е*, U* внутренним авто
морфизмом.  При  этом взаимно однозначное отображение Х11 = Х* 
множества концов на себя оказывается изоморфизмом К и К* : 
ведь легко проверить, что при  всех А ,  ВЕК 

(А + В)11 = А 11  + В11 ,  (АВ)11 = А11В11, 
если операции слева выполняются в К, а справа в К*. 

5. Представление дробио-линейными преобразованиями. По
кажем,  что а ксиоматически описываемая группа  � представима 
в виде группы дробио-линейных преобр азований над полем К 
концов. 

Для этого сначал а перейдем от абс rр актной группы � к 
группе  �* преобразований концов, индуцируемых группой ·� : 
всякий элемент а Е  � индуцирует взаимно однозначное отобра-
жени е 

(9) 
м ножества концов на  себя . Сопоставление ЭJiементу а преобра
зования (9 ) , очевидно, является гомоморфизмом � на группу �· 
индуциров анных преобр азований концов. Мы утверждаем,  что 
этот гомоморфизм является изоморфизмом. Достаточно пока
з ать, что тождественное отобр ажение концов индуuируется толь
ко единицей.  Докажем более сильное утверждение ,  соответствую
щее основной теореме проективной геометрии  одномерного фун
дамента.11ьного обр а з а :  

Те о р е м  а 1 2. Если при внутреннем автоморфизме а три раз
ных конца переходят каждый в себя, то сх. = l . 

Д о к а з  а т е л ь с т в о .  Допустим ,  что а - произвольный от
л ичный от единицы элемент из � .  Если пучок / (сх. )  особый, то 
обозначим через А любой конец, отличный от 1 ( сх.) ; если же 
пучок / (а)  = l (c )  обыкновенный,  то через А обозначим произ 
вольный конец, которому не принадлежит с. Мы утверждаем,  
что A11=i=A . Пусть а соединяет А и / (а) (а  существует по теоре
м е 7 ) . Из аЕ/ (а )  вытекает, что а nредставимо в виде а = аЬ. 
Тогда А11 =А ь . Из А Ь = А по теореме 5' вытекало бы ЬЕА ; но 
тогда а, b EI  (а) ,  А ,  где a=i=b, т. е .  по теореме 2 было бы /(сх.) =А . 
В первом случае это противоречит выбору 1 (а )  =i=A ,  а во вто
ром - тому, что пучок 1 (а) обыкновенный.  

Итак, если пучок / (сх.) особый ,  то / (а)  - единственный конец, 
который при  внутреннем автоморфизме, определенном элемен -
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том а, переходит в себя ; если 1 (а )  = 1  ( с )  - обыкновенный пучок, 
то а может переводить в себя только те концы, которым принад
лежит с , т. е .  по теореме 8 не более двух концов. Этим доказана 
теорема .  

Отсюда следует также 
Т е о р е м  а 1 3. Группа .f;) изоморфна группе .f;}* преобразова

ний концов, индуцированных элементами из of;). 
Теперь нам предстоит показать, что группа  �* совпадает с 

группой преобразований концов, представи мых  в виде дробио
линейных преобразований 

Х* = АХ + В где A , B , C, D E K и AD - B C -=1= 0. ( 1 0) CX + D '  

Как в п .  4 § 1 0, мы обобщаем это определение ( 1 0 ) , где положено 
ХЕК и CX + D = O, на случай Х = И и.rш Х* = И с помощью согла
шений ,  введенных там для симво.ТJ а  оо ,  и получаем взаимно одно
значное отображение множества всех концов на  себя .  Мы утвер
ждаем,  что спра ведлива 

Т е о р е м  а 1 4 . Для любого аЕ .f;) найдутся элементы 

А ,  В , С,  D E K, где AD - BC =1= О, ( 1 1 ) 

для которых 
( 1 2 )  

и для всяких элементов ( 1 1 )  существует аЕ .f;),  для которого 
справедливо ( 1 2 ) . 

Для всякого а Е .f;) существует не бо"тее одной (с  точностью 
до множителя)  четверки ( 1 1 ) ,  для которой выпол няется ( 1 2 ) , 
ибо два преобр азования ( 1 0 )  одинаковы только rогда , когда 
коэффициенты пропорциональны. Если же четверки ( 1 1 ) опре
делены для двух разных элементов из .f;) так, чтобы выполня
лось ( 1 2 ) , то они не могут быть пропорциональными,  ибо мы 
видели ,  что разные элементы из  .g, индуцируют разные отобра
жения (9 ) . Далее, так как и в группе .g,* и в группе дробио
линейных преобразований групповая  опер ация умножения опре
деляется суперпозицией преобр азований ,  то, как только будет 
доказана теорема 1 4 , мы сразу получим ,  что обе группы совпа 
дают. 

Преобразование ( 1 0) инволютивно тогда и только тогда , 
когда «слеД>> A + D = O  (ер .  п . 5 § 8, ( 1 ) ) .  Следовател ьно, всякое 
инвол ютивное преобразование ( 1 0) при С = О  является преобра 
зованием вида 

Х* = - Х + В, (13) 
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а всякое инволютивное преобр азование ( 1 0} при  C=I=O является 
образом преобр азования 

(в' =1= о) ( 1 4) 

при  внутреннем автоморфизме,  определенном некоторым преоб
р азованием ( 1 3 ) .  В самом деле, при C=I=O можно положить С = Е, 
а всякое инволютивное преобразование ( 1 0 ) при С = Е: 

х* - АХ + В А2 В -J- О - х - А ' где + -т- ' 

можно получить из преобразования Х* = Х-1 (А 2 + В ) внутренним 
автоморфизмом,  заданным посредством преобр азования Х* = 
= -Х + А . 

Прежде всего докажем, что спр аведлива 
Т е о р е м  а 1 4'. Для всякого инволютивного элемента s Е � 

найдутся элементы 

такие, что 
А ,  В, С Е К, где А2 + В С  =1= О, 

Xs = АХ + В 
СХ - А '  

( 1 5) 

( 1 6) 

а для всяких эле,иентов ( 1 5) найдется инволютивный элемен1 
s Е �. для которого выполняется ( 1 6 ) . 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о т е о р е м  ы 1 4'. Для инволютивного 
элемента s Е � возможно одно из двvх : 

1 )  s совп адает с некоторым инвол Ютивным элементом и, где 
Ии = И; 

2 )  s совп адает с некоторым инвол ютивным элементом аи, где 
Oa = U  и Uи = U. 

В самом деле, если не имеет места случай  1 ) ,  то Us=f= И, т. е. 
Us можно представить в виде (3 ) : U8 = Ои,  где Uи = U. Из этих 
р авенств следует o( s" )  = И; если обозначить sи = а, то Оа = И и 
S = аи. 

Согл асно определению сложения для инволютивного элемен
та и, где Ии = И, имеем 

( 1 7) 

где В = Qи из К, а по  определению умножения для инволютив
ного элемента а при Qa = И имеем 

( 1 8) 

где В' = Ea =I= O - элемент из  К. В силу указанной ал ьтернативы 
отсюда получается первое утверждение теоремы 1 4'. 
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Обр атно, для всякого элемента В из !( на йдется инвол ютив
ный элемент и такой, что выполняется ( 1 7 ) ( а  именно, инволю
тивный элемент и, для которого uи = U и Qи = В ) ,  и для всякого 
элемента B'=I= O  из К найдется инволютивный элемент а такой , 
что выполняется ( 1 8 ) ( а  именно, инвол ютивный элемент а ,  для 
которого Qa = V, Ea = B') . А так как м ы  выше замети.rш , что 
всякое инволютивное преобразование ( 1 0) является либо п ре
обр азованием ( 1 3 ) ,  либо получается из ( 1 4 ) внутренним авто
морфизмом,  определенным преобразованием ( 1 3 ) , то отсюда 
следует второе утверждение  теоремы 1 4'. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о т е о р е м  ы 1 4 .  То, что для каждого 
аЕ ·Р найдутся элементы ( 1 1 ) ,  для которых выполняется ( 1 2 ) , 
вытекает из основного допущения и теоремы 1 4'. Обр атное спра
ведливо, так как в силу теоремы 1 4' всякое инволютивное преоб
разование ( 1 О) совпадает с некоторым отображепием Х* = xs и 
так как всякое преобразование ( 1 0) МО)КНО представить в виде 
произведения двух инволютивных преобразований ( 1 0) ( см .  за 
дачу 1 1  из п .  5 § 8 ) . 

Окончательно мы приходим к следующему результату : 
Т е о р е м  а 1 5 . Группа .Р представляется группой д робно

линейных преобразований над поле.и концов, принадлежащи.лt ,Р ;  
характеристика последнего =1=2. 

6. Резюме. Сведем воедино полученные здесь результаты и 
ранее установленные факты. 

В силу теоремы 5 § 9 и теоремы 9 § 10 справедлива 
Т е о р е м  а 1 6. Группа д робно-линейных преобразований над 

поле.11. характеристики =1=2 является Н-группой. 
Этот результат М О)КНО было бы установить и без использо

вания результатов § 9 и § 1 О, непосредственно р ассмотрев одно
родные матрицы второго порядка над полем К (ер .  п .  5 § 8 ) . 

Из теорем 1 5  и 1 6  вытекает 
Т е о р е м  а 1 7. Система аксиом для Н-группы ( Тl .  1 § 1 1 ) ха

рактеризует группу дробно-линейных преобразований над произ
вол ьным поле.« характеристики =1=2. 

Отсюда с использованием теоремы VI (§ 9)  и результатов 
п .  4 § 1 О получается 

Т е о р е м  а I X. Перечисленные ниже группы совпадают: 
1 )  Н-группы;  
2 ) группы движений гиперболических проективно-метриче

ских плоскостей ; 
3 )  группы О� (К, F) , .если характеристика поля К отлична 

от 2 ,  а форма F тернарна и не отделяет нуль ;  
4 )  фактор-группы мультипликативных групп кватернионов 

Q (K;  - 1 ,  - 1 ) по центру системы кватернионов (при харак
терuстике 120ля К, отличной от 2) ; 
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5)  линейная группа L2 (K) при характеристике поля К, от
личной от 2. 

3 а д а ч а. Группа L2 (K3) , где К3 - простое поле х а рактеристики З, 
изоморфна группе @54 - симметр ической группе из четырех элементов. 

7. Специал ьный класс инволютивных элементов Н-группы. 
Выделим  среди инволютивных элементов Н-группы � те, кото
рые принадлежат особенным. пучкам. (концам. ) .  Обозначим мно
жество этих элементов через � - Элемент т из � прflнадлежит 
множеству � в том и только в том случае, когда 1: инволютивен 
и когда существует инволютивный элемент -т' Е ·� такой, что т и 
т' несоединимы ;  тогда вместе с т элемент т' также принадле
жит � - По а ксиоме .- V множество � не пусто. 

Очевидно, что � - инвариантный комплекс в ·� - Всякий эле
мент из :t по теореме 8 принадлежит точно двум концам ,  а по 
теореме 2 является однозначно определенным соединением этих 
двух концов. Следовательно, из теоремы 1 О получается, что 
п о  любым  двум элементам из � найдется инволютивный 
элемент из � такой, что порожденный им  внутренний автомор
физм переводит один из  этих двух элементов в другой.  Следо
вательно:  

( 1 )  �- класс сопряженных элементов из �. даже более 
того, внутренний автоморфизм., переводящий один элемент из 
� в другой элемент из �. порождается инволютивным элемен
том. Шl �-

Так как  по доказанным в п .  3 теоремам ,  в частности по тео
реме 7, всяки й пучок можно соединить по крайней мере с одним 
концом ,  то всякий пучок J ( а ) содержит по  крайней мере один 
элем ент тЕ � - Тогда а-т - инволютивный элемент; обозначим его 
через cr. Поэтому можно усилИl ь утверждение, являющееся 
основным допущением системы аксиом Н-группы :  

( 1 1 )  Всякий элемент аЕ � .можно представить в виде a= a't', 
где а инволютивно, а тЕ � -

(Тогда а = ,;0а - представление, в котором элемент и з  � яв
ляется первым множителем . )  Применяя ( 1 1 )  к эммепту ,; 1 Е�,  
получаем 

( 1 1 1 )  Для любого элемента -т1 Е � найдется элемент ,;2E :l  
такой, что 't' t  1 '1'2. 

В группе движений гиперболической проективно-метрической 
плоскости элементы из � - это те порождающие отражения, 
оси которых являются секущими абсолютного конического сече
ния ,  т. е. прямыми ,  встречающими коническое сечение в двух 
разных точках. 

В собственно ортогональной группе 3 )  теоремы IX элементы 
из � - это симметрии относительно тех (нt>изотропных) прямых 
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метрического векторного п ространства ,  которые ортагональны 
изотропным прямым ,  т. е .  если форма F нормирована ,  это сим
метрии относительно прямых со значением формы  {- 1 }  (теоре
ма  2 § 1 0 ) или, что то же, симметрии с нормой {- 1 }  (п .  3 § 1 0) . 

В группе 4 )  той же теоремы элементы из � - это классы 
пропорциональных чистых кватернионов,  квадратичный класс 
норм которых равен {- 1 }. 

В группе L2 (К) элементы из � - это те инволютивные эле
менты (элементы с нулевым следом) , определитель которых ра 
вен {- 1 }. В группе дробио-линейных преобр азований н ад К этим 
элементам отвечают те инволютивные п реобразования ,  которые 
оставляют неподвижным и два э.1емента из К (один из них мо
жет быть бесконечным) . В группе проективных преобр азований 
на прямой им отвечают так называемые гиперболические инво
люции. 

Л и т е р а т у р а  к §  1 1 . Б а х м а н  [4] .  О случае характеристики 2 :  К а р 
ц е л ь [4]. Об исчислении концов :  Ш т а у д т [2], Г и л ь б е р т [2], В е б л е н 
и Ю н г  [ l j  (см . также Ю н г  [1 ] - Прим. ред. ) ,  К о к с т е р  [2]. 
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Е В КЛ ИДО ВА ГЕОМ ЕТР И Я 

В этой главе будет самостоятельно развита евклидона гео
метрия вплоть до алгебраического критерия ее группы 
движений .  

В р а мках р азвитой в гл . 1 1  абсолютной геометрии геометрия 
с евклидавой метрикой  представляет собой «особый» частный 
случа й. В ажные законы, касающиеся основного отношения п .  1 
§ 3, и п режде всего однозначность соединения ( а  следовательно, 
и тр анзитивность } , не соблюдаются для п роизвольных инволю
тивных элементов в метрически-евклидовых группах движений  
в противоположность тому, что имеет место в метрически -неев 
клидовых случаях (ер .  § 7} : ведь из самого существования пря
мых с несколькими общими перпендикулярами ( аксиома R} 
сразу вытекает, что существуют инволютивные элементы с не
сколькими  соединениями .  Далее ,  ДJIЯ метр ически -евклидовой 
груп п ы  движений характерно резкое различие между централь
ными и осевыми симметриями ,  выражаемое в чисто теоретико
групповых терминах, независимо от выбора системы образую
щих, тогда как в метрически-неевклидовой группе движений та
кое р азличие,  вообще говоря ,  провести невозможно (ер. теорему 
1 из § 1 8} . В связи с этим в евклидавой метрике ана .тюгия между 
точками и прямыми имеет весьм а огр аниченный характер. 

Хотя , таким образом ,  привычная нам геометрия с евклидо
вой метрикой характеризуется некоторыми свойственны ми толь
ко ей осложнениями ,  от которых свободна геометрия с неевкли
довой метрикой,  зато ,  с другой стороны, некоторые умозаклю
чения ,  которые,  говоря геометрически, я вляются заключениями 
об эквиполлентности (о  р авенстве  при  п ар аллельном переносе } ,  
позволяют прийти к специфическому для евклидавой метрики 
закону :  «П роизведение трех центральных симметрий само яв
-ляется центральной симметрией». Кроме того, аксиома соеди
нимости V* облегчает многие доказательства в евклидавой гео
метрии .  

Дабы осветить все возможности ,  открываемые построением 
евклидавой геометрии на  основе понятия сим метрии ,  м ы поста -
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вим в центр изучения § 1 2  одну теорему из евклидавой теории 
пар аллельных прямых - аффинную теорему Паппа  - Паскаля, 
которой мы дадим шесть р азных доказательств. В п. 5 § 1 уже 
было показано, как можно получить основные метрические  тео
ремы о треугольнике, пользуясь сим метриями .  

В то время как в гл . 3 в соответствии с общей установкой 
обоснования абсолютной геометри и  мы представляли евклидову 
группу движений  в виде ортогональной группы трехмерного век
торного простр анства ,  здесь в соответстви и  с известными прие�  
мами  элементарной аналитической геометрии м ы  представим 
евклидовы движения явными формул а ми метризованной аффин
ной координатной плоскости . Таким образом, мы  снова п ридем 
к некоторому алгебр аическому критерию евклидавой групп ы  
движений (§ 1 3 ) . 

§ 1 2. Теорема Паппа - П аскаля в евклидоной геометрии 

1 . Аксиом ы и их непосредственные следствия. Мы определи
ли  евклидовы группы  движений  в р амках абсолютной геометрии 
посредством основного допущения и аксиом 1 -4 п .  2 § 3, а 
также дополнительных аксиом R и V* ( п .  1 2  § 6) . П ри само.  
стоятельном построении евклидавой геометрии предпочтительнее 
включить в число аксиом теорему о прямоугольнике (теорема 1 3 
из § 6) , которая в р амках нашей систем ы  аксиом п .  2 § 3 
равносильна аксиоме R. Поэтому з ададим евклидову группу 
движений системой аксиом п .  2 § 3 и двумя  
аксиомами :  

t:1 
А к с и о м а R* .  Из а, b ..L c  и a ..L d  следует 

b ..L d  (рис. 1 07) . с d 
А к с и о м а V*.  Для двух прямых а, Ь все-

гда найдется такая точка С, что а, Ь I С, или 0 
найдется такая прямая с, что а, Ь ..L с. 

3 а м е ч а н и е. Если к системе аксиом п. 2 Рис. 1 07. 

§ 3 добавить аксиому V* , то в основном до-
пущении излишне требовать инвариантность системы образую
щи х.  В самом деле, если даны прямые а и Ь ,  то по  аксиоме V* 
у них есть общая точка или общий перпендикуляр , а тогда по  
аксиоме 3 или  соответственно 4 аЬа = Ьа я вляется прямой . 

Выводя теперь непосредственные следствия нашей системы 
аксиом, усиленной аксиомами  R*  и V* , можно в некоторых пунк. 
тах упростить общие рассуждения п .  4 § 3. 

Начнем опять с теоремы о пересечении перпендикуляров 
(теорема l § 3 )  и теоремы :  если Pl g, то Pg - прямая ,  а именно, 
перпендикуляр к прямой g в точке Р (случай 1 теоремы 2 
из § 3) . Из теоремы о пересечении перпендикуляров вытекает 

16* Ф. Бахмаи 
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единственность перпендикуляра ,  восста вленного к прямой в 
точке н а  ней (случа й  1 теоремы 3 из § 3) . Посредством аксио
мы R* отсюда выводится однозначность перпендикуляра в лю
бом случае :  

Из а, b l P  и а, b l_ g  следует а = Ь . 
В самом дел е, перпендикуляр  h к п рямой а, восставленный 

в точке Р, согласно R"' ,  перпенди кулярен и пря мой Ь; значит, 
а и Ь - восставленные к h в одной и той же точке перпсндику
ляры ,  и, следовательно,  они совпадают. 

В силу этой однозна чности аксиом а V* в усиленной форму
ли ровке приводит к альтернативе :  две р азные прямые и меют 
либо  единственную общую точку, либо единственный общи й пер
пендикуляр .  В ч астности ,  нет трех попарно перпендикуJi я рных 
прямых, т. е .  выполняется аксиома .-. Р,  и точка не может быть 
р авна прямой .  Теперь видно ,  что из всякой точки на любую не 
п роходящую через нее прямую можно опустить перпендикуляр 
( случай 2 теоремы 2 из  § 3) . 

Н азовем две прямые а и Ь параллел ьными (обозначаем al lb) , 
если у них есть общий перпендикуляр .  По аксиоме R "'  парал 
лельвые прямые р авны в смысле перпендикуляров (ер .  п .  8 § 6 ) , 
а значит,  отношение параллельности транзитивно. Из существо
вания и единственности перпендикуляра  заключаем ,  что через 
каждую точку проходит единственная прямая , параллельная 
данной.  В силу альтернативы усиленной аксиомы V *  для двух 
р азличных прямых понятия параллельности и непересечения 
равносильны .  

Следовательно, выполняются а ф и  н н ы е а к с и о м ы и н ц и
д е н т н о с т и :  Для всяких двух точек найдется инцидентная им 
пря.мая, причеАt если  точки разли чны, то только одна. Через вся
кую точку, не принадлежащую данной прямой, проходит един
ственная прямая, не пересекающая данной. Существуют три не
коллинеарньtе точки. При наших п редположениях на каждой 
прямой есть по кр айней мере три разные точки. 

Что касается обращений аксиом 3 и 4 ,  то достаточно до
казать обращение аксиомы 3, а обращение аксиомы 4 све
дется тогда косвенными рассуждениями к дополнительным 
аксиомам .  

В силу аксиомы V* из аксиом 3 и 4 и их  обращений полу
чаем утверждение :  произведение аЬс является прямой в том 
и только в том случае ,  когда прямые а,  Ь ,  с имеют общую точку 
или общий перпендикуляр .  Отсюда непосредственно вытекает 
теорем а  о транзитивности для прямых ( ер .  п .  4 § 4) . 

2. Лем м ы  о параллел ьных прям ых. Дл я многих дока.зател ьств 
в исчис.1ении симметрий при  евклидавой метрике очень важна 
теорема 
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Произведение трех точек является точкой, 
которая доказывается следующим образом :  Есл и даны А ,  В ,  С 
и А , B l a, то обозначим А а = а', Ва = В', ( С, а) = с' (рис .  1 08) ; по  
аксиоме 4 и ее  дополнению получим ,  что  а'Ь'с' - прямая  d', где 
d' .l a . Теперь положим Се' = с, и так как с' .l a, с, то по аксиоме R* 
также d' .l c, а значит, А В С = а'а · аЬ' · с' с = 
= а'Ь'с' · c = d'c, т. е .  АВС является веко
торой точкой D. 

lJ 1-т---�с_......,..-n с 
Теперь рассмотрим четыре точки А ,  В,  о '  d ' 

С, D, удовлетворяющие условию A B = D C. 
Если A =I=B ( а  значит, D =I= C) , то из пре
дыдущего доказательства видно, что А 
(А , В) 1 1  (D , С) .  EcJlИ  эти прямые различ -
ны,  т. е .  также A=I=D и B =t= C, то в силу 
AD = B C выполняется (А ,  D ) I I (B ,  С) . 

Ь '  с '  

о в 
Рис. 1 08. 

Назовем четыре разные неколлинеарные точки А , В, С, D,  
для  которых имеет место (А ,  В ) 1 1  (D, С) и (А ,  D ) 1 1  (В ,  С) , парал
лелограм.мом (рис.  1 09) . Нашим рассуждением м ы  доказали не
обходимость условия следующей теоремы :  

Т е о р е м  а 1 . 1 .  Для того чтобы было AB = DC, где A =I=B и 
(А , В) =I= (D, С) , необходимо и достаточно,  чтобы точки А ,  В,  
С, D были параллелогра.ммом. 

Е · F  

� 
А 8 D С 

Рис. 1 09. Рис. 1 1 0. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о достаточности . Если А ,  В, С, D - п а
раллелогр амм ,  то рассмотрим точку A BC = D'. Тогда в силу 
A B = D'C по уже доказанному А , В, С, D' - пар аллелогра м м. 
Так как в силу однозначности параллельной прямой для трех 
неколлинеарных точек А ,  В, С существует единственная  точка ,  
образующая с ними параллелограмм ,  то D' = D, т .  е .  AB = DC. 

С помощью теоремы 1 . 1  и транзитивности равенства сим
метрий (если AB = EF, то равенства AB = DC и DC = EF равно
сильны) легко устанавливается 

Т е о р е м а  1 .2 .  Если A =I=B, D =I= C и (А ,  B ) = (D,  С) ,  то А В= 
= DC тогда и только тогда, когда существуют точки Е, F такие, 
что А , В, F, Е и D, С, F, Е представляют собой параллелограм.мы 
(рис. 1 1 0) . 
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Используя известны й  термин из аффинной геометрии, можно 
объединить теоремы 1 . 1  и 1 .2 ,  включая тривиальный случай ,  ко
гда А = В и D = C, в одну теорему:  

Т е о р е м  а 1 .  Для АВ = D C  необходи.мо и достаточно, чтобы 
А , В и D, С были эквиполлентны. 

Таким образом,  посредством вычислений с относящимиен к 
симметриям равенствами  получаются теоремы об эквиполлент
ности (ер .  примеры 1 ) ,  2) в п .  5 § 1 ) .  

Т е о р е м  а 2 (инвариантность эквиполлентности при парал
лельном проектировании ) .  Из A B = DC;  А ', В', С', D' I g; 
А , A ' I a' ; В, B' I b' ; С, C' I c' ; D , D' I d' и a' l l b ' l l c' i ! d'J{g следует 
A'B' = D'C'. 

Для доказательства используем леммы :  
Л е м м а 1 .  Из AB = DC;  d ! A ;  Ь ! В,  С и d l l b следует d ! D. 
Л е м м а 2 . Из A B = D C; a' I A ,  Ь' I B,  c' I  С, d' I D ; a' l l b ', c' i l d' ; 

a'=l=d' и E i a', d' ;  F I Ь', с' следует AB = EF (рис. 1 1 1 ) .  
Д о к а з  а т е л ь  с т в о л е м м ы 2 .  Рассмотрим точку ABF =Е'. 

По лемме 1 E' I a'. Так как по  условию DCF = E', то аналогично 
E' I d'. Из Е, E' I a', d' тогда 
вытекает, что Е = Е'. lJ 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о
р е м ы 2 .  Определим D" и С" 

Рис. 1 1 1 . 

А 

Рис. 1 1 2. 

равенствами  AD =A'D", В С = В'С" (рис .  1 1 2 ) . По лемме 1 D" I d' 
и C" I с'. В силу А' В' = D"C" по лемме 2 получаем требуемое. 

Т е о р е м  а 3 ( п а раллельные прямые, П.Роведенные через вер
шины параллелограмма ) . Из A B = DC; a' l A , b' I B, c' I С, d' I D  
и a' l l b' l l c' l l d' следует a'b' = d'c'. 

Д о к а з  а т е л ь с т в о .  Пересечем пар аллельные прямые а', 
Ь', с', d' общим перпендикуляром.  По теореме 2 для точек пере· 
сечения А', В', С', D' имеет место равенство A'B' = D'C', а зна· 
чит, и а'Ь' = d'c'. 

Т е о р е м  а 4. Всякие две точки имеют единственную сред
нюю точку. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Для доказательства существования 
средней точки достаточно рассмотреть две разные точки А и В. 
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Выберем точку С вне прямой (А , В) и определим D и D' ра вен
ствами A C = DB, A C = BD' ( рис.  1 1 3 ) . D =i=D', ибо иначе было бы 
А С = СА , а это невозможно ввиду A =i= C и теоремы 23 из § 3. 
Далее, DB = BD', т. е. В - средняя точка для D и D'. Прямая 
( С, D)  пересекает прямую (А , В)  
в некоторой точке М, ибо  в про
тивном случае по аксиоме V* 
она  была бы стороной ( С, D') 
параллелогр амма С, А , В, D' ; но А �----:-=-�r---�'Jf. 
точка D ,  принадлежащая сторо
не (В,  D') этого пар аллелограм 
ма ,  н е  может ввиду D =i=D' при 
надлежать стороне ( С, D') .  Из 
D'B = BD по теореме 2 при  п а 
раллельном проектировании по-

Рис. 1 1 3. 

лучаем СМ = MD, а отсюда вторичным применением пар аллель· 
нога проектирования получаем АМ = МВ;  поэтому М - средняя 
точка для А и В. 

EcJI И М и N - две средние  точки для А и В ( случай  А = В 
не исключается ) , то AMN = A , т . е. AMN = MNA = ANM, т. е . 

А, 

о, 

Рис. 1 1 4. 

MN = NM, а отсюда M = N  по тео
реме 23 из § 3 .  

Упомянем еще следующий 
частный случай  теоремы о спари
вании (теорема 12  из § 4 ) : 

Т е о р е м а 5. Пусть даны 
шесть точек А 1 ,  А2, Аз ; В 1 , В2 , Вз, 
причем тройка А ;, Bk, А1 колли
неарна при всех перестановках 
i, k , l чисел 1 ,  2 ,  3 .  Кроме того, 
пусть даны пряАtые а1 , а2 , а3 ; 
Ь 1 , Ь2, Ьз, причем a; l A ; , b ; l Bi и 
эти прямые попарно параллельны 
между собой. Тогда из 

a1ak = bkbl (i, k = 1 , 2, 3 ; i #= k) 
( 1 )  

вытекает, что В 1 , В2 , В3 коллинеарны ( рис.  1 1 4 ) . 
Доказательство теоремы 5 можно провести как доказатель

ство теоремы о спаривании из § 4. (Если оговорка теоремы о 
спаривании не выполнена , то теорема 5 тривиальна . )  Из  тео· 
ремы 5 выводим теорему, аналогичную теореме об изогона.Тiьном 
соответствии точек (пп .  5 и 9 § 1 ) : 

Т е о р е м  а 6 ( изотомическое соответствие прямых) . Пусть да
ны шесть точек Mt .  м2. Мз ;  P l .  Р2, Рз tt мh. Pi. Ml КОЛлинеарны 
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при всех перестановках i, k,  l чисел 1 ,  2, 3 . Обозначи.м MR.PiM, = Qi. 
Тогда если Р1 , Р2 , Р3 коллинеарны, то и Q1, Q2, Qз коллинеарны 
( рис.  1 1 5 ) . 

Д о к а з  а т е  л ь  с т в о .  Пусть Р1 , Р2, Рз l а . Для шести прямых 
ai , b i ( i = 1 ,  2 , 3 ) п ри а1 , b i l l a , ai l Mi и b 1 l Qi в силу определения 

fl3 

Рис. 1 1 5. 

точек Q i и теоремы 3 выпол 
няются равенства a11aat = b i , ко
торые, будучи попа рно пере
множены,  дадут aiaR. = aiaa1 Х 
X ataa�t = bhb i . Таким образом ,  
точки Mi, Qi и прямые ai . b i 
удовлетворяют условиям тео
ремы 5, а следовательно, Q 1, 
Q2, Qз коллинеарны . 

3 а м е ч а н и е. В случае неевкли
довой метрики теорему 6 можно до
казать аналогично упомянутой тео
реме из § 1 : так как по vсловию 
Р1Р2Рз ннволютивно и QI Q2Qз= 

= M2P1MJ • МзР2М1 • М 1РзМ2 =  (Р 1Р2Рз) м., T.D QIQ2Qз тоже инволютиюю, а так 
как при неевклидовой метрике произведение трех точек инволютивно только 
тогда, когда они коллинеарны, то Q1 ,  Q2, Q3 коллинеарны. В случае евклидо
вой метрики последнее умозаключение неверно, и поэтому такое простое дока
зательство не проходит. 

3. Шесть доказательств теоремы П аппа - П аскаля. Дадим 
р азные доказательства аффинной теоремы Паппа - Паскаля, 
сформулированной нами в п .  5 § 1 .  l(ак и там ,  обозначаем 
стороны (А 1 ,  Bk) шестиугольника через Pik и считаем,  что 
P t2 I I P21 , P t з i i Pз t  ( рис.  1 1 6 ) . 

П ервое доказательство основано на  том же, на  чем основано 
дока зательство Гильберта,  приведеиное в § l ;  оно будет выве
дено здесь непосредственно из на ших аксиом и их простейших 
следствий.  

П е р  в о е д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Проведем три перпендику
ляра  lli = (A i , Ь ) , а затем шесть перпендикуляров h�tt = (А 1 ,  Рп t )  
и рассмотрим шесть прямых gR.t = ah,tth i (рис .  1 1 7 ;  i k 1 - пере
становка чисел l ,  2 , 3 ) . 

Прежде всего заключаем,  что 

g21bgзt • g12bgз2 • g1зЬg2з явл яются прямыми. (2) 

Это вспомогательное утверждение можно доказать без ссыJiки 
на  ус.rювия теоремы,  касающиеся пар аллельности. Фиксировав 
i , k, l, определим четвертую симметричную прямую 

agktPu = g�l '  PubPkt = Ь�, Pktglla = gft 
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(ер .  изогональное точечное соответствие в пп .  5, 9 § l ) .  Имеем 

g��b� = agki · bpki = hkЛ · bpki = (hzb)hkt (hkpkд• 
т. е .  g�iь; является произведением двух точек, а з н ачит, g�1 1/ Ь� 
(ер .  теорему 20 б) из § 3) . Аналогично g;1 1/ ь; .  Следовател ьно, 1 ь� 1 1 ь � 1 ( Ь )а Ь gk1 1gu - прямая, а тогда в силу gki 1 gu = gk1 gll и gk1 gli 
является пря мой .  

Теперь  учтем условия теоремы, в которые входит отношение 
параллельности . В силу них h t 2 = h2 1 , h 1 з = hзt, откуда g12 = g2 1 и 
g13 = gз 1 · Так как gkt ! A i и b {A i , то g12, g 1 з=l=b , а по а ксиоме V* 
g 12 и Ь имеют либо точку пересечения S, либо общий перпенди
куляр s; из (2) с помощью обр ащения теоремы о трех симмет
риях получаем g2з, gз2 I S либо g2з .  gз2 .l s. Так как g2з, gз2 I A 1 , 

Рис. 1 1 6 .  Рис. 1 1 7 .  

то в первом случае из S =I=A 1 по  аксиоме 2 закл ючаем ,  что 
g23 = gз2 ( Ь  I S  и b {A t ) ,  а во втором то же вытекает из одно 
значности перпендикуляров ; это и подлежало доказательству * ) . 

Ги.11ьбертово доказательство аффинной теоремы Паппа 
Паскаля посредством троекр атного применения теоремы о че
тырехугольнике, вписанном в круг, и доказательство Гессен
берга теоремы Паппа - Брианшана троекратным применением 
теоремы о спаривании (теорема 1 3а из § 4 )  н аходятся в тесном  
родстве. Обр ащаясь к аналогии точек и прямых , из рассужде� 
ний Гессенберга можно получить доказательство аффинной тео
ремы Паппа - Паскаля ;  вместо теоремы Гессенберга о спарива� 
нии тогда надо использовать упомянутый в п .  8 § 4 аналог ее, 
обобщающий на абсолютную геометрию теорему о вписанном 
четырехугольнике:  

� )  К слову сказ ать, «второй случай»  на  самом деле невозмощен.  
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В т о р о е  д о к а з  а т е л ь  с т в о (Тёп кен ) . Выберем точку С и 
п роведем перпендикуляры ( С, а )  = с , ( С, Ь )  = d, ( С, Pik ) = Cik 
(рис. 1 1 8 ) . Прямые с, d в точке С задают некоторое спаривание. 
dik - прямые, соо rветствующие при этом спаривани и  прямым 

Cik , т. е . такие, что ccik = dikd. 
При  фикси рованной переста 
новке i, k , l чисел 1 ,  2, 3 рас
смотрим  треугольни к Bi, A k ,  А1  
со сторонами  а, Pli . Pni · На них 
опущены из С перпендикуляры 
с, c/i , Cki , которым при  спари 
вании  отвечают прямые d, du, 
dni · Если  обозначить через Gi 
точку пересечения прямой Ь = 

__.....__�J-_____ __;:ь-- о = (Bi , d) с перпендикуляром 11в AJ (А "., dli ) (она существует, ибо 
Рис. 1 1 8. иначе du J. b , т. е .  dli =d  и Си = 

= с, т. е. Pli = a, а значит, Bi l a ) , 
то по указанной теореме о спаривании перпендикуляр (А 1, dki ) 
также проходит через Gi. Следовательно,  

о1rь. (А2, dзt> • (Аз, d21) ; G2Ib , <Аз. d12) , <A t . dз2) ; 
Gзib ,  (A l , d23), (А2, dtз) . 

Пользуясь теперь условиями п араллельности, согласно кото· 
рым C t 2 =C2 1 . Сtз = сз , , т. е . d12 = d2 1 .  d, з = dз, , получаем , что G, = 
= G2 = 03, и что эта точка G F. 
принадлежит перпендикуля - J 
р а м  (А , , d2з) и (А 1 ,  dэ2 ) .  
Итак,  d2з. dз2 J. (A t , G ) , а сле
довательно ,  в силу d2з. 
dз2 I С с помощью однознач
ности перпендикуляров за 
ключаем, что d2з = dз2, т. е .  
С2з= Сз2, откуда и получаем 
теорему. 

Этим р ассуждением в 
абсолютной геометрии мож
но доказать теорему Пап
п а - П аскаля для конфигу-
р ации ,  в которой прямая  Рис. 1 1 9. 
П аскаля является полярой 
пекоторой собственной точки. Другой ход мысли ,  посредством ко. 
торого в абсолютной геометрии доказывается теорема Паппа 
Паскаля при  пекотором дополнительном ограничении - а имен 
но, что точка пересечения несущих прямых собственна, а прямая 
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Паскаля полярна ей, -- в  евклидавой плоскости п риводит к до
казательству аффинной теоремы Паппа -- Паскаля в случае ,  
когда несущие прямые не пар аллельны :  это есть доказательстно 
йельмслева ,  основанное на коммутативнести полуповоротов 
(ер .  п .  6 § 6) . Можно проследить, что это т р е т ь  е д о к � з а
т е л ь с т в о восходит к тем же геометрическим и сточникам ,  что 
два первых. Аффинная же теорема Паппа -- Паскаля для п арал 
лельных несущих прямых { «малая»  теорема Паппа -- Паскаля) 
является некоторым выска зыванием об эквиполлентности и до
казывается непосредственным использованием исчисления сим
метрий {ер .  2 )  в п .  5 § 1 ) .  

Следующее доказательство использует теорему о высотах , 
доказать которую легко, используя намеченный в 7) из  п . 5 
§ 1 ход мысли ,  а также элементар ные свойства эквиполлентно
сти .  Доказательство основы
вается на том ,  что точки пере
сечения высот шести треуголь
ников, содержащихся в данном 
шестиугольнике, образуют ука 
занную в 2) из п .  5 § 1 фигуру 
из эквиполлентных пар то
чек ( рис. 1 1 9 ) ; это является 
простым обобщением м алой 
аффинной теоремы Паппа -
Паскаля, а замыкание этой 
конфигурации Паппа  -- Пас
каля доказывается непосредст- О 
вен но. 

Ч е т в е р т о е  д о к а з а -
т е л ь  с т в о { Гузе) . Допустим ,  Рис. 1 20. 

что несущие прямые а и Ь 
имеют общую точку О. В следующих треугольниках, содержа

щихся в конфигурации { рис .  1 20) : 

с вершинами Bz, А 1 , В" А1, В 1, А" Ас, О , в" 
со сторона м и  p z", Ь , Ри  Plll•  а, Ри Ь , pz", а 

проведем высоты 

fzk = (Bz ,  p z") g"z = (Ас, Рkд fz  = (Az, Ь) 
fz = (Az ,  Ь) gz = (Bz , а) hzk = {О, pz") 

fu = (В",  Pu) gu = (Ak, Pu) g" = (Bk, а) 
Так как ни в одном треугольнике не совпадают все три сто

роны, то существуют точки пер t>сечен ия высот, соответствующи:1\ 

Fi, Oi, Hth.· 
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Не используя содержащихся в формулировке теоремы усло
вий п араллельности , покажем, что требование Pik i i Pki равно
сильно равенству FiFk = a��. ai. 

При p;R. I I Pki и меем fi11. = fki и h;��. = hki , а эти прямые, будучи 
перпендикулярами к Pik и Pki , параллельны.  Так как к тому же 
fi l l f��.

· и fi =l=f;k , то Fi, Fk и Hik, Hki эквиполлентны,  т. е. FiFн = 

Рис. 1 2 1  

= HikHhi· Аналогично , G"G; = 
= HikHki, а отсюда FiFk = Gп G; .  

Обратно, из FiFk = Gh Gi в силу 
Mf�<, g; l ! gk и f i =l=gk по лемме 2 
получаем FiFk = HikHh i ·  Перепи 
шем это равенство в виде FiHik = 
= FkHhi ; в си.Тiу fi�< l l hih и fh ; l l hki 

р31 отсюда по  лемме 2 вытекает, что 
BtO = FiHik или  fik = f�<i · В первом 
случае было бы b l l f; , что проти
воречит Ьl- fi ; следовательно, 
fik = fki ,  т. е. Pik i ! Pki · 

Пользуясь условиями парал
лельности в теореме, получаем 
теперь F2Ft = G 1 G2 и F1Fз = GзG 1 . 

Перемножая эти равенства ,  получаем,  поскольку 0 1 0203 • 01 = 
= Gз G2 G 1  · G 1 = GзG2, что F2Fз = GзG2, а вместе с тем и требуемое 
утверждение.  

Как доказать аффинную теорему Паппа - Паскаля на евкли
давой  плоскости для случая ,  когда несущие прямые перпенди
кулярны ,  показал уже Ф. Шур, применившпй теорему о высо
тах. В этом частном случае наше доказательство упрощается . 

При  выполнении аффинных аксиом инцидентности аффин
ная  теорем а Паппа - Паскаля р авносильна следующему сво
ему обращению, в котором предпол агаются выполненными все 
три условия пар аллельности, а утверждается коллинеарность: 

Если даны шесть точек А 1 , В2, Аз, В 1 , А2, Вз и прямые Pik 
такие, что A i, Bk l Pik и Pik i ! PR.; , то из коллинеарности А 1 , А 2, А з 
вытекает коллинеарность В 1 , В2, Вз . 

Приведем два доказательства этого обращения нашей тео
ремы .  Особенно п росто первое из них: двумя эквиполлентно
стями  п риходим к условиям специальной теоремы о спаривании 
(теорема 5 ) , а затем однократным ее применением сразу уста
навливается требуемая коллинеарность . Другое доказательство 
исходит из эквиполлентности середин девяти пар  точек данного 
шестиугольника,  а з атем посредством теоремы 6 об изотомиче
ском соответствии прямых в треугольнике приводит к требуемой 
J<о ллинеарности при коллинеарностя трех вершин тpeyroлq
IO! R a .  
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П я т о е  д о к а з а т е л ь с т в о  ( Гузе) . Введем в качестве вспо
могательных элементов точки С1 и С3, где (так нам  будет 
удобно) индекс 2 отсутствует, как четвертые симметричные точки 
( рис. 1 2 1 ) :  

(3} 

в силу Р2з 1 1 Рз2 точки А2.  Вз, с1 коллинеарны.  в силу P I 2 1 1 P2 1 
точки А2, С3, В 1  коллинеарны.  Так как A t, А2 ,  А3  коллинеарны,  
то С1 ,  В2 ,  С3 коллинеарны.  Затем введем такие четыре прямые, 
параллельные паре р , з , Рз 1 : c1 I C, , c2 I A 2 , сз ! Сз, P2 l B2 .  В силу 
(3 )  по теореме 3 с , с2 = Р2Рз 1 ,  С2Сз = РtзР2 ;  отсюда СtСз = 
= Р2 · Рз 1Р 1 зР2 = Р2 · Р2Р 1зРз1 = Р i зРз 1 . Значит, точки С, , А 2, Сз ; В , ,  
в2. В з  и прямые с , ,  с2. Сз ; Рз t . 
Р2. Р t з  удовлетворяют условиям 
специальной теоремы о спарива
нии ,  а поэтому В 1 ,  В2 ,  В3 колли
неарны .  

Ш е с т о е д о к а з а т е л ь с т
в о ( Гузе) . Согл асно теореме 4 
введем средние точки Mi для то
чек A i и Bi , а также средние 
точки P i  для точек Ak и A z и 
средние точки Qi для точек Bk и 
В1 (рис. 1 22 ;  здесь i, k, l - пере- Р, AJ 
становка чисел 1 ,  2, 3 ) . Проведем 
через точки Р, , Mk, М1, Qi парал - Рис. 1 22. 
лельные прям ые к паре  п арал -
лельных противоположных сторон Рн z  и Pzk ; в силу теоремы 3 
эти п аралле.r. ьные прямые являются осями  сим метрии прямых 
Pkz и Pllt ·  С.1 едовательно, указанные четыре точки лежат н а  оси 
симметрии прямых Рм и Pzk · Далее, из определения точек Mi и 

Pi  имеем в:kPtмt = В1, т. е. MkPiMz - средняя точка для Bk и Bz, 

т. е. в силу однозначности средней точки MkPiMz = Qi. Следова 
тельно, девять точек Mi , Pi , Qi удовлетворяют условиям тео
ремы 6. Так как точки Р , , Р2, Рз, будучи средними точками для 
коллинеарных точек А 1 ,  А 2, А3 ,  сами колл инеарны, то по  тео
реме 6 точки Q1, Q2 , Qз коллинеарны .  Точки Bi можно предста -

вить их  средними точками Qi . ибо B�kQtQ t  = Bi, а значит, B i = 

= QkQiQz (ер .  теорему 23 § 3) . Отсюда из коллинеарности 
средних точек Qt . Q2, Q3 в ытекает коллинеарность точек В 1 , 
В2, Вз . 

Л и т е р а т у р а к §  1 2 . Ш у р  [ 1 ] ,  й е л ь м с л е в  [2), Тё п к � и [ ! ], 
r у з  е [ 1 ) . См. также литературу к § 1 .  
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§ 1 3. Алгебраическое представление 
евклидоных групп движений 

[ 1 

1 .  Представление евклидоных групп движений как групп дви
жений евклидон ых координатных плоскостей. Рассмотрим груп
повую плоскость евклидавой группы движений .  Согласно § 1 2  
в н е й  выполняются аффинные аксиомы инцидентпасти и аффин
ная теорема Паппа - П аскаля.  Кроме того, как видно из дока
зательства теоремы 4 из § 1 2 , в ней выполняется а ффинная ак
сиома Ф а  но  («Диагонали п араллелогр а м м а  пересекаются» ) .  
В ыбрав координатную систему (пару пересека ющихся прямых 
с единичными точками ) , можно известными методами сопоста
Еить плоскости некоторое поле /( хар актеристики =/=2  * ) ,  напри
мер ,  введя исчисление точек на  какой-нибудь координатной пря
мой.  Так мы представим нашу плоскость в виде аффинной ко· 
ординатной плоскости над полем К: точка представляется парой 
(х, у) , а прямая - тройкой [и, v, w] элементов поля К, причем 
и и v не равны одновременно нулю, а пропорциональные тройки 
представляют одну и ту же прямую; инцидентность точки (х, у) 
и прямой [и, v ,  w] выражается равенством 

их + vy + w = О. ( l ) 
На этой аффинной координатной плоскости для каждой точки 
существует ровно одна инволютивная коллинеация, при кото
рой  все прямые,  проходящие через эту точку, остаются непо
движными :  это центральная симметрия относительно данной 
точки. Она переводит каждую прямую в некоторую п ар алле"lь
ную ей  п ря мую. Симметрия относительно точки (а ,  Ь )  представ
ляется уравнениями :  

х* = - х + 2а, у* = - у + 2Ь. (2) 
Переносом в аффинной плоскости называется коллинеация, 

которая всякую прямую переводит в параллельную ей прямую 
и либо не и меет неподвижных точек, либо является тождеством. 
Заданной парой  (точка - образ точки) в аффинной координат
ной плоскости задается точно  один перенос. Перенес, переводя
щий точку (0, О )  в точку (а ,  Ь ) , выражается уравнениями : 

х* = х + а ,  у* = у +  Ь .  (3) 
Группу переносов мы обозначим через �. 

Предстоит исследовать, как выражается ортогональность двух 
п рямых.  Впредь мы будем считать, что координатные оси вы· 

*)  Ср. Замечание об алгебраизации аффинной 11 проективной плоскостеQ 
и указанную там литературу (§ 7) . 
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браны взаимно ортогональными .  Рассмотрим теперь прямую, 
не параллельную ося м ,  и представим ее уравнением у = сх + Ь, 
где с =/=0. Пучок пар аллельных прямых з адается тогда фикси
рованным угловым коэффициентом с=/=0. Угловой коэффициент 
ортогонального пучка параллельных прямых мы обозначим че
рез f ( c ) . Тогда f ( c ) - функция , определенная на всех отличных 
от нуля элементах поля К, причем ее значения сами будут отлич
ными от нуля  элементами поля К. Так как  перпендикулярные 
прямые отл ичны друг от друга ,  то всегда f ( с ) ,Р е, а в силу сим
метрии  ортогональности f (f ( с ) ) = с . Вид функции f(c) можно опре
делить, привлекая одну теорему об ортогональности. Используем 
теорему о высотах, рассуждая согл асно Р .  Бэру таким образом : 

Возьмем d,PO, с. Рассмотрим треугольник (рис .  1 23 ) , верши
н ы ,  стороны и высоты которого указаны в следующей табл ице: 

Вершины 

А = (с , О) 
В = (d ,  О) 
С =  (0 ,  - cd) 

Стор о н ы  

(В ,  С) : у = с (х - d) 
(А , С) : у = d (х - с) 
(А , В) : у = О  

Высоты 

у = f (с} (х - с) 
у = f (d} (x - d) 
х = О 

Так как высоты пересекаются в одной точке, то обе первые вы
соты должны пересекать ось ординат х = О  в одной  и той же 
точке, т .  е .  

f (с) с = f (d) d. 

Так как d=/=0 , с выбраны произволь
но, то f(c)c является постоянной ,  от-

• б 
1 

личнои от нуля ;  о означим ее - k 
и назовем k постоянной ортогональ
ности. Итак, подлежащая определе
нию функция имеет вид 

1 
f (с) = - kc .  (4) 

lJ 
C=(O, -cd} 

Рис. 1 23. 

B=(d,O} .r 

Так как всегда f ( с ) + с, то -k не может быть квадратом в 
поле К. Итак, в силу (4 } две прямые с угловыми коэффициен
тами с+О и с' +О ортагональны тогда и только тогда, когда 

1 + kcc' = О, (5) 
а для произвольных прямых [и, v, w] и [и' , v', w'] условие ортого
нальности имеет вид 

vv' + kии' = О, (6) 
т. е. представляет собой условие обр ащения в нуль симметрич· 
ной билинейной формы от тангенциаJi ьных координат и, v ;  и', v'; 
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эта форма отделяет нуль (при  (и ,  v )  =F (0 ,  О )  всегда v2 + kи2=FO) . 
Значение постоянной ортогональности k зависит от выбора еди 
ничной точки на осях координат. При  произвоJiьном изменении 
единичной точки в качестве постоянных ортогональности полу
чаются как раз все элементы класса квадратичных вычетов {k}. 

Отсюда получаем ,  что основание Р перпендикуляра ,  опу
щенного из точки Р =  (х, у) на прямую [и, v , w], имеет коорди
наты : 

( 
v2 kuv kuw 

v2 + ku2 Х - v 2 + ku2 У - v2 + ku2 ' 

v 2 �
v
ku2 Х + v2 �и:u2 у - v2 :�u2 ) • (7) 

Так как точка Р* ,  симметричная точке Р относительно прямой 
[и, v ,  w], симметрична точке Р относительно точки Р, то сама си.м
Аtетрия относителыю прямой [и, v ,  w] представляется уравне-
ниями :  

* v 2 - ku2 2kuv 2kuv 1 Х = v2 + ku2 Х - v2 + ku2 у - v2 + ku2 ' 

, 2uv v2 - ku2 2vw 
У = - v 2 + ku2 Х - v2 + ku2 У - v2 + ku2 • 

(8) 

Так как поворот вокруг начала  О является произведением 
симметрии х* = Х, у* =  -у относительно оси абсцисс на симме
трию относительно прямой [и ,  v ,  0], то из формуJt (8 ) следуют 
формулы поворота вокруг О, если положить W = O, а коэффи
циенты при  у умножить на  - 1 .  Поэтому те евклидdвы движения, 
которые сохраняют точку О ( в  обозначениях п .  8 § 6 - элементы 
подгруппы ®0) , п редс1 аВJi яются формулами :  

� v2 - ku2 2kuv 1 х = v 2 + ku2 Х + е v2 + ku2 у, 1 
* 2uv v 2 - ku2 

у = - v 2 + ku2 Х + е v2 + ku2 у' J где е = ± 1 ·, (9) 

здесь е - определитель преобразования .  Так как для евклидавой 
группы  движений ® справедливо соотношение ® = ®0� (п .  8 
§ 6 ) , то получаем представление произвольнаго евклидова дви 
жения, взяв  суперпозицию преобразования (9 )  с переносом (3) , 
т. е .  прибавляем к п равым частям (9)  соответственно а и Ь . По
л ученное преобразование можно представить матрицей 

v2 - ku2 2kuv ) 
v 2 + ku2 е v2 + ku2 а 

2uv v 2 - ku , где и, v ,  е , а, Ь Е К, ( 1 0) 
v 2  + ku2 е v 2 + kii2 Ь (и , v) =1= (0, 0), е = ± 1 . 

о о 
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Добавлением строки (0 ,  О, 1 )  суперпозиция двух п реобразований 
изображается (левым) умножением матриц. Матрица 

v 2 - ku2 2kuv 2kuw 
v2 + ku2 v2 + ku2 v 2  + ku2 

Sц, v. w = 2uv v2 - ku2 2v w , где и , v, w Е К, ( 1 1 ) 
v2 + ku2 v2 + ku2 v2 + ku2 (и , v) =1= (О, 0) , 

о о 

представляет симметрию относительно прямой [и, v , w]. Резюми
руя ,  заключаем,  что справедлива 

Т е о р е м  а Х.  Всякой евклидавой группе движений (®, 6) 
отвечают поле К характеристики +2 и число -k из К, не являю
щееся квадратом, такие, что группа ® представляется .матрица
ми ( 1 О) , а система образующих 6- матрицами ( 1 1 ) .  

Справедливо и обрзщение теоремы Х :  . 
Если К -поле характеристики =F2, а -k не является в нем 

квадратом, то матрицы ( 1 0 ) образуют евклидову группу движе
ний, а матрицы ( 1 1 ) - ее систему образующих. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о обр ащения. Имеем 

V2 - kU2 2k U V  2k VW 1 - 2k UW2 1 ' V2 + kU2 V2 + kU2 V2 + k U2 

Su', v', w'Su, v, w = 2UV V2 - kU2 2kUW 1 + 2 VW2 
V2 + kU2 V2 + kU2 V2 + kU2 

t о о 1 J 

где и, W1 ,  W2 - миноры второго порядка м атрицы ( :, :, :, ) . 
т. е. и = 1 ии' 

v
' 1 ' w1 = 1 и

, 
w

' 1 ' w2 = 1 v
' 

w
' 1 ' а v = v v' 

+ kии'. v и w v w 

Далее : 

17 Ф. Б а х м а и  

v"'2 - ku"'2 

v"'2 + ku"'2 

2u"'v"' 

о 

2ku"'v"' 

v"'2 + ku"'2 

v"'2 - ku"'2 

v"'2 + ku"'2 

о 

2ku"' w"' - 2kv"' D l 
v"'2 + ku"'2 

2v"' w"' + 2ku"' D 
v"'2 + ku"'2 
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где 

(""' ) ( " 
v"' = v 

w"' w 

и' 

v' 

w' 
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и" ) (  v'v" + kи'u") 
v" - ( v v" + kии") ; 

w " vv' + kии' 

[ 1  

и и' и" 

D = v v' v" 

w w' w" 

(З аметим ,  что равенство для одностолбцавой матрицы с элемен
там и  и"', v"', w"' в векторной форме может быть переписано 
как ра венство для «четвертого симметричного вектора» теоре
мы  6 из § 8 . )  Положим далее :  ( - 1 О 2а ) 

Sa. ь = О - 1  2Ь  . 
о о 1 

( 1 2) 

Легко проверяются четыре эквивалентности следующей таб
лицы:  

( 1 )  Su, v ,  w = Su', v', w' ; и, v , w ;  и', v', w' л инейно зависимы;  
( 1 1 )  Su ', v', w'Su, v , w инволютивно;  vv' + kии' = О; 

( 1 1 1 ) Su, v, w Sa, ь инволютивно;  иа + vb + w = О; 
( IV) Su", v", w"Su' , v', w'Su,  v, w инволютивно;  и , v, w ;  и', v', w'; и", 

v", w" л инейно з а виси мы .  

При  этом если выполняется ( IV), то  Su", v", w"Su', v' , w'Su, v ,  w = 
= Su"' ,  v "', w"' · Если выполн яется  ( 1 1 ) ,  то Su', v' , w'Su, v, w - это 
матрица Sa, ь , в которой а и Ь являются решениями системы 

их + vy + w = О, и'х + v'y + w' = О  при vv' + kии' = О. 

Обратно, всякая м атрица Sa, ь может быть представлена в виде 
инволютивного произведения двух матриц ( 1 1 ) , например Sa, ь = 
= So, 1 , -ьS 1 , о, -а · Следовательно, матрицы ( 1 2 )  являются инволю
тивным произведением двух матриц ( 1 1 ) .  

Рассмотрим  группу, порожденную м атрицами ( 1 1 ) ,  и будем 
считать матрицы ( 1 1 ) осевыми симметриями (системой образую
щих 6) в смысле нашей системы аксиом .  Тогда матрицы ( 1 2 )  
являются центр альными симметриями .  В силу эквивалентностей 
( 1 ) - ( IV)  и последующих утверждений без труда устанавливает
ся, что для этих центральных и осевых симметрий выполняются 
аксиомы 1 -4 , R и V* .  Следовательно, группа ,  порожденная ма 
трицами ( 1 1 ) ,  является евклидавой группой движений (инва 
риантность системы образующих проверять не нужно: см.  п .  1 
§ 1 2 ) . Элементы группы - это матрицы ( 1 0) : ведь при е = - 1  
всякая матрица ( 1 О )  имеет вид S а ь So, о Su, v , о, а при е = 1 -

2 ·  2 
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вид S а ь So, о Su, v, о So, 1 ,  о, т. е. р аз м ы  умеем записывать 
2 • 2 

матрицы ( 1 2 )  в виде произведения м атриц ( 1 1 ) ,  всякая м атрица 
( 1 О) является произведением м атриц ( 1 1 ) .  

3 а д а ч и.  1 .  Преобразования (9) - это те линейные иреобразования 
векторного пространства пар (х, у) элементов из К, которые сохраняют ин
вариантным «скалярное произведение» хх' + kyg'. 

2. Следующие группы совпадают: 1 )  подгруппа @ 0 группы евклидовых 
движений ; 2 )  ортогональная группа 02 (К, F) над полем характеристики 
-=/= 2, где форма F бинарна и отделяет нуль. 

2. Специальные евклидовы группы движений. В силу обра·  
щения теоремы Х над каждым полем характеристики =1=2 ,  в ко 
тором не каждый элемент является квадратом ,  есть по  крайней 
мере одна евклидова групп а  движений.  В частности, есть конеч
ная евклидова группа движений - и при этом над каждым ко
нечным полем характеристики =1=2 только одн а ;  наименьшая из 
них - над простым полем характеристики 3 при k =  1 . 

Рассмотрим две дополнительные аксиомы, посредством кото
рых конкретизируется общее понятие евклидавой группы движе
ний, а тем самым и евклидавой плоскости. 

Первой введем такую а к с и о м у (при  выполнении аксиом 
евклидавой группы движений) : 

Найдутся g и h такие, что gh j_ g. 
Она означает, что существует прямой угол , который можно 

разделить пополам .  Это имеет место в том и только в том слу
чае, когда существует центральная сим метрия,  являющаяся ква
дратом (ер .  лемму из За мечания о свободной подвижности) .  Со
вместно с аксиомой R можно перефразировать дополнительную 
аксиому в виде требования ,  чтобы в групповой плоскости суще
ствовал квадрат, т. е. прямоугольник с ортогональными диа го
н алями . Как легко видеть, всякий прямой угол н а  евклидавой 
групповой плоскости можно разделить пополам ,  если суще
ствует хотя бы один прямой угол с этим свойством ; в евклидо
вой группе движений всякая центральная сим метрия является 
квадратом , если существует хотя бы одна  центральная симмет
рия, являющаяся квадратом .  

Рассмотрим теnерь евклидову групповую плоскость, предста
вленную, как в п .  1 ,  в прямоугольной системе координат в виде 
координатной плоскости . Назовем единичной окружностью мно
жество всех точек, симметричных единичной точке ( 1 ,  О ) оси 
абсцисс относительно какой-либо прямой,  проходящей через на 
чало координат. Единичная окружность состоит из точек (х, у ) , 
удовлетворяющих уравнению х2 + ky2 = 1 .  Дополнительная аксио
ма выполняется тогл.а и только тогда , когда единичная окруж
ность пересекает ось ординат, т. е . когда k является квадратом.  

1 7• 



260 Г Л. IV .  ЕВI(ЛИДОВА ГЕОМЕТРИЯ [ 2 

В этом случае  можно нормировать k, сведя k к 1 ;  для этого до
статочно принять точку пересечения единичной окружности с 
осью ординат за единичную точку (0, 1 ) . Итак справедлива 

Т е о р е м  а 1 .  Для того чтобы центральные си.лt.метрии в ев
клидовой группе движений был и  квадратами, необходимо и до
статочно, чтобы постоянная ортогональности в этой группе .могла 
быть сделана равной 1 .  

Такие евклидовы группы движений существуют как раз над 
теми полями ,  в которых -1 не  является квадратом ,  причем над 
каждым полем подобная группа  единственная. Существенно 
огр �ничительнее в т о р а я а к с и о м а :  

Если g ,  g' I P, т о  существует h такой, что gh = g', 
которая означает, что всякий угол можно разделить пополам .  
Так как  по  теореме 4 из § 1 2  н а  евклидавой плоскости всякий 
отрезок можно разделит-,., пополам ,  то для евклидавой группы 
движений эта дополнительная аксиома равносильна требованию 
свободной подвижности . 

Вторая дополнительная аксиома  выполняется тогда и только 
тогда , когда единичная окружность координатной плоскости пе
ресекает в с я к у ю  прямую, проходящую через начало. То, что 
единичная окружность пересекает ось ординат, означает, что 
можно считать k = 1 и уравнение единичной окружности записать 
в виде х2 + у2 = 1 ,  а то, что она пересекает всякую прямую у = сх, 
означает, что 1 + с2 является квадратом .  Таким образом,  полу
чаем следующее условие для координатного поля К - 1  не яв
ляется квадратом в К, а 1 + с2 - квадрат в К при любом с. Такое 
поле называется пифагоровым. В силу второго требования сум
м а квадратов в пифагоровом поле  является квадратом, а следо
в ательно, в силу первого требования элемент - 1  не является 
суммой  квадратов. Таким образом,  получается 

Т е о р е м  а 2 .  Свободной подвижностью обладают те и только 
те евклидовы группы движений, постоянная ортогональности 
которых .может быть сведена к 1 и поле которых пифагорово. 

Те поля ,  в которых - 1  не является сум мой квадратов (они 
называются формально вещественными) , допускают упорядоче
ние  по Артину и Шрейеру. Следовательно, пифагорово поле, а 
значит, и та евклидова плоскость, в которой всякий угол можно 
разделить попол а м , допускает упорядочение. Так как упорядо
чить пифагорово поле,  вообще говоря,  можно разными способа�  
ми , то и существующее упорядочение для евклидавой плоскости 
не однозначно.  Поэтому встает вопрос, какие геометрические от
ношения порядка сохраняются на таких евкл идовых плоскостях 
п р и  всех допустимых упорядочениях ;  напрнмер ,  лежит ли осно
вание высоты прямоугольного треугольника в смысл е  этого упо-
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рядочения между концами гипотенузы. О.  Боттема  назвал изу
чавшееся им пересечение всех возможных упорядочений «несо
вершенным упорядочением» .  

В этой связи надо упомянуть один результат из совместной 
работы автора и Клингенберга : всякая евклидона плоскость до
пускае1 некоторое слабое упорядочение (изученное Шпернером 
в своей теории функций порядка ) ,  и это слабое упорядочение 
можно выбрать так, чтобы б ыли  справедливы определенные м е
трические теоремы порядка. 

3 а д а ч а. Евклидава группа движений над конечным полем из n эле
ментов (характеристики * 2) имеет порядок 2 (пЗ + п2) . 

Л и т е р  а т у р а к § 1 3. К п. 1 :  Б э р  [ 1 ], Б а х  м а н [2] . К п. 2: А р т и н 
и Ш р е й  е р  [ 1 ], Б о т т е м а [1 ], [2], Ш п е р н е р [ 1 ] ,  [2] , [3], Б а х м а н и 
К л и н г е н б е р г [ 1 ]. 



Г л а в а  V 

ГИ П ЕР БОЛ И Ч ЕС КАЯ ГЕОМ ЕТР ИЯ 

Сформулированный Гильбертом в 1 903 г. в «Новых основа
ниях геометрии Бойя и - Лобачевского» (ер .  п .  2 § 2 )  гиперболи
ческий постул ат  параллельности гласит, что через данную точку 
всегда проходит прямая ,  не пересекающая данной прямой, и 
среди этих нелерееекающих прямых есть две граничные,  отде
ляющие пересекающие прямые от непересека ющих .  В этом виде 
постул ат может быть сформулирован только для тех плоскостей, 
в которых задано упорядочение. 

Чтобы определить гиперболическую геометрию в рамках на 
шей системы аксиом абсолютной геометрии, примем в качестве 
дополнительной аксиомы требование,  чтобы существовали пря
мые, не и.м.еющие ни общей точки, ни общего перпендикуляра. 
Мы потребуем , чтобы такие прямые существовали ,  однако огра 
ничим существование таких прямых « гиперболической аксио
мой» ,  потребовав ,  чтобы через фиксирова нную точку проходило 
не более двух прямых,  которые не  имеют с заданной прямой об
щей точки и общего перпендикуляра .  

Обоснование так определенной гиперболической геометрии, 
согласно общему методу обоснования абсолютной геометрии 
идеальными элементами ,  ведет к гиперболической проективно
метрической идеальной плоскости ,  получаемой путем пополнения 
гиперболической плоскости (этапы :  введение идеальных прямых, 
доказательство проективных аксиом инцидентности и теорем о 
замыкании в идельной плоскости, построение абсолютного поля
р итета в идеальной плоскости ) . При этом осевые и центральные 
симметрии на гиперболической плоскости индуцируют ка к раз 
все симметрии гиперболической проективно-метрической идеаль
ной плоскости . Следовательно, движения гиперболической пло
скости индуцируют все движения гиперболической проективно
метрической идеальной плоскости, а значит, могут быть алге
браически представл ены так, как было указано в §§ 8- 1 0. 

Обращаясь к проблеме алгебраизации ,  можно с помощью 
теоремы 9' § 1 0  так сформулировать задачу: 
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Показать ,  что аксиоматически заданные гиперболические 
группы движений представимы в виде групп дробно-линейных 
преобразований над некоторыми полями. 

В дальнейшем эта задача решается так, как это предложили 
Берга у и К:лингенберг * ) : с самого начала используются спе
циальные свойства гиперболической группы движений и тем са 
мым  мы освобождаемся от  необходимости следовать указанным 
в ы ш е  этапам обоснования .  Мы покажсм,  что сим метрии ,  содер 
жащиеся в гипербол ической группе движений ,  удовлетворяют 
сформулированным в п .  l § l l  аксиомам «Н-группы» ,  а затем 
непосредствен но из результатов пп .  2-5 § l l  получим ,  что ги
перболическая группа движений представима в виде группы 
дробно-линейных преобр азований поля ,  обр азованного концами .  
Нам останется только исследовать, какие из инволютивных дроб 
ио-линейных преобразований отвечают при этом осевым сим
метриям в гиперболической группе движений .  

Гл авная методическая идея этого подхода - использование 
исчисления концов - восходит к названной работе Гильберта , в 
которой автор, сверх того, пользовал ся симметриями и теоремой 
о трех симметриях для прямых одного кшща. Но те аксиомати
ческие требования,  при которых мы будем пользоваться исчисле
нием концов, являются значительно более общими ,  чем у Гиль
берта, так как исключается требование свободной подвижности. 

§ 1 4. Гиперболические группы движений 

1 .  Аксиомы гиперболических групп движений.  Называем ги
перболической группой движений ту группу движений ,  которая 
удовлетворяет системе аксиом п .  2 § 3 и р следующим двум дополнительным аксио- � 
мам :  tl ь А к с и о м а ......, V* . Существуют несоеди-
ншr�.ые прямые а и Ь . ----------

А к с и о м а  Н .  Если a, b , c i P, a a, g ; b , g !/ 
и с, g несоединимы, то либо а = Ь, либо а = с, Рис. 124. 
л и бо Ь = с. 

Аксиома ......, v�· означает, что существуют песоединимые пря� 
мые .  «Гиперболическая аксиома»  Н означает, что через данную 
точку Р проходит не более двух прямых ,  не  соединимых с данной 
прямой g ( рис .  1 24) . 

При этом во всякой группе движений,  удовлетворяющей си
стеме аксиом п .  2 § 3 ,  две прямые называются несоединимыми -

* ) Клингенберг пользовался избыточными аксиом ам и, которые как  теоремы были доказаны Бергау (теорем а 3 § 1 4) .  
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в соответствии с общим определением п. 1 § 3, - если у них нет 
ни  общей точки ,  ни общего перпендикуляра ,  т. е. не существует 
ни точки С, где C l a, b ,  ни прямой с, где c l_ a, b  (ер .  п. 1 2  § 6) . 

Легко видеть, что можно эквивалентным обр азом несколько 
короче переформулировать систему аксиом п. 2 § 3, дополненную 
аксиомой ,.._ V* ,  объединив аксиом ы  D и - V* :  

А к с и о м а D * . Существуют g, h ,  j. такие, что f! l_ h ,  а g и j не
соединимы. 

Таким образом,  можно описать гиперболическую группу дви 
жений I<ак группу, удовлетворяющую системе аксиом, подучае
мой заменой в системе аксиом п. 2 § 3 аксиомы D на  более силь
ную аксиому D *  и добавлением гиперболической аксиомы Н. 

Из  одной только истинности аксиомы - V* вытекает, что в 
гиперболической группе  движений выполняется аксиома - Р,  
т .  е .  что  эта  группа  не является эллиптической (ер .  п .  8 § 3 или 
п. 1 2  § 6) . Следовательно, в гиперболической группе движений 
справедливы все теоремы,  которые бьти прежде получены в 
предположении в ыполнения - Р ;  в частности, в гиперболической 
группе движений ,  согл асно теореме 2 1  из § 3, движения делятся 
на собственные и зеркальные. 

Относительно несоединимых прямых из группы движений, удовлетворяю
щей системе аксиом абсолютной геометрии л.  2 § 3, можно заметить, что 

Весаединимые прямые обязательно различны. 
Если а и g - несоединимые прямые, а и - прямая,  перпендикулярная g, 

то а и - отличная от а прямая ,  не соединимая с g. Она также не принад
лежит тому пучку, который содержит а и g, ибо в противном случае по 
теореме о транзитивности (теорема 6 из § 4)  а, а и , и принад.�ежали бы од
ному пучку, а значит, а, и, g принадлежали бы одному пучку, т. е. а и g 
были бы инцидентны точке иg. 

Пусть даны точка Р и прямая g. Проведем через Р прямую а, не со
единимую с g. Тогда перпендикуляр и, опущенный из Р на g, определен 
однозначно, а аи - отличная  от а прямая ,  проходящая через Р и не соеди
нимая с g. Аксиома Н равносильна требованию: если через Р проходит 
прямая а, не соединимая с пекоторой прямой g, то, кроме прямых, сим
метричных а относительно перпендикуляра,  опущенного из Р на  g ,  нет ни
каких других прямых, проходящих через Р и не  соединимых с g. 

В дальнейшем будет существенно такое замечание:  несоединимые нн
волютивные элементы всякой группы движений, удовлетворяющей системе 
аксиом п .  2 § 3, обязательно являются прямыми (ер. п .  12 § 6) , т. е. не
соединимыми прямыми.  

Теперь, используя обе аксиомы - V* и Н, покажем, что ги
перболическая групп а  движений является ,;tетрически-неевкли
довой: 

Т е о р е м  а 1 .  В гиперболической группе движений вьтол
няется аксиома ,....., R .  

Очевидно,  теорему 1 можно переформулировать так:  
Т е о р е  м а 1 ' . В метрически-евклидовой группе дв тtсений, в 

которой выполняется акrиома - V*, аксиолtа Н не выполняется. 
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При доказателъстf!е теоремы 1 ' мы воспользуемся ниже фор
мулируемой J1еммой о том , что прямые, симметричные пекоторой 
прямой относительно параллельных осей, параллельны. ( Поня
тие параллельности в метрически -евклидовой плоскости опреде
лено в п . 8 § 6 . )  

Л е м м а .  В метрически-евклидовой группе движений из и i i v 
следует a" l l av. 

Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы .  По условию иv - перенос 
(п .  8 § 6) . Следовательно, vи  и ( иv )  а - переносы. Значит, по 
теореме 1 5  из § 6 и ( (иv ) а ( vи) ) " = a"av также является пере 
носом. 

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  1 ' . По  условию существуют 
две песоединимые прямые а и g. Выберем на а две р азные точки 
Р и Q и проведем перпендикуляры (Р , g) = и, ( Q , g )  = v  ( рис. 1 25) . 
Тогда av также не соединима с g ;  а1' отлична от а и а" и не при 
надлежит пучку, содержащему а и g. Тогда и а" ,  av ,  g не принад
лежат одному пучку, ибо а" и av по лем
ме имеют общий перпендикуляр  l ,  и ,  
значит, если бы а" , av, g принадлежали 
одному пучку, то по обращению аксиомы 
4 g также была бы перпендикулярна  /, 
т. е. au и av были бы соединимы с g. 

Теперь рассмотрим прямую Ь ,  прохо
дящую через Р и принадлежащую тому 
же пучку, что av и g (теорема 15 из § 3 ) . 
В силу обр ащений аксиом 3 и 4 Ь тоже 

Рис. 1 25. 

не соединима с g. При  этом b =l=a и b =l=a",  ибо ни а, av, g, ни аи, 
av, g не принадлежат одному пучку. Наличие прямой Ь показы
вает, что аксиома Н не выполнена .  

2. Концы. Из основного свойства пучков прямых (п .  5 § 4)  вы
текает, что всякие две различные прямые пучка прямых G (аЬ ) , 
образованного двумя песоединимыми прямыми а и Ь ,  сами не  
соединимы.  С у..четом системы аксиом п .  2 § 3 и аксиомы ,.._, V *  
получаем : 

Всякий пучок прямых является либо собственным,  либо пуч
ком перпендикуляров, либо же пучком попарно несоединимых 
прямых, причем существуют пучки прямых каждого из трех 
типов. 

В гиперболической группе  движений  пучки с попарно несо
единимыми прямыми мы называем концами. Две прямые опреде
ляют конец в том и только в том случае, когда они несоединимы. 
По аксиоме ,..., V* существует по  крайней мере один конец, а из 
аксиомы Н следует, что всякая прямая принадлежит не более 
чем двум разным I\Онцам.  
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Последнее утвержден ие строже следует обосновать так :  есл и 11 группе 
движений, удовлетвор яющей систем е аксиом п.  2 § 3, есть прямая g, при
надлежащая трем разным пучкам попарно несоедин и м ы х  п р я м ы х ,  то через 
к аждую не  принадлеж ащую g точку Р п р оходят три разные прям ые, не 
соединимые с g (это существующие по теореме 15 из § 3 соединен и я  точки Р 
с трем я д а н н ы м и  пучкам и ) ; з н а ч ит, аксиом а Н н арушена.  

Пользуясь сдел анным в п. 1 з амечанием о песоединимых пря 
мых, получаем :  конец, которому принадлежит п рямая g, при 
симметрии относительно всякой прямой ,  перпендикулярнсй g, пе
реходит в другой конец, которому также принадлежит g .  То же 
справедливо для симметрии относительно точек прямой g. Так 
как по  аксиоме Н прямая принадлежит не бо.'lее чем дву м кон
цам ,  получае м :  

( 1 )  Если прямая принадлежит одному концу, т о  она принад
лежит еще ровно одному концу. 

Поэтому конец, которому принадлежит прямая g, супер пози
цией двух сим метрий  относительно прямых,  перпендикулярных g, 
переводится в себя.  То же относится к суперпозиции симметрий 
относительно точки прямой g и относительно перпендикуляра к g. 

Из одной лишь системы аксиом п . 2 § 3 вытекает, что пучок, 
который при симметрии  относительно данной прямой с перехо
дит в себя ,  это : 1 )  пучок, которому принадлежит с, или 2 )  пучок 
перпендикуляров к с ( ер .  доказательство теоремы 5 из § 1 1 ) .  

Рис.  1 26. 

Таким образом,  единственные пучки, ко
торые при сим метрии относительно пря
мой ,  не  принадлежащей пучку, перехо
дят в себя , - это пучки перпендикуляров. 
Итак:  

( I I )  Если некоторьtй конец переходит 
при симметрии относительно прямой с 
в себя, то с принадлежит этолtу концу. 

3 а м е ч  а н и е. В п. 2 § 1 1  было опре-
делено понятие особого пучка инволю

тивных элементов для произвольной биинволютивной группы, в 
которой выполняется транзитивность Т для произвольных инво
л ютивных элементов. В силу теоремы 16 из § 3 и теоремы 1 из 
§ 7 гиперболическая группа  движений  удовлетворяет этому тео
ретико-групповому условию, а значит, в ней можно, как в п. 2 
§ 1 1 , обр азовать пучок из произвольных инволютивных э.'lемен
тов. Так как в гиперболической группе движений песоединимые 
инволютивные элементы непременно являются прямыми, то 
особый  пучок произвольных инволютивных элементов (пучок по
парно песоединимых элементов ) - это обязательно пучок несо
единимых прямых, т. е. конец в смысле вышеприведенного опре
деления,  и наоборот. 
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3 а д а ч а. Доказать «Теорему об асимптотическом трехстороннике»: 
Если даны три попарно несоединимые и не принадлежащие одному пучку 
прямые (рис. 1 26) , то перпендикуляры, опущенные из какой-либо точки одной 
прямой на обе другие, взаимно перпендикулярны. (На идеальной плоскости 
эта теорема двойственна теореме Зайдевица : если треугольник вписан в ко
ническое сечение, то всякая прямая,  сопряженная одной стороне треуголь
ника, пересекает обе другие стороны в сопряженных точках . )  

3. Лемма Бергау о конце. Ближайшая наша  цель состоит в 
том, чтобы показать, что в гиперболической группе- движени й  
всякие два конца соединимы,  т .  е .  и меют общую прямую. Мы 
следуем идее Бергау и применяем доказанную им ле.+t.му о конце. 
В этом и последующем пунктах мы предполагаем, что групп а  
движени й  гиперболическая .  

Рассмотрим фигуру, образованную шестью прямыми а, Ь ,  g, 
d, е, f, удовлетворяющими следующим условиям (рис .  1 27) : 

a l_ g, d; g =l= d;  g l_ e; 
blge;  b l_ f; def - п р я мая .  (*) 

Символически эти условия запишем так [а, Ь ,  g, d, е, П. 

Рис. 1 27. 

ь 
с 
0 --------U---------JL 

Рис. 1 28. 

Л е м м а о к о н ц е. Если а, Ь определяют конец и имеет ме
сто [а, Ь, g, d, е, f], то прямая c = def принадлежит этому концу 
( рис.  1 28) . 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Так  как прямая  а принадлежит 

концу G (аЬ) , то по сдел анному в п. 2 з амечанию G (ab)dg = 
= G (аЬ) , и так как  прямая  Ь п р и надлежит концу G (аЬ) ,  то 
аналогично G (ab) <ge ) f  

= G (аЬ). В силу dg • (ge) f = с  поэтому 
G (аЬ)с = G (аЬ) , т. е .  по  (II) с Е G (аЬ) .  

О б о б щ е н и е  л е м м ы. Пусть имеет место [а, Ь ,  g, d, е, f ]  и 
пусть def = c. Если две из прямых а, Ь ,  с определяют конец, то 
третья из них принадлежит тому же концу. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Очевидно, что обобщение будет выте
кать из лем мы, если тол ько мы докажем следующее: пусть верно 
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[а , Ь , g, d, е ,  f] ,  def = с ; есл и tl и Ь соеди нимы ,  то а и с, Ь и с 
также соединимы.  

Докажем это. По  условию существует инвол ютивный  эле
мент а такой, что а,  Ь 1 а. По теореме S о трех симметриях и ее 
дополнению S' ( теорема 24 б )  из  § 3 или п.  1 § 7) dga = a' и 
a (ge) f = a", где a l a' и b l a" будут инволютивными элемен
тами .  Далее a'a" = dga · a (ge) f = c. Следовательно, а, c l a' и 
Ь , c l a". 

Добавим два з а  м е ч  а н и я относите.Тiьно леммы о конце, ко
торыми ,  одн ако, не  будем пользоваться при обосновании гипер
болической геометрии. 

1 .  Лемма дает необходимое условие того,  что две прямые а 
и Ь определяют некоторый конец. Эти условия и достаточны, 
и бо спр аведливо такое 

О б р а  щ е н и е л е м м ы . Если a=F b и существуют прямые d, е, 
f, g такие, что имеет место [а ,  Ь ,  g, d, е, f], а пря.мые а, def = с, Ь 
принадлежат однощ; пучку, то а и Ь определяют конец. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Пусть а и Ь соединимы,  т. е.  суще
ствует инвол ютивны й  элемент а, где а, Ь \ а. Так к а к  по условию 
a -=J= b , а а, с ,  Ь принадлежат одному пуч ку, то по обра щени ю тео
ремы о трех симметриях (теоремы 8 н 1 0  из § 3 ) выполняется 
также с 1 а, что невозможно. 

Из доказ ательства обобщения леммы видно, что для инвол ю
тивных элементов dga = a' и cr (ge) f = cr" имеет место a , c \ cr' и 
Ь ,  с 1 а". В силу a =F b  имеет место либо  a=Fc, либо b =Fc ;  значит, по 
однозначности Е соединения (теорема 1 из § 7) a = cr' или a = cr", 

!! 
о 

Рис. 1 29. 

т. е .  d = g или ge = f. Оба равен
ства невозможны ( последнее в 
силу аксиомы ,....,._ Р) . 

2. Утверждение леммы,  что 
а (def )  Ь является п рямой, рав
носильно утверждению,  что 
(ad) e (fb ) - прямая .  Это по тео
реме 1 1  § 3 означает, что суще
ствует прямая h, инцидентная 
точкам ad и fb и перпендикуляр
ная  прямой е ( рис .  1 29 ) . Поэтому 

теперь в условии ( * ) можно за менить требование о том, что def 
является прямой,  более сильным требованием существования 
точки О, которой инцидентны d, е ,  f .  Тогда лемма и ее обраще
ние дают критерий  того, что две прямые определяют конец. 

Кр и т  е р  и й .  Пусть а и Ь - две разные прямые. Выберем на Ь 
точку Р, опустид из нее перпендикуляр на а и воеставид к нему 
в Р перпендикуляр е. Возь1.1ем на е точку О, отличную от Р. 
Из О опустим перпендикуляры на а и Ь и соединим их осно-
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вания прямой h. Прямые а и Ь определяют конец в том и только 
в том случае, когда h J. e. 

На гиперболической плоскости прямые одного конца назы
ваются также параллельными друг другу. Таким образом,  м ы  
получили критери й, являющийся чисто конфигурационным вы
сказыванием об отношениях инцидентности и перпендикуля р
ности , того, что две разные прямые являются гиперболическими  
параллелями.  

3 а д а ч а .  Рассмотрим произвольную метрически-неевклидову плоскость, 
а также ее идеальную плоскость. 

а )  Идеальная точка, инцидентпая своей поляре, является пучком несо
единимых прямых, т. е. не является ни собственным пучком, ни  пучком пер
пендикуляров. 

Усилим  определение «конфигурации леммы» [а, Ь,  g, d, е, f] ,  потребовав,  
чтобы d, е, f были инцидентны точке О =t= g. Говорим,  что конфигурация 
леммы замыкается, если прямые а, Ь, def= c  принадлежат одному пучку. 

б) Идеальная точка G (ab ) инцидентна  своей поляре тогда и только 
тогда, когда конфигурация леммы, построенная  для а н Ь,  замыкается.  
(Использовать полуповорот вокруг О, задаваемый de = cf . )  

Таким образом,  поляритет в идеальной плоскости для метрически-не
евклидовой плоскости является гиперболическим тогда и только тогда, 
когда в метрической плоскости существует замыкающаяся конфигурация 
леммы при а =t= Ь 

в) Пусть в конфигурации леммы е =t= Ь ;  обозначим через * полуповорот 
вокруг О, задаваемый dc = ef .  Имеем : конфигурация леммы замыкается тогда 
и тольl{о тогда, когда а Е G (а) * .  

Идеальпая точка инцидентна своей поляре тогда и только тогда, когда 
эта идеальная точка, рассматриваемая  как образ пекоторога пучка перпен
дикуляров при пекотором полуповороте (ер. задачу 2 из n .  10 § 6) , содер
жит прямую, несущую этот пучок. 

г ) Если переформулировать условие замыкания конфигурации леммы 
таким образом, чтобы потребовать ортогональность прямых е и h «критерия:.,  
то окажется, что замыкающаяся конфигурация лемм ы  на  идеальной плоско
сти может рассматриваться как конфигурация Паппа - П аскаля (рассмот
реть полюсы и поляры идеальных прямых и соответственно идеальных точек 
g ( а ) ,  g ( Ь ) ,  g ( g ) ,  g ( е ) , G ( аЬ ) ,  G ( ge ) . )  

4 .  Соединl(мость концов. Мы утверждаем теперь,  что спра
ведлива 

Т е о р е м  а 2 ( существование перпендикуляра  в конце) . Если 
даны конец и прямая вне него, то существует прямая,  принадле
жащая этому концу и перпендикулярная данной прямой. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Пусть G (c1c2) - данный конец, а 

h - данная прямая при h fE G (c1 c2 ) . Н а  с1 выберем точку О, не 

принадлежащую h. Пусть (0 ,  h) = d* . По теореме 1 5  из § 3 через 
hd* проходит прямая а, где аЕ G (с 1с2 ) . 

Если a = Ct , то в силу hd* + O  имеем a = d* ,  и а является пря 
мой с указанным в теореме 2 свойством .  Пусть nоэтому a =Fc1 •  
Тогда наш конец имеет вид nучка G (ас 1 ) . 
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Прямая ( 0, а) = d  ( рис.  1 30) отлична от d* (иначе было бы 
a = h и hE G ( с 1 с2 ) )  и не перпендикулярна d* (иначе было бы 
a = d* ,  т. е .  а = с1 ) .  Следовательно, элемент dd* задает полупово
рот вокруг О, который мы обозначим через *. Наша цель состоит 

в том ,  чтобы показать, что • u h и с 1  имеют общии перпен-
дикуляр и что последний 
принадлежит данному пучку. 
Мы достигаем этого трех
кратным применением обоб
щения леммы о концах, по
следовательно доказывая 
следующее :  

( 1 )  h и с; соединимы; 
( 1 1 )  h и с;  имеют общий 

перпендикуляр с ;  
( 1 1 1 ) с принадлежит кон

цу G (ac 1 ) . 
Д о к а з а т е л ь с т в о ( 1 ) . 

Дополним прямые а, d, с1 
до конфигурации леммы:  

11 о* с; ь *  пусть g - отличный от  d пер 
пендикуляр к а ; положим 

Рис. 1 30. (0 ,  g) = е, c 1 de = f, (ge, f)  = 
= Ь.  Тогда имеет место 

[а, Ь , g, d, е, f], где def = c1 • Та к как а и с1 определяют конец, то 
по обобщению леммы а, Ct, Ь обр азуют пучок. 

Теперь п рименим к конфигурации леммы полуповорот *, обо
значив при  этом а*  через h .  Возникает новая конфигурация лем
м ы : [h ,  Ь * ,  g* ,  d* ,  е* ,  f*] , где d�eT = с;. Отношения g* =Fd"', 
g* .L e* , b * l g*e* , Ь * .L f* справедливы,  ибо они выполняются для 
прямых без звездочек. Далее ,  h .L d* по определению d* , а h .L g* 
по  теореме 25 из § 3, применеиной к обоим четырехсторонникам 
d, е , g, а и d"' , е* ,  g*,  h. 

Теперь покажем ,  что в новой конфигурации леммы прямые 
h, с�,  Ь* не  принадлежат одному пучку. Тогда из обобщения 
леммы вытекает утверждение ( 1 ) .  

Допустим ,  что h,  с;, Ь* принадлежат одному пучку. Так как 
первая конфигурация леммы гарантирует, что а, с1 , Ь принадле
жат одному пучку (а поэтому одному пучку принадлежат 
а*, с�, Ь*), то по  транзитивности (теорем а 6 из § 4 ) и прямые 

h, а* , с� должны были бы принадлежать одному пучку (так 
как c 1 =F b,  то c; =t= b*). Поскольку h, a* .L d* и h=Fa*  ( в  силу 
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d;=f=d*) , то по обращению аксиомы 4 должно было б ы  быть 
с; l_ d'. Но тогда бьшо бы и с 1 l_ d, и а, с 1 имели  бы  общий пер-
пендикуляр ,  т. е. не определяли бы конца .  

Д о к а з а т е л ь с т в о  ( 1 1 ) . В силу ( 1 )  прямые h, с� обладают 
общей точкой или общим перпендикуля ром.  Покажем, что у них 
нет общей точки. Обозначим через о полуповорот вокруг О, за -

даваемый элементом d*d  группы ;  тогда h0 = а,  с�о = с1 , т. е .  

G (hc�Y = G (ас1 ) .  Если бы при  этом h и с� имели  общую точку , 

то G (hc�) и G (ас1) по теореме 3 из § 6 были бы собственными 
пучками прямых. 

Д о к а з а т е л ь с т в о  ( 1 1 1 ) . Имеем [с , а, h, с� , d*, d] ,  где 
c�d*d = с 1 ( рис. 1 3 1 ) .  По обобщению леммы и с принадлежит 

концу G (ac1 ) . 

(J 
С; c --------�---------lL 

Рис. 1 3 1 .  
с *  1 

i' H C .  1 32 .  

Из теоремы 2 выводится 
Т е о р е м а 3 ( соединимость концов) . Всякие два конца имеют 

общую прямую. 
Д о к а з  а т е л ь с т в о. Пусть G (с1с2) и G (d1d2) - концы. Если 

с 1 или с2 принадлежит концу G (d1d2) , то доказывать нечего. 
В противном случае по теореме 2 существуют прямые ai ( i = 1 ,  2 )  
такие, что aiE G (d1d2) и a; _l ci ( рис. 1 32 ) . И меем а 1 о=!=а2 и 
G (d 1d2) = G (а1а2) .  Точки а1с 1 и а2с2 р азличны. Для их соедини-
тельной прямой (а 1 с1 , а2с2) =h имеет место !t (/: G ( с 1 с2 ) . По тео
реме 2 существует прямая с, для которой cE G (c1c2) , c l_ h . Тогда 
с 1 сс2 - это прямая g, для которой gE G ( с 1 с2 ) и которая  по тео
реме о перпендикулярах принадлежит концу G (а 1 а2 ) .  

5. Гиперболические группы движений и Н -группы. Докажем , 
что справедлива 

Т е о р е м а 4 .  Если (®, 6) - гиперболиttеская группа движе
ний, то ® - Н-группа. 
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Следует и меть в виду, что в гиперболической группе движе
ний система 6 «nрямых» аксиоматически выделена из множе
ства инвол ютивных элементов группы.  Аксиомы ж е Н-группы 
это высказывания о произвольных инволютивных элементах 
группы .  Теорема 4 утверждает: если р ассм атривать совокуп
ность всех инвол ютивных элементов гипербол ической групп ы 
движений (т. е. отвлечься от различия между прямыми и точ 
ками ) , то для них выполняется основное допущение и а ксио
мы Т,  ,..,_, V, UV 1 ,  UV2, которыми опредеJi ялись Н-группы в 
п .  1 § 1 1 . 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о т е о р е м ы 4. По теореме 1 6  из  § 3 
группа  ® биинвол ютивна ,  а значит, удовлетворяет основному 
допущению Н-группы .  По теореме 1 из § 7 для произвольных 
инволютивных элементов из ® справедлива аксиома транзитив
ности Т. Из аксиомы ,..,_, V* следует аксиома - V. Поскольку не
соединимые инволютивные элементы гипер болической группы 
движений  обязательно являются прямыми ,  из аксиомы Н сле
дует справедливость а ксиомы UV2 (ер. вывод из аксиомы Н в 
начале п . 2 ) , а из теоремы 3 следует справедливость аксио-
мы UV 1 .  

. 

Если (®, 6) - гиперболическая группа движений, то ® не 
произвольпая Н-группа .  Ведь в гиперболической группе движе
ний  есть подгруппа индекса 2 - подгруппа  собственных движе
ний .  Инволютивные элементы этой подгруппы - точки, а произ
ведение двух точек не  инволютивно (теорема 23 из § 3 ) . Поэтому 
теорему 4 можно уточнить: 

Т е о р е м  а 4'. Если (®, 6) - гиперболическая группа движе
ний, то ® - Н- группа с подгруппой U, обладающей таким свой
ством: 

(U )  Индекс U равен 2 ;  произведение любых двух инволю
тивных элементов из U не инволютивно. 

Справедливо и обратное: 
Т е о р е м  а 5. Пусть ® - Н-группа, обладающая подгруп

пой U ,  удовлетворяющей свойству (U) . Тогда множество 6 ин
волютивных элементов из смежного класса для U является си
стемой образующих для ®, а (®, 6) - гиперболическая группа 
движений. 

Дадим доказательство этой теоремы,  опирающееся на  аксио
м атическое определение Н-группы  и не использующее алгебраи
ческого представления Н-группы (теорема 15 из § 1 1 ) .  Чисто 
теоретико- групповыми методами мы покажем,  что (®, 6) удовле
творяет системе а ксиом гиперболической группы движений. 

Справедливость о с н о в н о г о д о п  у щ е н и я: ecJi и л-инво
л ютивный элемент из Н, то по основному допущению для 
Н- групп ы  л представим в виде n = o'o", где о' и о" - инволютив-
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ные элементы из ®. По (U) а' и а" принадлежат 6. Таким об
разом,  всякий инволютивный элемент из ®, коль скоро он сам 
не содержится в е ,  представим в виде произведения двух эле
ментов из 6. Тогда из основного допущения для Н-группы по 
лучаем,  что 6 - система  образующих для ® . 6 инвариантна ,  
ибо  lt , являясь подгруппой индекса 2 , является нормальным де
лителем в ® , а поэтому и 11, и ее смежный класс ,  и множество 
инволютивных элементов последнего представляют собой инва 
риантные комш1ексы в ®. 

ДJIЯ доказательства справедливости аксиомы 1 и а ксиом ы D* 
привлечем введенное в п .  7 § l l  понятие м ножества � тех инво
лютuвных элементов из ®, котор ые пр инадлежат особым пуч
ка.м (f>онцам ) . � содержится в е, ибо раз  � является классом 
сопряженных элементов ( п .  7 § l l , ( l ) ) ,  то либо ! цел иком со
держится в tt, либо в смежном кл ассе подгруппы  tt .  Первая воз
можность исключается в силу ( U ) , ибо 1: в силу п .  7 § 1 1 , { I I I )  
является множеством инволютивных элементов, которое содер 
жит элементы с инволютивным произведением .  

А к с и о м а l .  Если :rt - инвол ютивный  элемент из tt ,  то, к а к  
отмечалось, :rt $. :1;; следовательно, если р - произво.ТJЬный инво
лютивный элемент из ®, то по определению множества 1: эле
менты :rt и р соединимы, т. е .  существует инволютивный элемент 
а Е ® такой ,  что :rt, р 1 а. Из :rt Е tt и :rt 1 а в силу (U) следует, 
a ff. tt ,  т. е .  а Е е. 

А к с и о м а 2. Ее справедливость следует из однозначности Е 
соединения, которая в силу теоремы 2 из § 7 вытекает из 
аксиомы Т. 

А к с и о м ы 3 и 4 .  Пусть даны элементы а1 ,  а2, а3 Е 6 и инво· 
лютивный элемент рЕ ®  и выполняется а1 ,  а2 , а3 \ р. По теоре
ме S о трех симметриях (являющейся в силу теоремы 2 из § 7 
следствием аксиом ы Т) п роизведение а 1 0203 инволютивно. 
Являясь произведением трех элементов из смежного класса под
группы Н, а 1а2а3 принадлежит смежному кл ассу подгрупп ы  U,  
т. е . 6. 

А к с и о м а D* . По аксиоме ,....., V существуют несоединимые 
инволютивные элементы 't', 't'� ; по определению множества � они 
принадлежат � .  По п.  7 § 1 1 , ( I I I )  для 't'1 в i найдется эле
мент т2 такой, что 't 1 \ 't2. Тогда 't i '  't2, 't� принадлежат 6 и удо
влетворяют аксиоме D* .  

А к с и о м а Н.  Эта аксиома ,  даже рассматриваемая как  утвер
ждение о произвольных инволютивных элементах,  выполняется 
в силу аксиом Т и UV2. Пусть даны инволютивные элементы 
:rt,  а, Ot, 02, аз и :rt 1 Oi, причем а, ai песоединимы ( i = l , 2 ,  3 ) . По 
аксиоме UV2, например ,  произведение а1а2а инвоJiютивно. Тогда 

1 8  Ф. Балмак 



274 Г Л. V. ГИПЕРБОЛИЧ ЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ [11 

должно быть о 1 = о2 ,  ибо в противном случае  в силу <Jt , 02 \ n по 
обращению U теоремы о трех симметриях (которая ,  как дока
зано в теореме 2 из § 7, является следствием аксиомы Т) имело 
бы  место о \ :n: ,  т. е. n являлось бы соединением о и <Ji . 

3 а д а ч и .  1 . Если подгруппа индекса 2 произвольной группы не содер
жит никаких двух инволютивных элементов с инволютивным произведением, 
то из всяких трех инволютивных элементов, произведение которых равно 1 ,  
в этой подгруппе содержится точно один элемент ; верно и обратное. 

2. (Бергау) Пусть в Н-группе, отличной от ®4 (ер. задачу из п . 6 § 1 1 ) , 
есть подгруппа индекса 2. Тогда отличный от единицы элемент подгруппы 
можно представить в виде произведения трех инволютивных элементов под
группы. Следовательно, во всякой гиперболической группе движений всякое 
отличное от единицы собственное движение представимо в виде произведе
ния трех отражений от точек. 

6. Требования,  равносильные гиперболической аксиоме Н. Чтобы лучше 
уяснить себе взаимосвязи отдельных теорем гиперболической геометрии, 
играющих у нас основную роль, мы, следуя Бергау, покажем дополнительно, 
что гиперболической аксиоме Н равносильно (в предположении выполнения 
остальных аксиом абсолютной геометрии)  любое из таких утверждений:  
лемм а  о конце,  теорема 2 о существовании перпендикуляра к концу и тео
рема 3 о соединимости концов. 

Переформулируем эти теоремы в терминах абсолютной геометрии : 
Л е м м а Е. Если а и Ь несоедини.мы, и.меет .место [а, Ь, g, d, е, f] и 

def = c, то аЬс - прямая. 
Т е о р е  м а 2.  Если а и Ь несоединиАtы, а аЬс - не прямая, то суще

"твует и такая, что аЬи - прямая и с _!_ и. 
Т е о р е м а 3. Если ни а, Ь, ни с, d несоедини.мы, то существует v такая, 

что abv и cdv - прямые. 
Относительно так сформулированных теорем мы утверждаем следующее : 
Т е о р е м а 6. При выполнении системы аксиом п. 2 § 3 аксиома Н, 

ле.м.ма Е, теорема 2 и теорема 3 попарно равносильны. 
Если выполняется аксиома V*, то все утверждения выполняются три

виальным образом, ибо посылки их  всегда оказываются ложнь\ми.  Поэтому 
будем считать выполненной аксиому � V-�<. Тогда выполняется и аксиома 

� Р ;  в частности ,  перпендикуляр из точки на прямую определен однозначно. 
В пп. 1 -4 было показано, что из аксиомы Н следует ле.м.ма Е (при этом 

было использовано, что аксиома Н влечет аксиому � R) ,  что из ле.м.мы Е 
(точнее, из ее обобщения,  но оно вытекает из леммы)  следует теорема 2, 
что из теоремы 2 вытекает теорема 3. Теперь нужно показать, что эти за
ключения  можно обратить. 1) Из теоремы 3 следует теорема 2. 

Доказательство проводится так же, как доказательство второго утверж
дения  теоремы 7 из § 1 1 , причем рассматриваются пучок прямых G ( аЬ ) 
при с � G (аЬ )  и пучок перпендикуляров G (c ) . 

11) Из теоремы 2 следует ле.м.ма Е .  
Сначала рассмотрим следующее частное утверждение, содержащееся в об

общении  леммы Е :  
Л е м м а Е' . Если и.меет .место [а, Ь ,  g, d, е, f], def = c  и а, с несоеди-

ни.мы, то асЬ - прямая. 
Мы утверждаем, что 
Из ле.м.мы Е' следует ле.м.ма Е.  
Очевидно, достаточно провести доказательство для  конфигурации леммы 

[а ,  Ь ,  g, d, е, f], где def = c. Если а и с соединимы, то а н Ь,  соединимы. 
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Докажем это утверждение. Пусть а - инволютивный элемент, причем а, с! а. 
В силу g, d, a la по аксиоме 4 и ее дополнению (теорема 9 из § 3 )  или же 
по теореме 12 из § 3 и ее дополнению gda является инволютивным эле
ментом р, где p la. Так как в силу f (eg) p = f ( eg) (gdcrJ = ca произведение 
f (eg) p инволютивно, то из f, eglb ,  пользуясь теоремой 1 1  или 1 2  из  § 3, по
лучаем р!Ь .  Следовательно, p la, Ь. 

После этого вспомогательноr о  замечания достаточно доказать лемму Е'. 
Пусть имеет место [а, Ь , g, d, е, f] и def= c. Пусть а и с несоединимы. 

Допустим, что асЬ не прямая.  Тогда по теореме 2 существует такая пря
мая и, что аси - прямая и и .l Ь. По теореме 12 из § 3 тогда иf (eg) является 
точкой Q. Так как произведение 

аси = а  · cf · (eg) Q = а · de · (eg) Q = (ad) gQ 

является прямой, а ad, g!a, то по теореме 1 1  из § 3 имеем Q ia. В силу 
d, g, Qla по теореме 12 из § 3 мы заключаем, что dgQ - точка, а так как 
dgQ = cи (это видно из предыдущего) ,  то и си - точка. Следовательно, 
с и и имеют соединение си, что противоречит условию. I I I )  Из леммы Е следует аксиома Н. 

Исходя из точки Р и прямой а, проведем такие построения (рис. 1 33) : 
опустим перпендикуляр (Р, а) = g, восставим перпендикуляр Pg = e, выберем 

Рис.  1 33 .  

на е точку 0 =1= Р и опустим перпендикуляры (0, а) = d и (ad, е) =h (при 
этом d =/= g) .  

Пусть теперь Ь - прямая, проходящая через Р и н е  соединимая с а. 
Утверждаем, что если опустить перпендикуляр (0, Ь) = f, то его основание fb принадлежит h в силу леммы Е :  ведь по этой лемме  a (def) b =  (ad) e (fb ) 
прямая,  а по теореме 1 1  из § 3 отсюда следует наше утверждение. 

Теперь пусть Ь' =/= Ь - другая прямая,  проходящая через Р и не соедини
мая с а. Как и прежде, если провести перпендикуляр (0 ,  Ь ') = f', то его 
основание f'b' принадлежит h.  

Так как Ь и Ь' - две разные прямые,  проходящие через Р, а перпенди
куляры на  них опущены из точки О, отличной от Р, то основания fb, f'b' 
перпендикуляров р азличны в силу аксиомы 2 .  

Проведем в точке Р четвертую зеркальную прямую ЬеЬ' = е'. Тогда (fb ) e' (b'f') = fef' - прямая, ибо f, е, f'I O .  Следовательно, по теореме 1 1  из § 3 е' .L h. Таким образом, е и е' - перпендикуляры к h, проходящие через Р, 
Следовательно, е = е', т. е. Ь' = Ь• ,  т. е. Ь'= Ьн, 

-

18* 
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Итак, из леммы  Е следует, что всякие две различные прямые, проходя
щие через Р и не соединимые с а, симметричны относительно перпендику
ляра, опущенного из Р на а. Это равносильно аксиоме Н .  

Очевидно, что если выполняется система аксиом п.  2 § 3, теорема 3 рав
носильна аксиоме UVI  о произвольных инволютивных элементах (ибо не
соединимые инволютивные _элементы необходимо являются прямыми ) . Ана
логично, аксиома Н равносильна аксиоме UV2; из Н следует UV2 (ер. заме
чание, сделанное в начале п .  2 ) ; из UV2 следует Н, как в доказательстве 
теоремы 5, причем надо пользоваться не общим обращением теоремы о трех 
симметриях,  но лишь обращением аксиомы 3. 

Итак, из теоремы 6 вытекает 
С л е д с т в и е. При выполнении системы аксиом п. 2 § 3 аксиомы fJVI 

и UV2 о произвольных инволютивных элементах равносильны. 

§ 1 5. Представление гипербол ических групп движений 
бинарными линейными группами 

1 .  Представление гиперболических групп движений. Пусть 
(@, 6) - гиперболическая групп а  движений.  По теореме 4 из 
§ 14 ® есть Н-группа .  Тогда из результатов пп .  1 -5 § 1 1  сыте
кает, что в множестве концов гиперболической группы движений 
( которое, как отмечалось в п .  2 § 1 4 , совпадает с множеством 
концов Н-группы ®) можно ввести оnерации сложения и умно
жения и прийти к некоторому пол ю  К концов х а р актеристи
ки =F2 :  оказывается , что ® изоморфна группе  L2 ( K) над по
.11ем ,К КОНЦО В .  

В силу теоремы 4' из § 14 группа  ®,  а значит, и изоморфная 
ей группа  L2 (K) , обладает подгруппой,  удовлетворяющей свой
ству (U) . Нам n р едстоит сейчас изучить смысл этого обстоятель
ства .  Оно п риводит, как мы покажем,  к тому, что поле концов К 
упорядочено.  

Рассмотрим  произвольную группу L2 (K) над полем К ха
рактеристики =F2, содержащую подгруппу tt и обладающую 
свойством (U ) . Запишем элемент r::x.EL2 ( /() в виде 

a. = r ( ; � ) . где � (a.) = {ad - bc} =t= {O}; ( 1 )  

здесь латинскими буквами обозначены элементы поля К; r - лю
бой отличный от нуля  коэффициент пропорциональности ; опреде
л итель � (r::х. ) - это класс квадратичных вычетов из К. 

В оспользуемся следующей леммой,  уже содержащейся в 
теореме 8 из  § 1 0 : 

Л е м м а .  Во всякой группе L2 (K) над полем К характери
стики =F2 любой элемент, определU7 ель которого ра•ен { l } , яв
ляется квадрато-'.t. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о л еммы.  Пусть а - элемент ( 1 ) ,  где 

А (а) = { ! }. Тогда тождество 

( -v- )2 ( ) а ±  !).. Ь - а Ь -v- = (а +  d ± 2 V !)..) , где !).. = ad - Ьс, 
с d ±  !).. с d 

показывает, что а является квадратом (так как .::\:#: 0, то из двух 
элементов ± yil по крайней мере один таков, что а +  d ± 2уК=1= 
:#:0) . 

Если каждому элементу aEL2 ( K) сопоставить его определи 
тель .::\ (а) , то получим гомоморфпое отображение группы L2 (К) 
на группу отличных от {О} квадратичных кл ассов вычетов из К 
( на  фактор-группу мультипликативной группы поля К по  под
группе квадр атов) .  Ядро гомоморфизма состоит из элементов 
группы,  определите.1 ь которых равен { 1 } ,  и принадлежит подгруп
пе Н ,  ибо по лемме всякий элемент а, где .::\ (а )  = { 1 }, является 
квадратом в группе L2 (К) , а подгруппа  индекса 2 содержит все 
квадраты. Таким образом,  при гомоморфизме а -� !).. ( а ) под
группе lt сопоставляется подгруппа  индекса 2 в группе квадра
тичных классов вычетов из поля К. 

Теперь назовем элемент и =F О  из К положительным ( отри
цательным) , если {и} принадл ежит этой подгруппе индекса 2 
( соответственно ее смежному кл ассу ) . Тогда положител'ьные эле
лrенты образуют подгруппу индекса 2 в мультипликативной груп
пе поля К, а отрицательные элементы - ее смежный класс. Та
ки м образом,  разбиение всех отличных от  нуля элементов поля К 
на положительные и отрицательные обл адает тем мультиплика
тивным свойством,  что произведение двух положительных и про
изведение двух отрицательных элементов, положительно, а про
изnедение одного положительного и одного отрицательного эле
ментов отрицательно.  

Из того обстоятельства ,  что U не содержит двух инволю
тивных элементов, произведение которых было бы инволютивно, 
мы получим утверждения : 

1 )  - 1  отрицательна ; 
2 )  если и положительно, то 1 + и положител ьно. 
Дл я доказательства 1 )  рассмотри l\f  инволютивные элементы 

Их произведение инволютивно. Определитель обоих равен {- 1 }. 
Если бы - 1  было положительно, то оба принадлежали бы U, 
что противоречит свойству (U ) . 
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Для доказательства 2 )  р ассмотрим при  данном и=/=0, - 1  ин· 
волютивные элементы 

( о  - и ) ' 1 О ' 

Их произведение инволютивно;  определители равны {и} и 
{- ( 1 + и ) }. Если и положительно, то первый ЭJiемент принадле· 
жит U ,  а значит, так как U не содержит двух инволютивных 
элементов с инвол ютивным произведением,  второй не принадле
жит lt . Следовательно, - ( 1 + и )  отрицательно, а так как - 1  
отрицательно, то п о  мультипликативному свойству 1 + и поло
жительно. 

Если для произвольнога разбиения отличных от нуля элемен
тов векоторого поля на  «положительные» и «отрицательные» вы
полняются вышеназванные мультипликативные свойства и свой
ства 1 )  и 2) , то каждый отличный от нуля элемент а таков, что 
из двух элементов а, -а один положителен, а другой отрицате
лен ;  далее, сумм а  и произведение положительных элементов по
ложительны ;  следовательно, указанное разбиение является упо
рядочением поля * ) . 

Этим доказана следующая 
Т е о р е м а  1 .  Если группа L2 (K) над полем К характеристики 

=1=2 содержит подгруппу lt со свойством (U) ,  то в К задается 
упорядочение, если назвать положительными те элементы иеК, 
класс вычетов {и} которых является определителем какого-то 
элемента из U .  

Теперь можно свести воедино теорему 4 из § 1 4  и теорему 1 5  
и з  § 1 1  и по.Тiучить следующее утверждение  о моделировании ги
перболической геометрии :  

Т е о р е м  а 2 .  Если (®, ei) - гиперболи ческая группа движе
ний, то ® представима в виде группы L2 (К) над полем К кон
цов. К допускает такое упорядочение, что собственные движения 
представляютел элементами из L2 ( К) с положительным опреде
лителел.t, зеркальные движения представляютел элементами из 
L2 ( K) с отрицательным определителем; элел.tенты системы 6 
(осевые симметрии ) представляютел инволютивными эле.ментами 
из L2 (К) с отрицательным определителем. 

Справедливо следующее обращение этой теоремы:  

* ) Очевидно, что обладающее такими свойствами разбиение элементов 
nоля на положительные и отрицательные приводит к линейному упорядоче
нию элементов поля (а> Ь, если а - Ь положительно ) , обладающему обыч
ными свойствами  ( если а =F b, то а>Ь или Ь>а; если а >Ь  и Ь > с, то а>с 
и т. д. ; ер.  по этому поводу элементарную книгу Б е к к е н б а х и Б е л л
м а н [ 1 ] или Б у р  б а к и [ ! ] ) . (Прим. ред.)  
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Т е о р е м  а 3. Всякая группа L2 (К)  над упоряdоченным по
лем К является гиперболической группой движений, если рас
сматривать множество всех инволютивных элемею ов с отрица
тельным определителем как систему 6 образующих. 

Теорема 3 вытекает непосредственно из теоремы V I I I  (§ 1 0 ) ; 
нужно дополнительно лишь показать, что выполняются аксиомы 
""" V*  и Н .  Попарно несоединимы,  например ,  такие инволютив-
ные элементы: 

(2) 

(это элементы конца «бесконечность» )  с определителем  {- 1 }. 
Следовательно,  выполняется аксиома  ,..., V* .  То, что выполняется 
аксиома  Н, получается, как в доказательстве теоремы 5 из § 1 4 , 
в силу аксиом Т и UV2, которые справедливы во всякой группе 
L2 ( K) ( теорема  16 из § 1 1 ) .  

В т о р о е  д о к а з  а т е л ь  с т в о теоремы 3 .  Так  как  группа  
L2 (К) является Н -группой (теорем а 1 6  из § 1 1 ) ,  т о  м ы  можем 
вывести справедливость теоремы 3 из теоремы 5 § 14. Надо 
только показать,  что в группе L2 (К) над упорядоченным полем 
элементы с положительным определителем образуют подгруппу 
со свойством (U) . Очевидно, что элементы с положительным 
определителем обр азуют подгруппу индекса 2 .  Остается пока
зать, что для всяких инволютивных элементов л: ,  а данной груп 
пы L2 (K) верно следующее : 

Если n l a, причем � (л:) положителен, то � (а)  отрицателен. 
Сначал а примем ,  что л: имеет специальный  вид: ( О Ь' ) л:' = r 

1 0 , г де Ь' =1= О. 
Тот элемент а', для которого л:' 1 а', как л егко установить, имеет 
вид 

о' � r ( � _ � )  или о' � r ( � = �· ) ,  где - а' + Ь' * О. 

Очевидно, что если � (л:') положителен , то � ( а') отрицателен. 
По замечанию, предшествовавшему теореме 1 4' из § 1 1 , вся 

кий инволютивный элемент л: ( отл ичный от элементов вида (2 ) , 
которые нас  сейчас не интересуют, ибо их определитель р а вен 
{- 1 } )  можно внутренним автоморфизмом перевести в л:'. При 
этом те а, для которых л: 1 а, переходят в такие а', для которых 
л:' \ а' . А так как при внутренних автоморфизмах  определители 
(как квадратичные кл ассы вычетов) не  меняются, то, если � (л:)  
положителен, � (а) отрицателен .  
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В силу теорем 2 и 3 все группы L2 (K) над упорядоченным 
полем , в которых в качестве образующих выделены инволютив
ные элементы с отрицательным определителем, представляют все 
гиперболические группы движений и только их. 

Соглнсно  теореме 9' из § 1 0  группа L2 ( K) н а д  произвольным 
полем К характеристики =1=2 может быть представлена как груп
па  движений гиперболической проективно-метрической плоско
сти, получнемой ,  если в проективной плоскости над К, в которой 
точки обозначаются г (а , Ь,  с ) = г а , выдел ить коническое сечение:  

(3) 
в качестве а бсол ютного. В с я кому инвол ютивному эл е м енту нз 
L2 ( K) ,  т .  е .  всякому элементу ( 1 ) ,  где d = -a, отвеч ает при этом 
гармоническая гомология с центром в точке га и осью - поля 
рой точки г а . Определитель инволютивного элемента является 
значением {g0 (а ,  а)} формы  на центре. 

В силу теоремы 2 всякая гиперболическая группа  движений 
представляется указанным обр азом в виде группы движений ги
перболической п роективно-метрической плоскости над упорядо
ченным полем .  При  этом центр альным сим метриям отвечают 
гармонические гомологии ,  центры которых лежат внутри абсо
лютного конического сечения,  а осевым симметриям - гармони
ческие гомологии ,  оси которых содержат точки внутренности аб
солютного конического сечения .  С.'Iедовательно, точки и прямые 
гиперболической плоскости всегда могут быть представлены на 
проективной плоскости над некоторым упорядоченным полем 
точкам и  внутренности конического сечения и пря мыми,  пересе
кающимн коническое сечение. Иными словами ,  для каждой ги
перболической плоскости в смысле н ашей системы аксиом 
имеется пекоторая «модель Клейна» . 

Обр атно, из теоремы 3 видно, что внутренность конического 
сечения на проективной плоскости над произвольным упорядо
ченным полем является гиперболической плоскостью в смысле 
нашей системы  аксиом .  

Поля, которые обладают тем свойством , что принадлежащая и м  группа 
L2 (К) при подходящем выборе системы образующих представляет гипербо
лическую группу движений, исчерпывают упорядочиваемые, т. е. формально 
вещественные поля. Если !( -- т акое поле, то для каждого упорядочивания 
поля !( существует система инволютивных элементов группы L2 (K) ,  которые 
при этом упорядочивании обладают отрицательным определителем. Всякая 
такая система по теореме 3 образует систему образующих, вместе с кото
рой L2 (K) является гиперболической группой движений. Таким образом, во· 
обще говоря ,  одна лишь группа сама по себе еше не определяет разбиение 
инволютивных элементов на  «прямые» и «Точки»: это разбиение осуще
ствл яется по-разному при разных упорядочениях поля К. Но так как суще
ствуют элементы, которые при всех упорядочениях отрицательны (соответ
ственно положительны) , то в группе L2 (1() есть инволютивные элементы, 
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которые всегда являются прямыми (соответственно точкам и ) . Например,  ин
волютивные элементы с определителем {- \ }  всегда являются прямыми ;  
с определителем { ! } - всегда точками.  Если, как  указано выше, трактовать 
группу L2 (K) как группу движений проективно-метрической плоскости над К, 
то первым отвечают гармонические гомологии,  оси которых пересекают аб
солютное коническое сечение (3) , а вторым - гармонические гомологии, 
центры которых лежат в пересечении двух ортогональных прямых, пересе
кающих абсолютные конические сечения .  

Теперь в силу теоремы 9 из § 1 0  ясно, как представить гипер
болические группы движени й  собственно ортогональными груп 
пами с тернарной не отделяющей нуль  формой над упорядочен 
ным полем ; вместо опреде.тштеля элемента из L2 (K) здесь надо 
говорить о норме собственного ортогонального п реобр азования .  

Сведем воедино полученные н ами  результаты о представле
нии гиперболической группы движений :  

Т е о р е м  а X I .  Следующие группы, рассматриваемые как по
рожденные, совпадают : 

1 )  гиперболические группы движений (®, 6); 
2)  Н-группы с подгруппой, удовлетворяющей свойству (U) ; 

образующие Н-группы - инволютивные элементы из смежного 
класса по указанной подгруппе ; 

3 )  линейные группы L2 ( K) при упорядоченном поле К; об
разующие такой группы - инволютивные элементы с отрицатель
ны.м определителем ; 

4)  группы О! (К, F) над упорядоченныАt полем при тернарной 
и не отделяющей нуль форме F; образующие такой группы 
симметрии относительно прямых метрического векторного про
пранства, которые при нормированной форме F имеют отрица
тельное значение формы ( симметрии с отрицател ьной нормой) ; 

5) фактор-группы мультипликативной группы системы ква
тернионов Q (K; - 1 ,  - 1 ) при упорядоченном К по ее центру; 
образующие такой группы - классы пропорциональных чистых 
кватернионов с отрицательной нормой. 

2. Гиперболические группы движений, в которых каждая 
прямая принадлежит концу. В гиперболической плоскости, опре
деленной системой аксиом п .  1 § 1 4  всегда есть некоторая пря 
мая ,  к которой можно провести две гиперболические параллели 
через не лежащую на ней точку. То обстоятельство, что в клас
сической гиперболической геометрии всякая прямая обладает 
этим свойством,  т . е .  принадлежит концу, является дальнейшим 
аксиоматическим требованием,  которое можно выразить в виде 
усиления аксиомы - V* : для каждой прямой найдется несоеди
нимая с ней прямая .  Гиперболическая группа  движений, в кото
рой всякая прямая принадлежит некоторому концу, допускает 
аксиоматическую характеристику, если к системе аксиом п .  2 
§ 3 добавить такую аксиому: 
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А к с и о м а Н* .  Если P {.g, то существует точно две пряАt Ьlе 
а , Ь такие, что а , Ь l P, где а, g и Ь ,  g несоединимы. 

Пусть дана гиперболическая группа  движений ,  в которой 
всякая прямая принадлежит концу. Так как прямые, прина дле
жащие концам ,  могут быть переведсны внутренним автоморфиз
мом друг в друга (п .  7 § 1 1 , ( I ) ) и ,  даже более, этот автомор 
физм можно считать порожденным некоторым инвол ютивным 
элементом группы , то всякие две прямые можно сов м естить дви 
жением и даже симметрией .  Точнее, для всяких двух п р я мых 
а и Ь есть векоторая прямая с, относительно которой а и Ь сим
метричны,  т .  е .  ас = Ь , ибо если есть точка С,  для которой ас = Ь, 
то а и Ь имеют общи й  перпендикуляр v ,  п роходящий через С, и 
ас = Ь  для перпендикуляра  c = Cv,  восстановленного к v в С. 
Итак, всякие две прямые обладают средней линией .  

Если  представить гипербол ическую группу движений ,  в кото
рой  всякая прямая  принадлежит концу, в виде группы L2 ( K} над 
ее упорядоченны м  полем концов, то по  п .  7 § 1 1  всякая прямая 
представится инволютивным элементом из L2 (К) ,  определитель 
которого равен {- 1 }. Так как всякий квадр атичный класс выче
тов �{О} поля К является определителем векоторого инволютив
ного элемента из L2 ( K) , то тогда {- ! } - единственный отрица
тельный кл асс вычетов (а { l } - единственный положительный) . 
Сл едовательно, К - упорядоченное поле, содержащее только два 
квадратичных класса вычетов, отл ичных от нуля ;  в частности, К 
упорядочиваемо единственным образом .  Итак:  

Т е о р е м  а 4 .  Всякая прямая гиперболической группы движе
ний принадлежит концу тогда и только тогда, когда в упорядо
ченном поле концов всякий положительный элемент является 
квадратом * ) . 

При  выпол нении аксиом гиперболической группы движений 
п.  1 § 14 следующие требования о существовании элементов 
р а вносильны :  

1 )  всякая прямая  принадлежит концу : 
2 )  все прямые совмещаемы движением ; 
3 )  все точки совмещаемы движением ; 
4 )  всякая  центральная симметрия явля�тся квадратом ( вся-

кий прямой угол можно разделить попол а м ) ; 
5)  всякое собственное движение является квадратом ;  
6) и меет место свободная подвижность. 
Все эти требования вытекают из  первого : как мы видели ,  из 

1 )  вытекает, что две прямые имеют среднюю линию;  отсюда еле-

* ) Такие поля в алгебре называются евклидовы.ми полями. (При.м. пе
рев. ) 
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дуют все требования 2) - 6) (ер .  Замечание о свободной  по
движности ) . 

Теперь надо убедиться, что ни  одно из требований 2 ) - 6)  не 
слабее, нежели  1 ) . Из 6) следует 2) , а из 2) следует 1 ) . Каждое 
из требований 3 ,  5)  влечет 4) (для того чтобы п ерейти от 3) к 4 ) , 
надо заметить, что существует центральная симм етрия,  являю
щаяся квадратом,  ибо среди прямых, принадлежащих концам,  
есть пары ортогональных, а прямые такой пары симметричны 
друг другу) . Из 4 )  следует, что при представлении  в виде L2 (K) 
единственным положительным квадратичным кл ассом вычетов 
поля концов К является { 1 }, а следовательно, по теореме 4 от
сюда вытекает 1 ) . 

J1 и т е р  а т у р а  к r л а в е V. Г и л ь б е р т  [2] , Б е р г  а у [ ! ] , К л и н г е н
б е р  г [2] . Г е р  р е т с е н [ ! ]  на основе исчисления кониов излагает гиперболи
ческую тригонометрию. 



Г л а в а Vl 

ЭЛЛ И П Т И Ч ЕС КАЯ Г ЕОМ ЕТР ИЯ 

Среди частных случаев геометри й, которые можно опреде
лить в рамках абсолютной геометрии ,  эллиптическая геометрия 
выделяется своей простотой : в ней осевые и центральные сим 
м етрии совпадают, и для них выполняются законы об основных 
соотношениях п. 1 § 3 в чистейшем и самом общем виде. Эл.llип
тическую группу движени й  можно в силу п .  2 § 7 характеризо
в ать как такую, которая порождается своими инвол ютивными 
элементами ,  в которой выполняется закон Т транзитивности и 
закон V соединимости, и в которой центру не принадлежит ни 
один инвол ютивный элемент. Примем это описание в качестве 
а ксиоматической основы.  

В этой гл аве мы заново проведем обоснование эллиптической 
геометрии самой по себе. 

Другой целью этой главы является введение нового методи
ческого вспомогательного средства .  В то время как мы рассма
тривали на групповой плоскости то.11Ько инволютивные элемен
ты эллиптической группы движений в качестве геометрического 
объекта ,  теперь мы построим более широкую геометрическую 
структуру, групповое пространство, в котором все элементы 
групп ы  выступают в качестве объектов. Групповое пространство 
nредназначено для того, чтобы геометрически истолковать в пол· 
ном объеме теорию эллиптической групnы движений ,  предметом 
которой являются не только симметрии, но и произвольвые про· 
изведения симметрий ;  в частности, доказательства некоторых 
теорем об элементах групповой плоскости становятся возмож· 
ными  путем введения неинволютивных вспомогательных эле
ментов. 

Групповое пространство строится чисто теоретико-групповым 
образом на основе аксиоматически заданных свойств эллиптиче
ской группы  движений .  Это построение восходит к Р а йдема й
стеру, который совместно с Поделом указал,  как , можно дока
зать проективные теоремы с з амыканиях для групiювоl1 плоско
сти посредством погружения эллиптической групповой плоскости 
в групповое nространство. Правда, Райдемайстер и Подел исхо
дили из а ксиом элл иптической плоскости , основанных не на по· 
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нятии симметрии. Позже Арнольд Шмидт дал краткую систему 
аксиом для эллиптической групп ы  движений, в которой наряду 
с групповым умножением он пользовался в качестве основной 
бинарной опер ации соединимостью двух инволютивных элемен
тов группы ;  на  этой основе он построил групповое пространство. 
В рамках всеохватывающего исследования об эллиптической 
группе движений Бэр провел построение группового п ростран
ства ,  исходя из аксиом, каса ющихся /-символ а .  

Групповое пространство эллиптической группы движений 
само по себе представляет интерес в качестве трехмерного эл
липтического пространства. Геометрия этого пространства яв
ляется богатым полем применения теоретико-групповых м етодов. 
О необходимости его разработки говорил Бочек. 

В заключение заметим, что в аналитической теории геометрических групn 
иреобразований хорошо известно груnnовое nространство груnnы движений 
обыкновенной nроективно-метрической nлоскости ;  оно называется также 
nредставленнем Стефаноса-Картана. Моделируя эту групnу движений, можно 
всякому движению соnоставить комnоненты ( с точностью до множителя)  
оnределенного кватерниона с иенулевой нормой в виде четырех однородных 
nараметров из некоторого nоля (n. 2 § 1 0) и тем самым nредставпять дви
жения точками трехмерного nроективного nространства, метризованного nо
средством формы норм. (В гиnерболическом случае те точки, норма которых 
равна нулю, образуют невырожденную nоверхность второго nорядка ; они не 
nредставляют никакого движения.) 

§ 1 6. Обоснование эллиптической геометрии 

1 .  Эллиптические группы движений и их групповые плоскости. 
Прежде всего напомним основные соотношения между инволю
тивными элементами а ,  Ь , с . . .  : двуместное отношение 

аЬ инволютивно;  сокр а щенно а 1 Ь, ( 1 ) 
которое симметрично и нерефлексивно в любой группе, и трех
местное отношение 

аЬс и нволютивно, (2) 

которое рефлексивно и симметрично в любой группе (ер .  п .  1 § 3 ) . 
Эллиптическую группу движений мы определим  такой систе

мой аксиом (п. 2 § 7) : 
О с н о в н о е д о п у щ е н и е. Пусть ® - группа, по рождаемая 

своими инволютивными элементами, в которой ни один инволю
тивный элемент не коммутирует со всеми инволютивными эле
.мента.ми. 

Инволютивные элементы из ® обозначаем м алыми л атин 
скими буквами .  

А к с и о м а Т. Если a=l=b, причем аЬс, abd инволютивны, то 
acd инволютивно. 
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А к с и о м а V. По любым а и Ь найдется с такое, что а ,  Ь \ с. 
Так как в группе  ® отношение (2 )  в силу аксиомы Т яв

ляется транзитивным,  то с его помощью можно разбить множе
ство инвол ютивных элементов ® на подмножества (смежные 
классы ) , обладающие таким свойством : всякие три элемента 
одного смежного кл асса связаны отношением (2 ) , а два разных 
смежных класса имеют не более одного общего элемента . Если 
а+Ь,  то а и Ь определяют такой смежны й  кл асс;  он состоит из  
всех с, для которых аЬс инволютивно. Обозначим этот класс 
через l (ab ) ( ер .  п. 5 § 4 и п .  3 § 7) . 

I(ак пока зано в п .  2 § 7, из введенной системы аксиом выте
кает, что групп а  ® биинволютивн а :  

Т е о р е м  а l .  Всякий элемент и з  ® .можно представить в 
виде произведения двух инволютивных элементов. 

П роизвольвые элементы из ® мы будем обозначать малыми 
греческим и  буквами .  Если м ы  теперь определим для произволь
ного а+ l .множество 1 (а )  тех элементов с, для которых ас ин
волютuвно, то выполняется 

Т е о р е м  а 1 '. Всякое .множество 1 (а) совпадает с некоторым 
.множеством 1 ( аЬ ) . 

Так как множество 1 (аЬ)  содержит по крайней мере два 
элемента а и Ь, то всякое множество 1 (а) содержит по крайней 
мере два разных элемента ; в силу свойств разбиения на смеж
ные классы справедливы две теоремы : 

Т е о р е м а  2. Из и, v ,  WEI (a)  следует иvwEI (a) . 
Т е о р е м  а 3. Из и+ v и и, vEI (а) , 1 ( � ) следует 1 (а)  = 1 (� ) . 
Далее следует н апомнить, что однозначность соединения Е 

( «Из а, Ь \ с, d вытекает а = Ь или c = d») является следствием 
аксиомы Т (теорема 2 из  § 7 ) . 

До сих пор мы говорили о тех свойствах эллиптических групп  
движений,  которые справедливы для всех биинволютивных 
групп,  если только для этой группы выполняется аксиома Т 
(ер .  п .  4 § 7) . Следующие две теоремы, н апротив, существенно 
з ависят от а ксиомы V :  

Т е о р е м  а 4 . В каждом 1 (а) есть едищ:твенный элемент а 
такой, что 1 (а) = 1 (а ) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу теоремы 1 '  / (а)  совпадает с 
н екоторым м ножеством 1 ( иv ) . По аксиоме V существует а та
кой,  что и, v \ а ,  т. е. и, vEI (а ) . Следовательно, по теореме 3 
l (иv)  = l (a) .  

Требуемая однозначность: l (a) = l (a') влечет а = а' - полу
чается уже из однозначности Е соединения или же из теоремы 3 
(ер .  п .  4 § 7, ( 1 1 1 )  ) . 

Т е о р е м  а 5. Для любых 1 (а) , 1 ( � )  найдется такой эле.мент 
с, что сЕ!.( а) , J ( �) . 
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Д о к а з  а т е л ь  с т в о. В силу теоремы 4 1 (а)  совпадает с не

которым / (а ) , а / ( � ) совпадает с некоторым / ( Ь ) . По аксиоме 
V существует такой элемент с, что а, b l c , т. е .  сЕ/ (а ) , / ( Ь ) . 

Мы tопоставим эллиптической группе движений ® груп
повую плоскости следующим образом : каждый инволютивный 
элемент а н азывается точкой групповой плоскости ; две точки 
а и Ь называются взаимно полярными, если выполняется ( 1 ) ,  
три точки а,  Ь ,  с называются коллинеарны.ми ,  есл и выпол
няется (2 ) . 

При этих наименованиях 1 (аЬ ) представляет собой множе
ство точек, коллинеарных точкам а и Ь . Мы будем называть это 
множество точек прямой, определяемой точками а, Ь. По тео
реме 1 ' всякое множество 1 (а) является прямой .  В силу теорем 
3 и 5 две разные прямые имеют единственную общую точку. 

Прямая 1 (а)  состоит из в сех точек, полярных точке а, и 
называется полярой точки а. Всякая прямая в силу теоремы 4 
является полярой единственной точки, называемой полюсом. этой 
прямой. Если точка а принадлежит поляре  точки Ь , то Ь при 
надлежит поляре точки а, ибо из  аЕ/ ( Ь )  следует ЬЕ/ (а) , так 
как и то и другое равносильно a l b . Ни одна точка не  прин ад
лежит своей поляре .  Всякая прямая  содержит по  кр айней мере 
три разные точки : 

Т е о р е м  а 6 .  Всякое лtножество 1 (а) содержит по крайней 
мере три различных элемента. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу теоремы 4 / (а)  совпадает с не
которым множеством 1 (а) . Наше утверждение означает,  что 
множество элементов х, где х 1 а, содержит по  крайней мере три 
различных элемента. По теореме 1 суще
ствуют такие элементы Ь и с, что а = Ьс ,  
а следовательно, Ь,  с 1 а и b =l= c. Допустим ,  
что х 1 а выполняется только для х = Ь 
ИЛ И  Х = С. 

Так как по основному допущени ю  Ь 
не коммутирует со всеми инволютивными с элементами ,  то существует такой эле
м ент w =l= b, что w { b  ( рис .  1 34 ) . По  ак
сиоме V существует такой элемент х, что 
х 1 а ,  w.  По нашему допущению должно 

(J 

d 

Рис. 1 34. 

быть х = с, т. е . с 1 w. Далее, так  как по  основному допущению 
и с не  коммутирует со всеми инволютивным и  элементами ,  то 
существует такой элемент v =/=c, что v .f с .  Как и выше,  обнару
жим, что в силу нашего предположения должно быть Ь 1 v .  

В силу аксиомы V существует элемент и такой,  что и 1 v ,  w. 
Так как Ь { w и с1 v ,  то и=/=Ь ,  с. Далее, и{ Ь и и{ с: ведь если бы 
имело место, например ,  и 1 Ь , то м ы  имели  бы и, с i Ь , w ; и =/= с  и 
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b =/=w,  что в силу однозначности Е соединения невозможно. По 
той же п ричине невозможно и 1 с. 

Наконец, по  аксиоме V существует такой элемент d, что 
d \ a, и.  В силу Ь { и  и с{ и имеем d=l=b ,  с. Существование такого 
:шемента d противоречит н ашему допущению. 

Резюм ируя, м ы  можем сформулировать следующую теорему: 
Т е о р е м  а 7. Н а групповой плоскости эллиптической группы 

движений выполняются проектитtые аксиомы инцидентности. 
В ней задан некоторый эллиптический поляритет. 

То, что мы назвали здесь точкой групповой плоскости любой инволю
тивный элемент, а множество J (сх) - прямой групповой nлоскости, сделано 
с учетом удобства построений группового пространства, которое мы и про
ведем в § 1 7. В рамках развитого там построения было бы нецелесообраз
ным трактовать инволютивный элемент как прямую групповой плоскости, 
а J (сх) как точку групповой плоскости, хотя такая двойствеииая трактовка 
па плоскости равноправна иашей. 

2. Теорема П аппа- Паскаля. Для эллиптической группы дви
жений справедлива 

Л е м м а о д е в я т и и н в о л ю т и в н ы х э л е  м е н т а х . Если 
а;1, а;2, а;3 (где a; I =!=а;2) и � � . �2. �з (где �� =/= �2) таковы,  что восемь 
произведеftий a;i �h (кроме а;3�з)  инволютивны, то и а;3�3 инво
лютивно. 

Д о к а з  а т е л ь с т в о .  Можно считать, что �3 =1= �� - По усло-

вию а1�2=1= ��1 и а1�1 ,  ��� Е 1 (�1 1�2), 1 (�1 1�3) . Следовательно, по 

теореме 3 1 (�1 1 �2) = 1 (�1 1�з). А так как по условию а3�1 Е/ (�1 1�2) , 
то аа�1 Е / (�1 1 �з), т. е. ag�3 инволютивно. (Н адо иметь в виду, 
что «с Е 1 (а)» р авносильно «са инволютивно». )  

Далее,  имеет место 
О б о б щ е н и е а к с и о м ы  V. Для любых а;1 , а;2, а;3 найдется 

элемент у такой, что а;1у, а;2у, а;3у инволютивны. 
Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Пусть a;I ,  а;2=/=а;з. В силу теоремы 5 

существует элемент с, для которого с Е 1 (ala3 1) , 1 (а2а3 1) . По

ложим у =  а3 1  с. Если  a;t = а;2 = а;з, то с можно выбр а1ь  произ
вольно. 

Обобщение аксиомы V содержит в себе теорему 5 и аксиому 
V в качестве частных случаев ( здесь надо только взять эле
менты а;, � . 1 соответственно а, Ь, 1 ) .  

Пользуясь леммой о девяти инволютивных элементах (кото
рую можно трактовать как переформулировку аксиомы Т, ер .  
п .  7 § 4 )  и обобщением аксиомы V, докажем, что  на  групповой 
плоскости справедлива . 

Т е о р е м а  8 (теорема Паппа - Паскаля ) .  Пусть PiEl (a;} , 
q11E/ ( �) . p ; � f ( � ) .  q�. � l (a;) , где i, k = 1 ,  2, 3. Далее, пусть 
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J ( p;qJ, ) =I= l (p,,q; )  и r;k E I (p;qh ) ,  J (pkq; ) , где i =!==k ( ril, = rh ; ) . То
гда существует J (y) такая, что r 1 2 , r 1 3 ,  r2з E I (y ) ( рис .  1 35) . 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. В силу теоремы 5 существуст s та кой , 
что s E I ( a. ) ,  / ( �) . Рассмотрим элементы p;sq ;, где i = 1 , 2, 3 . Они 
все р азличны (из  p;sq; = ph sqh вытекало бы PiPR.S = sq; q,, = qkq ;s, 
т . е. p;qk = phq; )  и не инвол ютивны (ибо  p; , s , q; не коллинеарны ) .  

Рис. 1 35. 

В силу обобщения аксиомы V найдется такой элемент у. что 
p;sq;y инволютивны;  у не может р авняться 1 . 

При любой фиксированной паре  индексов i =!==k в таблице про
изведений  

/ qtPk =1= qkP t v 

P t Sqt P tSP k (s qi qk)Pt P tSqtV 
=F 

P ksqk (s qk qt)Pk P kSP t PkSqk'Y 

'lk 'tkqlp k ГtkqkP l 1 'tk'Y 

по условию и по построению восемь произведений (кроме разве 
последнего) инволютивны.  Следовательно, по лемме Г;kV инво
лютивно, что и требовалось доказать. 

Всякое доказательство теоремы Паппа - Паскаля на  основе метриче
ских соображений означает некоторое метрическое обогащение конфигурации 
Паппа, а следовательно, содержит в себе некоторое метрическое утверждение . 

В нашем доказательстве эту добавочную метрическую часть можно вы
делить так:  

Пересечем несущую прямую J (�)  прямой Паскаля J (у) ;  точку пересече-' 
ния обозначим через r. На / (�) рассмотрим точки q1 = sq1r, соответствующие 
точкам q; при спаривании, определяемом точками r и s, Пусть теперь t -

1 9  Ф. Бахмаи 
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точка прямой J (у) , оnределяемая условием y = rt. Так как nроизведения 

p1sq1y = p1q; t инволютивны, то точки р1, q;, t при каждом фиксированном l 
коллинеарны, т. е. три соединительные прямые J (p1q;) nересекаются в одной 
точке прямой Паскаля. 

Конфигурация Пanna обладает, таким образом, следующим ме rрическим 
свойством : 

Пусть а, Ь, с - тройка неnересекающихся прямых конф игурации (ер. 
n. 1 § 5) . Для каждой точки В конфигурации, принадлежащей nрямой Ь 
построим точку В ', отвечающую ей П,РИ сnаривании относительно точек 
пересечения Ь с а и с . Соединим В с той точкой nрямой а конфи· 
гурации, которая в конфигурации не соедИнима с В .  Тогда nолучается три 
соединительные nрямые, nересекающиеся в векоторой точке прямой с. 

Данному свойству двойственно как раз то метрическое свойство конфи· 
гурации Пanna,  на  котором основано доказательство Гессенберга теоремы 
Пanna - Брианшана (n .  9 § 4) . 

3. Представление элл иптической группы движений как груп
пы движений проективно-метрической плоскости. Если v - эле
мент ®, то назовем отображение 

x* = xv (3) 

множества  точек групповой плоскости на себя движением груп
повой плоскости. Группа  ® *  движений групповой плоскости 
является представленнем абстр актной группы ® ,  ибо центр ® 
состоит из одной лишь единицы (ер .  п. 2 § 7) . 

Всякое движение ( 3 )  переводит три коллинеа рные точки в 
коллинеарные же;  прямую / ( а)  оно персводит в прямую / (a.) V =  
= J ( а.У ) . Значит, оно является коллинеацией .  Кроме того, всякое 
движение ( 3 )  переводит две взаи м но nолярные точки в две 
взаимно полярные же точки . Значит, оно сохраняет поляритет. 

Инволютивное движение 
(4) 

оставляет неподвижной точку с и всякую точку ее поляры J (с) , 
а значит, является инволютивной гомологией с цент ром с и 
осью ! (с ) . Назовем его си.м.метрией относительно с и ! (с ) . 

В силу теоремы 1 всякое движение (3 ) можно представить 
в виде произведения двух симметрий : 

х* = хаь. (5) 

При a =l= b  движение (5)  обл адает неподвижной точкой с (для 
которой а, Ь 1 с) и неподвижной прямой J ( с) - полярой точки с. 
Его можно рассматривать как поворот вокруг точки с ;  тогда (4) 
есть инволютивный поворот вокруг с .  

Из существования инволютивных гом:о.тrогий вытекает, что 
в групповой плоскости выполняется также аксиома Фана. Та· 
ким образом,  групповая плоскость - это проективная плоскость 
в см ысл е  определения § 5, 
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Обнаружить, что поляритет групповой плоскости проективен,  
можно по-разному: или так,  как это было сделано при доказа 
тельстве следствия 2 к теореме 1 7  из § 6, основанном на  п .  6 
§ 5 и использующем теорему о спаривании ,  которая в свою оче
редь является следствием лем м ы  о девяти инволютивных эле
ментах (п .  8 § 4 ) ; или же пользуясь сначала теоремой о высо
тах (ер .  задачу 3 из п .  5 § 5) ; или же вывести из  теоремы 4 § 8 . 

Таким образом,  групповая плоскость эллиптической группы 
движений является проективно-метрической плоскостью. Движе
ния (4)  - это порождающие сим метрии группы движений про
ективно-метрической плоскости ,  а поэтому группа ®* является 
группой движений  проективно-метрической групповой плоскости. 

Рассуждения этого па раграфа заново приводят к теореме,  
которой заканчиваются рассуждения,  связанные с обоснованием 
эллиптической геометрии ,  заданной нашей системой аксиом : 

Т е о р е м а X I I .  Всякая эллиптическая группа движений пред
ставима в виде группы движений некоторой эллиптической про
ективно-метрической плоскости. 

§ 1 7. Групповое пространство 
элл иптической группы движений 

1 .  Пучки· и группы поворотов. Эллиптические групп ы  принад
лежат к числу биинволютивных групп,  для которых выполняется 
транзитивность Т. Во всякой такой группе,  как мы видели в 
п. 4 § 7, существуют, с одной стороны,  «пучки» J (а) инволютив
ных элементов, а с другой - «группы поворотов» D (а ) , являю
щиеся абелевыми подгруппами  и осуществляющие разделение 
всей группы.  

По всякому элементу группы  a=l= 1 определяется группа  по
воротов D (a ) , содержащая а : это есть, по определ ению, множе
ство произведений  всех пар элементов пучка J (а) . В группе,  
порожденной всеми элементами  J (а ) , группа  D (а) является под
груп пой индекса 2 , а ее смежным классом служит J (a) , т. е .  
J (a) и D (a) связаны так : 

Если иЕ! (а) , то D (a) = l (a) u = ul (a) . ( 1 ) 

Если а, � =1= 1 ,  то попарно равносильны такие высказывания : 

J (a) = J (�), 

� E D (a), 
D (a) = D (�). 

(2 . 1 ) 
(2 .2) 
(2.3) 

В дальнейшем мы будем рассматривать не только группы 
поворотов, но ,  более общо, их правые смежные классы D (а )  у .  

1 9* 
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В представлении D (а ) у п р а вого смежного t<л асса эле11rент v 
определен не однозн ачно ;  попа рно равносильны такие выска
зывания при у=l=б : 

D (a) v= D (a) 6, 
6 E D (a) v, 

D (а)= D (v6- 1). 

(3. 1 ) 
(3.2) 
(3 .3)  

Правые смежные кл ассы р азных групп поворотов в с е  же н е  
могут совпадать :  

Из D (a) v= D (�) 6 следует D (a)= D (�). (4) 
(Если U, � - подгруппы пр оизвольной группы и Ну = 't\(\ то 

Uy6-1 - п р авый  кл асс вычетов по Н, который в силу Ну6- 1 = '{! 
является подгруппой и р авен 11 ; следовател ьно, Н= �.) 

Из ( 1 )  получаем ,  что множество всех комплексов ! (a) v со
впадает с мяожество.лt всех правых смежных классов D (а ) у. 
Множество инволютивных элементов группы мы впредь будем 
обозначать через !. При у=l=б р авносильны друг другу и утвер
ждению (3 )  такие высказывания :  

Имеет место (п ри у =F б) : 

J ( а) V = J (а) 6, 
J (a) v с /6, 

1 (а) =  1 (vь-1). 

Из J (a) v = l (M b  следует ! (а) = ! (�) . 

(5 . 1 )  
(5 .2) 

(5.3} 

(6} 
Согласно теореме 4 из § 1 6  для всякого множества / (а)  в 

эллиптической группе  движений найдется единственный инволю
тивный элемент а такой,  что J (а) = l (а ) . По (2 )  тогда а при
н адлежит группе поворотов D (а ) , и это есть единственный инво
лютивный элемент из D (а ) ; D (а )  = D  (а ) . Таким обр азом,  груп
пы поворотов D (а) исчерпывают все группы поворотов и D (а) = 
= D (a') возможно только при  а = а'. 

2. Пространствеиные проективные аксиомы инцидентности. 
Прежде чем изложить содержание этого параграфа ,  сформули
руем аксиом ы  июшдентности трехмерного проективного про
странства в редакции А. Винтерница : 

Даны два множества ,  элементы котор ых называем точками 
и плоскостями и отношение, называемое инцидентностью точек 
и плоскостей. Выполняются следующие акс.иомы ,  называемые 
пространственными проективными аксиомами инцидентности: 

а) Если две разные точки шщидентны двум разным плоско
стям, то всякая точка, инцидентпая обеим плоскостям, инци
дентна каждой плоскости, инцидентной обеим точкам. 
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б) Для всяких трех точек найдется плоскость , инцидент

ная им. 
б * )  Для всяких трех плоскостей найдется точка, инцидент

ная им. 
в)  (основная фигур а )  Существуют пять точек Р 1 , Р2, Рз, Р4, 

Р5 и пять плоскостей Е 1 , Е2, Ез , Е4, Е5 так.ие, что Pi инцидентна 
Eh тогда и только тогда, когда i = k или когда i отличается от 
k только на единицу при условии циклического упорядочения 
стдексов (т. е. i - k=.O, ± 1 (mod 5) ) .  

Эта система вместе с каждой  аксиомой содержит двойствен
ную ей ( аксиомы а )  и в )  двойственны каждая са м а  себе) . Дан
ная система независима ,  т .  е .  кажда я  аксиома не зависит от трех 
остальных. 

Аксиому а) можно переформулировать и так: если для трех 
точек и трех плоскостей выполняются восемь из девяти возмож
пых инцидентностей, то выполняется и девятая, коль скоро обе 
точки и обе плоскости, не входящие в заключительную инци
дентность, различны (ер .  помещенную ниже схему) . Эта аксиома 
играет роль  аксиомы однозначности. 

D :i=  D D 
х х х 

х х х 
х х гх 

Теперь можно определить прямую как множество точек, ин
uидентных двум разным плоскостям .  Тогда из аксиомы а )  по
лучаем :  если две р а зные точки прямой принадлежат плоскости, 
то всякая точка этой прямой принадлежит этой плоскости. Оче
видно, что две разные точки принадлежат единственной прямой; 
что прямая и плоскость, не содержащая этой прямой ,  имеют 
единственную общую точку ; что две прямые, принадлежащие 
одной плоскости, имеют общую точку, и что справедливы также 
утверждения, двойственные высказанным . 

3. Групповое пространство. Абстрактной группе ® , заданной 
системой аксиом § 1 6, мы сопоставили некоторую геометриче
скую структуру - групповую плоскость;  точки групповой пло
скости - это инволютивные элементы из ®. Тогда можно пред· 
ставить группу ® группой отобр ажений 

х* = xv, (7) 
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заданных на множестве инволютивных ЭJiементов хЕ � .  и ис
толковать ее геометрически как группу движений групповоi( 
плоскости . Этот подход привел к существенному для уяснения 
природы абстрактной группы GJ результату, а именно к тео
реме о том, что группа GJ представ.Тiяется в виде проективной 
группы,  точнее,  в виде груrтпы движений векоторой эллиптиче
ской проективно-метрической плоскости . 

Хочется попробовать с самого начала поставить геометриче
ское изучение абстрактной группы ® на более широкую основу 
и сопоставить ей более всеобъемлющую геометрическую струк
туру: превратить ее в «nространство», «точками» которого яв
ляются все элементы GJ и которое содержит групповую пло
скость как «плоскость инволютивных элементов». Мы будем 
стремиться при  этом в данном пространстве, объекта ми кото
рого СJiужат все элементы групп ы, геометрически истолковать 
и групповое умножение: в то время как в групповой плоскости 
непосредственное геометрическое истолкование допускает только 
внутренний автоморфизм ( 7) всех инвол ютивных элементов 
(п ри  фиксированном VE ® ) ,  теперь надо указать геометриче
ское истол кование операции умножения всех элементов пз ® 
на  некоторый фиксированный элемент; иными словами ,  надо 
истолковать отобр ажения 

s* = sv. (8) 

заданные на множестве всех sE ® ,  а они при  у=/= 1 не переводят 
в себя множество инволютивных элементов ®. Группа этих пре
образований ( переносов ) , как утверждает известная из элемен
тов теории групп и справедливая для всякой группы теорема 
Кэли ,  является представленнем группы ® - так называемым 
каноническим представлением ® в виде ее группы переносов. 
Эта групп а  переносов просто транзитивна . 

В подлежащем построению пространстве, точками которого 
будут элементы группы,  мы назовем некоторые множе�тва эле
ментов группы плоскостями .  При этом мы  будем исходить из 
двух соображений :  1 )  множество J инволютивных элементов 
группы ,  т .  е .  групповая плоскость, должно быть векоторой пло
скостью п ространства ;  2) отображение (8) , которое мы назовем 
правым переносом, должно являться коллинеацией простран
ства .  Эти требования вынуждают нас ввести такие определения 
точек и плоскостей группового пространства данной эллиптиче
ской группы движений  ® :  

Всякий элемент а группы  м:ы называем точкой группового 
пространства .  Всякое множество J� называем плоскостью груп
пового пространства .  Точка а принадлежит плоскости J� 
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(9) 

Равенство IP = IP' справедливо только при � = �' ( из  1 = 
= lp'p- 1 ,  где �'p- 1 =F 1 , получилось бы при  образовании  пересече
ния с /, что 1 = / ( р'р-1 ) , т. е. групповая плоскость совпала бы  
с пекоторой прямой вопреки п .  1 § 1 6 ) .  

Всякой точке а сопоставим плоскость 1 а как ее полярную 
плоскость, а каждой плоскости 1 а сопоставим точку а в качестве 
ее полюса. В силу симметрии отношения (9) это есть взаимно 
однозначное инволютивное соответствие, и оно сохраняет инци 
дентность: 

Из aEIP следует РЕ/а, и наоборот. 
Указанное соответствие полюс - поляра  между точками и 

плоскостями  группового пространства в дальнейшем будем счи
тать «абсолютным» поляритетом группового пространства . Две 
точки называются (взаимно)  полярны.ktи, если одна лежит на 
полярной плоскости другой ;  две плоскости называются (взаимно)  
перпендикулярными, если одна п роходит через полюс другой.  
В таких терминах отношение (9 )  получает четыре истолкова
ния :  точка а принадлежит плоскости /� ;  точка � принадлежит 
плоскости /а; точки а и � взаимно полярны ;  плоскости Ja и /�  
взаимно перпендикулярны .  Ни одна точка не принадлежит своей 
полярной плоскости, ни одна точка не полярна  самой себе, ни 
одна плоскость не перпендику.�:шрна самой себе .  Очевидно, по
ляритет сохраняется при  всех правых переносах .  Из  наличия 
поляритета вытекает, что вместе с каждым утверждением о 
точках, плоскостях и их инцидентностях в групповом простр ан
стве выполняется и утверждение, двойственное первоначаль· 
ному. 

В групповом пространстве справедливы проективные аксио.klьt 
rтцидентности, сформулированные в п. 2. В самом деле ,  аксиома 
а ) - это лемма  о девяти инвол ютивных элементах,  переформу
лирова нная для элементов группового пространства .  Аксиомы 
б )  и б * ) - это обобщение аксиомы V, высказанное примени
тельно к элементам группового пространства (п .  2 § 1 6) . Чтобы 
убедиться в существовании конфигурации, указанной в аксиоме  
в ) , возьмем три  инволютивных элемента а ,  Ь ,  с, где аЬс = 1 ,  и 
два инволютивных элемента d=Fb,  с и e=Fa, Ь так,  чтобы bcd 
и аЬе были инволютивны (теорема 6 из § 1 6 ; точки а, Ь, с обра 
зуют полярный треугольник на групповой плоскости, d - точка 
стороны 1 ( Ьс ) , е - точка стороны . Т  ( аЬ ) ) . Для точек 1 ,  а,  Ь ,  с, 
de и плоскостей Jd, /с, /, Jdc, /е группового п ространства выпал. 
няются инцидентности и неинцидентности , предусмотренные ак· 
сиомой в ) . 
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Итак, имеет место 
Т е о р е м  а l . В групповом пространстве эллиптической груп

пы движений ® выполняются пространственные проективные 
аксиомы инцидентности. В нем существует поляритет, обладаю
щий тем свойством, что ни одна точка не инцидентна полярной 
ей плоскости. Группа правых переносов (8 ) , изоморфная группе 
®,  является группой коллинеаций, сохраняющих поляритет. 

Назовем это групповое п ростр анство эллиптическим про
странством. 

Определим  в групповом пространстве прямые как пересече
ния двух р азных плоскостей. Пересечение двух шюскостей ! а,  
!� при сх. =Р � - это м ножество / (сх.�- 1 Н ; так как п ри B = l  
!а n ! = 1  (сх.) ' то новое определение п рямых групповой плоскости 
совпадает с прежним ; при произвольнам � 

!а n !� = (!a�-l n !) � = ! (a�-l) �. 
Таким образом,  прямые груnпового пространства - это мно

жества / (сх.) у. Согл асно (6 )  при  разных Представлениях / (сх.) у 
некоторой прямой «пучок» инволютивных элементов ! (сх.)  одно
значно определен, а п роизвол в выборе у состоит (см. (5 ) ) в 
том ,  что /у - произвольная плоскость, которой принадлежит 
прямая .  С другой стороны, множество прямых совпадает с .мно
жество.Аt правых с,иежных классов D (cx.) y гpyrtn поворотов. Прй 
представлении D (сх.)  у фиксированной прямой,  cor ласно ( 4 ) , 
группа  поворотов D (сх.)  определяется однозначно,  а произвол 
в выборе у, как  видно из ( 3 ) , заключается в том ,  что у - произ
вольная точка  прямой .  П рямая , соединяющая две разные точки 
сх. и �. имеет вид D (cx. �-1 ) � ; в ч а стности,  если � - точка l ,  ука 
занная прямая обращается в гrуппу поворотов D ( сх.) . 

Прямые J (cx.) y и D (cx.) y отвечают друг другу при абсолют
ном поляритете. В самом деле, так как (5 .2 )  и (3 .2 )  равно
сильны ,  то 

из J (cx.) yr;;;Jб следует l'JED (cx.) y, и наоборот, 

т. е. точки прямой D (сх.) у - это полюсы плосi<остей ,  которым 
принадлежит прямая J (cx.) y. П оэтому мы назовем прямые J (cx.) y  
и D (cx.) y взаимно полярными. Поляритет п рямых - взаимно од
нозначное инволютивное соответствие между прямыми группо
вого пространства ,  которое, очевидно, инвариантно относительно 
п р авого переноса .  

В связи с нашим построением г руппового простр анства  сле
дует заметить, что элементы эллиптической группы движений 
р азбиваются н а  групп ы  поворотов, всякие две из которых пере� 
секаются только по  единице ( подразбиение группы ) . Элементы 
всякой группы поворотов D (а) представляют повороты группо-
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вой плоскости вокруг точки а ( ер .  п .  3 § 1 6) .  В групповом про
стр анстве они трактуются как точки прямой D (а ) ; точка пересе
чения а прямой D (а ) с групповой плоскостью представляет ин 
вол ютивный поворот вокруг точки а .  Все прямые D (а ) прохо
дят через точку l группового простр анства, а так как точка l 
является полюсом групповой плоскости !, то прямые D (а )  пер
пендикулярны групповой плоскости. Поэтому подразбиение груп
пы на  группы поворотов - это разбие
ние всех точек группового пространства 
по прямым связки прямых с центром  1 .  
При поляритете группового простр ан
ства всякой прямой D (а ) этой связки 
отвечает прямая  J (a)  групповой пло
скости !, которая прежде (п .  1 § 1 6) 
сопоставJ1ялась в качестве поляры 
точке а, в которой D (а ) пересекает 
групповую плоскость ( рис. 1 36) . 

Легко видеть, что всякий поляри
тет группового простр анства ,  который  

1 

JJ(aJ 

.Т(о) 1/ 
Рис. 1 36. 

l )  на групповой плоскости J совпадает с р анее введенным по
лярным соответствием точки а и прямой J (а ) и 2 ) инвариантен 
относительно правых переносов, необходимо  совпадает с вве
денным нами  «абсолютным» поляритетом .  

В самом деле, прежде всего полярной плоскостью точки 1 должна быть 
плоскость !;  если эту полярную плоскость обозначить через !в, то в силу 2) 
полярная плоскость точки a =f= в имеет вид !ва, а в силу 1 )  пересечение 
плоскости Jea с !, т.  е.  прямая / ( еа) , должна равняться J (a ) . Из
! (ва) = ! (а) следует в силу (2) в е: D (а) , а так как это верно для всех а =f= в, 
то 8 = 1 .  Итак, 1 и J обязательно взаимно полярны, а поэтому в силу 2) 
любая точка а: и плоскость J а: взаимно полярны. 

Отображение 
�* = v� ( 1 0) 

для каждого vE ®  также является взаимно однозначным ото� 
браженнем множества точек группового пространства н а себя; 
оно называется левым переносо.м. Левые переносы образуют 
группу. Сопоставление элементу групп ы  левого переноса ( 1 0) 
является антиизоморфизмом группы  ® и группы левых перено
сов (если элементу v сопоставлять левый перенос вида 6* = v-16, 
то получается изоморфизм ) .  Соотношения 

�! = !�. vJ (a) = J (av-1) V, VD (a) = D (av-1) V ( 1 1 )  
показывают, что всякую плоскость !� можно записать в виде 
�! и что множество всех множеств vJ (а.) , как и м ножество всех 
,ТJ еВЬIХ  см еж ных к,л ассов yD (а.) , является м ножеством !3Сех 
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прямых .  Из  этих же соотношений  видно, что и левые переносы 
являются коллинеациями  пространства ,  сохраняющими поля·  
ритет. 

Следовательно,  при  любых у, 6Е ® отображение 

s* = Уsб (1 2) 

является коллинеацией,  сохр аняющей поляритет. На зовем это 
произведение левого и правого переноса собственным движение.и 
группового пространства. 

Только тождество одновременно является и левым и правым 
переносом . В самом деле, если у6 = �6 при любых 6 .  то прежде 
всего ,  пола га я  6 = 1 ,  получаем ,  что у = 6 , поэтому у принадлежит 
центру ® ,  а значит, в силу п .  3 § 1 6  у = 1 .  В силу ассоциатив· 
ности умножения в группе  всякий левый перенос коммутирует 
со всяким правым переносом .  . 

Таким образом,  группа собственных движений группового 
пространства является пря.мы.м произведением группы левых пе
реносов и группы правых переносов. 

Подгруппа ,  изоморфная ® ,  составляется теми собственными 
движениями ,  которые оставляют неподвижной точку 1 , а значит, 
и плоскость 1 (как  целое ) . Это будут ·отображения :  

s* = sv; ( 1 3) 

в плоскости 1 это будут рассмотренные в п . 3 § 1 6  движения 
групповой плоскости . 

3 а д а ч а. а�-1уа:-1 �у-1 = 1 означает, что три точки а:, �. у либо колли· 
неарны, либо образуют полярный треугольник. 

4. Правая и левая п араллельности. Поверхности Клиффорда. 
Всякие две точки ,  а также всякие две плоскости группового 
пространства можно перевести друг в друга пр авым (и также 
л евым ) переносом .  С прямыми группового пространства дело 
обстоит не так .  Для прямых группового пространства правые 
и левые переносы приводят к двум новым понятиям :  пр авому 
и левому параллелизмам .  

Мы говорим ,  что две прямые пространства правопарал
лельны, если существует правый перепое, который переводит 
одну из них в другую. Так как правые переносы составляют 
группу, то отношение пр авой параллельности рефлексивно, сим
м етрично и транзитивно. Две п рямые D (a) y и D ( �) 6 являются 
п равопараллельны м и  тогда и только тогда,  когда D (a) = D ( � ) . 
В частности , всякая прямая правопараллельна своей поляре. 
Множество всех прямых пространства распадается на кл ассы 
п равопар аллельных между собой прямых .  Каждый такой класс 
па�овем правой конгруэнцией. Прям ые вся 1юй правой конгру· 
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энцин «р ассJi а н вают» групповое простр анство: через каждую 
точку пространства проходит единственная прямая конгруэнции, 
ибо всякий элем ент группы принадл ежит единственному правому 
смежному кл ассу какой-либо фиксированной группы D (a.) по
воротов . Прямая ,  правопараллельная прямой D (a.) v и проходя 
щая через точку 6 , - 3ТО прямая D (а. ) 6 . Так как  две разные 
правоп а раллельные прямые не имеют общих точек, то они не 
лежат в одной плоскости, т .  е .  скрещиваются .  При левом пере
носе 6* = a.s, где а.� 1 ,  всякая прямая правой конгру3нци и, пред
ставленной прямой D ( а.) , является неподвижной прямой ;  прямые 
этой правой конгруэнции будут «траекториями» группы всех ле 
вых переносов s* = a.'s , где a.'ED (a.) . 

Совершенно аналогично понятию «правой пар аллельности» 
вводится понятис левой параллельности и получаются аналогич
ные утверждения .  Всякий кл асс взаимно л евопараллельных пря 
мых мы назовем левой конгруэнцией. Прямая,  левопар алЛ<�ль
ная прямой vD ( � )  и проходящая через точку 6, - это прямая  
6D ( � ) . 

В сякое собственное движение группового п ростр анства пере
водит левопараллельные прямые в левопараллельные, а право
пар аллельные прямые - в правопараллельные. 

Рассмотрим  теперь «двойные смежные классы» групп пово
ротов , т .  е. комплексы 

D (a) vD (�) . ( 1 4) 

Для двойного класса ( 1 4 )  возможно одно из двух : 1 )  v пере
водит D (а) в D (�) : D (а)" = D (�) ; тогда D (а) VD (�) = D (а) VD (а)" = 
= D (a) D (a) v = D (a) v = YD (�). т. е. двойной класс ( 1 4 )  является 
простым смежным классом , другими  словами , - прямой группо
вого п ространства ;  2)  D (a. ) v�D ( M ;  тогда D (a.) v  и vD ( �) - два 
разных смежных кла сса ,  содержащиеся в двойном кл ассе ( 1 4 ) , 
и двойной класс не яв.riЯется смежным классом по  какой ·.'!Ибо 
группе поворотов. 

Назовем «двойной смежный класс» группы поворотов, не яв 
ляющийся прямой группового пространства , поверхностью Клиф
форда. Иными словами ,  п оверхности l(лиффорда - это комп-
лексы :  

D (a) yD (�). где D (a)" =1= D (M. ( 1 5) 

Поверхность l(лиффорда ( 1 5 ) содержит все прямые 

D (а) у�'. где �' Е  D (�). ( 1 6) 
которые образуют семейство взаи.мяо правопараллельных пря
мых, и содержит прямые 

a'yD (�) при a' E D (a), ( 1 7) 
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соста вля ющие семейство взаи.мно левопараллел ьных п рялr ьо с. 
Всякие две разные прямые одного семейства скрещиваются ; но 
две прямые разных семейств всегда пересекаются :  прямые ( 1 6 ) 
и ( 1 7 ) р аз.rшчны и обл адают общей точкой а' у�' ; поверхность 
Клиффорда ( 1 5 ) состоит из множества этих точек пересечения. 

1 
Р ис. 1 37. 

Всякие две пары  пря мых из разных 
ауа' семейств обр азуют параллелограмм 

Клиффорда. Рис .  1 37 изображает па 
ра .1лелогр амм  Клиффорда, где у =  1 .  

Если две разные прямые простран
ства имеют общую точку, то сущест
вует поверхность Клиффорда, содер
жащая обе эти прямые. В самом деле, 
н азовем одну из этих прямых первой, 
а другую - второй ;  проведем через 

каждую точку второй прямой прямую, пр авопара.riЛельную пер 
вой ,  а через каждую точку первой прямой прямую, левопа рал 
.пельную второй ;  тогда множество точек всех этих прямых явится 
поверхностью Клиффорда.  Если у - точка пересечения данных 
прямых,  которые представлены в виде D (a) y и yD ( �) ,  то ( 1 5 ) 
описанная п оверхность Клиффорда,  причем ( 1 6) является пря
мой ,  п равопар аллельной D (a) y и проходящей через точку у�' 
на прямой yD ( M ,  а ( 1 7) - прямой ,  левопар аллельной yD ( � )  и 
п роходящей через точку а' у н а  прямой D ( а) у. 

При каждом левом переносе �* = а'�,  где a'ED (a) , поверх
ность Клиффорда ( 1 5) переходит в себя : п рямые правого се
мейства будут траекториями группы  этих левых переносов. Ана 
логичное утверждение  спр аведливо для правых переносов �* = 
= � 13', где 13' ED (� ) . Суперпозицией левых и правых переносов 
получаем отображение 

�* = а.'€.13', где а.' Е D (а.) ,  �' Е D (�). ( 1 8) 

Эти отображения составляют группу собственных движений, 
переводящих поверхность Клиффорда ( 1 5 )  в себя, причем пра
вое семейство переходит в пр авое, а левое - в левое. 

З а д а ч а .  Справедлива формула D (a) yD ( �) =/ (a) yl ( B ) . 

5. « Стереометрическое» доказательство теоремы П аппа- П а
скаля . З ададимся вопросом о том,  как можно с помощью уже 
н айденных свойств группового простр анства дока1 ать, что в ка ж. 
дой плоскости группового пространства выполняются проеkтив
ные теоремы о замыканиях. То, что в каждой шюскости выпол 
няется теорема Дезарга ,  следует, к ак  известно, уже  и з  справед· 
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ливости простр а нствеиных проективных а ксиом инцидептности .  
Но существуют простр анства ,  в которых выполняются простран
ствеиные проективные аксиомы инцидентности, но на  плоско
стях которых теорема Паппа - Паскаля не имеет места.  В оз 
никает вопрос, каковы те дополнительные свойства пространства ,  
которые совместно с проективными аксиомами инцидентности 
приводят к выпол нению теоремы Паппа - Паскаля на каждой 
плоскости пространства?  Ответ можно получить нз кл ассиче
ских результатов Данделена ,  и он гл асит:  для того плоского 
шестиугодьника, вокруг которого описана «мистическая гекса 
гр амма»  * ) , теорем а  Паппа - П аскаля следует из простран
ствеиных проективных аксиом инцидентности.  Этот факт и споль
зовался Ф .  Шурам для обоснования м етрической «геометрии 
пространствеиного куска»  (при использовани и  пространствеиных 
аксиом инцидентности, аксиом порядка и движения,  без а ксиом 
непрерывности ) . 

Чтобы воспроизвести ход мысли Данделена ,  возьмем про
извольнос пространство, в котором выполнены простран
ствеиные проективные а ксиомы инцидентности. В ведем опре
деление : 

Мы говорим ,  что шесть прямых 91 , hz, 9з, h 1 , 9z, hз обра
зуют мистическую гексаграмму, если каждая прямая 91 лежит 
в одной плоскости с каждой прямой h k ( i, k =  1 ,  2,  3 ) , но  ника 
кие  две из прямых 9 1 , 92, 93, р авно как  и никакие  две  из  прямых 
h 1 , h2, h3 не принадлежат одной плоскости. 

Теперь пусть дана  такая мистическая гексагр амма .  Ее 
стороны необходимо различны ( ecJIИ  бы было 91 = hk ,  то hk и 
h1 ,  где l= 1 ,  2, 3 ,  принадлежали бы одной плоскости ) ,  а с.'Iедо
вательно, 91 и hk принадлежат однозначно определенной пло
скости и имеют единственную точку пересечения .  

Пусть EiR. - плоскость, содержащая 91 и hk (i =1= k) . Под про
тиволежащей плоскостью будет пониматься плоскость ER.i , со
держащая 9k и h 1 • Эти плоскости EiR. и Ем р азличны (ина че 
g1 и 9k лежали бы в одной плоскости) ,  а поэтому пересека ются 
по единственной прямой r 1k = rk l ·  

Пусть Si - точка пересечения противолежащих сторон 
9 1  и h 1 •  При i=l=k точки Si и SR. р азличны (иначе 9 1  и 9k пере
секались бы) ; так как  si принадлежит прямым 91 . h t . а sk при 
надлежит прямым 9k, hk, то  обе они принадлежат как EiR., так 
и ER.i , т. е . их общей прямой r ik ; следовательно, r ih соединяет 
Si и S1t (рис .  1 38) . S1, S2,  Sз н е  могут быть коллинеарны,  и , 

* ) Т. е. пространствеиная конфигурация Паппа - Паскаля ;  ер.  ниже. 
Терм11н «мистическая гексаграмма»  (hexagramme mistique1 был дан  этой конфигурации Паскалем. (Прим. ред.) .  
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следоватеJiьно, образуют собственный  треугольник .  Итак ,  спр а 
ведлива 

Л е м м а о м и с т и ч е с к о й  г е к с а г р  а м м е. П ря.мые, по 
которым пересекаются противолежащие плоскости .мистической 
гексагра.м.мы, являются сторонами треугольника, вершины кото
рого представляют собой точки пересечения противолежащих 
сторон гексагра.м.мы, и, значит, эти прямые принадлежат одно
значно определенной плоскости. 

п, 
Рис. 1 38. 

Непосредственно из этой леммы следует 
Т е о р е м  а Д а н д е л е н а. Пусть в пространстве выпол

няются проективные аксиомы инцидентности. Пусть на плоскости 
Е этого пространства задан шестиугольник Р 1 , Q2, Р3, Q 1 , Р2, Q3 
l- различными вершинами, причем его противоположные стороны 
(Pi , Qk ) и (Pk , Qi ) различны и пересекаются в точке Rik = Rki 
( i=l==k ) .  Тогда три точки Rik коллинеарны, если существует .ми
стическая гексагра.м.ма g1 , h2, g3, h 1 , g2, h3, стороны которой 
содержат тоttки Р 1 ,  Q2, Р3, Q 1 , Р2, Q3, но не принадлежат Е. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Пусть опять-таки i=l==k. Плоскости Eik. 
определенные, как выше, отличны от плоскости Е и пересекают 
В по прямым (Pi , Qk) ( рис .  1 39 ) .  Итак, плоскости Eik и Eki пере
секают Е по  разным прямым ,  и поэтому их линия пересечения 
r1k , содержащая точку Rih, не  принадлежит Е. Таким образом , 
плоскость треугольника S 1 , S2, Sз, сторонами которого по лемме 
являются эти прямые r 1k , отлична от Е и пересекает Е по неко
торой прямой ,  содержащей три точки Rik · 

Вернемся к групповому пространству и возьмем в нем шести
угольник,  точки которого поочередно принадлежат двум разным 
nрямым некоторой плоскости. Шесть этих вершин должны быть 
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различными и отличными от точки пересечения несущих прямых. 
По теореме Данделена точки пересечения противоположных сто
рон шестиугольника коллинеарны, если существует описанная 
вокруг шестиугольника мистическая гексаграмма .  Проведем те
перь через каждую из трех вершин шестиугольника ,  лежащих на 
одной несущей прямой, прямые, левопар аллельные другой не
сущей прямой ,  а через ка ждую из трех вершин ,  принад.rтежа
щих второй несущей прямой ,  прямые,  п равопараллельные первой 

Рис. 1 39. 

несущей прямой .  Эти шесть прямых лежат на поверхности Клиф
форда, которой принадлежат несущие прямые. ( Плоскость ше
стиугольника - это «касательная плоскость» поверхности Клиф
форда . )  Из свойств семейств прямых на  повер хности КJшф
форда вытекает, что шесть прямых,  взятых в последовательном 
порядке, образуют мистическую геi<сагр а м му, удовлетворяющую 
условиям теоремы Данделена .  

Этим доказана 
Т е о р е м а 2. Во всякой плоскости группового пространства 

выполняется теорема Паппа - Паскаля. 
В частности, этим самым доказана теорема П аппа - Паска 

ля для групповой плоскости /, т. е. дано новое доi< а з а тел t>ствf' 
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теоремы 8 из § 1 6 .  ( Конечно, и обратно, коль скоро дока
зана теорема Паппа - Паскаля для групповой плоскости , тео
рему 2 можно доказать, пользуясь проектированием или же пра 
вым переносом . )  Наше доказательство основано на дополнении 
групповой плоскости до группового пространства ;  в групповом 
пространстве выполняются проективные простр анствеиные 
аксиомы инцидентности, поэтому удается воспользоваться со
ображениями Данделен а ;  существование же описанной мистиче
ской гексаграммы  следует непосредственно из  существования в 
групповом пространстве поверхностей Клиффорда . 

Доказательство, данное в п .  2 § 1 6, содержится в этом дuка· 
зательстве. 

Чтобы сравнить оба доказательства, полезно заметить следующее. В теореме Данделена вместо существования мистической гексаграммы 
можно потребовать, чтобы существовали три разные то•tки S 1 ,  S2, S3 ,  не ле
жащие на плоскости Е данного шестиугольника Р1 , Q2, Р3, Q 1 , Р2, Q3, обла
дающие те.м свойство.м, что при i =/= k точки S; ,  Sh , Р; ,  Qh ,  равно как и точки 
S�t,  S ; ,  Pk , Q; ,  ко.мпланарны. В самом деле, из существования таких точек последовательно выво
дится коллинеарность точек Ri�t пересечения противоположных сторон 
(Р; , Q�t ) и (Pk ,  Q; ) . По условию S;, S�t ,  Р; ,  Q" принадлежат одной плоско
сти Е; " ,  а S h ,  S;, Pk, Q; - плоскости E�t ;. Пусть далее, Е* - плоскость, кото
рой принадлежат точки S 1 , S2, S3 (она существует в силу аксиомы б) ) .  Так 
как две р азные точки S;  и S" принадлежат двум разным плоскостям E;�t 
и Ek i и плоскости Е* и так как точка R;" по определению принадлежит 
двум первым плоскостям,  то по аксиоме а )  она принадлежит плоскости Е*, 
а значит, три точки R;�t , лежащие в разных плоскостях Е и Е*, принадлежат 
прямой их пересечени я. 

Краткость доказательства § 1 6  п. 2 проистекает из того, что мы по
строили три произведения p;sq; ,  рассматриваемые как точки группового про· 
странства ,  являются точками  S ;  и удовлетворяют соответствующим требо
ваниям ,  причем рассуждения проводятся, как выше, но вместо аксиом инци
дентности а )  и б) используются обобщение аксиомы V и лемма о девяти 
инволютивных элементах. 

3 а м е ч а н и е. То, что в группово'l! пространстве выполняется теорем а 
Паппа - Паскаля, можно получить также из того, что в групповом про
странстве существует нуль-система (инволютивная корреляция, при которой 
сохраняется Инцидентнасть точек и плоскостей) . В самом деле, так как 
в групповом простр анстве выполняются проективные аксиомы инцидентности 
и теорем а Дезарга ,  то его можно представить как проективное пространство 
над некоторым телом,  а из существования нуль-системы следует тогда ком
мутативность rела (см. Б э р  [7], стр. 1 38) , а значит, и теорема Паппа 
Паскаля. 

Можно получить нуль-систему в групповом пространстве, если устроить 
суперпозицию абсолютного поляритета с инволютивным правым переносом 
( ер .  п. 7) .  Тогда нуль-система  определяется соответствием 6�16а при фик· 
сированном а. 

6. Квадраты в эллиптической группе движений .  Аксиома сво· 
бодной подвижности .  При изучении метрических свойств группо
вого простр анства часто возникает вопрос,  соп ря жены ли  два 
данных групповых элемента или же - явJщется ли  их частное 
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квадратом .  Первый вопрос является усилением второго, ибо 
сопряженные элементы всегда различаются только квадр атом : 
аа� = (а�- 1 ) 2�2 и а.,- 1 а� = ( а..- 1 ) 2 ( а �- 1 ) 2р2 (а- 1 а� - коммутатор 
a- t p- 1 a� .  а в каждой группе  всякий коммутатор является произ� 
ведением квадратов ) . 

Исследуем вкр атце вопрос о сопряженньtх элементах и квад� 
ратах в элл иптической группе  движени й ® .  Относящиеся к 
этому теоремы истолкуем как  высказыва ния о подвижности н а  
групповой плоскости . Квадраты и з  ® порождают нор м альный 
дел итель Q . 

Т е о р е м  а 3. Если Ь = av, то существует с, для которого 
Ь = ас. 

Эта теорема на групповой плоскости означает, что две точки, 
переводимые друг в друга движением ,  сим м етричны друг другу, 
т. е .  обладают средней точкой (точнее, парой  взаимно полярных 
средних точек ) . Из-за наличия поляритета выполняется и двой
ственное утверждение:  если прямые можно совместить движе
нием,  то они симметричны ;  у них есть две взаимно перпендику� 
лярные биссектрисы.  

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу теоремы 5 из  § 1 6  существует 
такой элемент s,  что sa и sy инволютивны. Тогда а8 = а, а значит, 
asY = aY = b . 

Т е о р е м а 4. а и Ь сопряжены тогда и только тогда, когда 
аЬ является квадратом. 

Таким обр а зом ,  элемент из ® является квадр атом в том и 
только в том случае ,  если при  пр едставлении его в виде произ� 
ведения двух инволютивных множителей эти множители со� 
пряжены .  

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если  а и Ь сопряжены, то по  теореме 3 
есть элемент с такой, что Ь = ас. Тогда аЬ = аас = (ас) 2. Обратно, 
пусть ab =F 1 является квадратом :  аЬ = rsrs. Отсюда следует 
r, sEl ( аЬ) , т е .  по теореме 2 § 1 6  ars является инволютивным 
элементом с, и поэтому аЬ = асас, т .  е .  Ь = ас. 

Т е о р е м  а 5. Произведение квадратов (т. е. любой элемент 
из D )  является квадратом. Д о к а з  а т е л ь  с т в о . Возьмем п роизведение а2р2 • По тео� 

реме 5 из § 1 6  существует элемент s такой, что as и sp инволю� 
тивны.  Тогда a2 �2 = sasss� .  В правой части стоит произведение 
двух сопряженных инволютивных элементов, I<оторое по тео� 
реме 4 является квадратом. 

В силу этой теоремы делимость попол а м  отрезков и углов 
на групповой плоскости транзитивна .  

Особо интересны те  эллиптические групп ы  движений,  в кота� 
рых всякий элемент является квадр атом ,  т. е. О. = ®. По теоре� 
м е 4 это будет тогда и только тогда , когда все инвол ют«ВJIJ>Iе 

20 Ф. Бахман 
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элементы из ® сопряжены, т. е. когда вашол няетс-'1 дополни
тельная 

А к с и о м а В .  Для каждых а и Ь найдется такой элемент у, 
'lTO aV = b. 

А ксиом а В утверждает, что на  групповой плоскости всякие 
две точки ( а следовательно, и всякие две прямые) совместимы 
движением.  Назовем ее аксиомой подвижности. В силу теоре
мы 3 она равносильна требованию 

В*  Для каждых а и Ь найдется такой элемент с, что ас = Ь , 
которое означает, что всякие две точки на  групповой плоскости 
имеют среднюю точку, всякий угол - биссектрису. Она равно
сильна также требованию 

В * * . Если a l b , то  существует такой элемент с, что ас = Ь , 
которое означает, что всякие две полярные точки имеют среднюю 
точку, всякий прямой угол можно р азделить пополам .  В са мом 
деле, из В * *  вытекает В: пусть даны а и Ь.  По аксиоме V суще
ствует такой элемент v, что v 1 а, Ь .  По В **  существуют такие 
элементы С, с', что ac = v, vc '  = Ь . Тогда асс ' = Ь . 

Аксиома подвижности В на  эллиптической плоскости ра вно
сильна также сформулированному в Замечании о свободной по
движности требованию свободной  подвижности ; именно справед
лива 

Т е о р е м  а 6. Требование свободной подвижности в эллипти
ческой группе движений выполняется тогда и только тогда, 
когда всякое движение является квадратом. 

В этой связи мы покажем еще, что единственными движе
ниями групповой плоскости ,  оставляющими неподвижной данную 
точку а, являются повороты вокруг а и симметрии с центром в 
точке, полярной а :  

Т е о р е м а 7. av  =а тогда и только тогда, когда yED (а ) или 
yEJ (a) . 

Д о к а з  а т е л ь с т в о необходимости. Как при доказательстве 
теоремы 3, выберем sEJ (a) , J (y) .  Тогда asv = a. Следовательно, 
для инволютивного элемента sy выполняется либо sy 1 а , либо 
sy = a. В первом случае  syEJ (a) , т. е. yEsJ (a) = D (a) . Во вто
ром случае y = sa инволютивно, т. е .  yEJ (а ) . 

Теорема 7 отвечает на  вопрос о неподвижных точках лвиже
ния в эллиптической групповой плоскости (ер. п .  10 § 3 ) ; она 
содержится в одном из утверждений теоремы об отношении 
Томсена (теорем а 8 из § 7) . Из теоремы 7 вытекает «жесткость» 
движений групповой плоскости (теорема 26 из § 3 ) . 

В силу теоремы 7 нормализатор инволютивного элемента а 
это подгруппа ,  порожденная элементами из J (а) . Так как вся кая 
группа  поворотов D (а )  содержит единственный инволютивный 
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элемент, то отсюда получается аналогичное утверждение для 
групп поворотов :  

Т е о р е м а 8 .  D (а.)  v = D (а.)  тогда и только тогда, когда 
yED (a.) или yel (a.) . 

Так как элементы из D (а) переводят всякий элемент групп ы  
в себя, а элементы из J (a. ) Переводят а. в а.-1 , т о  по теореме 8 
группу поворотов можно преобразовать в себя внутренним авто
морфизмом только так, чтобы л ибо каждый элемент перешел 
в себя, либо же каждый элемент перешел в обратный.  

ПрименитеJi ьно к групповому пространству теорема 8 озна 
чает, например ,  что две прямые одновреJненно правопараллельны 
и левопараллельны в том и только в том случае, когда они либо 
совпадают, либо взаимно полярны. В самом деле ,  две право
параллельные прямые D (a.) y = yD (a.) Y и D (а.) б = бD (а.) 6 .11ево
параллельны тогда и только тогда , когда D (a.) V = D (a.) 6, т. е, 

6- 1 D (a.)'� = D (a.) .  По теореме 8 это означает, что л ибо 

уб- 1  Е D (а) , т. е. D (а.) у = D (а) б, 
либо 

v<>-1 e J (a.), т. е .  по  ( 1 )  D (a.) = J (a.) yб-1 , т. е .  D (a.) б = J (a.) y. 
7. Движения группового пространства. Кроме собственных 

движений  ( 1 2 ) , есть и другие коллинеации группового простран 
ства ,  которые сохраняют абсолютный  поляритет. В едь единичное 
преобразование групповой плоскос ги можно продолжить не 
только до единичного преобразования �* = � группового п ро 
странства ,  но  также и до преобразования 

s'" = s-1 • ( 1 9) 

а это опять-таки коллинеация,  сохраняющая поляритет. Инво
лютивную коллинеацию ( 1 9) , сохр аняющую неподвижны ми  
ка ждую точку плоскости J и точку 1 ,  т .  е .  некоторую про 
странствеиную инволютивную гомологию, назовем симметрией 
относительно точки и плоскости 1 ,  J. Более общо, всякое 
отображение 

(20) 

является коллинеацией группового пространства ,  сохраняющей 
поля ритет; назовем его зеркальны�t движением группового про
странства. Всякое зеркальное движение переводит п равопарал
лельные прямые в левоп араллельные, а левопараллельные пря 
мые в правопараллельные. Собственные и зеркальные движения 
группового пространства образуют группу, называемую группой 
движений группового пространства ;  собственные движения СО• 
ставляют в ней nодгруnпу индекса 2. 

�о· 



308 r Л. V I .  ЭЛЛИПТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ [7 

Если подвергнуть симметрию ( 1 9 ) внутреннему автомор· 
физму,  заданному посреде1 вом правого переноса (или же ле
вого переноса ) ,  переводящего точку 1 и ее поляру J в точку v 
и поляру Jv, то получим симдtетрию относительно точки и пло 
скости v. lv :  �* = (�v- 1 ) - 1v или же 

6* = v6-1v. (2 1 )  

Среди зеркаЛЬНЫХ ДВИЖеНИЙ  ИНВОЛЮТИВНЫМИ ЯВЛЯЮТСЯ ТОЛЬ· 
ко такие симметрии относительно точки и плоскости . В самом 
деле, если зеркальное движение ( 20)  р а вно своему обр атному, 
то v�- 16 = (v- 1 �6- 1 ) - 1 = 66- 1v  для всех �. и ,  как в конце п .  3 , нахо
дим ,  что в этом случае обязательно у = 6 . Собственное движе
ние ( 1 2 )  ипвол ютивно тогда и только тогда , когда у2 = Ь2 = 1 и 
у, 6 не  равны оба  1 ,  т. е. когда движение является либо инволю
тuвным переносом �* = а� или �* = �Ь ,  либо произведением таких 
переносов :  6* = а�Ь . Как и все отличные от единицы переносы, 
инволютивные переносы не имеют неподвижных точек, а на 
каждой из  п а раллельных между собой неподвижных прямых 
переводят каждую точку в полярную. Такие инволютивные дви 
жения ,  которые не  имеют неподвижных точек и порождают груп 
пу  собственных движени й, составляют достопримечательную осо. 
бенность эллиптического группового простр анства .  

Те собственные движения ( 1 2 )  и зеркальные движения (20) , 
у которых у6Е 0. ,  образуют в группе движений  группового про
странства подгруппу (так как  вместе с у6 и v'6' в О. лежит, на 
п ример ,  и y'yM' = y'6' (v6 ) 6 ' ) , называемую узкой группой движе
ний группового пространства. При выполнении аксиомы подвиж
ности В узкая  группа  движени й  совпадает с полной группой 
движени й  группового пространства .  

Рассмотри м  узкую группу движений  подробнее и прежде 
всего определи м  инволютивные движения, принадлежащие узкой 
группе. Симметрии относительно точки и плоскости принадле
жат узкой группе. в силу теоремы 4 произведение �* = а6Ь двух 
инволютивных переносов принадлежит узкой группе тогда и 
только тогда , когда а и Ь сопряжены, т. е. когда существует эле
мент v такой,  что Ь = аУ. Инволютивное движение 

(22) 

оставляет неподвижной каждую точку прямой J (a ) v  и полярной 
п рямой D (a) v. В самом деле, если sE/ ( a) , то a (sv) av = asav= sv; 
если aED (a) , то a (ay) aY = aa av = av. Такие инвоJiютивные дви
жения,  которые оставляют неподвижными все точки пары по
лярных п р я м ых,  принадлежат к хорошо известному проективно
му типу;  н азовем (22) симметрией относител ьно прямых J (а) у, 
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D (a ) y. В с я ч ю  сим l\!стрию относител ьно пары прямых можно 
представить как произведение двух сим метрий относительно точ 
ки и плоскости , центр ы кот орых взаимно полярны ,  а плоскости 
взаимно нерпендикулярны :  например ,  (22) можно представить 
к а к  произведение симметрии относительно точки и плоскости у, 
!у и сим метрии относительно ау, !ау: ay (vs- 1y) - 1 ay = asa'\' . 

На ряду с симметриями относительно точек и плоскостей и 
сим метриями относительно п а р  прямых узкая группа ,  вообще 
говоря, содержит инволютивные переносы 

�* = а� и �* = �а п р и  а Е Q.. (23) 
Для их существования в узкой группе  необходим о  и достаточ
но, чтобы группа  Q. содержала и нволютивные элементы, т. е . , 
например ,  в кл ассическом случае ,  когда имеет м есто свободная  
подвижность ( а ксиома В ) , чтобы всякий элемент из  ® являл с я 
квадратом .  (То, что существует эллиптическая группа  движений ,  
в которой ни один инволютивный элемент не  является квадра
том , видно из задачи 3 п .  3 § 1 0 . )  

Резюмируем : 
Т е о р е м а 9. И нволютивньtми движениями из узкой группы 

движений группового пространства являются : симметрии отно
сительно точки и плоскости (2 1 ) ,  симметрии относительно пары 
прямых (22) , инволютивньtе переносьt ( 23 )  (причем последние 
существуют в узкой группе только тогда, когда в исходной эл
липтической группе движений существуют инволютивные эле
менты, являющиеся квадратами ) . 

Т е о р е м  а 1 0. Узкая группа движений группового простран
ства порождается симметриями относительно точек и плоско
стей ; группа собственных движений узкой группы движений 
порождается симметриями относительно пар прямых, точнее, 
всякое собственное движение узкой группы является произведе
нием двух таких симметрий, т. е. произведением четырех сим
.метрий относительно точек и плоскостей, а всякое зеркальное 
движение узкой группы является произведением одной симме
трии относительно точки и плоскости и одной симметрии отно
сительно пары прямых, т. е. произведением трех симметрий от
носительно точек и плоскостей. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для двух э.'l ементов группы  у и б по 
теореме 5 § 1 6  на йдется элемент s такой,  что ys и sб будут ин 
воJiютивными элемента ми ;  обозначим их а и Ь .  Есл и  уб , т .  е .  аЬ,  
принадлежит Q ,  то по  теореме 4 есть элемент � такой,  что b = af3 ;  
тогда у и б можно представить в виде y = as, б = saf3. Следова
тельно, всякое собственное движение узкой группы  можно пред
ставить в виде s* = asssaf3 , т. е. как произведение симметри й  
относительно прямых J (s) , D (s) и / (а ) � , D (a ) � .  Всякое ж е  
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зеркальное движение узкой группы п редста ви мо  в виде �*= 
= as�- 1 sa�. т. е. как произведение си мметр ии относительно точки и 
плоскости s, /s и симметрии относительно прямых / (а ) � . D ( a) �. 

Из теоремы 1 0  следует, что узкая группа  движений является 
нормальным делителем группы  движений группового простран· 
ства ,  так как  симметрии  относител ьно точек и плоскостей обра
зуют инвариантную систему во всей группе движений.  

Всякое произведение  двух симметрий относительно точек и 
плоскостей ,  плоскости симметрии  которых проходят через дан· 
ную п рямую, оставляет каждую точку этой прямой неподвиж
ной и называется поворотом вокруг этой пря мой. 

Плоскости, содержащие п рямую / (а) у, имеют вид /ау, где 
aED (а ) . Произведение симметрий  относительно у, 1 (у )  и ау, 
1 ау по рождает такой поворот вокруг 1 (а) у :  

s*  = asaV, где а Е D (а), (24) 

и всякий поворот вокруг прямой 1 ( а) у можно представить в та· 
ком виде. Повороты вокруг прямой 1 (а ) у образуют группу, изо
морфную группе  поворотов D (а) ; единственный п ринадлежащий 
ей инвол ютивный  элемент - это симметрия относительно пря· 
м ых / (а) у, D (a ) y . 

Повороты вокруг пря.мой D (a) y имеют вид 

s* = a-1saV, где а Е D (а). (25) 

Так как  групповое пространство предназначено, чтобы истолко· 
в ать геометрически свойства эллиптической группы движений, 
з аметим ,  что теорема об отношении Томсена (теорема 8 из  § 7)  
равносильна такому утверждению о групповом простр анстве: 
если поворот отличен от единицы и не инволютивен, то непо
движными 1 о чками его являются точки оси поворота, а если он 
инволютивен, т. е. является симметрией относительно пары npя
J.t ЫX (22) , то его неподвижные точки - это точки оси а точки по
лярной ей прямой. (Надо применить теорему 8 из  § 7 к а и 
� = sy- 1 . ) 

3 а д а ч и. 1. Движение группового пространства ,  обладающее неподвиж
ной точкой (неподвижной плоскостью) , принадлежит узкой группе движе
ний.  Если оно собственное, то это поворот. Движение, обладающее неподвиж
ной прямой, не обязано содержаться в узкой гr.уппе движен ий . 

2. Собственное движение 6* = а:6� обладает неподвижной прямой в том 
и только в том случае, когда либо 1 )  а: и р принадлежат сопр яженным 
группам поворотов, либо 2) движение имеет вид 6* = а6Ь при несопряжен
ных а и Ь. 

Движения вида 1 )  - это винтовые движения, т. е. такие движения груп
пового пространства ,  которые можно представить как произведение поворота 
вокруг прямой и переноса вдоль этой н р ямой.  Ви нтовое движение, содержа
щее множителем правый перенос, можно представить также как винтовое 
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движение, содержащее множите.�Е'М левый nерепое. Всякое виш ово� дви ·  
жение, осью которого служит некоторая прямая ,  является одновременно 
винтовым движением , осью которого служит прямая ,  полярная первой. Если 
выполн яется аксиом а В, то всякое собственное движение является винтовым 
движением. 

3. Мы говорим,  что прямая перпендикулярна д ругой прямой, если она 
пересекает эту прямую и ее поляру.  СлЕ'довательно, две прямые перпендику
лярны тогда и только тогда, когда они различны, не полярны друг другу и 
каждая из них переводится в себя симметрией относительно другой ( и  ее 
поляры) , или, иначе говоря, когда они являются nримыкающими сторонами 
nараллелограмма Клиффорда, противоположные стороны которого взаимно 
nолярны .  

Две прямые 
D(a )v = vD (а"). D ( ь ) б = м (ь6) 

перпендикулярны тогда и только тоrда ,  когда аi Ь и а" IЬ 11 •  
Поляра общего перпендикуляра двух прямых сам а является и х  общим 

перnендикуляром . Две разные параллельные неполярные !Трямые обладают 
семейством взаимно параллельных общих перпендикуляров.  Две непараллель
ные прямые ( • )  имеют общую (nолярную) пару перпендикуляров тогда и 
только тогда ,  когда общий элемент J (а) и J (Ь ) и общий элемент J (а") и 
J (Ь6) сопряжены. 

4. Абсолютный nоляритет групnового пространства nроективен. Движе
ния группового пространства проективны. Группа движений групnо:юго про
странства состоит из всех nроективных коллинеаций, сохраняющих абсолют
ный nоляритет. 

8. Порождение nоверхностеil Кл иффорда вращением. Из многих воnро
сов, касающихся метрических свойств эллиптического групnового простран
ства,  мы в качестве примера р ассм о rрим только один воnрос, а именно : 
являются ли поверхности Клиффорда поверхностями вращения .  

Прежде всего возьмем правую конгруэнцию и лЕвую конгруэнцию. По
ставим вопрос, имеют ли они общую пр ямую. Если у них есть одна общая 
прямая,  то у них есть еще одна общая прям а я - nоляра первой, и,  значит, 
они обладают общей полярной nарой прямых, а по следствию из теоре
мы 8 у них больше нет общих прямых. Наш вопрос о существовании зави
сит - и эта зависимость типична - от наличия сопряженности. Каждоil nра
вой (соответственно, левой)  конгруэнции принадлежит единственная груnпа 
поворотов - вокруг той прямоil конгруэнции,  которая  содержит точку l .  
Справедлива 

Т е о р е м  а 1 \ .  Правая и левая конгруэнции обладают парой вэаи.мно 
полярных пря.мых тогда и только тогда, когда принадлежащие и.м группы 
поворотов сопряжены. 

Д о к а з  1.1 т е л ь с т в о .  Пусть D (а) и D (Ь) - группы поворотов, отвечаю
щие данным конгруэнциям. Если Ь= а11 то обе взаимно полярные прямые 
D (а) б= бD (аб ) и J (a) б= i'JJ (aб ) принадлежат обеим конгруэнциям.  Обратно, 
если есть прямая D (а) 6= f!D (аб ) nравой конгруэнции, пgинадлежащая левой 
конгруэнции, r е представимая в виде I'J'D (Ь) , то f!D (a ) = б'D (Ь) , т. е. ана
логично (4) а6= Ь. 

Если выполняется аксиома В, то по теореме 1 1  всякая  правая и левая 
конгруэнции обладают nарой общих прямых. 

Всякую поверхность Клиффорда можно зап исать в виде D (a ) vD (b ) ,  
где а '1 =1= Ь .  Выделим подкласс nоверхностей Клиффорда ,  обладающий тем 
свойс1 во м, что права  н конгруэнция, п р инадлежащая правому семейству поверх
I!ОСТИ Клиффорда,  и лева я конгруэнция, принадлежащая левому ceмeikтl}y 
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поверхности Клиффорда, имеют общую пару nрямых. По теореме 1 1  такие 
поверхности м огут быть записаны в виде 

D (a ) yD (а6) , где aV=I=aб. ( 26 ) 

Их общая пара попярных прямых - это D (а) б, / (а ) б. 
Эти две прямые, которые правопараллельны всем прямым правой кон

груэнции и левопараллельны всем прямым левой конгруэнции,  являются 
осям.u вращения поверхности Клиффорда (26) : если вращать какую · нибудь 
прямую правого семейства поверхности Клиффорда, например пр ямую D (a) y 
вокруг прямой D (а) б, как вокруг оси, то получатся прямые a.-1 (D (a) y ) a11 = 
=D (а) уа.б, где а. Е D (а) , т. е. множество всех прямых правого семейства. Если 
же вращать прямую левого семейства, н апример yD (а6) ,  вокrуг пrнмой 
D (а) б, то получатся прямые a.-I (yD (aб) ) a.6= a-IyD (a б) , где a E D (a) , т е. 
м ножество всех прямых левого семейства .  Аналогичные результаты касаютсн 
вращений вокруг прямой / (а) 6. 

Сделнем два з а  м е ч  а н и я :  1 )  Если три разные точки поверх ности 
Клиффорда принадлежат одной прямой,  то эта пряман содержитсн в правом 
или левом семействе поверхности Клиффорда. Иначе говоря,  кроме пр нмых 
этих семейств на поверхности Клиффорда нет никаких других прямых.  2)  Вся
кое собственное движение, переводящее в себя поверхность Клиффорда, 
переводит прямые ее правого семейства в прямые того же семейства, а пря
мые левого семейства в прямые левого семейства. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о 1 ) .  Допустим ,  что рассматриваемая прямая не 
принадлежит н и  одному из двух семейств, и проведем через одну из дан
ных точек прямую левого семейства,  а через две другие данные гочки -
прямые правого семейства .  Полученные четыре прямые попарно различны. 
Так как через данную прямую и прямую левого семейства проходит пло
скость и так как эти две прямые иерееекают обе прямые правого семейства, 
то две прямые правого семейства лежат в одной плоскости ,  что невозможно. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о 2 ) . Такое движение переводит три разные пря
мые правого семейства в три разные попарно правопараллельные прямые по
верхности Клиффорда. Так как прямые-образы не могут все одновременно 
принадлежать левому семейству (по следствию теоремы 8 три разны� пря
мые не могут быть попарно и право- и левопараллеJiьными ) , то в силу 1 )  
п о  крайней мере одна и з  этих прямых принадлежит правому семейству, а 
тогда ему принадлежат и две другие прямые.  

Теперь р ассмотрим произвольную поверхность Клиффорда D (а) yD (Ь) , 
где а v =1= Ь. Допустим, что у нее есть ось вращения, т. е. есть прямая D (l) б 
такая,  что при  всех поворотах вокруг этой прямой поверхность Клиффорда 
переходит в rебя. Поворот вокруг D (l) б переводит прямую D (а) у правого 
семейства, проходящую через точку у поверхности Клиффорда, в прямую 
д-1 (D (а) у) дб (/,. Е D  (l) ) .  В силу 2 )  полученния прямая снова является пря
мой правого семейства ,  а именно, той прямой этого семейства, которая про
ходит через точку-образ  д-1уЛr; .  Итак, д-1 (D ( а ) у ) Л.б = D (а) Л-1уЛ6, т. е. 
;.- ID (а) =D (а) Л-1 для всех Л Е D (l) . Следовательно, по теореме 8 D (l) = 
=D (a) . Так как при  поворотах 11 прямая левого семейства также переходит 
в прямую левого семейства, то аналогично получаем, что D (l) б =D (b) . Та
ким образом, поверхность Клиффорда имеет специальный вид (26) , и ее осью 
вращения является прямая D (а) б - общая прямая той правой конгруэнции, 
которой принадлежит правое семейство поверхности Клиффорда, и той левой 
конгруэнции, которой принадлежит левое семейство поверхности Клиффорда. 

Таким образом, справедлива 
Т е о р е м  а 1 2. Поверхность Клиффорда является поверхностью вращения 

оi}11ой цз своих пря.мых вокруг пекоторой оси тогда ц ТО./IЬКО тогда, когда 
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правая конгруэнция, которой принадлежит правое семейство поверхности, 
и левая конгруэнция, которой nринадлежит левое сеАtейство этой поверх
ности, имеют пару общих взаимно полярных прямых. 

Тогда она получается вращением вокруг любой из этих двух прямых, 
т. е. она есть «дважды» поверхность вращения.  

Если в общем случае вращать прямую вокруг прямой,  право- (или 
лево- )  параллельной ей, то получится поверхность l(лиффорда, если обе 
прямые различны и не взаимно полярны,  т .  е. если они не являются одно
временно право- и левопараллельным и  Если вращать прямую вокруг не
которой оси, которая ни право- ни левопараллельна ей, то поверхность 
Клиффорда не получится. В самом деле, ось вращения  поверхности }(лиф
форда, как мы видели, - это прямая ,  правопараллельная прямым правого 
семейства поверхности l(лиффорда и левопараллельная  прямым левого семей
ства,  а так как поверхность l(лиффорда не  содержит никаких прямых, от
личных от прямых обоих семейств, то ось вращения должна быть право
или левопараллельна каждой прямой этой поверхности .  Итак, справедливо 

С л е д с т в и е. При вращении одной прямой вокруг другой получается 
поверхность К.лиффорда тогда и только тогда, когда эти прямые взаимно 
параллельны в смысле одного и только одного из двух отношений параллель
ности. 

Множество точек, получаемых из фиксированной точки при  вращении 
вокруг некоторой оси,  назовем окружностью, если данная точка не  nринад
лежит ни оси вращения, ни ее nоляре. Всякая окружность nринадлежит 
плоскости, nерnеliдикулярной ее оси (nолюс nлоскости nринадлежит оси, 
плоскость содержит nоляру оси ) . Если поверхность l(лиффорда nолучается 
вращением вокруг некоторой оси, то она nокрывается некоторой системой 
окружностей ; всякие две окружности этой системы можно совместить друг 
с другом переносом, который переводит поверхность Клиффорда (и ее ось 
вращения)  в себя ;  так как переносы являются движениями ,  то всякие две 
окружности, принадлежащие поверхности Клиффорда, «конгруэнтны». Вся
кая nоверхность l(лиффорда, получаемая  вращением вокруг оси, может быть 
также получена вращением вокруг nолярной оси. Поэтому  она nокрыта 
двумя семействами конгруэнтных окружностей. Две окружности из двух 
разных семейств лежат во взаимно nерпендикулярных nлоскостях.  

Если выполняется аксиома В,  то можно nолучить nоверхность Кли ф
форда , вращая одну из этих окружностей вокруг nрямой,  nолярной ее оси. 
Для этого рассмотрим на  поверхности ( 26 ) окружность, nолучаемую вgаще
нием точки у вокруг п рямой D ( а )  Ь, т. е. м ножество точек а-1уа , где 
а Е D ( а ) .  Вращая ее вокруг nрямой,  nоляр ной D ( а )  Ь, т. е. вокруг J ( а )  Ь, 

' -1 6 А ' получаем м ножество точек а а уа а , где а, а Е D ( а ) . Всякая точка по 

верхиости l(лиффорда, т. е . всякая точка а1уа�, где а1 , а2 Е D ( а ) , nринад· 

Jiежнт этому  множеству точек. В самом деле, так как  в силу а ксиомы В 

а1а2 является квадратом,  то н айдется элемент а� Е D ( а ) , для которого 
t2 -1 ' ' - 1  6 ,6 6 

ао = а1а2; если nоложить а0 = а1 а0, то a0aJ уа0а0 = а1уа2• 
Т е о р е м  а 1 3. Если выполняется аксиома В, то у каждой поверхности 

К.лиффорда существуют две взаи.м.но полярные оси вращения. Поверхность 
К.лиффорда получается вращением. любой ее прямой вокруг одной из ее 
осей. Поверхность К.лиффорда получается также, если вращать одну ее 
точку вокруг одной оси, а затем вращать полученную окружность вокруг 
другой оси. 

3 а д а ч и .  1. Если D (a.) и D ( �)  - две фиксированные группы поворотов, 
то «двойны е  смежные классы:. D (a.) yD (�)  образуют семейство поверхностей 
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Клиффорда, содержащих две взаимно полярные прямые, если D (a) и D ( �)  
сопряжены. Через каждую точку пространства проходит единственная по
верхность или единственная прямая этого семейства.  Если это семейство 
содержит прямые, то они являются осями вращения всех поверхностей 
Клиффорда этого семейства .  

2 .  Мы говорим,  что поверхность Клиффорда ортогональна, если каждая 
прямая ее правого семейства перпендикулярна каждой пр ямой ее левого 
семейства.  Это будет в том и только в том случае, когда повер хность вместе 
с каждой своей прямой содержит ее поляру Ор r оrонаJJ ьна я  поверхность Клиффорда имеет вид 

D ( a ) vD ( b ) ,  где а" l ь . ( • • ) 
Ортогональная поверхность Клиффорда ( • • ) - это множество н·х эле· 

ментов группы, которые при внутренних автоморфизмах  переводят а в эде
м ент из / (Ь ) .  Это фундаментальная  поверхность поляри rета 6 -la!;b,  ком 
мутирующего с абсолютным поляритетом . 

3. Определить группу всех д вижений групповuго пространства, которые 
переводят некоторую поверхность Клиффорда в себя. 

9. Полуповороты в групповой плоскости и переносы в группо
вом пространстве. Полуповорот в элл иптической групповой пло
скости - это определенное на  групповой плоскости отображение 
точек на точки и прямых на прямые. Есл и  полуповорот удается 
описывать в одной лишь групповой плоскости (ер .  § 6 ) , то для 
него существенно, что полуповорот получается умножением эле
мента групп ы  на фиксированный неинволютивный элемент груп· 
пы.  Дадим теперь новое определение полуповорота,  использую
щее это обстоятельство и непосредственно связывающее полу· 
повороты групповой плоскости с неинволютивным переносом 
группового пространства ,  для чего нам придется систем атически 
изучать операци ю  умножения элемента группы на  неинволютив
ный элемен1 группы .  

В даJlьнейшем обозначим через 11 неинволютивный элемент 
элл иптической группы движений ®. Если комплекс �l элемен
тов из ® содержит единственный инволютивный элемент, то в 
дальнейшем м ы  будем обозначать этот инволютивный элемент 
символом [fft] . 

Полуповоротом НТJ, принадлежащим элементу 11. назовем 
следующее отображение множества точек групповой плоскости 
на себя:  

аН n = [D (а) 11] .  (27) 

Здесь полуповорот определен как теоретико-групповая опера
ция,  сопоставляющая каждому инволютивному элементу а инво· 
л ютивный  элемент из векоторого смежного класса группы пово• 
ротов D (а) . 

Сопоставление (27) можно провести с помощью следующих 
шагов:  

а - D (а) - D (а) 11 - [D (а)  11]. 
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Применительно к груnnовому n ространству это означает : соеди
няем точку а груnnовой nлоскости 1 и точку 1 ( nол юс nлоско
сти / ) ; на соединительную nрямую D (а)  действуем nравым nе
реносом ТJ и пересекаем полученную nрямую D (a ) ТJ с груnповой  
плоскостью 1 (рис. 1 40) . (Поскольку ТJ не инволютивен ,  то O(a) l'} 
не принадлежит /, и существует един - 'l ственная точка nересечения . )  Итак, 
имеет место 

Т е о р е м  а 1 4 .  Пусть связка прямых 
группового пространства с центром 1 
при правом переносе ТJ переходит, в 
связку прямых с центром ТJ .  Если от- lJ(cl)7; нести точкам пересечения прямых пер
вой связки с групповой плоскостью 
точки пересечения прямых второй связ
ки с групповой плоскостью, то полу
чается полуповорот Н ТJ (рассматривае
мый как отображение точек) . 

Пространствеиная конструкция де 
лает очевидным,  наnример ,  то, что п ри 
nолуповороте nрямые груnnовой nло- Рис .  1 40 .  
скости переходят в nрямые груnnовой 
nлоскости . Полуповорот как отображение nрямых получается, 
если рассмотреть связку nлоскостей с центром l ,  перевести ее 
правым nереносом ТJ в связку nлоскостей с центром ТJ , nересечь 
плоскость обеих связок с групповой nлоскостью и соnоставить 
nрямой пересечения групnовой nлоскости с векоторой nлоско
стью первой связки nрямую пересечения групповой nлоскости с 
соответствующей плоскостью второй связки.  

Плоскость, n роходящая через точку 1 ,  и меет вид !а; nло
скость, nолученная из  нее правым nереносом,- вид la'rJ . Прямые 
пересечения 1 а и 1 аТJ с груnnовой плоскостью и меют вид 1 (а) 
и 1 (аТJ ) . Итак, отображение прямых групповой плоскости при 
полуповороте Н ТJ задается исключительно простой форАtулой 

J (a) HТJ = / (аТJ) .  (28) 

Ясно, что эту формулу можно рассматривать как определение 
полуnоворота .  

Рассматривая в nростр анстве, кроме nлоскостей !а и laТJ , их 
полюсы - точку а групповой плоскости и ее образ аТJ при  nра 
вом переносе ТJ , - nолучаем в соответствии с (28) , что образ  по
ляры 1 (а) точки а груnповой плоскости при nолуnовороте Н ТJ 
будет nрямой пересечения nолярной nлоскости точки с группо
вой плоскостью. 
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С помощью гакого простр анствеиного истолкования полупо
ворота устанавливае.тся справедливость закона Бочека о полу
поворотах и поляритете в групповой плоскости : 

J (аН 11) = J (а) Н�� � .  (29) 
который играл такую важную роль в п .  1 О § 6. 

Для этого сначала построим точку аН 11 = а* ,  соединив точку а 
групповой плоскости с точкой 1 ,  отобразив полученную прямую 
правым переносом 11 и н айдя пересечение полученной прямой с 
групповой плоскостью ( рис .  1 4 1  ) . Точка a*'I'J- I ,  из которой полу

чается точка а* при пр авом переносе 'I'J, 
лежит на соединительной прямой точек 1 и 
а. Полярные плоскости трех коллинеар 
ных точек 1 ,  a*fJ- 1 , а пересекаются по  
пря мой, т .  е .  прямая пересечения поляр
ной плоскости точки a*'I'J-1  с групповой 
плоскостью совпадает с прямой пересече
ния полярной плоскости точки а с группо
вой плоскостью. Как отмечалось выше, 
первая прямая - это образ поляры точки 
а*  при  полуповороте Н 11- 1 , а вторая - по-
ляра  точки а. Итак, l (a* ) H11- 1 = l (a} ,  
т. е .  

J (аН 11) Н 11-1 = J (а) , (30) 

а поэтому выполняется (29) . 
Рис. 1 4 1 . Можно  почти непосредственно полу-

чить ( 29) из (27)  и (28) вычислениями :  
в силу  (27 )  aH11ED (a) 'I'J , т. е .  (aH11) rJ- 1 ED (a) ,  т .  е .  (аН11) 1']-1 и а 
принадл ежат одной и той же группе поворотов . Следовательно, 
/ ( (аН11) 1']-1 ) = / (а ) , а так как левая часть по  (28) р а вна 

J (aHТJ) H11- 1 , то выполняется (30) . 
Так как  [D (a) 'I'J] = [rJ-1D (a) ] (комплекс rt-1D (a) состоит в точ• 

ности из элементов, обр атных элементам комплекса D (a) rt ) , то 
можно описать поJ1уповорот Н11, заменив в теореме 1 4  правый 
перенос 11 левым переносом 1']-1 .  Равенство J (art ) =1 (rt-1a) пока
зывает, что отображения прямых при  этом совпадают. 

В силу (27)  из р авенства [D (a) rt] = [1']-1D (a ) ] = [D (aТJ ) rJ-1] по
лучаем аН Т\ =  ачН 11- 1 , т. е. 

н H-l 1] (3 1 )  а 11 11- 1 = а ; 
таким образом произведение полуповорота Н11 на нреобразова· 
ни  е, обратное поJ1 уповороту Н ra- 1 , являетсн поворотом а* = аТJ 
груnповой плоскости. 
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3 а д а ч и .  1 . Можпо описать полуповорот Н 11 еще так :  проектируем 
точку групповой плоскости из точки 1 на плоскость Jrг1 • а затем действуем 
правым переносом fl . 

2. Коммутативность полуповоротов вокруг фиксированной точки (теоремн 
о перпендикулярах)  приводит в групповом пространстве к утверждению, что 
некоторый определенный шестиугольник замыкае rся, если его вершины по
переменно лежат на двух прямых,  а противоположные стороны параллельны 
в одном и том же смысле (например,  правопараллельны ) . 

t O. Истол кование группового пространства на груп повой пло
скости. Н агляднее представлять себе элементы эллиптической 
группы движений и их умножение не R групповом пространстве , 
а на самой групповой плоскости .  Тогда получится и столкование 
группового пространства на  групповой плоскости . 

При  этом полезно определить групповую плоскость эллипти 
ческой группы  движений ,  как  и прежде, так ,  чтобы инволютив 
ные элементы групп ы  вазывались то  точками ,  то прямыми  груп
повой плоскости (ер .  п .  8 § 3 ) . Тогда о rношение а \  Ь имеет четы
ре значения :  точка а инцидентна прямой Ь ;  прямая  а инцидентна 
точке Ь ;  прямые а и Ь взаимно перпендикулярны ;  точки а и Ь 
взаимно полярны.  Есл и  а - точка ,  а Ь - прямая ,  то а =  Ь озна 
чает, что а - полюс для Ь .  [Так определенная групповая пло
скость - это не плоскость нашего группового пространства .  По
следняя получится , если (при любом инволютивном элементе Ь)  
прямую Ь заменить точечным множеством 1 ( Ь )  .] 

Каждому элементу эллиптической групп ы  движений  отвечает 
некоторый поворот групповой плоскости (п .  3 § 1 6) . Привычно 
представлять поворот н а  плоскости ориентированным углом .  
Так ,  мы можем представить данный элемент группы у в виде 
у = аЬ и изобразить его углом, т. е. упорядоченной па рой прямых 

Рис. 1 42. Рис. 1 43. 

а, Ь на групповой плоскости ( рис.  1 42) . [Этот угол р авен полови
не угл а поворота. ] Вершина угл а с тогда является центром rюв о 
рота .  Центром поворота у= l может быть любая точка пло
скости. Если аЬ = а'Ь', то угол а' ,  Ь '  изображает тот же группо
вой элемент у. Итак, существует представляющий у класс углсв,  
равных относител ьно поворотов Теорема о трех симметри я х по
зволяет так представить у, чтобы первая или вторая сторона 
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угл а была  произвольно заданной прямой, проходящей через 
центр поворота .  На этом основывается геометрическое истолко
вание произведения у6, найденное в посмертных заметках Гаус
са :  если s - прямая ,  проходящая через центры поворотов у и 6, 
то определим прямые r и t так, чтобы было y = rs и 6 = st; тогда 
угол r, t представляет элемент у6 ( рис. 1 43) . 

Таким путем можно представить точки группового простран
ства на групповой плоскости, а также наглядно описать пере
носы группового п ространства на  групповой плоскости. 

Прямая группового пространства - это смежный класс D(a)y 
векоторой групп ы  поворотов ; в частности, если yED (а) , то это 
будет группа  D ( а ) , т. е. м ножество всех поворотов вокруг точ
ки а. Класс D (а ) у получается суперпозицией всех поворотов 
вокруг точки а с некоторым фиксированным поворотом у. По 
правилу нахождения произведения это значит, что точку а надо 
соединить с центром поворота у прямой v (если yED (а ) , то 
v - произвольпая прямая ,  проходящая через точку а) , а затем 
определить прямую g, удовлетворяющую р а венству v = vg 

о 

Рис. 1 44 .  

' (рис .  1 44) .  Тогда элементы из D(a)y представляются множеством 
углов Ь, g, первая сторона которых принадлежит пучку прямых, 
носителем которого служит точка а ; в частности, если yED (a) ,  
то и прямая g п роходит через точку а. 

Заметим , что в силу vE/ (a)  имеем D (a) v = l (a)  согласно ( 1 ) ,  
т. е.  D (a) y = l (a) g. И з  представления / (a) g прямой группового 
пространства сразу получается наш изображающий угол . Ка· 
ждую прямую группового пространства можно записать в этом 
виде, т. е .  в виде функции от двух инволютивных элементов 
группы .  Элемент а определяется однозн ачно, а элемент g опре· 
делен однозначно, если прямая группового пространства не яв· 
ляется группой  поворотов ; в этом же случае D (a)  = l (a) g для 
любого gEI (a) . . 

Плоскость 16 группового пространства - это множество по
воротов а, для которых а6- 1 инволютивно, т. е. множество пово
ротов, которые при  суперпозиции с фиксированным поворотом 
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6-1 дают прямой угол ( рис. 1 45 ) . Есл и  элемент 6 не инволютив 
ный,  то для ка ждой точки плоскости имеется единственный та
кой поворот а. Ес.rш 6 = d  инволютивно, то элементы из  /6 пред
ставляются множеством всех у глов,  для которых прямая d Я В ·  
ляется второй стороной.  

о 

Рис. 1 45. Рис. 1 46. 

Элементы группового пространства  можно представ.11ять на  
групповой плоскости р азными другими  способами ,  ибо всякий 
инволютивный элемент группы является и прямой и точкой груп
повой плоскости. 

Полуповорот а* = аН11• определенный формулой (27) как ото-
бр ажение точек, состоит в том,  что в множестве D (а ) '11 выби
рается инволютивный поворот. Его можно получить, определив 
среди всех поворотов вокруг точки а поворот а так,  чтобы 
при сложении углов а и fJ получалея прямой угол ; тогда a'l'] = 
= [D (a) 'I'J] = a* ( рис. 1 46) . Определение (27) совпадает,  таким 
образом, с указанным в § 6 по
нятием полуповорота как то
чечного отображения. 

Теорема ,  утверждающая, 
что при полуповороте Н 11, опре-
деленном как точечное отобра 
жение, три  точки а1 , а2, а3, ин 
цидентные некоторой прямой Ь ,  
переходят в три точки а� , а;, а;, 
снова инцидентные некоторой 
прямой , изобразится в нашем 
истолковании приводимой на Рис. 1 47. 
рис. 1 47 конфигурацией . 

Доказательство для этой плоской теоремы проводится по· 
средством формулы  (28) , которая по существу основана на том, 
что переносы в групповом простр анстве являются коллинеация· 
ми .  Точнее, фор мула  (28) утверждает, что при  полуповороте Н11 
прямая Ь переходит в ту пря мую Ь * ,  которая удовлетворяет ра 
венству 1 (ЬТJ ). = l.(b* )  .. Эту прямую можно построить, опустив и з  



320 ГЛ. VI. ЭЛЛИ ПТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ [ 10  

центр а поворота YJ перпендикуляр  и на н рн мую Ь и онредел и в 
пря мую v р а венством ТJ = uv ;  тогда bYJ = ( bu ) v ,  з начит, как  n до
казательстве теоремы 4 § 1 6, 1 ( bYJ ) = J ( ( bu ,  v ) ) ,  т. е. по  одно
значности , о которой говорится в этой теореме ,  перпендикуляр 
( bu, v ) ,  опущенный  из точки bu  н а  п рямую v , является пря
�юй Ь* ( рис .  1 48) . Указанное в определении (28) отображение 

Рис. 1 48 .  

прямых групповой плоскости тогда со
Ь впадает с определенным в п .  3 § 6 

полуповоротом прямых . 
Плоское истол кование групповых 

элементов и их умножения могут со
служить хорошую службу для интуи
тивного понимания  свойственных груп
повому пространству соотношений ,  но 
систем атически может применяться 
только простр анствеиная интерпрета
ция .  Двоякая возможность интерпре-
тации приводит к плодотворному попе-
р ем енному использованию групповой 

плоскости и группового пространства :  то или иное утверждение  
о групповом пространстве можно истолковать на  плоскости и 
прийти к новой теореме плоской геометрии ;  с другой стороны, 
интерпретируя плоскую фигуру в смысле  группового простран
ства ,  можно получить наводящие соображения относительно до
казательства плоской теоремы (ер .  наше доказательство теоремы 
Паппа - Паскаля ) . 

3 а д а ч а. Ассоциативный закон для суперпозиции поворотов (углов) 
приводит к конфигурации, в качестве частного случая содержащей конфигу
рацию теоремы об изогональном соответствии (п. 5 § 1 ,  9) ) .  

1 1 . Теорема Бэра. Как показано в п .  3, всякая эллиптическая 
группа  движений  обладает трехмерным групповым простр ан
ством ,  в котором выполняются проективные аксиомы инцидент
нести . Докажем сейчас одну интересную теорему Бэра ,  которая 
утверждает, что, обратно, эллиптические группы движений 
это единственные группы ,  групповое простр анство которых яв
ляется п роективным пространством размерности > 1 .  

Пусть G; - произвольная группа ,  а 1 - множество ее инво
л ютивных элементов. Снова обозначаем элементы ® малыми 
греческими ,  а элементы 1 - м алыми л атинскими  буквами .  Эле
м ент а Е ® назовем точкой, а множество точек J р - гиперпло
скостью пекотарого пока не уточненного группового простран
ства. ( В  порядке «взаимности» можно назвать элементы ® как 
точками, так и гиперплоскостями  группового простр анства и 
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положить, что точка а тогда и только тогда инцидентна гипер 
плоскости �. когда а�-1 инволютивно. ) 

Т е о р е м  а 1 5а .  Единственны.лtи группами, в которых группо
вое пространство удовлетворяет трехмерны�и аксиомам инци
дентности проективного пространства, являются эллиптические 
группы движений. 

Возьмем произвольную группу � .  элементы а которой ,  трак
туемые как точки,  и множества !� ,  трактуемые как плоскости , 
удовлетворяют указанным в п .  2 аксиомам  инцидентности. До
кажем, что тогда � удовлетворяет системе аксиом эллиптиче
ской группы движений п .  1 § 1 6. 

1 .  Группа � биинволютивна. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Плоскости, содержащие точку 1 ,  - это 

плоскости Jb при инволютивном Ь .  Если а - произвольная точка , 
то существует плоскость, содержащая обе точки 1 и а .  Следо
вательно, существует элемент Ь такой,  что aelb. Тогда а яв 
ляется произведением некоторых инвоJi ютивных элементов а и Ь :  
а = аЬ. 

2. Ни один инволютивный элемент � не коммутирует со 
всеми элементами из �. 

Д о к а э а т е л ь с т в о. Допустим ,  что некоторый инволютив 
ный элемент с коммутирует со всеми инвол ютивными элемен 
тами х. При каждом x::f=c выполнялось бы  xelc ; при  этом 

с � J с .  Пересечение двух плоскостей J и J с было бы тог  да рав 

но J, из которого выброшен с, т. е .  плоскости без  точки, что не
возможно. 

3 .  В � выполняются аксиомы Т и V. 
Д о к а з  а т е л ь с т в о .  По условию выпо.'lнены проективные 

аксиомы инцидентности а)  и б ) . Следовательно, в ® выполняет
ся лемма о девяти иннол юти вных элементах и обобщение аксио
мы V (см . п .  3) , частным случаем кuторых являются аксиомы Т 
и V (ер .  п .  7 § 4 и п .  2 § 1 6) .  

Теорему 1 5а можно существенно усилить. П р и  подходящем 
определении группового пространства выполняется 

Т е о р е м  а 1 5б.  Если в проективном пространстве выпол
няются проектuвные аксиомы инцидентности для пространств 
раз.�tерности > 1 ,  то оно имеет размерность 3 ( т. е. его точки и 
гиперплоскости удовлетворяют аксиомам инцидентности трех
мерного проективного пространства) . 

Мы не станем формулировать полностью аксиомы инцидент
ности проективного простр анства размерности > 1 ,  ибо для до
казательства теоремы 1 5б н а м  понадобятся только немногие след
ствия из этих аксиом :  их мы и сформулируем .  1 )  Для всяких 
двух точек на йдется гиперплоскость, которой они принадлежат 

2 1 Ф .  Бахмаи 
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( в  одномерном пространстве не так} . 2 }  Пересечение всех ги
перплоскостей ,  содержащих две разные фиксированные точки, -
прямая ,  соединяющая эти точки, - содержит еще хотя бы одну 
точку и определяется однозначно любой парой своих р азлич
ных точек. (Слово «прямая» мы понимаем только как «соедини
тел ьная прямая  пекоторой пары  точек». } 3 )  Прямая ,  не принад
лежащая гиперплоскости, пересекает ее в единственной точке. 
4) Если  существуют две разные гиперплоскости, пересекающие
ся по прямой ,  то размерность пространства равна 3 .  

Теперь пусть дано групповое пространство, в котором в ы 
полнены а ксиомы инцидентпасти проективного пространства раз 
мерности > 1 .  Станем рассуждать по  К. Беккеру-Берке. l(ак при 
доказательстве теоремы 1 5а ,  устанавливается , что рассматривае
мая  групп а  биинвол ютивна .  Для этого используется лишь то, 
что есть три инволютивных элемента группы а, Ь , с, для которых 
с = аЬ . Фиксируем их впредь. Прямую, соединяющую точки 1 и с, 
обозначим через D (c) .  

Взаимно однозначное инволютивное отображение 

(32) 

отображает множество точек на  себя, м ножество гиперплоско
стей на себя ( а  именно /� н а  J�c) и также множество прямых 
( соединительных прямых пар  точек) на себя. 

Л е м м а .  Множество F (c }  неподвижных точек отображения 
( 32 ) состоит из точек из D (с }  и точек из J n J с. 

Докажем лемму в несколько шагов .  
( а )  Точки из F (c) , принадлежащие !, - это с и точки из 

J n !c. 
Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Для элемента d=l=c из J равенство 

dc = d  означает ,  что dc инволютивно, т. е.  dE!c. 
( б )  D (c) c=Ja П Jb r:;;;;F (c) . 
Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Так как две точки 1 и с принадлежат 

двум гиперплоскостям !а, Jb , то D (с)  с=! а n Jb . Далее, если 
бEla n !c , то ба, бЬ инволютивны, т. е. ба = б-1 , бЬ = б- 1 , а следо
вательно ,  бс = баЬ = б. 

( в } Из бЕF (с )  и б � D (с}  следует бЕ! П !с. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как б � D (c) , то б =/= 1 . Так как 
точки 1 ,  б неподвижны при (32) , то соединяющая их прямая 
( отличная  от D (c) )  неподвижна ,  и однозначно определяемая 
точка d пересечения этой прямой с гиперплоскостью J (которая 
в свою очередь неподвижна при (32) ) неподвижна.  Следователь
но ,  dEF ( с) и в силу 2) d=l=c. По ( а )  заключаем отсюда ,  что 
dElc. Так как обе точки 1 , d принадлежат гиперплоскости !с. 
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то ей ж е  принадлежит коллинеарная и м  точка б. Итак,  бе:F (с )  
и бЕ/с ,  т .  е .  бс = б  и бс = б- 1 • Следовательно, б инволютивно, а 
точнее, б Е! n J с. 

Утверждениями ( а ) , ( б ) , ( в )  лемма  доказана .  
Вернемся к (б ) . Пересечение !а n Jb двух гиперплоскостей 

!а и Jb «линейнд» (т. е . вместе с каждой парой точек содержит 
соединяющую их пря мую) . Но подмножество множества F (c ) , 
строго включающее D (с ) , не может быть линейным ,  ибо оно по 
лемме содержит некоторую точку dEJ n J с, но по лемме же пе 
содержит никаких точек соединительной прямой 1 ,  d, кроме 1 
и d. Следовательно, D (c)  = !а n Jb. Так как аф.!а и аЕ!Ь,  то 
Ja =l=!b . 

Итак, существуют две р азные гиперплоскости, пересече
нием которых служит некоторая прямая ,  что и требовалось до
казать. 

Объединяя теоремы 1 5а и 1 5б , получаем ,  что справед
л ива 

Т е о р е м  а 1 5  ( Бэр ) . Единственные группы, групповое про
странство которых удовлетворяет аксиомам инцидентности 
проективного пространства размерности > 1 ,  - это эллиптиче
ские группы движений ( группы движений эллиптических пло
скостей) .  

В заключение объединим новые признаки эллиптической 
группы движений с найденными р анее (§§ 9 , 1 0 ) : 

Т е о р е м  а X I I I .  Следующие группы совпадают: 
1 )  эллиптическая группа движений;  
2)  группа движений эллиптической проективно-метрической 

плоскости ; 
3) группа о; (К, F) при характеристике поля К, от личной от 

2, и форме F, тернарной и отделяющей нуль ; 
4)  фактор-группа мультипликативной группы тела кватер

нионов Q (K; k1 , k2) по ее центру (при характеристике К, отли rt
ной от 2) ; 

5) группа, групповое пространство которой удовлетворяет 
аксиома.'о1 инцидентности проективного пространства размер
ности > l . 

. 

3 а д а ч и. 1 .  Возьмем трехмt-рное метрическое векторное пространство 
над полем К характеристики =1= 2 с тернарной отделяющей нуль формой F. 
Назовем его группу о; ( К, F )  транзитивной * ) , если всякие два одномерные 
подпространства векторного пространства переводимы друг в друга некото
рым элементом из о; ( К, F ) -

* )  В этом случае удобнее было бы назвать группу 1 -транэитивной (одно
мерно-транзитивной) . (П ри.м. перев.) . 

2 1 *  
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Если групnа О! ( К, f )  транзитивна, то, нормируя форму F и выбирая 
подходящий базис, можно nривести форму F к нормальному виду f 1 (х, у )  = 
- х1у 1 + х2у2 + х3у3, и nоле К -- пифагорово поле. Обратно, форма f 1 над 

всяким nифагоровым nолем отделяет нуль, а ее групnа О� (К, f 1 ) транзитивна. 
2. Представить групповое прос1 ранство эллиптической группы движений 

и ее групnу движений nосредством кватернионов. 
3. Изучить групповое пространство Н-группы. 

Л и т е р  а т у р а к г л. V l .  Р а й д е м а й с т е р [2] , П о д е л и Р а й д е
м а й с т е р  [ 1 ] , М о р р и с  [ 1 ] ,  Ш м и д т  [ 1 ], [2] , Б э р [6], Б о ч е к [ 1 ] , Б е к
к е р - Б е р к е  [ 1 ] ,  Ш ю т т е [5] . К п. 2 § 17 :  В и н т е р н и ц [ 1 ] .  О понятии 
«двойного смежного кл асса» (называемого там двойным модулем ) см Ш п е й
з е р  [ 1 ] . О поверхностях Клиффорда см .  К л е й  н [2], К о к с т е р  [ 1 ] (а т а к же К а г а н [ 1 ]  - Прим. ред.) .  К п. 5 § 1 7 :  Ш у р  [ 1 ], П а ш  и Д е н [ 1 ] . 



ДОБА ВЛ Е Н И Е 

Евклидовыми ,  гиперболическими и эллиптическим и  группами  
движений,  которые мы изучали и алгебраически охарактер изо
вали в предыдущих гл авах ,  не исчерпывается множество групп 
движений ,  удовлетворяющих системе аксиом п .  2 § 3 .  Желая 
обозреть богатство возможных групп движений ( иными словами ,  
метрических плоскостей ) ,  надо исходить из Основной теоремы 
п .  1 1  § 6 .  Тогда возникает обратная проблема :  определить в 
проективно-метрических группах движений подгруппы ,  удовле
творяющие этой системе аксиом. Тут мы попадаем в обл асть, 
в которой многие вопросы еще остаются открытыми .  В § 1 8  м ы  
сделаем некоторые общие замечания,  которые пояснят, с каким 
кругом проблем мы здесь сталкиваемся,  а также приведем даль
нейшие примеры метрически-неевклидовых групп движений .  
В § 1 9  мы обсудим построение метрически -евкл идовых групп 
движений (плоскостей)  более систематически. 

В последующем вместо « ( ®, 6) - группа  движений ,  удовде
творяющая системе аксиом п. 2 § 3», мы будем говорить 
«(®, б) - .метрическая группа движений» . 

§ 1 8. О метрических группах движений  

1 .  О разных системах образующих одной и той ж е  группы. 
Начнем с того, что поставим следующий 

В о п р о с. Пусть (С�. б) - .метрическая группа движений. 
Существует ли систе.ма 6' =1= б такая, что (® ,  б') - также .ме
трическая группа движений? 

Если группа  (®,  6) метрически -евклидова ,  то ответ отрица-
телен : . 

Т е о р е м  а l .  Если (®, б) .метрически-евклидова, и (®, б')
.метрическая группа движений, то б' =  б. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Так как (®, б) метрически -евклидова ,  
то в б существуют два разных инволютивных элемента,  кото
рые можно соединить друг с другом по-разному (ер .  гл . 4 ,  введе 
ние) . Таким образом,  для инвол ютивных элементов из ® не В ЬI •  
полняется закон Е однозначности соединения . Следовательно, 
(®, б') та кже метрически-евклидоnа (теорема 1 из § 7) . Во 
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всякой метрической группе  движений тот инволютивный эле
мент о, для которого существуют другие инволютивные эле
менты, многократно соединимые с ним,  т. е. инволютивный эле
мент о со свойством :  

Найдутся инволютивные элементы -r ,  зt, р группы такие, 
ч то о, -r j зt, р и o =F -r, зt =F p, ( 1 )  

обязательно является осевой симметрией,  т. е . принадлежит СИ· 
стеме образующих. Обратно, так I<ак в метрически-евклидовой 
группе движений всякий элемент о Е 6 обладает свойством ( 1 ) ,  
то в ней систем а  образующих состоит в точности из тех инволю
тивных элементов из  6 ,  которые обладают свойством ( 1 ) .  Та 
ким образом ,  в метрически-евклидовой группе движений систе
м а  обр азующих G однозначно определяется группой ® .  Следо
вательно, 6' = 6. 

То, что для метрически-неевклидовой группы движений ответ 
на наш вопрос может быть положительным,  показывает 

П р  и м е р  1 .  ® - группа  L2 (IO над полем К, обладаюшим 
/I.Вумя  р азными упорядочениями ;  r$ ( соответственно 6' ) - мно
жество инволютивных элементов из ®, определитель которых 
при первом (соответственно втором)  упорядочении К отрицате
лен. Тогда 6 :;6 6', а (® ,  6) и (®,  6') - гиперболические группы 
движений (теорема  3 из § 1 5 ) .  

Таким образом ,  для гипербо,11ической группы движений,  поле  
концов которой допускает два  разных упорядочения, ответ на 
наш вопрос положителен.  С другой стороны, имеет место 

Т е о р е м  а 2. Если (®,  6) - гиперболическая, а (®, 6') 
метр ическая группа движений , где 6 =F 6', то (®, 6') - также 
гиперболическая группа движений. При представлении ® в виде 
L2 (К) имеются два разных упорядочения поля К такие, что 6 
состоит из тех инволютивных элементов из ® ,  определитель ко
торых отрицателен при одном упорядочении К, а 6'- из тц ин
волютивных элементов из ®, определитель которых отрицателен 
при другом упорядочении. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Так как (®, 6) - гиперболическая груп 
п а  движений ,  то в силу аксиомы ,..." V* в 6 существуют несоеди
нимые элементы ; они удовлетворяют аксиоме UV2. Во всякой 
метрической группе  движений инвол ютивный элемент о, обла
дающий свойством 

Существует инволютивныii элемент -r такой , что 
о и -r несоединимы, (2) 

обязательно принадлежит системе образующих. Инволютивные 
элементы данной группы ® ,  обладающие свойством (2) , принад-
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Л f' Ж а т ,  следовательно, и е и е'. Поэтому и для элементов е' 
выпо.'Iняются дополнительные аксиомы ,..", V* и UV2 ; значит, 
(®, 6') - также гиперболическая группа .движений .  Втор ая часть. 
теоремы 2 получается из теоремы 2 § 1 5 . 

Эти м мы полностью ответили на  наш вопрос в случае,  когда 
((5),  е) - гипербол ическая групп а  движений .  

Есл и (®, 6) - эл.rшптическая группа движений,  а (®, е') - ме
трическая группа  движений  и е' * е, то 6' с е ,  и в силу тео
ремы 10 из § 10 (®,  6') является подэллиптической группой дви 
жений .  И з  существования подэллиптических групп движени й· 
вытекает положительный ответ на наш вопрос, а из  теоремы VI I 
получается 

П р и м е р 2 .  <» - групп а о; (К, F) над упорядоченным полем К 
при тернарной и отделяющей нуль форме F ; пусть еще форма  � 
неопределенная и нор мированная .  6 - множество симметри и  
и з  ® . Z' - множество тех симметрий из ®,  нор ма  которых от
рицательна .  Тогда 6' =1= 6 и (®,  6) - эллиптическая ,  а (®,  е') 
подэллиnтическая группа  движений .  

Задача нахождения алгебраического критерия всех подэллип-
тических групп движений  все еще не решена .  . 

На  вопрос, когда групп а  ® ,  рассм атриваемая как совместно· 
с системой образующих е , та� и совместно с системой образую
щих 6' ' являющейся собственным подмножеством системы е,. 
будет метрической группой движений ,  отвечает 

Т е о р е м  а 3 .  Если (®, 6) и (®, 6') - метрические группы 
движений , а 6' с 6, то (®, 6) - эллиптическая, а (®, 6') - под
эллиптическая группа движений . 

Д о к а з а т е л ь  с т в о. Пусть а 1 - инволютивный элемент из .  

е и а1 d:, 6'. Тогда в (®,  6') элемент O't является центр альной 
симметрией ,  т. е . nредставим в виде а1 = а2а3, где а2,  а3 Е 6'. 
Так как 6' с е, то 0'1, а2, <Jз Е е. Следовательно, в е имеются 
элементы , для которых O' t0'2<Jз = 1 ,  п оэтом) (®, 6) - эллиптиче
с к а я  группа  движений .  По  теореме 10 из § 10 тогда (®, 6') 
подэл .'Iиптическая групп а  движений .  

2. Проективно-метрические группы движений. Мы видели в. 
гл аве 3 , как можно описать группы движений п роективно-метри 
ческих  плоскостей в виде абстр актных групп , порождаемых свои 
М I I  инвол ютивными элементами  ( причем за  систему образующих 
мы всегда приним аем множество «порождающих симметрий», 
см .  п .  5 § 5 ) : 

Группы движений особых проективно-метрических плоско
стей являются евклидовыми группами  движений  ( теорема IV) ; 
систем а порожда ющих симметрий  при  этом всегда является 
систе ,юй обр азующих евклидавой группы  движений ,  т. е. 

22 � 
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множеством инволютивных э.пементов группы,  обладающих свой
ством ( 1 ) .  

Группы движений эллиптической (соответственно гиперболи
ческой)  проективно-метрической шюскости - это эллиптическая 
группа  ( соответственно Н-группа )  движений (теоремы V и IX) ; 
порождающие сим метрии и в том и в другом случае - все инво
.11ютивные элементы группы.  

Во всякой проективно-метрической группе движений (®, 6) 
система порождающих сим метрий е однозначно определяется 
группой ®. 

3. П олные метрические группы  движений. Если  (®, 6) - ев
клидова или эллиптическая группа  движений ,  то (®, 6) к тому 
же является п роективно-метрической группой движений .  ЕВI<Лt · 
довы и эллиптические группы движений - это единственные 
метрические группы движений с этим свойством (ер .  п .  1 2  § 6 и 
п .  1 § 9) . Если (®, 6) - гиперболичес1•ая или под9ллиптическая 
группа  движений ,  а 6' - множество инволютивных элементов 
из ®, то 6 с е' и (®, 6') - проективно-метрическая группа дви
жений  (ер .  п .  5 § 1 4  и теорему 2 1  из § 6) ; в том и в другом слу
чаях расширением системы образующих получается проективно
метрИЧеская группа  движений.  

Н азовем метрическую группу движений (®, 6) полной, если 
nри  подходяще подобр анной системе образующих 6' группа ® 
·является проективно-метрической группой движений .  Тогда спра 
ведлива 

Т е о р е м  а 4. Полные метрические группы движений - это 
евклидовы, гиперболv.ческие, эллиптические и подэллиптические 
группы движений. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Остается показать, что только назван
·ные групп ы  являются полными метрическими группами движе
ний .  Пусть (®, 6) - метрическая группа движения,  т. е .  суще

,ствует такая система 6', что· (® ,  6') - проективно-метрическан  
группа  движений ,  как  это  описывалось выше. 

Если груп п а  (®, е') евклидова , то по  теореме 1 е = 6', 
т. е .  и групп а  (®, е) евклидова .  Если групп а  (®, 6') эллипти
'Ческая  (систе м а  обр азующих е/ - м ножество инволютивных 
элементов ®), то при 6 = 6' групп а  (®, е) эллиптическая, 
а при 6 с 6' - подэллиптическая (теорема 1 0  из § 1 0) . Если 
·(®,  6')- Н-групп а  ( система  образующих 6' - множество инво
.лютивных элементов из ®), то групп а  (® ,  е) гиперболическая , 
ибо ,  обращаясь к доказательству первого утверждения теоре
мы 2 ,  получаем ,  что справедлива общая 

Т е о р е м  а 2'. Если (®, 6') - Н-группа, а (®, 6) - метриче
-ская группа движений, то (®, 6) - гиперболическая группа дви
жений. 
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Если  (®, 6) - метрическая групп а  движений ,  то мы называем 
систему обр азующих 6 максимальной в ®,  если нет никакой 
системы 6', строго содержащей б, такой,  что (®,  6') является 
метрической группой движений .  По теореме 3 единственная  
метрическая группа движений ,  в которой 6 не максималь 
на  в ®, - это подэллиптическая группа  движений .  Итак ,  с п р а 
ведлива 

Т е о р е м  а 5. Евклидова, гиперболическая и эллuптц ч('С/\ая 
группы движений - это те полные Jиетрические группы движе
ний, в которых система образующих является максимальной. 

4 .  Метрические подгруппы групп движений.  Пусть (®, 6) 
метрическая или проективно-метрическая группа  движений ,  а 
6' - подс истема  6. Обозначим подгруппу группы ®, порожден
ную 6', через ® (6') . Будем говорить, что б' определяет метри
ческую подгруппу движений группы (®, 6), если (® (6') , 6') 
метрическая группа  движений .  

Если  собственная подсистема 6' системы б определяет ме
трическую подгруппу группы  (®, б), то ,  вообще говоря ,  ® (б') 
собственная подгруппа групп ы  ® .  В силу теорем 3 и 2' един 
ственными случаями ,  когда 6' с;: 6 и ® (6') = ® (6) = ®, являют
ся такие: групп а  (®, б) эллиптическая, а групп а  (®, 6') под
эллиптическая ;  (® ,  б) - Н-группа ,  а (®, 6') - гипербол ическая  
групп а  движений.  

Легко доказать, что спр аведлива  
Т е о р е м  а 6 .  Если 6' и 6" определяют метрические под

группы движений метрической или проективно-метрической 
группы движений (®, б) ,  а в 6' n 6" существуют три элемента , 
удовлетворяющие аксиоме D ,  то и 6' П 6" определяет метри
ческую подгруппу движений группы (®, 6). 

П р и  этом для  группы ® (6' П 6") выполняется 
С л е д с т в и е .  Множество собственных движений из 

® (6' n 6") совпадает с пересечением множеств собственных 
движений из ® (6') и собственных движений из ® (6") ;  м но
жество зеркальных движений из ® (6' n 6") совпадает с пере
сечением множеств зеркальных движений из ® (6') и зеркаль
ных движений из ® (6"). 

5. Подчиненные метрические подгруппы групп движений. В 
силу Основной теоремы § 6 всякую метрическую группу движе
ний (®', 6') можно представить в виде метрической подгрупп ы  
движений группы движений  (®, 6 )  ее проективно-метрической 
идеальной плоскости. При этом множество центральных сиАt 
метрий метрической подгруппы (®', 6'), т .  е. множество и нво
лютивных элементов, п редставимых в виде а1 а2 ,  где а1 ,  а2Е 6' , 
обозначим через �' .  На илеальной плоскости выполняется тео
рема 6 из § 6 : через собственную идеальную точку проходят 

23 5ахмав 
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только собственные идеальные прямые. Система е всех пора
ждающих симметрий проективно-метрической идеальной плоско
сти и подсистема 6' симметрий с собственными осями тогда 
связаны таким соотношением :  

Если :rt E �'. o E S и :rt l o, то a E S'. (Z) 

Вообще если дана проективно-мет рическая группа  движений 
(®, 6), а 6' - подсистема системы 6,  определяющая метриче
скую подгруппу движений ,  п ричем выполняется условие (Z ) , то 
мы говорим,  что S' определяет метрическую подгруппу движе
ний ,  которая подчинена группе движений (®, е). 

Если 6' - такая подсистема ,  то можно установить (задача 
из п. l l  § 6 ) , что групп а  (®, S) изоморфна группе движений 
идеальной плоскости (® (6'), 6') . Таким образом,  условие под
чиненности (Z)  является характеристическим признаком отно
шения метрической группы движений к проективно-метрической 
группе движений ее идеальной плоскости. 

Следовательно, всякая метрическая групп а  движений подчи
нена векоторой однозначно определенной проективно-метриче
ской группе движений как ее метрическая подгруппа движений.  
Поэтому можно классифицировать метрические группы движе
ний по тому признаку,  подчинены ли они особой, гиперболиче
ской или эллиптической проективно-метрической группе движе
ний. Задачу определения всех метрических групп движений мо
жно поставить в таком виде: для всех проективно-метрических 
групп движений н а йти все подчиненные им метрические под
группы движений. 

Не всякой проективно-метрической группе движений подчи
нена векоторая метрическая подгруппа  движений. Иначе говоря, 
не  всякая п роективно-метрическая плоскость является идеальной 
плосiюстью какой-нибудь метрической плоскости. Поэтому, в ча 
стности, встает зада ча : определить множество Р тех проективно
метрических групп движений, которым подчинена хотя бы одна 
метрическая подгруппа движений. Все евклидовы и все эллипти
чесiше группы движений принадлежат множеству Р ,  ибо всякая 
из них является подчиненной метрической подгруппой движений 
самой себя. Вопрос же о том ,  какие Н-группы принадлежат мно
жеству Р , еще открыт. Например,  конечные Н-группы в силу 
теоремы I I I  (§ 6)  не принадлежат множеству Р. С другой сто
роны, по  теореме X I  (§  1 5)  все Н-группы,  поля концов которых 
упорядочиваемы ,  принадлежат множеству Р. 

В этой связи следует упомянуть еще один смежный вопрос: 
всякая .11 и м етрическая группа  движений является метрической 
подгруппой неiюторой евклидовой,  гиперболической или эллип
тической группы движений? Н а него надо ответить отрицательно, 
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если в множестве Р и меются Н-группы с неупорядочиваемыми 
полями концов. Но м ы  не станем подробнее задерживаться здесь 
на этой п роблеме. 

3 а д а ч а. Та Я-груnnа, каждый элемент nоля концов которой является 
квадратом, не nринадлежит Р . 

6. Примеры.  В силу теоремы 6 о пересечении из двух п одчи
ненных метрических подгрупп движения данной проективно-ме
трической группы движений снова получается подчиненная ме
трическая подгруппа  движений .  Рассмотри м  группу L2 (K) над 
полем К, обладающим двумя р азными уnорядочениями .  Приме
ним теорему о пересечении к двум гиперболическим групп а м  
движения,  которые получаются каждая при  своем упорядочении 
поля К (ер. пример 1 ) :  

П р  и м е р 3. ® - это L2 ( K) над полем К, обладающим двумя 
разными упорядочениями ; 6- множество инволютивных эле
ментов из ® . Подчиненная метрическая подгруппа движений :  
6* - множество элементов из  6, определитель которых при  обо
их упорядочениях поля К отрицателен ; ® (6*) - множество эле
ментов из  ® ,  определитель которых либо п ри обоих упорядоче
ниях положителен,  либо при обоих упорядочениях отрицателен .  

Теорему 6 о пересечении  можно распространить на  пересече
ние более чем двух подгрупп движения. Можно построить пере
сечение всех гиперболических групп движений ,  которые возни
кают из всех возможных упорядочений формально веществен
ного поля К для группы L2 ( К) . Получаем 

П р  и м е р  4.  ® - это L2 ( K) над форм ально вещественным 
полем К; 6- множество инволютивных элементов из ® .  Подчи
ненная метрическая подгруппа  движений :  6 * - множество эле
ментов из 6, определитель которых равен минус сумме квадра 
тов ; ® (6*) - множество тех элементов из  ® .  определитель кото
рых равен либо сум ме квадратов, либо минус сумме квадратов. 

В частности, к 6* относятся инволютивные элементы, опре
делитель которых равен {- 1} и об особых свойства х  которых мы 
говоршш в п .  7 § 1 1 . Конкретизацией примера 4 является 

П р и м е р 5. ® - это L2 (К) над пифагоровым полем К; � 
множество инволютивных элементов из  ® .  Подчиненная метри
ческая подгруппа  движений :  6* - множество тех элементов из 
6, для которых определитель р авен {- 1 } ; ® (�*) - множество 
тех элементов из ®,  определитель которых равен { 1 } или {- 1 }. 

Метрические подгруппы движений  3, 4, 5 - это подгруппы 
движений гиперболической группы движени й. В них выпол
няются все аксиомы гиперболической группы движений ,  кроме 
аксиомы Н . (Она не выполняется в 3 ,  а в 4 и 5 выполняется 
только тогда , когда поле К однозначно упорядочиваемо.)  
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Всякое пифагорово поле упорядо•шваемо, а так как евклидова коорди
натная плоскость над упорядоченным пифагоровым полем хорошо известна 
(это плоскость, в которой выполняются относящиеся к случаю плоскости 
гильбертовы аксиомы сочетания,  порядка, конгруэнтности и евклидавой па
рал,lельности ) ,  то можно прояснить nример 5, пользуясь интерnретацией на 
евклидавой координатной плоскости над некоторым упоrядоченным пифаго
ровным полем .  Рассмотрим единичную окружность - х - у2 + 1 = 0. «Секу
щая», 1 .  е. прямая ,  которая встречает единичную окружность в двух точках, 
содержит точки  внутренности круга. Однако прямая ,  содержащая точки вну
тренности круга, не обязана быть секущей. (Она является секущей только 
в том случае,  если каждый положительный элемент поля К является квадра
том . )  Рассмотрим теперь точки  Х, обладающие свойством : 

Всякая проходящая через Х прямая является секущей (3 ) 
(рис. 1 49) . Такой точкой является ,  например, центр единичной окружности. При Х = (х, у) условие (3 ) равносильно тому, что -х2 - у2 +  1 является  отл ичным 

от нуля квадратом в К. Точки со свойством (3) и 
секущие - это множество точек и прямых метриче
ской плоскости, которое является подплоскостью ги
перболической плоскости . образованной всей внут
ренностью единичной окружности. 

Н а метрической плоскости Е (К) всякий угол 
можно разделить пoпoJI Я 'I'I . Отрезок же не всегда 
можно разделить поnолам,  как видно из такого част
ного случая :  

Пусть, пользуя с-ь обозначением Гильберта, g 
наименьшее пифагоровп подполе поля вещественных 
чисел. g состоит из всех тех алгебраических чисел, 
которые полуtrаются пз единицы конечным чис
лом рациональных операций и операций V 1 + с2• 

Рис. 1 49. Все элементы из  Q вполне вещественны, т. е они 
и сопряженные им числа вещественны. Рассмотрим 

случай  K=IJ .  0 = (0, О)  и A= (i • о) - точки метрической плоскости E (!J) . 

Точки М= (2 -УЗ. О) и М'= (2+ VЗ. О) полярны по отношению к единич
ной окружности ,  а О, А гармонически разделяют М, М'. Серединой О и А 
позтому может быть только точка М внутренности круга. Но М - не точка 
из E (!J ) , ибо опущенный из М на  ось абсцисс перпендикуляр не является 
секущей. Пересечение перпендикуляра с единичной окружностью имеет орди-

нату V -6 + 4V3, а это число не вполне вещественно и поэтому не содер
жится в Q. 

Следовательно, группа движений метрической плоскости Е (Q ) не 
обладает свободной подвижностыо. Заметим, что движение ОА не 
является квадр атом,  хотя оба множителя - квадраты.  Таким образом, в мет
рической груnпе движений nроизведение двух квадр атов не обязано быть 
квадр атом. 

Если в п роективно-метрической группе движений (®, 6) 
систем а 6' является инвариантной в ® подсистемой системы 
�. то ® (6') - норм альный дел итель ® . Если при этом 
(® (6'), 6') - метрическая групп а  движf'юt й , то мы говорим , что 
6' определяет иивариантную метри ческу ю подгруппу движений 
группы (®, 6). 
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Очевидно, что гиперболическая группа движений  всегда яв
ляется инвариантной подгруппой движений  той Н-группы ,  ко
торой она подчинена .  Если ,  как в пример ах 3 ,  4 , 5,  в Н-группе с 
формально вещественным полем концов построить по  теореме 6 
пересечение произвольнога числ а  гиперболических групп движе
ний ,  которые определены каждая некоторым упор ядочением поля 
концов, то получим снова инвариантную метрическую подгруппу 
движений данной Н-группы  (ибо это есть пересечение  инва 
риантных подгрупп ) . 

Зададимся целью определить все инвариантные метрические 
подгруппы движений Н-группы.  

Т е о р е м  а 7. Если (®', 6') - инвариантная .метрическая под
группа движений пекоторой Н-группы (®, 6),  то (®', 6') под · 
чинена (®, 6) , а 6' содержит множество � (определенное в 
п .  7 § 1 1 ) всех элементов из 6 ,  принадлежащих концам. 

Через $' снова обозначим множество центральных симметрий 
группы (®', 6'). 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о т е о р е м ы 7. Рассмотрим элемент 
n E  �' и произвольвый элемент аЕб, где a i  n .  Выберем p::Pn, na 
из б , где р 1 а. Тогда nP::Pn и nP 1 а, т. е .  а соединяет n и nP. В силу 
инвариантности лР Е �'. Из  л, nP Е �' по  аксиоме 1 вытекает, 
что (n, nP) = аЕ 6'. Следовательно, выполняется условие под� 
чиненности : 

Если n Е �'. а Е б и а 1 n, то а Е 6'. (4) 

Так как  по  п .  7 § 1 1  для_ з аданного n Е �' н айдется 't' Е � 
такой, что 't' 1 n, то по  (4) существуют элементы из  �. п ринад· 
лежащие б'. Так как  � - кл асс соп ряженных элементов из ® 
(п .  7 § 1 1 ) ,  а 6' инвари а нтна  в ®,  то � = б'. 

Дополнительно за метим ,  что так как р азные элементы из �. 
принадлежащие одному концу, не соединимы уже в б, то в б' 
имеются песоединимые элементы. Следовательно, группа  (®', б') 
не эллиптическая ;  поэтому элементы из  � не принадлежат �'. 

Если (®, б) - Н-группа  над полем концов К, то , представляя 
® в  виде группы L2 (K) ,  можно каждому аЕ ® сопоставить его 
определитель (норму)  1 а 1 и тем самым гомоморфно отобразить 
группу ® на классы квадр атов +{О} из  К. При этом � состоит 
из тех инволютивных элементов 't', для которых \ 't' l  = {- 1 }  
(п .  7 § 1 1 ) .  Если � - комплекс и з  ® ,  то обозначим через l $ 1 
множество всех элементов из К, которые принадлежат классу 
квадратов 1 а 1 при а Е �. 

Пусть снова (®', б') - инвариантная метрическая подгруппа 
движений Н-группы (® ,  6) .  Попробуем определ ить множество 
/ 6' 1.· Так как группа  (®', 6') не �ллицтическая, то собственные 
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движения из ®' образуют подгруппу ®� индекса  2 в ®' (чер ез  ®� 
обозначаем ее смежный класс - зеркальные движения) . Ис
пользуя то, что :t с:: 6', покаже м :  

1 ®� 1 = - 1 ®� 1 = - / 6' 1 = 1 �' / .  (5) 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть а Е ®� . Тогда а п р едста в и м о  в 
виде а = а1 <12, где <11 , <12Е 6'. По п .  7 § 1 1 а ( как всяки й элемент 
из ® ) имеет также вид а = О'з't', где о3 Е 6 , 't' E :t. Как инвол ю
тивное произведение трех элементов из 6', элемент cr3 = o1 a2,;, 
согласно теореме 2 1  из § 3, принадлежит 6'. Тогда 1 а ! = 1 о3,; 1 = 
= - l o3 l c:: - 1 6' 1 ;  зн ачит, / ®� j c:: - 1 6' 1 . 

Пусть далее а Е 6'. По п .  7 § 1 1 существует 't' Е :t, где ,; [ а . 
Тогда <J't' Е �' и - 1 а 1 = 1 о,; 1 s 1 �' [. Зн ачит, - [ -5' 1 s; 1 �' 1. , 

Итак, 1 ®� / с:: - [ 6' 1 s 1 �' 1. В этом соотношении н а  самом 
деле даже имеют м есто знаки р а венства ,  ибо �' s ®�, т. е . 
1 �' 1 с:: 1 �� / · Наконец, если фиксировать 't'E ::t, то, когда а про
бегает все элементы из ®�, произведение a't' пробегает все 
элементы из ®� . В силу - 1 а 1 = 1 a't' 1 поэтому - 1 ®� / = / ®� / ·  

Так как  ®� - группа , то / ®� / з амкнуто относительно умноже
ния и содержит определитель единицы, т. е . квадратичный  класс 
{ 1 }. Так как, как отмечалось, ни  один элемент из :t не принад• 
лежит �' . то кл асс {- 1 }  не принадлежит 1 �' 1 ,  а значит, в силу 
( 5 )  не содержится в / ®�/ -

Множество / ®� 1 замкнуто также и относительно сложения. 
Для этого в силу тождества х +у = х ( 1  + (х- 1 ) 2ху) , где х�О. доста
точно провЕ'рить, что 

Из и Е / ®� /  следует 1 + и E I ®� I- (6) 
Д о к а з а т е л ь  с т в о (6) . Имеем {и}=f={ 1 }, т. е . -и - не квад

рат в .К. 
По условию и (5 )  существует л: Е � ', где \ л: 1 = {и}. Элtмент 

л: представим в виде л: =  о1а2 , где cr1 Е :l:, <12 Е 6'. Тогда 1 а1 \  = 
= {- 1 }  и \ а2 \ = - \ аJ<12 \ = -л: = -{и}. Определители элементов 
аЕ 6 , где а 1 л:, как мы покажем далее, - это классы квадратов 
{-х2-иу2} = -{х2 + иу2}, где х, у Е К, причем х и у не равны нулю 
одновременно.  В силу (4 ) все эти о содержатся в 6'. Среди них 
имеется аоЕ 6 ', где l ao \  = -{ 1 + и}. Значит, - ( l + и) Е \ 1:6' \ и по 
(5) и меем 1 + и Е 1 ®� 1 · 

Чтобы восстановить пропущенный пункт, рассмотрим трехмерное век
торное пространство ( «неоднородных») матриц второго порядка R, S, . . . 
со следом нуль н ад nолем К, метризованное, как в п. 4 § 1 0, nосредством 
формы go. Инволютивные элемент ы р, fJ, • . .  груnпы L2 (K) , которыми мы за
меним мементы из �. - это «однородные» м атрицы второго порядка со еле-
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дом нуль и иенулевым определителем ; поэтому они образуют в векторном 
пространстве неизотропное одномерное подпространство. Если р, а предста
вить матрицами R,  8 векторного пространства, то а\р имеет место тогда и 
только тогда, когда g0 ( R, S )  = О, т. е. когда R и 8 взаимно о ртогональны. 

Теперь представим  данные элементы :n:, а1 ,  а2 матрицами Р, 8 1 , .  82 
с определителями  g0 ( Р , Р ) = и, g0 ( 8 1 ,  8 1 ) = - 1 , g0 (82, 82 )  = - и  и рас
смотрим  двумерное подпространство Т, состоящее из  матриц 8, где 
g0 (8, Р )  = О. В силу а 1, а2 1 :n: матрицы 8 1 ,  82 принадлежат Т, а в силу а 1 1 а2 
они образуют ортогональный базис в Т. Следовательно, элементы 8 подпро
странства Т - это матрицы х8 1 + у82, где х, у Е К, а для их определителей 
имеем 

g0 (8, 8 ) = x2g0 (8 1 , 8 1 ) + y2g0 ( 82, 82 ) = - х2 - иу2• 
Инволютнвные элементы группы а, rде a\:n:, представляются такими м атри
цам и 8 из Т, для которых g0 (8, 8 ) =1= О. Тогда соответствующие la l 
в точносп1 квадратичные классы {-х2 - иу2}, отличные от {О}. Так как - и 
в К. не является квадратом, то -х2 - иу2=0 только при х=у= О. 

Следовательно, 1 ®� 1 - подмножество М поля К, выделяе• 
мое свойством : 

М замкнуто относительно сложения и умножения, 
содержит все квадраты ненулевых элементов из К, 

но не содержит - l . (7) 
Из наличия такого подмножества вытекает, так как  оно со

держит все суммы квадратов иенулевых элементов из К, что 
-1 не является суммой квадратов в К. Итак, имеет место 

Т е о р е м  а 8. Только в Н-группах с формально веществен
ным полем концов имеются инвариантные метрические под
группы движений. 

Рассуждая далее, получаем : если (®', �') - инвариантная 
метрическая подгруппа  движений  Н-группы (®,  �) с полем кон
цов К, то существует такое подмножество М �К со свойством 
(7) . что 

1 ®� 1 = 1 �' 1 = м, 1 ®� 1 = 1 �' 1 = - м. (8) 
Так как всякие два элемента из � с равными определителями 
можно п�евести внутренним автоморфизмом ® один в другой,  
то 6' и ��' в силу инвариантности содержат все элементы из 
6, определители которых принадлежат соответственно -М и 
М; ®� и ®: содержат все элементы из ® , определители которых 
принадлежат М или соответственно -М. 

Обратно, если М - произвольмое подмножество К со свой
ством (7 ) , то система 6' всех элементов из 6, определители 
которых принадлежат -М, инвариантна в ® , так как вместе 
со всяким элементом из � она содержит все элементы из 6 
с равными определителями .  Эта система ,  как впервые показал 
Клингенберг, определяет метрическую подгруппу движений 
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груп п ы  (<ЪJ, 6) .  [Мы можем сейчас проверить это проще, чем он, 
рассуждая как в теореме V I I  и теореме 5 из § 14. Относи
тельно аксi 'ОМЫ 1 н адо иметь в виду, что из \ :rt \ = {и}ЕМ и 
a \ n  следует \ а \  = -{х2 + иу2}Е-М.] 

Таким обр азом,  все инвариантные метрические подгруппы 
движений Н-группы,  поле концов которой в силу теоремы 8 без 
ограничения общности можно считать формально вещественным,  
алгебраически описываются так :  

Т е о р е м  а 9 .  Возьме.м Н-группу (®, 6) с формально веще
ственны.м полеАt концов К, представленную в виде L2 (К) , и .ю-ю
жества инволютивных элементов этой группы. 

Подсистема 6' системы 6 определяет инвариантную Аtетри
ческую подгруппу движений группы (® , 6) тогда и только то
гда, когда существует подмножество М поля К, обладающее 
свойствоАt ( 7 ) и такое, что 6' - множество всех элементов из 
е> ,  определител ь которых принадлежит -М. 

Как мы зна<.'м ,  при  этом получа ется гиперболическая группа  
движений  тогда и только тогда ,  когда М - положительная об
ласть формально вещественного поля К, т. е .  аддитивно и муль
типликативно замкнутое подмножество поля К, содержащее в 
точности один из  двух элементов z и -z, где z=;l=O, однако не 
содержащее нуля .  Очевидно, пересечение любого числа  положи
тельных обл астей поля  К обладает свойством (7} . Обратно, как 
видно из рассуждений Б у р  б а к и ( [ 1 ] , § 2 гл . V I ) и П и к к е р  т а 
( [2], § 38} , относящихся к существованию положительных обла
стей в формально вещественных полях,  всякое подмножество 
М поля К, обладающее свойством (7 } , можно дополнить до по
.11ожительной области в К, п р ичем М является пересечением всех 
содержащих его положительных обл астей К. Итак, подмноже
ства формально вещественного поля, обладающие свойством 
(7 ) , - это пересечения положител ьных областей К. На языке 
групп дuижений  мы можем переформулировать наш резу.'Iыат 
сJi едующим образом : 

Т е о р е м  а 1 0. Во всякой Н-группе те системы инволютивных 
элементов , которые определяют инвариантные метрические под
группы движений, являются пересеченияАtu систем инволютив
ных элс!ftентов, которые определяют подчиненные Н-группе ги
перболические группы движений. 

В частности , всякая инвариантная метрическая подгруппа  
движений  Н-группы может быть р а сширена до гиперболической 
груп п ы  движений .  

В заключение н апомним о построенных Д е н о м [ 1 ] «неле
жандровых» плоскостях ,  которые показывают, как в пекоторой 
обыкновенной проективно-метрической группе движений полу. 
чить неинвариантные метрические подгруппы движений, 
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3 а д а ч и .  1 .  Особая проективно-метрическая группа движений не содер ·  
жит, кроме самой себя, никаких инвариантных метрических подгрупп дви· 
жений .  

2.  Метрическая подгруппа движений ( Q\', @)') пекоторой Н-группы ( QJ, @5) 
инвариантна тогда и только тогда,  когда @)' содержит множество % всех эле· 
ментов из QJ, которые принадлежат концам .  

Л и т е р  а т у р а  к § 1 8. Г и л ь б е р т  [ 1 ] , Д е н [ 1 ] , П а ш  и Д е н [ 1 ], 
Кл и н г е н б е р  г [2], [5]. О теории формально вещественных полей см. А р
т и н и Ш р е й  е р  [ 1 ], А р т и н [ 1 ] ,  В а н д е р  В а р д е н [ 1 ] ,  Б у р  б а к и [ 1 1. 
П и к к е р т [2] . 

§ 1 9. Метрически-евклидовы плоскости 

В этом п араграфе мы з аймем ся проблемой определения всех 
метрически -евклидовых плоскостей. Чтобы упростить р ассужде
ния ,  мы все же не будем р ассм атривать те плоскости ,  в которых 
прямой угол не имеет биссектрисы.  

Для всякой метрически-евклидовой плоскости существует 
евклидова плоскость, в которой она содержится как подчинен� 
ная подплоскость. 

Если подплоскость содержит точку евклидавой (Z') 
плоскости, то она соfJержит все проходящие через нее 

прямые евклидавой плоскости. 

Относительно евклидавой плоскости и подчиненной ей мет
рически-евкл идовой подплоскости справедливо утверждение: 
если прямой угол имеет биссектрису в одной из  них,  то это верно 
и в другой. Поэтому сформулируем нашу з адачу так: найти 
метрически-евклидовы подплоскости , подчиненные евклидавой 
плоскости, в которой прямой угол делится пополам. Если такая 
подплоскость является собственной подплоскостыо, то в ней вы� 
полняется евклидова аксиома  параллельных. 

1 .  Геометрический признак метрически-евклидовых подпло
скостей. Т е о р е м а 1 .  Множество точек и пря.иых метрической 
плоскости образует метрическую подплоскость тогда и только 
тогда, когда оно содержит: 

1 )  три прямые, удовлетворяющие аксиоме D ;  
2 )  соединительную прямую любых двух точек; 
3)  точку пересечения всяких двух перпендикулярных прямых ; 
4) перпендикуляр, опущенный из любой точки на 'любую 

прямую; 
5) четвертую симметричную точку к всякой тройке колли

неарных точек. 
Д о к а з а т е л ь с т в о. Ясно, что эти требования необходимы. 

Пусть теперь в метрической цлоскости дано множество � точек 
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и пря м ых, удовлетвор11ющее условиям 1 )  - 5) . Тогда видно, что 
в � выполнены требования существования метрической пло
скости ( групповой плоскости ) .  Для этого напомним задачу 1 
из п . 4 § 3. Особого внимания требует только доказательство 
того, что � вместе со всякими тремя своими  прямыми а, Ь, с, 
имеющими общую точку Р, содержит также четвертую симме
тричную к ним прямую d = abc. Если a=l=c, то можно построить 
d в � с помощью конфигурации теоремы о перпендикулярах. 
Если же а = с, то рассмотрим  перпендикуляр  а' к а = с, восста в·  
ленный в Р (а' содержится в �) , и построим содержащуюся в 
� пря мую аЬа' = d', определяемую конфигурацией перпендику
ляров ,  так  как a=l=a', а затем определим d как перпендикуляр из 
Р на  d'. 

о) 
Рис. 1 50. 

Если А и А ' - две точки евклидавой плоскости, то множе· 
ство точек, получаемых пересечением двух ортогональных пря
мых, одна из которых проходит через А, а другая через А ', бу· 
дем называть кругом Фалеса с диаметром А, А'. 

Т е о р е м а 2. В евклидовой плоскости, в которой прямой угол 
имеет биссектрису, множество точек является множеством точек 
подчиненной метрически-евклидовой подплоскости тогда и 
только тогда, когда в нем имеются по крайней ,wepe две точки, 
и вместе с каждой парой А ,  А' точек оно содержит все точки 
круга Фалеса с диаметром А ,  А'. 

Д о i< а з а т е л ь с т в о. Опять-таки необходимость критерия 
очевидна .  Пусть, обратно, дано такое точечное множество. Мы 
утверждаем,  что тогда множество � этих точек и тех прямых, 
которые содержат хотя бы одну точку из этого множества , удав· 
летворяет условиям (Z') и 1 ) -5) теоремы 1 .  То, что в � ВЫ• 
полняются (Z') и 1) -4) ,  видно непосредс rвенно. Остается про. 
верить 5) . Ддя этого покажем, что 
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Вместе с точками А и В множество � содержит их середину 

и симметричную точку А8• 
Середина находится следующей осуществимой в � конструк

uией. Проведем соединительную прямую g =  (А , В)  и восставим 
к ней в А перпендикуляр h ( рис .  1 50, а ) . Затем проведем обе 
биссектрисы / , !' пары g, ll и опустим на  них из В перпендику
ляры с основаниями Р и Р'. Соединим Р и Р' и пересечем эту 
прямую, перпендикулярную g, с g. Симметричную точку А 8  по
лучаем , начиная с той же конструкции и пользуясь указанной на 
рис .  1 50, б конфигурацией (нумерация соответствует порядку 
появления точек при  построении ) . 

Пусть теперь А ,  В, С - три колл инеарные точки из �{ . По
строим середину М точек А и С и сим метричную точку вм. М и 
вм содержатся в 12l и АВС = АВАм = АВМ · АМ = МВА · АМ = Вм, 
т. е .  вы - четвертая сим метричная точка к А ,  В ,  С. 

2. Алгебраический признак метрически-евкл идовых подпло
скостей. В последующем рассматриваем евклидовы координат
ные плоскости с постоянной ортогональности 1 над  полем К, 
в котором -- 1  не является квадратом (ер .  § 1 3 ) . В такой пло
скости п рямой угол можно разделить пополам .  

Определим подчиненные метрически евклидовы подплоско
сти ,  содержащие начало 0 = (0 ,  О ) . 

Такая подплоскость содержит перпендикуля рные координат
ные оси [0 ,  1 ,  О] и [ 1 ,  О, 0] .  Обозначим через WC множество всех 
абсцисс точек подплоскости . Тогда у1 верждение : ( а ,  Ь )  принад
лежит подплоскости - равносильно тому, что а, ЬЕ. WC . В самом 
деле, если точка (а ,  Ь )  принадлежит подплоскости , то подпло
скости принадлежат основания перпендикуляров ,  опущенных из 
этой точки на  оси (а ,  О)  и (0, Ь ) . В месте с точкой (0 ,  Ь )  подпло
скости принадлежит также точка ( Ь , О) , симметричная относи
тельно биссектрисы [ 1 ,  - 1 ,  О] координатных осей. Значит, 
а, ЬЕ. WC. Рассуждение можно обратить. Так как WC является и 
множеством ординат точек подплоскости, то назовем WC коорди
натным множеством подплоскости. 

Справедливо утверждение: координатное множество метри
чески-евклидавой подплоскости, подчиненной данной евклидавой 
плоскости и содержащей начало, - это от личный от нуля под
модуль * )  поля К, группа мультипликативных операторов 

* )  Здесь терминология несколько расходится с привычной нашему чита 
телю. Модулем (идеалом) в кольце принято считать подмножество элемен
тов этого кольца, операторами для которых служат все элементы этого коль
ца. Поэтому обычно говорится, что поле не имеет подмодулей (собственных 
идеалов) .  У автора же множество операторов - это собственное подмноже
ство элементов поля. (Прим. перев.) 
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которого содержит элементы поля вида 
1 

1 + с2 
при с Е К. ( 1 ) 

Подмодулем поля К м ы  называем подгруппу аддитивной 
группы поля К. То, что zEK является мультипликативны.м опе
ратором подмодуля �. означает, что из а Е Wl вытекает za Е �  

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Подплоскость вместе с двумя точками 
А =  (а, О) и В =  (Ь , О) содержит четвертые симметричные точки 
А ОВ = С и ABO = D, а именно, С = (а + Ь , О) и D =  (а - Ь,  0) . 
Из  а ,  Ь Е � следует тогда а ± Ь Е �. т. е. 9.1t - модуль. 
Перпендику.11яр ,  опущенный из  точки А =  (а ,  О) подплоскости на 
проходящую через начало п рямую [с, - 1 ,  О] , и меет основанИе 

Рис.  1 5 1 .  

с абсциссой 
1 1 с2 а ( рис. 1 5 1 ) .  Следова

!J = С.Х тельно, элементы ( 1 )  будут мультиплика
тивными операторами модуля �. 

Очевидно, сумма ,  разность и произве-
дение двух операторов подмодуля поля 
К являются операторами подмодуля по
ля  К. Значит, опер аторы подмодуля по
ля К образуют кольцо. Поэтому подмо
дуль поля К, содержащий элементы ( l )  
в качестве мультипликативных операто
ров ,  обладает в качестве таких операто

ров всеми элементами кольца,  порождеююго элементами ( 1 ) ;  
это кольцо м ы  обозначим через � (К) . Кольцо � (К) состоит 
из всех конечных сум м  и разностей произведений  конечного 
числа элементов вида ( 1 ) .  Из тождества 

2с ( l + c ) 2 - ( 1 - c ) 2  _ 1 
1 + с2 = ( 1 + с ) 2 + ( 1 - с ) 2 - ( l - c ) 2 

1 +  
l + c 

( l + с  ) 2 ' 
1 +  --

1 - с 

(2) 

1 
г де с =!= ± 1 ,  и того, что 2 имеет вид ( 1 ) ,  получаем,  что эле -

менты вида 
с 

1 + с2 , где с Е К, (3) 

принадлежат кольц) � (К) .  Кольцу принад.11ежат и элементы 

u2 uu u2 + u2 , и2 + и2 , где и, v Е К, (и , v) =!= (0, 0). (4) 

Мы утверждаем,  что верно и обратное: если �- отличный 
от нулевого модуля подмодуль поля К, среди мультапликатив
ны� операторов котор_ого имеются элементы ( l } ,  то определяе-
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.мое множеством � .множество �· точек, т.  е. точек (а ,  Ь ) , для 
которых а, Ь Е �. является координатным .множеством, является 
.множеством точек .метрически-евклидовой подплоскости, подчи
ненной данной евклидавой плоскости. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим две точки А = (а, Ь )  и 
А' =  ( а', Ь') из Ю� * и две вз аимно перпендикулярные прямые, 
одна из которых проходит через А ,  а другая через А '. Эти пря 
мые  можно представить в следующем виде: [и, v ,  - (иа + vЬ ) ] 
и [v, -и, - (vа' - иЬ'], где (и, v ) =F (O, O ) . Координ аты их точки 
пересечения имеют вид 

а + u2 :
2
v 2 (а' - а) - u2�v2 (Ь' - Ь}, 

Ь - u2 �
v
v2 (а' - а) + u2 � v2 (Ь' - Ь} . 

Так как � - модуль, а элементы (4 ) - его операторы, то 
эти координаты принадлежат �- Следовательно, точка пересе
чения двух ортогональных прямых снова принадлежит � * .  П о  
теореме 2 отсюда вытекает наше утверждение. 

Резюмируем : 
Т е о р е м  а 3. Возьме.м евклидову координатную плоскость с 

постоянной ортогонал ьности 1 над полем К, в котором - 1  не 
является квадратом . Координатное �tножество подчиненной .ме
трически-евклидовой плоскости, содержащей начало коорди
нат, - это отличный от нуля под.моdу.Lь поля К, содержащий 
среди своих .мультипликативных операторов все элементы 
вида ( 1 ) . 

Заданием координатного множества непосредственно опре
деляется лишь множество точек подплоскости . Прямые под
плоскости удобно описать так: прямая  [и, v , w] принадлежит 
подплоскости в том и только в том случае, если основание опу
щенного на  нее из начала перпендикуляра принадлежит под
шюскости. Координаты этого основания имеют вид 

uw 
u2 + v2 ' (5) 

С л е д с т в и е. Прямая [.и , v , w] принадлежит подплоскости 
с координатным множество�t IOt тогда и только тогда, когда 
элементы вида ( 5} принадлежт �-

Если подплоскость содержит точки О и Е = ( 1 , О ) , то коор1 
динатное множество содержит 1 ,  а также операторы вида ( 1 )  
и кольцо !I ( K) . На именьшее координатнuе множество такого 
вида при данном поле К - это кольцо !I (К) . 

Мы види м ,  что от задачи определения подчиненных метри
чески-евкл идовых подплоскостей для евкл идавой координатно� 
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плоскости с постоянной ортоrональности над полем,  в котором 
- 1  не является квадратом,  мы пришли к алгебраической задаче 
определения по  данному полю К кольца <Б: (К) . Евклидавой 
плоскости над К подчинена собственная метрически-евклидова 
подплоскость тогда и только тогда , когда <Б: (К) - собственное 
подкольцо поля к. 

Если поле К конечно, то <Б: (К) = К ( ер .  теорему 1 1 1  § 6) . 
В самом деле, если К конечно, то кольцо <Б: (К) является полем, 
а так как всякий элемент сЕК является частным принадлежа
щих <Б: (К) элементов вида (3 )  и ( l ) , то <Б: (К) не может быть 
собственным подполем поля К. В качестве другого примера рас
смотри м  поле Ко рациональных чисел : 

Т е о р е м  а 4. <Б: (Ко ) состоит из целых рациональных чисел и 
тех дробных рациональных чисел ,  знаменатель которых (при 
взаимно простых числителе и знаменателе) содержит только 
простые множители р = 2 или p = 4i+ l .  

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Указанные рациональные числа  обра
зуют кольцо !Л; его можно р ассм атривать как порожденное чи
сл ами ,  обратными простым числам  р = 2 , 4! + 1 .  Имеем 

а )  <Б: (К0) � !Л. Для э1 ого покажем , что всякий элемент 1 � с2 
при  сЕК о, т. е. всякий порождающий элемент кольца <Б: (Ко) , 
содержится в !Л .  При с = О это тривиально. Если c =FO, то можно 

т считать с>О. Положив с = -, где т и п - взаимно простые поп 
ложительные целые числа ,  имеем 

1 n2 

1 + с2 = 
т2 + п2 ' 

п ричем в п равой части числитель и знаменатель взаимно просты. 
Сумм а  же т2 + п2 при  взаимно простых слагаемых по элементар
ной теореме теории чисел разлагается только на  простые мно
жители вида р = 2, 4! + 1 * ) . 

б) !Л s;;;; <Б: (К0) .  Пусть р - п ростое число вида 2, 4! + 1 .  По извест
ной теореме теории чисел р представимо в виде р = т2 + п2, где 
т и п - взаимно простые положительные целые числа * ) . Так 
как тогда и m2 , п2 взаимно просты , то можно представить l в 
виде линейной комбинации т2 и п2: l = rт2 + sп2 при целых r и s.  
Следовательно, 

т2 n2 
Р = r m2 + п2 + s т2 + n2 • 

1 
Правая  часть содержится в <5: (Ко) , значит, Р ,  т. е. всякий 

порождающий элемент кольца !Л, содержится в <Б: (Ко) . 

*) Ср. ,  например, А. А. Б у х ш т а б [ 1 ] ,  стр.  296-297. (Прим. ред.) 
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Теоремой 4 определяется наименьшая метрически-евклидова 
подплоскость, подчиненная евклидавой координатной плоскости 
с постоянной ортогональности 1 над полем рациональных чисел 
и содержащая точки О и Е. Это собственная подплоскость, ибо 

она не содержит, например ,  точку ( i , О) . Она же является наи

меньшей метрической подплоскостью обычной евклидавой коор 
динатной плоскости над полем вещественных чисел ,  содерж ащей 
точки О, Е и Е' = (0, 1 ) .  

Надо еще упомянуть про тесное родство элементов вида ( 1 )  
и элементов вида 

1 - с2 
1 + с2 ' где с Е К, и - 1 . (6) 

Это те э.11 ементы хЕК, для котор ых 

1 - х2 является квадр атом ,  (7) 
т. е. координаты точек единичного круга координатной плоскости 
над К и одновременно э.1ементы ортогональных м атриц второго 
порядка над К. Непосредственно устанавливается, что для эле
ментов вида (6)  выполняется (7) . А если для элемента х из К 
выполняется (7 ) , т. е. 1 - x2 = d2, то либо х = - 1 ,  либо x=F- 1  и 
1 - х d2 
1 + х = ( 1  + х) 2 ; обозначив здесь п р авую ч асть через с2, полу-

! - с2 
чим х = 1 + с2 • Пользуясь тождества м и  

1 - с2 1 
-1 + с2 = 2 1 + с2 - 1 ' (8) 

получаем ,  что для кольца <Е' (К) , по рожденного элеАtентами вида 
(6) , всегда <Е' (К) с:: <Е (К), а <Е' (К) = <Е (К) тогда и только тогда , 

1 
когда 2 Е <Е' (К) . 

При К = Ко элементы вида (6) - хорошо известные координа 
ты р ациональных точек единичного круга (рис . 1 52 ) .  Порожден
ное ими кольцо <Е'(Ко) состоит из целых и тех дробных рациональ
ных чисел ,  знаменатель которых содержит только простые мно-

1 
жители p = 4l +  1 ;  числа  2 оно не содержит. Точки, координаты 

которых принадлежат кольцу <Е' (Ко) ,  и соединяющие их прямые 
дают пример множества точек и nрямых рациональной коорди 
натной плоскости, которое при  всех центральных и осевых сим 
метриях относительно своих точек и прямых и n р и  всех пере 
носах вдоль отрезков этого множества переходит в себя, но все 
же не является метрической подплоскостью. 
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Пусть теперь К - формально вещественное поле, а ю - не
которое фиксированное упорядочение его. При зада нном упоря 
дочении ю поля К элемент а из К назовем архи.медовы.м, если 
существует такое положительное целое число т, что -m.<:.a.<:.m; 
архимедовы элементы составляют кольцо !R00 (К) . Упорядо
чение ю называем архи.медовы.м, если !R00 (К) = К, и неархи· 
.медовы.tt , если ffi00 (К) является собственным подмножеством 
поля к. 

Кольцо !R00 (K) всегда содержит в себе <f ( K) , а поэтому по 
теореме 3 кольцо ffi00 (К) является координатным .множеством 
.метрически-евклидовой подплоскости, подчиненной ·евклидовой 

координатной плоскости 
с постоянной ортогональ
ности l над полем К и co-

iJ=c:z: держащей точки О и Е. 
Упорядочение ю поля К 
индуцирует неко;орое 
упорядочение в этои ев
клидовой координатной 
плоскости, и в так упоря-

' доченной евклидавой ко
ординатной плоскости точ
ки подплоскости обр азую r 
открытую выпуклую об
ласть, в которой вьшолне
ны также гильбертовы 
аксиомы порядка .  

Подплоскость над 
Рис. 1 52. кольцом m(J) (К) является 

собственной подплоско-
стью тогда и только тогда , когда упорядочение ю неархимедово. 

Впервые применил неархимедовы поля для метрически -евкли
довых плоскостей ,  в которых не выполняется евклидова аксиома 
о параллельных, Ден,  который дополнительно требовал еще сво
бодной подвижности. 

Если К - формально вещественное поле, допускающее как 
неархи медово упорядочение ю, так и архимедово (примером 
может служить поле Ко (х ) рациональных функций одной пере
менной над полем рациональных чисел ) , то метрически-евклидо
ва подплоскость, определенная собственны м  подкольцом ffi00 (K) , 
м ожет быть погружена в евклидову координатную плоскость над 
полем вещественных чисел . Конечно, при  этом погружении мно
жество точек подплоскости вовсе не обязано обр азовывать вы
пуклое множество. 
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3 а д а ч и. 1. Определить все подмодули поля Ко. содержащие элементы 
из Q: (Ко) в качестве мультипликативных операторов. 

2. Пусть К - про из вольное поле, в котором -1 не является квадратом, а 
К (х) - поле рациональных функций одного перемениого с коэффициентами 
из К. Тогда - 1  не является квадратом и в К (х) , а ЩК (х) ) - собственное 
подкольцо поля К (х) .  

3. Метрически-евклидовы подплоскости со свободной подвиж
ностью. Рассмотрим элементы 

1 
где Cv Е К, (9) 1 + � с� ' 

v 

векоторого формально вещественного поля К (через � обозн а-
v 

чена конечная сумма) . Порожденное ими кольцо совп адает с 
кольцом,  порожденным элементами 

1 - � с� 
v 

где Cv E K, и - 1 .  ( 1 0) 

Для того чтобы убедиться в этом ,  достаточно з n м енить в то

ждествах (8)  с2 на � с�, если дополнительно заметить, что � 
v 

является элементом вида ( 1 0 ) . 
I - x 

Элементы вида (9) - это те элементы хЕК, для которых --
х 

является суммой квадратов . Так как в формально веществен
ном поле сумма  квадратов - всегда положительный элемент 
(включая сюда и нуль) , то указанное условие равносильно сле
дующему: 

I - x -- � О  при  всяком упоря дочении поля К. ( 1 1 ) х 
Это условие равноси.'lьно 

О <  х � 1 п ри  всяком упорядочении поля К. ( 1 2) 

Э.'Iементы вида ( 1 О) удовлетворяют, как показывают несложные 
выкладки,  условию 

- 1 � х � 1 при всяком упорядочении поля К. ( 1 3) 

Н азовем элемент аЕК вполне архимедовым, если для него 
существует поJюжительное цеJюе число т такое, что 

- т � а � т при  всяком упорядочении поля К. ( 1 4) 

Вполне архимедовы элементы из К образуют кольцо. Те элементы 
из К, которые удовлетворяют условию ( 1 3) ,  порождают это 
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кольцо. В самом деле,  если а - произвольный вполне аркимедов 
элемент из К. то существует положительное целое т, для кото

а 
рого выполняется ( 1 4 ) ,  а тогда -;п удовлетворяет ( 1 3 ) , т. е. а -
целое кратное элемента,  удовлетворяющего условию ( 1 3 ) .  

Следовательно, кольцо, порожденное элементами { 1 О) , - это 
кольцо вполне аркимедовых элементов поля К. А так как эле
менты (9) порождают то же самое кольцо, что элементы ( 1 0) ,  то 
справедлива  

Т е о р е м а 5. Во всяком формально вещественном поле К 
кольцо, порожденное элементами вида (9 ) , является кол ьцом 
вполне архимедовых элементов поля К. 

Пусть К - пифагорово поле, т. е. формально вещественное 
поле, в котором всякая сумма  квадратов является квадратом .  
В нем элементы вида (9 )  совп адают с элементами вида ( 1 ) ,  и в 
завершение н аших рассуждений получаем такой признак кольца 
� (К) в пифагоровом поле :  

Т е о р е м а 6. В пифагоровом поле К кол ьцо � (К) является 
кольцом вполне архимедовых элементов поля К. 

В группе движений метрически-евклидовой плоскости есть 
свободная подвижность в том и только в том случае, когда на 
этой плоскости всякий угол можно р азделить пополам .  Для ев
к.l идовой nлоскости и подчиненной ей метрически-евклидовой 
подплоскости справедливо утверждениf':  если все углы делятся 
попол а м  в одной из них ,  то они делятся пополам  и в другой . По
этому задача определения всех метрически-евклидовых плоско
стей со свободной подвижностью сводится к такой:  определить 
в евклидавой плоскости со свободной подвижностью ( говоря 
алгебраически - в евклидавой координатной плоскости с посто
янной ортогональности 1 над пифагоровым полем)  все подчи
ненные ей метрически-евклидовы подплоскости. Теоремы 3 и 6 
дают искомый признак :  

Т е о р е м а 7. Н а евклидавой координатной плоскости с по
стоянной ортогональности 1 над пифагоровым поле.и К коорди
натные множества подчиненных метрически-евк. zидовых подпло
скостей, содержащих точки О и Е, - это подмодули поля К, 
которые в качестве мультипликативных операторов содержат 
вполне архимедовы элементы поля К. 

Наименьшее координатное множество такого вида п ри дан
ном поле  К - это кольцо вполне архимедоных элементов из К. 
Следовательно,  вопрос,  подчинена ли данной евклидавой коорди
н атной плоскости над пифагоровым полем К пекоторая метри
чески-евклидона собственная подплоскость, зависит от того, най
дутся ли  в К элементы, не являющиеся впо.rше архимедовыми.  
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В наименьшем пифагоровом поле, в поле Гильберта Q (ер .  
п .  6 § 1 8) , всякий элемент вполне архимедов. Рассматривавшиеся 
Гильбертом,  а та кже Деном пифагоровы поля ,  получаемые из 
единицы и векоторой переменной использованием рацион альных 

операций и операций Vl  + с2, могут быть упорядочены как архи
медовски, так и неархимедовски ; кольцо вполне архимедовых 
элементов в них является собственным подкольцом. 

Во всяком пифагоровом поле, допускающем единственное 
упорядочение, кольцо всех вполне  архимедовых элементов 
это кольцо Щ:0(К) тех элементов, которые при  этом единствен 
ном упорядочении ro архимедовы,  т. е. !Л00 (К) = К, если ro архи
медово, и !Л00 (К) - собственное подкольцо поля К, если ro не
архимедово. Пифагорово поле,  допускающее только одно упо
рядочение, - это формально вещественное поле, в котором для 
nсякого a =FO либо а , либо -а является квадр атом .  Сведения о 
построении таких полей содержатся в теории формально веще
ственных полей.  

З а д а ч а (Вольф) .  а) Пусть К - формально вещественное поле, всякий 
элемент которого вполне архимедов, а А - формально веществеиное алгебраи
ческое расширение nоля К. Тогда всякий элемент nоля А вполне архимедов. 

б)  Координатное nоле евклидавой nлоскости со свободной nодвижностью, 
содержащей собственную nодчиненную метрически-евклидову nодnлоскость, 
всегда является трансцендентным расширением своего nростого nоля - поля 
рациональных чисел. 

4. Метрически-евклидовы подгруnпы группы движений. В заключение пе
реформулируем общий результат этого параграфа как утверждение о метри
чески-евклидавой груnпе движений. Задача оnределения всех метрически-ев
клидовых групn движений может быть поставлена в таком виде: определить 
в евклидавой групnе движений подчиненные ей метричес�<и-евклидовы под
группы движений.  

Всякую евклидову группу движений Q} можно по теореме 15 § 6 за
nисать в виде ®0�, где О - точка,  Q}0 - подгруппа  Q}, порожденна я  пря -
мым и  g при g!O, а '1:: - нормальный делитель Q}, образованный переносами. 
Если ® содержит подчиненную метрически-евклидову nодгруппу движений 61', 
содержащую точку О, то аналогично можно записать Q}' в в иде произведе-

ния  @J�::t'. В силу подчиненности ®� = Q}0 . Задача определения в евклидавой 
группе движений подчиненной ей метрически -евклидовой подгруппы движений 
сводится, таким образом, к тому, чтобы определить группу переносов этой 
подгруппы движений (ер. следствие из теоремы 16 § 6) . Так как переносы 
метрически-евклидовой групnы движений, содержащей точку О, - это произ
ведения ОР, где Р - nроизвольпая точка группы движений, то достаточно 
оnределить множество точек nодчиненной метрически-евклидовой подгрупnы 
движений. Эта же задача сведена теоремой 3 (в  случае, когда прямой угол 
делится nополам ) к вопросу из теории полей. 

Исnользуем nредставление евклидавой групnы движений Q}, в котороli 

прямой угол делится nополам, в виде груnnы м атриц (i, указанных в теореме 
Х, при k = 1 над nолем К, в котором -1 не является квадратом.  Если О 
точка из Q},  которая nредстав.'Iяется матрицей S0,o, то Q}0 представляется 
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группой �о матриц ( 1 0) § 1 3  при а = Ь = О и k = 1 .  :t представляется груп

пой 5f матриц 

( �  � : ) ' о о 1 
( 1 5 ) 

где а, ЬеК, и при  это м  ® = ®0:t дает QJ = �®0. 
Если Юl - подмодуль поля 1(, то обозначим через ifilll подгруnnу м атриц 

переносов ( 1 5) при  а, Ь eiOl. Далее, назовем � (!() -.модулем тот иенулевой 
модуль nоля 1(, который содержит элементы вида ( 1 )  в качестве мультиnли
кативных оnер аторов  Тогда в силу теоремы 3 сnраведлива 

Т е о р е м  а XIV. Пусть ®- указанное 8 теореме Х представле11ие не
которой евклидавой группы ® движений, 8 которой прямой угол имеет бис
сектрису, в виде группы .матриц при k= 1 над полем К, в котором -1 не яв
АЯется квадратом Подчиненные метрически-евклидовы подгруппы движений 
группы ®, содержащие S0, 0 - это группы'f'JJ/М0 , где 9Л - некоторый � (!()-.мо
дуль. 

Л и т е р а т у р а  к § 1 9. Г и л ь б е р т  [ 1 ], Д е н [ 1 ] , П а ш  и Д е н [ 1 ] ,  
Б а х м а н [2], К л и н г е н б е р г [5]. О задачах на nостроение в евклидовых 
nлоскостях, приводящих к метрически-евклидовым nодплоскостям, см. Б и
б е р б а х  [ 1 ]. О теории формально вещественных полей см. литературу 
к § 1 8. 



ТА БЛ И ЦА А КС И ОМ 

! . А к с и о м ы  

1 '  2, 3, 4 - п .  2 § 3 
D ( аксиома трехсторонника ) 

п.  2 § 3 
D*  (усиление аксиомы D )  -

п. 1 § 1 4  
Р ( аксиома полярного трехсто

ронника ) - п. 8 § 3 
- Р - п. 8 § 3 
R (аксиома евклидавой метри

ки) - п.  7 § 6 
- R ( аксиом а неевклидовой 

метрики) - п .  7 § 6 
R * - п . 1 § 1 2 
V* (аксиом а соединимости для 

прямых) - п .  1 2  § 6 
- V* - п . 1 § 1 4  

V ( аксиома соединимости для 
инволютивных элементов )  -
п.  2 § 7 

- v  - п. 1 § 1 1  
Т ( аксиома  тр анзитивности) -

п.  2 § 7 и п .  1 § 1 1  
UV I ,  UV2 ( аксиом ы  о несоеди

нимых инвол ютивных эле
ментах ) - п .  1 § 1 1  

Н ( гиперболическая аксио� 
м а ) - п .  1 § 1 4  

Н *  (усиление аксиомы Н) 
п .  2 § 1 5  

В ( аксиома подвижности ) ,  В*  
и В * * - п . 6 § 1 7 

2. 3 а к о н ы, с в я з ы в а ю щ и  е и н в о л ю т и в н ы е 
э л е м е н т ы  

Е ( однnзначность соедине-
ния) - п .  1 § 7 

Е' (частный случай  закона Е)
п.  1 § 7 

S ( теоr· м а о трех симметри
Я ' ) -· П .  1 § 7 

S' ( дополнение к S ) - н .  1 § 7 
U (обращение теорем ы о трех 

симметриях ) - п .  1 § 7 

24 Ф. Б а х м а и  

V ( закон соединимости ) - п. 
§ 7 

- v - п .  8 § g 
Т ( закон транзитивности ) 

п .  1 § 7 
OV 1 ,  UV2 (законы о несоеди4 

Н И М ЫХ ИНВОЛ ЮТ И iШ ЬIХ ЭЛе• 

ментах ) - п. 8 § 9 
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3. Д е р е в о г е о м е т р и й 

Абсолютная геометрия 

1 
R 

м етрически- евклидова 
геометрия 

V *  
евклидова 
геометрия 

1 
� v * 

1 

р 
эллипти

ческая 
геометрия 

V *  

1 
� R 

метрически-неевклидова 
геометрия 

� Р  
подэллип
тическая 

геометрия 

1 

н 
гиперболи

ческая 
геометрия 

...... н 

При этом,  если выполнены аксиомы абсолютной геометрии, 
то из Р следуют V* и ,...., R ;  из Н и ,...., V* следует ,..., R ;  из ,...., Н 
следует ,...., V*. 



П р и л о ж е н  н е 

М ОД ЕЛ И П Л О С К О й  А Б С ОЛ ЮТ Н О й  Г Е ОМ Е Т Р И И  *}  

1 . Метричес кие плоскости. Абсолютная геометрия - это ядро метрической 
геометрии, могущее служить общей основой для евклидавой и неевклидовых 
геометрий. В абсолютной геометрии вопрос о параллельных остается откры
тым .  Это значит, грубо говоря, что две  прямые на плоскости, вообще говоря ,  
не пересекаются. 

Мы рассмотрим только плоскую абсолютную геометрию и используем 
следующую систему аксиом, основными понятиями которой являются точка, 
прямая, инцидентность точки и прямой, ортогональность (перпендикуляр
ность) прямых:  

А к с и о м ы и н ц и д е н т н о с т и. Существуют две точки ** ) . Для вся
ких двух разных точек существует единственная прямая, инцидентная им. 

А к с и о м ы  о р т  о г о н а л ь  н о с т и. Отношение перпендикулярности 
симметрично. Перпендикулярные прямые имеют общую точку. Через всякую 
точку ко всякой прямой можно провести перпендикуляр, причем если точка 
инциdентна прямой, то этот перпендикуляр единственный. 

А к с и о м ы с и м м е т р и и .  Для всякой прямой найдется по крайней 
мере одна симметрия относительно нее (т. е. сохраняющая ортогональность 
инволютивная кпллинеация, при которой каждая точка данной прямой яв
ляется неподвижной ) .  Произведение трех симметрий относительно прямых, 
имеющих общую точку или общий перпендикуляр, само является симметрией 
относительно некоторой прямой. 

Всякую модель этой системы аксиом назовем метрической плоскостью. 
В метрической плоскости нет прямых, ортогональных самим себе, симметрия  
относительно данной прямой единственна. Группой движений метрической 
плоскости мы называем группу, порожденную осевыми симметриями.  

Метрическую плоскость, в которой существует прямоугольник, назовем 
метрически-евклидовой, а метрическую плоскость, в которой нет прямоуголь
ника, - метрически-неевклидовой. 

Об этой системе аксиом надлежит заметить следующее: 1 .  Причины, за
став.1яющие выбрать именно такую систему аксиом, состоят в желании дать 
аксиом атическую основу для развития во всей естественной общности исчис
ления симметрий как теоретико-группового исчисления 2 .  По степени общно
сти наш подход в основном отвечает понятию поля * * * ) . 3. Наша система 

• )  F. В а с h m а n ,  Model l e  der ebenen absoluten Geometrie . - Jahresbe
richt der Deutschen Mathematiker Vereinigung 66, N2 4 ( 1 964) , 1 52- 1 70. (До
к.;;ад, читанный на годичном заседании Общества немецких м атематиков во 
Франкфурте-на-Майне в сентябре 1 963. ) 

* * )  Из этой системы аксиом вытекает, как показано в работе Б а х м а н 
и П е й я ш [ 1 ] ,  система аксиом п. 3 § 2 настоящей книги (на первый взгляд, 
более ограничительная) . 

* *"' )  Над каждым полем характеристики + 2, не всякий элемент которого 
является квадратом, существует хотя бы одна метрическая  плоскость, где 
выполняется евклидова аксиом а  параллельности .  

24* 
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аксиом существенно более общая, нежели система аксиом,  получающаяся из 
тех плоских аксиом Гильберта, которые не содержат аксиомы о параллель
ных. В нашей системе аксиом нет отношения и аксиом порядка и нет требо
вания свободной подвижности; ей удовлетворяет и эллиптическая плоскость, 
исключаемая  Гильбертом. 

2. Проективно-метрические плоскости. В дальнейшем под проективной 
плоскостью поним ается проективная плоскость, в которой выполняется тео
рема Паппа и аксиома  Фано. Обыкновенной проективно-метрической пло
скостью мы называем проективную плоскость, в которой задан проективный 
поляритет. Две прямые такой плоскости называются ортогональными, если 
одна из них проходит через полюс другой. Двойственным образом опреде
ляется полярность точек. В обыкновенной проективно -метрической плоскости 
либо существуют ортогональные самим себе прямые и полярные самим себе 
точки, которые образуют коническое сечение (абсолютное коническое сече
ние ) , либо таких прямых и точек вообще нет. В первом случае мы говорим о гиперболической проективно-метрической плоскости, а во втором - об эл
липтической. 

Наряду с обыкновенной проективно-метрической плоскостью мы рассма
триваем один случай вырождения.  Особой проективно-метрической пло
скостью мы называем проективную плоскость, в которой выделена прямая 
g "" ' а на  последней задана  проективная инволюция без неподвижных точек. 
Мы говорим, что две прямые,  отличные от g oo ,  ортогональны, если точки их 
пересечения  с прямой g ""  находятся в инволютивном соответствии. Прямая 
g"" считается ортогональной каждой прямой.  

На каждой проективно-метрической плоскости существует симметрия от
носительно любой не ортогональной себе прямой ( в смысле данного в п .  1 
определения ) . Группу, порожденную этими симметриями,  называем группой 
движений проективно-,кетрической плоскости. 

Множество точек и прямых проективно-метрической плоскости, которое 
относительно заданных отношений инцидентности и ортогональности само 
является метрической плоскостью, называем метрической подплоскостью, ес
ли в нем вместе с каждой точкой содержатся также все прямые проективно
метрической плоскости, инцидентные этой точке. 

Всякую метрическую плоскость можно погрузить в проективно-метриче
скую плоскость. Основная теорема (см. § 6) книги гласит: 

Всякая метрическая плоскость является метрической подплоскостью не
которой проективно-метрической плоскости. 

Точнее, всякая м етрически-евклидова плоскость является подплоскостью 
некоторой особой, а всякая метрически-неевклидова плоскость - подпло
скостью обыкновенной проективно-метрической плоскости. 

Проективно-метрическую плоскость можно обычным путем алгебраизо
вать, представив ее как множество подпространств трехмерного метрического 
векторного пространства над полем характеристикп =1= 2 с симметрической би
линейной формой, ранг которой в обыкновенном случае равен трем, а в осо
бом - двум. Группа движений проективно-метрической плоскости предста
вима в виде собственной ортогональной группы метрического векторного 
пространства. 

3. П роблема. Если поставить проблему нахождения всех метрических 
плоскостей, то в силу основной теоремы достаточно рассмотреть проективно
метрические плоскости и найти  их м етрические подплоскости. Каждая метри
ческая  подплоскость однозначно определяется ее множеством точек. От ре
шения этой проблемы мы еще очень далеки. Однако развиты некоторые ме
тоды, которые при дополнительных предположениях о метрических или лро
ективно -метрических плоскостях приводят к полному описанию. Об этом мы здесь и расскажем . 
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4. Какие проективно-метрические плоскости являются м етрическими пло
скостя ми? Особые проективно-метр ические плоскости, если из них удалить 
прямую goo и точки этой прямой, являются метрическим и  плоскостями ;  это 
как раз и будут евклидовы плоскости в смысле аксиоматической теории. 
В частности, такая плоскость существует над каждым конечным полем ха
рактеристики =F 2. Это единственные конечные метрические плоскости. 

Эллиптические проективно-метрические плоскости являются метрическими 
плоскостями ;  это будут эллиптические плоскости в смысле аксиоматической 
теории .  

Напротив, гиперболические проективно-метрические плоскости, по опре
делению содержащие ортогональные самим себе прямые, не  являются метри
ческими плоскостями.  

5. Метрически-евкл идовы плоскости. Всякая метрически-евклидова пло
скость является метрической подплоскостью некоторой евклидавой плоскости. 
Проблем а их алгебраического описания достаточно полно изложена в книге, 
и мы здесь ею не станем заниматься .  

6. Одно общее согл ашение. Значение формы.  В дальнейшем мы хоти1\11 
заняться только метрически-неевклидовыми плоскостями,  причем (полные) 
эллиптические плоскости, которые, как сказано выше, являются полными про
ективно-метрическими плоскостями,  мы рассматривать не ст анем. В связи с 
этим введем такое общее условие:  

Рассмотрим обыкновенную проективно-метрическую плоскость 1.J3 ( К. F) ,  
предстааленную трехмерным метрическим векторным пространством V (K, F) 
над полем К характеристики + 2 с симметрической билинейной формой F 
ранга 3 так, что точки являются одномерными подпространствами простран
ства V, а полярность двух точек выражается обращением в нуль формы F,
и зададимся вопросом о собственных метрических подплоскостях плоскости � (/(, F) . Собственная метричrская подТJлоскость не содержит взаимно поляр
ных точек. 

Пусть К. - мулыипликативная группа поля К, К2 - подгруппа квадратов. 
Тогда к;kя - группа, содержащая нуль, элементами которой служат квадра 
тичные классы вычетов поля К,  причем нулевой элемент О подгруппы К2 со
стоит из одного нуля .  

Всякая форм а cF,  где с еК, описывает тот же по.1яритет, что и форма F, 
Будем считать, что форма  F нормирована так ,  что определитель м аtрицы ко-
эффициентов F во всяком базисе является элементом из k2. 

Поэтому в ортогональном базисе пространства V можно записать форму 
F для векторов Х = (x J ,  Х2, Хз ) и У = (Y I •  У2 . Уз ) так * ) : 

F (х, у )  = k2kзX 1 Y I  + k 1kзX2Y2 + k 1k2ХзУз· ( 1 )  

Вместо формулы ( \ )  м ы  короче будем писать F ,..., (k2k3 , k 1 kз, k 1k2) . В двой
ственно�! «Точечному пространству» V «простrанстве прямых» V* обращение 
в нуль формы, имеющей в двойственном базисе коэффициенты k , ,  k2, k3, вы
ражает перпендикулярность двух прямых. 

Значением формы на векторе xe V называем элемент F (х, х ) Е К. Ор
тогональные себе (изотропные) векторы - это векторы с нулевым значением 
формы О.  Как пространство V = V (К, F ) ,  так и форма F называются изотроп
ными и.пи неизотропными в зависимости от того, имеются ли в V отличные 
от нуля изотропные векторы. 

* )  Для каждой тройки элементов из i<. произведение которых принадле
жит К2, существуют элементы k1 , k2, k3ek такие, что элементы заданной 
тройки равны k2kз, k 1kз. k1k2. 
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l(аждой точке Х проективно-метрической плоскости сопоставим множе
ство значений форм на векторах Х, где Х = Кх. Э1 о множество является 
классом квадратов из 1(. Обозначим его F (X,  Х) и назовем значением формы 
на точке Х. 

Таким образом, каждой точке проективно-метрической плоскости неза
висимо от базиса сопоставлено некоторое значение формы. Особое геометри
ческое значение имеют значения формы 1(2, О, -К2• В точках со значением 
формы i(2 прямой угол можно разделить пополам. Точ�<;и со значением формы 
О образуют абсолютное коническое сечение, а точки со значением формы 
-К.2 - это точки пересечения  касательных абсолютного конического сечения 
( полюсы «секущих» абсолютного конического сечения) . Точки со значением 
формы О или _1(2 не могут принадлежать метрической подплоскости. так 
как они лежат на ортогональных себе прямых (касательных абсолютного 
конического сечения) . Следовательно, точка А может принадлежать метриче
ской подплоскости только тогда ,  когда 

(2 ) 

Если при пекотором выборе системы координат F представляется в виде 
( 1 ) ,  то «начало» К (О, О, 1 )  принадлежит метрической подплоскости только 
тогда, когда 

( 3 )  

Если существуют точки, удовлетворяющие условию (2) , т о  каждый элемент К не может быть квадратом. 
На гиперболической проективно-метрической плоскости (форма F изо

тропна) всякий класс квадратов из 1( является значением формы. На  эллип
тической (форма F не изотропна) по крайней мере классы квадратов О и 
-К2 не являются значениями формы. 

Две точки имеют равные значения формы тогда и только тогда, когда 
при пекотором движении проективно-метрической плоскости они переводимы 
одна в другую. Проективно-метрическая плоскость распадается на классы 
точек с равными значениями формы;  это классы подвижности (области тран
з итивности)  проективно-метрической плоскости. Метрическая подплоскость, 
которая при всех движениях проективно-метрической плоскости переходит в 
себя, т. е. состоит из полных классов подвижности, называется инвариант
ной. Инвариантные метрические подплоскости могут быть описаны значе
ниями формы. Прежде всего рассмотрим некоторые специальные ·  инвариант
ные подплоскости (теоремы 1 и 1 1 ) . 

7. Ги п ер болические и подэллиптические плоскости. l(лассическим приме
рам собственной метрической подnлоскости nроективно-метрической nлоско
сти является м одель l(лейна. 

Считая, что поле К упорядочено, а форма F изотропна, мы  говорим :  

Х является внутренней точкой абсолютного конического сечения, 

если F (Х, Х) > 0. (4) 

При этом соглашении внутренность абсолюта является собственной ме
трической подплоскостью. Так построенную метрическую подплоскость гипер
болической проективно-метрической плоскости над произвольным упорядочен
ным полем мы назовем моделью l(лейна Такая модель l(лейна является как 
раз гиперболической плоскостью в смысле системы аксиом, как это показано 
в книге. 



8) МОД ЕЛИ [IЛOCI(OI'l АБСОЛЮТНОI'l ГЕОМЕТ Р I I И  855 

Определение (4) всегда имеет смысл при упорядоченном поле К, если 
форма F неопределенна, хотя тогда не обязано существовать само абсолют
ное коническое сечение. Имеет место 

Т е о р е м  а I * ) .  Если поле К упорядочено, а фор.ма F неопределенна, 
то внутренность абсолюта является .метрической подплоскостью плоскости 
\l3 (K, F) . 

Если при этом форма F не изотропна,  т. е. плоскость \13 (К, F) эллипти
ческая,  то эта метрическая подплоскость - «подэллиптическая» плоскость, 
т. е. метрическая подплоскость пекоторой эллиптической плоскости, в кото
рой содержится ровно одна вершина каждого полярного треугольника ( ак
сиоматическое определение дано в книге) . 

Однако теорема I дает не все подэллиптические плоскости ,  а ограниче
ние упорядоченными  полями существенно уменьшает общность. Чтобы н айти 
характеристику подэллиптических плоскостей, П е й  я ш [3] применил введен
ное Шпернером (Ш п е р  н е р  [ 1 ] ,  Б а х  м а н и К л и н г е н б е р  г [ 1 ] )  поня
тие полуупорядочен ия поля К. Полуупорядочение w поля К есть гомомор
физм мультипликативной группы i<. на группу { 1 ,  - 1 }. Элемент из i<. назы
аается положительным или отрицательным относительно w, смотря по тому,  
отображается он в 1 или -1 * * ) . Далее, говорим,  что форма F инертна от
носительно w, если при каждом диагональном представлении F получается 
одно и то же число отрицательных относительно w коэффициентов. Это чис
ло называется индексом фор.мы F относительно w. Посредством этИх опреде
лений можно так обобщить теорему 1 :  

Т е о р е м а I I .  Если w - полуупорядочение поля К, а F инертна отно
сительно w и и.меет индекс 2, то точки Х, для которых F (Х, Х) > 0, обра

оо 
зу ют .метрическую подплоскость плоскости \13 (К, F) .  

Если форм а F неизотропная,  то эта подплоскость подэллиптична. Вся
кую подэллиптическую плоскость можно представить таким образом. 

8. Кол ьцо нормирований. Формы, инертные относительно полуупорядоче
ния. В силу сказанного задача определения подэллиптических подплоскостей 
эллиптической проективно-метрической плоскости \13 (К, F) приводится к за
даче нахождения  тех полуупорядочений поля К, относительно которых форма  
F инертна и имеет индекс 2. 

Чтобы получить пример полуупорядочения,  не являющегося упор ядоче
нием, рассмотрим поля, содержащие нетривиальные кольца нормирований.  

Кольца нормирований поля К в дальнейшем будут встречаться неодно
кратно. При данном кольце нормирований R обозначим через Е группу еди
ниц * * * )  кольца R, а через Р - идеал нормирований кольца R (Р состоит из 
элементов кольца R, от личных от единиц, и является м аксим аЛЬ\IЫМ собст
венны м  идеалом, в частности, простым идеалом кольца R ) .  Группой значе
ний будем считать группу К/Е. Эrо мультипликативная абелева группа с ну
левы м  элементом, а канонический гомоморфизм а�аЕ сопоставляет ка
ждом у а е К  в качестве «нормы а» класс аЕ, который мы будем называть 
1 акже класl!!}.м величин а. Через х � х обозна <шм канонический гомоморфизм 
R на поле K= R/P, т. е. поле классов вычетов кольца нормирований R. 

1 +Р (полный прообраз единицы из К) является подгруппой группы Е 
единиц. ( 1 +Р) К2 и Ek2 - подгруппы k. состоящие из полных классов 

*) Это теорема V I I  настоящей книги. 
*•) Вместо aw = + 1 мы будем писать а> О. 

00 ***) Здесь и далее «единица» понимается в смысле «делитель еди ницы». Ср. Б у р  б а к и [ 1 ], гл. V I ,  § 1. (При.м. перев. ) 
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квадратов. Имеет место 

(5 ) 

В ЕК2 содержатся как раз те классы квадратов из К, которые содержат 
какую-нибудь единицу. Они образуют подгруппу группы классов квадратов 
группы К.. Эта подгруппа может быть �анонически отображена гомоморфно 

на  группу классов квадратов группы К, причем ядро гомоморфизма со
стоит из классов квадратов, содержащихся в ( I + P) IO * ) . Если в (5) пер
вое включение строгое, то это значит :  в фактор-поле К не всякий элемент 
я вляется квадратом . 

ЕК2 одновременно состоит из полных классов величин  ( и  является наи
мен ьшей подгруппой группы i<., которая состоит как из полных классов ква
дратов, так и из полных классов величин) . Содержащиеся в ЕК2 классы ве
личин образуют в группе классов величин,  отличных от нуля, подгруппу 
квадратов. Если в (5)  второе вк.'!ючение строгое, то это значит :  в группе 
значений не всякий элемент является квадратом. 

Над каждым полем характеристики * 2, содержащим кольцо норм ирова
ний R, для которого 

т. е. 
( l + Р )К2 с: ЕК2 с: к. 

- ( 1  + Р )К2 с: ЕК2 с: к. 
существует форма F и собственное полуупорядочение, относительно которого 
F инертна и имеет индекс 2. Имеет место 

Т е о р е м а 1 (П е й я ш [3] ) . Если R - кольцо нормирований поля К, 
F ""  (k2kз, k1k3, k 1k2) ;  k1 , k2 - единицы кольца R, для которых выполняется 
такое усиление условий (3) : 

( 6 ) 

и если k3 ЕЕ ЕК2 ( т .  е. k2k3, k 1k3 ЕЕ ЕК2 ) , то существует по крайней мере 
одно полуупорядочение поля К, при котором все элементы группы ЕК2 по
ложительны, а k3 отрицательно ** ) ; относительно осякого такого полуупорядо
чения форма F инертна и имеет индекс 2. 

Полуупорядочение, о котором говорится в теореме, не является упоря
дочением, ибо -1 является единицей, т. е. положительна . !(роме того, при 
условиях теоремы форма  F не изотропна. В самом деле, обращение Бергау 
теоремы Сильвестра об инертности гласит : если V (K, F) - метрическое век
торное пространство размерности п > 3, а форма F изотропна (К имеет х а 
рактеристику =/= 2, а форма F - р анг п) , то всякое полуупорядочение поля 

*) Если ek2 при ее. Е - класс квадратов, принадлежащий ЕК2, то, пере
еекая его с Е и применяя гомоморфизм х --'!'  х, отображающий получаемый 

класс квадратов еЕ2 группы единиц Е на К, M hl  видим, •1то он переходит 

в класс квадратов ё".Ё(2 группы К. 
* * )  Если группа значений циклична, то ЕК2 - подгруппа группы К ин

декса 2. Тогда существует единственное полууrюрядочен ие, п ри  котором эле-
м енты из ЕК2 положительны, - именно то, при котором элементы смежного 
класса отрицательны. 
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К., относительно которого F инертна, является упорядочением поля !( 
(Ш е р ф  [ 1 ] ) . 

П р  и м е р . Пусть Q - поле рациональных чисел, р - простое число вида 
р = 4! + 3; F - (р, р, 1 ) .  Кроме того, пусть R Р - р-ади ческое кольцо нормиро
ваний поля Q, состоящее из рациональных чисел, знаменатель которых не 
делится на р;  Ер - группа единиц кольца Rp, а Р р - идеал, состоящий из 

элементов, отличных от единиц Имеем 1 � - ( 1 +Pp ) Q2, так как в фактор-

поле Q (простом поле характеристики р) единичный элемент не  является ми

нус квадратом. Группа EpQ2 состоит из рациональных чисел, отличных от 
нуля, содержащих множитель р в четной степени ;  это подгруппа индекса 2 в 
Q, а р принадлежит ее классу смежности. Следовательно. условия теоремы 
выполнены. Из утверждения теоремы, что форма F прн полуупорядочении 
с положительной областью ЕР Q2 инертна и имеет индекс 2, и из теоремы 11  
следует : точки Х при F (X, Х) s;; EpQ2 образуют подэллиптическую подпло
скость плоскости I.)З(Q, F.) . В выбранном базисе это точки Х= К. (х1 , х2, 1 ) , 
где Х1 ,  X2ERp .  

Усиление этого алгебраического утверждения, данное Д р  е с с о м [4], 
может быть проиллюстрировано таким результатом Пусть р - простое число 
вида 4!+ 1 ,  а /(р - поле р-адических ч исел. Тогда эллиптическа я  плоскость 
над /(р (она определена однозначно) распадается на три непересекающиеся 
подэллиптические подплоскости.  

Конечно, подобное разбиение эллиптической плоскости невозможно, если 
есть точка со значением формы /(2, ибо такая точка по п. 7 принадлежит 
каждой подэллиптической подплоскости. 

Недавно Д р е с с [3] показал, что вопрос о полуупорядочениях,  при ко
торых данная форма инертна, можно свести от глобальных полей к локаль
ным полям "' ) .  

9. Метрические плоскости деповского типа. Описанным способом по
строения метрических подплоскостей, обобщающим классическую модель 
Клейна, противостоит метод, обобщающий пример, предложенный Д е н о м 
[ 1 ]. 

Элемент а упорядоченного поля называется ар1Симедовым, если для а су
ществует натуральное число n такое, что lal <n. Неархимедовы элементы на
зываются бесконечно большими, а обратные им - бесконечно малыми. 

Ден рассмотрел над неархимедовски упорядоченным полем К. форму 
F ( i ,  1 ,  1 ) ,  а на  эллиптической проективно-метрической плоскости 1.)3 (К., F) в ы 
делил точки Х= К (х1 , Х2 , 1 )  с бесконечно м а лыми х1 ,  х2• Они образуют метри
ческую подплоскость "' "' ) . 

Во всяком неархимедовски упорядоченном поле архимедовы элементы 
составляют кольцо нормирований Ro, идеал нормирований которого состоит 
из бесконечно м алых элементов. Построение Дена можно таким образом 

"' )  Мы применяем термины «локальное поле», «глобальное поле» в смыс
ле О' М е а р а [ 1 ] . 

Дресс доказал следующее. Если ro - полуупорядочение глобального по
ля /(, при котором форма F инертна, то существует такая простая точка U 
поля К. и полуупорядочение (tJ� р-адического замыкания К:р поля К, что Р 
инертна над К:р относительно ro:p, а ro и ro:p со впадают в К на значениях: 
формы F. *"'}  Точнее говоря, Д е н в [ 1 ]  дополнительно требовал, чтобы поле К бы
ло пифагоровым .  Тогда - в нашей терминологии (см . ниже п l l ) - полу
чается гильбертова подплоскость. 
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обобщить на проективно-метрическую плоскость над полем с некоторым коль
цом нормирований, для которого первое включение (5) строгое. 

Т е о р е м а  I I I  (Б а х м а н  и П е й я ш [ 1 ] , П е й я ш [ 1 ] ) . Пусть R 
кольцо нормирований tzоля К, F - (k2kз, k 1kз, k1k2) ,  где k 1 ,  k2 - единицы и.з R. 
для которых выполняется условие (6 ) . Пусть М - некоторый R-.модуль из К. 
отличный от нуля и k3M2 f;;; Р. Тогда точки Х= К (х1 , х2, 1 ) , где х 1 ,  х2 Е М, 
составляют .метрическую подплоскость проективно-.метрической плоскости 
1;13 ( К, F) . 

Эти метрические подплоскости «деновского типа» обладают тем общим 
с метрически -евклидовыми плоскостями  свойством, что в них выполняется 

А к с и о м а п е р  е с е ч е н и я п е р  п е н д и к у л я р о в  (Б а х  м а н [6] ) . 
Перпендикуляры к дву.м взаимно перпендикулярны.м пря.мы.м имеют общую 
точку. 

Метрические подплоскости деновского типа не обязательно «малы». Сре
ди них будут даже подэллиптические плоскости, каждая из которых покры
вает треть проективно-метрической плоскости . Примерам может служить при
ведеиная  в п .  8 рациональная  подэллиптическая плоскость деповского типа. 
Но и среди подэллиптических плоскостей теоремы 1 имеются плоскости де
невского типа :  поразительным образом во внутренности абсолютного кони
ческого сечения ,  если точек самого абсолюта не существует, может выпол
няться аксиома пересечения  перпендикуляров, хотя в клейиовекой модели ,  
где точки абсолюта существуют, она никогда не выполняется (Б  а х
м а н [6] ) . 

В гиперболической проективно-метрической плоскости над всяким полем, 
содержащим кольцо нормирований, в фактор-поле которого не всякий элемент 
является квадратом,  существует метрическая подплоскость деновского типа 
(теорема I I I ) . Такое поле не обязательно форм ально вещественно, но если 
оно форм ально вещественно, то в гиперболической проективно-метрической 
плоскости нет модели Клейна.  Следовательно, на вопрос: 

Является ли всякая .метрически-неевклидова плоскость подплоскостью не
которой гиперболической или эллиптической плоскости? 
- надо ответить отрицательно (Б а х м  а н и П е й  я ш [ ! ] ) . 

1 0. Выпуклость подплоскостей * ) . tПусть К - упорядоченное поле. Мно· 
жество точек аффинной плоскости над К называется выпуклым, если вместе 
со всяким и  двумя своими точками А и В оно содержит все точки С соедини-

тельной прямой (А ,  В) , для которых отношение �� е: (О, 1 ) . Множество 

точек проективной плоскости над К называется выпуклым, если существует 
прямая ,  не  содержащая точек множества и такая, что в аффинной плоско
сти ,  для которой эта прямая является бесконечно удаленной ,  данное множе
ство выпукло. Метрическая подплоскость проективно-метрической плоскости 
над К называется выпуклой, если составляющее ее множество точек вы
пукло. 

Проблем а  метрических плоскостей, структура которых обогащена отно
шением «Между» и которые удовлетворяют дополнительно аксиомам пор ядка 
Гильберта ( группа I I  аксиом книги Г и л ь б е р т  [ 1 ] ) , приводит к проблеме 
выпуклых м етрических  подплоскостей. В самом деле, в метрической подпло
скости проективно-метрической плоскости над полем К отношение «В между 
А и С», удовлетворяющее аксиомам Гильберта, можно ввести в том и только 
в том случае, когда К обладает упорядочением, при котором метри•1еская 
nодплоскость выnукла. 

Все м етрические nодnлоскости теоремы 1 выnуклы. 
В проективно-метрической плоскости над полем К с данным коль

цом нормирований R можно по-разному определять, что называть выпуклой 

* ) П е й  я ш [4]. 
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(R-выпуклой) метрической nодnлоскостью. Введем оnределение, как выше, 
только вместо интервала (0, 1 )  б у де м говорить о кольце R. 

Все метрические подплоскости деповского типа (теорема 1 1 1 )  R- выпуклы. 
Если К упор ядочено и Ro с R, то эти плоскости тем более выnуклы.  

1 1 . Гильбертавы плоскости *) . Метрическую nлоскость, в которой выnол
няются гильбертовы аксиомы пор ядка и в которой имеет место свободная 
подвижность, мы назовем гильбертовой плоскостью, поскольку ее можно опи
сать уnом янутыми в п. 1 аксиомами «Оснований геометрии» Гильберта . Что
бы при этом обыкновенная проективно-метрическая плоскость 1.13 (К, F) со
держала гильбертову подплоскость, надо, чтобы форму F можно было за 
nисать с единственной метрической константой k в виде F- (k ,  k, 1 ) ,  а поле 
К было упорядоченным пифагоровым полем . Вообще говоря, К должно до
пускать неоднократное извлечение квадратных корней, ибо значение формы 
на каждой точке подплоскости должно равняться К2 * * ) . ( Всякая гильбер
тона nодплоскость плоскости 1.13 (К, F) содержится в классе подвижности 
точки со значением формы К2. )  

Если эти условия выполняются, т о  п р и  неопределенной форме (k <O) 
внутренность абсолютного конического сечения  является гильбертовой под
плоскостью (в силу теоремы 1 ) .  Здесь возможно такое обобщение:  

Назовем множество точек Х = К (х1 , Х2, 1 ) ,  для которых снеоднородное 
значение формы» k (хт + хЮ + 1 принадлежит простому идеалу J бесконечно 
малых элементов, бесконечно малой окрестностью абсолюта (независимо от 
того, существуют ли точки абсолюта или нет ) . Тогда точки, содержащиеся 
во внутренности абсолюта, но не лежащие в бесконечно м алой окрестности 
его, составляют гильбертову подплоскость. 

Пейяш характеризовал все метрически-неевклидовы гильбертовы под· 
плоскости и nоказал, что возможны только два типа :  

( ! )  выnуклые деповского типа ;  
( I I )  с неопределенной формой :  внутренность абсолютного конического 

сечения  без бесконечно малой окрестности абсолюта (при J = (О) - это вся 
внутренность) . 

1 2. Квадрат косинуса. Описание метрических подплоскостей значениями 
формы (как в теоремах 1 и I l ) имеет то преимущества перед координатным 
описанием (как в теореме I I I ) ,  что оно не зависит от базиса, но зато оно 
возможно только для инвариантных метрических подплоскостей. Уже пло
скости деповского типа (теорем а I I I ) , а также, вообще говоря, гильбертовы 
плоскости типа ( I I )  не инвариантны. Поэтому надо искать иные методы, 
чтобы описать независимо от базиса и неинвариантные м етрические под· 
плоскости. Во всякой обыкновенной проективно-метрической плоскости для пары 
точек А ,  В, если они не полярны каждая себе, можно определить независимо 
от базиса квадрат косинуса 

F2 (a, Ь )  слв = F (a, a )F ( b, b )  
( А = Ка, В = КЬ)  

и можно nопробовать так  описать метрическую плоскость :  берем точку А 
nодплоскости и на каждой прямой, проходящей через А, указываем с по
мощью элемента поля С А х nринадлежащую nодплоскости точку Х. При 
удаче это описание не зависит от выбора прямых. 

* )  П е й  я ш [2] , Б а х м а н [ 1 ]. 
* * )  Здесь возникает вопрос о построении  упорядоченных пифагоровых 

полей, не всякий положительный элемент которых является квадратом. 
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В качестве примера сформулируем теорему П е й я ш а  [4] об общих плое
ксетях деновского типа, охватывающую не только теорему I l l , но и более 
общий случай, координатная формулировка которого неудобо•штаема :  

Т е о р е м  а IV .  Пусть R - кольцо нормирований поля К, а А - точка 
проективно-метрической плоскости � (К, F) , значение формы которой удов
летворяет такому усилению требования (2 ) : 

F ( A , А ) =1= О, F ( A , А )$ - ( I  + Р )К2• ( 7 )  

Кроме того, пусть J - идеал из  R при ( О )  c ! c R. Тогда точки Х ,  для кото
рых CA x E l + l, обризуют метрическую подплоскость плоскости �(К, F) . 

Эти метрические подплоскости - единствеhньiе R-вьшуклые метрически
неевклидовы подплоскости * ) . Если К упорядочено и Ro � R. то они вы
пуклы. 

Во всех метрических подплоскостях общего деповского типа (теорем а IV) 
имеет место аксиома о пересечении  перпендикуляров Однако существуют 
метрически-неевклидовы неэллиптические плоскости, в которых выполняется 
аксиома о пересечении перпендикуляров, но которые не принадлежат этому 
типу. 

1 3. Выпукл ые метрические подплоскости. Применяя метод квадрата коси
нуса, П е й  я ш (4] описал все выпуклые метрические подплоскости обыкно
венной проективно-метрической плоскости над упорядоченным полем. Хотя 
в отличие от гильбертоных плоскостей здесь не требуется свободная подвиж
ность, а поэтому,  вообще говоря, точечные множества разных прямых не 
конгруэнтны, удается описать м ножества квадратов косинусов посредством 
R0-модулей, подобно тому как это сделано в теореме IV. Кроме двух типов : 

( I )  выпуклые деповского типа (теорема IV при Ru s;;; R) ; 
( I I )  только при неопределенной форме - внутренность абсолютного ко

нического сечения,  из которой удалены точки некоторой бесконечно малой 
окрестности абсолюта, - есть еще один третий тип, которого нет в гильберто
вьiх плоскостях. 'Гут форма об я за rельно неопрсделенная,  прямые пучка рас
падаются на два такие класса, что прямые одного и того же класса почти 
равны в смысле метрики, а прямые разных классов почти перпендикулярны. 
Описание точек подплоскости множествами квадратов косинусов проводится 
по-разному для двух классов прямых.  

1 4. Метрические плоскости со свободной подвижностью. Тем же методом 
квадрата косинуса Д и л л е р  [ I j  алгебраически характеризовал метрически
неевклидовы неэллиптические плоскости со свободной подвижностью. Назо
вем их FВ-плоскостями. Для того чтобы обыкновенная проективно-метриче
ская плоскость � (К, F) содержала FВ-плоскость, поле К должно быть пифа
горовым, следовательно, упорядочиваемым ; но FВ-подплоскость не обязана 
быть выпуклой при всяком упорядочивании .  Однако можно для всякого упо
рядочивания поля К построить выпуклую оболочку FВ-подплоскости и среди 
всех выпуклых оболочек есть по крайней мере одна метрическая плоскость. 
Далее Диллер доказал, что всякая FВ-подплоскость является пересечением 
тех ее выпуклых оболочек, которые являются метрическими плоскостями. 
Пользуясь этим,  он с помощью множеств квадратов косинусов описал FВ
подплоскости посредством определенного подкольца поля К. 

* ) Точнее, метрическая подплоскость, полученная по теореме I V, R'-вы
пукла  для каждого кольца нормирований R' поля К при R' s;;; R;  обратно, 
всякая метрическая  подплоскость, R'-выпуклая  для векоторого кольца норми
рований R', представима по теореме IV при подходящем выборе кольца нор
м ирований R, где R' s;;; R. ( Выполненное для R второе условие из (7) не 
обязательно выполняется для R' при R' s;;; R.) 
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1 5. Гомоморфизмы. При изучении метрических подплоскостей оказалось 
полезным и плодотворным рассматривать образы и прообразы по отноше
нию к некоторым гомоморфизм ам.  

Пусть 1,)3 и \)3- проективные плоскости. Всякое отображение qJ множе
ства точек А, . . .  и прямых а, . . .  плоскости 1.]3 на  точки и прямые плоско-
сти \i3, при котором 

Если А и Ь инцидентны, то Atp и .  btp инцидентны, 

К л и н г е н б е р г [7] называет проективны.м го.мо.морфиз.мо.м 1.]3 на \j3. 
Если 1.]3, i.jj - проективно-метрические плоскости, то всякий проективный 
гомоморфизм <р:  1.]3 � 113, для которого 

Если а и Ь ортогональны, то а<р и Ьер ортогональны, 

называется проективно-.метрически.м го.мо.морфиз.мо.м 1.]3 на \jj. 
Если К - поле с кольцом нормирований R. то, выбирая базис, можно 

так подобрать координаты Х1 ,  х2, Хз любой точки проективной плоскости 
над К, чтобы все Х; ER, но не все Х;ЕР. 

Соответствие 

(x l, Х2, Хз ) �(xl, Х2, �)  (8 ) 
тогда определяет отображение точек плоскости 1.]3 на точки проективной 
плоскости "\jj над К.. Совместно с индуцируемым отображением прямых полу
чаем некоторый проективный гомоморфизм ер. Если при этом 1.]3 - проектив 
но-метрическая плоскость, то можно так отобразить метрику 1.]3 посредством 
ер на \Р, т. е. так метризовать \_f3, что ер будет проективно-метрическим гомо
морфизмом 1.]3 на  � (правда, при этом метрика в � может неожиданным 
образом вырождаться) . 

Меняя базис в 1.]3 при данном кольце нормирований, получаем другие 
гомоморфизмы 1.]3 на \jj. 

Если дан проективно-метрический гомоморфизм ер проективно-метриче-
ских плоскостей 1.]3 и \jj, то возникают два вопроса :  

1 . Является ли qJ -обраэ .метрической подплоскости @: плоскости 1.]3 .метри-
ческой подплоскостью плоскости \jj? 

2. Является ли полный qJ-прообраэ .метрической подплоскости (i пло
скости S{§.метрической подплоскостью плоскости 1.]3? 

На первый вопрос можно ответить утвердительно только при  дальней
ших допущениях. Вообще говоря, ер-образ метрической подплоскости может 
по-разному вырождаться :  он может быть слишком м алым или же переводить 
неортогональные самим себе прямые в ортогональные самим себе прямые 
и т. п. При подходящих условиях от этих вырождений можно избавиться 
тем, что вместо ер рассматривать другой гомоморфизм 1.]3 на �. Это система 
тически исследовал Д р  е с с в [2] и [5]. 

Ответ же на второй вопрос всегда положителен (Д р е с с [5], теорема 1 5) . 
Пользование гомоморфизмом, если он применим, позволяет самым nро

стым образом усмотреть, является ли  множество точек и прямых м етриче
ской nодплоскостью. Кроме того, гомоморфизм дает дополнительную инфор
м ацию о геометрической природе этой метрической подплоскости. 

Рассмотрим некоторые примеры. Приведеиная в п .  8 подэллиптическая 
плоскость над полем рациональных чисел Q является полным прообразом 
евклидовой плоскости над простым полем F Р характеристики р. Посред
ством (8) определяется проективно-метрический гомоморфизм рассматривае
мой проектиано-метрической плоскости 1.]3 над Q на  особую проективно-мет-
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рическую плоскость � над F Р •  а этот гомоморфизм переводит точки подэллип
тической подплоскости плоскости 1,)3 в точки евклидавой плоскости над F р 
(евклидовой подплоскости плоскости �) . а все другие точки плоскости 1,)3 -
в точки бесконечно удаленной прямой и з  �. Вообще всякая метрическая 
подплоскость деповского типа (теорема I I I )  является полным прообразом 
пекоторой евклидавой плоскости,  если ее координатный модуль порождается 
одним элементом (Д р е с с [5], теорема 1 7 ) . Во всякой метрической плоско
сти, являющейся полным прообразом пекоторой евклидавой плоскости, имеет 
место, как непосредственно видно, аксиома пересечения перпендикуляров. 
Всякая гильбертова плоскость, получаемая из внутренности абсолюта уда
лением непустой бесконечно м алой окрестности абсолюта (независимо от 
того, существуют ли точки абсолюта  или нет) , является полным прообразом 
пекоторой модели Клейна (окрестность абсолюта при этом является полным 
прообразом самого абсолюта плоскости-образа ) .  

Применяя гомоморфизмы, Д р  е с с [4] определил все метрические плоско
сти над локальными полями.  Так как фактор-поле локального поля по опре
делению конечно, то метрические плоскости над фактор -полем только евкли
довы. Относительно метрических плоскостей над локальными полями Дресс 
установил ряд интересных теорем. Упомянем такую (см.  Д р  е с с [4] ) :  

Группа движений метрически-неевклидовой неэллиптической плоскости 
имеет согласующуюся с группой компактную топологию тогда и только 
тогда, когда координатное поле плоскости является лакальна компактным 
несвязным топологическим полем, т. е. по Ковальскому (П о н т р я г и н [ 1 ] )  
является лока 4ьным полем. 

До сих пор нет полного обозрения метрических плоскостей над полем 
рациональных чисел Q. После того как определены метри •Iеские плоскости 
над локальными полями,  возникает вопрос, можно ли получить все метри
ческие плоскости над Q из метрических плоскостей над совершенным замыкани
ем Q посредством редукции и пересечения? То же самое неясно относительно 
глобальных полей. Для метрических плоскостей, в которых выполняется 
аксиома о пересечении перпендикуляров. ответ является утвердительным,  
как сообщил Дресс в докладе на симпозиуме по основа ниям геометрии в 
Обервольфэхе в 1 963 r * ) 

1 6. Нерешенные вопросы. В заключение перечислим некоторые другие 
остающиеся откр ытым и вопросы и проблемы. 

1 )  Метрические подплоскости фиксированной метрической плоскости, если 
к ним добавить пустую метрическую подплоскость, образуют структуру. Надо 
изучить эту структуру ( или структуру подгрупп собственно ортогональной 
группы. образованных группами движений этих подплоскостей ) ** ) . 

2) А р  е н с [ 1 ]  дал систему аксиом пространствеиной абсолютной гео
метрии .  Она определяет понятие «метрического пространства», точно соот
ветствующее в трехмерном случае понятию метрической плоскости. Всякая 
плоскость метрического пространства является метрической плоскостью. Не 
ясно, какие метрические плоскости являются плоскостями метрического про
странства? Например,  конечные метрические плоскости п. 4 не поrружаемы 
в метрическое пространство. 

3)  Пусть � - собственная метрическая подплоскость обыкновенной 
проективно-метрической плоскости. Множество принадлежащих @! точек не
которой прямой из @ назовем линейным метрическим точечным множеством. 
Точки такого множества М удовлетворяют условию (2) . В М нет поляр-

* \  Бо.1ее общий подход к решению с:обратной:. проблемы см. Д р  е с с [ 1 0] . 
(П рим. перев . )  

* * )  О r 1 1 л ьбертовых подплоскостях фиксированной гильбертовой плоско· 
сти см . Б а х м а н [6]. 
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ных друг другу точек. М содержит по крайней мере три точки, а вместе 
с любыми тремя - четвертую зеркальную к ним (в исчислении симметрий 
это можно записать так ,  что «отрезки», образованные точками М, образуют 
абелеву группу, если для них задать отношение раве�rства связывающим 
симметрии условием АВ=А 'В', а операцию ввести так :  ABEJjCD =ABCD =AF, 
где F - четвертая зеркальная точка для В, С, D) . Далее, М со всякими 
двумя точками А и В содержит основание перпендикуляра всякого прямо
угольного треугольника с гипотенузой А ,  В. Достаточно ли этих условий,  
чтобы характеризовать линейное метрическое точечное множество? Каков 
алгебр аический признак линейных метрических точечных множеств? 

4) Содержит ли метрическая подплоскость обыкновенной проективно
метрической плоскости вместе с тремя точками А ,  В, С также точку D, для 
которой С А  в = C c n ? 

5) Пусть @- метрическая подплоскость обыкновенной проективно-мет
рической плоскости \.13. Всякое движение а плоскости \.13 переводит @ в 
«конгруэнтную» метрическую подплоскость @а. Всегда ли либо �а =  @ либо 
@'а и @ не пересекаются? б) Над каждым полем характеристики �2 есп- единственная r ипербо
лическая проективно-метрическая плоскость. Какие поля обладают тем свой
ством, что гиперболическая проективно-метрическая плоскость над ними со
держит метрическую подплоскость? Необходимо, чтобы в К не всякий эле
мент был квадратом. Достаточно любое из двух требований : а) К форм ально 
вещественно (теорема 1 ) ,  б) К содержит такое кольцо нормирований,  что 
в группе значений или в фактор-поле К не всякий элемент является квадра
том (теорема IV) . 

7) Существует ли метрическая плоскость с не формально вещественным 
координатным полем, в котором не выполняется аксиома пересечения пер
пендикуляров? 



Л И Т ЕРАТУРА *) 
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