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Uber die Grundlagen der Balkentheorie.

Von Professor Dr. Th. v. Kormén, Aachen.

Die Balkentheorie oder die Lehre von der Biegung diinner Stédbe beruht auf der sogenannten
Euler-Bernoullischen Annahme, indem man die Kriimmung der Zentrallinie proportional
setzt dem Biegungsmoment, welches die an der einen Seite des betrachteten Querschnittes
wirkenden Kréfte in bezug auf den betreffenden Punkt der Zentrallinie liefern. Da man an den
einigen einfachen Fillen, welche insbesonders von St. Venant in exakter Weise durchgerechnet
worden sind, erkannte, da3 diese Beziehung nur fiir sehr diinne Stabe giiltig ist, so hat man fiir
praktische Zwecke nach Korrekturen gesucht, welche die Abweichung beriicksichtigen. So
hat Grashof die mittlere Verdrehung des bei der Biegung allgemein gewdlbten Querschnitts
berechnet und eine additive Korrektion fiir die Kriimmung erhalten, welche mit der Belastung
an der betreffenden Stelle proportional ist. Diese Korrekturen beruhen auf einer halbempi-
rischen Basis; es ergibt sich daher das Problem, die Grundlagen der Balkentheorie systematisch
aus der Elastizitatslehre abzuleiten und den Grad der Approximation, sowie die nacheinander
folgenden Anndherungen zu ermitteln.

Solche Versuche sind mehrfach unternommen worden, so z. B. von L. N. G. Filon1), deren
Rechnungsgrundlagen mit den unsrigen vielfach eine Ahnlichkeit zeigen; doch sind die von
Filon betrachteten und durchgerechneten Fille zu speziell, ohne den Schritt vom mehrdimen-
sionalen elastischen Medium zum eindimensionalen Balken systematisch vorgenommen zu
haben.

Ich beschrinke mich auf den Ubergang vom zweidimensionalen Streifen zum Balken. Ein
zweidimensionaler Streifen entspricht einem Balken mit viereckigem Querschnitt, dessen Breite
sehr klein ist; die Ergebnisse gelten jedoch mit sehr guter Annéherung fiir viereckige Balken
iiberhaupt, wenn man unter Spannung und Verschiebung schlechthin die iiber die Breite des
Balkens genommenen Mittelwerte versteht.

1. Die Fragestellung.

Wir bezeichnen die Héhe des Streifens mit 24 und betrachten den unendlichen Streifen, je-
doch unter der Annahme, daB Belastungskrifte nur zwischen zwei Punkten 4 und B auftreten.
Die Strecke 4 B bezeichnen wir als die Balkenlédnge . Fiir die Balkentheorie gibt es zwei wichtige
Fille: der eingespannte und frei aufliegende Balken. Den eingespannten Balken kénnen wir auf
den unendlichen Balken dadurch zuriickfiihren, daB wir das Kraftsystem an den Balkenenden
spiegeln; beim frei aufliegenden Balken miiten die Endquerschnitte spannungsfrei sein. Falls
wir den unendlichen Streifen lings der Endquerschnitte A D und BC abgeschnitten denken,
so ist diese Bedingung im allgemeinen nicht erfiilllt. Da jedoch die Krifte, welche an dem Bal-
ken wirken, ein Gleichgewichtssystem bilden, so liefern die Spannungen an den Stirnflichen
des Balkens die Resultierende und das resultierende Moment gleich Null. Nach dem sogenannten
St. Venantschen Prinzip ist — wie man unschwer nachweisen kann — der EinfluB eines solchen
Spannungssystems nur in einer Entfernung merklich, welche von derselben GroBenordnung
ist wie die Balkenhohe. Wir wollen uns daher bei Berechnung der Kriimmung auf ,,innere‘
Punkte der Zentrallinie beschrinken, d. h. auf solche, deren Entfernung von dem Balkenende
einigermaflen groB ist gegen die Balkenhche. Die Berechnung der Krimmung an den Balken-
enden ist Gegenstand einer besonderen Untersuchung.

1) Phil. Trans. Roy. soc., Ser. A, Bd. 201, S. 63ff.
1*
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Wenn wir nun den frei aufliegenden Balken betrachten, so ist zuerst zu bemerken, dal3 wir,
ohne die Allgemeinheit einzuschrianken, simtliche Belastungskrifte an der einen, z. B. an der
oberen Begrenzungslinie angebracht denken kénnen. Wir kénnen offenbar stets oben und unten
gleiche und entgegengesetzte Belastungskrifte anbringen, ohne die Kriimmung der Zentral-
linie zu #ndern. Man kann daher samtliche Belastungskrifte durch Superposition gleicher und
entgegengesetzter Krifte, z. B. auf die obere Begrenzungslinie verschieben.

Die Aufgabe besteht alsdann in folgendem: an einem unendlich langen Streifen wirken lings
der Strecke 4 B der oberen Begrenzungslinie gegebene — stetig verteilte oder in einzelnen Punk-
ten konzentrierte — Krafte, und zwar senkrecht zur Begrenzungslinie. Diese Krifte bilden
ein Gleichgewichtssystem. Die untere Begrenzungslinie und die obere Begrenzung aufler 4 B
sind spannungsfrei. Es ist die Kritmmung der Zentrallinie y = 0 zu berechnen.

2. Spannungsfunktion und Momentenfliche.

Die Losung des elastischen Problems fiir ein zweidimensionales Kontinuum erfolgt am ein-
fachsten durch Ermittlung der Airyschen Spannungsfunktion. Die Spannungeno,,o,, 7.,
ergeben sich aus der Spannungsfunktion ¥ durch die Gleichungen (b = Balkenbreite):

1 02F 1 02F 1 o2F

T oy T b e T T b wiy
und die Spannungsfunktion muf in jedem Punkte des Kontinuums der Differentialgleichung
. 0> 07
AAF = 0 geniigen <A = + 8y2> .

Nun besteht ein einfacher Zusammenhang zwischen dem Werte der Airyschen Funktion
an der Begrenzung und der Momentverteilung lings des Balkens, indem die Differenz der Rand-
werte der Funktion F fiir ein bestimmtes z und
y = -+ h unmittelbar das Moment der duBleren Krifte
in bezug auf den Balkenquerschnitt x = const angibt.
Zunichst ist es klar, daBl infolge der Spannungsfreiheit
laings der unteren Begrenzung und an der oberen Be-
grenzung aullerhalb der Strecke 4 B F einen konstanten
Wert annimmt; wir konnen diesen Wert gleich Null
setzen. Gehen wir von 4 aus, so ist offenbar, da — o,
fiir y = kb in die Belastung p iibergeht, die letztere gleich

Abb. 1.

z
2 . F
- %{ und die Querkraft Q@ = ——fp(é‘)dé‘ :% das Moment M = F. Andererseits folgt aus
- -
0

dem Verschwinden der Schubspannung auf der Begrenzungslinie %ﬁ::().

Wir kénnen also die Aufgabe folgendermaBen formulieren: liefert das Belastungssystem eine
Momentenverteilung M (), so ist eine Funktion F(x, y) derart zu bestimmen, daB im Innern

AAF = 0 gilt, am Rande iiberall Z—F verschwindet und ¥ auferhalb der Strecke 4 B den Wert
Y
Null, aut der Strecke A B den Wert M (x) annimmt (vgl. Abb. 1).

3. Die Elementarldsung.
Wir wollen eine Funktion Fy so bestimmen, daB sie iiberall bis auf den Punkt P am oberen

Rande regulér ist und am ganzen Rand bis auf P samt ihrer ersten Ableitung Z—F verschwindet.
Y

zte
Falls wir jedoch das Integral f F,d& bilden, soll es den Wert M ergeben.
r—¢&

Falls wir diese Elementarlosung ermitteln und die Kriimmungsverteilung der Zentrallinie
berechnen, so haben wir den EinfluB des Momentes M auf die Kriimmung der Zentrallinie in
einem beliebigen Punkte bestimmt. Alsdann laBt sich die allgemeine Aufgabe durch Super-
position erledigen.

Wir wollen zunichst die Singularitdt in dem Randpunkte P ermitteln.



Uber die Grundlagen der Balkentheorie. 5}

Zu diesem Zwecke geht man am besten aus von der bekannten Losung des folgenden Falles:
ein Kriftepaar K greife an dem Randpunkte x =7 = 0 der Halbebene 5 << 0 an; es ist die
Spannungsverteilung im Innern der Halbebene zu ermitteln. Die Spannungsfunktion lautet mit

den Koordinaten x, 7, wobei# nach unten positiv gemessen wird!), F = {{_ (arctg z + gf 2) .
T n EyTy

Die entsprechenden Randwerte der Spannungsfunktion betragen fir x < 0, F = ——g, fir
x>0,F = ’KQ— Der Sprung des Randwertes um den Betrag K entspricht dem in einem Punkte

konzentrierten Kraftepaar. Wir wollen nun zwei solcher Kraftepaare anordnen in den Punkten
x = — ¢ und ¢ = ¢, und zwar mit den Momenten K und — K. Die resultierende Spannungs-
funktion lautet:

K| z+e x+e (x+e)ny (x—e)y }
F ="—qarctg —— — arct, — .

. |arete . arctg " +(x+e)2+n2 @—e) 1
Wenn wir die Randwerte beachten, so haben wir fir « < — & und  >> ¢, F = 0, dagegen fiir
—e< K <e, F =K. Wennwir nun K unbeschrankt wachsen, ¢ abnehmen lassen, so daf
2Ke = M wird, so erhalten wir die gesuchte Grundlésung zunichst fiir die Halbebene 5 < 0,
wie folgt:

2M 7l

I =T T P
ey F, 7 (2% + n2)2
Wir legen nun den Punkt ¢ =# =0 in ® =0, y =k, d. h.in einen oberen Randpunkt des
Balkens. Die Spannungsverteilung, welche der Funktion (I) entspricht, 1lafit alsdann die obere

Begrenzungslinie spannungsfrei, wihrend die untere Begrenzungslinie unseres Streifens (y = — h)
Spannungen triagt. Um die Bedingungen F' = 0, ?)_ﬁj = 0 fir y = h bzw. y = — h zu erfiillen,
wollen wir eine zweite Spannungsfunktion F,; ké/nstruieren, welche ebenfalls der Gleichung
AAF, = 0 geniigt, iiberall, auch am Rande regulir ist, fiir y = % die Bedingung F, = 0, 8811;1
= 0, fiir y = — h dagegen die Forderung F,+ F, =0, %ﬁg}’ + aaﬂyl =0 erfiillt. !

Hier beachten wir zunéchst, daf folgende Funktionen:
&in (Ay) cos (Azx), Ay Sin (Ay) cos (Ax),
Cof (Ay) cos (Ax), Ay Cof (Ay) cos (Ax),
vier Partikularlésungen von AA4F = 0 sind.

Wir wollen aus diesen vier Funktionen vier lineare Kombinationen g, ¢,, %,, u, derart zu-
sammensetzen, dafl sie folgenden Bedingungen geniigen:

gl(k):gz(k)::l uy(h)=—uy (—h) =1

(?&) __ @-‘Jg) —0 (%) _ (%) —0

0Y/ymn 0Y/y——n 0Y/yen  \OY/y__n
ga(h) =g, (—R) =0 Uy (k) =—uy (—h) =0

Eoh=— o) (@), =)

) (2 =1 | (22) =(" —=1.

ay y="h ay Yy==—h ay y=h ay y=—h

Alsdann sieht man unmittelbar, daBl wenn a (1) und b (4) Funktionen von A sind und die Inte-

grale J‘a (4) cos (Az)d i und fb (A) cos (Az)d A konvergieren, die GroBe
0

0

¢ a b
F, :Ofd/l cos Ax {2 (9, — uy) — 5 (9. — u2)}
folgenden Bedingungen geniigt:

') Vgl.z. B. Love-Timpe: Lehrbuch der Elastizitat, S. 253, wo das entsprechende Deformationssystem
angegeben ist. Die Spannungsfunktion 148t sich auf Grund der Gl. 10 auf S. 244 einfach ermitteln.
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a) sie ist eine Losung der Differentialgleichung

AAF, — o0,
oF,

oy ’

b) fir y =~ ist F,

¢) fir y=nh ist F, :fa (A) cos (Azx) dA
0

LF‘ :fb (A) cos (Ax)dA.
oy g

Nun kénnen wir F leicht in die Form eines dhnlichen Integrals bringen, indem wir beachten,
daB fir >0
—iy n
e “"cos(Ax)dA= —
Of ar=
und

—4n _ et
Of).e cos (Ax)d A = (o - 29
betrégt. Aus Kombination dieser beiden Integrale ergibt sich fiir F, der Ausdruck

M s

F, :—gf(l + An) € *cos (Ax)d A,

0

den Forderungen

wobei das Integral aufler y = 0 tiberall konvergiert. Setzen wir y = h — 7, so erhalten wir aus

Fo(—h)+F (—h)=0

(), ),
0Y/y=—n y=—h

oy
fir a (A) und b (A) die Ausdriicke:

M —2ih
a(l)v——zﬂ (2Ah+1)e
b(h) = M e,

7
Nach Durchfiithrung der Berechnung erhalten wir fiir die gesuchte Grundlosung folgenden
Ausdruck:

®

F = ;f(l + Ah— An) 4" cos (Az)dA
0

_Mfc(2h), 4+ 1) e~ 2% [Sin (AR) + AR Co)
n
0

(AR)]1Cof (Ay) — Gin (Ak) Ay Gin (Ay)
Gin (2hA) 1+ 2h4 cos (Az)d2
uf o [Gof (AR) -+ Ak in (4%)] Sin (Ay) — Gof (A1) Ay Gof (Ay)
(1) + x, (2hA+1)e Sin (24%) — 27 cos (Axz) d A
M (o un b Gin (Ah) Gof (Ay) — Cof (Ak) Ay Gin (Ay)
+ —;O 2Ahe Gin 24K —2 7k cos (Ax) dA
M °°2 2ho—2in AR Col (1B) Gin (1y) — Gin (1h) hy Bof (2y)
e ¢ Gin (2 4h) — 2 Ak

cos (Ax) d A
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Der Ausdruck (II) stellt (aufler y = k) die Spannungsfunktion dar, welche einem , Ele-
mentarmoment M an der Stelle x = 0, y = & entspricht. Fiir y = & ist das erste Integral
durch Null zu ersetzen.

4. Die Kriimmung der Mittellinie.

Es steht nun nichts im Wege, fiir den betrachteten Spannungszustand die Kriimmung der
Mittellinie zu berechnen. Bezeichnen wir die Verschiebungen eines Punktes innerhalb des Strei-
fens mit » und v, so ist die Kriimmung (positiv gerechnet, falls der Balken von unten gesehen
konvex erscheint) bei kleinen Deformationen

o0%*v

Y=

ox?

Diese GroBe 1aBt sich folgendermaBen in Ableitungen der Spannungsfunktion ausdriicken: Es
besteht zundchst zwischen Winkeldnderung und Schubspannung die Beziehung:

oy dx GV

wobei G den sogenannten Gleitmodul bedeutet. Daraus folgt offenbar
oo Lom, o
0x2 G 9x  dxdy

Andererseits ist die Dehnung in der z-Richtung (mit £ als Elastizititsmodul, » Poissonsche
Konstante)
ou 1

Sx:%ZE(%—V%)
und daraus

?u 1 (30’1 86,1)

oway  E\oy oy
oder mit Beriicksichtigung der Beziehung zwischen den Elastizititskonstanten:

» 1 1

E 26 E
R2u 1 ({)_a_aﬂ_{_aﬂ,) 1 oo,
oy oy 2@G oy

bxoy E
Nun ist

ax+ay=~—;—rAF

0Tpy 00y 1 OF
ox oy b ox2ox’
so daBl wir fiir die Kriimmung # erhalten:
%22242:__1*34]1'* 1 o°F
0ux? Eb oy 2Gbox2oy
Falls wir diese Grofle aus dem Ansatz (II) fiir die Mittellinie, d. h. y = 0 ausrechnen, erhalten
wir den verhéltnismifBig einfachen Ausdruck:

oM [ A3Gof (Ak)

Ebn) Gin(24h)— 24k
0

_ MGk o (azyda

I — _ !
(L) = 2Gbx) Gin (24h) — 24k
0

cos (Ax)dA +

Aus Gleichung (III) ersehen wir, daB die Kriimmung x an einer Stelle z keineswegs
nur vom Moment an der Stelle x selbst abhéngt, sondern jeder értliche Momen-
tenwert die Kriimmung an jeder andern Stelle beeinfluBt. Wenn wir die Momenten-
verteilung durch M (&) angeben, so ist der Beitrag des Momentes M (£) an der Stelle & zur Kriim-
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mung an der Stelle x durch M (&) k (x, &) bestimmt, wobei 'k (x, &) durch folgende Formel
gegeben ist: ,

2 [ 23Gof (Ak)

2 ([ MBCof(Ak) " 24 Gin (Ak)
Ebn) Gin (24h) — 24k
0

(I1Ta) k (x,€) = 2G’bn Gin (2Ah)—21h

cos A(x—&)dA+

cos A(x—&)d
Wir bezeichnen im folgenden £ (z, &) als die ,,Kriimmungsfunktlon“.

5. Verlauf der Krimmungsfunktion.
Um den Verlauf der Krimmungsfunktion zu untersuchen, fiihren wir zunichst die dimen-
sionslose Koordinate »;i_ =1 ein; wir ersetzen ferner Ak durch x und betrachten die beiden

Funktionen:

5 &0f u cos (ut)

1 =

am 1 (@) f Gin2u— 2yd
@m W cos (ut)

und k (t) @[41 27 2” d

a) Entwicklung in der Néahe von ¢ =0. Fiir kleine Werte von ¢ lassen sich &, ({) und
k, (t) durch eine Potenzreihe annihern. Die betreffenden Entwicklungen lauten:

k() =k, 12"
ky () = ko, 127,

wobei die Koeffizienten durch die Gleichungen

. (__l)n 3+2n@0"'[u

1”_(271,)! @m2‘u 2u

bestimmt werden. Die ersten Koefflzlenten lauten:

kyp= 7224 ky =  24.82
by = —2027  ky = — 1204
kg = + 4252 kyp =  335.1.

b) Asymptotische Entwicklung fiir grofe Werte von ¢t. Die asymptotische Ent-
wicklung fiir grole Werte von ¢ erhalten wir am einfachsten, indem wir statt der Integrale in
den Gleichungen (IV) die Integrale

Coj pernt Sinpetut
w Gin2u—2u dp und J“wl Sin2u—2u .
welche genau den doppelten Wert haben, betrachten. Denken wir uns bei komplexem ¢ den
Integrationsweg iiber einen groflen Halbkreis in der oberen Halbebene geschlossen, so ist das
Integral darstellbar durch die Summe der Residua, welche wir durch Integration um die Null-
stellen des Nenners Sin 2y — 2y erhalten. Werden die Nullstellen, nach wachsender Gréfe des
Imagindrteiles geordnet, mit wu;, pp, us UsW. bzW. u;, u,, ug usw. bezeichnet, wobei y und u
gleiche Imaginéirteile und mit entgegengesetztem Vorzeichen gleiche Realteile haben, so ist die
Summe der Residua z. B. fiir das erste Integral gleich

T fu, Cof u, eint u,m Cof emtl
2 .
’”21 260i2u,—2 ' 260j2u,—2 )
Nun kann man sich leicht iiberzeugen, daB der Beitrag des Rundintegrals lings des grofien

Halbkreises gleich Null ist und die gesuchten Integrale durch die Summe der Residua unmittelbar
dargestellt werden.




Uber die Grundlagen der Balkentheorie. 9

Um die Entwicklung auszufiihren, haben wir zunichst die Wurzeln der Gleichung Sin 2y — 2u
= 0 zu ermitteln. Man erhilt (auBer u = 0) mit sehr guter Annéherung

4 g D s e
. log{(dn+ )7} |
wobei ¢, = W ist.
Die ersten vier Werte fiir ¢, lauten ¢ = 0.18
g =0.13
&g = 0.10,
g = 0.07.
Die hoheren Wurzeln kénnen dann einfach
Fn |

2 Lot oo

Mo
gesetzt werden. Schreiben wir fiir u,, = «, + 18, = 0,7, so heiflen die beiden Integrale nach
leichter Umformung

Fy(f)= e (*nFFat) 0.3 cos (e, t — B, + 39}

ky(t)= Ze_ (on+£pt) 0q% cos {a,t — B, +49,}.
n
Von Interesse ist es, daBl die Funktionen %k, und %,
und damit die ,,Kriimmungsfunktion‘ als abhéngig von
t, d. h. von der laufenden Koordinate langs der Balken-
achse oszillatorischen Charakter haben: eine ortliche
Verbiegung des Balkens hat eine wellenartige Form-
anderung der Mittellinie zur Folge. Allerdings nimmt die
Krimmung in unmittelbarer Néahe des erzeugenden Mo-
mentes sehr rasch ab und die Amplituden der abklingen-
den Wellen sind bald verhédltnismaBig sehr gering.
Der Verlauf der beiden Funktionen, aus welchen sich
die Kriitmmungsfunktion zusammensetzt, ist in Abb. 2
dargestellt.

Abb. 2.

6. Vergleich mit der technischen Balkentheorie.

Ist fiir einen Balken — wie es bei den Anwendungen zumeist der Fall ist — die Momenten-
verteilung M (&) zwischen 0 < & < I gegeben, so ist die Kritmmung der Mittellinie an einer
beliebigen Stelle « gegeben durch die Gleichung?)

() = [ M(E) ko (z, &) dé
0

oder ausfiihrlicher geschrieben:

l 2 [ 23Gof (Ak
%:fM(g)dg{Enb Gin (2@;}1)(_A)glhcos [A(x—&)]dA
0 0

Ll [ meinah
2Gnb) Gin (2Ah) —2 Ak
0

cos [2 (@ — &)] dz}.

Da die Integrale schon fiir kleine Werte von x— £ sehr rasch abnehmen, erhilt man bei
langsam verdnderlichem Moment eine gute Anniherung, indem man

M@E) =M@ + M@ @—E&+- -

1) Die Darstellung folgt unmittelbar aus den Greenschen Sitzen, welche auf die Gleichung 44F =0
von mehreren Mathematikern iibertragen worden sind. Voraussetzung ist, daB M stetig iiberall wenigstens
einseitig differenzierbar ist. Diese Bedingung ist identisch damit, daB die Querkraft endlich bleibt. Konzen-
trierte Krifte sind jedoch durchaus erlaubt.
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setzt und die Integration statt von 0 bis ! zwischen den Grenzen — o0 und + oo ausfiihrt. Wir
erhalten dann folgende Entwicklung:

3 M(x) ” 1(9 1 3 1)
*@=gmer M Pii\0E T8 @
oder wenn man beriicksichtigt, dal — M’ () = p (x) die laufende Belastung des Balkens
darstellt

=

3M P ( 91 3 1)
56iE  bh\20 B T8 @
3
Wir wollen noch das Tragheitsmoment des Balkenquerschnitts 2_1;7}‘7 = J und die Querschnitts-

fliche 2b4 = f einfiilhren und erhalten schlieflich

M ( 91 31 )

~—+ F\10E + L
Das erste Glied entspricht der Euler-Bernoullischen Annahme; das zweite der sogenannten
,»Schubspannungskorrektion‘‘, wie sie in der technischen Festigkeitslehre 6fters angewendet wird.
Der Gedanke zu dieser Korrektion geht davon aus, daf die Querschnitte sich gegen die Normale
zur Balkenmittellinie verdrehen und diese Verdrehung zu der Kriimmung, welche dem Biegungs-
moment entspricht, zu addieren ist. Die Verdrehung des Querschnittes fiir Balken mit recht-
eckigem Querschnitt hat Grashof zu — C?f C.Bach zu % g—f errechnet, falls ) die Querkraft

dQ

bezeichnet. Beriicksichtigt man, daB i p ist, so ist der Beitrag zur Kriimmung, d. h. zur
x

Verdrehung zweier Querschnitte in der Entfernung eins nach Grashof % Gﬂ’ nach Bach 6p

5

. 9 P .
De berlautet d u Wet( )p (m 9 A>,_, oder mit Be-
mgegentiberlautet der genaue Wert { - + ; T 20G+5G i er mi

riicksichtigung der Beziehung 1_ (2 (1+ M) gleich ()4 — ﬂ_) P | Wie man sieht, ist das
q 5@ 10¢/ f
erste Glied identisch mit dem Bachschen Ausdruck, es driickt den EinfluB der Schub-
krifte auf die Kriimmung aus. Das zweite Glied liefert die ,,Gegenkriimmung*‘, welche etwa
folgendermaflen zustande kommt: die Belastung p ruft Druckspannungen o, senkrecht zur
Stabachse hervor, welche, wenn man in der Querrichtung fortschreitet, allméhlich abnehmen.
Die diesen Druckspannungen entsprechende Querdehnung ist daher in den oberen Fasern grofBer
als in den unteren, so daB3 die durch das Moment hervorgerufene Kriimmung etwas vermindert

wird. Die GroBe dieser Gegenkriitmmung ist durch ?—g . fB gegeben.
€

Die soeben durchgefiihrte Annaherungsrechnung ist nur dann giiltig, wenn M langsam ver-
anderlich ist, namentlich M"’ (x) 22 klein gegen M ist. Naturgem&lB versagt die Anniherung,
wenn M sehr rasch veranderlich ist oder sogar %l%c{ und % unstetig werden, bzw. nicht existieren,
wie es bei konzentrierten Lasten und Auflagerkriften der Fall ist. Alsdann mufl man auf die
Integraldarstellung zuriickgreifen. Eine ,,Differentialgleichung der elastischen Linie* in dem
Sinne, daB die Kriitmmung nur von dem Moment, Querkraft und Belastung an der betreffenden
Stelle abhingt, gibt es fiir diesen Fall gar nicht.

Die vorliegende Arbeit beschrinkt sich auf die Ermittlung der Kriimmung der Mittellinie.
Da wir indessen ein Verfahren zur tatsichlichen Berechnung der Spannungsfunktion F gefunden
haben, so ist ein gangbarer Weg zur Ermittlung der Spannungsverteilung im gebogenen Balken
eroffnet, welcher namentlich geeignet ist, die Abweichungen von den iiblichen Annahmen fest-
zustellen. Von praktischem Interesse ist insbesondere die Spannungsverteilung in Querschnitten
nahe der Angriffsstelle einer Einzelkraft, ferner die Verteilung der Schubspannungen bei stark
verdnderlichem Biegungsmoment. Diese Probleme werden vornehmlich in der nachfolgenden
Arbeit des Herrn Seewald erortert.



Die Spannungen und Formiinderungen von Balken
mit rechteckigem Querschnitt.
Von Friedrich Seewald.

Die Ermittlung der Tragfihigkeit eines Balkens, d. h. die Ermittlung der Spannungsver-
teilung und der Forméanderungen, hervorgerufen durch ein gegebenes Kriftesystem, ist eine der
wichtigsten und hiufigsten Aufgaben der Technik. Im allgemeinen geniigt es, die Festigkeits-
rechnung nach der elementaren Theorie, die auf Grund der Navierschen Annahme einer gerad-
linigen Spannungsverteilung aufgebaut ist, vorzunehmen. Diese Annahme ist jedoch nur dann
mit den Gleichgewichtsbedingungen am Balkenelement im Einklang, wenn tiber die ganze Linge
des Balkens ein konstantes Biegungsmoment wirkt. Mithin diirfen duBere Krifte nur an den
beiden Endquerschnitten angreifen. Bei den praktisch wichtigen Fillen greifen jedoch an den
Réndern des Balkens Kréfte an, und es entsteht die Frage, wie weit die Spannungsverteilung
dann von der errechneten abweicht. Fiir den Fall einer gleichmiBig iiber den Balken verteilten
Belastung hat St. Venant die Spannungsverteilung gefunden und fiir einige weitere Fille
stetiger Belastungen hat Timpe die Lésungen angegeben. Es stellt sich dabei heraus, daB die
elementare Losung fiir lange und diinne Stabe hinreichend genau ist. Je kiirzer der Stab ist
um so mehr fallen jedoch die Vernachldssigungen ins Gewicht.

In der folgenden Arbeit soll nun ein Weg gezeigt werden, wie fiir ganz beliebige Lastvertei-
lungen die Spannungen und Formé#nderungen in Balken mit rechteckigem Querschnitt mit
Hilfe von EinfluBfunktionen ermittelt werden kénnen.

Die Anregung zu einer solchen Untersuchung hat v. Kdrmén durch seine Arbeit ,,Uber die
Grundlagen der Balkentheorie** gegeben. Die dort entwickelte Methode eignet sich fiir die vor-
liegende Aufgabe. Fiir die hier behandelten Fragen stellte es sich jedoch als zweckméBig heraus,
die Ansétze in eine etwas andere Form zu kleiden. Daher moge hier eine in sich abgeschlossene
Ableitung dieser Anséitze gegeben werden, obwohl dabei manches, was in der K4rméanschen
Arbeit erlautert ist, wiederholt werden muf3.

Die gestellte Aufgabe wird im folgenden als ebenes Problem behandelt. Es wird also voraus-
gesetzt, dafl alle Spannungen parallel zu einer Ebene wirken. Das ist nur richtig fiir Balken,
deren Breite sehr klein ist. Bei endlicher Breite wird der Querschnitt infolge der Querkontrak-
tion verzerrt und nicht genau rechteckig bleiben. Es mufB also auch Spannungen senkrecht zu
der Ebene geben. Es ist jedoch zu erwarten, daB3 die Ergebnisse eine sehr gute Anndherung
darstellen fiir Balken mit beliebiger Breite. Die errechneten Spannungen und Verschiebungen
kann man dann als iiber die Balkenbreite genommene Mittelwerte der wirklich vorhandenen
Werte betrachten.

Spannungsfunktion.

Unter der Voraussetzung, da der Balken aus einem Material besteht, welches homogen ist
und dem Hookeschen Gesetz gehorcht, lassen sich beim ebenen Problem die Spannungen
bekanntlich als Ableitungen einer einzigen Funktion, der Airyschen Spannungsfunktion, dar-

stellen, und zwar ist:
1 9%F 1 o%F 1 o02F

Ty T exr 7T b owey
Durch diese Art der Darstellung sind die Gleichgewichtsbedingungen von selbst erfiillt. Damit

(1)
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auch die Formanderungsbedingungen erfiillt sind, muB3 die Funktion F noch der Differential-
gleichung geniigen:
02 02

AAFZO, za?‘}—é‘y?.

(2)

Spannungsfunktion und Moment.

Zunachst denken wir uns alle Lasten senkrecht zur Stabachse wirkend und am oberen Rande
angreifend. (Es wird sich spéter zeigen, da8 man den Angriffspunkt der Lasten von einem Rand
zum andern verschieben kann, ohne daf} irgendwelche Rechnung erforderlich ist.)

Infolge der Voraussetzung, da die Belastung senkrecht zur Stabachse wirkt, ist dann am
oberen sowie am unteren Rande:

1 oF
b dxdy
Daraus folgt:
oF or
—= ; —— = const. 3
7 f(x); 7y const (3)
. 1 02F -
Ferner ist am unteren Rande o, = b ot = 0, mithin
z
F
oF _ f(y) = const. (4)
ox
Am oberen Rande gilt:
o = LOF_
A R
2 2
Wenn man beriicksichtigt, daB oM p ist, so erhdlt man: ?i:&% und hieraus:
ox? ox?  dx?
F =M+ kx4 k,. (5)

Die konstanten und linearen Glieder von F kénnen jedoch ohne weiteres gleich Null gesetat wer-
den, da in die Spannungen nur die zweiten Differentialquotienten eingehen. Man erkennt
hieraus folgenden einfachen und anschaulichen Zusammenhang zwischen Moment und Span-
nungsfunktion.

Die Spannungsfunktion stellt eine Fliche dar, die am unteren Rande den Wert Null und
am oberen Rande den Wert ' = M hat. Ferner verschwindet dic &uBere Ableitung am oberen
und am unteren Rande.

Elementarlésung.

Im folgenden wird als gegeben vorausgesetzt die Momentenverteilung iiber den Balken.
Die Aufgabe besteht dann darin, die Spannungsfunktion zu suchen, die dieser Momentenver-
teilung entspricht. Man kénnte auch von den
g Lasten selbst ausgehen, jedoch st63t man dann
i auf formale Schwierigkeiten, die bei dem hier
eingeschlagenen Wege nicht auftreten. Die L&-
sung der Aufgabe soll in der Weise geschehen,
dafl zunichst die Spannungsfunktion ermittelt
wird fiir den Fall, daf3 der Balken an einer ein-
Abb. 1. zigen Stelle durch ein Biegungsmoment M be-
lastet ist, wiahrend sonst iiberall keinerlei Be-

lastung auf ihn wirkt. Diese Momentenfliiche ist in Abb. 1 dargestellt.
Legt man die X-Achse in die Balkenmittellinie, die Y-Achse durch den Angriffspunkt
des Moments, und bezeichnet man die Balkenhthe mit 2%, so kann man die Spannungs-

funktion ansetzen in Form des Fourierschen Integrals:

F = [14.(2) Gof Ay + B (1) Gin Ay + € (3) y 6of 2y + D (2) y Gin Ay] cos Azd A (1)
0

M=0
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Wie man durch Differentiation leicht feststellen kann, geniigt diese Funktion der Differential-
gleichung AAF = 0. Durch entsprechende Wahl der Funktionen 4 (1); B (4) usw. kann man
auch den vorgeschriebenen Randbedingungen geniigen.

Fir Y =5 und Y = —h muf} sein:
' or
7y 0
Daraus ergibt sich die Beziehung:
A -1 Gi B(A)- h
D) =—- (A)-2-Ginih 0()— () - A€o A

" GinAh+ AhGCof Ak’ T CojAb+ AR Gin Ak’

Setzt man diese Ausdriicke in Gleichung (1) ein, so erhilt man:

B . Giniy- Ginah ) ( — Ay@oizy-@oizh>]
F “Of [A m(““’ Y Ginah+anGoian) T B\ CMAY — G T Ginan) |08 AP 2)

Ferner wird fiir Y =h, F = M und fir Y =—h F =0.

Um die Spannungsfunktion am oberen Rande mit M vergleichen zu kénnen, mufl man auch
M als Fouriersches Integral ausdriicken. Zu diesem Zweck gehen wir aus von der Momenten-
verteilung, die in Abb. 2 dargestellt ist, namlich zwischen den Punkten X = ¢ und X = —¢

kS

die konstante Momentenverteilung M (z) = él{ und sonst iiberall M (z) = 0.
a

Nach den Regeln der Fourierschen Inte- =i
grale 148t sich diese Funktion darstellen in | | bz
Gestalt des Fourierschen Integrals: e B @ =

e ot o

Abb. 2,

M(x) = %fcos Az dlfM(oc) cos lada .
b I

In diesem Ausdruck 148t sich das innere Integral leicht ausrechnen, und man erhélt:

®

M .
M (x) = ”n—fcos AxdA- Sn;[liqf .

0
LaBt man nun a zur Grenze Null {ibergehen, so geht M (x) in die Momentenverteilung von

Abb. 1 iber und in der letzten Gleichung wird sin Aa: 1.

Setzt man nun in Gleichung (2) fiir ¥ = =+ A die entsprechenden Werte ein, so erhilt man

die Beziehungen:

A =— » . BH= - M

= Ak @in 2k ;]’ [ iap_ AR Go
2ol 74— gy 2k Gof A B S of 2t 20 G

Mit diesen Ausdriicken ergibt sich aus Gleichung (2) nach leichter Umformung:

AhGoj Ak ]

_ M ( (AR Gof 1k + Gin Ak) Cof Ay — Gt 2k- Ay - Gin Ay

7 Gin 2.k + 22k cos Az d ]

F

D

0
M [ (Ah Sindh + Cof Ah) Gin Ay — Coj Ak-Ay-Cof Ay
+ n,f T Gme2ih—2ih " cos Az dd.
0
Hiermit ist die Elementarlésung gewonnen. Die Funktion in Gleichung (3) gibt den Verlauf
der Spannungsfunktion und mithin auch die daraus ableitbaren GroBen wie die Spannungen an
jeder Stelle des Balkens an, hervorgerufen von einem Moment M an der Stelle x = 0. Sie stellt
also den Einfluf} eines Moments M an der Stelle X = Q auf den Verlauf der Spannungsfunktion
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an irgendeiner anderen Stelle des Balkens dar. Aus Gleichung (3) kann man nun leicht durch
Differentiation die EinfluBfunktionen fiir die Spannungen ableiten. Hierfiir erhilt man:

_10*F _ M ((AhGofih—@inih) Cojdy —@inih-1y-Gindy ., . .

T by ba Gin2ih+24h
0
M [ (Ah Gin Ah— Cof Ak) GinAy—Cof Ak - Ay - Cojdy .,
tm, Gin2ih—2 Ak ## cos Az dd
0 .
_1*F M | (2hCojih+ Ginih)Cof iy —Gindh-1y-Cinih .
bt bm Gin2Ah+ 21k #cos Ad2
° (4)
M [ (Ah-Gin Ak + Coj k) Gindly —Cojih-1y-Cojdy .
Ef Gm2ih—2 Ak A c0s AxdA
0
_ v aF M| AhCojih-Cindy— Gindh-Ay-Cojdy ,, .
b oxay "Tzf Gin2ih+ 22k A%sin Azd )
0
M | Ah Gin Ak-Coj Ay —Cofih-Ay-Gindy ., .
ton Sin24h—2 ik — Msindzdd.
0
Der spiteren Verwendung wegen werden die abgekiirzten Bezeichnungen eingefiihrt:
M M
0, = b_nfal (4, y) cos Axd A+ b—nsz (4, y)cosAzdA
0 0
M M
o, :_”i;;fﬂl (ﬂ,y)coslxdl—b—n H,(2,y)cos Azd 1. 4)
0 0
. M .
T= J, (l,y)smlxdl—l—b—n J (4, y)sinAzdA.

0 0
Diese Ausdriicke stellen die EinfluBfunktionen fiir die Spannungen dar. Man kénnte sie fiir be-
liebige Punkte ausrechnen und dann fiir jede beliebige Belastung die Spannungen durch -Aus-
wertung dieser EinfluBlinien finden. Im folgenden soll ein anderer Weg eingeschlagen werden,
der den Vorzug hat, daB man zu geschlossenen Formeln kommt. Um jedoch einen Uberblick
zu gewinnen iiber den Verlauf dieser Einflufilinien, sollen die obigen Integrale (4) wenigstens
tiir die Balkenmitte also y = 0 ausgewertet werden. Fiir die Balkenmitte nehmen die Integrale

die verhédltnisméBig einfache Gestalt an:

_ M 23k Cof 2h— 22 Gin Ak

%= i) T Gmoantaan  coshrd
0

__ M(WRGoiAhtR2CinAn
T T ha Gin2ih+24n 0%
0

M BhGinik .'m“
“bn) Gn2ih—2ih o :
0

An diesen Integralen soll auch die Art der Auflésung niher erliutert werden. Die spéter auf-
tretenden Integrale sind alle von derselben Form und werden genau so behandelt.
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Auswertung der Integrale.
Zunichst machen wir die Substitution A2 = z und fithren die dimensionslose Koordinate
! =% ein. Damit gehen die betrachteten Integrale iiber in:
M [23C0jz—22G@inz

= d
%= bahs Gin 2z + 22 cos ztaz
0

®©

M [23C0iz+226Ginz
= — . 5
i bnhﬁﬂ[ Gin 2z 4 22 cos ztdz (5)
0
,_ M [ BGinz
~ bakd) Gin 22— 22 S FYE

0
Fiir kleine ¢ kann man diese Integrale mit hinreichender Genauigkeit graphisch losen. Dies ge-
schah in der Weise, daB fiir die Werte 0 << 2 << 5 die zu integrierenden Funktionen aufgetragen
wurden und nach der Simpsonschen Regel integriert wurden. Fiir die Werte z > 5 kann man

2
hinreichend genau setzen Sin z = €ojz = ?2- und 22z gegen &in 2z vernachlassigen, wodurch man

leicht integrierbare Funktionen erhélt. Fiir groBe ¢ wird diese Art der Auflésung jedoch ungenau.
Deswegen wurde der Wert der Integrale fiir groe Werte von ¢ durch eine asymptotische Ent-
wicklung gewonnen.

Asymptotische Entwicklung.

Die Ausdriicke unter den Integralzeichen sind alle in z symmetrisch. Daher kann man

setzen:
E) 1+Tn
ff(z)dz ='2J‘f (2)dz.
0 —0

Fithrt man noch die Beziehung ein: €%t = cosz - ¢ 4 i sin 2¢, so ergibt sich:

K

4
ff (2) -cosztdz:*;v Realt ff(z)eiztdz_

0 —®

Ed + >
ff (2) sin ztdz = 2{ 3mff (z) eiztdz.
0

—®

Wir fassen nun z als komplexe Variable auf und wihlen als Integrationsweg die reelle Achse
von — oo bis 4+ oo und den unendlich groBen Halbkreis iiber der oberen Halbebene. Nach den
Satzen der Funktionentheorie ist der Wert eines Integrals gleich 27 mal der Summe der Residua
innerhalb des vom Integrationsweg eingeschlossenen Bereiches. Im vorliegenden Falle ver-
schwindet aber das Integral iiber den Halbkreis bei positivem ¢. (Fiir negatives ¢ ist entsprechend
der Halbkreis iiber der unteren Halbebene zu wihlen.) Somit wird der Wert der gesuchten
Integrale genommen iiber die reelle Achse unmittelbar gleich der Summe der Residua mal 27 :.
Die Residua werden gewonnen durch Integration auf einem kleinen Kreise um die Stellen, wo
die zu integrierende Funktion Pole hat, d. h. im vorliegenden Falle, um alle die Stellen, wo der
Nenner null wird. Um diese Stellen zu finden sind also zunéichst die Wurzeln der beiden Glei-
chungen Gin 2z 4 2z = 0 und &in 22— 2z = 0 zu bestimmen.

Die Wurzeln beider tileichungen liegen symmetrisch zur imaginiren Achse. Die Wurzeln
der Gleichung &in 2z + 2z = 0 werden bezeichnet mit

2, =0, + b, = ret¥nund 7, = —a, + th, = — r, €7V
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die Wurzeln der Gleichung &in 2z — 2z = 0 entsprechend mit

=0, + 18, =0,6% und 7, =—a+ 18, =—p,€
Die ersten Werte von a und b sowie o und § sind in folgender Tabelle zusammengestellt.

ay =1,1415 | b, =2,1142 | «, = 1,38 B, = 3,748
ay = 1,533 | b, =5,359 J % = 1,676 | B, = 6,95

ag = 1,766 | by =8537 | a5 =1,895 | f,=10,117
a, = 1,925 | b, =11,70 . a, =199 | B, =13274

Bilden wir nun die Summe der Residua beispielsweise fiir das erste der Integrale (5), so er-
halten wir fiir dieses Integral den Ausdruck:

n= &
M 1 2, (Soiz —z 261‘(12,, vty on° C0jZ2,—27,°Cing, iy
%= ps hame“““éo 260i22, 42 " +5 060127, 7 2 "

Setzen wir fiir z und Z die oben angegebenen Werte ein, so geht dieser Ausdruck nach leichter
Umformung iiber in:

n= x
O, =— W yr e~ @ tonllgin (@, t— b, + 3y,)
n = x
bhé Zﬂe (@n+bad) gin (a,t — b, + 2y ,).
Ganz entsprechend erhilt man fiir o, und 7 die Ausdriicke
1Y v
M nﬁﬁx ( b .
g,= bh" } r3e— (@n+bat) gin (a,t — b, + 3v,)
n=aow
M
+ NE 27 r2e~ @ntbrtgin (a,t— b, + 29,)
n=x
M N
=173 79363"(”"4‘/”"” cos (e,t — B, + 3 ).
b=

Diese Reihen konvergieren um so besser, je grofler ¢ wird. Jedoch ist auch fiir kleine Werte
von t etwa bis ¢ > 1/; die Konvergenz sehr gut. Mit Hilfe dieser Reihen wurde die Auswertung
der Integrale (5) durchgefiihrt; zur Abkiirzung werden die Bezeichnungen eingefiihrt:

M
O = s % ®)
M
0y =4 3 %0
M
e, (T
b B3 ( )
In Abhéangigkeit von ¢ haben die Funktionen o folgenden Wert:
t = oy = oy = og =
0 -+ 1,275 — 2,38 0,0000 Um eine An-
0,25 - 0,269 — 1,12 + 1,378 schauung von
0,50 — 0,405 -+ 0,272 + 1,213 dem Charakter
0,75 —0,3992 + 0,7282 + 0,55 dieser Funktio-
1,0 — 0,22 -+ 0,578 + 0,12 nen zu geben,
1,5 + 0,0148 -+ 0,1344 — 0,021 sind sie in
2,0 -+ 0,00369 -+ 0,0061 — 0,00385 Abb. 3 aufge-
2,5 -+ 0,000184 —0,00143 -—0,000296 tragen.

Die Ordinaten dieser Linien stellen die GroBe der Spannungen an irgendeinem Punkte dar,
wenn ein Moment M an der Stelle x = 0 wirkt. Wie aus dem Verlauf dieser Linien ersicht-
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lich ist, nehmen die Spannungen sehr schnell ab, wenn der betrachtete Punkt sich von der An-
griffsstelle des Moments entfernt. Bei den hier aufgetragenen Linien hat sich die Spannung
schon auf 1/400 verringert, wenn ¢ = 2 ist, d. h. wenn der Punkt um die Balkenhthe von der
Angriffsstelle entfernt ist. Bemerkenswert ist ferner, dal das Vorzeichen der EinfluBllinien
wechselt je nach der Entfernung des Punk-

tes. DaB dies so sein muf, ist durch folgende

Uberlegung leicht einzusehen. Wenn ein

Balken auf seiner ganzen Linge durch ein

konstantes Moment belastet ist, so ist be-

kanntlich ¢, =0. Aus den Einfluflinien

gewinnt man die Spannungen dadurch, da@

man jede Ordinate der EinfluBlinie mit dem

zugehorigen Momentenwert multipliziert und

die Summe bildet. Wenn nun das Moment Abb. 3.

von — oo bis -+ oo konstant ist, so mul}

diese Summe null werden. Da die EinfluBlinie fiir g, aus zwei symmetrischen Zweigen besteht,
so muB in jedem dieser Zweige von der EinfluBllinie ein positiver und ein negativer Flichenteil
umschrieben werden, die beide inhaltsgleich sind. Auch fiir ¢ gilt eine ganz entsprechende
Uberlegung. Der letzte SchluB von der Gleichheit des positiven und des negativen Teils der
EinfluBfliche gilt jedoch nur fiir Punkte der Balkenmittellinie.

Ermittlung der Spannungen fiir bestimmte Belastungen.

Auf den Balken wirke eine Momentenbelastung, die sich stiickweise in eine Taylorsche
Reihe entwickeln lasse. An der Grenze solcher Gebiete konnen beliebige Knicke oder Unstetig-
keiten in der Momentenkurve sein. Das ist eine Voraussetzung, die in der Praxis immer er-
fullt ist.

Zwischen zwei Punkten « = a und x = b liege ein solcher Bereich, wo die Momentenkurve
stetig und stetig differenzierbar ist. Die Aufgabe wird nun in zwei Teilen behandelt, und zwar
werden zunschst die Spannungen im Innern eines solchen reguliren Bereiches ermittelt. Spiter
wird dann die Wirkung der Unstetigkeiten beriicksichtigt.

Legt man die Ordinate X = 0 durch den zu betrachtenden Punkt, so 148t sich das Moment
im Innern eines oben definierten Bereiches durch die Reihe darstellen:

2 trr

: M, M
M (x) =M, + M, x+f 224 ——ad+ -

Man erhilt nun die Spannungen, indem man jede Ordinate der Einfluflinie mit dem entsprechen.-
den Momentenwert multipliziert und dann integriert. So ergibt sich z. B. fur o ‘
b

1 (Ah (Soi Ah— Gin Ah) Cof Ay — GinAh- Ay Sindy .
= | M dx 2 3
% an “ f Sin21h—27h # cos hds
ab 0 (6)
1 (Ah Gin Ah — Coj k) Gin 1y —Cof 4k - Ay Coj Ay .
— | M (x)dx - 2
+bn[ () f S oih—2ih A2cos Axd .

a 0

Aus dem Verlauf der EinfluBfunktionen kann man erkennen, dafl die Momentenverteilung in
einiger Entfernung von dem betrachteten Punkte nur von untergeordneter Bedeutung ist. Man
kann daher erwarten, zu einer guten Niherungslésung zu kommen, wenn man zunéchst einmal
annimmt, die Reihe fiir M (x) wire zu beiden Seiten des Punktes noch sehr weit giiltig bis etwa
zu den Punkten X = 1 und X = — 1. Dann erkennt man sofort, daf alle ungeraden Differential-
quotienten von M keinen Beitrag zu o, liefern, da die EinfluBfunktion in x gerade die Glieder
mit ungeraden Differentialquotienten aber ungerade in « sind. Fiihrt man fiir die iibrigen Glieder
der Reihe M (z) die Integration nach x aus, so erhélt man:
Abhandlungen a. d. Aerodyn. Inst. a, d. Techn. Hochsch. Aachen. 7. 2
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_2 w(lh(ioilh—Ginlh)@oily—einlh.ly.@inly (M, MU .

w-b” Gin2Ah+ 244 A (z — 5+ >s1nlldl
(lh@mlh Cof Ah) Gindy—Coiik-1y-Coily (M M1 MY ) .

+’m Gin 24k —22h 22(S0— g S e sindlda

0
Ganz entsprechend erhdlt man fir ¢, und 7:

P j AR Gof Ah+ eméi (;:;ih zi Mimlh Ay-Gindh (70? MU )sinudi
0 (71
Imf(zh szh+(&oiézz Szzyw(::omh AyGoily , (]li Mn+ )sinlldl
0
-2 f/m Cof Ah- egi ?;Mcin; ;Z Ay-Coidy , (MTI_ %? L. )Cosuﬂ
0
* bnflh st @glﬁglh@:oi;;hzy S (ﬂfi - J‘%E + - ) cos Ald 2

0
Wir setzen wieder:

J'f(l) sin Ald :-—2% Sm f f(A)eritda = n 3 Re

o

[f (A) cos AldA = é %eaftf/(l) el di=m1 3 Nel.
0 ®
Die Auflésung geschieht wieder mit Hilfe des Residuensatzes, und zwar wird zunéchst das
Residuum fiir die Stelle A = 0 ausgerechnet. Fiir kleine 4 kann man die Funktionen unter den
Integralzeichen in eine Potenzreihe nach i entwickeln. Das Residuum erhdlt man durch Inte-
gration auf einem kleinen Halbkreis um den Punkt A = 0. Wir betrachten zunichst die beiden
Integrale, die o, darstellen und erhalten:

&

+ .
3 \ 3 5 =17. Mu
Eﬁei(z:mzy'}if[ L2y _‘_(y« ——Sy)lzﬂ—(g——l— 3y —QLM) Mt l [M s ]e"ldA

8hs T \2k3 T 10% 8h " 80K 560 p
(v, M, MU MV .
ta [(12 Z)l e ][7 T To)enak

+ ¢
Bei der Integration um die Nullstelle liefern nur die Glieder J‘i- e*1 g} einen endlichen Wert

und zwar 7ti. Alle iibrigen Glieder ergeben bei der Integra,tionide,n Wert null. Die Integration
ist somit leicht auszufithren und ergibt:

i v 3 2 2
6,——M 12y M <*_7>+M (33/ ¥ 5lhy %_ﬁ_)+

°'8bkE b \2h% 104 b \80k® ' 8k 560 12
8bHh3
Ersetzt man nun — 12 durch J und setzt ferner:

*M MM 2p

o2 D g T axz'
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so erhalt man:

__M Py’ ﬁ) 1ozpry? | 3y> 51 y> w2 A2
Ce=T YT <2h3_10h b 3x2< 80A° 560 k% | 4 12)+
Genau ebenso ergibt sich: (8)
_P Py Y\ 1@pk yh AN
% (4h 4h3) b oa? (10Jr 8 40h3)+
— Q 2 2 1 azQ (,, )
=J (" Y ) b o 8h3

Das erste Glied von ¢, und 7 ist identisch mit der elementaren Losung; die weiteren Glieder
geben die zusiitzlichen Spannungen an, die hervorgerufen werden durch die Pressung an den
Angriffsflichen der Lasten. Diese Losung ist streng richtig, wenn sich die Momentenkurve
ohne Unstetigkeiten oder Knicke bis ins Unendliche erstreckt. Es wird sich spiter zeigen,
daB es praktisch ausreichend ist, wenn nur in einer Entfernung, die etwa gleich der Balkenhohe
ist, keine solche Storung vorhanden ist, ein Ergebnis, das nach dem Verlauf der EinfluBlinien
schon zu erwarten ist. Wenn man den Balken nun nicht bis ins Unendliche sich erstrecken 1a3t,
sondern ihn irgendwo abschneidet, so hat man, damit die Lésung richtig bleibt, an den End-
querschnitten die Spannungen anzubringen, die nach obigen Ausdriicken in diesen Schnitten
auftreten. Die in einem solchen Schnitt auftretenden o, ergeben ein Moment, das gleich dem
duBeren Moment ist. Sie haben aber keine Resultierende. Ist das @uBlere Moment gleich null,
so ist auch das resultierende Moment der Spannungen gleich null. Die Schubspannungen er-
geben eine Resultierende, die gleich dem Auflagerdruck ist, der an der Stelle anzubringen ist,
damit die duBleren Krifte im Gleichgewicht sind.

Wir gehen nunmehr dazu iiber, die Spannungen in der Nahe von solchen Stellen zu unter-
suchen, wo die Reihenentwicklung fiir das Moment nicht mehr giiltig ist. Als wichtigsten Fall
wiahlen wir den, dal die Momentenfliche Knicke hat, d. h. daf3 der Balken durch Einzellasten
belastet ist.

Der durch Einzellasten belastete Balken.

Man denke sich einen Balken an einer beliebigen Stelle durch eine konzentrierte Kraft P
belastet und an zwei Stellen, etwa £ = a und & = — b, aufgelagert. Die entsprechende Momenten-
verteilung sei M (£). Den Punkt £ = 0 legen wir in die Wirkungslinie der Kraft P. Dann er-
geben sich die Spannungen z. B. ¢, aus Gleichung (4’) in folgender Form.

® +a

fM & dé& [G’ (A;y) cos A(x — )dﬂJr [ dEfG (A, y) cos Alx — &)dA. (9)
0 ——b
Bezeichnet man das Moment unter der Last P mit M, und dle Neigungen der Momentenkurve
rechts und links von der Last mit M.’ bzw. M, so werden die beiden Zweige der Momenten-
kurve dargestellt durch die Gleichungen:

M, &) =My— M, & M, (€)= My+ M,/ -£.

Bei dem ersten Integral von (9) kénnen wir die Integramonsfolge vertauschen und erhalten durch
partlelle Integratlon zunéchst :

_ M sin A(x —a) + A

JM cosAlx —&)d& = f 3 sin A(x 4+ b)
—fM,'-§~cos AMae—&)dE = M;T asin A(x —a) — ﬂir fsin AMe—&dE

R ° +0
—i—fM,’-E-cosl(x —&dE= *J‘fl -bsin A(x + b) + {‘% [sinl(x— 5dé&.

b £b

9%

&
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Wenn man beriicksichtigt, da M," -a = M, -b = M, ist, so ergibt sich:

a a 0
JM(S’-‘) cos AMlx — &)d&E=— llﬁ, fsin Mx—&)dE+ %ifsin Ma—E)dE
b 0 )
und hijeraus: ta
fM(E) cos 2(7&—‘)d§~—]y—’cos2(x—a)+ " cos A%
? A2 A2

’

M/ M,
—Fcosl(x—}—b)—l— 7

Die durch die Last P hervorgerufenen Auflagerdriicke werden mit P, und P, bezeichnet. Dann

ist M, = P, und M, = P,. Mit Beriicksichtigung dieser Beziehung erhilt man fiir das erste

Integral von (9):
a

cosdzx.

l o
bnfM(f)dg ¢, U y) cosl(x—é')dl—£ [;2 @, (4, ) cos AxdA
=

0

«€©

P, (1
_b;ffﬁ(}l(l, y)cos A(x —a)dA
0

®X

P, 1
—_e J‘/lz G, (4, y)cos Alx +b)d A
Bei dem zweiten Integral fiir ¢, in Gleichung (9) tritt msofern eine Schwiergikeit auf, als bei der
Integration nach & die Funktion unter dem inneren Integral im Nullpunkt eine singulire Stelle
bekommt. Wir helfen uns in folgender Weise:
Die Funktion G, (A, y) hat fiir kleine 1 den Wert'
oo
Bl =—gs+ om0 M+
Da bei der oben ausgefithrten Integration nach & ein A? in den Nenner tritt, so wird
das erste Glied dieser Reihe im Nullpunkt unendlich. Dadurch ist die Integrationsfolge nicht
mehr vertauschbar. Diese Schwierigkeit kann man beheben, indem man den Ausdruck

+a
IM (& )dfflsTZ cos A (¢ — &) d A addiert und subtrahiert. Dann erhialt man:

oK

+
fM & de |6, (4y) cosh (@— &) di——12Y
—b 0

8h3

+a
f )dff[ (A )+ 8k3} cos AzdA .
b

M (&) d{-‘fcos) (x—&)da

Nunmehr ist die Funktion unter dem letzten Integral iiberall regulir und man kann genau so
verfahren wie oben. Der hinzugefiigte Teil hat eine sehr einfache Bedeutung. Wenn man be-
riicksichtigt, daB cos A (x—&) =cos Az cos Af 4-sinAx-sn Af ist, so kann man dafiir

setzen: . e m
]thZJ MEas [ con iz — )i 0 [;fM (&) -sinlléd&fsin lxdl}
0 e Y

+a @©
4 % f M (&) dE - cos szeos/lxdﬂ..
b 0
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Der Ausdruck in der Klammer ist nun weiter nichts als das Moment M (£) dargestellt in der
Form eines Fourierschen Integrals. Somit wird:
12y 12y n
8h3

dffcos Alx—&)di=

Setzt man die so erhaltenen Wert;e in Gleichung (9) ein, so erhilt man:

M 11
0 == ‘723—1—b 2G1 (A, y)[Pcos Ax — P,cos A (x —a)— P,cos A (x +b)]dx

12

0

b f12< G, (4, y)+8h3)[P cosAz —P,cos A (x —a) — P,cosA(x+b)]dA.
8bh3

In dem ersten Glied tritt nun wieder der Ausdruck auf, der das Trigheitsmoment des

Querschnittes darstellt und mit J bezeichnet werden mége. Das erste Glied der gewonnenen
Losung ist somit wieder identisch mit dem Ergebnis der elementaren Theorie. Die Spannungen o,
und 7 ergeben sich genau so. Hierbei ist auch die Integrationsfolge ohne weiteres vertauschbar,
und man erhilt, wenn fiir &, G,, H usw. wieder die urspriinglichen Werte eingesetzt werden:

M +i (ARCojAh — Gin Ah)Cof Ay — Cin Ak - Ay - Sin Ay

T2 =Ty Y T hg Gin 2Ah+ 24k
0
[Pcos Ax — P, cos A(x—a) — P,cos A(z+b)]dA
L1 Ah Gin Ah — Cof Ah) @inly—@oilh-ly-(&oily+ 12y
bn Cin 24k — 24k 8h3y?
0
[PcosAx—P,cos A(x—a)—P,cos Alx+b)]dA
. f(lh@oithr in Ak) Coj Ay — Sin Ak - Ay - Sin Ay (10)
LY Sin 24k + 24k

0
[P‘coslx—P cos A (x—a)— P,cos A(x+b)]dA

(Ah Gin Ak + Cof Ak) Gindy —Cof Ak - Ay - Cof Ay
bn Gin2ih— 2R
[P-cos Ae— P,cos Ale—a) — P,cos A(x +b)]dA

e th@oilh Gindy — Cin Ak - Ay - Coj Ay
Y @in 24k + 244

[Psin Ar—P,sin A (x—a) — P;sinA(x +b)]d A

0

[P sinAr—P,sinA(x—a)— P, sinA(z + b)]d A.

Rl [Ah Sin Ah-Cof Ay — Cof Ah- Ay - Sin Ay
bm

Sin2ih—24h
0

Diese Ausdriicke sind fiir die Lasten P, P, und P, vollstindig gleichartig. Setzt man noch
r—a =z, und x + b = x,, so tritt diese Gleichartigkeit noch besser hervor. Die Nullpunkte
von z, und x, liegen dann in den Wirkungslinien der entsprechenden Last. Daraus erkennt

man, daB in einem durch Einzellasten belasteten Balken eine Spannung Opy = — —{‘f 9 herrscht,

dazu kommen dann noch die Zusatzspannungen, die fiir alle Lasten denselben Charakter haben.
Man kann diese Zusatzspannungen fiir eine Last P ein fiir alle mal ausrechnen und dann durch
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o

Uberlagerung den Spannungszustand bei einer beliebigen Gruppierung von Einzellasten be-
stimmen. Da die Zusatzspannungen sich fiir jede Last gesondert ergeben und von dem Verlauf
der Momentenkurve sowie der Anordnung aller iibrigen Lasten vollstindig unabhéingig sind,
so ist damit die Moglichkeit gegeben, auch die Spannungsverteilung anzugeben, wenn die Lasten
an verschiedenen Randern angreifen. Man braucht nur die Zusatzspannungen an der Mittellinie
des Balkens zu spiegeln, um die Losung zu erhalten fiir eine Kraft, die an dem gegeniiberliegen-
den Rande angreift. Die Losung bleibt auch dann noch richtig, wenn alle Krifte, die auf einen
Balken wirken, in eine Wirkungslinie fallen. Sie miissen dann natiirlich gleich grof und ent-
gegengesetzt gerichtet sein, da sons - das Momen unendlich wiirde.

Um die Integrale, die die Zusatzspannungen darstellen, zu Iésen, wurden wieder die Substi-

tutionen z = Ah; t = > und o= Z durchgefithrt. Dann nehmen die Integrale die Form an:

o — ’%ﬁ f (= Cofz — Cinz) §°j 5’5;2?“ zpz-Gimpz

0

+ bth[(z C'in/z o (So[z)@%,;iz—;goi -z c‘@oi #z + 182!;] cos ztdz
0

o, — — bi’,h (st @i"}f%i ;,zifz,fimw- Ginpz sztdz 10)

0

_ P e ins 6ok Sin g Gl e ol oy,
0

7= bi’hf 2Cojz- @i@g%—z @%ﬂ@ﬂ ? sin ztdz
o g S S

0

Die Auswertung dieser Integrale ist durchgefiihrt fir 4y =0, u = + é und y = + 1. Diese

Integrale lassen sich auswerten genau wie die fritheren, nur fiir g = + 1, d. h. fiir den Rand,
an dem die Last angreift, muBl man mit dem Ausdruck fiir ¢, erst eine kleine Umformung vor-
nehmen. Setzt man in beiden Integralen fiir ¢,’, u = + 1, so erhélt man:

, P Gin22z+ 422 3 s
O = hhm) | Gint2s—dm 2|0
0
Dieses Integral ist unbestimmt, denn fir grole Werte von z nihert sich der Ausdruck in der
eckigen Klammer dem Wert 1. Das Integral wird aber bestimmt, wenn man die Spannung,
die am oberen Rand einer Halbebene durch eine Einzellast hervorgerufen wird, in Form eines
Fourierschen Integrals darstellt und diesen Ausdruck von dem zu losenden Integral abzieht.
Die Spannungsfunktion fiir diesen Fall ist bekannt. Sie lautet, wenn die a-Achse ein den oberen
Rand der Halbebene und die y-Achse senkrecht hierzu in die Wirkungslinie der Kraft ge-

legt wird:
P
F = --z-arctg .
7" Y

Hieraus erhilt man:
oL 292
T bm (y? a2
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Abb. 5b—c.

Abb. 5a. Abb. 6a—c.



24 Friedrich Seewald:

Dieser Ausdruck wird dargestellt durch das Fouriersche Integral

Gm:b%f(l +Ay)e *vcos AxdA.
0

Die Identitit beider Ausdriicke ist durch Ausfiihrung der Integration leicht nachzuweisen.
Wir bilden die entsprechenden Ausdriicke fiir den oberen Rand, d. h. fiir = 0. Wenn wir diesen
Wert addieren und subtrahieren, so erhalten wir fiir das obige Integral den Ausdruck:

o/ — P 2ya? P 822 3 td
T bu(yr+a?),_, bmwh)\Cin22z—422 222 CoSELAE -
0
Nunmehr verhélt sich die Funktion unter dem Integralzeichen fiir groBle z wie g(ls‘;i . Das
2

2

Integral ist also bestimmt. Der Ausdruck % hat fiir den oberen Rand iiberall den Wert 0,
Y2t

nur fir den Punkt x = 0 wird er unendlich. Die Ermittlung der Spannungen bietet nunmehr
keine Schwierigkeiten mehr. Die Losung geschah wie frither. Die Ergebnisse sind in Abb. 4 bis 6
aufgetragen,

Diese Zusatzspannungen sind von der Stiitzweite des Balkens und von den sonstigen Lasten,
die auBler der betrachteten Last P noch wirken mdgen, ganz unabhingig. Die Spannung

0y = — JL} y hingegen wichst proportional mit der Stiitzweite. Daraus kann man schlieflen,

daf} bei kurzen Balken die Zusatzspannungen von gréBerer Bedeutung sind, wihrend bei langen
Balken die Spannung ¢,,, so gro3 wird, dafl daneben die Stérung durch die Einzellasten keine
Rolle mehr spielt.

Mit Hilfe der aufgetragenen Kurven in Abb. 4 bis 6 kann man sich nun fiir jede beliebige
Anordnung von Einzellasten den vollstindigen Spannungszustand mit sehr geringer Miihe er-
mitteln. Man hat nur zu der Spannung o, , die durch die Kurven dargestellten Zusatzspannungen
zu tiberlagern.

Um noch ein weiteres Beispiel zur Anwendung der hier gewonnenen Ergebnisse zu geben,
soll noch die Verteilung der Schubspannungen iiber einen Querschnitt eines von Einzellasten
belasteten Balkens ermittelt werden. Diese Aufgabe, die vor allem bei kurzen Balken wichtig
ist, 1aB3t sich ohne weiteres I6sen. Die Ermittlung der Verteilung der Schubspannungen ist hier

durchgefiihrt fiir den Belastungsfall von Abb.7. Wird bei einer solchen Lastanordnung -}é— sehr

klein, so hat man den Fall, der gewchnlich als Abscherung bezeichnet wird. In Abb. 7a ist das
Ergebnis fiir den Querschnitt, der in der Mitte
zwischen beiden Lasten liegt, fiir verschiedene

Verhaltnisse }lz aufgetragen. Man sieht dar-

aus, dal} die Schubspannungen, wenn die
Lasten nahe zusammenriicken, an beiden
Réndern sehr grof und in der Mitte sehr
klein werden. Je groBer der Abstand der
Lasten wird, um so mehr nahert sich die Ver-

Abb. 7. teilung der Parabelform. Bei einem Verhiltnis

‘}l; = i ist die parabelformige Verteilung schon fast erreicht. Von Interesse ist auch die Ver-
teilung der Schubspannungen iiber einen Querschnitt, der auBerhalb der beiden Lasten liegt.
Es ist deshalb auch fiir einen solchen Querschnitt, der in der Entfernung ! von einer der
Lasten liegt, diese Verteilung ermittelt und in Abb. 7b aufgetragen. Die Summe aller Schub-
spannungen, die in einem solchen Querschnitt wirken, ist zwar gleich null, jedoch treten auch
dort, wie aus Abb. 7b ersichtlich, Schubspannungen von ganz erheblicher Gréfe auf. Diesen
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Umstand hat man zu beriicksichtigen, wenn man durch Uberlagerung die Losung fiir einen ande-
ren Belastungszustand gewinnen will.

Fiir viele Fille ist es von Wichtigkeit, die Richtungen der Hauptspannungen zu kennen.
Im Eisenbetonbau z. B. geschieht die Anordnung der Eisen in der Regel so, daB sie méglichst

Abb. 7a. Abb. 7h.

in der Richtung der Hauptspannungen liegen. Auch diese Aufgabe liBt sich auf Grund der
gewonnenen Ergebnisse wenigstens niherungsweise 16sen. Fiir y = 0 und y = -+ % kann man

an Hand der Kurven in Abb. 4 bis 6 den vollstindigen Spannungszustand und mithin auch die
Hauptrichtungen ermitteln. Vom oberen und unteren Rand wei man ohnehin, dal sie Haupt-
richtungen sein miissen, da dort die Schubspannungen null sind. Ein so ermitteltes Richtungs-
feld legt die Spannungstrajektorien so weit fest, dafl man diese niherungsweise einzeichnen

Abb. 8.

Abb. 9.

kann. Auf diese Weise sind fiir zwei verschiedene Belastungsfille die Spannungstrajektorien
ermittelt und in Abb. 8 und 9 aufgetragen.

Mit dhnlichen Fragen, wie sie bisher hier behandelt wurden, beschiftigt sich auch eine Arbeit
von Herrn Dr.-Ing. Bleich iiber ,,Den geraden Stab mit Rechteckquerschnitt‘, die in der
Zeitschrift der Bauing., Jg. 1923, H. 9—11, verdffentlicht ist. Auch in dieser Arbeit ist das
Problem mit Hilfe der Spannungsfunktion behandelt, und zwar ist die Spannungsfunktion
dort in Form einer Fourierschen Reihe angesetzt. Dieser Ansatz ist an die Voraussetzung ge-
bunden, dafl die Belastung, die auf den Streifen wirkt, sich von — oo bis + oo periodisch wie-
derholt. Um nun die Losung fiir einen Balken von einer endlichen Linge zu erhalten, muB3 man
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aus diesem Streifen ein Stiick herausschneiden und an den Endquerschnitten die dort herrschen-
den Spannungen durch Uberlagerung beseitigen. Die zu iiberlagernden Spannungen sind nun
aber durchaus von derselben GréBenordnung wie die gesuchten Spannungen. Die Uberlagerung
kann aber nur naherungsweise geschehen. Es ist nicht méglich, wie Herr Dr. Bleich vorschligt,
das hierdureh bedingte Randwertproblem streng zu losen, dadurch dafl man eine neue Span-
nungsfunktion ansetzt wie die erste und nur die Koordinaten X und Y vertauscht. Auf diese
Art erhielte man die Losung fiir einen Balken, der eine endliche Lénge aber eine unendliche
Hoéhe hat. Einer solchen Losung ist aber sicherlich eine angenadherte, die die Randbedingungen
am oberen und unteren Rande erfiillt, vorzuziehen. Demgegeniiber erscheint es als ein Vorteil
der hier gegebenen Losung, daB man die Spannungsfunktion fiir einen Streifen, der nur in einem
endlichen Bereich Lasten tragt sonst aber unbelastet ist, unmittelbar gewinnen kann, ohne
daB man Uberlagerungen machen muB, die nur angenihert vorgenommen werden konnen.
Weiterhin erscheint es als ein Vorteil der hier benutzten Methode, dafl sich sehr leicht die Tren-
nung der Losung vollziehen 148t, in zwei Teile, von denen der erste Teil in einfachen analyti-
schen Ausdriicken erscheint, und die Losung darstellt fiir s'etige Belastungen. Durch diesen
Teil der Losung gewinnt man infolge der oben niher erlauterten Ubereinstimmung einen An-
schluB} an die elementare Theorie bzw. die schon bekannten Spannungsfunktionen. Der zweite
Teil stellt dann nur noch die Zusatzlosung dar fiir die Stellen, wo Unstetigkeiten in der Be-
lastung vorhanden sind. Diese Zusatzlosungen haben nun alle die fiir die praktische Anwendung
sehr angenehme Eigenschaft, dafl sie ein fiir allemal ausgerechnet werden kénnen, da sie nur
von der Art der Unstetigkeit in der Belastung abhingen, von der sonstigen Anordnung der
Belastung aber ganz unabhéingig sind. Auf diese Weise gewinnt man ein kiares Bild von der
Spannungsverteilung. Auflerdem scheint diese schrittweice Losung der Aufgabe fiir die Ge-
nauigkeit der Auswertung von Vorteil.

Beim Verg eich der Ergebnisse zeigen sich einige Abwe.chungen. Zu den in Abb. 18 der
Bleichschen Arbeit aufgetragenen Kurven fiir ¢, ist folgendes zu bemerken. Fiir den einen
Grenzfall, daB die Belastung zu beiden Seiten des betrachteten Querschnittes in der Mitte des
Balkens noch auf eine groBere Entfernung konstant bleibt, d. h. daB in der Bleichschen Be-

zeichnung b klein wird, miiBte sich die Losung dem Werte nahern, der fiir die stetige Belastung
gilt. Hierfi(;r is aber ¢, = *% y+p (g};_- fﬁ) Fiir diesen Fall unterscheidet sich also
die Spannung ¢, am oberen und unterén Rand von dem nach der elementaren Theorie errech-
neten Wert um den Betrag g . Fiir den anderen Grenzfall, daf3 die Streckenlast sich der kon-

zentrierten Kraft niahert, miiBte die Losung in die hier fiir Einzellasten ermittelte iibergehen.
Fiir den oberen Rand ist ein Vergleich nicht méglich, da die Spannung unendlich wird. Fiir
den unteren Rand aber hat nach dem hier ermittelten Ergebnis die Zusatzspannung immer
umgekehrtes Vorzeichen als die Spannung nach der Navierschen Theorie, dort miilite also

Abb. 10. Abb. 11.

die Spannung verringert werden. Fiir beide Grenzfille stimmen die Ergebnisse nicht mit den
hier ermittelten iiberein. Auch die Spannungsverteilung iiber den Querschnitt, die in Abb. 19
der Bleichschen Arbeit wiedergegeben ist, scheint nicht im Einklang mit der hier gegebenen
Losung. Die dort angegebene Spannungsverteilung entspricht wiederum etwa dem Ausdruck

0, = — g y+op (%}% + l");_y}) der fiir stetige Belastung gilt. Ist jedoch die Strecke, auf der die
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Last wirkt, klein, dann entstehen im Inneren des Balkens ganz erhebliche Zugspannungen. Die hier
ermittelte Verteilung der o, iiber den Querschnitt unter der Last ist in Abb. 10 aufgetragen fiir
den Fall, daB die Stiitzweite klein ist, oder wie hier gezeichnet, zur Grenze null iibergeht. Ver-
groBert man die Stiitzweite, so geht diese Verteilung iiber in diejenige von Abb. 11, die fiir lange
Balken gilt. In beiden Abbildungen sind nur die Zusatzspannungen aufgetragen. Um fiir den
Belastungsfall von Abb. 11 die endgiiltige Spannungsverteilung zu finden, mufl man noch

die geradlinig verteilte Spannung ¢, = —%‘]{ y iberlagern.

An Hand von Abb. 4 kann man leicht die Verteilung von ¢, iber jeden anderen Querschnitt
bei beliebiger Stiitzweite und beliebiger Anordnung von konzentrierten Kréiften angeben. Die
Schubspannungen, die hier in Abb. 7a angegeben sind, stimmen recht gut mit den von Herrn
Dr. Bleich ermittelten iiberein. Jedoch ist dabei nicht daran gedacht, dafl auch in Querschnit-
ten, die n'cht zwischen den beiden Lasten liegen, Schubspannungen entstehen. Fiir kurze Bal-
ken, und nur fiir solche hat die ganze Betrachtung Bedeutung, sind aber diese Schubspannun-
gen, wie aus Abb. 7b ersichtlich, von derselben Gréfie wie die zuerst betrachteten. Sie kénnen
also bei Uberlagerungen nicht vernachlissigt werden.

Die Krimmung.

Wir gehen nun dazu iber, die Kriimmung der Balkenmittellinie zu berechnen. Die Bezie-
hung zwischen Krimmung und Spannungsfunktion ist jpus den Forménderungsbedingungen
am Balkenelement leicht zu gewinnen. Bei kleinen Deformationen kénnen wir fiir die Kriim-
mung hinreichend genau setzen:

b 0%v

ECE
Mit den iiblichen Bezeichnungen:

E = Elastizitdtsmodul,

& = Dehnung,

G = Gleitmodul,

y = Winkeldnderung, )

u = Verschiebung in der X-Richtung,

v = Verschiebung in der Y-Richtung
1sh:

)

Aé)?{ ov T

yﬂ—a‘y 5;6= G

1 1 )_E)u
(II) smME' <6~v_>_gy ‘ay‘
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Durch Differentiation dieser beiden Gleichungen erhilt man:

2o 1 2

ot G o
02u 1 (8% Wlﬁ@o,,)

éx®  E \oy m oy

und hieraus:
020 1 de, 107 1 do,
(1) b= T T E oy  Gie mE oy
Das erste Glied gibt den Einflufl der Spannungen an, die in der Richtung der Stabachse wir-
ken. Das zweite Glied stellt den Einfluf der Schubspannungen dar, es ist also in Anlehnung
an die iibliche Bezeichnung als Schubspannungskorrektion zu betrachten. Interessant ist das
letzte Glied, das den EinfluB der Querkontraktion angibt. DaB ein solcher EinfluB} bestehen
muB, kann man leicht einsehen. Ein Balken sei an seinem oberen Rande durch eine Druck-
kraft belastet. Der Balken wird sich infolge der entstehenden Momente und Querkréifte nach

unten durchbiegen. Infolge der Querkontraktion entsteht nun eine Verlingerung der Fasern,
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die am oberen Rande am groBten ist, da dort die Spannungen ¢, am gréten sind. Nach unten
hin nimmt diese Dehnung ab und ist am unteren Rande gleich null, da dort ¢, gleich null ist.
Durch diese einfache Uberlegung kann man also schon erkennen, da8 infolge der o, eine Gegen-
kriimmung entsteht, welche die durch ¢, und 7, hervorgerufene Kriimmung etwas vermindert.
Wenn man in Gleichung (III) die Spannungen durch die entsprechenden Ableitungen von F
ersetzt, so ergibt sich:
& 1 o3F 1 ¢3F 1 o3F

T bG o0y bE oyd  mEboatoy’
Bilden wir die Differentialquotienten der friither aufgestellten Elementarlosung (Gleichung (3),
so erhalten wir die Krimmung an einem jeden Punkt des Balkens, hervorgerufen durch ein
Moment M an der Stelle z = 0. Die so gewonnene Funktion stellt also die EinfluBfunktion
fiir die Kriimmung dar. Wir wollen uns bei der folgenden Untersuchung beschrinken auf die
Kriimmung der Mittellinie des Balkens. Hierfiir ergibt sich, wenn man die in Gleichung (11)
vorgeschriebenen Differentiationen ausfithrt und Y = O setzt der Ausdruck:

(11)

A2cos Axd A

P 4[1% Sin Ak — 24Coj Ak
" Ebn Gin 24h — 21k

®

1 M 22k Ginihk
R T T 32
TG bn Sin o2k — 27k cosAwda

1 M A2h Cin Ak

1 M| hCwmih .,
mE br ) Gin 2/11»—2,1;,'1 cos AxdA.
0

Haben wir irgendeine Momentenverteilung M (£) zwischen zwei Punktenf = a und & = b,
so erhalten wir die Kriimmung an irgendeinem Punkte z durch die Gleichung:

Alh Gin Ah— 2260 Ak

— 2 _
K== Ebn de, Gneah—2n A oosklE—a)d
2h Gin Ak
fM ‘ff@leh 2”&/1 cos A(x — &)dA (12)

A%h Gin Ah
- mmnf MiEas [m’l cos Mo = 8.
a 0

Auch hier nehmen wir wieder an, dal die Momentenkurve stiickweise in eine Potenzreihe ent-
wickelt werden kann. Wir betrachten einen Punkt im Inneren eines so’chen Bereiches und neh-
men wie frither bei den Spannungen, um zu einer Niherungslésung zu gelangen, zunichst an,
die Reihe fiir das Moment wére nach beiden Seiten noch weithin giiltig. Wie bei den Spannun-
gen, so liefern auch hier nur die geraden Differentialquotienten von M einen Beitrag zur Kriim-
mung. Die Ausfithrung der Integration geschah wieder genau wie friither mit Hilfe des Resi-
duensatzes und lieferte das Ergebnis:
" v 3

K= g [~ Mo g+ 3500 romno X7
A3 Lk MIV VI ]
+Gb[ 4hM 40 +5600M A

LBy (VTR ]
mEb[ a0 M T agee T
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Setzt man wieder: 3 1 o
26h5 gohs 0 wnd MT=—p -
so erhalt man: 12
_M b3 1 82h2%p 1 645R° o%p
" EJ E- b 104 ' Eb 28000x2 ' Eb 108000 ozt
1 3 1 h 0%p 1 17-h304p
2 - . rer i 4 .. 1
Taban? T ®b 20022 ®b 5600 8x4+ (13)
1 3 1 h 0%p 1 - h3 04p

mEb 4h mEb 400622  mEb 5600 oxt
In diesem Augenblick stellt die erste Reihe die Kriimmung infolge ¢, dar. Das erste Glied die-
ser Reihe ist wieder identisch mit der Losung auf Grund der Navierschen Annahme, wah-
rend die weiteren Glieder davon herriihren, dal die Spannungsverteilung nicht gradlinig ist.
Die zweite Reihe gibt den Einfluf} der Schubspannungen an, und zwar das erste Glied fiir eine

parabolische Verteilung. Setzt man in diesem Ausdruck 2bh = F, so geht er iiber in (;if’ -1,5.

Dies ist genau gleich dem von Grashof angegebenen Wert fiir die Schubspannungskorrektion.
Die weiteren Glieder dieser Reihe geben die Wirkung der Schubspannungen an, die nicht para-
bolisch iiber den Querschnitt verteilt sind. Die letzte Reihe endlich gibt den EinfluB von o,
infolge der Querkontraktion, wie oben schon erliautert. FaBt man alle Glieder mit gleichen

Ableitungen vermittels der Beziehung & = 277%1) zusammen, so erhilt man fir m = 10/3:
m
K—W+ 11+3p b 00333+ 22 2 500328 - .. (13a)
022 G-b oxt Gb

Das zweite Glied dieser Relhe komm’c dem Bachschen Wert fiir die Schubspannungskorrek-
tion sehr nahe. Dieser Wert ist & Rf‘ g . Aus der obigen Ableitung dieser GroBe erkennt man

aber, daB es nicht ganz zutreffend ist, sie als Schubspannungskorrektion zu bezeichnen, da
auch die Wirkung einer nicht gradlinigen Verteilung von ¢, und der Einflu} von ¢, mit darin
enthalten ist. Bis zu diesem Ergebnis ist die Kriimmung in der oben erwahnten Arbeit des
Herrn von Karméan schon behandelt.

Die Kriimmung infolge konzentrierter Lasten.

Wir legen wieder denselben Belastungsfall zugrunde wie oben bei den Spannungen. Ein
Balken sei an zwei Stellen unterstiitzt und an irgendeiner beliebigen Stelle durch eine konzen-
trierte Kraft belastet. Die Momentenkurve besteht dann aus zwei Zweigen, die sich darstellen
lassen durch die Gleichungen

M) = My—M, - &,

M¢E=M,—M,/ &
Hierin bedeuten M,” und M," wieder die Neigungen der beiden Zweige der Momentenkurve.
Setzen wir diese Ausdriicke in Gleichung (12) ein, so kann die Integration genau so geschehen
wie frither. Bei dem ersten Integral mufl wieder die Singularitdt behoben werden, das geschieht
in derselben Weise wie bei den Spannungen So erhalten wir:

K — Eﬁ)ﬁ fM decosl(x—f)dl
1 22h Gin Ah — 2ACof 1A 12
+Eb—n [ e TP T 8h312] [Pcos Ax— P,cos A(x—a)—P,cos A(x—b)]dA (14)
0

1 1 hA® Gin Ak
+<Gbn‘mE’bn) WQ}]L[P OSAZ‘ P,cosl(x—a)——Plcosl(x—b)]d/’l.
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Das erste dieser Integrale ist aber, wie leicht nachzuweisen, gleich M (&) geschrieben in der Form
eines Fourierschen Integrals. Dieser Ausdruck stellt also wieder dieselbe Losung dar, die sich
auch nach der elementaren

Theorie ergibt. Die iibrigen

Glieder stellen wieder Zusatz-

losungen dar, die nur von einer

einzigen Kraft und deren An-

griffspunkt abhéngig sind. Man

kann also auch hier wieder die

Krimmung fiir eine beliebige

Anordnung von Einzellasten ge-

winnen, indem man zu der ele-

Abb. 12. mentaren Loésung die Zusatz-

l6sung fir jede Last P hinzu-
fugt. Die Integrale (14) sind
gelost genau wie die fritheren.
Die sich daraus ergebende zu-
sitzliche Krimmung K' ist
nach Einfithrung der Beziehung
G = om-E und m = 10

2 (m+ 1)

zusammengefal3t und in Abb. 12
aufgetragen. Um einen Einblick
zu gewinnen, wie grof} diese zu-
satzliche Krimmung im Ver-
gleich zu der nach der elemen-
taren Theorie ermittelten ist, ist
in Abb. 13 die vollstindige Kriimmung fiir einen Balken aufgetragen, dessen Spannweite gleich
der Hohe ist, und der in der Mitte durch eine Einzellast P belastet ist. Auch hier ist die Zusatz-
l16sung k, nur bei sehr kurzen Balken von Bedeutung, da sie fiir alle Lingen denselben Wert hat,

Abb. 13.

wihrend der Ausdruck £, = % sich proportional mit der Lange indert.

Die Biegelinie.
Von Interesse ist nun noch die Biegelinie. Fiir solche Bereiche, in denen sich die Momenten-
kurve in eine Reihe entwickeln 1a6t, erhilt man die Gleichung der Biegelinie am einfachsten
durch zweimalige Integration von Gleichung (13a). So ergibt sich:

[[Mdzdx [[pdzda h 2p hd
=g T AT me . b
g7 T BT 0038w

Die zweimalige Integration von pnach x ergibt aber das Biegungsmoment, und entsprechend
liefert die zweimalige Integration von M nach x das statistische Moment der Momentenfliche.
Wenn man letzteres mit S,; bezeichnet, so erhiilt man:

Sy M 3 2p b3
Tps e VTP gy 0038 G

.0,00328 + - - -

U= -0,00328 + - - -

Das erste Glied dieser Reihe ist identisch mit dem Mohrschen Satz, das zweite ist die sogenannte
Schubspannungskorrektion usw.

Die Durchbiegung infolge konzentrierter Lasten.

Wir integrieren Gleichung (14), die die Kriimmung infolge von konzentrierten Lasten dar-
stellt, zweimal nach z und erhalten:
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_ JIMdzdx
U=—""%

1 A2h SinAh—2ACoj Ak 12
+mffdxdxf[ S aih—2ih +8h-‘/’tz [PcosAx—P,cor A(lx—a)—P,cosA(x+ b)] dA

1 1 hA2 Gin Ah
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Die erste Integration nach x lé,ﬁt sich ohne weiteres ausfithren. Dabei ergibt sich:

U_:_i,

F%bf ﬂzh@mAh -Gojdr 12 ] [PsitAz—P,sinA(x —a) — P,sinA(z +b)]d A

Gin2ih —2ih T 8h3 A5
1 1 AR Gin Ah . . .
+<Gbn *mEbnMd f@leh 7 — o A — Prsind(z —a) = Pysind (v + b)ld1.

Um aber die zweite Integratlon nach « ausfiihren zu kénnen, miissen wir bei allen drei Inte-
gralen die Singularitat fiir 4 = 0 beheben. Wir entwickeln aai” in ein Fouriersches Integral
x

und erhalten

1(1 . . .
=— ][Psm/'twa,sml(x»—a)—P,sm/'L(x—}—b)]dl.

0

Diese Identitdt addieren und subtrahieren wir von jedem der Integrale, nachdem sie vorher
mit einem konstanten Faktor multipliziert sind. Dieser Faktor wird so bestimmt, daB die Sin-
gularititen im Nullpunkt verschwinden. Dann kann man die zweite Integration ausfiihren
und erhélt:

oM
ox

g _Sw Me 3 1.3 1 3
B onlE 00 @ 4 Tme 41@)
1 Al Sindh —2C0j Ak 3 3
Enbﬂ A(Sin2Ah—224h) " 2hdpe 10W] [Peosde—Poos Az—a)—Pyeos Aw+b)]d A
1 1 hSinAh
-+ (ﬁbn'AGbn>J>{®m2lh~2lh 4hl J[Pcos}{x P.cos A{x—a)—P,cos A (x+b)]dA.

Die beiden ersten Ausdrucke ergeben wieder denselben Wert, den man auch mit der elementaren
Theorie bekommt, sowie die Schubspannungskorrektion. Die beiden Integrale liefern wieder
die Zusatzlosung fiir Punkte in der
Nihe der Einzellasten. Auch diese
Zusatzlosungen sind so beschaffen,
daBl man sie fiir eine Last P ein fiir
allemal ermitteln kann, und daf3 dann
durch Uberlagerung fiir jede beliebige
Lastanordnung die Biegelinie gefun-
den werden kann.
" Diese beiden Integrale sind gelost
genau wie die fritheren. Beide sind
wieder unter Zugrundelegung der Be- Abb. 14.
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mE
2(m+1)
Zusammenfiigen der einzelnen Teile der Lésung ist dann in Abb. 15 die Durchbiegung fiir
einen Balken aufgetragen, dessen Spannweite gleich der Hohe ist. Dabei zeigt sich, daB
man die Durchbiegung etwas zu grof} erhilt, wenn man mit den beiden ersten Gliedern U, -+ U,
rechnet, ein Ergebnis, das zu erwarten war nach dem, was oben iiber den EinfluB} der Quer-

ziehung G = und m = -léq zusammengefalt und in Abb. 14 aufgetragen. Durch

Abb. 15.

kontraktion gesagt ist. Man erkennt jedoch leicht, daf die Schubspannungskorrektion U, und
noch mehr die Zusatzglieder U’ mit wachsendem }ZL schr bald bedeutungslos werden und nur bei

ganz kurzen Balken ausschlaggebend sind. Von besonderem Interesse scheint es, dafl die hier
errechnete Biegelinie nur in der Nihe des Lastangriffs von der elementaren Losung abweicht,
und schon in sehr geringer Entfernung vom Lastangriffspunkt die strenge Losung in die ele-
mentare tibergeht.

Randbedingungen an den Endquerschnitten.

Bei allen Ergebnissen ist zu beachten, daf sie streng nur giltig sind, wenn der Balken zu
beiden Seiten der Auflager unbelastet bis in Unendliche weiter geht. Wir wollen noch versuchen
zu beurteilen, wie groB der Fehler ist, den man begeht, wenn man diese Ergebnisse anwendet
auf Balken, die in beliebiger Entfernung vom Auflager abgeschnitten sind. Um die strenge
Losung fiir einen solchen Fall zu erhalten, miifite man an dem Endquerschnitt die Spannungen,
die sich nach der hier angestellten Untersuchung ergeben, durch Uberlagerung beseitigen. An
sich sind diese zu iiberlagernden Spannungen nicht sehr bedeutend, auch dann, we n der
Schnitt in sehr geringer Entfernung vom Auflager gefiihrt wird. Es wére aber moglich, daf}
an einer Stelle, wo schon erhebliche Spannungen wirken, diese durch die iiberlagerten Spannun-
gen verstirkt werden kénnten, und daf3 so eine nachteilige Wirkung entstehen konnte. Die zu
iiberlagernden Spannungen bilden nun ein Gleichgewichtssystem, haben also kein Moment
und keine Resultierende. Von einem solchen Gleichgewichtssystem kénnen wir aber auf Grund
der vorliegenden Ergebnisse sofort angeben, wie grofi sein Einflufl in irgendeiner beliebigen
Entfernung ist. Denken wir uns den Balken etwa unmittelbar neben dem Auflager abgeschnit-
ten, so haben wir ein solches System von Spannungen, deren GréfSe in jeder Entfernung von
dem Schnitt bekannt ist. Machen wir nun die sehr naheliegende Annahme, dafi das zu iiber-
lagernde System in derselben Weise abklingt wie das bekannte System, so kann man an Hand
der Kurven in Abb. 4 bis 6 ohne weiteres ablesen, wie gro der begangene Fehler etwa sein
wird. Nimmt man z. B. an, die Entfernung zwischen Endquerschnitt und Auflagerkraft sei
gleich der halben Balkenhdhe, so kann man auf diese Art abschitzen, dafl die Spannungen in
dem Schnitt durch das Auflager sich um etwa ein Prozent indern wiirden, wenn die Uberlage-
rung durchgefiihrt wiirde. Nach der Balkenmitte zu wird natiirlich der Einflul noch sehr viel
geringer. Ein solcher Grad der Genauigkeit kann aber wohl als ausreichend betrachtet wer-
den. Die unvermeidlichen Fehler, die darin begriindet sind, dafl man gezwungen ist, Annahmen
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iiber die Beschaffenheit des Materials und auch iiber die wirkenden auBeren Krifte zu machen,
sind sicherlich von derselben GréBenordnung.

Zusammenfassung.

In vorliegender Arbeit ist zunéchst gezeigt, wie man fiir jede beliebige Belastung geschlos-
sene Formeln fiir die Spannungen, die Kriimmung und die Biegelinie ermitteln kann. Ferner
ist fiir eine Art der unstetigen Belastung, namlich der Belastung durch konzentrierte Krifte
Spannungszustand und Forméinderung untersucht. Es zeigte sich dabei, daB die Losung sich
zusammensetzt aus einem, Teil, der identisch ist mit der elementaren Theorie und einem anderen
Teil, den man fiir eine Last P ein fiir allemal ausrechnen kann, und daB man durch Uberlage-
rung die Losung erweitern kann fiir jeden beliebigen Belastungszustand. In derselben Weise
wie es hier fiir die Einzellasten geschehen ist, konnte man auch den Einflu8 einer jeden anderen
Unstetigkeit in der Belastung etwa eines Sprunges in der Belastungsfliche untersuchen. Zum
SchlufB ist dann noch der Versuch gemacht, abzuschitzen, wie groB3 der Fehler ist, der dadurch
entsteht, dall die Randbedingungen an den Endquerschnitten nicht befriedigt sind. Danach
erscheint die hier gegebene Losung fir fast alle praktischen Fille hinreichend genau, nur bei
dem sehr selten vorkommenden Fall, dafl die Balkenlinge klein ist im Vergleich zur Balken-
hohe, ist eine Abweichung von den hier errechneten Ergebnissen zu erwarten.

Abhandlungen a. d. Aerodyn, Inst. a. d. Techn, Hochsch. Aachen, 7. 3



Stegbeanspruchung hoher Biegungstriger.

Von Ilse Kober.

Bei hochbelasteten Biegungstrigern (im Flugzeugbau besonders bei Fliigelholmen) soll
mit geringem Materialaufwand hohe Festigkeit erreicht werden.

Darum wird der Steg, der die Biegungsbeanspruchung mit schlechtem Wirkungsgrad auf-
nimmt, stets so diinn wie méglich ausgefiihrt.

Wenn nicht schon die Bearbeitungsart des Stegmaterials gréflere Abmessungen bedingt,
sind wir gewohnt, die notwendige Mindeststirke des Steges nach den aufzunehmenden Schub-
kraften zu bestimmen:

Q-8
T2
wobei

7 die zulassige Schubspannung,
d die Dicke des Steges,
Q die Querkraft,
S das statische Moment des ganzen Querschnitts be-

zogen auf die X-X-Achse (siche Abb.1) und
J das Trigheitsmoment des Querschnitts bedeutet.

Diese Berechnungsart ist fiir normale Kasten- und I-Triager auch

vollstindig ausreichend. Erhohen wir aber den Nutzungsgrad des

Abb. 1. ganzen Trigers, indem wir die Profilhéhe H immer gréBer und die

Stegdicke d immer kleiner wahlen, so gelangen wir bald zu der Grenze,

von der an eine andere Beanspruchung fiir den Steg gefahrlicher wird als die durch die

Schubkrifte. Es ist das die Knickbeanspruchung, die durch eine Kraft hervorgerufen wird,
welche wir Radialkraft nennen wollen.

Folgende Arbeit soll in einfacher Weise die Radialkraft, ihre Ursache und Berechnungs-

moglichkeit darlegen.
Es sei vorweg bemerkt, dafl die hier behandelte Radialkraft nur in Betracht kommt erstens

Abb. 2,

bei Triagern, die unter ihrer Belastung nennenswerte Durchbiegungen erfahren und zweitens
bei gebogenen Tragern.

Betrachten wir also nun einen unter seiner Last sich durchbiegenden Triger, z. B. einen auf
Biegung belasteten Flugzeugholm (sieche Abb. 2). An einer beliebigen Stelle schneiden wir
ein Holmstiick X, X, heraus (siehe Abb. 3). Die oberen Lingskrifte setzen sich zu dem Kréfte-
zug 0,0, zusammen, ebenso die unteren zu dem Kraftezug U, U, (sieche Abb. 4).
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Das Gleichgewicht der Krafte erfordert das Mitwirken einer weiteren Kraft R,
bzw. R, der Radialkraft. Wir ersehen aus Abb.4: R, ist gleich groB und entgegengesetzt
gerichtet R, .

Die GroBe dieser Krifte ist abhiingig:

1. von der Grofle der jeweiligen Langskrifte?l),
2. von der jeweiligen Winkeldnderung der elastischen Linie.

Die erwithnte Winkelanderung A ist gleich dem Winkel Af, den die Kriimmungsradien o, 02
einschlieBen2) (Abb. 5). Die Sehne X, X, wollen wir mit
bezeichnen.

Nun ist das Dreieck g, g, ¢ &hnlich den Kriftedreiecken
0,0,R, und U,U,R, und das Verhiltnis

Langskraft O,  (bzw. Lingskraft U,) o

1
= ===, 1
Radialkraft B, (bzw. Radialkraft R,) «a (n

Setzen wir nun die beliebige Strecke @ = 1, so erhalten wir
aus Gleichung (1) die Radialkraft R,, die als Knickkraft

an einer beliebigen Stelle X auf den Steg von der Lange 1
wirkt :

R,— 1. Langskraft ‘
Oz

Die Langskraft an der beliebigen Stelle X ist

(2)

0,=U,=-", (3)

Abb. 4. Abb. 5.

wenn M, das Biegungsmoment an der Stelle X und %, den Abstand der Gurtschwerpunkte
bedeutet. Ferner ist die Kriimmungsradius g, an der beliebigen' Stelle X

E-J,

1) Die in 1. erwihnten Langskréfte dndern sich entlang dem Tréiger gemi der Momenteninderung. Daher
ist z. B.in unserem Falle
0,> 0,
und
U,>U,.
Dadurch werden die Kraftdreiecke 0,0, By und U, U, R, nicht gleichschenklig, sondern sie weichen davon
um die Differenz der beiden Langskrafte um die Strecke 40 bzw. AU ab.
Nun sind aber 40 und AU die Scherkrifte. Sie werden in der Scherkraftrechnung behandelt und wir
brauchen sie hier nicht zu beriicksichtigen. Wir nehmen im folgenden der Einfachheit halber an, es seien die
Langskrifte

und

also die Kriftedreieke 0,0, R, und U, U, R, gleichschenklig, wie es ja z. B. auch im Fall der reinen Biegung
wirklich zutrifft.
%) Wieder wird der Einfachheit halber der Fall der reinen Biegung, also g9, = g, angenommen.

3*
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wobei £ die Elastizitdatszahl und J, das Trigheitsmoment des Trigers an der Stelle X sei. Setzen
wir (3) und (4) in (2) ein, so erhalten wir
M2
R:%ﬁhm-E-Jm' (5)
R, ist also unsere gesuchte Radialkraft.

Es ist also klar, daB die Radialkraft nichts mit den Scherkriften zu tun hat. Die Radialkraft
ist nur von der Durchbiegung abhingig und wirkt als Knickkraft und nicht als Scherkraft
auf den Steg.

Im Falle reiner Biegung, d. h. wenn auf den Tréger nur ein Moment wirkt, ist die Kriimmung
auf der ganzen Linge des Trigers konstant, ebenso die Radialkraft. Die Scherkrifte dagegen
werden im Falle reiner Biegung zu null. —

Die Naviersche Biegungstheorie 148t die Radialkraft unerwihnt, sie geht von der Voraus-
setzung aus:

»»Die Fasern, aus denen man sich den Biegungsstab zusammengesetzt denken kann, wirken

nicht aufeinander ein.
(ﬂm

Abb. 8.

=T

Diese Annahme ist dann berechtigt, wenn die Deformation des Triigers sehr gering ist. Aber
es soll spiter an Hand von Zahlenbeispielen gezeigt werden, daB bei stirker gekriimmten Triigern
die erwihnte Radialkraft eine nicht zu unterschitzende Rolle spielt.

Abb. 6 fithrt uns sehr deutlich vor Augen, daB der Steg die Radialkraft aufzunehmen hat.
Wiire kein Steg vorhanden, so konnten die Fasern 4 C B des Zuggurtes sich gerade richten.
Umgekehrt kénnten die gedriickten Fasern DFE des Druckgurts der Druckbeanspruchung
ausweichen, indem sie nach dem Bogen DGE ausknicken wiirden. Aus dieser Uberlegung
ergibt sich die Aufgabe des Steges, den Abstand der beiden Gurte aufrecht zu erhalten. Oder
mit anderen Worten: der Steg mufBl die Radialkraft aufnehmen.

Natiirlich wirkt die Radialkraft nicht nur auf den Steg, sondern auch auf die Gurte ein.
Dies soll uns ein Biegungstriger veranschaulichen, bei dem die Gurte sehr breit und flach ge-
halten sind (siehe Abb. 7). Dem breiten Steg wird die Radialkraft nicht gefihrlich. Aber so-
bald sich der Trager unter seiner Belastung durchbiegt, erfahren die Gurte eine Liangeninderung,
der sie auszuweichen suchen, indem sie sich um das Stiick ¢ nach innen ausbiegen, wie es Abb. 7
andeutet. Wie grof diese Ausbiegung der Gurte in der y-z-Ebene sein wird, kann nach dem Satz
vom Minimum der Form#nderungsarbeit berechnet werden.

In diesem Sinne miissen z. B. beplankte Fliigel untersucht werden. Soll die Beplankung
mittragen, so muf sie durch Rippen und Hilfsholme geniigend abgesteift werden (s. Abb. 8).
Andernfalls wird sich die Beplankung unter dem EinfluB der Radialkraft einbeulen und die
Normalspannungen nur sehr ungeniigend aufnehmen. —

Bisher haben wir versucht, die Radialkraft, ihre Ursachen und Wirkungsweisen kurz dar-
zustellen und wir sahen, daf sie fiir die Dimensionierung des Steges ausschlaggebend werden

Abb. 7. Abb. 9a und b.
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kann. Hieran anschliefend soll noch auf eine weitere Beanspruchung der Stege hingewiesen
werden, die sich in vielen Fallen zur Beanspruchung durch die Radialkraft addiert, so daB
wir den Steg nach der Summe dieser beiden Krifte zu dimensionieren haben.

Betrachten wir einen Biegungstriger, wie Abb.9 ihn zeigt. Das Tragheitsmoment J des
Tragers sei so grol und die Lagerentfernung so klein gewéhlt, dal die Durchbiegung und damit
die Radialkraft fast zu null wird.

Obgleich wir also diesmal die Stegbeanspruchung durch die Radialkraft vernachlissigen
koénnen, ist doch fiir groBe Lasten eine gewisse Stegsteifigkeit erforderlich.

Aus Abb. 9 ersehen wir, daf3 der Steg als knicksteife Wand die ganze Belastung X' B des
Tragers aufzunehmen und nach den Lagepunkten zu iibertragen hat.

Die auf den Steg wirkenden Druckkrifte, die auf diese Weise direkt von den Belastungen
hervorgerufen werden, wollen wir im folgenden, zum Unterschied von der, durch die Durch-
biegung verursachten Radialkraft, mit Lastdruckkraft L bezeichnen.

Wir setzen also:

2 Lastdruckkraft L = 2 Belastung P = X Auflagedruck 4.

Die Lastdruckkréfte beanspruchen von den verschiedenen Angriffspunkten der Lasten (bzw.
Auflager) aus den Steg, und es ist nun zu ermitteln, wie die Spannungen sich im Steg ver-
teilen.

Es ist klar, dal die Spannungsverteilung abhingig ist

1. von der Lastverteilung iiber den Biegungstriger,

2. von der Steifigkeit der Gurte,

3. von der Steifigkeit des ganzen Trigers,

4. von der Gestalt des Steges (ob er rechtwinklig homogen oder fachwerkartig ausgebildet ist).

Fiir die verschiedenen Moglichkeiten

einer Triagerausfithrung und Lastver- - B
teilung erhalten wir immer wieder - >
andere Bilder der Spannungsverteilung. |

Hier sei nur ein ganz einfaches ! 14
Beispiel herausgegriffen und schema- Ly

tisch dargestellt1). Abb. 102 und b,

Wir betrachten einen Trager auf
zwei Stiitzen mit Mittellast. Der Steg sei aus homogenem Material und habe rechteckigen
Querschnitt. Der EinfluBl der Gurtsteifigkeit soll gering sein und darum vernachlissigt werden.

Der Druck, der vom Lastangriffspunkt ausgeht, wird sich in diesem Falle in erster Annihe-
rung pyramidenformig verteilen (siehe Abb. 10a).

Ein horizontaler Schnitt durch die so entstandene Druckpyramide ergebe die Fliche f,.
Der Druck, den diese Fliche f; aufzunehmen hat, verteilt sich nun keineswegs gleichmaBig
iiber die Fliache, sondern er ist in der Mitte am stirksten und nimmt nach auBen hin ab, wo die
Pyramide ja auch gar nicht scharf gegen die weitere Fortsetzung des Steges hin begrenzt ist.
Die Groe des Gesamtdruckes, den die Flache f, aufzunehmen hat, entspricht der Strecke 1,
in Abb.10b, wenn dort die Strecke ! die Last P in kg darstellt und y die Entfernung des Schnit-
tes f; vom Lastangriffspunkt bedeutet.

Zu diesem Druck /, addiert sich dann noch der vom Ober- bis zum Untergurt fast voll-
standig konstant bleibende Druck der Radialkraft.

Wir ersehen aus Abb.10a, daf fiir eine solche Belastungsart der gréB3te spezifische Druck unter
der Mittellast P auftritt.

In den meisten Fillen wird nun aber die Gefahr, da§ der Steg ausknickt, weit gréBer sein

1) Soll fiir irgendeine Konstruktion die Spannungsverteilung genau ermittelt werden, so findet man einen
Anhalt fiir den Rechnungsgang in einer Arbeit von Professor Dr. Sommerfeld in der Zeitschr. f. Mathem. u.
Physik, 1907, die das Ausknicken des Steges fiir den Sonderfall: — die Last greift senkrecht iiber dem Auf-
lager an — ausfithrlich behandelt. Desgleichen in der Dissertation von Dipl.-Ing. Seewald: Die Ermittlung
von Spannungen und Formanderungen von Trigern mit rechteckigem Querschnitt mit Hilfe von EinfluB-
funktionen. Aachen 1924.
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als die, daBl er vom reinen Druck zerstért wiirde. Wir wenden darum unsre Aufmerksamkeit
nicht so sehr der Stelle des hichsten spezifischen Drucks, also der Randfaser, als vielmehr
den mittleren Fasern des Steges zu, die fiir die Knickgefahr in Frage kommen.

Ein stellenweises Ausknicken oder Ausbeulen im stirkst beanspruchten Teil ist bei diinn-
wandigen Stegen sehr leicht moglich. Es ist daher ratsam, sich bei der Dimensionierung des
Steges nicht auf das Mitwirken der benachbarten weniger beanspruchten Stegteile zu verlassen.

Handelt es sich nun um eine nur iiberschligliche Berechnung der Knicksteifigkeit des Steges
(und mehr wird selten erforderlich sein), so kann man in folgender Weise vorgehen:

Man denke sich aus dem Triger ein Stiick von der Breite & herausgeschnitten. Ist der
Triger durch die gleichmaBig verteilte Last p belastet, so wirken auf diesen Stegstreifen als
Knickkrifte:

1. Die Radialkraft R - b,

2. die Lastdruckkraft p-b - c,

wobei ¢ einen Koeffizienten darstellt, den man infolge der Abnahme der Lastdruckkraft in der

Richtung senkrecht zum Triger (siehe Abb.10b) benstigt. Denn man muB ja, wie gesagt, fiir
das Ausknicken des Steges die in der Nahe der
Stegmitte wirkenden Kréfte erfassen. Die Kraft-
abnahme beriicksichtigt man durch den Faktor
¢ = 0,6 oder 0,7.

Wird der Trager nicht durch gleichméaBig
verteilte Last, sondern durch Einzellasten (bzw.
durch Auflagedriicke) beansprucht, so denke
man sich an solch einer Stelle einen Stegstreifen

Abb. 11. von der Lange ! = H herausgeschnitten, dessen-
Mittellinie durch den Angriffspunkt der Be-
lastung gehen mdoge (siehe Abb. 11). Dieses Stegstiick erhilt nun die Knickkraft

R-H4 P-c,

wenn R die an dieser Stelle auf den Stegstreifen von der Léange 1 wirkende Radialkraft, P die
in Frage kommende Einzellast und ¢ den oben erwihnten Koeffizienten bedeutet 1).

Die fiir diese Knickkraft erforderliche Steifigkeit des Steges kann man nun entweder er-
reichen, indem man den Steg entsprechend dick ausbildet oder indem man an den gefihrlichen
Stellen Rippen (Steifen oder Stehbleche) einzieht, wie das auch im Hochbau iiblich ist.

Die folgenden Beispiele mégen dazu dienen, noch einmal die Zusammensetzung der den Steg
beanspruchenden Knickkrifte zu veranschaulichen.

1. Beispiel. Ein Trager auf zwei Stiitzen mit einer Last in der Mitte (sieche Abb. 12a).

In Abb. 12b ist die in diesem Triger auftretende Radialkraft dargestellt. Der Flicheninhalt eines Streifens
von der Breite Az soll die Radialkraft angeben, die auf einen Stegstreifen von der Breite 4z an dem ent-
sprechenden Punkte X wirkt.

Ebenso sollen die Flachen 7, und 7, in Abb. 12¢ die im Triger auftretenden Lastdruckkrifte darstellen.

Wir erhalten daher als Gesamtbeanspruchung des Steges die in Abb. 12d gezeichnete Kraftfliche K, die
nichts anderes ist als die Summe von 7,, I, und r. .

2. Beispiel. In Abb. 13a ist ein Biegungstriger dargestellt, bei dem die Last P am Zuggurt angreift.
Die Lastdruckflache 7, (Abb. 13¢) stellt in diesem Falle eine Zugbeanspruchung des Steges dar. Bei der Ge-
samtbeanspruchungsfliche (Abb. 13d) muB natiirlich die Zugflache I, von der Radialkraftfliche r abgezogen
werden, und nur die Druckflichen /, werden zu r addiert.

Die zu Anfang aufgestellte Behauptung, daB bei besonders hoch beanspruchten Biegungs-
trigern die Knickkrifte (Radialkraft Lastdruckkraft), die auf den Steg wirken, bei dessen

Dimensionierung ausschlaggebend sein kénnen, sei nun an Hand von einigen Rechnungs-
beispielen bewiesen.

1) Die Annahme, daB sich die in einem Punkt angreifende Last bis zur Stegmitte (wo die Knickgefahr in
Frage kommt) iiber eine Lénge ! = H verteilt, erscheint uns in Anlehnung an die vorhin erwihnte Sommer-
feldsche Arbeit berechtigt. Auf jeden Fall wird unter Zugrundelegung dieser Annahme nicht zu schwach
dimensioniert.
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Abb. 12a—d. Abb. 13a—d.

Rechnungsbeispiel 1.  Berechnung eines Flugzeugholmes.

An einer beliebigen Stelle X sollen fiir den freitragenden Holm (Abb. 2) berechnet werden:
1. die Langskraft und die fiur sie notwendige Holmgurtenstirke;

2. die Scherkrifte und die fiir sie notwendige Stegstiirke;

3. die im Steg auftretenden Knickkrifte, Radialkraft und Lastdruckkraft, und die fiir sie erforderliche
Stegstirke.

Es bedeuten:
! = 600 cm die Lange des iiberkragenden Holmendes,
P = 1000 kg die Bruchlast fiir das iiberkragende Ende des Holmes. Diese Last wird als gleichmaBig ver-
teilt angenommen,
@ = 1000 kg die Querkraft an der Stelle X (oder mit andere nWorten: die Summen der Fliigelbelastung
von X an bis zur AuBlenkante des Fliigels),
H = 40 cm die Holmhéhe an der Stelle X,
B = 6 cm die Holmbreite an der Stelle X.
Die Festigkeitswerte des Holzes seien:
K, = 800 kg/em? (von gesonderter Zug- und Druckgurtberechnung wird abgesehen, da diese auf den Steg
keinen EinfluB hat),
K, = 300 kg/cm?2,
E = 90000 kg/cm?2.
Ferner bezeichne:
M das Biegungsmoment an der Stelle X,
J das Triagheitsmoment an der Stelle X,
W das Widerstandsmoment an der Stelle X,
S das statische Moment des Querschnitts, bezogen auf die neutrale Achse an der Stelle X,
t die Gurtstirke an der Stelle X,
a = H —21t die Steghshe an der Stelle X,
h = H —t die Entfernung der Gurtschwerpunkte an der Stelle X,
d, die Stegstirke an der Stelle X, die zur Aufnahme der Scherkrifte erforderlich ist,
d, die Stegstirke an der Stelle X, die zur Aufnahme der Knickkrifte (der Radialkraft und der Lastdruck-
kraft) erforderlich ist,
X, die horizontale Scherkraft in der neutralen Achse an der Stelle X.
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1. Holmgurte.

1000-600 = 300000 cmkg

=

300000
— — 3
= "800 375 cm

6
(H3 3) — (408 2) — 3
(H a®) 640 (40 a®) = 375 cm

N
I
SERALIUI

daraus a = 36,6 cm
t= 1,7 cm. .

Das Widerstandsmoment des Steges wird verﬁmhlﬁ.ssigt, da esim Vergleich zu dem der Gurte sehr klein ist.

2. Scherkrafte und Stegstarke d,.
Wir berechnen die horizontale Scherkraft, die an der Stelle X ein 1 cm breiter Stegstreifen aufzunehmen hat.
Die Scherkraft ist in der neutralen Achse am groBten. Sie 1a8t sich dort nach der Formel berechnen:

Q418
=55

Nach der Dimensionierung von 1. ist:
J= W-% = 375-%9 = 7500 cm4,

und
S=B-t-h=26-1,7-(40 — 1,7) = 390 cm3.

(J und 8 des Steges wird auch hier vernachlissigt.)
Setzen wir diese Werte in die obige Gleichung ein und nehmen Al = 1 c¢m, so erhalten wir die Scherkraft,

die auf einen 1 cm breiten Holmstreifen in der neutralen Achse wirkt zu:
_1000-1390 o

£ 2.7500
Die hierfiir erforderliche Stegdicke ist:
X, 26
2.d, = TI.E LK = 1300 = 0,087 cm,
d, = 0,435 mm.

also
Zur Aufnahme der Scherbeanspruchung wiirden also Stege von 0,5 mm Sperrholz geniigen.

3. Knickbeanspruchung des Steges und Stegstiarke d,.
a) Radialkraft: Die Radialkraft wird ebenfalls fiir ein Holmstiick von der Breite 41 = 1 ¢cm berechnet.

Nach Gleichung (5) ist
oM
R=wmJs
3000002
R = 32.3.90000-7500 — >*8 ke-
Nach dem vorher Gesagten setzen wir den Koeffizienten ¢ = 0,6 und erhalten
P 1000
L= - cAl-c = 600 -1.0,6 =1 kg.
Somit erhalten wir als Gesamtknickkraft K fiir den 1 cm breiten Stegstreifen:
Radialkraft + Lastdruckkraft = 3,48 + 1
K=~4,5kg.
Da die Stege durch die Gurte etwas gefiihrt werden, berechnen wir den Steg als halb eingespannten Knickstab

nach der Formel

K 2B
wobei J, s das erforderliche Trigheitsmoment des Steges von der Breite 47 = 1 c¢m ist.
Da sich die Knickkraft auf die beiden Stege verteilt, erhilt ein Steg nur % K.

Wir berechnen nun:
_ é K -ai
Jert 2n%-E
4,5-36,62 16,8
Jerf = 0072—-*7';24-946@ = r 000 em? = 16,8 mm?
Aus der Formel:
41-4,
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erhalten wir die erforderliche Stegstirke
Jert-12 16,8.12

g Jert' 1o SO 08
= 10
dp = 2,72 mm.
Zur Aufnahme der Scherkrifte wiirden also Stege von 0,5 mm geniigen, zur Aufnahme der Radialkraft

dagegen sind Stege von 2,7 mm notwendig.
Wir konnten natiiclich auch die Knickfestigkeit des Steges dadurch erreichen, daB wir ihn durch Steifen

stiitzen, wie dies im Briickenbau hiufig geschieht?).
Rechnungsbeispiel 2. Zum Vergleich soll nun ein Duralholm berechnet werden.
Linge, Hohe und Belastung wie im Rechnungsbeispiel 1. Die Holmbreite sei diesmal
B = 5cm (s. Abb. 14).

= 20,2 mm3

Festigkeitswerte fiir Dural:
K, = 3000 kg/cm?,

K, = 2200 kg/cm?2,
E = 600000 kg/cm?.
Die Buchstaben bedeuten dasselbe wie im Rechnungsbeispiel 1.

1. Holmgurte.

M = 300000 cmkg,
W M _ 300000
et = . 73000

B 5
= s 3 __ g3} — 3 _ a3) = 3
W GH(H a)_6.40(40 a’)j= 100 cms3.

= 100 cm3,

Daraus folgt:

a = 39 cm,
t=0,5 cm,
h = 39,5 cm.
Die Widerstandsmomente von Steg und Winkelblechen werden vernachlissigt, da sie im Vergleich zu denen

der Gurte sehr klein sind.
2. Scherkrafte und Stegstirke d,.

Wie in Beispiel 1 ist:

_Q-41.8
X="55"
J = W—I;— = lOO-%: 2000 cm?,
8= B-t-h=5.0,5-39,5 = 98,8 cm3,
und somit
1000-1-98,8
X, = 20002 = 24,7 kg.
Die hierfiir erforderliche Stegdicke ist
X, 24,7
= 0,011 cm.

4= AT K, = 1.2200
Zur Aufnahme der Scherbeanspruchung wiirde also ein Steg von 0,11 mm Dicke ausreichen.

3. Knickberechnung des Steges.

a) Radialkraft. Die Radialkraft fiir ein Holmstiick von der Breite 4! = 1 cm ist:
M2
A
3000002
= 39,5-600000-2000 — ° ¥&
Die Berechnung der Lastdruckkraft ergibt sich wie im Rechnungsbeispiel 1:
1000

R

P
L= —«i—-Al-c = 600 -1.0,6 =1 kg.
Somit wird
K=~ 29kg.
Des weiteren ist wieder
2
K — gf_f;_fﬂf

1) Uber das Ausbeulen von Stegblechen (erforderliche Steifen) siehe Fr. Bleich: Theorie und Berech-
nung der eisernen Briicken. S.281. Berlin: Julius Springer 1924.
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und daraus

K a?
Tt = 5w
2,9-392
= = 4
Jert 3. 72.600000 0,000372 cm
= 3,72 mm?.
Hieraus ergibt sich nun die erforderliche Stegstarke:
Jert-12  3,72-12
3 = = 3
& = ——7 16 4,46 mm
dy = 1,645 mm.

Wir sehen also, der fiir die Scherkrifte ausreichende Steg von 0,11 mm geniigt nicht fiir die Radialkraft.
Wir miissen ihn nach obiger Rechnung 1,65 mm dick ausfithren, oder, wenn wir ihn schwicher halten wollen,

ihn durch Steifen oder Winkel stiitzen.

Zusammengefallt:

Der Steg eines Biegungstrigers mufl neben den Langs- und Scherkriften auch Knick-
krifte aufnehmen. Diese Knickbeanspruchung setzt sich zusammen aus:

1. der Radialkraft,

2. der Lastdruckkraft.

Die Radialkraft wird durch die Durchbiegung des Trigers hervorgerufen, ihre Grofe
berechnet sich nach der Formel:

M2

Die Lastdruckkraft wird durch den Lagerdruck der Lasten und Auflager verursacht.



Zur Theorie des Druckversuchs.

Der Spannungszustand bei ebener Formiinderung
und vollkommen verhinderter Querdehnung.
Von Max Knein.

Einleitung.

Bekanntlich treten bei Druckversuchen, insbesondere solchen mit steinartigen Korpern,
Erscheinungen auf, fiir die bei Annahme einer gleichméBigen Druckspannung keine befriedigende
Erklirung zu finden ist. Es bilden sich an den Enden des Probekérpers die sog. Druckkegel
oder -pyramiden, die bei weiterer Deformation auf den Korper eine Keilwirkung ausiiben.
Ferner ist die Tragfihigkeit eine Funktion des Verhaltnisses der Lénge zum Querschnittsdurch-
messer ; kurze Stiicke zeigen eine wesentlich groBere Tragfahigkeit als solche mittlerer Lénge.

Als Grund dieser Erscheinungen muf} die Reibung zwischen Probekorper und Druckplatten
angesehen werden, die in den Berithrungsflichen die Querdehnung des Probekérpers ganz
oder zum Teil verhindert, und deren EinfluB sich nicht vollkommen einwandfrei ausschalten
laBt. Es hat daher nicht an Versuchen gefehlt, auf theoretischem Wege den Einflull der Druck-
flichen zu untersuchen. Bei allen derartigen Untersuchungen ist es nicht moglich, sdmtliche
von den besonderen Eigenschaften des Materials der Druckplatten sowohl wie der Probe-
kérper herrithrenden Einfliisse zu beriicksichtigen. Gewisse vereinfachende Annahmen sind
daher nicht zu umgehen. Zunichst liegt es nahe, daB man die Druckplatten gegeniiber dem
Probekdorper als starr ansehen kann ; diese Annahme wird mit der Wirklichkeit meistens annédhernd
tibereinstimmen. Es folgt daraus, daBl die Endflichen des Probekorpers bei der Forménderung
eben bleiben. Um den Spannungszustand des Korpers eindeutig zu bestimmen, braucht man
aber eine zweite Randbedingung an den Endflidchen, welche die Verteilung der Schubspannungen
iiber diese, oder die der Verschiebungen angibt. Die meisten Arbeiten machen hier mehr oder
minder willkiirliche Annahmen. Zunichst kann man nur sagen, dafl zwischen Normal- und
Schubspannung die Beziehung bestehen muf :

v Zulo,

wo u den Reibungskoeffizienten bedeutet. Natiirlich gibt es aber unendlich viele Spannungs-
zusténde, die diese Ungleichung befriedigen; der eine Grenzfall ist die gleichméaflige Druckver-
teilung bei ungehinderter Querdehnung. Der andere Grenzfall wire der, dafl T tiberall so grof3
wird, dafl an den Endflichen keine seitlichen Verschiebungen gegeniiber den Druckplatten
erfolgen, die Querdehnung bei starren Druckplatten also vollkommen gehindert wird; die
Untersuchung mufl dann ergeben, ob sich dieser Grenzfall mit den tatséchlich mdglichen
Werten p verwirklichen 148t. Aus allen bisherigen Arbeiten geht hervor, daf fiir dieses rdum-
liche Problem eine strenge Loésung, die auch die Spannungen mit geniigender Genauigkeit
anzugeben gestattet, recht schwierig wird.

Nach einer Anregung von Herrn Professor v. Kirmén, Aachen, soll im folgenden die
strenge Losung des entsprechenden ebenen Problems behandelt werden. Es handelt sich also
darum, die elastische Losung fiir ein Rechteck so anzugeben, dafl zwei gegeniiberliegende Seiten
spannungsfrei sind, wihrend die beiden anderen Seiten, die den Druckflichen entsprechen,
gerade bleiben und auBlerdem kein Punkt der letzteren eine Verschiebung lings der betreffenden
Rechteckseite erfahrt. Zunichst werden wir dabei das Rechteck als unendlich lang annehmen.
In der dritten Richtung senkrecht zur Ebene des Rechtecks kénnen wir uns den Kdérper ent-
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weder sehr diinn (ebener Spannungszustand) oder sehr ausgedehnt (ebener Forminderungs-
zugtand) vorstellen. In beiden Fillen wird die Losung durch eine Airysche Spannungsfunktion
gegeben, die innerhalb und auf den Grenzen des Rechtecks die Gleichung

02 02\ (0?F 0*F
sar=(Eer Z) o

ox? ox®  0y?
erfiilllt, und auf den Grenzen aulerdem die Randbedingungen des folgenden Abschnittes be-
friedigt.
Die Spannungen leiten sich aus der Funktion F wie folgt ab:
__0*F
T
__0*F
W=
. - 0 F
VT paxdy

Die Randbedingungen.

Wir legen (Abb. 1) den Nullpunkt des Koordinaten-Systems in die Mitte der Schmalseite
des als unendlich ausgedehnt gedachten Halbstreifens, dessen Breite = 1
gei. Die z-Achse fallt mit der Schmalseite zusammen, die positive
y-Achse parallel den Langseiten. Die Randbedingungen an den Lang-
seiten lauten dann:

02F
Op= =0 I
oy y 1
02F
= == 11
v oxoy 0

Da nun sein muf}:
+1

Abb. 1. f o2 F .
0x2 P,

kann man statt der Bedingungen (I) und (II) a.uch schreiben :
F=0 (Ta)
r=-4_.

6£ = :t¥4 (IIa) 2

Ist u die Verschiebung in der z-Richtung, v diejenige in der y-Richtung, so hat man fiir den
Fall des ebenen Spannungszustandes

Oou _ 1 <g _ 1,,(,)_;,14(.‘?21'1 b Qfﬁ) (1)
dx E\°® m Y E\0y* m 922/’
?l#,},<a _ ,1,,0->ﬂ 1 <6_2£‘___1;ﬂ> (2)
0y E\Y m °) E\ox2 m 042/’
. . mE <0u 61)) 3)
T 9xdy  2m+1)\dy | dx

Da nun fir y = 0 iiberall innerhalb des Streifens u = 0 sein soll, also auch gg =0, so folgt

sofort:
mo, —o, =0(y=0). (IIT)



Zur Theorie des Druckversuchs. 45

92
Differentiert man GIl. (1) nach y, Gl. (3) nach «, und 16st nach —ﬁauf, so erhilt man

0 x?
und weil fir y = 0: g% — 0, also auch gf% 0,
Tap 210 =0, av)

Nimmt man nicht den ebenen Spannungszustand, sondern den ebenen Formanderungszustand
an, so hat man an Stelle von 1, 2 und 3:

du _m+1/*F 1 82F>
Pl 1
Ea:r m \0y2 m—1 0«2 (12)
0v _m+1 (02F 1 azﬁ')
il o — 2
mE dy m \0a? —1 0y? (2a)
02F mE <3u 8v>
_— ] 3
bedy - Zm41)\ay | 84l (32)
Daraus folgt genau wie vorher
(m—1)o,—o, =0, (II1a
9o,  2m—100, (IVa)

Ist also beim ebenen Spannungszustand m = m,, beim ebenen Forménderungszustand m = m,,
0 wird (IIT) identisch mit (I1T1a), und (IV) identisch mit (IVa), wenn

m; = my—1.

Solange wir also m keinen bestimmten Wert beilegen, brauchen wir zwischen ebenem Spannungs-
zustand und ebenem Forménderungszustand nicht zu unterscheiden. Fiir das Folgende werden
stets die Formeln (IITa) und (IVa) benutzt.

Aus (IIT). oder (IT1a) glaubte man schlieBen zu sollen, dafl o, an den Ecken verschwinden

miisse, weil ¢, fiir * = ) verschwindet. Dieser Schluf3 wire nur dann erlaubt, wenn in der

Ecke sich die Spannungen regulir verhielten. Dies ist aber nicht der Fall.

Unsere néichste Aufgabe ist es deshalb, die Art der Singularitét festzustellen. Wir betrachten
daher zunichst die Ecke einer unendlich ausgedehnten Viertelebene, die den entsprechenden
Randbedingungen unterworfen ist.

Die Lésung fiir die Ecke des unendlichen Korpers.
Wir legen den Koordinatenanfang in den Eckpunkt, die y-Achse gehe nach unten, die x-Achse
liege wagerecht in der Druckgeraden. Wir fithren (Abb. 2) Polarkoor-

dinaten 7, ¢ ein, wobei ¢ = O mit der y-Achse, ¢ = 72z mit der x-Achse x
zusammenfillt.
Die Randbedingungen sind dann: 4
¢
F=0 (Ib) .
=0 x
jF of? (ILb)  \y
? Abb. 2

o, (m—1)—a,=0 Il N

0 2m —1 ) p=5.
— = b 2
6<p<%+ ‘ T % 0 1V
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Wir haben zunichst folgende Beziehungen

B R RY YY)
T2 T 2092y or’ = or\rogp/’
_eF

i

(l-eos —a—-—i— ing — ) 211"
’ tpa(p sin @ ; ,

e
P (cog? Ly O)r
g.—ayz— S(par rsmq)% .

Aus den letzten Gleichungen folgt fir ¢ = %

do,_ #F 2 BF  20F
dp 0r20p rdrdg " r2dg’
do. 10T 1 PF 2 PP 20F
0p 12093 rdrdp rorde r2dg’
Die Spannungsfunktion ¥ muf} die Differentialgleichung

2 10 190 )2
==+ =+—5 | F=0
AAF <6r2+r2 op?  ror
befriedigen. Sind nun g und % zwei Funktionen, die beide die Gleichungen
Ag =0, Ah =0

erfiillen, so befriedigt F = g + 72- k die Gleichung 44F = 0.
Wir setzen nun

g = 1" (A cos nep + B - sin ng)
h=r"2(Ccos(n—2)¢ + Dsin(n —2) ¢
und erhalten

F =r"[Adcosnp + Bsinng + Ccos (n—2) ¢ + D -sin (n —2) p)] = 1" f ().

Mit den Abkiirzungen:

]c/ . »ﬂ ](// _ 7di e _ (ﬁ
—d @ T gz @2 ’ - df
kénnen die Randbedingungen wie folgt geschrieben werden:
f=0 p=0,
F=0
(m—1) "+ n (m—n)+f =0 o
m—1) " +[m 22 —3n+2)—n2] ' =0]? " 2"
Die Randbedingungen (Ic) und (IIc¢) liefern
n
C=—A, D=—B it
f=A[cosn e —cos(n—2) ]+ Bsinn¢ 4 O_n_n sin (n — 2) @],

fir ¢ = Z erhilt man

7 n—1 4
=9 T _ BT sinaZ
f [Acosn2 B2~nsmn2]’

ff=—24(m—1) sinng+2B-n-cosn72z,

(4)

(Ic)
(ITc)
(LI )
(IVe)
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'=—2 [A (n2—2n-+ 2) cosng—f—B%(n—— 1) sinng] R

7=2 [A (n®—3n2+6n—4) sinng— Bn (n?—2n-2) cosng] ,
wobei die Beziehungen benutzt sind:
T 4 . 44 . T
cos (n — 2) G=cosn sin (n—2) G =sinn.

Nunmehr kann man die errechneten Werte in (IIlc) und (IVe) einsetzen; dabei kann durch
den Faktor (n — 1) gehoben werden. Dann folgt

aus (I1Ic): A[—m(n—2)—~2]cosng-+B~7—L—i—2[m(3-n)—2]sinng—=O, (6)
aus (IVe): A[—m(n+1)+2] (n—2) sinn%—+Bn(mn—2)cosn%=O. (M

Diese beiden homogenen Gleichungen kénnen gleichzeitig nur erfiillt sein, wenn die Nenner-
determinante verschwindet. Dies ist zunichst stets der Fall fiir n = 0; das ist aber keine brauch-
bare Losung.

Nachdem durch n gehoben ist, lautet die Bedingung

sinzn%[m2(n2~2n—3)—l—8m—4]+c0s2n »gf[mz(n2—2n)+4m—4]=0.

Aus dieser transzendenten Gleichung konnte man fiir einen gegebenen Wert m den zugehérigen
Wert » bestimmen. Einfacher ist es, zu schreiben

mz(n2—2n—3sin2nrg—>+4m ((l—l-sinzn»g)—zi———(), 8)

2 <1 + sin?7 ’2”) +Va(n—1)2—sin?nn

m =

33in2n;Z + 2n — n?

Nun muB} 7, wenn die Normalspannung an der Druckflache integrabel sein soll, groBer sein als 1.
Andererseits wird fiir m = o : n = 2. Es geniigt also, fiir Werte n zwischen 1 und 2 das zu-
gehorige m aus 8 zu bestimmen. Fir 1 <n < 1,5 wird m imagindr, so dal nur die Werte
1,5 = n =< 2 in Betracht kommen. Abb. 3 zeigt demgeméal m als Funktion von n.
Hierzu ist daran zu erinnern, daf3 Abb. 3 fir den ebenen Forméanderungszustand gilt,
also m = myist. Aus der Ab-
bildung ersieht man, daf} fiir
die praktisch in Betracht
kommenden Werte m, also
etwa m zwischen 3 und 7 sich
der Exponent » zwischen 1,67
und 1,83 bewegt.
Bei der folgenden Rech-
nung fiir den- Streifen von
endlicher Breite, die nicht mit Abb. 3.
allgemeinen m durchfiihrbar
ist, werden wir als Mittelwert » = 1,75 wihlen. Hierzu gehért m = 4,11 und B = 0,1065 4.
Ehe wir nun mit diesen Werten die Rechnung fortsetzen, wollen wir feststellen, welchen
Wert der Reibungskoeffizient in der Druckfliche bei verschiedenen Werten m haben muB,
um in der Ecke die Randbedingungen zu befriedigen. Wir bestimmen also den Wert von

I N

T
_M_;ll*f,

Oy
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und mit Gl. (5)

| A 1) i Bncosn
_ _ o S Mo
) ’ (n DUKO =+ 3

n n opr=l o
Acosn2+Bn_2smn2

in Verbindung mit (6) und (7) folgt daraus:

tgn_|, 9)

_lm(3~n)——2 £
e mn—2 2

wobei zu einem gegebenen m das zugehijrigev 4 aus Abb. 3 zu entnehmen ist. Abb. 4 gibt den
erforderlichen Reibungskoeffizienten y als Funktion von m an. Man sieht,

Die Losung ist also fiir den weitaus groBten Teil des Kérpers als gute Annaherung zu be-
trachten, und nur in der duBlersten Ecke wird sie mit der Wirklichkeit nicht iibereinstimmen.

Die folgende Rechnung fiir den Kérper von endlicher Breite wird dies noch klarer hervor-
treten lassen.

Ubergang zum endlich breiten Streifen.

Wir nehmen, wie oben angegeben, weiterhin stets m = 4,11 und » = 1,75 an und setzen 4

das der dulleren Kraft proportional ist, bis auf weiteres gleich ;(nl_ D = 1—15- , also
_ _1[ 7 1 < 7 .1 )]
F—1,5r T |oos @ —cos- @+0,1065(sin g —T-sin g (10)

Wir berechnen zunéchst die von (10) herrithrenden Spannurgen, und zwar gehen wir sofort auf

die Spannungen 6, 0,, T, liber, wobei wir die oben angegeberen Formeln benutzen; es ergibt
sich nach einiger Umformung

; 1 .
g,=— 375 {cos R4 (3,54 0,5 cos? ¢ 4 0,186 sin 2 @)

[

+sinfitp[0,186(7+cos2(p)— sin?(p}}, (11)

ebenso rechnet man

0,5 1 .
G, = {/’3 -{ccs 4 ¢ (0,58in2¢ — 0,186 sin £ ¢) +sin:}<p [0,186 (9—cos2¢) —|—%sin2tp]}, (12)
r

0,125

Tpy = Ve [sin % @ (7+cos2 @+ 0,744 sin 2 @) + ccs i @ (1,488 sin? @ +¢in 2 (p)] . (13)
r
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In der Druckfliche werden die Spannungen

1,828 0,588 0,458
O'yZO'(P:—-W, Op=0p=—— {/7 N Txy'—“——’-'—‘[',-q,:—vr; .

Wir denken uns nunmehr die untere Halbebene (y = 0) durch unendlich viele senkrechte Gerade
in Streifen von der Breite 1 eingeteilt (Abb. 5). Wir nennen diese senkrechten Geraden kurz
Sps 81, So» &' allgemein s, s;'. In der Mitte
zwischen 0 und O’ legen wir den Ursprung
eines xy-Koordinatensystems, der also jetzt
nicht mehr mit dem Punkt r = 0in Abb. 2
zusammenféllt. Die Schnittpunkte der Ge-
raden s, mit der x-Achse betrachten wir als
Ecken, fiir die samtlich die oben entwickelte,
durch die Spannungsfunktion (10) bestimmte
Losung gilt, und zwar so, dal die Viertel-

ebene 0 <= ¢, = % stets den Streifen 0 — 0’

enthélt, die Singularitdten also spiegelbildlich

zu x = 0 angeordnet sind. Jede Ecke ist also

singulidre Stelle eines Spannungszustandes, Abb. 5.

der durch die Gl.(11), (12), (13) angegeben ist.

Wir bezeichnen diese Singularititen und den zu ihnen gehorigen Spannungszustand kurz mit
Sy, S, allgemein S, §8;'. Betrachten wir nun den Streifen zwischen 0 und 0’, also zwischen
r =4 % Die Randbedingungen fiir y = 0, ndmlich » =0, gi =0 werden innerhalb des
Streifens von S,, S, gemaB der fritheren Ableitung erfiillt. Sie werden aber auch von §;, S;’
und iiberhaupt von jedem S, und 8,  erfilllt. Also werden sie auch von der Summe aller
Si + 8, erfiillt. Auf der Geraden s, erzeugt S, nach den Voraussetzungen des vorigen Ab-
schnittes keine Schubspannungen; die von §; und S, herrithrenden Schubspannungen heben
sich aus Symmetriegrinden auf, ebenso die von ;" und S;;;. Es treten somit auf der Geraden
s auch bei unendlich vielen Singularititen keine Schubspannungen auf; dasselbe gilt fiir s,

Bezeichnen wir die von S, herrithrenden Spannungen mit o, (k) usw., so bleiben zwar die
[ee]

o, (k), o, (k) auler in den singuliren Stellen an den Ecken iiberall endlich, die Summen Yo, (k),
E=0

0 .
o, (k) jedoch nicht. Wir miissen vielmehr zu jedem k einen Spannungszustand iiberlagern,
E=0
der die Konvergenz der Summe wieder herstellt. Dieser Spannungszustand besteht aus einer

Zugspannung oy (k) und einer Zugspannung o}, (k), zwischen denen die Bezichung gelten muf3:
oy (k) — (m—1) o, (k) = 0.
Bei einem solchen Spannungszustand ist in der ganzen Halbebene iiberall v = 0, z;; =0. Die

GroBe von o2 (k) bestimmen wir so, daf o, (k) auf den Geraden s, néchst der Geraden y = 0
verschwindet. Die von 8, herrithrenden Spannungen bleiben dabei auBler Betracht.

1
Nun entsteht bei x = —, y = 0 von 8§, her die Spannung

2
5-1,175
o) —— T ey,
Vi

von S _ ;) her kommt ebenfalls

0,5-1,175
o, (k—1) =— >—2—,
V&
so daBl wir zusammen haben
1,175 3,655
oy (k) =+ 4 = v (k) =+ =
Ve V&

Abhandlungen a. d. Aerodyn. Inst. a. d. Techn. Hochsch, Aachen, 7. 4
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Die Summe 1,175 Zk—‘/4 ist also der wegzuhebende divergente Teil in den Summen Zcrx(lc).
r=1
Nunmehr bleiben fiir endliche y aufier in den Ecken alle Spannungen endlich und lassen sich
in gut konvergierende Reihen entwickeln.
Zunéchst entwickeln wir die von S herriihrende Spannung o, (k’), wobei wir von GI. (11)
ausgehen. Aus Abb. 5 ergibt sich:

eosgv:y;, sin(p=§, r=VE 2
r
Man setzt
n= g
&
und erhilt
—== (1= cosq):n(l——l/n?) sin(,v:l—lr2 sin 29 =27 (1—#?
’ E 2 B ) 2 () s
cos2¢p=2v2—1 usw.
wenn im Ausdruck fiir ¢, (k) mit Gliedern in #? abgebrochen werden soll; ebenso entwickelt man
cos % =0,8239 + 0,0955 5 — 0,0298 ;2 — 0,0329 7%,
sin g =0,3827 — 0,231 —0,0118 52+ 0,0796 »*

und erhélt schliellich nach Ausmultiplizieren und Zusammenziehen
0,5

Ve

o, (k) =—z (3655+0229n+0183n — 0,252 7). (14)

Nunmehr setzt man in (14) ein

= &+x—&@+&)

und entwickelt nach Potenzen von .. Der Ausdruck fir die Spannung o, (k) am Punkt z, y

§o
unterscheidet sich von ¢, (k') nur durch das Vorzeichen des Gliedes in z. FaBt man unter o, (k)
also die von 8, und 8, herriihrenden Spannungen zusammen, so fillt das Glied in « fort und
man bekommt, indem man das oben berechnete ¢, (k) hinzufiigt:

ot =g [y () o £ 1 S G
+0183(0)(1+13127<§0)] 0252(50)[1+321_(_§;)] } 15)

Diese Reihe gilt fur = § r< % Sie erlaubt innerhalb dieser Grenze die Befechnung bis auf

Do

1 .
rund 1% genau, wenn £ nicht viel gréBer ist als etwa . Ist also ¢ der kleinste Wert von £,
g g

& 35

1 . .
fir den &, =k + §> 3,5 ¥, so muf} sein ¢ > 3 y. Man setzt also nunmehr in (15) ein:
1
50 =k + 5

und summiert von ¢ bis oo (¢ > 3 y), wobei man zur Abkiirzung setzt
[oo}
Py
k=

c

@+§yv+9=Rmd (16)
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—1a
Sl (4 1) =n )
k*c
k=1,2,3... =2=123... ¢=123...

Die vollsténdige Formel fiir 6], wie wir die von den simtlichen Singularitéiten S, herriihrende
Spannung nennen wollen, lautet dann:

:ci']“ (k )+02_?10 (k') + 3,655 (2k—‘/4+1)( ))
k=0

k=1
—{y- 0,229 R(1,¢) + y2- 0,183 R (2, ¢) — y*- 0,253 R (3, ¢) (18)
+ 22[0,572 R (2,¢) + y- 0,322 R (3,¢) + 42+ 0,67 R (4,¢c) — 1,74 y *R (5, ¢)]}

Die von den S, und 8’ fir £ < ¢ herrithrenden Anteile sind aus Gl. (11) zu errechnen. Die er-
forderlichen Zahlenwerte R, D enthilt die folgende Tabelle:

_ n = D (c)
c=| 1 2 3 | 4 5 -
1| 3,958 0,730 0,355

0,207 | 0129 | 0530
2| 3355 | 0,329 | 00873 0,0286 ( 0,0102 | 0,433
3| 3037 | 0202 | 0,0367

I RS

000826} 0,00204| 0,387
4] 25828 | 0,142 | 0,0196 | 0,00340. 0,00065] 0,358

Zur Berechnung von g, (k') gehen wir aus von Gl. (12), die wir entwickeln in

o, (k) = (‘)/; (1,175 — 0,535 — 0,948 112 + 0,394 + 2?) . (19)
Man verfihrt genau wie oben und erhélt damit die der Gl. (18) entsprechende GI.
c—— 1 c—1
ol= Yo, (k) —I— 5’ = (&) + 1,175<2k*‘/4 +D (c> +%-0,535 R (1,¢) + 20,949 R (2,¢) (20)
J k=1

— 430,394 R (3,0) —x2[0,1835 R (2,¢) —y- 0,753 R (3,c) — y2- 3,46 R (4,¢) + ¥> 2,72 R (5,¢)]
Die Entwicklung fir 7,,, welche aus Gl. (13) folgt, lautet: .

c—1

¢—1
7L, = Zr( )+ S (k) +2[0,229R (1,¢) +y-0,78 R (2,¢) + »2- 1,00 R (3,¢) —y>- 2,40 R (4,¢)]. (21)
=0

Der durch die Gl. (18), (20), (21) bestimmte Spannungszustand erfiillt nach dem oben Gesagten
1
die Randbedingungen (II), (I1Ia), (IVa). Er erzeugt auf den Geraden x = i» — Spannungen

o1, die noch aufgehoben werden miissen; um sie zu bestimmen, gehen wir von der Entwicklung
(19) aus, indem wir statt &: k schreiben, fassen die von S, und §’;_; herrithrenden Anteile zu-

175
sammen, fiigen o) = L /_—o hinzu und summieren von ¢ bis oo
Vk
B c—1 c-1 0
ol=2 Yo, (k) + 21,175 k' 440,535 Z’Ic*“ + 0,949 y Zk*” 3.0’394521%1“ (22)
k=1 t=¢
mit ¢ = 1 wird
ol =254 y + 1,388 y2— 0,458 3°. (23)

Diese Reihe gibt o% bis y = Né auf 1% genau. Fir gréBere Werte y mufl ¢ = 2, 3, 4 usw.

genommen werden und die Anteile fiir £ < ¢ hat man aus (12) zu berechnen.
4*
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Abb. 6 zeigt den Verlauf von ¢ als Funktion von y.
Es konnte auffallen, daB g2 eine Zugspannung ist und fiir groe ¥ unendlich groB wird. Das
dem so sein muB, ergibt sich aber schon aus der Betrachtung der Deformation. Auf der Ge-

raden x = % heben sich namlich die Verschiebun.

gen u in der z-Richtung, welche von 8; und S,
herrithren, aus Symmetriegriinden auf, ebenso all-
gemein die von S, und &’;_,. Also bleiben nur
die von S, herrithrenden w iibrig, welche positiv
-sind und fiir grofle y unendlich werden. Entspre-

1
chend ist es auf der Geraden x = — 5 WO u nega-

tiv igt. Bei endlicher Streifenbreite mufl den
unendlich groBen Dehnungen natiirlich eine un-
endlich grofile Zugspannung entsprechen.
Abb. 6. Es handelt sich nunmehr darum, die Spannun-
gen oL fortzuschaffen und damit zugleich die End-
lichkeit der Deformation wieder herzustellen.

Uberlagerung eines zweiten Spannungszustandes.

Wir hitten jetzt also eine Losung der Gleichung 4 4 F¥ = 0 anzugeben, welche die Rand-

bedingungen (II), (IIIa), (IVa) befriedigt und auBerdem fir z = :t% liefert :
7 =L,

Es ist jedoch einfacher, zunéchst auf die genaue Erfiillung der Randbedingung (III) (u = 0)
zu verzichten, und unter den dann méglichen unendlich vielen Losungen eine einfache heraus-
zugreifen, die aber iiberall im Endlichen endliche Spannungen liefern muB. Eine solche Losung
erhilt man, wenn man die Randspannungen ¢Z! iiber die z-Achse hinaus symmetrisch zu dieser

fortgesetzt denkt. Dann bleibt die Gerade y = 0 offenbar aus Symmetrie-
grinden gerade; also ist Bedingung (IV) erfiillt. Es wird sich zeigen, daB
man dann auch Bedingung (III) in sehr einfacher Weise praktisch genau
genug erfilllen kann.

Zur Berechnung der von dem ¢}l herrithrenden Spannungen bedienen
wir uns der EinfluBfunktion der o,; d.h. wir benutzen den Spannungs-
zustand, welcher in dem unendlich langen Streifen von der Breite 1 durch

1
zwei Druckkrifte von der Grofie 1 bei y' = 0, x = - §erzeugt wird, wéih-

Abb. 7. rend die Rinder im iibrigen spannungsfrei sind (Abb. 7). Es kann hierbei

auf die Abhandlung von Seewald, Spannungen und Forménderungen von

Balken mit rechteckigem Querschnittl) verwiesen werden, die die EinfluBfunktion fiir den

Fall enthilt, dafl die Belastung nur an einer Seite des Streifens erfolgt. Fiir unseren Fall
lautet die Einfluffunktion

w(z 6in%+a@oig>@oiax—2ax 6in;-'~ Ginax

1
E_— c ‘da (24)
r :fzbf a2 (Gina+a) ey
und die Spannungen daraus
°°<2 Ginx — o Coj oi) Cojox+2ax 6in;—t Ginax
GEZ_,,I,f 2 2 cosay'da,
v 7 Gina+a

1) Abhandlungen des Aerodynamischen Instituts Aachen, Heft 7.
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L% (2 6in%+a @osg—) Cofar —2ax @in;i@inm
of=~—;{f Gt w cosay da,
0
] ) wa(@oig- @inax—Zx@Sing@Diax) ‘
'rm,:—;zaf - Sinata sinay do .

Die Auswertung der Integrale erfolgt, wie in der Abhandlung von v. K4rman, Grundlagen der
Balkentheorie!), und der genannten Arbeit von Seewald auseinandergesetzt ist, also fiir kleine

Abb. 8a. Abb. 8b.

y 80, dafl man das Integral von a = 0 bis « = 5 graphisch auswertet und von « = 5 bis & = oo
1 1

Sin o« +o =~ ) e* setzt; fir y > 3 wendet man die asymptotische Entwicklung mit kom-

plexer Integrationan. Die Abb. 8a und b enthilt die Kurven der Spannungen ¢F fiir verschiedene

1
Werte z. Die Spannung ¢F fiir * = 4 — kann man schreiben:
P v 2

@
2f o
E __ ~E ’
6f=0¢f 4~ |- -cosaty do
v ® s Gin o+ o y ’

so dafl nur der zweite, iiberall endliche Teil berechnet zu werden braucht. Als Kontrolle der
Kurven hat man die Bedingungen

+ © + 1
foidy' =1, foidx=0.
—®© -1
Die Ermittlung der Spannungenoy’, o}/, vZ] mittels der angegebenen Kurven geschieht genau

1) Abhandlung des Aerodynamischen Instituts Aachen, Heft 7.
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so, wie bei den bekannten EinfluBlinien; will man z. B. die Spannung ¢’} am Punkte x, y be-
stimmen, so bringt man den Punkt 4’ = 0, der fiir « geltenden o2-Kurve zur Deckung mit dem
Punkte y der (iilber ¥ = 0 hinaus symmetrisch fortgesetzten) ¢Z-Kurve, multipliziert die Ordi-
naten beider Kurven und integriert die so entstehende Flache.

Aus dem Abklingen der EinfluBkurven entnimmt man, daf es fir y > ~ 1 ohne Bedeutung
fiir die praktische Berechnung ist, wie sich die ¢Z-Kurve iiber y = 0 hinaus fortsetzt. Da nun
die ¢’I-Kurve, wie aus Abb. 6 ersichtlich, fiir y > 0 fast linear verlduft, kann man firr y > 1
setzen

Hla ) =G (3,9 oF—Th=~0.

Die Berechnung zeigt, da man dieselbe Annahme schon fiir y > ~ 0,7 machen kann, wenn
man sich, wie hier geschehen soll, in den endgiiltigen Spannungswerten (67 + 0! 4 ¢") mit einer
Genauigkeit von etwa 1% begniigt.

Wir miissen jetzt feststellen, welche Verschiebungen u fiir ¥ =0 von FX herriihren.
Wir haben

x
_ 1
2mGu ::u:f(o‘f—gvll—o'ff) dr (tir y=0),
0 3

die Integrationskonstante ist 0, da fiir # = 0 aus Symmetriegriinden « = 0 sein muf. In Abb. 9
sind die Spannungen ¢Z und ¢! fiir y = 0 einge-
tragen, und daraus 5; bestimmt. Die Integral-
kurve w (x) ist in Abb. 10 eingetragen. Wie
man sieht, weicht die Funktion % (z) nicht
sehr stark von einer linearen ab. Es liegt daher
nahe, eine Spannung ¢ so zu iiberlagern, dal

Abb. 9. Abb. 10.
. . N 1 . 1 1
die Verschiebung 4 am Rande fir y = + 3 verschwindet, also dafl — 3311 ol = + 0,106,

mithin
o =—066 ol =0 —=0. (25)
Alsdann bleiben innerhalb des Streifens in der x-Achse Verschiebungen % iibrig, die durch die

Ordinaten der in Abb. 10 schrig schraffierten Flichen gegeben sind und die wir als % (R) be-
zeichnen. Um einen MafBstab fiir diese Verschiebungen zu gewinnen, berechnen wir die Ver-
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schiebung, welche fiir y = oo entsteht, also auch bei ungehinderter Querdehnung unter der
gleichen Last eintreten wiirde. Dazu bestimmen wir zunéichst die Spannung o, (o), die bei
y = oo herrscht. Sie ist

ay (00) = @y () +o,.

1
Weil nun 7z}, = 0 fir « = 5,80 haben wir mit Gl. (19):

.._1/2

+ 1/ 1 + 1l
ol (00) =fa£dx (y =0) =365 <~ fx"/‘i dx+ D (1)) —0,572R (2, 1) f x:dx—=—297.
0 i

1 - 2,97 4- 0,66 .
Also wird fir z =+ PR (o0) = »—é—;—lA 0,5 = 0,584 und ¢, (c0) = — 3,63. Man ersieht
daraus, daB % (R) kleiner ist als 1% von u (c0). Wir sind also berechtigt, den EinfluB der u (R)
zu vernachlissigen, und die Spannungen ¢’ + ¢! + o™ als geniigend genau anzusehen. Wir
wollen dabei alle Spannungen mit demselben Faktor 4, so multiplizieren, dao, (00) = P=—1
wird. Dann ist

1

Ay =g 5= 0.2T5.
Tabelle A. Spannungen o, fiir A = co.
pogen

Y1 00 o 02 | 03 | o4 | 05

0| —0,95 | —095 | —094 | —0,94 | —0,97 | —
01| —099 | —0,99 | —099 | —1,00 | —103 | —0,98
02| —100 | —1,01 | —1,02 | —1,02 | —0,99 | —095
03| —102 | —102 | —1,00 | —1,00 | —0,98 | —0,94
05| —1,02 | —1,01 | —1,00 | —1,00 | —0,97 | —0,96
07| —1,00 | —1,00 | —1,00 | —1,00 | —0,99 | —0.99

Tabelle B. Spannungen o, fiir A = .
o

Y100 0,1 0,2 03 04 | 05

0] —0,31 | —031 | —03l | —0,30 | —0,30 | — o (0)
01| —o0,24 | —023 | —021 | —0,18 | —0,10 0
02| —0,17 | —0,16 | —0,14 | —0,10 | —0,04 0o
03| —0,0 | —0,00 | —0,08 | —0,05 | —0,02 0o
05| —0,04 | —0,04 | —003 | —0,02 | —0,01 0

Tabelle C. Schubspannungen 7,, fiir A = oo.
wz

Y100 A 0,2 0,3 0,4 0,5

0 0 10,04 | 10,08 | +0,13 | +020 | + = (0)
01| o 10,03 | +007 | +011 | +0,12 0
02 0 | +001 | +004 | +006 | +0,03 0
03l 0 | +000 | +001 | F002 | —o002 0

In den Tabellen A, B, C sind die so berechneten Spannungen zusammengestellt
bis y =0,7. Man ersieht daraus, daB fir y =0,7 sich die Spannungen o, nur um
etwa 1% von 1 unterscheiden. Da ¢, und 7, gleichzeitig sehr klein werden, ist
bei y = 0,7 der gleichméfBige Spannungszustand, wie er bei ungehinderter Querdehnung



56 Max Knein:

eintreten wiirde, praktisch erreicht. Daraus folgt, daB3 die Spannungen der Tabellen A, B, C
auch noch als praktisch geniigend genau anzusehen sind, solange das Léngenverhaltnis des

Probekorpers dl =A=14. Fir 0,7=<21= 1,4 kann man die Spannungen sehr einfach ge-

winnen, indem man die gleiche Spannungsverteilung noch einmal, und zwar spiegelbildlich zur
Geraden y :% iberlagert, also mit y =1 als Endgeraden und dann eine Zugspannung
o, = + 1 hinzugefiigt. Die Grenzbedingungen sind dann offenbar hinreichend genau erfiillt
und sogar fiir A = 0,6 kann der Fehler nicht er-
heblich sein. Dann bestimmen sich die Span-
nungen o), ¢{” usw. bei dem Lingenverhalt-

nis4 wie folgt, indem man mit o,y usw. die Span-
nungen der Tabellen A, B, C (4 = o0) bezeichnet :

0P (2, 9) =0, (x,9) + 0, (x.2—y) + 1,
Ug) (x’ ?/) = Gac (, y) + 0, (l‘,l - ?/),
T!%:) (x’ ?/) =T (x) ?/) —2 (x’}* - ?/)

Abb. 11. Fiir A = oo veranschaulicht Abb. 11 den Ver-
lauf der Spannungen o,.
Es ist leicht, hieraus auch die wagerechten Verschiebungen # zu berechnen, welche bei
A
¥y=5, =g
also wy,, fiir verschiedene zu bestimmen. Ist diese Verschiebung fiir groBe A oder bei ungehin-
derter Querdrehung % (co), so erhdlt man folgende Werte %,
A=12 Umax = 0,92 % (c0),
=1 Umax = 0,85 4 (00),
A=08  ay, =0,76u (w0),
A =06 Upax = 0,64 u (00).

, also im mittleren Horizontalschnitt an der seitlichen Begrenzung auftreten,

Besprechung der Resultate.

Zunéchst folgt aus dem oben Gesagten, daB der EinfluB der Reibung sich nur bis zu einer
Entfernung von der Druckfliche bemerkbar macht, die gleich rd. % der Breite der Probekérpers
ist. Ein Korper, dessen Lange gréBer ist als die 1,5fache Breite, verhilt sich in der Mitte prak-
tisch ebenso wie bei ungehinderter Querdehnung.

Um weitere Schliisse zu ziehen, miissen wir feststellen, wann und wo die Elastizititsgrenze
zuerst iiberschritten wird. Nach Mohr wird die Elastizititsgrenze dann erreicht, wenn der
Spannungskreis eine Grenzkurve beriihrt, die in der Form

| oy —0y | =1(0y +0y)
oder

V412 + (06, —o0,)% = (0, +0,)

angegeben werden kann. Hierin ist f eine Funktion, die fiir jedes Material verschieden sein
kann. Der einfachste Fall ist
loy—0| =Var2 1 (0,—0,2 =0,

der z. B. fiir die meisten Metalle gilt. Wir berechnen also | 6, — o0, | und verbinden die Punkte

mit gleichen Werten durch Kurven. In Abb. 12 sind diese Kurven gezeichnet, und zwar gilt 12a

fiir A = o0, 12b fiird =1, 12¢ fiir 1 =0,6. Uberall auf der Kurve ¢, — 0, =1 wird die Elastizitits-

grenze bei derselben Last P, erreicht, wie bei groBem y oder bei ungehinderter Querdehnung, also
P,

P
bei = 1, allgemein auf der Kurve | o, — o0, | = C bei einer Last P = o
o
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Aus Abb. 12 ersieht man, dall die Elastizitétsgrenze stets zuerst in der Ecke iiberschritten
wird, und zwar geschieht dies schon bei ganz kleinen Lasten. Wird P gleich Py, so liegt jedoch
erst der kleine von der Kurve 1 umschlossene Bereich nichst der Ecke auflerhalb der Elasti-
zititsgrenze. In der Néhe der Ecke werden dann bleibende Forménderungen eintreten, und
die Spannungsverteilung wird sich hier etwas dndern. Auf die Spannungsverteilung im iibrigen
Teile des Korpers und auf die Bruchlast kann dies aber keinen wesentlichen Einflu haben.
Ist A = 1,5, so wird nach Abb. 12a bei P = P, auch in der Mitte der Hohe des Korpers die
Elastizitatsgrenze erreicht. Man wird daraus
schlieBen diirfen, daB bei A == ~ 1,5 auch der

Abb. 12b.

Abb. 12a. Abb. 12c.

Bruch bei ungefihr der gleichen Last wie bei groBerer Linge oder bei ungehinderter Quer-
dehnung eintritt.

Zu beachten ist, daf} sich eine Zone gréBter Beanspruchung von der Ecke aus lings der punk-
tierten Linie nach der Mitte hin zieht. In Abb. 12b enthélt diese Zone die gréBten iiberhaupt
auftretenden Beanspruchungen, wobei man aus den oben angefiihrten Griinden von der néch-
sten Nihe der Ecke absieht. Eine Uberschreitung der Elastizititsgrenze und eine Bruchgefahr

1

kann also fiir A = 1 sicher nicht eher als bei P = P, = 1,04 P, eintreten und firiA = 0,6

0,96
1 i i .
092 Py =1,09 P,. Aus Abb. 12¢ sieht man aber, daB bei P = 092 P,

noch ein sehr groBer Teil des Kérpers seine Tragfihigkeit hat, so daB eine Bruchgefahr
vielleicht erst bei groBleren Lasten gegeben ist. Eine obere Grenze fiir die Bruchgefahr

nicht eher als bei P =
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erhalten wir, wenn wir die in der Mitte (bei x=0,y= —;—) eintretende Beanspruchung zugrunde

legen, also beidl = 0,6 : P = OIVL P, = ~ 1,20 Py, weil erst dann im ganzen mittleren Hori-
zontalschnitt die Elastizitidtsgrenze tiberschritten ist. Wir haben also eine obere (I,) und eine
untere (I,,) Grenze fiir die Erhchung der Bruchlast bei Metallen, die in Abb. 13 eingetragen sind.
Die Kurve I, stimmt der GréBenordnung nach mit den beobachteten Werten iiberein?).

Fiir steinartige Koérper hat die Funktion f eine andere Form. Fiir Sandstein und Marmor
findet man sie angegeben bei Prof. Th. v. Kdrmén, Forschungsarbeiten V.d. I. 1912, H. 118."

Solange | o; 40, | nicht sehr groB wird, kann man schreiben
| 0y —0y | = C; —k (07 + 55),

k ist nach der genannten Abhandlung fiir Marmor = ~sin 379, fiir Sandstein = ~ sin 50°.
Fir &k = sin 45° = 0,707 als Mittelwert kann man schreiben

| oy — oy | — 0,707 |0, + 0, | = C - 0,293,

. . . . . P,
worin jetzt ' wieder die gleiche Bedeutung hat, wie oben, also P = Eoist. Es wurde wieder

nach den gleichen Annahmen wie oben die untere Grenze fiir die Erhohung der Bruchlast punk-

tiert in Abb. 13 eingetragen, und mit 11, bezeichnet.

Fiir die obere Grenze muflite auf die Kurven der

Abbandlung selbst zuriickgegangen werden, da fiir

die hier in Betracht kommenden |o; +0,| die

lineare Beziehung nicht mehr geniigend annahert.

Die Kurve 11, gilt fir Marmor, sie gibt schon fiir

4 =1,0 eine Erhohung um 30%. Dieser Wert ist

hoher als die bisher vorliegenden Versuche er-

Abb. 13. " geben; die Kurve I1, diirfte daher dem wirklichen
Verhalten niher kommen.

Wichtiger ist, dafl schon die Kurve I, oberhalb der Kurve I, verliuft. Daraus wird man
schliefen diirfen, daf} in der Tat die Erhohung der Bruchlast mit abnehmender Lénge fiir stein-
artige Korper bedeutender ist, als fiir Metalle; allerdings wéare dabei auch die Verschiedenheit
der Poissonschen Konstante zu beriicksichtigen, fiir die aber bisher zu wenig zuverlédssige
Messungen vorliegen. Jedenfalls ist aber die Gestalt der Mohrschen Elastizititsgrenze von
groBem EinfluB auf die Erhéhung der Bruchlast. Diese selbst aus der Elastizititstheorie genau
zu bestimmen, dirfte nicht moglich sein.

In Abb. 11 sind die Spannungen o, fiir verschiedene Schnitte y == Const gezeichnet. Man
sieht, daf das Maximum sich von der Ecke aus mit wachsendem y gegen die Mitte verschiebt
wihrend an der Mantelfliche die Spannung zundchst abnimmt. Die Spannung o, allein ver-
hilt sich also schon #hnlich wie die | o; — 0, | in der Abb. 12. Die | 6, — 0y | may liegen auf
der punktierten Linie in Abb. 12, also auf einem ganz bestimmten von der Ecke ausgehenden
Strahle unter dem Winkel @, gegen die seitliche Begrenzung. Innerhalb desselben, also fiir
@ > @, besteht ein zusammenhéngender Kern von erheblich geringerer Beanspruchung; dieser
Kern wiirde den bei Druckversuchen iibrigbleibenden Kegel- oder pyramidenférmigen Stiicken
entsprechen. Es ist daher von Wichtigkeit, festzustellen, welche GréBle der Winkel ¢, bei ver-
schiedenen Werten m hat. Diese kann man aus der Lésung fiir die Ecke, also aus Gl. (4) ab-
leiten. Man findet zunéchst allgemein (GI. 4)

log—0| =2V (f" £ n(@—mn) 2 +4m—1)2f2. (26)

Soll also | o, —a,| fiir konstante 7 ein Maximum werden, so muB sein
F"+n@—n)H{" +n2—n)f)+4n—12ff =0.

1) Vgl. Franz Nehl: Dissertation, Aachen 1925.
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Mit Benutzung von Gl. (5) erhdlt man daraus nach einiger Umformung

2 B’ ( B>
. b B="]. 27
tg 2@, C—w B’ 1 27)

Will man zu einem gegebenen m aus dieser Gleichung ¢, berechnen, so hat man aus Abb. 3 n
zu entnehmen und aus Gl. (6) oder (7) B zu bestimmen. In Abb. 14 ist der Winkel ¢, als Funk-
tion von m dargestellt. Fir m = %, n = 1,56 wird ¢, = g, fiir m = 2 nahezu @, = ~ 45°,
Dies ist also der grofite wirklich auftretende Wert von ¢,. Man sieht, daB sich ¢, fir 2 <m < 6
ungefahr nach der Formel andert
- n

Po="~5m"
Der Winkel ¢, ist unabhéngig von der Lange des Probekorpers, da die Ableitung nur fir die
Ecke gilt. Ein Blick auf Abb. 12 lehrt jedoch, dafl von A = oo bis A = 1 der durch die punktierte
Linie angegebene Strahl, der dem Winkel ¢, entspricht, sich nicht merklich éndert. BeiA = 0,6
ist er in eine Kurve iibergegangen. Der Winkel ¢, gilt nur fiir deren Tangente in der nichsten
Nahe der Ecke; dort verliert aber,
wenn man sich der Bruchlast niahert,
wie oben erértert, die elastische Lo-
sung ihre Giiltigkeit. Der Winkel ¢,
hat also wirkliche Bedeutung nur fiir
w=A1>~1. Wenn 4 wesentlich
kleiner wird als 1, kann man iiber-
haupt von der Elastizititstheorie kei-
nen Aufschlufl mehr iber das Ver-
halten des Kérpers in der Niahe der Abb. 14.
Bruchlast erwarten. Mit dem Eintritt
bleibender Forminderungen werden sich die Unterschiede in der Beanspruchung, wie sie
schon Abb. 12¢ im mittleren Horizontalschnitt zeigt, ausgleichen miissen. Man wird also
fir kleine 4 der Wirklichkeit niher kommen, wenn man die Plastizitatstheorie anwendet.
Dies soll in folgendem wenigstens fiir die Ecke versucht werden.

Anwendung der Plastizitdtstheorie.

Auch die Spannungen der plastischen Losung lassen sich fiir das ebene Problem in der be-
kannten Weise durch die Airysche Spannungsfunktion ausdriicken, weil die Gleichgewichts-
bedingungen unverdndert bleiben. An Stelle der Gleichung AAF = 0 tritt die Plastizitits-
bedingung

01— 0y

—C— k‘ilfgf_z ) (28)

mit dem Sonderfall k = 0
010 _

2 C. (28 a)

i
Hierin ist & = sin #, wo # den Winkel bedeutet, unter dem die geradlinig angenommene Mohr-

sche Elastizitétsgrenze im o7-Koordinatensystem gegen die o-Achse geneigt ist. Die Losung fiir
die Ecke in Polarkoordinaten setzt sich aus Funktionen von der Form

F =72 f(p)

zusammen, da die Spannungen endlich und von Null verschieden sein miissen. Wir brauchen
zwei Arten von Losungen der Gl. (28) bzw. (28a). Die erste lautet

fo=4A4cos2¢ 4+ B-sin2¢ + D. (29)

Sie befriedigt zugleich auch die Elastizitdtsbedingungen, und stellt in einem rechtwinkligen
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Koordinatensystem gleichméaBige Spannungen o,, ¢, dar. Die Gleitlinien sind parallel und unter

dem Winkel ¢, = E——g gegen die Richtung der grofiten Druckspannung geneigt.

Die zweite Losung ist die von Prandtl, Z.ang. Math. Mech. 1921, H. 1, angegebene,
welche lautet

f1=%<%—A1ei2""tgﬂ>, (30)
bzw. fir f =0
fi = 4 Cp + const. (30a)

Hier sind alle von der Ecke ausgehenden Strahlen Gleitlinien. Léngs einer Gleitlinie kann
man nun Loésungen aus (29) und (30) derart aneinandersetzen, daf die Spannungen o,, o, 7,
oder, was dasselbe ist, f, ', f”, stetig iibergehen.
Unsere Ecklésung setzt sich nun aus folgenden Teilen zusammen (Abb. 15).
Von ¢ = 0 bis ¢ = ¢, gilt eine Losung von der Art (29), so dafl
tir ¢ =0, f, =0, f’ =0 wird, also

1 . 1 )
]‘o—gA(cos2¢p—l) (A—Cl—smﬁ (31)
was einen einfachen Druck parallel der seitlichen Begrenzung dar-

stellt. Fir ¢ = ¢, = E-g haben wir daraus

/0=§A(sin,8—l),

fo, =—2 Acosp,
Abb. 15.
fo' =—2Asinp,
von @ = @, bis ¢ =9 gilt die Losung f, aus (30) bzw. (30a). Setzt man
A
— P — 2 +2(p—@)tgh
f1 2sinﬁ(1 sin §— cos2Bet2@—e)teh) (32)
bzw.
1
f1=—A(<p—%+§), (32a)

so sind bei ¢ = ¢, alle Spannungen stetig.
Von ¢ =9 bis ¢ = g gilt wieder eine Losung f, von

Art (29), die sowohl plastisch als elastisch sein kann. Beim
Koérper von endlicher Breite jedoch entspricht der Zone

d<p< f der in Abb. 16 schraffierte Teil. Hier ist das

seitliche Auswelchen durch die Reibung an der Druck-
flache gehindert.
Innerhalb des schraffierten Teiles haben wir also ein
elastisches Verhalten anzunehmen, das an den Grenzen
in dag plastische iibergeht. Wir miissen also die Losung f,
Abb. 16.

als elastische ansehen und konnen fiir ¢ = ;—t die fritheren

Randbedingungen (IIIc¢) und (IVe) mit n = 2 zugrundelegen. Aus (IVc) folgt die Gleichung
fo + 4t =0,

welche von allen Losungen von der Form (29) erfiillt wird. Wir schreiben:

fo =acos2¢p + b-sin 2¢ + d. (33)
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Die Randbedingung (IIIc) lautet jetzt
(m—1)f" +2(m—2)f=0

mit Gl. (33) folgt daraus
m
—-—a——. 4
d a- (34)
Fiir ¢ =3 haben wir dann die drei Bedingungen f, = f,, f;’ = f, f;” = f,”’ zu erfiillen, welche
zur Bestimmung der drei Unbekannten a, b, ¥ notwendig und hinreichend sind. Die drei Glei-
chungen lauten unter Benutzung von (34), wenn der MaBstabfaktor 4 = 2 gesetzt wird.

sirll 7 (1—sin f—cos2f ez (P—p)tef) —gq ((cos 29 — ;nﬁ—é) +b-sin29 (35)
—cosfer@—eteh = — gsin 29 + b cos P (36)
sinfe2@—o)tf—=gcos29+bsin29, (37)
bzw.
1 m . <
—2 ﬁ_¢1+§ =a cosQﬂ—m +bsin29, (35a)
—1=—asin29 +b:cos 279, (36a)
acos 29 + b -sin 29 = 0, (37a)
Abb. 17.
aus (36) und (37) erhdlt man zunichst
a=—>b-tg (24 +p) (38)
und dann aus (35)
= (1—si —2 () taf - ,_?,ifl%igJ - "™
Sin®f [1—(1—sinf)e 1 [cos219 w@d L)) m—2 (39)
bzw.
1 m .
2(@9—(P0+ 5)—[_‘_“2'8111219. (39&)

Hierdurch ist 9 als Funktion von m und 8 bestimmt. In Abb. 17ist 9 als Funktion von m fiir
B =0 und p =45° dargestellt. Die Grenzwerte, zwischen denen sich & bewegt, lassen sich
aus (39) angeben, denn fiir m = 2 muf} tg (29 + ) = 0 sein, also

ﬁ:%—g fir m=2,
andererseits muf} sein
7
P=-- B

— L& fir m=o00.
4 2
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Es ist noch von Wichtigkeit, den Wert des Reibungskoeffizienten an der Druckfliche zu er-
mitteln. Wir erhalten dafiir

Eine Beziehung zwischen dem oben berechneten ¢, und dem Winkel 9, der den nicht flieBen-
den Bereich abgrenzen soll, 148t sich auf theoretischem Wege nicht angeben. Es miilite durch
Versuche ermittelt werden, wie der Ubergang vom rein elastischen Zustande zum teilweise
plastischen vor sich geht.

Zusammenfassung.

Im Vorliegenden wird der Einflul der Reibung beim Druckversuch untersucht, indem an-
genommen wird, daf} dieselbe grof} genug ist, um jede seitliche Verschiebung in der Druckfliche
zu verhindern, und daB die Druckfliche eben bleibt. Das Problem wird dabei als ebenes be-
handelt, um eine strenge Losung zu erhalten. Zunédchst wird die Lésung fiir die Ecke allein
angegeben und daraus der erforderliche Wert des Reibungskoeffizienten abgeleitet. Schon diese
Losung zeigt einen bestimmten von der Ecke ausgehenden Strahl, auf dem die Beanspruchung
ein Maximum wird, und innerhalb dessen ein zusammenhidngender Kern von geringerer Be-
anspruchung besteht; hierdurch kénnte eine Erklirung der bekannten Bruchkegel gegeben
werden. Der Winkel, den der erwéhnte Strahl mit der seitlichen Begrenzung bildet, wird als
Funktion der Poissonschen Konstanten angegeben: Er liegt zwischen 0 und 45. Durch eine
Art Spiegelung an der freien Seite und Uberlagern einer weiteren reguliren Lésung fiir den un-
endlich langen Streifen gewinnt man mit m = rund 4 eine Losung fiir den Kérper von begrenzter
Breite, bei der die seitlichen Verschiebungen in der Druckflache ebenfalls fast vollkommen
verschwinden, und die man deshalb als die gesuchte Losung betrachten kann. Hieraus endlich
1Bt sich mit geniigender Genauigkeit die Spannungsverteilung fiir endliche Lédngen bis zu dem
0,6fachen der Breite herab gewinne. Die fiir verschiedene Léngen errechneten Differenzen
der Hauptspannungen zeigen, wie die Erhéhung der Bruchlast mit abnehmender Lénge zustande
kommt. Fiir diese Erh6hung kann nur eine obere und eine untere Grenze angegeben werden,
wiahrend der genaue Wert derselben nicht festgestellt werden kann. Es zeigt sich jedenfalls,
daB die Erhéhung der Bruchlast auller von der Poissonschen Konstanten in starkem Mafle
von der Gestalt der Mohrschen Elastizitdtsgrenze abhéngt. Die Spannungsverteilung fiir
Léngen, die kleiner sind als die Breite, fithrt zu der Annahme, daB fiir solche kurze Korper
das wirkliche Verhalten in der Néhe der Bruchlast von dem aus der Elastizitdtstheorie gefolgerten
sehr verschieden sind. Es wird schliefilich eine Losung fiir die Ecke angegeben, bei der ein plasti-
scher Teil an der seitlichen Begrenzung und ein elastischer Teil an der Druckfliche unter einem
bestimmten Winkel aneinanderstoBen. Dieser Winkel und der zugehérige Reibungskoeffizient
werden als Funktion der Poissonschen Konstanten und der Mohrschen Elastizitatsgrenze
angegeben. Nur durch geeignete Versuche konnte klargelegt werden, wann und wie die rein
elastische Losung in die plastisch-elastische iibergeht.
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abfallenden Gelinde mit Abfanggraben. Von L. Hopf und E. Trefftz. Mit 32 Ab-
bildungen. 66 Seiten. Berichtigter Neudruck. 1927. RM 6.—

Heft 2: Kin Beitrag zum Spaltfligelproblem. von W. Klemperer. Flug- und Trudel-
kurven. Von L. Hopt. Mechanische Modelle zum Segelflug. Von Th. v. Kirman.
Der EinfluB des Windes auf die Transportleistung. Von W. Klemperer. Theo-

retische Bemerkungen zur Frage des Schraubenfliegers. Von Th. v. Karmén.
Mit 24 Abbildungen. 56 Seiten. Unverdnderter Neudruck. 1927. RM 6.—

Heft 3: Die Messung der hydraulischen Rauhigkeit. Von L. Hopf. Stromungswider-
stand in rauhen Rohren. Von K. Fromm. Zahlenmaterial zur vorigen Ab-

handlung. Von K, Fromm, Mit 35 Abbildungen. 43 Seiten. Berichtigter Neudruck. 1927.
RM 6.—

Heft 4: Stromungserscheinungen in Ventilen. Von Dr-Ing. Bruno Eck. Gastheoretische
‘Deutung der Reynoldsschen Kennzahl. Von Professor Dr. Th. v. Karmin. Uber
die Stabilitit der Laminarstromung und die Theorie der Turbulenz. von
Professor Dr. Th. v. Kairman. Uber einige Anwendungen nomographischer Me-

thoden in der Thermodynamik. Von Dr.-Ing. Bruno Eck und Dipl-Ing. Erich Kayser.
Mit 46 Abbildungen im Text. 48 Seiten. 1925. RM 5.10

Heft 5: Theorie des Segelfluges. Von Dr-Ing. W. Klemperer. Mit 17 Abbildungen im Text.
78 Seiten. 1926, RM 6.90
Heft 6: Berechnung der Druckverteilung an Luftschiffkorpern. von Professor Dr.Th. v.
Karman. Stromungsverlauf und Druckverteilung an Widerstandskorpern in

Abhﬁng‘ig‘keit von der Kennzahl. von Regierungsbaumeister Dr.-Ing. Hans Ermisch,
Mit 58 Abbildungen im Text. 50 Seiten. 1927. RM 7.50

Vortriige aus dem Gebiete der Hydro- und Aerodynamik (Innsbruck 1922.)
Gehalten von zahlreichen Fachleuten. Herausgegeben von Th. v. Kirman, Professor am Aerodyna-
mischen Institut der Technischen Hochschule, Aachen und T. Levi:Civita, Professor an der Univer-
sitit Rom. Mit 98 Abbildungen im Text. 251 Seiten. 1924. RM 13.—

Fragen der klassischen und relativistischen Mechanik. vier vortrige, gehalten

in Spanien im Januar 1921 von T. Levi-Civita, Professor in Rom. Autorisierte Ubersetzung. Mit
13 Textfiguren. VI, 110 Seiten. 1924. RM 5.40

Mechanische Schwingungen und ihre Messung. von Dr-Ing. Joset Geiger, Ober-
ingenieur, Augsburg. Mit 300 Abbildungen im Text und auf 2 Tafeln. XI, 305 Seiten. 1927.
Gebunden etwa RM 20.—
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Technische Schwingungslehre. Ein Handbuch fiir Ingenieure, Physiker und Mathematiker
bei der Untersuchung der in der Technik angewendeten periodischen Vorginge. Von Privatdozent
Dipl-Ing. Dr. Wilhelm Hort, Oberingenieur, Berlin. Zweite, vollig umgearbeitete Auflage. Mit
423 Textfiguren. VIII, 828 Seiten. 1922. Gebunden RM 24.—

Mathematische Schwingungslehre. Theorie der gewdhnlichen Differentialgleichungen mit
konstanten Koeffizienten sowie einiges iiber partielle Differentialgleichungen und Differenzengleichungen.
Von Dr. Erieh Schneider. Mit 49 Textabbildungen. VI, 194 Seiten. 1924.

RM 8.40; gebunden RM 9.15

Grundziige der technischen Schwingungslehre. von Prof. Dr.Ing. Otto Foppl,
Braunschweig. Mit 106 Abbildungen im Text. VI, 151 Seiten. 1923. RM 4.—; gebunden RM 4.80

Tafeln zur harmonischen Analyse periodischer Kurven. von Dr-Ing.
L. Zipperer. Mit 6 Zahlentafeln, 9 Abbildungen und 23 graphischen Berechnungstafeln. IV,

12 Seiten. 1922. In Mappe RM 4.20
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Flugzeugbaukunde. Eine Einfihrung in die Flugtechnik. Von Dr-Ing. H. G. Bader. Mit
94 Bildern im Text. 121 Seiten. 1924. RM 4.80; gebunden RM 5.40

Der Bau der Starrluftschiffe. Ein Leitfaden fiir Konstrukteure und Statiker. Von Jo-
hannes Schwengler, Oberingenieur. Mit 33 Textabbildungen. 99 Seiten. 1925. RM 4.80

Theorie der Differentia]gleichungen. Vorlesungen aus dem Gesamtgebiet der gewohn-
lichen und der partiellen Differentialgleichungen von Prof. Ludwig Bieberbach, Berlin. Zweite,
neubearbeitete Auflage. Mit 22 Abbildungen. (,Grundlehren der mathematischen Wissenschaften in
Einzeldarstellungen”“. Herausgegeben von Prof. R. Courant, Gottingen. Band VI) X, 358 Seiten.
1926. RM 18.—; gebunden RM 19.50

Sieben- und mehrstellige Tafeln der Kreis- und Hyperbelfunktionen und
deren Produkte, sowie der Gammafunktion, nebst einem Anhang: Interpolations-

und sonstige Formeln. Von Prof. Keiichi Hayashi, Fukuoka, Japan. VI, 284 Seiten. 1926.
: RM 45.—; gebunden RM 48.—

Die Differentialgleichungen des Ingenieurs. Darstellung der fiir Ingenieure und

Physiker wichtigsten gewohnlichen und partiellen Differentialgleichungen einschlieBlich der Naherungs-
verfahren und mechanischen Hilfsmittel. Mit besonderen Abschnitten iiber Variationsrechnung und
Integralgleichungen. Von Privatdozent Prof. Dr. Wilhelm Hort, Oberingenieur der AEG. Turbinen-
fabrik, Berlin. Zweite, umgearbeitete und vermehite Auflage unter Mitwirkung von Dr. phil. W. Birn-
baum und Dr.-Ing. K. Lachmann. Mit 308 Abbildungen im Text und auf 2 Tafeln. XII, 700 Seiten.
1925. ' Gebunden RM 25.50

Diegewohnlichen und partiellen Differenzengleichungeninder Baustatik.

Von Ing. Dr. Fr. Bleich, Wien und Prof. 1..». Dr. E. Melan, Wien. Mit 74 Abbildungen im Text.
VII, 350 Seiten. 1927. Gebunden RM 2850





