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Vorwort. 
Das vorliegende Buch ist das Ergebnis von Forschungen liber das 

Turbulenzproblem, die der Verfasser 1932 in Gottingen bei Professor 
Prandtl mit Unterstiitzung der Notgemeinschaft der Deutschen Wissen
schaft in Angriff genommen hat. Das Ziel war, durch Heranziehung 
statistischer SchluBweisen, die in den letzten Jahrzehnten auf vie len 
Gebieten der Physik mit groBem Erfolg angewendet worden sind, die 
theoretische Hydrodynamik so zu entwickeln oder zu begriindcn, daB 
sic die Erscheinungen der Turbulenz umfaBt. Bei den vorliegenden 
Untersuchungen erscheint daher die Hydrodynamik als ein Zweig der 
physikalischen Statistik. 

Wenn ich nun diese Arbeiten der wissenschaftlichen Offentlichkeit 
unterbreite, so ist es mir eine angenehme Pflicht, allen zu danken, die 
mir die DurchfUhrung des Werkes ermoglichten und mich dabei unter
stiitzten. Da sei der erste Dank meinem friiheren Lehrer, Herrn Professor 
Prand tl ausgesprochen, der mir die Unterstiitzung der Notgemein
schaft erwirkte und der zur Zeit, da ich bei ihm arbeitete und vor aHem 
auch spater die Arbeit immer wieder durch Anregung und Kritik forderte. 
Mit seiner Erlaubnis ist ihm dieses Buch gewidmet. Weiterhin danke 
ich.der Notgemeinschaft der Deutschen Wissenschaft und endlich meinem 
derzeitigen Chef, Herrn Professor Dr.-Ing. Georg Madelung, der mir 
in entgegenkommender Weise trotz der Arbeiten des Flugtechnischen 
lnstituts die Zeit gab, um die Untersuchungen am Turbulenzproblem 
wieder aufzunehmen und zu Ende zu fUhren. 

Auch den zahlreichen Herren Fachgenossen, die wahrend des Ent
stehens der Arbeit bei' Gesprachen und Diskussionen durch mancherlei 
Anregungen die Untersuchungen forderten, mochte ich hiermit meinen 
Dank aussprechen. In erster Linie bin ich da den Herren Professor 
Dr. Grammel, Stuttgart und Professor Dr. Walther Jacobsthal, 
Berlin fUr guten Rat und tatkriiftige Unterstiitzung zu vielem Dank 
verpflichtet. Endlich mochte ich noch einen besonders herzlichen Dank 
meinem lieben Freunde Dr. Gerhard Braun, Berlin-Adlershof aus
sprechen, der in der Gottinger Zeit, als man noch keinen handgreiflichen 
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Erfolg absehen konnte, mein treuer Helfer war und mich beim Ringen 
um die Problemstellungen immer wieder unterstiitzte und ermutigte. 

Wenn nun dieses Biichlein den Weg in die Fachwelt antritt, so mochte 
ich noch an die Herren Fachgenossen die Bitte richten, hier nicht eine 
endgiiltige und abschlieBende Darstellung der Turbulenzerscheinungen 
erwarten zu wollen. Die Hydrodynamik und auch die physikalische 
Statistik sind so sehr in sturmischer Entwicklung begriffen, daB es sich 
nur um einen Versuch handeln kann, mit neuen Leitgedanken der Natur
erkenntnis Neuland zu erschlieBen, ein Versuch, den der Wunsch begleitet, 
daB er fUr die weitere Forschung von Nutzen sein moge. 

Stuttgart, im Dezember 1934. 
Hans Gebelein. 
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Einleitung. 
1m Laufe der letzten hundert Jahre wurde das stattliche Gebaude 

der Methoden der mathematischen Physik auf dem Fundament der 
partiellen Differentialgleichungen errichtet und auf diese Weise wurden 
Hilfsmittel gewonnen, die es mehr und mehr ermoglichten, den Inhalt 
der seit Jahrzehnten feststehenden Differentialgleichungen der klassi
schen Mechanik zu erschlieBen. Soweit es sich urn die Kontinuums
mechanik handelt, bewahrten sich diese Methoden ganz hervorragend 
bei den Problemen der Elastizitatstheorie, so daB gerade an diesem Bei
spiel die Forderungen erwachsen sind, die man heute an die theoretische 
Mechanik steIlt. Dagegen konnte die theoretische Hydrodynamik bisher 
nicht zu einem ahnlich befriedigenden Ausbau gelangen, trotz der 
groBartigen Leistungen, die auf diesem Gebiete in den letzten Jahr
zehnten geschahen. Wir geben zur Darlegung des Sachverhalts einen 
Abschnitt aus dem Aufsatz: "Uber die Aufga ben und Ziele der 
angewandten Mathematik" wieder, mit dem vor 13 Jahren v. Mises 
die damals neugegrundete Zeitschrift fur angewandte Mathe
matik und Mechanik eroffnete, und der in den wesentlichen Stucken 
auch heute noch den Tatsachen entspricht. Dort lesen wir 1: 

"Ganz ~nders als in der Elastizitatstheorie steht es in dem anderen 
klassischen Gebiet der Mechanik stetig verteilter Massen, der Hydro
dynamik. Hier verfugt man noch nicht uber einen Ansatz, der auch 
nur in den wichtigsten und scheinbar einfachsten Fallen, wie z. B. dem 
der gleichformigen Stromung des Wassers in einem geraden Rohr, zu 
Folgerungen fUhrte, die mit der Beobachtung in ertraglichem MaE 
ubereinstimmen. Man besitzt bekanntlich zwei Theorien, die der idealen 
und die der zahen Flussigkeiten, und fUr jede von ihnen gibt es Gebiete, 
in denen sie unbestritten zur Geltung kommt; die Idealtheorie bei
spielsweise bei der Berechnung der freien Strahlen, die Zahigkeitstheorie 
bei der geordneten, laminaren Bewegung in engen Kanalen, in den 
schmalen, yom Schmiermittel erfullten Spalten zwischen Welle und 
Lager usw. Auf beiden Gebieten liegen noch wenig bearbeitete Aufgaben 
der Approximationsmathematik, ahnlich denen der Elastizitatstheorie 
vor. Von den meisten ubrigen Stromungen weiB man nur, daB sie 
"turbulent" sind, d. h. aus einer verhaltnismii13ig ruhigen Grund
stromung und daruber gelagerten, sehr unregelmaBigen Vibrationen 
bestehen, und man kann nur mit Verwunderung feststellen, daB die 

1 Z. angew. Math. Mech. Bd. 1 (1921) S. 1. 
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Grundstramung im groBen ganzen den Bewegungsgesetzen der idealen 
Flussigkeit folgt. Ein neues Beispiel fUr die oft sehr weit gehende Uber
einstimmung hat die in letzter Zeit weit ausgebildete Theorie der Luft
stramung in der Umgebung eines bewegten Tragflugels geliefert. Aber 
weder kann man aus den mechanischen Gleichungen den Grund dafur 
ableiten, daB bei AuBerachtlassen der Pulsationen das Verhalten der 
wirklichen Flussigkeit anniihernd das einer reibungsfreien wird, noch 
lassen sich die Fragen beantworten, die mit dem Auftreten der Turbulenz 
unmittelbar zusammenhiingen, vor allem die, welchen Umstiinden das 
Entstehen der Turbulenz zuzuschreiben ist. Nach dem gegenwiirtigen 
Stand der Theorie muB man es als noch unentschieden ansehen, ob 
der Ansatz der ziihen Flussigkeiten bei genugender mathematischer 
Durchdringung eine Erkliirung der Turbulenz zu geben vermag, etwa 
auf dem Wege einer entsprechenden Berucksichtigung der Wandrauhig
keit als Grenzbedingung, oder ob die Lasung nur durch die Sprengung 
des Rahmens der klassischen Mechanik und Ubergang zu statistischen 
Betrachtungsweisen erhofft werden kann. Bei den groBartigen 
und vielfach verbluffenden Erfolgen, die der physikalischen Statistik 
in den letzten Jahren zuteil worden sind, wird man vielleicht zu der 
letzten Ansicht neigen, die, wenn sie sich bewahrheiten sollte, von gar 
nicht abzuschiitzender, grundsatzlicher Bedeutung fUr die gesamte 
Auffassung der Mechanik werden kannte." 

Soweit Herr v. Mises. Wohl hat in den seither vergangenen 13 Jahren 
die Turbulenzforschung durch eine Reihe experimenteller und theoreti
scher Arbeiten groBe Fortschritte gemacht, von denen im einzelnen noch 
die Rede sein wird. Die angeschnittenen Hauptfragen jedoch, die 
Prandtl als "das groBe Problem der ausgebildeten Turbulenz"l be
zeichnet, harren noch immer der Lasung. 

1m Sinne der am Ende des obigen v. Misesschen Zitats ausge
sprochenen Vermutung, daB die Lasung des Turbulenzproblems nur 
durch Ubergang zu statistischen Betrachtungsweisen erhofft werden 
kanne, hatte sich der Verfasser die Aufgabe gestellt, die theoretische 
Hydrodynamik unter Heranziehung von SchluBweisen der statistischen 
Mechanik so zu erweitern, daB sie die Erscheinungen der Turbulenz 
umfaBt. Die Behandlung, die die Physik der Stramungsvorgange in 
dieser Abhandlung erfiihrt, gehOrt demnach der physikalischen Statistik 
an. Die Aufgabe ist nicht die Aufsuchung neuartiger Integrale der 
klassischen hydrodynamischen Gleichungen, die turbulente Stramungen 
darstellen sollen, sondern die Untersuchung der Grundlagen der Hydro
dynamik. 

Die Forderungen, die an eine solche neue Theorie gestellt werden 
mussen, sind klar und hart. Eine statistische Theorie der Hydrodynamik 

1 L. Prandtl: ti'ber die ausgebildete Turbulenz. Verhandl. 2. internat. 
Kongr. f. techno Mechanik. Ziirich 1926. S. 62. 
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muB Raum lassen fUr aIle Ergebnisse der klassischen Hydrodynamik. 
Sie darf nicht zu ihnen in irgendwelchen Widerspruch treten, denn sie 
muB einen naturgemiWen Uberbau der klassischen Hydrodynamik 
darstellen. Die Navier-Stokesschen Gleichungen, deren Gtiltigkeit 
"im kleinen" nicht zu bezweifeln ist, diirfen daher nicht preisgegeben 
oder verletzt werden, und aus diesem Grunde kann es sich hier nicht 
um eine Sprengung des Rahmens der klassischen Mechanik in dem aus 
der Atomphysik bekannten, tiefgreifenden Sinne handeln, wenn der 
Ubergang zur statistischen Mechanik geschieht. Vielmehr weitet sich 
bei der Behandlung der Stromungsvorgange die Aufgabe, indem sie als 
Vorbereitung die Untersuchung des Verhaltnisses der klassischen und 
der statistischen Mechanik zueinander und damit der Grundlagen der 
physikalischen Statistik erfordert. 

Wie bei jeder physikalischen Theorie ist aber auch hier die letzte 
Instanz die Erfahrung, das Experiment. Daher darf hinter diesen 
theoretischen Untersuchungen die Behandlung der wirklichen Stromungs
vorgange nicht zuriickstehen, vor allem auch deshalb nicht, weil die 
Hydrodynamik ein Zweig der technischen Mechanik ist, bei der es in 
erster Linie auf die Gewinnung sicherer, praktisch verwertbarer Ergeb
nisse ankommt. Solche Ergebnisse zu gewinnen, gelang in den letzten 
Jahren der experimentellen Turbulenzforschung in weitem MaBe, wie 
iiberhaupt Messungen turbulenter Stromungen in ungeheurer Menge 
vorliegen und unter ihnen sich wahre Meisterstiicke der Experimentier
kunst befinden. Dieses experimentelle Material liefert den Priifstein 
der Theorie, deren Aufgabe es ist, das durch die Beobachtungen ge
wonnene Bild zu vertiefen, die Ergebnisse des Experiments aus mog
lichst einfachen und anschaulichen Annahmen neu zu gewinnen und 
aus ihnen moglichst umfassende Folgerungen zu ziehen, die auch 
der experimenteUen Forschung unter Umstanden neue Fragestellungen 
eroffnen. 

Daher wechseln in dieser Abhandlung Abschnitte mehr statistischen 
Inhalts und solche mehr hydrodynamischen Inhalts miteinander abo 
Das mathematische Riistzeug sind in erster Linie die Methoden der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung. Dabei wird die Wahrscheinlichkeitsrech
nung in der Gestalt angewendet, die ihr erst in neuester Zeit v. Mises 
gegeben hat. Da die Wahrscheinlichkeitsrechnung bis heute in den 
Ingenieurwissenschaften noch kaum Anwendung gefunden hat, konnen 
ihre Grundtatsachen nicht als bekannt vorausgesetzt werden. Daher 
beginnen wir im Kap. I mit einer kurzen Einfiihrung in die Wahr
scheinlichkeitsrechnung im AnschluB an das v. Misessche Lehrbuch. 
Kap. II ist dann der Statistik des Zeitablaufs und damit der Grund
aufgabe der physikalischen Statistik gewidmet. 1m Mittelpunkt dieser 
Untersuchungen steht das Problem des Ubergangs zwischen statistischer 
und klassischer Mechanik und des Verhaltnisses beider zueinander. 

1* 
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Damit sind die Grundlagen ftir die Behandlung del' Stromungs. 
vorgange in statistischer Auffassung gewonnen, deren Theorie in den 
folgenden drei Kapiteln entwickelt wird. Zunachst werden in Kap. III 
die allgemeinen statistischen Grundgleichungen del' Hydrodynamik 
entwickelt, die sich beim Verschwinden del' in ihnen vorkommenden 
statistischen StreuungsgroBen auf die bekannten Gleichungen del' Gas
dynamik idealer Fltissigkeiten reduzieren. Die Frage nach diesen statisti
schen Streuungen, die einen Tensor darstellen, ist nun das Kernproblem 
einer Hydrodynamik, die tiber die Theorie del' idealen Fltissigkeit hinaus
geht. Dieses Problem wird durch Heranziehung weiterer physikalischer 
Vorstellungen zweimal gelOst, und zwar in Kap. IV mit Hilfe des 
Maxwell-Boltzmannschen Gasmodells, wobei als Ergebnis die 
Navier-Stokesschen Gleichungen del' zahen Fltissigkeiten erhalten 
werden, und dann in Kap. V, wo einfache hydrodynamische Vor
stellungen zur Theorie des Turbulenztensors und den Grundgleichungen 
del' "statistischen Hydrodynamik" ftihren. Damit ist eine Theorie ent
wickelt und in den Grundztigen abgeschlossen, die in del' Tat einen Uber
bau tiber die klassische Hydrodynamik darstellt und von del' man mit 
gutem Grund vermuten kann, daB ihre Grundgleichungen die turbulenten 
Stromungsvorgange mit umfassen. 

Dies nachzuweisen ist eine del' Aufgaben del' nachsten beiden Kapitel, 
in denen nun die Verbindung mit del' experimentellen Turbulenzforschung 
hergestellt wird. Dabei wird in erster Linie auf die umfangreichen 
Versuche im Kreisrohr Bezug genommen, von denen Kap. VI handelt. 
Besonders geben die Experimente auch AufschluB tiber diejenigen 
Konstanten, die in die Theorie eingehen, so daB die Untersuchungen 
bis zu einem gewissen AbschluB gefiihrt werden konnen. Endlich werden 
im letzten Kapitel nochmals die Zusammenhange diesel' Ergebnisse tiber 
turbulente Stromungen mit del' allgemeinen physikalischen Statistik 
aufgezeigt und einige Folgerungen allgemeiner Art gezogen, die die 
Auffassung del' Mechanik betreffen. 



I. Die Elemente der Wahrscheinlichkeitsrechnung. 
1. Das Kollektiv und die Wahrscheinlichkeit. 

"Die Wahrscheinlichkeitsrechnung ist eine mathematische Natur
wissenschaft von der Art etwa wie die Geometrie oder die Mechanik. 
Ihr Ziel ist es, fUr eine bestimmte Gruppe beobachtbarer Erscheinungen, 
die Massenerscheinungen oder Wiederholungsvorgange, eine iibersicht
liche Beschreibung zu geben, wie sie die Geometrie fUr die raumlichen, 
die Mechanik fUr die Bewegungserscheinungen liefert. An der Spitze 
einer derartigen Theorie stehen Aussagen, durch die die Grundbegriffe 
definiert werden und die man oft Axiome nennt; in ihnen kommen 
allgemeine Erfahrungsinhalte zur Verwendung, ohne daB sie unmittelbar 
als Erfahrungssatze angesprochen werden diirften. Aus den Axiomen 
werden dann auf deduktivem Wege, oder wie man jetzt besser sagt, 
durch ,tautologische Umformungen' mannigfache Satze gewonnen, die 
vermoge des Zusammenhangs, der zwischen den Grundbegriffen und der 
Erfahrungswelt besteht, bestimmten, durch Beobachtung nachpriifbaren 
Tatbestanden entsprechen. So weist die Theorie am Anfang und am 
Ende jeder Gedankenreihe Beriihrung mit der Welt der Beobachtungen 
auf; ihren eigentlichen Inhalt aber bilden die rein mathematischen 
Uberlegungen, die zwischen dem Anfang und dem Ende stehen." 

Diese Satze, mit denen v. Mises sein Lehrbuch der Wahrscheinlich
keitsrcchnung einleitet, miissen wir uns vor Augen halten, urn die Rolle 
der Wahrscheinlichkeitsrechnung bei den physikalischen Fragen dieser 
Abhandlung richtig zu erkennen. Sie ist kein Zaubermittel, das physika
lische Einsichten iiberfliissig macht und uns in die Lage setzt, aus Nicht
wissen Erkenntnisse zu gewinnen, sondern sie leistet ebensoviel und 
ebensowenig wie jede andere mathematische Disziplin, indem sie durch 
ihre logischen Schliisse die Briicke schlagt zwischen den physikalischen 
Vorstellungen am Anfang und am Ende der theoretischen Untersuchung. 
Der Tatbestand aber, der uns zwingt, mit dieser in der technischen 
Physik bisher noch kaum zur Anwendung gelangten Wissenschaft zu 
arbeiten, ist ein durchaus physikalischer, daB namlich die Stromungs
erscheinungen bei tieferem Eindringen aus Wiederholungsvorgangen 
bestehen, die den Gegenstand wahrscheinlichkeitstheoretischer Uber
legungen bilden. 

Ebenso wie der Begriff der "Arbeit" in der Mechanik sich nicht 
mit dem viel weniger bestimmten Wort "Arbeit" des gewohnlichen 
Sprachgebrauchs deckt, ebenso kann natiirlich nicht alles, wofUr im 
landlaufigen Sinn das Wort "Wahrscheinlichkeit" gebraucht wird, 
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Gegenstand der Wahrscheinlichkeitsrechnung sein. Nach v. Mises 
handelt es sich in der rationellen Wahrscheinlichkeitsrechnung stets urn 
Massenerscheinungen oder Wiederholungsvorgange und urn deren 
jedesmalige Ergebnisse oder Merkmale. An ihnen wird durch geeignete 
Abstraktion der Begriff des Kollekti vs abgeleitet. Kollektivs aber 
sind die Gegebenheiten, mit denen in der Wahrscheinlichkeitsrechnung 
logische Operationen vorgenommen werden. 

Bevor wir daran gehen, Kollektivs zu definieren, sollen nun sogleich 
drei Beispiele dafiir genauer angegeben werden: a) Wir betrachten das 
Spiel mit einem gewohnlichen Spielwiirfel. Element der Massenerschei
nung oder des Kollektivs ist der einzelne Wurf mit diesem Wiirfel; Merk
mal dieses Elements ist die bei dies em Wurf erscheinende Augenzahl 
eins bis sechs. b) Es handle sich urn einen Ziichtungsversuch mit rot
und weiBbliihenden Erbsen. Element des Kollektivs ist jede einzelne 
aus dem Versuch hervorgehende Pflanze; Merkmal ist die beobachtete 
Farbe weiB oder rot. c) Man beobachtet die Aussendung von ex-Teilchen 
eines Radiumpraparats. Element des Kollektivs ist die Emission des 
einzelnen Heliumions; Merkmal ist in einem }1'all seine Reichweite, in 
einem anderen Fall seine Geschwindigkeit. 

Diese Beispiele sind entnommen a) der Theorie der Gliicksspiele, 
b) der Vererbungswissenschaft, c) der allgemeinen Physik. Allen Bei
spielen ist gemeinsam, daB eine sehr groBe Anzahl von Beobachtungen 
einer Massenerscheinung vorliegt, deren jede durch ein Merkmal, nam
lich eine Eigenschaft, eine Zahl oder auch eine Gruppe von Zahlen 
gekennzeichnet wird. In allen Fallen sehen wir den nach einer gleich
bleibenden Vorschrift sich vollziehenden Beobachtungsvorgang, die 
Messung, als das Element der betrachteten Massenerscheinung an. Wir 
konnen daher statt Element des Kollektivs auch den konkreteren Aus
druck "Beobachtung", statt Merkmal den Ausdruck "Beobachtungs
ergebnis" gebrauchen. Haben wir bei n beliebigen Beobachtungen 
no-mal ein bestimmtes Ergebnis erhalten, so ist der Quotient noln die 
sog. relative Haufigkeit dieses Merkmals in unserer Beobachtungsserie. 
Mit dieser GroBe hangt der Begriff der Wahrscheinlichkeit zusammen. 

Das Rohmaterial, das uns jede derartige Massenerscheinung fiir 
unsere wissenschaftlichen Untersuchungen liefert, ist also eine abzahl
bare Folge von Elementen und, auf die Gesamtheit dieser Elemente 
verteilt, eine irgendwie beschaffene Menge von Merkmalen. Nicht 
aIle Folgen dieser Art konnen wir jedoch als Kollektivs bezeichnen, 
vielmehr miissen sie dazu noch besondere Eigenschaften besitzen, deren 
Kenntnis aus der Erfahrungswelt stammt, und die als Axiome voraus
zusetzen sind. Urn diese Axiome kennen zu lernen und mit ihnen eine 
Definition des Kollektivs und der Wahrscheinlichkeit zu gewinnen, 
wollen wir zunachst den einfachsten Fall ins Auge fassen, den del' 
"Alternative", wo nul' zwei Merkmale Null und Eins fiir die Elemente 
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unserer abzahlbar unendlichen Reihe von Beobachtungen III Frage 
kommen. 

Wir wollen nun die Operation der "Auswahl" oder auch SteIlen
auswahl an einer solchen Folge erklaren: Gegeben ist die unbegrenzte 
Folge von Nullen und Einsen unserer Alternative. Weiter ist eine zweite 
solche Folge von Nullen und Einsen, das Auswahlsystem gegeben, von 
der wir annehmen, daB sie unendlich viele Einsen enthalt. Der Auswahl
vorgang besteht nun darin, daB nur die Elemente der Alternative 
betrachtet werden, denen im Auswahlsystem eine Eins entspricht, 
wahrend aIle ubrigen fortgelassen werden. 

Das Auswahlsystem kann dabei ganz beliebig sein. So konnen z. B. 
in der Systemfolge aIle gerad- oder ungeradzahligen Elemente Einsen 
und die ubrigen Nullen sein, oder aIle Primzahlen usw.; oder es konnen 
die Einsen die Sechserwiirfe mit einem Wurfel bedeuten oder irgend
welche Funktionen von diesen. Insbesondere konnen auch aIle Elemente 
des Auswahlsystems bis zu einem bestimmten Null und aIle folgenden 
Eins sein und die hieraus folgende Auswahl ist der Fall, daB von unserer 
Alternative nur die Elemente von einer bestimmten Nummer ab be
rucksichtigt werden, also der Fall, der bei jedem statistischen Versuch 
vorliegt. 

Durch diese Operation der Auswahl gehen aus unserer Folge mit 
den Merkmalen Null und Eins unbegrenzt viele neue unendliche Folgen 
mit diesen Merkmalen hervor. Aus allen lassen sich wiederum auf mannig
faltige Weise endliche Teilmengen mit n Elementen herausheben und in 
diesen die "relativen Haufigkeiten" der Nullen und Einsen durch die 
Quotienten no/n und n1/n angeben. 

Hier setzt nun die Erfahrung ein, die am reinsten an den . Reihen 
der Spielausgange bei den Glucksspielen gemacht werden kann. Zwei 
Tatsachen haben sich immer wieder bestatigt, namlich erstens, daB mit 
wachsender Zahl n der Elemente einer irgendwie herausgegriffenen 
Teilmenge von Beobachtungen bei einem bestimmten Wiederholungs
vorgang die relativen Haufigkeiten immer weniger urn feste Werte 
schwanken, so daB man mit gutem Grunde annehmen kann, daB mit 
unbegrenzt zunehmendem n die Grenzwerte der relativen 
Haufigkeiten existieren. Wir werden die Wahrscheinlichkeiten als 
diese Grenzwerte der relativen Haufigkeiten definieren. Die zweite 
Erfahrung aber ist die, daB es nie gelungen ist, durch irgendwelche 
noch so kniffliche Auswahlverfahren, bei denen naturlich das Ergebnis 
des auszuwahlenden Wurfes nicht bekannt ist, wohl aber die Ergebnisse 
aller vorhergehenden Wiirfe VOID Systemspieler "in Rechnung gesetzt" 
werden durfen, die Chancen des Spielausgangs zu verandern. Dieses 
Prinzip der "Unmoglichkeit eines Spielsystems" ist es, das die Massen
erscheinungen, fur die der Begriff des Kollektivs bereitzustellen ist, in 
besonderer Weise als solche auszeichnet, die keinem Gesetz, sondern 
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dem Zufall untcrworfen sind. Wir erhalten also den Erfahrungs
satz, daB es Massenerschcinungen gibt, bci denen die Wahrscheinlich
keiten gegeniiber einer weiten Klasse von Auswahlverfahren, namlich 
allen solchen, die einem Systemspieler moglich sind, unabhangig sind. 

Von Wiederholungsvorgangen mit diesen Eigenschaften handelt die 
Wahrscheinlichkeitsrechnung. Wir verlangen daher von einer Massen
erscheinung, auf die diese mathematische Disziplin anwendbar sein 
soIl und fiir die wir den Fachausdruck "Kollektiv" einfiihren, die Er
fiillung zweier Forderungen: Erstens muB die relative Haufigkeit, mit 
der ein bestimmtes Merkmal in der Folge auf tritt, einen Grenzwert 
besitzen, und zweitens: Dieser Grenzwert muB unvcrandert bleiben, 
wenn man aus der Gesamtfolge eine unbeschrankte Teilfolge willkiirlich 
heraushebt und nur diese betrachtet. Fiir Erscheinungen und Vorgange, 
die - gehorig idcalisiert - diesen beiden Forderungen nach Existenz 
der Grenzwerte fiir die relativen Haufigkeiten der Merkmale und nach 
Regellosigkeit der Zuordnung geniigen, fiihren wir mit v. Mises den 
Ausdruck "Kollekti v" ein. Wir bringen zunachst die Definition des 
Kollektivs im einfachsten Fall der "Alternative", die nach V. Mises 
folgendermaBen lautet: 

Definition: "Als einfachstes Kollektiv odeI' Alternative 
bezeichnen wir eine unendliche Folge gleichartiger Beo b
achtungen, deren jedesmaliges Ergebnis durch zwei Zeichen, 
etwa Null und Eins, dargestellt werden kann, sofern folgende 
zwei Forderungen erfiillt sind: 

1. Forderung: 1st no bzw. n1 die Anzah1 derjenigen unter 
den n ersten Beobachtungen, deren Ergebnis Null bzw. Eins 
ist, so existieren die Grenzwerte 

2. Forderung: Wird aus der Gesamtfolge durch "Stellen
auswahl" eine unendliche Teilfo1ge gebi1det, so existieren 
auch innerha1b dieser Teilfolge die gleichen Grenzwerte 

• n'l 
hm ~-. = WI' 

n-?oon 

Diesc Grenzwerte der relativen Haufigkeiten 

1· no 
Wo = 1m - , 

n~ 00 n 

nennen wir die Wahrscheinlichkeiten fiir das Auftreten des 
Merkmals Null bzw. Eins innerhalb des betrachteten Kol
lekti vs." 

Es ist nun die Definition des Kollektivs und der Wahrscheinlichkeit 
in ibm noch so zu verallgemeinern, daB sie allen in der Wahrscheinlich
keitsrechnung auftretenden Prob1emen gerecht wird. Diese Verall
gemeinerung bestcht darin, daB auch andere Merkma1e als die beiden 
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in einer Alternative vorkommenden zugelassen werden, denn es gibt 
Kollektivs mit unstetigen und stetigen Merkmalen sowohl, wie mit ein
und mehrdimensionalen. Wir konnen aIle diese FaIle durch folgende 
Formulierung zusammenfassen: Merkmal ist eine Gruppe von m Zahlen 
bzw. ein "Punkt" eines m-dimensionalen Raums (m heiBt auch die 
Dimensionszahl des Kollektivs), wobei offen bleibt, ob der Punkt einer 
von vornherein gegebenen Gruppe von Einzelpunkten oder einem 
gegebenen Kontinuum angehort. 

Wir fUhren nun mit v. Mises den Begriff des allgemeinen Kollektivs 
auf den Spezialfall der Alternative auf folgende Weise zuruck. Man 
kann aus der Menge der Merkmale eines Kollektivs auf vielfaltige Weise 
zwei Teilmengen A und B herausgreifen, die einander fremd sind, die 
also keine Elemente gemeinsam haben. A und B konnen zusammen 
auch die ganze Merkmalmenge umfassen, doch setzen wir dies nicht 
voraus. Wir denken uns nun aus der ganzen Folge von Beobachtungen 
aIle jene fortgelassen, deren Ergebnis weder zu A noch zu B gehort, 
und die ubrig bleibenden durchnumeriert. Dieses Verfahren hebt also 
die zu A und B gehorigen Beobachtungen aus dem Gesamtkollektiv 
heraus. Das Ergebnis ist eine abgeleitete Beobachtungsfolge mit nur 
zwei Merkmalen, also ein KoIlektiv der oben definierten Art, wenn die 
beiden Forderungen der Grenzwerte und der RegeIlosigkeit erfullt sind. 
Wir stellen daher fUr das allgemeine Kollektiv die folgende Defini
tion auf: 

Definition: "AIs allgemeinstes Kollektiv bezeichnen wir 
cine unendliche Folge gleichartiger Beobachtungen, deren 
Ergebnis jedesmal durch eine Gruppe von m-Zahlen oder 
einen Punkt im m-dimensionalen "Merkmalraum" fest
gelegt wird, sofern durch Herausheben der zu zwei beliebi
gen Teilmengen A und B der Merkmalmenge gehorigen Beo b
achtungen eine Alternative im oben definierten Sinn 
entsteht." 

Wir wahlen nun speziell A und B so, daB sie zusammen die ganze 
Merkmalmenge bilden. Die herausgehobenen Beobachtungen sind dann 
identisch mit der Gesamtzahl aller Beobachtungen. Bezeichnen wir 
nun die Zahl derjenigen unter den n ersten Beobachtungen, deren Merk
mal dem Teil A der Merkmalmenge angehort, mit nA, so existiert nach 
der ersten Forderung, die eine Alternative erfUllen muB, der Grenzwert 
n A: n und er ist nach der zweiten gegen eine systematische Auswahl 
unempfindlich. Wir erhalten daher fUr den Begriff der Wahrschein
lichkei t die 

Definition: "Den Grenzwert der relativen Haufigkeiten 

1· nA 
Im~- = WA, 

n-+oon 
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der in der Gesamtfolge oder einer durch Stellenauswahl 
aus ihr gebildeten Teilfolge der Teilmenge A zukommt, 
nennen wir die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten der zuA 
gehorigen Merkmale innerhalb des betrachteten Kollektivs." 

Besonders zu beachten ist der Beisatz "innerhalb des betrachteten 
Kollektivs" in dieser Definition. Nur wenn ein Kollektiv in bestimmter 
Weise abgegrenzt ist, kann von einer Wahrscheinlichkeit die Rede sein. 
Es gibt z. B. keine "Sterbenswahrscheinlichkeit" schlechthin fiir eine 
bestimmte Person, sondern erst, wenn man die Person als Element einer 
bestimmten Gesamtheit ansieht. Die Sterbenswahrscheinlichkeit des 
gleichen Mannes ist eine andere innerhalb der verschiedenen Kollektivs, 
denen er angehoren kann, und die z. B. aus "allen dreiBigjahrigen Mannern 
Deutschlands" oder aus "allen Angehorigen einer bestimmten Berufs
gruppe" usw. bestehen. Wir miissen uns, wenn wir die Wahrscheinlich
keitsrechnung auf unsere physikalischen Tatbestande anwenden werden, 
immer dariiber klar sein, daB es keine absoluten, sondern - in dem 
hier gekennzeichneten Sinn - nur relative Wahrscheinlichkeiten gibt, 
namlich Wahrscheinlichkeiten innerhalb wohlabgegrenzter Massenerschei
nungen mit den Eigenschaften der Kollektivs. 

Die Begriffe des Kollektivs und der Wahrscheinlichkeit in ihm sind 
das Fundament der Wahrscheinlichkeitsrechnung, die v. Mises syste
matisch entwickelt hat. Die Definitionen dieses Abschnitts enthalten 
die vollstandige Grundlage fUr diesen Zweig der Mathematik, dessen 
Aufgabe es ist, aus gegebenen Kollektivs mit bekannten Wahrschein
lichkeiten der Merkmale durch logische Operationen neue Kollektivs 
zu gewinnen und die in ihnen vorliegenden Wahrscheinlichkeiten zu 
ermitteln. Wir werden uns nun mit den Grundtatsachen der Wahr
scheinlichkeitsrechnung soweit vertraut machen, als es fUr die spateren 
Anwendungen notwendig ist. Einen Lehrgang der Wahrscheinlich
keitsrechnung zu geben, kann hier nicht die Aufgabe sein. Ebenso 
brauchen wir uns nicht urn die logischen Schwierigkeiten zu bekiimmern, 
die die beiden Voraussetzungen, und zwar vor allem die der Regellosig
keit in einer abzahlbaren Menge, bereiten. Fiir uns ist es wesentlich, 
daB es in der Natur Massenerscheinungen gibt, die, gehorig abstrahiert, 
die in den obigen Definitionen ausgesprochenen Eigenschaften der 
Kollektivs besitzen, und, daB die Wahrscheinlichkeitsrechnung mathe
matische Hilfsmittel bereitstellt, urn im Bereich dieser Massenerschei
nungen sichere Schliisse zu ziehen. 

2. Wahrscheinlichkeitsverteilungen. 
Die Gesamtheit der Wahrscheinlichkeitswerte innerhalb eines Kollek

tivs heiBt seine Wahrscheinlichkeitsverteilung. Der Ausdruck 
"Verteilung" wird durch die folgende Uberlegung gerechtfertigt. Be
trachten wir die ersten n-Elemente des· Kollektivs, so sind unter ihnen 
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die einzelnen Merkmale im Verhaltnis der relativen Haufigkeiten ver
teilt. Da die Wahrscheinlichkeiten die Grenzwerte dieser Haufigkeiten 
fUr unbegrenzt lange Folgen von Beobachtungen sind, so kann man 
auch sagen: 1m ganzen unendlichen Kollektiv sind die Merkmale im 
Verhaltnis der Zahlwerte der Wahrscheinlichkeiten verteiIt. 

Von besonderer Wichtigkeit ist die Analogie der W ahrscheinlich
keitsverteilungen zu Massenverteilungen. Da die Wahrscheinlichkeiten 
namlich nach ihrer Definition aile positiv sind und die Sum me Eins 
haben, kann man sich vorstellen, daB etwa eine "Masse" von der GroBe 
Eins irgendwie auf die verschiedenen Teile des Merkmalraums verteilt 
ist. Bei Massen sind uns zwei verschiedene Arten der Verteilung be
sonders gelaufig, namlich Massenpunkte und kontinuierliche 
Massen. Diesen entsprechen in der Wahrscheinlichkeitsrechnung 
Wahrscheinlichkeitsverteilungen in einzelnen diskreten Punkten des 
Merkmalraums und solche im kontinuierlichen Merkmalraum. 1m ersten 
Fall, der z. B. bei der Alternative vorliegt, spricht man von einer dis
kontinuierlichen oder arithmetischen Verteilung, im zweiten Fall, 
der fUr uns wichtiger ist, von kontinuierlicher oder auch geometri
scher Verteilung. 

Ebenso, wie bei einer kontinuierlichen Massenverteilung die Be
schreibung mit Hilfe des Begriffs der Massendich te geschieht, die 
genau von der Masse selbst unterschieden werden muB, ebenso geschieht 
bei einer kontinuierlichen Wahrscheinlichkeitsverteilung die Darstellung 
durch Angabe der Wahrscheinlichkeitsdichte an der betreffenden 
Stelle des Merkmalraums, die nicht mit der Wahrscheinlichkeit selbst 
verwechselt werden darf. Wir betrachten als Beispiel den Vorgang der 
Messung einer Strecke, wobei die einzelnen Elemente des Kollektivs 
die wiederholten Messungen sind und der Merkmalraum das eindimensio
nale, reelle Kontinuum ist. Hier besteht fur das MeBergebnis x eine 
Wahrscheinlichkeitsdichte w (x), durch die die Verteilung beschrieben 
wird. Die Wahrscheinlichkeit eines MeBergebnisses zwischen x und y ist 

y 

f w (x) dx, 
x 

die Wahrscheinlichkeit fur ein Ergebnis innerhalb des kleinen Intervalls 
(x, x + dx) ist w(x)dx. Da die Wahrscheinliehkeit, irgendein Ergebnis 
zwischen - co und + co zu erhalten, gleich Eins ist, gilt insbesondere 
die Gleichung 

+00 

f w (x) dx = 1. (1) 
- '" 

Eine Wahrscheinlichkeit gibt es also bei geometrischer Verteilung nur 
fur ein Ge biet des Merkmalraums. Fur einen Einzelpunkt gibt es 
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keine Wahrscheinlichkeit bzw. nur die Wahrscheinlichkeit Null, aber in 
jedem Punkt gibt es im allgemeinen eine Wahrscheinlichkeitsdichte. 

Die Analogie zwischen Punktmassen und stetiger Massenbelegung 
mit bestimmter Massendichte einerseits, Wahrscheinlichkeiten in dis
kreten Punkten des Merkmalraums und kontinuierlicher Wahrscheinlich
keitsverteilung mit bestimmter Dichte an jeder Stelle anderseits, ist 
demnach vollkommen. Es lassen sich diese beiden FaIle der kontinuier
lichen und der diskontinuierlichen Verteilung, wie aus der Mechanik 
bekannt ist, auch durch eine einheitliche Schreibweise erfassen, namlich 
durch Verwendung Stieltjescher Integrale. Da wir hiervon jedoch 
spater keinen Gebrauch machen mussen, solI hier nicht naher darauf 
eingegangen werden. 

Wir kennen nunmehr arithmetische und geometrische Verteilungen. 
Eine arithmetische Verteilung wird vollstandig bestimmt durch Angabe 
der Einzelwahrscheinlichkeiten fUr ihre diskreten Merkmalpunkte, 
eine geometrische durch Angabe der Wahrscheinlichkeitsdichte 
fUr aIle Punkte des Merkmalraums. Sind im ersten FaIle XI .•. Xn die 
einzelnen Merkmalpunkte, so gibt es zugehorige Wahrscheinlichkeiten 
v(x1 ) ••• v(xn), die zusammen die Summe Eins ergeben. 1m zweiten Fall 
aber gibt es eine Funktion w(x), die die Wahrscheinliehkeitsdichte dar
steIlt und deren Integral uber den ganzen Merkmalraum nach Gleichung 
(1) den Wert Eins besitzt. 

Es gibt noch eine zweite Darstellungsart fUr Wahrscheinlichkeits
verteilungen, namlich mit Hilfe der sog. Summenfunktion W(x). 
Diese Darstellung hangt mitder oben durchgefUhrten ZuruekfUhrung 
eines allgemeinen Kollektivs auf eine Alternative eng zusammen. Die 
Summenfunktion W(x) ist fUr eine eindimensionale geometrisehe Ver
teilung definiert durch 

x x 

W (x) = J w (x) dx = J d w (x) (2) 

und fUr eine arithmetische Verteilung durch die diesem Ausdruck ent
sprechende Summe der Wahrseheinliehkeiten uber alle Merkmale y.<:: X. 

Daher ist die Summenfunktion bei kontinuierlicher Verteilung eine 
stetige, bei diskontinuierlicher Verteilung eine unstetige, aber in beiden 
Fallen eine stets zunehmende Funktion, die yom Werte Null bis zum 
Wert Eins anwaehst. 

Wir wollen diese Ergebnisse an zwei Beispielen klar machen. a) Beim 
Wurfeln mit einem "richtigen" Wurfel sind die Merkmale der vorliegenden 
arithmetischen Verteilung x = 1 ... 6 und die zugehorigen Wahrschein-

lichkeiten v (1) = ... = v (6) =~. Die beiden Darstellungen dieser 

Verteilung durch die Wahrscheinlichkeiten und durch die Summen
funktion W(x) sind in Abb. 1 und 2 wiedergegeben. 
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b) In del' Fehlertheorie und auch bei anderen Fragen del' Wahr
scheinlichkeitsrechnung ist von besonderer Wichtigkeit eine geometrische 
Verteilung mit del' Dichtefunktion 

h -h' (x--a)' 
w (x) = vn e, (3) 

die sog. GauBsche Verteilung. Dabei sind a und h zwei Konstante, 
namlich a der Mittelwert und h das sog. "PrazisionsmaB", ein Para
meter, del' urn so groBer ist, je geringer die Streuungen um den Wert a 

v 

f -

2.J1f55x 

Abb. 1. 'Vahrscheinlichkeitsverteilung eines Abb. 2. Snmmenfunktion eines "richtigen" 
"richtigen" Wiirfels. WiirfeIs. 

sind. Handelt es sich in der Fehlertheorie um die wiederholte Messung 
einer und derselben GroBe, so ist h ein MaB fUr die Genauigkeit des 
MeBverfahrens. In Abb. 3 und 4 ist ein Beispiel einer Ga uBschen 
Verteilung, und zwar fUr a = 0 und h = 2 nach den beiden besprochenen 

1 

o -1 0 +1 ~ 
Abb.3. Gauflsche VerteiInng. 

~ 
1 

o -1 +1 ~ 

Abb.4. Summenfunktion der Gauflschen 
Verteilung von Abb. 3. 

Verfahren dargestellt, namlich durch die Wahrscheinlichkeitsdichte 
w (x) und durch die Summenfunktion W (x) 

x 
2 - 4x' 

W (x) = ,r- e , 
v n 

2 J -4x' 
W (x) = V'~~ e dx. 

Bekanntlich ist es fUr viele Probleme der Mechanik nicht notwendig, 
die Gestalt und Massenverteilung der beim mechanischen ProzeB be
teiligten Korper in allen Einzelheiten genau zu kennen. Vielmehr geniigt 
haufig die Kenntnis des Schwerpunkts und des Tragheitsmoments der 
einzelnen Massen zur Losung der gestellten Aufgabe. Ein ahnlicher Sach
verhalt liegt auch bei den Anwendungen der Wahrscheinlichkeitsrech
nung vor, von denen im folgenden die Rede sein wird. Auch hier sind fUr 
viele Fragen nich t die Verteilungen der vorkommenden Kollektivs selbst 
von Belang, sondern nur charakteristische Werte dieser Verteilungen, die 
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dem Schweremoment bzw. dem Schwerpunkt und dem Tragheitsmoment 
beim Analogon der Massenbelegung entsprechen. Es sind dies der 
Erwartungswert und die Streuung der Wahrscheinlichkeitsverteilung. 

Wir betrachten zunachst eine eindimensionale Verteilung mit der 
Wahrscheinlichkeitsdichte w (x). Denken wir sie wieder durch eine 
Massenbelegung mit der Gesamtmasse Eins ersetzt, so erhalten wir 
als Schwerpunktskoordinate 

+'" +'" 
f xw(x)dx f 

a = --+;-co-co--- = x w (x) dx 
f 10 (x)dx 

(4) 

-co 

und fiir das Quadrat des Tragheitsradius zum Tragheitsmoment um den 
Schwerpunkt 

+'" +co 
f (X-a)2 w (x) dx f 

82 = -,00 __________ = (x - a)2 w (x) dx 
+00 

fw(x)dx 
(5) 

- co 

und entsprechende Ausdriicke erhalten wir fiir a und 82 bei einer arith
metischen Verteilung. 

Die Frage ist nun die nach der anschaulichen Bedeutung der zunachst 
formal hergeleiteten GroBen a und 82 in der Wahrscheinlichkeitstheorie. 
Wir betrachten zunachst den Fall einer arithmetischen Verteilung. Hier 
wird, indem wir von der Definition der Wahrscheinlichkeit Gebrauch 
machen, 

. '1 ~ ) a = f xdw (x) =.2 xi V (Xi) = lim (- ,L. ni xi , 
i n---?oo n i 

wo ni die Anzahl der Versuche mit dem Merkmal Xi in einer Versuchs
serie mit n Beobachtungen bedeutet. Die Rechenvorschrift, die diese 
Gleichung liefert, besagt, daB von den n Ergebnissen xi dieser Versuchs
reihe der Mittelwert zu errechnen ist, und zwar fiir unbegrenzt zu
nehmendes n. Der Wert a ist also der Mittelwert des Merkmals x auf 
Grund der betrachteten Verteilung. Dieser Wert wird auch als "Er
wartungswert des Merkmals x" innerhalb des betreffenden KoIlektivs, 
oder auch als "Erwartungswert" der betrachteten Verteilung schlecht
hin bezeichnet. 

Die gleiche Uberlegung laBt auch die Bedeutung der GroBe 8 2 erkennen. 
Auch 82 ist ein Mittelwert, und zwar der Mittelwert von (Xi - a)2, dem 
Quadrat der Abweichung der einzelnen Beobachtung vom Erwar
tungswert a der Verteilung. Da die GroBe 82 verschwindet, wenn aIle 
Beobachtungen iibereinstimmend den Wert Xi = a liefern, und da 8 2 

um so groBer ist, je mehr die einzelnen Beobachtungsergebnisse Xi um 
den Erwartungswert a "streuen", wird 82 als "Streuung des Merkmals x" 
innerhalb des betreffenden Kollektivs, oder auch als "Streu ung" der 
betrachteten Verteilung schlechthin bezeichnet. 
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Neben der durch (5) definierten Streuung 82 um den Erwartungs
wert a kommen manchmal auch Streuungen vor, die nicht auf den Mittel
wert a, sondern auf eine beliebige Abszisse Xo bezogen sind. Man nennt 
die GroBe 

+'" 
8~ = J (X_XO)2W (x) dx (6) 

- 00 

die "Streuung in Bezug auf den Punkt xo". Zwischen der Streuung 
zur beliebigen Abszisse Xo und der Streuung um den Erwartungswert a 
besteht in Analogie zum Steinerschen Satz fUr die Tragheitsmomente 
die Beziehung 

8~ = 82 + (a-xo)2. (7) 
Wir erhalten damit den 

Sa tz: Die Streu ung einer W ahrscheinlichkei tsverteil ung, 
bezogen auf ein beliebiges Merkmal xo' ist gleich der Streu
ung um den Erwartungswert a, vermehrt um das Quadrat 
des Abstands zwischen Xo und a. 

Es sind nun noch die Ergebnisse dieses Abschuitts auf mehrdimen
sionale V erteil ungen zu verallgemeinern, da wir es bei den An
wendungen auf die physikalischen Fragestellungen fast ausschlieBlich 
mit mehrdimensionalen Kollektivs zu tun haben werden. Der Betrach
tung mehrdimensionaler Verteilungen legen wir einen m-dimensionalen 
Merkmalraum zugrunde, dessen Punkte - Gruppen von reellen Zahlen 
Xl ... Xm - im Sinne des Sprachgebrauchs der Geometrie und der Physik 
als Vektoren ~ aufgefaBt werden. Jede Beobachtung an einem Element 
des m-dimensionalen Kollektivs liefert als Ergebnis einen Vektor, dessen 
Komponenten Xl'" Xm auch die Komponenten des Ergebnisses oder 
des Merkmals heiBen mogen. Einzelnen Vektoren ~i ist die Wahrschein
lichkeit v (~i) zugeordnet, wenn es sich um eine arithmetische Verteilung 
handelt, jedem Vektor ~ eines bestimmten Gebietes eine Wahrscheinlich
keitsdichte W (~), wenn eine geometrische Verteilung vorliegt. 

1m FaIle der arithmetischen Verteilung, wo die Merkmalmenge aus 
k Vektoren ~i (i = 1, 2, ... k), besteht, gilt 

1: v C£i) = 1. (Sa) 
i 

1m Falle einer geometrischen Verteilung denken wir uns den m-dimensio
nalen Raum oder einen Teil desselben stetig mit Masse belegt, deren 
GesamtgroBe gleich Eins ist. Es wird, wenn diese Belegung durch die 
Wahrscheinlichkeitsdichte W (~) vorgeschrieben ist, das m-fache Integral 

J W (~) d Xl d X2 ' , , d Xm = 1, (Sb) 

Die Integrationsgrenzen sind dabei fUr aIle Variablen -00, + 00, Wenn 
W (~) auBerhalb eines endlichen Raumteils verschwindet, geniigt es 
natiirlich, das Integral iiber diesen allein zu erstrecken. 
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Nun fUhren wir auch hier die Begriffe Erwartungswert und Streuung 
des Merkmalvektors ein. Schon oben wurde erklart, daB diese beiden 
GroBen die ersten beiden Momente del' Wahrscheinlichkeitsverteilung 
sind und den Momenten ersten bzw. zweiten Grades einer Massenver
teilung entsprechen. In Analogie zur Mechanik definieren wir jetzt 
als "Vektor Erwartungswert" den m-dimensionalen Vektor a, dessen 
Komponenten ai durch die m Gleichungen 

ai = J Xi W (~) d Xl' .. d Xm i = 1,2, ... m , (9) 

bestimmt werden, die auch zur Vektorgleichung 

o = J ~ W (~) d V (9a) 

zusammengefaBt werden konnen, wobei wieder die Integrationen iiber 
den ganzen Merkmalraum zu erstrecken sind. 

Urn zu den Ausdriicken fUr die Streuungen zu gelangen, gehen wir 
in del' gleichen Weise VOl' wie in del' Mechanik bei· del' Bildung del' 
Momente zweiten Grades. Wir bilden die m2 skalaren GroBen slk mit 
i, k = 1, 2, ... m in del' folgenden Weise: 

slk = J (Xi - ail (Xk - ak) dX1 •.. d Xm . (10) 

Diese GroBen lassen sich naturgemaB nach Zeilen und Kolonnen ordnen, 
indem man in die erste Zeile diejenigen setzt, fUr die i = 1 ist, in die 
zweite Zeile diejenigen, fUr die i = 2 ist, usw. Das so entstehende quadra
tische Schema besitzt die Eigenschaft del' Symmetrie, d. h. es ist 
slk=s'ki, Die GroBen S~k sind die Komponenten eines m-dimensionalen 
Tensors, den wir als den "Streuungstensor" des m-dimensionalen 
Kollektivs bezeichnen. Die Gleichungen (10), nach denen die einzelnen 
Komponenten des Streuungstensors zu ermitteln sind, konnen auch in 
eine einzige Gleichung, die Tensorgleichung 

sIk = J (~ - 0, ~ - 0) W (~) d V (lOa) 

zusammengefaBt werden, wo das Symbol (~-o, ~-o) ein sog. dyadi
sches Vektorprodukt bedeutet. 

DaB die Invarianzeigenschaften eines Vektors bzw. Tensors fUr 
Erwartungswerte und Streuungen auch wirklich erfiillt sind, so daB 
man berechtigt ist, von einem "Vektor Erwartungswert" und einem 
"Streuungstensor" einer mehrdimensionalen Wahrscheinlichkeitsver
teilung zu reden, folgt ohne Rechnung durch die Analogie mit den ent
sprechenden GroBen einer Massenverteilung, dem Vektor des Schwere
moments und del' Tragheitsdyade. 

Del' Vektor Erwartungswert nach Gleichung (9) und del' Streu
ungstensor nach Gleichung (10) sind die beiden GroBen, die bei den 
bevorstehenden physikalischen Untersuchungen immer wieder zur 
Charakterisierung del' vorkommenden (meist dreidimensionalen) Kollek
tivs herangezogen werden miissen. Natiirlich ist durch Erwartungswert 
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und Streuung die betreffende Verteilung nicht vollstandig bestimmt, 
ebenso wenig wie ein Korper durch Angabe seines Schwerpunkts und 
seines Tragheitsmoments. J edoch lehren die weiteren Untersuchungen, 
daB in del' physikalischen Statistik wie in del' Mechanik bei vielen Pro
blemen die fUr das physikalische Geschehen entscheidenden GroBen 
die ersten beiden Momente, dort del' Massenanordnungen, hier del' 
Wahrseheinlichkeitsverteilungen, allein sind. 

3. Die Grundoperationen der Wahrscheinlichkeitsrechnung. 
Nachdem wir mit den Kollektivs und den in Ihnen vorliegenden 

Verteilungen den Gegenstand del' Wahrscheinlichkeitsrechnung kennen 
gelernt haben, mussen wir uns nun noch mit den Rechenoperationen 
diesel' mathematischen Wissenschaft vertraut machen. Zunachst einige 
Bemerkungen zur Frage nach den Aufgaben del' Wahrscheinlichkeits
rechnung. Die Antwort z. B. auf die Frage: Wie groB ist die Wahr
scheinlichkeit, mit einem bestimmten Wurfel die Zahl 6 zu werfen? 
ist ebenso wenig Sache del' Wahrscheinlichkeitsrechnung wie die Frage 
nach del' Wahrscheinlichkeit des Ablebens infolge del' Ansteckung mit 
einer bestimmten Infektionskrankheit. Solche Fragen sind Aufgabe del' 
Beobachtung und des messenden Experiments. Auch die Geometrie 
beantwortet nicht die Frage nach del' GroBe del' Hypothenuse in einem 
vorgelegten rechtwinkligen Dreieck, die allein durch Messung entschieden 
werden kann. Dagegen lehrt die Geometrie die Berechnung diesel' 
Hypothenuse, sobald die Katheten gegeben sind. So kann man auch 
in del' Wahrscheinlichkeitsrechnung nul' aus entsprechend vorgegebenen 
GroBen Ergebnisse ableiten. Wenn wir wissen odeI' annehmen, 'daB 

die Wahrscheinlichkeit, mit einem bestimmten Wurfel 6 zu werfen ~- ist, 

so konnen wir dara us die Wahrscheinlichkeit ableiten, in zwei Wurfen 
die Summe 12 zu erhalten. AllgemeineI' gefaBt: Aus gegebenen 
Kollekti vs lassen sich in verschiedener Weise andere Kollek
tivs ableiten; Aufgabe del' Wahrscheinlichkeitsrechnung ist 
es, die Verteilungen innerhalb eines abgeleiteten Kollek
tivs aus den gegebcnen Verteilungen del' Ausgangskollek
tivs zu berechnen. 

AIle Ableitungen neuer Kollektivs aus gegebenen lassen sich nach 
v. Mises auf vier sehr einfache Grundoperationen zuruckfUhren, die 
er Auswahl, Mischung, Teilung und Verbindung nennt. Wir 
wollen in diesem Absclmitt mit einer kurzen Besprechung diesel' vier 
Grundoperationen und mit del' Erorterung del' Frage nach del' Abhangig
keit verschiedener Kollektivs voneinander das vorbereitende Kapitel 
uber die Elemente del' Wahrscheinlichkeitsrechnung beschlieBen. 

1. Die Auswahl. Bereits oben in Abschn.l wurde ein Auswahl
verfahren besprochen, durch das aus einem Kollektiv auf mannigfaltige 

Gebelein, Turbulenz. 2 
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Weise neue Kollektivs abgeleitet werden konnen. Wir machten von 
diesem Verfahren Gebrauch, urn aus den Erfahrungstatsachen uber 
Massenerscheinungen die beiden Axiome fUr Kollektivs zu gewinnen. 
Wir lieBen zunachst bei der Erklarung des Auswahlvorgangs jede beliebige 
Folge von Nullen und Einsen als Auswahlsystem zu, urn erst spater 
zu erklaren, daB gegenuber einer weiten Klasse von Auswahlverfahren, 
namlich allen solchen, die einem Systemspieler moglich sind, bei denen 
also das Merkmal des in Frage stehenden Elements nich t bekannt ist, 
die Wahrscheinlichkeitsverteilungen invariant sind. v. Mises faBt, 
wenn er von der Grundoperation der "Auswahl" oder auch "Stellen
auswahl" spricht, nur solche systematische Auswahlverfahren ins Auge, 
die ohne Kenntnis des zum betreffenden Element gehorigen Merkmals 
durchgefuhrt werden konnen, und erhalt den mit dem zweiten Axiom 
gleichbedeutenden Satz, daB die Wahrscheinlichkeitsverteilungen in den 
auf diese Weise abgeleiteten Kollektivs die gleichen wie im Ausgangs
kollektiv sind. 

2. Die Mischung. Ein ganz andersartiges Verfahren, aus einem 
gegebenen Kollektiv neue zu gewinnen, ist die Operation der Mischung. 
Sie geschieht nicht an den Elementen des Kollektivs, sondern allein 
an deren Merkmalen und besteht in einer Transformation derselben, 
wobei stets mehrere Merkmale des Ausgangskollektivs zu einem einzigen 
des abgeleiteten Kollektivs zusammengefaBt werden. Ein Beispiel fUr 
die Mischung ist die oben in Abschn. I durchgefUhrte ZuruckfUhrung 
eines allgemeinen Kollektivs auf eine Alternative. Die Wahrscheinlich
keiten der neuen Merkmale im abgeleiteten Kollektiv werden erhalten, 
indem man die Wahrscheinlichkeiten aller Merkmale im Ausgangs
kollektiv addiert, durch deren Zusammenfassung das neue Merkmal 
erklart ist. In dieser Rechenregel kommt das sog. Additionsgesetz 
der Wahrscheinlichkeiten zum Ausdruck, namlich der 

Satz: Sind A und B zwei einander fremde Teilmengen aus 
der Gesamtheit der Merkmale eines Kollektivs, so ist die 
Wahrscheinlichkeit fur das Auftreten eines zu A oder zu B 
gehorigen Merkmals gleich der Summe der Wahrscheinlich
keiten W A und W B fur das Auftreten der einen bzw. der 
anderen Merkmalgruppe. In Formeln 

W A + B = W A + W B • (II) 

Diese zweite Grundoperation der Mischung tritt bei den bevor
stehenden Anwendungen recht oft auf, namlich immer dann, wenn ein
und dassel be Ergebnis durch verschiedene zufallartige Elementar
prozesse hervorgerufen wird, und nun uber die Wahrscheinlichkeit 
dieses Endergebnisses Aussagen zu machen sind. Dieser Sachverhalt 
besteht naturlich boi der Beschreibung physikalischer Vorgange sehr 
haufig. 
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3. Die Teilung. Die letzte der drei Grundoperationen, die an 
('inem einzigen vorgegebenen KoIlektiv ausgefuhrt werden konnen, 
ist die Operation der Teilung. Sie besteht wiederum aus einem Auswahl
vorgang, der die EJemente des Kollektivs betrifft, wahrend deren Merk
male ungeandert bleiben, jedoch nicht auf einem solchen, bei dem nach 
einem dem Kollektiv fremden, willkurlichen System verfahren wird, 
sondern einem solchen, bei dem das Auswahlsystem aus dem gegebenen 
KoIlektiv selbst abgeleitet wird und die Merkmale der Elemente iiber 
deren Auswahl entscheiden. Bei der Teilung wird namlich die Merkmal
menge des gegebenen KoIlektivs in zwei Teilmengen A und B zerlegt 
und der ersteren werden die Einsen, der zweiten werden die Nullen des 
Auswahlsystems zugeordnet. Die Elemente des abgeleiteten KoIlektivs 
sind also eine Teilmenge der Elemente des AusgangskoIlektivs, namlich 
aIle jene mit Merkmalen aus A. Die neuen Wahrscheinlichkeiten w' (x) 
sind bei dieser Operation proportional den alten Wahrscheinlichkeiten 
w (x) und als Proportionalitatsfaktor folgt durch die Forderung, daB die 
Summe uber aIle w' (x) gleich Eins sein solI, der Wert WA- Wir erhalten 
damit das Ergebnis 

w' (x) = _w (x) 
WA ' 

(12) 

das nochmals durch die Rechenvorschrift der Division den Ausdruck 
"Teilung" fur diese Grundoperation rechtfertigt. 

Wahrend bei den drei Grundoperationen der Auswahl, Mischung 
und Teilung aus einem gegebenen Kollektiv durch Anderung teils der 
Elemente, teils der Merkmale neue Kollektivs erhalten werden, miissen 
wir bei den weiteren Untersuchungen zwei gegebene Kollektivs zugrunde 
legen. Gegeben seien also zwei Kollektivs mit den Wahrscheinlichkeiten 
VI (x) und v2 (x). Wir wollen nun zunachst das zweite Kollektiv nur zur 
Gewinnung von Auswahlsystemen verwenden, urn mit deren Hilfe dann 
aus dem ersten Kollektiv neue herzuleiten. Das geschieht in einfacher 
Weise dadurch, daB wir die Elementenfolgen beider Kollektivs einander 
zuordnen und nun aus derjenigen des ersten Kollektivs nur jene Elemente 
herausgreifen, denen beim zweiten KoIlektiv solche mit dem Merkmal y 
entsprechen. Man bezeichnet diesen Vorgang als "Auswiirfeln" einer 
Folge aus dem ersten Kollektiv mit Hilfe des Merkmals y im zweiten 
Kollektiv. Die Wahrscheinlichkeiten in dem auf diese Weise aus dem 
ersten abgeleiteten Kollektiv nennen wir Vi (x; y). 

Es konnen nun die beiden FaIle eintreten, daB entweder die Wahr
scheinlichkeiten Vi (x; y) fur aIle Merkmale x und yin beiden Kollektivs 
mit den Wahrscheinlichkeiten Vi (x) ill ursprunglichen ersten Kollektiv 
ubereinstimmen oder nicht. Hat das zweite KoIlektiv mit dem ersten 
gar keinen inneren Zusammenhang, so diirfen nach dem Axiom der 
RegeIlosigkeit fur Kollektivs die Verteilungen durch die beschriebenen 
Auswahlprozesse sich nicht andern, d. h. es liegt der erste der beiden 

2* 
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FaIle VOT. 1m starksten Gegensatz hierzu steht der SpezialfaIl, daB beide 
Kollektivs identisch sind. Dann entsteht namlich durch Auswurfeln 
mit Rilfe des Merkmals Y eine Folge von lauter Elementen mit diesem 
Merkmal, also ein Kollektiv mit der trivialen Verteilung VI (x; y) = 1 
fUr x = Y und VI (x; y) = 0 fUr X9= y. Wir erhalten also eine ganze Skala 
von Moglichkeiten, die den inneren Zusammenhang zwischen den beiden 
betrachteten Kollektivs, d. h. deren Abhangigkeit voneinander charak
terisiert. 

Unsere nachste Aufgabe ist es nun, ein MaB fur den Zusammenhang 
der beiden Kollektivs zu gewinnen. Urn diese Abhangigkeit vollkommen 
zu beschreiben, ware die explizite Angabe der Wahrscheinlichkeit 
VI (x; y) als Funktion der beiden Veranderlichen notwendig. Einigen 
AufschluB hieruber muB jedoch auch bereits die Angabe der Erwartungs
werte der Verteilungen VI (x; y) fUr die verschiedenen Parameterwerte y 
geben. Sind die beiden Kollektivs unabhangig, so ist dieser Erwartungs
wert gleich av im anderen Fall aber tritt noch eine Korrektur L1 a1 (y), 
die eine Funktion von y ist, hinzu. 1m Fall der Identitat beider Kollek
tivs ist insbesondere Ll a1 (y) = Y - a1 . 

Um nun die gesuchte Abhangigkeit nicht durch eine Funktion, 
sondern durch einen einzigen Zahlwert zu charakterisieren, ist noch eine 
geeignete Mittelbildung uber L1 a1 (y) vorzunehmen. Zu dieser Mittel
bildung ist naturgemaB die Verteilung des zweiten Kollektivs V2 (y) heran
zuziehen. Rier bestehen noch verschiedene Moglichkeiten, jedoch i$t 
der Ausdruck 

1: L1 a l (Yk) (Yk - a2 ) V 2 (Yk) 
k 

besonders zweckmaBig, da dieser Mittelwert wegen 

gleich 
Ll a1 (y) = 1: (Xi -a1) VI (Xi; y) 

i 

1: (Xi - aI ) (Yk - a2) VI (Xi; Yk) V2 (Yk) 
ik 

und daher in bezug auf die beiden Kollektivs symmetrisch ist. Wenn 
man namlich bei dieser Uberlegung die beiden Kollektivs vertauscht, 
erhalt man 

1: (Xi - al ) (Yk - a2) VI (Xi) V 2 (Yk; Xi). 
ik 

Diese beiden Ausdrucke sind aber miteinander identisch, da VI (x; y) V2 (y) 
und VI (x) v2 (y; X) nach Definition lediglich verschiedene explizite Aus
drucke fur die gleiche Wahrscheinlichkeit v (x, y) sind, die dafUr besteht, 
zugleich im ersten Kollektiv das Merkmal X und im zweiten Kollektiv 
das Merkmal Y anzutreffen. Wenn wir daher die zweidimensionale 
Wahrscheinlichkeit V (x; Y), die durch die Beziehung 

v (x;y) = VI (x;y) V2 (y) = VI (X) v2 (y;x) (13) 
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erklart ist, einfUhren, so erhalten wir fUr unser MaB der Abhangigkeit 
beider Kollektivs mit 

1: (Xi - al ) (Yk - a2) v (Xi; Yk) 
ik 

cinen Ausdruck, der bei einer Massenverteilung einem Zentrifugal
moment entspricht und eine gemischte, auf die Erwartungswerte bezogenc 
StreuungsgroBe darstellt. 

Endlich ist es noch zweckmaBig, die GroBe mit Hilfe der beiden 
anderen Streuungen der Verteilung v (x; y) zu normieren, so daB wir 
beim Dbergang zur Schreibweise fur geometrische Verteilungen mit 

+00 +00 
./ .f' (x - a'l (y - a2 ) v (x, y) d x d Y 

k= ~.~~~.~ ~~oo :-~oo. .~ ... ~.~_::=:=-==c--,---:-~ (14) 
,/ +00 +00 +00 +00 V ..:.( .!~(x- a1)2 v (x, y) dx d y ,-,~ /~ (y-a2)2 v (x, y) dx d y 

unser gesuchtes MaB fUr die innere Abhiingigkeit der beiden Kollektivs 
erhalten. Die GroBe k wird als Korrelationskoeffizient bezeichnet. 
Es ist leicht einzusehen, daB k verschwindet, wenn durch Auswurfelung 
mit den Merkmalen des zweiten Kollektivs die Wahrscheinlichkeiten 
im ersten sich nicht andern, wenn also beide unabhangig voneinander 
sind, und daB k = 1 wird, wenn beide Kollektivs identisch sind. J edoch 
ist es auch klar, daB diese eine Zahl, zu deren Herleitung nur die Er
wartungswerte der Kollektivs verwendet wurden, nicht vollkommenen 
AufschluB iiber die Abhiingigkeit der beiden Kollektivs geben kann und 
in manchen Fallen auch versagen muB, so daB es nicht wundernimmt, 
daB der so definierte Korrelationskoeffizient nicht allen Anforderungen 
der beschreibenden Statistik geniigt. 

4. Die Verbindung. Nach diesen Dberlegungen bereitet es nun 
keine Schwierigkeiten mehr, die letzte der vier Grundoperationen, die 
Verbindung, die als einzige von zwei gegebenen Kollektivs ausgeht, 
kennen zu lernen. Diese Operation ist fUr die Anwendungen die wichtigste 
und kommt fast bei allen Aufgaben der Wahrscheinlichkeitsrechnung 
vor. Sie besteht in der Bildung eines zweidimensionalen Kollektivs aus 
den beiden vorgegebenen eindimensionalen. Die Wahrscheinlichkeit 
in diesem zweidimensionalen Kollektiv ist die Wahrscheinlichkeit v (x, y) 
dafiir, zugleich im ersten Kollektiv das Merkmal x und im zweiten 
das Merkmal Y anzutreffen. Setzen wir voraus, daB die beiden Ausgangs
kollektivs uberhaupt verbindbar sind, daB also die aus beiden Beob
achtungsreihen durch Verbindung entstehende Folge auch die Eigen
schaften eines Kollektivs besitzt, so wird die Losung dieser Aufgabe 
durch Gleichung (13) dargestellt. Besonders bemerkenswert ist hier 
der Fall, daB die beiden Kollektivs VI (x) und v2 (x) unabhangig von
einander 8ind. In diesem FaIle, der in der Literatur an erster Stelle 
steht, gilt die Gleichung 

v (x, y) = VI (x) . v2 (y). (15) 
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Wir wollen nun zum AbschluB noch die vier Grundoperationen an 
einem einfachen Beispiel erlautern. Bei einem "richtigen" Wiirfel 

besitzt jede Augenzahl die Wahrscheinlichkeit~-. Eine Folge von Wiirfen 

mit ihm sei unser gegebenes Kollektiv. Fassen wir nun nur jeden zweiten 
Wurf ins Auge, so entsteht ein neues Kollektiv durch Auswahl. In 
ihm sind die Wahrscheinlichkeiten unverandert. Fragen wir nach der 
Wahrscheinlichkeit eines geradzahligen Wurfes, so gibt die Operation 

der Mischung als Antwort den Wert ~-. Lassen wir nur aIle Wiirfe mit 

geradzahligem Ergebnis gelten und fragen nach der Wahrscheinlichkeit 
einer Sechs, so gibt uns die Antwort die Operation der TeUung. Die 

gesuchte Wahrscheinlichkeit ist ~. Spielen wir endlich mit zwei solchen 

Wiirfeln und fragen nach der Wahrscheinlichkeit einer Doppelsechs, so 
folgt die Antwort durch die Rechenregel bei Verbindung. Die gesuchte 

Wahrscheinlichkeit ist namlich 3~' 
Aus den beschriebenen Grundoperationen der Auswahl, Mischung. 

Teilung und Verbindung entsteht nun, wie v. Mises gezeigt hat, durch 
systematischen Aufbau das ganze Gebaude der Wahrscheinlichkeits
rechnung. Einen Lehrgang dieser Wissenschaft zu entwickeln, kann, 
wie wir schon oben betonten, hier nicht unsere Aufgabe sein. Wir ver
weisen vielmehr zu diesem Zwecke auf das v. Misessche Lehrbuch der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung, an das sich auch diese einleitenden Aus
fiihrungen in ihren referierenden Teilen anlehnen. 

II. Klassische Mecbanik und pbysikaliscbe Statistik. 
1. Die Formsysteme der klassischen ll'Iechanik nnd der 

physikalischen Statistik. 
In den ersten Jahrhunderten der physikalischen Forschung standen 

im Mittelpunkt des theoretischen Interesses die physikalischen Systeme 
der klassischen Mechanik. AIle in der Zeit sich abspielenden Natur
vorgange dieser Art fallen unter die seit Newton immer wiederkehrende 
Grundaufgabe der klassischen Mechanik, die lautet: "Gegeben 
der Anfangszustand (Lage und Geschwindigkeit) aller Punkte; man 
solI den Ablauf der Bewegung aus den wirkenden Kriiften (Schwerkraft, 
Reibungskrafte) und den Nebenbedingungen (Gleiten oder Haften an 
festen Wanden usw.) bestimmen. " Die V organge der klassischen Mechanik 
sind, wie schon aus dieser Fragestellung hervorgeht, abhangig von den 
Anfangsbedingungen und zeigen im allgemeinen auch keine Tendenz, 
von diesen im Laufe der Zeit unabhangig zu werden. 

Allen Systemen, deren Untersuchung mit den Methoden der klassi
schen Mechanik erfolgt, 1St die Eigenschaft gemein, daB aus Anfangslage 
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und Anfangsgeschwindigkeit alier Teile in einem gegebenen Zeitpunkt 
der Ablauf der Bewegung fUr beliebig lange Zeit durch Integration der 
Bewegungsgleichungen erhalten werden kann. Diese Feststellung ist 
gleichbedeutend mit der Aussage, daB die Zustande des Systems, d. h. 
seine Lage und Geschwindigkeit in aufeinanderfolgenden Zeitpunkten 
im allgemeinen eindeutig auseinander hervorgehen. Mechanische Systeme 
dieser Art bezeichnet man heute als "deterministische Systeme". 

Dns ist es hier nicht um die physikalischen Besonderheiten einzelner 
deterministischer Prozesse zu tun, sondern aliein um die formaIlogische 
Struktur dieser Vorgange, d. h. um das ihnen zugrunde liegende mathe
matisch-physikalische Formsystem. Indem man aIle moglichen Lagen 
und Geschwindigkeiten aIler Teile des mechanischen Systems ins Auge 
faBt, kommt man abstrahierend zur Idee eines Raumes mit vielen Dimen
sionen, dessen einzelne Punkte den moglichen Zustanden oder Phasen 
des Systems zugeordnet sind. Dieser n-dimensionale Raum heiBt der 
Phasenraum des Systems. In ihm bestimmen die mechanischen Be
wegungsgleichungen ein Vektorfeld, indem sie zu jedem seiner Punkte 
(von singularen SteIlen abgesehen) einen Vektor angeben, der die Fort
schreitgeschwindigkeit des Systems an der betreffenden Stelle des Phasen
raums darsteIlt. Der in der Zeit vor sich gehende Bewegungsablauf 
wird dann in diesem Phasenraum durch eine Kurve wiedergegeben, 
die aIle aufeinanderfolgenden Zustandspunkte des Systems verbindet. 

Die Grundaufgabe der klassischen Mechanik lautet in dieser 
abstrakten Ausdrucksweise: "Es sei der Zustand ;t; (to) des Systems 
oder sein Ort im Phasenraum zur Zeit to gegeben. (Der Phasenraum 
kann beliebig viele Dimensionen haben.) Ferner liege fUr jeden Punkt 
des Phasenraums ein Vektor a (;t;) vor, der die Geschwindigkeit nach 
GroBe und Richtung darsteIlt, mit der das System diesen Phasenpunkt 
durcheilt, wenn es ihn erreicht. Gesucht ist dann der Aufenthalt ;t; (t) 
des Systems zur spateren Zeit t." 

Die mathematische Aufgabe besteht also in der Integration 
eines Systems gewohnlicher Differentialgleichungen 

d Xi 
71,,- = ai (Xl' .• Xn) 

oder in Vektorschreibweise 
d~ 
dT=a(;t;), 

i=I,2, ... n 

dessen Integral durch die symbolische Gleichung 
t 

1-: (t) = ;t; (to) + JaW d t 

dargesteIlt wird. 

(1) 

(1 a) 

(2) 

Die physikalische Aufgabe aber besteht in der Angabe des Vektor
felds der Geschwindigkeiten im Phasenraum, oder der Funktionen 
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ai (Xl" Xn) im einzelnen Fall; die Losung dieser Aufgabe geschieht 
mit den Prinzipien der klassischen Mechanik. 

Man glaubte einst zur Zeit der Hochbliite der klassischen Mechanik, 
das ganze Weltall sei ein deterministisches System del' beschriebenen 
Art, so daB der mathematische Geist, der aIle Bewegungsgleichungen 
und in einem einzigen Augenblick aIle Zustande in allen Teilen der Welt 
kennen wurde, zugleich vollkommenes Wissen uber aIle Vergangenheit 
und aIle Zukunft besaBe. 1m Laufe der Zeit traten jedoch dem Physikel' 
bei tiefercm Eindringen in die Naturerscheinungen immer mehr physi
kalische Systeme entgegen, die auch bei scharfsinnigster Betrachtung 
sich nicht in das Formsystem der klassischen Mechanik einordnen lieBen, 
so daB man schon seit geraumer Zeit von einer "Krise der Mechanik" 
sprechen muB. Man sieht sich gezwungen, fUr diese Systeme die Annahme 
zu machen, daB der Zustand in einem bestimmten Augenblick nich t 
eindcutig aus dem Zustand im zuruckliegenden Augenblick folgt, sondern 
daB nur Wahrscheinlichkeitsaussagen fur die Veranderungen in dcm 
betrachteten Zeitintervall gemacht werden konnen. 

Systeme dieser Art nennt man stochastische Systeme. Sie bilden 
den Gegenstand der physikalischen Statistik. Die gegenuber der deter
ministischen Mechanik wesentlich neue Eigenschaft stochastischer 
Systeme ist die, daB der im betrachtcten Zeitintervall zu erwartendp 
Ubergang vom Zustand A in den Zustand B nicht mit Sicherheit VOl 

sich geht, sondern einer Wahrscheinlichkeitsverteilung unterliegt w (B), 
die im allgemeinen noch von der Lange des Zeitintervalls, vom Anfangs
zustand A und von der Zeit abhangen wird. Man kann sieh auch den 
Fall denken, daB diese Ubergangswahrscheinlichkeiten auBer von A 
auch noch von weiter zuriicklicgenden Zustanden, ja von der ganzen Vor
geschichte des Systems abhangen. Wir wollen jedoch bei unseren Unter
suchungen eine solche Komplikation ausschlieBen und uns meist auf 
den Fall beschranken, der als Markoff sche Kette bezeichnet wird, 
und bei dem die Ubergangswahrscheinlichkeiten nur vom Ausgangs
zustand, dem Zeitpunkt und der Dauer des Ubergangs abhangen. 

Es ist das Verdienst von v. Mises, die grundlegende Bedeutung 
der Systeme mit Ubergangswahrscheinlichkeiten fur die physikalische 
Statistik erkannt und sie zum Aufbau einer Theorie des Zeitablaufs 
verwertet zu haben. Diese Theorie erhalt ihre letzte Abrundung unter 
der Voraussetzung symmetrischer Ubergangswahrscheinlichkeiten, bei 
deren V orliegen ein Ubergang des Systems von A nach B gleich wahr
scheinlich ist, wie ein Ubergang des Systems von B nach A. Dieser fur 
viele Anwendungen bedeutsame Spezialfall bewirkt unter gewissen 
Voraussetzungen, daB nach hinreichend langer Zeit die Wahrscheinlich
keit jedes moglichen Zustandes fUr das System die gleiche wird. 

Ebenso wie bei den deterministischen Prozessen ist es uns auch 
hier bei den stochastischen Prozessen nicht um spezielle Falle, sondern 
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urn das ihnen allgemein zugrunde liegende formallogische Prinzip zu 
tun, das das Formsystem der physikalischen Statistik bestimmt. Dieses 
kommt in der folgenden Grundaufgabe der statistischen Mechanik 
zum Ausdruck: "Es sei eine Wahrscheinlichkeitsverteilung w (t), to) 
gegeben, die aussagt, mit welcher Wahrscheinlichkeit das System zur 
Zeit to im Zustand t), d. h. an der Stelle t) des Phasenraums anzutreffen 
ist. (Der Phasenraum kann beliebig viele Dimensionen Yl .. Yn besitzen.) 
Weiter sei die Dichte der Ubergangswahrscheinlichkeiten v(;t:, t),L1 t) 
bekannt, die angibt, mit welcher Wahrscheinlichkeit das System in der 
Zeit L1 t von der Stelle ~ zur Stelle t) des Phasenraums gelangt. Gesucht 
ist die Verteilung w (t), t) der Wahrscheinlichkeit da£iir, daB zur spiiteren 

. Zeit t das System sich an der Stelle t) des Phasenraums befindet." 

Diese Hauptaufgabe wurde durch v. Mises gelost, indem er im Hin
blick auf die Verhiiltnisse in der Atommechanik fiir das System nur eine 
nichtkontinuierliche und endliche Menge von Zustiinden zulieB und an 
Stelle der kontinuierlichen Zeit fiir die Rechnung untereinander gleiche, 
endliche Zeitintervalle verwendete. Auf diese Weise erhielt v. Mises 
als mathematisches Hilfsmittel zur Losung des Problems ein System 
linearer algebraischer Gleichungen. Sein Hauptergebnis ist dieses, daB 
unter bestimmten Voraussetzungen fiir die Ubergangswahrscheinlich
keiten die Verteilung nach sehr vielen Zeitintervallen von der Anfangs
verteilung unabhiingig wird, und daB diese universelle Endverteilung, 
gegen die das System unter allen Umstiinden strebt, im FaIle symmetri
scherUbergangswahrscheinlichkciten (v (x, Y; L1 t) = v (y, x; L1 t)) Gleich
wahrscheinlichkeit ist. 

Die Einschriinkung, die darin besteht, daB v. Mises mit nicht
kontinuierlichem Phasenraum und nichtkontinuierlicher Zeit rechnet, 
ist nicht sehr wesentlich fiir viele erkenntnistheoretische Folgerungen, 
aber recht hinderlich fiir die Anwendung auf physikalische Probleme. 
Hier gelang der entscheidende Fortschritt dem Russen Kolmogoroff. 
Indem er mit nichtkontinuierlichem Phasenraum, aber mit kontinuier
licher Zeit rechnete, trat an die Stelle des Systems linearer algebraischer 
Gleichungen bei v. Mises ein System gewohnlicher linearer Differential
gleichungen; indem er noch einen Schritt weiter ging und auch einen 
kontinuierlichen Phasenraum der Rechnung zugrunde legte, erhielt er 
zwei partielle Differentialgleichungen, die die Ubergangswahrscheinlich
keiten £iir groBe Zeitintervalle mit jenen fiir infinitesimale Zeitspannen 
verkniipfen. Diese Kolmogoroffschen Differentialgleichungen sind 
fiir unsere Untersuchungen das entscheidende mathematische Riistzeug 
und werden daher im niichsten Abschnitt abgeleitet. 

Neben der oben mitgeteilten Grundaufgabe der statistischen Mechanik, 
die die Untersuchung des Zeitablaufs betrifft und in Parallele zur Grund
aufgabe der klassischen Mechanik steht, tritt bei den stochastischen 
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Systemen noch ein weiteres Problem auf, das in der deterministischen 
Mechanik nicht vorkommt und fUr die physikalische Statistik kenn
zeichnend ist. Es ist das die Frage nach einer ausgezeichneten Ver
teilung, gegen die das System unabhangig von der speziellen Anfangs
verteilung W (I:), to) nach hinreichend langer Zeit strebt. Die Fragestellung 
lautet: "Wie mussen die Ubergangswahrscheinlichkeiten beschaffen sein, 
damit die Wahrscheinlichkeitsverteilungen fur spate Zeiten von der 
Wahrscheinlichkeitsverteilung zuAnfang mehr und mehr mit wachsender 
Zeit unabhangig werden und gegen eine einzige Grenzverteilung konver
gieren, und wie hangt diese sog. "ergodische Verteilung" mit den Uber
gangswahrscheinlichkeiten zusammen ?" 

DaB diese Frage sinnvoll ist, lehrt die V. Misessche Theorie, in der 
gezeigt wird, daB bei symmetrischen Ubergangswahrscheinlichkeiten 
die hier in Frage stehende Endverteilung Gleichwahrscheinlichkeit ist, 
und wo ein System von notwendigen und hinreichenden Bedingungen 
fur ihre Existenz angegeben wird. 

So zeigen die Systeme der physikalischen Statistik bereits in der Art 
der Fragestellung tiefgreifende Unterschiede gegenuber den Systemen 
der klassischen Mechanik. Alle Aussagen namlich, die sich auf die ergodi
sche Verteilung des betreffenden Problems beziehen, haben im Gegensatz 
zu den Ergebnissen der klassischen Mechanik nichts mit den speziellen 
Anfangsbedingungen des Systems zu tun und besitzen daher in gewissem 
Sinne universellen Charakter. Es handelt sich also in der physikali
schen Statistik nicht nur wie in der deterministischen Mechanik um die 
Frage des Zeitablaufs, sondern daruber hinaus erhebt sich hier die tiefere 
Frage nach der Entstehung universeller Naturgesetze. 

2. Die Grundgleichungen der physikalischen Statistik. 
Es sollen nunmehr die Kolmogoroffschen Gleichungen des Zeit

ablaufs fur stochastische Systeme abgeleitet werden, die die Losung 
der Grundaufgabe der statistischen Mechanik darstellen. 

Wir betrachten zunachst ein mechanisches System mit einem einzigen 
Freiheitsgrad, jedoch nicht von deterministischer, sondern von stochasti
scher Natur. Zur Veranschaulichung denke man etwa an einen auf einer 
Kurve beweglichen Massenpunkt. AIle seine moglichen Lagen werden 
durch einen Parameter wiedergegeben. Seine im betrachteten Zeit
intervall erfolgende Bewegung von x nach y ist nicht eindeutig, sondern 
wird durch Ub~rgangswahrscheinlichkeiten beschrieben, deren Dichte
funktionen 

V(X,y;s,t) 

ausdrucken, daB das System mit der Wahrscheinlichkeit 

v(x,y;s,t).dy 

(3) 
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zur Zeit t in einer Umgebung des Punktes y von der Intervalliinge dy 
anzutre££en ist, wenn es sich zur Zeit s im PUnkte x befunden hat. Es 
ist klar, daB fUr beliebige Werte von x, s und t das uber aIle in Frage 
kommenden y erstreckte Integral der Funktion v (x, y; s, t) den Wert 
Eins besitzt. 

+'" J v (x, y; s, t) dy = 1. (4) 

Weiter ist festzustellen, daB bei unbegrenzt abnehmendem Zeitintervall 
t - s mit immer geringerer Wahrscheinlichkeit ein von x wesentlich 
verschiedenes y zu erwarten ist. Es ist daher fUr infinitesimal benach
bartes s und t 

( ) d {= 1, wenn y = x und 
v x,y;s,t· y 

= 0, wenn y =f= x. 

Von entscheidender Bedeutung sind in der Theorie von Kolmogoroff 
die Momente der Ubergangswahrscheinlichkeiten fUr kleine Zeitinter
valle und zwar besonders die ersten beiden von ihnen, Erwartungswert 
und Streuung. Sie sind definiert durch 

+'" 
A(x;t,Ll)= j(y-x)v(x,y;t,t+L1)dy (5) 

und 
+'" 

B (x; t, Ll) = j (y - X)2 V (x, y; t, t + Ll) d y. (6) 

A und B sind Funktionen des Anfangspunktes x zu Beginn des Zeit
intervalls, des Zeitpunkts t und der Liinge des Zeitintervalls Ll. Es ist 
leicht einzusehen, daB mit abnehmendem Ll A und B ebenfalls gegen 
Null streben, und ebenso aIle hoheren Momente 0, D usw. Die Art, wie 
diese Konvergenz gegen Null erfolgt, ist fur das stochastische Problem 
entscheidend. Bei Kolmogoroff wird zunachst vorausgesetzt, daB das 
dritte Moment 0 scharfer gegen Null strebt als die Streuung B und 
unter dieser Bedingung werden bei ihm die beiden grundlegenden Differen
tialgleichungen gewonnen, deren Ableitung wir in groben Zugen hier 
wiedergeben. 

Nach den Regeln der Wahrscheinlichkeitsrechnung ist es moglich, 
aus den Ubergangswahrscheinlichkeiten fUr zwei aneinanderschlieBende 
Zeitintervalle (s, '1') und ('1', t) die Ubergangswahrscheinlichkeit fur die 
Summe dieser Zeitspannen zu berechnen. Es ist (vgl. Kap. IV, Abschn. 1) 

+'" 
v(x,y;s,t) = j v(x,z;s,r).v(z,y;r,t)dz. (7) 

Von dieser Gleichung machen wir Gebrauch, indem wir die beiden 
speziellen Zeitintervalle (s, s + Ll) und (s + Ll, t) wahlen, die in der 
Tat sich aneinander schlieBen, und indem wir den einen Faktor unter 
dem Integral in eine Taylorreihe entwickeln. Mit Hilfe von (5) und (6) 
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laBt sich dann die Integration gliedweise bewerkstelligen. Die Rechnung 
lautet: + 0> 

V (x, y; 8, t) = J v (x, z; 8,8 + Ll). v (z, y; 8 + Ll, t) dz = 

+00 
= J v (x, z; 8,8 + Ll)· {v (x, y; 8 + Ll, t) + 

o + (z - x) . ax v (x, y; 8 + Ll, t) + 
1 02 

+~f (z- X)2. ox2 V (x, y; 8 + Ll, t) + Restglied } dz = 
o 

=v(x,Y;8+Ll,t) +A(X;8,Ll)axv(X,y;8+Ll,t) + 

1 02 

+2 B (X;8,Ll) ox2 v(x,y;8+Ll,t)+ ... 

Aus dieser letzten Gleichung wird nun durch Grenzubergang Ll -+ 0 
die partielle Ableitung von v nach der Anfangszeit 8 berechnet. Es ist 

- o~v (x, y; 8, t) = lim It A1 -o~ v (x, y; 8 + Ll, t) + 
S Ll-+O L. X 

+ {!Li 00;2 v (x, y; 8 + Ll, t) + Restglied} . 

Liegt nun der Fall vor, daB A und B mit unbegrenzt abnehmendem 
Zeitintervall gegen Null gehen wie Ll selbst, wahrend das dritte Moment 0 
der Ube-rgangswahrscheinlichkeiten starker gegen Null geht wie Ll, so 
daB das nicht angeschriebene Restglied der Taylorreihe bei dem Grenz
ubergang verschwindet, so wird mit 

( ) _ 1· A (x, s, 11). b (x 8) = lim B (x, s, iJ) a x, 8 - 1m A' , 2 A • 
Ll-+O LJ Ll-+O LJ 

(8) 

o 0 02 
- os V (x, y; 8,t) = a (x, 8) ox V (x, y;8, t) + b (X,8) 8x2V (x, y;8, t). (9) 

Dies ist die erste fundamentale Differentialgleichung von K 0 1 m 0-

goroff, die die Ubergangswahrscheinlichkeiten fur groBe Zeitintervalle 
mit den infinitesimalen Erwartungswerten und Streuungen der Uber
gangswahrscheinlichkeiten fUr differentielle Zeitintervalle verknupft. 
Entscheidend ist bei dieser Gleichung, daB die Differentiationen nach 
Anfangsort und Anfangszeit erfolgen. 

Kolmogoroff hat noch eine zweite Differentialgleichung hergeleitet, 
bei der die Differentiationen nach den Werten am Ende des Zeitinter
valls geschehen. Er definiert eine Hilfsfunktion R (y), die im Bereiche 
(rl' r2) positiv und dreimal stetig ableitbar sein soIl, an den Grenzen 
dieses Intervalls mit ihrer ersten Ableitung verschwinden und auBerhalb 
dieses Bereiches identisch Null sein soll. Mit ihrer Hilfe ist bei Ver
wendung der Gleichung (7) 
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~ +00 

J 7J~V(X,y;8,t).R(y)dY=·:t J v(x,y;8,t).R(y)dy= 
1'1 

+00 

= lim ~ J (v (x, y; 8, t + .1) - v (x, y; 8, t)) . R (y) d y = 
.1 ..... 0 - co 

+00 +co 

=}~}{j R(y) j v(x,Z;8,t).v(z,y;t,t+.1)dzdy--
-co -;-00 

+00 

- jR(Y)V(X,Y;8,t)dy}= 

+00 +00 

=}~ J{ j v (x, z; 8, t) j v (z, y; t, t + .1). (Taylorreihe von R (y) 
- co 

+00 

an del' Stelle z) d ydz - j R (z) v (x, z; 8, t) d z } = 

+co 

=lim.~ jv(x,z;8,t)ll _dd_I!.A(Z,t,.1)+ 21 rid=-~-B(z,t,.1) + 
LI ..... OLl y Y - co 

+ Restglied} dz. 

Es wird nun wieder vorausgesetzt, daB das Restglied, das im wesent
lichen aus dem dritten Moment del' Ubergangswahrscheinlichkeit fUr 
kleine Zeitspannen besteht, bei abnehmendem .1 starker gegen Null 
geht als die beiden ersten Momente. Indem wir wieder die beiden Funk
tionen a und b nach (8) einfiihren, erhalten wir: 

+00 

j :t v(x,y;8,t)·R(y)dy= 

+00 - j ., dE . d2 E l_ -- v(x,y,8,t)l-J1I a (y,t) + dy2 b(y,t),dy-

+ 00 

= j { - OOy (a. v) +:;2 (b· v) } R (y) d y . 

Die letzte Umformung erfolgte durch zweimalige partielle Integration 
unter Berucksichtigung del' vorausgesetzten Eigenschaften del' Funk
tion R (y). Da die zuletzt erhaltene Gleichung eine Identitat in bezug 
auf die weitgehend beliebige Funktion R (y) darstellt, mussen auch die 
Integranden ubereinstimmen. So folgt die gesuchte partielle Differen
tialgleichung 

o 0 ~ 
atV (x, y; 8, t) = - BY (a (y, t)· v (x, y; 8,t)) + oy2 (b (y, t) ·v). (10) 
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Diese Differentialgleichung, die ebenfalls die Ubergangswahrscheinlich
keiten fur groBe Zeitintervalle mit den infinitesimalen Erwartungswerten 
und Streuungen der Ubergangswahrscheinlichkeiten fur differentielle 
Zeitintervalle verknupft, ist die zweite fundamentale Differential
gleichung von Kolmogoroff. 

Wir nehmen nun an, es sei die Wahrscheinlichkeit w (x, 8) bekannt, 
die dafUr besteht, daB das System zur Zeit 8 im Punkte x anzutreffen 
ist. Nun wird das System bis zum Zeitpunkt t sich selbst, d. h. der 
Wirkung der Ubergangswahrscheinlichkeiten uberlassen. Wir fragen 
nach der Wahrscheinlichkeit dafUr, daB zur Zeit t das System sich in Y 
befindet. Die Antwort auf diese Frage ist leicht, wenn die Ubergangs
wahrscheinlichkeit fUr die Zeitspanne (8, t) bekannt ist, denn dann ist 

+co 

w(y,t) = J V(X,Y;8,t)·W(X,8)dx. (11) 

Die Berechnung von v (x, Y; 8, t) hat mit Hilfe der Gleichung (10) zu 
geschehen. Man kann aber auch Gleichung (10) beiderseits mit w (x, 8) 
multiplizieren und die Integration uber dx wie in (11) ausfUhren und 
erhiilt so: 

o 0 02 at w (y, t) = - oy (a (y, t). w (y, t)) + oy2 (b (y, t) . w (y, t)) . (12) 

Damit ist die Gleichung gewonnen, die das Problem des Zeitablaufs 
fUr das vorliegende stochastische System mit einem Freiheitsgrad be
herrscht. Die oben ausgesprochene "Grundaufgabe der statistischen 
Mechanik" ist das Anfangswertproblem 

w (y, t) = Wo (y) fUr t = 0 (13) 

dieser para bolischen partiellen Differentialgleichung. 
Die Herleitung der Differentialgleichungen des Zeitablaufs statisti

scher Prozesse, die hier fUr ein stochastisches System mit einem Frei
heitsgrad durchgefUhrt wurde, liiBt sich ohne Schwierigkeit auf Systeme 
mit n Freiheitsgraden iibertragen. In diesem allgemeinen Fall mussen 
wir die Lage des Systems durch n Koordinaten YI ... Yn oder durch den 
n-dimensionalen Vektor ~ wiedergeben, durch den ein Punkt eines 
n-dimensionalen Raums, des Phasenraums unseres Systems, festgelegt 
wird. Die Ubergangswahrscheinlichkeiten sind hier Funktionen der 
Gestalt 

v (1;,~; 8, t) = V (Xl'" Xn; YI ... Yn; 8, t) (14) 

und an die Stelle der beiden Funktionen A und B von Gleichung (5) 
und (6) treten hier die Ausdrucke 

A i (1;;t,Ll)=A i (XI ···xn ;t,Ll)= I 
+ co + co J J (15) 

= . . . (Yi - Xi) v (~, t) ; t, t + Ll) d YI ... dYn 
-00 -00 
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und 
Bik (t; t, .1) = Bik (Xl'" Xn; t, .1) = 

+00 +co 

= J ... J (Yi - Xi) (Yk - Xk) v ([, t:y; t, t + .1) d YI .. d Yn 
(16) 

-CD -co 

Die Erwartungswerte Ai bilden also die Komponenten eines n-dimensio
nalen Vektors, die Streuungen Bik abel' die Glieder einer n-zeiligen 
quadratischen Matrix. 

Bei del' Ableitung del' gesuchten Differentialgleichung sind ent
sprechend Gleichung (S) die GraBen 

() ( ) 1· Ai(/;,t,!l) 
ai [, t = ai Xl'" Xn; t = 1m ------:1-- (I7a) 

,1-+0 
und 

b ( ) b ( ) 1· Bi k (/;, t, !l) 
ikt,t=ikXi ... Xn;t=lm~- (17b) 

Ll-+O 

einzufiihren. Mit ihrer Hilfe erhalt man 
ov ~ ov ~ 02V 

- tis = .:::.. a,: 0 Xi + .:::.. bik 0 xi7}Xk (IS) 

und i i k 

OV ~ 0 ~ 02 

+ ·ot = - .:::.. 8 Yi (ai v) + .:::.. 0 Yi 0 Yk (bik v) . (19) 
i ik 

Endlich ergibt sich wie oben als Differentialgleichung fiir die Verteilung 
w (t:y, t), del' Verallgemeinerung von w (y, t) gemaB (ll) 

ow ~ 0 ~ 02 
.- = - --- (a·w) + .. ---- (b'kW) = L(w). 
o t 0 Yi ' 0 Yi 0 Yk ' 

(20) 
i ik 

Diese parabolische Differentialgleichung ist die Losung del' Grund
aufgabe del' statistischen Mechanik in dem Sinne, wie ein System von n
gewohnlichen Differentialgleichungen (I) die Grundaufgabe del' klassi
schen Mechanik beherrscht. Das mathematische Problem besteht 
in del' Behandlung diesel' fundamentalen Gleichung, das physikalische 
Problem abel' in del' Angabe eines Vektorfelds und eines Tensorfelds im 
Phasenraum, die durch die Funktionen ai und bik festgelegt sind. 

Bei del' Herleitung diesel' Differentialgleichung wurde angenommen, 
daB fiir die Ubergangswahrscheinlichkeiten neben del' Zeit t und del' 
GroBe .1 del' betrachteten Zeitspanne nul' del' Ort im Phasenraum zu 
Beginn des Zeitintervalls maBgebend sei. Ein stochastisches System 
mit diesel' Eigenschaft wird als Markoffsche Kette bezeichnet. Wir 
werden spateI' bei del' Anwendung del' physikalischen Statistik auf 
Stramungsvorgange dem Fall begegnen, daB die Ubergangswahrschein
lichkeiten nicht nur unmittelbar Funktionen del' Zeit und des Ortes 
sind, sondeI'll daB sie auch von der Wahrscheinlichkeitsverteilung w (t, t) 
und daher noch durch Vermittlung diesel' Funktion von Ort und Zeit 
abhangen. Die bei del' Ableitung del' Differentialgleichung (20) vor
kommenden Diffel'entiationen nach den Ol'tskoordinaten und del' Zeit 
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erfassen aber auch eine solche mittel bare Abhangigkeit der Ubergangs
wahrscheinlichkeitcn von diesen GroBen. Daher gilt diese Gleichung 
unverandert auch· im betrachteten Fall, der uber die Spezialisierung 
der Markoffschen Kette hinausgeht. Die Verallgemeinerung, die darin 
besteht, daB die Ubergangswahrscheinlichkeiten von der augenblick
lichen Verteilung abhangen, hat lediglich zur Folge, daB die GroBen 
ai und bik selbst Funktionen von W (t, t) werden und damit die Grund
gleichung des statistischen Problems aufhort, linear zu sein. 

Wir werden physikalische Probleme kennen lernen, bei denen grund
satzlich zwei Moglichkeiten der theoretischen Behandlung bestehen, 
namlich entweder Untersuchung in einem hochdimensionalen Phasen
raum, wo die Ubergangswahrscheinlichkeiten nur vom Ort abhangen 
oder Untersuchung im dreidimensionalen Raum, wobei die Ubergangs
wahrscheinlichkeitcn auch Funktionen der augenblicklichen Verteilung 
sind. Die erste Behandlungsweise fUhrt auf eine line are partielle 
Differentialgleichung mit sehr vielen Variablen, die zweite auf eine 
nichtlineare Differentialgleichung mit nur drei Veranderlichen neben 
der Zeitkoordinate. Stehen diese beiden Wege zur Wahl, so ist der 
erste vorzuziehen, falls es sich urn die Ableitung allgemeiner rna the
matischer Satze handelt, da solche sich in groBer Allgemeinheit fUr 
lineare Gleichungen beliebiger Dimensionenzahl aussprechen lassen. 
Dagegen ist fUr die gegenstandliche Behandlung der physikalischen 
Fragen, bei der die Funktionen ai und bik unmittelbar angegeben werden 
mussen, der zweiten Methode der Vorzug zu geben. 

Wir werden daher in diesem Kapitel, wo die abstrakten Formsysteme 
der klassischen und der statistischen Mechanik in Hinblick auf ihre 
Struktur untersucht werden, im hochdimensionalen Phasenraum mit 
der Abstraktion der Markoffschen Kette arbeiten, in den spateren 
Kapiteln aber bei der Behandlung der Stromungsvorgange die Unter
suchungen im dreidimensionalen Raum fUhren. 

3. Eigenschaften stochastischer Systeme mit 
n Freiheitsgraden. 

In diesem Abschnitt sollen einige mathematische Satze fUr stochasti
sche Systeme abgeleitet werden, die das Wesen der statistischen Prozesse 
im Gegensatz zu den Vorgangen der klassischen Mechanik deutlich 
zu erkennen geben. Diesen Untersuchungen legen wir Systeme mit n 
Freiheitsgraden von der Art der Mar koffschen Ketten zugrunde, fur 
die wir auBerdem die naheliegende Annahme machen, daB Homogenitat 
in bezug auf die Zeitkoordinate bestehe, so daB die Ubergangswahr
scheinlichkeiten v (t, ~; 8, t) nicht von 8 und t einzeln, sondern nur von 
der Differenz t - 8 abhangen. Dies hat zur unmittelbaren Folge, daB 
die GroBen ai und bik [Gleichung (17)] die Zeit nicht enthalten, sondern 
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nur Funktionen des Ortes sind. Weiter gilt fur Systeme mit dieser 
Homogenitatseigenschaft die Beziehung 

o 0 
88V(~,~;8,t) =-7ftV(~,~;8,t\, (21) 

von der wir sogleich Gebrauch machen werden. 
In der v. Misesschen Theorie kommt eine besondere Bedeutung 

solchen stochastischen Systemen zu, bei denen die fibergangswahr
scheinlichkeiten die Symmetrieeigenschaft 

v (~,~; 8, t) = v (~, ~; 8, t) (22) 

besitzen. Kolmogoroff auBert sich nicht daruber, welche Folgen 
diese Symmetrie fUr seine Differentialgleichungen hat. Wir beginnen 
unsere Untersuchung mit der Klarung dieser Frage. 

Zugleich mit Gleichung (22) gilt auch 

on on 
v V (~. ~; 8, t) = ~-;;-;; V (~, ~; 8, t) . (23) 

o Xi' . . 0 x'k v xi' .. v Xk 

Schreiben wir nun Gleichung (18) in der Gestalt 

o ~ 0 - as v (~, ~; 8, t) = ..::. ad~) 0 Yi V (~, ~; 8, t) + 
i 

indem wIr ~ und ~ vertauschen, so wird auf Grund del' Beziehungen 
(21) und (23) 

:t v (~, ~; 8, t) = Z ad~) 0 ~i V (~, t); 8, t) + 
t 

+ :2 bik (~) ~ V (~,~; 8,t). 
ik Yi Yk 

Del' Vergleich mit Gleichung (19) ergibt nun 

i t i k t (24) 
:t V(~,~;8,t) = ~ai:;. + :2biko:~vYk = 1 

= -:2 i-- (aiv) + ~ a 0; (bikV) = L (v) 
i Yi ik Yi Yk 

Aus diesen Gleichungen ist zu ersehen, daB im Falle symmetrischer 
fibergangswahrscheinlichkeiten der Differentialausdruck zweiter Ord-

nung L (v) fUr die partielle Ableitung ~ ~ sel bstadj ungiert wird. Dies 

hat fiir die Funktionen ai und bi k die Beziehungen 

a· = ~ _0_ b' k fiir alIe i = 1,2 ... n 
t ..::. oY t 

k k 
(25) 

Gebelein. Turbulenz. 3 
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zur Folge, wodurch sich die Differentialgleichung (20) auf 

reduziert. 

ow ~ 0 ~ ow 
Tt= ~ 0Yi ~ bik 8Yk 

i • k 

(26) 

Man kann die SchluBweise auch riickwarts durchlaufen und erfahrt 
dabei, daB die Tatsache eines selbstadjungierten Differentialausdrucks 

fiir~~ bzw. °o~ notwendig von symmetrischen Ubergangswahrscheinlich

keiten herriihrt. Wir fassen das bisherige Ergebnis zusammen in dem 
Satz: Die Wahrscheinlichkeitsverteilung w (~, t) zu einer 

beliebigen Zeit t errechnet sich aus der Anfangsverteilung 
Wo (~) zur Zeit t = 0 mit Hilfe einer parabolischen Differen
tialgleichung ow 

cit = L(w). 

In dieser Gleichung ist der Differentialausdruck L (w), der 
die Ableitungen bis zur zweiten Ordnung nach den Orts
koordinaten enthalt, dann und nur dann selbstadjungiert, 
wenn die Ubergangswahrscheinlichkeiten des betreffenden 
stochastischen Problems symmetrisch sind. 

Oben wurde die fUr stochastische Systeme charakteristische Frage 
aufgeworfen: "Wie miissen die Ubergangswahrscheinlichkeiten beschaffen 
sein, damit die Wahrscheinlichkeitsverteilungen fUr spate Zeiten von 
der Wahrscheinlichkeitsverteilung zu Anfang mehr und mehr. mit 
wachsender Zeit unabhangig werden und gegen eine einzige Grenz
verteilung konvergieren und wie hangt diese sog. "ergodische Verteilung" 
mit den Ubergangswahrscheinlichkeiten zusammen?" 

Bei dieser Fragestellung wird nichts dariiber ausgesagt, ob die in 
dieser Weise ausgezeichnete Losung selbst noch von der Zeit abhangt 
oder stationar ist. Von besonderer Wichtigkeit ist jedoch der letztere 
Fall. Fragen wir nun danach, unter welchen Bedingungen eine stationare 
Losung gleichzeitig ergodisch sein kann, so. ist sofort einzusehen, daB 
es dann keine weitere, von der ergodischen wesentlich verschiedene, 
stationare Losung geben kann. Gabe es namlich auBerdem noch eine 
stationare Losung, so wiirde diese fUr aile Zeiten beibehalten, wenn sie 
als Anfangsbedingung gewahlt wiirde. Damit ware ein Fall gefunden, 
in dem das System nicht, unabhangig von der Anfangsbedingung, die 
als ergodisch vermutete Losung nach geniigend langer Zeit annimmt. 
Also besaBe die betreffende Losung gar nicht die ergodische Eigenschaft. 

Die notwendige Bedingung dafUr, daB eine stationare Losung ergo
disch ist, besteht also darin, daB es keine weitere, von ihr wesentlich 
verschiedene stationare Losung gibt. Wir gehen nun wieder von 
Gleichung (20) aus und fragen, unter welchen Bedingungen das durch 
sie dargestellte Problem die Verteilung 

w (t), t) = 12 = const (27) 
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als einzige stationare Losung besitzt, so daB w = e die ergodische 
Losung sein kann. Wir formen zunachst Gleichung (20) um, indem 
wir die neuen GroBen 

F. = a· _ "" Bbik (28) 
~ ~ ~ By 

k k 

einfuhren, was durch Gleichung (25) nahegelegt wird. Auf diese Weise 
erhalt L (w) die Gestalt 

L (w) = - "" ~-(Fi W _ ~ Bw bik) = _ "" B Ci . (29) 
~ By. ~ BYk ~ By. 

i ~ k i ~ 

Jede stationare Losung erfullt die Gleichung L (w) = 0 und daher 
muB Iiir sie gelten 

"" BCi = o. 
~ By. 

i ~ 

(30) 

Die stationaren Losungen w sind nach (29) also Losungen des uber
bestimmten, linearen, inhomogenen Gleichungensystems 

FiW-:2bik :;k = Gi , i = 1,2 ... n, (31) 
k 

dessen Glieder Gi auBerdem der Nebenbedingung (30) genugen mussen. 
Ohne hier auf die Frage einzugehen, ob dieses uberbestimmte System 

uberhaupt Losungen hat, worauf wir nachher noch eingehend zuruck, 
kommen, kann man sofort feststellen, daB jede Losung von (31) erhalten 
werden kann, indem man zu einer partikularen Losung des inhomogenen 
Systems die allgemeinste Losung des zugehorigen homogenen Systems 
addiert. Eine partikulare Losung von (31) ist uns aber bekannt, denn 
nach Voraussetzung sollte w = (! = const eine stationare Losung sein. 
Die Bedingung, unter der w = (! = const eine stationare Losung ist, 
lautet ubrigens nach (29) 

"'" oFi = o. 
~ By. 

i ~ 

Unser Ziel ist, sie zu verscharfen in 

(32) 

Fi - 0 Iiir i = 1,2, ... n, (33) 

was sich beweisen laBt, wenn w = (! nicht eine stationare Losung unter 
anderen, sondern die einzige stationare Losung ist, wie wir es oben 
vorausgesetzt haben. 

Wir mussen also fur den weiteren Beweis von der Tatsache Gebrauch 
machen, daB es keine zweite, von w = (! wesentlich verschiedene Losung 
der Gleichung (31) gibt. Das heiBt aber, daB das homogene Gleichungen
system 

i = 1,2 ... n (34) 

3* 
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keine nichtkonstante Lasung haben darf. Dasselbe gilt dann auch 
von der Gleichung, die man erh1iJt, wenn man die GraBe g durch 

w (\)) = ey(t) (35) 

als neue Variable einfiihrt, und welche lautet: 
~ og Fi - ~ bik 7iY = 0, i = 1,2 ... n . 
k k 

Entscheidend ist nun, ob die Determinante 

I bik 1= D 

(36) 

(37) 
des Gleichungensystems, die als Determinante eines Streuungstensors 
nur graBer oder gleich Null sein kann, verschwindet oder nicht. Ver
schwindet D, dann gibt es zu irgendeinem System von endlichen Werten 

Fi iiberhaupt kein System von Ableitungen ",0 g . Also hat das Problem 
u Yk 

nur Sinn unter der Voraussetzung, daB D (\)) nirgends verschwindet. 
1st diese Bedingung erfiillt, dann liWt sich aber das Gleichungensystem 
(36) auflasen zu 

::k = ~ZbikFi' k=I,2 ... n, (38) 
t 

und dabei sind die Ausdriicke bik die Minoren der Elemente bik in der 
Determinante (37). 

Nun solI (38) keine andere Lasung besitzen als g = const und daher 

:!L == 0 fiir aIle k. Die Determinante von (38) I bik I hat den Wert Dn-l 
u Yk 
und kann wegen D + 0 ebenfaIls nicht verschwinden. Daher ist g = const 
nur moglich, wenn aIle Fi identisch verschwinden, wie auch umgekehrt 

das Verschwinden der Fi das Verschwinden der Ableitungen :g nach 
u Yk 

sich zieht. Damit ist unsere Behauptung bewiesen. 
Die Eigenschaft der Lasung w = (! = const, die einzige stationiire 

Lasung des Problems zu sein, ist nach diesen fiberlegungen notwendig 
fUr deren ergodische Eigenschaft. DaB sie hierfiir auch hinreichend ist, 
folgt durch besondere mathematische Untersuchungen, wegen der auf 
die friihere Arbeit des Verfassers iiber diesen Gegenstand verwiesen sei. 
Wir erhalten auf Grund dieser Ergebnisse den 

Satz: Notwendig und hinreichend dafiir, daB ein stocha
s tisches System mit n Freihei tsgraden gegen Gleich verteilung 
als stationiire und ergodische Losung strebt, sind die beiden 
Bedingungen 

I bik 1= D+O und Fi-O fUr aIle i. 
Die zweite dieser Bedingungen sagt aus, daB in diesem FaIle 
der zugehorige Differentialausdruck L (w) selbstadjungiert 
ist und daB die fibergangswahrscheinlichkeiten des Pro blems 
symmetrisch sind. 
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1st eine andere als Gleichverteilung die stationare und ergodische 
Losung des Problems, dann kann L (w) nicht selbstadjungiert und die 
"Obergangswahrscheinlichkeiten konnen nicht symmetrisch sein. Es sei 
e (t) die betreffende Li:isung der Gleichung L (w) = 0 und wie immer 
e (t) > 0 im ganzen Bereich. Wir erhalten dann durch Einfuhrung der 
neuen Variabeln 

w p=
e 

(39) 

eine Differentialgleichung fur p, die p = const als einzige stationare 
Losung besitzt, und fUr die daher der Differentialausdruck L (p) selbst
adjungiert ist. 

~ 0 ~ 02 L(p)=- -(aiep)+ ---(bikep) = 
oy. oy.oYk 

i t ik t 

= - ~ o~. (GiP-e '2 bik :: ) 
i t k k 

(40) 

Nach dem eben bewiesenen Satz ist daher 

und 
I bi k I = D =1= 0 im ganzen Bereich 

Gi=eai-~O~ (ebik)-O fUr aIle i=1,2 ... n. 
k k 

Die zweite dieser Aussagen liefert ein System von Bestimmungs
gleichungen fUr die Funktion e (t). Wir formen zunachst Gi durch 
Einfuhrung der Gri:iBen Fi von (28) urn 

Gi = eai-~ o~ (ebik) = e (ai - ~~~k) - ~ bik :: = 
k k k k k k 

=eFi-'2bik:: =0, 
k k 

fUhren als neue Variable die Funktion g durch die Gleichung 

e (t) = eY (~) (41) 

ein und erhalten fur g das System von linearen partiellen Differential
gleichungen 

(42) 
k 

Da die Determinante I bi k I nicht verschwindet, laBt sich dieses System 

nach den Gri:iBen 00 g aufli:isen und es wird 
Yk 

~ = ~ ~ bik F· = m (h) k I 2 o Y D":::" t 'P'k', , =, ... n, 
k i 

(43) 

d. h. wir kommen auf das Gleichungensystem (38) zuruck. 
Das System (42) bzw. (43) ist ein solches von n linearen partiellen 

Differentialgleichungen erster Ordnung fur die eine Funktion g (t). 
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Die Funktion fl ist dadurch iiberbestimmt und im allgemeinen gibt es 
iiberhaupt keine Funktion, die allen diesen Gleichungen geniigt, wenn 
nicht zwischen ihnen eine Reihe Vertraglichkeitsbedingungen bestehen. 
Diese Vertraglichkeitsbedingungen sind sofort an (43) abzulesen und 
lassen sich in der Form ausdriicken: 

82 g 82 g f'· 11 . k 1 2 8 8 = 88- ur a e~, = , ... n . 
Yi Yk Yk Yi 

(44) 

Das sind ; (n -1) Gleichungen zwischen den n-Funktionen ai und 

den ; (n + 1) Funktionen bik, die einen symmetrischen Tensor dar

stellen. Von diesen ; (n + 3) Funktionen sind daher nur 2 n vonein

ander unabhangig. 
Wir schreiben nun die Integrabilitatsbedingungen fiir unsere Diffe

rentialgleichungen (42), die zugleich die Bedingungen fUr das Vorhanden
sein einer ergodischen, stationaren Lasung sind, explizit hin. Sie lauten 
auf Grund der Gleichung (43) 

_8_(}_"'F bmk) =_8 (}-""F bmi) 
0Yi D~ m 0Yk D":;'; m 

m m 

oder fiir alle Paare i, k . (45) 
o 8 

- (/)k = -- (/)i 
o Yi 8 Yk 

Falls diese Integrabilitatsbedingungen (45) erfiillt sind, gelingt es leicht, 
jene Lasung des Gleichungensystems (43) explizit hinzuschreiben, die fUr 
Yv= YZ (v= 1, 2 .. n) den Wert Yo = Y (\)0) annimmtl. Diese Lasung lautet: 

Y. 

g (YI ... Yn) = Yo + J (/)1 (Yl Y~ ... Y~) d Yl + 
y, 

+ J (/)2 (Yl Y2 yg ... Y?) d Y2 + ... 
Y8 

Y n 

+ J (/In (Yl' .. Yn) d Yn = 
Y~ 

n Yv 

= flo + L: f (/)v (Yl ... Yv Y~+l ... Y~) d Yv 
v ~ 1 Y~ J 

(46) 

Bei dieser Summenbildung kann die Numerierungder n-Variabeln 
Yl .. Yn noch belie big geschehen, wodurch formal andere und andere 
Ausdriicke fiir fl (t) entstehen. DaB diese verschiedenen Ausdriicke 

1 V gl. z. B. Bi e b e r b a c h: Theorie der Differentialgleichungen, S. 240 f. Berlin: 
Julius Springer 1926. 
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eine und dieselbe Funktion g (~) darsteIlen, ist die Folge der Integrabi
litatsbedingungen, deren Erfulltsein wir voraussetzen mussen. 

1m FaIle symmetrischer "Obergangswahrscheinlichkeiten aber, in 
dem der Differentialausdruck L (w) selbstadjungiert wird und die GroBen 
Fi verschwinden, sind die Integrabilitatsbedingungen von selbst erfullt. 

Jene stellen in diesem FaIle nicht nur -~ (n-1) Zusatzgleichungen zum 

Gleichungensystem (43) dar, sondern noch eine Beziehung mehr, namlich 
die Gleichungen 

cJ>i = cJ>k fUr aIle i, k; und dazu Wi O. (47) 
1m FaIle eines allgemeinen Problems mit unsymmetrischen Ubergangs
wahrscheinlichkeiten, aber ergodisch stationarer Endverteilung ist also 
genau eine Funktion mehr verfugbar als im speziellen Fall, bei dem 
infolge symmetrischer Ubergangswahrscheinlichkeiten sich als Endzustand 
Gleichwahrscheinlichkeit einstellt. 

Wir fassen die letzten Ergebnisse zusammen zu dem 
Satz: Notwendig und hinreichend dafur, daB ein stocha

stisches System mit n Freiheitsgraden gegen eine eindeutige 
Verteilung e (I)) als stationare und ergodische Losung strebt, 
ist erstens die Bedingung I bik I = D =1= 0 und auBerdem das 

Erfulltsein del' -~- (n - 1) Integra bilita ts bedingungen (45). Die 

fragliche Verteilung e ist dann nach Gleichung (46) explizit 
zu ermitteln. 

Fur die Probleme der statistischen Mechanik charakteristisch ist die 
Frage nach einer Verteilung, die sich unabhangig von den speziellen 
Anfangsbedingungen des Prozesses nach hinreichend langer Zeit ein
stellt. Uber diese sog. ergodische Verteilung lassen sich fUr stochastische 
Systeme von der Art der Markoffschen Ketten, zu denen eine lineare 
Kolmogoroffsche Gleichung gehort, unter del' Voraussetzung einer 
naheliegenden Homogenitatseigenschaft in bezug auf die Zeit folgende 
allgemeine mathematische Aussagen machen: 

1. Symmetrie der -obergangswahrscheinlichkeiten, Selbstadjungiert
heit des Differentialausdrucks L (w) del' Kolmogoroffschen Gleichung 
und Gleichverteilung als ergodische Losung sind drei Vorkommnisse, 
die sich notwendig gegenseitig bedingen. 

2. Damit bei unsymmetrischen -obergangswahrscheinlichkeiten eine 
ergodische Endverteilung existiert, sind im n-dimensionalen Fall 

; (n - 1) Integrabilitatsbedingungen zu erfUllen. Erwartungswerte und 

Streuungen der Ubergangswahrscheinlichkeiten konnen daher nicht ganz 
beliebig gewahlt werden. 

3. Die explizite Berechnung dieser ergodischen Verteilung 
aus den GroBen ai und bi kist moglich, und zwar ohne Integration der 
Kolmogoroffschen Differentialgleichung. 
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4. Der Zusammenhang zwischen physikalischer Statistik 
und klassischer Mechanik. 

Stochastische Systeme unterscheiden sich von den deterministischen 
Systemen der klassischen Mechanik dadurch, daB die im Laufe der Zeit 
an Ihnen vor sich gehenden Veranderungen nicht eindeutig sind, sondern 
statistischen GesetzmiWigkeiten unterliegen. Es ist leicht einzusehen, 
daB von den formallogischen Grundlagen beider Arten mechanischer 
Systeme diejenigen der statistischen Systeme die umfassenderen sind, 
und daB das aus ihnen folgende mathematisch.physikalische Formsystem 
der physikalischen Statistik das Formsystem der klassischen Mechanik 
als Spezialfall enthiiJt. Wenn namlich bei einem statistischen ProzeB 
die Ubergangswahrscheinlichkeiten in der Weise ausarten, daB bei 
endlichem Zeitintervall ihre Streuungen verschwinden, so kommt einer 
einzigen Anderung zwar nicht Sicherheit, jedoch die Wahrscheinlichkeit 
Eins zu und das betreffende statistische System wird formal (nicht 
fUr die Erkenntnistheorie!) identisch mit einem System der klassischen 
Mechanik. 

Die physikalische Aufgabe besteht bei einem Problem der statio 
stischen Mechanik in der Bestimmung der beiden Gruppen von Funk. 
tionen Gi (~) und bik (~). Es ist ein auBerordentlich bemerkenswerter 
Befund, daB fur den Zeitablauf des Geschehens an stochastischen 
Systemen und fur die ergodische Verteilung nicht aIle Einzelheiten der 
Ubergangswahrscheinlichkeiten von Belang sind, sondern nur deren 
beide erste Momente, mit denen die GroBen ai und bik unmittelbar 
zusammenhangen. Dieser Sachverhalt hat ein Analogon in der Dynamik 
starrer Korper, wo auch fur die wichtigsten Fragen die Gestalt der an 
der Bewegung beteiligten Massen im einzelnen gleichgultig ist und es 
nur auf die Lage der Schwerpunkte und auf die Tragheitsmomente der 
verschiedenen Teile des betreffenden Aggregats ankommt. 

In der Theorie der stochastischen Prozesse, die in den letzten Ab· 
schnitten entwickelt wurde, ist es eine ganz wesentliche Voraussetzung, 
daB sowohl die Erwartungswerte wie die Streuungen der Ubergangs. 
wahrscheinlichkeiten fur kleines Zeitintervall L1 von der GroBenordnung 
dieser Zeitspanne sind, so daB die Grenzwerte, die nach Gleichung (8) 
die GroBen ai und bi k definieren, vorhanden sind. Die GroBen ai sind 
der auf infinitesimales Zeitelement bezogene Erwartungswert der auf 
Grund der Ubergangswahrscheinlichkeiten zuruckgelegten Wegelemente. 
Der Vektor Q (~) stellt daher den Erwartungswert der Geschwindigkeiten 
im Phasenraum dar, mit denen das System den betreffenden Phasen· 
punkt durcheilt, wenn es ihn erreicht. Wenn durch verschwindende 
Streuungen das statistische System zu einem solchen der determini· 
stischen Mechanik wird, dann gehen diese Erwartungswerte der Ge· 
schwindigkeiten in die wohlbestimmten Geschwindigkeiten der klassischen 
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Mechanik uber. In bezug auf die Erwartungswerte bietet also die Be
dingung fur die Dbergangswahrscheinlichkeiten keine begriffliche Schwie
rigkeit. 

Dagegen ist das Zustandekommen von Streuungen der in der Theorie 
verlangten GroBenordnung bei den Dbergangswahrscheinlichkeiten nicht 
ohnc weiteres einzusehen. Die erschopfende Antwort auf diese Frage, 
die wir als das Kernproblem der physikalischen Statistik erkennen 
werden, geben erst die Untersuchungen uber die "Verweilzeit" in Kap. IV 
und V. Es soll hier zunachst nur gezeigt werden, daB es nicht moglich 
ist, solche Streuungen allein durch die Annahme einer "Unscharfe" 
der Geschwindigkeiten a (~) zu erklaren. 

Zu diesem Zwecke betrachten wir ein mechanisches System mit 
einem einzigen Freiheitsgrad, wie wir es bei der Ableitung der Grund
gleichungen in Abschn. 2 verwendet haben, und machen fur dieses 
die Annahme, daB die Geschwindigkeit, die zu einem bestimmten Punkt 
gehort, nich t eindeutig anzugeben sei, sondern daB vielmehr eine 
Wahrscheinlichkeitsverteilung fur diese Geschwindigkeit vorliege. Damit 
sind auch die im Zeitintervall vor sich gehenden Veranderungen nicht 
eindeutig und wir haben definitionsgemaB ein stochastisches System 
vor uns. 

Wir berechnen nun die Erwartungswerte und Streuungen fur die 
Dbergangswahrscheinlichkeiten zur kleinen Zeitspanne von der Lange ,1. 
Es sei w (u; x) die Dichtefunktion der Wahrscheinlichkeit fur die Ge
schwindigkeit u im Punkte x. Die Wahrscheinlichkeit dafur, daB die 
Geschwindigkeit in einem Intervall von der Lange du liegt, das den 
Wert u enthiilt, ist demnach gleich w(u;x)·du. Nach Definition ist 
ferner 

y-x 
u (x) = lim -,1-

~-+o 

dy 
und du =7. 

Nun hedingen einander die heiden Vorkommnisse, daB erstens u im 
oben beschriebenen Intervall von der Lange du liegt, und zweitens, 
daB das System nach der Zeit ,1 sich im Intervall von der Lange d y, 
dem der Punkt y angehort, befindet, wo bei u und d u einerseits, y und d y 
andererseits durch die angeschriehenen Gleichungen zusammenhangen. 
Daher ist unter Verwendung der Ubergangswahrscheinlichkeiten, da 
beide Ereignisse gleich wahrscheinlich sind, 

v (x, y; ,1) dy = w (u; x) duo 
Die Wahrscheinlichkeitsverteilung w (u; x) habe die ersten beiden 

Momente: 
+ a:> 

Erwartungswert E (x) = J u·w (u; x) du 
-a:> 

+ a:> 

und Streuung 8 2 (x) = J u 2 w (u; x)du. 
- a:> 
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Durch sie lassen sich nun die Werte A und B der fibergangswahrschein
lichkeiten v (x, y; ,1) leicht ausdrucken, denn es ist nach (5) und (6) 

+00 +00 

A (x, ,1) = f (y- x) v (x, y; ,1) dy = ,1 f u·w (u; x) du = ,1 E (x) 
- 00 

und 
+00 +00 

B (x, ,1) = f (y - X)2 V (x, y; ,1) dy = ,12 f u2w (u; x) du = ,1282 (x). 
- 00 - 00 

Hier liegt also der Fall vor, daB zwar die Erwartungswerte der fiber
gangswahrscheinlichkeiten fur kleine Zeitspannen wie ,1 abnehmen, 
wie es die Theorie verlangt, daB aber die Streuungen zu rasch bei ab
nehmendem Zeitintervall verschwinden. Daher wird nach (8) von den 
Funktionen a und b, die in den Differentialgleichungen vorkommen, 
nur die Funktion a endlich, wahrend b beim Grenzubergang verschwindet. 
Damit hort aber das Problem auf, ein wesentlich statistisches zu sein, 
denn indem nur die Geschwindigkeiten, nicht aber die zu geringen 
Streuungen fUr den Zeitablauf maBgebend sind, kommt man auch in 
diesem Fall formal zur klassischen, deterministischen Mechanik zuruck. 

An diesem Beispiel ist zu ersehen, daB die Tatsache eines fibergangs
mechanismus, der einer Wahrscheinlichkeitsverteilung gehorcht, nicht 
ohne weiteres genugt, urn das Problem zu einem der physikalischen 
Statistik im vollen Sinne zu machen, sondern daB dazu Streuungen 
von der richtigen GroBenordnung notwendig sind. Gehen die Streuungen 
der fibergangswahrscheinlichkeiten mit abnehmendem Zeitintervall 
starker gegen Null als dieses Zeitintervall selbst, so reduziert sich das 
stochastische Problem stets auf ein solches der deterministischen 
Mechanik. Insbesondere ist es nicht moglich, die Funktionen bik durch 
gewisse Unscharfeannahmen fur die Geschwindigkeiten ai zu erklaren. 
Besteht das physikalische Problem bei Aufgaben der deterministischen 
Mechanik aIlein in der Angabe der Funktionen ai (1:)), so tritt bei den 
Aufgaben der physikalischen Statistik noch die Bestimmung der GroBen 
bik (1:)) hinzu, die in jedem FaIle ein weiteres physikalisches Prinzip 
erfordert. Daher ist die Behandlung stochastischer Systeme 
schwieriger als die rein deterministischer Systeme, wo man 
mit wesen tlich weniger physikalischen Hypothesen a uskomm t. 

Der tiefgreifende Unterschied zwischen den Formsystemen der klas
sischen und der statistischen Mechanik tritt nicht so sehr bei der Be
trachtung des Zeitablaufs innerhalb kurzer Zeitraume zutage als vielmehr 
bei den Fragen, die mit der ergodischen Verteilung zusammenhangen. 
AIle physikalischen Aussagen, die auf einer solchen ergodischen Losung 
beruhen, sind namlich im Gegensatz zu den Ergebnissen der klassischen 
Mechanik unabhangig von den spezieIlen Anfangsbedingungen und 
haben daher in gewissem Sinn universellen Charakter. Daher steht 
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im Mittelpunkt der zur physikalischen Statistik geharigen Unter
suchungen meist die Frage nach einer ergodischen Verteilung. 

Bei den friiheren Arbeiten ging man meist so vor, daB man in einem 
irgendwie definierten Phasenraum Gleichverteilung annahm und diese 
Hypothese dann an den Folgerungen nachpriifte, oder indem man nach 
einem Phasenraum suchte, in welchem man auf Grund physikalischer 
Oberlegungen Symmetrie der Obergangswahrscheinlichkeiten vermuten 
konnte, was ebenfalls zur Folge hat, daB die ergodische Losung Gleich
verteilung ist. Wir konnen nach den Ergebnissen unserer Unter
suchungen fiir die Herleitung der ergodischen Verteilung keinen anderen 
Weg angeben als den, das Vektorfeld der Geschwindigkeiten ai und 
das Tensorfeld der Streuungen bik im Phasenraum zu ermitteln, und 
dies wird auch bei den weiteren Untersuchungen eine unserer Haupt
aufgaben sein. 

Es ist noch die Frage zu untersuchen, welche Folgen die durch ver
schwindende bik angezeigte Ausartung statistischer Prozesse, die eine 
Zuriickfiihrung auf das Formsystem der klassischen Mechanik bedeutet, 
fUr das Problem der ergodischen Verteilung hat. Die Grundgleichung 
des Zeitablaufs (20) reduziert sich in diesem FaIle auf 

ow :2 0 -=- -(a·w) o t . 0 Yi t 

t 

(48) 

und an dieser Gleichung ist zu ersehen, daB w = (! = const dann und 
nur dann stationare Lasung ist, wenn die ai der Bedingung 4::: = 0 (49) 

t 

geniigen. Mit dieser Feststellung sind wir, da die ai hier mit den Ge
schwindigkeiten identisch sind, die aus der klassischen Mechanik folgen, 
auf den Liouvilleschen Satz der klassischen Theorie zuriickgekommen. 
Es fragt sich, ob diese stationare Losung die ergodische Losung unserer 
Untersuchungen ist. In den friiheren Darstellungen der statistischen 
Mechanik setzte hier die vielumstrittene Ergodenhypothese ein, 
nach der die Bahn des Systems im Laufe der Zeit jedem mit der Neben
bedingung konstanter Energie vertraglichen Punkte des Phasenraumes 
beliebig nahe kommen sollte. Aus dieser Hypothese wurde dann ge
folgert, daB, wenn man iiber geniigend lange Zeiten mittelt, die Wahr
scheinlichkeit, das System dort anzutreffen, fUr jede Stelle des Phasen
raums die gleiche ist. v. Mis e s begriindete dann die statistische Mechanik 
auf den Obergangswahrscheinlichkeiten und bewies, daB bei symme
trischen Obergangswahrscheinlichkeiten die Gleichverteilung in unserem 
strengen Sinne ergodische Losung ist. 

Wesentlich ist dabei, wie aus unseren Untersuchungen von Abschn. 3 
hervorgeht, daB die Streuungsmatrix keine verschwindende Determi
nante besitzt, oder was viel weniger aussagt, daB die Streuungen nicht 
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aIle verschwinden. Es ware nun denkbar, daB die nach den fruheren 
Satzen errechnete ergodische Losung, wenn man nachtraglich die Streu
ungen gegen Null gehen laBt, gegen die stationare Losung von (48) 
konvergiert, von der wir die ergodische Eigenschaft direkt nicht beweisen 
konnen. Dies hatte eine groBe praktische Bedeutung, denn dann ware 
ein Weg gefunden, urn die ergodische Losung aus den Erwartungswerten 
der Dbergangswahrscheinlichkeiten allein zu berechnen und die Streu
ungen waren nur dazu da, das Problem zu einem statistischen zu machen 
und die ergodische Losung sicherzustellen, brauchten aber nicht explizit 

. bekannt zu sein. Das wurde aber heiBen, daB die weittragenden Ergeb
nisse der statistischen Mechanik wenigstens in Grenzfallen schon aus 
den klassischen Bewegungsgleichungen folgen wurden ohne Benutzung 
weiterer physikalischer Prinzipien. 

Diese schonen Perspektiven entsprechen jedoch nicht der Wirklich
keit, wie man sich an dem einfachen Fall symmetrischer Dbergangs
wahrscheinlichkeiten klarmachen kann. Symmetrische Dbergangs
wahrscheinlichkeiten sind einerseits gleichbedeutend mit der Tatsache, 
daB die ergodische Losung Gleichverteilung ist, andererseits mit dem 
Vorliegen eines selbstadjungierten Differentialausdrucks L (w) und der 
GUltigkeit der Gleichungen 

ai=~8{-bik i=I,2 ... n. (25) 
k k 

Sollen nun die GroBen bik gegen Null gehen, indem man sie etwa mit 
einem konstanten Faktor A versieht und diesen gegen Null streben 
laBt, so mussen, wenn w = const ergodische Losung bleiben solI, die 
Gleichungen (25) immer erfullt bleiben. Dannkonvergieren aber die 
ai einzeln ebenfalls gegen Null, d. h. das System "gefriert ein". Es 
dauert dann mit a bnehmendem A immer langere Zeit bis die ergodische 
GrenzlOsung nahezu erreicht wird. Auf keinen Fall aber kommen wir 
auf diese Weise auf Gleichung (49) zur Bestimmung der Verteilung 
zuruck und damit ist die Vermutung widerlegt. 

Hieraus folgt, daB es nicht angangig ist, die ergodische Verteilung 
aus Gleichung (48) berechnen zu wollen. Sie ist nicht identisch mit 
der aus jener Gleichung folgenden stationaren Losung und die Ergoden
hypothese, die die Gleichsetzung beider rechtfertigen solI, ist demnach 
nicht nur unzureichend, sondern im allgemeinen sogar nicht zutreffend. 
Es gibt keine Probleme der physikalischen Statistik, fUr die die Streu
ungen der Dbergangswahrscheinlichkeiten ohne Belang sind und es bleibt 
das bereits ausgesprochene Ergebnis bestehen, daB die Behandlung eines 
stochastischen Systems mehr physikalische Kenntnisse erfordert als 
die Behandlung eines entsprechenden determini.stischen Systems, daB 
aber dafUr auch die Ergebnisse durch ihre Unabhangigkeit von den 
Anfangsbedingungen von groBerer Schonheit und universeller GUltig
keit sind. 
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Das Formsystem der physikalischen Statistik ist demnach eine echte 
Erweiterung des Formsystems der klassischen Mechanik, die sich beide 
ebenso zueinander verhaIten wie in der klassischen Physik die Korper
mechanik zur Punktmechanik. Beidemal sind in der spezielleren Disziplin 
nur die ersten Momente, hier Erwartungswerte, dort Schwermomente 
der fiir das betreffende Problem entscheidenden Verteilungen der Wahr
scheinlichkeit bzw. der Masse von Belang, wahrend in der allgemeineren 
Disziplin auch die entsprechenden zweiten Momente, hier Streuungen, 
dort Tragheitsmomente, maBgebend sind. Beidemal aber rollt der 
umfassendere Wissenszweig Fragen auf, die yom spezielleren grund
satzlich nicht gelOst werden konnen, ja fUr ihn noch kaum einen Sinn 
haben. Diese neue Fragestellung ist fUr die statistische Mechanik die 
Frage nach den ergodischen Verteilungen und den aus Ihnen flieBenden 
universellen Naturgesetzen. 

Wo immer in der Physik universelle, von den Anfangsbedingungen 
unabhangige Verteilungsgesetze beobachtet werden, kann man nach 
diesen Ergebnissen der physikalischen Statistik mit gutem Grund ver
muten, daB das der Erscheinung zugrunde liegende physikalische System 
stochastischer Natur ist. An turbulenten Stromungen z. B. beobachtet 
man universelle Geschwindigkeitsverteilungen und diese weisen zwingend 
auf den statistischen Charakter der Turbulenzerscheinungen hin, der ja 
auch schon bei oberflachlicher Betrachtung durch den unregelmaBigen 
Ablauf der turbulenten Stromung der Vermutung nahegelegt wird. 1m 
Widerspruch hierzu scheint die Tatsache zu stehen, daB die turbulente 
Stromung im kleinen den Gleichungen der klassischen Hydrodynamik 
gehorcht und daher mit gleicher Eindringlichkeit die Struktureigen
schaften der Formsysteme klassischer wie statistischer Mechanik zeigt. 
In der Tat liegt in diesem scheinbaren Widerspruch die Schwierigkeit 
des Turbulenzproblems begriindet, die zur Folge hatte, daB es so lange 
ungelost geblieben ist. Dieser Widerspruch zwischen klassischer und 
statistischer Mechanik hort jedoch mit der Einbettung des Formsystems 
des Determinismus in das umfassendere Formsystem der physikalischen 
Statistik auf zu bestehen und die weiteren Untersuchungen werden 
zeigen, daB die Losung dieses Widerspruchs durch Synthese nahezu 
gleichbedeutend ist auch mit der Losung des Turbulenzproblems. 

III. Anwendung der pbysikaliscben Statistik auf 
Stromnngvorgange nnd klassiscbe Hydrodynamik. 

1. Physikalische Statistik und Wirklichkeit. 
Die grundsatzlichen Untersuchungen des zweiten Kapitels iiber die 

Formsysteme der klassischen und der statistischen Mechanik haben 
noch keine Beziehung zur Wirklichkeit, denn dort handelt es sich allein 
urn mathematische Folgerungen aus dem in der Idee des stochastischen 
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bzw. deterministischen Systems zum Ausdruck kommenden Sachverhalt. 
Die Hauptaufgabe besteht nun in der Anwendung solcher Ergebnisse 
der theoretischen Systembildung auf die wirklichen Vorgange und 
Erscheinungen. Dabei sollen aus dem auBerordentlich umfassenden 
Anwendungsgebiet der physikalischen Statistik bei unseren Unter
suchungen die Stramungsvorgange im dreidimensionalen Raum im 
Mittelpunkt der Betrachtungen stehen, also ein Zweig der Physik, der 
bis heute der klassischen Mechanik zugeordnet wird. 

Wenn immer es sich darum handelt, ein abstraktes Formsystem mit 
konkretem Inhalt zu fiillen, so ist die erste Frage die, welcher Art Reali
taten fiir die einzelnen Abstrakta dieses Formsystems iiberhaupt in 
Frage kommen, denn der gesuchte Isomorphismus zwischen Realitat 
und abstraktem System muB sich auf jedes Element des theoretischen 
Systems erstrecken, damit fruchtbare Anwendung der Theorie erhofft 
werden kann. Damit auch keinen Augenblick der Gedanke einer Uber
heblichkeit der Theorie gegeniiber der Natur entstehen kann, ist aus
driicklich festzustellen, daB diese geforderte Totalitat des Isomorphismus 
nur eine einseitige sein kann. J edes Element des theoretischen Systems 
muB einem Teile Wirklichkeit zugeordnet werden kannen, sonst ist es 
wertlos und aus der Theorie zu entfernen, aber umgekehrt kann nie 
jedes Element der Wirklichkeit in einer Theorie, die der menschliche 
Geist ersinnt, gefaBt werden, und daher gibt es keine naturwissenschaft
liche Theorie, die nicht bei tieferem Eindringen in die Naturerschei
nungen endlich widerspruchsvoll und erganzungsbediirftig wird, wie 
dies besonders eindringlich am Formsystem der deterministischen 
Mechanik zu ersehen ist. Das Ziel aller Wissenschaft kann nur totale 
Richtigkeit der Erkenntnis sein, d. h. Kongruenz der wissenschaftlichen 
Gedanken mit dem betreffenden Ausschnitt der Natur, doch nie totales 
Erfassen der Natur, das doch dem forschenden Menschengeist als Leit
stern durch aIle Zeiten vorschwebt. 

Dem Formsystem der physikalischen Statistik liegt allein die Idee 
von Zustanden und in der Zeit an ihnen sich abspielenden Veranderungen 
zugrunde und zu ihrer Darstellung werden nur Wahrscheinlichkeiten 
verwendet. Die Grundgleichung des Zeitablaufs [Kap. II, Gleichung (20)] 
enthalt dreierlei Bestandteile, namlich die Wahrscheinlichkeitsverteilung 
W (I), t), die Vektoren der Erwartungswerte ai und die Tensoren der 
Streuungen bik. Wir beginnen mit der Frage nach den in der Natur vor
kommenden GraBen, die einer Wahrscheinlichkeitsverteilung W (I), t) 
isomorph sein kannen. 

Einen Isomorphismus mit einer Wahrscheinlichkeitsverteilung kannen 
nach den Ausfiihrungen in Kap. I ganz allgemein solche GraBen ein
gehen, denen eine Massenerscheinung zugrunde liegt. So kann z. B. die 
Massendichte als eine Wahrscheinlichkeitsdichte im dreidimensionalen 
Raum gedeutet werden, namlich als die Wahrscheinlichkeit fiir das 
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Vorhandensein von Molekiilen im betrachteten Raumelement. Da die 
Aussage, es bestehe an der Stelle A die doppelte Wahrscheinlichkeit fUr 
das Auftreten von Molekulen als im gleich groBen Raumelement an der 
anderen Stelle B, gleichbedeutend ist mit der Aussage, die Massendichte 
sei in A doppelt so groB wie in B, so ist die Massendichte e (~, t) einfach 
proportional der Wahrscheinlichkeitsdichte w (~, t) zu setzen. Dabei 
ist fur das Problem des Zeitablaufs der Wert des Proportionalitats. 
faktors belanglos, da die Kolmogoroffsche Gleichung die GroBe w 
linear und homogen enthalt. 

Das gleiche gilt nun auch fur die Energiedichte e cp T (T = absolute 
Temperatur, cp = spezifische Warme bei konstantem Druck), die pro· 
portional der Wahrscheinlichkeit ist, in dem betreffenden Raumelement 
Energie, die sich ebenfalls als Resultat einer Massenerscheinung dar· 
stelit, vorzufinden, und ebenso liegen die Verhaltnisse auch in bezug 
auf den Impulsinhalt des betrachteten Raumelements, mit dem einzigen 
Unterschied, daB die Impulsdichte ein Vektor ist, dessen drei Kompo. 
nenten einzeln skalaren Wahrscheinlichkeiten proportional zu setzen sind. 

Massendichte, Impulsdichte und Energiedichte sind also drei Beispiele 
fUr physikalische GroBen, die als Wahrscheinlichkeitsverteilungen, und 
zwar als solche im dreidimensionalen Raum, gedeutet werden konnen. 
Vorausgesetzt nun, daB die an ihnen vor sich gehenden zeitlichen Ver· 
anderungen durch Ubergangswahrscheinlichkeiten sachgemaB beschrieben 
werden konnen, sehen wir hier drei Moglichkeiten fUr die Interpretation 
der Kolmogoroffschen Gleichung, also drei Probleme der physikalischen 
Statistik, die man kurz als Massendiffusion, Impulsdiffusion und 
Energiediffusion bezeichnen kann. Diese drei Prozesse aber be· 
herrschen das Gebiet der Stromungserscheinungen. 

Naturlich sind dies nur drei uns hier besonders interessierende Bei· 
spiele aus der Menge der Realitaten, die Wahrscheinlichkeitsverteilungen 
isomorph sind und Gegenstand der statistischen Mechanik sein Mnnen. 
Die Gesamtheit der GroBen und Vorgange dieser Art aber ist uniiber· 
sehbar, denn fUr die Uberlegungen der physikalischen Statistik kommen 
neben dem dreidimensionalen Raum die verschiedensten gedachten 
Raume als Phasenraume in Frage, in denen dann die verschiedensten 
Dinge als Wahrscheinlichkeiten gedeutet werden konnen. Immer aber 
wird man dann in der Kolmogoroffschen Gleichung, die den Zeit· 
ablauf der betrachteten Erscheinung beherrscht, die Differentialgleichung 
eines allgemeinen Diffusionsvorgangs in dem betreffenden Phasenraum 
erkennen. 

Die Kolmogoroffsche Gleichung enthalt neben der Wahrscheinlich· 
keitsverteilung w (~, t) noch die auf infinitesimale Zeitspanne bezogenen 
ersten beiden Momente der Ubergangswahrscheinlichkeiten, namlich 
die Funktionen ai und bik. Wenn die durch die "Obergangswahrschein. 
lichkeiten beschriebenen Veranderungen im gewohnlichen Raum vor sich 
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gehen, dann haben die GroBen ai die Dimension em/sec und stellen also 
Geschwindigkeiten dar, wahrend die GroBen bik die Dimension cm2/sec 
aufweisen. 

Es erhebt sich nun die Frage nach der konkreten Bedeutung der ai 

und bik . Der Tensor der Streuungen bik bereitet fur die physikalische 
Durchdringung besondere Schwierigkeiten. Die Frage nach dem Zustande
kommen dieser GroBen und die Aufgabe ihrer induktiven Herleitung 
aus einfachen physikalischen Tatbestanden wird den Hauptinhalt der 
Untersuchungen der beiden folgenden Kapitel ausmachen. Einige Auf
schlusse uber die bik konnen jedoch auch auf deduktivem Wege gewonnen 
werden, sobald die Bedeutung der GroBen ai klargestellt ist, denn dann 
konnen Spezialfalle der allgemeinen Kolmogoroffschen Gleichung zur 
Definition einzelner der GroBen bik verwendet werden. Man erkennt 
auf diese Weise leicht, daB bei besonders einfachen Problemen die bik 

zum Teil verschwinden und zum Teil sich auf Diffusionskonstante redu
zieren, die schon fruher zur Darstellung der betreffenden V organge 
verwendet worden sind. Die andere Frage in bezug auf die Koeffizienten ai 

und bik der allgemeinen Gleichung ist die, ob die Geschwindigkeiten ai 

unmittelbar der Beobachtung zuganglich sind, oder ob sie mit solchen 
beobachtbaren GroBen zusammenhangen. Diese Frage solI an einem 
einfachen Beispiel erortert werden. 

Wir betrachten den Vorgang der Diffusion eines Farbstoffs in einer 
laminar flieBenden Flussigkeit. Dieser ProzeB geht sehr langsam vor sich, 
denn man kann die Stromlinien sichtbar machen, indem man an einzelnen 
Stellen in die Flussigkeit Farbstoff einfiihrt und dabei verbreitern sich 
die Farbfaden bekanntlich bei einer laminaren Stromung nur sehr all
mahlich. Die Ubergangswahrscheinlichkeiten sagen in diesem Falle aus, 
mit welcher Wahrscheinlichkeit ein Farbteilchen im betrachteten Zeit
element von einer Stelle der Flussigkeit zur anderen kommt. Die durch 
die Erwartungswerte der Ubergangswahrscheinlichkeiten definierte 
Geschwindigkeit a (I)) ist hier die Stromungsgeschwindigkeit der den 
Farbstoff tragenden Flussigkeit. Fur sie gilt naturlich die Kontinuitats
gleichung 

diva=O, (1) 

die lediglich der mathematische Ausdruck fur das Prinzip von der Er
haltung der stromenden Substanz, und hier, unter der Annahme kon
stanter Dichte, auch der Volumina ist. 

Die Wahrscheinlichkeitsdichte w (I), t) setzen wir proportional der 
Konzentration (] (I), t) des Farbstoffs in der Flussigkeit und deuten sie 
also durch die Wahrscheinlichkeit fur das Vorhandensein von Flussig
keitsmolekiilen im betreffenden Raumelement. Die GroBen bik hangen 
in diesem Fall eng mit der Diffusionskonstanten D zusammen. Es ist 
namlich 

bn = b22 = baa = D = const und b12 = b2a = b31 = O. (2) 
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Mit diesen GroBen erhiiJt man nach Kap. II [Gleichung (20)] als 
Differentialgleichung fUr den Zeitablauf des statistischen Vorgangs 

~; + div(a'e) = D6.e. (3) 

Aus dieser Gleichung ersehen wir, daB die eingepragte Geschwindigkeit a, 
die nach Definition der Kontinuitatsgleichung (1) in bezug auf die 
tragende Fliissigkeit geniigt, im allgemeinen die Kontinuitatsgleichung 

in bezug auf den Farbstoff nicht erfiillt, denn der Ausdruck ~; + div (0' e) 

wird nach (3) nur dann Null, wenn 6. e verschwindet, d. h. wenn die 
Konzentration des Farbstoffs eine lineare Funktion des Ortes ist. Dagegen 
gilt fiir die beobachtbare mittlere Geschwindigkeit U der Farbstoff
teilchen die Kontinuitatsgleichung, denn sie ist nichts anderes als die 
Aussage, daB die farbende Substanz erhalten bleibt. 

~;+div(u·e)=O. (4) 

Der Vergleich von (3) und (4) lehrt, daB die statistisch als Erwartungs
wert der UbergangswahrscheinIichkeiten, bezogen auf infinitesimale 
Zeitspanne, definierte Geschwindigkeit a nicht mit der beobachtbaren 
mittleren Geschwindigkeit U identisch ist. 

Um den Unterschied zwischen den beiden Geschwindigkeiten a und U 

zu erkennen, betrachten wir den Sonderfall, daB a identisch verschwindet. 
Es handelt sich also um die Diffusion des Farbstoffes in einer ruhenden 
Fliissigkeit. Auch in diesem Fall andert sich im allgemeinen im Laufe 
der Zeit die Konzentration des Farbstoffs und es ist makroskopisch eine 
endliche mittlere Geschwindigkeit der Farbstoffteilchen zu beobachten, 
namlich die Fortschreitgeschwindigkeit Uo infolge des Diffusionsvorgangs 
allein. Fiir Uo gilt die Kontinuitatsgleichung 

~; + div(uo'e) =0 (5) 

und auBerdem reduziert sich (3) mit a = 0 auf 
ao at = D6.e· (6) 

Durch Vergleich folgt fiir Uo die Gleichung 

div (uo . e) = - D 6 e. (7) 
Fiir a = 0 reduziert sich also die beobachtbare mittlere Geschwindig
keit u auf die Ausbreitungsgeschwindigkeit Uo infolge der Diffusion allein. 
Es ist also zu erwarten, daB diese drei Geschwindigkeiten durch die 
Beziehung 

u = a + Uo (8) 
zusammenhangen und in der Tat erhalt man durch Addition der Glei
chungen (3) und (7) die Kontinuitatsgleichung fiir die Summe a + Uo 
in Ubereinstimmung mit (4) und (8). Verschwinden die Streuungs
groBen bik , d. h. verschwindet die Diffusionskonstante D, dann wird 

Gebelein, Turbulenz. 4 
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Uo = 0 und die Geschwindigkeiten a und u werden in diesem Grenzfall 
identisch. Wir erhalten damit den 

Satz: Die statistisch mit Hilfe der Ubergangswahrschein
lichkeiten definierte Geschwindigkeit a ist im allgemeinen 
nich t identisch mit der beo bach t baren mittleren Gesch windig
keit u, sondern sie ist gleich dieser Geschwindigkeit u minus 
der Transportgeschwindigkeit Uo auf Grund des Diffusions
vorgangs allein. Nur im Grenzfall verschwindender Streu
ungen werden mit verschwindendem Uo die Geschwindigkeiten 
a und u identisch. 

Zu beachten ist endlich noch die durch Vergleich von (3) und (4) sich 
ergebende Identitii,t :i +div(ae)- D6 e -~; +div(ue), (9) 

die den Zusammenhang zwischen den Geschwindigkeiten a und u zeigt. 
Durch Umformung der linken Seite erhii,lt man 

div (a e - D grad e) = div (u e) 
und daraus 

11 = U + D grad (In e). (10) 
Eine bemerkenswerte Umformung lii,Bt auch die rechte Seite von (9) zu, 

indem an Stelle des lokalen Differentialquotienten ~; die substantielle 

Anderung der Dichte mit der Zeit 

dQ = y~ + u.grad fl 
dt (}t 0: 

eingefuhrt wird. Es entsteht 

~i +div(ae)- D6 e= :i +e divu . 

(11) 

(9a) 

Nach (4) verschwindet die rechte Seite dieser Gleichung im vorliegenden 
FaIle identisch, was bekanntlich der mathematische Ausdruck fur die 
Tatsache ist, daB die bei dem betrachteten Vorgang beteiligte Substanz, 
deren Aufteilung in jedem Augenblick durch die Ortsfunktion e (I), t) 
beschrieben wird, weder aus dem Nichts entsteht, noch spurlos ver
schwinden kann. 

Diese Uberlegungen, die sich auf das einfache Beispiel eines in einer 
stromenden Flussigkeit durch Diffusion sich ausbreitenden Farbstoffs 
bezogen, konnen ohne Schwierigkeit auch allgemein auf stochastische 
Systeme angewendet werden. Wird die durch Gleichung (9) und (11) 
beschriebene Umformung an der Kolmogoroffschen Differential
gleichung [Kap. II, Gleichung (20)] vorgenommen, so erhii,lt man wegen 

(}w ~ (} "'" (}2 (}w aT + ..::;,; ay: (ai w) - ~ (} y. (}Yk (bik w) = 8t - L (w) = 
i t ik t 

(}w ~ (} dw ~(}u. = 8t + ..::;,; a--: (Ui w) = ([t + W ..::;,; _t 

i Yti (} Yi 
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die Gleichung 
ow _ dw ~oui _ at -L(w) -(ft+ w ~~ -0. 

i 0 Yi 
(12) 

Diese Gleichung druckt aus, daB die Wahrscheinlichkeit, deren Auf
teilung im Phasenraum in jedem Augenblick durch die Ortsfunktion 
w (~, t) beschrieben wird, sich bei den stochastischen Prozessen wie 
eine Substanz verhalt, fur die der Erhaltungssatz der Materie gilt, so 
daB nicht nur das uber den ganzen Phasenraum erstreckte Integral uber 
die Funktion w den konstanten Wert Eins dauernd beibehalt, sondern 
diese Erhaltungstendenz auch im kleinen vorliegt, und daher fUr w weder 
Quellen noch Senken moglich sind. 

Damit kommen wit auf eine letzte Frage uber die Anwendungs
moglichkeiten des Formsystems der statistischen Mechanik auf wirkliche 
Vorgange zu sprechen. AIle GroBen, die als Wahrscheinlichkeiten ge
deutet werden konnen und deren Veranderungen durch die K 0 1m 0 g 0 ro ff
sche Gleichung in der bisher verwendeten Gestalt beschrieben werden 
sollen, mussen ebenso wie der Farbstoff im obigen Beispiel dem Er
haltungssatz der Wahrscheinlichkeit nach Gleichung (12) genugen. 
Diese einschrankende Bedingung ist nun noch durch eine geeignete 
Verallgemeinerung unserer statistischen Grundgleichung zu beseitigen, 
denn sonst ware die Menge der Erscheinungen, auf die die Methoden 
der physikalischen Statistik Anwendung finden konnen, sehr begrenzt. 
Ware doch z. B. schon die Behandlung der oben genannten Impuls
diffusion unmoglich, da fur den Impuls kein derartiger Erhaltungssatz 
gilt, sondern der N ewtonsche Satz: "Kraft = Masse X Beschleunigung" 
die Neubildung von Impuls lehrt. 

Diese erforderliche Verallgemeinerung bereitet aber nun bei Kenntnis 
der Gleichung (12) keinerlei Schwierigkeiten mehr. GewiB gilt fUr die. 
Wahrscheinlichkeitsverteilung w (~, t) der Erhaltungssatz 

dw + """ OUi = 0 
dt w ~ oy. . 

. t 

(13) 

t 

Wenn aber eine andere GroBe t (~, t), deren Veranderungen mit den 
Methoden der statistischen Mechanik untersucht werden sollen, als 
Wahrscheinlichkeit interpretiert und proportional der Funktion w (~, t) 
in Gleichung (12) gesetzt wird, so kann es recht wohl vorkommen, daB 
der Ausdruck 

!-L + t ~OUi 
d t .,;;;;;;,; 0 Yi 

i 

auf der rechten Seite dieser Gleichung nich t identisch verschwindet. 
In diesem Fane lautet dann die Differentialgleichung des Problems 
eben nicht 

4* 
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sondern 

at at ~ a ~ 02 dt "'"' OUi 
8t - L (I) = at + .:::;,.. a y. aii--.:::;,.. a y. a y (bikf) = at + f ':::;"'0--;;;:' (1 

i t ik t kit 

Natiirlich ist im einzelnen Fall zur Aufstellung dieser Gleichung dann 
noch eine weitere physikalische Aussage iiber die GroBe 

~+f~OUi 
dt ~ 0Yi 

i 

notwendig, nachdem ihr identisches Verschwinden nicht mehr ohne 
weiteres vorausgesetzt wird. 

2. Uber das Wesen der Stromungsvorgange. 
In diesem Abschnitt sollen nun die bisher entwickelten allgemeinen 

Ergebnisse zur statistischen Mechanik auf die Stromungsvorgange im 
dreidimenslonalen Raum angewendet werden. Stromungserscheinungen 
sind mechanische Vorgange, bei denen Masse, Impuls und Energie im 
Raum transportiert wird. Dabei ist die Frage nach der Natur des 
stromenden Mediums von untergeordneter Bedeutung, denn der Stro
mungsmechanismus ist bekanntlich bei Fliissigkeiten und Gasen weit
gehend der gleiche und er ist auch hiervon nicht wesentlich verschieden, 
wenn irgendwelche andersartige Massen sich in Bewegung befinden, 
deren sehr viele einzelne Teile in keinem oder nur geringfiigigem Kontakt 
miteinander stehen. 

Da der Stromungsvorgang hier als Gegenstand der physikalischen 
Statistik aufgefaBt wird, nehmen wir an, daB bei dem verwickelten 
gleichzeitigen Transport von Masse, Impuls und Energie die Dbergange 
von einem Zustand in den folgenden nicht deterministisch geschehen, 
sondern durch Dbergangswahrscheinlichkeiten beschrieben werden. Dabei 
ist natiirlich die Moglichkeit noch offen gelassen, daB im besonderen 
Fall die auf infinitesimale Zeitspannen bezogenen Streuungen der Dber
gangswahrscheinlichkeiten bik verschwinden konnen, so daB der Vorgang 
so verlauft, wie er auch durch die klassische Mechanik dargestellt 
wird. Dies soIl aber bei unseren Untersuchungen nicht vorausgesetzt 
werden. Vielmehr werden die Kriterien fiir das Eintreten dieses be
sonderen Sachverhalts ein Erge bnis der statistischen hydrodynami
schen Theorie sein. 

Der Raum, in dem sich dieser Dbergangsmechanismus abspielt, ist 
der dreidimensionale Raum, der bei unseren Untersuchungen als Phasen
raum verwendet wird. Das bedeutet eine groBe Vereinfachung der DaT
stellung, denn eigentlich handelt es sich hier um mechanische Systeme 
mit sehr vielen Freiheitsgraden - z. B. 6 n bei der Betrachtung eines 
Gases mit n-Molekiilen unter den einfachsten Annahmen iiber die Mole
kiile - so daB man auf den Gedanken kommen kann, die Rechnung 
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in einem dementsprechenden, hochdimensionalen Phasenraum durch
zufuhren. Es besteht aber fur diese Untersuchungen die in Kap. II, 
Abschn. 2 beschriebene Alternative zwischen einem Phasenraum mit 
sehr vielen Dimensionen und dem dreidimensionalen Raum. Wenn wir 
die Rechnung im anschaulichen dreidimensionalen Raum durchfiihren, 
in welchem die Vorgange sich vor unseren Augen abspielen, so nehmen 
wir damit in Kauf, daB die Dbergangswahrscheinlichkeiten nicht nur 
eine Funktion des Ortes und der Zeit, sondern noch verschiedener weiterer 
physikalischer GraBen sind,die selbst mit den gesuchten Verteilungen der 
Masse, des Impulses und der Energie zusammenhangen. Das hat zur 
Folge, daB wir fur den Zeitablauf nichtlineare Differentialgleichungen 
erhalten, so daB die allgemeinen Satze, die in Kap. II, Abschn. 3 fur 
stochastische Systeme abgeleitet wurden, soweit sie auf der Linearitat 
der Grundgleichung beruhen, hier nicht ohne weiteres gelten. Jedoch 
ist dies kein Nachteil, da uns bei den Stramungserscheinungen die ergo
dische Lasung durchaus nicht allein interessiert, sondern ebenso sehr 
auch der Zeitablauf, aus dessen Gleichungen wir die universellen Gesetze 
von der Art der ergodischen Lasung jederzeit herleiten kannen. 

Der Stramungsvorgang ist nach dieser Auffassung ein zusammen
gesetzter Diffusionsvorgitng, bei dem die in Bewegung begriffenen 
Massenteilchen gleichzeitig auch den Transport der Energie und des 
Impulses in einer noch naher darzulegenden Weise besorgen. Die Energie, 
von der hier die Rede ist, ist ubrigens die Bewegungsenergie der kleinsten 
Teilchen, also im Sinne der mechanischen Warmetheorie die Energie 
der Warmebewegung, die durch Angabe der absoluten Temperatur T 
gemessen wird. Es handelt sich also bei den Stramungserscheinungen 
um funf Diffusionsprozesse, namlich fur Masse, Energie und die drei 
Komponenten des Impulsvektors. Da aber die Trager dieser funf Vor
gange die gleichen Flussigkeitsteilchen sind, mussen die Kollektivs der 
Dbergangswahrscheinlichkeiten fur diese fUnf statistischen Prozesse die 
gleichen sein. Das gemeinsame sind also die Dbergangswahrscheinlich
keiten, deren beide ersten Momente durch die Vektorkomponenten ai 
und die Tensorkomponenten bik (i, k = 1,2,3) dargestellt werden. Der 
Massentransport und der Energietransport sind durch Angabe dieser 
GraBen eindeutig festgelegt. In bezug auf den Impulstransport aber 
sind noch verschiedene Auffassungen maglich und wir werden daher 
in diesem Abschnitt fur zwei Theorien die Grundgleichungen hin
schreiben, zwischen denen dann in Kap. V die Entscheidung getroffen 
wird. 

1. Theorie. Es wird angenommen, daB ebenso wie Masse und 
Energie auch der Impuls komponentenweise diffundiert. Die GraBen, 
die proportional der in Umwandlung begriffenen Wahrscheinlichkeits
verteilung der Kolmogoroffschen Gleichung zu setzen sind und die 
durch die Funktion f (1), t) von Gleichung (14) dargestellt werden, sind also 
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1. die Massendichte e, 
2. die Energiedichte cp e T, wo cp die spezifische Warme bei kon· 

stantem Druck und e die Massendichte bedeutet (cp ist fur unsere Unter
suchungen eine Konstante) und 

3. die Impulsdichte e u, wo u die mittlere Geschwindigkeit der den 
Impuls tragenden Massenteilchen ist. Der Vektor u hat die drei Kom
ponenten Uv u2' us' die einzeln in Rechnung zu setzen sind. 

mit 

Fur diese Vorgange gelten nach (14) die Gleichungen: 

ae de ~au(I) 
at - L (e) = at + e~ a Yi 

t 

a (e u!L _ L ( ) _ d (e u!L + "'" a u(;) 
ate u 1 - d t e u 1..:;.. a Yi 

t 

~(eu~--L(eU2) = !-(e U2) + eu ~au(f) at d t 2";;;;;'; a Yi 
t 

~ ( ) d ( ) a u(4) 
L' eU 3 -L(e u ) = ~.~ +e u ~ __ i at s dt 3~ a Yi 

t 

a (e T) _ L (e T) = d (12 TJ + e T ~ a u(r) 
at d t 4.; a Yi 

t 

~ a ~ 02 

L (I) = - ~ a y. (ai f) + .:;;;.; a y. a Y (bik f) • 
i t ik t k 

(15) 

(15a) 

Nach den "'Oberlegungen von Abschn. 1 dieses Kapitels sind die auf 
den rechten Seiten dieser Gleichungen vorkommenden Geschwindig
keiten u(~) ••• u(~) nicht mit den Geschwindigkeiten ai und auch unter
einander nicht vollkommen identisch. Nach unseren Definitionen konnen 
wir nur aussagen, daB die auf der rechten Seite der ersten Gleichung 
vorkommenden Geschwindigkeiten u(~) mit den Geschwindigkeiten ui 

der ImpulsgroBen ubereinstimmen. Da jedoch bei verschwindenden 
Streuungen bik aIle diese Geschwindigkeiten exakt miteinander identisch 
werden, machen wir die Annahme, daB auch bei nicht vollkommen 
verschwindenden Streuungen die Unterschiede zwischen diesen Ge
schwindigkeiten fur eine Naherungstheorie auBer acht gelassen werden 
durfen und setzen aIle diese Geschwindigkeiten einander gleich und 
gleich der an den Massenteilchen beobachtbaren Geschwindigkeit 

Ui=U(}) (i=I,2,3). 

Dadurch treten auf den linken Seiten der Gleichung (15) an die Stelle 
von ai die GroBen Ui, wahrend die rechten Seiten wesentliche Verein
fachungen erfahren. Es gilt namlich nach dem Satz von der Erhaltung 
der Materie de a ui 

at + e~ aYi = O. (16) 
t 
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Daher wird die rechte Seite der ersten Gleichung identisch Null und 
an die Stelle dieser Gleichung fiir die Massendiffusion tritt auf Grund 
unserer Naherungsannahme die Kontinuitatsgleichung 

~ + ~B(eui) _ 
Bt ".;;;. --- - O. 

i B Yi 
(17) 

Die Ausdrucke auf den rechten Seiten der Impulsgleichungen lassen sich 
nun in folgender Weise umformen: 

a(eu~ + ~ OUi _ i£rz + auv + ~ OUi = 
ate U v ".;;;. 0 y. - u,. d ted t e U v ..::;.; 0 y. 

. t . t 
t t. 

[wegen Gleichung (16)] 
~ OUi auv ~dUi duv 

= -e uv".;;;. BY. + e([t + e U v ".;;;. ay: = e(jt· 
. t . t 
t t 

Also sind die rechten Seiten der drei Impulsgleichungen die drei Kom

ponenten der VektorgroBe e ~~. Zur Angabe dieser GroBe ist wiederum 

eine physikalische Aussage erforderlich, namlich der Newt 0 n sche Satz: 
"Kraft = Masse X Beschleunigung". Er liefert in bekannter Weise 
die Beziehung 1 

du edt = e ~- grad p (I), t), (IS) 

wenn ~ die auf die Masseneinheit bezogene Massenkraft bedeutet - im 
allgemeinen kommt nur die Schwere in Betracht - und mit p der Druck 
bezeichnet wird. Fur die Fragen der Hydrodynamik ist die auBere 
Kraft ~ im allgemeinen ohne Belang. Wir wollen daher von ihr ab
sehen und erhalten, indem wir uns auf die Betrachtung der Druck
krafte beschranken 

du edt = - gradp. (ISa) 

Endlich kann die gleiche Umformung auch an der rechten Seite der 
Energiegleichung (15) vorgenommen werden, wobei 

a (e T) + T ~ 0 Ui = d T 
dt e 4 0Yi e dt 

t 

wird. Der explizite Ausdruck fiir e ~ '[ ist durch thermodynamische 

tJberlegungen zu gewinnen. Da jedoch diese sog. "Dissipationsglieder" 
der Energiegleichung fur unsere weiteren Untersuchungen ohne Belang 
sind, soIl ihr expliziter Ausdruck hier nicht hergeleitet werden. 

Wir erhalten damit fUr die Stromungsvorgange das Gleichungen
system 

1 Siehe Z. B. Lagally, Vektorrechnung. Leipzig: Akademische Verlags
gesellschaft 1928, S. 145. 
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a(e T ) ~_a_ . T _ ~~_ b. T _ dT 
at + ~ ay. (u,e ) ~ay.ay (,ke )-e dt' 

i' ik' k 

2. Theorie. Das Gleichungensystem (19) wurde auf Grund der An
nahme abgeleitet, daB der Impuls von den stromenden Teilchen zugleich 
mit der Masse und der Energie in der Weise transportiert wird, daB 
die Kollektivs der Ubergangswahrscheinlichkeiten ldentisch sind. Die 
Richtigkeit dieser Hypothese ist nicht erwiesen. Wir stellen ihr in dieser 
zweiten Theorie eine andere Hypothese gegeniiber, namlich die Annahme, 
daB nicht der Impuls mit den Fliissigkeitsteilchen in der beschriebenen 
Weise verbunden ist, sondern die Rotation, so daB mit der Masse, der 
Energie und den Komponenten der Rotation Diffusionsvorgange mit 
identischen Ubergangswahrscheinlichkeiten stattfinden. 

Um das dieser Hypothese entsprechende Gleichungensystem zu 
gewinnen, schreiben wir zunachst die drei Impulsgleichungen des 
Systems (19) in der Gestalt der sog. "Wirbeltransportgleichungen", 
indem wir in bekannter Weise beiderseits den Operator rot anwenden. 
Dadurch kommen die vom Druck und den auBeren Kraften herriihren
den Glieder in Wegfall und wenn man durch 

eX = rot (e u) (20) 
einen neuen Vektor mit den KOniponenten Xl' X 2 , Xa einfuhrt, so 
erhalt man z. B. fur Xl die Gleichung 

a(eXl) + ~_a_(u'eX)-
at ~ aYi ' 1 , 

:2 a (au. au.) 
= + -a- e U2--' -eus--' 

. ~ a~ B~ , 
In dieser Gleichung tritt in der zweiten Theorie an die Stelle des Aus
drucks 

~ aY:~Yk (O~2 (bikeUa)- O~3 (bik e U2)) 
tk 

infolge der Annahme, daB die Rotation in gleicher Weise transportiert 
wird wie Masse und Energie, der Term 

2 a o~ (bik(!X1)· 
ik Yi Yk 
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Damit entsteht das Gleichungensystem 
00 ~ 0 at + ~ --ay.- (ui!!) = 0 

. t 
t 

0(12 T) ~ 0 L 02 d T --+ -(U'flT)- --(b'kflT)=o-ot oy. t <;: . oy.oy t <;: - dt 
,t 'iI. tk 

zu dem noch die Definitionsgleichungen 

o Xl = ~(eu3L - o(eu~, e X 2 = 8(e ull_ a (eu~ 1 
~ a Y2 C Ya a Ya C Yl 

eX _~(~u2)_o(eull 
3 - 0 Yl a Y2 

hinzukommen. 
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(21) 

(20a) 

Da aIle Glieder der Wirbeltransportgleiehung mit Ausnahme des 
Ausdrueks 

~~-(bikeXl) 
~ °YioYk 
ik 

l = 1,2,3 

bei der Herleitung dureh Ausiibung des Operators rot entstanden sind, 
muB zugleieh mit den anderen Gliedern aueh dieser Ausdruek die Eigen
sehaft besitzen, daB seine Divergenz versehwindet. Das liefert die 
Gleiehung 

~ a-1-a- (bik e Xl) = 0, (22) 
ikZ Yi Yk Yz 

die eine Bedingung fiir die StreuungsgroBen bi k darstellt. 
Wenn Gleiehung (22) erfiillt ist, dann kann die Operation rot, dureh 

die die Wirbeltransportgleiehungen aus den Impulsgleiehungen hervor
gegangen sind, dureh Integrationen riiekgiingig gemaeht werden, wobei 
nieht vergessen werden darf, den Ausdruek -grad p noch hinzuzu
fiigen, der bei diesem Aufbau eines Vektorfelds aus seinen Wirbeln 
die Rolle einer Integrationskonstanten spielt. Auf diese Weise entsteht in 
der zweiten Theorie an Stelle der Impulsgleichungen des Systems (19) ein 
ihnen entsprechendes System von drei Integrodifferentialgleichungen. 
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Mit den Gleichungen (19) bzw. (21) ist das vorlaufige Ergebnis 
unserer Untersuchungen gewonnen. Benatigt wurden zu ihrer Her
leitung neben den formalen Beziehungen, die aus der Idee des stocha
stischen Systems folgen und neben der Hypothese, daB Masse, Energie 
und Impuls bzw. Masse, Energie und Rotation durch einen gemein
samen statistischen Ubergangsmechanismus transportiert werden, an 
physikalischen Prinzipien der Satz von der Erhaltung der Materie und 
das Grundgesetz der Dynamik. 

Noch ist die Zahl der Unbekannten graBer als die Anzahl der 
Gleichungen und daher die zu entwickelnde Theorie der Stramungs
vorgange noch nicht in sich abgeschlossen. Insbesondere fehlen Kennt
nisse u ber die StreuungsgraBen bi k der Ubergangswahrscheinlichkeiten. 
N ehmen wir nun fUr den Augenblick an, die bi k seien uns bekannt als 
Funktionen von Ort und Zeit und den in den Gleichungen sonst noch 
vorkommenden GraBen, so stellt (19) bzw. (21) ein Gleichungensystem 
von funf Differentialgleichungen fUr die sechs Unbekannten UI , u2' Ua, 
e, p und T dar. Zu deren Bestimmung ist daher noch eine Gleichung 
zwischen diesen GraBen erforderlich und diese ist die Zustands
gleichung der stramenden Substanz 

t (p, e, T) = 0, (23) 
die deren Druck, Dichte und Temperatur miteinander III Zusammen
hang bringt. 

Insbesondere erhalten wir durch Spezialisierung der bisherigen 
Ergebnisse eine in sich abgeschlossene, wenn auch zu enge Theorie, 
wenn wir die bik alle identisch Null setzen. Von diesem Sonderfall, 
der mit der Zuruckfuhrung des betrachteten statistischen Systems auf 
ein solches der deterministischen Mechanik formal gleichbedeutend ist, 
handelt der nachste Abschnitt. 

3. Die Theorie der idealen Fliissigkeit. 
Bei der ublichen Begrundung der theoretischen Hydrodynamik geht 

man von Festigkeitsbetrachtungen aus, indem man bei Flussigkeiten 
einen Spannungstensor annimmt, dessen Komponenten nicht wie bei 
einem starren Karper infolge des Hookeschen Gesetzes lineare Funk
tionen der Deformationen sind, sondern lineare Funktionen der Defor
mationsgeschwindigkeiten. Der hydrostatische Druck p ist der Mittel
wert der drei KompOnenten in der Hauptachse dieses Spannungstensors. 
Die Bewegungsgleichungen fUr deformierbare Kontinua der ange
nommenen Art lauten 

~~+ua~+ua~+ua~=_~+a~+a~+a~ eat e lay! e 2aY2 e aaY3 ay! ay! aY2 aY3 
au2+ u aU2 + u aU2 + U a~=_ ap + ~E+ aa2 + a· 23 (24) eat e lay! e 2aY2 e aaY3 aY2 ay! gY2 aY3 
a~+ua~+ua~+ua~=_~+a~+a~+~~ 

(! ate I a Yl (! 2 a Y2 (! a a Y3 a Y3 a Yl a Y2 a Y3 
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Diese Gleichungen entsprechen unseren drei Gleichungen fur die Diffusion 
des Impulses. Zu ihnen kommen auch in der klassischen Theorie noch 
die Kontinuitatsgleichung und, wenn es sich urn kompressible stromende 
Medien handelt, die Zustandsgleichung zusammen mit derWarmetrans
portgleichung, oder auch an Stelle beider die Adiabatengleichung, die 
unabhangig von der Temperatur Dichte und Druck miteinander ver
knupft. 

Auch die durch das beschriebene Gleichungensystem dargestellte 
Theorie ist nicht in sich abgeschlossen, solange nicht die Spannungen (J 

und 'i als Funktionen der ubrigen GroBen dieser Gleichungen bekannt 
sind. Die Angabe solcher Beziehungen geschieht fUr die zahen Fliissig
keiten in der N a vie r - S t 0 k e s schen Theorie und neuerdings auch fur 
turbulente Stromungen durch verschiedene heuristische Ansatze. Ins
besondere wird aber die Theorie in sich geschlossen, wenn man aIle (J 

und 'i identisch gleich Null setzt und annimmt, daB die betrachtete 
Flussigkeit keine Schubspannungen ubertragen kann. Auf diese Weise 
entsteht die Theorie der sog. "idealen Fliissigkeit". 

Es zeigt sich nun, daB der Sonderfall verschwindender Schubspan
nungen in der Auffassung der klassischen Hydrodynamik und der Sonder
fall verschwindender Streuungen bik der Ubergangswahrscheinlich
keiten in der Auffassung unserer statistischen Theorie gleichbedeutend 
sind, und beide zur Theorie der idealen Fliissigkeit fUhren. Mit ver
schwindenden bik werden ubrigens die verschiedenartigen Geschwindig
keiten, die in Gleichung (15) vorkommen, miteinander identisch, so daB 
dereil. Gleichsetzung, die zu der Gleichung (19) fiihrt, nicht nur nahe
rungsweise, sondern exakt richtig ist. Die beiden Theorien des letzten 
Abschnittes, denen verschiedene Annahmen liber den statistischen 
Impulstransport zugrunde liegen, unterscheiden sich im vorliegenden 
Faile nicht voneinander. Aus dem Gleichungensystem (19) aber, zu dem 
die Zustandsgleichung (23) hinzukommt, wird mit verschwindenden bib 

wenn wir noch mit Hilfe der Kontinuitatsgleichung an den iibrigen 
Gleichungen die bekannte Umformung vornehmen: 

0(2 0 0 0 1 aT+ oYI(Ud?) + OY2 (U2e) + fJYa (Uae) =0 

oUI + U 1 oUI + U2 oUI + U a OU1_ = _~ op 
o t 0 YI 0 Y2 0 Ya (2 0 YI 

o U2 + U 1 0 U2 + U2 0 U2 + U a i7 u2_ = _ ~ ~_ 
o t 0 YI 0 Y2 0 Ys (2 0 Y2 

o Us_ + U 1 oUa + U2 BUa + U a oUa = _~~ 
o t 0 YI 0 Y2 0 Ya (2 0 Ya 
oT oT oT fJT dT 
---at + U1 0 YI + U 2 0 Y2 + Ua 8 Ys = a;t-

t (p, e, T) = 0 

(25) 
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Das sind aber die bekannten Gleichungen der Gasdynamik idealer 
Flussigkeitenl, die auf diese Weise statistisch begrundet und als 
Grenzfall fUr verschwindende Streuungen der "Obergangswahrschein
lichkeiten in unserer allgemeinen Theorie enthalten sind. 

1m Mittelpunkt unserer weiteren allgemeinen Untersuchungen steht 
nun die Frage nach den GroBen bik , die nach unseren bisherigen Ergeb
nissen zum Kernproblem der Hydrodynamik in statistischer Auffassung 
wird. Nach den Satzen von Kap. II, Abschn.4, konnen wir hieruber 
aussagen, daB gar keine Aussicht besteht, die bik aus der in den Glei
chungen (25) wiedergegebenen Theorie der idealen Flussigkeiten allein 
durch mathematische Schlusse herzuleiten. Die noch verbleibende Auf
gabe ist kein mathematisches, sondern ein durchaus physikalisches Pro
blem, zu dessen Losung weitere physikalische Prinzipien und Kenntnisse 
erforderlich sind. Wir werden diese Aufgabe zweimal lOsen. Zunachst 
werden wir in Kap. IV die Vorstellungen der kinetischen Gastheorie 
heranziehen und dabei fUr die bik Ausdriicke erhalten, mit denen unsere 
allgemeinen Gleichungen die Gestalt der Navier-Stokesschen Diffe
rentialgleichungen annehmen. Darauf werden wir in Kap. V aus ein
fachen hydrodynamischen Tatbestanden das Zustandekommen noch 
weiterer StreuungsgroBen bik kennen lernen und den sog. "Turbulenz
tensor" entwickeln, der unsere statistische Theorie zu einem solchen 
AbschluB bringt, daB sie die Erscheinungen der Turbulenz umfaBt. Wir 
erhalten also drei hydrodynamische Theorien, bei deren Herleitung wir 
auch erfahren, in welcher Weise ihre Giiltigkeitsbereiche einander ablOsen 
und ihre Aussagen sich gegenseitig erganzen. Es sind dies die Theorien 
der idealen, der ziihen und der turbulent stromenden Fliissigkeit. 

IV. Kinetische Gastheorie und Navier-Stokessche 
Hydrodynamik. 

1. Snmmation von Kollektivs nud Theorie 
der Korrelationeu. 

Fur die weiteren Untersuchungen werden einige SchluBweisen und 
Rechenverfahren der Wahrscheinlichkeitsrechnung benotigt, die bei den 
einfiihrenden Erlauterungen zur Wahrscheinlichkeitsrechnung in Kap. I 
noch nicht zur Sprache gekommen sind. Diese mathematischen Methoden 
sollen zunachst in den folgenden beiden Abschnitten entwickelt werden. 

a) Summenbildung aus mehreren Verteilungen2• Bei zahl
reichen Anwendungen der Wahrscheinlichkeitsrechnung tritt die zu
sammengesetzte Operation der Summenbildung aus mehreren Ver
teilungen auf, der wir bereits in Kap. II Gleichung (7) begegneten. 

1 Siehe z. B. Handbuch der Experimentalphysik IV/I. S. 343. A. Busemann, 
Gasdynamik. 

2 Vgl. v. Mises, Wahrscheinlichkeitsrechnung, Leipzig u. Wien 1931. S.174. 
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Sie beruht im einfachsten Fall auf folgender Fragestellung: In zwei 
Urnen befinden sich numerierte Lose, die die Zahlen 0, 1, ... m als Be
zeichnungen tragen, und zwar in verschiedenen Mischungsverhaltnissen. 
Es seien 

VI (0), VI (1), VI (2), ... VI (m) 

die Wahrscheinlichkeiten dafiir, aus der ersten Urne ein Los mit del' 
Zahl 0, 1, ... m zu ziehen. Ebenso seien 

V2 (0), v2 (1), v2 (2), ... v2 (m) 

die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten fiir die zweite Urne. Wir 
ziehen je einmal aus jeder der Urnen und fragen nach der Wahrschein
lichkeit dafiir, mit diesen zwei Ziigen eine bestimmte Summe z zu erhalten. 

Die Operation, die aus den beiden gegebenen Kollektivs mit den Ver
teilungen VI (x) und V2 (x) das neue KoBektiv mit dem Merkmal z entstehen 
laBt, wollen wir kurz als Summenbildung bezeichnen. Diese Operation 
zerfallt in zwei Teile. Zunachst wird aus den beiden Kollektivs KI 
und K2 mit den Wahrscheinlichkeiten VI (x) und V2 (x) durch Verbindung 
ein neues Kollektiv mit zweidimensionaler Verteilung w (x, y) = 

VI (x)· v2 (y) gebildet. Durch darauffolgende Misch ung entsteht dann 
wieder ein eindimensionales Kollektiv K, indem aBe diejenigen x und 
y zusammengefaBt werden, die die gleiche Summe x + y = z ergeben. 

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist gleich der Summe aBer Produkte 
von der Form VI (x) . V2 (y), fiir die x + y = z ist. Wir konnen also 
schreiben: 

V (z) = }; VI (x) • V2 (z - x). (1) 
x 

Summiert wird von x = 0 bis x = m; man kann aber die Summe ohne 
weiteres auch von - OJ bis + OJ erstrecken, da die VI (x) und v2 (x) 
fiir x < 0 und x > m verschwinden. 

Das Kollektiv K fiir das Merkmal z, in dem die Wahrscheinlichkeit V (z) 
herrscht, bezeichnen wir als die Summe del' Kollektivs KI und K2 
und schreiben -fiir die hier beschriebene Operation symbolisch: 

K = KI + K 2• (2) 

Dabei ist zu beach ten, daB die K keine Zahlen sind, sondern abstrakte 
RechengroBen darstellen, ahnlich wie die Vektoren und Tensoren usw. 

Bei del' Durchfiihrung del' Summenbildung von KI und K 2, die zur 
Wahrscheinlichkeitsverteilung (1) fiihrte, war eine wesentliche Vor
aussetzung die stochastische Unabhangigkeit del' Kollektivs KI und K 2 , 

die in del' Gleichung fiir die Verbindung 

w (x, y) = VI (x) . V2 (y) 

zum Ausdruck kam. Wir wollen nun die Summenbildung auch auf den 
Fall stochastisch abhangiger Kollektivs ausdehnen. 

b) Stochastische Abhangigkeit zweier Kollektivs. Gegeben 
seien zwei Kollektivs KI und K2 mit den Wahrscheinlichkeiten VI (x) 
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und V2 (x), die zwar verbindbar sein sollen, jedoch nicht stochastisch 
unabhangig voneinander. Die zugehorigen Erwartungswerte seien al 

und a2 : 

G1 = I x· VI (x) , G2 = 1: x'V2 (x), (3) 
x x 

die Streuungen 8i und 8~: 
8i = 1: (x - G1)2 VI (x) , 8~ = 1: (x - G2)2 V2 (x) • (4) 

x x 

Durch Verbindung entsteht aus KI und K2 ein neues, zweidimen
sionales Kollektiv mit der Wahrscheinlichkeitsverteilung 

W (x, y) = VI (x) • V2 (y; x) = VI (x; y) . v2 (y). (5) 

Dabei bedeutet z. B. v2 (y; x) die Wahrscheinlichkeit des Merkmals y 
in einem Kollektiv, das aus K2 durch Auswahl hervorgeht, indem man 
aus K2 aIle jene Elemente heraushebt, bei denen gleichzeitig in KI das 
Merkmal x vorgelegen hat. Man bezeichnet diesen Vorgang als "Aus
wurfeln" einer Folge aus dem Kollektiv K2 mit Hilfe des Merkmals x 
aus K I . 

Als Korrelationskoeffizient des zweidimensionalen Kollektivs mit 
der Wahrscheinlichkeitsverteilung w (x, y) nach (3) ist nach Kap. I, 
Abschn. 3 der Ausdruck definiert: 

E (x - a 1) (y- a2 ) w (x, y) 
k - XY (6) 

12 - 1/ E(x-a1 )2 w (x, y) E(y-a2)2w (x, y) 
V xy xy 

Hier lassen sich die Ausdrucke im Nenner mit Hilfe der Gleichung (5) 
berechnen. Es ist z. B. 

1: (x-a1)2 w (x, y) = 1: (x-a1)2 v1 (x)· 1: V2 (y; x) = 1: (x-a1)2 v1 (x) =8~, 
xy x Y x 

und ebenso 
1: (y - G2)2 W (x, y) = 8~ • 
xy 

Daher wird nach (6) 
1: (x - al ) (y - a2 ) w (x, y) = k12 81 8 2 . (7) 
xy 

In dem durch (6) bzw. (7) definierten Korrelationskoeffizienten kl2 

besitzen wir nach Kap. I, Abschn.3, ein MaB fUr die stochastische 
Abhangigkeit der beiden eindimensionalen Kollektivs KI und K2 von
einander. Dieser Korrelationskoeffizient weist bekanntlich gewisse 
Mangel auf, wenn es sich darum handelt, aus dem gegebenen zweidimen
sionalen Kollektiv Ruckschlusse auf seine Bestandteile KI und K2 zu 
ziehen, eine Fragestellung, die zu den immer wiederkehrenden Auf
gaben der beschreibenden Statistik gehOrt. Diese Unzulanglichkeit 
ist fur uns jedoch ohne Bedeutung, da wir umgekehrt aus den eindimen
sionalen Kollektivs durch Verbindung erst neue Kollektivs aufbauen und 
daher noch die Freiheit haben, ein geeignetes MaB fur die Abhangigkeit 
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dieser Bausteine untereinander festzulegen. Hierzu ist aber der Korre
lationskoeffizient recht wohl geeignet. 

c) Summation zweier stochastisch abhangiger Kollektivs. 
Gegeben seien die beiden Kollektivs K} und K2 sowie der Koeffizient 
k}2 der Korrelation zwischen beiden gemaB der oben festgelegten Defi
nition. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung v (z) fUr die Summe K = 
K} + K2 der beiden Kollektivs erhalt man wie friiher durch Mischung 
aus dem Kollektiv mit der Verteilung w (x, y) nach (5), indem man aIle 
x und y zusammenfaBt, die die gleiche Summe z ergeben. Daher wird 
allgemein entsprechend der Gleichung (1): 

v (z) = L W (x, z - x). (8) 
x 

Wir berechnen nun den Erwartungswert a und die Streuung 82 des 
Summenkollektivs K mit Hilfe der Funktion v (z). Es ist 

a = L z . v (z) = L z L W (x, z - x). 
z z x 

Fiihrt man an Stelle von z wieder die Variable y = z - x ein und be
achtet man, daB danll die Summation iiber z bei festem x genau so 
viel bcdeutet wie die Summation iiber y, so erhalt man 

a=L (x+ y) w(x, y) = L X·V} (x) LV2 (y; x) +L y'V2 (y) LV} (x; y) = a} + a2, 
xy x y y x 

also 
a=a1 +a2 • 

Damit ist der Satz erhalten: 
(9) 

Der Erwartungswert der Summe zweier Kollektivs ist 
gleich der Summe der Erwartungswerte der Einzelkollektivs. 

Die entsprechende Rechnung liefert fiir die Streuung von K: 

82 = L (z - a) 2 V (z) = L (z - a1 - a2) 2 L W (x, z- x) = 
z z x 

xy 

= L (x - a1)2 VI (x) L V2 (y; x) + L (y - a2)2 V2 (y) L VI (x; y) + 
x y y x 

xy 

= 8i + 8~ + 2 k 12 81 82 • 

Die rein quadratischen Glieder sind namlich die Streuungen der Einzel
kollektivs, das gemischte Glied aber ist nach (7) gleich k12 81 82, Also gilt 

(lO) 

Die Streuung der Summenverteilung zweier Kollektivs 
ist gleich der Summe der Streuungen der Einzelkollektivs 
vermehrt um das Korrelationsglied, das gleich ist dem dop
pelten geometrischen Mittel aus den beiden Einzel8treuungen, 
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multipliziert mit dem Korrelationskoeffizienten der beiden 
Kollektivs. 

d) Linearkom binationen mehrerer Kollektivs. Gegeben sei 
eine Menge von Kollektivs K 1 , K 2, •.• K n , deren Erwartungswerte 
at> ... an und deren Streuungen si, ... s~ sind. Zwischen je zweien von 
ihnen mogen Korrelationen bestehen mit den Koeffizienten kim = kml. 
Insbesondere ist die Korrelation jedes Kollektivs mit sich selbst voll
kommen und daher 

kn = k22 = ... = knn = 1. 
Wir stellen die l1'rage nach der Wahrscheinlichkeit dafiir, daB der lineare 
Ausdruck 

einen bestimmten Wert annimmt, wenn Xl' ... xn Merkmale aus den 
Kollektivs KI ... 'Kn sind, Das gesuchte Kollektiv mit dem Merkmal z 
bezeichnen wir in Verallgemeinerung der oben untersuchten Summen
bildung zweier Kollektivs als Linearkombination der n-Kollektivs 
Kl ... Kn und schreiben dafiir symbolisch: 

K = fhKI + ... + YnKn- (11) 
Ftihrt man die neuenVariablen x~ = Ym xm mit m = 1, ... n ein, 

so geht die Aufgabe in die oben behandelte einfache Summation tiber, 
wobei die Einzelkollektivs die Merkmale x~, ... x~ haben, wahrend 
die Wahrscheinlichkeit von x~ gleich der Wahrscheinlichkeit von Xm 

in Km ist. Beim Ubergang vom Kollektiv mit dem Merkmal Xm zum 
Kollektiv mit demMerkmal x~ tritt an die Stelle des Erwartungswertes am 

der neue Erwartungswert a~ = gm am und an die Stelle der Streuung s~ 
die neue Streuung s;,; = gin s~. Daher werden Erwartungswert und 
Streuung der Linearkombination K von (11) 

(12) 
m m 

S2 = 1: kim s[s;'" = 1: kim gl gm SISm' (13) 
1m 1m 

Nun sind wir endlich auch in der Lage, den Ubergang zu unendlich 
vielen Kollektivs und damit den Ubergang zu Integralen tiber Kollektivs 
zu machen. An die Stelle der "Gewichte" Ym treten dabei infinitesimale 
oder auch endliche Differentiale (im Stieltj eschen Sinn) Y (z)· dz und 
die vorkommenden Korrelationen werden zusammengefaBt zu einer 
Funktion k (zv Z2)' Man erhalt dann ftir das Kollektiv, des sen Ent
stehung aus der symbolischen Gleichung 

K = f Y (z) . K (z) d z (14) 

ersichtlich ist, den Erwartungswert 
Z 

a = f Y (z). a (z) dz (15) 
Zo 
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und die Streuung 
z z 

82 = J J g (Zl) g (Z2) 8 (Zl) 8 (Z2) k (Zl ' Z2) d Zl d Z2 . (16) 
Zo Zo 

e) Umformung und Diskussion des Streuungsintegrals. Fiir 
die spateren Anwendungen des Streuungsintegrals (16) ist ein Sonder
fall von besonderer Bedeutung, in dem dieses 
Integral noch wesentlich vereinfacht werden 
kann. Bei kontinuierlich von einem Para
meter z abhangigen Kollektivs tritt namlich 
haufig der Fall ein, daB die Funktion k (zv Z2) 

nur von der Differenz Z2 - Zl = z' der Para
meterwerte, nicht aber von diesen Werten Abb.5. Korrelationsfunktion 
einzeln abhangt. Der gestaltliche Verlauf k (z') mit Mittelwert zo. 

der Funktion k (z') ist in den wichtigen 
Fallen, denen wir begegnen werden, der in Abb. 5 angedeutete. Fiir 
z' = 0 nimmt die Funktion k (z') gemaB ihrer Definition notwendig den 
Wert 1 an, der nicht iiberschritten werden 
kann. Mit wachsender Parameterdifferenz z' 
nimmt k (z') monoton ab und konvergiert fiir 
groBe z' gegen Null. Der Verlauf, der im k 

einzelnen nicht von Belang ist, entspricht etwa t 
der Funktion e - C z' oder der Differenz der 
GauBschen Fehlerfunktion gegeniiber dem 
Werte 1, wenigstens kommt es bei den An
wendungen in der Physik vor, daB physi
kalische "Uberlegungen zu diesen Ansatzen 

Zo ~Z1 Z 

Abb. 6. Doppelintegral der 
Korreiationsfunktion. 

fiihren, jedoch ist diese Frage nur von untergeordnetem Interesse. 
Wesentlich ist jedoch der Mittelwert 

<X> 

z* = f k (Z') dz', (17) 
o 

der ein MaB fiir das Absinken der stochastischen Abhangigkeit der Ele
mentarkollektivs mit wachsender Entfernung z' gibt. 

Wir betrachten nun zunachst das Integral (16) im Sonderfall, daB 
die Funktionen 8 und g sich auf Konstante reduzieren. Dann ist die 
Streuung 8 2 des Integralkollektivs K: 

z z 
8 2 = g2 82 J J k (Z1> Z2) d Zl d Z2 . 

Zo Zo 

Die Bedeutung des Doppelintegrals iiber k (Zl' Z2) ist aus Abb. 6 zu 
ersehen, wo sein Wert durch das iiber dem Quadrat von der Seitenlange 
Z - Zo befindliche Volumen dargestellt wird. Der Verlauf des Integral
wertes als Funktion von z - Zo ist auch ohne Kenntnis der speziellen 

Gebeiein, TurbuIenz. 5 



66 Kinetische Gastheorie und Navier-Stokessche Hydrodynamik_ 

Funktion k (zt, Z2) weitgehend bestimmt und leicht zu uberblicken. 
Insbesondere lassen sich leicht Naherungsformeln flir die beiden Extrem
fane angeben, daB z - Zo entweder sehr klein oder sehr groB im Vergleich 
zur GroBe z* ist, die durch Gleichung (17) definiert wurde. 

1. Fall: z - Zo » z* 
ZZ z +00 

! ! k (Zl' Z2) dZI dZ2 '" ! dz2J k (z') dz' = 2z* (z- zo) 
ZoZo Zo -():) 

2. Fall: z - zo« z* 
z z z z 

J !k(ZI,Z2)dz1 dz2"'! !1'dz1 dz2 = (Z_ZO)2. 
20 Zo Zo Zo 

Die Streuung 8 2 wird also in diesem Sonderfall durch die beiden 
asymptotischen Naherungsformeln 

8 2 ~ { g2 8 2 (z - Zo)2 fUr Z - Zo« Z* } 
2 g2 82 Z* (z - Zo) fUr Z - Zo» z* 

(18) 

dargestellt und zeigt den in Abb. 7 wieder
gegebenen Verlauf. 

Es solI nun noch das Integral (16) unter 
weniger einschrankenden Voraussetzungen 
fUr die in ihm enthaltenen GroBen nahe
rungsweise berechnet werden. Wir lassen 
namlich die Voraussetzung, daB die Funk

Abb. 7. Verlauf der Streuung s'. tionen g und 8 sich auf Konstante redu-
zieren, fallen und nehmen nur an, die 

Schwankung dieser Funktionen sei so gering, daB in jedem Intervall 
von der Breite z* mit guter Annaherung g und 8 als konstant betrachtet 
werden durfen. 

Vnter dieser Annahme wird im 
1. Fall: z - Zo» z* 

z z 

8 2 = J J g (Zl) g (Z2) 8 (Zl) 8 (Z2) k (Zl , Z2) d Zl d Z2 '" 
Z(} 20 

z z 

~J f g2 (Z2) 82 (Z2) k (Zl' Z2) d Zl d Z2 '" 

z + co z 
~ J g2 (Z2) 8 2 (Z2) d Z2 J k (Z') d z' = 2 z* f g2 (z) 82 (z) d Z 

; ; 

und im 2. Fall: Z - zo« z* 
z z 

8 2 = f J g (Zl) g (Z2) 8 (Zl) 8 (Z2) k (Zl , Z2) d Zl d Z2 ~ 
z z 

'" g2 (zo) 82 (zo) f J 1 . d Zl d Z2 = g2 (Zo) 82 (zo) (z - ZO)2 . 
Zo Zo 
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Wichtig ist von diesen beiden Naherungsformeln vor allem die erste 
z z 

82 =z£( g z(81) g (Z2) 8 (Z1) 8 (Z2) k (Z1' Z2) d Z1 d Z2""" J 
(19) 

~ 2 z* f g2 (z) 8 2 (z) d z fiir z. - zo » z* 
z, 

Diese Gleichung ist es, die die Untersuchungen dieses Abschnitts not
wendig machte, denn sie ist bei den weiteren physikalischen 'Oberlegungen 
das wichtigste, dauernd benotigte mathematische Hilfsmittel. 

2. Das GauB sche Prinzip der kleinsten Fehlerquadrate. 
Bei den bevorstehenden physikalischen 'Oberlegungen muB zweimal 

eine eigenartige Anwendung der Wahrscheinlichkeitsrechnung gemacht 
werden, die mit dem GauBschen Prinzip der kleinsten Fehlerquadrate 
eng zusammenhangt. Damit diese SchluBweise spater ohne Belastung 
mit mathematischen 'Oberlegungen dargestellt werden kann, solI in diesem 
vorbereitenden Abschnitt dieses GauBsche Prinzip mit den wahrschein
lichkeitstheoretischen Hilfsmitteln des letzten Abschnittes entwickelt 
werden. 

Das GauBsche Prinzip der kleinsten Quadrate ist das grundlegende 
Prinzip der Ausgleichsrechnung, die die Aufgabe hat, aus einer Reihe 
mit Fehlern behafteter Beobachtungen mit Hilfe wahrscheinlichkeits
theoretischer 'Oberlegungen Riickschliisse auf die den Beobachtungen 
zugrunde liegenden Realitaten zu machen. 

Die wiederholte Messung der gleichen GroBe liefert wegen allerlei 
Unzulanglichkeiten, wie z. B. Ungenauigkeit des MaBstabes, Parallaxe 
beim Ablesen, Schatzungsfehler durch falsches AugenmaB usw. zwar 
mehr oder weniger gut iibereinstimmende, aber nicht vollkommen iden
tische MeBergebnisse. Diese anscheinend einander widersprechenden 
MeBergebnisse sind die Elemente eines Kollektivs, dessen Erwartungs
wert in der Ausgleichsrechnung als "wahrer Wert" bezeichnet wird. 
Die Aufgabe der Ausgleichsrechnung ist ganz allgemein die, aus den 
stets nur in beschrankter Zahl vorliegenden Beobachtungen Riickschliisse 
auf das ihnen zugrunde liegende Kollektiv zu ziehen, und im besonderen, 
den Erwartungswert dieses Kollektivs, den sog. wahren Wert zu be
rechnen. Zu diesem Zweck ist aus den Beobachtungenein Naherungs
wert fUr die Streuung dieses Kollektivs zu ermitteln und dieser Wert 
kann nichts anderes sein als das Tragheitsmoment der beobachteten 
Werte, denn ware die MeBreihe unbegrenzt, dann wiirden nach der Defi
nition der Wahrscheinlichkeit aIle moglichen MeBresultate mit der ihnen 
zukommenden Wahrscheinlichkeit wirklich dabei in Rechnung gesetzt 
werden und das Ergebnis ware in aller Strenge das zweite Moment der 
Wahrscheinlichkeitsverteilung im Kollektiv der Beobachtungen. Da die 

5* 
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Zahl der Beobachtungen nicht unbegrenzt ist, liefert diese Rechnung 
nur Naherungswerte fUr diese Streuung, aber es liefert so viel, als aus 
dem vorliegenden Versuchsmaterial nur irgend uber die Streuung aus
gesagt werden kann. 

Nun ist nach Kap. I, Abschn. 2 das zweiteMoment einer Wahrschein
lichkeitsverteilung ein anderes und anderes, je nachdem die Merk
male auf den Erwartungswert des Kollektivs oder auf einen anderen 
Merkmalwert bezogen werden, aus demselben Grunde, aus dem das 
Tragheitsmoment eines starren Korpers ein anderes ist, wenn man es 
auf verschiedene Punkte bezieht. Der Erwartungswert des Kollektivs 
entspricht dabei vollkommen dem Schwerpunkt des starren Korpers 
und besitzt wie jener die Eigenschaft, daB das zweite Moment ein Minimum 
wird, wenn man es auf ihn bezieht. Diese Feststellung liefert das Ver
fahren fUr die Berechnung des Erwartungswertes, das in der Bestimmung 
jenes Merkmalwertes besteht, fUr den die Streuung ein Minimum wird. 
Beachtet man, daB in dem FaIle, der in der Ausgleichsrechnung vorliegt, 
der Erwartungswert des Kollektivs der MeBergebnisse der "wahre Wert" 
ist, die auf ihn bezogenen MeBresultate aber die "Beobachtungsfehler" 
sind, so folgt die V orschrift: "Der wahre Wert ist so zu berechnen, daB 
das Fehlerquadrat ein Minimum wird." Dies ist aber das GauBsche 
Prinzip der kleinsten Quadrate. 

Es ist fUr die weiteren SchluBweisen nutzlich, in die Grundlagen der 
Ausgleichsrechnung noch etwas weiter einzudringen. Zu diesem Zweck 
betrachten wir eine MeBreihe z. B. von n-Messungen des gleichen Objekts. 
Wir fassen nun die Gesamtheit dieser n-Messungen, die immer wieder 
wiederholt werden kann, als Element eines n-dimensionalen Kollektivs 
auf. Dieses n-dimensionale Kollektiv ist entstanden durch Ver bind ung 
der n-Kollektivs der Einzelmessungen, die wir als stochastisch unabhangig 
voraussetzen konnen und die wir, urn unnotige Komplikationen zu 
vermeiden, mit gleichem Gewicht in Rechnung setzen wollen. Bilden 
wir nun, wie dies beim Fehlerausgleich ublich ist, das arithmetische 
Mittel aus diesen n-Beobachtungen, so bedeutet diese Rechnung eine 
Mischung im betrachteten n-dimensionalen Kollektiv. Der aus Ver
bindung und Mischung zusammengesetzte ProzeB ist aber die in Abschn. 1 
behandelte Sum mat ion von Kollektivs. Die durch Berechnung 
des arithmetischen Mittels aus n-Beobachtungen hervorgehende aus
geglichene Beobachtung ist also das Merkmal eines Kollektivs K, das 
aus den n-Kollektivs der Einzelbeobachtungen Kl ... Kn durch Bildung 
des arithmetischen Mittels hervorgeht. 

1 
K = - (Kl + ... + Kn) . n 

Nun bereitet es keine Schwierigkeit, Erwartungswert und Streuung 
des Kollektivs K aus Erwartungswerten und Streuungen der Einzel
kollektivs mit den Hilfsmitteln von Abschn. 1 zu berechnen. Da es 



Das GauBsche Prinzip der kleinsten Fehlerquadrate. 69 

sich bei den EinzelkoIlektivs urn die Messung der gleichen GroBe 
handeIt, haben aIle die Kollektivs den gleichen Erwartungswert a und 
die gleiche Streuung 8 2• Also folgt fur den Erwartungswert von K 

1 A = - (n. a) = a , 
n 

was trivial ist und fUr die Streuung von K 

8 2 = (~ r . (n . 82) = ~ 8 2 • 

Durch die Zusammenfassung und den Ausgleich von n-Beobachtungen 
ist also die Streuung des Kollektivs der Beobachtung auf den nten Teil 
gesunken, das in der Ausgleichsrechnung ubliche PrazisionsmaB h, 

das gemaB seiner Definition proportional ! ist, ist auf das V~ fache ge

stiegen. Damit ist ein weiteres grundlegendes Ergebnis der Ausgleichs
rechnung erhalten. 

Es soIl nun diese Dberlegung der Ausgleichsrechnung auf ein Bei
spiel angewendet werden, das zu dem Befund liinleitet, den wir spater 
bei den physikalischen Anwendungen vorfinden. Es handle sich urn 
die Aufgabe, eine gewisse Menge Substanz in ein GefaB einzufullen, und 
zwar in der Weise, daB eine groBe Anzahl kleiner, mit Wagefehlern 
behafteter Mengen in das GefaB zusammengeschuttet werden. Wir 
nehmen wieder der Einfachheit halber an, aIle Elementarmengen seien 
gleich groB und die Prozesse des Abwagens seien fUr sie unabhangig 
voneinander, so daB die Aufgabe auf die Summation stochastisch unab
hangiger Kollektivs mit gleichen Gewichten hinauslauft. (Von der 
Voraussetzung der stochastischen Unabhangigkeit werden wir uns 
sogleich frei machen.) Nun sei a der Erwartungswert des Einzelquantums 
und 8 2 die durch den Wagefehler bedingte Streuung. Besteht die Gesamt
menge aus n solchen Einzelmengen, dann hat das Kollektiv der bei 
diesem ProzeB sich ansammelnden Gesamtmenge den Erwartungswert 
A = na und die Streuung 8 2 = n82. Dabei sind a und 82 Konstante, 
n spielt bei dieser Uberlegung die Rolle einer unabhangigen Verander
lichen und A u~d 8 2 sind abhangige Veranderliche. Durch Elimination 
von n folgt, daB 8 2 proportional dem Erwartungswert A der Gesamtmenge 
ist. Nun ist gemaB der Definition die Streuung 8 2 eine quadratische 
Funktion der Fehler, d. h. der Abweichungen yom Erwartungswert. 
Ein MaB fur die mittleren Fehler liefert daher die GroBe 8, die propor
tional der Quadratwurzel aus A ist. Damit ist der fundarnentale Zu
sammenhang erhalten, daB die zu erwartenden Abweichungen yom 
Erwartungswert bei der Summation vieler gleichartiger, 
stochastisch unabhangiger Kollektivs proportional der Qua
dratwurzel aus diesem resultierenden Erwartungswert sind. 

Wir haben uns nun noch von der V oraussetzung der stochastischen 
Unabhangigkeit der Einzelkollektivs frei zu machen, da diese Bedingung 
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bei den bevorstehenden Anwendungen dieses Satzes auf die physikalischen 
Sachverhalte nicht erfullt ist. Dies gelingt leicht mit den Hilfsmitteln 
von Abschn. 1, namlich Gleichung (15) und (19) fur Erwartungswert 
und Streuung, die sogleich den allgemeinsten Fall des IntegralkollektivH 
darstellen. 

z Z 

A = J g (z) . a (z) dz, 8 2 = 2 z* J g2 (z) . 8 2 (z) dz fUr z - zo» * . 
Zo 

Aus diesen Gleichungen folgt unter der V oraussetzung gleichartiger 
Elementarkollektivs, d. h. konstanter g, a und 82, eine Voraussetzung, 
die mit den physikalischen V orstellungen bei den in Frage stehenden 
Anwendungen vertraglich ist, die Proportionalitat von A und 8 2 und 
damit wiederum der oben formulierte Satz. 

An den hier entwickelten Uberlegungen ist nun noch eine letzte 
Verallgemeinerung vorzunehmen, damit die Hilfsmittel fUr die physi. 
kalische Anwendung bereit stehen. Beim physikalischen Problem ist die 
GroBe, die durch Elementarvorgange der beschriebenen Art auf· 
summiert wird, nicht wie die Substanz im obigen Beispiel eine skalare 
GroBe, sondern eine VektorgroBe. Diese Verallgemeinerung ist von 
geringer Bedeutung. Selbstverstandlich muB man sich fUr die Uber· 
legung yom Koordinatensystem vollkommen frei machen. Nehmen 
wir nun als Elementarkollektivs solche, die zu nicht zu kleinen Para· 
meterintervallen gehoren, dann besitllen die Erwartungswerte dieser 
Elementarkollektivs bereits die Richtung des Vektors "Erwartungs. 
wert" des Integralkollektivs. Die Streuungen unterscheiden sich yom 
skalaren Fall nur dadurch, daB sie als Streuungen eines dreidimensionalen 
Kollektivs nicht eine skalare GroBe, sondern einen Tensor bilden, was 
aber bekanntlich keine grundsatzliche Anderung der wahrscheinlich. 
keitstheoretischen Zusammenhange nach sich zieht. Das Hauptergebnis 
der Uberlegungen gilt also auch hier und sagt aus, daB bei der Summa· 
tion vieler Elementarkollektivs mit vektoriellem Merkmal 
die yom Vektor "Erwartungswert" des resultierenden Kollek· 
tivs zu erwartenden Abweichungen proportional der Quadrat. 
wurzel aus dem Absolutwert dieses Vektors sind. 

3. Berechnung der bik auf Grund der kinetischen 
Gastheorie. 

Wir beginnen nun mit der nnch verbleibenden physikalischen Haupt. 
aufgabe, die nach den Ausfuhrungen am Ende des dritten Kapitels in 
der Ermittlung der StreuungsgroBen hi k der Ubergangswahrscheinlichkeiten 
bei den Stromungsvorgangen besteht. Diese Aufgabe, zu der weitere 
physikalische Prinzipien erforderlich sind, 16sen wir zunachst, indem 
wir die V orstellungen der kinetischen Gastheorie heranziehen. Wir 
denken also bei den nun folgenden Uberlegungen besonders an ein 
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stromendes Gas, jedoch geIten die wenigen Annahmen, die wir machen 
mussen, in ahnlicher Weise auch fUr eine Flussigkeit. Die Ergebnisse 
dieser Rechnung sind zwar nicht neu, sondern aus der kinetischen Gas
theorie bereits bekannt, die Untersuchung gibt aber AufschluB iiber 
das Zustandekommen der StreuungsgroBen bik , deren Existenz bisher 
immer vorausgesetzt wurde, und zeigt den Weg fiir die schwierigeren 
Uberlegungen, die zur Berechnung des Turbulenztensors in Kap. V not
wendig sind. 

Nach den Vorstellungen der kinetischen Gastheorie, die auf der 
Betrachtung des Maxwell-Boltzmannschen Gasmodells beruhen, 
macht jedes einzelne Gasteilchen eine Bewegung, deren Bahn Zickzack
form hat, infolge der ZusammenstoBe mit anderen Molekiilen. Dabei 
streuen die Geschwindigkeiten der Molekiile urn eine mittlere Geschwindig
keit c und die Wegstrecke zwischen zwei Anderungen der Bahnrichtung 
hat als Mittelwert die mittlere freie Weglange A. 
Diese beiden GroBen sind fiir die Ubergangs
wahrscheinlichkeiten ausschlaggebend. 

Die Ubergangswahrscheinlichkeit zum infinitesi
malen Zeitintervall dt, das klein sei im Vergleich 
zur Zeit t*, die zur mittleren freien Weglange 

Abb. 8. Bahn eines 
gehort, laBt sich sofort angeben. Sie ist beim Gasmolekiils. 

makroskopisch ruhenden Gas kugelsymmetrisch, 
da keine Richtung fUr die Schwirrbewegung ausgezeichnet ist. Die 
Wahrscheinlichkeitsverteilung der Radien aber folgt aus dem Maxwell
schen Verteilungsgesetz fiir die Molekiilgeschwindigkeiten, denn diesen 
Geschwindigkeiten sind die zuriickgelegten Wegstiicke direkt propor
tional, da in der kurzen Zeit dt nach Voraussetzung noch fast keine 
ZusammenstoBe zwischen Molekiilen vorkommen. Nun ist der Mittel
wert der Geschwindigkeiten gleich c, der Mittelwert der Bahnstrecken 
im betrachteten Zeitintervall gleich c' dt, und daher das polare Trag
heitsmoment der zugehorigen Ubergangswahrscheinlichkeit c2 d t2• Da 
die Ubergangswahrscheinlichkeiten fiir dieses kleine Zeitintervall offen
sichtlich kugelsymmetrisch sind, verschwinden die gemif'chten Glieder 
des Streuungstensors und die Glieder der Hauptdiagonale besitzen den 

Wert ! c2 dt2• Also besitzt der Streuungstensor der Ubergangswahr

scheinlichkeiten fiir die infinitesimale Zeitspanne dt die Matrix 

! c2 d t2 (~ ~ ~). 
001 

(20) 

Aus diesen infinitesimalen Ubergangswahrscheinlichkeiten werden nun 
die Ubergangswahrscheinlichkeiten fUr endliche Zeitspannen durch 
Summation der zugehorigen Kollektivs erhalten. Diese Kollektivs 
sind hier dreidimensional, wahrend in Abschn. I mit eindimensionalen 
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Kollektivs operiert wurde. Indessen ist leicht zu erkennen, daB die 
Ergebnisse von Abschn. 1 auch fUr beliebige mehrdimensionale Ver
teilungen gelten, wenn die Erwartungswerte als Vektoren, die Streuungen 
als Tensoren (also beide komponentenweise) summiert werden. Die 
Operation der Summation von Kollektivs liefert, wie wir wissen, neue 
Kollektivs, deren Wahrscheinlichkeitsverteilung bei unbegrenzter Zahl 
der Summanden iibrigens gegen GauBsche Verteilung strebt, was aber 
fUr die vorliegenden Untersuchungen ohne Belang ist, da fiir die An
wendungen im Rahmen del' physikalischen Statistik, um die es sich 
hier handelt, nur die Erwartungswerte und Streuungen der 'Obergangs
wahrscheinlichkeiten wesentlich sind. 

Die Summation del' unbegrenzt vielen zum endlichen Zeitintervall 
(0, L1 t) gehorigen Elementarkollektivs fiihrt zu einem Integralkollektiv 
der in Abschn. 1 behandelten Art, dessen Streuungstensor nur berechnet 
werden kann, wenn man eine Kotrelationsfunktion k (tl t2) kennt, die 
die Korrelation zwischen den zeitlich auseinanderliegenden Elementar
vorgangen angibt. Diese Korrelation kann fiir die einzelnen Tensor
komponenten verschieden sein und wir werden spater bei der Turbulenz
statistik diesen Fall auch antreffen, hier bei del' Statistik auf der Grund
lage des Maxwell-Boltzmannschen Gasmodells liegt jedoch kein 
Grund zu dieser Annahme vor. Wir erhalten nun nach Gleichung (16) 

von Abschn. 1, die sich hier vereinfacht, da die Streuung ! c2 der Elemen

tarkollektivs von der Zeit unabhangig ist, als Streuungstensor, der zum 
Zeitintervall (0, L1 t) gehOrigen 'Obergangswahrscheinlichkeiten 

} c2 ? J ~ (tl t 2) d tl d t2 (~ ~ ~). 
o 0 001 

(21) 

Zur weiteren Rechnung, die formal bereits in Abschn. 1 durchgefUhrt 
wurde, ist nun wiederum eine physikalische Aussage erforderlich, die die 
kinetische Gastheorie liefern muB, namlich eine Aussage iiber die Korre
lation zwischen den Bewegungen der Molekiile zur Zeit tl und t2. Die 
Bewegung, die ein Molekiil zur Zeit t2 innehat, folgt aus der Bewegung 
zur Zeit tl in eindeutiger Weise auf Grund der deterministischen Mechanik, 
wenn das Molekiil in der betrachteten Zeitspanne keinen ZusammenstoB 
mit einem anderen Gasteilchen erlebt hat. Diesel' Fall des determini
stischen Verhaltens im betreffenden Zeitintervall liefert einen vollen 
Beitrag fUr die Korrelation der beiden Elementarkollektivs der 'Obergangs
wahrscheinlichkeiten zur Zeit tl und t2. Umgekehrt liefert eine Bewegung 
des Molekiils, bei der in dieser Zeitspanne ein ZusammenstoB erfolgt, 
der eine Richtungsanderung der Bahn nach sich zieht, keinen Beitrag 
zur Korrelation dieser Kollektivs. Es ist daher der Korrelations
koeffizient k (tl t2) gleich der Wahrscheinlichkeit, die dafiir 
besteht, daB das Molekiil die Zeitspanne (tl t2 ) ohne Starung 
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seiner deterministischen Bewegung durch Zusammenst6Be 
mit anderen Gasteilchen verbringt. 

Wir gelangen so zur Vorstellung eines Kollektivs, dessen einzelne 
Elemente die ungefahr geradlinigen deterministischen Bewegungen der 
Gasmolekiile zwischen je zwei Zusammenst6Ben sind. Das Merkmal 
dieses Kollektivs ist die Zeitdauer dieser deterministischen Bewegungs
vorgiinge. Macht man die durch die Anschauung des Gasmodells nahe
gelegte Annahme, daB die Wahrscheinlichkeitsverteilung in diesem Kollek
tiv eine GauBsche Verteilung ist, so erhiilt man fur die Abhiingigkeit 
der Korrelation von der Zeitspanne (t2 -t1) eine GauBsche Fehlerkurve 
mit dem Mittelwert t* (Abb. 9). 

co 

t* = J k (t1 t2) d (t2 - t1) . (22) 
o 

Dieser Mittelwert der kausalen Zeitspannen 
hat hier beim Gasmodell der kinetischen Gas
theorie eine unmittelbar anschauliche Bedeu
tung. t* ist niimlich die Zeit, in der die mittlere Abb. 9. Verweilzeit t* als 
freie Wegliinge mit der mittleren Molekul- Mittelwert der Korrelations-

funktion. 
geschwindigkeit c durchlaufen wird, also 

t* = ~ ... Wir fUhren fUr die Zeit t*, die bei den weiteren Untersuchungen 
c 

in den Mittelpunkt der Betrachtung ruckt und zu den wichtigsten Ergeb
nissen fuhrt, die Bezeichnung "V erweilzei t" ein, da sie angibt, wie 
lange ein Element der physikalischen Statistik im Mittel der deter
ministischen Mechanik gehorcht, also im Banne des Kausalitiitsprinzips 
"verweilt" . 

Die weitere Rechnung verliiuft nun nach diesen physikalischen Uber
legungen vollstiindig in der in Abschn. 1 entwickelten Weise. Fur die 
Streuungen der zum Zeitelement (0, L1 t) gehorigen Ubergangswahr
scheinlichkeiten erhiilt man die beiden Darstellungen: 

82 (Ll t) = J.. c2 Ll t2 (~ ~ ~) fUr t« t* 
3 0 0 1 

und 

8 2 (Ll t) = .!. c2 t* Ll t (~ ~ ~) 
3 0 0 1 

fur t» t* . 

Nun ist nach Gleichung (17b) von Kap. II allgemein 

bik=lim 2~t8lk(Llt). 
Ll t-+o 

Dieser Grenzubergang darf aber nicht formal ohne physikalische 
1Jberlegung durchgefuhrt werden, da er sonst die Verwendung der 
ersten Darstellung der Streuung fUr t «t* notwendig macht und den 
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Grenzwert Null liefert. Tatsachlich ist 2 ~ t 82 (.J t) eine Funktion des 

Zeitintervalls, deren Verlauf in Abb. 10 fUr eine Tensorkomponente dar
gestellt ist. Man ersieht daraus, daB der oben definierte Grenzwert, 
der in die Kolmogoroffsche Grundgleichung der physikalischen 
Statistik eingeht, im strengen mathematischen Sinne gar nicht existiert, 
was auch physikalisch wohl begrundet ist, da ein System der statistischen 
Mechanik von der Art des Maxwell-Boltzmannschen Gasmodells in 
verschwindenden Zeitspannen sich noch gar nicht statistisch verhalt. 
Diese Schwierigkeit ist charakteristisch fUr die Probleme der stati
stischen Mechanik und mahnt zur Vorsicht, wenn die Ergebnisse der 

s' 
2M 

__ Ay!!!PE!!..__ _ physikalischen Statistik auf sehr 
kleine Zeitintervalle Anwendung fin
den sollen. 

Wir erhalten damit fUr die GroBen 
bik , die in unseren allgemeinen hy
drodynamischen Gleichungen (19) 

Abb.10. Abhiingigkeit der Griille b vom bzw. (21), Kap. III, vorkommen, 
Zeitlntervall. 

t 

das Ergebnis 

(bik ) = ! c2 t* (~ ~ ~) = ! d (~ ~ ~) = (~ ~ ~), 
001 001 00'1' 

(23) 

wo v die kinematische Zahigkeit bedeutet, denn bekanntlich ist nach 
der kinetischen Gastheorie 

1 
v=3 CA , 

wenn C die mittlere Schwirrgeschwindigkeit der Molekule und It die 
mittlere freie Weglange ist. 

Wenn wir nun die statistische hydrodynamische Theorie durch Ein
fUhrung der biknach (23) zu einer in sich abgeschlossenen Theorie machen, 
so wissen wir, nachdem in diesem Falle das Zustandekommen der bik 

geklart ist, daB alle Folgerungen aus den so entstehenden Gleichungen 
der Wirklichkeit nur dann entsprechen konnen, wenn sie sich auf Zeit
raume beziehen, die groB im Vergleich zur Verweilzeit t* sind. Diese 
Beschrankung des Giiltigkeitsbereichs der Theorie ist hier nicht sehr 
schwerwiegend, ganz im Gegensatz zu den Verhaltnissen, die wir im 
nachsten Kapitel bei Untersuchung der Turbulenzerscheinungen antreffen 
werden, denn die Verweilzeit ist bei den Vorgangen am Maxwell-Boltz
mannschen Gasmodell ganz auBerordentlich kurz und hat z. B. in Luft 
die GroBenordnung 10-10 sec. Dennoch gibt es auch hier einen Fall, wo 
dieser Sachverhalt von Bedeutung ist, namlich die Erscheinung der Ver
dichtungsstoBe in Gasen mit {jberschallgeschwindigkeit 1 . In der Theorie 
dieser Erscheinung liefem die makroskopischen Gleichungen fUr die 

1 Vgl. J. Ackeret, Gasdynamik, im Handbuch der Physik Bd. VII. S. 328. 
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Fronttiefe der VerdichtungsstaBe Werte von der GraBenordnung der 
freien Weglange, die vom stramenden Gas in Zeiten von der GraBen
ordnung der Verweilzeit zuruckgelegt werden. Daher ist bei der Deutung 
dieser Rechenergebnisse Vorsicht geboten, denn Zeit- und RaummaBe 
von dieser GraBenordnung reichen ja noch lange nicht zur Definition 
der den Beobachtungen zuganglichen GraBen wie Dichte und Druck 
aus und daher noch viel weniger zur Rechtfertigung makroskopischer 
Aussagen. uber diese physikalischen GraBen. 

4. Die Theorie der zahen Fliissigkeit. 
Mit den Ergebnissen des letzten Abschnitts sind wir nun in der 

Lage, die allgemeine statistische Theorie der Hydrodynamik, deren 
Grundgleichungen fur zwei Varianten in den Gleichungssytemen (19) 
und (21) des Kap. III vorliegen, zum zweitenmal so zu erganzen, 
daB eine in sich geschlossene physikalische Theorie entsteht. Diese 
Theorie, die im Gegensatz zur Theorie der idealen Flussigkeit (Kap. III, 
Abschn. 3) nicht mehr zum Geltungsbereich der deterministischen 
Mechanik gehart, ist die Navier-Stokessche Theorie der zahen 
Flussigkeit, welche auf diese Weise statistisch begrundet wird. 

Wir schreiben nun die Gleichungen dieser Theorie hin, und zwar 
der Einfachheit halber fur konstante Dichte e, da die weiteren Unter
suchungen sich nur auf diesen wichtigsten Fall und nicht auf die Sonder
probleme der Gasdynamik beziehen. Fur die Streuungen der Ubergangs
wahrscheinlichkeiten haben wir 

b11 = b22 = b33 = v und b12 = b23 = b31 = 0 
zu setzen und dabei wollen wir die kinematische Zahigkeit v, die in 
Wirklichkeit noch einen schwachen Gang mit Dichte und Temperatur 
aufweist, kunftig als eine Konstante behandeln. Das hat zur Folge, 
daB die beiden in Kap. III, Abschn. 2, entwickelten Varianten unserer 
statistischen Theorie sich nicht unterscheiden, so daB wir ohne weiteres 
die fertigen Grundgleichungen hinschreiben konnen, indem wir an den 
Gleichungen (19), Kap. III, die beschriebenen Spezialisierungen vor
nehmen. Wir formen noch die drei Impulsgleichungen mit Hilfe der 
Kontinuitatsgleichung in der bekannten Weise um und erhalten fUr die 
Unbekannten Uv U2, U3 und p das Gleichungensystem: 

8u1 + 8u2 + 8u3 
8 Yl 8 Y2 8 Y3 

8 u1 + U ~Ul + U 8 u1 + U 8 u1 = _ -.!.. 8 P + v 6. U 
8 t 1 8 Yl 2 8 Y2 a 8 Y3 e 8 Yl 1 

~U2 +U ~~2_+U 8u2 +U 8u2 =_~ 8p +v6.u 
8 t 1 8 Yl 2 8 Y2 a 8 Y3 e 8 Y2 2 

OU3 + OU3 + OU3 + oU3 lop 6 
aT u 1 8 u1 u 2 0 Y2 ua 0 Y3' = - e 0 Y3 + V u a . 

(24) 
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Das sind aber die wohlbekannten Navier-Stokesschen Bewegungs
gleichungen fUr zahe Fhissigkeiten, die in der klassischen Theorie der 
Hydrodynamik mit Hilfe mehrerer Hypothesen tiber die in der bewegten 
Fltissigkeit auftretenden Spannungen aus den Gleichungen (24), Kap. III, 
hergeleitet werden. 

Eine Bemerkung ist noch tiber die Warmetransportgleichung zu 
machen. Diese lautet in unserer statistischen Theorie nach (19), Kap. III, 

aT aT aT aT dT 
at + Ul8 Yl + U 2 a Y2 + U 3 a Ya =dt + v 6, T . (25) 

Dagegen wird in der klassischen Theorie fUr diesen Vorgang die Gleichung 

ecp ( !a ~ + U 1 : ~ + U 2 : ~ + u3 -:-~) = A 6, T + Dissipationsglieder (26) 

angegeben, wo A. den Koeffizienten der Warmeleitung bedeutet 1 . Da die 
substantielle Anderung der Temperatur durch die Dissipationsglieder 
wiedergegeben wird, liefert ein Vergleich dieser beiden Gleichungen die 
Beziehung 

a=ve cp=1 A . (27) 

Unsere Theorie, die nur mit dem einfachsten Bild des Maxwell
Boltzmannschen Gasmodells arbeitet, erfaBt also den Fall, daB die 
kinematische Zahigkeit und die Warmeleitfahigkeit des stromenden 
Mediums durch Gleichung (27) zusammenhangen, ein Sonderfall, der 
zur Folge hat, daB das Feld der Temperaturdifferenzen genau dem Feld 
der Geschwindigkeitskomponente u1 entspricht - worauf L. Prandtl 
allgemein hinwies - und der daher stets besondere Beachtung gefunden 
hat. Tatsachlich sind jedoch die in diesem Kapitel verwendeten Vor
stellungen aus der kinetischen Gastheorie zu primitiv, um dem ver
wickelten Ubergangsmechanismus beim Warmetransport gerecht zu 
werden, denn (J nach Gleichung (27) ist eine Materialkonstante, deren 
Wert fUr manche Substanzen erheblich von 1 verschieden ist. Jedoch 
sollen uns diese speziellen Fragen, deren theoretische Behandlung dem 
Aufgabenkreis der kinetischen Gastheorie angehort, hier nicht weiter 
beschaftigen. 

V. Theorie des Turbulenztensors und 
statistische Hydrodynamik. 

1. Theorie der Strennngsgeschwindigkeiten. 
Das methodisch wesentliche, fUr die weiteren Untersuchungen 

richtungweisende Ergebnis der im letzten Kapitel entwickelten Theorie 
der GroBen bik auf der Grundlage des Maxwell-Boltzmannschen 
Gasmodells ist der Einblick in das Zustandekommen von Streuungen 

1 Vgl. Handbuch der Experimentalphysik IV/I. S. 285 f. 
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der Ubergangswahrscheinlichkeiten, welche die bei den Untersuchungen 
von Kap. II vorausgesetzte GroBenordnung aufweisen. Der Aufbau 
dieser StreuungsgroBen aus der mittleren Schwirrgeschwindigkeit c der 
Gasmolekiile und der Verweilzeit t*, der durch das einfache Gesetz 

1 
3c2t* (1) 

dargestellt wird, ist bei der in Kap. IV entwickelten Theorie gleich
bedeutend mit der aus der kinetischen Gastheorie bekannten Formel 

1 
fUr die kinematische Zahigkeit: ')I = 3 c.lt. Wahrend aber die freie Weg-

lange .It eine GroBe ist, die speziell auf den Vorstellungen des Gasmodells 
beruht und daher nur in der kinetischen Gastheorie wirklich sinnvoll 
ist, ist die Verweilzeit eine allgemeine GroBe der physikalischen Statistik, 
die nicht auf ein bestimmtes Problem zugeschnitten ist. 

Wenn wir nun in diesem Kapitel auf Grund einfacher hydrodyna
mischer Tatsachen die Theorie der Ubergangswahrscheinlichkeiten bei 
den Turbulenzerscheinungen entwickeln, deren Streuungstensor mit den 
Komponenten bik wir als "Turbulenztensor" bezeichnen, so besteht diese 
Untersuchung in der Losung zweier Teilprobleme, namlich erstens in 
der Theorie der "Streuungsgeschwindigkeiten" der Wirbel, die den 
Schwirrgeschwindigkeiten der Gasmolekiile entsprechen und zweitens 
in der Theorie der Verweilzeit, die AufschluB gibt iiber das Ineinander
greifen von klassischer und statistischer Mechanik, von Determinismus 
und Statistik, bei den Erscheinungen der Turbulenz. 

Die zunachst zu entwickelnde Theorie der Streuungsgeschwindigkeiten 
kniipft an die wahrscheinlichkeitstheoretischen Uberlegungen von Kap. IV 
Abschn. 2 an. Dort wurde das Ergebnis erhalten, daB bei der Summation 
vieler Elementarkollektivs mit vektoriellem Merkmal die in bezug auf 
den Vektor "Erwartungswert" des resultierenden Kollektivs zu erwarten
den Abweichungen proportional der Quadratwurzel aus dem Absolut
wert dieses Vektors sind, wenn die Vektoren "Erwartungswert" der 
Einzelkollektivs iibereinstimmende Richtung haben. 

Wir miissen uns nun ein physikalisch anschauliches Bild von den 
der Beobachtung unmittelbar zuganglichen Vorgangen in der turbulent 
flieBenden Fliissigkeit machen und dabei fragen, welcher Art die Ge
schwindigkeiten sind, die den Schwirrgeschwindigkeiten der Molekiile 
beim Gasmodell entsprechen. Die Turbulenzstatistik ist eine Statistik 
von Wirbelbewegungen und bewegten Wirbeln. Element der 
Statistik, dem Molekiil entsprechend, ist der Wirbel, iiber den wir keinerlei 
Aussagen dariiber brauchen, ob er als idealisierter Wirbelfaden oder als 
diffus verteilte Rotation vorliegen soIl. Der fUr die weiteren Uberlegungen 
wesentliche Befund ist allein die Tatsache, daB an j eder Stelle 
der Fliissigkeit dort etwa vorhandene Wirbel mit der Ge
schwindigkeit der Stromung mitgenommen werden, und daB 
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diese Stromungsgeschwindigkeit selbst eine Funktion der 
im betreffenden Augenblick in der Fliissigkeit vorliegenden 
Verteilung der Rotation ist. 

Da die Verteilung der Rotation in der Fliissigkeit keineswegs zeitlich 
konstant ist, sondern sich dauernd andert, treten auch im betrachteten 
Aufpunkt andere und andere Momentangeschwindigkeiten im Laufe 
der Zeit auf. Der Erwartungswert dieses Kollektivs der Momentan
geschwindigkeiten ist der Vektor der makroskopischen turbulenten 
Stromungsgeschwindigkeit, fUr den wir die Abkiirzung tJ einfiihren. 
Hier handelt es sich um eine Aussage iiber die Streuung 8 2 in diesem 
Kollektiv und damit iiber die mittlere zu diesem Erwartungswert hinzu
tretende Zusatzgeschwindigkeit, die mittlere Streuungsgeschwindig
keit c, die proportional der Quadratwurzel 8 aus der Streuung jenes 
Kollektivs ist. 

Ware die Rotation in der Stl'omung stetig und stational' vel'teilt, 
wie dies bei del' laminaren Fliissigkeitsbewegung der Fall ist, dann ware 
die Streuung 8 2 des betrachteten Kollektivs gleich Null und sein Erwar
tungswert die aus der Wirbelverteilung durch Integration zu ermittelnde 
Geschwindigkeit. Fiir das Zustandekommen der Streuungsgeschwindig
keiten wesentlich sind daher nicht die Erwartungswerte der Rotation, 
die durch den Vektor der mittleren turbulenten Rotation ~) = rot tJ 
wiedergegeben werden, sondern gerade die in der Fliissigkeit dauernd 
vorkommenden Abweichungen von diesem Vektor "Erwartungswert". 

Die Art und Weise, wie der an einer beliebigen Stelle der Fliissigkeit 
anzutreffende Vektor "Rotation" zustande kommt, entspricht genau 
der in Kap. IV Abschn. 2 durchgefUhrten Uberlegung. Von allerlei 
Gebieten der FlUssigkeit stromt Rotation im Aufpunkt zusammen, 
sammelt sich an, da Rotation eine additive GroBe ist und liefert den 
dort im betreffenden Augenblick vorliegenden Vektor Rotation. Die im 
Aufpunkt augenblicklich vorliegende Rotation ist daher das Element 
eines Kollektivs, das das Resultat der Summation sehr vieler, vonein
ander mehr oder weniger unabhangiger Elementarkollektivs ist, die 
zu den erwahnten Teilprozessen gehoren. Wenn wir nun bei del' be
trachteten Stromung durch geeignete Zusammenfassung der Elementar
prozesse annehmen konnen, daB die Mittelwertvektoren der Teil
kollektivs aIle bel'eits ungefahr die Riehtung des Vektors V haben, so 
konnen wir iiber die Streuung des Summenkollektivs auf Grund unseres 
Satzes aussagen, daB sie proportional dem Absolutbetrag des zugehorigen 
Erwartungswertes Rotation I V I ist. Die in irgendeinem Punkt del' 
Stromung zu erwartende Abweichung vom Erwartungswert der Rotation 
ist dann proportional der Quadratwurzel aus dem Absolutwert der mitt
leren turbulenten Rotation an dieser Stelle. 

Wir erhalten also folgendes Bild von der Verteilung der Rotation in 
der turbulenten Stromung: An jeder Stelle ist die Rotation Element 
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eines Kollektivs und gehorcht statistischen GesetzmiiBigkeiten. Die 
Erwartungswerte dieser Kollektivs sind die Werte der mittleren turbu
lenten Rotation und werden durch den Vektor ID (I)) wiedergegeben; die 
Streuungen dieser Kollektivs sind proportional dem Absolutbetrag 
dieses Vektors; die in bezug auf diesen Vektor auftretenden Abwei
chungen sind im Mittel proportional der Quadratwurzel aus seinem 
Absolutwert. 

Auf der Grundlage dieses Ergebnisses ist nun das Kollektiv der im 
Aufpunkt auftretenden Geschwindigkeiten zu untersuchen. Da die 
Ermittlung der Geschwindigkeit aus dem Vektorfeld der Rotation eine 
line are Operation ist, folgt das Kollektiv der im betreffenden Aufpunkt 
auftretenden Momentangeschwindigkeiten durch Linearkombination aus 
den ortlichen Kollektivs der Rotation. Aus dieser Bemerkung folgt sofort, 
daB die Erwartungswerte eindeutig auseinander hervorgehen und daher 
die mittlere turbulente Geschwindigkeit b eine Funktion der mittleren 
turbulenten Rotation ist. 

Fur die Streuungen aber liiBt sich die so eben angewandte SchluB
weise nochmals wiederholen, denn der ihr zugrunde liegende Sach
verhalt der Aufsummierung eines Vektorkollektivs aus zahlreichen 
Elementarkollektivs liegt hier wiederum vor. Der einzige Unterschied 
besteht darin, daB beim ProzeB, der zu den Geschwindigkeiten fiihrt, 
die Elementarkollektivs mit verschiedenen Gewichten eingehen, und 
zwar die Elementarkollektivs weit yom Aufpunkt entfernter Stellen 
mit geringem Gewicht, Elementarkollektivs der Nachbarpunkte mit 
uberwiegendem Gewicht. Diese Tatsache berechtigt zu dem SchluB, 
daB fur die Streuungen des Geschwindigkeitskollektivs in erster Niiherung 
n ur die Rotationskollektivs einer kleinen Umgebung des Aufpunktes 
maBgebend sind, in der der Erwartungswert der Rotation ID eine kon
stante GroBe ist. Dies hat zur Folge, daB die in die Rechnung eingehenden 
Rotationskollektivs aIle gleiche Streuung besitzen und auch die zu 
erwartenden Fehler der Rotation an allen wesentlichen Stellen im Mittel 
gleich groB sind, namlich proportional dem Werte -V I ID (I)) I an der Stelle 
des Aufpunktes. Die weitere Dberlegung geht nun wie oben vor sich 
und fiihrt zu dem Ergebnis, daB die Streuung des Kollektivs der Momen
tangeschwindigkeiten im Aufpunkt proportional der Quadratwurzel aus 
dem Absolutwert der mittleren turbulenten Rotation im Aufpunkt ist 
und weiter, daB die mittlere, fehlerhafte Streuungsgeschwindigkeit im 
Aufpunkt proportional der vierten Wurzel aus diesem Betrage ist. Die 
so errechnete Geschwindigkeit ist aber die gesuchte Geschwindigkeit c. 

c (t)) = const· VIID (t)H, (2) 

in Worten: 
Die mittlere Streuungsgeschwindigkeit c an einer belie

bigen Stelle der turbulent en Stromung ist proportional der 
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vierten Wurzel allS dem absoluten Betrag des mittleren 
turbulenten Rotationsvektors an dieser Stelle. 

2. Experimentelle Bestatigung des 1I4-Potenzgesetzes. 
Das Gesetz fur die turbulenten Strellllngsgeschwindigkeiten, das 

deren Mittelwert emit dem Erwartungswert der Rotation ID in der 
turbulenten Stromung in Zusammenhang bringt, ist eine theoretische 
Voraussage, fur die nicht nur im Lallfe der weiteren Untersllchungen 
eine Reihe indirekter Beweise sich ergeben, sondern allch unmittelbar 
am Experiment die Bestatigung erbracht werden kann. Zu diesem 
Zwecke ist nur eine spezielle, gut reproduzierbare turbulente Stromung 
so zu vermessen, daB als Ergebnis die Wahrscheinlichkeitsverteilungen 
der Momentangeschwindigkeiten in Abhangigkeit yom Orte gewonnen 
werden. Aus diesen Verteilungen, zu deren Aufnahme sehr groBe Beob
achtungsreihen erforderlich sind, konnen dann die makroskopische 
Geschwindigkeit tJ und die mittlere Streuungsgeschwindigkeit emit 
Hilfe der Wahrscheinlichkeitsrechnung und auBerdem bei Kenntnis des 
Ortes auch die Rotation ID ermittelt werden, so daB also aIle GroBen 
unseres Gesetzes der Messung zuganglich sind. Derartige Messungen 
wurden von J. Nikuradse in Gottingen im Kaiser Wilhelm-Institut 
fur Stromungsforschung durchgefUhrt und sind im VDI-Forschungs
Heft 281, Berlin 1926, veroffentlicht. 

Nikuradse untersuchte die Geschwindigkeitsverteilung an der 
Oberflache einer turbulenten Stromung in einem offenen Kanal. Der 
Kanal, der die Versuchsstrecke enthielt, war 15 cm breit, 25 cm tief 
und 660 em lang. Das Wasser hatte in ihm eine mittlere Gesehwindigkeit 
von ungefahr 9 cm/s. Durch einen scharfkantigen Einlauf wurde stets 
fUr voll ausgebildete Turbulenz der Stromung gesorgt. Die Messung 
geschah durch Photographieren mit gleichformig bewegter Kamera, 
wobei die Geschwindigkeit der Kamera zwischen 5 cm/s und 9,3 cm/s 
betrug. Die Belichtungsdauer war ein Bruchteil einer Sekunde. Sichtbar 
gemacht wurde die Stromung an der Oberflaehe des Gerinnes durch 
Aluminiumpulver. 

An jeder solchen Aufnahme ist ohne Sehwierigkeit die Grenze zwischen 
zwei Bereichen zu ersehen, in die die Oberflache in jedem Augenblick 
aufgeteilt ist. 1m einen Bereich ist die Momentangesehwindigkeit u 
parallel zu den Wanden groBer, im anderen Bereich kleiner als die Ge
sehwindigkeit v der mitgefUhrten Kamera. Ware die Stromung laminar, 
dann verliefen diese Bereiche genau parallel zu den Wanden und ihre 
Grenzen lagen fest. Hier bei der turbulenten Stromung jedoch sind 
diese Bereiche unregelmaBig begrenzt und dauernd in Umwandlung 
begriffen. Durch Vermessung hinreichend vieler solcher photographi
scher Aufnahmen, die zum gleichen Wert v gehoren, laBt sich die 
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Wahrseheinliehkeit, die dafiir' besteht, daB die Komponente u der 
Momentangesehwindigkeit groBer bzw. kleiner als v ist, als Funktion 
des Wandabstandes angeben. Diese Auswertung der Photographien 
hat Nikuradse durehgefUhrt und dabei den dureh die Diagramme 
in Abb. 11 besehrieben Befund festgestellt. 

Aus Abb. 11 ist z. B. zu ersehen, daB im Abstand 0,5 b = 3,75 em 
von der Wand (b gleieh halber Kanalbreite) 30% der Wasserteilehen 

~O~--~~~~~~~~~~~ __ ~~~ __ ~~~ 
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Abb. 11. Verteilungen dcr Momentangeschwindigkeiten. 

eine Gesehwindigkeit u < 8,0 em/s und 70% eine solehe > 8,0 em/s 
besitzen. lndem man die Kurvensehar von Abb. 11 mit Parallelen zur 
Ordinatenaehse zum Sehnitt bringt, erhiHt man die Summenfunktionen 
(vgl. Kap. I, Absehn. 2) w (u) der Wahrseheinliehkeitsverteilung fUr die 
Momentangesehwindigkeit u im betreffenden Abstand von der Wand. 
Diese Summenfunktionen sind fUr eine Reihe von Wandabstanden y/b 
in der folgenden Tabelle zusammengestellt. 

Eine dieser Summenfunktionen, namlieh fiir y/b = 0,15, ist in Abb. 12 
dargestellt. Der Verlauf dieser Funktion entsprieht der in Abb. 4 (S.13) 
dargestellten Summenfunktion einer GauBsehen Verteilung, so daB man 
vermuten kann, daB aueh allgemein die Wahrseheinliehkeitsverteilungen 
fUr die Momentangesehwindigkeiten bei einer turbulenten Str6mung 
reeht gut dureh GauBsehe Verteilungen wiedergegeben werden konnen. 

Gebelein, Turbulenz. 6 
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Tabelle L 

u (c:) w w 
I 

w I w w w 
I 

w w w 

4,0 0,00 I I ! i 
- -- -- -- I - -- I - -

4.5 0,03 0,00 0,00 - --

I 

- -

I 
- -

5,0 0,08 0,04 0,01 0,00 - - - - -

5,6 0,20 0,09 0,04 0,01 0,00 -- - - -

6,0 0,39 0,15 0,07 0,04 0,02 0,00 0,00 - -

6,5 0,67 0,40 0,17 0,09 0,05 0,03 0,01 0,00 0,00 
7,0 0,90 0,73 0,48 0,25 0,12 0,07 0,05 0,03 0,02 
7,5 0,97 0,94- 0,80 0,60 0,40 0,25 0,12 0,08 0,06 
8,0 0,99 0,98 0,95 0,90 0,80 0,68 0,50 0,30 0,18 
8,5 1,00 1,00 0,98 0,96 0,92 0,87 0,75 0,60 0,45 
9,0 - - 1,00 0,99 0,97 0,95 0,90 0,80 0,66 
9,3 -- - - -

I 
1,00 1,00 1,00 0,98 0,97 I 0,95 

9,5 -- - -- - - - 1,00 1,00 1,00 
yfb = 0,15 0,20 I 0,25 : 0,30 0,35 0,40 0,45 0,50 I 0,55 

Mit Hilfe der in Tabelle 1 wiedergegebenen Summenfunktionen wmden 
der Erwartungswert a und die Streuung 82 gemaB den Definitions-
gleichungen + '" + '" 

a = J udw, 82 = J (u-a)2dw 
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numerisch berechnet. Das 
Ergebnis ist in Abb. 13 wie
dergegeben, wo a und 82 als 
Funktionen des Wandabstan
des yjb aufgetragen sind. Der 
Erwartungswert a ist nun 
identisch mit der in die Langs
richtung fallenden Kompo
nente der mittleren turbulen
ten Stromungsgeschwindig
keit. Wir bezeichnen diese 
mit If" so daB a = £i ist. Auf
Grund der Abb. 13 wurde 

. d' Abl' du d wmter Ie mtung a;y , as 

ist der Erwartungswert I W I 
der Rotation graphisch er
mittelt. Endlich ist die Streu-Abb. 12. Beispiel fUr eine Summenfunktion der 

Geschwindigkeitsverteilungen. 
ung 82 gleich dem quadrati

schen Mittelwert der zur mittleren Stromungsrichtung parallelen Kom
ponente Cx der Streuungsgeschwindigkeit c. Urn daher das 1j4-Potenz-

gesetz nach Gleichung (2) zu bestatigen, ist es nm noch notig, log :; 

und log Cx = log V 82 in ein Diagramm zusammen eirizutragen. Das ist 
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Tabelle 2. 

y/b y (em) I a(c:) 182(e;~) I ~~( +) Cx (~::-) du 
I log-

dy 

I 
0,15 1,125 6,40 
0,20 1,500 6,84 
0,25 1,857 7,28 
0,30 2,250 7,58 
0,35 2,625 7,85 
0,40 3,000 8,07 
0,45 3,375 8,32 
0,50 3,750 8,56 
0,55 4,125 8,76 

in Abb. 14 geschehen, 
wiihrend in Tabelle 2 
die Daten dieser Rech-
nungen zusammenge
stellt sind. 

I 

, 

I 
I 

I 

0,579 
0,524 
0,467 
0,422 
0,397 
0,360 
0,371 
0,358 
0,337 

49 9 

48 8 

47 7 

42 2 

0,1 1 

! 

I 
I 

I 

i 
I 

I 

I----

i"x' 

I 
0,139 0,760 0,142-J 
0,115 0,725 0,059-1 
0,096 0,684 0,982-2 
0,083 0,650 0,917-2 
0,072 0,630 0,857-2 
0,064 0,600 0,806-2 
0,059 0,610 0,768-2 
0,056 0,598 0,748-2 
0,053 0,590 0,727-2 I 

L-t--
...... V 
~ 1,1 
'Erwor!ungswerfe a 

V 
i'-. 

........ , !!.reuungen S2 -
i 
i 
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log Cx 

0,881-1 
0,860-1 
0,833-1 
0,813-1 
0,800-1 
0,778-1 
0,785-1 
0,777-1 
0,770-1 

~ 
,..... 

Wie an Abb. 14 zu 
erkennen ist, wo durch 
die MeBpunkte eine Ge
rade mit der Neigung 
1 : 4 gelegt wurde, 
wird das Ij4-Potenz
gesetz durch die Niku
radseschen Messungen 
so gut bestiitigt, daB 
es auch ohne Kenntnis 42 o~ 4'1 45 

Enffernung 11M tier Wontl (lifo) 
45 

unserer theoretischen 
Uberlegungen aus die

Abb, 13, Erwartungswerte a und Streuungen 8' der 
Geschwindigkeitsverteilungen. 

sen Versuchen hiitte erschlossen wer- o~------~------~----~ 
den konnen. 

Trotz dieser guten Ubereinstim
mung mit dem Experiment darf der 
Geltungsbereich dieses Ij4-Potenzge

J! setzes fUr die Streuungsgeschwindig- ~ 

keiten nicht iiberschiitzt werden. '" 
Erstens waren niimlich zu seiner Ab
leitung einige Voraussetzungen notig, -4.19 
die durchaus nicht immer in dieser 
Weise erfiiBt sind, so daB sich leicht 
Stromungsvorgiinge angeben lassen, 

Abb. }4, Experimentelle Bestl!.tigung des 
1j4-Potenzgesetzes der Streuungs

gcschwindigkeiten, 

bei denen das Gesetz in dieser spe
zieBen und einfachen Form nicht gelten kann. Dann aber ist der 
Proportionalitiitsfaktor in Gleichung (2), wie wir spiiter erkennen werden, 
noch von Sekundiireffekten abhiingig und daher nicht etwa eine 

6* 
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universelle Konstante, sondern eine GroBe, deren Abhangigkeit von allen 
sie bestimmenden Daten nur schwer durch eine Theorie zu erfassen sein 
diirfte. Wir kommen auf diese Einschrankungen und Modifikationen 
des Gesetzes iiber die Streuungsgeschwindigkeiten noch wiederholt, 
besonders in Kap. VI, Abschn. 2, und Kap. VII, Abschn. 1, bei der 
Besprechung von experimentellen Ergebnissen zuriick. 

3. Ursachen fiir Storungen des Determinismus 
in der Hydrodynamik. 

Zur Vollendung einer statistischen Turbulenztheorie ist nun noch 
ein letzter Schritt notig, der in der Gewinnung von Aussagen iiber die 
Verweilzeit bei diesen als statistisch vermuteten Vorgangen besteht. 
Beim Beispiel des Maxwell-Boltzmannschen Gasmodells ist das 
Zustandekommen der Verweilzeit ohne Schwierigkeit einzusehen und 
ein einfacher physikalischer Gedankengang liefert nach den Darlegungen 
von Kap. IV, Abschn. 3, fiir sie und fUr die Korrelationsfunktion k (tl t2) 
explizite Ansatze. Dieser einfache Befund riihrt daher, daB die hypo
thetischen ZusammenstoBe der Molekiile ungemein handgreifliche 
StOrungen des Ablaufs der deterministischen Bewegung der Molekiile 
nach der Art des n-Korperproblems sind. Ahnlich offensichtliche Sto
rungen des Determinismus sind in der Hydrodynamik nicht moglich 
und es ware vollkommen abwegig, entgegen aller Beobachtung und 
entgegen der klassischen Theorie, nur in Erinnerung an die kinetische 
Gastheorie, fiir Wirbel Hypothesen iiber elastische ZusammenstoBe und 
ahnliche V organge zu machen, nach Analogien zur freien Weglange der 
Gasmolekiile zu such en und was dergleichen Versuche mehr waren. 

Wir werden spater das Ergebnis erhalten, daB die Navier-Stokes
schen Gleichungen "im kleinen" die Fliissigkeitsbewegung in denkbar 
groBter Vollkommenheit wiedergeben, und daB im Innern der Fliissig
keit neben den Erscheinungen am Maxwell-Boltzmannschen Gas
modell, die schon bei der Herleitung der N a vier- Stokesschen Glei
chungen beriicksichtigt wurden, keinerlei physikalische Ursachen fiir 
eine Storung des deterministischen Ablaufs der Bewegung vorliegen. 
Daher verlaufen weit drauBen im Ozean oder im Luftmeer die Stromungs
vorgange auch iiber lange Beobachtungszeiten durchaus determini
stisch, wie dies auch die Erfahrung lehrt. 

Die einzige in Frage kommende Ursache fiir weitere Sto
rungen des Determinismus sind Wande, an denen Schub
spannungen iibertragen werden, und daher ist es die nachste Auf
gabe diesen Mechanismus zu klaren. Die zwischen Fliissigkeit und 
Wand iibertragene Schubspannung hat eine Verminderung der Ge
schwindigkeitsdifferenz zwischen Wand und Fliissigkeitsstrom zur Folge 
und wiirde zur vollstandigen Abbremsung der Bewegung fiihren, wenn 
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nicht auBere Krafte die Bewegung aufrecht erhalten wiirden. Es findet 
also dauernd eine Beschleunigung der Wand gegeniiber der wandnahen 
Fliissigkeit statt. Nimmt man an, daB die Fliissigkeit an der Wand 
haftet, so auBert sich dieser Vorgang physikalisch in der Erzeugung einer 
Wirbelschicht in unmittelbarer Wandnahe. Die Dichte dieser in der 
Zeiteinheit entstehenden Wirbelschicht sei an der Stelle A y (A), bezogen 
auf die Flacheneinheit der Wand. Nun ist y jedoch kein deterministisch 
wohlbestimmter Wert, sondern der Erwartungswert eines Kollektivs 
mit endlicher Streuung, denn infolge der Wandrauhigkeiten bildet sich 
diese Wirbelschicht nicht an der Wand vollkommen gleichmaBig aus, 
sondern sie ist schon im Augenblick des Entstehens mit allerlei Unregel. 
maBigkeiten behaftet. 

Wir gelangen also zur Vorstellung, daB entlang der Wand eine zwei· 
parametrige Schar von Elementarkollektivs pro Zeit· und Flachen. 
einheit neu entstehender Rotation ausgebreitet vorliegt. Es muB nun 
unsere nachste Aufgabe sein, eingehendere Kenntnisse iiber diese Ele· 
mentarkollektivs und iiber die Korrelationen zwischen ihnen zu gewinnen. 
Korrelationen bestehen zwischen diesen Elementarkollektivs namlich 
deshalb, weil diese infinitesimalen Kollektivs selbstverstandlich nicht 
aIle stochastisch unabhangig voneinander sein konnen. 

Wir fiihren nun Koordinaten ein, und zwar bezeichnen wir, um in 
Dbereinstimmung mit der Schreibweise von Kap. III zu bleiben, mit 
verschiedenen Buchstaben x, y, z und mit oberen Indizes verschiedene 
Punkte, mit den unteren Indizes I, 2, 3 aber die drei Achsenrichtungen 
des kartesischen Koordinatensystems. Als Richtung I definieren wir 
die Stromungsrichtung, als Richtung 2 die Richtung der Normalen zur 
Wand an der ins Auge gefaBten Stelle und als Richtung 3 die Richtung 
parallel zur Wand und senkrecht zur Stromung. 

Die Richtung der in der betrachteten Wirbelschicht dauernd neu· 
entstehenden Zirkulation ist im wesentlichen die Richtung parallel zur 
Wand und senkrecht zur Stromungsrichtung, also die soeben definierte 
Richtung 3. Tatsachlich sind infolge der Wandrauhigkeit und der durch 
sie bedingten Ungleichformigkeit der entstehenden Wirbelschicht diese 
Vektoren Rotation weder gcnau gleich groB, noch genau parallel ge· 
richtet. Es ist y nach Definition der Erwartungswert fiir die Dichte der 
neu entstehenden Rotation. Aber nach dieser Feststellung ist fur das 
Kollektiv der neu entstehenden Zirkulation auch die Richtung 3 ein 
Erwartungswert, und zwar der Erwartungswert fUr die Richtung dieser 
Rotationsvektoren. Das Bild der neu entstehenden, nach Dichte und 
Richtung um diesen Erwartungswert schwankenden Rotationsvektoren 
gleicht daher anschaulich der Maserung des Holzes, aus dem die Wand 
gefertigt sein mag, wenn die Fasern senkrecht zur Stromungsrichtung 
liegen (Abb. 15). 
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Damit sind die Elementarkollektivs Kw (A) an den einzelnen Stellen A 
der Wand im wesentlichen beschrieben. Fiir die weiteren Untersuchungen 
wesentlich ist jedoch das Gesamtbild alij:lr dieser Kollektivs, das mit 
Abb. 15 angedeutet ist und die in dieser Gesamtheit bestehenden Korre-

'k~ 
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Abb: 15. Wandwirbel (schematisch). 

lationen zwischen Elementarkollek
tivs, die zu benachbarten Wand
punkten gehOren. Um dariiber Auf
schluG zu erhalten, denken wir uns 
die in Abb.15 wiedergegebene Wirbel
schicht durch Dberlagerung zweier 
Wirbelschichten entstanden, von denen 

die eine dem Erwartungswert, die andere den Streuungen entspricht. 
Die erste, die in Abb. 16 dargestellt ist, ist gleichformig und besitzt 
an jeder Stelle die Rotationsdichte y in Richtung der Achse 3. Die 
zweite, die in Abb. 17 angedeutet ist, besteht aus den von Augenblick 

Abb. 16. Mittlerer Anteil des 
Wandwirbelkollektivs. 

zu Augenblick sich verandernden, von 
derWandrauhigkeit herriihrenden zu
satzlichen Wirbeln, die nach dem 
Helmholtzschen Wirbelsatz ge
schlossen sein miissen, sonst aber 
beliebige Gestalt schon im Augenblick 
ihres Entstehens haben konnen. Wir 
zerlegen das Kollektiv der an der 

Stelle A in der Zeiteinheit gemaG Abb. 17 auftretenden, zum Erwartungs
wert hinzutretenden Zirkulation in zwei Kollektivs Kp (A) und Kq (A), 
von denen das erste die Anteile der zusatzlichen Zirkulation in Richtung 
parallel zur Stromung, daB zweite die Anteile in Richtung quer zur 

't;-~ 
StrtJmun.fsr/C/1Iun.f . 

Abb. 17. Streuungsanteil des 
Wandwirbelkollektivs. 

Stromung zu Elementen hat. Beide 
Kollektivs haben verschwindende Er
wartungswerte, die Streuungen, die 
im Zeitelement d t auftreten, seien 
fiir die Anteile parallel zur Stromung 
82 (A) d t2, fiir die Anteile quer zur 
Stromung aber ~ 82 (A) d t2• Waren 
die Wirbel der Abb. 17 im Mittel 

kreisformig, so ware ~ . 1. Fiir eine solche Annahme liegt jedoch kein 
Grund vor .. Daher muG die Frage nach demWerte von ~ offengelassen 
werden, bis experimentelle Befunde dariiber AufschluG geben. Dies 
geschieht in Kap. VI ,Abschn. 2, bei der Analyse der turbulenten 
Rohrstromung. 

Es ist nun noch eine AUBsage iiber die Korrelation der Kollektivs 
Kw (A) zu verschiedenen Wandpunkten notig. Die Korrelation k (AI, A2) 
klingt jedeufalls mit wachsender Entfernung der beiden Wandpunkte Al 
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und A2 irgendwie abo Fur die weiteren Untersuchungen reicht es hin, 
wenn wir dieses Abklingen durch EinfUhrung der GroBe 

+00 +00 +00 +00 
B= f fk(Al,A2)dF= f fk(Y~-YLy~-y~)d(Yi-y~)d(y~-y~) (3) 

- ex:: - 00 

charakterisieren. Da durch Uberlagerung der beiden Wirbelschichten 
gemiiB Abb. 16 und 17 die allgemeinste Wirbelschicht entsteht, ist damit 
die allgemeinste Grundlage fiir die weiteren Untersuchungen gewonnen. 

4. Das Kollektiv der infinitesimalen 
Zusatzgeschwindigkeiten. 

Der Gedankengang der weiteren Untersuchungen ist nun der folgende: 
Die Elementarkollektivs der an jeder Stelle der Wand pro Zeiteinheit 
neuentstehenden Rotation rufen im Aufpunkt ein infinitesimales Kollektiv 
von Zusatzgeschwindigkeiten hervor, das zu dem in Abschn.1 ermittelten 
Kollektiv der Momentangeschwindigkeiten hinzutritt. Die Momentan
geschwindigkeiten, die sich aus den makroskopischen, mittleren Ge
schwindigkeiten tJ und den Streuungsgeschwindigkeiten zusammen
setzen, ruhren von den im Innern der Flussigkeit gerade im Augenblick 
vorhandenen Wirbeln her. Die zu aufeinanderfolgenden Zeitpunkten 
gehorigen Kollektivs der Momentangeschwindigkeiten befinden sichin 
vollkommener Korrelation wegen des deterministischen Charakters dieser 
auf das Innere der Flussigkei£ beschrankten Vorgange. Die von den Vor
gangen an der Wand herruhrenden infinitesimalen KoHektivs der Zusatz
geschwindigkeiten dagegen sind in aufeinanderfolgenden Zeitpunkten im 
wesentlichen voneinander stochastisch unabhangig und vot: aHem sind 
sie auch unabhangig von den Kollektivs der Momentangeschwindigkeiten. 
Durch Summation dieser verschiedenartigen KoHektivs kommt zwischen 
den im Aufpunkt sich abspielenden Vorgangen im Laufe der Zeit eine 
Abminderung der Korrelation zustande, die die allmahliche Zerruttung 
des Determinismus und das Auftreten einer endlichen Verweilzeit nach 
sich zieht. Mit der. expliziten Berechnung dieser Verweilzeit ist dann 
unsere Aufgabe gelOst. 

Die Berechnung des Turbulenztensors, dessen Komponenten die 
mit den Ubergangswahrscheinlichkeiten zusammenhangenden GroBen 
bik sind, fUhren wir in diesem Kapitel zunachst fUr den einfachen Fall 
des von einer Ebene begrenzten Halbraums durch. Diese Speziali
sierung ist nicht gleichbedeutend mit der Beschrankung der Untersuchung 
auf ebene Stromungsvorgange, denn die physikalischen Schliisse und 
die zugehorigen Rechnungen geschehen auch in diesem Sonderfall in 
drei Dimensionen. Das zu entwickelnde Verfahren kann daher ohne 
weiteres auch auf allgemeinere Stromungsprobleme Anwendung finden 
und wir werden in den spateren Kapiteln auch noch weitere Turbulenz
tensoren berechnen. J edoch ist das Beispiel des von einer Ebene 
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begrenzten Halbraums, wenn es auch das einfachste Beispiel ist, durchaus 
nicht trivial, denn del' zugehorige Turbulenztensor stellt die Grundlage 
fUr die turbulente Grenzschichttheorie dar, die in Kap. VII, Abschn.2, 
zur Sprache kommt. Daher ist diese vorlaufige Beschrankung del' 
Rechnung auf den Halbraum und die ebene Wand durchaus zweckmaBig. 

Wir beginnen nun mit del' Berechnung des infinitesimalen Kollektivs 
b K (P) del' Zusatzgeschwindigkeiten im Aufpunkt P, die von den 
Wandkollektivs Kw{A) herriihren. Das Elementarkollektiv Kw{A) in A 
ist ein zweidimensionales Kollektiv mit dem Erwartungswert y (A) 15 t 
in Richtung 3 und den Streuungen 82 (A) 15 t2 in Richtung 1 langs del' 
Stromung und x 8 2 (A) 15 t2 in Richtung 3 quer zur Stromung. Diese 
beiden Richtungen sind die Hauptachsenrichtungen des zugehorigen 
zweidimensionalen Streuungstensors. Das Kollektiv 15 K (P) der Zusatz
geschwindigkeiten im Aufpunkt dagegen ist ein dreidimensionales mit 

dem Vektor Erwartungswert 15 u (P) und dem 
Streuungstensor {{t5 8;k (P)). Fiir die Rechnung 
benotigen wir nun das Gewicht, mit dem ein 
Wirbelelement in A im Aufpunkt P beim Zu
standekommen del' Zusatzgeschwindigkeiten mit
wirkt, und zwar geniigt es, diese Rechnung fiir 

w;.,~ ___ ...J-___ 1 ein Wirbelelement in Richtung 3 durchzufUhren. 
Abb.18. 

Das "Gewicht", mit dem ein solches Wirbel-
element mit del' Zirkulation r im Aufpunkt P sich auswirkt, ist fiir 
die drei Achsenrichtungen im Aufpunkt verschieden und ist daher durch 
einen Vektor 9 (A, P) darzustellen. . 

Wir legen die ebene Wand in die Tafelebene 13 des kartesischen 
Koordinatensystems (Abb. 18) und wahlen als Normalenrichtung die 
Richtung 2. Der Aufpunkt P (Xl X2 xa) in del' Fliissigkeit wird wieder
gegeben durch die Koordinaten Xl' X 2, xa; del' Wandpunkt A (Yv 0, Ya) 
durch die Koordinaten YI in Richtung der Stromung und Ya in Richtung 
parallel zur Wand und senkrecht zur Stromung. Der Vektor "Erwartungs
wert" des Kollektivs Kw (A) besitzt diese Richtung. 

Wir fiihren nun folgende aus Abb. 18 ersichtlichen HilfsgroBen ein: 
r: Radiusvektor P A, also 

r2 = {Xl - YI)2 + x~ + {xa - Ya)2, 
h: Senkrechter Abstand Aufpunkt -·Wirbelachse 

h2 = {Xl - YI)2 + xL 
<P: Winkel zwischen r und h, also 

h h ~ 
cos ([J = -- , d Ya = ~ d ([J = -h d ([J , 

r cos 'V 

15: Winkel zwischen h und Ebene 13; gleichzeitig Winkel zwischen 
Geschwindigkeit u und Normalenrichtung 2. 

. -" 1 -" 1 
sm u =1.- x2 , cos U = ii,- (Xl - Yl) . 
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Die Zirkulation r in A rechnen wir positiv, wenn sie den in Abb. 18 
angegebenen Drehsinn hat. Der vom Wirbelelement r im Aufpunkt P 
hervorgerufene Geschwindigkeitsvektor 1l hat den Absolutwert 

r h 
In l=4nrs 

und die Komponenten 

U 1 = + sin <5 ! nl = + sin <5 4~ :a 
r h 

U 2 = - cos <5 I u I = - cos <5 4n- 7 

U a = ° 
Das Gewicht also, mit dem ein Wirbel mit der Achsenrichtung 3 

beim Aufbau der Geschwindigkeit im Aufpunkt P mitwirkt, ist fUr die 
drei Richtungen: 

Richtung 1: Yl (A, P) = + sin <5 4~r3' 
h 

Richtung 2: Y2 (A, P) = - cos<5-4 3' nr 

Richtung 3: Ya (A, P) = 0, 
wird also dargestellt durch den Vektor: 

g(A,P)=(+sin<54~r3' -cos<54~7' 0). (4) 

Die nachste Aufgabe ist nun der Aufbau des infinitesimalen Kol
lektivs <5 K (P) der Zusatzgeschwindigkeiten im Aufpunkt. Diese Auf
gabe ist nur in mehreren Schritten zu bewaltigen, denn es ist eine drei
dimensionale Mannigfaltigkeit von Elementarkollektivs zu diesem 
Zweckezu summieren. Zunachst ist namlich wegen der flachenhaften 
Gestalt der Wand die Mannigfaltigkeit der Elementarkollektivs zwei
dimensional, weiterhin gehen aber die Vorgange an der Wand auch im 
Zeitablauf statistisch vor sich und dadurch wird die Mannigfaltigkeit 
der zu summierenden Kollektivs nochmals um eine Ordnung erhoht. 
Wir bewerkstelligen nun zuerst die Summation iiber die beiden raum
lichen Parameter und anschlie13end die Integration iiber die Zeit, die 
dann keine Schwierigkeiten mehr bereitet. 

Fiir die weitere Rechnung ist es zweckma13ig, das zweidimensionale 
Wandkollektiv Kw (A) in zwei. eindimensionale Kollektivs zu zerlegen, 
ahnlich wie dies schon oben in Abschn.3 geschehen ist. Der eine Be
standteil ist das Kollektiv der pro Zeit- und Flacheneinheit neuentstehen
den Rotation mit der Achse quer zur Stromungsrichtung und parallel 
zur Wand. Wir bezeichnen dieses eindimensionale Kollektiv mit Kq (A). 
Es besitzt den Erwartungswert y (A) und die Streuung 8~ (A) = x 8 2 (A). 
Der andere Bestandteil ist das Kollektiv Kp (A) der Rotation mit der 
Achse parallel zur Stromung. Es besitzt verschwindenden Erwartungs
wert und die Streuung 8~ (A) = 82 (A). 
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Wir fiihren nun die Rechnung zuerst fUr das Kollektiv Kq (A) durch. 
Das Gewicht, mit dem seine Elemente sich am Aufbau des infinitesimalen 
Kollektivs <5 K (P) der Zusatzgeschwindigkeiten im Aufpunkt beteiligen, 
wird durch den Vektor 9 (A, P) der Gleichung (4) dargestellt. Das drei
dimensionale Kollektiv <5 Kq (P), das von Kq (A) herriihrt, wird auf'! 
diesen eindimensionalen Elementarkollektivs durch Integrationen er
halten, die sich entsprechend der Gleichung (14), Kap. IV, symbolisch 
durch die Vektorkollektivgleichung 

<5 Kq (P) = f f Kq (A) <5 t 9 (A, P) dF mit dF = d Yl d Y3 (5) 

darstellen lassen. Diese Gleichung enthalt drei Aussagen fUr die drei 
eindimensionalen Kollektivs <5 Kqi (P) der Geschwindigkeitskompo
nenten <5 Ui' die in Komponentenschreibweise angeschrieben lauten: 

a KqdP) =! !Kq (YIY3)<5tsin<5 4~r3 dYldY31 

<5Kq2 (P) = ! !Kq(Yl Y3) <5tcos<5 Tn-;:ady1 dY3 J 
<5Kq3 (P) = 0 

Wir berechnen nun Erwartungswert und Streuung des so definierten 
dreidimensionalen Kollektivs. Zunachst ist in Verallgemeinerung der 
Gleichung (15), Kap. IV, der Erwartungswert 

<5 u (P) = f f y (A) at 9 (A, P) dF, (6) 

in Komponenten: 

<5u1 (P) = _IZyOO(YIY3)<5tsina4!ra-dYldY3 \ 

+ 00 + 00 (6a) 
a u2 (P) = -! ! y (Yl Y3) a t cos a 4! r3 d Yl d Y3 

au3 (P) =0 
Fiir die weitere Rechnung machen wir nun die Annahme, die Wand sei 

iiberall vongleicher Beschaffenheit, so daB die Wandkollektivs Kw (A) yom 
Ort unabhangige Erwartungswerte und Streuungen haben. Also sind 
y (A) und 8 2 (A) Konstante. Mit konstantem y folgt aus Gleichung (6a): 

+00 +00 + ~ +00 

<5u1 = Y4~t ! ! sin<5t- d y1 dY3 = ~~t ! ! sin <5 cO~~d<[JdYl = 
-(0 -co - _'! -co 

2 

I 
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und ebenso 
+00+00 

yi5t /f h OU2 = - 4"n cos0-;=3dyldYa = 
-co -co 

+00 +~ 
= _ y i5 t J (Xl - YI) d YI J COS (/) d (/) = ° 

4n (XI - YI)2 + X~ 
- 00 '" 

2 

Wir erhalten also das Resultat fur den Vektor "Erwartungswert" des 
Kollektivs 0 Kq (P) 

o tl = ({- 0 t, 0, 0) (7) 

und dieser Vektor ist gleichzeitig auch der Erwartungswert fUr das 
vollstandige Kollektiv 0 K (P) der infinitesimalen Zusatzgeschwindig
keiten, denn der andere Bestandteil Kp (A) der Wandkollektivs besitzt 
den Erwartungswert Null und liefert daher fUr den Erwartungswert 
o tl (P) im Aufpunkt keinen Beitrag. 

Dieses Ergebnis besagt, daB in jedem Zeitelement durch die neu
entstehenden Wirbel die Flussigkeit einen infinitesimalen Geschwindig
keitszuwachs erhalt. Seine Bedeutung ist klar; er stellt eine Beschleu
nigung dar, die der von der Wand auf die Fliissigkeit iibertragenen Schub
spannung entspricht und die verhindert, daB die Stromung zur Ruhe 
kommt. Die GroBe y ist durch den iibertragenen Impuls wohlbestimmt. 

Schwieriger ist nun die fur die Theorie des Turbulenztensors wesent
liche Ermittlung des Streuungstensors des Kollektivs 0 Kq (P). In 
Verallgemeinerung der Gleichung (16), Kap. IV, wird er dargestellt durch 

(0 8~ik (P)) = J J J J 'X8 (AI) 8 (A2) ot2(g (AI, P) 9 (A2, P)) . k (AI A 2) dFI dF2. (8) 

In dieser Darstellung ist das Produkt der beiden Vektoren 9 ein sog. 
unbestimmtes Vektorprodukt, ein Tensor. 

Zwei der in dieser Gleichung geforderten Integrationen lassen sich 
.auf Grund der Gleichung 

+00+00 
e = J J k (A 1, A 2) dF (3) 

-co-oo 

sofort erledigen nach dem Vorgang, der in Kap. IV, Abschn.l, zu 
Gleichung (19) fUhrte. AuBerdem nehmen wir fur die weitere Rech
nung wieder an, daB die StreuungsgroBen der Wandkollektivs 82 (A) 
yom Ort unabhangig und konstant seien. Auf diese Weise erhalt man 

(0 8~ik (P)) = 'X 82 0 t2 e J J (g (A, P) 9 (A, P)) dF (9) 

und dieses Resultat ist nach den wiederholt angestellten lJberlegungen 
richtig, solange der Abstand des Aufpunktes P von der Wand groB ist 
im Vergleich zur Lange, langs der die Korrelation zwischen den Wand
kollektivs abklingt, die also der Verweilzeit entspricht. Wir kommen 
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auf diese Besonderheit und eine auf ihr beruhende Korrektur des Ergeb
nisses in Kap. VI, Abschn.3, bei Untersuchung der Verhaltnisse in 
unmittelbarer Wandnahe noch zu sprechen. 

Die Berechnung der Komponenten des Streuungstensors von b Kq (P) 
geht nun nach Gleichung (9) ohne Schwierigkeit vor sich. Es ist, wenn 
wir die Abkiirzung 

(10) 

einfiihren, 

+"'+'" 
b SJll (P) = to 'Xs2bt2 J J ( 4:r3 r sin2 b dYl dY3 = 

-co-co 

+"" +'" 
- A £ 2 _1_J J-~ d y ... - - A £ t2 • ~ _1_ 
- 'X u t x~ (l + x2 + y2)3 - 'X u 2 x~ 

( +J"'J+'" dxdy J""J2"rdrd f!! J"" rdr J"'dZ :n) 
(1 + x2 + y2)3 = (1+ r2)3 = 2n (1+ r2)3 = n Z3 = + 2 . 

-'" -"" 0 0 0 1 

+"" +"" 
b sJ 12 (P) = - to 'X S2 b t2 J J ( 4 : r3 r sin b cos b d Yl d Y3 = 

-co-co 

+"'+'" 
b SJ22 (P) = to 'X S2 b t2J J ( 4: r3 y cos2 0 d Yl d Y3 = 
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Wir erhalten damit den Streuungstensor des Kollektivs b Kq (P) 

(b8~ik (P)) = "A bt2 ~ -2 0 1/2 0 • 
1 (1 0 0) 
X 2 0 0 0 

(11) 

Nun ist auch noch der Anteil der Wandkollektivs Kw (A) in Rechnung 
zu setzen, der in Richtung 1 fallt, d. h. es ist die gleiche Rechnung fUr 
das eindimensionale Kollektiv Kp (A) durchzufiihren. 1m vorliegenden 
einfachen Fall der unendlich ausgedehnten ebenen Wand kann man 
jedoch das Ergebnis ohne Rechnung hinschreiben. Da die Wand bei 
einer Drehung urn 900 in sich iibergeht, wird durch eine Drehung urn 
einen rechten Winkel die neue Aufgabe in die schon erledigte alte Aufgabe 
zuriickgefiihrt. Die aus den Elementen des Kollektivs Kp (A) resul
tierenden Zusatzgeschwindigkeiten sind gegeniiber den Geschwindig
keiten, die durch Kq (A) veranlaBt werden, urn 900 gedreht. Daher geht 
der Streuungstensor des Kollektivs b Kp (P) ap.s demjenigen des Kollektivs 
() Kq (P) hervor, indem die Komponenten 11 und 33 vertauscht werden 
und alles iibrige erhaIten bleibt. Natiirlich kommt der Faktor " in Weg
fall, da die Streuung des Kollektivs Kp (A) mit 82 (A) angesetzt wurde. 
Daher ist 

(12) 

Endlich ergibt sich nun der Streuungstensor des Gesamtkollektivs der 
infinitesimalen Zusatzgeschwindigkeiten im Aufpunkt, () K (P), durch 
Addition der Streuungstensoren (II) und (12). Es ist 

(" 0 0) 2 11: 1 ,,+1 
({)Sik(P)) =A{)t2 2 x~ 0 -2- 0 . 

001 
(13) 

Eine letzte Summation zum Zwecke des Aufbaus des Kollektivs 
der in£initesimalen Zusatzgeschwindigkeiten ist nun noch iiber die Zeit
koordinate vorzunehmen. Bisher ist die Summation iiber eine zwei
dimensionale Mannig£altigkeit von Elementarkollektivs durchgefUhrt 
worden. Die Mannig£altigkeit der Elementarkollektivs, die im Au£punkt 
bei der Erzeugung des Kollektivs der Zusatzgeschwindigkeiten zu
sammenwirken, ist aber, wie oben £estgestellt wurde, noch urn eine 
Dimension hoher, da die in der Zeit aufeinanderfolgenden Vorgange 
ebenfalls der Statistik unterliegen. An jeder Stelle A gehOrt zu jedem 
Augenblick ein Kollektiv. Die Erwartungswerte dieser Kollektivs 
summieren sich in einfacher Weise, wie dies nach Kap. IV, Abschn.1, 
stets bei der Summation von Kollektivs der Fall ist. Die Streuungen 
der resultierenden Summenkollektivs waren in der Grenze gleich Null, 
wenn die Kollektivs, die zu beliebig benachbarten Zeitpunkten gehoren, 
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bereits voneinander unabhangig waren, und sie waren eine quadratische 
Funktion des Zeitintervalls, wenn die Kollektivs verschiedener Zeit
punkte in vollstandiger Korrelation sich befanden. Beides kann nicht 
zutreffen, sondern zwischen den Elementarkollektivs, die an einer Stelle 
der Wand aufeinander folgen, wird eine zeitliche Korrelation bestehen, 
die durch eine Funktion k (tl t2) dargestellt wird. Der charakteristische 
Wert dieser zeitlichen Korrelation sei 

'" 
r = f k (tl t 2) d (t2 - t1) , 

o 
die "Verweilzeit" fUr die elementaren Vorgange (WirbelablOsungen u. dgl.) 
an den Wandrauhigkeiten. Wir summieren nun die infinitesimalen 
Kollektivs r5 K (P) iiber ein Zeitintervall J t, das grol3 sei im Vergleich 
zur elementaren Verweilzeit T und erhalten auf diese Weise ein Kollek
tiv J K (P) mit dem Erw~rtungswert 

J u (P) = (~ J t, 0, 0) 
und dem Streuungstensor 

(" n 1 =BJt--- 0 
2 x~ 

o 
wenn zur Abkiirzung 

B = 21~::2 = 2r A 

gesetzt wird. 

,,+1 
-2-

o 

(7 a) 

(13a) 

(14) 

Mit diesen Ergebnissen ist das infinitesimale Kollektiv der im Zeit
element J t neu auftretenden Zusatzgeschwindigkeiten im Aufpunkt P 
erfal3t, dessen Ursache die Vorgange an der Wand sind und dessen 
Wirkung in der Zerriittung des Determinismus bei den Stromungs
vorgangen in der Fliissigkeit besteht. Die noch verbleibende letzte 
Aufgabe besteht eben in einer Untersuchung dariiber, wie diese Zer
riittung des Determinismus, die zum Auftreten einer endlichen Verweil
zeit fiihrt, im einzelnen vor sich geht. 
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5. Das Zustandekommen endlicher Verweilzeiten 
in der Hydrodynamik. 

Am Beispiel des Maxwell-Boltzmannschen Gasmodells, fUr das 
in Kap. IV, Abschn.3, del' Streuungstensor explizit berechnet wurde, 
war zu erkennen, wie die Ubergangswahrscheinlichkeiten fUr kleine 
Zeitspannen LI t und die Verweilzeit t* beim Aufbau des fUr die physi
kalische Statistik wesentlichen Streuungstensors zusammenwirken. 
Die elementaren Ubergangswahrscheinlichkeiten, die zu LI t gehoren, 
sind durch das Kollektiv del' Streuungsgeschwindigkeiten an del' be
treffenden Stelle des Raumes wohlbestimmt. Diese allein liefern jedoch 
Streuungen del' Ubergangswahrscheinlichkeiten, die quadratisch mit 
del' Zeit anwachsen, und nicht solche, die eine lineare Funktion del' 
Zeitspanne sind, wie wir dies bei del' Ableitung del' Grundgleichung fiir 
die physikalische Statistik voraussetzen muBten, damit nicht unser 
mechanisches System sich auf ein solches del' deterministischen Mechanik 
reduziert. Streuungen von del' richtigen GroBenordnung entstehen erst 
bei del' Summation diesel' elementaren Ubergangswahrscheinlichkeiten, 
und zwar durch das Eingreifen andersartiger physikalischer Vorgange, 
die geeignet sind, den Determinismus del' Prozesse im Laufe del' Zeit 
aufzulosen, und die daher zu endlichen Verweilzeiten des betrachteten 
Systems AniaB geben. Solche Eingriffe sind beim Gasmodell die Zu
sammenstoBe del' Molekiile, also recht handgreifliche Storungsvorgange. 
In del' Hydrodynamik, wo solche grobe, nichtdeterministische Prozesse 
nicht moglich sind, sind es die im letzten Abschnitt eingehend unter
suchteh, von den Vorgangen an del' Wand herriihrenden infinitesimalen 
Zusatzgeschwindigkeiten. 

Zwei Kollektivs wirken im Aufpunkt P zusammen und bestimmen 
die Ubergangswahrscheinlichkeiten im Zeitelement LI t: 

1. Das Kollektiv K (P) del' ortlichen (deterministischen) Geschwindig
keiten von Abschn. I, del' Streuungsgeschwindigkeiten, das den Streuungs
tensor 

i c2 (~ ~ ~) mit c (P) = const V I rot tJ I 
001 

besitzt und das in del' Zeit LI t Ubergange hervorruft mit dem Erwartungs
wert tJ (P) LI t und del' Streuungsmatrix 

~. c2 LI t2 (~ ~ ~). 
o 0 1 

2. Das infinitesimale Kollektiv LI K (P) del' Zusatzgeschwindigkeiten 

im Aufpunkt P mit dem Erwartungswert LI l! (P) = ({- LI t, 0, 0) und 
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den Streuungen nach Gleichung (13a), das in der Zeit LI t Ubergange 

hervorruft mit dem Erwartungswert ~ LI t2 und der Streuungsmatrix 

, 0 0) ; :r LI t3 (: u;- 1 0 . 

o 0 1 

Fur die weiteren Untersuchungen sind von diesen Kollektivs nur die 
Streuungen, nicht die Erwartungswerte von Belang. AuBerdem ist 
entscheidend, daB die Kollektivs K (P) der ersten Art in aufeinander
folgenden Zeitintervallen vollkommen stochastisch voneinander ab
hangen, womit die Kausalitat des Bewegungsablaufes in der Flussigkeit 
zum Ausdruck kommt, daB aber die Kollektivs der zweiten Art sowohl 
untereinander -in aufeinanderfolgenden Zeitelementen als auch von den 
Kollektivs der ersten Art unabhangig sind, 

Zur Verringerung der Schreibarbeit sollen nun einige Rechnungen 
an eindimensionalen Kollektivs, die denen der ersten und zweiten Art 
entsprechen, durchgefUhrt werden. Das Ergebnis ist dann auf die Streu
ungstensoren komponentenweise anzuwenden. Wir nehmen also an, es 
mogen im Aufpunkt ein endliches und ein infinitesimales Kollektiv von 
Geschwindigkeiten beim Entstehen der Ubergangswahrscheinlichkeiten 
zusammenwirken. 1m Zeitintervall LI t erzeuge das erste von beiden 
Ubergange mit der Streuung ~2 LI t2, das zweite aber Ubergange mit 
der Streuung /32 LI t3 . Da beide Kollektivs voneinander stochastisch 
unabhangig sind, ist die Streuung der aus beiden resultierenden Uber
gangswahrscheinlichkeit die Summe der beiden Streuungen. 

(15) 

Urn AufschluB uber die Korrelation zwischen den Ubergangen in 
aufeinanderfolgenden Zeitpunkten zu gewinnen, haben wir nun die 
Kollektivs der Ubergangswahrscheinlichkeiten fUr zwei aufeinander
folgende Zeitintervalle zu summieren. Dabei ist zu beachten, daB die 
aufeinanderfolgenden Kollektivs der ersten Art miteinander in voll
kommener Korrelation (k = 1) stehen, wahrend die infinitesimalen 
Kollektivs der zweiten Art untereinander und von den Kollektivs der 
ersten Art stochastisch unabhangig sind (k = 0). Diese Bemerkung 
liefert fUr die Streuungsmatrix der Ubergange im Zeitintervall 2 LI t nach 
den Satzen von Kap. IV, Abschn.1 

8 2 (2L1 t) = (4~2 + 2/32 L1 t)LI t2• 

Diese Beziehung kann man aber nun auch anders deuten, indem man 
sie durch Addition der beiden vollstandigen Kollektivs von Ubergangen 
zu den beiden Zeitintervallen der Lange LI t gemaB Gleichung (15) ent
standen denkt, zwischen denen die noch unbekannte Korrelation k (LI t) 
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be:;tehe. Auf die:;e Weise erhalt man nochmal:; die Streuung 8 2 (2 At), 
und zwar durch den Ausdruck 

8 2 (2A t) = 2· (a.2 + (-J2Ll t)· (1 + k (Ll t))Ll t2. 

Durch Vergleich der beiden Darstellungen der GroBe 8 2 (2 Ll t) folgt 
0(2 

k (Ll t) = 0(2+-j12M . (16) 

Diese Gleichung gibt nun zwar nicht den ganzen Verlauf der Funktion 
k (tl t2) wieder, der qualitativ in Kap. IV, Abschn. 1, beschrieben wurde 
und z. B. einem Exponentialgesetz entspricht, fUr die Folgerungen in 
seinen Einzelheiten aber ohne Belang ist; Gleichung (16) gibt aber Auf
schluB tiber die Neigung der Funktion k (tl t2) an der Stelle t2 - tl = 

Ll t = 0, wo diese Funktion selbst den Wert k = 1 annimmt. Aus (16) 
folgt hierfiir 

. dk(At) f32 
hm-- - -- (16a) 

j t ->- 0 d A t - 0(2 

Nun geht aus der Definitionsgleichung fiir die Verweilzeit 

'" 
t* = f k (Ll t) d Ll t (17) 

o 

hervor, daB bei gleichem Bildungsgesetz fur die Funktionen k (Ll t), 

das wir wohl annehmen konnen, die Verweilzeit umgekehrt proportional 
der Neigung der Funktion k (Ll t) an der Stelle Ll t = ° ist. Damit folgt 
das Erge bnis : 

0(2 

t* = const p ' wenn 82 (Ll t) = (a2 + (J2 Ll t) Ll t2 (IS) 

ist. Diese Gleichung ist nun komponentenweise auf die Ubergangs
wahrscheinlichkeiten im Aufpunkt P auf Grund der Streuungsgeschwin
digkeiten und der infinitesimalen Zusatzgeschwindigkeiten anzuwenden. 
Die einfache Rechnung liefert: 

c2 2 1 t* (P) =const~·~x2 ---' 
11 3 :nB 2,,' 

t * (P) = const ~~ . __ 2 x2 _2_ : 
22 3 :n B 2" + 1 . 

t:3 (P) = const ~2 '}Jj x~ . 1 
. 2 e T 82 

mIt B =-16:n2-nach Gl. (14). 

Damit sind die Verweilzeiten fur unser hydrodynamisches Problem 
bis auf Konstante gewonnen. Die Verweilzeit ist nun ein MaB dafur, 
ob der Stromungsvorgang an der betreffenden Stelle mehr oder weniger 
lange so erfolgt, wie es die Navier-Stokessche Hydrodynamik auf 
Grund der Anfangsbedingungen voraussagt. Die Betrachtung des 
Zusammenwirkens der beiden Kollektivs der (deterministischen) Streu
ungsgeschwindigkeiten von Abschn. lund der infinitesimalen Zusatz
geschwindigkeiten nach Abschn. 4 liefert den Satz, daB die Ver
wei I z e i t t* pro p 0 r t ion a Ide m Q 11 0 tie n ten i s t a 11 s d e r 

Ocbelcin, TUl'hnlcnz. 7 
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kinetischen Energie in den Streuungsgeschwindigkeiten mit 
dem Mittelwert c und del' kinetischen Energie in den 
zufallartigen, durch unregelmaBig neuentstehendes Wand
wir belm a terial erzeugten infini tesimalen Zusa tzgesch win
digkeiten. 

Weiter erschlieBen wir aber aus den Uberlegungen dieses Abschnitts 
noch die allgemeine Erkenntnis: B erei ts infini tesimale Storungen 
del' Bewegungsvorgange an einem deterministischen mecha
nischen System sind, wenn sie sich, im wesentlichen ohne kau
sale Vel' kn ii pfung un tereinander, una ufhorlich immer wieder
holen, in del' Lage, den Determinismus im Laufe del' Zeit auf
zulosen und das System zu einem echten System del' physika
lischen Statistik zu machen. 

Die zum Ziel gesetzte Berechnung del' GroBen bik , die in den stati
stischen hydrodynamischen Grundgleichungen von Kap. III, Abschn. 2 
vorkommen, geht nun ohne Schwierigkeiten in wenigen Schritten VOl' 
sich. Wir fassen diese GroBen, soweit sie nicht auf dem Maxwell
Boltzmannschen Gasmodell, sondel'll auf den hydrodynamischen Vor
stellungen und Uberlegungen dieses Kapitels beruhen, zum Turbulenz
tensor n mit den Komponenten nik zusammen und wollen dann die 
hydrodynamischen Gleichungen, die wir mit seiner Hilfe im nachsten 
Abschnitt gewinnen werden, zum Dnterschied von den Gleichungen del' 
idealen Fliissigkeit (Kap. III, Abschn.3) und den Navier-Stokes
schen Gleichungen (Kap. IV, Abschn.4) als die Grundgleichungen del' 
"statistischen Hydrodynamik" bezeichnen. 

Nach del' wiederholt angewendeten SchluBweise ergeben sich £iiI' die 
Streuungen del' zum Zeitintervall von del' Lange Lf t gehorigen Dbergangs
wahrscheinlichkeiten die beiden Darstellungen 

2 (1 0 0) (s2(Lft))=-FLft2 0 1 0 001 fiir t« t* 

und 

Del' durch Gleichung (8), Kap. II, beschriebene Grenziibergang, del' 
zu den StreuungsgroBen des Turbulenztensors fiihrt, geschieht nun an 
del' zweiten diesel' Darstellungsarten, wobei wieder darauf hingewiesen 
sei, daB es sich nicht um einen abstrakten, mathematischen Grenz
iibergang handelt mit ideal verschwindendem Zeitintervall, sondel'll um 
die £iiI' die physikalische Statistik charakteristische Operation, die die 
ganze Problematik del' statistischen Mechanik enthalt und den Giiltig
keitsbereich ihrer Ergebnisse festlegt. 
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Das Ergebnis lautet: 

( .~. 0 0) 
2 (ttl 0 0) u 

JI = ~ 0 t:2 0 = const c4 x~ 0 _2 0 
o Ot~l u+l 

001 

= ! 0 2
1 rot lJ 1 x~ (: _:_ :) 

u+l 
o 0 1 

(19) 

mit den beiden Konstanten u und ! 0 2 = const 87:82• Diese ausfUhrliche 

Formel fUr 0 gibt einen Begriff davon, wie komplexer Art die Wirkung 
der Wandrauhigkeit auf die Stromung ist. 

Damit ist zunachst fUr ein erstes, einfaches Beispiel die Aufgabe 
der theoretischen Untersuchung vollstandig zu Ende- gefUhrt und 
der Turbulenztensor explizit gewonnen. Nur die beiden Konstanten 0 
und u der Gleichung (19), zu denen bei der verfeinerten Unter
suchung der Vorgange in unmittelbarer Wandnahe noch eine dritte 
Konstante in Kap. VI, Abschn. 3, hinzukommt, sind noch unbekannt. 
Ihre Ermittlung geschieht im folgenden Kapitel aus dem experimen
tellen Befund. 

Es moge dahingestellt bleiben, ob die zahlenmaBige Ermittlung 
dieser GroBen allein mit Hilfe theoretischer Dberlegungen moglich ist, 
so daB in dieser Richtung die FortfUhrung der Theorie zu suchen ware. 
Gegen die Erfolgsmoglichkeit eines solchen Versuches spricht die Tat
sache, daB auch die numerische Berechnung der in der Navier- Stokes
schen Theorie vorkommenden kinematischen Zahigkeit v auf rein 
theoretischem Wege nicht moglich ist, weder mit den Hilfsmitteln der 
kinetischen Gastheorie, die nur deren Zusammenhang mit anderen empi
rischen Daten, mittlerer freier Weglange, Druck usw. aufklart, und 
noch viel weniger mit der Theorie der idealen Fliissigkeit. 

Die Aufgabe einer Erweiterung der Theorie des Turbulenztensors 
besteht dagegen in einer ganz anderen Richtung. Der Turbulenztensor, 
der in diesem Kapitel nur fiir die einfachste Anordnung, namlich fiir den 
von einer Ebene begrenzten Halbraum und da unter der Bedingung, 
daB die Vorgange an der die Fliissigkeit begrenzenden ebenen Wand vom 
Ort unabhangig sind, berechnet wurde, ist ein anderer und anderer fiir 
die verschiedenen hydrodynamischen Probleme. Wahrend die Navier
Stokesschen Gleichungen nicht von der besonderen Anordnung der 
Stromung abhangen und die Wande nur bei ihrer Integration in Gestalt 
von Randbedingungen in die Rechnung eingehen, sind daher die Grund
gleichungen der statistischen Hydrodynamik, die den Turbulenztensor 

7* 
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enthalten, nicht die gleichen z. B. fiir die Stromung urn einen Tragflugol 
und in einem Rohr von kreisfOrmigem Quersohnitt. 

Unsere Aufgabe besteht daher in der eingehenden Untersuchung 
der Abhangigkeit des Turbulenztensors von der Anordnung und den 
besonderen Bedingungen des Stromungsvorganges, ein Programm, das 
im Rahmen dieser Untersuchungen durchaus nicht erschopfend behandelt 
werden kann. Wirwerden zu diesem Zwecke in Kap. VI, Abschn. 1, den 
Turbulenztensor fur das Kreisrohr und in Kap. VII, Abschn.3, den 
Turbulenztensor fur die unendlich ausgedehnte Halbebene als Wand 
berechnen und auch sonst wiederholt auf Fragen, die mit diesem Problem
kreis in Zusammenhang stehen, zu sprechen kommen. 

6. Die Grundgleichungen der statistischen Hydrodynamik. 
Durch die Kenntnis des Turbulenztensors sind wir nun zum dritten 

Male in der Lage, die in Kap. III, Abschn.2, entwickelte statistische 
Theorie der Stromungsvorgange durch Angabe der Streuungen bik als 
]'unktionen der ubrigen in den Gleichungen vorkommenden GroBen zu 
einer in sich geschlossenen Theorie zu machen. Die bi k sind nach dem 
nunmehrigen Stand unserer Kenntnisse die Summe aus der kinema
tischen Zahigkeit y und den betreffenden Komponenten des Turbulenz
tensors gemaB der Gleichung 

( 11 0 0) (nll n12 n13 ) 
(bik) = 0 11 0 + n 12 n22 n 23 • 

o 0 11 n 13 n 23 n33 , 

(20) 

In Kap. III wurden zwei Varianten der Theorie entwickelt, in bezug 
auf die sowohl die Theorie der idealen Flussigkeit, wie auch die Navier
S t 0 k e s sche Theorie nooh keine Entsoheidung fallen konnte, da bei 
diesen Spezialisierungen beide miteinander identisch werden. Nach 
der einenAuffassung betreffen die Diffusionsvorgange mit den errechneten 
Ubergangswahrscheinlichkeiten den Impuls, nach der anderen Auf
fassung die Rotation. Unsere nachste Aufgabe besteht nun darin, zwischen 
beiden Theorien die Entscheidung zu treffen. 

Wir betrachten zu diesem Zweck ein besonders einfaches Beispiel, 
namlich eine ebene Stromung entlang einer ebenen Wand, die die 
unendlich ausgedehnte Flussigkeit begrenzt. Diese Stromung solI uber
dies von der Koordinate in Stromungsrichtung unabhangig und stationar 
sein. Druckgefalle sei in Stromungsrichtung nicht vorhanden. Dieser 
Stromungsvorgang ist zwar nicht rein realisierbar, aber als Grenzfall 
untersuchter Stromungen wohl bekannt. 

Da der Vorgang von der Koordinate 3 unabhangig ist und auBerdem 

8 u 1 = 0 8 u 1 _ 8 P _ 
u~ - 0 , 8 Yl - , at = 0 und aih- =- 0 werden, reduzieren sich die 
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Bewegungsgleichungen der klassischen Hydrodynamik [Gleichung (24), 
Kap. III] in diesem Fall mit i12 = i auf 

dr = 0 T = To· = const. (21) 
dY2 ' 

Ein Vergleich mit den Grundgleichungen (19), Kap. III, der ersten 
Theorie, die sich ebenfalls weitgehend vereinfachen, liefert fur den be
trachteten Vorgang 

1 d r d2 

Q dY2 =dy~ ((v+ndu1), (22) 

wahrend nach der zweiten Theorie [Gleichung (21), Kap. III] 

ldr d( dU l ) e- d Y2 = d Y2 (v + n 22 ) d yf (23) 

wird. Nach Gleichung (19) ist 

0 2 '1 d U l i n 22 = 1 + x Y'2 d Y2 i ; 

die kinematische Zahigkeit v solI gegenuber JT22 hier vernachlassigt werden. 

Nun folgen durch Integration, da die Schubspannung T = To konstant 
ist, nach den beiden Theorien die Gleichungen: 

1. Theorie: 

2. Theorie: ~o =f~x-I :;~ I· :;~ . 
Endlich folgen fur die Geschwindigkeitsprofile die beiden Gesetze 

1. Theorie: 

2. Theorie: 

u1 (Y2) = V ex + {J log Y2 

u1 (Y2) = ex + {J log Y2' 

Damit falIt aber die Entscheidung fur die zweite Theorie, denn wie in 
Kap. VI, Abschn. 3, eingehend dargelegt wird, ist das mit ihr, aber 
nicht mit der ersten Theorie in Einklang stehende logarithmische Wand
gesetz eine der am besten experimentell bestatigten GesetzmaBigkeiten 
turbulenter Stromungen. Wir erhalten damit den Satz, daB nich t der 
Impuls, sondern die Rotation bei den Turbulenzerschei
nungen in der durch die fibergangswahrscheinlichkeiten 
beschriebenen Weise diffundiert, so daB die Gleichungen (21), 
Kap. III, die Grundgleichungen der statistischen Hydrodynamik sind, 
deren < Inhalt man kurz als "Diffusion der Rotation" bezeichnen kann. 

Das Gleichungensystem unserer Theorie der statistischen Hydro
dynamik lautet also nach Gleichung (21), Kap. III, mit konstanter 
Dichte auf Grund der bekannten Umformung mit Hilfe der Konti
lluitatsgleichung 
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(24) 

mit 
Y _ ~~a _ ~~ Y _ ~~ __ ~_~ Y3 = aU2 _ aUl (25) 

1 - a Y2 a Ya ' 2 - a Ya a Yl ' a Yl a Y2 . 

Dabei sind Uv U2, U 3, die drei Komponenten der mittleren Geschwindig
keit des Materietransportes, also identisch mit unserer makroskopischen 
turbulenten Geschwindigkeit \.J und Yv Y2, Y3 sind daher die drei Kom
ponenten der mittleren turbulenten Rotation V. 

Wir stellen an diesen Gleichungen vor allem fest, daB sie durch die 
Annahme V 0 befriedigt werden, daB also eine Potentialstromung 
im Mittel stets eine mogliche Losung ist. Der im v. Misesschen 
Zitat der Einleitung hervorgehobene Sachverhalt, daB "bei AuBeracht
lassen der Pulsation das Verhalten der wirklichen Flussigkeit annahernd 
das einer reibungsfreien wird", ist also in der Theorie der statistischen 
Hydrodynamik als einfacher Satz enthalten. 

Zu diesem Gleichungensystem kommt nach Gleichung (22), Kap. III, 
noch die Beziehung 

~ i:l aaa a (nik Yl ) = 0 (26) 
ikl Yi Yk Yl 

hinzu, die eine Bedingung fUr die Komponenten des Turbulenztensors 
darstellt. Diese Gleichung ist namlich in der oben angegebenen Gestalt 
[Gleichung (22), Kap. III] fur ideale Flussigkeiten (bik 0) und fUr 
zahe Flussigkeiten (bik = v = const) eine Trivialitat. Es gibt daher zu 
ihr kein Analogon in der klassischen Hydrodynamik. AuBerdem ist diese 
Gleichung auch fur ebene Probleme der statistischen Hydrodynamik, 
mit denen wir uns vorwiegend zu befassen haben, wegen 

Y 1 = Y 2 = a Ya - 0 
i:l Y3 
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eine Identitat. Diese Beziehung kann also nur bei raumlichen turbulenten 
Stromungen, z. B. bei der turbulenten Stromung in einem Kanal von 
rechteckigem Querschnitt von Bedeutung werden. Es ist vielleicht zu 
vermuten, daB sie dort mit der sog. "Sekundarstromung" zusammen
hiingt. 

Das Gleichungensystem der statistischen Hydrodynamik vereinfacht 
sich wesentlich fiir ebene Probleme. Da in diesem Fall fiir die mittlere 
Rotation nur die Richtung 3 in Frage kommt, verschwinden Y1 und Y2 , 

so daB von den drei Diffusionsgleichungen der Rotation nur eine einzige 
iibrig bleibt. Wir fiihren fiir diese einzige Komponente Ya der Rotation 
den Buchstaben Zein. AuBerdem verschwindet in dieser Gleichung der 
Ausdruck 

i = 1,2 

infolge der Kontinuitatsgleichung identisch. Das System der Glei
chungen (24) und (25) reduziert sich daher auf 

OUl +OU2 =O 
o Yl 0 Y2 

oZ oZ oZ 02 02 02 

<1t +Ul~+ U2~=vDZ+~(nl1Z) +2",,-(n12Z) + ""2 (n22Z) (27) 
u UYl UY2 UYI UYlUY2 UY2 

Z= OU2 _ OUl 
o Yl 0 Y2 

Es ist noch darauf hinzuweisen, daB infolge der Gleichung (26) an 
den drei Diffusionsgleichungen fur die Rotation die Operation ausgefiihrt 
werden kann, die im Aufbau eines Vektorfeldes aus seinen Wirbeln 

besteht. Bei dieser Integration ist der Ausdruck - ~ grad pals 
(! 

Integrationskonstante den entstehenden Gleichungen beizufiigen. Das 
Resultat dieser Rechnung ist, me schon in Kap. III, Abschn. 2, fest
gestellt wurde, ein System von Impulsgleichungen, die hier in der stati
stischen Hydrodynamik zum Unterschied von der Theorie der idealen 
Fliissigkeit und der Navier-Stokesschen Theorie nicht Differential
gleichungen sondern Integrodifferentialgleichungen sind. 

Dber den Giiltigkeitsbereich der statistischen Hydrodynamik gibt 
die in der Theorie des Turbulenztensors vorkommende Verweilzeit Aus
kunft, iiber die wir hier vorgreifend mitteilen, daB sie von der GroBen
ordnung Sekunden ist. In den hydrodynamischen Gleichungen, die 
auf Grund der statistischen Auffassung abgeleitet wurden, bedeuten 
die Geschwindigkeiten U 1, U 2, Ua stets Mittelwerte iiber die Zeit. Ent
scheid end ist nun die GroBe der zu diesen Mittelbildungen benutzten 
Zeitspanne. Zunachst ist sicher diese Zeit, die zur Beobachtung not
wendig ist, groBer als die Verweilzeit der Vorgange am Gasmodell, die 
zur Entstehung der StreuungsgroBe v, der kinematischen Zahigkeit 
AnlaB geben, denn bei Luft ist jene Verweilzeit etwa 10-10 S. Daher 



104 'l'urbulente Stromungen in Kreisrohren. 

besteht die Alternative bei den wirklichen Stromungen nur zwischen 
statistischer und Navier-Stokesscher Hydrodynamik. 

1st nun die zur Mittelbildung verwendete Zeitspanne groB im Ver
gleich zur Verweilzeit t* des Turbulenztensors, dann gelten die Glei
chungen del' statistischen Hydrodynamik in del' angeschriebenen Gestalt. 
1st dagegen diese Zeitspanne klein im Vergleich zur Verweilzeit t*, 
dann verschwindet del' Turbulenztensor nach den allgemeinen Ergeb
nissen iiber die StreuungsgroBe bik (vgl. Kap. IV, Abschn.3, besonders 
Abb. 10) mehr und mehr mit abnehmendem Zeitintervall und das 
Gleichungensystem del' statistischen Hydrodynamik reduziert sich auf 
die Gleichungen del' Navier-Stokesschen Theorie. Wir erhalten damit 
das Ergebnis, daB die Navier-Stokesschen Gleichungen del' 
Hydrodynamik stets fiir die Fliissigkeitsbewegungen "im 
kleinen" gelten, und daB sie bei Verfeinerung del' Beobachtung 
die hydrodynamischen Erscheinungen immer vollkommener 
wiedergeben miissen. Ebensowenig wie abel' die Navier-Stokes
schen Gleichungen durch Differentiation aus den Gleichungen del' 
statistischen Hydrodynamik hervorgehen, sondern vielmehr durch einen 
fUr die physikalische Statistik charakteristischen Grenziibergang, del' 
deren ganze Problematik enthiHt, ebensowenig entsteht die statistische 
Hydrodynamik aus del' Navier-Stokesschen Theorie durch Inte
gration. Das Tur bulenzpro blem ist daher nich t ein In tegra tions
pro blem del' klassischen Hydrodynamik, sondern die Frage nach 
einem mit ausgepragten eigenen Gesetzen ausgestatteten Erscheinungs
gebiet del' Physik, dessen Theorie der statistischen Mechanik angehort. 

VI. Turbnlente Stromungen in Kreisrohren. 
1. Der Turbulenztensor fur das Kreisrohr. 

Die umfassendsten und genauesten MeBergebnisse, die die experi
mentelle Turbulenzforschung bisher gewonnen hat, beziehen sich auf 
turbulente Stromungen in Kreisrohren. Dies riihrt einerseits von der 
groBen Bedeutung der Kreisrohre fiir die Technik her, wie ja iiberhaupt 
ein betrachtlicher Teil del' grundlegenden Arbeiten zum Turbulenz
problem aus Ingenieurkreisen stammt, anderseits von der Tatsache, daB 
Kreisrohre mit besonders groBer Genauigkeit angefertigt und vermessen 
werden konnen und daher den Versuchen an Kreisrohren auch wissen
schaftlich eine besondere Bedeutung zukommt. Jedenfalls wurde der 
iiberwiegende Teil aller Messungen an turbulenten Stromungen in Kreis
rohren vorgenommen und vor allem wurde das groBartigste Versuchs
material zur Turbulenzforschung, das heute vorliegt, an Kreisrohren 
gewonnen, namlich die Messungen Nikuradses an turbulenten Stro
mungen in glatten und rauhen Rohren, die im Kaiser Wilhelm-Institl1t 
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fur Stromungsforschung zu Gottingen bei Professor Prandtl in den 
letzten J ahren vorgenommen wurden. 

Aus diesem Grund mussen unsere Ansatze beim gegenwartigen Stand 
der Turbulenzforschung am Beispiel der gleichformigen Stromung in 
einem geraden, kreiszylindrischen Rohr die sicherste und umfassendste 
Bestatigung finden. Zu diesem Zwecke ist zunachst die Theorie der 
Stromung im Kreisrohr zu entwickeln, d. h. es ist der Turbulenztensor 
fUr das gerade Kreisrohr zu berechnen. Diese Rechnung verlauft durchaus 
analogzur Berechnung des Turbulenztensors fUr den von einer Ebene 
begrenzten Halbraum, die in Kap. V durchgefUhrt worden ist. 

Wir fuhren nun ein rechtwinkliges Koordinatensystem in der Weise 
ein, daB wir als x-Achse die Rohrachse wahlen, wahrend die y- und 
die z-Achse in derjenigen Lotebene zur 
Rohrachse liegen, die den Aufpuilkt P 
enthalt, fUr den der Turbulenztensor be
rechnet werden solI, und zwar wird als 
y-Achse das Lot von P auf die Rohrachse 
gewahlt. Der Aufpunkt P besitzt dem
nach die Koordinaten 

P (x, y, z) = P (0, y, 0). 

Weiter werden in der y, z -Ebene Polar
koordinaten verwendet, bei denen das 

z 

Abb.19. 

Argument rp der Winkel zwischen dem Fahrstrahl und der y-Achse ist. 1st R 
der Radius des Kreisrohres, so werden die Koordinaten fur einen beliebigen 
Puilkt A der Rohrwand im Abstand x von der y, z-Ebene A (x, rp, R). 

Wie oben ist nun die Berechnung des Kollektivs der infinitesimalen 
Zusatzgeschwindigkeiten L1 K (P) im Aufpuilkt aus den beiden Bestand
teilen Kp (A) und Kq (A) der elementaren zweidimensionalen Wand
kollektivs Kw (A) getrennt zu fiihren. Dabei sind die Elemente von 
Kp (A) neuentstehende Wirbelelemente parallel zu den Mantellinien 
des Kreisrohrs und die zugehorige Streuung sei wie oben 8 2 (A). Ent
sprechend sind die Elemente von Kq (A) Wirbelelemente mit der Streuung 
I{ 8 2 (A). Das Kollektiv Kq (A) besitzt im Gegensatz zum Kollektiv Kp (A) 
einen nicht verschwindenden Erwartungswert; jedoch ist dieser fUr den 
Turbulenztensor ohne Belang. 

Es wird nun zunachst die Rechnung fUr die Wirbelanteile in Richtung 
der Mantellinien durchgefiihrt. Wie oben besteht die erste Aufgabe in 
der Feststellung des Gewichtsvektors 9p (A, P), mit dem ein Element 
von Kp (A) im Aufpuilkt P wirksam ist. Wir fuhren nun folgende aus 
Abb. 20 ersichtlichen HilfsgroBen ein: 

r: Radiusvektor P A, also 
r2 = (R cos rp - y)2 + R2 sin2 rp + x2 = 

= R2 + y2 - 2 R Y cos rp + x2. 
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h: senkrechter Abstand Aufpunkt- Wirbelachse; 
zugleich Projektion von r in die y, z-Ebene 

h2 = R2 + y2 - 2 R Y cos cp . 
QI;: Winkel zwischen dieser Projektion h in der y, z-Ebene und der 

y-Achse, also 
. R sin rp 

slnQl;=--h-; 
Reos rp- y 

cos QI; = h ; 

Der durch das Wirbelelement r an der Stelle A im Aufpunkt P 
hervorgerufene Geschwindigkeitsvektor u hat den Absolutwert 

z 

Abb.20. 

r h 
i1ul=--4n r3 

und die Komponenten 

U x = 0, 

U y = 
r y-Reosrp 

Uz = -I u ! cos QI; = 4n ---;:3--

Daher ist der "Gewichtsvektor" gp (A, P): 

(A P) = (0 _1_ R sin rp _1_ JJ - R cos rp ) 
gp, , 4 n r3 , 4 n r3 (1) 

Nach der Methode von Kap. V erhalt man bei Verwendung der 
dort eingefiihrten GroBen e und "C den Streuungstensor der infinitesimalen 
Zusatzgeschwindigkeiten im Aufpunkt, soweit sie von den Elementar
kollektivs Kp (A) herriihren, aus 9p (A, P) durch 

(J 8~ik (P) = 2 e i 8 2 J t f f (gp (A, P) gp (A, P» dF. (2) 

Dabei ist die Integration tiber die ganze Oberflache des Kreisrohres zu 
erstrecken. 

Auf Grund der Gleichung (1) ist 

J8;JXX = J8~Xy = J8~xz = O. 
AuBerdem verschwindet, wie eine einfache Rechnung zeigt, auch die 
Komponente J 8~ y Z' so daB nur zwei Komponenten dieses Tensors 
endlich sind. Fassen wir nun die konstanten GroBen von (2) durch 

2eTs2 = B 
16 n2 

zur Konstanten B zusammen, so wird also 

(0 0 0) 
(J 8~ik (P)) = B J t 0 "PI 0 

o 0 "P2 
mit 

ff R2sin2rp 
'If! = --rs-- dF und 

(2a) 

(3) 

(4) 
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Diese Integrale lauten mit 

dF = R d x d q; und r2 = R2 + y2 - 2 R y cos q; + x2 = h2 + x2 

ausfiihrlich 
+oo21l + 00 2" 
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3/1 sin2 cp d x d cp 
'Pi = R (h2 + X2)3 ; 

_ RII (y - R cos cp)2d xdcp 
"P2- (h2+X2)3·· (4a) 

-000 -000 

Die Integration iiber x kann sofort erledigt werden. Es ist 
+00 I dx 3n 

(h2 + X 2 )3 = -Shf,-

und daher 

Die beiden GroBen "P! und "P2' die als Funk
tionen des Aufpunktes P eingefiihrt waren, 
hangen also nur vom Achsenabstand y des Auf
punktes ab, wie es wegen der Kreissymmetrie 
des Rohres auch zu erwarten war. Nun wird 
endlich noch der Rohrradius R als Langen
einheit gewahlt und an Stelle von y die unab
hangige Variable 

17 = ~-

eingefiihrt. Auf diese Weise entsteht das Resultat 
2", 

3 n I sin2 cp d cp 
"Pdr;) = 8R2 IT+1]2-2I]coscp)6t2 

o 
2:r 

3nJ (rJ-coscp)2dcp 
"P2 (1]) = 8 R2 (1 + 1]2 - 21] cos cp)512 

o 

z 

Abb.21. 

(5) 

(6) 

Die entsprechende Rechnung ist nun auch fUr Wirbelelemente senk
recht zu den Mantellinien des Kreisrohres, wie sie als Elemente der Kol
lektivs Kq (A) vorkommen, durchzufUhren. Fiir diese Rechnung fiihren 
wir gemaB Abb. 21 noch folgende HilfsgroBen ein: 

r: Radiusvektor PA wie oben 

r2 = R2 + y2 - 2 Ry cos cp + x2. 

H: senkrechter Abstand Aufpunkt-Wirbelachse 

H2 = (R - y cos cp)2 + x2• 

H': Projektion von H auf die y, z-Ebene 

H' = R - y cos cp • 
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{}: Winkel zwischen H und H', also 
. {} x cos {} __ R - y cos rp 

sm = fl' H 

Nun hat der durch das Wirbelelement r an der Stelle Aim Aufpunkt P 
hervorgerufene Geschwindigkeitsvektor mit dem Absolutbetrag 

r H 
I u 1= 4n r3-

die Komponenten 

U x = I u I cos {} 
r (R-y cos rp) 

4n --r3---

U y = I u I sin {} cos cp = 4r x c~s rp- , 
n r 

I I . {} . r x sin rp 
Uz = U SIn sm cp = 4 n ---;:3-' 

Daher ist der "Gewichtsvektor" gq (A, P): 

( I R - yeas rp I x cos rp _~ x sin rp )' 
gq (A, P) = 4n ---r-3-----' 4n r3 4n r3 . (7) 

Mit seiner Hilfe erhalt man den Streuungstensor der Zusatzgeschwindig
keiten im -Aufpunkt, die von den Kollektivs Kq (A) mit der Streuung x 82 

herruhren, mit den Abkurzungen wie oben in der Form 

(Ll 8~ik (P)) = x' 2ST82 Ll t f f (gq (A, P) gq (A, P)) dF. (8) 

Bei diesem Tensor sind die drei Komponenten der Hauptdiagonale von 
Null verschieden, wahrend die gemischten Komponenten identisch ver
schwinden, wie eine einfache Rechnung zeigt. Mit B nach Gleichung (2a) 

wird (IP3 0 0) 
(Ll 8~ik (P)) = x B Ll t 0 IP4 0 (9) 

mit 0 0 IP5, 

1fJ3= J J(R-~:osrp)2dF, 1fJ4= J JX2~~S2!pdF, 1fJs= f fX2S:~2rpdF. (9a) 

In diesen Ausdrucken ist wiederum dF = R dx d cp und r2 = h2 + x 2 • 

Die Integration uber dx wird sofort erledigt, denn es ist 

Wird endlich noch die Variable y wie oben durch 'YJ = ~ ersetzt, so ent

steht das Resultat 

(10) 
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Fur die weiteren Untersuchungen von besonderem Interesse ist der 
Turbulenztensor des Kreisrohres in der Nahe der Wand und in der 
Rohrachse. Daher sollen auch die Werte der Funktionen "PI bis "Ps 
fUr 1] = 0 und Naherungsformeln dieser Funktionen fUr' 1] nahe an 1 
bereitgestellt werden. Fur 'fJ = 0 wird 

3~ 6~ ~ 
'PI (0) = "P2 (0) = 8 R2; 'Pa (0) = 8 R2; 'P4 (0) = 'Ps (0) = 8 R2 • (11) 

Fur Werte der Veranderlichen nahe bei 1 ergibt sich z. B. fUr "PI eine 
Naherungsformel auf folgende Weise. Es handeIt sich um den Fall, 
daB der Aufpunkt sehr nahe der Wand liegt. In diesem Fane liefem 
nur jene Teile der Wand nennenswerte Beitrage, die nahe dem Aufpunkt 
und damit nahe der y-Achse liegen. Fur diese ist das Argument cp klein. 
Daher k6nnen in den Integralen fUr die Funktionen "P sin cp durch cp 

1 
und cos cp durch 1 - 2 cp2 ersetzt werden. Gleichzeitig werden die 

Integrationsgrenzen 0 und 271:, oder was das gleiche ist, - 71: und + 71: 

fUr die Naherungsdarstellung durch die Grenzen - (Xl und + (Xl ersetzt. 
So erhalt man fUr 'PI (rJ) 

-" 

= 83;2 -(1-1-1)-)21J.~1~::)5/2+; (1-'fJJ.-~f~~2~7f21= 
= 83;2 (1 ~~)2 [~ + ~ (1- rj) ~-] = 4~2 Cl \)2 + :C1--ry). 

Auf die gleiche Weise erhalt man auch fUr die anderen Funktionen "P 
entsprechende Niiherungsformeln. 

:n (1 3 1 ) 1jJ (11) = ~ -_.--- + -- + 0 II) 
1·/ 4 R2 (1 - r})2 2 1 - 1J ' 

:n ( 2 
1jJ2 (rJ) = 4 R2 (l--=- 1])2 + 

(12) 
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Der Streuungstensor des vollstandigen Kollektivs der infinitesimalen 
Zusatzgeschwindigkeiten im Aufpunkt entsteht durch Zusammen
fassung der Gleichungen (3) und (9). 

(Llsh(P)) = B Ll t Cf ¥'l +:"¥'4 (13) 

Mit seiner Hilfe kann nun nach den Ergebnissen von Kap. V der Tur
bulenztensor fUr das Kreisrohr unmittelbar hingeschrieben werden. Er 
lautet: 

1 
0 0 

" ¥'a 

II (P) = : 0 2 I rot b I 0 
1 

0 (14) -----

¥'l + "¥'4 

0 0 
¥'2 + " ¥'s 

:n 
Dabei ist fur die Konstante die Schreibweise <[ 0 2 gewahlt worden, damit 

dieser Tensor sich bei Annaherung an die Wand auf den Turbulenz
tensor nach Gleichung (19), Kap. V, reduziert. Auf Grund der Glei
chungen (12) nimmt namlich der Turbulenztensor, wenn von diesen 
Naherungsformeln nur das erste Glied verwendet wird, die folgende 

Gestalt an: ( 1 

0 2 " 
II(P)=TR2(I-1))2Irotul ~ ---~ ~). 

1+" 
o 1 

(15) 

Da R (1 -1]) = R - Y der Wandabstand ist, ist diese Form des Tur
bulenztensors identisch mit Gleichung (19), Kap. V, dem Ergebnis, das 
oben fUr den von einer ebenen Wand begrenzten Halbraum unmittel
bar gefunden wurde. 

Wichtig fUr die weiteren Untersuchungen ist auBerdem der Turbulenz
tensor auf der Rohrachse. Er wird nach den Gleichungen (11): 

1 

6" 
o o 

(16) l7 (0) =! 0 2 R2 i rot b I 
:n 

o o 

o o 3+" 
Mit der Ermittlung des Turbulenztensors fUr das Kreisrohr sind nun 

die Grundlagen fUr die Theorie der turbulenten Stromung in kreisrunden 
Rohren gewonnen. In den nachsten Abschnitten wird diese Theorie in 
den Einzelheiten dargelegt und mit dem experimentellen Befund· ver-
glichen werden. 
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2. Analyse turbulenter Stromungen im Kreisrohr. 
Mit der Herleitung des Turbulenztensors fiir das gerade Kreisrohr 

ist die Grundlage fUr die Theorie der turbulenten Stromung in solchen 
Rohren geschaffen. In den nachsten Abschnitten solI nun diese Theorie 
am Versuchsmaterial gepriift und der Zusammenhang mit der experi
mentellen Turbulenzforschung hergestellt werden. Wie in jedem Zweige 
der Physik sind auch beim Turbulenzproblem die experimentelle und 
die theoretische Forschung auf gegenseitige Erganzung angewiesen. 
So enthalt der Turbulenztensor in der aus der Theorie erschlossenen 
Gestalt noch die beiden Konstanten " und C. Die Theorie macht weder 
iiber die GroBe dieser Konstanten eine Aussage, noch laBt sie erkennen, 
ob diese GroBen, die man wohl beim einzelnen Versuch als konstant 
zu betrachten berechtigt ist, so beschaffen sind, daB man sie mit ge
wissem Recht als universelle Konstante bezeichnen kann. Auf diese 
Frage liegt die Antwort bei den Experimenten. Sie solI fUr die beiden 
GroBen " und C in diesem Abschnitt gewonnen werden. 

Ais Versuchsmaterial stehen uns dabei die Messungen von Niku
radse zur Verfiigung, die in den VDI-Forschungsheften 356 (Berlin 
1932) und 361 (Berlin 1933) veroffentlicht sind. Diese Messungen be
ziehen sich alle auf die gleichformige Stromung von Wasser in geraden 
kreisformigen Rohren. Die MeBstelle war stets vom Einlauf so weit 
entfernt, daB die Messung sich nicht auf die Anlaufstrecke bezog, sondern 
auf die ausgebildete, stationare Stromung. Die Messungen geschahen 
mit Wasser bei Temperaturen von 9-38° C und dementsprechend ver
schiedener Zahigkeit in Rohren von 1-10 cm Durchmesser bei Ge
schwindigkeiten, die in der Rohrachse von 68,1 cmjs bis 2766 cmjs 
betrugen. Auf diese Weise wurde der Bereich von Reynoldsschen 
Zahlen zwischen Re = 4 . 103 und Re = 3240 . 103 untersucht. Es 
wurden eine groBe Anzahl von Geschwindigkeitsprofilen vermessen, 
und zwar sowohl in glatten als in rauhen Rohren. Fiir die ttberlegungen, 
die in diesem Abschnitt angestellt werden, sind die Messungen in glatten 
Rohren von Belang. 

Bei diesen Experimenten handelt es sich urn den einfachsten Fall 
der Stromung im Kreisrohr, namlich urn stationare Stromungen, bei 
denen die Geschwindigkeitsprofile iiberdies auch von der Koordinate x 
unabhangig sind. Wegen der Kreissymmetrie des Rohres sind auch diese 
mittleren Stromungen rotationssymmetrisch. AuBerdem sind diese Stro
mungen im Mittel schichtartig, so daB die Geschwindigkeitsvektoren 
parallel zur Rohrachse liegen und nur die Geschwindigkeitskomponente u 
von Null verschieden ist. Wegen der Rotationssymmetrie geniigt es, 
die Stromung nul' in einer Ebene, die die Achse enthalt, z. B. in del' 
x, y-Ebene zu untersuchen. In dieser Ebene ist fiir den Impulsaustausch 
bei der vorliegenden stationaren Stromung allein die Komponente Txy 

des Spannungstensors f/J maBgebend. Nach diesen Feststellungen 
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reduzieren sich die Grundgleichungen fiir die hier zur Frage stehelldcll 
Stromungen auf die einfache Beziehung (mit. = .Xy): 

• du 
= (nyy + v) -d • (17) 

!] y 

Es ist demnach fUr diese Stromungen nur die einzige Komponente 

(18) 

des Turbulenztensors (14) von Belang. Endlich gilt nach den bekannten 
tJberlegungen fiir die Abhangigkeit del' Schubspannung • vom Auf
punkt P die Beziehung 

• ·0 Y .0 -- = -- -- - - = -- 1] 
!] !] R f! ' 

(19) 

wo .0 den Wert der Sehubspannung an der Wand bedeutet. Damit ist 
die Grundgleichung der stationaren turbulenten Stromung im Kreisrohr 

• .0 Y n 0 2 j d Uj dud U 

11- = eR = 4V~+ u~-; dy dy + V cry (20) 

gewonnen. 

Gleichungen, die diesel' entspreehen, wurden in del' Turbulenz
forschung seit langer Zeit verwendet. Sie unterseheiden sich vonein
ander durch die Form, in del' die rechte Seite dargestellt wird. Da del' 
explizite Ausdruck fiir den Turbulenztensor noeh nicht bekannt war, 
enthalten diese friiheren Ansatze stets eine freie Funktion, die aus den 
Experimenten riickwarts ermittelt wurde. 

In Analogie zur Gleichung fUr die laminare Stromung 
• du fldu --=v-=----
f! dy f! dy 

wurde schon 1877 von Boussinesq fiir die bei turbulenter Stromung 
auftretende "scheinbare" Schubspannung del' Ansatz 

• A du du 
Q = -ri d y = e d y (21) 

gemacht, wo die AustausehgroBe A das turbulente Analogon zur Zahig

keit8konstanten fl darstellt. Die GroBe e = A, die in derselben Weise 
!] 

del' kinematischen Zahigkeit v entspricht, wurde von Nikuradse bei 
del' Auswertung der Versuche angewendet. Die Boussinesqsehe Aus
tauschgroBe A, fiir die Gleichung (20) den expliziten Ausdruck 

A n 0 2 jdU:[, 
Q = e = -4 !Pl + X!P4 d Y -t- v (22) 

liefert, ist keine Konstante sondern eine Funktion des Ortes und der 
Geschwindigkeitsverteilung und ist daher unmittelbar fUr eine Diskussion 
sehr wenig geeignet. 
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Es war daher ein groBer :Fortschritt, als 1925 Prandtl auf Grund 
anschaulicher Ubedegungen seinen beriihmten Mischungswegansatz fand 

~ = 12[ du[ du 
e dy dy' 

(23) 

durch den die AustauschgroBe A mit del' Geschwindigkeitsverteilung in 
Zusammenhang gebracht wird. Fiir die charakteristische Lange 1, den 
sog. "Mischungsweg", liefert Gleichung (20) den Ausdruck 

1= V~ 021Pl+\1J!4 + dVu, (24) 
dy 

der fiir sehr groBe Reynoldssche Zahlen, bei denen das Zahigkeits
glied vernachlassigt werden kann, sich auf 

1=01/ __ ",,- I (24a) 
V 4 1J!1 + "1J!4 

reduziert. An dieser Gleichung ist zu ersehen, daB im FaIle groBer 
Reynoldsscher Zahlen die Prandtlsche Lange 1 in der Tat von der 
Geschwindigkeitsverteilung unabhangig ist und nur noch eine Funktion 
des Ortes darstellt. Indem man versuchte, von dieser Lange eine anschau
liche Vorstellung zu gewinnen und dabei Gedankengange anwendete, 
die durch die kinetische Gastheorie inspiriert waren, wurde sie in Analogie 
zur freien Weglange der Molekiile gesetzt und es biirgerte sich fiir sie 
der Name "Mischungsweg" ein. Da der Mischungsweg im wesentlichen 
allein yom Ort abhangt, und zwar in einer qualitativ recht iibersichtlichen 
Weise, erwies sich der Prandtlsche Mischungswegansatz als hervor
ragendes Hilfsmittel beim Ordnen und bei der Diskussion des Erfahrungs
materials. 

Den Verlauf des Mischungsweges nach den Messungen von Nikuradse 
zeigt Abb.22, und zwar fiir Re = 4 . 103 , Re = IllO . 103 und Re = 

3240.103 • Dabei ist wie iiblich Re = 2ru die Reynoldssche Zahl aus 
v 

mittlerer Geschwindigkeit iiber den Querschnitt, Rohrdurchmesser und 
kinematischer Zahigkeit. Die Diagramme der Abb. 22 zeigen, daB der 
Mischungsweg bei kleinen Reynoldsschen Zahlen hoher liegt als bei 
groBen Reynoldsschen Zahlen, daB aber fiir groBe Reynoldssche 
Zahlen der Mischungsweg von Re unabhangig wird und sich einer Grenz
funktion nahert. Diese Tatsachen sind auch an den Gleichungen (24) 
und (24a) abzulesen und damit wenigstens qualitativ auch Folgerungen 
der Theorie. 

Der Verlauf der Grenzkurve fiir groBe Re ist der Art, daB in unmittel
barer Wandnahe der Mischungsweg linear mit dem Wandabstand an
wachst gemaB der Formel 

l( 1]) 
~ = 0,38 (I - r,). 

GebcJein, TmbuJcnz. 8 
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1m weiteren Verlauf verbleibt der Mischungsweg dann unterhalb dieser 
Geraden und beschreibt eine parabelahnliche Kurve mit dem Scheitel 

auf der Rohrachse und dem zugehorigen Wert 1 ~) = 0,14. Wir bilden 

noch den Ausdruck ~ ~6~ , fUr den der experimentelle Befund die 

in Wandnahe giiltige Formel 

liefert. 
4'8 

416 

'I 41 

412 

j 410 

?'R 
408 

'I 

402 
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Abb. 22. Verlauf des Mischungswegs bei Stromungen im Kreisrohr. 

Aus der Theorie folgen nach Gleichung (24a) mit Gleichung (15) 
und (16) fUr dieselben GroBen die Ausdriicke: 

nach Experiment: 

= 0,38 (1 -1]) 

= 0,14 (25) 

= 2,72 (1--1]) 

Aus der ersten dieser Gleichungen, die in derselben Weise auch fUr die 
ebene Wand gilt, folgt, daB die Theorie iibereinstimmend mit dem 
Experiment ein lineares Gesetz fiir die Abhangigkeit des Mischungsweges 
yom Wandabstand liefert. Dieses Gesetz gilt bei unbegrenzter ebener 
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Wand nach Kap. V in beliebiger Entfernung von der Wand, beim Kreis
rohr aber, auf das sich die vorliegenden Messungen beziehen, nur in 
der Nahe der Wand. Der Proportionalitatsfaktor, fur den Nikuradse 
den Wert 0,38 angibt, hangt mit den beiden Konstanten der Theorie 
zusammen, so daB aus dem Wandgesetz allein es nicht moglich ist, 
AufschluB uber diese beiden Konstanten einzeln zu gewinnen. 

Diesen AufschluB gibt die Rohrstromung, denn die Gewichte, mit 
denen die beiden Kollektivs Kp (A) und Kq (A) der an der Wand dauernd 
neu entstehenden Wirbel mit Achsen parallel und quer zur Stromungs
rich tung beim Aufbau des Turbulenztensors sich geltend machen, sind 
verschieden in der Nahe der Wand und in der Nahe: der Rohrachse. 
Auf diese Weise ermoglicht die Gegenuberstellung des Mischungswegs 
in Wandnahe und auf der Rohrachse 
die Trennung der beiden Effekte und 
gibt AufschluB uber die GroBen C 2 

und u einzeln. 
Die dritte Gleichung (25) ist durch 

Elimination der GroBe C aus den Abb.23. Streuungsanteil der Wand· 
ersten beiden Gleichungen entstanden. wirbel nach dem experimentellen Befund. 

Bei ihrer Herleitung geht daher die 
Annahme ein, daB die GroBe C in aller Strenge konstant ist und 
Wandnahe und Rohrmitte denselben Wert besitzt. Trifft diese An
nahme zu, so liefert die dritte Gleichung eine Bestimmungsgleichung 
fUr u. Nun ist u nach Definition als Quotient zweier wesentlich positiver 

StreuungsgroBen nur positiver Werte fahig. Fur solche nimmt V; r!: 
von 2,17 fur u = Obis 1,252 fur u = co monoton abo Der experimentell 
ermittelte Wert 2,72 wird also nicht angenommen. Die zugehorigen 

Werte fur den Mischungsweg auf der Rohrachse liegen zwischen l ~) = 

0,175 fUr u = ° und l ~) = 0,303 fUr u = co (unter der Annahme C = 

const = 0,38), wahrend das Experiment hierfur den Wert 0,14 liefert. 
Dieser Befund gibt AniaB zur Annahme, daB der wirkliche Wert 

von u nahezu Null ist. Dies bedeutet, daB die Streuung der Elementar
kollektivs Kw (A) an der Wand neu entstehender Wirbel, die als die 
Ursache der Turbulenzerscheinungen erkannt wurden, im wesentlichen 
von den Wirbelanteilen parallel zur Wand herruhrt. Das heiBt, daB 
die Wirbel der Abb. 17, die sich an den Wandrauhigkeiten bilden und 
der gleichformigen Wirbelschicht nach Abb. 16, die einer Laminar
stromung entspricht, uberlagern, in Stromungsrichtung im Mittel eine 
sehr viel groBere Ausdehnung haben als quer zur Stromungsrichtung. 
Das Wirbelbild entspricht also etwa der Darstellung Abb.23. Diese 
Annahme steht auch durchaus in Einklang mit der Auffassung Prof. 
Prandtls, die dieser dem Verfasser in einem Brief noch vor Entwicklung 

8* 
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dieser Theorie mitgeteilt hat. Prand tl schlieBt aus der Erfahrung, daB 
bei Wandturbulenz, um die es sich hier handelt, die vorherrschende 
Richtung des schwankenden Anteils der Rotation die Richtung parallel 
zur Stromung ist und auBert die Vermutung, daB die Annahme eines 
Wirbelsystems, bei dem je ein Wirbelpaar von einer Wandrauhigkeit 
ausgeht, der Wirklichkeit am besten gerecht wird. Dies ist aber 
genau der Befund, der dem W erte ~ = 0 enspricht und den wir auf 
neue Weise aus dem Verlauf des Mischungswegs im Kreisrohr folgern. 

Wir erhalten damit als Ergebnis dieser Diskussion des Mischungs
wegs im Kreisrohr, daB die Konstante ~ der Theorie mit gutem Grunde 
gleich Null gesetzt werden dad, und weiter, daB eine kleine Unstimmig
keit zwischen Theorie und Experiment auch bei dieser Annahme noch 
bestehen bleibt, die zur Folgerung AnlaB gibt, daB die GroBe 0 der Theorie 
nicht in aller Strenge uber den ganzen Querschnitt des Rohres eine 
Konstante ist. Daher wird die GroBe 0 noch einer eingehenden Dis
kussion unterzogen, bei der die Messungen Nikuradses in Gestalt 
der Boussinesqschen AustauschgroBe A bzw. der GroBe e nach Glei
chung (21) Anwendung finden. Zunachst aber erhalten wir mit ~ = 0 
eine neue Darstellung fur den Turbulenztensor (14) im Kreisrohr. 

II ('rJ) = -~021 rot tJ I (~ Jl ~). (26) 

o 0 ~ 
1J!2 

Dabei ist zu beachten, daB die Komponente :7r1l mit ~ = 0 nicht, wie 
es der Anschein lehrt, 00 wird, sondern verschwindet, weil mit " = 0 
die zugehorige StreuungsgroBe nach (13) verschwindet, infolgedessen die 
Verweilzeit unendlich wird und daher nicht mit Zeiten operiert werden 
kann, die oberhalb der Verweilzeit liegen. Fur Zeitintervalle, die kurz 
sind im Vergleich zur Verweilzeit, verschwinden aber nach den allge
meinen Prinzipien der physikalischen Statistik die StreuungsgroBen bik , 

also hier die betreffende Komponente des Turbulenztensors. 
In Wandnahe reduziert sich der Turbulenztensor (26) auf 

(0 00) o 1 0 
ll('rJ)=02R2(1-'rJ)2I rottJ i l' 

00 2 
auf der Rohrachse aber auf 

11 (0) ~ :. C' R'lmt b I (! o 0) 
I 0 . 
o 1 

Der Mischungsweg wird mit ~ = 0 bei groBen Re 

l ('rJ) = 01/ n 1 V 4 1J!1 

(27) 

(28) 

(29) 
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und speziell in Wandnahe 

l ~) = C (1- t}) 

und auf der Achse 

l~) = CV-32
:n; = 0,461 C. 

In Abb. 22 ist der theoretische Verlauf des Mischungswegs nach Glei
chung (29) mit C = 0,38 eingetragen. Die theoretische Kurve stimmt 
in ihrem Verlauf recht gut mit dem experimentellen Befund iiberein. 
Quantitativ bestehen Abweichungen, die mit der nicht vollkommenen 
Konstanz der GroBe C zu erklaren sind. 

Urn theoretisch ein Urteil dariiber zu gewinnen, ob und in welchem 
Grade C eine Konstante ist, miissen wir uns vergegenwartigen, welche 
Effekte am Aufbau dieser GroBe beteiligt sind. Das sind nach der 
Theorie des Turbulenztensors zunachst GroBen, die die Wand und die 
Kollektivs der an der Wand neu entstehenden Wirbel betreffen, namlich 
die Streuung 8 2 (A) der Kollektivs Kp (A) und die GroBen e und T, 

die die raumlichen und zeitlichen Korrelationen zwischen diesen Kollektivs 
kennzeichnen. Diese GroBen bewirken eine Ortsabhangigkeit des Streu
ungstensors der infinitesimalen Zusatzgeschwindigkeiten und damit des 
Turbulenztensors, die von der Theorie vollkornmen erfaBt wird und 
geben daher keinen AnlaB zur Nichtkonstanz der GroBe C. Weiter ist 
in die Theorie die Annahme eingegangen, daB die zeitliche Abhangigkeit 
der Korrelationen zwischen den fibergangswahrscheinlichkeiten zu 
auseinanderliegenden Zeitelementen an den verschiedenen Stellen der 
Stromung durch gleichartigen Funktionsverlauf dargestellt wird. Nur 
unter dieser V oraussetzung ist C eine Konstante. Doch es ist kein Grund 
ersichtlich, diese nach dem physikalischen Befund naheliegende These 
zu verlassen. Endlich hangt der Turbulenztensor von den Streuungs
geschwindigkeiten cab, und zwar ist er proportional c4• Die Streuungs
geschwindigkeiten c sind nach der Theorie (Kap. V, Abschn. 1) pro
portional der vierten Wurzel aus dem Erwartungswert der Rotation 
an der betreffenden Stelle. Diese Beziehung ist gut begriindet, solange 
die Turbulenzelemente, wie dies bei den Nikuradseschen Versuchen 
der Fall ist, erst wahrend des Versuches von der Wand her erzeugt werden. 
Dagegen sind die Voraussetzungen dieser fiberlegungen nicht erfiillt, 
wenn die Turbulenzelemente bereits fertig an die Beobachtungsstelle 
herangetragen werden, was z. B. in boigem Wind, im Propellerstrahl usw. 
der Fall ist. In solchen Fallen darf die GroBe c4 des Turbulenztensors 
nicht durch I rot tJ I ersetzt werden, sondern es ist fUr c4 der gemessene 
Wert einzusetzen. Doch auch in dem vorliegenden Fall, in dem die Vor
allssctzungen flir' rlieBeziehung 

c = constvFot-bi 
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erfiillt sind, sagt die Theorie nieht aus, daB diese Konstante, deren 
vierte Potenz in die GroBe 0 2 eingeht, an allen Stellen der Stromung 
genau dieselbe ist. Vielmehr ist zu erwarten, daB in groBerer Entfernung 
von den Wanden, von denen die Turbulenzwirkung ausgeht, die Turbulenz
elemente sieh infolge der Zahigkeit in der Zeit, in der sie an den Aufpunkt 
gelangen, glatten. Dies hat zur Folge, daB die GroBe c dort kleiner 
ausfallt als in unmittelbarer Nahe der Wand. Ein MaB fUr die Konstante 
der Streuungsgesehwindigkeit gemaB der angegebenen Formel ist die 

GroBe V O. Wir erwarten naeh diesen Uberlegungen, daB 0 liber den 

++ 
uo~ 

X ~ 

4/1 Ox 
Milk werf .,4.18 ---"~ -,;-t--I'--T-~- - - - .- ,-
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I l' t a 
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~ 
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Abb. 24. Verlau! der GroBe C bei Stromungen im Kreisrohr. 

Rohrquersehnitt nieht vollkommen konstant ist, sondern einen ver
mutlich schwa chen Gang mit der Entfernung von der Wand aufweist, 
indem 0 mit waehsendem Wandabstand abnimmt. 

Wir priifen diese Vermutungen an den Messungen von Nikuradse 
naeh und zwar verwenden wir dabei seine MeBergebnisse fiir die Bous-

sinesq sehe AustausehgroBe A bzw. die GroBe B =: .. Fiir diese GroBe 

gilt naeh (22) die Gleiehung 

(30) 

Von den GroBen, die in dieser Gleiehung vorkommen, sind zusammen

gehorige Werte 2.. und ddu aus dem Versueh bekannt, ebenso die fiir die 
(! y 

einzelnen MeBreihen als Konstante festliegenden Werte 'jI und R. Damit 
ist alles fiir die Bereehnung von 0 bereitgestellt. 

In Abb. 24 sind die 0 dargestellt, die sieh aus drei MeBreihen von 
Nikuradse (VDI 356, S.20) erreehnen lassen. Es handelt sieh dabei 
urn Stromungen im Kreisrohr bei den Reynoldssehen Zahlen Re = 
4· 103, Re = 23,3 . 103 und Re = 3240 . 103 • Die ersten beiden Ver
suehe wurden in Rohren mit dem Radius R = 0,5 em vorgenommen, 
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der dritte Versuch in einem solchen mit R = 5,0 cm. Die kinematische 
Zahigkeit v betrug in den ersten beiden Fallen v = 0,0135 cm2/s, im 
dritten Fall v = 0,0075 cm2/s. AIle Versuche wurden in glatten Rohren 
durchgefuhrt. Es zeigt sich, daB in der Tat die GroBe 0 keine genaue 
Konstante ist, sondern mit zunehmender Entfernung von der Wand 
langsam abfallt, wie es nach der Theorie zu erwarten ist. 

Die Werte 0, die in Abb. 24 in Abhangigkeit von 17 aufgetragen sind, 
fallen fUr die drei Versuchsreihen nicht zusammen. Vielmehr gehort 
zu groBerer Reynoldsscher Zahl stets ein k1einerer Wert O. Es hat 

t 
c 

fIf 

, .. '1 
'''+ 
.x + 

4'1 ~xo+ 
ilf.!!~!i.s::..gj,~ _______ 

--I.-.r~-*---\!--- -------
0 •• eX x )( 

43 • 

42 

41 

o 

x x x + 
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2 

Abb. 25. Verlau! der GroBe C in Abhangigkeit vom \Yandabstand bei Kreisrohren. 

jedoch gar nicht den Ansehein, als ob die Reynoldssehe Zahl fUr den 
Verlauf von 0 uberhaupt ausschlaggebend ist. Vielmehr ist auffallend, 
daB die ersten beiden MeBreihen, die in Rohren mit dem Rohrradius 
0,5 cm gewonnen sind, sieh reeht gut deeken, wahrend die dritte MeB
reihe mit R = 5 em wesentlich abweiehende Werte 0 liefert. 

Aueh naeh der Theorie der Streuungsgesehwindigkeiten, die erkennen 
laBt, daB fUr die GroBe von 0 die Unausgegliehenheit der Turbulenz
elemente maBgebend ist, ist nieht anzunehmen, daB die Reynoldssehe 
Zahl den wesentliehen EinfluB hat. Dagegen liegt es nahe, zu vermuten, 
daB der von den Turbulenzelementen zuruckgelegte Weg, d. h. der 
Wandabstand entseheidend ist. Es wurde daher 0 in Abhangigkeit 
vom Wandabstand y fUr 4 MeBreihen in Abb. 25 eingetragen. Die MeB
reihen fUgen sieh hier wesentlieh besser aneinander, wenn sie auch nieht 
vollstandig zusammenfallen, was j edoeh bei den Versuehen in Kreis
rohren aus geometrisehen Grunden auch nieht zu erwarten ist. Wir 
vermuten daher, daB fUr den funktionalen Verlauf von 0 der Wand
abstand besonders maBgebend ist. Weiteres Material zu dieser Frage 
liefern die in Kap. VII, Absehn.l, behandelten Versuehe in konver
genten und divergenten Kaniilen. 
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Es soIl jedoch im Rahmen dieser Arbeit nicht der Versuch unter
nommen werden, fUr diese Zusammenhange eine Theorie zu entwickeln. 
Wir werden vielmehr bei den weiteren Untersuchungen mit konstantem C 
rechnen und fUr diese GroBe jeweils einen brauchbaren Erfahrungswert 
verwenden, sind uns aber bewuBt, daB C nicht eine strenge universelle 
Konstante ist, vergleichbar mit der Elementarladung oder der Licht
geschwindigkeit, sondern viel treffender sich z. B. mit der mittleren freien 
Weglange der Molekiile eines Gases vergleichen laBt, die auch im be
stimmten Fall £estliegt, in Wirklichkeit aber eine auBerordentlich kom
plizierte GroBe darstellt, deren Abhangigkeit von allen sie beeinflussenden 
Daten von der Theorie nicht vollkommen erfaBt wird. 

Mit diesen Feststellungen iiber die in der allgemeinen Theorie vor
kommenden GroBen x und C beschlieBen wir die Diskussion der turbu
lenten Rohrstromung in groBerem Wandabstand und wenden uns nun 
der Diskussion der turbulenten Stromung in unmittelbarer Wandnahe zu. 

3. Prandtl-Karman sche Wandturbulenz. 
Der groBte Erfolg der bisherigen Turbulenzforschung ist die Ent

deckung eines universellen Gesetzes fUr die Geschwindigkeitsverteilung 
einer turbulenten Stromung in der Nahe einer Wand. Zur Vermutung 
eines derartigen Gesetzes gelangt man durch die Annahme Prandtls, 
daB z. B. bei der turbulenten Rohrstromung die Geschwindigkeits
verteilung in der Nahe der einen Wand nur von den physikalischen 
GroBen, die in der Nahe dieser Wand gelten, abhangen konne, nicht aber 
von den iibrigen GroBen, wie z. B. dem Abstand der gegeniiberliegenden 
Wand und der mittleren oder der maximalen Geschwindigkeit. Fur 
die Geschwindigkeit u (y) im Abstand y von der Wand soIl demnach 
neben der Dichte e und der kinematischen Zahigkeit Y, die fur die ganze 
Stromung maBgebend sind, nur die an der Wand iibertragene Schub
spannung to von Belang sein. Prandtl und v. Karman fiihrten daher 
an Stelle von u (y) und y mit Hilfe der GroBen to, e und Y dimensionslose 
Parameter in die Rechnung ein. Dies kann in einfacher Weise geschehen, 
indem man als Einheit der Geschwindigkeit die "Schubspannungs-
gesch windigkeit" 

v* = if (31) 

wahlt und aus der Lange y mit Hilfe dieser Geschwindigkeit und der 
kinematischen Zahigkeit y eine Dimensionslose nach Art der Reynolds
schen Zahl bildet. Dann ist nach der Prandtlschen Hypothese zu er
warten, daB der Zusammenhang zwischen den GroBen 

u yv* 
OJ = v* und 1) = --v- , (32) 

der dimensionslosen Geschwindigkeit OJ und dem dimensionslosen Wand
abstand r; ein allgemeingiiltiges Naturgesetz darstellt. 
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Diese Vermutung wurde durch die MeBergebnisse von Nikuradse 
an Kreisrohren in ausgezeichneter Weise bestatigt. Es zeigte sich, daB 
dieser Ansatz geeignet ist, die Resultate der Messungen im weiten Bereich 
Reynoldsscher Zahlen von Re = 4 .103 bis Re = 3240· 103, auf den 
sich die Untersuchungen Nikuradseserstreckten, zusammenzufassen 
und daB demnach das Gesetz w = w (1j) in der Tat ein fundamentales 
Gesetz der Turbulenzerscheinungen ist. 

Der Verlauf des auf diese Weise empirisch gefundenen Zusammen
hangs zwischen der dimensionslosen Geschwindigkeit w und dem dimen
sionslosen Wandabstand 1j entspricht fUr nicht zu kleine 1j einem log
arithmischen Gesetz w (1j) = A + B log 1j mit zwei KonstantenA und B. 
Fur sehr kleine Werte 1j kann diese Beziehung naturlich nicht mehr 
gelten, da w wesentlich positiv ist. In der Tat geht fur solche 1j, die 
der oft genannten "laminaren Grenzschicht der turbulenten Stromung" 
angehoren, der beobachtete Zusammenhang vom logarithmischen Gesetz 
in die Proportionalitat w = 1j uber, die nach der klassischen Theorie 
fur die laminare Stromung folgt. Die Konstanten A und B sind dem 
Versuchsmaterial zu entnehmen. Nikuradse gibt fur glatte Rohre, 
auf die sich diese fiberlegungen zunachst allein beziehen, zwei empirische 
Formeln an, 

w = 5,5 + 5,75 log 1j und w = 5,84 + 5,52 log 1j, 

von denen die erste unter starkerer Betonung der wandfernen MeB
punkte, die zweite unter Bevorzugung der wandnahen MeBpunkte ge
wonnen wurde. Auch fUr rauhe Rohre gelten Gesetze dieser Art, bei 
denen Nikuradse fur B den Wert 5,75 angibt. Jedoch ist die GroBe A 
bei rauhen Rohren zwar fUr die einzelne Versuchsreihe eine Konstante, 
sonst aber von Fall zu Fall verschieden, indem sie noch von der sog. 
relativen Rauhigkeit und der Reynoldsschen Zahl abhangt. Wir 
kommen hierauf im nachsten Abschnitt zuruck und beschranken uns 
zunachst auf die Str6mung in glatten Rohren. 

Das beschriebene turbulente Wandgesetz soUte eigentlich nur die 
Verhaltnisse in allernachster Wandnahe darstellen, wo fUr die Schub
spannung naherungsweise der Wert 'To der Wand in Rechnung zu setzen 
ist und wo zu erwarten ist, daB die gegenuberliegende Wand noch ohne 
EinfluB auf das Geschwindigkeitsprofil ist. Bei der Stromung in Kreis
rohren zeigte sich nun ein Befund, der von vornherein nicht zu erwarten 
war, daB namlich auch die MeBpunkte in groBerem Wandabstand, ja 
bis zur Rohrmitte recht genau auf der empirischen Kurve W (1j) liegen. 
Allerdings zeigt sich nach den neueren Messungen von Nikuradsc 
eine systematische Abweichung, indem die Versuchspunkte, welche zu 
einer bestimmten Reynoldsschen Zahl gehoren, nicht genau auf die 
logarithmische Kurve fallen, sondern einen Gang von unten nach oben 
zeigen. Jedoch liegt dieser Effekt nahezu an der Grenze der Beobacht
barkeit, so daB man beim Kreisrohr eine gute Annaherung des wirklichen 
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Geschwindigkeitsprofils erhii1t, wenn man das universelle Wandgesetz 
bis zur Rohrmitte fortsetzt. Nur in allernachster Nahe der Rohrachse, 
wo das auf diese Weise ermittelte Geschwindigkeitsprofil einen Knick 
aufweist, in Wirklichkeit aber eine waagerechte Tangente vorliegt, 
entsteht auf diese Weise ein kleiner Fehler. Wir werden aus der Theorie 
den Grund fiir diese Eigenschaft der turbulenten Rohrstromung erkennen, 
der darin besteht, daB beim Kreisrohr die Anderung des Turbulenz
tensors gegenuber dem Turbulenztensor der ebenen Wand bei Annaherung 
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Abb. 26. Geschwindigkeitsverteilung im Kreisrohr in logarithmischer Auitragung. 

an die Rohrmitte, und der gleichzeitig auftretende lineare Abfall der 
Schubspannung einander naherungsweise aufwiegen. 

In Abb. 26 sind die Werte OJ und 'I} fur vier MeBreihen Nikuradses 
in logarithmischer Auftragung eingezeichnet. An diesen MeBresultaten, 
die sich auf den ganzen Bereich erforschter Reynoldsscher Zahlen 
erstrecken, ist die Gultigkeit des logarithmischen Gesetzes zu ersehen. 
Um empirisch Werte fUr A und B zu erhalten, die den weiteren Unter
suchungen zugrunde liegen sollen, verwendeten wir nur die ersten wand
nahen Punkte jeder MeBreihe. AuBerdem wurden die MeBreihen, die 
zu kleinen Re gehoren, fur diesen Zweck auBer acht gelassen, da bei 
ihnen die Zahigkeit noch von zu groBem EinfluB ist. Die auf diese 
Weise gewonnene Formel, die das turbulente Wandgesetz fur groBe 'I} 

ohne Verfalschung durch wandferne MeBpunkte darstellt, lautet 

OJ ('I}) = 5,10 + 5,76 log 'I}. (33) 
Die ihr entsprechende Gerade ist in Abb. 26 eingetragen. Ein Vergleich 
der einzelnen MeBreihen in ihrem weiteren Verlauf mit diesem reinen 
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Wandgesetz zeigt, daB innerhalb jeder MeBreihe der Anstieg der Ge
schwindigkeit mit dem Wandabstand zunachst rascher, bei Annaherung 
an die Rohrmitte aber langsamer erfolgt, als es dem logarithmischen 
Wandgesetz entspricht. 

Um die Theorie des universellen turbulenten Wandgesetzes zu ent
wickeln, gehen wir von Gleichung 

T du 
= (nYlI + v) -d (17) e y 

aus. Die Funktion ny y entnehmen wir der Gleichung fUr den Turbulenz
tensor der unendlich ausgedehnten ebenen Wand und fUr T setzen wir 
den konstanten Wert To der an der Wand iibertragenen Schubspannung. 
Auf diese Weise entsteht die Gleichung des turbulenten Wandgesetzes 

.5J.=C2 2(~)2+V~. (34) 
e Y dy dy 

Diese Gleichung nimmt bei Einfiihrung der GroBen w und 1] nach (32) 
die dimensionslose Form 

C2 172 (~~) 2 + d w _ I = 0 (35) 
dfJ dfJ 

an, die die Grundlage der weiteren Untersuchungen darstellt. Sie laBt 
sich geschlossen integrieren. Ihr Integral, das sich fiir 1] = 0 auf Null 
reduziert, lautet 

'I 

W (r)) = 2 ~2 j( VI+4C21]2-I) ~:L = 
o (36) 

=~-ln (2 C 1] + VI + 4 C21J2) - 2 ~2-;:; (Vi" +4 C21J2--I). 
Die weiteren Untersuchungen zeigen, was schon bei Kenntnis der 

Differentialgleichung (35) zu vermuten ist, daB deren Integral (36) die 
grundlegende Funktion fiir das Erscheinungsgebiet der Prandtl
Karmanschen Wandturbulenz darstellt. Die Funktion w {1]} nach 
Gleichung (36) enthalt noch die empirische GroBe C. Dagegenist C W (1]) 
eine Funktion von C 1] allein. Hiervon machen wir Gebrauch, indem 
wir x = C 1] als neue Variable einfiihren und eine Funktion F (x) durch 
die Gleichung 

F (x) = F (C 1]) = C W (1]) (37) 
definieren, wo W (1]) nach (36) erklart ist. Fiir die Funktion F (x) folgen 
aus Gleichung (35) bis (37) die Beziehungen: 

x2 F'2 + F' - I = 0, 
x 

Ji'(x} = !j(VI+4x2 -I) :: = 
o 

= In(2 x + {C+-4X2)- 21x (VI + 4 x2 -I) 
I (38) 

F' (x) =2 ~2- (Vl+ 4 xi-I). 
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Wir fiihren noch fiir die Funktionen F (x) und F' (x) folgende Naherungs
formeln an: 

a) fiir groBe x: 

F (x) = In (~eX-) + 21x = 0,3863 + In x + 2\; F' (x) = -l- - 2~2' (39) 

b) fiir kleine x: 

F( _ 1 3 1 
x) - x-T2x , F'(x) = I--fx2 • (40) 

Die Differentialgleichung (34) fiir das turbulente Wandgesetz stellt 
noch nicht die allgemeinste Folgerung aus der statistischen Theorie des 
Turbulenztensors dar und ist daher auch noch nicht zur Beschreibung 
des ganzen experimentellen Befunds aus dem Problemkreis der Wand
turbulenz geeignet. Es wurde namlich bei ihrer Herleitung der Turbulenz
tensor in einer Form verwendet, die wohl fiir das Innere der Stromung 
richtig ist, in unmittelbarer Wandnahe aber nicht mehr zutreffen kann. 
Um dies einzusehen, miissen wir uns an die Ableitung des Streuungs
tensors der infinitesimalen Zusatzgeschwindigkeiten erinnern, die in 
Kap. V dargestellt ist. Bei der Berechnung dieser StreuungsgroBen 
muB eine Summation iiber die zweidimensionale Mannigfaltigkeit von 
Wandkollektivs Kw (A) vorgenommen werden. Diese Summation fiihrt 
auf ein vierfaches Integral, das durch Einfiihrung der fiir die Korre
lationen zwischen den Wandkollektivs maBgebenden GroBe e sich auf 
ein Doppelintegral reduziert. In Kap. V, Abschn. 4, wurde darauf 
aufmerksam gemacht, daB die dort durchgefiihrte Rechnung ein Nahe
rungsverfahren darstellt, das nur bei hinreichend groBem Abstand des 
Aufpunktes von der Wand zulassig ist. Das Ergebnis dieser Rechnung 
waren Streuungen der Zusatzgeschwindigkeiten umgekehrt proportional 
dem Quadrat des Wandabstandes. Bei Annaherung an die Wand 
miiBten also diese StreuungsgroBen unbegrenzt groBe Werte annehmen. 
Das ist natiirlich nicht der Fall, d. h. in unmittelbarer Wandnahe ver
sagt die verwendete Nahrungsrechnung. Die exakte Rechnung aber 
liefert auch an der Wand endliche Streuungswerte des Kollektivs der 
Zusatzgeschwindigkeiten. 

Diesem Befund tragen wir Rechnung, indem wir den Faktor ~2-
1 

dieser StreuungsgroBen durch -(y--+-a):! naherungsweise ersetzen. Ent-

sprechend tritt dann beim Turbulenztensor an die Stelle von y2 der 
Faktor (y + a)2. Die GroBe a ist dabei eine die Wandbeschaffenheit 
kennzeichnende Lange. 

Es ist noch eine zweite Verfeinerung der Theorie des Turbulenz
tensors notwendig, damit die Vorgange an der Wand in voller Allgemein
heit erfaBt werden konnen. Bisher wurde fiir den Abstand der an der 
Wand dauernd neu entstehenden Wirbel von der Wand der Wert Null 
in Rechnung gesetzt. Dies ist angangig, solange es sich um den Turbulenz-
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tensor fiir solehe Aufpunkte hande1t, die nieht allzu nahe der Wand 
sind. Hier bei der Betrachtung der Vorgange in unmittelbarer Wand
nahe ist zu beriicksichtigen, daB die mittlere Entfernung der neu ent
stehenden Wirbel von der Wand einen zwar kleinen aber durchaus 
endlichen Betrag b besitzt. Wir tragen diesem Umstand Rechnung, 
indem wir im expliziten Ausdruck des Turbulenztensors den Wand
abstand y durch den Abstand y-b von der wirksamen Wirbelschicht 
ersetzen. 

Die beiden Erganzungen der Theorie beriieksichtigen wir, indem 
wir an Stelle von y2 beim Turbulenztensor (y + a - b)2 setzen. Es ist 
nicht von vornherein zu iibersehen, welche von den beiden, die Wand
beschaffenheit kennzeiehnenden GraBen a und b iiberwiegt. Falls a > b 
ist, erreieht der in dieser Weise modifizierte Turbulenztensor bei An
naherung an die Wand den Wert Null iiberhaupt nicht. 1st dagegen 
a < b, so wird der Wert Null schon im Abstand b - a von der Wand 
erreieht. In diesem FaIle liegt kein Grund zur Annahme vor, daB der 
Turbulenztensor in graBerer Wandnahe wieder anwachst. Wir nehmen 
daher an, daB dann in der ganzen Zone von der Breite b - a der Tur
bulenztensor verschwindet. 

Die Gleichung (34) des turbulenten Wandgesetzes erfahrt durch 
diesen Ansatz die Modifikation 

und 

'0 C2 (+ b)2 (' d U ')2 + d U r > b e = y a -([y Y d Y ur y", - a 

'0 du -=y-
(] dy fiir y b - a. 

(41) 

In dimensionsloser Sehreibweise lautet diese Gleiehung mit dem dimen
sionslosen Parameter 

v* fJ = (b-a)~ 

" 
C2 {YJ - fJ)2 ( d W )2 + d W _ 1 = 0 fiir YJ > fJ dd~ = 1 fiir YJ < fJ. (42) 

d'YJ d'YJ ' '/ 
Das Integral dieser Gleiehung, das sieh fiir YJ = 0 auf Null reduziert, ist 

~ P ~ ~ 

w{YJ) =Jd W dYJ =f~ W dYJ + f~ dYJ = f3 +fi~+4C2('YJ {J)2-=!d17 = 
d'YJ d'YJ . drl ' 2C2('YJ_(3)2 

o 0 P P 
c (~ - Pl C(~-Pl 

1/1"1 +4x2-1 1 f ' =f3+ 0 --2xi--dx=f3+0. F (x)dx= 
o 0 

C11 C11 

= f3 + ~ J F' (x) dx-~ J F'(x)dx = f3 +bF(CYJ)- Ct F'(Cl}) = 
o C(~- Pl 

1 
= OF(CYJ) + fJ [1-F'(CYJ)]. 
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Wir erhalten also nach der Theorie fUr das universelle turbulente 
Wandgesetz den expliziten Ausdruck 

(43) 

mit F (01]) nach Gleichung (38). 
Nach Gleichung (39) und (40) lauten hierfiir die Reihenentwick

lungen 

a) fiir groBe 1}: 

w(r/) = ~(0,3863 + InC) + P + ~ In 1] + (2~2 - g) ~ +... (43 a) 

b) fiir kleine 1]: 

w (1]) = 1] +{-P 0 21]2 -112 C21]3 + . . . (43 b) 

Dieses Ergebnis enthiilt noch die beiden Konstanten 0 und (J, iiber 
die die Theorie keine Aussage macht. Oben wurde bereits empirisch 
fiir das glatte Rohr die Formel 

w (1]) = 5,10 + 5,76 log 1] = 5,10 + 2,50 In 1] (33) 
aufgestellt. Vergleich mit (43a) lehrt, daB 

0=0,40 
einen brauchbaren Mittelwert fiir die GroBe C darstellt, die nach den 
Ausfiihrungen von Abschn. 2 nicht in aller Strenge eine Konstante ist. 
Mit 0 = 0,4 wird. 

w (1]) = 2,50 F (0,401]) + (J [1 - F' (0,401])] (44) 

und naherungsweise fiir groBe 1]: 
w (1]) = (J - 1,325 + 2,50 In 1] = (J - 1,325 + 5,76 log 1]. (45) 

Diese Naherungsformel geniigt bei den weiteren Untersuchungen voIl
standig zur Ordnung des Versuchsmaterials fiir Rohre verschiedener 
Rauhigkeit. Die Wandbeschaffenheit ist namlich fiir den Wert der 
Konstanten (J im einzelnen Fall maBgebend. Die Abhangigkeit der 
GroBe (J von der Wandrauhigkeit ist jedoch der eben vorgetragenen 
Theorie nicht mehr zuganglich, sondern durchaus eine Frage der Experi
mentalphysik. Diese Frage soIl im nachsten Abschnitt auf Grund des 
Versuchsmaterials von Nikuradse behandelt werden, wo das Ergebnis 
auch zur Ableitung der Widerstandsgesetze fiir glatte und rauhe Rohre 
verwendet wird. 

Wir beschlieBen die Untersuchungen dieses Abschnittes iiber das 
turbulente Wandgesetz, indem wir die theoretische Erklarung fiir den 
oben beschriebenen Sachverhalt geben, daB beim Kreisrohr das Ge
schwindigkeitsprofil nicht nur in der Nahe der Wand, sondern bis zur 
Rohrmitte recht gut mit dem logarithmischen Wandgesetz iibereinstimmt. 
Wir erhalten dabei gleichzeitig AufschluB iiber die Abweichungen der 
MeBreihen im Kreisrohr yom universellen Gesetz, die zwar nahezu an 
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del' Gl'enze del' Beobachtung liegen, abel' nach Abb.26 VOl' allem bei 
den MeBreihen fUr groBe Reynoldssche Zahlen doch deutlich zu er· 
kennen sind. 

Wir gehen nochmals von del' allgemeinen Gleichung (17) fUr die 
stationare turbulente Stromung im Kreisrohr aus. 

T To ( Y ) dU:It 0 2 1 du 1 du du 
(!' = (! 1-][ = (nyy + v) dy = -4~ a:y -dy + v/fY .. 

Dabei ist "P1 nach Gleichung (6) mit dem Argumentwert 'Yj = 1 - ~ 
zu verwenden, wenn unter y del' Abstand von del' Rohrwand verstanden 
wird. Nach Gleichung (12) ist insbesondere naherungsweise in Wandnahe 

"P1 (1- ~ ) = ~ :2 (I + i ~). 
Die Theorie des turbulenten Wandgesetzes stellt fiir dieses Problem eine 

erste Naherung fiir kleine y dar, die entsteht, wenn 2i RY gegen 2i ver-
(! e 

nachlassigt wird und naherungsweise "P1 = 4:2 gesetzt wird. Es soll 

nun diese Naherung zur exakten Losung vervollstandigt werden. 
Die Untersuchung soll sich jedoch nul' auf groBe Reynoldssche 

Zahlen beziehen, bei denen die Zahigkeit auBer acht gelassen werden 
kann. Unter diesel' Bedingung reduziert sich die Gleichung fUr daR 

KreiRrohr mit w = ~ auf v 

odeI' 1 = --,,~. -"-- , 02y2 (dW')2 
~2(f)dY 

wo die Korrekturfunktion 

~(f)=-V! (1-~)"P1(1-:k)y2=1+{-~ +... (46) 

den Unterschied zwischen turbulentem Gesetz an del' ebenen Wand 
und im Kreisrohr erfaBt. Es ist allgemein fiir das Kreisrohr 

y 

!; = ~ ~ ~ (~ ) und w (y) =~ f ~ (~ ) il- . (47) 
o 

In Abb.26 sind zusammengehorige Werte von w und log'Yj ein-

getragen, wo 'Yj = Y;* ist. Fur die N eigung d (70; 1))' innerhalb del' einzelnen 

MeBreihe gilt nach (47) 

. __ ,d..!!!.._ = d W (d (log 1))) -1 = .ct..!!!.. _y_ = 2 3026.!. ~ (JL) = 5 76 ~ (1L) . 
d (log 1)) d y d y d y log e ' 0 R ' R 
Del' VerIauf del' KOl'l'ekturfunktion ist also in Abb.26 unmittelbar 
durch die Beziehung 

(48) 
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abzulesell. Sie stellt namlich an jeder Stelle den Quotienten der Nei
gungen des betreffenden Geschwindigkeitsprofils im Rohr und des 
Geschwindigkeitsprofils bei ebener Wand dar. 

Andererseits kann die Funktion ~ (~) nach (46) berechnet werden. 

Ihr Verlauf ist in Abb.27 zu ersehen. Sie beginnt an der Wand mit 
dem Wert ~ (0) = 1, steigt zunachst gemaB der Naherungsformel 

~ (}) = 1 + }~-
unter schwacher Neigung linear an, erreicht bei ; etwa 0,4 ein £laches 

Maximum, zu dem der Funktionswert 1,04 gehort und fallt bei An

t --
to 

o 

----
naherung an die Rohrachse auf den Wert 

Null abo In der Rohrmitte wird ~ ( ~ ) 
naherungsweise durch die Parabel 

~(~-) =2,17111-~ 
wiedergege ben. 

Diese Folgerung der Theorie steht in 
vollkommener "Obereinstimmung mit dem 
experimentellen Befund, der in Abb. 26 

45 !II/?_ ~o dargestellt ist. Da ~ (~) zunachst an-

Abb. 27. Die Korrekturfunktion wachst, zeigen die MeBreihen gegenuber s (yIR) fiir das Kreisrohr. 
dem Wandgesetz einen systematischen Gang 

von unten nach oben. Bei Annaherung an die Rohrachse wird zwar die 
Neigung der gemessenen Profile geringer, doch reicht dies nicht aus, um 
die Abweichung yom Wandgesetz vollstandig ruckgangig zu machen. Da 
jedoch die groBte Neigung bei den Messungen im Kreisrohr nur etwa 4% 
uber dem entsprechenden Wert des Wandgesetzes Iiegt, stellt das log
arithmische Wandgesetz fur das Kreisrohr eine gute Annaherung dar. 

4. Einflu13 der Wandrauhigkeit. 
In diesem Abschnitt solI die letzte Aufgabe aus dem Problemkreis der 

turbulenten Stromung im Kreisrohr behandelt werden, die darin besteht, 
aus dem experimentellen Material uber die turbulente Stromung bei 
verschiedenen Rauhigkeiten AufschluB uber den EinfluB der Wand
rauhigkeit zu erhalten. Das Ergebnis ist ein empirisches Gesetz fur die 
einzige GroBe {J, die die Theorie noch unbestimmt laBt. Aus diesem 
Zusammenhang wird dann im nachsten Abschnitt das Widerstands
gesetz fur Kreisrohre abgeleitet. 

Die beiden fUr diese wesentlich experimentellen Untersuchungen 
notwendigen Ergebnisse aus der Theorie der Wandturbulenz sind erstens 
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die Gleichung fur das universelle Geschwindigkeitsprofil 

W (rJ) = 2,50F (O,40rJ) + fJ [1-F' (O,40rJ)], (44) 

von der jedoch die Naherungsformel fiir groBe rJ in der Form 

W (rJ) = fJ -1,325 + 2,50 In rJ = fJ -1,325 + 5,76 log rJ (45) 

fUr das folgende ausreicht, und zweitens das Ergebnis, daB das Ge
schwindigkeitsprofil im Kreisrohr bis zur Rohrmitte mit guter An
naherung mit diesem logarithmischen Geschwindigkeitsprofil an der 
ebenen Wand iibereinstimmt. 

Als experimentelle Grundlage steht uns das ausgezeichnete Versuchs
material von Nikuradse iiber die Stromungsgesetze in rauhen Rohren 
zur Verfiigung, das im VDI-Forschungsheft 361 (Berlin 1933) nieder
gelegt ist. Diese Messungen wurden bei Reynoldsschen Zahlen im 
Bereich von 600 bis 106 in Rohren mit sechs verschiedenen relativen 
Rauhigkeiten vorgenommen. Dabei ist unter "relativer Rauhigkeit" 

der Quotient ; von der mittleren Rauhigkeitserhebung k und dem Rohr

radius R zu verstehen. Aus Ahnlichkeitsgriinden ist niimlich anzunehmen, 
daB fiir die Stromung in rauhen Rohren nicht das absolute MaB der 
Rauhigkeitselemente maBgebend ist, sondern das Verhiiltnis dieser 
GroBe zum Rohrradius. Nikuradse arbeitete mit sechs relativen 

Rauhigkeiten, deren Reziproke ~ gleich 507, 252, 126, 60, 30,6 und 15 

waren. Dazu kommen noch die Messungen in glatten Rohren im VDI
Forschungsheft 356, von dessen Ergebnissen schon in den beiden vorher
gehenden Abschnitten Gebrauch gemacht wurde. 

Die Aussage, die diese Experimente den Ergebnissen der Theorie 
hinzufiigen und sie damit vervollstiindigen, ist die Angabe der einzigen 
noch unbestimmten Konstanten fJ in Gleichung (44). Es zeigt sich, 
daB fJ fUr die Stromungen in glatten Rohren eine Konstante ist, deren 
Wert durch Vergleich mit der empirischen Gleichung (33) folgt. Es 
ist bei glatter Wand fJ = 6,43. Dagegen ist bei rauhen Rohren fJ eine 
Funktion der relativen Rauhigkeit und der Reynoldsschen Zahl. In 

Abb.28 ist der Zusammenhang fJ ( Re, ~) nach den MeBergebnissen 

von Nikuradse zusammengestellt. Aus diesem Diagramm ist zu 
ersehen, daB bei jeder relativen Rauhigkeit das Rohr sich bei hinreichend 
kleiner Reynoldsscher Zahl wie ein glattes Rohr verhiilt. Bei jeder 
relativen Rauhigkeit findct dann bei einem zugehorigen, bestimmten 
Wert von Re der Ubergang zu einem andersartigen Zusammenhange 
zwischen fJ und Re statt, der fiir das rauhe Rohr charakteristisch ist. 
Es hat den Anschein, als ob die Kurven fJ (Re), die zu den verschiedenen 
Rauhigkeiten gehoren, durch eine horizontale Parallelverschiebung mit
einander zur Deckung gebracht werden konnen. Dieser Befund gibt 
zur Vermutung AnlaB, daB bei geeigneter Wahl der Parameter der ganze 

GebeJein, TUl'buJenz. 9 
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oxperimontelle Befund sioh durch cino oinzige empirische Kurve dar
stellen laBt. 

Um zu erkennen, welche GroBen der Stromung fUr die Konstante fJ 
unmittelbar maBgebend sind, knupfen wir nochmals an den Gedanken
gang Prandtls an, der zu Beginn des Abschn.3 entwickelt wurde. 
Der Kern jener Uberlegungen ist die plausible Hypothese, daB die turbu
lente Stromung in der Nahe der Wand nur von den physikalischen GroBen 
abhangt, die sich auf diese Wand beziehen oder in der Nahe dieser Wand 
gelten. Diese sind beim glatten Rohr, von dem oben die Rede war, 
die an der Wand ubertragene Schubspannung To und die fUr die ganze 

-103 jI 5 6 og e 
10J 10 ¥ 105 106" He 

A bb. 28. Die Rauhigkeitsfunktion {J (Re, kjR) nach 
Messungen VOll Nikul'adse. 

Stromung wesentlichen Gro
Ben (! und v. Hier bei der 
Betrachtung rauher Wande 
kommtnoch die die Wand-
beschaffenheit charakteri -
sierende mittlere Hohe k der 
Rauhigkeitselemente hinzu. 
Wenn schon das ganze 
Geschwindigkeitsprofil beim 
glatten Rohr von anderen 
GroBen, die sich auf das 
ganze Rohr beziehen, wie 
Rohrdurchmesser, mittlerer 
Geschwindigkeit und der aus 
beiden gebildetenReynolds
schen Zahl unabhiingig ist, 
so gilt dies erst recht fUr die 
GroBe fJ, bei deren Zustande
kommen nach der Theorie 

n u r WandgroBen beteiligt sind, insbesondere die Rauhigkeit. Es ist 
daher zu erwarten, daB fJ eine Funktion eines dimensionslosen Rauhig
keitsmaBes u ist, das aus der mittleren Hohe k der Zacken mit Hilfe 
der Schubspannungsgeschwindigkeit und der kinematischen Zahigkeit 
zu bilden ist. 

( k v* ) (3 = (3 (u) = (3 ,-v- . (49) 

Hiermit ware die aus dem experimentellen Befund der Abb. 28 ver
mutete Darstellung von fJ als empirische Funktion eines einzigen 

Parameters an Stelle der beiden Parameter ~ und Re gewonnen. AuBer

dem ist eine Darstellung dieser Art grundsatzlich befriedigender alsdie 
Darstellung von fJ in Abhiingigkeit von der relativen Rauhigkeit und der 
auf das ganze Rohr sich beziehenden Reynoldsschen Zahl, die beide von 
den flir die Wandvorgange unmaBgeblichen Rohrabmessungen abhangen. 
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Die experimentelle Bestatigung der Beziehung (49) und die empirische 
Ermittlung dieser Funktion fJ (~) ist nun in der Tat"das Hauptergebnis 
der Untersuchungen Nikuradses uber turbulente Stromungen in rauhen 
Rohren. Nikuradse verwendet fur dieses Ergebnis eine etwas ab
weichende Darstellung, die wir auf folgende Weise erhalten. Nach 
(45) ist 

w = fJ -1,325 + 5,76 log rJ = fJ - 1,325 + 5,76 log i + 5,76 log ~. 
Daher ist zugleich mit fJ (~) auch 

w - 5,76 log i = fJ - 1,325 + 5,76 log ~ = e (~) (50) 

eine Funktion von ~ allein. In Abb.29 sind MeBpunkte fUr e (~) in 
Abhangigkeit von log ~ aufgetragen. Aus diesem Diagramm ist zu ersehen, 

1Q 

9 .J 
~cl' o~~6' ~~" 

li' .", 

~~ ~ 
J ~ x 

~ 
,j o avs O~scnwino'igkeifsproliletl: e(N)-w-5,76 log-% 

V x I1VS Witlersfttno': e(N}=3,75 + ;;-5,76 log ~ 
-Kvrve

l 
nocn I 01 (5~ 

V 
6 

~ ~ ~ U U U ~ ~ ~ ~ ~ U ~ U ~ ~ ~ 
/ogJe_ 

Abb. 29. Experiment.elle Bestittig1.mg des Rauhigkeitsgesetzes. 

daB in der Tat innerhalb der MeBgenauigkeit die experimentell ermittelten 
Punkte e (~) auf einer Kurve liegen. 

Fur die Funktion e (k) laBt sich aber noch eine zweite Darstellung 
gewinnen, die die Ermittlung der Funktionswerte aus dem Widerstand 
erm6glicht und da die MeBpunkte beider Art, die in Abb. 29 eingetragen 
sind, die gleiche Kurve e (k) liefern, zu einem neuen Beweis des Niku
radseschen Ergebnisses fUhrt. Zu diesem Zweck ist die Funktion fJ (~) 
in Zusammenhang mit der relativen Rauhigkeit ! undderinder Hydraulik 

ublichen Widerstandsziffer A zu bringen. Die Widerstandsziffer ist 
definiert durch 

dp 2 R dp 4R 
), =--' - = - -----. (51) 

d x Ii dx e 1(2 

Der Druckabfall :~ langs des Rohrs hangt unmittelbar mit der an der 

Wand ubertragenen Schubspannung To zusammen, denn aus der Gleich
gewichtsbedingung fur einen flussigen Zylinder von der Lange dx und 
dem Radius R folgt. 
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Diese Beziehung liefert zusammen mit (51): 

V1 = V 8 ~o_ ~ = 2,83 ( :) . (51 a) 

Es ist nun die mittlere Geschwindigkeit {i iiber den Rohrquerschnitt zu 
ermitteln. Gleichung (44) liefert durch eine Integration hierfiir mit 

R* = Rv* 
v 

den Wert 

OJ = ;~ = fJ -1,325 + 2,50 In R* - 3,750 + 0 ( ~* ) = 
= fJ - 5,075 + 5,76 log R*. 

Die beiden Gleichungen (5la) und (52) liefern zusammen 

(52) 

fJ - 5,075 + 5,76 log R* = -V ~ . (53) 

k 
Gesucht ist der Zusammenhang der GroBe fJ mit A und R' Es ist 

und daher 

Rv* R kv* R R* = -- = --.-- =-x 
v k v k 

R 2,83 fJ-5,075 + 5,76 log T + 5,76 log x = -----:I' 
v)· 

Endlich wird nach (50) 

fJ -1,325 + 5,76 log x = e (x) = 3,75 + 2V~3 - 5,76 log :. (54) 

Nach dieser Formel sind die MeBpunkte zweiter Art, die in Abb. 29 
eingetragen sind, aus dem Widerstand gewonnen worden. Beide Serien 
von Messungen fallen in eine Kurve zusammen. Dies ist das Haupt
ergebnis Nikuradses, das formelmaBig lautet: 

e (x) = fJ (x) -1,325 + 5,76 log x = w - 5,76 log k = 1 
2,83 R (55) 

= 3,75 + {X - 5,76 log T 

Die Funktion e (x) bzw. die Funktion fJ (x) ist hiermit empirisch 
bekannt. Sie stellt den SchluBstein der Theorie der Wandturbulenz dar, 
die gleichzeitig mit der Theorie der turbulenten Rohrstromung mit den 
:ailfsmitteln der statistischen Hydrodynamik entwickelt wurde. Jedoch 
gehort das Gesetz fJ (x) in seinen Einzelheiten methodisch nicht mehr 
der statistischen Turbulenztheorie an. Der Verlauf dieser Funktion 
laBt si9h namlich, wie Nikuradse (VDI-Forschungsheft 361, S.6) aus
fiihrt, qualitativ erklaren, indem man annimmt, daB zunachst fUr kleine 
Reynoldssche Zahlen und demnach kleine Werte x die Rauhigkeits
erhebungen noch vollstandig von einer laminaren Grenzschicht eingehiillt 
werden, so daB sich in diesem Bereich jede Wand wie eine glatte Wand 
verhalt. In diesem Bereich, der sich bis etwa x = 3,5 erstreckt, ist die 
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Widerstandszahl A, wie wir unten ableiten, nur von Re und nicht von 
der relativen Rauhigkeit abhangig. Fiir groBere Reynoldssche Zahlen 
wird die Dicke der laminaren Schicht kleiner und es tritt immer haufiger 
der Fall ein, daB einzelne Erhebungen aus dieser Schicht hervorragen 
und direkt die Stromung beeinflussen, indem sie zur Wirbelbildung 
AnlaB geben. Diese Erscheinung tritt im Bereich 3,5 < u < 65 immer 
mehr in den V ordergrund. Dieser Bereich, in dem beim Rohr A von Re 

und ~ abhangt, stellt einen Obergangsbereich dar zu einem Gebiet, in 

dem das quadratische Widerstandsgesetz herrscht, und daher A von Re 
k 

unabhangig ist und n ur noch von R abhangt. Dieses Gebiet ist das 

Gebiet groBer Reynoldsscher Zahlen und erstreckt sich von u = 65 
an aufwarts. 

Diese Theorie, die den EinfluB der Wandrauhigkeit, der im empi
rischen Gesetz f3 (u) zum Ausdruck kommt, erklart, hat also die einzelnen 
WirbelablOsungen an den Rauhigkeitselementen als Gegenstand der 
Betrachtung. Da es dabei auf das Zusammenwirken mit der laminaren 
Grenzschicht ankommt, handelt es sich hier um einen Fragenkomplex, 
der der exakten theoretischen Behandlung nur sehr schwer zuganglich 
sein durfte und der methodisch nicht mehr ausschlieBlich der stati
stischen Turbulenztheorie angehort, sondern ein Grenzgebiet dieses 
Wissenszweiges darstellt. Daher unternehmen wir hier keinen Versuch, 
das Gesetz f3 (u) theoretisch herzuleiten, sondern betrachten diesen 
Zusammenhang durchaus als ein empirisches Gesetz, als ein Ergebnis 
der Experimentalphysik, die auf diese Weise zur Theorie der Wand
turbulenz eine letzte, 'wesentliche Erganzung beitragt. 

Aber auch, wenn wir nicht das Bildungsgesetz der Funktion f3 (u) 
kennen, ist es doch nutzlich, fur die Rauhigkeitsfunktion e (u), die in 
Abb. 29 empirisch vorliegt und ebenso fur die Funktion f3 (u) analytische 
Ausdrucke zu besitzen, die den Rechnungen zugrunde gelegt werden 
konnen. Eine Darstellung dieser Funktionen in Abhangigkeit vom 
Parameter log u muB durch einen Ansatz geschehen, bei dem fUr sehr 
groBe positive und negative Argumentwerte Asymptoten vorliegen, 
denn im Gebiet des quadratischen Widerstandsgesetzes sowohl wie im 
Bereich der glatten Stromung wird die Abhangigkeit der Funktionen e 
nach Abb. 29 und f3 vom Argument log u durch Gerade dargestellt. 
Dem tragt eine Hyperbel mit den richtigen Asymptoten Rechnung. 
Aber der Obergang zwischen diesen beiden Grenzgebieten wird durch 
cine Hyperbel allein nicht richtig dargestellt, indem die in Abb. 29 
ersichtliche, charakteristische Ausbuchtung durch sie nicht erfaBt wird. 
Daher ist der Hyperbel noch eine Funktion zu uberlagern, die fUr sehr 
groBe positive und negative Argumentwerte asymptotisch verschwindet 
und im ubrigen die Gestalt einer Glockenkurve besitzt. Eine brauchbare 
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Darstellung der Funktionen e (11:) und f3 (11:), die nach diesen Gesichts
punkten gewonnen wurde, lautet: 

0(11:) = 8,50 + 2,88 (log3~-- VO,I + (log 3:9 )") + 
1,5 (56) 

+ -( 1 + (log -feT) " ) 3 

fJ (11:) = 6,43 - 2,88 (log ;'9 + VO,1+-( lo~ 3~9 f) + 
1,5 (57) 

+ ( ( )")'J 1 + loglij- , 

" ,\ 
\ 

o 

{J={J(x) ~ 
'\ 

-5 

'0 -~1 0 +1 2 J 

Die Funktion e ist nach dieser em
pirischen Formel berechnet inAbb.29 
als ausgezogene Kurve eingetragen. 
Man ersieht, daB diese Formel die 
Versuchswerte einwandfrei wieder
gibt. Abb.30 zeigt den Verlauf der 
Funktion f3 (x) nach (57). Diese 
Kurve ist kongruent mit den Kurven 
der Schar in Abb. 28, die durch die 
Wahl des Parameters x an Stelle 

von Re und ~ zu einer einzigen 

Kurve vereinigt werden. 

_logN-'-
Abb. 30. Die Rauhigkeitsfunktion fJ (,,) 

nach Gleichung (57). 

5. Das Widerstandsgesetz. 
Wir beschlieBen die Untersuchungen uber die stationare turbulente 

Stromung im Kreisrohr mit einer wichtigen Anwendung, indem wir die 
Ergebnisse in bekannter Weise noch zur Berechnung des Widerstands
gesetzes im Kreisrohr verwenden. Zu diesem Zweck greifen wir auf 
Gleichung (53) 

fJ (x) - 5,075 + 5,76 log R* = V-f (53) 

zuruck. Das gesuchte Widerstandsgesetz ist eine Aussage uber die 
Abhangigkeit der Widerstandszahl A von der Reynoldsschen Zahl Re 

und der relativen Rauhigkeit ~ . Wenn es gelingt, R* und x durch die 

GroBen Re, ~ und A auszudrucken, ist unsere Aufgabe gelOst. Nun ist 

nach Gleichung (5Ia) 

v* llA R _ 2Rii 
--;;; = V s und nach Definition e - -v - . 
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Daher ist 

R* = R v* = 2 R fi 1 ~ = Re ll!- kv* k l/r 
und x = -y- = -]fRe V 32-' 

y y 211 V 32 

Die erste Beziehung ergibt logarithmiert 
log R* = log (Re -(f) - 0,7526 

und dies liefert in (53) eingesetzt das Widerstandsgesetz: 

log(Re VJ.) = 1,633 _ ~,~~ + O~~I 
mit (58) 

x = 0,177 ~ Rq/A 

Diese allgemeine Darstellung verkniipft Re und A mit der Rauhigkeits
funktion fJ (x), die von Nikuradse vermessen wurde und nach diesen 
Messungen empirisch durch die Formel (57) dargestellt wird. (57) und 
(58) liefern zusammen fUr das Widerstandsgesetz die allgemeingiiltige 
Darstellung: 

I ( 11) 52 0,491 1 og Rqll =0, +7T-

- !{(log(Re VJ.) -log: 1,34) + 11°,1 + (log (.Rq/~f~~~~~i,34 f}+ 
0,26 

+ -[~(IO~-(Rq; },) - log : -=~,;;)"r 
Von besonderem Interesse sind die beiden Grenzfalle, die den Asym

ptoten der Funktion fJ (log x) entsprechen. In diesen Fallen vereinfacht 

sich Gleichung (59) wesentlich. Es handelt sich mit log ! --+ CD bei 

endlichem log (Re l/~) urn das Widerstandsgesetz des glatten Rohres 

und mit log (Re -Vi) -->- CD bei festgehaltenem log ! urn das Widerstands

gesetz des rauhen Rohres bei sehr groBen Reynoldsschen Zahlen. Die 
beiden Gesetze lauten: 

a) Widerstandsgesetz des glatten Rohres: 

( / - ) 0,491 
log Re 1 A = 0,52 + -l/}.-; (60) 

b) Widerstandsgesetz des rauhen Rohres bei sehr groBen Re: 
1 R vi = 1,69 + 2,04log-,.; (61) 

1m Giiltigkeitsbereich des Widerstandsgesetzes (60) ist demnach 
der Widerstand allein eine Funktion der Reynoldsschen Zahl. Dieses 
Gesetz gilt bei sehr glatten Rohren bis zu hohen Reynoldsschen Zahlen 
(beobachtet bis Re = 3 . 106), abel' auch fUr rauhe Rohre in einem 
dementsprechend weniger groBen Bereich kleiner Re. Diese Funktion 

(59) 
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A (Re) stellt fUr die Kurvenschar del' Widerstandsgesetze A ( ~ ; Re) , die 

zu fester relativer Rauhigkeit ~ geh6ren, die En veloppe dar. InAbb. 31 

ist del' Zusammenhang zwischen log A und log Re zusammen mit einigen 
MeBpunkten, die von Nikuradse mitgeteilt sind, eingetragen. Die 
Dbereinstimmung del' theoretischen Kurve mit den MeBergebnissen ist 
einwandfrei. Das ist urn so bemerkenswerter, da in das Gesetz del' 
Gleichung (60) das empirische Rauhigkeitsgesetz {J (It) noch nicht ein
geht, so daB bei del' Herleitung diesel' Beziehung nul' unsere theoretischen 
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Abb. 31. Das Widerstandsgesetz des glatten Kreisroh1'8. 

Ergebnisse und die bereits in Abschn.3 aus dem Versuchsmaterial 
ermittelten Konstanten C = 0,40 und {J = 6,43 verwendet wurden. 

Das andere einfache Widerstandsgesetz (61) gilt bei sehr groBen 
Reynoldsschen Zahlen und zwar beginnt sein Giiltigkeitsbereich bei urn 
so gr6Beren Re, je geringer die relative Rauhigkeit des betreffenden 
Rohres ist. Bei diesem Gesetz ist die Widerstandszahl A aHein eine 
Funktion del' relativen Rauhigkeit. Dem entspricht ein Widerstand 
proportional dem Quadrat der Geschwindigkeit. Del' Bereich des 
Gesetzes (61) ist also del' Bereich des quadratischen Widerstandsgesetzes. 

Die Funktion A (~ ) nach (61) stellt fUr die Kurvenschar del' Widerstands-

gesetze A (Re; ~-), die zu festgehaltener Reynoldsscher Zahl geh6ren, 

die gemeinsame Asymptote dar. In der kurzen Tabelle sind fUr 
die sechs relativen Rauhigkeiten, auf die sich die Messungen Nikuradses 
in rauhen Rohren bezogen, die nach (61) errechneten Werte von). mit 
den MeBergebnissen verglichen. Da die A Grenzwerte fUr unendliche 
Reynoldssche Zahlen darstellen, wurde in die Tabelle aus jeder del' 
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k 
umfangreichen MeBreihen, bei denen ii fest und Re veranderlich war, 

der groBte beobachtete Wert eingetragen. Es ist daher zu erwarten, 
daB dieser Beobachtungswert wegen der unvermeidlichen MeBfehler 
regelmaBig etwas zu hoch liegt. Nur bei recht glatten Rohren kann das 
Gegenteil eintreten, daB der hochste beobachtete Wert noch zu klein 
ist, da bei diesen der Grenzwert A erst bei ganz auBerordentlich groBen 
Re naherungsweise erreicht wird. 

Auch bei diesem Widerstandsgesetz ist die Ubereinstimmung zwischen 
den Ergebnissen der Theorie und des Experiments voll befriedigend. 

Die hier entwickelte Theorie der 
turbulenten Stromung fuhrt also bei 
der Anwendung auf das Kreisrohr 
zu Folgerungen fUr die Geschwindig
keitsverteilung und fur den Wider
stand, die mit der Erfahrung voll
kommen ubereinstimmen. Damit ist 
es gelungen, die turbulente Rohr
stromung in allen Einzelheiten theo
retisch zu beherrschen und gleich

R 
k 

507 
252 
126 
60 
30,6 
15 

Tabelle 3. 

iI. (b h t) iI. (gemessen) 
erec ne maximal 

0,0192 
0,0230 
0,0281 
0,0355 
0,0446 
0,0596 

0,0190 
0,0236 
0,0282 
0,0363 
0,0455 
0,0604 

zeitig ist damit der starkste heute mogliche Nachweis fUr die Richtigkeit 
der Theorie des Turbulenztensors erbracht. 

6. Die Grenze der 'furbulenz - kritische Reynoldssche ZahI. 
Die Theorie des Turbulenztensors beherrscht nach den Ergebnissen 

der letzten Abschnitte die turbulente Rohrstromung, di.e sich bei groBeren 
Reynoldsschen Zahlen einstellt. Bei kleinen Reynoldsschen Zahlen 
jedoch beobachtet man bekanntlich keine turbulente, sondern laminare 
Stromung. Nach den Vorstellungen unserer Theorie bedeutet dies, daB 
die Erscheinungen, die durch den Turbulenztensor beschrieben werden, 
nicht auftreten. Die Grenze zwischen diesen beiden Gebieten wird durch 
eine kritische Reynoldssche Zahl gekennzeichnet. Allerdings ist diese 
kritische Reynoldssche Zahl auch bei einer und derselben Anordnung 
nicht festliegend. Durch vorsichtiges Experimentieren kann man noch 
bei recht hohen Reynoldsschen Zahlen laminare Stromungen erzeugen, 
so daB keine obere Grenze fUr die Reynoldssche Zahl des Umschlages 
angegeben werden kann. Die hochsten Reynoldsschen Zahlen, bei 
denen laminare Stromungen in Kreisrohren beobachtet wurden, sind 
von der GroBenordnung Re = 50000. Dagegen gibt es eine untere 
Grenze der kritischen Reynoldsschen Zahl, die fUr Kreisrohre bei 
Re = 20001iegt. Stromungen mit kleinerer Kennzahl als dieser beruhigen 
sich auch nach starken Storungen und zeigen wieder laminares Ver
halten. 
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Der Ubergang zur laminaren Stromungsform bedeutet die Grenze 
fUr die lJberlegungen der statistischen Hydrodynamik ebenso wie der 
Kondensationsvorgang die kinetische Gastheorie abgrenzt, indem er 
ihr die Voraussetzungen entzieht. Die theoretische Ermittlung des 
Siedepunktes ist keine Aufgabe der kinetischen Gastheorie, sondern 
ein Problem, zu dessen Losung Kenntnisse uber die Molekule erforder
lich sind. Ebenso kann nur die im kleinen giiltige N a vie r - S t 0 k e s sche 
Theorie die Mittel fUr die theoretische Behandlung der kritischen Rey
noldsschen Zahl liefern. 

Es handelt sich dabei urn schwierige mathematische Untersuchungen, 
die unter dem Stichwort "Stabilitatsproblem" bekannt sind und den 
groBten Teil der bisherigen theoretischen Turbulenzforschung ausmachen. 
Die Behandlung dieses Problemkreises hat in jungster Zeit durch die 
Arbeiten der Prandtlschen Schule, insbesondere von Tietjens, Toll
m i e n und S c h Ii c h tin g zu Erfolgen gefUhrt und tiefe Ein blicke in die 
Voraussetzungen fur die Entstehung der Turbulenz eroffnet. Tollmien 
gelang es, zwar nicht fUr das Kreisrohr, wohl aber fur die Grenzschicht 
stromung an der ebenen Platte die kritische Reynoldssche Zahl zu 
errechnen, bei der das B la si u s sche GeschwindigkeitsprofiP unstabil wird. 

Stromt eine Flussigkeit in der Weise, daB die Reynoldssche Zahl 
der Grenzschicht unterhalb dieser kritischen Reynoldsschen Zahlliegt, 
so ist das laminare Profil unter allen Umstanden stabil, d. h. kleine 
Storungen veranlassen keine wesentliche Anderung der laminaren 
Stromungsverhaltnisse. Solche Storungen finden dauernd infolge der 
Wandrauhigkeiten statt, aber sie geben in diesem FaIle keinen AniaB 
zur Umbildung der laminaren Stromung, zu Wirbelab16sungen u. dgl. 
Elementarvorgange, die in ihrer tausendfachen Wiederholung Gegenstand 
der physikalischen Statistik sind und die Grundlage der Theorie des 
Turbulenztensors darstellen. Damit kommt die Voraussetzung der 
Turbulenz in WegfaIl und die Stromungsvorgange mussen nicht nur 
"im kleinen" sondern auch "im groBen" den Navier-Stokesschen 
Gleichungen gehorchen. Also ist Labilitat der laminaren Stromung 
Voraussetzung fUr die Turbulenzerscheinungen. 

Tollmien errechnete fUr die kritische Reynoldssche Zahl der 
Grenzschicht den Wert Re* = 420. Dabei ist diese Reynoldssche Zahl 
aus der Hochstgeschwindigkeit, der kinematischen Zahigkeit und der 
sog. Verdrangungsdicke der Grenzschicht 

0= f(l-~)dy umax 
o 

gebildet. Dieser theoretische Wert steht auch in guter Ubereinstimmung 
mit Beobachtungen von van der Hegge Zijnen und Hansen, die 

1 Siehe Z. B. Handbuch der Experimcntalphysik IV/I, S. 262. 
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experimentell fUr diese kritische Reynoldssche Zahl als niedrigsten 
Wert Re* = 500 erhielten. 

Dieser Befund erlaubt einen SchluB auf die untere Grenze der kri
tischen Reynoldsschen Zahl im Kreisrohr. Das stationare laminare 
Geschwindigkeitsprofil im Kreisrohr ist die Parabel 

V*2 
U= 2vR (R_y)2. 

Die mittlere Geschwindigkeit ist demnach die halbe Hochstgeschwindig
keit und daher 

R 2Rn RUmax e = -- = -.---- . 
v v 

Bevor dieses stationare Profil sich ausbildet, lOsen sich in der 
Anlaufstrecke eine Reihe Geschwindigkeitsprofile einander ab, die 
naherungsweise durch B las ius sche Grenzschichtprofile dargestellt 
werden konnen. Erreichen diese Profile in der Anlaufstrecke die 
kritische Reynoldssche Zahl Re*, so konnen schon ganz kleine Sto
rungen bewirken, daB die laminare Stromung turbulent wird, so daB 
es nicht mehr zur Ausbildung des stationaren laminaren Geschwindig
keitsprofils kommt. 

Ein solcher Umschlag zur turbulenten Stromung ist nicht mehr 
moglich, wenn die Verdrangungsdicke der vollausgebildeten laminaren 
Stromung einer Reynoldsschen Zahl entspricht, die unterhalb der 
kritischen Zahl Re* = 420 bzw. 500 liegt. Die Verdrangungsdicke ist 
nach Definition die Breite, urn die man die Stromung einengen muB, 
urn mit konstanter Maximalgeschwindigkeit die gleiche DurchfluB
menge zu erhalten. Diese Erklarung liefert fur b die Gleichung 

R2 n '-i = (R-b)2numax. 
Daraus folgt mit 

2 if, = Umax 
(j I 
R = 1- -y' 2- = 0,292 

und daher 
Re* = 0,292 Re. 

Mit dem von Tollmien errechneten kritischen Wert Re* = 420 
ergibt sich theoretisch als niedrigste kritische Reynoldssche Zahl fUr 
das Kreisrohr Re = 1440, mit dem experimentellen Wert Re* = 500 
folgt Re = 1710. DaB diese Werte etwas niedriger liegen als der am 
Rohr beobachtete Wert Re = 2000 ist vielleicht damit zu erklaren, daB 
die geschlossene Rundung des Rohres gegenuber der Platte auf die 
Stromung stabilisierend wirkt, ahnlich wie ein Wirbelring ungleich stabiler 
ist als ein gerader Wirbelfaden. In diesem Sinne stehen die Ergebnisse 
der Stabilitatstheorie fUr die Stromung an der ebenen Platte in recht 
gutem Einklang mit der Beobachtung im Kreisrohr. 
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V II. Spezielle Probleme tnrbnlenter Stromnngen. 
1. Turbulente Stromungen in konvergenten und 

divergenten Kanalen. 
Das umfassendste Versuchsmaterial zur Turbulenzforschung bezieht 

sich auf die turbulenten Stromungen in Kreisrohren, von denen im 
letzten Kapitel die Rede war. Weniger umfangreiche und exakte Mes
sungen liegen aber auch flir einige andere spezielle Probleme vor. Ais 
Beispiele erwahnen wir Messungen in konvergenten und divergenten 
Kanalen und turbulenten Grenzschichten, sowie experimentelle Beitrage 
zum Problem des Windschattens und des turbulenten Freistrahles. Von 
derartigen Sonderproblemen solI dieses Kapitel handeln. Dabei kann 
im Rahmen dieses Werkes eine einigerma/3en erschopfende Behandlung 
dieser Fragen nicht unsere Aufgabe sein. Die betreffenden Untersuchungen 
bestiinden namlich in Integrationsaufgaben auf der Grundlage unserer 
allgemeinen Gleichungen. Solche Integrationstheorien, flir deren Er
gebnisse erst wenige Messungen vorliegen, wiirden aber iiber den Rahmen 
dieses Buches hinausgehen, dessen Aufgabe es sein soll,der theoretischen 
Behandlung turbulenter Stromungen die Grundlagen zu schaffen. Daher 
beschranken wir uns darauf, unsere allgemeinen Gleichungen der Turbu
lenztheorie an dem Versuchsmaterial zu diesen Problemen zu bestatigen 
und daraus noch einige Erganzungen zur allgemeinen Theorie zu er
schlie/3en. 

Wir beginnen mit der Behandlung turbulenter Stromungen in kon
vergenten und divergenten Kanalen. Ais Versuchsmaterial stehen uns 
hierzu neben anderen Arbeiten die Messungen Nikuradses, die im 
VDI-Forschungsheft 289 niedergelegt sind, zur Verfiigung. Diese 
Messungen wurden in divergenten Kanalen mit hal bern Offnungswinkel 
bis 4° und in konvergenten Kanalen mit hal bern Offnungswinkel bis 
-8° bei sehr gro/3en Reynoldsschen Zahlen vorgenommen. Der Ein
fluB der Zahigkeit ist bei diesen Versuchen durchweg zu vernachlassigen. 
Die konstante Tie£e der im Querschnitt rechteckigen Kanale betrug 
30 cm, die variable Breite war an der MeBstelle zwischen 2 b = 1,2 cm 
und 2 b = 5,4 cm. Durch Kontrollmessungen wurde bestatigt, was bei 
diesem gro/3en Seitenverhaltnis zu erwarten war, da/3 die gemessenen 
Stromungen als zweidimensional betrachtet werden konnen. Die Ge
schwindigkeit betrug an der Me/3stelle in Kanalmitte zwischen 173 cm/s 
und 720 cm/s. 

Es ergab sich, da/3 die Geschwindigkeitsprofile sich langs des Kanals 
affin andern, so da/3 bei £estem Offnungswinkel 2 IX flir alle Kanalquer-

schnitte _U~ durch die gleiche Funktion von bY (b = halbe Kanalbreite) 
Umax 

dargestellt wird. Die gemessenen Geschwindigkeitspro£ile sind flir die 
verschiedenen Offnungswinkel in Abb. 32 wiedergegeben. 
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Aus diesen MeBel'gebnissen el'mittelte Nikul'adse die Schubspannung 
in ihl'er Vel'teilung libel' den Querschnitt. Indem man von del' Gleichung 
fiir die erste Komponente des Impulses ausgeht, kann man die Schub
spannung dul'ch die Geschwindigkeit und das Dl'uckgefalle ausdriicken. 
Ais Anfangspunkt des Koordinatensystems wird .der Schnittpunkt del' 
Kanalwande gewahlt, als x-Achse die Symmetrieachse del' Stromung 
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Abb. 32. Geschwindigkeitsverteilungen in konvergenten und divergent en KaniUen. 

und als y-Achse das Lot hiel'zu durch den Urspl'ung. Infolge des ge
ringen Offnungswinkels kann die v-Komponente del' Geschwindigkeit 
gegeniiber del' u-Komponente in x-Richtung vernachlassigt werden. 
Die Bewegungsgleichung del' stationaren Stromung lautet daher 

8u dp 8T 
e u ox = --dx- 8y' (I) 

wobei ~ ~ auf einem Strahl durch den Koordinatenanfangspunkt 

genommen werden solI. 
Indem angenommen wird, daB del' Druck p nur eine Funktion von x 

ist, libel' den Kanalquerschnitt abel' in hinreichendel' Naherung konstant 
ist, folgt durch Integration nach y 

y 

T = - y rJ,-'P.- - _~Jd (u2
) d 1j. 

rZ x 2 d x . 
o 
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Nun wird von der Tatsache Gebrauch gemacht, daB die Geschwindig

keitsprofile sich langs des Kanals affin andern, so daB -~ nur von Yb ' 
Umax 

nicht aber von x abhangt, und auBerdem, daB aus Kontinuitats-
griinden X· umax = const sein muB. Durch cine einfache Rechnung folgt 
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so daB fUr die Schubspannung T der Ausdruck 
y 

T = - y ~ + e fU2 d y dx x . 
entsteht. o 

(2) 

In dieser Gleichung sind aIle GraBen der rechten Seite durch die 
Messung bekannt, so daB T experimentell ermittelt werden kann. In 

Abb. 33 ist-i--~ als Funktion von Yb fiir verschiedene C>ffnungswinkel 
umax e 

des Kanals aufgetragen. Bei verengten Kanalen nimmt die Schub
spannung von ihrem graBten Wert an der Wand rasch auf den Wert 
Null in der Kanalmitte abo Verschwindende Schubspannung bedeutet 
konstante Geschwindigkeit, die in einem mehr oder weniger breiten 
Bereich in der Mitte des Kanals herrscht. 1m FaIle paralleler Wande 
nimmt die Schubspannung von ihrem Maximalwert an der Wand zum 
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Wert Null in der Kanalmitte linear abo Bei erweiterten KaniiJen dagegen 
ruckt der Hochstwert der Schubspannung von der Wand weg, wahrend 
die Schubspannung an der Wand bei wachsendem (jffnungswinkel immer 
mehr absinkt. Verschwindende Schubspannung an der Wand ist das 
Kriterium fur das AblOsen der Stromung. 

Fur die Theorie der hier in Frage stehenden Stromungsvorgange ist 
vor allem die Kenntnis des zugehorigen Turbulenztensors erforderlich. 
Da die Wande hier so groB sind im Vergleich zum Kanalquerschnitt, 
daB die Stromung naherungsweise als zweidimensional betrachtet werden 
kann, darf bei der Herleitung des Turbulenztensors mit zwei unendlich 
ausgedehnten Ebenen gerechnet werden. Weiter wird wegen der Klein
heit des (jffnungswinkels des Kanals die Rechnung naherungsweise mit 
zwei parallelen Ebenen gefuhrt. 

Die Berechnung des Turbulenztensors fUr den Raum zwischen zwei 
unendlich ausgedehnten parallelen Ebenen im Abstand 2 b erfordert 
lediglich eine geringfUgige Anderung des Rechnungsganges bei der Her
leitung des Turbulenztensors fur den von einer unendlichen Ebene be
grenzten Halbraum, die in Kap. V durchgefuhrt wurde. In Gleichung 
(13a), Kap. V, fUr den Streuungstensor der Zusatzgeschwindigkeiten 
tritt an Stelle von 

x§ 

und entsprechend in der Gleichung (19), Kap. V, fUr den Turbulenz
tensor an Stelle von x~ 

( 1 1 ·)-1 (y2_b2)2 
(y~bj2 + (y + b)2 = '[(y2 +b2j' 

Der Turbulenztensor fUr das vorliegende Problem lautet also mit" = 0 

" (y2,-- b2)2 (0 0 0 ) n (P) = C·I rot tJ 12 ( 2 + b2 ) 0 1 0 . (3) 
y 0 0 1/2 

Fur die Theorie eines ebenen Stromungsvorgangs ist von diesem 
Tensor nur die Komponente nyy von Belang, die mit dem Prandtl
schen Mischungsweg l durch die Beziehung 

nyy = l21{~- (4) 

. y 
zusammenhangt. Es ist mIt 'YJ = b 

_ C2 b2 (1-'YJ2)2 1 ' 

nyy - 2 (1 + 'YJ2) rot tl I (5) 

und daher gilt fur den Mischungsweg 

l_r}2 

l!21T'+-ih . Cb 
(6) 
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Diese aus der Theorie des Turbulenztensors fUr den Misehungsweg bei 
unendIieher Reynoldsseher Zahl folgende Beziehung ist in Abb.34 
dargestellt. 

Die erste Impulsgleiehung fiir ein ebenes Problem, die fUr die vor
liegende Aufgabe maBgebend ist, lautet naherungsweise 

au au au 1 ap (a2 u I a2 u) a ( au) 
7ft + U ax + v By = - e a x + 'jJ a x2 I a yo}, + By nyy a y • (7) 

Diese Gleiehung vereinfaeht sieh, da das Glied ~ ~ versehwindet, da die 

Zahigkeitsglieder wegen der groBen Reynoldssehen Zahl vernaehlassigt 
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Abb. 34. Theoretischer Verlauf des Mischungswegs zwischen zwei parallelen Wanden. 

werden diirfen und da wegen des kleinen Offnungswinkels die Quer
gesehwindigkeit v auBer aeht gelassen werden darf, zu 

u~ - -~ dp. +!- (n ~)' (8) a x - I.! d x a y YY a y . 

Aus dieser Gleiehung folgt dureh Vergleieh mit (1) 

-~ = n ~ = C2 b2 (1-1]2)2 I ~-~ I ~ (9) 
I.! YY a y 2 (1 + T}2) a yay . 

Diese Gleiehung enthalt auBer C2 nur GroBen, die dureh die Messungen 
bekannt sind. Sie kann daher zur Ermittlung der GroBe C dienen. 
In Abb.35 ist C als Funktion des Wandabstands fiir versehiedene 
Offnungswinkel aufgetragen. Die GroBe C zeigt den bereits in Kap. VI, 
Absehn. 2, diskutierten Verlauf, indem sie mit waehsendem Wand
abstand monoton abfallt. Dieser Abfall ist jedoeh hier viel starker aus
gepragt als beim Kreisrohr (s. Abb.25). AuBerdem ist der Verlauf ein 
versehiedener bei versehieden konvergenten und divergenten Kanalen, 
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illdem 0 in konvergenten Kanalen rascher mit wachsendem Wand
abstand absinkt als in divergenten Kanalen., 

Dieser Befundist eine Stutze fUr die oben angestellten theoretischen 
Dberlegungen, nach denen fur die GroBe von 0 der Weg, den die Tur
bulenzelemente von der Wand bis zum betrachteten Aufpunkt zuruck
legen mussen, maBgebend sein durfte. 1st dieser Weg kurz, so haben 
die fehlerhaften Wirbelelemente, die die Ursache der Streuungs
geschwindigkeiten sind, wenig Gelegenheit, sich infolge der Zahigkeit 

~Or.--------------------r--------------------r---' 

+,--- ~-a-f" x---..,._x x 'f'~-ri.lal;...:-3'-
a-3' 

2' divergenle KlTno/e 

o 1 g 
WOntllT!Jstond in em 

Abb. 35. Verlauf der Grii13e C in Abbangigkeit vom Wandabstand bei konvergenten nnt! 
divergenten Kanalen. 

zu glatten, bis sie an den Aufpunkt gelangen, und die Konstante des 
Gesetzes fur die Streuungsgeschwindigkeit c 

c = const VI rotb[ 
muB groB ausfallen; ist dieser Weg dagegen langer, so sind infolge der 
Zahigkeit die fehlerhaften Wirbelelemente bereits weitgehend verteilt 
und geglattet, wenn sie im Aufpunkt wirksam werden, und die Konstante 
der Streuungsgeschwindigkeit c nimmt einen kleineren Wert an. 

Nun ist in gleichem Abstand von der Wandung eines Kreisrohrs und 
von der ebenen Wand der Weg zu dem betreffenden Aufpunkt im ersten 
Fall im Mittel kleiner als im zweiten Fall, so daB es erklarlich ist, daB 
im Kreisrohr die GroBe 0 weniger stark absinkt als an der ebenen Wand. 
AuBerdem ist dieser Weg beim konvergenten Kanallanger als bei einem 
divergenten Kanal, weil beim konvergenten Kanal die einzelnen Flussig
keitsteilchen durch die Stromung immer wieder in Richtung zur Wand 

Gebelein, 'l'urbulenz. 10 



146 Spezielle Probleme turbulenter Stri:imungen. 

zuruckgedrangt werden, wahrend beim divergenten Kanal die Stromung 
das Vordringen einzelner Flussigkeitsteilchen in groBeren Wandabstand 
um so leichter macht, je groBer der Offnungswinkel ist und daher der 
Weg des Teilchens bis zum Aufpunkt im Durchschnitt weniger lang ist. 
Daher ist zu erwarten, daB in konvergenten Kanalen die GroBe C rascher 
absinkt als in divergenten und daB bei gegebenem Wandabstand die 
GroBe C monoton mit dem Offnungswinkel anwachst. Diese qualitativen 
Aussagen iiber die GroBe C werden durch die Diagramme der Abb. 35 
bestatigt. 

Die Messungen in konvergenten und divergenten Kanalen zeigen 
also wie schon die Messungen im Kreisrohr, daB die GroBe C durchaus 
keine universeIle Konstante ist. Dies andert nichts an der Tatsache, 
daB mit dem Mittelwert C = 0,40 beim Kreisrohr die Berechnung der 
Widerstandsgesetze und der Geschwindigkeitsverteilungen mit recht 
groBer Genauigkeit durchgefiihrt werden kann und daB auch bei anderen 
Aufgaben Rechnungen mit dieser Konstanten C = 0,40 zu recht be
friedigenden Ergebnissen fiihren werden. 

Diese Erkenntnisse iiber die GroBe Classen· erwarten, daB in groBer 
Entfernung von Wanden unter Umstanden auffallend kleine Werte C 
zu beobachten sein werden. Wir werden ein Beispiel hierfiir in Abschn. 3 
dieses Kapitels bei der Besprechung der Auflosung eines Freistrahls 
kennen lernen. 

2. Die Grundlagen der turbulenten Grenzschichttheorie. 
Die turbulente Bewegung einer Fliissigkeit wird durch die Grund

gleichungen der statistischen Hydrodynamik (Kap. V, Abschn.6) be
schrieben, die bei Abwesenheit des Turbulenztensors in die Differential
gleichungen der N a vier- Stokesschen Theorie iibergehen. 

Oben, in Kap. V, Abschn. 6, wurde die wichtige Tatsache festgestellt, 
daB im FaIle einer inkompressiblen Fliissigkeit durch eine Potential
stromung in tJ (rot tJ = 0) diese Gleichungen erfullt sind, so daB diese 
Stromung eine mogliche Bewegung der Flussigkeit darsteIlt. Dieser 
Satz ist der theoretische Ausdruck des stets mit Verwunderung fest
gesteIlten Befundes, daB bei aller UnregelmaBigkeit der turbulenten 
Stromungen die Grundstromung im groBen ganzen den Bewegungs
gesetzen der idealen Flussigkeit foIgt. 

Eine Potentialstromung kann jedoch nicht den Randbedingungen, 
die dem Haften der Flussigkeit an den sie begrenzenden Wanden ent
sprechen, vollstandig Genuge leisten. Zur Erfiillung dieser Bedingungen 
sind die Zahigkeitsglieder erforderlich und daher ist es notwendig, in 
der Nahe der Wand Zahigkeitswirkungen und Tragheitswirkungen in 
Rechnung zu setzen. Den Weg zur Bewaltigung dieser Aufgabe im Bereich 
der laminaren Stromungen hat Prandtl im Jahre 1904 entdeckt; das 
Ergebnis ist die Pr and t I sche Grenzschichttheorie. 
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Au.ch bei turbulenten Stromungen ist zu erwarten, daB die Wirkungen 
der TurbuIenztensoren sich auf die Nahe der Wande beschranken, und 
zwar erstens, weil ebenso wie in der klassischen Theorie der zahen Fliissig
keiten die Potentialstromung eine mogliche Stromungsform ist und die 
Ursache der Abweichungen von dieser also mit wachsendem Wand
abstand immer mehr in Wegfall kommt, zweitens aber noch, weil der 
TurbuIenztensor selbst durch Wirkungen der Wand zustande kommt, 
die mit wachsender Entfernung von dieser immer mehr zuriicktreten 
miissen. Es liegt daher nahe, die Leitgedanken Prand tIs bei der Ent
wicklung seiner Grenzschichttheorie auch auf die Grundgleichungen der 
statistischen Hydrodynamik anzuwenden. 

Die Vorgange, von denen die Grenzschichttheorie handelt, spielen 
sich in nachster Wandnahe abo Wir machen die Annahme, daB die 
vorkommenden Wandabstande klein seien im Vergleich zum Kriimmungs
radius der Wand. Die Wand erscheint dann in bezug auf die in Frage 
stehenden Aufpunkte als unendliche Ebene, fUr die der Turbulenz-

tensor lautet: (g ~ g.) 
II (y) = 0 2 y21 rot tJ I 1. (1) 

o 0-2 

Bei der Grenzschichttheorie wird eine ebene Stromung den Unter
suchungen zugrunde geIegt. Die drei unbekannten Funktioncn der 
hydrodynamischen Gleichungen sind die Geschwindigkeiten u (x, y) und 
v (x, y) und der Druck p (x, y). An der Wand, die als gerade und in 
der x-Achse Iiegend angenommen wird, ist u = v = O. In der Prandtl
schen Grenzschichttheorie werden nun fUr diese GroBen eine Reihe 
von Abschatzungen vorgenommen, die zu einer wesentlichen Verein
fachung der Grundgleichung fUhren. 

Die Gestalt der Geschwindigkeitsprofile, die in der Grenzschicht
theorie vorkommen, ist ganz allgemein gekennzeichnet durch einen im 
allgemeinen monotonen Anstieg von der Geschwindigkeit u = 0 an 
der Wand zum Wert u = U der Potentialstromung, der in groBerem 
Wandabstand asymptotisch erreicht wird. Die Dicke der Schicht, in 
der dieser rasche Anstieg von 0 auf U erfolgt, sei von der GroBenordnung 
o (E), wahrend die Geschwindigkeit u (y) von der GroBenordnung 0 (1) 

ist. Nun wird die Annahme gemacht, daB ~: von der GroBenordnung 

o (1) sei, woraus dann auf Grund der Kontinuitatsgleichung folgt, daB 

auch -~ ~ von der gleichen GroBenordnung ist. Durch die bekannten 

einfachen Schliisse folgt nun die GroBenordnung der iibrigen in den 
Gleichungen vorkommenden Ableitungen, namlich 

(1) f ·· 8 U 82 U 8 v ( ) f·· 8 V 82 v ., 
o ur u, fix' 8 x2' 8 y' 0 E ur v'8 x' -8 x2 

( 1 ) 8 82 U 82 11 ( 1 -) f.. 82 U 0-- fUr __ U_ ,-- und 0 -;;2 ur ~ .. y .. 2 
e oy 8x8y' 8y2 ~ u 

(2) 

10* 
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Es soIl nun gezeigt werden, welche Vereinfachungen diese Ab
schatzungen an den Differentialgleichungen der in Frage stehenden 
Probleme sowohl in der N a vier- Stokesschen Theorie wie in der Theorie 
der statistischen Hydrodynamik nach sich ziehen. Die Grundgleichungen 
lauten bekanntlich nach der klassischen Theorie 

~~+~v_=O 
ox 0 y 

o~ + u~~ + v~~ = _}_~E + 'II (~2U + ~~_~) 
ot ox oy (! ox ox2 oy2 (3) 

~~_ + u ~!I_ + v ~~ = _ ~ 0 P + 'II (~~y_ + 02 .~) 
ot OX oy e oy . ox2 oy2 

H · . db' Z"h' k't l' d 02U (1) "b 02U (1) Ier Wlr elm a 19 el sg Ie 8xif = 0 gegenu er 8y/ = 0 £2 

vernachlassigt, wodurch die erste Impulsgleichung ihre endgultige 
Gestalt annimmt. Die zweite Impulsgleichung aber enthalt auf der 
linken Seite nur Glieder von der GroBenordnung 0 (t;) und von derselben 
GroBenordnung ist nach den bekannten Dberlegungen auch das Zahig
keitsglied. In der Grenzschichttheorie der laminaren Stromungen wird 
auf Grund dieser Abschatzung geschlossen, daB die Schwankung des 
Druckes p auf einer Geraden x = const von der GroBenordnung 0 (t;2) 
ist und daher gegeniiber p = 0 (1) vernachlassigt werden darf. Dieser 
Befund ist fur die Rechnung von auBerordentlicher Wichtigkeit, denn 
durch diese Naherung wird der Druck innerhalb der Grenzschicht in 
der Querrichtung als konstant und als durch die "auBere Potential
stromung eingepragt" angesehen. Diese Feststellung ist die einzige 
Folgerung, die in der Prand tlschen Grenzschichttheorie aus der zweiten 
Impulsgleichung gezogen wird. Nachdem sie getroffen ist, kommt diese 
Gleichung fur die Theorie in Wegfall. Damit entsteht fur die laminare 
Grenzschichttheorie das System von Grundgleichungen 

~+~=O l ox 0 Y (4) 
~ + u~ + v _~~ = _ ~ ~ + 'II 02 ~ 
ot ox oy e dx oy' 

mit den beiden unbekannten Funktionen u und v, denn der Verlauf 
des Druckes p (x) ist durch die auBere Stromung vorgegeben. 

Urn die entsprechenden Grundgleichungen der turbulenten Grenz
schichttheorie herzuleiten, haben wir von den Gleichungen der stati
stischen Hydrodynamik fur das ebene Problem [Gleichung (27), Kap. V] 
auszugehen. Wegen Gleichung (1) fUr den Turbulenztensor wird 

~+~=O ox 0 y 

~ + u~ + v ~ = j! 6. Z + ~ (C2 y2 ! Z I Z) (5) 
B x By 0 y2 .. 

o v 0 U Z= ---~ 
ex c y • 
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Bei der Vereinfachung auf Grund der Abschatzungen (2) kommt 

nun bei Z das Glied ~ ~ = 0 (e) gegen ~; = 0 ( ! ) in Wegfall und weiter 

tritt an die Stelle von 6. Z der Ausdruck - ~~- . Die Transportgleichung vy 
der Rotation wird daher naherungsweise 

82u iJ2 u 82u 83 u 02 (' lou IOU) aya{ + U7iX8y + v 0 y2 = Yay:f + 0 y2 C2 y2 8Y 8Y (6) 

und aus dieser Gleichung Jolgt durch eine Integration nach d y 

~ + u~u_ + v~ = _!_~ + v~~- +}_ (C2y2 (~)2). 
ot ox oy eox oy2 oy oy 

Urn endlich noch AufschluB dariiber zu erhalten, wie der Druck p(x, y) 
III der turbulenten Grenzschicht vorn Wandabstand y abhangt, ent
nehmen wir der zweiten Irnpulsgleichung [Gleichung (24), Kap. III], 

daB jedenfalls :: und ;; von der gleichen GroBenordnung sind. Nun 

ist aber 

und daher auch 

und 

T = C2 y2 ( ~ ; ) 2 = 0 (1) 

~ = 0 (1) ox 

OT 
.d p = ax .d y = 0 (e) . 

Die Schwankungen des Druckes innerhalb der Grenzschicht in der 
Querrichtung sind daher von der GroBenordnung 0 (e). Also darf auch 
bei turbulenten Strornungen ebenso wie bei laminaren Strornungen der 
Druck in der Grenzschicht naherungsweise als in der Querrichtung 
konstant und "durch die auBere Stromung eingepragt" angesehen werden, 
wozu allerdings zu bemerken ist, daB hei dieser Naherung nicht wie hei 
der larninaren Theorie Glieder von der GroBenordnung 0 (e2) gegen 0 (1) 
vernachlassigt werden, sondern Glieder von der GroBenordnung 0 (e). 
Diese Naherungstheorie ist also bei turbulenten Grenzschichten weniger 
exakt als bei larninaren. Mit dieser Feststellung, daB der Druck p in 
der Grenzschicht eine Funktion p (x) von x allein ist, kornrnt auch hier 
die zweite Irnpulsgleichung in Wegfall. 

Die Grundgleichungen der turbulenten Grenzschichttheorie lauten 
also 

oU+uoU+ViJu __ ~dp_1 ~(C2 2 (OU')2)' +y 02U ) 
o t 0 x 0 y - e d,X I iJ y \' y iJ Y 0 y2 

(4) 
cu+8v_O 
ox oy-' 

Diese Gleichungen enthalten die beiden unbekannten Funktionen u(x,y) 
und v (x. y). Die Funktion p (x) ist durch die auBere Strornung 
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vorgegeben, denn ist U (x, t) die Geschwindigkeit der auBeren Stromung 
in x-Richtung in der Nahe der Wand, also die Geschwindigkeit, die das 
Grenzschichtprofil an der Stelle x als Asymptote besitzt, so ist wegen 
V (x) = 0 an der Wand 

_~~_oU+UoU 
edx-ot ox' (5) 

Die Ergebnisse der bisherigen Untersuchungen lassen sich in folgende 
Satze zusammenfassen, die fUr laminare und turbulente Stromungen in 
gleicher Weise gelten: 

1. In einer sehr dunnen Schicht am Korper, der Grenzschicht, geht 
die Geschwindigkeit vom Werte Null auf den Wert uber, den die Potential
stromung in der Nahe der Wand ergeben wurde. 

2. Der Druck in der Grenzschicht ist praktisch unabhangig von 
der Koordinate senkrecht zur Wand und also gleich dem Druck, den 
die Potentialstromung langs der Wand hat. 

3. In der Grenzschicht braucht von den Zahigkeitsgliedern nur das 

Glied ~2y~ und von den Turbulenzgliedern nur das vereinfachte Glied 

: y ( C Y ~;) 2 berucksichtigt zu werden. 

4. Die zu entwickelnde Grenzschichttheorie mit dem Turbulenz
tensor der ebenen, unbegrenzten Wand gilt eigentlich nur fur ebene 
Begrenzung. Jedoch bleibt sie ebenso wie die entsprechende laminare 
Grenzschichttheorie als Naherung anwendbar, solange der Krummungs
radius nicht sehr klein wird und sich nicht sprunghaft mit der Bogen
lange der Wand andert. 

In die bisherigen Gleichungen wurde der Turbulenztensor der ebenen 
Wand nach Gleichung (1) eingetragen. Durch die Untersuchungen 
Kap. VI, Abschn. 3--4, wissen wir, daB diese Gleichung in allernachster 
Wandnahe nicht mehr zutrifft und der verschiedenen Rauhigkeit der 
Wande nicht gerecht wird. Um dem Rechnung zu tragen, ist, wie dort 
dargelegt wurde, y durch y -- a zu ersetzen, wo a eine von der mittleren 
Zackenhohe der Wandrauhigkeiten, von der an der Wand ubertragenen 
Schubspannung und von der kinematischen Zahigkeit abhangige Kon
stante ist. Die Einfuhrung dieser Konstanten kommt auf eine Ver
schiebung des Ursprungs der y-Koordinate hinaus, die durch das 
Rauhigkeitsgesetz von Kap. VI, Abschn.4, beherrscht wird. In einer 
eingehenden turbulenten Grenzschichttheorie muB natiirlich auch dieser 
EinfluB der Wandrauhigkeiten erfaBt werden. 

3. Freie Turbulenz. 
In den bisherigen Untersuchungen wurden eine Reihe spezieller 

Turbulenztensoren berechnet; namlich der Turbulenztensor fUr den von 
einer unendlichen Ebene begrenzten Halbraum, der Turbulenztensor 
fUr den Zwischenraum zwischen zwei parallelen unbegrenzten Ebenen 
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im Abstand 2b, sowie der Turbulenztensor fUr den kreiszylindrischen 
Flussigkeitsbereich eines Kreisrohrs. In allen diesen Fallen handelt es 
sich urn turbulente Stromungen in der Nahe von festen Wanden, also 
urn die Erscheinung der sog. Wandturbulenz im weiteren Sinn. In der 
Literatur ist aber vielfach auch die Rede von sog. freier Turbulenz, von 
Turbulenzerscheinungen, die weit von festen Wanden entfernt sich 
abspielen. Die nachsten beiden Abschnitte sollen von diesen Vorgangen 
handeln. 

Wir betrachten zunachst ein Beispiel, das als Problem der freien 
Strahlgrenze bereits von Prandtl und Tollmien untersucht worden 
ist. Dabei handelt es sich urn die Vermischung eines breiten gleichformigen 
Luftstroms, der aus einer Offnung kommt, mit der angrenzenden ruhen
den Luft. Zum Zwecke der Berechnung des zugehorigen Turbulenz
tensors denken wir uns diesen Fall, der beispielsweise am Versuchsstand 
eines groBen Windkanals praktisch vorliegt, in folgender Weise idealisiert. 
Auf der einen Seite einer von einer geraden Kante begrenzten Halbebene 
sei die Luft in Ruhe, auf der anderen Seite besitze sie die Geschwindig
keit U in der Richtung senkrecht zur Vorderkante. Vor der Vorderkante 
grenzen die bewegte und die ruhende Luft aneinander und vermischen 
sich. Der Turbulenztensor fur dieses Problem der Auflosung der Strahl
grenze ist demnach der Turbulenztensor einer unendlich ausgedehnten 
Halbebene, der mit dem Verfahren von Kap. V zu berechnen ist. 

Wir ftihren ein rechtwinkliges Koordinatensystem in der Weise ein, 
daB wir als Richtung 1 die Stromungsrichtung, als Richtung 2 die 
Richtung des Lotes auf die Ebene und als Richtung 3 die Richtung der 
Vorderkante wiihlen. Die Vorderkante selbst ist die Achse 3, so daB 
Xl = X 2 = 0 ihre Gleichung ist. Die an der Wand zufallsartig neuentstehen
den Wirbelelemente, die zur Entstehung des Turbulenztensors AnlaB 
geben, besitzen nach dem Ergebnis ('" = 0) von Kap. VI, Abschn. 2, 
die Richtung 1 parallel zur Stromung. Der Streuungstensor der infinitesi
malen Zusatzgeschwindigkeiten lautet nach Kap. V, Gleichung (9) 

o + 00 

(Ll 8~k(P)) = 2 er 82 Ll tJ J(g (A, P) 9 (A, P)) dF. 
- 00 - co 

Da dort bei Aufstellung des Gewichtsvektors 9 (A, P) mit Wirbel
elementen in Richtung 3 gerechnet wurde, sind in jener Gleichung die 
Indizes 1 und 3 fur das vorliegende Beispiel zu vertauschen. Die Er
mittlung der Komponenten des Streuungstensors verlauft im ubrigen 
genau analog zur dort durchgefiihrten Rechnung (s. S.92). 

Zunachst ergibt sich sofort, daB 

LI 8~1 (P) = LI 8~2 (P) = LI 8~3 (P) = o. 
Fuhren wir weiter wie oben zur Abkurzung die Konstante R durch die 
Gleichung 

(1) 
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ein, so wird 
o + (X) 

LI 8~2 (P) = 2 B T 8 2 LI t J J ( 4; ra ) 2 COS2 (j d Yl d Y3 = 
-00 -CD 

o + (X) 

LI 8~8 (P) = - 2 BT 82 LI t J J ( 4; .,3-r sin (j cos (j d Yl d Ya = 
-co-co 

+00 +00 
- B LI tJ J- --~ XI (xa -YaLdYl dYL __ 
- - «x1 - Yl)2 + x~ + (xa - Ys)2)3 

o - (X) 

o + 00 

Ll8~3 (P) = 2 B T 82 LI t J J ( T; ra r sin2 (j d YI d Y3 = 
- co - 00 

Fur die vorliegende Aufgabe ist der Turbulenztensor nur in der 
Ebene 1, 3 und in deren Nahe von Interesse, denn dort grenzen die 
ruhende und die bewegte Luft aneinander und findet die Vermengung 
der Luftmassen statt. Wir fuhren daher eine Naherungsrechnung £iir 
solche Aufpunkte P durch, £iir die der Abstand x2 von der Ebene 1, 3 
klein ist gegen die Entfernung Xl von der Vorderkante. In diesem Fall 
kann im Nenner der Integranden X 22 gegen (Xl - YI)2 vernachlassigt 
werden und die Integrale reduzieren sich auf 

+00 +00 co 

J J (xa-ys)2dYldys :1tJ dYl :1t 1 
«x;. ~-ih)' + (xs - Ys)2)S = 8 (Yl - X;:)S = 16 xf 

o -00 0 

+00 +00 

j j«x:2 (X;~~~!(:;_~~ ~S)2)3 = 0 
o -00 . 
+00 +00 00 

J J x~ d Yl d Ya 3 :1t 2J d Yl 3 :1t x~ «i; _y~)2 + (x-;-~ Ya)2)3 = -8- x2 (Yl - xd' = 32 x{· 
o -00 0 

Die fraglichen Komponenten des Streuungstensors der infinitesi
malen Zusatzgeschwindigkeiten lauten also: 

Ll82 (P) = BLI t~ -~~-
22 16 x~ 

Ll8~3 (P) = 0 ., 
A 2 (P) _ B A 3:1t x~ 

LJ 83:3 ~- LJ t 32 x, 
I 
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und der Streuungstensor wird 

(A '" (P» ~ BA 'Tor ;1 G o 0 ) 1 0 
3 x 2 • 

O-~ 
2 x~ 

(2) 

In Kap. V wurde aus dem Streuungstensor der Zm;atzgeschwindig
keiten 

'0 0 0) 
(L1sl k (P)) = BL1t n \ (0 1 0 

4 X2 0 0 2 

der Turbulenztensor 

II (P) = C2 x~ (~ ~ ~) i rot tJ j 

o 0 1/2 

abgeleitet. Ebenso folgt aus (2) fiir den Turbulenztensor des vorliegenden 
Problems der Ausdruck 

(
0 0 

II (P) = 4 C2 xi 0 1 
o 0 

~ g x~_ ) I rot tJ I· 
3 x~ 

(3) 

Nach dieser Rechnung im AnschluB an Kap. V fUhren wir fUr die 
Koordinaten an Stelle der Numerierung 1,2,3 wieder die Bezeichnungen 
x, y, zein und nennen die Achse 1 die x-Achse und die Achse 2 die 
y-Achse; die Achse 3, die z-Achse, ist fiir unser ebenes Problem ohne 
Belang. Der Turbulenztensor (3) lautet in dieser Schreibweise: 

II (P) = 4 C2 x2 (: : 2 ~ x.) I rot t1 i • (4) 

31J2 
Von diesem Tensor geht auch hier, da es sich urn ein ebenes Problem 
handelt, nur die Komponente 'lty y 

'ltyy=4C2x2irottJi (5) 

in die Rechnung ein. Gleichung (5) sagt aus, daB del' Prandtlsche 
Mischungsweg beim vorliegenden Problem nur von del' Entfernung des 
Aufpunktes von derVorderkante abhiingt, und zwar linear mit diesel' 
anwiichst. Von del' y-Koordinate ist l in erster Niiherung unabhangig. 

l=2Cx. (6) 

Dieses Ergebnis stimmt mit den Annahmen P ran d tIs iiber den 
Mischungsweg iiberein, die er seinen Untersuchungen zugrunde legte. 

Mit Hilfe diesel' Ergebnisse konnen nun die Differentialgleichungen 
des Problems hingeschrieben werden. lndem wir annehmen, daB der 
Druck im ganzen Gebiet konstant sei, so daB das Druckglied in Wegfall 
kommt, erhalten wir wie oben naherungsweise 
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Durch Einfiihrung del' Stromfunktion 'IfJ = x . F (1]), wobei F (1]) = 

J u(1]) d 1] mit 1] = ; ist, entsteht hieraus die einfache Differential
gleichung 

Abb. 36. Geschwindigkeitsverteilung an der 
Grenze cines Freistrahls. 

FF" + 2 C2 F" F '" = 0. (8) 
Mit diesel' Gleichung, welche 

Tollmien nach den Ansatzen 
von Prand tl erhielt, fiihrte 
er die Untersuchung des an
geschnittenen Problems und 
ahnlicher Fragen durch. Die 

Ergebnisse diesel' Rechnungen stehen in guter Ubereinstimmung mit 
dem Experiment. Wir bringen in Abb. 36 den Geschwindigkeitsverlauf 
an del' Strahlgrenze nach diesel' Theorie und in Abb. 37 den hieraus 
berechneten Verlauf des Staudrucks bei geeigneter Wahl del' Konstanten 

~I 
Abb. 37. Verlauf des Staudrucks an der Grenze 

eines Freistrahls. 

C und damit zusammen den 
mit einem automatischen 
Druckschreiber aufgenom
menen experimentellen Ver
lau£' 

Wir erwahnen noch den 
Zahlwert, del' aus diesel' 

empirischen Staudruckkurve nach Tollmien fiir den Proportionalitats
faktor des Mischungswegs nach Gleichung (6) folgt. Tollmien erhalt 
1 = 0,0174 x; so daB fiir unsere Konstante C del' Wert C = 0,0087 folgt. 
Wir ersehen daraus, daB entsprechend unserer Vermutung am Ende von 
Abschn. I dieses Kapitels weit von Wanden entfernt tatsachlich die 
GroBe C wesentlich kleiner ist als in del' Nahe del' Wand, wo wir im 
Kreisrohr den Mittelwert C = 0,40 erhielten. 

Die Theorie des Turbulenztensors fiihrt also auch bei diesem Beispiel, 
bei dem es sich urn sog. freie Turbulenz handelt, zu Folgerungen, die mit 
del' Erfahrung gut iibereinstimmen. Es hat nach diesen Untersuchungen 
den Anschein, als ob zwischen Wandturbulenz und freier Turbulenz gar 
nicht so grundlegende Unterschiede bestehen, wie wiederholt vermutet 
worden ist. 

4. Turbulenzentartung. 
Zwei Erscheinungen sind es, durch deren Zusammenwirken del' 

Turbulenztensor zustande kommt. Fiir beide, namlich fiir die Streuungs-
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geschwindigkeiten, die von der augenblicklichen Verteilung der Wirbel 
in der Fliissigkeit abhangen und fiir die infinitesimalen Zusatzgeschwin
digkeiten, die von den an der Wand dauernd neuentstehenden Wirbel
elementen herriihren, wurde in Kap. V eine Theorie entwickelt. Wahrend 
die Streuungsgeschwindigkeiten mehr lokal bedingt sind, handelt es 
sich bei den Zusatzgeschwindigkeiten um eine Wirkung aus mehr oder 
weniger groBer Entfernung, also gewissermaBen um eine "Fernwirkung". 
Notwendig fiir das Auftreten der Zusatzgeschwindigkeiten ist, daB an 
Wanden, an denen die Fliissigkeit entlang stromt, Schubspannung 
iibertragen wird. 

Beide Effekte zusammen bestimmen die Verweilzeit des Stromungs
vorgangs, die von Ort zu Ort verschieden ist und Auskunft dariiber 
gibt, ob mehr oder weniger lange an der betrachteten Stelle die Folge
rungen der klassischen Hydrodynamik, deren Gleichungen "im kleinen" 
gelten, mit der Wirklichkeit iibereinstimmen. Nach den Ergebnissen 
von Kap. V ist die Verweilzeit proportional dem Quotienten der kine
tischen Energie in den Streuungsgeschwindigkeiten und jener in den 
Zusatzgeschwindigkeiten. Je groBer die Streuungsgeschwindigkeiten, 
um so langer, je groBer die Zusatzgeschwindigkeiten, um so kiirzer ist 
die Verweilzeit. 

Es gibt hier zwei bemerkenswerte Grenzfalle, die durch ver
schwindende Streuungsgeschwindigkeiten und durch verschwindende 
Zusatzgeschwindigkeiten angezeigt werden. 1m ersten Fall wird die 
Verweilzeit unbegrenzt kurz. Das hat zur Folge, daB der Turbulenz
tensor in Wegfall kommt und die Gleichungen des betreffenden Vorgangs 
sich auf diejenigen der klassischen Hydrodynamik reduzieren. 1m 
zweiten Fall wird wegen der verschwindenden Zusatzgeschwindigkeiten 
die Verweilzeit unbegrenzt groB und dies hat zur Folge, daB der Vorgang 
in den uns interessierenden Beobachtungszeiten noch gar nicht Gegen
stand der statistischen Hydrodynamik ist, sondern vielmehr Gegenstand 
der deterministischen Mechanik. Wir erhalten hiermit das bemerkens
werte Ergebnis, daB in der statistischen Hydrodynamik sowohl ver
schwindende wie unbegrenzt zunehmende Verweilzeiten zur klassischen 
Theorie zuriickleiten. 

Von dem zweiten der beiden Falle solI hier die Rede sein. Er tritt 
ein, wenn Wande, an denen Schubspannung iibertragen wird, sehr weit 
entfernt sind, wenn an den vorhandenen Wanden keine Fliissigkeit 
entlang stro:illt oder wenn Wande iiberhaupt fehlen. Es handelt sich 
also auf jeden Fall um sog. "freie Turbulenz", wenn iiberhaupt eine 
Turbulenzerscheinung vorliegt. Wir bringen hierzu zwei Gegenbeispiele: 
Ein einzelner Rauchring gehorcht ziemlich lange den Gesetzen einer 
idealen Fliissigkeit, bis er sich allmahlich infolge der Zahigkeitswirkungen 
auflost oder von Luftstromungen mitgenommen und zerstOrt wird. Bei 
diesem Vorgang tritt keine Turbulenz in Erscheinung, obwohl bei del' 
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Erzeugung des Wirbels auf die bekannte Weise die Wande an der Offnung 
des GefaBes, aus dem der Rauehring hervortritt, beteiligt sind. Aber 
naehdem der Wirbel das GefaB verlassen hat, wird an diesen Wanden 
keine Sehubspannung mehr ubertragen und daher besteht keine Ursaehe 
fUr das Zustandekommen der Zusatzgesehwindigkeiten. 

Als Gegenbeispiel betraehten wir die Ausbreitung einer Sprungsehieht 
der Gesehwindigkeit. Zur Zeit t = 0 grenzen langs einer Ebene zwei 
Flussigkeitsstrome versehiedener Gesehwindigkeit gemaB Abb. 38 anein
ander. Eine Zwisehenwand sei, wenn uberhaupt, nur bis zu diesem Augen
bliek vorhanden. 1m Laufe der Zeit vermisehen sieh die beiden Strome, 
so daB spater das in der Abbildung angedeutete Bild entsteht. Professor 

!J u r 

u u 

Abb. 38. Zeitliche Ausbreitung einer Sprungschicht 
der Geschwindigkeit. 

Prandtl, der dieses Bei
spiel in einem Brief an den 
Verfasser erwahnt, teilt 
dazu mit, daB bei freier 
Turbulenz die Breite der 
Verniisehungszone propor
tional mit der Zeit an
waehst. Diese FeststeIlung 
ist fUr die Beurteilung 
dieses V organgs mit Hilfe 
der Theorie entseheidend. 

Liegt keine Turbulenzerseheinung vor, sondern erfolgt die Auflosung 
der Sprungsehieht infolge der Zahigkeit, so liefert die N a vie r - S t 0 k e s
sehe Theorie fUr den V organg die Gleiehung 

au 82 u 
at = V 8y2' 

Die Losung dieser Gleiehung fUr die Randbedingungen 

y =, + <Xl und u = - ~ fUr y = - <Xl lautet 
y -y' 

u (y) = - '! --feM d y. 
2 v'n v t 

o 
Aus dieser Beziehung folgt, daB die Breite der Sprungsehieht proportional 
der Quadratwurzel aus der Zeit anwaehst. 

Dieses Gesetz ist gleiehbedeutend mit dem Tatbestand, daB die 
statistisehe StreuungsgroBe b eine Konstante (hier die kinematisehe 
Zahigkeit) ist. Diffusionsvorgange, bei denen das von Prand tl mit
geteilte lineare Gesetz der Verbreiterung besteht, sind also beim Vorliegen 
einer Diffusionskonstanten nieht moglieh. Vielmehr muB in diesem FaIle 
die AustausehgroBe b selbst proportional mit der Zeit anwaehsen, denn 
mit b = at wird U 11 _ 11'., 

11 (y) = fe 4at- d 11 
2tv'na . 

o 



oder 

Turbu]enzentartung. 

U lit --' I,' 
U (r/) = --=J e 4ad 'Y/ 2vna 

o 
mit y 17 = -{, 

wie es diesem Gesetz entspricht. 

157 

Urn die Bedeutung einer mit der Zeit linear anwachsenden Aus
tauschgroBe b zu verstehen, greifen wir auf die Untersuchungen von 
Kap. IV, Abschn. 3, zuruck. Dort wurde festgestellt, daB b bei Bezug
nahme auf kleine Zeitintervalle noch keine Konstante ist, sondern aus
gehend vom Werte Null linear mit der Zeit anwachst, und daB erst, 
wenn die in Rechnung gesetzten Zeitintervalle groB im Vergleich zur 
Verweilzeit werden, b asymptotisch sich einemkonstanten Werte nahert 
(vgl. Abb'. 10). Der von Prandtl mitgeteilte .Befund besagt also, daB 
die Verweilzeit beim vorliegenden Problem unendlich oder wenigstens 
sehr groB im Vergleich zur Beobachtungsdauer ist. Das ist auch nach 
den Annahmen der Fall, denn wenn keine Wande vorhanden sind, ist 
die Verweilzeit unendlich groB. 

Das betrachtete Beispiel steht also durchaus mit den Uberlegungen 
der Theorie der statistischen Hydrodynamik in Einklang. Seine Be
sonderheit ist die, daB von den beiden Erscheinungen, die im Mittel
punkt der statistischen Hydrodynamik stehen, hier nur die eine, namlich 
die der Streuungsgeschwindigkeiten, vorliegt. Wenn hier auch die 
Bewegungsvorgange infolge ihrer UnregelmaBigkeit dem Augenschein 
nach das gleiche Bild zeigen, wie die anderen turbulenten Stromungen, 
die wir betrachtet haben, so fehIt hier mit den Zusatzgeschwindigkeiten 
doch ein wesentlicher Tatbestand, der fUr das Zustandekommen des 
Turbulenztensors und der Turbulenzgesetze entscheidend ist. Wir fuhren 
fUr diese Erscheinung den Ausdruck "Turbulenzentartung" ein. 

Turbulenzentartung ist durch unendliche Verweilzeit gekennzeichnet 
und daher gehoren die betreffenden Erscheinungen eigentlich der 
klassischen HYd.rodynamik an. Wegen ihrer Kompliziertheit sind sie 
aber nicht den in der deterministischen Mechanik sonst ublichen 
Methoden zuganglich, sondern vermutlich nur durch statistisehe Be
trachtungsweisen zu erfassen. Solche liegen in der Theorie der Streuungs
geschwindigkeiten, die von den beiden Theorien der statistischen Hydro
dynamik hier allein gegenstandlich ist, vor. Um hier die Vorgange rechne
risch zu verfolgen, sind an Stelle der fehlenden Zusatzgeschwindigkeiten 
andere physikalische Kenntnisse erforderlich, namlich die Angabe der 
Verteilungen der Ubergangswahrscheinlichkeiten und nicht allein deren 
erste Momente, Erwartungswert und Streuung, die fur die statistische 
Hydrodynamik ausreichen. Aussagen dieser Art sind die Ergebnisse 
der Analyse turbulenter Stromungen, die fur das Beispiel des offenen 
Gerinnes inKap. V, Ahschn.2, mitgeteilt wurden. Nach jenen Messungen 
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Nikuradses ist zu vermuten, daB allgemein GauBsche Geschwindig
keitsverteilungen fiir solche Rechnungen eine gute Grundlage darstellen 
wiirden. 

So zeigen die Erscheinungen, die wir als Turbulenzentartung be
zeichnen, Eigenschaften, die haufig als das Wesen der Turbulenz 
schlechthin betrachtet worden sind. Fiir sie gelten namlich nicht nur 
im kleinen die Navier-Stokesschen Gleichungen, aber die Bewegungs
vorgange weisen eine so groBe Kompliziertheit auf, daB es aussichtslos 
ist, die V organge im einzelnen zu untersuchen und man sich damit 
begniigen muB, uber die mittlere Bewegung Aussagen zu machen. 

Doch hiervon unterscheiden sich wesentlich die Erscheinungen, die 
den Gegenstand der statistischen Hydrodynamik darstellen. Sie zeigen 
zwar auch dem Augenschein nach ein Bild turbulenter Unordnung, aber 
bei ihnen sind durch die V organge an den Wanden Krafte am Werk, 
die ordnend eingreifen und zur Folge haben, daB hinter alIer Unordnung 
universelle GesetzmaBigkeiten zutage treten. Diese weittragenden 
Naturgesetze aber kennzeichnen das Gebiet der turbulenten Stromungs
vorgange als ein Erscheinungsgebiet durchaus ausgepragter Eigen
gesetzlichkeit, das von der Theorie der "statistischen Hydrodynamik" 
beherrscht wird. 

5. Explizite Berechnung der Verweilzeit fiir ein Beispiel 
einer turbulenten Stromung. 

Wir beschlieBen unsere Untersuchungen uber spezielle turbulente 
Stromungen mit der expliziten Berechnung der Verweilzeit in einem 
konkreten Fall. Diese Rechnung ist ein Nachtrag zu Kap. V, Abschn. 2, 
wo eine von Nikuradse vermessene Stromung in einem Gerinne zur 
Bestatigung unseres Haupt,gesetzes fUr die Streuungsgeschwindigkeiten 
diente. Nun solI uns diese in ihren Einzelheiten besonders genau unter
suchte Stromung auch noch AufschluB iiber die GroBe und Ortsabhangig
keit der Verweilzeit in einem bestimmten FaIle geben. 

Diese Rechnung beruht auf der fundamentalen Gleichung fur den 
Turbulenztensor 

(1) 

in der c der Mittelwert der Streuungsgeschwindigkeiten und t* die Ver
weilzeit ist. Oben wurde das zweite Moment der Wahrscheinlichkeits
verteilung fiir die x-Komponente der Streuungsgeschwindigkeiten 
berechnet. Diese aus den Messungen ermittelte GroBe 82 hangt mit c 
durch die Beziehung I 

8 2 = 3- c2 (2) 

zusammen. Aus Gleichung (1) und (2) folgt fiir die Verweilzeit 

t* -~}' 
- 82 

und dabei ist 82 der Tabelle 2, S. 83, zu entnehmen. 

(3) 
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Es ist nun noch die Komponellte 1tyy des Turbulenztensors fur das 
vorliegende Problem zu berechnen. In Abschn. 1 dieses Kapitels er
hielten wir fUr den Fall zweier unendlich ausgedehnter Wande im 
Abstand 2b die Beziehung 2,0 

_ 0 2 1 1 b2 (1-rJ2)2 ... _ b-y 
Jryy - rottJ 2(1 + rJ2) mIt 11 - -r; -. 

1. 

,0 

Hier handelt es sich urn die Stromung an t 
der Oberflache eines im Querschnitt 
rechteckigen, sehr tiefen Kanals, so daB ~ 1. 

jene Rechnung in der Weise abzuandern ... 
ist, daB an Stelle zweier allseitig unbe
grenzter Ebenen zwei unendliche Halb
ebenen treten. Der Streuungstensor der 
Zusatzgeschwindigkeiten erhiilt dadurch p 
den Faktor 1/4 und der Turbulenztensor 

-,// 
l7 

/ 

I 
/ 

IW 
~

46 48 

den Faktor 4. Auf Grund dieser fiber- Abb. 39. Verlauf der Verweilzeit bei 

legung erhalten wir fiir 1tyy den Ausdruck 
der Striimung in einem Gerinne. 

_ 2 · 2 (1- ,,2)2 b y 
nyy - 40 rot tJ 1 b 2(1 +'1)2) mit rJ = -,;-' (4) 

Damit ist alles fiir die Berechnung der Verweilzeit bereitgestellt. 
Wir rechnen mit dem Werte 0 = 0,40, Bei der in Frage stehenden 
Stromung ist die halbe Kanalbreite b = 7,5 cm. Der Wert fiir 1 rot tJ 1 = 
dli 

dY ist der Tabelle 2, S.83, zu entnehmen. Wir setzen zur Abkiirzung 

J (y) = 402 b2 (l_rJ2)2 = 18 0 jl-rJ:)2 
2 (1 + rJ2) , 1 + rJ2 

und erhalten hiermit die Verweilzeit nach der Formel 

t* - llYl , !!..i!. 
- 82 dy' 

In der folgenden Tabelle sind die Daten der numerischen Rechnung 
zusammengestellt. 

Tabelle 4. 

y/b 
I 

y (em) I j(y)(em2) ::(~) 182(~:~) I t* (s) 

0,15 1,125 0,80 0,139 
[ 

0,579 0,19 
0,20 1,500 1,42 0,115 0,524 0,31 
0,25 1,875 2,19 0,096 0,467 0,45 
0,30 2,250 3,14 0,083 0,422 0,62 
0,35 2,625 4,20 0,072 0,397 0,76 
0,40 3,000 5,41 0,064 0,360 0,96 
0,45 3,375 6,70 0,059 0,371 1,07 
0,50 3,750 8,21 0,056 0,358 1,28 
0,55 4,125 9,50 0,053 0,337 i 1,49 

Abb.39 zeigt den Verlauf der Verweilzeit in Abhiingigkeit vom 
Wandabstand. Die Verweilzeit ist von der GroBenordnung von Sekunden 
und nimmt vom Werte Null an der Wand mit wachsender Entfernung 
von dieser rasch zu. 
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V1II. TIber die Bedeutung der Verweilzeit fur die 
physikalische Statistik. 

Wir beschlieBen unsere Untersuchungen, indem wir nach der Be
sprechung spezieller hydrodynamischer Probleme in den letzten Kapiteln 
nochmals an die Uberlegungen zur statistischen und deterministischen 
Mechanik anknupfen und uber die dort aufgerollten Fragen einen Uber
blick zu gewinnen suchen. Bei den Untersuchungen uber die physi
kalische Statistik im zweiten Kapitel fehlte uns noch ein Einblick in 
das Zustandekommen von Streuungen der Ubergangswahrscheinlich
keiten, die proportional mit der betrachteten Zeitspanne anwachsen, 
und indem wir diese fUr die mathematischen Entwicklungen notwendige 
Annahme hypothetisch mach en muBten, sind diese Uberlegungen noch 
von recht formalem Charakter. Nun hat inzwischen in Kap. IV und V 
das Problem der StreuungsgroBen bik in zwei wichtigen Fallen seine Auf
klarung gefunden, namlich bei den Erscheinungen am Maxwell-Boltz
mannschen Gasmodell und bei den turbulenten Stromungsvorgangen 
und besonders im zweiten Fall scheint die Losung geeignet zu sein, 
uber die spezielle Fragestellung hinaus AufschluB uber dieses Kern
problem der physikalischen Statistik zu geben. 

1m Mittelpunkt der Uberlegungen, die diese Frage und damit gleich
zeitig den. Zusammenhang zwischen statistischer und deterministischer 
Mechanik aufklaren, steht der Begriff der V erweilz ei t. Sie entscheidet 
daruber, ob das allgemeine Formsystem der physikalischen Statistik, 
wenn man es mit physikalischem Inhalt fUllt, zu einem echten Problem 
der statistischen Mechanik mit universellen Verteilungsgesetzen fiihrt, 
oder ob es zu einer Fehlertheorie auf einer Grundlage zuruckleitet, die 
formal mit dem System der klassischen Mechanik ubereinstimmt. 

Wahrend die Verweilzeit in der kinetischen Gastheorie auf der Grund
lage des Gasmodells unmittelbar anschauliche Bedeutung hat und ihr 
Zustandekommen dort keine begrifflichen Schwierigkeiten macht, liegen 
ihre Grundlagen bei den Turbulenzerscheinungen der statistischen 
Hydrodynamik ungleich tiefer' und fUhren zur Erkenntnis, daB selbst 
unbegrenzt geringe StOrungen des deterministischen Ablaufs,wenn sie 
nur dauernd und im wesentlichen ohne kausale Verknupfung unter
einander erfolgen, im Laufe der Zeit zur Zerruttung des Determinismus 
und zum Auftreten einer endlichen Verweilzeit fUhren konnen. 

Die endliche Verweilzeit gibt aber den Problemen der physikalischen 
Statistik das Geprage. Sie ist eine fUr das betreffende Problem charak
teristische GroBe, die aussagt, daB man "im groBen" den gleichen stati
stischen Zeitablauf des Geschehens beobachten wurde, wenn nicht, wie 
es tatsachlich der Fall ist, der Determinismus allmahlich aufgelOst wurde, 
sondern wenn die Beschaffenheit des Systems so ware, daB es sich voll
kommen deterministisch fUr die Dauer der Verweilzeit und vollkommen 
undeterministisch jeweils nach Ablauf der Verweilzeit verhalten wurde, 



Uber die Bedeutung der Verweilzeit fiir die physikalische Statistik. 161 

wenn der Vorgang also gewissermaBen "gequantelt" ware in der Weise, 
daB jedesmal im Augenblick der "Sekundenschlage" der Verweilzeit 
der deterministische Ablauf unterbrochen wurde durch vollkommenes 
statistisches Neuauswurfeln der Merkmale in den Kollektivs der fiber
gangswahrscheinlichkeiten, worauf dann wieder der ProzeB fur die Dauer 
der Verweilzeit deterministisch verlaufen wurde. 

Die GroBe der Verweilzeit entscheidet nun uber den deterministischen 
oder statistischen Charakter der zu beobachtenden GesetzmaBigkeiten. 
Erstrecken sich die Beobachtungen auf Zeitraume, die klein sind im 
Vergleich zur Verweilzeit, dann erhalt man mit abnehmender Beob
achtungsdauer immer vollkommenere Abhangigkeit der Zustande von den 
Anfangsbedingungen und daher die Gesetze der klassischen Mechanik. 
Beziehen sich die Beobachtungen aber auf Zeitraume, die groB sind im 
Vergleich zur Verweilzeit, dann bietet das gleiche System Erscheinungen, 
die unabhangig von den speziellen Anfangsbedingungen sind, Erschei
nungen von der Art der universellen Naturgesetze. 

1m FaIle der kinetischen Gastheorie hat die Dauer der Verweilzeit eine 
und dieselbe GroBe an allen Stellen des Gases. Sie zeigt nur eine Abhangig
keit von Druck und Temperatur. Die Verweilzeit ist hier eine so auBer
ordentlich kurze Zeitspanne von der GroBenordnung 10-10 s, daB es ganz 
unmoglich ist, die in noch viel kurzeren Zeitraumen deterministisch ver
laufenden Vorgange zu beobachten, die sich im Gedankenexperiment am 
Gasmodell abspielen. Die auf dieser Grundlage aufbauende physikalische 
Statistik erscheint daher in ihren Folgerungen als so wohlbestimmt, also 
so wenig statistisch, daB man gewohnt ist, ihre Grundgleichungen, die 
N a vi e r - S t 0 k e s schen Gleichungen der klassischen Mechanik zuzuordnen. 

Ganz anders steht es nun in der statistischen Hydrodynamik bei 
den Turbulenzerscheinungen. Hier sind die Verweilzeiten vom Orte 
abhangige GroBen. In Kap. VII, Abschn. 5, wurde die Verweilzeit 
einer speziellen turbulenten Stromung auf Grund des Beobachtungs
materials ermittelt und dort ist aus Abb. 39 zu ersehen, wie die Verweil
zeit von sehr kleinen Werten in der Nahe der Wand mit wachsendem 
Wandabstand anwachst. Dieser Anstieg wird wiederum gemindert oder 
vielleicht im besonderen FaIle sogar uberwogen durch ein Absinken der 
Verweilzeit proportional der Quadratwurzel aus der mittleren ortlichen 
Rotation. Beachtet man weiter, daB nach den Untersuchungen von Kap.V 
beim Turbulenztensor die Verweilzeit sogar fUr die verschiedenen Rich
tungen des Raumes verschieden ist, so ersieht man, daB die Frage nadh 
deterministischem oder statistischem Charakter bei den Erscheinungen 
der Turbulenz sich nicht einheitlich beantworten laBt, indem die turbulente 
Stromung an der einen Stelle mehr dem einen Formsystem, an anderen 
Stellen mehr dem anderen Formsystem gehorcht. 

Dieser Befund tritt jedoch erst deshalb in so verwirrender Weise 
in Erscheinung, weil die Verweilzeiten weiterhin hier im Gegensatz 
zur kinetischen Gastheorie vergleichbar mit der Reaktionszeit 

Gebelein, Turbnlenz. 11 
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unserer Sinnesorgane sind, namlich von der GroBenordnung von 
Sekunden in recht weiten Grenzen. So bietet die turbulente Stromung 
der unmittelbaren Anschauung ein Bild der innigsten Durchdringung 
von Determinismus und Statistik, bei dem nicht nur in geringen Ab
standen voneinander, dem Auge mit einem Blick erfaBbar, Prozesse 
slch abspielen, die beide Struktureigenschaften in verschiedener Aus
pragung aufweisen, sondern sogar an einer und derselben Stelle del' 
Flussigkeit die Bewegungsvorgange in der einen Richtung mehr determi
nistisch, in der anderen mehr statistisch verlaufen. 

Eine Eigenschaft zeichnet aber die statistische Hydrodynamik vor 
anderen Gebieten der physikalischen Statistik noch in ganz besonderer 
Weise aus. Wahrend z. B. in der kinetischen Gastheorie die Form
gesetze der Erscheinungen im groBen (klassische Hydrodynamik) und 
im kleinen (n-Korperproblem der Molekiile) ganz verschiedener Art sind, 
sind in del' Hydrodynamik diese Formgesctze makroskopisch und mikro
skopisch die gleichen. Ihr physikalischer Inhalt ist in beiden Fallen 
Impulsdiffusion bzw. Diffusion der Rotation im dreidimenslonalen Raum. 
Dieser einzigartige Automorphismus hat zur Folge, daB nicht nur unend
liche Verweilzeiten zu den Gesetzen del' idealen Fliissigkeit auf dem 
Boden der klassischen Mechanik fiihren, sondern daB hier die Extreme 
slch beriihren und auch verschwindende Verweilzeiten zu den Bewegungs
gesetzen der idealen Fliissigkeit zuriickfiihren. So ist es zu el'klaren, 
daB einerseits in der Nahe der Wande mit verschwindenden Verweil
zeiten die Verhaltnisse der klassischen Hydrodynamik sich ausbilden 
und daB dort die oft genannte "laminare Grenzschicht der turbulenten 
Stromung" entsteht, andererseits, daB weit von den Wanden entfernt 
sowohl die turbulente Stromung "im kleinen" wie auch die mittlere 
turbulente Stromung, d. h. die Grundstromung "im groBen" den Gesetzen 
der idealen Fliissigkeit folgt. 

Diese Einblicke in das von starker Eigengesetzlichkeit beherrschte 
Erscheinungsgebiet der Turbulenz ermutigen nun auch zu Ausblicken 
auf andere Gebiete der Physik und der Erscheinungswelt iiberhaupt. 
Leitgedanke ist, daB iiberall, wo viele gleichartige Erscheinungen sich 
zu einem Bilde zusammenschlieBen, das dem Menschengeist Anreiz 
zum Aufsuchen von GesetzmaBigkeiten gibt, eine dem Problemkreis 
eigene Verweilzeit besteht, die ihre Ursache in Einfliissen storenderArt 
aus tieferen, mikroskopischen Schichten der Erscheinungswelt hat, 
welche die an der Oberflache derErscheinungen sich zeigende Kausalitat 
im Laufe der Zeit zerriitten. Wo immer die Beobachtungen sich auf 
Zeiten erstrecken, die klein sind im Vergleich zur zugehorigen Verweil" 
zeit, zeigen die Erscheinungen GesetzmaBigkeiten, die dem Formsystem 
cler klassischen Mechanik entsprechen. Wenn aber die Beobachtungs
zeiten groB werden gegeniiber der betreffenden Verweilzeit, dann tritt 
das Formsystem der statistischen Mechanik die Herrschaft an und es 
zeigen sich universelle Naturgesetze. 
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Die Frage ist nun die nach del' Gro13enordnung del' Verweilzeiten 
in den einzelnen Gebieten del' Erscheinungswelt. 1m Bereich del' 
Turbulenz und del' kinetischen Gastheorie wissen wir dariiber bereits 
Bescheid. Das Gebiet, mit dem sich seit einigen Jahrzehnten die physi
kalische Forschung vorwiegend befaBt, liegt an mikroskopischer Fein
heit noch weit jenseits des Maxwell-Boltzmannschen Gasmodells 
und zu den betreffenden Erscheinungen gehoren daher ganz auBer
ordentlich kurze Verweilzeiten. Dort im Gebiete del' Vorgange an 
Atomen und Elektronen erlebte die physikalische Statistik ihre groB
artige Ausgestaltung, die fast eins ist mit del' modernen theoretischen 
Physik. 

Diametral gegenuber steht dem Gebiete del' Quantenstatistik das 
Gebiet del' Astronomie. Dort hat die klassische Mechanik einst ihren 
Ausgang genommen und dort hat sie spateI' zu Triumphen menschlichen 
Forschens gefiihrt, zu Taten wie die Entdeckung des Neptun. Gilt auf 
diesem Gebiete" die klassische Mechanik als unbestrittene Herrscherin, 
sei es in del' alten Form del' N ewtonschen Mechanik, sei es in del' 
modernen del' Relativitatstheorie, so muBte es in hochstem MaBe erstaun
lich sein, daB als Erfahrungswissenschaft eine Stellarstatistik sich 
in del' modernen Astronomie einburgern und mannigfach bewahren 
konnte. Nach aIlem, was wir uber Sterne wissen, ist die Verweilzeit 
im System del' Gestirne ganz unvorstellbar groB, so daB jede mensch
liche Beobachtung des Zeitablaufs, selbst wenn sie sich uber aIle Zeiten 
des Menschengeschlechts erstrecken wurde, nicht aus dem Geltungs
bereich del' klassischen Mechanik hinausfiihren und Ubergangswahr
scheinlichkeiten mit nicht verschwindenden Streuungen liefern kann. 
Trotzdem wird die Verweilzeit, obwohl .A.onen von Jahren umfassend, 
nich t unendlich sein, denn StOrungen aus elementaren Spharen, die zur 
Zerriittung des Determinismus fiihren miissen, beobachten wir recht 
wohl. Daher mussen auch in del' Welt der Gestirne Erscheinungen von 
del' Art del' statistischen, universellen Gesetze vorliegen, die die Grund
lage einer Stellarstatistik abgeben. 

1m Bereich zwischen dicsen beiden Extremen, del' Astronomie und 
der Atomphysik, liegen nun aIle jene mannigfaltigen Erscheinungen, 
bei denen sich Kausalitat und Statistik vermengen. Wir wissen, welche 
Wege der forschende Geist einschlagen kann, um dort in die Natur 
einzudringen. Es gibt die Wege der Analyse und del' Synthese. Doch 
schon im Sprachgebrauch, del' yom "Eindringen" in die Natur redet, 
kommt es zum Ausdruck, daB die klassische Methode del' Forschung 
die Analyse ist. lndem man nun analysierend die Naturvorgange in 
immer kleinere Zeitelemente (und auch Raumelemente) auflost, kommt 
man immer mehr unter die Verweilzeit des betrachteten Systems herunter 
und die GesetzmaBigkeiten mussen immer mehr die Struktur del' klassi
schen Mechanik annehmen. Das war del' Weg del' Physik von Newton 
bis Maxwell, der klassischen Physik. 

11* 
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Doch das tiefere Eindringen in die Naturerscheinungen fiihrte dann 
auf physikalische Systeme mikroskopischerer Art mit immer kiirzeren 
Verweilzeiten und daher kam man zu Erscheinungsgebieten mit uni
versellen Naturgesetzen, kam zu Erfolgen mit Hilfe intuitiv eingefiihrter 
statistischer Ansatze und endlich zu einer Krise der klassischen Mechanik, 
in der vielleicht gerade die Ergebnisse der Turbulenzforschung klarend 
wirken konnen. Das besondere am Erscheinungsgebiet der statistischen 
Hydrodynamik ist es ja, daB hier vor unseren Augen Statistik und 
Determinismus sich vermengen und durchsetzen, und daB dabei die 
Verweilzeiten GroBen aufweisen, die unseren Sinnesorganen zuganglich 
sind. Wenn irgendwo in der Natur, so kann an den Turbulenz
erscheinungen das Zusammenwirken von deterministischer 
und statistischer Mechanik studiert werden, denn es diirfte 
kein Gebiet der Physik geben, bei dem die Verweilzeiten noch groBer 
sind, wenn man von den astronomischen Systemen absieht, die wiederum 
der menschlichen Beobachtung keinen statistischen Ablauf mehr dar
bieten. 

Zwar ist die Erscheinungswelt erfiillt von einer Mannigfaltigkeit von 
Vorgangen, die Verweilzeiten von Minuten aufwarts bis zu Jahren und 
Jahrhunderten aufweisen. Jedoch gehoren diese Erscheinungen mit 
Verweilzeiten, die unserem Leben vergleichbar sind, fiir uns Menschen 
nich t mehr der Physik an, die als exakte Wissenschaft in diesen 
Komplex mannigfaltigster Art nur analysierend eingreifen kann, sondern 
dem Geschehen, das unser Leben ausfiillt, der Geschich teo Doch auch 
noch iiber die Physik hinaus miissen die Struktureigenschaften des 
Formsystems der physikalischen Statistik ausgepragt sein, denn mannig
fach sind die Erscheinungen, die den Abstrakta jenes Formsystems, 
namlich Wahrscheinlichkeiten, Erwartungswerten und statistischen 
Streuungen isomorph sind. Daher das Erfiilltsein statistischer, geradezu 
universeller Gesetze im Bereich der Lebensvorgange und Kultur
erscheinungen, denen nach einem Ausspruch Schrodingers der Staats
mann und der Organisator ahnlich gegeniiberstehen wie der Physiker 
seinen Experimenten, der die statistischen Naturgesetze der Uber
gangswahrscheinlichkeiten nicht in der Hand hat, der aber die Neben
bedingungen andert, um den Zeitablauf des Geschehens in die gewiinschte 
Bahn zu lenken. 

Hiermit schlieBt sich der Kreis der Erscheinungen, die uns im groBen 
und im kleinen umgeben und zusammengefaBt werden yom Form
system der physikalischen Statistik, die der modernen Physik 
ihre Entwicklung verdankt, die aber auch zur klassischen Physik nicht 
unbedingt in Widerspruch steht, sondern vielmehr, sobald deren opti
mistische Zuspitzung im Prinzip des Determinismus durch eine skep
tischere Auffassung ersetzt wird, die klassische Mechanik in sich auf
nimmt, um durch diese Synthese die "Krise der Mechanik" zu lOsen. 



Anhang I. 
Das Turbulenzproblem als Problem der klassischen und 

der statistischen Mechanik. 
Das Programm der vorliegenden Forschungen wurde vom Verfasser am 1. Fe

bruar 1933 im Kolloquium fUr angewandte Mathematik und Mechanik zu G6ttingen 
(Leitung Professor Prandtl) in einem Vortrag entwickelt. Hierbei wurde das 
Turbulenzproblem als Problem der statistischen Mechanik dargestellt und die 
Grundgedanken fiir eine statistische Untersuchung mitgeteilt. Obwohl die formale 
Darstellung, die sich in diesem Vortrag noch eng an v. Mises anschlieBt, inzwischen 
eine andere geworden ist und auch grundsatzlich inzwischen Weiterfiihrungen 
geschehen sind, diirfte dieser Vortrag auch jetzt noch alsEinfUhrung in die Problem
stellung unter dem Gesichtswinkel der Hydrodynamik geeignet sein. 

Auf dem 3. internationalen KongreB fUr angewandte Mechanik im 
Jahre 1930 zu Stockholm stellte Professor Oseen in seinem groBen 
Referat uber das Turbulenzproblem fest, daB es bisher nich t moglich 
gewesen sei, dem Worte "Turbulenz" eine bestimmte, faBbare Bedeutung 
zu geben. Er erinnerte daran, daB bei Osborne Reynolds dieses Wort 
noch nicht vorkommt, sondern daB bei ihm die Rede ist von "direct 
motion" und "sinuous motion". Reynolds' Auffassung sei demnach 
1883 zur Zeit seiner grundlegenden Abhandlung die gewesen, daB der 
Unterschied zwischen den beiden Bewegungsarten einer Flussigkeit, die 
wir heute laminar und turbulent nennen, darin bestehe, daB im einen 
Fall die Bewegung geradlinig, im anderen Fall mehr oder weniger in 
Windungen vor sich gehe. Tatsachlich sei auch heute noch dies der 
erste Gedanke, wenn man sich an das Phanomen der Turbulenz erinnert. 

Nun zeigte Oseen im weiteren Verlauf seiner Ausfuhrungen eine 
exakte, partikulare Losung der Navier-Stokesschen Differential
gleichungen, und zwar fur eine ebene Stromung, bei der sich die Flussig
keit in sehr gewundener, aber stationarer Weise einem Loche nahert. 
Er schlug fur diese Losung infolge ihrer gewundenen Gestalt die Be
zeichnung "turbulent" vor, teilte aber dazu mit, daB er bei den Fach
leuten wie den Herren Burgers, Noether u. a. keine Zustimmung 
gefunden habe. Es musse also nach dem Gefuhl dieser Herren in dem 
Begriffe "turbulent" noch etwas anderes stecken als "sinuousity". 

Man kann nun, wie Oseen weiter ausfiihrte, versuchen, aus der 
Reynoldsschen Theorie der turbulenten Flussigkeitsbewegung eine 
Definition der Turbulenz zu holen. Das Kennzeichen ware dann dieses, 
daB die wirkliche mikroskopische Bewegung unseren Messungen und 
Beobachtungen aus irgendwelchem Grunde unzuganglich ist. Diese 
beziehen sich hierbei vielmehr auf eine mittlere (makroskopische) Be
wegung, welche den hydrodynamischen Differentialgleichungen nich t 
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genugt, indem dauernd Energie von der makroskopischen zur mikro
skopischen Bewegung ubergeht, und daher der Energieverbrauch graBer 
ist als ihn die N a vier- Stokesschen Gleichungen fUr die makroskopische 
Bewegung ergeben wurden. 

Diesen Vorschlag fur eine Definition der Turbulenz wandte nun 
Oseen auf seine spezielle Lasung an. Zu diesem Zwecke nahm er an, 
daB man experimentell nur den AusfluB pro Zeiteinheit durch das in 
der Mitte befindliche Loch und eine mittlere Bewegung und Druck
verteilung feststellen kanne. Er erhalt durch Mittelbildung auf Kreisen, 
welche zum Loche konzentrisch liegen, konstante Drucke und Geschwin
digkeiten, so daB es sich bei der mittleren makroskopischen Bewegung 

Abb. 40. 0 seens •• turbulente" Striimung. 
(PartikuHi.re Liisung der Navier· 

Stokesschen Gleichungcn.) 

urn eine einfache, geradlinige Ein
stramung handelt, die bekanntlich 
den hydrodynamischen Differential
gleichungen genugt, allerdings mit 
einer ganz anderen Druckverteilung. 
Die Druckdifferenz zwischen zwei in 
verschiedener Entfernung yom Loch 
befindlichen Punkten ist namlich bei 
der makroskopischen Bewegung stets 
graBer als es die Navier-Stokes
schen Gleichungen vorschreiben in
folge des Energieverbrauchs fur die 

mikroskopische Bewegung. Daraus schlieBt Oseen, daB in der Tat 
nach der ins Auge gefaBten Definition die betrachtete exakte Lasung 
eine turbulente Bewegung darstellen musse, und daB also, wenn man 
sich mit dieser Feststellung nicht zufrieden geben wolle, damit zum 
Ausdruck komme, daB in der Turbulenz noch etwas anderes stecken 
musse. 

Es ist das Ziel des heut,igen Vortrags, darzulegen, daB in der Tat 
in der Erscheinung der Turbulenz noch etwas wesentlich anderes steckt 
als die genannten Feststellungen. Haren wir jedoch erst noch die weiteren 
Schlusse Oseens! Er fuhrte anschlieBend aus, daB nach der Auffassung 
Burgers, die dieser ihm mitgeteilt habe, fur die Anerkennung der 
speziellen Lasung als turbulente Stramung ihr stationarer Charakter 
im Wege stehe. Darauf teilte er mit, daB man leicht auch nichtstationare, 
exakte Lasungen herleiten kanne, daB er aber doch nicht glaube, daB 
man diese dann als "turbulent" gelten lassen wurde. So kommt er 
schlieBlich zur Auffassung, daB man in jeder Bewegung, die man exakt 
berechnen kanne, so viele GesetzmaBigkeiten erkennen wiirde, daB man 
sie dann nicht mehr als turbulent bezeichnen wurde, und daB daher die 
Idee der Turbulenz gerade die Unerforschbarkeit einer Stramung aus
drucke. So schlagt er denn folgende Definition vor: "Turbulent ist 
eine Flussigkeitsbewegung, die so kompliziert ist, daB man 



Turbulenzproblem als Problem der klassischen und der statistischen Mechanik. 167 

von einer genauen Kenntnis derselben absieht und sich mit 
der Beschreibung einer mittleren Bewegung begniigt." 

Oseen betrachtet nach dieser Definition den Begriff der Turbulenz 
als etwas relatives und die Grenze zwischen laminar und turbulent als 
flieBend je nach den praktischen Bediirfnissen und dem Stand der 
Forschung. Er meint dann noch, daB die theoretische Hydrodynamik 
wohl nicht leicht irgendwann die Unerforschbarkeit der mikroskopischen 
Bewegung zugeben werde. 

Wir wollen nun nach Kenntnisnahme dieser Gedankengange, deren 
letzte Folgerung kaum als recht befriedigend betrachtet werden kann, 
die Diskussion ii ber die 0 see n sche spezielle Losung zunachst verlassen 
und erst am Ende des V ortrages darauf wieder zuriickkommen, wenn 
wir einige neue Gesichtspunkte zum Turbulenzproblem gewonnen haben 
werden. Wir wollen noch einmal ohne aIle theoretischen Er
wagungen uns an das Phanomen der Turbulenz erinnern und stellen 
fest: Jede Beobachtung einer turbulent en Stromung lehrt das 
Vorhandensein von Rotation in der Fliissigkeit, und zwar 
sowohl in kontinuierlicher Verteilung als in Gestalt diskreter 
Wirbel und in dauernd wechselnder Anordnung. 

Nun aber bitte ich Sie darum, das Turbulenzproblem und alles, 
was dariiber gedacht worden ist, einmal vorlaufig zu vergessen und 
sich einzustellen auf die Mechanik fliissiger Massen im alten Sinn der 
klassischen Hydrodynamik. Denn ich mochte hier mit aller 
Bestimmtheit meiner Auffassung dahin Ausdruck geben, daB beim 
Turbulenzproblem die Grundlage der Eulerschen bzw. der Navier
Stokesschen Differentialgleichungen, die die Dynamik der Fliissigkeit 
"im kleinen" beschreiben, unter keinen Umstanden verlassen werden 
darf. Wir kommcn dem Turbulenzproblem nicht naher, indem wir 
etwa die Fliissigkeit oder das Gas wieder im Sinne der kinematischen 
Gasthcorie zum Maxwell-Boltzmannschen Gasmodell entarten lassen. 
GewiB sind die hydrodynamischen Gleichungen durch Mittelbildungen 
iiber geniigend groBe Bereiche an Systemen dieser Art entstanden, aber 
diese Mittelbildung wird nur dann anfechtbar, wenn entweder die Stro
mungsgeschwindigkeit vergleichbar mit der Geschwindigkeit der Molekiile 
wird (Gasdynamik), oder wenn die Systemabmessungen von der GroBen
ordnung der freien Weglange werden (Hochvakuum). Beide Vorkomm
nisse haben durchaus nichts mit dem Kriterium zu tun, das den Einsatz 
der Turbulenz anzeigt, namlich dem Uberschreiten einer "kritischen" 
Reynoldsschen Zahl. Wir miissen daher allen Gedankengangen skep
tisch gegeniiberstehen, bei denen das Turbulenzproblem mit Hilfe der 
Methoden der kinetischen Gastheorie behandelt werden soIl, obwohl 
Ansatze dieser Art sehr vielversprechend aussehen und halten fest: 
Die Gundlage der Turbulenztheorie sind die Navier-Stokes
schen Gleichungen fiir die Fliissigkeit "im kleinen". 
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Das Turbulenzproblem als Problem der klassischen 
Mechanik. 

Die Navier-Stokessehen Differentialgleiehungen darf ieh hier als 
bekannt voraussetzen. Sie lauten in Vektorsehreibweise: 

e[~~ + (uv)u] =-gradp-,urotrotu. 

Zu ihnen tritt noch die Kontinuitatsgleiehung: 

divu = o. 
Diese Gleiehung kann dureh Ausubung des Operators "Rotation" von 
den Druekgliedern befreit werden und es entsteht die sog. "Wirbel
transportgleiehung" . 

Es ist grundsatzlich gleiehgultig, ob wir bei den folgenden lJber
legungen an das allgemeine raumliehe Problem denken, oder uns auf die 
Betrachtung des ebenen Falls besehranken. Wenn wir es tun, so 
gesehieht es nur hier beim Vortrag wegen der einfaeheren Schreibweise. 
In diesem FaIle stehen die Aehsen der Wirbel samtlieh senkreeht zur 
Stromungsebene und daher erhalten wir an Stelle von drei Gleiehungen 
die einzige bekannte Wirbeltransportgleiehung: 

cZ 8Z 8Z 
Tt+ Uex + v8ij =v6Z. 

Weiter besehranken wir uns zunachst auf ideale, reibungsfreie 
Flussigkeiten, indem wir mit gutem Grund vermuten, daB in diesem 
FaIle die Turbulenz theoretisch in besonders reiner Form als "ideale 
Turbulenz" in Erseheinung treten muB, falls uberhaupt die Losung des 
Turbulenzproblems gelingen wird. Daher heiBt die Grundgleiehung fur 
unsere Dberlegungen 

8Z 8Z 8Z 
Tt+ue;- + v8ij =0. 

Es sei daran erinnert, daB im vorliegenden ebenen Fall diese Gleichung 
dureh Einfuhrung der Stromfunktion 1p (x, y) in folgender Gestalt 
gesehrieben werden kann: 

8Z + 81p 8Z 81p 8Z _ 0 
Tt 8ijex-ax8ij- . 

1st nun in einem bestimmten Augenbliek die Verteilung der Rotation 
in der Flussigkeit, etwa dureh eine Momentaufnahme, bekannt, so 
lauft die Bereehnung des Stromungsbildes hinaus auf die Losung einer 
Poissonschen Gleiehung 

61p=Z(x,y) 

und naeh den Satzen der Potentialtheorie lautet diese Losung 

1 JZ 8r 1 JZ 8r u=-2;t r8ijdxdy; V= +2;t r8x- dxdy , 

wobei die Integration uber die ganze Ebene zu erstreeken ist. 
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Wir mussen beachten, daB wir Z (x, y) uns in vollster Allgemeinheit 
vorgegeben denken mussen, wenn uberhaupt Hoffnung bestehen solI, 
das Turbulenzproblem zu erfassen, denn bei der turbulenten Stromung 
zeigt sich ja dauernd Rotation in denkbar allgemeinster Verteilung. 
Z (x, y) ist nur beschrankt durch die Randbedingungen. Es sei nur 
der Gang der hierher gehorigen interessanten Untersuchungen ange
deutet. Z (x, y), die Funktion "Rotation" liegt uns gegeben vor in dem 
(zylindrischen) Bereich des Raumes, der von ]'lussigkeit erfiillt ist. 
Soll die Randbedingung erfullt werden, die fordert, daB keine Flussigkeit 
durch die Wand hindurchtritt, so wird ein Verfahren verlangt, diese 
Funktion Rotation jenseits der Wand in geeigneter Weise fortzusetzen. 
Wir wollen diesen FortsetzungsprozeB kurz als "Spiegelung" bezeichnen, 
da er im einfachsten Fall einer ebenen Wand in der Tat auf eine gewohn
liche Spiegelung hinauslauft. 

1st uns die Funktion Rotation in einem bestimmten Zeitpunkte 
gegeben, dann ist sie es auch fur den ganzen weiteren Zeitablauf, d. h. wir 
kennen Z (x, y, t). Es ist namlich 

~ = _ u~-v oZ_ = ~~JZ .O(Z,!ldxdy 
ott~to ox oy 2n r o(x,y) 

und mit dem gleichen Algorithmus erhalt man alle Ableitungen 
onZ 
at n t ~ t. 

und damit nach Taylor die Funktion Z (x, y, t). 
Wir ersehen ubrigens aus der letzten Gleichung, wann eine Stromung 

der betrachteten Art stationar ist. Dazu ist notwendig, daB einer der 
folgenden FaIle vorliegt: 

Z .• :-::c 0 : Potentialstromung 
odeI' 

a (Z:!1 = O· Rotationssymmetrie. 
o(x,y)· . 

Dieser letztere Fall laBt sich nur verwirklichen durch einen Einzel
wirbel in der unendlichen Flussigkeit oder in der Achse eines Kreis
zylinders, dann durch eine Stromung im Raum zwischen zwei konzen
trischen Kreiszylindern und als Grenzfall hiervon zwischen zwei ebenen 
parallelen Platten. 

Die Stromungen der von uns zu betrachtenden Art sind jedoch viel 
allgemeiner. Sie sind uberhaupt viel allgemeiner als alle Stromungen, 
die bisher in der Hydrodynamik behandelt worden sind und wohl jemals 
behandelt werden konnen. Wir erkennen hier eine deutliche Kluft 
zwischen den Absichten des mathematisch geschulten Forschers und 
den Moglichkeiten, die die Natur besitzt, und diese Kluft ist letzten 
Endes der Grund dafiir, daB das Turbulenzproblem bis heute nicht 
gelOst ist. 

GebeJein, 'J.'urbuJenz. lla 
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Die mathematische Betrachtungsweise in der Hydrodynamik 
ist geschult an der Lehre von den partielien Differentialgleichungen. 
Man findet ein solches System von Gleichungen in der Eulerschen 
Theorie vor. Nach dem iiblichen Vorgang der Forschung fragt man 
nach der Existenz und Eindeutigkeit regularer Losungen und deren 
Abhangigkeit von den Randbedingungen. Diese Fragestellungen konnten 
hisher nur durch die Potentialstromung sinnvoll beantwortet werden. 

Das N aturgeschehen aber verlauft in ganz anderen Bahnen. Die 
Natur beschrankt sich nich t darauf, die mathematisch sinnvolle und 
elegante Potentialstromung allein herzustellen, sondern jede turbulente 
Stromung lehrt in jedem Augenblick das Vorkommen von Rotation in 
mannigfaltiger und wechselnder Anordnung. Die Tatsache, daB auch 
diskrete Wirbel vorkommen konnen, klart den Physiker dariiber auf, 
daB die Natur bei Fliissigkeiten keinen Wert auf die Stetigkeit hOherer 
Ableitungen der beobachtbaren GroBen legt, indem bereits die Rotation 
unstetig sein kann. 

In dieser Hinsicht steht die Hydrodynamik in groBem Gegensatz 
zur Festigkeitslehre, wo recht hohe Ableitungen noch stetig sein miissen 
aus Griinden des Zusammenhaltens des Materials, was wiederum zur 
Folge hat, daB dort die mathematische Theorie Triumphe feiern konnte. 
Diese Tatsache liegt aber bereits in der einfachsten und natiirlichsten 
Vorstellung von einer Fliissigkeit im Gegensatz zum starren oder elasti
schen Korper begriindet. Wir miissen also bei unseren Betrachtungen 
Rotation in allgemeinster Verteilung 'zulassen und dabei in Kauf nehmen, 
daB es mit der eindeutigen Losbarkeit der Differentialgleichungen zu 
Ende ist, denn es gibt unerhort hohe Mannigfaltigkeiten von 
Losungen der hydrodynamischen Gleichungen, die aIle Rand
und Zusatzbedingungen erfiillen und daher allen Forderungen 
der klassischen Hydrodynamik geniigen. Unter ihnen kann 
mit den Hilfsmitteln der klassischen Mechanik keine Auswahl 
getroffen werden. 

Dies ist es, was die klassische Hydrodynamik zum Turbulenz
problem zu sagen hat. 

Das Turbulellzproblem als Problem der statistischen 
11lechallik. 

Mit der Feststellung dieses Befundes waren wir am Ende unseres 
Konnens und das Turbulenzproblem ware in der Tat hoffnungslos, 
wenn nicht die statistische Mechanik Hilfsmittel bereitstelien wiirde, 
urn gerade in Fallen wie dem hier vorliegenden noch weiter zu forschen. 
Wir wissen, daB die Losung unserer Stromungsaufgaben in hohem MaBe 
unbestimmt ist; wir wissen abel' auch, und zwal' aus der Erfahl'ung, daB 
bei alier Unordnung der Bewegung eine bestimmte Verteihmg der 
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Rotation sich naherungsweise iiberwiegend haufig einstellt. Diese Ver
teilung hangt ab von den Besonderheiten del' Apparatur (Wandrauhig
keit u. dgl.), des Experiments (Erschiitterungen) und wohl von del' 
mehr oder weniger groBen Erhaltungstendenz jener einzelnen partiku
laren Losungen del' Differentialgleichungen. So kommt man dazu, 
l1ach einer wahrscheinlichsten Verteilung del' Rotation im Fliissigkeits
bereich zu fragen odeI' besser, nach del' Wahrscheinlichkeit jeder 
einzelnen moglichen Verteilung der Rotation und nach dem 
(laraus folgenden Erwartungswert der Rotation. VOl' aHem 
mochte man auch wissen, wie jener Erwartungswert von den Ab
messungen des Stromungsbereichs und von den Versuchsbedingungen 
abhangt. 

Das Turbulenzproblem fUhrt so zu }1'ragestellungen, die fUr die 
statistische Mechanik charakteristisch sind. Wir zeigen nun, daB es 
moglich ist, entweder die Behandlung des Problems in einer speziali
sierenden und approximativen Weise zu versuchen, oder aber 
seine Losung in einer totalen Weise anzustreben, wobei allerdings die 
J<Jrgebnisse vermutlich zunachst in weniger handlicher Form erscheinen 
werden und bis zur vollkommenen Beherrschung des Problems noch 
ein wei tel' Weg vor uns liegt. 

Losungsversuche del' ersten Art stellen eine Reihe Arbeiten der 
Herren Prandtl, v. Karman, Taylor u. a. dar. Die in diesen Arbeiten 
entwickelten Theorien haben die Bedeutung von Naherungen und sind 
wesentlich verschieden von den statistischen Theorien v. Karmans 
und Burgers. Zu diesel' Gruppe von Arbeiten gehoren die Prandtl
schen Rechnungen, in denen del' Mischungsweg vorkommt, die Berechnung 
von turbulenten Ausbreitungsvorgangen, die Tollmien im AnschluB an 
PI' and t 1 ausfiihrte und die ausgezeichnete Dbereinstimmung mit dem 
Experiment ergaben, eine Verallgemeinerung des Prandtlschen Ansatzes 
clurch Prof. Betz, die die Karmanschen Ergebnisse seiner bekannten 
Xhnlichkeitsbetrachtung auf phanomenologischer Grundlage nochmals 
Jiefert, sowie Ansatze von Taylor, die bem.erkenswerte Unterschiede 
zu den Prandtlschen Entwicklungen aufweisen. 

Allen diesen Theorien, die zu mannigfaltigen Erfolgen fUhrten, ist 
eine gewisse Anschaulichkeit und Einfachheit eigen, die in del' rein 
phanomenologischen Behandlung des Turbulenzproblems ihre Ursache 
hat. AuBerdem ist bemerkenswert die Kiirze del' Gedankengange, abel' 
auch die Schwierigkeit, hinter diesen Theorien, die nur Naherungen 
'lein wollen, die Vorgange in ihrer Allgemeinheit zu erkennen. Dies 
zeigt sich am klarsten in dem Umstand, daB in jeder diesel' Theorien 
Parameter und Funktionen unbestimmt bleiben und es bisher nie ge
lungen ist, einen Weg auch nul' anzugeben, diese "universellen" Kon
stanten odeI' Funktionen zu berechnen. Diesel' Mangel hat wiederum 
zur angenehmen Folge, daB diese Theorien in Gestalt halbempirischer 
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Methoden bei der Sichtung des experimenteIlen Materials eine auBer
ordentliche Fruchtbarkeit entfalten konnten und dies um so mehr, jE' 
unkomplizierter sie waren. Beherrschend ist hier die Prandtlsche 
Theorie des Mischungsweges nnd ich brauche nur an die Bedeutung des 
Mischungswegansatzes in der bisherigen Turbulenzforschung zu erinnern. 

Der andere anzustrebende Weg, das Turbulenzproblem total zu 
behandeln, stellt den Theoretiker vor eine viel groBere und lohnendere 
Aufgabe, die, wenn uberhaupt, n ur mit den Hilfsmitteln der statistischen 
Mechanik angefaBt werden kann. Es ist eine statistische Theorie von 
vollkommener Allgemeinheit aufzubauen, die geeignete Bestimmungs
stucke fur spatere Spezialisierungen explizit enthalt. Der Zeitpunkt der 
Spezialisierung auf das besondere Problem aber wird hinausgeschoben, 
bis die Erkenntnisse allgemeinerer Natur gewonnen sind. 

Ich will nun versuchen, Ihnen den allgemeinen Aufbau einer solchen 
Theorie zu entwerfen. Ais Merkmal im Sinne der Statistik solI die 
raumliche Vektorfunktion Rotation dienen, also jede nur denkbar(' 
Momentaufnahme der Stromung. Der zugehorige Merkmalraum ist 
daher ein unendlichdimensionaler, ein Hil bert scher Funktionenraum, 
dessen einzelne Punkte unsere Merkmalpunkte der Statistik darsteIlen. 
In diesem Hilbertschen Phasenraum wird durch die Rand- und Neben
bedingungen, also durch die Festlegung eines speziellen Problems ein 
Dnterraum oder eine Hyperflache bestimmt, auf die die Phasenpunkte 
beschrankt sind, die aber selbst noch unendlichdimensional ist. Wir 
bezeichnen sie mit dem Buchstaben .~) und den Phasenpunkt mit ~. 

Die entscheidende Frage ist nun die nach der Wahrscheinlichkeitsdichte 
W (~) auf dieser Hyperflache. 

Damit diese Wahrscheinlichkeit eindeutig wird, mussen wir noch 
eine Festsetzung treffen in bezug auf die Zeit und das tun wir in der 
'Weise, daB wir aIle Beobachtungen, die gleich lange nach dem Beginn 
des Experiments (t = 0), also zur Zeit t gemacht werden konnen, zu 
einem KoIlektiv zusammenfassen, in dem die Wahrscheinlichkeit Wt (~) 
oder W n (~) herrscht, wenn n die Anzahl der bis dahin verflossenen Zeit
einheiten bedeuten soIL Die Wahrscheinlichkeit Wo W zu Beginn des 
Experiments sei uns gegeben. Da wir sie noch experimenteIl weitgehend 
beeinflussen konnen, indem wir mit einiger Vorsicht fast mit Sicherheit 
die Versuche mit Potentialstromung beginnen lassen konnen, nehmen 
wir an, Wo (~) sei so beschaffen, daB dem Phasenpunkt "Potential
stromung" und seiner nachsten Umgebung im Phasenraum uberwiegende 
Wahrscheinlichkeit zukommt. Wie ist aber dann Wn (~) fUr groBere n, 
also langere Zeit nach Beginn der Versuche beschaffen ? 

Zur Beantwortung dieser }1'rage brauchen wir nach dem Vorgang 
von v. Mises noch eine zweite Art von Kollektivs mit Wahrscheinlich
keiten, namlich die Kollektivs der in der Zeiteinheit von jedem einzelnen 
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Phasenpunkte aus m6glichen "Obergange und die zugehOrigen "Ober
gangswahrscheinlichkeiten V (~, t)). Mit deren Hille gelingt der SchluB 
von Wn (~) auf Wn + 1 (~), denn es ist nach den Regeln der Wahrschein
lichkeitsrechnung: 

WI (~) = Jv (~, t)) Wo (t)) d t) ... Wn + 1 (~) = JV (~, t)) Wn (t)) d t). 
Entscheidend fUr den weiteren Aufbau der Theorie sind nun zwei Eigen
schaften der Matrix der Ubergangswahrscheinlichkeiten, die man erhalt, 
wenn man den Phasenraum durch irgendwelche Zellenaufteilung in 
einen Raum mit endlich vielen Merkmalen verwandelt, wie ihn v. Mises 
seiner Rechnung zugrunde legt. 

Die erste Eigenschaft ist die, ob die Matrix nach dem folgenden 
Schema in zwei oder mehr Faktoren zerfallt oder nicht. Zerfallt sie, 
so kann nur in den zugehorigen Teilbereichen des 
Phasenraums, und zwar in jedem getrennt fur 
sich Statistik getrieben werden. Dieser Zerfall 

( >< • 0 ) ··o·········X·· 
liegt bei unseren hydrodynamischen Problemen dann vor, wenn ein 
Ubergang zwischen Teilen des Phasenraums unmoglich ist, und das 
ist z. B. der Fall, wenn die einzelnen Teile ganz verschiedene Versuchs
anordnungen etwa an verschiedenen Orten bedeuten. Die Folgerung, 
daB dann die Schlusse in jedem Teilraum getrennt zu machen sind, 
ist trivial. 

Die zweite entscheidende Eigenschaft ist die, ob die Spur der Matrix 
verschwindet oder nicht. Verschwinden der Spur ist gleichbedeutend 
mit der Aussage, daB es gar keinen Phasenpunkt gibt, zu dem eine end
liche Bleibenswahrscheinlichkeit gehort. Dies trifft offenbar in der 
Hydrodynamik nicht zu, denn wir kennen stationare Losungen, bei 
denen das System nach den Aussagen der klassischen Hydrodynamik 
dauernd im gleichen Phasenpunkt verbleibt und daher sicher auch bei 
unseren statistischen Betrachtungen fUr beliebig kleine Zeit eine hin
reich end groBe, endliche Bleibenswahrscheinlichkeit besteht. 

Unter diesen beiden Voraussetzungen gelingt es aber, eine auBerst 
wichtige Folgerung zu ziehen, namlich die, daB mit wachsendem n 
Wn (~) gegen eine Funktion W (~) konvergiert, die unabhangig 
von Wo Wist. Mit dieser Funktion W (~) ist dann auch der Er
wartungswert 

eindeutig und universell festgelegt und mit ihm das zugehorige Stro
mungsbild. Weiter ist die Streuung urn diesen Erwartungswert urn so 
geringer, je langer die Zeiten sind, uber die man die Beobachtungen 
mittelt und der Erwartungswert ist nach den Satzen der Wahrschein
lichkeitsrechnung identisch mit dem Wert, der bei unbegrenzter Zeit 
zur Mittelbildung entsteht. Daher ist das aus dem Erwartungswert 
gefolgerte Stromungsbild das mittlere Geschwindigkeitsprofil. 
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Experimentell muB sich dieser Befund so auBern: 

1. Langere Zeit nach dem Eihleiten des Versuchs erhalten wir fUr 
jede nach den Gleichungen der klassischen Hydrodynamik magliche 
Stramung eine bestimmte Wahrscheinlichkeit, die ein universelles 
Funktional jener Lasung ist. 

2. Aus dieser Wahrscheinlichkeit resultiert ein Erwartungswert der 
Rotation, der ein Vektorfeld darstellt und einer bestimmten, aus
gezeichneten Stromung entspricht. Diese mittlere Stromung hat dabei 
selbst im allgemeinen die Wahrscheinlichkeit Null, so daB dauernd 
Schwankungen urn sie eintretcn miissen. 

3. Beobachtet man jedoch lange genug und mittelt iiber lange 
Zeiten, so streuen die MeBpunkte immer weniger urn diese mittlere 
Stromung, die eindeutig bestimmt ist und universellen Charakter besitzt 
im Einklang mit der Erfahrung. 

Wir kehren nun zuriick zu Oseens Betrachtungen iiber das Wesen 
der Turbulenz, iiber die ich zu Beginn des Vortrags referierte. Seine 
stationare Losung stellt einen einzigen und einzelnen Phasenpunkt in 
unserem Phasenraum dar. Wir erkannten aber das Wesen der Turbulenz 
im Zusammenwirken aller Phasenpunkte auf Grund von Ubergangs
wahrscheinlichkeiten und dieser Befund erst fiihrte zu statistischen Aus
sagen von der Art der Turbulenzgesetze. Daher konnen wir nie von 
Turbulenz reden, wenn wir nur einen einzigen Phasenpunkt und nicht 
den ganzen Phasenraum ins Auge fassen, und daher konnen wir auch 
nie einer einzelnen, partikularen Losung der N a vie r - S t 0 k e s schen 
Gleichungen die Eigenschaft zusprechen, eine turbulente Stromung 
darzustellen. Das Wesen der turbulenten Stromung besteht nich t in 
"sinuousity" in Gegensatz zur "direkt motion", besteht nicht in der 
mehr oder weniger groBen Kompliziertheit der Stromung, sondern im 
Wechselspiel einer groBen Mannigfaltigkeit, vom Standpunkt der klassi
schen Mechanik aus gleichberechtigter Stromungsvorgange. 

Man kann sich diesen Unterschied zwischen statistischer und deter
ministischer Fragestellung am Beispiel des Wiirfelspiels verdeutlichen. 
Die Bezeichnung einer partikularen Losung als "turbulent" wiirde der 
Verwechslung entsprechen zwischen dem Vorgang des einzelnen Wurfs 
und dem Wiirfelspiel, das dahinter steht mit allen seinen Spielregeln. 
Jeder einzelne Wurf kann grundsatzlich bei genauer Kenntnis der 
Gestalt und Tragheitsmomente des Wiirfels und bei Beobachtung der 
Anfangsbedingungen, d. h. der Art, wie der Spieler ihn zur Hand nimmt, 
beschrieben werden, und man kann auf Grund der klassischen Mechanik 
aus diesen Bestimmungsstiicken die Flugbahn berechnen und vielleicht 
auch die resultierende Augenzahl des Wurfes. Aber wer auch alle Wiirfe, 
die wahrend des Spiels geschehen, in dieser Weise beschrieben hatte, 
hatte trotzdem noch keine Ahnung von dem Spiel, das hier gespielt wird. 
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Daher konnen wir uns der Fragestellung Oseens nach dem turbu
lenten Charakter einer partikularen Losung der klassischen Differential
gleichung ebensowenig anschlieBen wie seiner als Antwort gegebenen 
relativen Definition der Turbul!lnz. Turbulenz ist nicht ein Verlegenheits
wort fur unser Unwissen von den genauen Stromungsvorgangen, sondern 
ein wohlbegrenztes Gebiet der Erscheinungswelt, von dem wir hoffen, 
daB man es auch theoretisch durchdringen lernt, wenn man es erst klar 
ins Auge fassen kann. Dem zu dienen war der Zweck dieses Vortrages. 

Anhang II. 
Literatnrhinweise. 

Das folgende kleine Literaturverzeichnis erstrebt keine Vollstandigkeit, sondern 
fiihrt nur fiir die einzelnen Kapitel diejenigen Arbeiten an, die von unmittelbarem 
EinfluB auf die Untersuchungen gewesen sind oder zu weiterem Eindringen in die 
angeschnittenen Fragen sich besonders eignen. 

Zur allgemeinen Einfiihrung in den Ideenkreis dieser Abhandlung sei auf die 
folgenden Schriften von v. Mises hingewiesen: 
v. Mises: Wahrscheinlichkeit, Statistik und Wahrheit. Wien 1928. 
- Uber die gegenwartige Krise der Mechanik. Z. angew. Math. Mech. Bd. 1 (1921) 

S.425; Naturwiss. Bd. 10 (1922) S.25. 
- Uber kausale und statistische GesetzmaBigkeit in der Physik. Naturwiss. Bd. 18 

(1930) S. 145. 
- Uber das naturwissenschaftliche Weltbild der Gegenwart. Naturwiss. Bd.18 

(1930) S.885. 
In diesen Veroffentlichungen ist in konsequenter Weise der Standpunkt aus

gefiihrt, daB eine zureichende Theorie der physikalischen Erscheinungen ohne 
Verwendung wahrscheinlichkeitstheoretischer Grundbegriffe nicht moglich ist; 

Spezielle Hinweise: 

Kap.I. 
v. Mises: Wahrscheinlichkeitsrechnung und ihre Anwendung in der Statistik 

und theoretischen Physik. Leipzig und Wien 1931. (Dort insbesondere der 
I. Abschnitt, § 1-3.) 

Kap. II. 
v. Mises: Wahrscheinlichkeitsrechnung. IV. Abschnitt, § 16. 
Kolmogoroff: Die analytischen Methoden in der Wahrscheinlichkeitsrechnung. 

Math. Ann. Bd. 104 (1931) S. 415 .. 
H. Ge belein: Die Bedingungen, unter denen statistische Prozesse zu universellen 

Verteilungsgesetzen fiihren. Z. angew. Math. Mech. Bd. 13 (1933) S.430. 
- Uber die Grundlagen und analytischen Methoden der statistischen Mechanik. 

Ann. Physik 5. Folge Bd. 19 (1934) S.534. 

Kap. V, 2. Abschnitt. 
Die Unterlagen zur experimentellen Bestatigung des 1/4-Potenzgesetzes der 

Streuungsgeschwindigkeiten sind niedergelegt bei 
J. Nikuradse: Untersuchungen iiber die Geschwindigkeitsverteilung in turbulenten 

Stromungen. VDI-Forsch.-Heft 281 (1926). 
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Kap. VI. 
Zur Orientierung tiber den Stand der Forschung in bezug auf die Probleme 

von Kap. VI und Kap. VII verweisen wir auf 
W. Tollmien: Turbulente Stromungen. Handbuch der Experimentalphysik IV. 

Bd. I, S. 309. Leipzig 1931. 
Die experimentellen Unterlagen des Kap. VI finden sich im wesentlichen bei 

J. Nikuradse: GesetzmaBigkeiten der turbulenten Stromung in glatten Rohren. 
VDI-Forsch.-Heft 356 (1932). 
Stromungsgesetze in rauhen Rohren. VDI-Forsch.-Heft 361 (1933). 

2. Abschnitt. 
Uber den Prandtlschen Mischungswegansatz siehe 

L. Prand tl: Bericht tiber Untersuchungen zur ausgebildeten Turbulenz. Z. angew. 
Math. Mech. Bd.5 (1925) S. 136. 

- tiber die ausgebildete Turbulenz. Verh. 2. internat. Kongr. angew. Mech. 
S. 62. Ztirich 1926. 

3. Abschnitt. 
Uber Prand tl-Karmansche Wandturbulenz vergleiche 

L. Prandtl u. A. Betz: Ergebnisse der Aerodynamischen Versuchsanstalt zu 
Gottingen, 4. Lief. Mtinchen und Berlin 1932. Zur turbulenten Stromung 
in Rohren und langs Platten S. 18. 

Th. v. Karman: Mechanische Ahnlichkeit und Turbulenz. Gott. Nachr. math.
phys. Klasse 1930 S. 58. 

5. Abschnitt. 

Uber die Ableitung des Widerstandsgesetzes vgl. z. B. auch 
L. Prandtl u. A. Betz: Ergebnisse der Aerodynamischen Versuchsanstalt zu 

Gottingen, 3. Lief. (1927). Uber den Reibungswiderstand stromender Luft, S. 1. 

6. Abschnitt. 
Uber die nur kurz gestreifte Frage der Entstehung der Turbulenz besteht 

ein sehr ausgedehntes Schrifttum. Wir verweisen auf den zusammenfassenden 
Bericht von 
F. N oether: Das Turbulenzproblem. Z. angew. Math. Mech. Bd. I (1921) S. 125. 
sowie auf folgende neuere Arbeiten der Prand tlschen Schule: 
L. Prandtl: Bemerkungen tiber die Entstehung der Turbulenz. Z. angew. Math. 

Mech. Bd. I (1921) S.431. 
O. Tietj ens: Beitrage zur Entstehung der Turbulenz. Diss. Gottingen, gektirzt 

in Z. angew. Math. Mech. Bd.5 (1925) S.200; vgl. auch Verh. III. internat. 
Kongr. techno Mech. Stockholm 1930 S. 105. 

W. Tollmien: tiber die Entstehung der Turbulenz. 1. Mitteilung, Gott. Nachr. 
Math.-Phys. Klasse 1929 S. 21. 

H. S chlich ting: Uber die Entstehung der Turbulenz in einem rotierenden Zylinder. 
Gott. Nachr. Math.-Phys. Klasse 1932 S. 160. 

L. Prandtl: Uber die Entstehung der Turbulenz. Z. angew. Math. Mech. Bd. II 
(1931) S.407 (Referat in Bad Elster). 

Kap. VII. 1. Abschnitt. 
Die experimentellen Unterlagen finden sich bei 

J. Nikuradse: Untersuchungen tiber die Stromungen des Wassers in konvergenten 
und divergenten Kanalen. VDI-Forsch.-Heft 289 (1929). 
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2. Abschnitt. 

Uber die Grundgedanken der Grenzschichttheorie siehe 

L. Prandtl: Uber Fliissigkeitsbewegungen bei sehr kleiner Reibung. Verh. 
III. internat. Math.-Kongr., Heidelberg 1904. - Wiederabgedruckt in den 
"Vier Abhandlungen zur Hydrodynamik und Aerodynamik" von L. Prandtl 
u. A. Betz. Berlin 1927. 
Uber die speziellen Eigenschaften der turbulenten Grenzschichten siehe 

E. Grusch wi tz: Die turbulente Reibungsschicht in ebener Str6mung bei Druck
abfaH und Druckanstieg. Ing.-Arch. Bd.2 (1931) S.321. 

3. Abschnitt. 
Vgl. den Artikel von W. Tollmien iiber turbulente Str6mungen im Handbuch 

der Experimentalphysik Bd. IV/I S.317. 

Anhang I. 
Siehe 

C. W. Oseen: Das Turbulenzproblem. Verh. 3. internat. Kongr. techno Mech. 
Bd. 1, S. 3. Stockholm 1930. 
Dort wird auch iiber die auf S. 171 erwahnten statistischen Turbulenztheorien 

von v. Karman und Burgers referiert. Uber die auf S. 171 besprochenen halb
empirisehen Ansatze vgl. auch 
A. Betz: Die v. Karmansche Ahnlichkeitsiiberlegung fUr turbulente Vorgange 

in physikalischer Auffassung. Z. angew. Math. Mech. Bd.11 (1931) S.397. 
G. J. Taylor: The transport of vorticity and heat through fluids in turbulent 

motion. Proc. Roy. Soc., Lond. Bd. 135 (1932) S.685. 
Der Entwurf einer statistischen Turbulenztheorie auf S. 172 schlieBt sich an 

an die Ausfiihrungen bei v. Mises: Wahrscheinlichkeitsrechnung § 16. 
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Gebunden RM 30.-

Abhandlungen aus dem Aerodynamischen Illstitut 
an der Technhmhen Hochschule Aachen. Heraus
gegeben von Prof. Dr. C. Wieselsberger. 
Heft 12: Windkanalversuche an einem Zeppelin-Luftschiff-Modell. Von Dr.
lng. Wolfgang Klemperer. Auszug aus der Dr.-Ing.-Arbeit des Verfassers: 
"Die Luftkrafte am Luftschiff nach dem Modellversuch, Aachen 1924." Mit 
108 Textabbildungen. 56 Seiten. 1932. RM 13.50 
Heft 13: Beitrag zur gegenseitigen Beeinflussung von Fliigel und Luftschraube. 
Von C. Wieselsberger. Mit 6 Abbildungen im Text. - Warmeabgabe und 
Widerstand von Kiihlerelementen. Von H. Lorenz. Mit 40 Abbil!;iungen. im 
Text. 41 Seiten. 1933. RM 6.-
Heft 14: Die Wiirmeiibertragung von Kiihlrippen an striimende Luft. Von 
Hans Doetsch. Mit 29 Abbildungen. - Die aerodynamische Waage des 
Aachener Windkanales. Von C. Wieselsberger. Mit 2 Abbildungen. - Eigen
spannungen bei Uchtbogen- und Gasschmelzschwei8ung. Von Franz Bollen
rath. Mit 32 Abbildungen. 54 Seiten. 1934. RM 6.75 
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