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В книге рассказывается о том, как можно фор· 
мадьно оnиса'tь t'Войства хорошо знакомых всем or· 
ношений, указанных в заглавии. 

На э1ом примере выясняется, как nроисход11 r 
nереход от nривычных, но неточных по»ятий к стро• 
гим математическим оnределениям. 

Необходимость строгого оnн,·апия простсйших or· 
ношений возникает в �tатематической логике, Iшбср· 
нетике, математической лингвистикс и т. n. Простсй· 
шим примерам нз математической ,111Нrвнстики посвя
щена последняя глава книги. 
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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Эта книга писалась как попу.тiЯрное введение 
в теорию бинарных отношений.  Бинарные отношения,  
изучавшиеся ранее с точки зрения специальных по
требностей математической логики, оказались очень 
простым и удобным аппаратом для весьма  разнооб
разных задач.  Язык бинарных (и  более общих) отно
шений очень удобен и естествен для м атематической 
лингвистики, математической,биологии и целого ряда 
других прикладных (для м атематики ) областей . Это 
очень легко объяснить, если сказать, что геометриче
ский аспект теории бинарных отношений есть по
просту теория графов. Но н асколько геометрическая  
теория графов известна и хорошо освещена  в лите
ратуре самого р азнообразного жанра - от популяр
ной до монографической, настолько алгебраические 
аспекты теории отношений изложены весьма скудно. 

А между тем алгебра  отношений может быть рас
сказана в полне общедоступно. Так,  чтобы ее могли 
усвоить старшие школьники , занимающиеся в мате
матических кружках , лингвисты , з анимающиеся по 
роду своей работы м атематическими  моделями языка, 
студенты гуманитарных специальностей , нуждаю
щиеся в определенном математическом образова нии, 
научные р аботники, занимающиеся какими-JIИбо ас· 
пеюами кибернетики, и т. п .  

Эта  книга писалась с расчетом на  то, чтобы ее  
смогли использовать читатели- не математи ки по  
профессии. Во  всяком случае н а  такого читателя рас
считан основной м атериал первых пяти гл ав. LПестая 
глава требует векоторого н авыка в чтении м атемати
ческой литературы. Седьма я  глава написана специ
ально д•1Я лингвистов и математи ков, з анимающихся 



математической лингвистикой . Д.1я более широкого 
круга читателей она явится только часТН'?JМ при· 
мером. 

К.ак правИJ1О , более сложный или бо.1ее частный 
материал группируется в конце разделов или выде
ляется петитом . Так, § 4 главы 11 являетсst частной 
геометрической иллюсtрацией отношения эквивалент
ности . Последний параграф главы 111 предназначен 
для читателей, намереваюЩихся специально изучать 
структуру пространств толерантности - он содержит 
некоторые новые результаты.  Последний пар а граф 
главы IV посвящен весьма специальным структурам, 
возникающим при  описании синтаксических отноше
ний во фразе ,  и предназначен для тех, кто намерен 
серьезно изучать главу VII. 

Пятая глава является несложной иллюстрацией 
того, какие отношения фактически употребляются 
в школьной математике. 

Фор мально говоря ,  чтение этой книги не требует 
никаких знаний, кроме школьного курса математикп 
и некоторых сведений из теории множеств (этн сведе
ния могут быть почерпнуты, например, из прюiОже
ния 2). Однако было бы полезно, чтобы читатель об
ладал знанием основ математики на уровне книги 
Ю. А. Шихановича «Введение в современную мате
матику:. (М., «Наука», 1965). В пекотором смысле 
настоящая книга является естественным продолже
нием главы VII книги Ю. А. Шихаповича, хотя мето
дические уста новки обоих авторов чуть ли не проти 
воположны. 

Дополнительная трудность при  напнсашш книги 
о математике для нематематикав состоит в том, что 
такая книга должна в определенноii степени дать 
чита телю понятие о том, что есть математика. Мате
матнк-профессионал получает представление о своей 
науке иэ всего процесса обучения, не профессиональ
ный читате.т1ь составляет свое представление о мате
матике из доступных ему источников. Ходячие пред
ставления о математике очень часто невrрны, хотн 
к математике сейчас обращаются очень IIIIJOrиe. Ино
гда от нее ждут rотовых рецептов, как решить ту пли 
ипvю прикладную задачу- такое представление по
рой складывается в результате обучения школьному 
или втузовскому курсу. Очень часто написание слож:-
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ных формул есть проето мистический ри-туал, прlf
званный «освятить» и придать достоверность весьма 
шатким выводам - это своеобразный симптом общей 
веры в надежность истины nостольку, поскольку она 
выражена в научной форме. 

Мне хотелось в этой небольшой книге показать, 
.как осуществ.11яется переход от привычных интуитив
ных понятиil , вроде одинюювости,  сходства *) или по
рядка , к точно определенным математическим nоня
тиям, nозволяющим проводить логически строгие рас
суждения. При этом хотелось бы  предостеречь от 
неосторожного перенесения выводов, сдел анных для 
данного конкретного уточнения ( или, как принято го
ворить, экспликации) данного понятия, на общий c.1ly
чaii, где этн понятия носят только интуитивный ха
рактер. Изучение таких экспликаций показывает, 
в частности, что одно и то же общее понятие допус
кает разные уточнения с разными свойств ами. Это 
заставляет особенно осторожно относиться к нестро
ГИI\1 nывод<Jl\1 или перенесению строгих выводов на 
ситуащш с не строго определенными понятиями. 
В сущности здесь действует некий принцип соразмер· 
ности строгости вывода с точностью самого утверж· 
деннн. 

На простейшем материале, использованном в этой 
юшге, мне хотелось показать, как происходит пере
ход от абстрактного, аксиоматического определения 
объекта к его явному описанию. Это одна из очень 
важных дл я математики идей, что мы можем в ряде 
случаев «Перечислить» все объекты, обладающие нс
которы:о.ш заданными свойствами .  Или, иначе, раз.l• 
браться, как устроены объекты с зада нными свой
ствами. 

Бинарные отношения дают, кроме  всего прочего, 
хороший запас содержательных примеров для таких 
важных общеаJ1rебраических понятий, как полуrруп
па, гомоморфизм и т. п. В этом польза изучения ал
гебры бинарных отношений для тех, кто потом рас· 
считывает .глубже изучать м атематику . 

�) Следует отменпь, что nонятие отношения толерантносrи, 
уrочняющее понятие сходства (и родственное ему понятие нсраз
пичнмости), лишь совсем недавно ввел Э. Зим ан. (См., например, 
Э. 3 и �r а н и О. Б ъ ю п е м а н,. Толерантиме пространства и 
мозг, сб. «На пути к теоретической бпо.�оrнп», М., «IМJfp», 19.70.) 
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Автор хотел бы выразить свою благодарность 
ряду лиц, разным образом способствовавших появле
нию н а  свет этой книги. 

С М. В. Араповым мы систематически обсужда.,ш, 
что в сущности есть математическое описание языка. 
Эти обсуждения не могл и  не сказать на изложен и и 
и отборе м атериала.  

С В. Б. Борщевым мы совместно создали некото· 
рые языковые модели, отразившиеся в этой книге . 
Ему я обязан также р ядом конкретных замеч аниii 
в ходе изложения. 

Т. Д. Вентцель я признателен за написанный ею 
§ 4 главы II и обсуждение за мысла книги. 

Н. Я. Виденкии сдедад много ценных замечаний 
при рецензировании рукописи . 

Своему учителю И. М. Гельфанду я гдубоко бла
годарен за принципиальное обсуждение роли «размы
тых» моделей в дингвистике и других областях. Он 
же обратил мое внимание на  важную р аботу Зимав а 
о толерантности, что и послужило толчком к моим 
занятиям в этой области. 

Моей ученице Е. Н. Ефимовой я благодарен за 
леоднократные обсуждения свойств графов, возни
кающих в лингвистике. 

Художнице О. Н. Раздобудько я глубоко призна
теден за интересное обсуждение смысла иллюстраций, 
что несомненно оказало влияние на текст книги. 

Ряд вопросов , затронутых в этой книге, мне дове
лось обсуждать с С.  Я. Фитиаловым. В частности, 
в ходе этих бесед возник один из результатов , прине
денных в шестой главе. 

Многолетнее- общение с М. Л. Цетлиным без
условно сказалось на эволюции моих представлений 
от чисто формальных взглядов на математические 
l'.Iодели к идее специфичности моделей живых систе:\I, 
одной из которых безусловно является язык. 

Бо.11ьшую благодарность я испытываю к редактору 
книги Ю. А. Шихановичу , сумевшему устранить зна
чительное количество имевшихся огрехов, что по 1 ре
бовало очень большого труда. 

Своей ученице С. М. Якубович я хотел бы вырэ.
зить благода рность за активный интерес к совме
стной работе при изучении свойств отношения толе
р антности . 
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ВВЕДЕНИЕ 

Мы будем все время иметь дело с просты:ми кате
гориями, которыми мы повседневно пользуемся , назы
вая определенным образом те или иные ситуации . 

Основная трудность (в данном случае- вполне 
преодолимая )  состоит в том, чтобы эти совершенпо 
обыденные категории перевести в р анг  точных мате
матических понятий. Подобный перевод весьма ти
tшчен для математики. Он  даже имеет специальное 
название. Когда мы переход!Е\1 от распл ывчатого и 
привычного понятия к точно формулируемому, то это 
последнее называется экспликацией исходного. 

Так, например, математичесi<ое понятие «ал го
рифм» есть эксшшкация такого обычного понятия как 
«метод решения задачи». 

Возьмем еще пример , требующий бо.пьшсй мате
матической эрудпции: понятие «производная», л ежа
щее в основе дифференциального исчисления ,  есть не 
что иное, как экспликация интуитивно ясного поня 
тия «скорость изменения данной величины». 

Довольно очевидно, что, поскольку и сходное по
пятне всегда бывает достаточно расш1ывчатым, оно 
допускает не одну экспликацию. 

В сущности эта книга посвящена экспл икации од
ного существенного понятия, а именно, «отношения», 
И его основных разновидностей. Что такое отношение, 
fipoщe всего пояснить примерами. Следующие сужде
ШIЯ в действите.'IЬности выражают отношения  между 
некпторыми объектам и :  

«Иван - брат Петра», 
«Иван- сосед Петра», 

«Железо тяжеJiее воды» ,  
«Киев южнее Москвы», 

«Ночь 11 день имеют одинаковое количество букв». 

9 



· Эти пять предложений выражают отношения раз
ного типа. Однако можно заметить родство в харак
тере отношений, утверждаемых первым,  вторым и пя
тым предложениями. Все они говоря т  о том, что некие 
два объекта принад.11ежат общему классу: сьшовrii 
общих родителей, жителей одного дома пли пoce.IJI<a, 
слов с фиксированным числом букв. Третье и четвер
тое отношения имеют то общее, что выражают отно
сительный пор ядок объектов в системе. Когда мы го
ворим, что железо тяжелее воды, м ы  не предполагаем, 
что вещества делятся на категории легких и тяжеJIЬIХ. 
И не утверждаем,  что железо тяжелое, а вода лег
кая . Свинец еще тяжелей железа , а водород гораздо 
легче воды. Точно так же, де.11ение городов на южные 
и северные отнюдь не обязательно, чтобы четвертое 
предложение было справедливым. С точки зрени я  жи
телей Мурманска, Москва- это весьма и весьма юж
ный город с черными ночами и созревающими фрук
тами, а для тбилисцев Киев имеет все основания счи
таться северным.  Даже если бы мы предложи.1и 
условное деление городов на  южные и северные, то 
в каждой из групn можно было бы найти опять-таки 
более южных и более северных представителей. 

В дальнейшем мы сможем четко определить эту 
интуитивно ощущаемую разницу между отношениями 
-того и другого типа. Мы увидим, что первый, второй 
и пятый nри меры-это отношения типа эквивалент
ности, оnределяющие разбиения объектов на классы 
подобных друг другу. Остальные два примера-это 
отношения типа nорядка, устанавливающие относи
тельное ·рас -положение объектов в системе. 

Важно обратить внимание на следующее обстоя
тельство. Во всех пяп1 nримерах четко выделяются· 
названия объектов и названия отношений. Если вме
сто названия  объекта nодставить в предложение на
звание другого объекта , то возможны следующие снтуации: 

1) отношение опять будет выполнено; 
2) отношение перестанет выполняться; 
3) отношение потеряет смысл. 
Так, если в третье предложение вместо слова «Же

лезо» мы nодставим слово «медь», то суждение оста
нется справедливым. Если в четвертое предложение 
в место слова «Москва» подставить «Ташкент», то оно 
10 



r:ерестанет быть верным.  Если же в четвертое пред
.ложение вместо Москвы поставить «железо», то суж
дение обратится в бессмыслицу. Аналогично, подста
вив в первое суждение объекты из четвертого, мы по
лучим предложение «Киев- брат Москвы». Можно, 
конечно, понимать его в переноснам смысле, но ясно, 
что слово «брат» тогда уже не будет значить «сын 
общих родителей». (Ср . выражение «Киев- мать го
родов русских».) 

Любопытно, что в пятое пред.1ожение можно под
ставлять, казалось бы, любые объекты, поскольку 
для любого слова имеет смысл Говорить о числе букв. 
Это объясняется тем, что слова «ночь» и «день» 
n этом п редложении употреблены не как и мена соот
ветствующих явлений, а как имена самих себя . Более 
точно это предложение должно бьто бы звучать так: 

«Слово "ночь". и слово "день" имеют один-аковое 
количество букn». 

В таком виде уже ясно, что сама форма суждения 
ограничивает к.'! асс объектов- объектами отношения 
здесь могут быть только сами слова. 

Итак, мы видим, что говорить об отношении мож
но только тогда , когда мы умеем выделять множество 
объектов, на которых это отношение определено. Зна· 
чит, прежде чем пытаться формализовать понятие от· 
ношения, нужно научиться формально говорить 
о множествах и их свойствах. Трудность состоит 
в том, что понятие множества является в м атем атике 
спервичным»: его обычно не считают нужным опреде
лять через другие понятия. Более того., в полной тео• 
рии множеств имеются па радоксы. 

Мы не будем здесь излагать теорию множеств. 
Автор в сущности надеется. что первоначальные по
пятня теории множеств читателю уже знакомы. Но, 
чтобы не отпугнуть читателя, незна:к-омоrо с этим.и: 
понятнями, мы изложим в приложении 2 те сведения 
о множествах, на которые будем опираться в даль
нейшем. 
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ГЛАВА 1 

ОТНОШЕНИЯ 

§ 1. Как задается отношение 

Задать отношение- это значит указать: между 
ка ким и  объектами оно выполняется.  Например, отно
шение «быть братом» пол ностью определено, если 
мы составим список всех п а р  людей таких, что один 
из них- брат  второго. 

Заметим ,  что мы  здесь заранее выбрали  множе
ство объектов,  между которыми оп редел яется отно
шение. Именно, отношение «быть братом» мы пола
гаем заданным на множестве людей.  Рассмотрим 
несколько п ростых п римеров. Предположим,  что Тать
яна ,  Александр и Михаил- дети одних и тех же ро
дителей, перечисленные в порядке ста ршинства. Тогда 
на этом множестве из трех Jiюдей отношение «быть 
бр атом» выполнено для следующих п а р: 

«Александр- брат Татьяны», 
«Александр- брат Михаил а», 

«Миха и.'!- брат  Татьяны» 

«Михаил- брат Александра». 

В первом и третьем суждении объекты нельзя по
менять местами .  Это означа ет, что отношение «быть 
братом», вообще говоря, не симметрично. Если «Х -
брат у», то «У- брат х» только в том случае,  когда 
у- мужчина.  Полезно обратить внимание, что от
ношение «Александр- брат  Александра» не выпол
нено, т. е. данное отношение, как принято говорить, 
не рефлексивно. По этому поводу можно напомнить 
ста рую загадку : «Сын моего отца, а мне не брат. Кто 
это такой?».Ответ теперь ясен: «Я сам». 
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Отношение «быть ста рше» выполнено на том же 
множестве для следуюrцих пар: 

«Татьяна старше Александра», 

«Татьяна старше Михаила», 

«Александр старше Михаила». 

Следующий пример показывает, что отношения 
можно устанав.тшвать и между объектами  разных 
множеств. Рассмотри м множество М1 учащихся неко· 
торой школы и множество М2 учителей той же шко
.'I Ы. Тогда существует естественное отношение «Х
ученик у», где х- один из учащихся (элемент мно
жества Mt), а у- один из учителей (элемент мно
жества М2). Ясно, что для одного и того же ученика 
х это отношение может выполняться п ри разных у. 
И, наоборот, один и тот же учитель у имеет разных 
учеников. 

Отношение �южет быть опреде.тrено не только для 
пар объектов (бинарные отношения ) ,  но и для 
троек, четверок и т. д. Например , отношение «образо
вывать футбольную команду» выполняется для неко
торых групп из l l  moдei'I. Оно задается списками 
основных составов футболистов, участвующих в р аз
личных матчах. Это отношение не следует путать 
с бинарным отношен ием «входить в одну футбольную 
команду». Действительно, два игрока из одной ко
манды еще не образуют команды . Команду может об
разовывать только комшrект из 1 1  игроков. 

Хороший пример трехместных (и.'IИ, как любят го
ворить математики , тернарньtх) отношений достав
ляют алгебраические операции .  Н апример , отношение 
«образовывать сумму» имеет смысл для троек чисел 
(х, у, z) и выполняется в том случае, когда 

х + у =  z. 
Пропорцнональность чпсеJI х, у, z, и: 

х z - = -
у и 

есть отношение, выполненное д.'!я некотор ых четверок 
чисел (х, у, z, и) .  

Мы будем изучать в осноююм бинарные отноше· 
ния, т. е. отношения, которые выполняются (или не 
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выполняются )  между двумя объектами. Перейдем 
к точному определению. 

· Пусть дано некоторое м ножество М. Рассмотрим 
множество всех пар вида (х, у), где х и у- элементы 
множества  М. Эти пары мы будем считать упорядо
ченными,  т. е. будем различать пару (х, у) н пару 
(у, х) *). Множество таких упорядоченных пар прн
nято обозначать М ХМ. 

ОтношениеАt А · на .множестве М мы будем назы
вать подмножество А м ножества М ХМ. 

Содержательный смысл такого опреде.1ення со
стоит как раз в том, что выбор подмножества А во 
множестве М ХМ определяет, какие пары находятся 
в отношении А. Это обстоятельство подчеркивается 
следующим соглашением об обозначениях. Ес.rш 
пара (х, у) входит в А, т. е. (х, у) Е А, то �1ы пише:-.1 

хА у, 

'ITO читается :  «Х находится в отношешш А с у». Само 
выражение хАу мы будем называть соотноtиением. 

Подчеркнем, что отношение- это не просто м но
жество соответствующих пар, а подмножество мно
жества пар М Х М при фиксированном vшожестве 
М. Говоря более фор�1адьно, отношением называется 
упорядоченная пара (А, М), где Ас:М ХМ. Итак, от· 
ношение- это пара (А, М), где М- множество, на 
котором определено отношение, а А- множество пар, 
ДJiя которых это отношение вьшо. rшсно . Множество 
М мы будем наз ывать областью заданuя отноше
ния А. 

Множество пар А в книге Ю. А. Шихановича 
«Введение в современную математику» называется 
графщ\Оirt отношения (А, М). В тех случаях, когда мы 
рассматриваем отношения на одном и том же мно
жестве М, мы впо.1нс можем позво.'Iить себе роскошь 
не указывать явно область задания. В этом случае  
можно мысденно отождествлять отношение и множе� 
ство пар, для которых оно выполнено (график отно· 
шения ) . В частности, мы пол агаем впол не допусти
мым обозначать само отношение и ero график одной 
11 той же буквой. 

*) Кроме, разумеется, с.�учая, когда х и у совпадшот, 



Однако б ывают ситуации; . когда рассматриваются 
отношения с различными областями. задания . Тогда 
приходится обращаться с более громоздкИ!IIИ обозна·  
чениями отношений в виде па р (А, М). 

Вот одна из типичных ситуаций подобного рода . 
Мы будем называть отношение (А, М) сужением от
ношения (At, М1) на множество М, если М� Mt и 
А= А1 П (М ХМ). Последнее означает, что соотноше
ние хАу между элементами множества М выполнено 
в том и только том случае, когда в ыполнено соотно
шение xAJy. Если из контекста ясно, что А есть су
жение отношения At, то мы будем допускать обозна· 
чение обоих отношений одной и той же буквой. Суже· 
ние отношения (At, Mt) на множество М мы будем 
пногда называть просто отношение.Аt А 1 на лtн.оже
стве М. 

Приведе:\1 несколько прю1еров отношеннfl. Пусть 
М- не1юторое множество тодей. И пусть А- мно
жество таких па р (х, у), что «Х знаком с у». Сокра· 
щепием записи в кавычках с.1ужит запись «хАу». 

Еще одним примерам может с.1у:ншть отношение 
«быть типичНЫl\1 представителе111». Существует рас
пространенный тест. когда че.тювеку предлагают на· 
писать, пе дум а я , на листе бумаги назван и е  фрукта, 
название домашней птицы н цифру. Бо.1ьшинство 
дает стандартный ответ: «Яблоко, курица, 7». Этот 
ответ и говорит о том, кого мы считаем в да нном слу
чае типичным представителем (эталоном) . На рис. 1.1 
изображены три группы геральдических животных, 
в ка ждой из которых выбран представите.1ь, типич
ный для членов этой группы: орел является эталоном 
для всех геральдических орлов, в том числе и дву· 
гла вых; конь - эталон для пегаса, кентавра и еди· 
порога; козе.1 н а верняка послужи.1 прототипом ко· 
зерога. 

Пусть теперь М- множество участников шахыат
ного турнира. Будем говорить, что «Х- победите.'IЬ 
у», если х в этом турнире обыграл у. (Предпола� 
гается, что турнир и гралея в один I<руг. ) Вместо того, 
чтобы выnисывать все п ары (х, у), для которых вы
полнено отношение «быть победителем», можно про· 
сто выписать турни рную таблицу , заменив половинки 
нулями. Дс.'Iо в том, что ес.rш участн ики х и у сыграли 
вничь.ю, то никто из них не является победителе;�.t 
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Рис. 1.1. Отношение «быть эталона�!». Конь, оред и козе.�
&талоны в своих групnах. 



другого. В этом случае не выполнены оба соотноше
ния: «Х- победитель У» и «У - победитель Х». Мы 
приведем соответственно откор ректированную таб
лицу мемориала Ласкера ( 1 968 r.) . Заметим ,  что по 
этой искаженной таблице можно получить всю ин
формацию о результатах встреч . Кроме того, если 
выполнено соотношение «Х- победитель у», то это во-

' все не значит, что «Х лучше сыграл в турнире, чем у�. 
Это уже совсем другое отношение. Так, «Барцаи
nобедитель  Ульмана»,  хотя Ул ьмаи стоит выше по 
турнирной таблице. 

Участники 

1 Броиштейи , 
2 Ульмаи • 
3 Суэтии • 
4 Васюков • 
5 Барцаи • • 
6 Зайцев А • •  
7 Фукс • • • 
В Малих • 
9 Чом . . •  

10 Минпч 
11 Хеиинге • • • 

12 Цини . •  
13 Радович • • •  
14 Шеиеберг 

15 Эспиг . 
16 Ортега 

11 2 3 4 56 7 8 9 10 11 12 13 14 15 161 о 1 
00001 10001101 11 

1 0 1000001011111 
00 0 1100 101000 11 
000 0110001100 11 
0101 0000000110 1 
00000 00 101 10101 
0 110 10 01000 1000 
0000000 01000001 
00010000 1100100 
00 1000000 00001 1 
0000000000 1000 1 
000000000 10 0010 

000000000000 000 
0000000001000 00 
00000000100000 о 
000000100001010 

10 1/2 
10 1/2 

91/2 

9 
9 

8 1/2 
81/2 

8 
8 

6 1/2 
6 

6 
5 1/2 

5 
5 

4 1/2 

м 

1-11 
1-11 
III 

IV-V 
IV-V 
VI-VII 
VI-VII 

VIII-IX 
VIII-IX 

х 
XI-X II 
XI-XII 

XIII 
XIV-=-� 
XIV-XV 

XVI 

В действительности, мы получили общий способ 
задания бинарного отношения на  конечном множестве,  
который называется .матричным. В общем виде этот 
способ можно описать так. Пусть М- п-элементное 
множество и А -отношение на нем. Перенумеруем 
элементы множества М целыми числами  от 1 до тz. 
Построим теперь квадратную таблицу размером 
n Х n. Ее i-я с·трока соответствует i-му элементу мно
жества М, а j-й столбец - j-му элементу множества 
М. На пересечении i-й строки и j-ro столбца ставится 
единица,  если выполнено соотношение XiAXj, и нуль-
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в противном случае. Обnэначим элемент, стоящий па 
пересечении i-й строки и j-го столбца, через ali· Об .. 
щее правило задания матрицы отношения можно 
сформулировать так: { 1, 

ац = О, 

если выполнено 

если не выполнено 

Матрицу, составленную из эл ементов a;.i. принято 
обозначать llaiJII. Очевидно, эта матрица содержит 
всю информацию о том, для каких пар элементов нз 
М выполнено отношение А. 

Итак, отношение А на конечном множестве М мо
жет быть задано матрицей llai3ll. Произвол состоит 
только в выборе нумерации на М. Легко догадаться, 
что можно выбрать п! различных нумераций и, соот
ветственно, п! матриц, описывающих данное отноше
ние. Если задана матрица размером n Х n из нулей н 
едпниц и выбрана нумерация на множестве М, то тем 
самым на М задается некоторое отношение А. 

Матрица, для которой aij == О (т. е. aii = О при 
вс�х i и j), задает пустое отноtиение 0, которое не 
выполняется ни для одн.ой пары. 

Матрица, для которой aij == l, задает полное отно
tиение М ХМ, выполненное для всех пар .  

Особую роль играет также м атрица ll�ijll, где { 1 при i = j, 
611 = О при i=/::.j. 

(Сш.Jвол бi.i называется сu.Аtволо.м Кронекера по име
ни математика, впервые его употребившего.) Этой 
:матрице соответствует так называемое диагональнос 
отJЮшение Е, или отношение равенства: хЕу, сслн х и у- один и тот же элемент множества М. · 
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l о о о. .о 
о 1 о о. .о 
о о 1 о. .о 
о о о t. .о 
о о о о . .  1 



Полезно также ввести антидиагональное отноtие-
ние условием: 

а11 = 1- llil. 
ДJiя пустого, по.'IНого,  диагонального и антидиа

гоналыюго отношений имеет место любопытное свой
ство - их матрицы не зависят от выбора нумерации 
эJiементов множества М. Читатель может убедиться, 
что это свойство ха рактерна для этих четырех отно
шений. Иначе говоря, ecJiи отношение А таково, что 
при любом выборе нумерации в М матрицы \\aijll со
впадают, то А- либо пустое, либо полное, либо диа
гональное, либо антиднагональное. 

· Существует еще и другой важный способ задания 
бинарных отношений на конечных множествах. Изо
бразим э.'lеr.Iенты конечного множества М точками на 
пJiоскости. Ес.'lи выполнено соотношение XtAXj, то про
ведем стрелку от xi к Xj. Еслп xiAxi, то у точки xi на
рисуем петлю, выходящую из xi и входящую в ту же 
точку. Такая фигура называется ориентированныдt 
графолt, или просто графолt, а сами точки- вершина
ми графа. Пустому отношению eJ соответствует граф 
без стрелок и петеJiь. Диагона.'lьное отношение изо
бражае-тся графом, в котором присутствуют только 
петюr (рис. 1.2). 

о о 
о 

Рис. !.:.!. Диагона.%JЮС отно- Рис. 1.3. Подное отношенпе. 
UICIIИI'. 

Полное отнщuение изображается так называемым 
tюлны.м графом,· где все вершины соединены со всеми 
(см. рис. 1.3) . 

Изобразим еще в виде графа приведенную ранее 
турнирную табiJицу (рис. 1:4). Ясно, что петель 
в это:о.t графе .rнет. Номера вершин соответствуют 
номерам участников в таблИце. Чтобы граф бьJJI 

Jl} 



сравнительно обозри м, м ы  приводим только часть его, 
соответствующую первым восьми участникам. В этом 
графе восьмая вершина изолирована, поскольку Ма
лих сыграл вничью со всемн участниками, ставшими 
выше его по таблице. 

Граф есть геометрическое изображение отношения 
аналогично тому, как  график есть геометрическое 

& 
• 

изображение функции. 
Геометрический язык по
.'Iезен, когда граф доста
точно прост.  Наоборот, 
изучать и описывать 
сложные графы с боль-

7.,.1---�-r--+---�4 шим числом вершин удоб

5 

нее в терминах отношений. 
Часто приходится рас

сматривать более общий 
с.ТJуч ай отношений между 
элементами разных мно-

Рис. 1.4. Граф мемориа.1а жеств М и L. Такое отно-
Ласкера. шение определяется как 

подмножество А множест
ва М Х L. Здесь М Х L обозначает множество пар ви
да (х, у), где х Е М, а у Е L. Формально такое отно
шение определяется как тройка вида (А, М, L ) ,  где 
As;;;MXL"') . 

В м атематике рассматривают также тернарвые 11, 
вообще, п-арные отношения. п-арное отноиtение опре
деляется как подмножество А множества Mt Х Mz Х 
Х . . . Х Mn, т. е . множество п-ок вида (х1, Х2, • . .  , Xn ) , 
где Xi Е Mi. В частности, все Mi могут совпадать. 

§ 2. Функци и  как отношения 

Частным случаем отношений можно считать и 
функции. Пусть отношение А на  м ножестве М таково, 
что для всякого х Е М существует ровно один элемент 

*) К сожалению, автору нравится различные объекты: пары 
(А, М) и тройки (А, М, L) -называть одинаково: отношениями. 

Однако в нашей дитературе существуют и различные термины 
д.1я таких объектов: пары (А, М) такие, что А s= М Х М, назы
вают отношениями, а тройки {А, М, L) такие , что А s= М Х L, 
называют соответствиями. См., впрочем, § 2, особенно стр. 24 (При,lt. ред.), 
20 



у Е М, для которого справедливо соотношение хАу. 
Тем самым каждому элементу х Е М сопоставляется 
некоторый элемент у Е М, определенный этим усло
вием. Такое отношение называется функцией, или ото
бражением (или однозначным соответствием), а сам 
элемент у Е М, соответствующий элементу х Е М, на
зывается значением функции А на элементе х. Эта за
висимость между х и у выражается обозначением 

у = А (х) 

Множество А тех па р  (х, у), для которых выполнено 
соотношение хАу, называется графиком функции. 

Например, если М - числовая прямая , а отноше
ние А есть отношение равенства у = х, то график со
стоит из всех точек вида (х, х) и я вляется биссектри
сой координатного угла ,  т .  е. обычным графиком функ
ции у = х. Если отношение А выполнено для тех пар,  
для которых у = sin х (ясно, что для каждого х суще
ствует единственное число у, обл адающее эти м  свой
ством ) ,  то график этой функции есть обычная сину
соида . 

Итак, наше определение графш<а я вляется обобще
нием обычного графика числовых функций .  

В данном случае очень полезно рассмотреть отно
шения на таких парах (х, у), где х принадлежит мно
жеству М, а у- другому множеству L. Отношение а. 
этого вида мы снова будем называть функцией, или 
отображением, если для каждого х Е М существует 
единственный элемент у Е L, для которого выполнено 
соотношение ха.у. Такую функцию а. мы будем симво
лически записывать как а. : М-+ L; здесь М называет
ся областью отправления функции а., а L- ее об
ластью прибытия. Отображение а. : М-+ L называется 
также отображен ием .множества М в .множество L. 
Элемент множества L, которы й при этом соответст
вует элементу х из М, обозначается а.(х) и называется 
образом элемента х. Сам  элемент х называется прооб
разом элемента а. (х ) .  Из опреде.'lения отображения 
а. :  М-+ L явствует , что каждый элемент х Е М имеет 
ровно один образ. Но не всякий элемент у Е L обязан 
иметь п рообраз. Если же такой прообраз существует, 
то он не обязан быть единственным . 

Пр и м ер 1 .  Пусть М- множество людей, а L ·
множество натуральных чисел . Пусть а. : М-+ L -
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отображение , которое каждому человеку ставит в со
ответствие его рост, выраженный в сантиметрах (округ
ленный, как принято, до целочисленного значения�. 
Ясно, что каждому человеку соответствует определен
ный рост , но значение роста: 400 см- не соответствует 
никакому человеку. С другой стороны, существует 
масса людей , у которых рост- 172 слf. 

Пр и ме р 2. Пусть М- множество ныне живущих 
людей, L - множество всех людей, а отображение 
а. : М� L ставит в соответствие каждому человеку 
его отца. Ясно, что у каждого х Е М имеется единст · 
венный образ . Но не у всякого у Е L есть прообраз , 
так Бак далеко не всякий человек является отцом дру 
гого. Например, если !J- женщина. Кроме того, не
сколько человек могут иметь общего отца. 

Отображение а. : М- L называется сюръективньмt, 
если .'Jюбой элемент у из L имеет прообраз . В этом 
случае говорят еще, что М отображается на• L. 

Например , пусть М - множество всех русских слов, 
L -множество частей речи русского языка, а отобра
жение а. : М- L сопоставJiяет I<аждому слову часть 
речи, к которой оно принадлежит. Ясно, что каждая 
часть речи соответствует по крайней мере одному с.,о
ву- примеру на эту часть речи. (Мы здесь считаем , 
что грамматические омонимы каким-то образом уже 
раз.rшчены, т. е. про слово «печь» известно, глагол это 
или существительное.) 

Отображение а. : М- L называется инъективны.м, 
если для каждого элемента !J Е L существует не более 
одного прообраза . 

Например , пусть М- множество людей, стоящих 
в векоторой очереди , L- множество натуральных чи
сел, а отображение а. : М- L сопоставля ет каждому 
находящемуся в очереди его порядковый номер. Ясно, 
что каждый номер мощет быть присвоен лишь одному 
человеку. С другой стороны, это отображенИе не сюръ
ективно, так как существуют номера, не присвоеиные 
liИKOMV. 

ЕсЛи отображение а. :М- L одновременно сюръек
тивно и инъективно, то оно называется биективны.м. 
Множества М и L, для которых существует биектив 
ное отоб ражение а. : М- L, называются равномощ
НЬLJ.tu. Легко убедиться, что если М конечно , а М и L 
равнемощны, то М содержит такое же число элемек-
22 



тов, как L. Для этого достаточно перес•штать все эл-е
менты из М; если элементу х Е М приписан номер 
n (х) , то тот же номер следует приписать его обра-зу 
� (х) . Так как отображение сюръективно, то все эле
менты множества L получ ат номе р а .  Т а к  как отобра
жение ипъективно,  то кажды й  элемент из L пш1учит 
единственный номер .  Тем самым для перес�ета эле
ментов множества L требуется ровно столько же но
меров , сколько для пересчета элементов множества М. 
Легко сообразить, что количество элементов не з ави
сит от способ а их пересчета .  

Для бесконеч ных множеств равномощность естест
венно принять в качестве обобщения понятия « и м етr. 
одина ковое количество элементов» . 

По:Iезно ввести еще такие понятия .  
Пусть а : М _. L и М, - подмножество множества 

М. Образом множества М1 (обозначается через 
a (Mt ) ) мы н азовем множество всех образов {а (х) }, 
' где x E Mt .  В ч астности , а (М)  есть образ  всего М. 
Легко видеть , что а :  М - а (М) есть сюръективное 
отоб р а жен ие.  

Аналогично,  если L,  s;;; L, то полным прообразом 
множества L 1  (обозн ачается через a-t ( L 1 ) ) н азывается 
объединение прообр азов всех элемен то в , входящих 
в L 1 •  • 

Определим теперь  так называемое единичное ото
бражение м ножества М : 

ви : м - м, 
которое каждому элементу х Е М сопоставля ет этот 
самыii элеме нт. (Легко видеть, что единичное отобра· 
жение е - это то же самое, что и диагональное отно• 
шение Е. ) Пусть а : М _. L; отобр ажение � :  L _. М  п а· 
зы вается обратным к а, если а� = ем и �а = BL,  т. е. 
если отобр ажен ие � переводит л юбой обр аз а (х )  в х, 
а отоб р ажен ие а переводит любой образ � (у )  в у. 
В этоl\1 случ ае м ы  будем писать : � = а-1 •  Ч итатеЛ I, 
легко убедится в т о м ,  что для существования отобра
жения , обратного к а,  необходимо и достаточ но,  что
бы а было биективны м .  

Иногда б ывает удобно р а сс м а т р и в ать фу нкци и 
а :  М _.  L, которые оп ределены не на  всем М, а только 
на векотором его подмножестве М, ,  Iюторое тогда на
зывается областью определения функции. Тогда удоб но 
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поnоднить множество L до множества L* = L U { :jf,  
т. е.  прибанить к L э.'!емент #. не входивший ранее 
в L. Эдемент # играет родь как бы пустого эдемента. 

В таком случае м ы  считаем (опять-таки,  по определе
кию) , что отобр ажение а : М -+  L*' ставит в соответ
ствие любому элементу из М "-.. М1 пустой элемент 
# .  Часто бывает удобно р ассуждать так,  как будто 
пустой элемент # заранее содер жится в л юбо м мно
жестве. Тогда не нужно р азличать L и L * .  

П р и м е р 1 . М - некото р ое мн ожество л юдей 
в данный момент времени, а L - м ножество их голов
ных уборов . Функция а : М-+ L сопоста вля ет каждому 
человеку н адетый н а  нем головной убор .  Я:сно, что 
функция а опреде.'! ена лишь на подмножестве м ноже

ства М, состоящем нз людей ,  у которых что-то надето 
на голову . Остальны м ,  п ростоволосы м , сопоставляется 
пустой головной убор.  

П р  и м е р 2 .  М - м ножество русских словофор м,  
а L - м ножество р усских оконча ний . Функция а сопо

ставдяет каждой словофо р м е  ее окончание :  
бежать - ать 
окно - о  
столом - ом 

Словофор мам «СТО.'! » ,  «пальто», «вместе» соответст
вуют нулевые ( пустые)  окончания * ) . ( И ногда букву 
«О» в слове «пальто» неграмотвые люди восприни
м ают как окончание и менительного падежа среднего 
рода и пытаются склонять это слово по падежам. Но 
это вовсе не русское окончание , а часть французской 
основы «Paletot». ) 

Иногда и для произвольнога отношения (А , М, L )' 
об элементах у таких, что хАу, удобно говорить как 
об элементах , сопоставленных, или соответствующих, 
э.1ементу х. В этих едучаях отношение (А , М,  L ), кото
рое приобретает, так сказать, функциональный харак
тер , мы будем н а з ы в ать соответствием. Таким обра
з о м ,  соответствие - это « м ногоз нач ная» функция . За
пись 

1jJ: М -+ L 

* )  Тер м ин «нулевое Оiюнч ан ие» ( н улевая морфем а )  пршшт 
в научной гр ам�1атнке. В старой орфогр афии пустое окончание 
у склоняемых существите.'IЫiых удобно обозн ачалось твердым 
З : ! аКОМ : СТОЛЪ, СНОПЪ И Т. Д. 
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для произволыюrо отпошения \jJ = (А , М, L) и будет 
как раз оз н а ч ат ь ,  что мы рассматриваем отношение ф 
к а к  соответствие. 

Можно было бы , разумеется, вместо соответствия 
'V :  М _.. L рассматривать функцию 

сх: М -i- 2L, 
которая каждому элементу х Е М со поставля ет мно
жество Lx !:= L всех тех у, для которых (х, у ) Е А (L:r: 
может быть, в ч а стности, пустым) ; однако язык соот
ветствий ( = « м н о гоз н ач н ы х  функций:. ) часто бывает 
более удобны м .  

Как и в случае «однозначных» функций ,  можно 
ввести понятия всюду определенного соответствия (для 
любого х Е М м ножество Lx непусто) , инъективного 
соответствия (для тобых х =1= у Lxn Lu = 0) и сюръек
тивного соответствия (для всякого у Е L существует 
х Е М, для которого у Е Lx) . 

§ 3. Опер аци и  н ад отношениями 

Исходя из опер а ций над множеств а ми , мы можем 
оnределить ряд полез ных оnераций над отношениями. 
В этом п ар агр а фе м ы  будем считать, что все отноше
ния заданы на одн о м  и том же множестве М. 

Итак, возьмем два отношения А и В. Каждому из 
них соответствует некоторое множество пар ( подмно
жества А !:= М  Х М и В !:= М Х М) . 

Пересечен иелt отношений А n В м ы назовем отно
шение, определ яемое пересечением соответствующих 
nодмножеств .  Яс н о ,  что соотношение х А П В  у в ы п ол 

н е н о  тогда и тол ько тогда,  когда одновременно выпол
нены хАу и хВу. 

П р  и м е р. Пусть М - м ножество вещественных 
чисел , А - о т н о ш е н и е  « быть не меньше», В - отноше
ние «быть не р а в н ы м » .  Тогда А n В есть отношение 
сбыть строго бо л ь ш е » .  В самом деле, хАу р а вноси.'lьно 
том у, ч т о  х � у ; хВу равносильно тому, что х ::-/= у. Но 
э т и  неравенства вы nолняются одновременно тогда и 
только тогда ,  когда х > у. 

АнаJюгично, объединением отношений А U В м ы  п а
зовем отношение,  определяемое объt-дппепием соответ
ствующих м ножеств . Соотношение х А UB у выполнено 
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тогда и только тогда, когда выполнено хотя бы одно 
из соотношений хАу или хВу. 

Наnример ,  если А - отношение «больше» на м но· 
жестве чисел, а В - отношение «равно», то А U В 
это отношение � .  

Для отношений можно опредешпь понятие вкшо· 
чения . Мы будем писать А s В, если м ножество пар ,  
для которых вы по.IJнено первое отношение, содержит
ся во множестве тех пар , для которых выпоJшено вто
рое отношение . Соответственно, мы будем п исать :  
А с В, есJш м ножество п а р  А является подмноже
ством м ножества В, причем А =/= В. 

На пр и мер , вы полнено В-ключение 

< с � . 

В самом дe.IJe,  есл п х < у, то заведомо х � у. Но су
ществу ют та кие пары,  что х � у,  но неверно соотно
шение  х < у. Это будет в том с.11учае, когда х = у. 

Очень  важно отмстпть такое (впо.'Iне очевидное из 

оп ределе н и я ) свойство вкл ючения : ec.IJ И  А s; В,  то из 
хАу следует хВу. И обратnо:  ес.1 и  и з  хАу следует 
хВу, то А с= В. 

Отсюда видно, что д.'IЯ любого отноше н и я А 

0 s A s U, 

где 0 - пустое, а И - п олное отношення .  
Теперь мы введе м некоторые операции ,  не сводя· 

щиеся непосредственно к теоретика-м ножественным. 
Простейшая и з  них - переход к об р атному отно

шению. Если А - отношение на множестве М, то об
ратное отношение А-1 оn р еде.IJ я ется услови е м : хА -1у 
равносильно уАх. 

На пример,  если А - отношение > .  то А -1 есть от
ношение < .  В самом деле , з а п и сь х < у  р а вносильна 
записи у >  х. Еще пример : если А оз нач ает «быть му
же м » ,  то А-1 - «быть женой» .  

Очень в а ж н у ю  роль играет опер аци я , обознач ае
мая А В - произведение отношений . Эта операция оп
flеделяется следу ю щ и м  образом: соотношение хА Ву 
равносильно тому, что существует такое z Е М, длн 
которого выполнены соотношения xAz и zAy. 

Пусть А - отношение «быть женой»,  а В - «быть 
отцом » . Что означает в этом случ ае соотношение 
хА Ву? По определению существует таJЮе z, что «Х -
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жена Z» и «Z - отец у».  Иначе, «Х есть жена отца у»,  
т. е .  «Х - м ать или мачеха у».  

Пусть А - отношение «быть бр атом » ,  а В - отно

шение «быть р одителем » .  Тогда произ ведение АВ есть 
отношение «быть бр атом одного из родителей»,  т. е. 
«быть дядеii » .  

Раньше в русском языке " (как д о  с и х  п о р  в поль
с iюм)  разлпчались  дядя - б р а т  отца ( стрый ) и дя 
дя � брат  м а терн ( вуй ) . Это отл ичие очень .'Iегко фор 
МУJ1Ируется в тер м и н ах произведения отношений.  
Пусть А - отношение « бы т ь  б р атом » ,  В - « б ы т ь  от

цом» ,  а С - « б ы т ь  м а терью».  Тогда отн ошен и е  А В 
есть «быть стрыем » ,  а отноше н ие А С  оз н ач а ет « бып, 
вуем» . 

Возьмем тепер ь  хорошо з н а ко м ы е  отношения 
« меньше» ( обозн а ч и м  его А ) и « бо.1 ьше» (обозн а ч и м  
его В )  н а  множестве цел ых ЧJH't'.1 . Соотношение 
хА Ву в ы л о.JJ нено, ес.1 и  существует z та кое, что х < z 

и z > у. Ясно,  что такое z существует всегда - м ожно 
взять,  с к а ж е м ,  z = х + у + 1 .  Та к и м  образом,  А В  есть, 
в данн о м  сл у ч а е, пол н ое отно ю е н иt•. 

В следу ющем п а р а г рафе м ы  убеди мся ,  что произ
ведение отношени й обJlадает рядом хорош и х  а.1 Гебр а
ических свойств,  родн я щих его с обычным п р о и з веде
нием чисе,JI .  А пока попробуйте о п р еделить,  ч то з а  от
ношен ие б у дет А А ?  А ч то это за отношение,  если А 
" ( отношение «меньше») задать н а  м н ожестве всех ве
щественных ч и сел ? А н: а к ие отношения вы р а ж а ют А В  
и ВА , если А и В - т е  ж е  отношения н ер а в е н с т в а  < 
и > на множестве М, состо я щ е м  только из ч и с ел О, l ,  
2, 3 ,  4, 5, 6, 7, 8, 9? 

Определ и м  еще одну в а ж н у ю  о пе рацию, Iютор ая 
н а з ы в ается тр а нз и ти в н ы м  з а м ыканием отношения А 
и будет обоз н а ч аться через А. Смысл этого н а з в а ния 
будет ясен из тео ре м ы 1 . 5  (§ 5) . 

EcJ JИ А - некоторое отношение н а  м ножестве М, то 
его транзитивное замыкание определяется едедующим 
образ о м .  Соотношение хАу с ч итается вы пол не н н ы м ,  

ес.11и существует цепочка э.'Iементов из М: Zo = х, Z1 ,  . . . 
• . . , Zn = у такая,  что между соседя ми в этой цепоч ке 
вы nол нено отношенпе А :  

27 



В частности, эта цепочка может состоять то.'lько 
из. двух элементов (n = l ) :  zo = х и z1 = у. Значит, 
если выполнено хАу, т. е. zoAZt,  то выполнено и соот-
ношение хАу. Этот факт можно записать в виде соот-
ношения , ,.,. , 

А � А. ( l . l ) 
Если цепочка состоит из трех элементов (n = 2) , то 
зто значит, что xAz и zAy. Иначе говоря ,  хААу. Если 
цепочка состоит из четырех элементов, то хАААу. Про-
должая это рассуждение, мы заключаем; что хА у в том 
н только в том случае,  когда выполнено хотя бы одно 
соотношение вида хАА . . . Ау. Или , сокращенно, xA ny. 
Используя операцию объединения ,  этот факт можно 
записать в виде равенства 

,.... 2 З n ) А =  А U А U А U . . . U А U . . .  ( 1 .2 

Итак, мы доказали, что транзитивное замыкание 
отношения А есть объединение всех степеней этого от
ношения .  

Теперь выясним,  как введенные операции можно 
выразить с помощью операций над м атрицами и гра
фами. Поскольку матрицы, которые нам нужны, со
стоят только из нулей и единиц, нам  будет полезно 
ввести специальную (так называемую булеву) ариф
метику на множестве из нуля и единицы . Эта ариф
метика задается следующими двумя таблица м и 
сложения и умножения : 

0 + 0 = 0  
0 + 1 = 1  
1 + 0 = 1 
1 + 1 = 1 ( 1 )  

о . 0 = 0  
о . 1 = 0  
l . 0 = о 
1 . 1 = 1 

Как видим ,  эта арифметика отличается от обычной 
только тем , что сложение двух единиц дает в резуль
тате единицу. З ато, оперируя над числами О и l ,  мы 
не выходим за  пределы этих чисел .  Легко убедиться , 
что в этой арифметике мы можем вы полнять привыч
ные преобразования,  но не можем пользоваться вычи
танием : l - 1 может равняться и пулю и единице. 

Теперь мы можем определить операции над матри
цами и графами,  соответствующие операциям над от
ношениями. 
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Далее мы условимся , что нумерация на  множестве 
М уже выбрана и что м атрицы, соответствующие (при 
данной нумерации)  отношениям А и В, обозначены 
l la ut l l  и 1 / b н � ll .  

Очевидно, величина 

( 1 .3) 
равна единице в том и только в том случае, когда вы
полнены оба соотношения xAxk и XiBXk, т. е . когда 
выполнено соотношение х;А n Bxlt· Значит, м атрица 
1 / c;k l / .  определенная по ( 1 .3) , представляет отноше
ние С = А n В. Этому факту можно придать несколь
ко иное выражение. Назовем пересечением матриц 
l l a ;k i i П 1 / b ik l l матрицу ll ciltl l . полученную почленным пе
ремножением элементов исходных м атриц ( согласно 
. ( 1 .3) ) . Тогда пересечение отношений представляется 
пересечением матриц . 

Например ,  пусть А и В представ,rшются м атрицами 
четвертого порядка (М содержит четыре  элемента) : 

о о о о 

1 о 1 1 
l l a tk l l = о о 1 ' l l b t tl i l = 1 о о 

о 1 о 1 
Тогда пересечение А n в представляется м атрицей 

' о о о 

l о 1 
11 C;k  1 / = о о о о 

1 о о 

В терминах графов пересечение определяется так.  
Нарисуем м ножество вершин М и изоб р азим отноше
ние А пунктирными стрелками,  а отношение В - штри
ховымп стрелками . Теперь соединим просты ми стрел
ками те и только 're вершины,  которые соединены 
обоими  типами стрелок. Очевидно, что этот граф изо
бражает пересечение отношений А П В ( рис .  1 .5) . 

Объединение отношений А U В,  представляемых 
матрица ми l la;k l l  и l l b ;k l l . может быть аналогично ВЧI 
ражено с помощью операции объединения ( сложения)  
.матриц. А именно, обозначи м через 1 / c;k l l  = l laik l l  + 
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+ UbikH матрицу, элементы ко1·орой определя ются ус· 
лови ем 

( 1 :4) 
В формуле ( 1 .4 )  сложение понимается в смысле буле· 
вoi'I арифмети ки .  Посмотрев на таб.rпщу сложепня  

1 2 • . . .
.

.
. . . . . ·� 

. 
./'. 
4 

А 

} 3 

1 2 
-- -- - --:1 . / t  / 1 / 1 / 1 / 1 

"" 1 
/ 1 �-- - - - - .J  

4 3 
8 

f 2 • 

А ЛВ 
Рис. 1 .5. Пересечение отношений. 

в этой арифметике, мы легко убеждаемся, что Cik = 1 
в том и только том cJryчae, когда хотя бы одно из сла -

гаемых a i k  или b ik равно единн-
1 Z це.  Значит, Cik = 1 равносильно 

A UB 
Рис. 1 .6. Объединение 

отношений. 

тому, что xiA U Bxh . 
Для предыдущего примера 

м атриц четвертого порядка их 
объединение п редставляется мат
рицей 

о 1 

1 • 

Граф объединения строится путем проведения 
стрелок между всеми вершинами ,  которые соединены 
стрелкой хотя бы одного типа . Взяв графы А и В из 
рис. 1 .5, мы получим граф объединения таким ,  как он 
изображен на pJt:c. 1 .6 .  

Произведение отношений АВ представляется так 
называемым произведением .матриц. Эта, играющая 
большую роль в алгебре, операция н ад матрицами  
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определя ется следующим nрави�1ом : 

Ctk = aн b ll"  + at#zk + • · • + alnbnkt 
ил и, используя сокращенное обозначение для суммы, 

n 

си� = � a t lb  t k ·  , _ ,  
( 1 .5) 

Число n обозначает здесь порядок м атрицы - количе
ство э.11ементов мно жества М. Несмотря н а  простоту 
утверждаемой связи между произведениями  отноше 
ний и матриц,  проведем необходимое доказательство. 

Пусть выполнено соотношение х;А Вх,, .  Пока жем ,  
что ве.rшч и на С н, ,  вычисленпая coni a C !IO ( 1 . 5 ) , равна 
единице . Дей ствител ьно,  по опреде.1ению п роизведе
ния отпошен и ii существует элемен т х i Е М т а ко й , что 
x;A x.i и XjBXt: . Это значит, что a i j  = b;h = 1 .  З н а чпт, 
a ;jbJh = l .  Н о п о правила м булевой арифм етики , если 
одно из  сл а га е м ы х  р авно единице, то сумма  ( 1.5) за
ведо м о равна единице, т.  е.  c1h  = 1 .  Обратно, пусть 
C;k = 1 . Тогда t·реди сдаrа е мых в ( 1 .5 )  хотя бы одно 
равно един и ц е .  Пусть это будет а;;Ь;тi · Но произведе
ние aijb ,h р а вно 1 только тогда ,  когда ai; = bJk = 1 .  
А это означает, что xiAxJ и xJBx1. , т.  е.  х;А Вхн.. 

Итак , мы до казали , что произведению отношений 
соответствует произведение матриц.  

Графовал интерп ретация произ ведения такова. 
Пусть о п я т ь  отношение А изображается пунктирными 
стрелка м и ,  а В - штриховы м и . 
Соединим вершины х 1  и х" про
стой стре .. 1 коii ,  если можно прой
ти из Х; в х" так :  снача.Тiа  из х;  по 
пунктирной стрелке в пекоторое 
Х; , а затем иэ Х; по штриховой 
стрелке в хп. ( рис .  1 .7 ) . Эти новые 
стрел кн изоб р а ж а ют произведе-
ние отноше н н ii А В. :Ct 

Н а  рис. 1 . 7  I.I ИДIIO, что способ Рпс. 1 .7. П роязведе-
построении  г р а ф а  для произведе- ние отношений. 
н ия отношений  напоминает пра-
вило парал.ТJе.'1оrрамма для сложения скоростей или 
сил . Сходство это не случайно .  Пусть М - м ножество 
точек нн плос кости, и соотношение хАу означает, 
что из точки х можно· попасть в точку у за еди ницу 



времени, двигаясь со скоростью а, а соотношение хВу 
означает, что, двигаясь со скоростью Ь, можно за еди
ницу времени попасть из х в у. Тогда хАВу означает, 
что, двигаясь со скоростью а + Ь ,  можно за единицу 
времени попасть из х в у. 

Операция А-1 в м атричной форме выражается весь
ма просто. Если А представляется матрицей l l a ilt l l .  то 
А - 1 изображается м атрицей l la ik l l ,  у которой поменя 
лись ролями строки и столбцы : CXik = ah i· Иначе го
воря,  матрица для А -t получается из исходной мат
рицы симметричным  отражением относительно глав
ной диагонали. Действительно, если a ik = 1 ,  то XiAx� 

"' 
А А 

Рис. 1 .8. Транз итивное замыканне отношения. 
И XkA-txi, Т. е. CXki = l .  Если же aik = О, то aki = О. 

П р и м  е р. 

о 1 1 1 о о о 
1 о о 

А - � -
1 1 

А - о о ' о 1 о 
о 1 о о 1 о о о 

Чтобы из графа,  изображающего отношение А ,  по
лучить граф,  изображающий отношение А-1 ,  надо все 
стрелки поменять на противоположно направленные, 
а все петли оставить на  месте. 

Операция транзитивного замыкания А в матричной 
форме выражается через объединение степеней мат
рицы А сог.1асно формуле ( 1 .2 ) . Более наглядным яв
ляется переход от графа, изображающего отношение 
А, к графу, изображающему отношение А. В самом 
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деле, из оп ределения транзитивного замыкания сле
дует, что в новом графе стрелка соединяет вершины 
Xi и Xk , если в исходном графе существует путь,  веду
щий из х; в Xk по н а п р авлению стрелок. Н а  рис.  1 .8 
изображен граф отношения А.  Очевидно, что из лю
бой его вершины есть путь,  ведущий в любую вер
шину, в том числе и в ее с а мое. Таким образом,  отно· 
шению А соответствует в данном случ а е  полн ы й  граф.  

§ 4 . Ал гебраи•t еские свойства операций 

Поскольку операции пересечения и объединения 
отношений возникли из теоретико-множествеиных о пе· 
раций пересечения и объединения , то все их свойства 
в точности таковы , как у теоретико - м ножествеиных 
операци й .  

Рассмотрим теперь алгебра ические свойства ос
тальных о пераций.  

У о перации обр ащения А -1 есть в ажное свойство. 
Оно выраж ается р а венством 

(А-1 ) -1 = А . ( 1 .6 ) ' 
Действительно, х (А-1 ) -1у р авносильно тому, что yA-tx. 
А последнее р а в носильно тому, что хАу. 

Опер ация умножения АВ,  в отличие от у множенпя 
обычных чисел , н е  перестановочн а :  в общем случ ае, 
АВ =1= ВА . Это можно увидеть н а  п ростом п римере, 
когда отношения п редставля ются следующи м и  м атри
цами : 

1 

1 А � О О 
о о 

В этом случае 
1 

АВ � О 
о 

о о 

о о 

1 1 ' 1 ! 

1 о 1 

1 о 

1 ' 

о о 

о 1 в - о 1 

1 0 О О 

1 1 1 
в А � 1 1 

о о 

о 

о 

о 

1 ' 

о о ;  
1 1 

1 

1 

Выкл адки предоставляем читателю. В прочем,  они хо
рошо понятны в гр афовом п р едставлении отношений 
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(рис. 1 .9, где отношение А изобр ажено пунктнром, а от· 
ношение В - штрихами. П ри каждой вершине подр а ·  
з умева ются две - пунктирная н штриховая - петюi . ) . 

В случае, когда п роизведение отношений не завн
сит от порядка : А В = ВА , говорят, что А и В комму
тируют. 

2 ..... . . . . . . . . . , 
1 1 1 � 
1 1 ..... . . . . . . . . . .  .ж J 

А и В  

2 z 

АВ ВА 
Рис. 1 .9. Пример некоммутативиости произведе.ния. 

Легко проверить, что диагональное отношение Е 
играет роль единицы : 

АЕ = ЕА = А  ( 1 .7) 
д.т1я любого отношения А . 

Анал-огично, для пу-стого отношения имеем 

А 0 = 0 А =  0 .  ( 1 .8) 

В с а м о м  деле,  хе5Ау не может выполня -rься н и для 
какой пары,  так как xe5z никогда не выполнено. Ра
венство ( 1 .8 )  означает, что пустое отношение е5 ведет 
себя относительно умножения отношений как нул ь  при 
обычном умножении  чисел . 

Ассоциативный ( сочетательный)  закон оказывается 
справедливым для произведения отношений :  

(АВ) С =  А (ВС) . ( 1 .9) 

В самом деле.  Если х (АВ) Су, то существует такое z, 
что xABz и zCy. Из xABz вытекает существование та
кого w ,  что xA w  и wBz. Из wBz и zCy следует wBCy. 
Из xAw и wBCy получаем хА (ВС) у. Аналогично, пз 
хА (ВС) у легко вывести х (АВ ) Су. Итак,  ( 1 .9 )  дока
зано .  

Ассоциативный закон поз воляет отказаться от рас
становки скобок в процз ведениях и писать просто : 
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АВС, AfJCD н т. п. В место произведений ;ипа ААА, 
АААА мы будем писать степени А3, А4 ,  • • •  * ) . 

Теперь рассмотрим свойства,  связывающие различ· 
ные операции .  

Простейшее из этих свойств - правило обращения 
произведения : 

( 1 . 1 О) 

Действительно, � (АВ ) -1у означает,  что уА Вх, т. с. 
существует z, для которого yAz и zBx. Но это значит, 
что xB-1z и zA-1y, т. е. xB-tA-Iy. 

Др угое свойство, связы в а ющее операции обр ащения и пронз• 
ведения, сосtоит в следующем : если для всякого х существует 
такое z, что xA z, то 

(1. 1 1 )  

Действительно, из xAz следует zA-1x, т. е. хАА-1х. Но хЕу озна·  чает. ч т о  х = у. З н ачит, и з  хЕу следует хАА -1 у. 
Аналоги•шо, если для всякого х существует такое z, что zA x, 

то 
(1.12) 

,И.еказавные свойства означают, что для отношений, которые вы· 
nолн я ются не слишком редко (каждый элемент х хоть с кем -та 
да находится в отношен ии А ) ,  операция обращения похожа н а  
числовую операцию перехода о т  а к а-1 :  вкшочения (1. 1 1 )  и ( 1 . 1 2) близки к числовому р авенству а-1а = 1, так как Е, ю 1 к  
у ж е  говори.�ось , игр ает у н а с  роль  единицы. 

Следующие два свойства связывают операцию про· 
изведения с пересечением и объединением .  Они по· 
хожи на  распределительный (дистрибутивный )  закон 
умножения относительно сложения .  Первый из этих 
«распределительных законов» и меет вид 

(А U В) С = (АС) U (ВС) . ( 1 . 1 3) 

Доказывается он таким образом .  Сначада предпо.1о· 
жим, что выполнено соотношение х (А U В) Су. Э го 
означает существование такого z, что выполнено по 
крайпей мере одно из соотношений : xAz или xBz - н 
соотношение zCy. Тогда выподнено либо хА Су, либо 
хВСу. Значит, выполнено соотношение х (А С) U (ВС) у. 
Обратно, пусть выполнено х (А С) U (ВС) у. Это значит, 
что либо хА Су, либо хВСу. То есть либо существует z 1 .  
ддя которого xAz1 и z 1  Су, либо существует Z2,  ддя  

* ) Ассоциативность умножения отношен ий и обозн ачен ие А "  
уже IIСПОЛЬЗОВаЛИСЬ В § 3 (С М .  ( \ .2 ) ) .  
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которого" xBz2 11 Z2Cy. Но так к а к  А с= А u в 11 в s:; 
s A  U В,  то в первом случ ае  и меем х (А U B) zt и z1Cy, 
т. е. х (А U В ) Су. Во второ м случае : х (А U B) z2 и z2Cy, 
т. е. опять -т а ю 1 х (А U В )  Су. Итак,  и з  выпоJшения п р а ·  
вой части { 1 . 13 )  следует вы пол нение  левой части 1 1  об· 
р атно. Тем самьш р аве нство { 1 . 13 )  доказано. 

Второй « р а с п р едел ительный з а кон » имеет боJН�е 
с.1 а бую форму вк.'!ючения : 

{ А П В) С с:: (АС) П (ВС).  ( 1 . 1 4) 
П редполож и м ,  что вы полнено соотношение х (А П 
n В ) Су. Это озн а ч а ет, что существует z такое, что ОД· 
новременпо в ы по.1 н е 1 1 ы  соотношен ия xA z, xBz и zCy. 
Значит ,  одновре �r е н но в ы пол нены п а р ы  соотношен и й :  
xA z и zCy ;  x B z  1 1  zCy. И.1 и  хА Су и хВСу , т .  е .  х (А С)  П 
П (ВС ) у , что и т ребов алось доказ ать .  

Но з а менить в ( 1 . 1 4 )  вкточение равенством нельз я .  
Бозьмем конкретные отношения А ,  В ,  С н а  м ножестве 
из четы рех элементов М = {х1 ,  Х2, Хз, Х4} , так что вы
nшшены только следующие соотношени я  { р ис. 1 . 10) : 
х1Ах2, Хt ВХз , х2 Сх4 , хзСХ4. Ясно, что А П В = 0. Стало 

Р и с .  1 . 1 0. 

б ыть, согласно ( 1 .8 ) , (А П В ) С  = 0. С другой сто
роны,  х1А Сх" и х1В Сх4. Следовател ьно, х1 (А С) (\ n (ВС) х4, т . е. (А С) n ( ВС) =1= 0. в этом с.тт уча е  ШIССМ 
строгое вкл ючение 

(11 П В)  С с (АС) П ( ВС) , 

что показывает невозможность з а мены в ( 1 . 1 4 ) в к.ТJ ю-

чения на равенство. 
П редоставляем ч и тате.11 ю  проверить 

простые свойств а  опер аци й :  
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Для операции транзитивного замыкания справед· 
лнво следующее важное свойство : 

если А s;:; В,  то А s;:; В.  ( 1 . 1 7) 

Доказательство мы предоставляем читателю .  Ана.1о· 
гичпо, подобная «монотонность» выполнена для дру·  
гих операций, а именно : 

1 )  если А s;:; В, то А - 1 = в - 1 ;  
2 )  если А s;:; В, т о  АС s;:; ВС и СА s;:; СВ. 

Наконец, очевидно следующее свойство :  

А= А. 

( 1 . 1 8) 

( 1 . 1 9) 

( 1 . 20) 

По-види мому, этим исчерпываются основные свой·. 
ства  операций, справедливые дJI Я  любых отношений. 
В следующих главах мы изучим  алгебр аические cвoir• 
ства этих операций для некоторых специальных клас· 
сов отношений .  

В качестве заготовки н а  дальнейшее мы определим 
некоторые операции ,  выражающиеся через исходныеа  

1 )  сим метризованное произведение -

A o B = AB U BA;  
2)  транзитивное замыкание объединения -

� ...---..... 
A U B = A U B; 

3 ) транзитивное 
произведения -

замыкание симметризованного 

Из определения ясно, что эти три операции комму· 
тативны. 

Однако ассоциативный зююн для симметризовап
ного произведения уже не обязан  быть справедливы м 
в общем cJiyчae .  В самом деле,  пользуясь доказанны м 
ранее распределительным законом,  сосчитаем два  
тройных произведения : 

( А  а В) о С = (АВ U В А) С U С (АВ U ВА) = 
= ABC U BAC U CAB U CBA ; ( 1 .2 1 )  

А о (В о С) =  А (ВС U СВ) U (ВС U СВ) А = 
= ABC U ACB U BCA U CBA .  ( 1 .22) 
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Если А и С ком мутируют, то 
ВАС U САВ = ВСА U АСВ. 

Сравнивая это равенство с ( 1 . 2 1 ) и ( 1 .22 ) , получаем, 
что при АС = СА 

(А о В) о С = А  о (В о С) .  
В частности , ассоциативный закон верен, когда все 
три отношения коммутируют. Тогда (А о В) о С =  = А о (В о С) = АВС. 

Для читателя  будет полезным упражнением фак
тически построить пример таких трех отношений,  для 
которых ассоциативный закон не и меет места . 

§ 5. Свойства отношеиий· 
Здесь мы укажем некоторые важные свойства от

ношений, которые: позволят нам в дальнейшем выде
л ить существенные классы отношений. 

О п р е д е л е н и е  1 . 1 . Отношение А называется 
ргфлексивным, есл и Es;;;A .  Иначе говоря; рефлексив
ное отношение всеrда выпол нено между объектом и 
и м  самим : хАх. 

Содержательные примеры рефлекси вных отноше
ний : «быть похожим на». «иметь общий: признак ·С» 
(если каждый объект имеет хоть один признак) , 

<�быть не старше».  С другой стороны, отношения типа 
«б ыть бр атом» , «быть старше» заведомо не рефлек
сивны. 

Рефлексивные отношения всегда представл яются 
матрицей, у которой на главной диагонали стоят еди
ницы. В графе, изобра�ающем рефлексивное отноше
н ие, каждая вершина имеет петлю. Именно поэтому, 
и мея дело с заведомо рефлексивным отношением, мы 
не будем эти петли изображать на чертеже. 

О п р  е д е л е н и е 1 .2 .  Отношение А называется 
ан.тирефлексивн.ым, если из хАу следует х =1= у, т .  е . ,  
в алгебраической записи, А n Е = е5. Иначе говоря, 
А s =1=, т. е .  отношение А может выполняться лишь 
для песовпадающих объектов. 

Отношения, приведеиные выше в качестве приме
ров нерефлексивных отношений, являются антирефлек
сивными.  Отношение «быть эталоном для», вообще го
воря,  не будет ни рефлексивным , ни антирефлексивным. 
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Матрица , представляющая антирефлексивное от
ношение, и меет на главной диагонали нули,  а в соот
ветствующем графе nетли неnременно отсутствуют. 

О п р е д е л е н и е 1 .3. Отношение А называется 
си.м.м.етричны.м., если А с= А-1• Иначе говоря, если вы
nолнено соотношение хАу, то выполнено и соотноше
ние уАх. 

Содержательными nримерами таких отношений 
служат «быть похожим на»,  «быть одинаковым с», 
«быть родственником».  

В матрице ,  представляющей симметричное отно
шение, элементы, симметрично расположенные отно
сительно главной диагонали, равны между собой : 

at k  = ak l · 
В соответствующем графе вместе с каждой стрелкой , 
идущей из вершины xi в вершину X�t, существует и 
противоположно наnравленная стрелка. Поэтому в 
таком графе можно вообще не обозначать стрелки, 
а рисовать только nетли и отрезки, соединяющие р аз
ные вершины. Иначе говоря ,  симметричное отношение 
естественно изображается неориентиров.анным гра
фом.  Так  мы и будем вnредь изображать графы з а 
ведомо симметричных отношений. 

Т е о р е м а 1 . 1 .  Отношение А тогда и тол ько тогда 
симметрично, когда 

А = А-1• 
i.J. о к а з  а т е л ь  с т в о. По оnределению А �  А- 1 1  

но, в силу ( 1 . 1 8) , имеем 

А-• � (А-1)- • .  
· отсюд.а, согласно ( 1 .6) , получается 

А - 1 � А. 

Сравнивая это включение с исходным, приходим 
к выводу, что А =  А-1• Обратное утверждение  оче
видно. 

О п р е д е л е н и е 1 .4 .  Отношение А называется 
асимметричным., если А П А-1 = eJ. Это означает, что 
нз двух соотношений хАу и уАх по меньшей мере 
одно не выполнено. 
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Для матричных эл еl\Iентов это пр.иводит к p ::t ·  
венству : 

( 1 .23) 

В соответствующем графе не может быть стре.1о 1< ,  
соединяющих две вершины в противоположном на 
п р авлен и и , т. е .  н аправление стре.r1ки всегда суще
ственно.  

Т е о р е м  а 1 .2. Если отношени е  А аси.млtетрич1ю, 
то оно антирефлексивно. 

Д о к а з а т е л ь  с т в о. П р едпол ожи :-.1 ,  что дл н ка 
к n rо-то х выпо.1 нено хАх. Тогда верно было бы и 
хА -1х, т. е . хА n А -1х. Н о  тогда отношение А П А-1 не 
бьшо бы пусты м . 

Этот факт можно было  бы в ывсети и из ур ав нен нй 
для м атричных эл ементов : п одст а вл я я  в ( 1 .23) i = k, 
пол учаем a%k = О, т .  е . akk = О.  

Из теоре;�.I ы 1 . 2 вытекает, ч т о  г р а ф  ас и м мет р и ч 
ного отношения не может и меть петель. 

О п р е д е л е н и е 1 .5 .  Отношение А называется 
антисимлtетричным, есл и А П А-1 с:: Е. Это означ ает , 
что оба  соотношения хА у и уА х  выполняются одно
временно то.тr ько тогд а ,  когда х = у. 

Для :-.fатричных э.'lементов это пр и водит к утвсрж-
дению :  

a ikak i  = О, еслп i =1= k. 

О п р е д е л е н и е 1 .6 .  Отношение А называется 
транзи тивны.м , если А2 s;;; А. Раскрывая алгебраиче
ское условие, п риходим к следующему:  если xA z и 
zAy, то выполнено и хАу. По индукции отсюда 
следует такое свойство : если xA z 1 ,  z 1 A z2,  . . .  , Zn-1Ay, 
то хАу. 

Э то свойство хорошо интерпретируется н а  гр а фе, 
изображающем отношение А. И м енно, если точки х 
и у соеди нены путем ,  проходимым по направлению 
стрел ок, то существует стрелка ,  непосредственно иду
щая из вершины х в вершину у. 

3 а м е ч а н и е. Нетрудно показать, что для реф
лексивного отношения А транзитивность эквивалентн а  
р авенству А2 = А .  

Т е о р е м  а 1 .3 .  Есл и  А транзитивно, то А =  i. 
Иными С'лова ми, транзитивное замыкание транзитив
ного отношения совпадает с ни.м са.ми.м .  
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Д о к а з  а т е л ь с т в о. Сначала  доi<а жем, что дл я 
тра нзитивного отнош ен ия А верно В КJ1 Ючен и е :  

Ап s А . ( 1 . 24) 

В с а мом деле ,  п ри n = 2 это есть определение транзи
тивности отношения .  Предположим ,  что ( 1 .24 )  уже 
доказано дл я некото рого n. Тогда ,  по ассоциативному 
закону А n+J  = А " А ;  учитывая предположе ние  индук
ции ( 1 .24 ) И ( 1 . 1 9 ) ,  1! !\lee!\ I  

А11 + 1 = А11А = АА = А. 
Итак,  1 1 1 1ду кци я у н ас прошл а б.1 а гопол у ч но .  Теперь 
обр ати мся  к ф о р�м ул е  ( 1 . 2 ) ,  оп р едел я ю щей т р анзити в-
ное з а :-.I ы юнш е  А ,  и з а м е н и м  ка ждый чл е н  объеди не
ния н а  бо.'! ьш и ii c o rm J C iю ( 1 .24) . П оJiуч а с м  
А =  А U А2 U А 3  U • . . U An U . . . 

. .  . = А U А U . . .  U А U . . .  = А .  
Итак, А s A . Но, с другой сто роны,  согд асно ( 1 . 1 ) ,  
всегда А s А. З н а ч и т , А = А. Teope:-.ta  доказа на .  

Легко видеть, что и меет место и обр атная 
Т е о р с 11 1  а 1 .4 .  Если А = А, то А транзитивно. 
Д о к а з  а т е л ь с т в о .  Из формулы ( 1 . 2 )  следует, 

что А2 s А. Та к как А� =  А , то и А2 s;;;; А .  
Т е о р е  м а 1 .5 .  Для любого отноиtения А транзи

тивное за.лtыкание А равно пересечению nв всех тран· 
зативных отношений В, содержащих А .  

Д о к а з  а т е л ь с т в о .  Поскольку А = А, и з  тео· 
рем ы 1 .4 выте кает, что отношение А всегда транзи ·  
тивно.  Кроме того, А =  А. З начит,  А - одно из В , 
о котор ых говорилос ь в усдовии.  Следовател ьно, 
А =>  n в. Для доказательства обратного вкл ючения 
п р едположим, что В - п роизвол ьвое транзитивное от• 
ношение,  содержащее А .  Ита к, А s;;;; В.  По ( 1 . 1 7) 
А =  В .  Н о  по тeopel\le 1 .3 В = В. Сдедовате.'lыю., 
А =· В . Тео р е м а  доказана .  

Если отношение (А , М)  есть сужение отношения 
(А , ,  Mt) ,  на него автом атически переносятся все вве
денные в ыше свойства последнего отношения . Так, 
рефлексявность отношени я (A t ,  Mt) влечеr рефлек· 
сивностъ сужения (А , М) .  Действ ител ьно, если дл я 
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любого х е М1 верно хА 1х, то при х Е М будет также 
выполнено хАх. Симметричность отношения (А 1 ,  М1) 
влечет симметричность сужения,  поскольку при 
х Е М и у Е М из хАу следует уАх. Проверку дл я 
. остальных свойств предоставляем читателю. 

·.§ 6. И нвариантность свой.ств отношений 

В этом параграфе мы изучим случаи ,  когда те или 
иные свойства результата операции над отношениями 
определяются аналогичными свойствами  операндов * ). 

Л е м м а l . l . Если отноtuения А и В рефлексивны. 
· то рефлексивны и следующие отноtuения: 

А u в, л n в, л-1, А в , А. 
Доказательство непосредственно вытекает из со

ответствующих определений. Например,  из того, что 
для всякого х выполнены соотношения хАх и хВх, 
.следует, что выполнено х А П В х  и, подавно, x A UB x. 

Несколько сложнее обстоит дело со свойством а п 
· тирефлексивности. В этом случае справедлива 

Л е м м а 1 .2. Если отноtuения А и В антирефлек
сивны, то антирефлексивны и следуюtцuе отноtuения: 
А U В ,  А П В,  А-1. 

Доказательство этих утверждений проводится 
столь же легко, как и в предыдущем случае. 

Что касается произведения АВ и транзитивного 
.замыкания А антирефлексивных отношений, то они 
уже могут и не быть антирефлексивными * * ) . Приме
рам может послужить отношение А ,  задаваемое н а  
множестве М из двух элементов матрицей 

А - � � � �� -
Легко видеть, что квадрат эт!>й матрицы 

N- 11 � � 11 
*) Полезно отметить, что автор несколько нсстандартно уnо

требляет тер мин «лем ма».  Он называет лем мами не только вспо
могательные утверждения,  но и nросто м енее значите.'IЬные тео
ремы. (ПpuJt. ред.) 

**)  Jlегко видеть, что nроизведение АВ антирефлексивных 
отношений А и В тогда и только тогда антиреф.�ексивно, когда 
А П В-1 = !2J. (Прим. ред. ) 
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задает уже рефлексивное· отношение; а: транзитивное 
за��rrыи:ание 

как пол ное отношение, тоже рефлексивно, Советуем 
читателю нарисовать соответствующие графы. 

Теперь рассмотрим ,  как ведет себя при различных 
операциях свойство симметричности отношений. 

Л е м м а 1 . 3. Если отношенш А . и В симметричны. 
то сим.Аtетричны. и следующие отношения: А U В, 
А n. в, А-1•  

Д о к. а з а. т е л ь с т в о. в. силу ( 1 .6 )  и ·  теоремы 1 . 1  
имеем (А-1 ) -1 = А = А-1 , т. е .  отношение A-t также 
симметрично. Из равенства ( 1 . 1 5) получаем 

(А U В)- 1  = А- '  U в - ' = А U В, 
т. е . объединение А U В симметрично. Из раnенстоа 
( 1 . 1 6 )  имеем 

(А n в>- ' = А-1 n в-l = А  n в, 
следовательно, симметричность пересечения  доказана. 

Что касается симметричности произведения, то 
полный ответ дает здесь 

Л е м м а 1 .4 .  Чтобы произведение АВ сим.метрич
ных отношений А и В было симметрично, необходимо 
и достатоtто, чтобы отношения А и В ко,uм.утировали. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть А В = ВА . Тогда,  со• 
гласно ( 1 . 1 0) , имеем 

(АВ)- ' = (ВА)- 1  = А - t  ВГ 1  = АВ, 
т. е . произведение АВ симметрично. Обратно, если 
А В симметрично, то по теореме 1 . 1  А В = (АВ ) - 1 •  Но 
тогда по ( 1 . 1 0) получаем А В = (А В ) - 1  = В- 1А- 1  = ВА, 
т. е. А В =  ВА . Лемма  доказана .  

Знакомые с л инейной алгеброй читатели навер
няка уже доrадались, что эта теорема является про· 
сто вариантом известной теоремы о том, что произ
ведение симметричных м атриц симметрично в том и 
тол ько том случае, когда эти матрицы перестано
вочны (коммутируют) . 

С л е д с т в и е. Транзитивное замыкание А симмет
ричного отношения А есть сим..метричное отношение. 
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Действительно, из леммы 1 .4 и ( 1 .9)  легко выве
сти, что отношения А2, А3, . . . , An ,  . . . симметричны. 
Но тогда,  согл асно ( 1 .2 ) и лемме 1 .3, транзитивное 

. замьшание 

также симметрично. 
Советуем читателю доказать это утверждение без 

лем мы 1 .4, исходя непосредственно из определения 
транзитивного замыкания .  

Для свойства асимметричности справедлива 
Л е м м а 1 .5. 1 )  Если отнощение А асим.метрично, 

то пересечение А П В асимметрично при любом В. 
2)  Если отношение А аси.м.метрично, то асилt.метрично 
также и отношение А -t . 

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1 ) По определению 1 .4 
'А n А-1  = eJ. Тогда, согласно ( 1 . 1 6 ) ,  имеем 

<А n в) n <А n вг' = А n в n А - ' n в - ' = 

= А n А- ' n в n в - ' = 0 n в n в- ' = 0 .  
т .  е. А П В асим м етрично. 

2) Аналогично, учитывая ( 1 . 6) , имеем также 

А - 1  П (А -
1 )- 1  = А -

1 
П А

= А П А
- : = 0 ,  

что означает сохра нение асимметричности у обрат
Jюго отношения .  

Объединение асимметричных отношений может 
уже не быть асимметричным * ) . Также не обязаны 
быть асимметричными произведение и транзитивное 
з амыкание асимметричных отношений.  

Л е м м а 1 .6 .  Если отношения А и В антисим.мет
ри чны, то антисимметричны также и следующие от
ношения : А П В, А- ' . 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о . Для обр атного отношения 
фа ктически воспроизводится предыдущее рассужде
ние. Для пересечения доказател ьство почти совпадает 
с доказательством лемм ы  1 .5 :  

(А П В) П (А П ВГ 1 = (А П А - ') n (в n  В- 1) � Е П Е = Е. 

* )  Объединение А U В асимметричных отношений А и В тогда 
J1 только тогда асимметрично, когда А n В-1 = f?J. (Прим. ред. ) 
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АнтисимметричНО(.:ТЬ может пе сохраняться при  
объединении * ) , произведении и транзитивном замы
кании отношений.  

Про свойство транзитивности можно утверждать 
следующее : 

Л е м м а 1 . 7 . Если отношения А и В транзитивны, 
то транзитивны также следующие отношения: 

А n в ,  А - 1 ,  .4. 
Д о к а з  а т е .11 ь с т в о .  Пусть справедливы соотно

шения х А  ПВ у и у А ПВ z. Тогда спр аведливы и со .. 
отношения хАу, yA z, хВу, yBz. Но в сплу т_р анзитив .. 
IIOCTИ отношений А 1 1  в имеем отсюда х А n в Z, т. е.  
А П В транзитивно. Есл и верно xA-ty и yA-1z, то п о  
определению обратного отношения имеем zAy и уАх, 
т. е. zAx и xA-tz. Это и озн ачает ,  что А-1 транзптивно.  
Наконец, транзитивность отношения А вытекает из 
( 1 .20) и теоремы 1 .4 .  

• )  Объединен ие А U В а н т исшшетр ичн ы х  отношений А и 
в тогда и ТО.'IЬКО тогда антпс и м м етр ичпо, когда А n в-• s: Е. (При.11 . ред . )  



ГЛА В А  1 1  

ОДИНА КОВОСТЬ 

И Э К ВИВАЛ Е НТ НОСТЬ 

§ 1 .  О т  одинаковости к зквивалентности 

В обыденной речи мы часто говори м  об одинако· 
вости (о р-авенстве) каких-то объектов (предметов, 
.множеств, абстрактных категорий) , не заботясь 
о надлеж ащем уточнении смысла ,  который мы вкла 
дываем в слово «одинаковый». Попробуем выявить 
.этот смысл , проанализировав различные ситуации , 
· когда м ы  уверенно считаем некоторые объекты оди ·  
паковыми .  

Возьмем стандартный комплект шахматных фи ·  ryp .  С точки зрения шахматного игрока все белые 
пешки в нем одинаковы. Р асставляя их на шахмат
ной доске, шахматист будет выбирать их из коробки 
в произвольнам порядке. В начальной позиции все 
они будут поставлены на  вторую горизонталь и шах
м атист не будет размышлять над вопросом, куда ему 
лучше поставить выбранную наугад пешку. Точно так 
же любая из черных л адей при расстановке фигур пе
ред игрой может с равным успехом попасть на коро
левский или ферзевый фJiанг. Эти ладьи одинаковы. 

Но представим себе другую ситуацию :  этот же 
комплект шахмат отдан ребенку, который играет 
в солдатики.  Для него отдельные пешки могут при·  
обрести индивидуальность, получить имена и метки. 
Однако в тот момент, когда этот же мальчик начнет 
использовать шахматы по прямому назначению, пеш
ки одного цвета опять станут одинаковыми .  

Возьмем еще одну ситуацию :  шахматные фигуры 
в процессе игры.  Предположим, что шахматист стоит 
перед выбором :  отдать ли противнику пешку, п ро
никшую. уже на седьмую горизонталь и грозящую 
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вот-вот п ревратиться в ферз я , ил и п ешку, мирно стоя4 
щую в нача.'I ЫЮЙ позиции.  Ясно, что ( при  п рочих рав 
ных ус .rювиях) первая пешка гораздо ценней и ш ах
матист уже не считает обе с вои пешки одинаковыми .  
Правда ,  в этой ситуации  объект а м и  явл я ются не саын 
по  себе деревянные фигурки, а «nешки в да нной по 
зиции» . В пози ции этюдного характер а кажда я пешка  
играет с в о ю  и ндивидуал ьную рол ь, и они, р а зу меется, 
не оди н а ковы для хорошего шахматист а .  

Р азница здесь того же х а р а ктер а ,  ка к м ежду сл о
вом русского языка и словом в да нном контексте.  Н а
пример,  слова «пешка » и «neшl«l »,  хотя и н а п ечатаны 
разным шрифтом ,  одинаковы, к а к  слов а русского 
языка. Но в контекстах « Г рос-с мейстер эффектно по· 
жертвовал пешку» и «Он был только пешкой в чу
жих руках» это слово имеет разные значения .  Иначе 
говоря,  слов а одинаковы, а значения р а з л и ч а ются.  

Аш:шогично, об одинаковости людей мы можем 
говорить в различном смысл е. С профессиональной 
точ ки зрения продавца готово·rо пл атья люди,  и мею· 
щие один и тот же пол , рост и размер ,  неразл ичн м ы. 
Они одинаковы. в том смысле, что им  нужно демон
стрировать од-ни и те же вещи. В прочем,  хорош и й  
nродавец различает лакуnателей по  и х  вкуса м , а хо
роший портной понимает, что кроме роста и р аз м е р а  
есть индивидуальные особенности фигуры.  Но д.'I Я 
р аботника ск.лада, который выдает фор му ( скажем, 
штормовые костюмы для альпинистов) ,  существен 
только размер .  Для профессора а н атом и и  м алосуще· 
ственно, на чьем трупе он будет демонстрировать 
студент а м  устройство человеческих органов. Но уже 
дл я профессора психиатрии нет одинаковых больных. 

С точки зрения инспектора  п о  кадрам л юди с тож
дественными анкетными данными одинаковы.  Но дл я 
научного руководителя лаборатории нет одинаковых 
и взаимоза менимых сотрудников. 

Когда мы лриглашаем к себе гостей, то нам  со
вершенно не все равно, кто придет и кого приведе1' 
с собой. С точки зрения индивидуальных человече
ских взаимоотношений ни один человек не равен дру
rому. Когда мы говорим о всеобщем р авенстве л ю 
дей , то понимаем под этим в действительности равен
ство прав перед законом, р авноценность личностей, н о 
не равенство индивидуальностей. 
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Рис. 2 . 1 .  Классы эквивалентности. 



Рассмотрим  множество животных, изображенных 
на рис.  2 . 1 .  Мы разбилп их н а  следующие шесть 
групп :  ( 1 )  сухопутные млекопптающие, (2) обитаю
щие в воде, (3) насекомые, (4 ) птицы, (5) мифиче
ские существа и (6) пресмыкающпеся. Будем счита rь 
по определению животных, входящих в одну группу, 
одинаковыми .  Можно вообразить ситуацию, когда оди 
наковые в этом смысле животные взаимозам енпм ьr .  
Н апример,  когда учителю биологии н а до показать 
ученика м представителей р азных типов. 

Если  мы внимательно проапализируем, ч то общего 
в употреблении слова «одинаiювость» во всех приве
деиных примерах (а также в примерах,  которые чи
татель сумеет теперь составить сам ) ,  то мы увидим 
следующее. Во -первых, одинаковость всегда пони
мается как бинарное отношение па пекотором м ноже
стве объектов .  Во-вторых, содержание этого отноше
ния зависит от ситуации, в которой мы  рассматри
ваем эти объекты, или от наблюдателя ,  который 
с выбранной им точки зрения судит об одинаковости: 
объектов. В -третьих, слово «одинаковость» попадает 
в один синонимический ряд со словом «взаимозаме
нимость» (объектов в данной ситуации ) .  

Действительно, одинаковость белых пешек ил и 
других одноименных и одноцветных фигур состоит в 
том, что любая из них может заменить другую. Ка 
ким бы шрифтом мы  ни печатали слово в словаре, оно 
останется таким же словом .  Кажется очень естествен 
ным предпо.11ожить, что в данной ситуации взаимо
заменимы те и только те объекты, которые обладают 
одним  и тем же. набором форм альных признаков, су
щественных в данной ситуации. В следующем пара
графе м ы  убедимся, что это предположение справед
ливо и ему можно придать точный смысл ,  если само 
понятие одина ковости ,  или взаимозаменимости, сфор
мулировано точно. 

Пусть теперь М - некоторое множество объектов, 
в котором некоторые объекты взаимозаменимы. Обо
значим через Мх множество всех объектов, взаимо
заменимых с объектом х. Очевидно, что х ЕМх и объ· 
единение всех Мх ( при  всевозможных х из М) совпа 
дает с о  всем м ножеством М:  
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Предположим , что Мх n М11 -1= J2J. Это значит, что 
существует некоторый элемент z такой, что он одно
време нно припадJiежит Мх и М11• Значит, х взаимоза
меним с z и z взаимозаменим с у. Следовательно , х 
в з а и м о з а м е н и м  с у, а значит и с любым эл ементо м  из 
М11•  Таким образом , Мх ;;:2 М11• Симметричным paccy?J<•  
дением можно показ ать, что М11 :2 Мх. Таким обра .. 
зом , встреч ающнеся в объеди нени и (2 . 1 )  множества 
Мх Jiибо ц�ликом совпадают, либо не пересекаются. 

Проведеиное выше рассуждение наводит нас на 
м ысль,  как можно строго определить отношение оди
наковости ,  l l •l И  взаимозаменимости . В связи с эти :-.1 
полезно обратить вни м ание  на  способ употребления 
слов в м а те м а т и ке.  До сих пор м ы  имели дело со 
слов а м и  «одина ковость» , «взаимозаменимость» (в 
данной с н гуацин ) .  Эти слова  юша к  не определя.'шсь, 
а испол ьзов а ,1 ись так, как мы привыкли  их употреб· 
лять в обыденной речи .  Но теперь, когда мы хоти м 
дать точное опредедение (экспликацию) ,  мы выберем 
и новое название .  А и менно , мы сейчас определим от
ношение эквивалентности, которое является эксп.т�ика· 
цией понятия одинаковости.  Все же предыдущие со
ображения следует р ассматривать как мотиви ровку 
именно такой экспликации.  

О п р е д е л е н и е 2 . 1 . Систему * )  непустых под
·множеств {М 1 , М2, • • .  } множества М м ы  будем н азы
ilать раэбиениеАt этого множества ,  если 

и 

2) М1 П М1 = 0 при i =F j. 
Сами множества M t , М2, . . . называются при это м 
клси;са;,tu данного разбиения.  

О п р е д е л е н и е 2.2 .  Отношение А на м ноже
стве М назыв ается эквивалентностью (или отноше
ние.+t эквивалентности ) , если существует р аз биение 
{М1 ,  М2, • • •  } множества М такое , что соотношение 
хАу выпошiЯется тогда и только тогда, когда х и у 
nринадJiежат не1юторому общему классу Mi данного 
разбиения .  

* ) Н а м  совершенно несущественно, конечна эта систе м а  пш1 
бесконечн а .  
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Пусть {М 1 ,  М2, . . .  } - р азбиение множеств а М. 
О п р еделим, исходя IB этого разбиения, отношение А 
н а  М:  хА у, есл и х и у принадлежат векоторому об
ще м у  классу Mi данного р аз биения . Очевидно, отно
ш ен ие А является эквивалентностью. Назовем Jl от
нош ением эквива.ТJентности ,  соответствующим исход
ному разбиению. 

Напр имер ,  на  рис . 2 . 1 изобр ажено разбиение не
которого множества ж и вотпых на ш есть подмножеств. 
Соответствующее отнош ение Э iшивалентности - э1 о 
определенное выше отнош ен ие одина ковости . 

Еще при м ер : р азбиение состои т  из подмножеств 
l\! Ножества М, содер жа щих ровно п о  одному эл е м е нту. 
Соответствующее отнош е п и е  э юш в а л е нтности сеть от
ношсшrе равенства Е. Н а ко н е ц, ссл н р азб ие ние мiю
жества  Л1 состоит J ! З  о.1, н о го подыножества,  совпадаю
щего с са мим М, то соответствующее отношение экви

в а ,т е н пюсти есть п о.п нос  отношение :  .1 юбые два э.ТJе
мента я вд я ются э к в и в а л е нт Н Ы \1 J \ .  

Ч и т ател ь д егко убедится ,  ч 1 о пустое отношение 
(на непустоl\I l\I I IOжecтne ! )  н е  п в,l яется эквивадент
ностью. 

М ы  подошшr к эквив аJJ ент i юстн через понятие 
вз аимозаменимости. Но что значнт, что два объ
екта х и у вз аи моза м енимы в данной ситуации? Это 
всегда можно пони м ать так ,  что каждый из них со
держит всю и нфо р м а ци ю  о другом объекте, небезраз
личную в данной ситуации.  Это утверждение н е  столь 
уж глубоко ; оно означает только то, что взаимозаме
нимость объектов есть совпаденпе признаков, суще
ственных в данной ситуа ции . 

Например,  пусть м ы  считае:\I одинаковыми авто· 
мобили, выпу щенные в одной и тoii же серии одним 
и тel\I же заводом .  Тоrда,  разобрав один экземпляр 
«Во.:� ги», мы в п р и н ципе можем составить комплект 
р абочих чертежей , который годится для выпуска од
нотипных «Волг» .  Однако, изучив один экземпляр 
<tВолгю> ,  мы не можем угадать окр аску кузова или 
характер в мятин на  бампере у других односерийных 
экземпляров. 

Когда мы выби раем из комплекта одну шахматную 
фигуру,  то мы знаем , куда ее можно поставить в на
чадьной позиции и как ходят. все взаимозаменяемые 
с ней, т .  е .  однои менные и одноцветные, фигуры .  В при-
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мере с животными  на  рис. 2. 1 ,  если мы  выберем кры
латого коня - пегаса, то уже тем самым знаем ,  что 
все эквивалентные ему животные  возникли из мифов. 
А это и есть вся информация ,  существенная  в данной 
классификации. 

В данном случае все очень примитивно - объект 
заключает в себя полную информацию о каждом из 
эквивалентных ему объектов и не н есет никакой ин
формации о всех остальных объектах. Но для других 
типов отношений (ер .  гл . I I I )  эта идея оценки инфор
мации, содержащейся в данном объекте относительно 
другого объекта , может быть развита н есколько 
глубже. 

Пусть теперь задано разбиение {Mt, Mz, . . . } мно
жества М. Выберем в каждом множестве Mi некото
рый содержащийся в нем элемент Xi. Этот элемент м ы  
будем называть эталоном для всякого элемента tJ1 
входящего в то же множество Mi. Мы будем - по 
определению - полагать выполненным соотношение 
xiAy. Так определенное отношение А назовем отноше
нием «быть эталоном».  

Легко видеть, что эквивалентность (А ) ,  соответ
ствующая  исходному разбиению, может быть опреде
лена так: y (A)z, если у и z имеют общий эталон : 
xiAy и xiAz. 

Ясно, что любое отношение эквивалентности может 
быть таким образом определено с помощью отноше
ния «быть эталоном» и, наоборот, любое отношение 
«быть эталоном» определяет некоторую эквивалент
ность. 

Пусть А - отношение эквивалентности , а Этл - та
кое отношение «быть эталоном» ,  что хАу выполнено 
в том и только том случае, когда х и у и меют общий 
эталон z. 

Иначе говоря,  хАу р авносильно существованию 
такого z ,  что z Этл Х и z Этл у. Поскольку z Этл х = 
:= х (ЭтА ) - 1 z, это означает, что 

А =  (ЭтАГ1 
ЭтА.  

Иначе говоря ,  эквивалентность можно алгебраически 
выразить через более простое отношение «быть этало
ном». То, что отношение «быть эталоном» устроено 
более просто, видно из следующих соображений .  От
ношение Этл на  множестве из n элементов можно за-
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дать графом, имеющим ровно n - т стрелок, где т 
число классов эквивалентности : каждый элемент сое· 
диняется со своим едяпетвенным эталоном· * ) . Граф-, 
изображающий отношение эквивалентности, состоит 
из т полных подграфов , содержащих по· ni вершин (nt + n2 + . . . + nт = п) . Таким образом , общее число 
ребер в этом графе равно 

П р  и м е р. Рассмотрим в качестве М м ножество всех це.пых 
неотрицательных ч исел 1 1  воз ьмем его разбиение па моожество 
Мо четных чисел и множество М1 нечетных ч исел. Соответствую
щее отношение эквивалентпости на множестве цел ы х  чисел обо
значается так: 

n """ т (mod 2) 
и ч 111 а ется : n сравни.11о с т по .11одулю 2. В качестве э rалонов 
эдесь естественпо выбрать О - для четных чисел и 1 - для не
четных чисел. Аналогично, разбив а я  то же м ножество М па k 
надмножеств Мо, Mt • . . •  , M�t-t.  где Mj состоит из всех чисел, даю· 
щнх при делении на k в остатке j, мы придем к О'l'иошеншо 
�КВИI!ЗЛеНТНОСТИ : 

n == т (mod k), 
котирое выполняется, если n и т имеют одинаковый остаток при. 
делен ии на k. В качестве эталон а в каждом м.i естественно 
выбрать соответствуюЩJIЙ остаток j. 
§ 2. Формальные свойства эквивалентности 

Мы определили выше отношения эквивалентности 
с помощью разбиений, т. е. фактически задали их не
которой конструкцией . Можно было бы и nо-другому 
uпреде.'Iить эквивалентности : можно сформулировать 
свойства ( аксиомы) ,  которые выделяют отношения 
эквивалентности среди прочих бинарных отноше
ний . Вместо определения 2 .2 мы можем ввести сле
Дующее 

О п р е д е л е н и е 2.3. Отношение А на множестве 
М называется эквива.Jtентностью (или отношением эк
вивалентности ) , если оно рефлексивно, симметрично й 
транзитивно. 

Мы сейчас нарушили правила хорошего тона, при
пятые обычно в м атем атике , те м ,  что дали два неза· 

"' ) Эталоны можно к не сое,циuять сами с собоА. 
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висимых определения одного и того же понятия .  Сдеw 
лали мы это для того, чтобы показать и сравнить два 
разных способа введения математических понятиИ: 
конструктивный и аксиоматический .  Но теперь н ам:  
следует убедиться , что кроме правил хорошего тона  
ничто не нарушено, т. е .  что оба  определения эквива
лентности равносильны.  Соответствующим оправда
нием пос.'Iужит 

Т е о р е м а 2 . 1 .  Е ели отношение А на .множестве М 
рефлексивно, симметрично и транзитивно, то сущест
вует разбиение {Mt ,  М2, . . . } .множества М такое, ч то 
соотношение хАу выполнено в тех и только тс:с 
-случаях, когда х и у принадлежат обще,иу классу раз-
-биения. 

Обратно : если задшю разбиение {М 1 , М2, • • •  } .мно
жества М и бинарное отношение А определено к о н:  
«nрипадJiежать общему классу разбиения» ,  то А рсф
лексивно, симметрично и транзитивно. 

Д о к а з  а т е  л ь  с т в о п е р в о й  ч а с  т и .  Рассмот
рим рефлексивное, симметричное и транзитивное а г
ношение А на  М. Пусть для любого х Е М множество 
Мх состоит из всех та ких э.Тiементов z, д.11я кото
рых xAz. 

Л е м м а. Для тобых х и у либо М.� = Му, либо 
Мх П Мv = !О. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о л е м м ы. Пусть пересечение 
Мх П Му не nусто. Покажсм, что Мх = Му. Пусть 
z Е Мх n М у ,  тогда ВЬIПО.ТI НСНО xAz и yA z по самому 
определению множеств Мх и Му. По симметричности 
имеем zAy, а по транзитивности из xAz и zAy следуе1 
хАу. Возьмем теперь произвольвый элемент w Е Ми� 
По определению yA w. Но из хАу и yA w следует xA w, 
т. е.  w Е Мх. Итак, Му S: Мх. 

Возьмем произвольвый элемент v Е Мх; для псN 
выполнено xA v.  По симметричности отношения 4 
имеем уАх. Но из уАх и xA v  следует yA v. Значит, 
v Е М у. Тем самым,  мы  показали, что Мх s= М у. В итоге 
можно заключить, что Мх = Му. Лемма доказана .  

Из леммы и рефлексивности отношения А следует, 
что множества вида Мх образуют разбиение м ноже
ства М. (Это разбиение естественно назвать разбие
нием, соответствующим исходному отношению. ) Пусть 
теперь вьшолнено соотношение хАу. Это значит, что 
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у Е Мх. Но и ХЕ м.� в силу хАх. Следовательно , оба 
э л с l\Iента х и у входят в Мх. Итак,  ес.'!и  хАу, то х и у 
входят в общий класс р�збиения .  Наоборот, пусть 
и Е М." и v Е Мх. Покажем,  что иА v выполнено. Дей· 
ствительно, и меем хА и и xA v .  Отсюда по си мметрич 
ности uAx. По транзитивности из иАх  и хА v следует 
иА <-• . Перв11я часть теоремы доказана .  

Д о к а з  а т е .'1 ь с т в о в т о р о й ч а с т и .  Пусть да· 
п о  р а збиение {М1 , М2, . . .  } м ножества М. Так как объе
динение всех кдассов разбиен ия совпадает с М, то 
всякий х Е М входит в нскоторый класс М;. Отсюда 
следует хАх, т. е.  отношение А реф.1ексивно . Если х и 
у входят в класс М1 ,  то у и х входят в тот же класс. 
Это означает, что из хАу вытекает уАх, т. е .  отноше· 
пие А симметрич но . Пусть теперь выполнено хАу и 
yA z. Это означает, что х и у входят в класс Mi, а у и 
z - в к.1асс М_;. Поскольку Mi и M.i имеют общий эле
м е н т  у, Mi и М i сов пада ют . З н ачит, х и z входят в Mi. 
т.  е .  выполнено xAz. Ит а к, отношение А транзитивно, 
чell! и завершается доказате.r1 ьство теоремы 2. 1 .  

Заметим, что мы нигде н е  подьзова.'lись предполо· 
ж с н и е м  о конеч ности ни м ножества М, ни его раз
биения. 

И з  доказанной теоремы легко получается 
Т е о р е м  а 2 .2 .  Если М - конечное .множество и 

А - отношение эквивалентности на нем, то сущест
вуют такие п и т, что каждому элементу х Е М .можно 
сопоставить кортеж (упорядоченный набор ) из п + т 
двоичных признаков ( иудей или единиц) : 

Х -Jo- (�1• S2• • • · '  �,. ;  Sn+ 1 • • • · '  �n+m), 

и т .  д . ,  

так ч то l )  разным эле.мента.н соответствуют разные 
кортежи признаков и 2) для того, чтобы было хАу, 
необходимо и достаточно, чтобы первые п признаков 
этtiх элементов совпадал и :  �� = Т} t , sз = 1}2, . • •  , �n =Т}n. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Возьмем разбиение {М,, 
М2, • • • } м ножества М,  соответствующее отношению А.  
В силу конечности м ножества М это разбиение ко
нечно и каждый к.т�асс конечен. Перенумеруем эле· 
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менты каждого класса .  Тогда каждому эл�менту х 
можно сопоста в н т ь п а ру це.ТIЫХ ч и се.1 :  х - (р , q) , где 
р - номер KJl a c c a  М 1 ' •  в кото р ы й  попал х ,  а q - номер 
элемента х в своем I<л ассе. Ясно, что есл и Х -+ < P l .  Q 1 ) ,  
у -+  (р2, Q2) и х =1= У, 1 о ( р 1 ,  q 1 )  =1= (р2, Q2) . Действитею,
нQ, либо эле:о.! С I I ТЬI х 1 1  у попади в разные к.Тi а ссы 
тогда у них раз .1 и ч п ы с  первые номера :  Pt =1= р�; либо  
они  раз.тrичаютсп I J O l\H.'poм в кд ассе - тогда q l  =1= q�. 
Представим теперь ч и сл а р и q в двоичной системе 
счис.ТJени я .  Пусть n - наибольшее число разрядов у 
ч исел р, а т - н а нбо.1ьшее чпс.1о р азрядов у чисел q. 
Если пекоторо е р и м еет меньше,  чем n р азр ядов , то 
допо.п н и м  его с.1 св а  ну.11 я м и .  Так  же п оступ и м и со 
вторыми НО!\!ер а ы н .  Тем самым ка ждому элементу 
будет сопоста в.1ен кортеж из n + т двоичных  п р и 
знаков .  

Д.1 я з а в е р ш ен и я  дока зате.ТJ ьства достаточно з а м е
тить, что э к в и в а .1 е п тн ость элементо в х и у озн ача ет 
попадан и е  в о б щн й  кл асс, т. е. совпадение  первых 
номеров (п<'р вых n признаков ) . 

Эта теорt�! а  оправдывает сдел а н ное ранее утвер
ждение, что Jtюбая эквивалентность ( правда, на коне <r
ном м ножестве ) может быть задана как сов падение 
ве которого н а бора  общих признаков .  

Итак, оба наши определения эквивалентности 
равносильн ы . Но теперь возникает вопрос, не явшнот
ся JIИ некоторые  а к с и о м ы  эквивалентности излишни
м и .  Например ,  б ы т ь  может, из рефлексинности и сим · 
м етр ичности уже с.1 едует тра нзитив ность отношения? 
В следующей главе мы будем I<ак  раз  изучать рефдек
сiшные и симметричные отношения и увидим ,  что для 
них транз итивность вовсе не обязательна .  В четвертой 
r.'! а ве мы будем з а н и м аться рефлексивными и транзи
тивными отнош ен ия ми и покажем,  что они отнюдь не 
обязаны быть сим метричными.  Наконец, попробуем 
доказать с.'lсду ющее 

У т в е р  ж Д е н и е. Если отношение А си.м.метрично 
и транзи·rивно, то оно рефлексивно. 

Будем р а ссужда ть так. Возь:мем произво.ТJьный 
элемент х н т а кое у, что вып ол н ено соотношен и е  
хАу. Тогд а ,  в силу симметричности , верно и соотн о 
шение уАх. Н а ппшем эти соотношения р ядом : хАу 
и уАх. В силу транзитивности отсюда сл едует 
хАх, т. е.  А р ефлсксивно. Предостави!\<_1 читателю 
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·поразмыслить над тем , действител ь н о  л и  мы доказали 
сформулированное утверждение .  

П р  и м е р. Пусть М - систе м а  к а к и х - т о  м ножеств. В § 2 
гдавы 1 мы опреде.JIИЛИ, какие множества н азываются равпомощ· 
�ы.ми. Тем самым на М задано бин арное отношен пе -:быть рав· 
номощнымн».  Равномощность пары множеств V и W мы будем 

' символически обозначать через V "' W. По о п р еделению V ,.., W 
означает, что существует биективное отображен ие <р: V -+  W. 
Ясно, что V � V, поскольку единичное отобр ажение в v :  V -+  V 
является биективным. Если существует б иективное отображение 
�р: V -+  W, то обратное отображение �р·1 : W -+  V также биек• 
tивно, т. е.  из V "' W вытекает W � V. Наконец, пусть выпал,· 
нены соотношения V "' W и W ,..., и. Тогда существуют биективные 
отображения <р: V -+  W и ф : W -+  и. Легко видеть, что пх произ
ведение �рф = 6 есть биективное отображение е :  V -+  и и, таким 
()бразом, V "' и. Итак , мы доказ али, что «равномощность» есть 
рефлексивное, симметричное и транз итивное отношение на си• 
стеме М. Тем самым множества из произволыюii системы М мож• 
но р аз бить на классы р авномощных между собой. Например, 
если наша система множеств М состоит из всех подмножеств чис
Jiовой nрямой (т. е. множества действительных чисел ) , то он а 
р азбивается н а  классы из nустого множества, одноэлементных 
множеств, двухэлементных и т. д. Среди бесконечных множеств 
имеется по крайней мере два класса - счетные множества 11 
множества,  р авномощные всей nрямой (множества мощности кон
·rинуума) . Вопрос о существовании других классов бесконечных 
множеств составляет nредмет так н а з ываемой проблемы конти· 
нуума. Мы не беремся здесь обсуждать, в чем состоит недавно 
полученный Коэном замечательиыi·I результат, в пекотором смыс.11е 
решающий эту проблему. 

Вернемся к обсуждению отношения А :  «Х является 
этадоном для у». Мы уже дали в конце предыдущего 
nараграфа конструктивное определение этого отноше
ния .  Из него легко можно nолучить следующие свой
ства отношения А (быть эталоном )  : 

1 ) для всякого у существует эта.'Jон х :  хА у. 
2 )  Если хАу, то хАх, т. е. любой эталон есть эталон 

дл я самого себя .  
3 ) Эталон единс1 вен, т. е .  из хАу и zAy следует 

X = Z. 
Эти три свойства можно объявить аксиомами отно

шения «быть эталоном» .  Покажем,  что из них следует 
определение эталона с помощью разбиения . Для этого 
сначала по отношению А построим новое отношение 
(А ) ,  определяемое правилам :  х(А )у, если х и у имеют 
общий эталон. Инач е  говоря ,  если существует такое z, 
что zAx и zAy. Покажем,  что (А ) есть отношение эк
вивалентности . Действительно, по свойству l )  у ка ж· 
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доrо х есть этадон н, стало быть , х(А )х. Значит, (А ) 
рефлексивно . Симметричность отношения (А ) очевид• 
на. Еслп х(А )у и y(A ) z, то это значи т·, что х и у имеют 
общий эталон, а у не может иметь 3талопа, отличного 
от эталона д.'IЯ z. Значит, x(A) z. 

Итак,  доказ ано, что (А) есть отношение Э IШ!Ша·  

лентности . Но тогда по теореме 2. 1 существует раз4 
биение {М 1 , М2, • • •  } м ножества М н а  классы эквива 
лентных друг другу э.'!ементов - так называемые 
классы эквивалентности. 

Очевндно , каждый класс Э I<вивалентности М; со� 
стоит из всех элементов , имеющих общий эталон х;.  
По свойству 2)  xiAx; и ,  значит , х; Е М;.  Таким обр а4 
зом, отношение  А , определенное аксиоматически свой4 
ствами 1 )  -3) , всегда может быть задано р азбиением 
с выбранными представителями (эта:юнами ) в I<а 
ждом классе . 

Пусть qJ :  М -+  S - сюръективное отобр ажение м но· 
}J{ества М на пекоторое множество S. Рассмотрим  на 
!lfножестве М отношение «иметь общий образ» и обо
значим это отношение A <r. Иначе говоря ,  xA !fy, если  
ср {х) = ср (у) .  Обозначим через М; множество всех 
элементов х Е М, имеющих данный образ � Е  S, т. е. 
таких, что ср (х)  = �- Я: сно, что U М; = М, так кач: 

t,es 
любой элемент из М имеет образ .  Далее, при разных 
6 и fl,  М; n МТJ = 0, T� l{ каi< иначе элемент , поп авший 
в пересечение м� n м11• имел бы два р азных образ а :  6 
и fl ·  Поскольку QJ сюръективно, м, =/= 0 для любого 
� Е  S. Итак, множества М; образуют разбиение мно
жества М, а отношение А<Р есть эквивалентность, соот
ветствующая этому разбиению. Последнее следует из 
того , что xA 1rY тогда и только тогда ,  когда х и у при 
надлежат общему множеству М;. 

Множество классов эквивалентности по отношению 
А принято обозначать М/А ( читается : фактормноже
ство множества М по отношению А) . Наши р ассужд�
ния показывают, что для всякого сюръективного ото
бражения qJ: М -+  S существует отношение эквива
лентности А на множестве М такое, что М/А и S 
могут быть поставлены во взаимно-однозначное соот
ветствие. 

Наоборот, если имеется произвольное отношение 
эквивалентности А на М, то по нему можно построить 
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отображение q>: М --+- S, где S = М/А и q> (х) есть класс 
�жвивалентности, содержащий х. Легко проверить, что 
q> сюръективно и построенное по этому отображению 
отношение эквивалентности Aq� есть исходное отноше
ние А. 

Рассмотрим частный  случай ,  когда q> :  М --+- S и 
S � М. Пусть, далее, отображение <р обладает тем 
свойством ,  что, при  х Е S, q> (x)  = х или ,  как говорят 
в таких случаях ,  подмножество S неподвижно при 
отображении q>. Отсюда видно, что q> сюръективно. 
Действительно,  всякий х Е S есть образ по крайней 
мере самого х :  х = <р (х) .  Итак, каждому у Е М одно
�шачно сопостав.1ен некоторый элемент х Е S. При 
�том,  если х сопоставден какому-то элементу, то са
мому х сопостав.1сн он же. 

Сравнивая  с соответствующими свойствами ,  опре
деляющими отношение  «быть эталоном» ,  мы видим ,  
что  отображение <р :  М - S множества М на  непод
вижное подмножество S задает на М отношение А 
«бып. эталоном» так,  что хАу в том и только том 
случае,  когда <р (у)  = х. 

Посмотрим  теперь ,  что получится , если отказаться 
от условия ,  что <р определено на всем М. Рассмотрим 
функцию q> : М --+- S, которая  некоторым элементам х 
из М сопоста в.1яет единственный образ q> (х) из S. По 
отображению <р можно опять-таки построить от
ношение А ,р по правилу :  xA q>y, если q> (x) = q> (y) . 
Легко проверить, что А <Р будет симметрично и транзи
тивно.  Выберем подl\шожество Мо = М, состоящее из 
тех элементов ,  на  которых определено отображение q>. 
Тогда если либо х, .1 нбо у не принадлежат М0, то xAq>y 
заведомо не вы полняется . Значит, если х не входит 
в Мо, то хА ,1 х  также не выполнено. СJlедоватеJiьно, 
отношение A rr теперь  уже не обязано быть рефлек
сивным .  

Читатель ,  дойдя до этого места, наверняка уже 
нашел ошибку в «доказательстве» того, что рефлексив
ность отношения с.1едует из симметричности и транзи· 
тивности . Она состояла в том, что мы пезаконно пред
положили для произво.1ьного х Е М существование та
кого у, что хАу. Для вышеопределенного отношения 
Aq> видно, что ка к р аз при  х, не входящих в Мо ( в  об
ласть определения отображения q>) , xA <rY не  выпол
нено ни  для какого у. 
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Отсюда сразу видно, как построить содержатель
ныii пример симметричного и транзитивного, но не 
рефлексивного отношения .  Пусть М - множество лю
дей ,  а отношение А означает «быть уроженцем одноt·о 
города» .  Легко виде1 ь ,  что А симметрично и транзи
тивно, но если х родился не в городе, а в деревне, или ,  
вообще, во  время nутешествия по морю,  то  хАх не вы
nолнено . В этом nримере  S - множество городов, а 
отображение qJ :  М -+ S соnоставляет каждому челове 
ку город, где он б ьт рожден .  

И з  сказанного видно также, что условие  рефлек
синности можно в опреде.rrении эквива.rrентности заме
нить бо.1ее слабым.  Достаточно потребовать, чтобы 

g 
г 

7 б 8 10 
Рнс. 2.2. Граф эквнва.'!ентностп. 

дл я каждого х существова.rr такой элемент у, что вы
nолнено .rrибо хАу, ;rшбо уАх. Тогда из этого свойства ,  
а также симметри ч ности и транзитивности можно по
л учить рефлексинн ость отношен и я А .  

Граф, изображающий отношение  эквивалентности , 
выглядит следующим образом . Пусть М - множество 

его вершин. Тогда М = U  М1 ,  где М ;- к.r1 ассы эквива-
; 

лептпости . Я сно, что в каждом подм ножестве Mi все 
вершины соединены друг с другом . Но юшакая из н и х  
не соединена с вершинами, не входя щими в М ; .  Итак,  
граф , изображающий отношение ЭI<Вивалентностп, с о 
стоит из отдеJI ЫIЫХ , не связанных друг с другом ПОJI 
ных подrрафов. ' 

На рис . 2 .2  представлен граф отношения эквива
леi!Тности на м ножестве М = { l ,  2, 3, 4 ,  5, 6, 7, 8, 9, 1 0} 
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с классами эквивалентности Mt = { 1 , 2} , М2 = {3} , Мз = 
= {4, 5, 6, 7} , М4 = {8, 9, 1 0} . В соответствии с тем , что 
говорилось в § 5 главы 1 ,  на  графах отношений экви· 
валентности можно не изображать петель и стрелок. 
Так мы и поступили.  

Пусть в нашем распоряжении имеются теперь два 
множества : М1 и М2, на каждом из которых задано 
отношение эквивалентности (соответственно, А 1 и А2) ,  
Спр ашивается :  каким способом можно и з  них соору 
дить одно множество с отношением эквива."'ентности 
на нем ? 

Вспомним ,  что, строго говоря,  отношение - это 
пар а  \А , М) , где М - множество элементов , вступаю
щих в отношение, а А - множество пар ,  для которых 
выполняется данное отношение . 

Один из наиболее простых типов ком п о з и ц и и  отtю

шений дает следующее 
О п р е д е л е н и е 2.4 .  П ря.мой су.м.ной отнош е н и й  

(А , ,  Mt)  и (А2, М2) н азывается. отношение (А 1 U Az,  
Mt U М2) .  Прямую сумму отношений (A t ,  Mt) ,  \А2,  М2) 
мы будем обозна'!ать через (A t ;  Mt ) ffi (A2, М2) .  Ита к, 

(A t, Mt ) ffi (A2, Mz ) = (A t  U А2, Mt U М2) .  

Таким обр азом ; если (A t , M t ) ffi (A2, M2) = (A , M) , то 

М =  Mt Ll М2 и А = A t  U А2. Следовательно , соотноше
ние хА у выполнено в следующих случаях:  1 )  х Е .М 1 ,  
y E Mt и хА ,у; 2 )  х Е М2, у Е М2 и хА2у. 

На рис .  2 .3 п риведены два отношения : (A t , M t )  
и (А 2, М2)- и и х  прямая  сумма .  И з  этого рисунка 
видно, что даже ко г да А 1 и А2 - эквивалентности , 
прямая  сумма  А не обязана быть эквивалентностью. 
Однако, и меет место 

Т е о р е м а 2.3.  Если Mt ПM2 = Z, а отношения A t 
и А2 - эквивалентности, то их прямая су.м..ма 
(А ,  М) = (А 1 , М 1  ) ffi (A2, М2) также является эквива
л ентностью. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рефлексивность прове-
рнется просто : если х Е Mi ,  то выполн ено xAix и, 
следовательно , хАх. С и м метричность т а кже очевидн а :  

если выпол нено хАу, то либо х и у входят в М1 и 
хА 1у, а значит,  и уА 1х, т. е. уАх, либо х и у входят 
в М2 и хА2у, поэтому уА2х и уАх. Докажем транзи
тивность отношения А. Пусть выполнены соотноше
ния хАу и yAz. Рассмотрим случай, когда х Е М 1 ,  
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у Е M t  и xA tY· Так ка к Mt П М2 = 0, то у. не входит. 
в Af2. Но тогда соотношение yAz может выполняться 
только при z Е Mt и yA tz .  Однако, из xA tY и yA 1z  
вытекает xA 1z и xA z. Случай,  когда х и у принадле
жат М2,  исследуется аналогично . Теорема доказана . 

3 а ·м е ч а н и е. Из этого доказательства  видно, 
что условие непустоты пересечения работало только 
при проверке транзитивности. Значит , справедлива 

Т е о р е м а  2.4 .  Если отношения (А 1 , М 1 ) и 
(А2. М2) рефлексивны. и симметричны. ( в  ч астност и 1  

,L, ,Ьs 
' < А, . М,> < Аг , Мг> 2 �4 

��� 
<А .М>=<А1 ,М1>Ф<А2,1'4z> 

Р ис. 2.3. Прямая сумма. 

являются эквивалентностями ) , то их прямая сумма 
(А 1 ,  М1) Ef) (A2, М2)  также рефлексиена и симметрична. 

Полное исследование условий, при которых пря
мая сумма эквивалентностей является эквивалентно
стью, можно провести с пом ощью теоремы 2.6 (§ 3) .  

З а м е ч а н и е. Если (A , M ) = (A t , M t ) ffi(A2, M2) . 
то каждое из отношений (A t .  M t )  и (А2, М2) есть суже
ние отношения (А , М) на  свою область задания . 

§ 3. Операции над эквивал ентностями 

Посмотрим , какие операции н ад отношениями 
эквивалентности и при каких условиях дают в ре
зультате эквивалентность. 

Первый результат такого типа был нами уже по
лучен в § 5 главы 1 .  Мы установили там,  что транзи 
тивное замыкание транзитивного отношени я  совпадает 
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с ним самим .  Значит, тр анзитивное замыкание А от
ношения эквивалентности А является отношением эк
вивалентности .  

В том же параграфе мы установили ,  что для сим
метричного отношения А обратное совпадает с ним 
самим :  А-1 = А . З начит, отношение, обратное к экви
валентности, является эквивалентностью. 

Из лемм 1 . 1 ,  1 .3 и 1 .7 вытекает, что если А и В 
эквивалентности, то их пересечение А П В также яв
ляется отношением эквивалентности.  

Пусть теперь {Mf, м:, . . . } - разбиение множе
ства М на  классы эквивалентности, соответствующее 
отношению А , а {Mf, М� • . . .  } -- р азбиение множе
ства М на классы эквива.11�нтности по В. Пусть 

1 2 2 2 

3 3 3 
д в A UB 

Рис. 2.4. Объединение экв и в а .1ентностей. 

х Е мf и одновременно х Е мf . Элементы, с кото
рыми  х находится в отношении А П В , заполняют мно-
жество Mf П Mf. Таким обр азом, кла ссы эквива
лентности по А П В суть пересечения  классов экви
валентности по А и по В.  Легко видеть, что система 
пересечений мf n мf есть разбиение множества м, 
соответствующее отношению А П В .  

Сложнее обстоит дело с объединением отношений 
эквивалентности. Вообще говоря ,  объединение экви
валентностей уже не обязано быть эквивалентностью. 

Это видно из  примера  на рис .  2.4. Действительно, 
отношение А дает разбиение на  два класса { 1 ,  2} и 
{3, 4} , отношению В соответствует разбиение { { 1 , 4} , 
{2 ,  3} } ,  а отношение А U В дает неполный  связный 
граф .  
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- Теперь попробуем разобраться,  когда объединение 
эквивалентностей дает в результате эквивалентность. 
Отметим сначала следующее тривиальное обстоя 
тельство. Пусть А s;;;; В, тогда из свойств теоретико
множествеиных операций следует 

А U В = В, 
т. е. А U В есть эквивалентность. Точно так же, если 
В s;;; А , то А U В является эквивалентноrтью. 

Рассмотрим более общий случай ,  когда множе· 
ство М можно разбить на два непересекающихся под· 
множества М 1 и М2 ( из которых одно может быть 
nустым) так, что { (А ,  М) = (А 1 ,  Мt) 6Э (А2, М2) , 

(В, М) = (В 1 ,  Мt) 6Э (В2, М2), 
(2 .2) 

и пр и этом 
(2 .3) 

В этом случае отношения А и В мы назовем коге
рентными. 

Легко видеть, что если А с:: В или В s;;; А ,  то от
ношения  А и В когерентны (надо положить Mt = М, 
М2 = 0) . Таким обр азом ,  сравнимость относительно 
«Порядка» , задаваемого включением ( см .  гл. IV) , есть 
частный случай когерентности . 

Из (2.3) следует, что для когерентных отношений 
эквивалентности А и В: 

и 
(А 1 U В1 ,  Mt) .... (В 1 ,  Mt) 

(А2 U В2, М2) == (А2, М2). 
Используя определение прямой сум мы и (2 .2) , полу· 
чаем 

( А U В, М) = (В 1 ,  М1) 6Э (А2, М2). 

Здесь (B t .  M t )  и (А2, М2)- эквивалентности (как су
жения эквивалентностей (В, М) и (А , М) ) ,  а М1 и М2 
не пересека ются .  По теореме 2.3 отсюда следует, что 
А U В есть отношение эквивалентности . 

Оказывается , когерентность отношений А, В яв
ляется не только достаточным,  но и необходимым 
условием для того, чтобы объединение А U В ЭI<вива
лентностей А и В было эквивалентностью. 
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Т е о р е м  а 2.5. Для того чтобы объединение A U В 
эквивалентностей А и В само было отношением экви
валентности, необходимо и достато ttно, чтобы А и В 
были когерентныJtu. 

Нам понадо бятся некотор ые п ростые свойства 
разбиений н а  классы эквив а л ентности,  кото р ые мы 
сформули руем в виде са мостояте.п ьных лем 111 . М ы  бу· 
дем далее испол ьзо в а т ь  некотор ые словесные сокр а·  
щен и я .  Ес.rш А - эквивалентность и хА у, то м ы  бу· 
дем говорить ,  что х и у А-эквивалентны. Р а збиение, 

соответствующее эквив алентности А, м ы  будем на 

зывать А -разбиением ; кл ассы этого р а з биения 
А-класса,ии и т. п .  

Л е м м а 2. 1 .  Для того чтобы А с: В, необходимо 
и достаточно, чтобы каждый А -класс содержался 
в пекотором В-классе. 

ДействнтеJiьно, есл и  А s;; В, то из хАу с.'!едует 
rBy. Значит .  IJ ножество всех у, А -эквнв алептпых эле· 
менту х, содержится во множестве всех у ,  В -эквива·  

пен т & ьiх эыму х. Обратный вывод сто.1ь же очевиден.  
Л е м м а 2.2. Для того чтобы В s;; А, необходимо 

и достаточно , tt тобьt каждый А -класс м1 t{ l'- 1иком со
держал любой В-класс мf, UJteющuй с М�1 непустое 
пересеченuе. 

Для док аэ ательств а  необ ходи мости выберем п ро

извольн ы й элемент х Е м? n мf. По п редыдущей 
лемме Mf це ликом содерж ится в пекотором KJi acce м:. 
Но еслп б ы  м: бЫJ1 бы отли чен от Mf, то э .11е мент х 
лежал б ы  ср азу в двух классах А-разбнення ,  что 

невозможно. Зн ачит, м? s;; мf. Ддн док а з атео�1ЬСТ В а  
достаточности нужно только вспом нить,  ч т о  и з  

.мr n м: * 0 по условию вытекает мf s;; мf. и nри
менить ле мму 2 . 1 .  

Л е м 111 а 2.3 .  Для того чтобы ЭJ-Lвивалентности А 
и В были когерентными, необходимо и достаточнр, 
чтобы всякий А-класс М1 либо содержался в неко

тором В-классе Mf , либо целиком содержал любой 
В-класс мf, имеющий с Mf непустое пересе tt е ние * ) . 

* ) Очевидна с"1едующая перефразировка этой "�е м \IЫ :  отно

шения эквивален тности А и В когерептны тогда и тол ько тогда, 
когда любая пара классов эквивалентности мf и мr либо не 
пересекается, либо один из этих Jслассов содержит другоt'i. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если А и В когерентны, 
то М = M t U М2, Mt П М2 = 0 и на Mt имеем А s В, 
а н а  М2 А ;;;;;:;? В.  Тогда по лемме 2 . 1 для ка ждого 

кл асс а м1 ,  содерж а щеrося в M t .  существует такой 
K.lf a c c  мf с M t .  что мt  с м?. По лемме 2 .2  каж

дый класс м: ,  содержащий:ся в м2. цел и ком содер
жит тобой класс мf, и меющи й с мt непустое пе· 
ресеченне .  Поскольку М 1 и М2 не пересека ются , из 
(2 .2 )  в ы т е к а ет,  что всякий класс  эквивалентности 
м: содержится л н бо в Mt .  либо в М2; значит ,  н а ше 
р ассуждение охватывает все кл ассы.  

Поведем доказательство в обр атную сторону. 
Пусть каждый класс М1 обладает сфор-мулирован
ным в .'Iем м е  2 .3  свойством .  Обозначим через М1 
объеди нение всех тех классов Mf, дл я которых суще
ствует такой Mf, что Mf � Mf, а через Мz - объеди
нение остал ьных классов мf. Я сно,  что М1 n М2 = 0 ,  
м, u м2 = М и 

(А ,  М) =  (А 1 ,  M1) Ef) (A2,  М2) , 
(В,  М) = ( В1 ,  М 1) Е!Э (Вz, Mz), 

где А ; и В ; - сужения отношений А и В на  М;.  Н а 
конец, очевидно , что А 1  с В1  и А2 ;;;;;:;? В?. ,  т.  е .  А и В 
когерентны. 

Тепер ь м ы  подготовили все необходимое дл я до
казательства теоремы 2.5 .  Будем вести док а з ател ь
с rво от противного, т .  е . предположим, что А и В не 
когерентны .  Тогда по лемме 2 .3 существует класс 
мt и класс м? такие , что мt n мf =F 0 , но ни  один 
из них не содержит дру- � , 
rой . Значит, существует м,А м11 

МА . МВ 
'j х Е i '\ 1 ,  сущест - r-f_ 2':1S 
� вует у Е Mf П М7 И су- "-=--t-S>2__.._-+--- z 

ществует Z Е Mf '\ М1 - - - -
( рис .  2 .5 ) . Имеем следую- Рис. 2.5 
щ1н.• соотношения : хАу 
и yBz, следовател ьно , х А U В у и у А U В z. По транзи
тивности должно было бы быть та кже х А U В z. Од
л а ка,  соотношения : xA z  и хВz - оба не выполнены, 
та к как х не лежит с z ни  в обще м А-классе, ни 
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в общем В-классе. Значит, соотношение х А  U В z пе 
вы полнено . Полученное противоречие доказывает тео-
рему. 

З а м е ч а н и е. Понятие когерентности имеет 
см ысл для любых отношений А и В. Но для эквива
лентностен когерентность отношений А и В легко 
формулируется в терм инах классов эквивалентности 
, (лемм а  2 .3 ) . 

Л е м м а 2 .4. Если А и В рефлексивны, то 

А U В с: АВ. (2 .4) 
Д о к а з а т е л ь с т в о. Если хАу, то, в силу уВу, 

выполнено и соотношение хАВу, т. е. А с: АВ.  Анало
гично получается В с: АВ. Из этих двух включений 
следует (2 .4 ) . 

Т е о р е  м а 2.6. Для того чтобы объединение А U В 
эквивалентностей А и В само было отношение .м экви
валентности, необходилю и достаточно, чтобы 

АВ = A U  В. (2 .5) 

Д о к а з  а т е л ь с т в о .  Пусть А U В - эквива-
лентность. По лем ме  2.4 А U В s:; АВ. Для доказа
тельства  (2.5) остается доказать 

АВ с: А U В. (2 .6) 

Пусть хАВу. Тогда для векоторого z имеем xAz и 
zBy. Следовательно, х (А U B ) z и z (A U В) у. Значит, 
х (А U В )  у и (2 .6) доказано .  Пусть теперь выполнено 
(2 .5) . По лемме 1 .3 отношение А U В симметрично. 
По (2 .5) тогда симметрично и отношение АВ. По 
лемме 1 .4 А В = ВА .  По теореме 2.7 (см. ниже)  полу
чаем ,  что отношение АВ - эквивалентность. Из (2 .5 ) 
вытекает, что и А U В - эквивалентность. Теорема 
доказана . 

Условие, при  котором произведение АВ двух от
ношений эквивалентности А и В само является экви
валентностью, было получено чешским м атематиком 
Шиком в 1 954 г. П режде всего отметим ,  что ко г да 
мы в § 4 главы I приводили пример не ком мутирую
щих отношений А и В, то А и В там были отноше
ниями эквивалентности , но их произведение АВ уже 
не было таковым (и даже не было сим метричным ) .  
Связь с перестановочностью произведения  здесь от-
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нющ. не случайна,  как показывает принадлежащая 
Шику 

Т е о р е м  а 2.7. Для того чтобы tJроиэведqние А В  
отноtиениа эквивалентнQсти А и 1з бьцо эквивалент
ностью, [i�бходи.мо и достаточно, чтобы А и В кoJt·  
мутировали. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть сначала 
А В = ВА . 

По лемме 1 . 1  АВ рефдексивно.  По лемме 
симметрично. Транзитивность произведения  
вается так:  

(2 .7) 
1 .4 AIJ 

доказь1 -

(АВ) (АВ) = А (ВА) В = А  (АВ) В = (АА) (ВВ) = АВ 

- здесь мы использовали ассоциативный закон ДJI Я 
произведения отношений, условие (2 .  7) , а также тран
зитивность и рефлексивность отношений А и В (см .  
замечание на  стр .  40) . Итак, 

(АВ) (АВ) =- АВ, 

но это и означает транзитивность отношения АВ, по
скольку АВ рефлексивно. Пусть теперь произведе
ние АВ есть эквивалентность. Тогда по лемме 1 .4 
А В = ВА . 

В первой главе мы ввели еще опер ации А О В ц 
А :; В. Легко проверить, что есди А и В - эквива.ТJент
ности, то А О В и А :  В также будут эквивалентно· 
стями . 

Проверим это для первой операции. (Как мы  уви
дим дальше, для второй из них надобности в П,РО• 
верке не будет. ) Рефлексявность отношения А U 8 
вытекает из леммы  1 . 1 .  СимметричноСТJ:> вытекает из 
леммы 1 .3 и следствия из леммы 1 .4 .  Транзитивность 
С.Уiедует ИЗ ТОГО, ЧТО любое ОТНОШение ВИДа С трап• 
зитивно (теорема 1 .4 и ( 1 .20) ) .  

Итак, операция А О В, будучи выполнена над от• 
пошениями эквивалентности ,  не выводит за этот кл а с а  
отношений .  

Оказывается, эта  операция ( ее иногда называ�. 
объединением эквивалентностей, имея в виду, чтq 
обычное объединение эквивалентностей может не быт& 
эквивалентностью) ассоциативна ,  т.  е. я вляется «ХО·  
рошей» алгебраической операцией. 



Т е о р е м а 2.8. Для любьtх транзитивных отноше
ний А ,  В и С справедлив ассоциативный за/\он : 

(А 0 В) 0 С =  А 0 ( В 0 С) .  (2 .8) 

Докажем сначала  две .r�ем м ы . 
Л е м м а 2.5 .  Для любых отноrиений Р,  Q 

р � р о Q, (2.9) 
Q � P O Q. (2 . 1 0) 

(2 .9 )  вытекает из P s= P U: Q  н ( 1 . 1 ) .  (2 . 1 0 ) доказы
вается а н а логично . 

Л е м м а 2.6 .  Для любых транзитuвных отноше-
ний Р, Q,  R из Р с:: R и Q с:: R вытекает Р О Q s= R. 

Из Р s= R и Q s= R в ытекает Р U Q s= R. Нз ( 1 . 1 7)  
и тео р е м ы  1 . 3  получаем Р Q; Q s R. 

Д () к а з а т е л ь с т в о т е о р е м  ы 2 .8  Из лем
м ы  2 .5  

в s= в О с  (2 . 1 1 ) 

В 0 С с:: А 0 (В 0 С). (2 . 1 2)  

Из (2 . 1 1 ) и (2·. 1 2 ) 
В s= А U (В U С).  (2. 1 3) 

Из .ТJеммы 2 .5  
А с:: А 0 (В 0 С) .  (2 . 1 4) 

Из (2 . 1 3 ) ,  ( 2 . 1 4 ) , леммы 2 .6 и того ,  что л юбое отно

шение вида е транзити.вно, 
(2 . 1 5 )  

Подобно тему,  к.ак: м ы  доказали (2. 1 3) , доказывается 
С с:: А 0 (В Q С). (2 . 1 6) 

Подобно тому,  ка к м ы  из (2. 1 3 ) и (2 . 1·4 ), в ыве..1It 
(2. 1 5) ,  ИЗ (2. 1·5-) И· (2.. 16)  В ЫВОДИТСЯ 

(А 0 В) 0 С s А 0 (В 0 С). (2. 1'7) 
Из (2 . 1 7) в. а налогично. доказываемоrо «обратного» 
вк.ТJ ючени.я вытекает (2.8 ) . Теорема доказана.  

Нетрудно убе'Диться, что для л юбой эквивалент
нос rн А 

A U E =  А, (2. 1'8) 
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где Е - ди а гональное отношение.  Это следует из того, 
что Е 5 А ( в  силу рефлексивности отношения А ) ; 
;3начит, А U Е = А и А О Е = А = А .  

Покажем теперь, что операция А :; В не дает ни
чего нового : 

Т е о р е м  а 2 .9 .  Если А и В - эквивален.тн.ости, то 
А 0 В = А ;  В . (2 . 1 9 )  

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  З а м етим сначал а ,  что, учи
тыван  .r1e:1 1MY 2.4, 

A U B = AB = AB U ВА = А о В . 

Применяя тр анзит ивное замыкание к обеим ч а стя м ,  
ввиду свойства монотонности транзит и в ного з а м ыка
ния ( 1 . 1 7 )  имеем 

А 0 В =  А ;  В. (2 . 20) 
Далее, применяя распределительный закон ( 1 . 1 3 ) , 
получим 

(А U В)2 = А2 U АВ U ВА U В2 = А U АВ U В А U В = 

= АВ U ВА = А о В.  (2 .2 1 )  

Мы использоваmi здесь зам еч а н ие  на стр . 40  и тот 
фаi<т, что для рефлеi<сивного А в ыпол нено включе
ние В 5 ВА , а следовательно, ВА Uj, В = ВА . Запишем 
теперь выражение ( 1 .2 )  для тра нзитивного з а мыка
ния , испо.rrьзуя (2 .2 1 ) : 

А 0 В = (А U В) U (А U В)2 U (А U В)3 U (А U В)4 U . . .  = 

= (А U В) U (А а В) U (А U В)3 U (А о В)2 U 

.Отсюда ясно, ч т о  

т.  е .  А 0 В ::::J (А о В) U (А о В)2 U 
A U B 2 A ; B . 

. . . , 
(2 .22) 

Сравнивая  включения  (2 .20) и (2 .22) , получ и м  иско· 
мое соотношение (2 . 1 9 ) . 

Отсюда вытекает следующий результат, также 
принадлежа щий Шику :  

Т е о р е м а 2. 1 О. Если А и В - эквивален.тн.ости 
и АВ = ВА , то 

АВ = А 0 В .  (2 . 23) 
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В самом деле, по теореме 2.7 произведение АВ 
является эквивалентностью, а стало быть отношение 
АВ = АВ U ВА = А о В совпадает со своим транзитив
ным замыканием : АВ = А :  В. Но тогда из теоре
мы  2.9 АВ = А U В. 

На этом мы закончим исследование свойств опе
р а ций над эквивалентностями. 

Полученные результаты об оnерациях над отношениями до· 
nускают аJIГебр аическую интерnретацию. Множество Im в с е х  
отношений н а  М обладает структурой моноида относительно опе
рации nроизведения отношений * ) . Пусть множество �Лэ s;;;; \JЛ 
состоит из всех отношений эквивалентности. Любое nодмноже
ство множества Юlэ, замкнутое относительно оnерации nроизве
ден ия А В, является коммутативным моиаидом (теорема 2.7 ) . Так 
rсак для множества М, содержащего не  менее трех элементов, 
существуют некоммутирующие эквивалентности, то само 9Л, не 
обр азует моиаида относительно произведен ия отношений. Однако Юlэ обладает структурой коммутативного моноида относите.'Iыю 
операции А U В (теорем а 2.8) или, что то же самое, А ';  В ( тсо· 
рема 2.9) . На  подмоноидах  из Юl, моиаида 9Л (относительно А В )  
оnерация А U В совnадает с оnер ацией nроизведения АВ ( тео· 
рема 2. 10) . 

§ 4 . Отношения эквивалентности н а числовой прямой 
Пусть задано отношение А на  множестве М. 

В случае, когда М -- числовая прямая ,  отношение А 
отождествляется с некоторым подмножеством число
вой плоскости, т .  е . прямого произведения М Х А1. 
В этом параграфе будут ра ссмотрены геометрические 
свойства множества А на  плоскости в случае, когда 
отношение А есть эквивалентность. 

Согласно определению 2.3 отношение А назы
вается эквивалентностью, если оно рефлексивно, сим
метрично и транзитивно. Каждое из этих свойств 
порождает не!{оторое геометрическое свойство мно
жества А. Координаты точки на плоскости будем обо
значать (х, у) . 

1 .  Р е ф л е к с и в н о с т ь. Из  того, что хАх для 
всех х, следует, что множество А содержит главную 
диагональ ( свойство R) .  

"" ) Если на  некотором множестве Юl определена ассоциатив
ная оnерация и существует элемент Е, ведущий себя, как единица 
прп этои операции, то говорят, что на множестве IOl задан а  структура Аtоноида. 
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2. С и м м е т р и ч н о с т ь. Си м метричность оз.на
чает, что если <,х, у) Е А, то и (у, х) Е А , т. е.  что 
множество А си м м етрично относительно гл авной диа
гонашi ( свойство S ) . 

3. Т р а н з и т и в н о с т ь. Транзитивность озна
чает, что есю1 (х, у) Е А  И (y, z) E A ,  то И (x, z) E A . 
Точка (х, z) яв.1яется четвертой вершиной прямо
угол ьника,  трн вершнн�I которого находятся в точка� 
(х, у), (у, z) и (у ,  у) . З а мети м ,  что вepJliИHa (у, у)' 
.'!ежит на би ссектрисе координатного угл а - гл а вной 
диагонали координ атной 
плоскости . Поэто ыу гео- � 
метрически свойство т р а н 
з итивrюсти можно сфор
мулировать следу ющим 
образо м :  

Множество А tm пло
скости определяет транзи
тивное отношен ие тогда а 
только тогда, когда для 
любого прямоугол ьника, 
одtю вершина которо х !/ :с 
го а лежит на главной Рис. 2.6. Геометр ический 
диагонали, а две сосед- смысл транзитивно :ти. 
ние с а вер tnин ы принад-
лежат А , вершина а', противоположная а , также при
надлежит А ( свойство Т1 ; см . рис .  2 .6) . 

3 а м е ч  а н и с. F:сли отношение А является сим
метр и ч н ы м ,  то геометр ическая фо р мулировка тр анзи
тивностn нескол ъ ко упрощается. А и менно : 

Мно:Jtсество А на плоскости, симметричное отно
сител ьно главной диагонали, определяет транзитив
ное отношение  тогда и только тогда , когда для 
любого прямоугольника, одна вершина которого ле
жит на главной диагонали, а две другие принад
лежат А ,  четвертая вершина также пршюдлежит А 
( свойство Т2) . 

Разница  с п р едыдущи м утверждением состоит 
в том , что вер ш и н ы ,  п рин адлежащие А, не обязаны 
быть соседни l\ш с вершиной , лежащей н а  диагонали. 
Покажем ,  что для с и м метричного А свойство Т1 вле
чет Т2. Пусть , н а п р и мер ,  вер ш и н а , .11ежа щая н а  ди аго
нал и ,  имеет координаты (у, у) и (х, z) E А и 
(у, z) Е А ;  поi<ажем, что .(х, у) Е А .  В самом деле, 
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в силу симметрии,  вместе с (у, z) e А и меем 
(z, у) е А. Если в качестве вершины на  диагонали 
взять теперь (z, z) , а в качестве соседних с ней вер
шин,  принадлежащих А, (х, z) н (z, у),  то, в силу 
свойства Т1 , получ аем (х, у) е А . 

Заметим,  что класс эквивалентности ,  содержащий 
точку хо, есть проекция пересечения множества А и 
прямой х = х0 на  ось ординат. 

Сейчас м ы приведем некоторые примеры множеств 
на плоскости, определя ющих отношение эквивалент
ности . 

П р  и м е р  1 (тривиальный ) . Множество А - вся 
л.rюскость. В ыполнение свойств R,  S, Т очевидно. Все 

!1 
точки исходной прямой М 
отождествляются , т. е. 
входят  в один  класс Э!{· 
вивалентности. 

3 а м е ч а н и е.  Для 
.ТJюбого е > О, если мно
жество А , определяющее 
отношение эквивалентно
сти , содержит полосу l x - Y l  < е,  то оно совп а
дает со всей плоскостью. -. В самом деле, из рис. 2 .7 

�-E�--.1...--111...---;�:z: видно, что вместе с любой 
точкой (у , у) множество 
А содержит все внутрен
ние точки квадрата с вер

Рис.  2.7. 

шинами (у - е, у) , (у, у) ,  (у, у  + е) ,  (у - е, У +  е)', 

т. е. полосу 1 х - у 1 < 2е. Ясно, что таки м образом 
свойство «принадлежать А »  распространяется на все 
точки плоскости . 

П р  и м е р  2 (периодичность) . Возьмем н�которое 
число. Пусть множество А состоит из  прямых х - у =  
= kc,  где k - произ.вольное целое число. Выполнение 
свойств R и S очевидно, и если х - у = k 1c, у - z = 
= k2c, то x - z  = (k 1 + k2) c. 

П р 11 м е р 3. «Все константы равны единице, кро
м е  нуля» .  (Такое утверждение высказал И.  М. Гель-
фанд на  одной из своих лекций . )  

· 

В этом примере множество А есть вся плоскость 
с выброшенными осями координат и добавленным на
чалом координат. Иначе говор я, (х ,  у)е А всегда , 
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Р нс. 2.8. Рис. 2.9. 

а, а - а� 

Рис. 2. 1 0. Рве. 2. 1 1 . 

Рис. 2. 1 2. Рис. 2. t.з. 

х 
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кроме случая х = О, у =1= О и ему симметричного . Если 
точки (х, у) , (у, z) принадлежат А , то либо х = О, и 
тогда у = О, z = О, либо х =1= О, и тогда у =1= О и z =/= О. 
В обоих случаях (х, z )E А (рис.  2 .8) . 

В дальнейших примерах проверка свойств R, S ,  Т 
будет предоставляться читателям .  

П р  и м е р  4 .  (Все целые числа равны друг дру
гу.) (Рис .  2 .9 . )  Множество А состоит из главной диа
гонали и всех точек с целыми координата·ми .  

Очевидно, можно рассматривать и конечные ва ·  
рианты такой эквивалентности тип а а 1 = а2 = . . . = а71 
( р ис . 2 . 1 0  и 2 . 1 1 ) .  

П р  и м е р  5 .  ( Все числа ,  не большие единицы по 
модулю, равны друг другу . )  Множество А состоит из 
диагонали и замкнутого единичного квадрата 
( рис . 2. 1 2 ) .  Очевидно, множество, состоящее из 
открытого (или полузамкнутого : - 1  -< х  < 1 ,  -1 � 
� у  < 1 )  квадрата ,  также дает эквивалентность. 

На рис. 2 . 1 3  изображен еще один пример эквива
лентности .  (Стрелки на  рисунке означают, что гра
ницы квадратов, кроме точек, лежащих на  прямой 
у = х, не входят в график отношения . )  Заметим, что 
если взять аналогичное множестно с � а м кнутыми 

а l/ 
1 

� 2 / 
'V 

а 

а 

Рис. 2. 1 4. Рис. 2.15. 

квадратами,  оно уже не будет удовлетворять свой
ству Т1, и наименьшее множество, содержащее его и 
обладающее свойством т! . есть вся плоскость. 

П р  и м е р 6. (Все числа от а 1  до а2 равны друг 
другу и все числ а от аз до а� равны друг другу. ) 
(Рис .  2. 1 4 . )  
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П р  и м е р  7. На рис. 2. 1 5  изображено отношение:  
«Все числа от а 1 до а2 и от аз до а4 равны друг 
другу». 

П р  и м е р  8. ( Ковры Серпинского. )  В за кл ючение 
приведем два примера с множествами А ,  аналогич· 
ными «ковру Серпинского». На рис. 2. 1 6  изображено 

9 !J 
1 !а 

IZI :С 

Рис. 2. 1 6. Рис. 2. 17. 

множество А для следующего отношения эквивалент
ности: берется так называемое канторово совершенное 
множество и отождествляются точки каждого из ин
тервалов, выбрасываемых из отрезка [0, 1]  на п- м 
шаге (на  рисун ке n = 3) . Если отождествляются все 
точки дополнения к канторову совершенному множе· 
ству, множество А имеет вид, изображенный на 
рис. 2. 1 7. (Автор книги приносит извинения читателю, 
не знающему,  что такое канторово м ножество . ) . 



ГЛА ВА 1 1 1  

СХОД СТ В О  И ТОЛ Е РА Н Т Н О С Т Ь  

§ 1 .  От сходства к толер антности 

В предыдущей гл а в е  м ы  подробно обсудили со
держательный смысл отношения о д и н а к о в о с т и 
объектов . Не менее важной является ситуация ,  когда 
нам п риходится устанавливать с х о д с т в о объектов . 
Если одинаковость объектов обознач ает их  пол ную 
взаимозаменимость в векоторой ситуа ци и , то сход
ство - это частичн а я взаимозаменимость, т. е.  воз ·  
можность взаимной з амены с некотор ым и (допусти
мыми  в данной ситуации ) п отер ям и , с допусти м ым 
р и ско м . 

Н апр и мер , две новые «Волги» одного вып уска и 
цвета с точ ки зрения покупателя впол не одинаковы 
и, стало быть, взаимозаменимы .  Но две «Волги» раз·  
ного выпуска (или новая и старая «Воши» одного 
выпуска ) только похожи .  При отсутствии необходи
мого выбора  одна может з а менить другую, если по 
купатеJJ ь готов сог.1 аситься с подо бной з а меноii.  

Двое б.'!изнецов бывают настол ько одинаковыми,  
что без в с я кого риска могут сда в а ть экз а мены друг 
з а  друга .  Ес.'! и два студента тол ько похожи,  то такая 
жульническая  проделка ,  хотя и осуществима ,  но р и с· 
ков ан а .  

Рисунок голландского художника Эсхер а ( рис. 3 . 1 )  
подсказывает читател ю, что накап.'1ивание несуще· 
ственных р азличий у сходных объектов может при·  
водить к совершенно непохожим объекта м . 

Если для объектов указано только сходство, то 
невозможно их разбить на  четкие классы так, что 
внутри класса объекты похожи,  а между объектами 
р азных классов сходства нет . В случае сходства воз
ни кает размытая ситуация без четких границ. 
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К а ждый эл ем ент множест в а  несет олределенну!6: 

инфор м а ци ю  о похожих на него элементах.  Но не всю; 
и нфор м а ци ю, к а к  в случае оди н а ковых элем енто в .  
Здесь уже нет дилеммы :  «Все или · ничего» и л и  
«Пол н а я  информация - отсутствие и нфор м а шш » .  

Здесь воз можны р а з н ые степен и и н фо р м а ци и ,  кото· 
рую оди н э л е м ент содерж ит относ ительно другого. 

Рис. 3. 1 .  Небо и вода {травюра М. I(. Эсхера). 

П р евосходн а я  степень от сходства - неразличи· 
�юсть,  а во все не оди на ковость, как может показаться 
на неr в ый взгляд. Одинаковость - своi"Iст-во к ач е ·  
ственно и ное . Дело в то м ,  чrо нер-аз.тJИчи·мые объекты 
( так же, ка к и сход н ые ) не р а збив'Эются , вообще го
вор и ,  на кл а ссы т а к ,  чтобы в КЮI<до \\, кл-а'Ссе эле
менты не р аэличались,  а элементы р азных кл а ссов 
з а в едо мо р а з л и ч а .rш с ь .  

В с а мо м  деле .  Возьмем м но }кество точек н а  пло
скости .  Пусть величин а d лежит н и же порога 
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разрешимости глаза ,  т. е. d - такое расстояние, при 
котором точки,  нахо.и:ящиеся на  этом расстоянии,  не
различи мы зрительна ( при выбранном удалении пло
скости от наблюдате.т�.я ) .  Возьмем теперь n точек, лежа· 
щих на одной прямой и отстоящих ( каждая - от 
соседних ) на расстоянии d. Каждая пара соседних 
точек неразличима , но если n достаточно велико,  то 
первая и последняя точки будут отстоять друг от 
друга н а  метр и з аведомо будут различимы.  Разуме· 
ется ,  одинаковость есть частный случай неразличимо· 
сти и сходства .  

Традиционный подход к изучению сходства или 
нер азличимостн состоит в том ,  чтобы сначала опреде
Jшть меру сходства , а затем исследовать взаимное 
расположение  сходных объектов.  Английский матема
тик Зиман,  изучая модели зрительного аппарата,  
пр едложил аксиом атическое определение сходства .  
Тем самым свойства сходства стало возможным изу
ч ать независимо от того, как конкретно оно задано 
в той и.тш иной ситуации :  р ас�Zтоянием между объек
тами ,  совпадением каких-то признаков или субъектив· 
ным мнением наблюдателя .  

Так же ,  как переход от  расплывчатого понятия 
«одинаковость» к точно определенному типу отноше
ний сопровождался введением нового термина «экви
в алентность», математическое отношение, соответ
ствующее н ашему интуитивному представлению о 
сходстве или н ер азличим ости, получило у Зимана на 
звание «толерантность». Иначе говоря ,  толерантность 
является экспликацией понятия сходства или нераз· 
личимости. 

Введем следующее 
О п р е д е л е н  и е 3. 1 .  Отношение А на множе

стве М н азывается толерантностью ( или отношением 
толерантности) , если оно рефлексивно и симметрично. 

Естественность такого определения видна из того, 
что всякий объект заведомо неразличим сам с собой 
и, уж подавно, похож на себя (это и выражает реф· 
лексивность отношения ) . Ясно также, что два объ· 
екта сходны или не сходны независимо от порядка, 
в котором мы их р ассматриваем.  Это обстоятельство 
выр ажается симметричностью отношения толерант
ности .  Из примера  со зрительной неразличимостью 
видно, что транзитивность сходства (толерантности) 
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отнюдь не обязательна .  Ясно также, что пuскольку 
единаковость есть частный случай сходства ,  то экви· 
валентность должна быть частным случаем толерант
ности. Сравнивая соответствующие определения мы 
легко убеждаемся , что так оно и есть. Эквивалент
ность есть тот частный случай толерантности,  когда 
кроме симметричности и рефлексивности выполняется 
еще и транзитивность 

Рассмотрим теперь серию примеров, где сходство 
(толерантность) задается разными способами .  

П р и м е р 1 .  Множество М состоит из четырех· 
буквенных русских слов - нарицательных существи· 
тельных в и менительном падеже. Будем называть та· 
кие слова сходными, если они отлича ются не бо.'lео 
чем на  одну букву. Известная  задача «Превращение 
мухи в слона» в точных терминах формулируется так :  

Н а йти такую последовательность слов, начи· 
нающуюся словом «муха» и кончающуюся CJ10· 
вом «слон» ,  .11юбые два соседних слова в кото· 
рой сходны (в  см ысл е  только что данного опре· 
деления ) .  

Приведем решение этой задачи, которая  :может 
служить своеобразным образцом студенческого фоль· 
!<лора :  

Муха - мура - тур а - тар а - кар а - каре 
кафе - кафр - каюр - каюк - крюк - крок -
срок - сток - стон - слон. 

Очевидно, что в этой задаче самое трудное 
найти переход к иной расстановке гласных и соглас
ных (кафе - кафр - каюр - каюк - крюк) . 

П р  и м е р  2. Н а рис .  3.2 изображены геральдиче·  
ские звери и существа .  Между ними  существуют раз·  
ные признаки сходства .  В частности ,  никто нам не 
мешает принять следующее определение сходства , ко
торое, во всяком с.'lучае, ничем не  хуже других: 

Змея.  гидра и дракон сходны как пресмыкаю· 
щиеся . Гидра ,  кентавр и вепрь  участвуют в мифах 
о Геракле. Единорог и кентавр сходны очевидным  о б
р азом : оба суть м ифические варианты коня .  Едино· 
рог и двуглавый орел - м ифические существа ,  изо· 
браженные на  государственных гербах.  Орел и аль:. 
коноста (женщина -птица ) принадлежат к классу 
птиц, альконоста и дракон сходны потому, что имею7 
крылья . 
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И менно но отношение сходств а в ы р азил художник 
н а  р ис .  3 .2 :  изобр а ж ен и я  сходных существ з а клю· 
ч е н ы  в соп р и к а с а ющихся кубах. 

' 
Рис.  3.2. Сходство гсральдпческих существ .  

П р  п м е р  3 .  А н а  рис.  3.3 тем же способо�I  изо· 
бражена друга я групn а  гер альдических существ .  

Р ы б ы  и дел ьфин n р и н а длеж ат водн о м у  ца рству. 
:Дел ь фи н ,  изобр аженный н а  этом рисую-;с, в н е ш н е  
сходен с о б ы ч н ы м  коне м * ) . Ко нь,  nегас н еднпо р о г  

* )  Другим о п р а вданием этого сходства м ожет послужить от
р ы вок ю В. Брюсо в а :  «Предадим молитве душу, а тебн пз мr.1ы 
пу•пш тпхо вынесет на сушу на  сппне с воей де.1ьф11 1 1», 



сходны чисто анатомичес1ш.  Еди норог , пегас  и дву
Г.тi авый  орел обр а зуют группу мифических существ.  
Сова ,  орел, двуглавый орел и пегас имеют крылья и 

Э Т И i\1  СХО Ж И .  

-
Рис. 3.3. Сходство геральдических су11.ес1  в. 

Следующая гру пп а примеров носит более акаде .. 
мический характер . 

11 р и м е р  4. Пусть р - н атуральное число . О бо· 
значим через Sv совокупность всех непустых под .. 
множеств м ножества  { 1 ,  2, 3, • • .  , р} . Два таких 
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nодмножества объя вим толерантныАtи, если у них есть 
хотя бы оди н общий элемент. Законность такого -onpe· 
деления очевидна :  рефлексявность и симметричность 
да н ного отношения легко проверяются .  

Множество S Р называется (р - l )  -.мерным сим
плексом.. Это понятие обобщает nонятия отрезка, тре
угольника и тетраэдра на многомерный случай.  Числа  

• 
s, 

{ 1 . 2} 2 
• • 

2 
s�, 

3 

Рис. 3.4. Сходс1·во граней в симnлексе. 

1 ,  2, . . .  , р интерпретируются как верtиины симnлек· 
са .  Двухэлементные подмножества - как ребра, трех
Злементные - как плоские (двумерные) грани, k-эле
ментные подмножества - как (k - 1 ) -.мерные грани. 
На рис .  3.4 изображены симплексы S , ,  S2, S3 
и S4. Толерантность гр аней симплекса Sp означает 
их геометрическую инцидентность - наличие общих 
вершин .  

Число всех элементов из Sp р авно 2Р - 1 . 
Мы можем элементы множества Sp изобразить 

в виде вершин графа ,  тогда ребра ,  как обычно, бу· 
дут изображать выполнение соответствующего соот 
Jюшения .  Н а  рис .  3.5 дано изображение для S3• Пре· 
доставляем читателю сделать аналогичное изображе
ние для s • .  
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Нам будет удобно использовать 
О п р е д е л е н  и е 3.2. Множество М с заданны .\1 

на нем отношением толерантности -r называется про· 
странство.м. толерантности. 
Таким образом,  простран
ство толерантности есть па 
р а  (М, -r) . 

П р  и м е р  5. Простран
ство толерантности Sp допу
скает изящное обобщение 
на бесконечный случай . 
Пусть Н - произвольное 
множество. Обозн ачим  че

з 

рез S н совокупность всех 1 F----------- г 
непустых подмножеств мно- {1, 2} 
жества Н. Толерантность т 
на  Sн задается условием : 

Рис. 3.5. 

ХтУ, если Х n У =1= ef. Симметричность и рефлексив
ность этого отношения очевидны. Пространство толе
рантности Sн будет и гр ать в дальнейшем особую 
роль - роль «универсального» пространства то.;те
рантности.  

П р  и м е р  6. Пусть р - н атур альное число .  Обо
зн ачи м через Вр множество всех двоичных кортежей 
длпны р. Таким образом ,  любой элем ент  х Е Вр 

< 1, 1i> 

Рис. 3.6. 

имеет вид х = ( st , 62, . . .  , 6Р ) , где �i = О или l .  Толе
рантность т в Вр задается правилам :  есл и  х =
= (6 t , 62 . . . . , Sp) и у = (fJ t , 1}2, . . .  , 'YJ p ) ,  то хту озна• 
чает, что хотя бы при  каком-нибудь i: 61 = tli ·  Иначе 
говоря ,  толерантность двух элементов : хту - означа ет, 
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что у них есть хотя бы одна общая компонента . Об·· 
щее 

·
количество элементов в В Р равно, очевидно, 2Р. 

Для каждого х = (s t . 62, • • •  , sp )  имеется ровно один не толеран тн ый к нему элемент у = ( l - s t .  l - s2 • . . •  
• . . , 1 - sv ) ,  у которого отличны от х все компоненты . 

Для тех, кто отчетливо понимает, что компоненты 
кортежа дл ин ы р - это координаты точки в р-·�t ерном 
пространстве, будет ясно, что Bv состоит из всех вер
шин р-мерного единичного куба ( рис .  3 .6 ;  п р и  изо 
бражен ии п р остр анства В3 м ы опустил и в графе все 
ди а гон а л ьн ые с в я з и :  чтобы изобразить все тол е р а нт
ности между э.'lементами ,  следовало бы п ровести все 
диагонали на гр а ня х куба . )  

П р и м е р 7. П ростым обо бщением п ростр а н
ст в а в j) явд яется  пространство толер антности вr;:, 
где ком понент ы  Si примимают .ТJ ю б ы е це.1 ые з н а ч ен и я  

от О до т - l ,  а то.1 ер антность опреде.1яется как сов ·  
падение хотя бы одной ком по н е н т ы .  Очев идно, 
Вр = В�.  

П р и м е р 8.  Следующее обобщение состонт в 
том , чтобы р асс:'lютреть п ростра нство толерантности 
В';, компоненты элем енто в кото рого п р iшюi а ют .ТJ ю
бые вещественные значения.  

В частно сти ,  В� есть множество в с е х  н а р  вида 
х = (s t . 62 ) .  где s t  и s2 - п роизвол ьв ые в е ществ е н н ые 

ЧИС.'!а . Элементы пространства в� можно изобр а ж а т ь  
точка мн на  плоскости ,  ес-

хг xJ л и  St и s2 интер претиро-

;г --.:.. -г, 
вать как декартовы коор·  
динаты . Тоде ра нтность 
двух точек означ ает со в
падение хотя б ы одной ко
ординаты.  Ста.1о быть,  две 

толерантные точ кн всегда 

; н аходятся .1 ибо н а  общей 
' вертикали,  .1 ибо н а  общей 

Рис. 3.7. горизонтали .  Н а  рис .  3 .7  
изображена координат· 

на я плоскость, на которой точки х1 н х2 толера нтн ы ,  а также толерантны х2 и Хз. Точки х1 и Х з  уже ве я в· 
ля ются то.ТJерантными .  

Пр и других р простр анство В'; можно интерпрети· 
роnать как мно>кество точек р-мерного п ростр анства. 
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Но интересней другая интерпретация  пространства 
в;. Каждый кортеж х = (G • •  S2• . . .  ' Sp) Е в; можно 
считать числовой функцией, заданной на множестве 

{ 1 ,  2, . . . , р} : каждому числу j ( 1 <,. j <,. р )  фун к
ция х сопоставляет ч исло Sj· Толерантность двух 
функций х п у означает, что они  хотя бы в одной 
точке приннм а ют одина ковое зн ачение ( рис . 3.8) . 

Рис. 3.8. От р - \lерпых векторов 
к функциям. 

П р и м е р  9. Воз ь мем теперь произвольвое мно
жество М (для наглядности можно представить себе 
отрезок на  прямой ) . Пространство толерантности Вм 
состоит нз всех ttисловых функций, определенных на 
этом множестве "" ) . Две функции объявляются то.ае
рантными , если хотя бы на  одном элементе из М эти 
функции nринимают одно и то же значение (если, 
другими слова м и, графики этих функций пересе
каются ) . 

Так как в; можно р ас с м а т р и в а т ь  как совокупность точек 
р-мерИОГО простраНСТВа, ТО В%; - СОВОКУПНОСТЬ ВСеХ фуН КЦИЙ 1 13 

неко гором бесконе ч н о м  м н ожест ве - естествен но считать типовым 
бесконечномерным простра нством. (Эта идея - с ч и т а т ь  совоку п
tюсть функций обобщен и ем м н о г омерного nространства - лежит 
в основе в ажного р а зде.� а матем атик и ,  так н а з ы в а емого функшю .. 
н а лыюго а н ализа . )  

Существует еще один важный способ задания отно
шен и й  толерантности.  Рассмотрим соответствие 

q>: м � L. 
Множество всех обр азов элемента х при соотnет-

* )  То есть функций, которы е каждо�tу ЭJiементу из М сопо
ста в.�яют некgторое число. 

87 



ствии q> (т. е. множество элементов, соответс-rвующих 
элементу х пр и  соответствии q>) мы' обозначим Ф (х) . 
Отношение  А ср н а  множестве М задается условием : 
xA(j)y, если у элементов х и у существует общий образ ,  
т .  е. если Ф (х) П Ф (у) � 0. 

Установим основные свойства отношения A IP :  
<:; в о й с т в о  1 .  Отношение A rv всегда симметрич

но. Это следует п росто из того, что Ф (х) П Ф (у) = 
= Ф (у) П Ф (х) .  

С в о й  с т в о 2.  Отношение A <r  рефлексявно тогда 
и только тогда , когда соответствие q> определено на  
всем М. В самом деле, в этом и только этом случае  
множество Ф (х )  П Ф (х)  = Ф (х) не пусто для любого 
Х Е М. 

С в о й  с т в о 3 . Если на  элементе х отношение А "'  
н е  рефлексявно ( н е  выполняется xA q;x или, что то же, 
Ф (х) = 0) ,  то соотношение xA trY не выполнено ни 
для какого у, так как Ф (х) П Ф (у ) = 0 П Ф (у) = 0. 

Это свойство имеет простой геометрический смысл : 
если вершина х в графе,  изобр ажающем A q- ,  не имеет 
петли ,  то она не связана  ни с какой другой вершиной . 
Иначе говоря,  для отношений типа А Ф нерефлексив
ность может быть только такого тип а :  если на  эле
менте х отношение А Ф не рефлексивно, то этот эле
мент уже ни с кем не вступает в отношение. 

С в о й с т в о 4 .  Если соответствие q>: М - L яв
ляется функцией, т .  е .  для любого х Е М Ф (х) со
стоит не более чем из одного элемента * ) , то отно-
шение А Ф  транзитивно.  . 

Действительно, пусть xA <ry и yA q,Z. Это значит, 
что q> (х) = <р (у)  и q> (у) = q> (z) . Следовательно, q> (х) = 

= q> (z ) , т. е .  xA ,1 z. 
Из этих своi1ств следует, что всюду определенное 

соответствие  q> :  М - L определяет на М симметрич
ное и рефлексивное отношение A ,r ,  т .  е .  толерант
ность. В § 3 м ы  увидим ,  что л юбое отношение толе
рантности может быть определено как отношение A <JI  
п о  пекоторому соответствию q> (теорема 3 .4) . 

Если соответствие q> вдобавок является функцией, 
то отношение А •v - эквивалентность. В предыдущей 

*) В этом случае xA q� y  р а вносильно Ф (х) = Ф (у) или 
q (х) = q> (y) (ер. с определением отношения AIP в § 2 гл. 1 1 ) . 
88 



r.1аве мы убеди.тнtсь, что любое - Оl}!ОШение эквив а 
лентности •может быть определено к а к  A q: ,  где q> есть 
отобр ажен ие - множества М на некоторое множе
ство L * ) . 

Конец этого nараграфа не имеет nрямого отношения I< изу
чаемому nонятию тодерантности. Однако оnисываемые далее 
тцпы отношен ий естественно возникают в ряде ситуаций и заслу
живают иекотороrо рассмотрения. Но их р оль не  н астолько 
�елнка, чтобы nосвящать н м  отде.11ьную главу или пар а
Граф. 

Всякое трапз итнвнос н симметричное о1 Ношение А на мно
жестве М можно nредставить как отношение типа Аср. Д л я  дока
зательства этого утверждения нужно вспомнить следующее свой
ство отношений, одновременно тр анз итивных и симметр ичных :  ест{ 
существует у Tai<Oe, что хАу, то выnолнено хАх (хАу влечет 
у Ах, а отсюда,  no транзитивности, вытекает хАх) .  Таким обр а
зом, элементы , на  которых отношен ие А не  рефлексивно, н и  
с кем не связ а н ы  отношен ием А .  Возьмем теперь подмноже
�тво М0 множеств а М, состоящее из всех рефлексивных эле.мен
тов (такнх, что хА х вы полнено ) .  Тогда на  М0 мы имеем отноше
н ие эквивалентности. Множество классов эквнва.11ентности обозна
чим через L.  Опредеюш теперь функцию q>:  М -+  L условием :  
если х Е Мо, т о  q> (x)  есть кдасс эквивалентности, содержащий х;  
если х н е  вход ит в М0, то q> (x) н е  определено . Отношен ие Аср, 
определенное по этом у tp, на М0 совпадает с сужЕ>ннем отноше
ния А на М0, а , пр н х Е М \ М0, Ф (х)  = 0 и хАср У не выполнено 
ни для какого у. 

Когда отношение А транзитивно и симметрично, то нерефлек
снвность может быть только типа,  описанного свойством 3. 

Если же А только сим метр ично , то элемент может быть н е  
рефлексивным, но вступать в отношения с другими элементами. 
Поэтому да,1еко не  все симметричные отношения могут быть 
представлен ы  в форме А ср .  Легко показать, что симметричное 
отношение представ,1яется в форме Аср , если оно обладает 
свойством 3 

Однако есть другой способ задавать отношение через соот
ветствие q>. Пусть задано соответствие q> :  М -+  L, а отношение Brp 
н а  М з адается ус.11овие м :  хВср У. есл и множества образов Ф (х) 
и Ф (у) имеют ровно оди н общий элемент . 

Разница м е ж д у  A q;  и Вер состоит содержательно в том ,  ч ro А 11' 
есть отношен ие «Н меть хотя бы один общий nризнак»,  а В 'Р 
«иметь ровно од н н общпй п р изн ак». Нетр удно заметить, что В 'Р 
обязатеJiьно симметричное отношение. Если соответствие q>:  JИ�L 
я n.1яется функцией , то А'Р = B rp• С мысл предыдущего опреде.1епня 
nоказывает 

Т е о р е м  а 3. 1 .  Пус ть отношение 
трично и антирефлексивно. Тогда 
1р: М � L такое, ч то В = ВЧ' . 

*·) С м .  предыдущу ю сноску. 

В на множестве М симме
существует соответствие 
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Д о к а 3 а т е л ь  с т в о. Р ассмотр и м  граф, изобр аж ающий от· 
Iюшепие В * ) . Пусть L - множество всех его вершин и ребер. 
Пусть соответствие q>: М �  L определяется следующим образом. 
Если х Е М - изолированн а я  вершина (х  не  связ ан отношr�
ннем В ни с кем ) , то соответствие q> на х не оnределено,  т. с. 
элем енту х н и ч его не соnоставляется. Есл и  х - неизолиров а н н а я  
вершпна,  то Ф(х)  состо11т 1 1 3  всех ребер,  содержащих вершину х, 
11 самой вершины х. Ясн о ,  что Ф (х) содержит в этом с.'lучае бо· 
.'Iee одного э.� е м с н т а  (с а м ое вершину и еще хотя бы одно ребро,  
1 а к как вер шин а не нзо.шров а н а ) .  Таким обр азом,  xBrpx всегда 
н е  в ьшо.'!нено.  Пусть теперь им еет м есто соотношение �еВу. Э rо 
зн ачит,  ч то х =/= у  и вер шин ы  х 11 у графа соединсны обШ И \1 
рrбром ( единственн ым ) .  Это ребро я вляется единственным общим 
э.1емен то�1 м н ожеств Ф (х) и Ф (у) , т. е. xBrpY также выnолнено. 
С другой стор он ы ,  в ы nолнение соошошения xBrp Y означает, ч 1·о 
х =/= у 11  у верш ин х и у ссп, общее р ебро. Ст а.1о быть, выnо.l•  
пено соотн ошен ие хВу. Теорем а доказ а н а .  

И т а к ,  сим�1 етричпое 11 антнрефлексивное отношение В н а мно· 
жестве М всегда �ожно оппса ть, задав н а  М такую снетем у nри· 
зн аков,  ч то соо rн ошен ис хВу будет вы полнено в том и только 
том c.�y'tae ,  когда х н у имеют ровно один обший nризн ак.  

Прпмеро'1 сп:.I м етричноrо н антпрефлексивного отношен ия 
служит отношение «рифмоваться» на множестве русских слов. 
Очевидно, что, если слово х р ифмуется со словом у, то и у риф· 
м у ется с х. По тр адициям русского стихосложения рифмова rь 
сдово с с а м им собой не полагается * * ) , т. е. это отношение естr· 
ственно считать аптиреф.1екснвн ы м .  З а мет им, что уже отсюда 
с.1 едует н етр а н з нтивность отношен и я  «рпфмоваться:а> . Действи· 
тельно , нз транзитивности 11 симметричности вытекало бы, ч ro  
д.�я всякого с.1ова х, им еющего хоть какую-то р ифму у, выпо.l · 
нено:  «Х рифмуется с Х». Вnрочем, для современных рифм легко 
указ ать цепочку слов, в которой ка ждые соседн ие слова риф· 
м)' ются ,  а первое и последнее совершенно п е  созвучн ы :  пли 
П<lри - т а р иф - рифм - ритм. 

§ 2. Опер ации н ад толерантностя м и  

Алгебр а ические свойства операций н а д  толера нт· 
востя м и  сравн ительно просты . Большую часть эти х  
свойств II I Ы  ф а ктически у ж е  получил и в § 6 гл авы I. 
Те м  не менее мы систем атизируем и м е ющисся у н а с  
сведения,  добавив необходимые новые. 

Л е м м а 3. 1 . Если А - толеран тность, В - экви· 
в алентность и А с= В, то А s;; В. 

До казател ьство получается п р и менением транзи
тивного замыкания к обеим частям включения А с= В. 

* )  Причем, как мы уже уславлив ались , поскольку В симме· тр ично , элементы х и у, н а ходящпеся в отношен ии В,  м ы  буд·�" 
вместо двух стрелок соединять одним ребром. 

**) Несомненно, читатель найдет опровергающие примеры! 
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С м ысл этой леммы в том , что тра нзитивное замы
кание А отношения толерантности А есть минимал ь 
ная  экви валентность , включающая эту толерантность. 

Из лемм 1 . 1 ,  1 .3 и следствия  из леммы 1 .4 с.11 е
дует, что если отношения А и В суть толера нтности , 
то толера нтностями также явл я ются и следующие 
отношени я :  А U В , А П В, A -t 1 1  А. 

Из л е м м  1 . 1  и 1 .4 ср азу  сл едует 
Т е о р е м а 3.2 .  Для того чтобы произведение А В  

отношений толерантности А и В было толерантностью, 
необходимо и достаточно, чтобы А и В ко.чмутиро
вали. В этом слу,tае А В = А о В. 

Симметризованное произведение А о В то.1ерант
ностей А и В всегда будет толера нтностью . В с а мом 
деле, рефдексив ность в ы текает из демм ы 1 . 1 .  С им мет 
ричность с и мметризованпого произ ведени я А о В сле
дует из того, что 

(А о ВГ ' =- (АВ U ВАГ ' = (АВГ ' U (В А)- 1 = 

= в- 'А- 1 U А- t в - ' = ВА U АВ = АВ U ВА = А о В . 

Можно ввести еще один ва риант симметризован
Iюго произведепия :  А * в = АВ n ВА .  Легко показать , 
что А *  В будет толера нтностью, есл и А и В - толе· 
рантности .  

Полезно еще заметить, ч т о  для л юбого рефлексив· 
ного отношения А отношен и я  А U A-t ,  А П А-1,  А . о  A-t 
будут толера нтностя м и .  

§ 3.  Кл ассы толерантности 

Мы з аймемся здесь изучением структуры п рост
р а нств толера нтности и поп робуем различными спосо
бами предста вить,  как устроены произвольные прост· 
ранства то.ТJер антности . Содержательно, общий резу.'1ь
тат состоит в том , что любое отношение толерантности 
может быть задано набором признаков так, что толе
р а нтные эле м е нты суть те,  которые имеют общие при
знаки .  

Оха р а ктеризов ать некоторую совокупность объек
тов признакаАtи означает,  строго говоря,  сл едующее. 
Возьмем множество М всех этих объектов и м ноже
ство N всех воз можных признаков.  Установи м теперь  
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соответствие 
<р : М -+ N, 

сопоставл яющее каждому объекту из М все те при
з наки , которыми он обл адает . Наоборот, любое соот
ветствие \jJ: М -+  N можно содержател ьно интерпретиро
вать как присвоение некоторым объектам ( элемента\t 
множества М )  некоторых признаков ( элементов из N) . 

Ита к, строгое понятие «соответствие» позволяет 
прида ть точный смысл обиходному  выражению «иметь 
приз н а ки».  В § 1 мы показал и ,  что вс я кое всюду 
определенное н а  М соответствие <р з адает на м ноже
стве М отношение тол ера нтности А "' ,  оп редел яемое 
как совпадение хотя бы  одного п ризна ка (наличие 
общего п риз на ка ) .  

Мы покажем,  что л юбое отношение тол ерантности 
можно задать та ки м обр азом .  Более того,  существует 
векотора я каноническая совокупность п ризнаков, ко· 
тор ая строится по данно му отношению толерантности 
неза висимо от способа его конкретного з адания. 

Отношение тол ерантности Arp на  множестве М мо
жет б ыть определено также на языке покрытий.  (Си
стем а множеств П называется покрытием м ножеств а 
М, есл и UA � М. )  В самом деле .  Пусть <р : М - N -

АеП 
всюду определенное соответствие .  Сопоставим каж· 
дому « признаку» s Е N м ножество М (s ) всех элемен
тов из М, обладающих признаком 6 ,  т. е .  м ножество 
<р- 1 ( Ш ) .  Систем а  всех множеств М ( s )  обр азует по
крытие множества М :  М = UM (6 ) , поскольку JIЮб()Й 

� 
элемент х Е М входит в некоторое М (s) . Легко ви-
деть, что xAq;y тогда и только тогда , когда существует 
такой признак 6, что х Е М (6 )  и у Е М (6 ) . Таким  
образом,  толерантность A rp  может быть з адан а так: 
хА ,1 у, если х и у принад.1 ежат векоторому общему 
классу покрытия {М (s) }. В этом параграфе мы по· 
строим каноническое покр ытие пространства толе
рантности . 

Теоремы этого п ара графа - хороший пример так 
называемых классификационных теор ем , когда объ· 
екты, з аданные абстра ктными а ксиомами,  «материа
лиауются:. в виде конкретной и обозр имой конст· 
рукции.  
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Перейдем к фор мальн ым  построениям. Пусть з а ·  
дано п ростр а нство толера нтности (Л1. �) . 

Оп р е д е л е н и е 3 .3. Множество L � Л1 н азы· 
вается предклассом в (Л1, �) . есл и любые два его эле
мента х и у толер антны , т. е. для них в ы пол нено со
отношение хту. 

Л е м м а 3.2. Для того чтобы два элемента х и у 
были толерантны , необходимо и достаточно, чтобы су
ществовал предкласс L, содержащий оба эти эле
мента. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Если х и у лежа т в пред
кл ассе L, то по определению предкл асса в ыпол нено 
соотношение х�у. Если х-т:у, то множество {х,  у}  с а м о  
образует предкласс, так как,  кроме исходного соотноше• 
ния,  выпол нены также соотнош ени я  хтх, ут:у и ут:х. 

О п  р е  д е л е н и е 3.4. Множество К � Л1 н азы 
в а ется кл ассом толерантности * )  в (Л1, t) , если К есть 
максимальный предкласс .  

Это з н а чит ,  что любое множество R ;:,  К уже не 
является предклассом .  Или ,  иначе, дл я всякого эл е· 
мента z Е Л1, н е  входящего в К ,  существует элемент 
х Е К, не толера нтный к z.  

Л е м м а 3.3 (о  попол н е н и и  п редкл ассов ) .  Всякut1 
предкласс содержится хотя бы в одном классе К. 

Доказател ьство мы п роведем л ишь дл я случ а я , 
когда само м ножество Л1 конечно , так ка к в обще м 
случае необходимо испол ьзов ать так н а з ы в а е м у ю  
трансфинитную индукцию. 

Ита к, пусть L - предкласс. Если само L есть 
класс, то лемма  доказана .  Есл и L - не класс, то 
в множестве Л1 "'. L  существует элемент z, толерант
ный ко всякому эл е менту из L. Доб а ви м т а кой эл е· 
мент z к L, т. е. р ассмотрим м н ожество L t = 
= L U {z} .  Тогда Lt ;:, L и Lt снов а  явл яется п рt:д · 
кл ассом . Л ибо Lt - кл асс, л ибо м ы  продолж а ем даль
ше этот процесс р асши рения предкласса до класса .  
Поскольку м ножество М конечно , через конеч ное 
числ о  ш а гов наше построен ие класса з а кон ч и тс я .  
Л е м м а доказ а н а . 

С л е д с т в и е. Вся кий эле м е нт х Е Л1 содер 
жится в пекото ром кл ассе, т. е. система класс�JJ. 

* )  Там, где не будет опасности недоразумений, мы будем го� 
ворить просто о классв. 
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т.олерантности образует покрытие множества М. 
В са мом деле, в силу рефл ексивности, хтх и множе· 
ство {х} , состоящее из одного элемента х ,  образует 
npeдK.IJ aCC.  

Из лем м 3.2, 3 .3 непосредственно вытекает 
Л е м м а 3.4. Для того чтобы два элемента х и у 

были толерантны, необходимо и достаточно, чтобы су
ществовал класс, содержащий оба эти элемента. 

Теперь у нас все подготовлен о к тому, чтобы сфор
мул ировать и доказ ать основную кл ассификационную 
теорему.  Н апомним еще раз определение простран
ства толерантности Sн.  Оно состоит из всех непустых 

nодмножеств множества Н. Подмножеств а  считаются 
толе рантными в Sн, если их пересечение непусто. 

Т е о р е м  а 3.3. Пусть (М, 't') - произвольное про
странство толерантности, а Н - множество всех его 
классов толерантности. Тогда существует отображение 

<р:  М .- Sн (3. 1 )  

такое, что элементы иэ М толерантны в том и тол ько 
то.м случае, когда толерантны их образы в Sн. 

Д о к а з  а т е л ь с т в о. Выберем в качестве ЧJ отоб
р ажение , которое каждому элементу х Е М сопостав 
ляет множество Н (х) , состоящее из всех содержащих 

его !\Л ассов . По следствию из лем м ы 3 .3 Н (х) =1= 525 
дл я л юбого х. По лемме  3.4 отношение хт:у выполнено 
в том и только том случае, когда Н (х)  П Н (у) =1= 525 ,  
т. е .  Н (х )  и Н ( у )  содержат общий кл асс . 

Есл и  М конечно, то количество всех его подмно
жеств конечно и, стало быть,  конечно простра нство 
Sн. Поэтому вместо отображения (3. 1 )  можно взять 
отображение <р : М - Sp, где р - число классов то.'lе
рантности в (М, т) , которое каждому элементу х сопо
ставляет множество ном еров , содержащих его клас-
сов : 

(3. 2) 

(здесь ni <. р ) . Тол ер антность элементов х и у озн а 
ч ает, что среди номеров , сопоставленных элементам х 
и у согласно (3 .2) , есть хотя бы один общий. Иными 
словами , х и у и м еют общий числовой признак. 

Р ассмотрим в качестве примера м ножество ге
рал ьдических существ на рис. 3.9. Будем пол агать то .. 
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лерантными те из них,  которые имеют общим один из 
следующих признаков : 1 )  быть млекопитающим ;  
2 )  быть мифичес ким существом ; 3 )  быть птицей . 
Легко видеть, что все существа , обладающие одним  
и з  этих призна ков, толерантны меж собой и тем са · 
мым образуют предкл асс. Можно проверить, что для 
множества существ на  рис.  3.9 эти предклассы суть 
классы толерантности . Львы и кони  обладают только 

Рис. 3.9. Г р у п пировка по кдасс а м  толерантности. 

первым признаком и им  соответствует верш и н а Kt 
трехмерного симплекса (попросту говоря ,  треугол ь· 
инка ) . Единорог обладает первым и вторым призна
ко м и поэтому изображен на ребре K1Kz. Альконоста 
и райская птица обл адают вторым и третьим призна 
ко м * ) . И м  соответствует ребро К2Кз. Лебедь поме
щен в верши ну Кз, поскольку ·он о�ладает только 
третьи м  из признаков .  

Рассмотри м  теперь всюду определенное соответ
ствие 

qJ:  м - н. 

* ) Впрочем , воз можно, адьк
оноста одновремен

н
о 

является 

и птицей и м.1екопнтающи�1 ;  р нс. 3.9 нуждается тогда в исправ·  
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которое каждому х Е М сопоставляет все классы, 
в которые он входит. Из леммы 3.4 вытекает, что хт:у 
равносильно тому, что у х и у имеется общий образ 
в Н. Тем самым доказана анонсированная в § 1 .  

Т е о р е ма 3.4. (Л. Кальмар - С. Якубович ) .  Про
извольног отношение толерантности t на множестве 
М можно задать как отношение А <�� с помощью неко· 
торого всюду определенного соответствия 

<р: м - н. 
* * * 

Рассмотрим  теперь, как выглядят классы толе· 
р антности в некоторых конкретных пространствах то· 
лерантности . 

П р  о с т р а н  с т в о Sp .  Напомним ,  что это прост· 
ранство толерантности состоит из множеств номеров 
в ида х = {п 1 , пz, . . . , пk} , где все ni � р, причем эле· 
менты х и у тол ерантн ы, если они содержат общий 
номер. 

Обозначим через К1 множество всех элементов , со· 
держащих номер i. Например ,  при р = 3 и i = 1 ,  Kt 
состоит из элементов { 1 } , { 1 ,  2} , { 1 ,  3} , { 1 ,  2, 3} . Ясно, 
что если х Е Ki и у Е Ki, то они заведомо имеют об· 
щий номер l, и потому хт:у. Стало быть, Ki есть пред· 
класс. Пусть теперь z - произвольвый элемент, не 
входящий в К1, а х = { i} - тот элемент из К-1, который 
имеет единственный номер l. Ясно, что хт:z не выпол· 
нено, поскольку z не содержит номера i, а х содержит 
только этот номер.  Значит, предкласс Ki нельзя рас· 
ширить и справедлива  

Л е м м а 3.5 . Множество К1 является классом то· 
л е рантности. 

Так как Ki состоит из всех множеств вида {t, 
п 1 ,  • • •  , nk} , то число элем ентов множества Ki равно 
2Р-! - число всех подмножеств множества из остав· 
шихся  р - 1 номеров. Геометрически к, составляет 
совокупность всех граней (любых размерностей ) сим
пл екса ,  содержащих i-ую вершину. 

Фактически найденных классов К1 достаточно, 
чтобы з адать толерантность в Sp. Точный смысл этого 
утверждения состоит в том ,  что соотношение хт:у вы
nолняется тогда и только тогда , когда существует 
класс Kt, содержащий одновременно х и у. Действи-
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тельно , если х,;у, то х и у содержат некоторый общий 
номер i, и тем самым входят в класс Kt. Обратное 
столь же очевидно. Таким образом, лем ма 3.4 допус· 
кает для пространства S Р уточнение. Для п роверки 
толерантности достаточно ограничиться Провер кой 
вхождения в один и з классов Kt. Меньшим зап асом 
классов ограничитьс я уже нельзя,  поскольку толе• 
рантность элементов {i} и {i, j} опр еделяется их вхож· 
дением и м е н н о  в класс Ki (см .  ниже лемму 3.6) . Од· 
на ко в Sp кроме Ki есть еще классы толерантности 
в указанном см ысле избыточные. Так, в Sз м ножество 
{{ 1 , 2} , {2 , 3} , {3, \ } , { 1 , 2 , 3}} образует класс. (Это про· 
веряется непосредственным пер ебором . ) Ясно , что 
этот класс не совпадает ни с одни м  Kt, так как не со· 
держит элементов вида {i} . Замеченный факт 
о существовании « необходимых» и «избыточных» 
классов естественным образом приводит к понятию 
базиса . 

О п р е д е л е н и е 3.5. Совокупность Нв = {Ю ,  К2, • • • } 
классов в пространстве толерантности {М, ,;) назы
вается базисом, если  1 )  для всякой тол ер антной 
пары  х и у существует к.11 асс Ю Е Н в. содержащий 
оба этих элемента : х Е Ю, у е Ю; 2)  удаление  и з  
Н в хотя бы одного кл асса пр иводит к потере этого 
свойства , т. е . для всякого Ki Е Н в существует толе
рантная пара х, у, для которой Ki является единст· 
венным общи м кл ассом толерантности в Н в .  

3 а м е ч а н и е .  Произвольизя система кл ассов 
толерантности , обладающая свойством 1 )  из оп  редел е· 
ния 3.5, содержит базис. Чтобы выделить этот базис, 
достаточно последовательно удалить «лишние» клас· 
сы. Правда, для проведения этой процедуры в случае 
бесконечной систем ы кл ассов понадобится уже упо· 
минавшаяся трансфинитная индукция . 

В качестве исходной системы можно выбрать все 
множество классов. Отсюда следует существование 
базиса в любом пространстве толера нтности . 

Используя понятие базиса ,  мы сформулируем еле· 
дующее утверждени е : 

Т е о р е м  а 3.3' . Пусть (М, ,;) - произвольнов про· 
странство толерантности, а Н в - баз ис. Тогда суще· 
ствует отображение 
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т.акое, чтб элементы из М толерантны в том а тол ько 
том случае, когда толерантны их образы в Sнв· 

Эта тео,рема  доказывается почти бу квал ьн ы м по
вторением доказа :rел ьства теоремы 3.3, а смысл ее 
состоит в том ,  что л юбое простра нство тол ер антности 
реал изуется (с точ ностью до с клеек ) ка к систем а мно
жеств кл а ссов и з  базпса  с естестве нной тол е ра нт 
ностью т и п а  Sнв · 

Выше м ы  показал и ,  что в п рост р а н стве толерант
ности Sp н абор кл ассов К, , Kz, . . . , КР образуст 
базис, не .сов п адающий с оовоку.шюстью всех 
кдассов.  

С .  М. Я к;тбович ( НТИ, сер. 2, 1 968, N2 • 10)  описала 
все кл ассы тоJiер антпост.и в Sp. Мы · не  будем п риво
дить здесь это ·о п ис а н и е ,  а тоJi ько установим одно 
п ростое свойство этих кл ассов.  

Л е м м а 3 .6 .  Если К - класс толера нтности в S р ,  
содержащий элемент {i} , то !( = Ki . 

Действительно,  все элементы, толерантные к {i} , 
обяз аны содерж ать номер i в своем наборе. Значит, 
К с:: Ki. Но .к есть кл асс , т. е . ·по о п р едел ен и ю  не мо
жет це;�ш ком содержаться в другом кл ассе . Знач ит, 
К = Ki . 

Отсюда сразу по.l!учается 
Л.е м м а 3.7 (С . ·М . Я кубович ) .  В пространстве S p  

существует единственный базис : {К, ,  'К..2, . . . , Кр} . 
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть Нв - базис в S p . 

Тогда в нем обязан существов ать кл асс ,  содержа щи й  
элемент '{t} . П о  п редыдущей л е м м е  такпм кла ссом мо
жет б ыть только Ki . Стало быть, базис Н в должен 
содержать все классы Kt.  К2, . . .  , Кр . Но он и уже 
са м и  обрезуют б аз ис,  т.  е. Н в = {Kt ,  К2, . . .  , Кр} . 

В силу  определени я базиса то.ТJерантность в S n 
можно з адать ( ка к  она ,  впрочем ,  и з а д а н а  в а р а нее ) 
тол ько р п риз н а ка ми , соответствующими ·р базисны м 
классам К,, К2, . . . , Кр . П р и  этом не надо дум ать, 
в какие паразитические к:лассы входит еще каждый 
элемент. 

Итак, в п ростра нстве 8р остал ьные кл ассы и г р а ют 
чисто па рааитическую ·роль, не уч аствуя ни в одном 
б аз исе. Вообще говоря ,  существуют п ростр а нств а  то 
.ТJ ер а нтности с нееди нственн ы м  базисом . Та кой п р и
м е р  л е гче всего построить геометрическп.  
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За·метим ,  что в графе, изображающем м ножествб 
с некоторым отношением толерантности , кл асс тол е
рантности образует макси мальный полный подграф 
в том смысле, что все вершины,  входящие в один 
класс толера нтности,  соединены в графе ребрами  (по
скольку класс является предкл ассом ) , а любая  другая  
вершина не соединена ребром хотя бы с одной верши
ной из данного класса .  На рис .  3.5 легко выделяются 
группы вершин, образующие максимал ьные полные 
подграфы в Sз. Это { { 1 } ,  { 1 , 3} , { 1 ,  2} , { 1 ,  2 ,  3} } ; {{2} , 
{2, 3} , { 1 , 2} ,  { 1 , 2 , 3} } ; { {3} ,  { 1 , 3} ,  {2 , 3} , { 1 , 2 , 3} } , соот
ветствующие базисным классам К1 , К2, Кз, и группа  

Рис. 3. 1 0. Дв а базиса. 
{ { 1 , 3} , {2, 3} , { 1 ,  2} , { 1 ,  2 . 3} } ,  образующа я пар азити
ческий кл асс .  

Граф на  рис .  3 . 1  О изображает бесконечное про
стра нство толера нтности - правильную треугольную решетку,  в которой соседние узлы толерантны между 
собой. Классом здесь будет каждый треугольник.  

1 • 
Один базис Н8 образуют все зачерненные треуголь-
ники , а другой Н� - все белые треугольники . Дей
ствнтелыю, каждое ребро (т. е .  каждая пара х, у раз
л ичных толерантных элементов) принадлежит дву :�.t треуго.'lьника м - светлому и темному. Поэтому дл я 
толерантности п ары  х и у необходимо и достаточно, 
чтобы эта па ра входила в общий темный (светлый )  
треугол ьник.  

Простра нство толерантности на  рис. 3. 1 1  образует 
конеч ную вырезку из предыдущего. В нем есть оче .. 
видный базис н1, состоящий из всех затемненных 

4* ' 9! 



треуго.1 ьников - всего 1 0  кл ассов ,  но в нем можно 
обн а руЖ И ТЬ И другоЙ ба зис  ff� , СОСТО Я ЩИЙ И З  BCeJt 
треугол ьни ков, отмеченных крестика м и .  Этот базис  
состоит уже из 12  ю1 ассов .  Таким  об разо м ,  ч исло 
кл ассов в б а зисе  не  и н в а р и а нтно относител ьно выбо
ра  базис а .  П редоста вл яем читател ю п роверить, что 
в при мере на рис. 3 . 1 1  и м еется только два у к а з а н н ы х  
базиса . 

П р о с т р а н с т в о  
стр анства дано  в § l .  

В';. Оп ределение  этого п ро
Оно состоит из  це.1очнсле 1ш ы х  
кортежей х = < � � .  �2 • • . •  , � 1') 
д.1 и н ы  р, где О � � i  � m - 1 .  
Обоз н а ч и м  через К{ м ножест
во, состоя щее из всех элеме l ! 
тов ,  для которых �i = j ( i = 1 ,  
2 , . . .  , р ;  j = О, 1 , . . .  , т - 1 ) . 
Легко проверить, что эти м t ю
жества образуют кл ассы толе
р а нтности . Итак,  класс К{ 
это совокупность кортежей , у 
которых фиксиров а н н а я  коо р-

Рис. з. 1 1 . Два базиса с дината принимает фиксиров а н -

разны\1 числом классов. ное значение.  Из определ е н н н  
толерантности в В�' сразу  сле

дует, что классы К{ образуют базис .  Общее кол иче
ство этих классов р авно pm, а каждый класс содер
жит mv-1 эл е ментов . Менее очевиден тот ф аю, что 
в в�п существуют и другие кл ассы томрантнести * ) . 

* * * 

Когда отношение толерантности оказиша етсн 
транзитивным , т. е.  превращается в свой ч астный слу 
ч а й - в отношение эквивалентности , т о  кл ассы толе·  
р а нтнести п р ев р а щ а ются ,  очевидно, в кл ассы э к в и в а ·  
лентности . Т а к  ка к кл ассы эквивалентности не пере
секаются ,  с п р а ведл и в а  

Л е м м а 3.8. Отношение толеранлюстu т является. 
отношением эквивалентности тогда и тол ько тогда, 
когда классы толерантности не пересекаются друг 
с другом. 

*) См . Ю. А. Ш р е й  д е р, Простран ства толер антнос rн ,  Ktl· 
бернетика, 1 970, N2 2. 
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Вернемся теперь к изучению отображения <р, по· 
строенного в процессе дока з а тел ьства тео ре м ы  3.3 . 11 
выясним ,  ка кие элементы из М имеют одинаковьпi об· 
раз при отображении  <р, т. е .  отчего <р быва ет не и н ъ
е ктив н ы м .  

О л р е д е л е н и е 3.6. Пусть (М, t) - пространс1  в о  
тол е р а нтности. Множество L s;;; М н азывается ядром, 
если существует та ка я совокупность кл ассов К1, 
К2, • • •  , что L есть совокупность всех элементов из М, 
каждый из кото рых входит во все эти и тол ько эти 
кл ассы. 

Ядра - это прообразы при  отображении <р. Д ей· 
ствительно, ядро Я (Kt ,  К2, • • •  ) состоит из всех тех 
элементов х,  для которых образ <р (х) есть и м ен но это 
м ножество классов то.1ерантности : {К1 , К2, • • .  } .  Отс ю· 
да ясно , что непустые ядра образуют разбиение м но·  
жества М и тем с а мым задают отношение эквивалент· 
ности . Мы попробуем разобраться, как  это отношение 
связано с исходной толер а нтностью. 

Пусть з адано пространство толерантности (М, t}. 
Далее мы  будем обозначать через Т х множество всех 
эл ементов , толерантных к х. Отношение е на  М оп ре· 
дел и м  условием 

хеу, если Тх = Ту. (3 . 3) 

Иначе говоря ,  хОу означает, что х и у толер антны 
к одним и т е м  же элементам .  

Л е м м а 3.9. Для того чтобы выполнялось соотно• 
шение хеу, необходимо и достаточно, чтобы х и у ле .. 
жали в одном и том же ядре Я (Ю, К2, • • •  ) • 

Д о к а з  а т е л ь с т в о. Пу сть х и у прин адлежат 
ядру Я (Ю, Ю, . . . ) . По лемме 3 .4 м н ожество Т х со
стоит из всех элементов, входящих хотя бы в оди н из 
кл а ссов Ю, К2, • • •  : Тх = Ю U К2 U . . .  Но то же с а м uе 
спр аведливо и для множества Т У• т. е. Т х = Т u или 
хеу. Обратно. Предположим,  что хеу, и пусть х при· 
н адл ежит векоторому классу К. Тогда для любого 
z Е /( будет выполнено соотношение xtz. В силу (3 .3) .  
выполнено и ytz. Значит,  у Е К ( поскольку К - м ак· 
сим альвый предкл асс) . Аналогично показывается , что 
всякий кл асс , содержащий у, содержит одновременно 
х.  Ит а к, х и у прин адлежат одной и той же совокуп .. 
ности классов, а з н а чит,  и общему ядру. Лем м а до· 
каз а н а .  
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Отсюда вытекает важное 
С л е д с т в и е. Отtюшение е есть эквивалентность, 

а непустые ядра служат для е классшш эквивален т
ности. 

От мети м очевидное вкл юченп е  

.я (Ю, К.2, • • • ) s; ю n К.2 n (3.4 ) 
В случ ае  эквивалентности классы не пер есе i\а ют

с я  и каждое ядро совп адает со своим кл ассом толе-
р а н т ности : 

.я (!() = /(, 
и,  кроме того, д.ля л юбого х Е Я (К) 

т .1: = я (!().  
Л юбопытно з а м етить , что п р и  обобщении понятия 

эквивалентности - переходе к толер а нтности - поня
тие кл асса эквивалентности р а сщепляется на два раз 
н ы х  п о н я т и я - класс толерантности и ядро .  Это до
вольно часто встречающаяся в м атем атике ситуа
ция - расщепление понятий при п ереходе от ч астного 
пон ятия к общему. 

О п р е д е л е н  и е 3.7. Простр анство толерант
ности (M;t) н азывается безъядернылt , есл и к а ждое 
ядр о  состоит не более чем из од ного э.'!емента . 

Примерам безъядерного п ространства может слу
ж и ть простр анство , изображенное на  р ис .  3. 1 0. Каж
дая точка принадлежит ровно шести треугольникам -
кл асса м тол ер антности. Од н о й  шесте р ке прим ыкаю 
щих треугольников соответствует ровно одна точка 
определяемое этими  классамй  ядро. Любой другой 
совокупности треугольников соответствует пустое ядро. 
Дл я безъядер ных пространств толерантности основ
н а я  классификационная теорема (теор ем а 3 .3)  может 
быть уточнена  так : 

Т с о р е м а 3.3". Пусть (М,  т) - безъядерное про
странство толерантности, а Н - множество всех его 
классов толерантности. Тогда существует инъектив
ное отображение 

q>: м � sн 
такое, что элементы из М толерантны в том и только 
в тo.�tt случае, когда толерантны их образы в Sн. 

Дл я  конечных пространств с нетривиальными яд
рами  можно применить тот же прием , который был 
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уже использован для  задания  призн ака м и  эквивалент
tюст и .  А им енно, выберем в каждом я д р е  свою нуме· 
рацию. Сопоставим каждому элементу х конечного 
пространства (М, т) н абор номеров 

х � (nJ; n 1 ,  n2 ,  • • • , nk) , 
г де ll t ,  n2, . . .  , nk - те же самые номера, что и 
в (3 .2 ) , а l l o - н о м е р элемента в своем ядре. Ясно, что 
элемент однозначно определяется целочисленным и 
п р изн а к а м и  11 о ;  n 1 , n2, . . . , nh , а толерантность п а ры  
определяется совп адением одного и з  признаков п 1 ,  
11 2 ,  • • .  , 1 1 1: ·  

Пусть теперь (.М ,  т) - произвольнос п ространство 
толерантности .  Обозначим через м я  множество е го 
ядер и определим толерантность ядер Я t и Я2 усло
вием : Я 1 тяЯ2 ,  еслн существуют представители Xt Е Я t 
и Х2 Е я2. то.тно>рантные в (М,  т) .  Так как элементы од
ного ядра имеют общее множество толерантных с ни
м и  элементов , то из Я 1't51Я2 следует, что для любого 
xl Е Я 1 и любого Х2 Е я2 выполнено X ! 't'X2. Иначе го
воря , ес.пи х 1тх2, x�6xl ' х�6х2, то т акже х�тх�. Iv\ ы  
получили новое простра нство (М.Я,  'tя). Можно убс· 
диться, что оно-то уж будет безъядерным .  Ясно т а к 
ж е ,  что хту равносильно Я (х) 't 51Я (у) , где Я (х)  и 

Я (у) - содержащие эти элементы ядра .  
Теперь з аметим , что ядра можно было бы опреде

лять не с помощью полного запаса классов, а только 
с помощью классов, принадлежащих векоторому ба
зису Н в . Пусть {Кf , /(�, . . .  } - пекоторая совокупнос п .. 
классов из базиса Н в· Ядро.м Я (К!, К� • . . .  ) относи
тельно баз и са Н в мы назовем совокупность всех эл е
ментов из М, каждый из которых входит во все эти 
к.'1ассы и не входит ни в какие другие кJшссы из дапноi о 
базиса Н в ( ер .  с определением 3 .6) . Верна  следующая 

Л е м м а 3. 1 О. Разбиение множества М на ядра 
отн о с и тел ь н о  базиса Н в совпадает с разбиением .мно
жества М на обычные ядра. 

Д о к а з а т е л ь  с т в о. Буквально повторяя  дока
зательство леммы 3.9,  мы nолучим , что ядра ,  оnреде
ленные по базису Н в . суть классы эквивалентности 
по е .  Стало быть, они совпадают с исходными ядра ми . 

Рассмотрим еще р аз пространство В';. Л егко ви 

деть, что К{ n К� = 0 nри j =F k. (Один и тот же 
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набор ( � 1 ,  �2, . . .  , SP ) не может и меть два разных зна
чения  координаты �; . )  Каждый элемент х= (6 t .  62 . . . .  

t ) · /(6 1 r.\'�2 l(sP 
• • •  , <:оР входит ровно в р кл ассов . 1 , l'  2 , • • •  , Р • 
Таким образом,  все непустые базисные ядра здесь 
имеют впд я (к7 1 , к;2 , • • •  , к;r) и состоят ровно из 
одного элемента :  простр анство В'; безъядерно. З а -

вт м етим , что в случае  простр анства толерантности ;1 
включение (3 .4 )  обр ащается в р авенство 

я (к� � .  к;2, . . .  , к;r) = к� � n к;2 n . . .  к;r. 
В некоторых случаях оказывается полезной 
Т е о р е м  а 3 .5 .  Если пространство толерантности 

(М, t) и.меет конечный базис Н в ,  то совокупность всех 
классов толерантности в (М , t )  конечна. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу лем м ы  3. 1 0  число 
ядер конечно, т .  е .  конечно пространство ядер (МЯ, т 51) . 
Зн ачит , (МЯ , т51) и меет конечное число классов 
толерантности . Но так как xty равносильно 
Я (х) тяЯ  (у) , то каждый класс толерантности в (М, r)  
есть объединение ядер , образующих соответствующиif 
класс толер антности в (МЯ, т5, ) .  Таким образом , со-
вокупность всех кл ассов то.'Iерантности в (М,т') I\ O· 

нечна .  
Обратим внимание, что  н и  в формул ировке тео

рем ы ,  ни в ее доказательстве не предпол агается, что 
(J1 ,1') конечно .  Оно и фактически м ожет быть Gес
конечным за  счет бесконечности ядер .  

§ 4 . Дал ь ней ш ее исследован ие 
структуры толерантмастей 

Рассмотрим м н ожество М 11 его покрытие П. П ]ру  
(М,  П) м ы  будем далее называть картой. 

Произвольн а н  карта (М, П) позволяет ввести н а  
м ножестве М отношение толерантности т, определен
ное условием : хту, если существует такое .4 Е П, что 
одновременно х Е .4 и у Е А. Так определенную толе
р антность т мы назовем толерантностью, порожден
ную картой (М,  П) .  Очевидно, каждое .4 Е П является 
П!Jедк.'lассом порожденной толер антности t. 
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Если (М,  -r) - пространство толерантности и Н 
множество всех классов толер а нтности в э rом нро•  
с1 р :шстве, 1 0 , н силу л ем м ы  3.4 ,  ТОJlер а нтность, п п 
рожден н ая к а ртой (М, Н) ,  сов п адает с исходноii 
толерантностью -r. Аналогичное утверждение спр авед
ливn и дл я произвольнаго базис а  Н в в простр анстве 
(М, -r) .  

Ка рта (М,  П)  называется канон и ческой, если каж
дый :•Ji ем ент А покрытнн П оказ ы в ается кл ассо''1 1 0� 
.перантности , порожденной исходной картой (М,  П ) .  
Легко видеть, что если карта ( М ,  П) является кано
ническоИ,  то П содержит некоторый базис Н в пораж
денной толер антности :  П = Н  8 • 

Н а  {Н :С .  3 . 1 2  слева изобр ажена некоторая  карта 
(М, П ) ,  а справа - систем а  классов порожденной 

Р ис. 3. 1 2. 

толер а нтности ( в п рочем,  в да нном случае эта систем а  
состоит и з  одного кл асса ) .  Этот при мер показывает, 
в частности , существование  векаионических карт .  

Каждая карта (М,  П) естественным образом при·  
водит к всюду определенному соответствию 

'1\J :  М -> П, (3 .5 ). 

которое ка ждому э .1 е м енту х Е М сопоставляет все те 
А Е П ,  для которых х Е А .  Наоборот, если дано не
которое всюду оп ределе нное соответствие ф': М -+  L, 
то оно порож;.�.ает покрытие П м ножества М, состоя
щее нз п рооб р азов элементов из L при соответствии 
ф'. Taюi!I I  образом ,  А Е П тогда и только тогда, когда 
существует та кое 1; Е L,  что А есть м ножество элемен
тов из М, которым соответствие 'Ф' сопоставляет G·  
Обозн ач п м  дл я да.l ы iейшеrо п рообраз элем ента s Е L 
при соответствии 'Ф' через М (s) .  
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По соответствию (3.5 ) можно построить отобра·  
жени е 

<р: М -+  Sн , �3 .6) 
J, о тор ое каждо м у  э л е м енту х Е М сопоставляет не·  
п устое множество элем ентов А Е П ,  для которых х Е 
Е А .  С п о м ощью отображения (3 .6 )  толера нтность т, 
п о рожде н п ая исходной ка ртой \М, П ) ,  вы р а ж а ется 
усJJовием : хт:у, есл и <р (Х)  n <р (у )  :::/= 0.  Можно ввести 
еще и отнош ен ие e n ,  определ я ем ое усJювисы : хОн у, 
есл и qJ (х)  = <р (у) . Отношение еп , о ч е в и дно, я в.1 я стся 
эквивалентностью. 

а) б) 
Рнс. 3. 1 3. 

В соотве1 ствии с р анее приняты м словоу nотреб.'IС·  
в ием м ы  будем говорить,  что ото б р а жен ие <р сопоста в
ляет элементу х м ножество <р (х) s: П его признаков.  
Тем с а мым м ножество П будет и нтерпретироваться 
как м ножество признаков,  заданных ддя объектов из 
м ножеств а М. П р изнаками каждого элемента х Е М 
я вляются те м ножества А Е П, для которых х Е А . 
Таким образом , любая к а рта (М, П) есть способ опи
сания систем ы признаков , з аданных н а  множестве М. 
В ы сказ ы в а ние «эдемент х обл адает п ризна1юм А »  р ав · 
носильна вкточению х Е А . Кл ассы порожденной то
.'lера нтности н а з ы в а ются каноническими приэнаками. 
Ка нонические п риз н а ки опредедя ются самой толерант· 
1r остью,  а не способом ее задания . 

Интересно посмотреть п а  примерах, как канопи· 
ческ и е  п р из н а ки в ы р а ж аются через исходные при
з н а ки карты.  

В п р и м ере н а рис.  3. 1 2  и мее м  

.К = А 1 U А2 U Аз. 
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Н п р м м ере >I I a  ·PJI C .  3 . 1  З, l(l изобр а ж ено соответствие :  
11'' :  М --+ L,  где L = l6t , 62, sз} , а М = {х, у, z, и} . На  
·рис .  3 . 1 3, б и зоб р а ж ен ы классы порожден ной то.ТJе·  
ра нпюсти .  Легко п р овер ить, что 

I l a р и с .  3. 1 4  нсхол:п а я  ка.рта уже являе гся кане
ппчсс коii . 1 Io ес.1 и  взять J( а нон ическую ка рту (М, Н) 

а} 5) 
·Рис. 3. 14.  

с пол н ы м  н абором классов толерантности,  то полу
ч и м ,  что 

Мы изучим далее, каким обр азом и всегда ли к а 

нонические п р из н аки м огут быть выражены через п с 
ходные. Ответ н а  поставленны й вопр ос дает 

Т е о р е м  а 3.6. Для произволыюй карты (М,  П) '  
любой кла сс по рожденной толерантности К всегда мо 
жет быть выражен через элементы покрытия П с r�о
мощью операций пересечения и объединения. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Р ассмотрим некотор ы й  
к.ТJ а сс толер антности f(. П усть х Е К. По опр едел ен ию 
к.r1 а сса , дл я всякого уЕК, хту, а по определению то
лерантности существует приз н ак Аху Е П такой, что 

х Е Аху и уЕАху· Тот да 1 ) х Е n Аху;  2) n Аху = к. у е К  у е К  
Действительно, 1 ) следует из того, что х Е Аху для 
всех признаков Аху, а 2 ) следует из того, ·Что вся
кий z, п ри н адлежащий Аху, толерантен к у. По
с кол ь ку у - произвол ьный эле мент из К, по свойству 
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максимальности кл асса z Е К. Отсюда вытекает, что 

К = U n Axu• (3.7) 
Х Е /(  у е /(  

что доказывает теорему . 
Подчеркнем , что канонические признаки опреде

ляются через исходные без перехода к дополнешНI I\1 .  
О связи между исходны м и  и каноническими призн а 
к а м и  говорит также 

Т е о р е м  а 3.7 .  Существует такой базис классав 
порожденяой толерантности, что каждый из классов 
: л ога базиса содержит некоторое Jмюжество А Е П. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  По определению толерант
н ости в М для вся кого А Е П любая п а р а  х Е А и 
у Е А толерантна ,  т. е. х-т:у. Зн ачит , А есть предкласс. 
Тогда по лем ме  3.3 с у ществует класс КА =:J А. Выбе
р ем для к а ждого А оди н  из кл а ссов КА. Очевидно, 
выбр а нн ая совокупность кл а ссов удовлетворяет ус
л овию 1 )  из определ ен и я 3.5. З н ачит, она содержит 
некоторый базис Н в.  

С л е д с т в и е .  Когда М конечно, то существует 
базис классов толерантности, число классов в ко го
ром не превышает количества исходных признаков. 

В само м деле.  Каждому исходному признаку А Е 
ЕП мы пост а вил и в соответстви е некоторый класс КА· 
Таким образом ,  м ножество этих классов {КА} содер 
жит не  больш е  эле111 ентов,  ч е м  число признаков 11 . 
В ы б и р а я  в {КА} ба з и с , м ы  можем только уменьшить 
ч и сло классов. 

Рассмотрим исходну ю к а рту ( М, П) и полученную 

и з  нее к а н о н и ческую ка рту (М , Нв) , где Нв - базис. 
Кю< мы уже отмеча.а и ,  отношения толерантности , за
даваемые па  множестве объектов М обеими картами ,  
совпадают. 

Несколько и н а ч е  обстоит дело с отношением экю!
в алентности еП> з ада ваем ы м на  М с помощью опреде-
.'!ения , пр и ведеи но го в начале параграф а. Пусть 811 -
отношение экви в а л е нтн ости , задан ное исходным мно
жеством признаков П ,  а е - отношение эквивалентно
сти,  заданное по (3 .3 ) . Как показывает пример н а  
рис. 3 . 1 2, отношения е л  и е могут и не совпадать. 
И менно, для этого примера  отношение ел выполнено 
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тоJJько для сов пада ющих объектов , так как каждому 
объекту соответствует р азл ич ный н абор исходных при
зн аков . Отношение е, н а п роти в , вы полнено для л юбой 
пары объе ктов . 

В общем случ а е с п р а ведл и ва 
Т е о р е м  а 3.8 .  Если вьтолнено соотношение х8пУ• 

то выполнено и соотношен ие xf)y, т. е. еп s;;;; f). 
Д о к а з  а т е  л ь  с т в о. Если х6п У• то совокупности 

исходн ых п р и з н а ко в  <р (х) и <р (у) ,  вы полнен ных для JJ: 
и у, совп ада ю т . Это озн а ч а ет,  что,  для каждого эле
мента покрьпи я А ,  х и у одновременно содерж а тся 
или не содерж а тся в А . Из теоремы 3.6 (см. ,  в ч аст

ности , (3 .7 ) )  в ы тек а ет , что дл я ка ждого кл а сса толе
р антности х и у однов ременно содер ж атся или не со
держ атся в нем . Т а к и м  образом ,  х и у и меют оди н а 
ковые н а бо р ы  I< а н о н и ч еских п р из н а ков , т.  е .  хеу. Тео
рем а  доказ а н а .  

Следующа я теорем а ,  п р и н адлежащая С. М. Я кубо
вич ,  дает условия того, что не1юторое м н о жество А Е 
Е П явл я ется кл ассо м тол е р а н тности , т. е. того, что 
некоторый п ри з н а к я вляется ка ноническим .  

Т е о р е м  а 3.9 .  Пусть имее тся карта (М,  П) .  Для 
того чтобы эле.м ент покры тия А Е П являлся клас
СО!оt порожденно й толерантности т, необходимо и до
статочно, ч тобы д.1я любого подмножества По с:: П, 
из А s;;; U В следова.ю бы n В s;;;; А . 

8 е: l l o  В Е П о  
Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  С н а ч ал а  п редположи м , что м ножество А Е П н е  я вляется кл а ссом тол е р а нтности. 

Так ка к А я вляется п редкл ассом ,  то единственная  при
чина,  по которой А может не быть классом ,  состоит 
в том , что су ществует z, не  входящий в А и толера нт
ный ко все м э л е м е н т а м х Е А. З н ачит, для вся кого 
х Е А существует м ножество Вх Е П, содер ж а щее х и z. Так и м  обр аз о м , м ножества Вх образ у ют покрытие 
м ножества А :  А G;; U В х .  Но все Вх соде ржат эле· 

мент z, 
n Вх 

Х Е А  

X G A 
не входя щ и й  в А . Следовательно, пересечение 

не содер ж и тся в А . Итак,  мы доказ али доста-

точ ность ус.'!овия , у казанного в теореме 3.9. Докажем 
теперь необходи мость. Пусть существует такое 
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nодмножество Ifo�П. что А с U В, но n В �:t; А .  
B ·E llo B e ll, 

Зн ачит, существует элемент z, не входящий в А ,  но 
входящий во все В Е По. Этот элемент толерантен IIO 
всем х Е А . Значит, А не является м аксимальным 
предклассом,  т .  е .  не является классом толерантности . 
Теорема доказана .  

Предоставляем читателю применить теорему 3 .9  
к пример а м  на  рис .  3 . 1 2 , 3 . 1 3 , 3 . 1 4 . 

Рассмотр им еще так называемые сопряженные и производ
вые пространства то.1ераптностн. 

Пусть (М, т) - произвольнос пространство толерантности , 1 1  
nусть Но - пекоторая совокупность классов тодерантности. Мно
жество Но естественн ы м  обр азом превращается в пространство 

х ,  Kz кз К�, к5 Кв < м,•" •; 1 2 3 4 5 б 
Рис. 3. 1 5. Пространст во, сопряжен нос 1{ Jlll• 

исiiиому. 

тодrр антпости (Но, т*) при помощи едедующего опредедениn:  
Кт .. К',  ecJJИ к n К' =1= {ZJ. 

О п  р е д е .'1 е н и е 3.8. Если Но совпадает с множеством Н всех 
к .�ассов ,  то пространство (Н, т*} называется сопряженным к (М, т) и обозначается (М*, т*) (таким образом, Н = М*) . 

Рассмотрим несколько примеров . 
Если т - полное отношение, то сопряженное пространство 

состоит из одного э.;rемента. 
В пространстве Sp элемент Хо = { 1 ,  2, . . . ,р}, содержащи й все 

ч нсда ,  толерантен ко всем элементам и, стало быть, входит во 
все классы толер антности . Значит, в пространстве (S;, т*} т* 
полное отношение. 

На рис. 3. 1 5  изображен .'!ипейный граф из 7 вершин . Кдас
с а ми то.1ерантности яв.1яются «ребра», а толерантны классы , со 
ответствующие смежным ребра м . Ясно , что для линейного графа 
и з  k ВРршин сопряженным является пинейный граф и з  k - 1 
вершин. 

На рис. 3.16 изображен циклическ ий граф. Сопряжениым к 
нему будет циклический граф из того же числа вершин (есди к.:>• 
личество , вершин исходного графа бнло больше трех ) ,  
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На рис. 3. 1 7  изображено nростр а нст во тоJiерантности (М, т) ', 
состоящее из двух циклов, зацеnленных в одноi1 точке. Сопр яжен
ное nростоанство , (М*, т*) состо11  r из таких -же . цикдов с более 

1 

(М, 7: )  (м * ,  7: *) 
Рис. 3. 1 6. П ространство, сопряжен ное к ц11· 

кли•Iескому. 

Рис. 3. 1 7. Два за цепленных цикла и сопря
женное nрост р а н ство. 

сложным зацеплением. Но сопряженное к последнему nростр ан
ство (М* *,  т*�) по существу совпадает с исходным nростр а н ·  
ством (М, т) . Аккур атную nроверку этого факта мы предоста в 
днем чптатедю. 

О п р е д е л е н и е 3.9. Пусть Н и - базис. Тогда nростр анство (Н в ,  т*) н аз ыв ается сопряженным к _ (М, т) ; относительно дан
ного базиса Н в .  
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О п  р е д е л е н п е 3. 1 0. Второе сопряженное просте анство пт
носите.1ьн о пекоторога базпса Н в в (М, т) и баз пса Н в в (Н в. т*) 
н азыв ается производны.м. от исходного простр а н с т в а  то.1 е р а н ш о 
сти (М, t) . 

Итак, производвое простр а нство толерантности (М', t') опре· 
nеляется не однозн ачно , а с точностью до выбора баз исов. Э rот 
nроизвол исключается, когда (М , т) и (Н в, т*) имеют по един
ственному базису. (Напр имер , когда все Н образует базис 11 
(М, т) , и базпс в (Н, t*) тоже содер ж ит все соответствующне 

К.1аССЫ.) 
Рассмотрим несколько при меров, понятных пз предыдущих 1 1 .1·  

люстраций : 
1 .  Для тшейного графа с k вершина м и  (k � 3) щюизводвое 

простр анство есть также шшейный граф, но с k - 2 вер шв н а �ш 
(см.  р ис. 3. 1 5) .  

2. Для циклпческого графа нз k вершин (k �4)  произ водвое 
пространство толер антности «совпадает» с исходным (см .  
р ис. 3. 1 6) . 

3. Для з а цеп.1 е п н ы х  цикл ич еских графов (см. р ис. 3. 1 7 )  про·  
изводное пространство «совпадает» с исходн ы м  прострапство.\f, 

4. Д.1Я простравства  S p  пропзводное s� состоит 113 одrюго 
элемента. 

5. Еслп в простр апсгве  В'!) выбрать канон ический базпс {К{} .  
т о  (в�)' «устроено» т а к  ж е ,  к ак и само В�. Про верку этого 

факта предоставляем читателю. 
П р и ведеин ы е  в ы ш е  п р и м е р ы  н а водят на м ысль о т о м ,  что 

произ водное простр анство (М', т') устроено как «часть» исход· 
нога пространства (М, t) . Н а  са мом деле это не совсем т а к .  

Точную формулировку соответствующего факта состав.1 я ет 
Т е о р е м а 3. 1 О. Если (М, т) - произвольног пространство 

тслераrtтности, а Н в - произвольный базис в не.АI, то существуют 

такой базис Н� в сопряженно.АI пространстве (Н 11 , т*) и такое 

инъективное о тображение 

6: н� � м. 
ЧТО npll к; Е Н� и к; Е Н� из 6 (К�) t 6 (к;) Следует к;т•·к;. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о.  Обоз н ачим через fJ в (х) м н ожество 
кп ассов из базиса Н в, содерж ащих х. Для любых классов к, и 
К2 из Нв (х) имеем К1 n K. =!= ef, т. е. Кtт*К2. Итак, множеств а 
Н т (х) суть предклассы в (Пв, т*) . З начит, для всякого х Е М 
существует класс к: в (Н в ,  t*) , для которого Н в (х) s;;; к:. 
За фиксируем для каждого х некотор ы й класr к; и множество 

этих классов {к;} обозначим через � ·  Мы имеет теперь сюръек
тивное отобр ажение f: м � �. 
которое каждому х Е М сопоставляет класс к: Е �. Покажем, 
что � содержит некоторый базис н; . Действ ительно , если к,т* к2. 

ТО существует х Е М, содержащийся в Kt и к2. Тогда Kt и к1 
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• • 
содержатся в Н в (х) , а зnачит, К1 е Кх и К2 е Кх· Теперь д.1я 

Ка ЖДОГО к* е Н� выберем рОВНО ОДИН элемент Х е М, ДЛЯ КО• 
торого f (x) = К* . Множество таких элементов обозначим че• 
рез М1 .  Я сн о, что М1 s:; М п возникающее при этом сюръективпое 
отобр ажl:'нне м ножества М 1 на Н� инъективно. Тогда обр атное 
к н ему отображение 

инъективно отобр а ж ает н; на подмножество М 1  множества М. 
Поэтому его можно р ассм атривать как нпъективное (но уже не 
сюръективное в общем случае) отобр ажен ие 

ь: н� _", м. 
• • • • ( * )  ( *) Пусть теnерь Кх е Нв и Ку е Нв , rде х = Ь  Кх и y = fJ  Ку 

и x-ry. Тогда существует класс К, содержащий х и у. Зна чит, 
Н в (х) n Н в (у) =1= (2>. Но из к; 2 Н в (х) и К� 2 Н в (у) следу ет, 

что к; n к; =1= (2>. т. е. к;-r··к;. Теорема дока з ана . 
Отсюда для конечных множеств М следует, что с какого-то 

номер а должна н астуn ить стабилизация и nоследовательные про· 
изводн ые не будут по существу отлича гься. 

С. М. Я кубович доказала,  что для любого (М, -t) существует 
сnервообр азное» (М, 't') такое, что (М', t') «совnадает» с _ (М, ':f) _, 



ГЛАВА I V  

УПОРЯДО Ч Е Н НОСТЬ 

§ t .  Ч то та кое порядок? 

В этой г лаве мы переходим к изучению нового 
типа отношений - не менее важного и не менее распро
страненного , чем предыдущие. Речь идет о ситуациях , 
когда объекты векоторого множества соотносятся по 
взаимному старшинству, по важности, по « первично
<'ТИ>> и т. д. Подобные отношения ,  по-видимому,  не 
симметричны. Мы начнем с обсуждения содержатель
ных примеров, чтобы понять, какие свойства этих от
ношений являются настолько существенными  и общи
ми, что их следует включить в а ксио м а т ическое опре
деление интересующего нас  типа отнош е н и й .  

Простейшим примером могут служить целые числа .  
Для л юбых двух различных целых чисел мы умеем 
определять, какое из них больше другого.  Это случай,  
ко гда все объекты строго расставлены по величине. . 

Вообще говоря ,  далеко не всегда все объекты мож
но с р а в н ить друг с другом .  Рассмотрим таб.тшцу мемо
р и а л а  Ласкера (см .  гл . 1 ) . Мы могли бы ввести такое 
определение :  шахматист х сильнее шахматиста у, если  
х выиграл партию у у .  Тогда силу игроков, сыгравших 
вничью, нам придется признать р а вной.  Но этот, каз а 
лось бы,  очень естественный способ упорядочивания 
игроков з аведомо не годится для выявления победи
тел я - самого сильного игрока : вполне реальной я в 
ляется ситуация,  когда х обыграл у, у выиграл у z ,  
а z, в свою очередь, р азгромил х а. Поэтому место 
в турнире определяется по общей сумме набранных 
очков. Но и в этом случае не всегда победитель выяв
ляется однозначно.  Так, в мемориале Л аскера оказ а 
л о с ь  два победителя - Бронштейн и Ульман .  При 
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этом бывает, что шахматисту, з анявшему среднее по· 
ложепие в таблице, удается разгромить п ризе ров тур· 
нира.  Ш а х м атист а м  известна  так называемая таб.1 1ща 

Рпс.  4. 1 .  Вз аимоотношения мпфиtiеских образов. 

коэффициентов, по которой можно сравнивать и гро
ков, н а бр авших одинаковое количество очков .  Идея 
этой таблицы состоит в том, что п р и  р авном общем 
количестве очков больший вес приписывается выигры· 
шам у сильных соп е рников . Однако в ответственных 
свревнованиях, таких как первенство СССР, при 
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дележе' n ервых м ест nобедите.тт ь ч а сто в ы я вл яетс я  
в до пол н ите.1 ыю м  м а т ч е .  

Изображения на ри с . 4 . 1 я вля ются геральдическими  символами .  Мы у по ря дочил и эти изображен ия , пы
таясь представить, ка к могло б ыть создано представ·  
Jiение о то м или и но м  м и фолог и ч еском существе. Н а 
n р и м е р ,  предста влен ие о ке нтавре воз н и к а ет путе м 
смешения образов челове1<а и ко ня . Пегас несет черты 
nтицы и лошади. Образ руса л ки явно воз н и к путем 
придания человеческой фигуре черт рыбы. Си рена от
�ичается от русалки тем,  что имеет еще и к р ь!.'Iья . На 
до  сразу оговориться, что этот ри сунок н и к а к  не отра 
жает и стор и ческого возникновен ия м ифов , а призва н  
только ИJiлюстри ровать наше представление о б  упорн
доч енн ости . Ясно одно , что в этом при м ер е и меет 
смысл говорить о вз аи м ном старшинстве ( «первично
сти» )  только дл я  некоторых п а р .  Пегас и русалка , на
п ри мер , в да н ной си сте ме никак не соотносятся . 

Следующий при м ер - это м ножество л юдей , д.1 я 
которых ста рш и нство определяется как происхождс
ние п о  п р я мой л и н и и .  Отец , дед, п р а дед и т. д. сч и 
таются старшими по отношени ю  (соответственно )  к 
сыну, в ну ку , п рав ну ку и т. д. Но уже дядя и племя н 
ник неср а вн и мы . Такая упорядоченность изображается 
родословн ы м и , или генеалогическими , деревьями .  
К перво м у  изда н и ю  « С л о в а  о полку Игореве» прило
жен а « По кол t. н н а я  рос п и сь росс iйскихъ великихъ и 
удt.льн ыхъ к н я з ей , въ сей п t. с н и  у пом и н а е м ыхЪ».  П р п 
ведем ту часть росписи ,  которая непосредственно от· 
носи тс я к гл авн ом у герою п ес н и  ( см .  стр. 1 1 7) : 

Из этой росписи в и д н о ,  что наследование Киевско
го престол а и уделов п ро и с ходило не тол ько от о т ц а  
к сыну , но и от ста р шего б рата к м л адшему (даже при 
наличии  сы новей у ста ршего ) . Таким образом, отно
шение п рестол о н а сл еди н н е  сов п адает с в ы ш еу к а з а н 
ным отношен и ем ста р ш и н ств а .  Дядя иногда оказы· 
вается «ста р ш е» сво их пле м я н н и ков . 

Во Ф р а нции действовал другой закон престолона
следия.  Брат  у мершего ко рол я  мог з а нять его тро н 
тол ько, есди не оста.1ось насл едни ков по прямой л и ·  
нии (сыновей , внуков или п р  а в нуков покойноrо * ) ) .  

*) Фран цузский трон ста.� н а следственным, а не выборны&l 
от царствовании Ф!Iлиппа-Августа ( 1 1 80- 1 223 rr. ) .  До !/того пер· 
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Вел. кн. Св.  Владимир I Святосла вич (ум. 1 0 1 5) 
1 -1-

1 
Мст нслав Вел. кн.  Я росла в  I (ум. 1 05 1 )  Мудр ы ii И з ясла в 

1 t Ярослав 

1 t 
В севолод 11,  

Вел. кн. 
(ум. 1 1 4G) 

1 
1 t 

В ел. ю1. Святосла в 
Великий (ум.  1 076) 

В я чесла в В е.�. кн. Всенолод 1 
(ум.  1 092) 

1 
� 1 t 

Олег, кн. T�Iy· тар аканский 
(ум. 1 096) 

Роман,  кн. 

� ,j, 

Т мута ра· 
канский 
(ум . 1 079) 

v 
Расти· 

слав 

t 
Вел. кн. 
в.�адимир 
1 1. Моно· 
мах (ум. 

Глеб Игорь Святосла в, 
кн.  Черни

говский (ум .  1 1 64) 

1 1 26) 

t 
Олег, 

Юl. Новгород-Север 
с кий 

(ум.  1 1 65) 

1 
В севолод Игорь.  

к и .  Новго
род- С е в ер 

с кий  
(ум. 1 202) 

1 
t 

Вел. кн. 
Юрий I 
Долго-

рукий 
(у м.  1 1 57) 

1 t 
Мсти· 
слав 

Итак, на династическом родосл о в ном древе кроме 
отношения происхождения по пр п моi'! линии есть еще 
дополнитель ное отношение - отношение порядка н а
следования .  На  рис .  4 .2  изображен фрагмент р одо 
словного древа с указ а нием  двух р ассмот р е н н ы х  выше 
вариантов по рпдка п рестолонаследия .  (Старшинство 
по возр асту в одной семье дается сл е в а  н а пр а во . 

вые из капетингон (прямых потомков Юга Капета (987-996) , занимавших французский престол до 1 848 г. ) короновали сыновей 
еще при своей жизни, чтобы закрепить права дин астии. Сам Фи
липп-Август был помазан на царствование в 1 1 79 г. еще при 
жизни своего отца - Людавика VII .  
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Пупктирные с'Гре.1ки определяют отношение бл нжай
Ш С' го насл едования . )  

Рассмотри м теперь м ножество М всех русских 
сл ов.  Будем говорить, что с.'!ово х cтaptue с.rюва у,  
есл и слово у можно получить из с:юва х вычеркива
н ие м  в слове х нескольких букв сдева и сп ра ва (и.rш 
только с одной стороны ) . Это о т н о ш е н и е  (обозначим 

а) 6) 
Рис. 4.2. Порядок nрестолонаслел.ия: а)  по црямой люши; б) от 

брата к бр ату. 

K011o8opom 1 � 
кол оло6о 1 

ко 1 
к ра от 

Р ис. 4.3. 

его : у < х) задает на множестве русских слов некую 
упорядоченность. Напри мер,  «стол» < «столовая»,  

«беда» < «победа» .  (Помните, как нечаянно измени
лось название знаменитой яхты капитана Врунгеля? ) 
Но слова «облако» и «облатка» несравнимы - ни одно 
из них не старше другого. На рис .  4 .3 показан фраг
мент графа,  изображающего старшинство русских 
слов .  

Аналогичное отношение старшинства по вхожде
юно можно определить н а  множеств е структурных 
фор мул органической химии.  
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Пусть М - неко'fорое множество, а 2м - множе• 
с тво всех его подмножеств .  Включение Mt s; � я вл яется соотношением ,  устанавливающим порядок 
на 2м. 

Упорядоченность на множестве В'); всех кортежей 
д.'!ины р,  состоящих из целых чисел от О до т - l ,  
можно определить следующим образом .  Будем гово�о 
рить ,  что кортеж (� , ,  �2 • • • • , sp) старше кортежа ('I'J t ,  
'1')2 ,  • • •  , 'I'J p  ) , если каждая координата первого кортежа 
не меньше соответствующей координаты второго кор
тежа : Si � 'I'Ji, и хотя бы одна из координат при этом 
фактически больше своей одноименной. Например; 

в в:  кортеж ( 1 ,  О, 3, 2) старше кортежа ( 1 ,  О, 2, 2) ,  но 
несравним с кортежем ( 1 ,  1 ,  О, 0) .  

З аметим,  что м ы  всегда имели  возможность двОSI· 
кого введения упорядочения . От нас зависело выбрать, 
считаем ли мы каждый объект подчиненным самому 
себе (как  в с.'lучае нестрогого неравенства � или не
�трогого включения s; ) ,  или, н аоборот, считаем ,  что 
объект не может быть старше са мого себя ( как в слу
чае строгих неравенств < и включений с: ) . Поэтому 
нам придется ввести два варианта аксиоматических 
определений - для строгой и нестрогай упорядоченно
сти .  Впрочем, как мы увидим ,  строгая и не
строгая упорядоченность весьма  просто связаны меж· 
ду собой .  

Сначала мы р азберем случай со строгой упорядо
ченностью. М.ы примем за  основу 

О п р е д е л е н и е 4 . 1 . Отношение А на множестве 
М называется отношением. строгого порядка (или 
строгим. порядком. ) ,  если оно антирефлексивно и тран
зитпвно. 

Примерами строгого порядка могут, очевидно, слу
жить отношение < для целых или вещественных чи
сел и отношеюtе включения с: для множеств. 

Т е о р е  м а 4. 1 . Если отношение А есть отношение 
строгого порядка, то она аси.м..м.етричн.о. 

Д о к а з  а т е л ь с т в о. Предположим противное. 
Пусть А n A-t непусто, т. е. существует пара  элемен· 
тов (х, у) из множества М таких, что одновременно 
хАу и xA-ty. Иначе говоря. хАу и уАх. IJG транзитив
ности отсюда вытекает хА х, что противоречит анти
рефлексив ности. 
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Итак,  отношение строгого порядка на  множестве 
М обладает с.'lедующи м и  свойствами : 

1 )  ни  дJiя какого х Е М не выполнено хАх; 
2 )  если хАу и yA z,  то выполнено xAz, и 
3 )  есл и в ы поюiеiю хАу, то невозможно уАх. П ер

вые два свойства о б р азуют опреде.Тiение строгого по
рядка ,  а третье из них: следует. 

Если А - отношение строгого порядка , то гр аф от
ношения А не содержит коптуров * ) . Обратно. Пусть 
мы имеем граф без контуров.  Определим на  множе
стве М вершин этого графа отношение А :  хА у, ес.тш 
существует путь по направлению стрелок, ведущий из 
х в у. Лепю видеть , что ввиду отсутствия контуров от
ношение А я в.Тiя ется отношением строгого порядка. 

Множество М с з ада нным на нем отношением стро
гого порядка А ,  т. е. пару (М, А ) , естественно назы
вать упорядоченньиt Аmожеством. 

О п  р е  д е .11 е н и е 4 .2 .  Отношение строгого порядка 
А н а � ы в а ется совершенным строгиАt порядком , если 

д.ТJ: я всякой пары не  соя
п адающих элементов х и 
у из М верно либо хАу, 
либо уАх. 

В силу теоремы 4 . 1  по
следние два соотношения 
I IC  М О Г У Т  В Ы П О Л Н ЯТЬСЯ ОД· 

новременно.  Таки м  обра
зом,  ес.Тiи  на  множестве М 
задано отношение совер
шенного строгого порядка 

Рис. 4 .4. А , то на множестве М2 
всех па р  возникает раз

биение на  три кдасса : класс пар  вида (х, х) , класс 
пар (х , у) такпх,  что хАу, и кл асс пар (х, у) таких,  
что уАх. 

Например ,  ес.Тiи  множество М - прямая  линия 
с отношением < .  то М2 - это плоскость п а р  (х, у) . 
Класс пар вида (х, х) - это ди агональна я  прямая  
у = х,  K.'l a cc п а р  (х ,  у)  таких, что х < у, состоит 

*)  Контур ( в ор иентированном графе ) - это такая последс l· 

вательпость вершин Хо, Х1,  х2, . . .  , X n ,  что X n  == Хо и от вершины х, 
к вершине x ; + l  п р оходит стрелка. Частн ым случаем контура яв· 
ляется петля (n  = 1 ) .  
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из точек, лежащих выше диагонали ,  а к.r1 асс пар  (х, у) 
таких, что у < х, - из точек, дежащих ниже диагона
ди ( рис .  4 .4 ) . 

Мы сейчас  опишем структуру I<Онечных множеств 
с совершенным  строгим порядком .  

Т е о р е м а 4 . 2 .  Пусть дано отношение совершенно
го строгого порядка < на конечном Аtножестве М. 
Тогда на М .можн о выбрать такую ну.л-tерацию М = 
= {Xt , х2, • . .  , х" } ,  ч 1 о  соотношение X i  < Xj будет вы
полнять ся в том и тол ько то.л-t случае,  когда i < j. 

Предварител ьно  установим ,  что справедлива 
Л е м м а 4 . 1 .  Есл и  на конечном (непустом ) множе

стве М задан совершенный строгий порядо/\ < , то су
ществует един ственн ый элемент х Е М такой, ttтo для 
всякого у из М ,  не совпадающего с х, выполнено соот
ношение х < у. 

(Элемент х, обладающий указ анным свойством,  на
зывается на uмен ь ишАt элементом в упорядоченном 
множестве ( М , < ) . )  

Д о к а з  а т с .rт ь с т в о .т1 е м l\1 ь1 . Возьмем произ
вольный элеме нт Уо Е М. Ес.rти Уо - наименьший, то 
существование  пс iюмого элемента доказано.  EcJIИ нет, 
то поскольку < - с о в е р ш е п н ы й строrпй порядок, 
существует та кой э.rтемент !/t =1= уо, что Yt < уо . Опять
таки либо !/ t - пап меньший ,  либо существует !/2 =1= у1 
такой, что !/2 < у, .  Будем продолжать этот процесс. 
Предположи м ,  что уже выбрано n + l ЭJiементов, для 
Iюторых 

!ln < !ln-1 , !/n -1 < Yn-2, · · · , !/ !  < !/о. 
В силу тра взнпш1юстн ясно, что Yi < !/j при i > j. 
Значит, в силу а н  гирефлексивностп , все выбранные 
элементы попарно не  равны .  Стало быть, ввиду конеч
ности множества М процесс выбора должен оборвать
ся на пекотором конечном шаге. Элемент Yn, выбран
ный на пос.1еднем ш а ге, будет, очевидно, искомым .  
Итак, для тобого z =Г- fln выполнено У п  < z .  Покажем ,  
что этот э.1еыент сди r r с 1 вен .  В самом деле, пусть суще
ствует друго!"r э.1Сl\Iе нт у� такой, что, д.1я  всякого 
z =1= у�, !f� < z .  То гда одновременно выполняется 
Yn < у� и v;, < !lп•  что невозможно в виду асимметрично
сти . Лемма  доказана .  

Заметим ,  что если на  М з адан совершенный стро
гий порядок, то на любом непустом подмножестве Q 
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м·ножестnа М естес-rвенно возникает совершенный 
строгий порядок, и ,  стало быть,  в Q (если оно конеч
но) существует еди н с1 венный наименьш ий  элемент. 

Теперь перейдем к доказате.'lьству теоремы .  
Пусть Х1 - наименьший э.'lемент в о  м ножестве М,  

выбранный согласно лемме 4. 1 . Обозн ачим через М 1 
множество М "'- {xt} .  Обозначим через х2 н а и м еньший 
элемент множества М1. Я сно,  что Х1 < Xz. Выкинем из 
М1 элемент х2 и оставшееся множество обоз н а ч ю1 че
рез М2. Его наименьший эле мент х3 удовлетворя ет ус
.'lовию :  Х2 < Хз. Продедура нумерации уже ясн а :  пере
бирая по указанному методу последовательно все эле
менты из М, мы их выстроим в цепочку : 

Х1 < Xz < . . . < Хр ,  

где р - количество э.т1ементов в М. В силу транзитив
ности и асимметричности ясно, что X i < Xj в том 
и только том случае ,  когда i < j. Теорем а  доказана . 

Эта теорема в сущности означает, что тобой со
вершенный строгий порядок на конечном м ножестве 
М равносилен обычному порядку на пекотором отрез
ке натурального ряда .  

Рассмотри м  некоторое множество М из каких-то 
твердых тел ( предметов) . Будем говорить, что х < у, 
если предмет х весит меньше предмета у. Это - до
вольно типичный пример определения порядка . Опи
шем теперь соответствующий общий прием.  

Пусть н а  множестве М определена инъективная 
функция 

f : м - R. 
nринимающая вещественн ые числовые значения (R 
множество вещественных чисел) . Зададим отношение 
< на М условием : х < у, если f (x) < f (y) . Так  опре
деленное от ношение < антирефлексивно, так как не 
может быть f (х) < f (х ) .  Транзитивность отношения 
< столь же очевидна .  Наконец, для любой пары раз
личных элементов х, у из М верно либо f (x) < f (y) , 
либо f (у) < f (х ) ,  та к  как f - инъекция . Значит, порн
док < явл яется совершенным .  Функция f взаимно-од
нозначно отображает наше множество М на некоторое 
подмножество множества R вещественных чисел, так 
t�то соотношение х < у для любых элементов множе· 
ства М равносил ьно неравенству f (x) < f (y) ,  
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На пример ,  когда · функция f сопоставляет ·Предмету 

х его вес 1 (х) , мы получаем описанный • выше порядо к . 
Ес.1IИ П(')рядок на конечном .м ножестве М не являет· 

ся совер ше н н ы м .  то, очевидно ,  эл е менты э то го множс · 
ства н с.!J ьз я  п·еренумеровать т а J< ,  чтобы б6.rr ьш и м  но· 
111 е р а м  соответствовали старш ие э.1ементы . 

О п  р е  д �  л е н и е 4 .3 .  Пусть на  м ножестве М з ад а ·  
по отношение строгого порядка < .  Тогда элем ен т  
х Е М н аз ы в ается миншtал ьньl.м (Аtа,..си,\tалы-tым) 
в упо р ядоч е нном множестве (М , < ) , если не суще· 
ствует ·никакого элемента у, для Iюторого у < х ( соот· 
ветствепно у > х ) . 

EcJI'И , как обычно , в случ а е  х < у п роводить стрел· 

ку от ·х к у,  то · в  графе отношения мини мальны й эле
мент - это тот, в кото рый не входят стре.чки,  а м акси
мал ыrы й - и з  I<Ото рого н е  выходят стретш . 

В случ ае с о в е р ш е н н о г о строгого по рядка ми· 
н и м а л ьн ы й  э л е м е нт х обл адает те м дополнительным  
свойспю м ,  что для всякого у + х в ы пол нено х < у. 
Тем с а м ы м  дл я случая совер шенных порядков понятие 
минимального элемента совпадает с поияти-ем н а и
меньшего э л е м е нта . В общем случае может оказаться 
так, что элемент х ми нимален , но не  н аходится в соот· 
ношении х < у с ка ки ми -то ины м и элем ентами . Так ,  
на  рис .  4.3 слова «К» ,  «В» ,  «ро» и «ОТ» суть минималь
ные элементы , но друг с другом они не н аходятся 
в рассматриваемом о т н о ш е н и и  порядка ( несравнимы ! ) .  
Элементы х и у н а з ы в а ют сравнимыми в данном упо·  
рядочснном м ножестве (М, < ) , если х < у, или  х = у, 
или у <  х. 

О п р е д е л е н  и е 4 .4 .  Пусть н а  множестве М за 
дано отношение строгого порядка < . Подм ножество 
Q = М назы вается максимальным совершенным , ec.rrи 
1 )  отношение < задает на  Q с о в е р ш е н н ы й стро
гий порядоi\ и 2)  на  любом подмножестве R1 множе 
ств а М та ко м , что R 1 => Q,  отношение < уже не  яв 
ляется соверш енным строги м порядком . 

Т е о р е м а  4.3 (Хаусдорф ) .  Пусть (М,  < ) - упо
рядоченное множество. Для любого элемента у Е М 
существует .Аtаксимальное сDвершенное подмножество 
Q множества М, содержащее у. · 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Мы п роведем доказательств.о 

дJlЯ конечного множеств а М. Однако - с  помощью а к· 
сиомы Цер мело - это доi<азательство может быть 
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проведено и для бесконечных множеств * ) . Пусть мно
жество Ql состоит из исходного элемента у. Очевидно, 
отношение < на Q1  является совершенным строгим 
порядком ( график отношения < на Q1 пуст) . Если Ql 
уже является максимальным совершенным,  то теорема 
доказана .  Предположим ,  что мы построили множество 
Qn, на котором отношение < является совершенным 
строгим порядком .  Если оно максимально, то теорема 
доказана .  Если  нет, то существует некоторый элемент 
из М, сравнимый со всеми элементами нз Qrt· Присо· 
единив его к Qп ,  м ы получим множество Qn+l � Qn 
с совершенным строгим порядком .  Из-за конечности 
самого М этот процесс оборвется на конечном шаге, 
и мы получим искомое максимальное совершенно� 
м ножество Q э у. 

Т е о р е м  а 4 .4 .  Если < - отношение строгого по
рядка на конечном множестве М, то для любого эле
мента у Е М существует минимальный элемент х Е М 
такой, что х < у или х = у. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Если у - минимальный эле· 
мент, то х = у. В противном случае существует такой 
элемент z, что z < IJ. Если z - минимальный элемент, 
то х = z. В противном случае существует такой эле· 
мейт и, что и < z, и т. д.  Поскольку М - конечное мно
жество, через конеч ное число шагов наша «убываю
щая цепочка» у > z > и > . . . оборвется на искомом 
элементе. Теорема доказана .  

В этой теореме конечность множества М уже суще
ственна , так как, например,  во множестве всех целых 
чисел, упорядоченных по возрастанию, нет минималь
ного элемента. Однако существует класс отношений 
порядка на  бесконечных множествах,  для которого тео· 
рема о существовании минимальных элементов тоже 
может быть доказана .  

Следующий, выделенный петитом кусок написан 
для читателей, знакомых с элементами теоретико-мно· 
жественной топологии .  

Пусть н а множестве М заданы отношение строгого пор яд· 

ка < и некотор а я  топология. Пор ядок < будем предполага ть 

н еп р ер ывн ым отн осительно данной топологии. Это озн ачает еле· 
дующее. Пусть Q s= М. Элемент х е М н азыв ается нижней (верх
ней) границей множества Q, если для всякого элемента у е Q 

* ) См. А. Г. К у р  о ш, Л екции по общей алгебре, гл. 1 (М., ФМ, 1962) , 
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.пибо х < у, л ибо х = у  (mtбo у < х, либо у - х) .  Через Q бvдем 
обозн ач ать з а мьша н не м н о жест ва Q. Порядок < н а 1 ывiiеr.:ц 
непрерывным отнооп ел ьн о данной топол ог и и ,  если л ю б а я  н и ж н >1 11  
и любая верхняя г р а н ица произ вольнаго Q s;; М я вляются ниж·  

ней и соответстве н но верхней гр ан и цей и для его з а м ы к а н и я  fJ. 
Быть м ожет,  бо.1ее естественно было бы определить неп ре· 

рывность от н о ш е н и я  пор ядка условием , что график отношенnя: 
при объединен ии с диагональю будет замкнут н а  М Х М. Легко 
показать, что из такого о п r еделен и я  н аше вытекает. 

Напр имер , естес rвен н ы й  порядок на ч исловой прямой непре·  
рывен относительно естест в е н н о й  тополопш этой прямой.  

Л е м м а 4.2 .  Если порядок непрерывен, то множество R" 
всех элементов у Е М, dля которых либо у < х, либо х = и, 
является замкну 1  ы.11. Действите.1 ыю, по определению х является верхней границей 
для R x ;  в силу ненрер ывн u с r и  х я вляется верхней гран ицей и д . t \ol  
R.,.  Возьмем пронз вольн ы й  у Е "f&. Тогда либо у < х, либо у = х. 
В обоих сл уч а я х  у Е R ,. Зн ачит, Rx � Rж. Но всегда R.,:l R,.. 
Следовательно, R, - R ,. 

Л е м м а 4.3.  Если п орядок непрерывен, то любое максималь· 
ное совершенное множеСJ во Q замкнуто. Д о к а з а т е Jt ь с т в о. В снлу того, что на Q поря док с о � е р ·  
шенный, для тобого х Е Q множество Q может быть разбито 

на две част н Q • Q� U Q-; . Зде с ь  Q� - множество тех элемl' l t ·  

тов  у Е Q, для кото р ы х  у <  х л и бо у -= х, а Q;: - множеспю 

тех эле м е н то в  у, для ко1 орых х < у  либо х =- у ( пересечевне 
Q� n Q; COCTOIIT 113 ОДНОГО ::мемента Х) . Так как зам ыкан ие 

объединения равно объединен и ю  з а м ыканий,  то 

Q - Q� U Q;. 
С другой стороны ,  Q� s= Rx и Q� s= Rx· Стало быть, по лем

ме 4.2 Q� s= Rx· Такнм образо'd,  любой элемен т у Е Q% либо 
совпадает с х, л ибо удовлетворяет соотношен ию у < х. AнaJto· 
rично nоказывается, ч1 о л юбой элемент z е Q; либо совпадает 

с х, либо удовлетворяе r соотношению х < z. Итак, л юбой зле· 
мент из замыкания Q сравним с х. Это утвержден ие спр а ведл юю 

для любого х Е Q. Итак, любой элем ент w Е Q сравним с любым 
элементом х Е Q. Следо ва тельно, есл и  бы существовал эл емент , 
пр инадлеж аший м н о ж е с т в у  Q"-... Q, то этот элемент м ожно бы.10 
бы добавить к множеству Q, сохр а н и в  совершенный порядок. 1 !о  
зто сдел ать невоз мож но в силу м аксим альности Q. Ста.по быть, 

Q s;;; Q, а зна чит Q - Q . .тlемма доказана. 
Из э т и х  л е м м  С.1 едует, что пересечен ия F,. - R., n Q - зам к· 

нутые множества. Есди X J ,  х2, • • • - элементы из Q, то nepece•t e· 
ние любой конечной г р у п n ы  Э f ll '{ м п ож �ств Fx n r'x n . . .  ni- .  1 1) ·' в 
не пусто. Действительно, nоско.'lы<у {х1 ,  Х2, • •  , , Xn} s:; Q, nор я· 
док < на {х 1 ,  х2, • • •  , Хn}-совершенный. Так как {х1 ,  х2, . • .  , Х n }
конечпое множество, в нем есть н аименьший элемент, Пусть этот 
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I Jаименьшнй Э.1ем.ент есть х • .  Тогда ясно, что Fx n Fx n . . . n Fx ""' 
1 2 n 

-= Рх 1 ; с.1едовательно, ин тересуюшее нас nl.'ресечение н еnусто, 
так как содержит эле м е н т  х 1 •  И та к ,  с нетем а м ножеств {F .:} (x e Q )  
яв:I Яется центрированной системой замкнут ых множеств. 

Т е о р е 11 1  а 4.5. Пусть М - колтактног топ ологи •1еское про· 
странс тво, а < - непрерывный порядок на не.м. Тогда для лю
бого элемею и у е М существует минимальный элемент х0 такой,  
что х о  < у либо х 0  "" у.  д о к а з  а т е .'1 ь с т в о. По теореме 4.3 сушествует !1J аксим а.1Ь·  
н о е  совер шенное множество Q s;; М, содерж ашее у. По одном у  
иэ оnределений комn актноrо простр анства пересечен ие системы множеств {F �} (х е Q) непусто. Пусть х0 - элем ент этого пере
сечения .  Так как хо е Q, то хо с р а в н и м  с у.  Поi<ажем , что Хо 
М I ! I I ШJ альн ы й  элемент множества Q. Действительно, ем и  сущс 
с г Бус г z е Q, для которого z < х0, то Rz не содержит элемента ха 
и, следовательно, F. не содержнт хо, т. е. Хо не входит в пересе

ч е в не всех F х ·  Итак, Хо явля ется м ин и �t альн ы м  элем ентом мно
жее г в а  Q. Зн ач ит; Хо < у  илн Хо = у. Но есл и бы х 0  не бы.1 
м ш ш м альн ы м  э.'! е м е н то м  множест ва М, то н а ше.1ся бы w е М 
такой, что w < хо. Этот элемен т w можно было бы nр исоедин ить 
к Q, не нарушая совершенства nорядка. В с илу м аксим альности Q 
э1 о невоз мож но. И т а к ,  хо есть м инимальныi'! эл емент в М, причем 
х0 < у или х0 = у. Теорем а доказа на. Легко nолучить следующее обобщение этой теоре�tы : 

Т е о р е м  а 4.5'. Пусть М - топологическое пространство, а 
< - непрерывный порядок на нем. Тогда, если любое ,\tНожество 
R :c всех элементов у е М, для котор ы х у <  х или у =  х, li:OAI· 
пак тно, то для любого у е М существует ,vинu нальный эле.�оtент х0 
та,.;;ой, •1то Хо < у или Хо = у. 

Тепер ь перейде м  к изучению нест рогих порядко в.  
В ведем едедующее 

О п р е  д е д е н и е 4 .5. Отношение А на м ножестве 

М называется отношение,1t пестрогого порядка (и л и  
не строгим. порядко.м ) ,  если оно может быть п р едстав

дева в виде 

(4 . 1 ) 

где А 1 - строгий порядок н а  М, а Е - диагональное 
отношение.  

Отсюда следует, что отношение нестрогого порядка 
рефлексивно .  Легко проверить , что оно и транзитивно. 
Однако, в отличие от строгого порядка , оно не асим
метрично, а только аптисимметрично. Более того, 
А П А-1· = Е. В' самом деле,  из (4 . 1 )  и ( 1 . 1 5 ) 

АЛ;Л ' = (A"U E) f1 (AI '  U ·E) = 

=-(tA\ П ·Аi7 1) l:Ji(Ai П Е) U (А1 1 П Е) U Е. 
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В силу свойств · строгого порядка * )  · все члены' в шшб· 
ках суть . пустые м ножеств а .  

Любое отношение нестро1·ого порядка реф .'!екси в 1 ю , 
антисимметрично и транзитивно. Легко видеть, что 
если А рефлексивно, а н.т и с и м метричпо и тра н зитивн о , 
то А -1нестрогий порядок, так как А = (А "'. Б) U Е, 
а А "'.  ·Е = А 1 - строги й порядок. Таким образом,  не-. 
строгий порядок можно было бы ввести аксиом атиче· 
с1ш как · рефлексивное ,  транзи1'ивное и а нтисим метри ч· 
ное отношение .  Н и  ·одно из этих свойств не ·следует из 
других ,  ЧlfO дегко • nроверить соответствующими приме
рами . 

. Нестрогий • порядок А мы назовем совершенным, 
если для любой пары х, у верно дибо хА у, либо уА·х. 
Из а нтиси м м ет р и ч н ости вестрогого порядка .следует, 
что одновременное в ы пол н е н и е  хАу и уАх означает 
совпадение х = у. Легко проверить. что справедлива  

Л е м м а 4 .4 .  Если А - совершенный нестрогий 
порядок, то А1 = А "'. Е есть совершенный строгий пп· 
рядок. Обратно, есл и А 1 - совершенный строгий поря
dоn,, то А = А 1  U Е есть совершенный нестрогий по
рядок. 

Полезно ввести такое 
О п р е д е л е н и е 4 .6. Отношение А на множестве 

М называется отношением. кваэипорядка ( и д и  квази
порядком. ) ,  если оно рефлексивно и транзитивно. 

Очевидно, отношения квавилорядка я вляются об
общением отношений эквивале нтности и одновременно 
обобщением отношений IН�строгого порядка . Пусть т е 
перь квазипорядок А является одновременно эквива
дентностью и нестрогим порядком .  Предположим , что 
выполнено хА у и х + у. Тогда по симметричности э к
вивалентности верно уАх. С др)(rой стороны,  в cиJi y  

антисимметричности нестрогого порядка уАх н е  вы
полняется . Отсюда вытекает 

Л е м м а 4 .5 .  Если отношение А есть одновременно 
;:жвивалентность и нестрогий порядок, то оно есть от
ношение равенства. 

П р  и м е р . Пусть имеется ·отображение 

f : м - R. 
*) В А - 1  б частности,  в силу того, что 1 также удет строrю1 

порядком. 
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где R - множество всех вещественных чисел '(число· 
ва я  ось) . Введем на М отношение А условием : 

хАу, если f (х) � f (у) .  

Ясно, что А рефлексивно, так как f (х) � f (х) . Транзи
тивность отношения А видна из следующего рассуж
дения : если хАу и yAz, то f (x) � f (y) и f (y) � f (z) , 
а значит, и f (x)  � f (z ) , т. е. xAz. Если x =l= y и f (x) = 
= f (у) ,  то хА у и уАх. Таким образом , если отображе· 
ние f не инъективно, то А не антисим метрично. Оч�
видно, для любой пары х и у выполнено либо f (x) � 
� f (у ) ,  либо f (у ) � f (х) , т. е. либо хА у, либо у Ах. 

Теперь покажем, что каждый квазипорядок порож· 
дает некоторый порядок. Для этого нам нужна 

Т е о р е м  а 4 .6 . Если А - квазипорядок, то отноше
ние В = А n А -1 есть эквивалентность. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рефлексинность отношения 
В вытекает из леммы 1 . 1 ,  транзитивность - из леммы 
1 .7 .  Докажем сим метричность отношения В. Пусть вы· 
полне�ю хВу. Это значит, что одновременно выполнены 
соотношения хАу и уАх. Но это равносильно выполне· 
нию соотношений  уАх и уА-1х, т. е .  у А ПА-1 х = уВх. 
Значит, В симметрично.  Лемма доказана .  

Пусть А - квазипорядок на  множестве М. Обозн а · 
чим через 9Л совокупность классов эквивалентности по 
отношению В = А  П А-1 •  Будем говорить, что два клас
са Х и У из 9Л находятся в отношении А "', если в этих 
кл ассах можно выбрать по представителю х Е Х и 
у Е У, так что выполнено хАу. Мы будем говорить, 
что отношение А* индуцируется квазипорядком А. 

Т е о р е м  а 4.7. Отношение А* на множестве клас
сов эквиваленпюстu !JЛ, индуцированное квазuпоряд
ком А ,  является нестрогим порядком. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рефлексинность отношения 
А *  следует из того, что для любого кл асса Х и любого 
представителя х Е Х верно хАх, а следов ательно,  с п р а ·  
ведл иво ХА *Х. Транзитивность провернется нем но го 
сложнее. Пусть для классов верны соотношения ХА * У 
и YA*Z. Это значит, во-первых, что для некоторых 
представителей х Е Х, У1 Е У выполнено соотношение 
хАу1, и ,  во-вторых, что для некоторых представителей 
У2 Е У, z Е Z выполнено соотношение YzAz. Поскольку 
Yt Е У и У2 Е У, имеем YtBYz и, значит, YtA!/2· Из хА у, ,  
YtAYz и yv4z по транзитивности квазипорядка А полу· 
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чаем xAz. Значит, для классов XA *Z. Наиболее нетри
виальным является доказательство а нтисимметрично
сти отношения А *. Пусть выполнено ХА * У. Это значит, 
что для некоторых представителей х е Х и у Е У 
верно 

хА у. (4 .2) 

Предположим,  что одновременно верно УА *Х, т. е. су
ществуют такие представители х' Е Х и у' Е У, что 

у' Ах'. (4 . 3) 

По определению класса эквивалентности у А П А-1 у'. 
Тогда по транзитивности из (4 .2 )  и уАу' следует 

хАу' . (4 . 4) 

С другой стороны,  из ( 4 . 3 )  и х'Ах вытекает 

у' Ах = хА- 1у'. 
Сравнивая (4.4 ) и (4 .5 ) , получаем 

х (А П А- 1) у', 

(4 . 5) 

т. е. х и у принадлежат общему классу по А П А-1 • 
Значит, х n у =1= 0 И , следовательно,  х = У, что дока
зывает антисимметричность отношения А •.  Тем самым 
наша теорема доказана .  

Итак, по  квазипорядку н а  множестве М можно 
сконструировать нестрогий порядок, «склеив» некото
рые объекты из М. 

Д.'lя предыдущего примера квазипорядка А ,  зада
ваемого числовой функцией f на  М, элементами мно
жества 9R служат такие множества ,  где функция f 
принимает фиксированное значение. Такие м ножества 
обычно называются областями уровня. Порядок А * ,  
индуцированный квазипорядком А на  множестве W� , 
определяется условием : Е <. Е' (Е <. Е' означает,  ко
нечно, ЕА *Е') , если для любого х Е Е и для любого 
r' Е Е' имеем f (х ) ::::;; f (х' ) . 

Пусть, в частности, множество М есть множество 
точек на  топографической карте, а кваэипорядок  за
дается условием : х ::::;; у, если высота f (x )  точки х над 
уровнем моря не превосходит высоту f (у)  точки у над 
уровнем моря . Тогда элементами множества 9R яв
ляются горизонтали ,  а порядок А* совпадает с поряд
ком «отметок высоты» на  этих горизонталях. 
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Если к:вазиnо рядок А был совершенным * ) ,  то леr. 
ко убедиться , что порядок А* на классах также будет 
совершенным . В самом деле , возьмем два произволь• 
ных класса:  Х и У - и в них два произвольных пред-о 
ставителя :  хЕХ и у Е У. Поскольку А - совершенный 
квази по р ядо к, вы пол нено по крайней мере одно из со· 
отношен ий :  хА у или уАх. Значит, верно либо ХА* У, 
.11и б о  УА *Х. 

В закл ючение параграфа рассмотрим  при мер . 
Пусть М - м ножество ситуа ций , между которыми тре· 
буется п роизвести вы бор . На при м ер , множество мест 
воз м ожной работы . ( Р азу меется , можно подставить 
сюда десятки других примеров разной степени серьез 
lюсти . ) В теории исследо в а н и я  операций существует 
следу ющая рекомендация , как вы пол нить обосн_<:�ран: 
ный выбор.  Сопоставим каждому месту рабоТI�I �абор 
признаков . Например , ( 1 )  расстоя ние от месtа жи· 
тельства ,  (2) творческая удовлетворенность , (3) зар· 
плата , ( 4 )  перспективы роста ,  (5 )  наличие интересных 
коллег . Каждому из этих фа кторов сопоставим вес , 
отражающий наше представление о з н а ч е н и и  дан ного 
факто р а .  С 1<ажем , веса 30, 1 0, 40, 1 0, 1 0  озн а ч а ют, что 
мы и щем близкую пр ибыльн ую р а боту, а веса 20, 30, 1 0, 
' 1 0, 30 выражают наше стремление найти работу ,  даю
щую м акси ы а.'! ыю е  удовлетво рен ие , не забывая при 
этом о м и н и м у м е  жизненных удобств . Затем опишем 
каждое из п редполагаемых мест, давая ему оценки по 
всем пока з а тел я м  так ,  чтобы м а ксим альная оценка не 
nревосходи.'l а  веса , который м ы  уже приписали дан 
ному фа ктору . В следующей т а блице м ы  приводим 

1 Макси- � 
1 1 \ ш IV 1 V Признак м а льный 1 

вес 

( 1 )  Р а сстоя н и е  от дома . . . . . . 1 0 5 1 0  о 1 0  5 
(2) Т ворческая удовлетворен ность 30 20 1 0  30 1 5  20 
(3) Зарп.�ата . . • . • . . . . . . 1 0  1 0  1 0  о 5 о 
(4) Перспектины роста . 20 20 15  20 10 1 5  (5) Интересн ые ко.'!Леrи . 30 1 0  1 5  1 5  5 1 0  

Суммарная оценка • • . 1 00 , 65 , 60 , 65 , 45 1 50 
,. )  То есть для любых х и у либв xAg, либо уАх. 
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возможную расстановку весов для- nяти npeдnoлarae· 
мых: мест работы. 

Ита к,  м ы  н а  множестве возможных ситуаций М 
задали о ц ен о ч н у ю  функцию f, котор а я оnределяет со
вершенн ый квазнnорядок на  М. По теореме 4.7, склеив 
равноценные ситуации (в  нашем случае 1 и 1 1 1 ) , мы 
получим совершенный пестроrий порядок. Стало быть, 
мы можем найти оптимальный I<л асс ситуа ций . В этом 
классе мы можем в ы би рать случ а й но - ска жем , бро· 
сая монетку. Это все о ч е н ь  хорошо, так как дает уве· 
ренность в о б о с но в а н н ости в ы бор а . Но, с др угой сто• 
роны ,  этот м етод н а вязы вает совершенный  порядОI< 
там , где его по существу нет. С к а же м ,  в н а ше м  п р и •  
м е р е  довол ьно я с н о ,  ч т о  1 и I I I  места р а боты ,  набрав· 
шие один аковые веса и форма.'lьно равноценные, сов .. 
сем не р а вноце н н ы  с точ к и  з ре н и я  н а ш е г о  выбора .  Эти 
места работы существенпо р азличны ( од но - .1учше 
по одним ф а ктора м ,  другое - по други м ) , и н а ы  надо 
опять задать себе вопрос,  чего мы  х о т и м  в действ и  .. 
тел ьност и .  Здесь м атематическая модель я вления 
создал а  ил.r1 юз и ю  п ростоты ситуации т а м ,  где ее в дей• 
ствителыюсти нет. Т а к и м  образом , с чис.1овыми оцен• 
ками реальных я влен и й следует обращ аться осторож• 
но. Это не ком про мети р ует сам метод весовых о це• 
нок - из него в и д н о ,  что I V  м есто р а б о т ы  з а ведомо 
не стоит р асс м а т р ивать.  

Но пр и ме нять подобные оценки можно, лишь пони .. 
мая их огра н и ч е н н ость и грубость . В реал ь ны х ситуа· 
циях выбор а об ычно нет совершенного порядка .  Вводя 
этот п о р я д о к  в модели, нужно отдавать себе отчет 
в сте п е н и  допускаемого произвола .  

§ 2. Опер аци и н ад отнош ен ия м и порядка 

Начнем опять с простейшей операции А -1• Из .ТJемм  
l . l , 1 .2, 1 .6 ,  1 .7 вытекает 

Т е о р е м  а 4.8. Если отношение А является стро· 
гим. порядко:�t ( нестрогим. порядком., квазипорядком.) , 
то и отн ошен и е  А-1 является строгим. порядком ( соот· 
ветственно не строгим. порядко.�tt , квазипорядком.) . 

Легко проверить тю<же, что если отношение А яв• 
лиется совершенны м строгим порядком (совершен ным 
нестрогим порядком ,  совершенным . кваэипорядком ) ,  то 
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н отношение A-t является совершенны� строгим по
рядком (соответственно совершенны м  нестрогим по
рядком ,  совершенным квазипорядком ) .  

Из лемм 1 . 1 ,  1 . 2, 1 .6, 1 .7 вытекает 
Т е о р е м  а 4.9. Если А и В - строгие порядки (не

строгие порядки, квазипорядки) , то пересечение А П В 
также является строгим порядком (соответственно не
строгим порядком, квазипорядком ) .  

3 а м е ч  а н и е .  Пусть А - строгий порядок, а В ·
нестрогий порядок. Тогда В = Bt U Е, где В1 - строгий 
порядок. Поскольку 

А П В = А П (В t U Е) = (А П В д U (А П Е) = А П В 1 ,  

пересечение строгого и нестроеого порядка есть стро
гий порядок. 

Свойство «быть совершенным порядком» не обя
зано сохраняться при пересечении.  Это проще всего 
увидеть ив следующпх соображений .  Пусть А - со
вершенный порядок ( строгий или нестрогий ) ,  тогда 
А П А-1 = 0- (или = Е ) . Значит, А П А-1 на множестве 
более чем из одного элемента пе  является совершен
ным порядком.  

Объединение порядков в общем случае не является 
порядком .  Это хорошо видно на таком примере. Пусть 
А - совершенный нестрогий порядок, тогда А-1 - есть 
отношение того же типа .  Однако объединение А U А -1 
есть полное отношение, и ,  следовательно, не является 
порядком .  Условие, когда объединение порядков есть 
снова порядок, дает 

Т е о р е м а  4. 1 0. Если А и В - строгие порядки ,  то 
объединение А U В является строгим порядком в то.м 
и только том случае, когда 

BA U АВ s;;;; A U B. (4 .6) 

Д о к а з а т е л ь  с т в о. Антирефлексивность объ
t-динения в ытекает из леммы  1 .2 .  Достаточно убе
диться , что условие (4 .6)  равносильно транзитивности 
объединения .  В самом деле, транзитивность отноше
ния  А U В означает, что (А U В )  (А U В )  s;;;; А U В,  или 
что (см .  ( 1 . 1 3) )  А2 U В2 U ВА U АВ s;;;; А U В.  Если вы
полнено это последнее условие ,  то ВА U А В s;;;; А2 U 
U В2 U ВА U А В s;;;; А U В. Ес.rш же выпшшено (4 .6) , 
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то, учитывая А2 s; А ,  В2 = В, получаем 

А2 U В2 U ВА U АВ s; А U В U ВА U АВ !;;; 
!;;;; А U В U А U В = А U В. 

Теорема доказана .  
Для нестрогих порядков это условие выглядит не

сколько иначе :  
Т е о р е м а 4 . 1 1 .  Д ля того чтобы объединение 

А U В нестрогuх порядков А и В было нестрогим по
рядком, необходимо и достаточно выполнение условий { ВА U АВ = А U В,  

А n в- 1 ь;; Е.  
<4·7> 

Д о к а з  а т е л ь с т в о .  Пусть сначала выполнены 
условия ( 4 .7 ) .  Рефлексинность объединения А U В вы
текает из рефлексинности опер андов. И меем , да.1 ее, 
(А U В ) -1 = А-1 U в-1 согласно ( 1 . 1 5 ) . Отсюда 

(А U В) n (А U ВГ1 = (А U В) n (А- 1  U в- 1) = 
= (А n А- 1 )  u (в n в- 1) u (в n А- 1 )  u (А  n в- 1) = 

= Е U Е U (А n В - 1)- 1 U (А n В- 1 )  = Е. 
З н ачит,  объединение А U В а нтисимметрично .  Далее, 

(А U В) (А U В) =  А2 U АВ U ВА U В2 = А  U В (4 .8) 
и А U В тем самым транзитивно .  Пусть, н аоборот, 
А U В - нестрогий порядок. Тогда , в силу транзитив
ности , имеем условие (4 .8) . Из него следует, что 
ВА U АВ = А U В. Условие антисимметричности 
(А U В) n (А U В ) -1 s; Е мы можем з аписать в виде 

(А n А- 1) u (в n в- 1) u (в n А- 1 )  u (А n в- 1) = Е. 
Отсюда уже вытекает, что А П В- 1  = Е. Теорем а до· 
казана .  

3 а м е ч а н н е. При помощи леммы 2 .4  легко про�  
вернется ,  что  если А и В - рефлексивные отношения ,  
то  условие (4 .6) равносильно условию 

AB = BA = A U B.  
Произведение порядков АВ  также не обязано быть 

порядком .  Это видно из того хотя бы,  что для совер
шенного вестрогого порядка А произведение 

А А - 1 � A U A- 1 
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есть полное отношение. Было бы любопытно отыскатr. 
простое необходимое и достаточное условие, при вы
полнении которого произведение АВ порядков А и В было бы nорядком. Достаточным условием является,  
например,  такое :  если А и В - строгие порядки и в ы 
полнены соотношения  { А В = ВА , 

А n в-
1

= 0 , 

то А В - строгий порядок * ) . 

. Доказательство этого утверждения предостав.11 яем 
читателю . 

По поводу т р а нзитивного замыка ния А заметим,  
что оно всегда совпадает с исходным nорядком А 
в силу его транзитивности .  

В з аключение д а н ного параграфа мы рассмотрим 
еще одну опе р а цию, которая  д л я л о р  я д к о в, в не
котором смысле, обратна к т р а нзитивному замыка
нию. Идея явного оп р еделения этой операции и ее 
последовате.!JЬного применения  принаддежит С .  Я .  Фи
тиалову. 

О п р е д е л е н  и е 4.7. Редукцией отношения  А на
зывается отношение А',  оnределяемое ус.'!овие м :  

А' = А \. N .  (4 .9) 
Это означает ,  что хА' у выполняется в тех и только 
тех случаях, когда выполнено само отношение хАу, 
но не существует «промежуточноrо» z такого, что 
xAz и zAy. Отношение хА' у оз н а ч а ет «непосредствен
ное подчинение» элемента х элементу у. 

Отмети м ,  что 
.4' s;;;; А .  (4 . 1 0) 

Л егко проверить также , что для любого отношения А 
(А/ s;;;; А .  (4. 1 1 ) 

На рис .  4 . 1 - 4.3 мы фактически изображаJI И графы 
для отношения А' , а не А .  Дело в том ,  что отношение 
А' (для  случая  отношений nорядка на к о н е ч н ы х 
множествах) содержит всю нужную информацию 

* ) Отсюда видно, что надо быть осторожным в попытках 
построить иер архнческую классифпкацшо путем комбнн ировашт 
разных отношений порядка:  род - вид, •1асть - �мое и т. п. 
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об отношен и и  А (см .  теорему 4. 1 2) ,  но изобража ется 
существенно бол ее простым графом . Сравните, н а п.ри
мер,  граф о1 нош е н и я  А и граф его редукции А' на 
рис .  4 .5 .  Обычно в место графа отношения порядка А 
прин ято изобр а ж а ть граф 
отношен и я  A r, хот я  это дале
к о  н е  всегда огов а ри в а ется. 
Основ а нием дл я этого к а к 
раз и сл у ж п т  т е о р е м а  4 . 1 2  
( см .  ниже) . Чтоб ы перейти 
в этом сл учае от отноше 
ния А '  к А ,  надо выделить 
все пути на графе отноше
ния А' н замкнуть их стрел
I<а м и .  

Сам ф а к т ,  что отноше
ние А восстанавливается по 
его редукции ,  не столь три
виален . Так , из (4 .9 )  видно, 

А А 
Рис. 4.5. 

что, дл я рефлексивного отношения А , Ar = 0 и, стало 
быть, редукция А' не позвшiЯет восстановить исходное 
отношение А .  

Т е о р е м а 4 . 1 2. Если А - строгий порядок на ко
нечfюм множестве М,  то транзитивное замыкание pe
дyxtjиtt совпадает с исходным порядком: 

А' = А . (4 . 1 2) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из (4. 1 0) ,  ( 1 . 1 7 ) и теор е м ы  

1 .3 А" <=  А =  А . Докажем обратное вкл ючение. Пусть 
хАу. Отмети м ,  что если 

( 4 . 1 3) 

то ввиду тра нз и ти вности и а нтирефлексивности отно 
ш е ю i я  А в ц е п о ч ке ЭJ1 е м е н т о в  х , z1,  Z2, . • • , Zk , у л ю 
.бые д в а  эл е м ента р азл и ч н ы . Рассмотри м  всевоз м ож
ные цепочки э.ТJ ем ентов Zt ,  z2 , . . . , Zk (k ;;;;;::: О )  та кие, 
ч то в ыпол н яется ( 4 . 1 3 ) . Поскол ьку М - конечное 
множество н ввиду сдел а н ного только что за мечания ,  
таких цепочек к о н е ч н о е  число. З начит, среди них су
ществует цепочка м акс и мальной длины .  Возьмем ее. 
(Если цепочек м а ксимальн ой длины несколько , возь
мем любую из них . )  Из (4 . 1 3) и того, что цепочка 
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Zt, Z2, • • • , zя и меет максимальную длину, вытекает 

(4 . 1 4) 

В самом деле. Если , к примеру, не выпоJiняется 
z1A 'z2 , то · z1A 2z2, т. е. существует та кое и, что ZtA и 
и иАz2. Но тогда цепочка Zt ,  и, Z2, . . . , zн. имеет бо.Jiь
шую дJiину и обладает свойством (4 . 1 3 ) . Из (4 . 1 4 )  в ы -
текает хА' у. Значит, А s;;;; А.,.. Мы поJiучиJIИ (4. 1 2 ) . 
Теорема доказана .  

1( сожа.'lснию, теорема 4 . 1 2  не переносится на  бес· 
.конечные множества .  Например ,  если А - обычный 
порядок < на  множестве действительных чисел , то 
А '

= eJ. Тем с а м ым А' = 0 и R =1= А . 
Теорем а 4 . 1 2  означает, что для строгих порядков 

н а  конечных м ножеств ах по отношению А ' можно од
нозначно восста новить исходное отношение А. Более 
того, редукция А ' есть минимальное отношение. по
зволяющее . восста новить А . Точный смысл этого 
утверждения раскрывает 

Т е о р е м  а 4 . 1 3 . Если отношение В таково , что 

В = А , то А' s;;;; В . 
Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Предположим ,  что выпол

нено хА'у.  Из (4 . 1 0 )  хА у ;  по условию теоремы тог;,а 
существует tакое n , что xBn y.  Однако , в силу В s;;;; В,  
справедJIИВЫ включения в s;;;; А и вn s;;;; лп . Значит, 
верно соотношение хАпу. Поскольку хА 'у, n = 1 .  З н а 
чит,  хВу. Теорема доказа на . 

Из теоремы 4. 1 2  вытекает, что если А - строгий 
порядок на конечном множестве и выполнено хАу,  то 
существует минимальное число n, при котором 
x (Ar) ny. Это n характеризует длину минимального 
пути в графе отношени я А', который надо пройти, 
чтобы из вер ш и н ы  х попасть в у. 

Установ и м  некоторые свойства реду1щий строгих 
порядков .  

О п  р е  д е .п е н и е 4.8 .  Отношение В называется ан� 
титранзитивньtАt , ес.'Iи при всех n � 2 

( 4 . 1 5) 

Иначе  говоря ,  еслн выполнена цепочка соотношений 
хВх1 , х1Вх2, . . .  , xnBy, то невозможно хВу. В сущно
сти , это з н ачит, что пепосредственная связь в графе 
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отношения В между вершин ами х и у искл юч ает об
ходный путь * ) . 

Т е о р е м  а 4 . 1 4 . Если А - строгий порядок, то от
ношение А' антитранзитивно. 

Д о к а з  а т с л ь с т в о .  Предположим ,  что сущест
вует цепочка Xt , Х2,  . . . , Xn така я , что 

хА'х 1 , х 1 А'х2, • • •  , ХпА'у . Но тогда 
хАх1 , х 1 Ах2 , • • •  , XnAy. 

Ввиду транзитивности отношения А х1Ау. Из xAX t и 
XtAY вытека ет хА2у и ,  следовательно, хА 7 у не верно . 
Теорема доказана .  

Полезно рассмотреть отношение,  изобр аженное на  
рис. 4 . 6 :  это циклический граф) �го транзитивным за ·  
мыканием служит полный граф ,  по
скольку, двигаясь по циклу , �ожно из 
любой точ1ш попасть в любую, в том 
числе - в са мое себя .  Это отноше
ние не является антитранзитивным ,  
поскольку А»+ 1 = А , где п - число 
вершин.  

Л е м м а 4.6 .  Если отношение В 
антитранзитивно , то 

(В{ = В. (4 . 1 6) 
Р ис. 4.6. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. В виду (4 . 1 1 )  достаточно до
казать в кл юч е н и е  В s::; (B) r . Пусть дл я  некоторой 
п а ры х, у в ыполнено соотношение хВу и не  выпол -
нено х (В) 'у. Так как  В s::; В, то  хВу тоже в ыпол нено . 
Стало быть, х (В) 2у.  Но тогда существует n � 2, ДJI Я 
которого хВну ,  а это по  (4 . 1 5 )  не совмести мо с хВу. 
Полученное противоречие доказывает (4 . 1 6 ) . 

Равенство (4 . 1 6 ) естестве н но сопоста вить с (4 . 1 2 ) . 
Если в графе отношения В имеется контур 

Х ! ,  Х2 , . • .  , Xn ,  Xt ,  
то (В ) "  1= В, т а к  ка к х1Вх2, но не  в ы пол н ено Xt (В )  rx2• 
(Поско.ТJЬку XtBXz, значит, xJJx2. П оскольку Xt ,  

Х 2 ,  . . . , Xn ,  X t  - контур ,  х2Вх2 . Из xJJx2 и x2iix2 вытекает 
Xt (В )  2xz . Из X tBXz н Xt (В) 2х2 сл едует, что не верно 

* )  Отметим , что любое антитр анз итивное отношенпе асимме
три<шо и,  следовательно (теор е м а  1 .2) , антир ефлексивно. 
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Xt (B) rxz.) Одна ко нз отсутствия в графе отнош е н и я  
В контуров не ВЫ1 е i< а ет (В ) •· = В. Н а п р и мер ,  есл и 
В - обычный строгий п о р ядок п а  м нож еств е действн
тельных чисел, то в графе  отнош ен и я В пет ко нтуров,  ""' ,... r r но В =  В, (В) = В  = 9 =1= В .  

Легко видеть, что, к а к о в о  б ы  н и  б ы л о  отнош с ш r е  

В, транзитивное з а мыка н н е  fi тогда и тоJJ ыю тnгда 
не является а нт11рефлекси в н ы м ,  когда в графе отн оше
ния В есть контуры. Отсюда u ы те к а ет 

Л е м м а 4 .7. Каково бы 1ш было о гношпшс В,  
транзитивное замыкание В тогда и тол ько тогда яв
ляется строгим порядком, когда в графе отношения 
В нет контуров. 

Теперь м ожет быть ,nегко пол учена обр а т н а я к тео
рем е 4 . 1 4  

Т е о р е м  а 4 . 1 5. Если отношение В антитранзитив
но, то В есть редукция некоторого строгого порядка. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Соrласно л е м м е  4 .6 B = (B ) r. 
По л е м м е  4.7 достаточно убедиться ,  что в гр а ф е  от
ношения В Н еТ КОНтурОВ. nр едПОЛ ОЖ/ 1 1\1 ,  ЧТО В ЭТОМ 
г р а ф е  есть контур 

Тогда и меем x1B n+tx2, т. е .  В n Bn+t =1= 0,  что n р оти 
вореч и т а нтитр а нзитив ности отношения В. Теоре м а  
дока з а н а .  

§ 3. Древесные порядки 

В этом п а р агр афе м ы  будем изучать важный спс
цн аJJь н ы й  кл асс отношен и й  порядка - так назыв ае м ые 
древесные порядки. 

Пусть и м еется м ножество М с отношением СТJЮ
гого пор ядка < .  Эл е м ен т  х0 м ы  буде м н а зывать на и 
болыuи,ч ,  если дл я вся кого элемента уЕМ, отл ичного 
от Хо, в ы пол н ен о  соотно ш ение у < х0.  Легко в идеть, что 
на и бо.Тi ьш и й  эл емент ( если он существует) еди н ствен. 
Пол езно отметить та кже, что дл я л юбого строгого по
рядка, в которо м  су ществует н а и больш и й  элемент, этот 
эл емент явл я ется еди нственн ы м  м а кс и м альным * ) .  

* )  Если строгий порядок н а  к о н е ч н о м множестве н м ее r  
е д и н с т в е н н ы й максимальный элемент, то этот элемен r 
является наибольшим, (Приж. ред. )  
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О п  р е  д е л е н и е 4.9. Отношение строгого порядка 
< на множестве М называется отношением древес· 
н.ого nорядка (ил и древесным порядком) ,  если 

1 )  из того, что х < у и х < z следует, что у и z 
с ра вни м ы ; 

2) во множестве (М, <) существует наибольший 
элемент. 

Множество М с задан ным на нем древесн ы м по
рядком, т. е .  пару (М, <), мы будем называть дере· 
вом , а на ибол ьш ий элемент - корнем дерев а . 

Условие 1 )  оз начает, что дл я л юбого эл е м е н т а  
х Е М н а  множестве эл е ментов, бод ьш и х  че м х, ис
ходный древесный порядок превращается в совершен· 
ный порядок.  

Нетрудно в идеть, что сове рше нный порядок, в ко
тор о м  существуст на и бол ьш и й  эл е м е нт, есть ч а с т н ы й  
случ а й  д ревесного. 

Уста нов и м  несколько свойств д ревесного п о р ядка.  
Л е м м а 4.8 . Если А - древесный порядок н.а М, 

то на !ltножестве М (х ) ,  состоящем из самого х и всех 
эл е м е нтов у Е М та ких , что уАх, отношение А также 
задает древесный порядок. (Множество М (х) с по
рядком А естествен но назвать поддеревом дерева 
(М , А) . )  

Д о к а з  а т е л ь с т в о .  Первое услов ие вьшод няет· 
ся ,  оч евидно , дл я любого подмножества множества М. 
Очев идно та кже,  что н а и бол ь ш и м  эл ементом в М (х ) 
является сам х. 

Л е м м а 4.9 .  Если А - древесный порядок н.а ко
н.е,mом Мftожестве М, то для всякого х, отл u ttн.ого от 
корNя Хо, существует ровно один. у, для которого вы
полнено хА'·у. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Предположим сн ач ал а , что 
существуют та кие у и z (у =1= z) , что xAry и xA '·z. 
По оп р едел ению древесного порядка, поско.ТJЬку 
хАу, xAz и у =1= z, имеем yAz или zAy. Для оп реде
Ji е шюст и пол ожи м yAz. Тем самым получаетс я , что 
в ы пол н е н ы  два соотношения хАу и yA z. С.Тiедова 
те.Тi ьно, невозможно xArz. Итак , м ы  доказали,  что не 
м о жет б ыть двух р азных элементов, «непосредственно 
ста рш их», чем да н ный . Предположим теперь, что для 
эл е м е нта х н е  существует та кого у, что xA ry. Тогда , 
легко видеть , не существует такого у, что хА--;.у. По· 
скол ьку М - конечное множество, не существует 
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такого у, что хАу ( теорема  4 . 1 2 ) . Значит, х - макси
мальный элемент, т. е .  х = Хо. Лемма доказана.  

Если М - м ножество неположительных действи
тельных чисел с отношением <. то этот древесный 
порядок не удовлетворяет заключению леммы 4.9. 

Л е м м а 4. 1 0. Пусть < - древесный порядок на 
конечном. .множестве М. Тогда для любых несравни
мых элементов х Е М и у Е М существует единствен
ный элемент z Е М, для которого 1 ) х < z; 2) у <  z; 
3 )  если х < w и у <  w, то z -<:  w. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Поскол ьку х и у несравни
мы, ни  один из них не яв.11 яется корнем дерева. Обо
значим через Мх м ножество всех элементов z, для ко
торых х < z, а через М у - аналогичное множество 
для у. В силу условия 1 )  определения 4.9 отноше
ние < на Мх (и на Му} является совершенным стро
гим порядком .  Так как Мх и Му содержат корень, то 
Мх П М у =1= 0 и отношение < на М� П М у является со
вершенным строгим порядком.  Я сно,  что множество 
Мх П Му состоит из всех элементов w, для которых од
новременно х < w и у < w. Поскольку это множество 
конечно, то в нем есть наименьший элемент z (лемма  
4 . 1 ) ;  для любого w Е Мх П М у и меем z -<:  w.  

Следующий пример  показывает, что в этой лемме 
условие конечности существенно. Пусть М является 
объединением полупрямой (-оо ,  О] и двух элементов 
х и у. Порядок на полупрямой - обычное числовое от
ношение < ,  а любая точка на полупрямой больше х 
и у. Сами элементы х и у не сравнимы.  Для этих двух 
элементов утверждение леммы не верно, хотя опреде
ленный нами  порядок - древесный .  

С помощью доказанных лемм можно убедиться, 
что граф,  изображающий редукцию Ar древесного по
рядка А на конечном м ножестве М, действительно 
имеет древавидную структуру. Назовем окрестностью 
элемента у совокупность элементов z, для которых 
выполнено zA ry. Будем изображать Ar по ярусам 
(рис .  4 .7 ) . В первом ярусе поместим корень дерева 
наибольший элемент Хо. Во втором ярусе поместим 
элементы, входящие в окрестность элемента ха. 
В третьем ярусе поместим элементы, входящие в ок
рестности элементов второго яруса ,  и т. д. Ясно, что 
стрел ки в графе могут идти только от яруса к ярусу. 
При этом от каждого элемента к верхнему ярусу 
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идет ровно одно ребро , а к нижнему может идти 
сколько угодно ребер .  Итак,  мы види м , что граф 
имеет структуру дерева .  Общее число ярусов назы
в а ется в ысотой дерев а .  Максимальное число элемен
тов в одной окрестности (максимальное число рост
ков, выходящих из  одной верши ны ) называется  ши
риной дерева .  

Высота дерева /1 , ши р ина  d и общее ч исло верш ин 
n связаны очевидн ы м  неравенством 

2 h - 1  dh - 1  
n � l + d -1 - d + . . .  + d  = (l::Y · 

Это н е р а венство обр а щается в р авенство в том и 
только том случае ,  когда окрестность каждого эле· 
мента (кроме,  конечно , элементов самого нижнего 
яруса )  состоит из d эл ементов. 

Рпс.  4.7. Древесный порядок.. 
М. В. Ар апов предJюж ил следующим образом ха 

р актеризовать сложность конечного дерева. Обозна 
чим  через d (х )  число элементов в окрестности эле· 
мента х. Определи м сложность а (х) вершины х сле
дующим рекур рентным п р авилам : 

а (х) = d (х) + а  (у) ,  ( -1 . 1 7) 
где у - тот единственный элемент, дл я кото рого 
xAry. Иначе гово ря,  слож ность вершины х скл ады
вается из ко.'Iичества  ростков ,  выходящих в низ из 
этой вершины, и СJI"о ж н ост и вершины предыдущего 
S�pyca ,  соединенной с х. При х = Хо принимаем 
u (у) = О. Сложность дерева а (D )  определяется как 
сум марпая  сложность его вершин : 

cr (D) = � а (х). (4 . 1 8) 
r 6 M  
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Из равенства (4 . 1 7 )  л егко вывести , что 

о (х) = d (х) + 1: d (у) .  
х < у 

(З нак х < у под знаком суммы показывает, что сумма 
Qерется по всем  таким у, для которых х < у. )  Под
став.чяя  это выражение для  о (х) в ( 4. 1 8) , получаем 

о (D) = � d (у) k (у) , (4 . 19) 
у е м  

где через k (у ) обозначено, сколько раз величина d (у) 
участвует в выражен ии дл я о (D) . Ясно,  что k (у)  есть 
число тех х, для которых х � у. Иначе говоря , k (у) 

Рис .  4.8. Дерев1.я различной сложности. 
р авно числу вершин в поддереве, для которого у яв
л яется корнем .  Для деревьев D1, Dz и Dз, изображен
ных н а  рис . 4.8 ,  сложности равны соответственно �  

CJ (DI ) = 2 · 7 + 2 • 2 · 3 = 26, 
о (D2) = 3 · 7 + 3 · 4 = 33, 

о (D3) = 2 · 7 + 2 · 5 + 2 · 3 = 30 . 

Мы здесь специально выбирали деревья с одинако
вым кодичеством вер ш и н ,  чтобы был а  заметной за
виси мость сложности от структуры дерева .  

Обоз н а ч и м  через а n минимальную сложность де
рева с n вер ш и н а м и .  Для вычисления Оп можно по
лучить рекуррентную формулу. Пусть Dn - дерtшо 
м ин и м альной слож но сти с n вершинам и . Пусть т =  
=-� d ( хо )  - число отростков , выходящих из его корня. 
Пусть, наконец, D 1 , D2, . . .  , Dm - поддеревья дере
ва Dn .  н а ч и н а ющиеся со второго яруса .  Тогда на ос
новании ( 4 . 1 9 )  

o (Dп) = d (x0) · n + � d (x) k (x) + • • •  + � d (x) k (x) . 
x e D 1  :x e Dm 
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Или, что то же самое, 

<J (Dп) = тп + <J (D1) + • . .  + <J (Dm). (4.20) 
J-fo дл я дерева минимальной сложности поддеревья 
т�кже должны иметь минимальную сложно<;ть .  Иначе 
мЫ могли бы уменьшить сум м у  в ( 4 .20 ) , Обозначи� 
через ki число вершин в D i, Сумма чисел k i  равн� 
числу всех вершин в D n ,  з а  искл ючением корня . Итак, 

т 

f1п = тп + � <Jk t •  
i - 1  

где k 1  + kz + . . .  + k m  = n - 1 .  В силу минимальности 
величины o (Dn )  строение поддеревьев должно быть 
таково, чтобы эта сум м а  обратилась в минимум .  Зна• 
чит, окончате.Тiьно, для отыскания <Jn можно н а писать 
рекуррентное ур а внение 

Оп = min (тn + � <Jk 1) • , _ ,  

В э·юм ур а вне ни и м инимум берется по всевозм ож· 
ным т и н а борам (k t ,  k2, . . .  , km ) ,  дл я котор ы х k ,  +: 
.+ k2 + . . .  + km = n - l .  З аметим , что идея получения 
этого уравнения фактически взята из динамического 
программировапия . 

Е .  Н .  Ефимова сумела получить для вел и ч и п ы  <Jn 
асимптотику вида 

<Jп - n l n n. 
* * * 

Древесные порядки можно р ассм атривать не  то.1ь�  
ко для конечны х м н ожеств . Толь ко лемм ы 4.9 ,  4 . 1 О и 
ьозможность пользоваться редукцией (тео рем а 4 . 1 2 ) 
з ависели от конечности множества М. 

Хороши\1 пр имер бесконечного дерева можно по· 
лучнть следующим образом . Пусть М - множество 
всех кортежей х = (ео, е, ,  . . . , e n  ) , где ео = О, а е , ,  
е2, • •  , принимают значения О или 1 .  Порядок А за 
дадим следующи м условием .  Пусть х = ( ео, е 1 ,  . . • 
• . . , en ) и у = ( fJo, fJ I ,  . . •  , 'I'Jm ) .  Мы будем считать ВЫ• 
полвен н ы м  соотношение хАу, если т < n и ,  дл я всех 
i � т, ei = fl i ·  Таким образом , хАу озн ач ает , что кор
теж у « вложен »  в кортеж х. Нетрудно видеть, что 
если у и z оба «вложен ы »  в один и тот же кортеж х, 
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то кто-то из них «вложен» в другой. Кортеж Хо = (О) 
является , очевидно, н аибольшим : поскольку О н ачи
нает любой кортеж из М, то для всех х =1= Хо имеет 
место хАх0• В данном случае утверждение леммы 4.9 
остается спр аведливым .  Этот порядок можно пред
ставлять себе как дерево бесконечной высоты, в кото
ром каждая вершина  пускает два ростка . 

В предыдущем примере пол ностью сохранилось 
понятие яруса .  Именно,  п-й ярус состоял из всех кор · 
тежей из  М длины n. Следующий пример является 
по существу обобщением предыдущего на «кортежи 
континуальной длины».  

Рассмотрим м ножество М, состоящее из функций 
f, определенных при О � t < + оо ,  принимающих зна 
чения О и 1 и таких , что  f (O ) = О . Определим на М 
отношение строгого порядка < условием : f < g, если 
f и g не  совп адают и существует такое а ;;:::. О, что 
g (t ) = f ( t ) при  O � t � a  и g ( t ) = O  при  t > a. 

Проверим, что этот порядок является древесным.  
В самом деле, пусть f < g и f < g1 .  Тогда существуют 
а и а1 такие ,  что при t > а  g ( t )  = О, при t > а 1 
gl ( t )  = 0, при O � t � a  f ( t )  = g ( t ) и при O <: t <: a1 
f ( t ) = g 1  ( t ) . Примем,  что а 1 > а. Тогда из вышена 
писанного вытекает, что, при  О <,. t <: а, g ( t ) = g1 ( t )  и ,  
при t > а , g ( t) = О. Это озн а ч а ет,  что либо g и g1 
совпадают, дибо g1 < g. Обозначим через fo  функ
цию, тождественно р а в ную нулю .  Ясно, что, какова 
бы ни бьта функция f Е М, отли чн а я от fo ,  f < fo . Та
ким образом , !о - наибольший элемент (корень) . 

В этом примере мы имеем ситуацию , 1юторую 
можно было бы интерпретировать как непрерывное 
ветвдение .  Ддя дюбого to > О совокуп ность всех функ
ций f т а ких,  что f ( to)  = l н j ( t )  = О при t > fo, как 
бы образует ярус р анга  to .  

Отметим одно важное обстояте.1 ьство. Есди в оп
ределении древесного порядка отказаться от суще
ствования наибодьшего эдемента , то для конечного 
fdНОжества М мы получим вместо дерева объедине
ние векоторого м ножества попарно непересекаю
щихся деревьев. Поэтому в случае конечного М вме
сто условия 2 ) в определении 4 .9 можно взять любое 
условие, гарантирующее связность соответствующего 
rрафа .  
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Например ,  воз м ожны следующие условия:  
2') максима .ТJЬный элемент единствен ; 
2") для любых несравнимых элементов х и у су

ществует такой элемент z, что х < z и у < z. 
В случае  бесконечного множества М ситуация 

оказывается другой. Так, для liШожества М действи
тельных чисел с обычным порядком выполнено усло
вие 1 ) определения 4.9 и не выполнено условие 2) . 
Максимальных элементов в этом упорядоченном мно
жестве нет, т. е. условие 2') выполнено.  Условие 2") 
здесь также выполнено. 

Приведем в заключение пример  « почти-древесно
го» порядка . Множество М состоит из всех пар  вида 
(m, n) , где т и n - целые чис.11 а  и т � О (М обра
зует целочисленную решетку на полуплоскости) . 
Определим н а  м ножестве М отношение А . Ф иксиру
ем произвольвое целое число n. Положим по опреде· 
лению: 

(0,  n +  1) А (О , n),  
(2 , n +  1) A ( l ,  n), 
(4 , n +  1 ) А (2 , n), 
(6 , n + 1 )  А (3 , n), 

и т. д.  В общем виде :  

(2k , n + 1 )  А (k , n), 

( 1 ,  n + 1 ) А (О, n) , 
(3, 1i + 1 )  А ( 1 , n) , 
(5 ,  n + 1 )  А (2 , n), 
(7 ,  n + 1 ) А (3, п) 

(2k + 1 ,  n +  1 ) A (k , n) .  

(Советуем читателю попробовать нарисов а rь граф 
отношения А . )  Легко видеть, что гр аф  отношения А 
не имеет контуров. Поэтому  отношение В = А есть 
строгий порядок (лемм а  4 .7 ) . 

Этот строгий порядок удовлетворяет условию l ) 
из определения 4.9 и не удовлетворяет условию 2)  
того же определения .  Однако для  этого порядка вы
rюлняются условия 2 ' )  и 2") . Полезно заметить, что 
дл я него выпол нены з акл ючения лемм 4.9 и 4. 1 0. 
( В  предыдущем примере заключение лем м ы  4.9 н� 
выполнено. ) В отличие от предыдущего примера 
здесь м ы  имеем в"r = В, поскольку вr = А ( см.  лем
м у  4 .6 ) . 

Для любой пары (т, n )  множество всех пар 
(l, p ) ,  для которых (L, p )B (m., n) , обр азует дерево. 
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§ 4. Множества с нескольким" порядками 
Мы будем в этом п ар аграфе. рассматривать толь4 

ко конечпые множества ( причем конечность будет 
подразумеваться , а не  указываться явно ) с несколь 
кими отношениям и порядка, связанными определен� 
ным и условия ми «согласования» .  Содержательные 
пример ы подобных ситуаци й , игр ающих важную роль 
в м атем атической лингвистике , будут р ассмотрены в 
последней главе. Поэтом у ниже мы будем вести из·  
ложевне на  форм альном уровне . 

Пусть дано множество М , отношение совершенно
го строгого порядка < на нем и отношение строгого 
порядка ::::> . Редукцию последнего отношения  мы бу
дем обозн а ч ать через -. Соотношение х �  у мы со
ветуем читател ю  воспринимать как «Х больше у».  
Поэтому, в отличие от §§ 1 -3, в графе отношения =} 
стрелка редук ции - будет вести от большего элемен
та к ме�tьtие.му. Множество М с двумя такими  отно
шениями (М, < . � ) мы будем называть дважды упо
рядочепным мпожествоАt . 

Если вы полнено либо х < z < у, л ибо у < z < х, 
то мы будем говор ить , что z н аходится .между х и у. 
Мы будем говорить, что дв ажды упорядоченное м но
жество М удовлетворяет условию Пt , если из  х - у и 
того , что z н аходится между х и у, следует соотно· 
шение х ::::} z.  

Для элемента х Е М м ы  обозначим через М (х) 
множество, состоя щее из са мого х и всех элементов 
у, для которых х ::::> у .  

Л е м м а  4 . 1 1 .  Пусть (М, < ) - отношение совер
шенного строгого порядка . Если х 1 ,  х2 , . . .  , Xn - раз
личные элементы из М и w паходится между х1 tt 
t n ,  то либо w совпадает с пекоторыми Х; (2�i�n - 1 ) ,  
либо существует такое i ( l � i � n - l ) ,  что w нахо
дится .между х ; и x;+t ·  

Д о к а з  а т е л ь с т в о .  Пусть для определенности 
Xt < w < X n .  Допустим ,  что w отлично от Х2, Хз , • . •  
• . • , Xn-1 • Тогда либо Х2 > w ,  либо х2 < w .  Есл и х2 > 
> w, то X t < w  < х2. Если х2 < w, р ассмотрим Хз. Ли· 
ба w < Хз, либо х 3  < w . Есл и  w < Хз, х2 < w < Хз . Ес
ли Хз < w,  р ассмотрим Х4 и т. д. Поскольку w < Xn и 
{х2, х3,  . . . , Xn-t} - конечное множество , через ко
нечное чнсло ш а гов м ы  найдем искомое х1 . 
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Т е о ре м а 4 . 1 6. Дважды упорядоченное множество 
М тогда и тол ько тогда удовлетворяет условию llt .  
когда из у Е М (х) , z Е М (х) и у < w < z вытекает 
w E M (x) . 

Д о к а з  а т е л ь с т в о. Пусть сначала М удовлет· 
воряет условию п ] .  Есл и w совп адает с х, ТО w Е м (х ) ,  
Рассмотр им случай  w < х.  Поскольку у < w ,  х � 
=f= у. Вследствие х :::? у существует последовательность 
х = Х1 ,  Xz,  . . . , Xn--1 . Xn = у такая ,  что при всех i 
Xi -+ хн , .  Поскольку Xn = !J < w < х = х , ,  по л е м м е  
4. 1 1 либо ,  д.'J Я н екоторого i ,  w = х; ,  либо существует 
такое i, что w находится между х; и хн1 • В первом 
случае х �  w 11 w Е М (х) . Во втором случае , в силу 
условия П 1 ,  Х; � w .  Поскольку x =?" xi .  имеем х =?  w 
и w Е М (х ) . В случ ае х < w р ассуждения проходят 
таким же обр азом , сели заметить, что w находится 
теперь м ежду х и z. Доказательство в обр атную сто• 
рону предоставляем читател ю . 

В силу теорем ы 4.2 дважды упор ядоче н н ое м во. 
жество М можно изобр ажать отрезком н атур ального 
ряда { 1 ,  2 ,  . . . , т} , а отношение < поним ать как со· 
ответствующее числовое нер а венство. Интервалом м ы 
будем н азывать любое множество [i, j], состоящее из 
всех натуральных чисел l, удовлетворяющих нер а·  
венствам : i <; L <; j. Предыдуща я теорем а оз н а ч а е т :  
условие l i 1  равносильно тому, 
что все множества М (х ) суть ин·  
тервал ы . 

П р и  м е р . Пусть М =  { 1 , 2 , 3 ,  
4} , а отношение -+ определено 
условиями  1 -.2, 1 -+ 3, 4 -+ 2. 

f 2 
Рнс.  4.Q, 

4 _.. 3_  Тогда М ( 1 ) = { 1 , 2, 3} ,  М (2 ) = {2} , М (3) = {3} 
и М (4 )  = {2 ,  3, 4} . Нетрудно проверить, что это двю:�· 
ды у,порядоче нное множество удовлетворяет уело• 
вию 111 ( рис . 4 .9 ) . Отметим , что М1 ( 1 ) П М (4 ) =t= J25, но ни  одно из этих множеств не содержится в дру· 
гом . 

Полезную информ ацию о взаимном расположен ии  
м ножеств М (х )  дает 

Т е о р е м а 4. 1 7 . Если отношение (М, :::? ) есть дре· 
весный порядок, то для любых несовпадающих х tt 
у либо м (х) n м (у) = )25, либо м (х )  с: м (у) '  либо 
М (у) с: М (х) . 
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Д о к а з  а т е л ь с т в о .  Пусть М (х) П М (у) =1= f25 и 
W Е М (х) П М (у) . Если w =1= х и w =1= у, то имеем 
x =;> w и y � w. B  силу древеснасти порядка и весовпа
дения х и у имеем Jшбо х � у, либо у :::} х. Если же 
w = х, то у =;> х, а при w = у  имеем х=} у. Если 
х =} у, то по транзитивности имеем х =}  z для любого 
z e M (y) ,  т. е . М (х) � М (у) . Если же у =} х. то по
Jiучаем обр атное В КJ/ ю ч е н и е .  

Условимся теперь изобр ажать множество М на 
горизонтальной оси, а стрелки, выражающие отаоше
ние -+, проводить только сверху этой оси . Мы бу· 
дем говорить, что дважды упорядоченное множество 
М удовлетворяет условию П2, еСЛИ М ОЖНО ВСе стре.ТI 
КИ -+ провести так,  чтобы они не  пересекзлись и не 
накрывали  м аксим альные элементы * ) . 

Т е О р е М  а 4 . 1 8. Условие II2 влеttСТ условие l1 1 .  
Д о к а з  а т е л ь с т в о .  Пусть дважды упорядочен

ное м ножество М удовлетворяет условию 112• Прове· 
дем стрелки, выражающие отношение -+, соответст· 
'вующим «хорошим» образом . Пусть х -+ у, а z нахо
дится между х и у. Элемент z не может быть м а кси
мальным элементом , поскольку он накрывается 
стрелкой, ведущей из х в у. Тогда существует Zt , для 
которого Zt � z. Элемент z1 находится между х и у, 
либо совп адает с х или у ,  ибо иначе стрелка z, -+ z 
пересекалась бы со стрелкой х -+  у. Аналогичным рас
суждением мы построим цепочку Zn � Zn-t -+ . . . -+ 
-+Z1 -+ z, где либо все zi лежат между х и у, либо 
z, .  совпадает с х пли у. Так как в се Zi р азличны и 
множество М конечно, то для какого-то п элемент Zn 
совпадает с х иди у. Но тогда будем и меть х =}  z. 
Таким обр азом , дважды упорядоченное м ножество М 
удовлетворяет условию П 1 • 

Пример н а  рис .  4 .9 показывает, что условие п , мо
жет выподняться , когда условие 112 не  выполнено. 
Однако когда :::} является древесным порядком, ус
ловия п, и П2 равносидьны.  А именно, имеет место 

Т е о р е м  а 4. 1 9 . Если отношение :::} является дре
весны.лt порядком и дважды упорядоченное множе
ство удовлетворяет условию П 1 ,  то оно удовлетворяет 
условию Пz. 

*) То есть элементы х, для которых соотнощение у -+ х не 
выполнено ни пр н  каком у. 



Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть Хо - корень дерева ,  
а х1 < х2 < . . .  < Xn - все те элементы,  для которых 
выполнено Хо � Xi. Ясно, что все стрелки, исходящие 
нз х0, можно провести без пересечений .  Множества 
М (х1 ) , М (х2) ,  . . . , М (xn )  являются по теореме 4. 1 6  
интервалами .  Включение М ( x i )  ::::> М (xj )  невозможно, 
так как влекло бы условие Xi =:} Xj ; следовательно, по 
теореме 4. 1 7 эти интервалы не могут пересекаться. 
Между разнымп множествами М (xi ) и М (Xj )  не могут 
проходить стрелки ; иначе было бы выполнено Xi =:} w, 
где w EM (х; ) . Если все элементы из М (xi ) , кроме са
мого х;, лежат между X i-t и Xi , то стрелки внутри 
М (х; ) можно провести так, чтобы они не пересекзлись 
со стрелками ,  идущими  от корня .  Аналогично будет и 
в случае, когда М (xi )  лежит между Xi и Xi+t·  Пусть 
теперь М (х; ) = Mt (х; ) U {х;} U M2 (Xi ) , где М1 (х; )  ле
жит между Xi-t и х;, а М2 (х; ) лежит между Х; и X i+t· 
Покажем,  что нет ни одной стрелки, ведущей из М1 (х; ) 
в M2 (x i )  ( и  соответственно в обратном направлении ) .  
Действительно, существование такой стрелки означало 
бы,  что y -.. z, где y E Mt (x; ) и z E M2 (x; ) . Но так кю< 
у <  Xi < z, то, согласно условию Пt , было бы у =} Х; ,  
что невозможно. Итак, все остальные стрелки,  не иду
щие из Хо, можно провести без пересечений со стрел
ками, идущими  из х0• Но I<аждое из М (xi ) является 
дважды упорядоченным множеством ,  удовлетворяю
щим условию П1 ,  и сужение =:} на М (х; ) я вляется дре
весным порядком .  Поэтому п стрелки внутри М (х ; )  
можно провести без пересечений с о  стрелками ,  выхо
дящими из х;. Продолжая это рассуждение, мы легко 
убедимся,  что все стрелки можно провести без пересе
чений. Так как корень х0 не входит ни в одно из мно
жеств М (х; ) и никакое М (х; ) не расположено по обе 
стороны Хо,  то, очевидно, все стрелки можно провести 
T a J{,  чтобы Хо не накрывалось. Теорема доказана .  

Заметим,  что решающу1о рол ь в доказательстве 
играл тот факт, что все М (xi )  либо не пересе
каются, либо вложены одн о в другое. Поэтому фор
мулировку последней теоремы м о ж н о  было бы  не
скол ько уточнить. 

Существует еще одна полезная формулировка свя
зи между обоими отношениями порядка на  дважды 
упорядоченном множестве. Она имеет смысл только 
для случая , когда отношение =>. является древесным 
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порядком .  (Правда, ее можно расш ирить на те «Не· 
древесные» ситуации,  для которых удается ввести по· 
нятие яруса . )  

Сначала изобразим элементы множества М цело· 
численными точками от l до n на  оси абсцисс в коор

1 2 
Рис. 4. 1 0. 

5 

динатной плоскости. 
З атем каждой точке 
х Е М сопостави м  т а 
кую точку х' на  восста 
новленном из х перпен· 
дикуляре к оси абс
цисс, чтобы р асстояние 
от х' до х р авнялось 

0 уменьшенному па еди -
ницу номеру яруса , на  
котором н аходится х. 
Если х -+  у, то точки х' 

и у' соединим  отрезком .  Н а  рис. 4. 1 0, 4 . 1 1  и 4. 1 2 про 
ведены соответствующие построения.  

Условие Пз состоит в том , что а )  проведеиные от
резки не пересекаются и б ) продолжение перпенднку
ляра выше любой точки х' не пересекает ни одного от
резка .  

На рис. 4 . 1 О условие 113 выполнено, а на рис. 4 . 1 1  и 
4 . 1 2  не выполнено. 

Рис. 4. 1 1 . Рис. 4. 1 2. 

Т е о р е м  а 4 .20. Если отношение :::} является дре
весным порядком, то условие П3 равносильно уело
вша П1. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Покажем сначала , что из Пз 
следует llt. П редположим ,  что существуют х, у и z, 

для которых х -+  у, z находится между х и у и не в ы
пол нено х ==>. z. Пусть zo - максим альный элемент ере· 
1 5е / 



,1щ всех таких z (при фиксированных х и у). Из усло
вия 113 следует, что точка z� не может лежать под от
резком, соединяющим х', у'. Отсюда, в частности, вы
текает, что z0 не может быть корнем дерева. Но в силу 
древеснасти порядка тогда существует w, для кото
рого w-+ zo. По принятому предположению w не нахо
дится между х и у и пе совпадает с х или у. Возможны 
с.педующие варианты расположения: 

x<z0<y< w; 
w <x<zo<y; 
y<z0<x< w; 

w <y<z0<z. 

Рассмотрим первый случай. Так как z� лежит выше 
отрезка х'у', то либо отрезок z�w' пересеi<ает отрезок 
х'у', либо отрезок z�w' лежит выше точки у'. В обоих 
случаях условие Пз нарушается. Остальные три вари
анта исследуются совершенно аналогично. Итак, мы 
доказали, что из Пз следует П1: 

Покажем теперь, что из 111 следует Пз. Предполо
жим, что Jl.1 не выполнено. Рассмотрим сначала слу
чай, когда продоJiжение перпендикуляра, проходящего 
через точку х', пересекает выше точки х' отрезок y'z'. 
Это означает, что точка х расположена между у и z, 
у-+ z (или z-+ у), и хотя бы одна из точек у' или z' 
лежит выше, чем х'. Тогда другая лежит не ниже, 'Ie�l 
х'. Следовательно, невозможно у::? х, что противоре
чит условию 1I1. Второй. случай состоит в том, что не· 
которые отрезки х'у' и z'и' пересекаются. Это воз· 
можно только при условии, что нижние и верхние кон· 
цы этих отрезков .'Iежат соответственно на одном 
уровне. Но тогда невозможно ни одно из соотношений 
х::? z, х =?и, у=?. z, у::? и. С другой стороны, либо z, 
.�ибо и находится между х и у, т. е. согласно 111 одно 
из перечисленных соотношений должно было бы вы
Jiолпяться. Итак, теорема доказана. 

С л е д с т в и е. Если ::? есть древесный порядок, то 
П3 равносилыю IЪ 

* * * 

Перейдем теперь к изучению другого типа МJIО
жеств с двумя отношениями порядка. 
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УпорядоченньtJt деревом мы будем называть мно• 
жество М с заданными на  нем отношением древесного 
порядка с и отношением строгого порядi<а < (т. е. 
тройку (М, с, <)), если выполнены следующие 
условия: 

1 ) если х с у, z с и, у < и, то х < z; 
2) если х и у несравнимы по отношению с, то они 

сравнимы по отношению <. 
В частности , на  подмножестве концевых вершин 

дерева (М, с ) отношение < образует совершенный 
порядок. Обозначим через Q (х) окрестность элемен
та х (см .  стр . 140). Тогда на множестве Q(x) отноше
ние < также задает совершенный nорядок. 

о 

Рнс. 4.13. 

Поскольку М конечно, любое множество Q (х) мож
но перенумеровать тю<, что максимальный (по отно
шению <) элемент nолучит номер О, следующий за 
ним номер 1 и т. д. Так как каждый элемент у входит 
ровно в одно множество Q (х) (благодаря древесности 
пор�дка с), то тем самым любой вершине у (кроме 
корня дерева )  оказа.'lся приписан некоторый целочис
ленный вес т(у). На рис .  4.13 изображено дерево 
с весами вершин, на котором nорядок < в каждом 
Q (х) выражается размещением вершин слева направо. 

Для концевой вершины у определим величину 

у(у) =�m(x), 

рuвную сумме весов вершин, лежащих на пути нз кор
ня дерева в вершипу у, включая вес самой вершины у. 
Так, для сем и  концевых вершин дерева на рис .  4.13 мы 
получаем , идя слева направо, следующие значения 
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для у (у) : 
l' 3, 2, l' l' l' о. 

Г лубиной дерева мы будем, следуя В. Ингве 
(V. Н. Yngve) , называть ве.1ичину 

у = max v(y). 
у 

.Так, дерево на рис. 4.13 имеет г лубиву у = 3. Полезно 
заметить, что глубина имеет смысл только для у поря
доченного дерева ,  а просто для дерева она не опреде
Jiена. Малая величина глубины означает геометриче· 
ски, что ветвления идут, в основном, вправо, т. е. что 
дерево устроено асимметрично.  

* * * 

В заключение параграфа изучим некоторые свой· 
с.тва множеств с тремя отношениями порядка .  Пусть 
на ыножестве М заданы три отношени я  строгого по· 
рядка: <, с и=?, для коtорых выполняются следую· 
щи е условия: 

1) Множество М с отношениям и  с и < я вляется 
упорядочеuным деревом; 

2) отношение =? определено на  множестве коuце. 

вых вершин м" с м предыдущего дерева и обр азует 
на Mh древесный порядок; 

3) обозначим через S (х) с м" множество концевых 
вершин  у ,  для которых у с х. Тогда S (х) должно быть 
деревом по отношению =?· 

4) если S ( х) П S ( х 1 ) = .0, у Е S ( х) , z Е S ( х 1 ) и 
у-+ z, то у- корень дерева S (х). (Ясно, что z я вляет
ся в этом случае корнем дерева S (Xt) . )  

5) если существует такое и, что у <  и< z, то су
ществуют х и х1 такие, что у Е S (х) , z Е S (xt) , и не 
существует w, для которого х < w < Xt. (Легко про· 
верить, ЧТО В ЭТЩ! случае S (Х) (/ S (Xt) = ,0.) 

Т е орем а 4.21. П pu сфорлщлированных выше ус
ловиях дважды упорядоченное лtножество (М1,, <. 
=?) удовлетворяет условию П 1· 

Д о к а з а т с л ь с т в о. Пусть у-+ z и и находится 
между у и z. Покажем , что у=? и. Рассмотри м  случай 
у< и< z. ( Противоположный случай исследуется 
аналогичным способом.) Сог.1ас1ю свойству 5) выбе� 
рем S (х) и S (xi), м я которых у Е S (х) и z Е S (х1'). 
8 силу у-+ z и свойства 4) у и z суть корни деревь::н 
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S (х) и S (xt ) . Покажем, что и входит либо в S (х), 
либо в S (х1). 

Действительно, пусть и ф. S (х) и и ф. S (xt). Тогда 
элемент и заведомо несравним с х и Xt, поскольку 
и с х и и с х1 отрицается предположением, а соотно
шения и:::> х или и:::> х1 невозможны, поскольку и Е 
е Mk. Тогда элемент и доджен быть сравнимы м с х и 
Х1 по отношению <. В силу свойства l )  упорядочен
ного дерева и условия у < и < z дОJiжно быть х < 
:< и < Xt. Но это п ротиворечит выбору х и Xt (усло
вию 5). Значит, непременно и Е S(x) или и Е S(Xt). 
В первом случае х � и, а во втором случае у�- и, 
т. е. опять -таки х �. и. Теорема доказана. 



ГЛАВА V 

ОТНОШЕНИЯ 
В ШКОЛЬНОЯ МАТЕМАТИКЕ 

§ 1. Отношения между геометрическими объектами 

Многие хорq,шо известные из школьной математики 
понятия в сущности являются названиями бинарных 
отношений, а основные связанные с ними теоремы вы
ражают свойства этих отношений. 

Пусть М- множество всех прямых на плоскости. 
Соотношение Х 11 У означает, что прямые Х и У парал
лельны *). Установим некоторые свойства этого отно
шения. 

l. Отношение 11 антирефлексивно. Дей ствительно , 
никакая прямая не параллельна с а м а  себе. 

2. Отношение 11 симметрично . Это видно из того, 
что в определении параллельности обе прямые равно
правны. 

3. Отношение 11 почти транзитивно, а именно: если 
Х 11 У и У 11 Z, то либо Х 11 Z, либо прямые Х и Z совпа 
дают. Действительно, если бы это было не так, то пря
мые Х и Z пересекзлись бы**). Но, как известно из 
геометрии, ес.тш прямая Z пересеi<ается с одной из па
раллельных Х, то она пересекается и с другой из па
раллельных У, т. е. было бы невозможно соотноше 
ние Z 11 У. 

Тшшм образом, отношение параллельпости между 
прямыми не обладает еще хорошими свойствами .  Но 
сказанное выше позволяет легко сооб разить, какое от
ношение, родственное параллелыюсти, будет отноше
нием эквивалентности. А именно, оПределим отно 
шение 

111 = 11 U E, 
*) То есть не имеют общих точек. 

**) То сеть имели бы ровно одну общую точку. 
.. 15.') 



которое выполняется, когда прямые либо параллель
ны, либо совпадают. По определению Х 111 Х для лю
бой прямой Х. Сим метричность отношения 111 также 
очевидна .  Н аконец, если Х 111 У и У 111 Z, то Х 111 Z. 
В са мом деле, если Х 11 У и У= Z, то Х 11 Z; если Х = 

= У и У 11 Z, то Х 11 Z. Наконец, если Х 11 У и У 11 Z, то 
по сказанному р анее либо Х 11 Z, либо Х = Z. Во всех 
случаях имеем Х 111 Z. 

Отношение 111 на  множест.tiе пря мых очень естест
венно выглядит в алгебраической форме.  Если на· пло
скости ввести декартовы коорди наты х и у, то всякая 
прямая ,  не перпендикулярная к оси Ох (не вертикаль
н ая ) , з адается уравнением у = kx + Ь. Иначе говори, 
любая ( за  указанным исключением ) прямая Х опре
деляется парой чисел (k, Ь). Пусть прямая Х задается 
уравнением у = kx + Ь, а прямая У- уравнением 
у = k'x + Ь'. Тогда соотношение Х 111 У выполняется 
в том и только том сдучае,  когда k = k'. Соотношение 
Х 11 У означает, что k = k' и одновременно Ь =/= Ь', т. е. 
прямые различны.  Это видно из того,  что k = tg а, где 
а- угол наклона пря мой к оси Ох. Для вертикальных 
прямых можно положить k = оо (а = 90°), и условие 
k = k' будет по-прежнему озн ачать Х 111 У. Однако это 
соглашение не очень красиво,  так как при k = оо у нас 

не определен второй па
р аметр, различающий па
раллельные прямые. 

В аналитической гео
метрии дается более уни
версальная ( так называе
мая  нормальная) форма 
уравнения прямой: 
х cos а + у sin а - р = О, 

Рис. 5.1. которая описывает пря-
мую любого вида . Здесь 

р- длина перпендикуляра, опущенного из начала ко
ординат на пря мую (рис. 5. 1), а- угол наклона этого 
перпендикуля р а  к оси абсцисс.  Тем самым каждой 
прямой взаимно-однозначно сопоставлена пара  чисел 
<и.р), где O� a< 2n и О�р< +оо. Соотношение 
Х 111 У означает, что для соответствующих прямых а = 
= а' или а = а' + n. Каждой прямой соответствует 
точка на плоскости параметров а и р, лежащая в об-
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пасти, указанной на рис . 5.2. Пары вертикальных пря· 
мых а = const п а + n = const (О� а <  n) суть 
I<лассы эквивалентности отношения 111 • 

На множестве пря мых на  плоскости существует 
еще одно важное отношение: Х .l У (Х перпенди 
кулярна к У). Отношение перпендикулярности обла
дает следующими важными свойствами: 

1 . Антирефлексивность. Невозможно Х .l Х. 
2. Симметричность. Ес.1ш Х j_ У, то У .l Х. 
3. Если Х .l У и У .l Z, то невозможно Х _L Z. Из 

Х j_ У и У j_ Z следует, очевидно, Х 111 Z. Обратно, если 
Х 111 Z, то существует общий пер· 
пендикуляр У к прямым Х и Z, Р 
т. е. такое У, что Х .l У и У .l Z. 
Оба эти утверждения означают, 
что квадрат отношения перпенди· 
кулярпости есть отношение 111 
«усиленной па раллелыюсти»: 

Введем на М еще одно отно
шение Х Пер У, означающее, что 
прямые Х и У имеют хотя бы од
ну общую точ i<у , т. е .  пересекают· 
ся или совпадают. Ясно, что от
ношение Пер рефлексивно и сим

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
� 

Рис. 5.2. 

метрично (но не тра нзитивно ) и является, стало быть, 
отношением толерантности. 

Выберем на шюскости некоторую точку Р и рас
смотрим множество КР всех прямых, проходящих че
рез эту точку. Легко видеть, что КР есть класс толе
рантности .  Действите.!Jы-ю, любые прямые из КР 
имеют общую точку, а именно, саму точку Р. С дру
гой стороны, тобая прямая Х, не входящая в КР, не 
n�ресекается с пекоторой прямой из Кр, а именно , 
с прямой, проходящей через точку Р и паралле.11ьной 
прямой Х. Предоставляем читате.'lю проверить, что 
классы кр образуют базис . 

Существуют и другие классы толерантности. На
пример, множество всех прямых, касающихся векото
рой по.1уокружности с вьшинутой концевой точкой, об· 
разуют класс толерантности . Действительно, средп 
этих прямых нет параллельцых друг другу. А д.тя 
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любой прямой , не входящей в данное множество, мож· 
но построить параллельную к ней прямую, касающую· 
ся данной полуокружности. 

Пусть теперь М - множество всех треугольников 
на плоскости . Читатель легко убедится ,  что равенство 
и подобие треугольников суть отношения ЭI<вива.Тiент· 
!ЮСТИ*). 

Обозначим через Мк множество окружностей Hll 
плоскости и определи м отношение Х 1= У условием, что 
окружность Х находится внутри окружности У. Ясно, 
что это отношение антирефлексивно и транзитпвно, 
т. е .  является строгим порядком . Этот порядок не яв· 
ляется совершенным, так как существуют пары окруж
ностей ,  из которых ни одна не лежит внутри другой. 

Множеству всех nрямых присвоим обозначение Мп. 
Тогда мы можем рассмотреть отношения между пря· 
мым и  и окружностями. Примерам такого отношения 
является Х I(ac У- прямая Х касается окружности У. · Произведение Ка с (Кас) -1 есть отношение на мно
жестве пря м ых и XI(ac (I(ac)-1Y равносильно тому, что 
существует окружность V такая , что Х I(ac V и У I(ac V. 
И так ,  Х Ка с ( К  ас) -1 У означает, что у nрямых Х и У су· 
ществует общая касательная окружность V. Но такаи: 
окружность существует для любых двух прямых. Ста
ло быть, опюшение Kac(I(ac)-1 выполнено дJIЯ любых 
двух прямых , а ,  значит, является полным отношением 
на Мп. 

Отношение (Kac)-1I(ac определено на множестве 
окружностей Мк и X(Kac)-1I(acY означает , что суще· 
ствует прямая W, для которой W Кас Х и W I(ac У, 
т. е. что к окружностям Х и У можно провести общую 
касательную. 

§ 2. Отношения между уравнениями 

Пусть теперь множество М состоит из  уравнений 
вида 

f(x) = g (х). 
Рассматриваемое уравнение мы будем обозначать гре· 

*) Заметим, что равенство треугольников в геометрии вовсе 
не означает их тождества (совпадения). Один треугольник может 
находиться в Москве, а другой во Владивостоке, как любила го• 
ворип. Нина l(арловна Вари. 
lбl! 



ч еской буквой , которую м ы  для этого nоставили в од· 
ной строчке с уравнением . 

Корнем уравнения  называ ется такое д ей с т в и· 
т е л ь н о е число а, что nри подстановке в обе части 
уравнения числа а вместо х м ы  получаем р авные 
числа. Множество всех корней уравнения 6 м ы  будем 
обозначать R,. 

Например ,  для уравнения 
х2 = х3 (51) 

множество R �. состоит из чисел О и 1. Для уравнения 

cos х = sin х (52) 
множество Rt. состоит из всех чисел вида 

х = � +пп (n=O, ± 1, ±2, ... ) 

и является бесконечным. Для уравнения 

1 + х2 = - 1 (6�) 
множество корней R�, пусто, поскольку при любом 
действительном значении х левая часть положительна, 
а правая отрицательна. Зато для уравнения 

(х- 1 )2=х2-2х+ 1 (€,4) 
множество корней R�. есть множество всех действи· 
тельных ч исел. 

Введем теперь отношения между уравнениями: 
О п  р е  д е л е н и е 5.1. Уравнения 6 и '11 называются 

равносильными: 
s""''I'J 

если их множества корней совпадают: Rr;. = RТJ. 
Из того, что равенство двух множеств есть отнош е· 

ние эквивалентности, легко nолучается, что отношение 
равносильности """ есть отношение эквивалентности. 
В школьной алгебре изучаются преобразования урав
нений, которые переводят уравнение s в равносильное 
ему уравнение 11· 

О п р е д е л е н  и е 5.2. Уравнение s не сильнее урав
нения 11: 6=:} 11· если R, s:: Rrt· В этом случае естест
в енно говорить также, что уравнение 11 не слабее урав
нения 6 *). 

*) В этом слу•1ае уравнение ч называют также выводньtАl из 
уравнения 6 (или следсrвие.и уравnепия 6). (Прuд ред.) 



Легко проверить, что отношение � рефлексявно 11 
транзитивно, т . е .  является квазипорядком.  Ясно так
же, что из � =? '11 11 '11 =? � вытекает равносильность 
� � '11· Обратно, из равносильности � � '11 следует 
�=? 'I'J и ч:::::>��· Таким образом, � = � U (�)-t. 

Н а  множестве уравнений, имеющих хотя бы один 
корень, легко определить естественное отношение то
лерантности- наличие общих корней: Rr. n RТI =F 0. 

Можно ввести еще отношение ::;;: эффективной рав
носильности уравнений . Уравнения s и 'I'J мы будем на
зывать эффективно равносильными, если каждое из 
них можно преобразовать в другое с помощью конеч
ного числа применениИ разрешенных приемов из фик
сированного списка ( предполагается, конечно, что пре
обр азования, входящие в этот фиксированный список, 
сохраня ют равносильность) .  

В силу транзитивности етношения � любое число 
nрименения таких приемов не нарушает равносильно
сти уравнений .  Поэтому эффективно равносильные 
уравнения являются равносильными,  что можно запи
сать как включение одного из этих отношений в дру-
гое: 

Так, уравнения 
х- 1 

х2+ 1 = 2 
и 

2х2- х + 3 = О 

эффективно равносильны: 

ss::;;: Sб• 
так как уравнение �6 можно получить из уравнения 6� 
с помощью цепочки известных из  школьной алгебры 
п реобразований, и обратно. 

и 

С другой стороны, уравнения 

х - 1 = о (67) 

равносильны (оба имеют один корень: х = 1 ) ,  но не 
эффективно равносильны, так как �в нельзя получить 
из �7 алгебраическими преобразованиями. Таким об
разом ,  справедливо строгое включение: 
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ГЛАВА Vl 

ОТОБРАЖЕНИЯ ОТНОШЕНИЯ 

§ 1. Гомоморфизмы и корреспонденции 

Нам уже неоднократно приходилось сопоставлять 
разные множества и отношения на них. Например, 
произвольвое пространство толерантности и множе
ство Sн непустых подмножеств множества Н (тео
рема 3.3) . Или множество с з аданным на нем квази
порядком и множество классов эквивалентности и 
индуцированным порядком.  В этой главе м ы  введем 
важные общие понятия, позволяющие говорить о со
поставлении различных множеств с заданными на  
них отношениями .  Пусть имеются два отношения: 
(А, М) и (В, L) . Сопоставить эти отношения - это 
зн ачит соотнести элементам множества L какие-то 
элементы множества М и указать, какую информацию 
о выполнении отношения В несет тот факт, что между 
некоторыми элементами множества М выполнено от
ношение А. Запись а: (А, М)-+ (В, L) будет обозна
чать далее, что а- отображение множества М в мно
жество L, а (А, М) и (В, L) - отношения.  Советуем 
читателю вспомнить определения сюръективного, инъ
ективного и биективного отобр ажения (§ 2 гл . 1) . 

О п р е д е л е н и е  6.1. Отображение а: M-+L на
зывается го.мо.морфны.м отображением (или го.Аtо· 
.морфиз.мо.м) отношения (А, М) в отношение (В, L), 
если из хАх' следует а (х) В а (х') . 

Иначе говоря ,  из того, что выполняется отношение 
А для прообразов, следует, что выполняется отноше
ние В для образов. На рис .  6.1 показаны два примера 
rомоморфизмов отношений .  Чтобы не проводить лиш
них стрелок, соответствие вершин указано их нумера
цией. В частности , на рис. 6.1, а указано,  что вершины 
2 и 3 переходят при отображении в одну вершину. 
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На р ис. 6.1 (а также на рис . 6.2 и 6.3) изображены 

симметричные отношения и поэтому в графах не про
ведсны стрелки . 

О п р е д е лен и е 6 .2. Отображение а :  М-+ L на� 
зывается корреспонденцией отношен ия (А ,  М) в от· 
ношение (В, L), если из а (х) В а (х') следует хАх'. 

а) 5) 
Рис. 6.1. Гомоморфизмы отношений. 

Иначе говоря, выполнение отношения В для пары 
образов влечет выполнение отноше ния А д,ля любой 

6 

г 

3-/7�, 4 � 1 
5 а) 

1 г t г 

IZI-D 
з з 

б) 

пары их прообразов. 
(Термин «корреспон� 
.llоеiщия» для таких ото
бражений впервые ис� 
пользовал С. К. Шау
мян.) 

На рис. 6.2 nриведе
ны два. примера коррес
понденций между отно
шени ями. Поучительно 
проанализировать, ка
кие ребра на отобра
жаемом графе необхо
димы, чтобы отображе
ние было корреспонден
цией. На рис. 6.2, а не 
обязательны (их изъя

Рис. 6.2. Корреспонденции отно- тие не нарушит кор-
шений. респонденцию) только 

ребра (1,6) и (3,4). 
Если отображение а: М-+ L биективно, то а тогда 

н только тогда является корреспонденцией, когда об
ратное отображение а-1: L-+ М я·вляется гомоморфиз
мом. Если обратного отображения не существует, то 
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nонятие корресnонденции не сводится к понятию го
моморфизма. 

Понятие корреспонденции оказалось полезным 
в задачах математической лингвистики . 

Если отображение а сюръективно,  то гомомор
физм а мы будем называть эпиморфизлtом ; если а 
инъективно, то гомоморфизм а называется мономор
физмом; если, наконец, а биективно, гомоморфизм а 
называется изоморфизмом.*) .  Гомоморфизм (эnи мор
физм, мономорфизм, изоморфизм )  а называется k-го
моморфизмом (соответственно k-эпиморфизм.о.м, k-мо
номорфизмом, k-изоморфизм.ом ) ,  ес,пи а одновременно 
является корреспонденцией. 

Хороший пример k-гомоморфизма можно извлечь 
из nредыдущей главы.  Пусть М- множество уравне
ний, а L- множество, состоящее из множеств дейст
вительных чисел. Рассмотрим отображение ер: М� L, 
сопоставляющее каждому уравнению 6 Е М МНQ)Ке
ство его корней R� Е L. Ясно, что разным уравнениям 
может соответствовать одно и то же множество кор· 
ней. Но, согласно определению 5. 1 ,  отображение ер яв
.riЯется k-гомоморфизмом отношения (�,М) в отно
шение ( =, L ), поскольку равносильным уравнениям 
соответствуют совпадающие множества корней и, об
ратно, если множества корней для двух уравнений 
совпадают, то сами уравнения равносильны. Анало· 
гично, согласно определению 5.2, то же отображение 
ер будет также k-гомоморфизмом отношения (=>,М) 
в отношение (с, L). 

Теорема 3.3 означает, что для л юбого п ростран
ства толерантности (М,,;) существует k-гомоморфизм 
пространства (М,,;) в (Sн, т), где Sн- множество не
пустых подмножеств множества Н; при этом F1iF2 
означает, что F1 n F2 =1= !25. В частном случае ,  когда 
пространство (М, t)- безъядерное, существует даже 
k-мономорфизм пространства (М, t) в пространство 
(Sн, т) (теорема 3.3"). 

*) Таким образом, для. любого множества М тождественное 
отображение е множества М на себя является изоморфизмом пу
стого отношения (0, М) в nолное отношение (М2, М) , что, ко
нечно, мало согласуется с тем, что обычно в математике связы
вается со словом «Изоморфизм». Более разумным является вво
димое в следующей фразе nонятие k-и:юморфизма. (Прим. ред.) 
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Рассмотренное в г.т1аве IV взаимоотношение между 
1\Вазипорядка ми  и порядками допускает следующую 
интерпретацию в новых терминах .  Пусть (А, М)
квазипорядок. Тогда существует k-эпиморфизм 

а: (А, М)�(В, L), 

где В- нестрогий порядок, а L = М/А П А-1• 
Покажем теперь, что всякий гомоморфизм может 

быть расширен до k-го:ti{Оморфизма :  
Ле м м а  6. 1 . Пусть а: М-L-отображение и 

(С, L) -отношение. Тогда 1) существует единствен
ное отноtuение (D, М) такое, что а является k-голю
морфизмом отношения (D, М) в отношение (С, L); 
2) для любого отношения (В, М), для которого а яв· 
ляется го/tюморфизмолt отноutения (В, М) в отноutе
ние (С, L), В с;::: D. 

Д о к а з а т е д ь с т в о. 1) Определим отношение 
D на множестве М условием: 

xDx', есди а (х) Са (х'). (6. 1 )  

Очевидно , а явдяется k-гомоморфизмом отношения 
(D, М) в отношение (С, L). Докажrм теперь единст
венность. Пусть а яв.'lяется та кже k - гомоморфизмом 
отношщц1я (А, М) в отношение (С, L). Пусть сначала 
хАх'. Ц<)t.кольку а- гомоморфизм отношения (А, М) 
в отноШlннс (C,L), а(х)Са(х') . Из (6.1) вытекает 
xDx'. Значит, А s::; D. Пусть теперь xDx'. Из (6. 1 ) 
имеем а (х) Са (х'). Поскольку а является корреспон
денцией отношения (А, М) в отношение (С, L), хАх'. 
Значит , D �А. Итак, А = D. 

2) Включение В с;::: D доказывается так же, I{aK 
мы в первой части доказывали вк.тночение А � D. 

Пусть е- тождественное отображение множества 
М на себя, а В н С- отношения на  М. Легко видеть, 
что отображение 

е: (В, М)�(С, М) 

тогда и только тогда я вдяется гомоморфизмом, когда 
В с;::: С (см. рис. 6.1, б). С другой стороны, чтобы 
отображение е было корреспонденцией,  необходимо 
и достаточно обратное включение В:::;, С (см., в част
носпi, рис. 6.2, б). 

Рассl\lотрнм теперь ,  какие свойства отношений со
храняются при различных типах отображений. 
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Л е м м а  6.2. Пусть а: (А, М)-+(В,L)-гомомор
физм. Тогда 1) если а сюръективно и А рефлексивно, 
то В рефлексивно ; 2) если В антирефлексивно, то А 
антирефлексивно. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  1) В силу сюръективности 
отображения а для всякого у Е L существует прооб
раз х, для которого а (х) = у. Та к как выпол нено хАх, 
по определению эпиморфизма выполнено уВу. Таким 
образом, рефлексивность отношения А влечет реф
лексивность отношения В. 2) Пусть теперь В апти

рефлексйвно. Предположим ,  что существует такой 
х Е М, что хАх. Тогда дл я образа у = а (х) справед
ливо уВу, что противоречит а нтирефлексивности от
ношения В. Лемма  доказана .  

Аналогично этому имеет место 
Л е м м а 6.3. Пусть а: (А, М)-+ (В, L)-коррес

понденция. Тогда 1 )  из рефлексиености отношения В 
следует рефлексиеность отношения А, 2) если а сюръ
ективно, то из антирефлексивности отношения А сле
дует антирефлексивность отношения В. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Действительно, если всегда 
а (х) В а (х) , то по определению корреспонденции спра· 
ведливо и хАх, т .  е .  А р ефлексивно .  Если бы хотя бы 
для одного элемента из L выполнялось а (х) В а (х), 
то А не  могло бы быть антирефлексивным .  

Для сохранения остальных свойств отношений не
обходимо, чтобы отображение а было одновременно 
и эпиморфизмом и корреспонденцией. 

Л е м м а 6.4. Если а: (А, М)-+ (В, L) есть k-эпи
морфизм, то В симметрично тогда и только тогда, 
когда симметрично А. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Предположим ,  что А сим
метрично. Тогда если у Ву', у = а (х), у' = а (х'), то 
(по определению корреспонденции ) хАх'. Отсюда 
х' Ах и (по определению гомоморфизма )  у' Ву. Пусть 
теперь  В симметрично, и пусть хАх', тогда а (х) В а (х' )  
(по определению гомоморфизма ) . Значит, а (х') В а (х) 

ц ( п . ' опреде.11ению корреспонденции )  х' Ах. Лемма 
доказа на. 

J1з .ТJсмм 6.2, 6.3 и 6.4 непосредственно вытекает 
Т е о р е м  а 6.1. Если а: (А, М)-+ (В, L)-k-эпи

морфизАt, то отношение В тогда и только тогда яв
ляется толерантностью, когда А- толерантность. 

Имеет место также 
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Л е м м а 6.5. Если а: (А, М)-+ (В, L)- k-изомор· 
физм, то В антисимметрично тогда и только тогда, 
когда антисимметричио А. 

Л е м м а 6.6. Если а: (А, М) -+(В, L)- k-эпимор
физм, то В транзитивно тогда и только тогда, когда 
транзитивно А. 

Д о к а зат е льс т в о. П редположим сначала , что 
В транзитивно. Пусть хАх' и х' Ах". Тогда а (х) В а (х' ) 
и а (х') В а (х"): из-за транзитивности отношения В 
верно а(х)Ва(х"). Но тогда и хАх". Предnоложим 
теперь ,  что А траизитивно. Пусть у Ву' и у' Ву". Тогда 
для любых прор�р аэов хАх' и х' Ах". Стало быть, вви
ду п редположенной транзитивности отношения А, 
хАх". Значит, уВу". 

Из доказанных лемм вытекает 
Т е ор е м  а 6.2. Если отображение а: (А, М)-+ 

-+\В, L) является k-эпиморфизмом, то отношение В 
тогда и только тогда является эквивалентностью (ква
зипорядком), когда А -эквивалентность ( соответ
ственно квазипорядок). 

Т е оре м а 6.3. Пусть отображение а множества 
М на множество L является гомоморфизмом (коррес
понденцией) отношения (А, М) в отношение (В, L) 
и го.Аtоморфизмом (корреспонденцией) отношения 
(At, М) в отношение <.Bt, L). Тогда отображение а яв
.ляется также гомоМ:орфизмом (корреспонденцией) 
отношений (А U А1, М), (А n At, М), (AAt. М) в отно
utения (В U Bt, М), (В n Bt, М), (BBt, М) соответ ... 
ственно. 

Доказательство п р едоставляем читателю.  

§ 2. Минимальный образ и каноническое пополнение 
отношения 

Начнем с доказательства необходимых лемм. 
Л е м м а 6.7. Пусть а: М-+ L- сюръективное ото� 

бражение, (В, М)- произвольное отношение, (А, М)--
такое отношение, что 

х1Ах2 равносильно а (xt) = а (х2) . 
Тогда, 1 ) если существует такое отношение (С, L ) ,  
что а является k-эпи.морфизмом отношения (В, М) 
в отношение (С, L), то 
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2) если выполняется (6.2), то существует такое отпо� 
шение (С, L ), что а является k-эпиморфизмо.м отно� 
шения (В, М) в отношение (С, L ) . 

Д о к а з  а т е  л ь  с т в о. 1 )  Поскольку А рефлексив
но, В s:;; АВА. Докажем , что АВА s;;;; В. Пусть хАВАх'. 
Тогда существуют такие Xt, Xz, что 

xAxt, х1Вх2, х�х'. 
Из XtBXz и того, что а- гомоморфизм, вытекает 

а (xt )  Са (х2). 
Из хАх, nолучаем а(х) = а(х,), из х2Ах' вытекает 
а(х2) = а (х' ) . Значит, 

а (х) Са (х'). 

Поскольку а- корреспонденция,  хВх'. Следователь� 
но, АВА s;;;; В. 

2) Пусть у, у' Е L. Поскольку а- сюръекция, су
ществуют такие х, х' Е М, что а (х) = у, а (х') = у'. 
Определим н а  L отношение С: 

уСу', если хВх'. 
Наше определение не зависит от выбора nрообразов 
х, х'. В самом деле. Пусть х" х�- другие прообразы 
элементов у, у' соответственно. Таким образом, а ( х1) = 
= у, а (х�) = у'. Покажем ,  что хВх' тогда и только 
тогда, когда х1Вх�. Допустим ,  что хВх'. Докажем 
х1Вх�. Поскольку а (xt) = а (х), XtAx. По а налогичной 
nричине х' Ах�. Из XtAX, хВх' и х' Ах� вытекает 
х1АВАх�. Из (6.2) nолучаем х1Вх�. Аналогично из 
х1Вх� выводится хВх'. Из определения отношения С, 
очевидно, вытекает, что хВх' тогда и только тогда , 
когда а (х) Са (х'). Значит, а- k-эпиморфизм . Лемма 
доказана. 

J1егко видеть, что для nроизвольных э к в и в а -
л е н т н о с т е й А и В равенство (6.2) равносильно 
включению А с: В. Ясно, что (6.2) всегда выполняется 
при А = Е, т. е .  тогда, когда а- биекция. 

, Интересно выяснить, когда для отношения  (В, М) 
существуют неинъективные k-эпиморфизм ы  (т. е. 
k -эпиморфизмы , не являющиеся k-изоморфизмами ) . 
Из леммы 6.7 следует, что отношение  (В, М) допу
скает неинъекти вные k-эпиморфизмы только в том 
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случае, когда существует отношение эквиваJrентностн 
А на множестве М (отличное от отношения равен
ства ) такое, что АВА= В. В частности, при В= Е 
rакого А не существует. 

О п р е д е л е н 11 е 6.3. Пусть В - отношение. Опр е
делим отношение В+ условием : хВ+у, если 1) xBz 
тогда и тол ько тогда, когда yBz; 2) zBx тогда и толь
ко тогда,  когда zBy. Таким обр азом, соотношение 
хВ+у означает, что в графе отношения В иэ х н у вы
ходят стрелки к одним и тем же вершинам и в х 11 у 
входят стре.1 ки из одних и тех же вершин. Назовем 
8+ отношением, ассоциированным. с В.  

Тривиал ьным обр азом можно убедиться ,  что 8-�' 
будет эквивалентнос'tыо для :rюбого исходного отно
шения В. Отношение В+ склеивает в классы все эле· 
менты, и меющие одинаrювые связи в графе отноше
ния В. 

Отметим, что в г.Тiаве III мы уже рассматривали 
фактически переход от отношения В к отношению В+: 
ес.Тiн 't'- отношени е  толера нтности, а е- отношение 
из (3.3) , то "'+ = е. 

Л е м м а 6.8. И .м.еет .м.есто тождество 

(6.3) 
Д о к аз а т е л ь с т в о .  Ясно, что В s;;; В+ В В+. Дока

жем обратное вкточение:  В� 8+ВВ+. Пусть выпол
нено х8+ВВ+у. Тогда существуют z, w такие, что xB+z, 
zBw и wB+y. Из xB+z и zBw вытекает xBw. Анало· 
гично, из wB+y 11 xBw в ытекает х8у. Значит, В+ВВ+ s;;; 
s;;;; В , и тем самым (6.3) доказано. 

Л е м м а 6.9. Для того чтобы для отношения экви
валентности А и для произвольнога отношения В вы
полнялось равенство АВА = В , необходимо и доста· 
точно, чтобы было 

(6.4) 

Д о к аз а т е л ь  с т в о. Пусть выполнено (6.4). 
Тогда имеем ,  учитыва я  лемму 6.8, В с АВА s;;; 
5 В•ВВ+ = В, т. е. АВА = В .  Пусть теперь выполнено 
АВА = В. Допустим ,  что хАу. Докажем , что хВ+у. По 
определению отношения В+ надо доказать, что xBz 
'тогда и только тогда,  когда yBz, и что zBx тогда и 
только тогда, когда zBy. Докажем, что xBz влечеr 
yBz. Итак, пусть xBz. Поскольку А- эквиаапеи:rность, 
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из хА у вытекает у Ах. :Кроме того, zA z. Из у Ах, xBz 
и zAz следует yABAz, а значит, и yBz. Остальное до� 
казательство предоставляем читателю. Лемма дока� 
за на. 

Из лем м ы 6.9 и леммы 6.7 вытекает 
Т е о р ем а 6.4. Дл!l того чтобы существовал не· 

инъективный k-эnш,юрфиз.м отношения (В, М), необ� 
ходи.мо и достато•tNО, чтобы отнош ение В+ не было 
отношением равенства. 

(Доказ ыва я достаточность, надо, чтобы использо· 
вать лемму 6.7, положить L = MfB+ и в качестве а 
взять отображение, которое каждый э.1е�н:-нт перево· 
дит в свой класс эквивалентности.) 

Последнее утверждение было получено в резуль· 
тате обсуждения этих вопросов с С. Я. Фитиадовым. 

Легко проверить. что есди В -эквивалентность, 
то В+= В. Ес.r�и же В- толерантность, то хВ+у озна
чает, что х и у принадлежат общему ядру (см. r.ТJ. 111). 
Тем самым выясняется, что пространство то.r�ерантн'J· 

\ 
сти тогда и то.r�ько тогда не допускает нетривиадьных 
k-эпиморфизмов, когда оно безъядерное. 

Вообще говоря, отношение В несравнимо с ассо
циированн ы м с ним отношением В+. Однако имеет 
место 

Л е м м а 6.10. Если В рефлексивно, то В+ с:: В. 
Д о к аз а т е л ь с т в о. Ввиду (6.3) и реф.'Iексивно· 

сти отношений В, В+ имеем В+ с:: В+ВВ+ = В, т. е. лем� 
м а  доказана. 

Рассмотри�! теперь отображение а: М-> L и отно
шение В на М. Пусть 9.'1lв(а)-множество всех отно
шений С на L таких, что а: (В, М)--+ (С, L)- гом о· 
морфизм. Множество 9Лв (а) непусто, так как в него 
всегда входит по.r�ное отношение. 

Обозн ачим через ва пересечение всех отношений 
из 9Лв (а) . По теоре ме 6.3 (точнее-векоторому ее 
обобщению) отображенпе 

а: (В, М)-� (В'\ L) (6.5) 

есть гомоморфизм. Отношение ва еб.r�адает свойством 
минимальности: есди С таково, �т'о а: (В, М)_, 
--+ (С, L) - гомоморфиз м , то ва s:= С. Легко видеть, 
что верно и обратное: если ва s;; С, то а: (В, М)-� 
-+(С, L)--rомоморфизм. 
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О п  р е  д е л е н и е 6.4. Отношеuие ва называется 
а-образом отношения В. 

Пример на рис. 6.3 показывает, что (Х-образ отно
шения В не обязан быть эквивалентностью даже, 

2 

3 
8 

Рис. 6.3. Эквива.'IеJIТНость nерсх"Одит в толерантность. 

если В - эквивалентность. (На рисунке мы не изо
бражаем петли ,  которые имеются в каждой точке 
обоих графов . )  

Л е м м а 6.11. Если (Х- сюръективное отображе
ние и В- толерантность, то ва- толерантность. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рефлексивность отношения 
ва следует из  леммы 6.2. Симметричность отношения 
ва получается так. Докажем сначал а , что если уВау', 
то хотя бы для одной пары прообразов верно хВх'. 
В противном случае мы могли бы взять отношение С 
на L такое,  что уСу' не выполнено, а для всех осталь
яых пар у1СУ2 тогда и только тогда, когда У1Вау2. 
Очевидно, что С с ва и (Х: (В, М)--. (С, L)- гомомор
физм .  Но это невозможно в силу минимальности от
ношения ва. Теперь из хВх' следует х'Вх и у'Вау. 

Из примера на  рис . 6.3 видно, что если В - экюi
валентность, то ва может оказаться только толерант
ностью. 

Ввиду леммы 6.1 м ы  можем сформулировать 
О п р е  д е л е н и е 6.5. Пусть (Х; М--. L- отображе

ние и В - отношение на М. (Х-пополнением отношения 
В называется IJ'aкoe отношение Ва. дл я которого ото
бражение 

(6.6) 

есть k-гомоморфизм .  
Из леммы 6.1 вытекает 

(6.7) 
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Т е о р е м а 6.5 . •  пусть А - проuзвольная эквива
лентность на М, а: М-. М/А- отображение, перево .. 
дящее каждый элемент х Е М в его класс эквивалент� 
ности по А, и В- отношение на М. Тогда 

Ва =АВА . (6.8) 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Мы испоJ1ьзуем еще раз 
свойство а-образа ва., установленное в доказательстве 
лем мы 6.11: соотношение уВау' выполнено тогда и 
только тогда , когда существует пара  прообразов х и 
х' (а (х) = у , а (х') = у' )  таких, что хВх'. Пусть хВах'. 
Поскольку а является гомоморфизмом отношения 
(В а ,  М) в отношение (Ва, L), а (х) ва.а (х' ) . Тогда вви
ду вышеуказанного свойства а-образа ва существуют 
такие z, z' Е М, что a(z) = а (х ) ,  a(z') = а (х') и zBz'. 
Из a(z) = а (х) вытекает xAz. По аналогичной при
чине z'  Ах'. Из xAz, zBz' и z'  Ах' вытекает хА В Ах'. 
Аналогично доказывается, что хАВАх' влечет хВах', 
Тем самым (6.8) доказано .  

Из (6.8) легко следует, что а-пополнение Ва удо
влетворяет условию (6.2) . Действительно, 

АВаА =А (АВА) А= А2ВА2 =АВА= Ва. 
Итак, 

(6.9) 

Теперь м ы  исследуем ,  когда а-пополнение Ва при
надлежит тому же типу, что и исходное отношение В. 
Благодаря (6.8)  вопрос сводится к чисто алгебраичr
ской задаче:  когда произведение АВА, где А- экви
валентность, принадлежит к тому же типу, что и В? 

Сначала исследуем случай , когда В- отношение 
эквивалентности. Простой алгебраический критерий 
дает 

Т е о р е м а 6.6. Если А и В -эквивалентности на 
.множестве М, то для того, чтобы произведение АВА 
было э!Свuвалентностью, необходимо и достаточно 
выполнеt-Ше равенства 

АВА= А 0 В. (6. 1 0} 

До к а з а т е л ь с т в о. Так как А ОБ - эквива
лентность, то условие (6. 1 0) достаточно. Пусть теперь 
АВА - эквивалентность. Из очевидных включений 
А =АВА и В =АВА следует А U В =АВА. Бер я  
транзитивное замыкание- от обеих частей и учитывая 
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теорему 1 . 3 ,  получаем 
A O R � ABA .  

С другой стороны, в силу 

(6. 1 l )  

АВА =  ВАВ U АВАВ U АВА U ВАВА = (АВ U ВА)2 
и ( 1 .2 ) , и меем 

АВА = А �В. (6 . 1 2} 

Но по теореме 2 .9 А О В = А;; В; сравнивая включе
ния (6. 1 1 )  и (6. 1 2 ) , получаем (6. 1 0) . Теорема дока
зана. 

Более простое достаточное условие состоит в том ,  
что AR = ВА . Тогда АВА= ААВ = АВ, но по тео
реме Шика (теорем а 2.7)  АВ является эквивалент
ностью. 

13 .  Б .  Борщев построил .ТJюбопытный пример двух 
отношений эквивалентности А и В, для которых АВ=!= 
=1= ВА и АВА =1= ВАВ, но АВА есть эквивалентность. 
Этот пример состоит в следующем. Кл ассы по отно
шению В суть { 1 }, {2, 3} и {4}, а по отношению А 
{ 1 ,  2} и {3, 4} . Легко подсчитать, что отношение 
А ВА - полное. Произведения АВ, ВА и ВАВ показа
вы на  рис. 6.4. 

2 1 2 

АВ  ВА  ВАВ 
Рис. 6.4. 

Можно сформулировать необходимые и достаточ
ные условия в терминах «почти-коммутативности» 
отношений А и В. Соответствующий результат выгля
дит таким образом : 

Т е о р е м  а 6.7. Если А и В - отношения эквива
лентности, то произведение АВА будет эквивалент
ностью в том и только в том случае, когда 
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· Д о к а з а т е л ь  с т в о .  Докажем сна ч ала , что есл и 
имеет место (6 . 1 3 ) , то АВА - эквивалентность. По
скольку (АВА ) -1 = A-tB-1A-t = АВА , АВА сим метрич 
но. Докажем еще транзитивн ость отношения А ВА .  Из 
(6. 1 3) следует 

(АВА) (АВА) =  А (В ААВ) А = 
=А (ВАВ) А s; А ( АВА) А= А ВА. 

Значит, АВА транзитивно. Пусть теперь АВА - экви
валентность. Поскольку А ВА транзитивно ,  и м еем 
(АВА ) (А ВА ) с: АВА . Ro отсюда следует 

В АВ s; А (ВАВ) А = (АВ) А (ВА) = 
= ( АВ) (АА) (В А) = ( АВА) (АВА) s; АВ А .  

Теорема доказ а н а .  
Сходный  результат  получается и для порядков.  О н  

выгл ядит следую щ и л1 образом : 
Т е о р е м а 6.8 .  Пусть А - эквивалентность , В 

строгий порядок. Для того чтобы произведение АВА 
являлось строги.лt порядком , необходи,чо и достаточно, 
ttTOбьt вblflOЛ HЯЛ ll C b  условuя { В А В с:: АВА, 

А П В = 0 .  
(6 . 1 4) 

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1 )  Д о с т а т о ч н о с т ь. 
Пусть выпол нено (6 . 1 4 ) .  Сна •1 ала докажем антиреф 
лексивность отн ош ен ия АВА . Предположим,  что для 
векоторого х вьшод нено хАВАх. Тогда существуют у 
и z такие, что одновременно хАу, yBz и zAx. Из zAx 
и хАу следует zAy, а з атем и yA z. Ита к, выполнено 
yBz и yAz. Но это невозможно в сиду А П В = 0. Вви
ду полученного противоречия антирефлексивность от
ношения АВА дока з а н а . Транзитивность произведе
ния АВА до i<азывается в точности . как в предыдущей 
теореме . 

2) Н е о б х о д и м о с т ь. Пусть АВА является 
строгим пор ядко м . Предположим , что А П В =1= eJ.  т. е. 
что существует пара  элементов х и у та т<а я ,  что вы
п ол не н ы  одновременно соотношения хАу и хВу. Тогда 
выполнена тройка соотношений: хАх, хВу и уАх, т. е.  
выпол нено хАВАх и АВА не является тем самым 
етрогим порядком . Отсюда следует, что А () В = 0 .  

1 73 



:Включение ВАВ � АВА до к а з ы в а ется в точ н ости , к а к  
в предыдущей теореме.  

Теорема q.оказана .  
Рассуждая аналогично, читатель легко сумеет до· 

казать, что если В - квазипорядок и А - эквив алент
ность, то АВА будет квазипорядком в том и тол ько 
том случае ,  когда ВАВ � АВА . 

Подведем некоторый итог п роделан ной рабо rе. 
Пусть имеется отношение (В, М) и отображение а 
множества М в некоторое множество L: 

а: M - L. 

Тогда на  множестве L однозначно определяется .ми
нимальный образ ва отношения В. Иными словами, 
по отношению В и отображению а строится отноше
ние ва на L, так что отображение 

(В, М) �> (Ва, L) 
оказывается гомоморфизмом, обладающи м следую
щим свойством : если D - некоторое отношение на L, 
то отображение а: М-+ L будет гомоморфизмом 
а :  (В, M) -+(D, L)  в том и только том случае, когда 

D � Ba. 
Гомоморфизм а отношения (В, М) в его минималь

ный образ (Ва., L ), вообще говоря, не является кор
респонденцией. Одна ко существует единственное ка
ноническое пополнение Ва отношения В,  Ва = В, дл я 
которого отображение 

а: (Ва, M) - (Bat L) 
является k -гомоморфизмом.  

Иными словами ,  отображение а: М - L дл я к а 
ждого отношения В на М « в кл адывается» в ди а 
гра м му :  

Здесь ю М - ,м - тождественное отображение,  за· 
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дающее го�юморфизм (В,  М) � (Ва, М), гор и зон 
т а л ь н а я  стрелка яв.11 яется гомоморфизмом,  а диаго
нал ьн а я  стрелка является k-гомоморфизмом.  Отно
шения ва и В а 2 В определены однозначно по 
отношен ию В и отображению а. Подчеркнем важ
ность формулы (6 .8) , выр ажающей я вным образом  
каноническое пополнение Ва отношения В через от
ношение В. 

Полученн ые в этом пар агр афе р ез ул ьтаты имеют п екоторое 
з н ачение для м атематической теории классификационн ых систем. 

Всякая классификация элементов векоторого мн ож ества М 
основана н а  выборе системы р азбиений этого множества  н а  КJ!ас 
сы .  Тем самым на М возникает векоторая систем а  отношений 
эквивалентности S = {А 1 ,  А2, • • • }. Любое из отношений эквива 
лентности, принадлежащих S, например, А 1 , порождает сюръек
тивное отобр ажение 

а: M � L. 

где L - м н о ж ество классов эквивалентности по А 1  и отобр аже 
н ие а сопос т а вляет каждому элем енту иэ М соот ветствующи й 
класс эквивалентности по А 1 .  Таким образом , хА 1у равн осильно 
тому, что а (х) = а (у) . Тогда отношение А2 Е S индуцирует на 
множестве L отношен ие А�. Из леммы 6. 1 1  и примера на  рис. 6.3 
видн о ,  что отношение А�, индуцируемое эквивалентностью А2 н а  

кл асса х эквивалентности по другому отноше н и ю ,  может оказаться 
только толер а н тностью. Стало быть, при описании достаточно 
сложной классиф икационной снетемы нельз я ограничиться отно
шен и я м и  эквива.�ентности, а приходится рассматривать более 
общие отношен ия толер антности. Это связ ан о  с тем , что в клас
сиф икационны х  системах всегда изуча ются н е  только отношения 
между самими объектам и , но п отн ошен ия между классификаци
онными рубриками , я вляющим ися по существу классами эквива 
лентности п о  одном у из отношений, хар актеризующих кл ассиф и• 
кационную систему. 



ГJIABA Vll 

П РИМЕР Ы ИЗ МАТЕМАТИЧЕС КОй 
л и н г в и ст и к и 

§ 1 .  Синтаксические структуры 
Между словами ,  образующими правильную рус

скую фразу, существуют различные лингвистические 
отношения.  Указать явным образом эти отношения 
это и значит описать синтаксическую структуру 
фразы. 

Формальное описание свойств таких отношений и 
методов их выделения во фразе является одной из 
в ажных з адач математической л ингвистики. Посколь
ку здесь мы не имеем в виду обсуждать связь мате
м атической лингвистики с общей лингвистикой, то мы 
не будем углубляться в анализ лингвистического х а 
рактера  вводимых отношений,  а будем апеллировать 
к тому знанию русского языка и его грамматики, ко
торым наверняка обл адает любой читатель данной 
lШИГИ.  

Пусть дана некоторая  русская фраза,  и пусть М 
множество вхождений слов в эту фразу. Мы фикси
руем на М несколько важнейших грамм атических от
ношений, определяемых ролью в этой фразе данного 
вхождения слова .  

В дальнейшем м ы  говорим о вхождении слов, а не  
о словах,  поскольку одно и то  же слово может во 
фразе повторяться несколько раз ,  причем разные вхо
ждения одного и того же слова могут играть разную 
рол ь  и иметь р азные связи .  

Например ,  «Лазурь да глина , глина да лазурь, 
чего ж тебе еще? Скорей глаза сощурь,  как близо
рукий шах над перстнем бирюзовым, над книгой звон
ких глин ,  над книжною землей,  над гнойной книгою, 
н ад глиной дорогой, которой мучимся ,  к а к  музыкой 
И СЛОВО М » .  
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В этом стихотворении Осипа Мандельштама 
(«Новый мир» ,  1 93 1  г . ,  кн. 3, цикл «Армения»)  не
сколько раз повторяются слова :  «как», «над», «книга»,  
«глина» .  

В м атем атической лингвистике изучаются также 
отношения между словами, не  зависящие от их вхо
ждений в тексты (скажем, «принадлежность одному 
роду» ил и « принадлежность одной части речи» ) . Но 
эти отношения (та к называемые парадигматические 
отношения ) я вляются отношениями на другом множе
стве - на множестве слов русского языка * ) .  Мы же 
в этом параграфе изучаем только отношения между 
вхождениями слов в некоторую фразу (так называе
мые синтагматические отношения ) . 

Начнем с того, что перечислим основные отноше
ния между словами во фразе .  

Простейшее из возможных отношений на М - это 
о т н о ш е н и е с л е д о в а н и я: х левее у. Далее м ы  
будем обозначать следование знаком неравенства .  
Таким образом , запись х < у  означает, что у распо 
ложен во фразе  правей, чем х. Л егко видеть, что от
ношение «быть левее» з адает совершенный * * ) стро
гий порядок на множестве М. 

Редукцию отношения следования < мы обозначи:м 
символом д.  Соотношение хду означает, что у яв
ляется непосредственным правым соседом слова х. 
Легко видеть, что хдпу выполняется в том и только 
том случае, когда слово у отстоит от х ровно на  n 
позиций вправо .  

Казалось бы,  такое чисто геометрическое отноше
ние не имеет особого л ингвистического смысла .  Так 
естественно дум ать ввиду того, что в русском язы ке 
порядок слов сравнительно свободен .  ( Кстати, это 
связано с тем ,  что в русском языке и меется богатая 
система окончаний , достаточно полно показывающих 
связи слов в предложении .  Поэтому русский язык мо
жет позволить себе роскошь меньше з аботиться о по
рядке слов,  ч е ы ,  скажем , английский . )  Одна ко и в 

* )  Отметим,  что термин «множество» здесь не вполне уме
стен, посколы<у не существует общепринятого соглашения, что 

считать словам и  русского языка. * * ) Но, как во всех лингвистических формальных моделях, 
�десь возможны вскпючения : сноски н <:�рушают линейность р ас
поаожен вя слов в тексте и тем сам ьш совершенность порядка. 
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русском языке порядок слов не Iшол н е  произволен 
с точки зрения грамматики и смысла текста . Н апри
мер , отрывок «возьмем такое четное число, что . . .  » 
не переделывается в отрывок «возьмем четное такое 
число, что . . .  » .  В качестве второго примера укажем, 
что в русском языке существуют такие слова (пред
логи ) , которые в тексте всегда предшествуют соот
ветствующим существительным.  

Второй важный тип отношений - это г р а м м а т и
ч е с  к о е у п р  а в л е н и е. Управление - это отноше
н и е,  обобщающее такие привычные типы отношений,  
как «определяемое - определение»,  «сказуемое - под
леж а щее»,  «сказуемое - доп олнение» и т.  п. Напри
мер ,  из�естные из гр амматики утвержден и я  «предлог 
"к" требует дательного падежа» ,  «предлог "о" упр ав
ляет предложным падежом» и т .  д. означают именн о  
то ,  что тот или иной предлог у п р  а в л я е т существи
тельным в таком -то падеже. В последнем случае мы 
имеем п р имер так называемого о б я з а  т е л ь  н о г о 
у п р а в л е н и я - п р едлог не может «повиснуть» в 
правильной русской фразе без упр авляемого суще
ствительного. Фразу «мой коллега был в кино с» 
можно даже понять, счесть осмысленной, но уже ни
ка к нельзя полагать грамматически праrшльной. 

И. А. Мельчук *)  выделяет в русском языке 
33 типа грамматических управлений ( или  отношений 
непос редственной доми н а ци и ) . Но мы здесь будем 
называть управлением объединение всех этих отно
шений.  Управление, обозначаемое дал ее символом -. 
явл яется асимметричным отношением .  Чтобы был и  
понятны дальнейшие примеры, м ы  условимся,  соглас
но сложившейся традиции,  считать, что упр авление 
идет от опр еделяемого к оп ределению, от сказуемого 
к подлежащему, от предлога к существительному, от 
гл агола к прямому дополнению, от глагол а к предло
гу. На  основе этих соглашений и их естественных 
аналогов можно усвоить, как расставляются управле
ния в конкретных текстах .  (Признаемся, что есть 
сложные ситуации, когда разные лингвисты по-раз
ному расставят управления в одной и той же фразе . )  
Ниже дается фраза с изображенным графом упра· 

• )  И. А. М е л ь  ч у  к, Автоматический синтаксический ан ализ, 
Новосибирск, Сибирское отделение АН СССР, 1 964. 
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вления.  Сначал а мы прив�дем саму фразу с нумера• 
цией слов , а затем уже на  рис. 7. 1 дадим гра ф  уп ра• 
вления :  

« И с атана, привстав, с веселнем н а  лике лобзанием своим 
1 2  3 4 5 6  7 8 9 

насквозь прожег уста , в предательскую ночь лобзавшие Христа». 10 1 1  12 Hl 14 15 16 1 7  

( А .  С. П у ш к и  н ,  Соч., т. I I I ) 
Союз «И» ,  стоящий впереди, является тем самым 

сомнительным случаем.  Его можно было бы р ассма·  
тривать здесь просто как  ритмическую вставку в 
текст. Обратите внимание на то, что стрелки н а  
рис.  7. 1 н е  пересекаются друг с другом .  Как мы уви
дим ниже. это обстоятельство отнюдь не случайно. 

J ! !ппп �11\lп\ !m 1\п 
1 2 J 4 5 б 7 в 9 10 71 12 13 14 15 lб 17 

Рис. 7. 1 .  

Транзитивное замыкание отношения управления 
называется руководством и обозначается симnоло\1 
� ·  Так, в графе на  рис.  7. 1 выполнено соотношение 
Хн �  Х7. В силу леммы 4 .7, если в графе управления 
нет контуров ,  то отношение руководства является 
строгим порядком.  Отношение руководства - это кос
�енное управление, управление через промежуточные 
инстанции. 

Третий тип  отношений между вхождениями слов 
во фразу - это с о г л а с о в а н и е .  Вообще говоря , под 
согласованием понимается наличие явно выраженных 
общих грамматических признаков, связывающих дан� 
ную пару слов в коллектив. Например,  согласование  
прилагательного и существительного по роду, числу 
и падежу. Отношение согл асования мы будем обозна
чать символом а. В предыдущей фразе мы имеем ,  
напри мер, соотношения Х14аХ15 и Xtsf1Xt4, в то  врем я 
как управление выпол няется лишь в одну сторону : 
Xts - Х14. Здесь видно уже одно отличие согласования  
от управления.  Первое симметрично :  определ яемое и 
определение имеют, вообще г.оворя ,  согласованные 
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гр а м м атические показател и .  Упр авление имеет на
правленность, оно асимметрично. Н о  согл а сова ние 
в о в с е  н е  явл яется только «симметризацией» отноше
н и я  у п р а вл е н и я .  В о -перв ых , возможно управление 
без вся кого согл ас ов а н и я .  Например, управление от 
гл а гол а к обстоятельству типа  «Вчера о н  уехал».  
Здесь согл асов а н ы (по  роду и числу)  только глагол 
и м естои мение , но не н аречие и гл а гол . Во -вторых , 
с о гл а с о в а н и е  может быть не связа но ни с каким упра 
в.ТJ ением .  

Это  обстояте.ТJ ьство проще пояснить не на русско\1 
тексте , а на  а:т гебраических выражениях * ) . В этих 
в ыражен иях «согл асованы» соответствующие друг 
другу .ТJ евая и пр ава я скобки .  

В русс ко м языке роль скобок в ы пол няют ко нструк
ц и и  в и да : «есл и . . .  , то . . .  » ;  «или . . .  , или . . .  » и т. п .  Соответ
ствующие друг другу п а рн ы е  союзы находятся в от 
н о ш е н и и  с о гл асов а ш i Я ,  но п и  один из них не у п р а• 
вл яет другиы .  

Четвертый важный тип синта гм атического отно
шения - это о т н о ш е н и е о д н о р о д н о с т и («быть 
однородными членами пр едлож ен и я » ) . Мы будем обо 
значать это отношение символом '' · Типичный пример 
п р едл ожения с однородными член а ми : 

«Швед, ру сски й - колет, рубит, режет». 
(А.  С. П у ш к и н ) .  

Здесь - дв а однородных подлежащих и три одно
родных сказуемых.  П ример на  однородные дополне
ния можно н а йти в других отрывка х из А. С . Пуш ки 
н а : « Сват Иван ,  ка к пить мы  станем , непременно уж 
помянем т рех Матрен , Л у ку с Петром ,  да Пахомовну 
потом» . Ил и  еще :  «И твое воепоминанье заменит душе 
моей силу,  гордость , упов а нье и отвагу юных дней». 

Пятый тип отношений носит несколько отличный 
от п р едыдущих х а р а юе р .  Дело в том, что вся кая фра
э а  русского языка довол ь н о  естественно членится на  
коллективы . Мелкие коллективы сами  входят в более 
крупные.  Такое ч.ттенение ф р аз ы  на коллективы (или , 
как  принято говорить в л ингвистике , составляющие) 
обеспечивает, в частности, возможность понимания 

* )  Алгебраические форм улы BII0.1He естественно р ассматрll· 
вать как тексты пекоторога искусственного языка. 
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фразы. Наша языковая интуици я позвол яет на м  до: 
вольно однозначно выдел ять составл яющие в русскои 
фразе. В следующем п р и м ер е  составляющие выделе
ны скобка м и :  

. \  2 
« (Все это) 

3 4 5 
(сил ьно (поколебало ( мою 

7 
уверенность) ) ) ) » . 

6 
( авторскую 

В сущности кавычки здесь тоже играют рол ь  скобок, 
выдел яющих максим альную составляющую. В число 
составляющих мы бу- а,1 дем включать и отдель
ные слова . Итак, мно
жество Я составляю
щих состоит из некото
рых непустых множеств 
вхождений слов в дан
ную фразу. Отношение 
в х о ж д е н и я в с о-

с т а в л я ю щ у ю н а  х1 
множестве М мы бу- .Хв 
дем обозначать далее Рис. 7.2. Дерево составляющих. 

обычным знаком вкл ю-
чения с: .  Тогда запись у с: a.i обозначает : Xj е a.i, 
если у = Xj - слово из фразы, и a.i с: a.i , есл и у = а.1 -
составляющая этой ф р азы,  отличная  от a.i ·  Из опре
деления явствует, ч то вхождение в составляющую я в

л яется стр о г и м  пор ядком . В р ассм отр енно м примере 
мы выдел им следующие составляющие :  

а1 = {х1 ,  х2, х3 ,  х4, х5, х6, х7} , 
а2 = {х1 ,  х2} , а3 = {х3, х4 ,  х5, х6, х7}, 
а4 = {х4 ,  Xs, Хв, х7}, 
а5 = {х5, х6, х7} , а6 = {х6, х7}. 

Граф дл я р еду кции данного отношения изображен 
на р ис .  7.2 .  О б р атите в н и м а н и е  н а  то, что этот граф 
явл я ется нес и м м етричным дерево м ,  кото рое наи более 
сильно ветвится вправо. Это обстоятельство есть про
явление языкового правила ,  а н е  случайное свойство 
примера.  

* * * 

Система отношений м ежду элемента м и  фразы 
(слова ми и составляющими)  описывает формальным 
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образом синта ксическую структуру фразы. Выбира}f 
различные наборы содержательно определяемых от
ношений и описыв ая их формальные свойства ,  мы по· 
лучаем ту или иную форм альную модель синта ксиче
с кой структуры фразы.  До того, как говорить дал ьше 
о конкретн ых отношениях и их свойствах, полезно 
уточнить, что мы можем ожидать от форм аJ1 ьного 
описания лишвистических объектов и отношений меж
ду ними .  Типичная ситуа ция в математической линг
висти ке может быть описана следующим образом. 
Мы исходи l\I из некоторого кл асса однотипных л и н г 
вистичес iшх объектов (нап ример,  из совокупности 
фраз русского языка ) . Обычно каждый из этих объ
ектов естественным образом расчленяется на элемен
ты, т. е. его можно р ассматривать как множество эле
ментов опреде.11енного типа. Так, фразу можно рас
сматривать ка к множество вхождений слов (или слов 
и составл яющих ) . Слово можно, в свою очередь, рас
сматривать как состоящее из морфем : корней, суф
фиксов ,  приставок, окончаний .  Обычно мы, используя 
знание языка и его гра м матики, умеем не только вы
делить элементы, составляющие данный лингвисти
ческий объект, но и установить между этими  эл емен
т а м и  некоторые отношения.  Например,  мы умеем 
указ ать управления во фразе, выделить согласования, 
однородные члены и составляющие. 

Мы можем выделить некоторые, инвариантные 
относительно за мены объекта ,  свойства этих отноше
ний, т. е .  свойства ,  которыми одноименные отношения 
обладают для любого объекта из выбранного класса . 
Н апример ,  отношение следования является для веко
торого достаточно широкого класса фраз русского 
языка совершенным порядком.  

Ита к, нас интересуют отношения,  которые могут 
быть более или менее однозначно определены на лю
бом из лингвистических объектов,  принадлежащих 
векоторому кл ассу, и те свойства этих отношений, ко
торые выполнены (вообще говоря)  дл я любого объ· 
екта из этого класса . 

Иными словами, когда мы употребляем словосоче
тание «Отношение  упр авления» ,  то мы и меем в виду 
класс отношени й * ) , каждое из которых н а  основе 

*) Это обстоятельпво мы подчеркнули, написав «Отношение:. 
с большой буквы. 
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nрим ятых согл ашений определено на  векоторой ф разе 
русского языка.  При этом для любой ф р азы русского 
языка определено некоторое отношение управления.  
Когда же мы  в р амках матем атической лингвистики 
говорим о свойствах Отношения  упр авления ,  то м ы  
и меем в виду такие свойства ,  которые выполнены 
(опять-таки , вообще говор я ! )  дл я любого отношения 
управления  в любой фразе. Например ,  свойство «каж
дое слово управляет не более, чем одним словом» 
выполняется в следующей фразе:  

«Идёт, rудёт зелёный шум» . 

Однако это свойство не выполняется в очень м ногих 
других фразах,  и оно, в н ашем понимании ,  является 
не  свойством Отношения  управления , а только свой
ством данной фразы (или же - отношения  управле
ния в данной фразе) . 

Нас будут интересовать только инвариантные 
свойства Отношений. Однако дело обстоит не  столь 
просто и с инвариантными свойствами .  Некоторые 
свойства Отношений вытекают логически из их опре
делений.  Например ,  а симметричность управления 
означает просто, что м ы  уеловились считать, что упра
вление может идти только от одного слова к другому 
(от сказуемого к подлежащему, но не наоборот) . 
Свойство Отношения «входить в составляющую» быть 
строгим порядком проистекает из того,  что это Отно
шение определено через включение множеств. Свой
ства лингвистических Отношений принципиально не 
могут быть незыблемыми просто потому,  что носитеJl Ь  
языка - человек - обладает свободой воли .  Следова 
тельно, он волен нарушать любое формальное пра 
вило или сознательно следовать ему .  Когда м ы пы
таемся установить систему формальных прави.11 , опи
сывающих структуру языка , у нас часто возникает 
иллюзия, что дальнейшее развитие и уточнение этой 
системы когда -то в светлом будущем даст полностью 
адекватное описание языка . Но любая  самая  подроб
ная система общих правил непрерывно нарушается 
живым развитием языка . Даже такое простое прави
л о ,  что длина фразы не может быть слишком бол ь
шой, может нарушаться .  В книге современного пол ь
ского писателя Ежи Анджеевского «Врата Рая» всего 
две фразы.  Вторая  из них така я :  «И ш.rrи целую ночь». 
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Но, р азумеется, текст первой фразы очень чепю чле
Iштс я н а  коллективы .  В частности , когда мы описы
ваем свойства лингвистических Отношений и обнару
живаем,  что эти свойства не CTD.'J Ь просты , как I<аза
лось, то перед н ами возникают два очевидных пути. 
Первый состоит в уточнении и поиске более сложной 
фо р мулировки этих свойств * ) . Второй путь - попы
таться по-иному определить сами эти отношения во 
фразе * * ) . 

Попробуем выразить эту же мысль несколько стро
же. Переход от лингвистики к математической линг
вистике состоит в том ,  что кл ассу лингвистических 
(наб.• нодаемых или мысли мых )  объектов мы соотно
сим с п исок Отношений и их свойств (аксиом ) . Этот 
список будем ,  в соответствии с и м еющейся в матема
тике терминологией ,  называть Теорией. В этой Теории 
Отношения яв.ч яются всего лишь названия ми классов 
наблюдаемых в лингвистике отношений. Свойства 
Отношений до.чжны быть сформулированы так, чтобы 
они и м ели  смысл дл я настоящих отношений.  

Множество с заданными на нем отношениями А1,  
А2 ,  . . .  , A n на зывается Аtадел ыо Теории, если уста
новлено би ективное соответствие между списком 
Отнош ен и й Теории и совокупностью отношений 
{А 1 ,  А2 , . . . , A ,J и соответствующие отношения обла
дают всеми свойствами , предусмотренными данной 
Теор ией . 

Теория  счита ется состоятельной для класса линг
вистических объектов , если эти объекты , как множе
ства элементов с соответствующи ми отношениями, 
в подавляющем большинстве являются моделями 
этой Теории .  В нашем основном примере наблюдае
мый л ингвистический объект - это фраза русского 
языка . 

Теория  содержит пять перечисленных выше Отно
шений (в качестве вариантов можно рассматривать 
Теории ,  содерж ащие только часть этих Отношений ) . 
Свойства Отношений в этой Теории постулируютел 
таки м образом , чтобы они удовлетворялись для 

*) Сюда относя1ся поиски о бобщенных определен ий проек
ТИВ!ff,ОТН, введен ие р азрывных составляющих и т. п. 

*) Так, существуют ра3JIИЧН1!1е соглашения о расстановке 
yпpaJll�fJi в случае однородных ч��нов, nридаточных предло
.жt!ИНlt и т. n. 
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однои менных отнош е н и i'! в основной массе ф р а з  рус
ского языка �· ) .  (Можно строить Теор и ю  и с та ки м 
расчето:-.1 ,  чтобы она обслуж: и ва л а все яз ы кп м и р а ;  
аксио м ы  та коii Теор и и  явш1ются линrвистп ч ески м и  
ун иверсат1  я 11 1 11 . )  

Первый nуть уточ нен п я  Теор и и  состои т  в б ол ее 
сложной форli·J ул и ропке свой ств Отношений с т е м ,  
чтобы они удовл етвор ял ись  н а  большем ко.'lичсст.ас 
фраз.  Вто р ой путь - в уточ нен и и  соr.1 ашений об оп ре
делении отнош ен ий во ф р а з а х .  

Оба эти пут н о т н о с и те.1 ы 1 n  п олез н ы ,  н о  настоя 
щего решен н я  п роблемы  н е  дают. Остается третий 
nуть - n р и з н ать ,  что все н а ш и  фор м а л ьные Теор ии 
{фо р м а л ь н ы е  м одел и я з ы к а ) явля ютс я  не с а м одов 
л еющи l\1 1 1 ,  а то.1 ыю отражающюш г.1убшшыс объек
тивные с в о ir с т в а жJшого я з ы к а . Э т и  111 0де.rш отр ажают  
какую-то языковую н о р м у ,  н о  язык  может е е  н а ру
шать р ади с о х р а н с m 1 н  чего-то в данной ситу а ц и и  бо·  
лее существенного.  Д.1 н  я з ы к а  в ажно н е  перейти 
некоторы й доn усти м ы й n р ед<'Л сложности , после кото
рого речь' n е р ес т а ет б ы т ь  пон ятной . Поэто м у на руше
ния  фор м а л ьных з а ко нов в живой речи возникают 
в сущности и з - з а  стремл ени я языка  к сохранепшо г.Тiу
бинных з а конов .  В силу этого стр е l\шения н а бл юда е 
м ые свойства ли нгвистических Отношений п риобре
т а ю т  гор аздо бол ьший смысл . Они пе рест а ют б ыть 
умоз р и те.11 ыюй и.тн1 э м п и р и ческой схем ой , а ста но
вятся х ара ктеристи кой языковой нормы,  отражающей 
глубинные с войств а яз ы к а . З а кон не теряет своей 
объективности, но о к а з ы в а ется глубже , ч е м  в ы р а ж а ю · 
iцая его Тсорня .  Одна ко вне ф о р м а .ТJЬ н ых Теорий м ы  
никогд а  и не подойдем к пон и м анию .rш н rв истическнх 
з аконов . Более того, чем яснее Тео ри я , чем она бо.1 ее 
11вно выражена ,  тем легче у яснить ее связь с глубин
ными з а кон а м и .  Когда м ы  пони м а ем пстинную цену 
форм альной Тео р и и  ( модел и я з ы к а ) ,  м ы  яснее ви·  
ди м , что п р и  всех кажущихся на рушениях языковых 
НОрМ ГЛубИННЫе З а КОНЫ ЯЗЬП<а Ч р еЗ В Ы Ч а ЙНО УСТОЙ· 
чив ы , а попытки их на рушить п р и водят к невоспол ни
м ы м  потер я м . 

*) Подчеркнем ,  что моделью языка (в том смысле, как· это · 
пон им ают .'lингвисты ) я вл яется Теория , а моделями Теории 
(в м атем атическом см ысле) служат, в частности, л и и r в нстичесrtке 

объекты, моделируемые этой Теорией! 
· 
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Здесь н апр ашивается аналогия с глубинными 
нравственными  законами .  Ввиду очепидной условно
сти л юбой форм альной системы мораJIИ может пока 
з аться ,  что здесь вообще нет априорных законов , 
а существуют только созданные людьми согл ашенпя.  
Однако в сфере нравственных з аконов действует эф
фект ком пенсации , о котором Вл.  Соловьев выразился 
так :  «Человек может не исполнить своей нра вствен
н ой обязанности ,  но тогда он неизбежно теряет свое 
нра вственное достоинство». 

* * * 

После этих небольших общих рассуждений перей
деl\I к описанию формальных свойств введенных выше 
кла ссов отношений .  

1 .  С л е д о в а н и е .  Об этом отношении нельзя 
сказать н ичего другого, кроме того, что оно есть со
вершенный строгий порядок. Ясно, что случа и  тип а 
подстрочных п ри мечаний к середине фразы ,  подстроч
ных или н адстрочных пометок к отдельным словам 
н арушают совершенность (ли нейность) порядка ,  но  
являются тем и  самыми исключениями ,  которыми  С".'l е 
дует п ренебречь в формальной модели .  

2 .  У п р а в  л е н и е. В норм альном случае отноше
ние управления  обл адает следующими свойствами : 

1 . Если выполнены соотношения х1 - х2 - . . . ---+ Xn 
(п > 2) , то невозможно Xt - Xn ( антитра нзитивность) . 

2 .  Существует еди нственный элемент х, дл я кото
рого соотношение у - х не выпол нено ни при каком у. 

3. Для всякого х существует не более одного та· 
кого у, что у - х. 

Из свойства 1 вытекает, что отношение управле
ния а симметрично и его граф не содержит контуров. 
Лемма  4 .  7 позволяет тогда заключить, что транзитив
ное з ам ыкание отношения управления (отношение ру
ководства )  является строгим порядком .  Из условий 
2, 3 можно вывести , что руководство я вляется дре
весньш порядком.  

Н арушений свойства 1 , по-видимому,  не отмеча
лось в реальных фразах ,  т .  е .  руководство всегда яв
ляется строгим порядком .  Однако нарушение  древес
ного порядка для руководства может возникнуть по 
причи на м н арушений свойств 2 и 3. По существую
щим соглашениям  вершиной графа  управления может 
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быть только сказуемое, т. е. лишь сказуемое во фразе 
может никем не управл яться. Остальные члены пред
ложения всегда имеют ста ршего (управляющего) 
в этой фразе.  Но, когда во фразе и меются два одно
родных сказуемых, условие 2 автоматически нару
шается . Так как, с другой стороны, подлежащее 
управляется всеми сказуемыми ,  при  этом нарушится 
и ус.повие 3. Это можно увидеть на следующем от
рывке из стихотворения А. С .  Пушкина : 

«Всех чаще мне она приходит на уста и падшего 1 2 3 4 5 6  7 8  9 

крепит неведомою силой». 10 1 1  12 
На рис .  7.3 показав граф управления  для этой 

фразы;  отклонение  от древеснасти проявляется в том ,  

ж ,  х, х3 х, х_, xll 

Рис. 7.3. Н едревесна я ст руктур а руководства. 

что подлежащее «она»  имеет два упр авляющих слова .  
(Стрелка управления  l О-+ 8 поставлена условно,  что
бы избежать изолированных вершин . )  Наблюдаемое 
пересечение стрелок (которое н иже мы назовем откло
нением от проективности ) связано не  только с нару
шением древесной структуры руководства ,  но и с на 
рушением естественного порядка слов ради  поэтиче
ского ритма .  При нормальном пор ядке : «Она приходит 
мне на уста всех чаще . . .  » пересечения стре.1ок исчезнут. 
Отметим ,  что и при отклонении от древеснасти граф 
обычно остается связным .  

3. С о г л а с о в а н и е. Это отношение симметрично и антирефлексивно * ) .  В общем случае оно не  тран
зитивно. Хороший пример нетранзитивности согласо
ваний дает фраза из следующего за этим абзаца : 
« . . .  во фразе могут быть выделены группы ,  каждая 
из которых содержит . . . ». Здесь согласованы пары 

* )  Поскольку автору кажется неестественным полагать слово согласующимся с самим собой. Возможны, р азумеется, и иные Соглашения. 
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«которых» - «группы»  (по числу ) и «групnы» - «ка
ждая» (по роду ) , но  не согл асована  пара  «которых» 
«каждая».  

4. О д н о р о д н о с т ь.  Это отношение симмет
рично и транзитивно. Будем считать, что слово, не 
входящее в группу однородных , не однородно и к са 
мому себе, т. е. что однородность есть свойство груп· 
пы , а не отдельного слова .  Тогда во фразе могут быть 
выделены группы,  каждая из которых содержит по 
н есколько однородных членов,  а остальные не входят 
ни в одну из групп. 

5. В х о ж д е н и е  в с о с т а в л я ю щ и е . Уже из 
определ ения  следовало, что вся фраза  есть (макси 
мальна я ) составляющая.  Это дает нам условия : 

1 .  Дл я всякого х Е М существует такое у, что 
л ибо у с х , либо х с у * ) . 

2. Существует единственный элемент, который не 
входит ни  в какую составляющую . 

Следующее содержательное лингвистическое утвер
ждение  состоит в 1ом ,  что составляющие не могут 
частично перекрываться . Они либо не содержат общих 
элементов, либо одн а содержит другую. В формаль
н ых терминах это озн ачает :  

3. Если х с у и х с z, то либо у с z, либо 
z с у, либо у = z. 

К этим свойствам  можно добавить 
4. Антирефлексивность. 
5. Транзитивность, 

вытекающие из  определения строгого порядка . 
Эти пять условий означают, что отношение «вхо

дить в составляющую» является древесным порядком. 
Этот лингвистический факт - возможность представ
л.ения любой фразы в виде дерева составляющих 
явился основой дл я создания серии формальных мо
делей (начиная  с наиболее известной порождающей 
модели Н. Хамского ) , описывающих п роцесс «порож
дения» фразы языка путем последовательной подста
новки вместо каждой составляющей содержа щихся 
в ней составляющих .ил и  слов русского языка .  

Подчеркнем важное обстоятельство, которое иной 
раз  забывается . Свойство текста р асчлен яться в де-

*) Если фраза состоит больше чем из одноrо слова 
(Прим. ред.) 
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рева составляющих есть первичный лингвистический  
факт, полученный в результате осмысления Iюнкретф 
ных лингвистических наблюдений, а не следствие при 
пятой модели порождения .  Н аоборот, создание мо 
делей порождения  текстов стало возможным только 
после осознания того, что текст естественно членится 
н а  составляющие и это членение обладает древесны м  
рорядком.  После этого можно уже искать различные 
формальные интерп ретации этого фа кта и строить 
всевозможные модели порождення (кроме модели 
Н .  Хамского можно указать на  реляционные грамма 
тпки Ирены Беллертовой , м атричные гра м матики 
С .  Абрахам а ,  диспозиционные грамматики В.  Б .  Б о р 
щева и Ю. А .  Ш рейдера ,  грамм атики с управлением 
Э. Д. Стоцкого ) . В .  Б .  Борщев обратил внимание н а  
то, что и в формаJJьных грамматиках, н е  описываю
щих процесса порождепия ( и меются в виду так назы.  
ваемые окрестпостные грамматшш В .  Б .  Бор щеn а ) , 
воз н н к а ет естественпая  структура состав.11яющих. Мы 
подчеркиваем данное обстоятельство и менно потому, 
что в резуJJыате изучения  м атематической лингвисти
ки возникает часто впечатление о том, что возмож
ность членения н а  составляющие есть искJJючительно 
свойство языков, описываемых порождающими под
становочными гра м матика ми .  На самом же деле си
туация в точности противоположна - возможность 
описать естественный язык порождающей граммати
кой есть с.�едствие существования составляющих в 
языке и некоторых гипотез о составляющих, в которые 
мы здесь н е  и меем возможности вникать. 

До сих пор мы рассматривали только свойства ,  
nрисущие каждому и з  отношени й  отдельно, но более 
содержательны свойства ,  связывающие различные от
ношения .  К изучению таких свойств мы и приступим .  

С л е д о в а н и е  и у п р а в л е н и е  

Отношения следования 11 управления во фразе 
нормально связаны так называемым условием проек
тивности. Фраза называется проективноа, если 
два жды упорядоченное множество (М, <. ::::}) удов-
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.летворяет условию П 1 (здесь М - множество вхожде-о 
ний слов во фразу, < - отношение следования, => __.... 
'()ТНошение  руководства ; см .  § 4 г лавы IV) . 

На рис.  7.4 изображены два примера проективных 
фраз .  

Условимся рисовать граф управления так, чтобы 
слова  во фразе располагал ись н а  прямой в их естест· 
венном порядке, задаваемом отношением следования, 

Рис. 7.4. Свойство nроектив носrи. 

а все стрелки, и:юбражающие управления , проводи
� ись бы с одной стороны этой прямой (над ней) . При 
таком соглашении часто используют иное определе
ние проективности . Фраза называется проективной, 
если дважды упорядоченное м ножество (М, < . =>) 
удовлетворяет условию Пz. Так как, согласно теореме 
4 . 1 8 , условие П2 влечет условие II 1 ,  то проверка 
непересечения  стрелок и непокрытия максималь
ных элементов гарантирует проективность в обоих 
смыслах .  

Из теоремы 4 . 1 9  с.'I едует, что в случае ,  когда руко
водство образует древесный порядок, оба определения 
проективности равносильны.  В случае недревесвой 
структуры, изоб раженной на рис. 7.3, мы имеем при-

мер непроективной фразы ( в  обоих 

� указанных смыслах) . 
r r ' Фраза н азывается квазипроек-

:х !1 z тивной, если стрелки управления 

I<вази• можно провести так, чтобы они не Рис. 7.5. проективная струк- п ересекались. 
тура. На рис. 7.5 изображена квази-

проективная,  но  не проективная 
фраза. В этой фразе выполнены соотношения z --+  х и 
х < у < z, но не  выполнено z ::;>  у . ... 

Удобную формулировку условия проективности 
можно получить еще следующим образом. Условимся 
проводить допол нительную стрелку управления от 
знака препинания,  отмеч.ающего конец фразы, к ска-
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вуемому. Фразу * )  можно назвать проективной,  если 
пополненный указанным способом гра ф  управлениR 
можно нарисовать без пересечения  стрелок. В самом 
деле,  последнес условие р авносильно тому, что основ
ные стрелки управления не дают пересечений и путь 
к корню дерева не перекрыт накрывающей стрелкой .  

Существует и четвертый в а р и а н т  определения про
ективности. Пусть отношение руководства является 
деревом .  Ф р азу можно н азвать прое/\,тивной, если вы
полняется условие Пз. Из теоремы 4.20 вытекает, что 
nри сдел анном допущении это оnределение nроектив
ности равноси.'! ьно предыдущим .  

В этом варианте определения виден содержатель
ный смысл слова «nроективность» : отмеченные точки 
должны беспрепятственно nроектироваться на гори
зонтальную прямую, лежащую выше всех точек, а от
резки должны не переnутываться при таком проекти
ровании .  

К сожалению,  в некоторых лингвистических р або
тах это определение приводится неточно.  Так, в книге 
Ю. Д. Апресяна «Идеи и методы современной струк
турной лингвистики» (Москва ,  «Просвещение», 1 966, 
стр . 248) опущено условие неиересечения  отрезков . 
Но тогда ,  как  показывает пример н а  рис .  4 . 1 2 , фраза 
может быть непроективной в смысле первых двух 
определений.  В частности , фраза  «Читал человек р ас
крытую веселый  книгу» имеет как раз ту структуру 
управ.11ений,  что дана н а  рис .  4 . 1 2. Однако по опреде
лению Ю. Д. Аnресяна ее пришлось бы счесть за 
проективную. 

Приведем еще пример непроективной структуры 
из А. Блока : 

1 1  t l t l  t � t l l t  
Решал все тот же я мучительный  вопрос .  

Ясно. что такой порядок слов возник из-за внутрен
ней ритмики стиха . В норм альном для прозы порядке 
слов и нормальной прозаической ритмике все вполне 
проективно : 

t 1 11--.,�,�.�,�.,=====.,�==�,�11+ 
Я решал все тот же мучительный вопрос. 

*)  Отi1ошение руководства. коtороА: является деревом 
(Прш.t. ред. ) 
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К счастью для  поэтов , русский язык дает широкие 
воз можности обр азования непроективных структур, 
но не  создает их без особой на  то надобности . Впро
чем,  в совр с 'viенной русской литературной прозе по
падаютс я несл ыха нно непроективные структуры. 

О д н о р о д н о с т ь, с л е д о в а н и е 
и у п р а в л е н и е  

Можно сформул ировать несколько простых 
свойств, связыва ющих порядок слов во фразе, отно
шение управления и отношение однородности . Пред
полож и м ,  что выполнено соотношение х''У·  Тогда , во
обще говоря ,  сп раведливы следующие утверждения : 

1 )  Есл и z -+ х, то z -+  у и z не находится между 
х и у. 

2) Если  х -+  z и у -+  z, то z не находится между 
х и у. 

3 )  Если х < у, x -+ z и y -+ w, то z < w, x < w, 
z < y. 

Первое свойство означает, что однородными чле
нами  управляют одни и те же слова и что управляю
щее н аходится по одну сторону от обоих управ
ляем ых : 

t t 1 1 
Б ольшой зеленый карандаш лежит н а  столе . 

Второе свойство означает, что общее управляемое 
находится по одну сторону от однородных управ
ляющих:  

t t 1 
Дрессиров анные львы танцуют и поют. 

Третье свойство состоит в то м ,  что обл асти управ
ления  однородных слов не перепутываются :  

t 1 t 1 
Кр асный м ак и белый л андыш стоят в в азе . 

Можно показать, что, при указанных условиях на 
однородности , во ф р азе  можно ввести разумную ско
бочную структуру * ) . 

*) К. И. Б а б и ц к и й, Q дuстрцОутиврой теории nредложе
ний с сочиненными частями, НТй, 1967, М 6. 
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С о с т а в л я ю щ и е и с .1 е д о в а н и е 

Ос �ов ное условие ,  которое лежит в основе всех 
nодста н овочных r р а м :-.1 а т и к, состоит в не раз р ы вности 
соста вл яющих. Соста вл я ю щ а я  а н а з ы в а ется нераз; 
рывной, есл и из того,  что х Е а, у Е а и z н аходи тс я 
между х и у, следует z Е а. 

Н ер аз р ы в н а я соста вл я ю щ а я  з а п и ы а ет цел ы й  от· 
резок  во ф р а зе . П редст а вл е н ие о т о м ,  что все состав
л я ющие н ера зры вн ы ,  лежит в основе у п о м и н а в ш п х с я  
в ы ш е  подст а н о в о ч н ы х  п о р ождающих г р амматик. На 
с а м о м  дел е в русс ко м языке ( а  т а кж е  а н гл и й с к о м ,  н е ·  
мецком н др . )  существуют и р аз р ы вн ы е соста вля ю щие. 
Н а п р и мер,  сложное гла гольное в ремя легко п р и водит 
к р а з ры вны м соста вл я ю щи м :  «Он будет з а втр а читать 
лекцию».  Такой порядок слов воз можен в русс хю :--1 
языке,  а дл я н е м ецкого я з ы к а  в ы н есен и е  и н ф и ю i
тнва в кон е ц ф р а з ы  явл яется н ор мой . Можно т а к н е  
с.'l у ч а и  р ассм атрива ть ка к  т р а нсфо р м а ци и н о р ма.1 ь.:. 
н ы х  пр едложени й и.'l и  же п о - и ному в ыдел ять сост а в �  
л я ю щ и е  во ф р аз е , н е  с ч и т а я  обязател ь н ы м  в ключе1ш е  
основного и вспомога тел ьного гл а го.'l а  в одну состеt!

л я ющую. 
Гипотеза о то l\1 ,  что все соста в.'l я ющие н е р а з

р ьш н ы ,  ра в носил ьн а сл едующему.  Возьые:-.1 к а жду ю 
сост а в л я ющую в с кобк и .  В с ил у неразрывности с о
ставля ющих н а  к а ждую и з  н и х  уйдет одн а п а р а  ско� 
бок. В силу древеснасти структу р ы  сост а в.l Я ЮЩII Х  н 
не р аз р ы вности дл я двух п а р  с кобок воз :\ю ж н ы  л и ш ь  
т а к и е  ва ри а нты р а с пол ожен и я  ( (  ) ] , ( ] (  ) и невоз
м о ж но р ас положени е вида (( ) ] . Та ка я  р а сста новка 
с кобок н а з ы в а ется правильной скобо•1ной структурой. 

Пусть Я - м н ож ество соста в.'l яющих некоторой 
фр азы . Отношение сл едов а н и я  < во ф р аз е и ндуцн руl"I; 
н а  Я строги й порядоi< , определ яемый сл едующи м  о б �  
разо:-.1 .  Будем полагать щ < aj,  есл и дл я л юбых п ред·· 
ста впте.ТJеЙ  х; Е щ и Xj Е aJ выполнено Х; < Xj. А н а 
Л () Г J i ч н о  уста н а вл и в а ется отношение сл едов а н и я  м еж .. 
ду сл ово м х; и сост а в л я ющей aj : Х; < aj, если Xi ле
ж и т  левее  л юбого л р едставите.1 я и з  этой составл я ю
щей,  и aj < х; ,  сс.1 и  Х; лежит п р а вее  сост а вл я ющей. 
Ясно, ч то отношен и е  сл едов а н и я  н а  11l уже н е  я вл я ет· 
ся совер ш енны м пор ядко м ,  т. к. п р и  a i  с aj н е в ы по�l 
няется ни  а; < aj, 1 1 1 1  aj < щ. Бо.1ее того, отнош е н и е  

7 Ю. А .  Illj>rliд�p t93 



следования выполняется на  тех и только тех парах, 
для которых не выполняется отношение включения. 

Нетрудно видеть, что м ножество М с отношениями 
с и < является упорядоченным деревом (в смысле 
§ 4 .гл. IV) . Глубина этого дерева является важной 
лингвистической характеристикой фразы.  На рис. 7.6 

Петр решил mpgilнgю зailaчg из ли.нг6и.сти.к11. 
Рис. 7.6. 

приведено дерево составляющих дл я простой фразы. 
Глубина этого дерева или ,  как часто говорят в м ате
матической лингвистике, глубина этой фразьt равна 
единице.  

Эту характеристику фраз  впервые ввел В .  Ингве, 
обративший внимание на тот ф акт, что глубина ре
альных фраз  в языке ограничен а .  Он же высказал 
гипотезу, что ограниченность глубины связана  с огра
ниченностью человеческой памяти, сказывающейся 
в процессе порождения речи или ее восприятия.  

Количественная формулировка гипотезы И пгве со
стоит в том ,  что для любой фразы естественного язы
к а  глубина у дерева  составляющих ограничен а :  

у � 9  *) . (7. 1 )  

Эта гипотеза эмпирически опр авдывается. Средняя 
глубина , посчита нная  по фразам русского языка , ока
зывается заметно меньшей, чем 9. 
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Подчеркнем два в ажных обстоятельства .  Первое 
из них состоит в том, что гипотеза И нгве в сущности 
nрямо не связана  с какими-то предположениями  
о процессе порождения речи. Она  говорит только об  
асимметрии дерева составляющих, построенного над 
фразой русского или другого естественного языка.  При  
этом не имеет никакого значения, nрименим а  л и  
к данному языку та или ина я  формальная м одель по
рождения .  Второе обстоятельсТSIО> rocrorn в том ,  что в 
оценке (7. 1 )  существенны не  ка.пе-лиоо мистические 
свойства числа 7 * ) . Этой ощев.Iе можно придать 
с.1едующую формулировку :  глубина фразы естествен
ного языка не выходит за  пред::е;��ы «средних по 
А. Н .  Кол могорову» чисел .  Н а помним, что число n 
называется «средним по Колмогорову» * * ) , если чело
век практически способен перебра1!Ъ все подмноже
ства множества из n элементов. 

В отличие от числа 7 * * * )  это обстоятельство не 
кажется ни мистическим,  ни  случайным .  

Если мы  все  же будем р ассматривать схему по
рождения фразы в какой-либо подстановочной гра м 
м атике, т о  оказывается ,  что глубина дает оценку дл я 
минимально необходимой памяти,  используемой 
в процессе порождения .  Именно, если а есть мини
мальное количество символов, которое м ы  обязаны 
хранить н а  каждом шаге порождающей процедуры, 
то можно доказать,  что 

v + 1 � (J (7 .2 )  
и для контекстно-свободной гра м матики Хомского это 
неравенство обращается в равенство * * * * ) . 

Равенство v + 1 = а  дл я контекстно-свободных 
грамматик Хамского принадл ежит И нгве. 

С о с т а в л я ю щ и е  и у п р а в л е н и е  

Связь между структурой составляющих и управ
лениями во фразе можно выразить ( в  норм альном 

* )  С м. предыдущую сноску. 
* * )  См. А. Н . К о л м о г о р о в,  Автом аты и жизнь, с борник 

«Кибернетика ожидаем ая и кибернетика н еожиданная», Москва, 
«На ука», 1968. 

* * * )  См. сноску на предыдущей стр ан ице. 
* * * � )  См. Ю. А. Ш р е й д е р, Хар актеристики сложности 

структуры текста,  НТИ, 1 966, ,N'g 7, 
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сдучае ) в виде следующих свойств. Пусть S ( a) -
совокупность всех слов, входя щих в составля ющую 
а. Тогда 

1 )  Каждое S (а) есть дерево по отношению руко
водств а .  

2 )  Ес.'I н  а и CG t - соста в .1 яющие , то  отношение 
управления может вы пол няться то.'IЫЮ д.тш кор неИ: 
деревьев S (a )  и S ( ctt ) . 

l l н а че говоря , уп р а вление от одной соста в.1 шощей 
к другой может передаваться тол ько через гл а в ные 
элементы этик соста вляющих.  При некоторых долод
нител ьных условиях свойства 1 )  и 2) гара нти руют 
п роективность упр а влени й . Будем говорить , что CGt  
н а:! суть соседние составляющие, есл и а1 < а2 (шш 
а 2  < at )  и не существует н икакого э л е м е нта z, .'! е

жащего м ежду н и м и : CG t < z < а2 (а2 < z < CG t ) . 
Система состав .Тiя ющих называется полной * ) ,  

есл и ддя л юбых двух весов пада ющих и песоседних 
элементов ф р а з ы  ( с.Тiов ) х и у существуют такие со
сед н и е  соста вл яющие CG t и а2, что xES (at ) и yeS (a2) . 

Оказы вается , ес.тш система  соста вляющих полна н 
выполняются усдовия 1 ) ,  2 ) , то фр аз а п роектнвна .  
Это следует н епосредственно из теоремы 4 .2 1 .  

* * * 

Оста новимся еще раз н а  п ри ч и н а х ,  по которы м 
n реальных фразах нарушаются описа нные  свойства 
сн нтаксической структуры . 

Первая нз  н нх :  говор ящи й  сознательно н а руш ает 
норм альную структуру п ред.Тiоженин ,  чтобы добить
ся вы пол не н ия какого-то иного свойства . Мы уже вп
дел и ,  что ради сохр а нен ия поэти ч еского ритм а  часто 
п р ив.Тiека ют пеп роективные структу ры .  И н гве убсди
те.'I ы ю  показал ,  что неп роскти вность может воз ни н:
fi)'ТЬ и тогда ,  когда порядок слов, обеспечп в а ющнй 
п роекти вность , ведет к неже.тi ате.'Iыюму росту глуби
пы фразы . 

Другая в а ж ная п р и ч и п а  воз н и кновения отк.'Iоне
IШЙ от нор м ы  и, в ч астности , от п роективности со-

�) Лепю убеднться, что по.1нота с нете м ы  rос r а в.1 я ю щ 1 1 '<  раn
ноr»дьна тому, что дерево составля ющих бинарно, т. е .  из к а ждоli 
В(;'fНШIНЫ выходит не бо.'!ее дву.х отрос rков. 
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-стои т  в нал и ч и и  элл и псисов. Рассмотри м следующий 
'п ри ме р  неп роекти вной ф р азы : 

�1 ----------------------�' 
... 1 t 1 1 1 t 1 t t 1 t 
Н а  собр а н и е  явил ись в а ж ные п ерсоны и не оче н ь . 

:Ясно , что это п р едлож е н и е  я вл я ется эллипсисом от 
с.!Jедующего п роектив ного п р едложе н и я : 

Н а  соб р а н и е  я внлись важные пер со вы и н е  очень 
в а ж н ы е  п с р со н ы .  

И т а к ,  мы и м ее м исходное п редложение с от нош е
ния ми следования и у п р а в.'l е н и я  и его гомоморфизмы 
в другое п ред.т юже н п е ,  н а  котором эти отношения ин
дуци руются как а-образы  ( с м . § 2 гл . VI ) .  Н о  мы уже 
впде.'l и ,  ч то при переходе к а - обра за м свойства отпсr 
шени й  могут портиться. То же п рои сходит и здес ь. 
В не i<оторо м смысле эл.'l и псис мож но также рассм ат
ривать к а к  своего рода к о м п е н с а ци ю :  экономится ч ис
JЮ CJIOB в п редложен и и з а  счет ухудшения с и нта кси� 
ческой структуры.  

Третья п рич и н а в сущности двойствен н а  п редыду
щей .  П о я вление однородных членов можно р ассмат
ривать как « р а с кл е и в а н ие» векоторого и сходного 
п редложевин без однородносте й .  В да н ном еду ч а е  �1 ы 
и мее м дело с корреспонденцией исходных отноше н и й  
с.11едования  и уп равлен и я ,  п р и  кото рой т а кже пор
тятся свойства отноше н и й .  

П роведен п ый а н ализ с и нта ксических стру кту р 
около l l  000 а н гл и й с ких п редложений ( бол ь ше ii 
ч_астыо сложн ых ) показа.'l ,  что около 500 из них я в
ляются неп роектив н ы м и .  Подавля ющее бол ь ш и н ство 
этих н е п росктивностей было св я з а но с эл.1ипсиса J\Ш 
и однородными  член а м и . 

§ 2. Общее понятие текста 

Как м ы  у видели из п редыдущего п а р а г р аф а ,  ф р а 
за сстсс rвенного я з ы к а  есть н е  п р осто це поч ка с.'l о в ,  
а ·  м н ожество с систе мой отноше н и й .  

' С дру гой сторон ы ,  текст м о ж н о  п редставлять со
ставлен н ы м  из слов, буi<В, слогов, словосочета н и й  и 
т. д. Поэтому оказыва ется удоб н ы м  сформулировать 
о0щее нонятие текста ,  которое годилось бы для вес�.s
ма р а з нообразных л и п гв и стиtiеск·их ситуаций.  



Мы попробуем изложить здесь некоторое доста· 
точно общее представление о понятии текста, возник
шее у автора  совместно с М. В .  Араповым и 
В .  Б .  Борщевым из попыток единообразного подхода 
к р азлич ны м  лингвистическим объектам.  Интуитив
но, текст - это п ервичный м атериал лингвистического 
исследования .  Поэтому естественно  требовать, чтобы 
слово, фраза  или последовательность фраз русского 
языка мог ли быть интерпретированы как текст с фор
мальной точки зрения .  Однако не менее естественно 
требовать,  чтобы таблица,  набор дескрипторов ( КJпо
чевых cJioв ) ,  химическая или м атематическая форму
ла  также могли р ассматриваться как частный сJiу
чай общего понятия текста .  Такое требование во 
всяком случае  оправдано захватническими  устремле
ниями  современной лингвистики. 

Представим себе теперь ,  что текст подвергнут 
nредваритеJiьной формаJiьной обработке ; стоит ли 
считать, что теперь это не  текст, но пекоторый иной 
объект высшей (иJiи низшей) природы? Нам пред
ставляется , что фразу с расставленными управления
ми  ( или  п реобразованную каким-то другим спосо
бом ) стоит рассматривать как некоторую разновид
ность текста .  Ведь и самый классический линг вист 
редко и меет дело с непосредственной речью. Сама  
запись речи  через формальные значки-буквы есть 
уже векоторая обработка исходного материала .  Фи
лолог, интересующийся древнерусским языком,  имеет 
дело не столько с рукописями ,  сколько с печатными 
их публикациями ,  где слова р асчленены,  буквы стан
дартизованы . . .  

Попробуем, снача.'l а - не формально, р азобрать
ся , из каких существенных компонент слагается 
текст. Разу меется ,  текст составлен из знаков.  Но 
еще до расстановки конкретных знаков нужно опре
делить позиции ( места ) , где разрешается ставить 
знаки ,  и отношения между этими местами .  Следую
щий шаг  состоит в том , чтобы осознать первоочеред
ную роль отношений между местами .  Так, структура 
обычного текста определяется прежде всего тем ,  что 
знаковые позиции образуют линейную последователь
ность, т .  е .  между местами  определено отношение со
вершенного порядка .  Структура таблицы определяет
ся тем ,  что между местами в таблице существуют 
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два отношения порядка : «горизонтальное» и «вер
тикальное». 

Поэтому целесообразно «места» р ассматривать 
как элементы абстрактного м ножества М, на кото
ром определена система отношений .  Отсюда есте
ственно возникает 

О п  р е д е л е н и е 7 . 1 .  Синтаксической схемой 
S = (М ;  A t ,  . . .  , A n) называется м ножество М с за
данными на нем отношениями А 1, • • •  , А n ·  

Это понятие по существу совпадает с понятием 
.модели по А. Тарскому.  В ажность м атематиче
ской теории моделей для описания лингвистических 
ситуаций, по-видимому, впервые четко сформулиро
ва.тш В .  Б .  Борщев и М. В .  Хомяков в р аботе «Окре
стностные  грамматики и модели перевода» (НТИ, 
сер .  2, 1 970, N2 3 и N2 4 ) . 

Множество М мы будем называть несущим .мно
жеством. 

Пусть теперь зафиксировано некоторое м ножество 
�. которое мы будем называть алфавитом. Тогда 
отображение ер: М -. 1Л можно интерпретировать как 
р асстановку знаков алфавита на  м естах : каждому 
месту (элементу множества М) сопоставляется неко
тор ый знак (элемент алфавита � ) . 

Мы получаем 
О п р е д е л е н  и е 7 .2 .  Текстом Т = ( S, ер) н азы

вается синтаксическая схем а  S с заданным отобр а  .. 
жением ер несущего м ножества М в алфавит � .  

Хотя это определение может показаться чересчур 
абстр актным для такого п ростого и, казалось бы ,  
первоначального понятия как текст, оно в сущности 
только выражает в точных терминах все то, что м ы  
обычно вкладываем в понятие текста :  выбор исход
ного алфавита,  т. е . набора п ростейших символов, 
выбор синтаксической схемы,  помещение символов 
алфавита в различные места синтаксической схемы,  
отношения между р азличными вхождениям и  симво
лов в данную синтаксическую схему. Следующий ряд 
примеров показывает, н асколько данное определение 
текста является общим .  

П р  и м е р  1 .  Алфавит � есть список словоформ 
русского языка ,  S - конечное м ножество М с един
ственным отношением < совершенного строгого по· 
рядка. Тогда текст - это отрезок н атур ального ряда 
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с n риписа н н ы м и  каждому номеру словофор м ами. 
Гово р я  м енее формально ,  текст - это любая лн ней
шrя nоследовательность русских словоформ,  мотет 
быть, с повторени я м и .  Ин а че гово р я ,  такой текст 
это п росто цепочка вида 

Х1 Х2 , • •  Xr, , 
где все Xi - р усски е  словофор мы . В ч а ст н о с т н ,  JI IO· 
бая ф р а з а  русского языка  может р а сс м а т р н в а 1 ься 
к а к  текст та кого вида .  Можно было бы также р а сши· 
рнть а л ф а вит �.  в н еся ту;(а все з н а rш п р еп и н а н ия и 
цифры.  

П р  и м е р  2.  Ал ф а в ит �{ - тот же,  что н р а н ь ш е ,  
но М - коне ч но е  м ножество с четы рьм я отн о ш е н пя
r.i и :  с .1 едова н и я , у п р а вл е н и я ,  согласования  1 1  одrюрод· 
1юсти - обд ада ющи м п свой ства ми , о п и с а н н ы м и  в 
лредыдуще l\1 п а р агр афе . Тогда текст - это последо
в а те.'I ы ю сть р у с с к и х  сл овофор м с ос r юв н ы �ш синтак· 
с и ч ес к и м и  отношения 11щ .  

П р  и м е р  3.  Пусть 1;1[ - rш р идлический алфа вит, 
а н а  м ножестве М задан совершен н ый строгий поря
док.  Тогда текст - это конеч п а н  п ос.'!едо в а тел ыюсть 
знаков  1\ и р и.rJ .rш ц ы .  В ч астности , каждое русское 
с.rюво м о ж н о  р а с с м а т р и в а т ь  к а к  те кст та кого вида,  
т .  е.  пос.1едовате.1ыюсть букв обыч ного русского ал
фа вита ( одного п з  основны х c o в p e �r e r r r r ы x  ва ри а нтов 
К п ришr и цы ) .  

�'добпо р а с с м а тр и в а т ь  с ш rта кси чески е схе м ы  ви
да S = ( М; R1 ,  R�. Rз),  где М - ко неч ное �шо жество, 
к а ж дое из  отн оше r r и ii R1 , R2 , R.1 есть реду кция отно
ш е н и я  строгого пор ядка и между тоб ы м и  д в у м я  эде
мепта м и  м ножеств а М может вы по.1Ш11ъсн тод ько 
одно из этих о т н о ш е н и й .  Эти отношения  и м еют сле
дующую соде р ж а те.'l ь r J у ю  инте р п р ета ци ю : R1 - « не
пос редственно следовать» ,  R2 - «стоять над, быть 
верх ним и ндексо м » ,  Rз - «стоять под, быть нижним 
н r rдei<CO M » .  С помощью таких с и н та ксическ их схем 
можно ввести К.'l а сс ы  текстов в двух сл едую щих пр и
мер ах : 

П р  и м с р 4. П усть �( - а .'!ф авит , соста в.'l ешrыil 
из .1 а тинс ких и греческих букв ,  цифр 1 1  алгебра иче
ских з н а ков ( с кобки 1 1  з н а к и  операций ) .  Тогда л юбая 
адгеб р а и ческая формула может рассматриваться как 
текст е описанной выше сшпакси ческой cxel\loii .  На-
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n р н ме р , фор мул а  (хт + xff) : х� 11 меет с1штаксическую 
структу ру вида 

где стрел ка м и у к а з а но выпол неш1е отно шеiш.И 
Rt,  R2 .  Rз. 

П р н м е р 5. Пусть � - м ножество ци ф р  и сим· 
во.1ов х н ы и чески х эл ементов.  Текста м и  зде сь я в л яются: 
обычные  тш сйные х и м и че с к и е  фор м ул ы  ти п а Н2О. 

П р  1 1  м е р  6. Пусть теп е р ь  алфавит 'll состоит из 
те i<стов п р едыдущего вида .  Синтаксическая схема 
и меет вид S = ( М,  R, ,  R2 ,  • • .  ) ,  где R1 ,  R2, . . .  - от· 
нош е н и я ,  и н терп ретируе м ы е  как  типы х и м н ч ес кнх 
связей .  При Э ТО :\! для л юбой п а р ы э.тJеl\Iентов из М 
мож:ет быть вы пол нсJю только одно из отноше н ий 
R1 , R2. Н а п р и ы с р ,  изоб р а жен и е бсiпо.тiыюго 
KO.'l bЩl 

есть синтаксическая схем а с дву ыя т н п а м и  от ноше· 
н и й в але нтности . Тем с а м ы м  зада ется кл асс текстов, 
и м еющи х вид структурных фор м ул органической 
Х I В\ И И .  

Здесь мы сто.1к в у.'1 ись с в а жной ситу а ци ей , когда 
тексты од ного у р о в н я  об разуют алф а вит для текстов 
следу ющего у ров ш1 . Вп роче м , мы уже в идел и , что 
словофор м ы  русско го языка  суть тексты в обычном 
р усско м ( к и ри.1л ическом ) ал фавите . С а м и  же с.rюво
форl\ш ыогут рассматриваться как эл е м енты алфави.· 
т а ,  в которо м  з а п и с а н ы  русские п р едложе н и я ,  
(Кстати ,  и с а м и  буквы м ож но р а сс м атр ивать как 

текст ы  в алф авите Морзе из точ ки и ти р е . ) 
П р  н ы  е р  7. Пусть алфавит 'l{ состоит из сово

кушюсти дес к р и пторов дл я некоторой области н ауки 
и .1и тех н и к и  ( гр убо говоря, дескрипторы - это ос нов
н ы е  те р м и н ы д а н ной обл асти , с помощью которых 
можно ох а р а ктеризовать содержа ние некотороrо 



документа - статьи ,  рефер ата и т. п . ) . Множество М 
не  и меет никаких отношений .  Тогда текст - это просто 
н абор дескрипторов без всяких связей между ни
м и * ) . Такие тексты используются в так н азываемых 
информационно-поисковых системах без грамматики 
в качестве индексов (или поисковых образов) доку
ментов, позволяющих автоматически отыскивать 
нужный потребителю документ.  

Обсудим несколько подробней пример 2 с точки 
зрения традиционной лингвистической терминологии. 
В обычном русском тексте явно задается только одно 
отношение - линейный порядок слов во фр азе . Итак, 
синтаксическая схема  для обычного текста Т - это 
конечное м ножество М с совершенны м порядком.  
Текст над этой сиптаксической схемой - это цепочка 
словофор м  русского языка,  т .  е .  текст в обычном 
смысле. В процессе поним а ния текста мы явно или 
пеявно устан авливаем дополнительные грамматиче
ские и смысловые отношения между словами  и, в ча
стности, можем вносить в текст новые элементы (на
п ример ,  символы составляющих) .  Тем самым в про
цессе понимания  (или в процессе автоматического 
а падиза )  образуется новый текст Т' над несущим 
м ножеством М' = М с заданной системой отношений 
(управление,  согласование ,  однородность, вхождение 
в составляющую и ,  быть может, м ногие другие) .  
Формально текст Т' является также текстом в смыс
.'Iе нашего определения . Но лингвистический смысл 
текста Т' отличен от смысла исходного текста Т. Для 
лингвиста естественно было бы тексту Т' присвоить 
специальное название ( например ,  проанализирован-
1tьtй текст или ультратекст или i.что-нибудь более 
красивое ) . Мы не будем здесь нарушать привилегни 
лингвистов и не будем вводить нового термина .  Нам 
важно только отметить формальное сходство Т и Т' 
( и  тот и другой суть тексты над некоторым м ножест
вом с отношениями )  и р аздичие по существу: пер
вый есть текст, данный  в непосредственном наблю
дении,  а второй - векоторая конструкция, описываю
щая (скорее всего неполно) процесс понимания (а ,  
может быть, и порождения ) .  Синтаксическая схема 

* )  Тексты с тривиальной синтаксической схемой - без от
ношен ий - называются иногда 111ешка;ки. 
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текста Т' определяет структуру синтаксических от .. 
ношений исходного текста Т, которые в исходном тек· 
сте Т не выражены явно.  Итак, синтаксическая 
структура - это текст, очищенный от конкретных 
слов, но с явно указанными контекстными отноше
ниями.  Иногда синтаксической структурой называют 
то, что мы обозначили Т', но это не естественно. Син
таксическая структура  - это не конкретный текст 
Т', а то общее, что есть у одинаково синтаксически 
устроенных текстов . Например ,  если есть два исход
ных текста Т = «Маша ест кашу» и Т1 = «Петя чи
тает книгу», то проанализированные тексты Т' и Т 
будут различны, хотя синтаксические схемы здесь, 
очевидно, одинаковы. 

В действительности, интересно р ассматривать не  
отдельные тексты , а к л а с с ы о д н о т и п  н ы х т е к
с т о в - текстов с аналогичной синтаксической схе
мой и общим алфавитом.  Что такое «общий алфавит», 
понять легко, но что такое «аналогичная синтаксиче
ская схема» - это еще требует разъяснения .  З аметим,  
что в каждом из  рассмотренных примеров мы имел и  
дело именно с классами текстов.  

Так, в примере 1 синтаксической схемой являлось 
любое конечное множество с совершенным порядком.  
В этом примере мы фактически и мели дело с неко· 
торой знаковой системой, определяемой выбором ал· 
фавита и условием, что «места» в текстах упорядочен ы. 

В примере 2 мы з адали класс текстов тем усло
вием, что на несущем множестве обязаны быть опредс· 
пены четыре отношения с фиксированными свойствами ., 

Теперь мы попробуем несколько точнее опреде
лить понятие знаковой системы . Н апомним ,  что в § 1 
мы уеловились называть Теорией список символов 
отношений и свойств этих отношений ( «аксиом » ) . 
Подразумевается , что свойства р азрешается форму
лировать в таком виде, чтобы они обретали смысл, 
если символы отношений  интерпретированы как отно
шения на искотором непустом м ножестве. Например,  
Теория может состоять из одного символа < и «ак· 
сном» :  

1 )  ни для какого х невозможно х < х; 
2)  еС.'IИ Х < у И у < Z, ТО Х < z; 
3 )  для любых весовпадающих х и у выполнено 

либо х < у, либо у <  х. 
2J3 



Этн а ксио м ы  я в.ч я ются бессмысленными ( но син
т а J<с нчесiш правильпы ми )  фр а з а м и ,  пока не у к а з а н а  
инте рпрет а ция , т .  е. конкретное м ножество с отноше
IJИе :м .  Но как тол ько переменные х, у, z, . . .  мы ста
нем интерпретировать I<ак  элементы пекоторога м но
жества М,  эти а кс и о м ы  п ре в р атятся в осмы сл е н н ы е  
утвержде н и я ,  го воря щие , что отношение < есть со
ве р ш е н н ы й  строгий порядок н а  М. 

Более точно ( с  точным оп редел е н и е м  п о шJ ТШI 
си нта ксичесюi правильной ф р а з ы ) по нятие Теории 
оп ределяется в математической теори и м оделе ii .  

Пусть теперь  выбраны в екото р а я  Теория и адфа 
в и т  � .  

О п  р е д е .'1 е н и е 7 .3 .  • 3fLаковой систе.мой назы
вается м ножество текстов Т = (S ,  'Р) с си нтаксиче
ск и м и схем а м и  S = (М, А 1 ,  • • •  , An),  у которы х от
·ношен и я  А ! .  А 2 • . . .  , An вза и мно -однозн а ч но соот
ве>ствуют с и м вол а м  отношений данной Теор ии и 
удовлетворяют а ксиом а м  этой Теории ,  а 'Р есть ото
брюi\еiше несущего м ножеств а М в фиксиров а н ны·й 
8Jlфавит 'Л .  

Подчеркнем ,  что в з н а ковой системе з афю<сирова 
н ы  только ал фа вит и Теория ,  а м ножества М могут 
быть разны м и .  

Н а п р и ме р ,  з н а ков а я  с исте м а  может состоять и з  
всех .'rиней ных последовательностей русских слово
фор м .  Здесь фиксирован алфавит ( м ножество рус
с к н х  словофо р м ) ,  Теория (указано,  что в с и н т а ксиче
скriх схе м а х  есть единственное отношение - совер
Ш@'нный стро гий порядок� ,  по  н есущее множество, за
да ющее дл и ну цепочки , может быть произволы1ы:.I .  

ЯзыкоJt в м атем атической л и нгвистике обычно н а 
з ы в а ется некоторое множество текстов в фиксировап
ноii знаковой системе .  Примерам н з ы к а  может сл у
ж ить м ножество таких цепочек, составле н н ы х  из з н а 
ков а .1фа вита , которые удовлетворяют определен н ы м  
ус.1овия м  шш порождаются некоторой п роцедуроii 
(т .  е .  описываются пекоторой «грамматиi<ОЙ » ) . Ес.'I и  

·же кл асс с и н т а кс и ческих схем состоит и з  конечных 
множеств с совершенным порядком,  то язык - это не
которое множество конечных цепочек, соста вле н н ы х  
и з  э:н � м е н тов алф а в и т а  'lf . 

В ра мках м а те м атической теории м оделе й  з н а i<а
ван с н ете м а  - это М НО)I,;ество моде.11ей некоторой тео-
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р и и ,  д.'I я которых зада н ы  отображения  в фнкснроваtr� 
н ы ii алфавит. 

С.'!сдует подчерк нуть од но  О'l е н ь  важ ное обстоя� 
тел ьство.  Когда м ы  р а с с м а т р и ваем з н а ковую систему 
естестве н н о го я з ы J< а , то, как бы мы ни выбирали 
доп усти м ы й  кл асс с и н т а ксических схе м ,  IЫIИ ,  что рав
нос шi ы ю ,  Теор и ю , i\I I J O )Kecтвo р е а л ьно встреч а ющих
с и  текстов п р едста вл я ет всегд а очен ь м а .'!ую дол ю от 
всех воз м о ж н ы х  текстов да нпой з н шю во й  с и стемы. 

По -види м о м у , здесь мы ста : нш в ае м ся с п ршщи
п и а.ТJ Ы I ЬI !II ОТ.1 11 Ч И С М  .'I И Н ГВ ! I С Т Н Ч е С К И Х  ст р у ктур O'f 
п рпв ы ч н ы х  ф из пчес ю1х моделей .  В физ и ке мы при
в ы к.'l и ,  ч т о  в се ф а зо вы е п ростр а нства ,  т. е. совокуп
ностн воз м о ж н ы х  состоя н и й физической системы. 
устр оен ы 1нш г:1 адкне  м н о гообр а з и я  в эв к.'Iидовом 
( и л и  ш ю м )  п р остр а нстве . М п 0 1кество всех ос м ы слен
н ы х  те кстов естествеююго я з ы ка и меет к а ку ю-то 
п р и в ц ш ш а .1 ы ю  и н у ю  J Р-ометри ческую стру кту ру , дли 
пош i !\I а н шi которой у н а с  еще н е  вы р абота л ась соот
ветствующа я м а тем а тн ческ а я  интуи ци я . В этом,  nо
в и д н l\ю м у ,  1< 0 р с н я тся !V ':iо г и е  существе н н ы е  тр удности 
оп и с а н и я  сетестве н н ы х  я з ы ков . Весь м а в ер оятн о , что 
это обстоя те.'I ьство есть обща я трудность дл я м ате
м а т н ч е с ко г о  l\I Оде.1 и р о в а в и я  биологических систе м .  

Р а сс м отр и м  теп е р ь  м нож ество М с з а д а н н ы м и  от
нош ен и я ми А 1 .  А2  • . . .  , A n .  Возн ик а ет естественная 
проб.'I е � r а  э ко н о м н ого о п иса н ия э т и х  отн о ш е н ий. 
С т а коii п р о б.1 е м ой мы уже сто.ш н у.1 и с ь  п ри описа
нии стр о г их п о р я дков ( н а  ко неч н ы х м ножествах ) : 
ока з а .1 о с ь .  ч то отношен ие .  поряд!{а можно з адать 
с поl\ющыо редукции этого отно ш е н и я .  

С.1ед) юща н п ост а нов ка это й п роб.1е мы п р и н адле
жит К. И .  Б а бющому * ) . Пусть отнош епин А 1 , А:! • 
• . . , А "  об.ТJ ада ют с.'lеду ющи м и  свойств а м и :  

1 ) A i  П A j  = g п р и i '=/= j ;  
2 ) А 1  U 1\2 U . . .  U An есть п о .1 1 10е отно Шен ие . 

Эти сво ikт в а озн а ч а ют, что для к а ждой п а ры (х, у} 
вы п о.тJ I Н .' J Ю  р ов н о о д н о  соот н о ш е н и е  хА ;у. П роблема 
в п росте й ше м в а р и а нте состоит в том , чтобы оnреде
л и т ь  н а  j\\ Н О Ж ествс М та к и е  отнош е н и я  8 1 ,  82, . . . , Вт, 

*) К. И. Б а б н ц к  и й, О CII I IT<шcн•н�c�>oii · с ш ю н н шш предло · 
жен и l1 в естествен н ы х  я з ы к а '!: ,  I IТИ, 1965, N'! 6. 



чтобы 1 )  каждое отношение Bj выполнялось ровно 
дл я одной пары элементов и 2) для любой па
ры х и у было однозначно определено произведение 
В = Bt 1B t2 • • •  B tk так, что хА ;у равносильно либо 
хВу, либо уВх. 

Простейшее решение этой проблемы состоит в том, 
что на  м ножестве М любым способом •  устанавли
вается совершенный порядок, а следовательно, нуме· 
р ация : {х1, Х2, • • • , Хр} . Тогда мы полагаем х;В;хн1· 

Недостаток этого решения в том ,  что оно опреде
ляется не самой Теорией, т .  е. свойствами отноше
ний А;, а проводится для конкретной реализации 
Теории на множестве М. 

Я сно, что более общее решение может быть осу
ществлено тшiько в предположении каких-то сущест
венных алгебраических свойств синтаксической схемы. 

§ 3. Модели сочетаемости 

В этом пар аграфе мы рассмотрим  сравнительно 
частную модель, иллюстрирующую полезность рас
смотрения в м атематической лингвистике отношений 
толерантности . Начнем с нескольких замечаний об· 
щего порядка. 

Разработанные в м атематической лингвистике ме
тоды имеют известный предел применимости, обус
ловленный,  по-види мому, ограниченностью концеп
ций, на  которых эти методы основываются. Как 
только нам  хочется учесть при описании языка сравни
тельно тонкие индивидуальные свойства языковых 
единиц (слов;  морфем,  предложений ) , для описания 
которых требуется учитывать десятки и даже сотни 
признаков,  мы вынуждены констатировать отсутствие 
адекватного м атематического аппарата.  Не хватае:г 
способа описания «размытых» моделей.  Так, напри· 
мер ,  существует значительная разница между мате
м атическим описанием семантических и синтаксиче

-ских структур .  В задачах синтаксиса всегда выде
ляется важное понятие  правилыюй ( или ,  как часто 
говорят, отмеченной) структуры. В силу этого основ
ные задачи синтаксиса сводятся к нахождению спо
соба удобного перечисления (порождения, распозна
вания ) текстов с отмеченной структурой из данной 
знаковой системы.  Аналогичные задачи могут воз-
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никать и при  переходе к сем а нтике:  з адание м ноже
ства осмысленных текстов данного языка ,  зада ние 
множества фраз (текстов) , имеющих тот же смысл,  
что и наперед указанная  фраза ,  и т. п .  Решая эти 
задачи с помощью готового аппа р ата порождающих 
грамматик, мы наталкиваемся на следующую прин
ципиальную трудность : при  решении  синтаксических 
проблем часто можно с полным п равом огрубить си
туацию, считая ,  что существует четкое р азбиение всех 
текстов на  множество отмеченных и дополнительное 
к нему м ножество неотмеченных.  Однако в более топ
ких проблемах,  в частности , в семантике, появляется 
«размытая» картина - наряду с текстами ,  безуслов
но осмысленными (семантически отмеченными ) , есть 
еще больше текстов,  об осмысленности которых мож
но спорить. Причем,  уменьшая от текста к тексту, 
совсем немного степень осмысленности , м ы  з а  не .. 
сколько шагов можем прийти к текстам ,  весьма  да
леким от правильно составленных. Точно так же, 
допуская перифразы с небольшим отклонением смыс
ла ,  мы приходим за  серию шагов к тексту, и меюще
му существенно иной смысл. 

Аналогично, устанавливая смысловую близость 
слов или оборотов ,  и нтересно р ассматривать н е  
столько случаи полного тождества (одинаковости ) 
смыслов (такие ситуации сравнительно бедн ы ) , 
сколько случаи сходства смыслов или,  что то же са 
мое, наличие достаточно большого множества общих 
значений.  

Таким образом,  при переходе к изучению сема н
тики речь идет не просто о новой интерпретации син
таксических моделей ( например ,  отмеченные тексты 
интерпретируются не KaJ< синтаксически правильные,  
а как осмысленные ) , а о новом классе « р азмытых» 
математических моделей .  

Эти модели должны задавать не п росто м ноже
ства отмеченных текстов, а «облако» из таких мно
жеств , так что при переходе от м ножества к м ноже
ству отмечешюсть «почти» сохраняется . 

Суть дела состоит, конечно, не  в том ,  чтобы пе
рейти от точных синтаксических моделей к неточным 
семантическим .  Это было бы просто отходом от 
принципов м атематической лингвистики .  Речь идет 
о более трудной вещи : о переходе к точно задаваемым 
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модел я м ,  описыва ющи м в точных тер м и н ах р а сп л ы в
чатость с е м а нтическ н х  я влений,  без н а в я з ы в а н и я  с а• 
м и м  я вл ен и я м  не п р псущеil 11 111 и зл и ш ней оп ределен
ности и одн оз н а ч ности . 

Для поя с пе н и я  этого п р и нц и п и а.'I ыюго тезиса 
приведе м а н а.1 о г и ю из физики. В к.'I ассической м еха
микс дви же н и я  х а р а кте р изу ются точ н о  о п р еде.'I я е м ы 

ми коорди н атой 1 1  н м п у л ь со м .  Экс п ер и м енты над 
микроч а стица 111 и пока з а л и ,  что координ ату и 111\! П ул ьс 

нельзя однов ре мен но з а да в ать с п роизвол ьной точ
tюстью.  Мож но бы:ю бы на этой основе вообще от
казаться от точ н о г о  м а те м а тического а п п а р ат а  при 
оп иса н и и  дин амн ки м и кроч а стиц.  Но кв а нтовая �t е х а

п и к а  пош.1а  по и ному пути : был создан точный а п 

п а р а т ,  позволяющий говорить на  точ ном языке о воз

никающих неопреде.1енностях. Этот а п п а р ат основа н  
iJa при н ци n и ально н о в о м  способе описания  состоя
ilий 1\I I !Кро м н р а :  в место коорди н а ты и и м пульса вво
)IИТСЯ так н азыв а е м а я вотювая функци я ,  описы ваю
щая « р а з м а з а н ность» частицы в ф азовом п ростр а н 
ётве. З амети м,  что аппарат квантовой фи з и к и  с а м  
п о  себе не м е н е е  точно сфор м ул и ров а н , чем 1\Л асси
trеский.  

Перейдем теперь к фор м ально му описа н и ю  моде
л и  сочетаемости. Р а сс мотри м два множества М и L 
и соответствие ер между н и м и .  Обоз н ач и м  через � 
гр а ф и к  соответствия tf, т . е. м ножество пар  ( х, 6), 
rде х Е М, 6 Е L, а х и 6 находятся в указанном 
соответств и и .  

Н а  м н ожестве п а р � мы будем считать заданным 
отнош е н и е  « подобпозн а ч tюсти » ,  обоз н а ч а е м о е  через т. 
З а п п r ь  

(х, О т (у ,  ч )  
читается : � и м еет относите.п ь н о  х зн ачение , подоб ное 
tому, что 11 и меет отн осител ь но у. Относител ь но т 
будем предпо.п а гать, ч то оно си ммет р и ч но и реф
.iJсксивно, т.  е.  я вл я е тс я  отн о ш е н и е м  толе р а н тности . 
Мы буде м обозначать через (�.  't) соответству ющее 

Прост р а нство то.1ерантности. 
Расс мот р и м едеду ющий п р и м е р  . .Множество М со

стои т  из основ русских существительных, а м ноже
ство L и з п адеж ных о iюн ч а н и й .  П а ру ( х, �) мы вкл ю
чим в гра фи к  соответстви я ,  ес.'! и  основа х сочетается 
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с О iю н ч а н и е м  6, т. е. есл и в русском язы ке суще· 
ствует словофо р м а ,  получе н н а я  п р иба влен ием к ос· 
нове х оконч а н и я 6. Грубо гово р я ,  п а р а (х, 6) - это 
н есть словофо р м а ,  образован н а я  нз осповы х с по
мощью оконч а ния S· Отношение (х, 6) т ( у, 11) в да н· 
ном случ ае ,  по оп редел е н и ю, озн а ч а ет ,  что словофор• 
мы (х, 6) и (у, ч) могут вы р а ж ать один и тот же 
п адеж.  Н а п р и м е р ,  

р а н - а  т сто.'I 
и 

стол т книг-у ,  
nоскол ьку первая пара словофор м  может вы р а ж ать 
и м ен н теJI ЫI Ы Й  п а деж, а втор а я - в и ните.п ьн ы й . 

Одн а ко словофо р м ы  « р а н - а » 11 «кпиг-у» н е  могут 
вы р а ж ать общего п адеж а ;  т а ки м образом,  отношение 
t в данном сл уч ае н е  тр а н з и тивно .  

Ясно ,  что этот пример  м ожно р а з вить д.IJ Я других 
типов основ и для дру гих и нтер п ретаuий отношения 
т (совп адения  род а ,  чнс.па и п адеж а или времени,  ли· 
ца и ч ис.11а ,  и.пн еще каких-либо ком б и н аций г р а м м а
тических п ри з н а ков ) . 

Во всяком слу ч а е , к а к  показывает а н ализ р а нее 
п р и ведеп ного п р и ме р а ,  отношение  подобнозн а ч п ости 
1', вообще говоря ,  не я вл яется т р а нзитивны м .  

Воп рос о том , между какими  п а р а м и  фактически 
имеет место отноше н и е  п одобноз н а ч ности , стоит вне 
ра мок м а т е м а т и ч еской модели и р еш ается информ :ш· 
та ми по согл а шению.  

Следующий пример состоит в том,  что д.пя слов 
<голос» ,  « ветер » ,  « и г.1 а » ,  «течение» ,  о б р а зу ющих 
множество М, мож но о б р а з о в ы в а т ь  п а р ы  путем п ри· 
п исы в а н и я  эп птетов из множества L = {большой , 
громкий,  сильн ы ii , остр а я ,  бурное} . В русском я з ы ке 
з аведомо допусти мо образование осм ыслен ных п а р :  
бур ное течение ,  сильный голос, острая  и г л а ,  большой 
вете р ,  1 10 сомнитель ны в ы р ажения  в роде : бур н а я  и r· 
.ТJ а ,  громкий ветер .  Возмож н ы  р а зл и ч н ы е точ 1ш зре
ния  н а  то, какие  из этих п а р  и меют подобные ( сход· 
н ы е )  зн ачения . Можно считать, что все п а р ы  вы ра· 
жают значение  усиления и поэтом у  р а внозн а ч н ы .  
Можно считать п а р ы  т и п а  «ост р а я  и г л а »  и « больш а я  
и г л а»  или  «большое теч е н и е »  и «бу рное течение »  
пеподобнознач ны ми .  
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Можно было бы пойти с самого начала по друго
му пути : выделить заранее некоторые (смысловые)  
признаки и объявить подобнозначными те пары,  в ко
торых эти п ризнаки можно найти.  Тогда отношение 
t автоматически оказалось бы транзитивным ,  по
скольку любое отношение, определяемое как совпа
дение некоторой фиксированной группы признаков 
( попадание в общий класс ) , транзитивно. 

Мы же принимаем противоположную точку зре
ния : сначала определяется подобнозначность кон
кретных пар (в пределах точности, принимаемой и н 
формантом ) ,  а лишь затем выясняется , можно ли 
подобнозначные пары ( «синонимы»)  классифициро
вать на группы.  

О п р е д е л е н  и е 7 .4 .  Назовем предсемьей пару 
вида (<р, t) , где <р = (IO'l, М, L) - соответствие, а t 
отношение толерантности на IO'l. 

Понятие предсемьи определяет важный тип струк· 
туры,  который можно наглядно изобразить следую· 
щим образом.  Сопоставим элементам множеств М и 
L вершины векоторого графа IO'l. Элемент х Е М бу· 
дем соединять с элементом 6 Е L ребром,  если х и s 

М L находятся в соответствии <р, т. е. 
если (х, 6) Е IO'l. На множестве 
р ебер Ю1 задается толерант
ность t. 

Например,  и меется множест
во клиентов М и множество об
служивающих мастеров L. Неко
торые мастера обслуживают не
которых клиентов. Про некото
рые пары таких обслуживаний 

Рне. 7.7. Предсемья. утверждается , что они сходны. 
В частности, может оказаться, 

что эти обслуживания можно разбить на непересе
кающиеся классы сходных: починка обуви, химчистка ,  
р емонт часов и т. п .  Это  соответствует случаю транзи
тивности отношения t. 

На рис. 7.7 толерантные ребра помечены один а
ковым способом .  В этом примере отношение t не 
транзитивно. В транзитивном случае ребра каждого 
типа можно выкрасить в особый цвет. 

О п р е д е л е н  и е 7.5. Предсемья (<р, т) называет· 
ся связной, если 
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а )  соответствие <р всюду определено;  
б )  соответствие  <р сюръективно;  
в )  множество М непусто. 
Очевидно, в случае связной предсемьи множество 

L также непусто и соответствующий граф не  и меет 
изолированных вершин.  

Иными • словами ,  в связной п редсемье всякий 
клиент обслуживается хотя бы одни м  м астером и,  
наоборот, каждый мастер обслуживает хотя бы одно
го клиента. 

О п р е д е л е н  и е 7.6 .  Связная  предсемья ( <р, т) 
называется семьей, если 

а )  для любых х Е М и у Е М и • любого � Е  L 
такого, что (х, �) Е 9Л ,  существует '11 Е L такое, что 
(у, 'I'J) Е Wl и (х, �) t (y, rJ ) . 

б )  для любых � Е  L и '11 Е L и любого х Е М та
кого, ЧТО (х, s )  Е 9Jl,  МОЖНО НаЙТИ у Е М такое, ЧТО 
(у, 'I'J) Е 9Л и (х, �) т(у, 1'J ) .  

Свойство а )  можно назвать полнотой :  если в семье 
может быть выражен некоторый смысл относительно 
слова х, то тот же смысл можно выразить и относи
тельно любого другого слова у. 

Свойство б) можно назвать однородностью :  если 
� выражает некоторый смысл относительно слова х, 
то любой другой элемент 1'J Е L для каких-то слов вы-
ражает тот же смысл . . 

Иначе говоря, все типы обслуживаний,  которые 
имеет один клиент, имеют и все остальные. И все виды 
обслуживания, которые выполняет один мастер, вы
полняет и любой другой , хотя, возможно, для других 
клиентов. 

О п р е д е л е н  и е 7.7. Семья (<р, т) называется 
примитивн.ой, есл и t - полное отношение.  

Может быть полезным исследование ситуаций ,  
когда описание семьи сводится к заданию одной или 
нескольких примитивных. Такое сведение  возможно 
для случая транзитивности отношения т ( теорема 7 .3 ) . 

Т е о р е м а 7. 1 .  Если в семье ( q>, т) отн.ошен.ие 't' 
тран.зитивн.о и существует элемен.т � EL такой, что 
для любых Х Е М и у Е М из (х, s) E  9Jl и (у, s) E 9Jl 
вытекает (х, �)-r(y , �) , то семья (<р , -r) примитивн.а. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Покажем , что для любых '(х, fJ )  Е 9Л и (у, � )  Е 9Л выполнено (х, 'I'J) t (y, �) . По 
определению 7.6 найдутся такие  z Е М и и Е М, что 
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(х, ТJ)т (z, s) и (у , �)т(и, s) . Та к ка к по ус,rювщо 
(z, S) т(u ,  s) и отнош ение т си м метр и чно и т р а нзи
ти вно, пол учаем (х, ТJ)t(y , �) . . 

Эта теорем а  допус i<ает сл едующую н а гл ядную и н
терпрета ци ю : есл и есть один элем ент s Е L , в ыр а жаю
щий дл я всех элементов и з М общи й см ысл, и t тр а н 
зитивно,  то все  п а р ы в ы р а ж а ют оди н  н тот же с м ысл .  

Тот Же В Ы ВОД верен, ecmi С"�IЬЮ М О Ж Н О  ПОПО.1 1 1 1 ! Т I>  Т З К ЮI ОПе· 
ратором S· Например, еслн к средств а �! се t еовешюго Я3L>Шёt до· 
бавить фор ма.тrьные выражения онсраторов пша /1\ед ьчуiиt-Жо. J ·  
ковского * )  и включен и е  та кого опера 1 0р а  в с е м ь ю  IюзволяN 
выразить тот же см ыс.1 д.1я тобого с:юва ,  то (разу �1еется,  еслн 
отношение т было транз нтнвно) нсход н а я  с�'1 ья а втоАi а rпчес:ш 
оказывае rся прим итпвноii. 

Т е о р е м  а 7.2 . Если в се.м ье  (q1, т) .множество L 
одноэлементное, то се.мья ( <р, т) при.митивна. 

ДействитеJ1 ьно , пусть 1. = {s } н х Е М, у Е М. По 
определению 7 .5 (х, s) Е 9.Тl и (у, �) Е �Dl . Из (х,  s) E  
Е 9Jl п о  определенню 7.6 вытека ет существованне  та 
кого ТJ Е L, что (х, s) t (y, rJ ) . Поскол ьку по условию тео
ремы s = ТJ, (х, s) t(y, s) '  ч . т . д. 

Здесь м ы  доказали прюштивность семьи (qJ , т) ,  не 
.1с п ол ьзуя т р а нзити в н ость опюшенп я т.  

Для т р а пз итнвного отношения  т .1юб а я  семья l\IO· 
.tl{er быть п редстав.1епа как нес.1 ож н а н  ко:\шоз иция 
при м и тив н ы х .  Ра збере �I этот случа ii н е м н о го подроб 
ней.  В этом случае  множество п а р  ( р ебер г р а ф а )  раз
бивается п а  непересекающиеся к,1 а ссы экв iш а.riент
ности . 

О п р е д е л е н и е  7 .8 .  Ce� tЫI �� = (<p J ,  т 1 ) = 
= ( ( 9JL I , M 1 , L 1 ) , т 1 ) н а з ьш а е т с н  просты.м сужением. 
Се:\IЬИ }.: = (<р,  т)= ( (9Л ,  М , L) , т ) ,  ес.1 1 1  М 1  = М, L 1 = L ,  
9Jl1 = 9Jl п  Tt  ='Т. 

Пусть в семье � = ( rp, 't) опюш с i ш е  t т р а нзнтивно 
и К - некоторый кл асс эквивалсппюстн дл я этого от
ношени я .  Тогда ыож 1ю рассмотреп, п ростое сужение 
� к = ( ( К, М, L) , 'tк )  ссl\lьи � = ( ( �1/ ,  М,  L) , т) , по.'1у·  
чаемое, есл и оста вить то.1 ько па ры,  входящие в кл асс· 
К. Л егко п роверить , что �к деii ствнте.'1 Ь IЮ я вJr яется 
сем ьей .  В с а мо м  де.'1е ,  существует хотя бы одна  п ара  
(х, 6) , принадлежаща я классу К.  I lo тогда по оп ре
де.ri ешt ю се мьи дл я вся кого у Е М существует rJ Е L 

· * )  А. К. Ж о ,1 к о в с к 11 ii 11 И. А. М с .1 1> ч у  к, Проб.1см ы  
IШбepH�TIIK\1 ,  Bbl\1. 1 9, 
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'NI KOC, что (х, �) 't (Y.  ТJ ) .  Сл едовател ьно, (у, ч) Е к. 
А'палогнчно, дл я любого ТJ Е L существует у Е М та
кое, что (х,  �) 't (!J,  ТJ ) . Та ки м образом , сужение Lк я в
ляется семьей ,  п ричем , очевидно, примитинной сем ьей. 
Беря  все классы экви валентности , мы пр иходим к ре
зуJiьтату ,  формули руе:мому ка к 

Т е о р е м  а 7.3 .  Пусть � - семья с транзитивныJс 
отноUJенuе.м -r. Тогда существует множество прuмитив
н ых се.ней �к , �к., . . . таких, ч то 

1 )  fiаждая сеJ�t ья � к  i есть простое сужение  се.ньи � ;  
2 )  для каждой пар ы (х, �) Е 9Jl существует poвftO  

одно К; .  для которого (х ,  � ) Е К; ;  
3) есл и (х, �) 't (y, ч) . то  пары (х,  �)  и (у ,  ч) пра

наuл ежат общему К; .  
Теорем а 7 .3  дает в сущности перечислевне все х  

воз'\1 ожвых семей с т р а нз и т и в н ы м  отношением 't .  Гео
метричес iш та кие с емьи строятся так :  берутся м ноже
ства М и L и строятся т графов.  В каждом из гра
фов любая вершина из М соединена с векоторой вер·  
ш и н о й  из L и любая вершина из  L соединена с векото
рой вершиной из М. В каждом графе реб р а  окр ашены 
в свой цвет. На конец, каждая п а р а  (х, �) может со
еди н я ться толы<о в одном из  графов, т .  е. кажда я 
п а ра может соединяться ребром только одного цвета .  
Теперь берется объединение всех ребер и пола гаетс5i 
(х, �)'t(y, Т] ) , если соответствующие ребра одинаково 
ш<рашены .  Эта конструкция и дает общий вид транзн
ТII в н о й  семьи.  Ее одноц ветн ы е  части являются соста в
л я ю щ и l\Ш nри мнтивными семьями .  

В нстра нз итивном случае  роль примитинных се
мей играют неразложимые семьи .  И менно, се�1ья  
(с:р ,  т) н азыв ается неразложимой, если транзитивное 
замыкание i отношения 't явл яется пол н ым отноше
н и е м .  Для произвольной семьи и меет место точн ы il 
а на .1 о г  теоремы 7 .3 с за меной термина  «примитивна я :> 
н а  «нера з.1ожи м а я» .  Таким  образом,  все сводитс11 
J< а .1Гебран • 1 еской проблеме описания  всех нера зло
''ш м ы х  семей .  

§ 4. Форм альная задача теории дешифровки 

В обл а стп дешифровки нензвестных письменно; 
r:reй и я з ы i<аВ (н в других родственных лингвистиче
ских проблс:-.1 а х ) я вн ы м  образо�t возникают задач и 
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об установлении изоморфных соответствий  между 
множествами  с отношени ями . 

В предыдущей главе было определено, что та кое 
изоморфиз м двух м ножеств, на которых задано по от
ношению.  Пусть теперь  имеется два множества,  на 
каждом из которых определено по n отношений :  
(М\ A J ,  А�, . . .  , А�) и (М2, АТ ,  А�, . . .  , А�). М ы  го-
ворим,  что эти два множества с отношениями изо
морфны, если существуют т а к и е  в з а и м н о- одн озн а чное 
соответствие 'Ф м ежду множествами  М1, М2 и в з а и м н о 
одноз начное соответствие е м ежду множествами  
{ AJ ,  А�, . . . , А�} и { АТ, А�, . . .  , А�} , что между со
ответствующими друг другу элементами  м ножеств 
выполнены соответствующие друг другу отношениf!.  
Именно, если х1 и yt принадлежат М1 и выполнено 
соотношение х1А�у1 ,  то для их обр азов xz = 'Ф (Х1 )  
и у2 = 'Ф (у1 ) должно выполняться соотношение х2А]у2• 
где А] = е (А)) . Обратно , из x2AJy2 должно следов ать 
xi Alyi * ) .  

В задачах дешифровки часто возникает задача по
иска соответствия (перевода)  между двумя множест
вами  (слов или других элементов языка ) и между 
отношениями  н а  этих множествах так, чтобы это соот
ветствие устанавливало и зоморфизм множеств с отно 
шениями .  В качестве примера мы приведем искусствен
но  придуманную задачу, которая давалась на Второй 
традиционной оли мпиаде по языковедению и матем а 
тике н а  филологическом фа i<улыете Московского го· 
суда рственного университета . 

Дан  перечень из следующих десяти арабских слов, 
записанных в л атинской транскрипции (з н а к  ' озна
чает специфический согласный арабского языка ) : 
miyzal , ma ' bud,  mahzan,  ma'mi l ,  mirgab,  ma 'b a r, 
mayzul ,  ma  'bad ,  mi ' bar, ma  ' ma l .  Это м ножество м ы 
обозначи м через Мар. Множество Мрус русских слов 
состоит из перевадав этих слов на  русский язык : ку
мир ,  рабочий,  речная переправа , склад, пряжа , п а 
ром , завод, веретено, святилище (место поклонспи я ) , 
телескоп . Требуется для каждого из арабских слов 

*) Таким обр азом, введенное здесь понятие изоморфизма я н
ля ется аналогом не понятия изоморфизма  из § l гл. V I ,  а поня
тия k·изоморфизма. (Ср. со сноской на стр . 163) . (Прим. ред.) 
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определить его руссhий перевод. Иными словами ,  
требуется (не обращаясь к словарям  и лица м , знаю· 
щим оба языка ) найти п р авильное соответствие :  

'ljJ :  Мар - М рус• 
Задача на первый взгляд не может иметь одно

значного решения .  Л юбое из взаимно-однозн ачных 
отображений Мар --+ М рус в равной степени может 
быть формальным ответом .  Общее число возможных 
отображений равно числу перестановак из 1 0  элемен· 
тов, т. е .  1 0 !  = 3 628 800. Оказывается ,  простой факт, 
что мы имеем множества из осмысленных слов ,  со
кращает степень неопределенности задачи в более 
чем три с половиной миллиона раз и позволяет полу
чить однозначное решение задачи с высокой степенью 
надежности . Дело в том ,  что в нашем м ножестве рус
ских слов отчетливо выделяются некоторые смысло
вые отношения.  Это отношения R 1 - «относиться к об
щему семантическому полю» и R2 - «выражать об
щий сем антический класс» .  Оба эти отношения суть 
эквивалентности и определяют разбиения м ножества 
Мрус на  классы. Классы по R1 имеют вид : 

{веретено, пряжа} ,  {телескоп} , {паром ,  переправа} , 

{кумир, святилище} , {склад} , {з авод, р абочий} . 

Классы по R2 имеют вид: {веретено, телескоп ,  па 
ром} - инструмент, которым производится действие, 
{пряжа ,  кумир} - объект, над которым производится 
действие,  {переправа ,  святилище, скл ад, завод} - ме
сто действия,  {рабочий} - субъект действия .  Но м еж
ду соответствующими а рабскими  словами  выполнены 
те же самые смысловые отношения.  Правдаподобно 
предположить, что эти отношения tcatc-тo выражены 
во внешней форме слов. Посмотрим теперь, какие 
формальные отношения существуют между а рабскими 
словами из Мар ·  На  множестве Мар легко выделяются 
д в а  отношения : Q 1 - «иметь одинаковую структуру со
гласных» и Q2 - «иметь одинаковую структуру гла с
ных».  Оба эти отношения суть отношения эквивалент· 
ности * ) . По отношению Qt мы имеем  следующие 

* )  Р азумеется , эти отношения легче выделить, если з а р анее 
зн ать, что в сем итских языках (к этому классу языко в  отн осятся 
арабский, ивр ит, эфиопский, акк адский и многие другие жи-
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Кд а сс ы :  {m iyz a J , mayzu J} ,  {m i rgab} , {mi r ba r, ma •· b a r} ,  
{ma cbud,  m arhad} , { m a h z a n} , {m a rm a l , ma rm i l } . По 
отнош е н и ю  Q2 по.ТJ у ч.а е м кл а с с ы  {m iyz a l , m i rgab, 
m i c b a r} ,  {mayz u l ,  m a r bud} ,  {ma rbar ,  ma ' bad ,  mahz a п ,  
mar ш a l} ,  {ma rm i l} .  

С р а в н и в а я  ч и с л а  эле м ен тов D кл а сса х р а з б и е н и й  
м ножеств Мар и Мр)·с , м ы  в и д и м ,  что отождествпть 
следует отн ошен и я R1  1 1  Q , ,  а та к .ж е R2 и Q2.  Теперь  
надо уста нов и ть та кое соответств и е м ежду а р а б с ки м н  
1-f rусски м и  слов а м и , чтоб ы слов а м ,  входя щ и м  в об
щ и й  кл асс п о Q 1 ,  соответство в а .ТJ н  с.ТJова , вход я щ и е  
в об щи й  K.'l a cc по R , .  Аналогич но,  ес.'l н  а р а бс к н е  
сп ов а  и м еют о б щ у ю  структуру гл а сн ы х  ( н а ходя тс я 
в отношении Q2} , то их русские п е р еводы доюк н ы  вы
р а ж ать общпй с е м а н т и ч е с к и й  к.ТJ асс ( н а ходитьс я в от
но ш е н и и  Rz ) . Собере м а р а бс кие 11 русские с.1ов а 
в та бл и ц ы , где стол б цы и с т р о к и  о б я з а н ы  соответство 
вать д р у г  д р у гу в OJ ЫC.ri e со в п а ден и я ч исл а эл е м ен
тов в соответств у ю щ и х  I<.1 a cc a x  ( с �. 1 . стр . 2 1 7 ) : 

Из Э'fИХ та бтщ видно,  что И З О ;\Ю р фное соответ
ствие ( п е р евод с сох р а н е н н е м  у i< а з а ш t ы х  отноше н и й )  
1\ОЗ М О Ж I I О  то.1 1>ко п р н  вы бр а н но м соответстви и  строl\ 
( кл а ссов по R,  и Q , )  1 1  стол бцо в ( 1-;л ассов по  R� 11 Q2) . 

Более того, в скобках м ы  у к а з а л и  русские и а р аб 
с к и е  слова ,  1 1 а  кото р ы е  н а ш а  таб.1 и ц а  дает основ а 
ние э кстра пол иров а ть п о.1 у ч с ш ю е  соответстви е . Эта 
п ро цеду р а н а пом и н ает з а п о .1 не н ие Менделеевы м пу
стых мест в отк р ы то ii им та бл и це х и м ических эле
ментов.  З а !\t етьте, что т а б л и цу М.е нде.ТJеев а тоже 
ы о ж н о  и нте рп рет и рова т ь как уст а н овл е н и е соответ
ствия м е жду кл а.с.с а м н  э.·I е м е нтов с да н н ы м н  х и ы и 
чесюi м и  свой ств а м и  1 1  к .1 а сс а м и э.ТJ. е м е нтов с дан
Н ЬI !\Ш ти п а м и ато м н ы х  в е с о в  н номеров . 

В р е а .11 ь н ы х  з а д а ч а х  деш и ф ров ки трудность з а 
кл юч ается в то м ,  что ч истого 1 1зоморфизм а никогда 
не бы в а ет , а нужно и с к а ть п ростые м н ожеств а с.11ов 
(сп ого в ,  б у к в ) и и х соответстви я ,  д.ТJ я которых нзо
м о р ф и з м  в ы пол н я ется . Ч и т а те.ТJ ь тепер ь может с а м  
обр ати тьс я к ш пер а тур е о де ш иф р о в J.;е Гротефендом 
персиде кой кл и нописи ,  Ве нт р и со м - к р и то- м н ке н -

в ы е  н_ мертвые языю1 н ародов передней Азии  и северо·восто•шоii 
Африки) последов ате.1ьности соr,1 ас н ы х  н r.1 ас н ы х  и м е 1от с м ыс.1о

!Нt'mИчительпый 'ха'рак rep . 
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·� ia а и а а al  

е 

mvzl 1 mivzal 1 m avzul 1 1 
m rgb 1 m irgab 1 1 (margab) 1 .  (margib) 
тrьr  1 m i' bar 1 1 ma<bar 1 
m <bd 1 1 ma< bud 1 ma<bad 1 (ma<Ьid) 
m hzn 1 1 1 mal1zan 1 
m ' ml m a<mal ma< mil 

;� " '"�' 

объек r м е-сто С} б ьект м е н т  
е 

П р я дение \ Веретено\ П ряжа 1 1 1 
Лстроно\lшr j Телескоп ! j (Обсерватория) \ (ЛстрОiюм) 
Перевоз 1 Парщt 1 1 Переправа 1 
Ку.1ьт 1 1 Кумир 1 С вят илище 1 (Жрец) 1 
Х р а нсшrс 1 1 1 С к.� ад 1 
Прои з в о;\СТВО 1 1 1 Завод 1 

ского с.ТJогового n исьм а и др . ,  чтоб ы убедиться в том ,  
что в каждом случае речь шла о выборе изоморфиз
ма между те м и  или и н ы м п  л и н rвнстиtiес к и м и  опю
ш е н и я м и .  

§ 5 .  О дистр и буциях 
В структур ной л и н гвистике ш и роко испол ьзуется 

nqнятис так называемой дистрибуции, или дucтpuбy
TUfiH..Oi:O · (Jтноиtенцл. Это приятие применимо к любыllt 
Э.1 е м ен т а м ,  образующим . ТеКСТЫ:. СДОВаМ� СЛОГ�tМ, 
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морфемам ,  буквам ,  звука м и т. д. Мы дадим 
здесь основные определени я , связанные с этим по
н ятием .  

Пусть задан некоторый язык  Я. т. е .  некоторое 
м ножество текстов,  принадлежащих фиксированной 
знаковой системе .  Таким образом,  мы здесь пони
м аем язык как запас  текстов определенного вида. 

Определим  теперь операцию замены (х;  а .- Ь) * ) . 
Пусть и меется некоторый текст Т = (S ,  <р), где S = 
= (М, A t, А2, • . .  , An). Результатом за.иены (х; а -+ 

--+ Ь )  мы будем называть текст T'r = ( S, <р'), где 
<р' (у)  = <р (у)  для всех элементов у несущего множе
ства М, отличных от х, и 

<р' (х) = { <р (х) , 

ь ,  
если <р (х) =1= а, 
если <р (х) = а. 

В случае ср (х)  =1= а результирующий текст Т' совпа
дает с исходным .  В этом случае замену мы будем на
зывать фиктивной. Иначе говоря ,  замена (х; а � Ь )  
состоит в том ,  что текст в фиксированном месте х 
меняется :  если в этом месте текста Т стоял знак а,  
то в Т' на  этом же месте будет стоять Ь. 

Например ,  пусть синтаксическая схема есть мно
жество { l ,  2 , 3, 4} с совершенным порядком ,  а текст 
Т есть цепочка аЬса.  Тогда замены 

( l ;  а -+ Ь ) ,  (2 ; а -+ Ь ) ,  (3 ; а - Ь ) ,  (4 ;  а -+ Ь ) 

дают, соответственно,  следующие цепочки : 

ЬЬса,  аЬса, аЬса, аЬсЬ. 

Текст Т', полученный в результате данной замены 
(х; а --+  Ь) из текста Т, вообще говоря, н е  обязан 
принадлежать тому же самому языку .  Поэтому, если 
дан алфавит SЛ: и зафиксирован язЫI<, то возмож
ность выполнять з амены некоторых знаков алфави
та,  не  выходя за  пределы этого языка ,  определяеt 
дистрибутивные отношения на алфавите lll , т. е .  от
ношения,  связанные со свойствами распределения 
знаков алфавита в тексте. Введем соответствующие 
определения ,  с ч и т а я  к а ж д ы й р а з , ч т о  я з ы к 
Я у ж е з а ф и к с и р о в а н .  

* ) Здесь а и Ь - элементы алфа в ита �:r . а х - элемент 
н есущего множеств а М для текс т а  т. 
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О п р е д е л е н  и е 7.9 .  Элемент а .мажорирует 
э.т1емент Ь, если для всякого текста Т Е Я результат 
замены вида (х; а -+ Ь )  при  любом х есть текст Т', 
принадлежащий языку Я. 

Это отношение мы будем обозначать через :::;>'. 
Легко проверить, что оно реф.т1ексивно и транзитив
но, т .  е .  является квазипорядком .  Отношение 

является отношением эквивалентности (теорема 4.6)  
и означает взаимозамендJ.tость. И менно,  а �  Ь озна 
чает, что текст Т и р езу.т1ьтат тобой замены 
(х; а -+  Ь )  одновременно принадлежат или не при
надлежат языку Я. Действительно, соотношение 
а #  Ь означает, что одновременно выполнено а :::;> Ь 
и Ь :::;> а .  Таким образом,  если Т Е Я, то и результат 
замены (х; а -+  Ь) Т' Е Я. Если же Т' Е Я, то ре
зультат обратпой замены (х; Ь -+  а ) , совпадающий 
с исходным текстом Т, также принад.тiежит Я. 

Например ,  в языке,  состоящем из цепочек аЬЬ ,  
ЬЬЬ , аЬа и ЬЬа, над алфавитом из двух элементов а 
и Ь выполнено соотношение а =}  Ь ,  но не  выполнено 
Ь =} а ;  таким образом,  отношение =} является здесь 
настоящим порядком .  

О п р е д е л е н и е  7. 1 0 . Элементы а и Ь находят· 
ся в отношении общей дистрибуции, если существуют 
такой текст Т = (S , <р) Е Я и такая замена  
(х ;  а -+  Ь ) ,  что результат замены Т'  принадлежит 
языку Я, причем <р (х)  = а. 

Последнее означает, что замена (х; а -+ Ь )  не  
фиктивна,  но в позиции х действите.'Iьно присутствует 
элемент алфавита а ,  заменяемый на Ь. Отношение 
общей дистрибуции симметрично, так как,  если су
ществует нефиктивная замена (х; а -+  Ь) в тексте Т, 
то в результирующем тексте Т' существует н ефиктив
ная замена (х ; Ь-+ а ) . Отношение общей дистрибу· 
ции, вообще говоря ,  не рефлексивно.  Для рефлексив· 
ности этого отношения необходимо и достаточно, что
бы в алфавите SЛ не было «безработных» элементов, 
т. е .  чтобы для всякого элемента а Е·� существовал 
1 C KCTI Т =  ( S, ер) Е Я И ПОЗИЦИЯ Х, ДЛ Я КОТОрОЙ 
rp (x) = а. Тогда в этом тексте возможна замен а  
(х; а -+  а ) . Таким образом ,  отношение общей дистри-
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буции я вляется (при  разумных ограничениях на  
я зыJ< ) то.11ерантностыо. 

Мы могли бы ввести другой вар иант этого отно� 
шения ,  потребовав в определении 7. 1 0, чтобы Т не 
совпадал с Т'. Условие ер (х )  = а было бы этим обе
сnечено, но  никакой элемент а не  бьш бы тогда в от
ношении общей дистр ибуци и сам  с собой.  Такое 
отношение бы.1о  бы сю1 метрнчн ы м  и антирефлек
с и в н ы м .  

Наконец,  в аж н ы й тип дистрибути в н ых от rюшеннй 
дает 

О п р е д е л е н и е 7. 1 1 . Элементы а и Ь н а  ходяте н 
в опюtиен ии дополнител ьной дистрибуции,  сели для 
вся кого текста Т = ( S, <r) Е Я результат Т' любой 
замены (х; а - Ь) п р и  <р (х )  = а  не п р п н адлежит 
языку я. 

Соотношение допол н ител ьной дистрибуци и 1\lежду 
элементами  алфа вита а и Ь мы будем обозначать  
через а Сот Ь.  Отношение допо.тпштельной дистрибу
JЩ И очевид н ы м  об разом а нтирефлексивно * ) . Дока
же м ,  что отношение дополнительной дистрибуции 
сим метрично .  Пусть вы по.'lне Jю а Сот Ь. по неверно, 
что Ь Сот а .  Тогда сущес rвует текст Т Е Я и не
фиктивная замена (х;  Ь - а ) , дающан текст Т' Е Я. 
Тогда в тексте Т' можно п роделать • нефиктивну ю  
за мену (х; а - Ь ) , т .  е .  соотношение а Сот Ь н е  вы
nолнено .  Получен ное п ротиворечие доказывает сим
метричность допол н и тел ь н о й  дистрибуции . По теоре
м е  3 . 1 н а алф авите !Jl можно ввести таку ю  систе м у  
признаков,  ч т о  соотношение а С о т  Ь будет вы пол нено 
в т о м  и только том случае ,  когда а и Ь и меют ровно 
оди н общий п ризн ак. 

В качестве примера рассмотрим нзык Я. состоя
щиii и з  цепочек  аЬЬс, Ь Ь Ьс,  ЬаЬа, аЬЬЬ ,  abbd и bbbd. 
В этом языке а и Ь н а ходя тся в отношен и и общей 
дистрибуции ,  Ь и с также находятся в отнош ении· об
щей днстрибуции ,  но  а 11 с н аходятся в допол
ните.1 ыюй дистрибуци и . Эле менты с и d взаимозам-е
нимы : с #  d. Элемент  d находится с элементам и а и 
Ь в тех же дистрибутивных отношен и я х, что и эле
м·е в т с.  

* )  Еrл и в алфав 11те � нет «безра ботных» э,1ементов. 
(Лр11.м. ред. ) 
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Нетрудно доказать ,  что с п ра ведл и ва следующая 
Л е м м а 7. 1 .  Если элеАtен тьt а и Ь взаи.моза.ме

ни.мы,  а эле.:.tент с находится в одно.Аt из двух дистри
бутивных отношений с а, то он находится в том же 
отношении с Ь. 

Так как QТiюшенис взанмозамен имости есть экви
ва.'Iентность ,  то можно ввести разбиение  алфавита � 
на к.11ассы эквивалентности по этому отношению. Эти 
к.т ассы называются дистрибутивньt.Аtu классами. 

В качестве п р и м е р а  возьмем м ножество синта кси
чески правильных русских фраз .  Это м ножество 
можно расс м атр и в ать как  я з ы к  Я г над алфавитом 

�.  состоящи м нз всех русских словофор м . Этот язык,  
вообще говоря ,  в е;I ьзя отождествлять с русским язы
ком в к.п а ссичес ком  поним ании .  Т а к ,  в я з ы к  Я 1• 
н а м  пришлось бы в кточ и ть тексты ти п а 
«Огнен н ы й  ст�� з а ду м ч и в о  прсобразовывал сапог�� 

С другой сторон ы ,  в Яг не  войдет, скорее всего, фра
� а  «Я дл я н ес - псе р авно» ,  хотя этот пример в з я т  И ;J  
Лермонтова ( « К н я п ш я  Л шовска я » ) . 

В я з ы к е  Я 1, д и с т р п б у тп в н ы с  классы состоят из 
словоформ .  И \I е ющ п х  то.>кдественвую гра ммаТИ'I�
скую стр у ю·у р у - совп адающий набор грамматнч.е
ских п рн з в а ко в .  ( .i\\ы не  уточняем здесь пол ного 
списка призв аков :  в завиСИJ\IОСТИ от того, что мы 
принимаеJ\1 в J< а ч сстве п р изн аков ,  исчерпы ва ющих 
грам матическ�  ю х а р а кте р и ст и к у  словоформ ы , мы мо
жем п0.1Y ' I I I l t, р а з н ы е  языки  Яг . ) Дистрибутивные 

юrассы будут состоять и з  м ножеств с.'lовоформ вида 
{стул, сто.1 , сто.1 б,  кате р ,  . . .  } нли {зеленого, большо· 
го , п ре кр ас но го . . . .  } . Эти ы ножества состоят из 
грамматИЧ('СJ\ 1 1  оди наковых форм разных слов ,  по
скольку, з юi е н я н  с.1ово в векоторой фо р м е  на другое 
слово в тоi1 же форме ,  м ы  будем получать грамма� 
тичесюr п р а ш!.'I ьную фразу. Так , приведенпы й выше 
при мер и м еет в п ол н е  осмыс.r1ен ный  прототип :  

«Огне н н ы й  стол б медленно о i.,;утыва л дом а» .  

Если м ы  возьмем две  словофор мы существитель
ных, стоящ и е  в р а з н ы х  п адеж а х ,  то они будут нахо· 
диться,  вообщ� говоря ,  в дополнительном распреде
пении, поско.11ьку, изменив в правильной русской 
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фразе nадеж существительного, мы получаем обычно 
неправильную фразу. 

Форм ально, существуют примеры текстов, где раз
личные падежи существительных могут заменять 
друг друга . Скажем, одинаково возможны фразы 
« Врач осматривает глаза»  и « Врач осматривает гла
зами» .  Но по существу здесь взаимозаменимость про
исходит от незаnолненности всех мест. В «nолных» 
фразах ,  где явно указаны «мнимые» члены nредло
жения, взаимозаменимости уже не будет : «Врач ос
матривает чем-то г лаза» и «Врач осматривает г лаза
ми что-то» .  Аналогично, nрилагательные, не совпа 
дающие по роду, числу и падежу, также находятся 
в дополнительном распределении.  

Представим теперь ,  что в некотором языке Я 
в каждом дистрибутивном классе выбран эталонный 
элемент. Тогда в любом тексте языка любой элемент 
алфавита может быть заменен эталонным элементом 
из того же класса .  В силу взаимозаменимости лю
бых элементов одного класса мы получим опять текст 
из языка Я. З апас таких текстов мы будем назы
вать эталонным. Обратно, любой текст языка Я мож
но получить из эталонного с помощью ряда замен 
вида (х; а - Ь ) ,  где а и Ь лежат в одном кла ссе. 
Итак, вместо того, чтобы указывать все множество 
текстов языка,  достаточно задать эталонный заnас и 
правила замены,  т. е .  дистрибутивные классы. Тем 
самым более экономно кодируется информация об 
языке .  В сущности изучение · грамматики чужого 
языка обычно идет путем задания эталонных текстов 
и дистрибутивных классов (перечня тиnов склонений 
и спряжений ) .  Разумеется , так можно изучить лишь 
грамматическую структуру языка, а не фразеологи
ческие обороты, смысловую сочетаемость и оттенки 
значений .  

М. В .  Арапов з аметил, что школьное обучение 
грамматике родного языка путем так называемой 
постановка вопросов есть в сущности обучение nод· 
становке вопросительного местоимения вместо сло
воформы. Например ,  переход от фразы «Маша ку· 
шает кашу» к вопросительным фразам «Кто кушает 
кашу?» и «Маша кушает что?» есть nереход к эта
лонным местоимениям ,  для которых ученик заранее 
запоминает название падежа .  
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Заметим ,  что можно изучать дистрибутивные от
ношения в фиксированной позиции текста ,  зафикси
ровав во всех предыдущих определениях значение х 
в заменах (х; а -> Ь ) . 

Следующие рассуждения годятся лишь для слу
чая ,  когда язык Я есть множество конечных цепо
чек (синтаксическая схема  есть конечное множество 
с одним отношением - совершенным порядком ) . 

Будем далее употреблять знак включения А = В 
для того , чтобы указать тот факт, что цепочка А яв
ляется связной частью цепочки В, т.  е. что з наки ал·  
фавита, стоящие в серии последовательных позиций 
цепочки В, образуют цепочку А * ) . 

Например ,  если В = а ЬсаЬЬ и А = саЬЬ , то А = В. 
Пусть А,  В и А ' - три цепочки и А = В.  Резул ь 

татом замены А --+ А' н азывается цепочка В', полу
ченная из В зачеркиванием цепочки А и вписыва
нием на ее место цепочки А' * * ) . При такой замене 
длина цепочки может измениться . 

О п р е д е л е н  и е 7. 1 2. Цепочки А и А' называются 
взаимозаменимыми, если для любой замены А --+  А' 
в любой цепочке В такой, что А = В, результат за 
мены принадлежит Я в том и только том случае ,  
когда В Е Я,  и обр атно : для любой замен ы  А ' -> А 
в любой цепочке В такой, что А'  s В,  р езультат за 
мены принадлежит Я в том и только том случае ,  
когда В Е Я. 

Л е м м а 7.2.  Отношение взаимозамениJ'rtости це

почеl�: является эквивалентностью. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о предоставляем читателю. 
Обозначим отношение взаимозаменимости цепо

чек тем же символом # ,  что и аналогичное отноше
ние для элементов алфавита.  

Множество всех «безработных» цепочек, т. е .  це
почек, не входящих ни в одну цепочку языка Я, об
разует класс эквивалентности по отношению взаимо
заменимости, который мы обозначим Кбр· 

*) А s:;; В означает существование таких цепочек С, D, что 
цепочка В получается последовательным приписыванием к цепоч· 
ке С сначала  А,  потом D (B = CAD) . (ПpuJt. ped.) 

* * ) Поскольку цепочка А может входить в цепочку В не· 
сколько раз ,  результат замены не однозначно определяется це
по•rками А, В, А '. (Прим.. ред.) 
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П р  и м е р  1 . Я з ы к  Яt состоит из всех цепочек 
вида amьn, т. е . аа . . . а ЬЬ  . . . Ь (т ;:;.: О, n ;:;.:  О, т + 

'---..--' .._ _ _  __." 
т р а з  n раз 

+ n > 0). В да нном случ ае и м еются четы ре с"lе-
дующих кл асса вза и м оз а м ен и м ы х цепоч е к :  

Кбр, К,. = {а , аа ,  . . . } ,  Кь = {Ь , ЬЬ ,  . . . } ,  Каь = {аmЬ"}, 
где т > О и n > О. 

П р и м е р 2. Язык  Я состои т  из всех цепочек ии
да а"'Ь111• В ЭТОМ случ ае Ко.'IИЧ еСТВО K.Ji a CCOB оказы
вается бесконечн ы м :  Kiip, Kn = {а РЬ '1} , где q - р = n 
(n = О, ± 1 ,  ± 2, . . .  ) , а та кже одноэлементные кл ас-

сы K� = {ai ) и Kt = (b i )  (i, j = l ,  2, 3 . . .  ) . 
А кку р атное выч исление кл ассов в этих п римерах 

предоставл я е м  ч итател ю .  
Обозн а чи м через � м н ож ество в с е х  Jюнеч ных це

почеl{ над алф а витом 1}{ . Ветрудно видеть, что есл и � 
ра ссм атривать к а к  язы к ,  то в не м есть ров но оди11  
класс в з а и моза м ен н м ы х  цепочек. Множество t» я в 
ляется п олугруппой относител ьно операции  припи сы
вания цепоче к (т а к  н аз ы в а е м о й  конкатенации) . 

Р езул ьтат п ри п и с ы в а н и я  цепоч к и  В спра в а  к це
почке А мы будем обоз н а ч ать чер ез А В. Н апример, 
есл п А = аЬа и В = ааЬ ,  то АВ = аЬаааЬ и 
ВА = ааЬаЬа. 

Л е м м а  7.3 .  Пусть А # А' tt В � В'. Тогда 
АВ # А'В'. 

Д о к а з  а т е JI ь с т в о п редоста вл яе м ч и тателю. 
Итак, результат о п е р а ц и и  п р и п и с ы в а н н я  разных 

представителей кл а с сов дежит всегда в одном и том 
же к.ТJ а ссе. Это оз н а • 1 ает , что можно определить опе
рацию п р и п и сы в а н и я  с а м и х  кл ассов в з а и моза мен и
мости . Име н но , п усть да н ы  два класса Kt и Kz. Вы
бере м  в них по п р едст а вител ю А Е Kt • и В Е Kz. 
Тогда через К , К2 м ы  обозн а ч и м кл асс, в котором на
ходится цепочка АВ.  В силу л е м м ы  7.3 оп редедение 
класса KtKz не з а в и с и т  от выбора цепочек в к.1 ас- _ 
сах Kt н К2 * ) . 

•) Заметим, 'ITO класс К1К2 может быть шире, '!ем множество 
всех цепо'lек АВ прн А Е К,, В Е К2. 
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В nервом nримере мы имеем следующие правиJ1 а  
«nеремножения» кл ассов :  

КбрКа = КбрКь = КбрКаь = КбрКбр = 
= КаКбр = КьКбр = КаьКбр = Кбр; 

КаКь = Каь; КьКа = Кбр;  КьКь = Кь; КаКа = Ка 

КаьКь = КаКаь = Каь; 

КьКаь =- КаьКа = КаьКаь = Кбр• 

Во втором примере «таблица умножения» и меет 
вид 

1 Кбр 1 Kn 1 кт а 1 К'/: 

, Кбр 1 Кбр 1 Кбр 1 Кбр 1 Кбр 

к, 1 Кбр 1 Кбр 1 Кбр 1 Kr+m 

к� 1 Кбр 1 Kn-1 1 к�+т 1 Кт-/ 

кL 1 Кбр 1 Кбр 1 Кбр 1 кL+m 

Обозначим через ® я полугруппу I<Лаесов, определяемую я з ы 
� ком Я. Очевидно, отображение 
' 

которое каждой цепочке ставит в соответствие ее класс, я в.1яетrя 
гомоморфиз мом свободпой полугруппы ® на полугруппу ®я 
классов взаимозамен нмос гп относительно языка Я. 

Известно, что множество классов взаимозаменимости конечно 
в том и только том с.�учае, когда язык Я прин адлежит к типу 

; так называемых автоматных языков. Иптереrно выяснить , какие 
условия н а  полугруппу ®я следуют из условия, что язык Я опи 

сывается некоторым типом порождающих грам матик . Е. Пущин
екий в дипломвой работе описал класс та ких полугрупп, для 
котор ых существует язык Я, при котором исходная подугруппа 
изоморфн а ® я· 

Рассмотрим, наконец, некоторый гомоморфизм ф :  ® -+  ® 1  
свободпой полугруппы ® в какую-то , полугруппу ® 1 .  Будем н а 
з ы вать этот гомомор ф из м нормальны;,t относительно языка Я,  
если из  того, что А Е Я и ф (В )  = ф (А ) ,  следует , что В Е Я. 
Иначе говоря , есл и А и В имеют общий образ, то они одновре
м е н н о  прин адле ж ат или н е принадлежат языку Я. ОказываеТ<"л, 
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любой нормальный гомоморфизм продолжаем до гомоморфизма е 
в полугруппу классов: 

- (J 

Нетрудно в идеть, что, н аоборот, всякий гомоморфизм, для кото· 
рого н а р исоваШiая !ЦЯ&гра мм а ·iC<lм мyтaТИ!Ild.!l , нор м ален относи· 
тельно языка Я. В этом построении интересно, как произво.1ь· 
ному языку Я .comJJCтaJmii!WJICЯ алrе'Ораические объекты:  полу· 
групп а классов и нормальные гомоморфизмы свободной полу. 
группы. Инте.реСНD было бы исследовать, как связ аны алrебран· 
ческие свойства этих объектов и свойства языка. Например, что 
означает изоморфизм полугрупп ®я? 



П Р ИЛ ОЖ Е Н  И Я  

1 .  Сводка основных типов отношений и и х  свойств 

В нижеследующей таблице мы для сравнения 
n риводим список основных типов отношений и опре
деляющих их свойств. Знаком + мы обозначаем,  что 
данное свойство входит в определение данного типа 
отношения.  Знак ( + )  показывает , что данное свой
ство отношения вытекает из остальных. 

Р ефлек-
С и м - Тр а п- А нти - Аси м -

А нтн-
м ет- си м м ет-Тип отношен ия с ив - ри ч -

зитив- рефлек- м етри ч- ри ч-
н ость н ость Н ОСТЪ сив н ость н ость н ость 

Эквивалент- 1 + 1 + 1 + 1 1 1 н ость 

Толr:• р а нт·  1 + 1 + 1 1 1 1 н ость 

Строгий поря- � 1 1 + 1 + 1 ( + ) 1 ( + ) 
ДОК 

Квазипорядок 1 + 1 1 + 1 1 1 
Нестрогий па- � + 1 1 + 1 1 1 + 

рядок 

2. Первоначальные сведения о множествах 

Любой реальный или воображаемый объект 
может являться элементом каких-то множеств. Не
которые объекты сами являются множеств а ми. 
Термины «элемент» и «множество» являются исход .. 
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JJ Ыl\Ш и поэтому неоп реде.rtя е м ы м н  понятиями .  Тем не 
м енее мы считае м, что и нтуити вный с м ысл этих поня
тн ii известен ка ждом у. В сущности он опреде.rщется д.чя 
н а с  положен ие м этпх слов в р яду почти сiШОШI !\юп : 

Множество, совокупность , кл асс ,  груп п а ,  

Iю.ттекти в ,  собр ание ,  анса м бл ь ,  р яд . . .  
1 1 ,  соответств ен н о :  

элe.Jt Ntт,  участн и к ,  п р едста вите.1ь ,  член ,  . . . 

В ыдел я я  первых п р едста витсJi ей в этих ряда х ,  м ы  
тем са м ы м  дек.ТJ а р и р у е м ,  что в точных фор�t ул щюв ·  
ках будут участвов ать тол ько они .  

М ы  сч итаем м ножество зада н н ы м ,  есл и для к а ж ·  
дого объекта можно судить, я вляется л и  он элементом 
этого м ножеств а  ( п р н н а д.ТJ ежнт л н  он этому !1 1НО·  
ж еству ) *' ) .  

Чтобы сужден и е  о п р и н адлежностн объекта давно ·  
му множеству м о r.1 о быть  достаточно o п p cдe.•I eШ I Ы l'it ,  

надо п од объекто м пон и м ать нечто дост ато ч но 
четко оn реде.'!ешюе и сnособ о n и с а н и я  м ножества 
задавать достаточ н о  я с н ы м  обр азом . Н а п р и м е р ,  не 
стоит р ассматр ивать  м ножество мопх воспо м н шн ш i� , 
пос кол ьку н е  о ч е н ь  я с н о ,  что есть еди н и ч ное в о с п О !\ Ш 

н а н ие ,  т .  е.  в д а н н о м  едуч ае  объекты оп реде.1 е 1 1 ы  
necьl\la нечетко. 

Т рудно бы.'l о  бы р ассм атривать множество хоро· 
ших п исател е й ,  так как  вряд ли можно п р и iiти 
к разумному сог.ТJ а ш е н и ю ,  каких п исатедей с.ТJ едует 
считать хорош и м н. З а то не вызыв ает со м не н и я  н р·а
вомер ность понятия « 1\шожество членов союза п и с а 
телей » .  Для того ч тобы судить ,  я в.ТJяется л н  да н ш  ... r ii 
че.'Iовек объектом нз  этого м ножеств а , достаточ но по 
смотреть,  ч исл ится л и  о н  в соответствующем с п и с l\е.  

Мож но ввести точные огр а н и чення  н а  то, к а 1шс су
ждеiшя о п р ин а д.Тiежности объекта мн ожеству следует 
n р и з н а вать убеднтел ьн ы м и .  Из этоii идеи возшшдо 
важ ное понятие разрешимого множества 'j; * ) .  Однак? 

• )  Я н м с ю  м ного пре t·снзнfl к этоii фр а з е ,  однако я не r м or 
убеднть автор а .  (Прилt. ред. ) 
. • * )  PaзpeutU,\toe .лtножество - это такое м но ж ество,  д.� я ко

тщюго существует эффектнвныii с пособ ( алгоритм ) решении tJO· 
нроса, я вл яется л н  тот и;ш шюй объект элементом даiвюrо мно
жеств а .  (Прим. ред. )  
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· математики вынуждены были допустить возмож
ность не придерживаться всегда столь строгих огра
ничений, поскольку в противном случае  и м  пришлось 
бы отказаться от р ассмотрения многих привычных 
множеств. 

То обстоятельство, что объект х входит элементом 
во множество М, записывается с помощью специаль
ного символа принадлежности : 

Х Е М  • 
.(Читается : «Х входит в М» или «Х есть элемент мно
жества М» или «Х принадлежит м ножест ву М». ) 

Можно рассматривать, например ,  такие мншке
ства :  

Множество всех натуральных чисел (число 5 вх о
дит в это множество, а числа V2 и 1 + i, очевидно, 
не входят; не входит в это множество и книга 
« Война и мир» ) . 

Множество всех космонавтов, летавших в космо
се до сегодняшнего дня .  Это м ножество легко задать 
списком.  В него заведомо не входит автор дашюй 
книги,  но не исключено,  что входит читатель .  Заме
тим, что определение этого м ножества зависит от 
т·ого, когда Вы читаете эту книгу .  В тот день, когда 
эти строки писались, это множество увеличи.'lось н а  
3 элемента. (На орбиту в этот день вышли кораб
ли «Союз-4» и «Союз-5» . )  Песси l\lизм автора ,  п ро
явившийся в утверждении,  что это множество лег
JS: О  перечислить, относится не к полетам в космос, а 
к судьбе книги. Вероятнее всего, к тому времени,  I<О Г

да в космос будут регуля рно летать  пассажиры,  и 
мы не будем восп ринимать каждый полет I<a i< собы
тие, s т а  книжка будет уже п рочно забыта.  

Профессор И .  И .  Жегалкин любил приводить при
мер м ножества из солнца,  разума и а п ел ь с и н а .  

Еще один пример  множества - это множестDо 
.всlх русских слов, входящих в текст этой книги.  
В н е го за ведомо входят слова :  «пример» ,  «множе
ство» ,  «заведомо»,  «я ичница»,  но не входит предмет, 
обоз н а ч а е м ы й  последним  словом ,  или слово «the 
fake». З а м етьте, что слово «яичница» употреблено 
в этой к ниге всего два раза - в этой и предьщуu_iей 
фразах ,  но этого достаточно,  чтобы считать его 



входящим в текст книги * ) . Слово «tl1e fake» хотя и 
входит в текст этой книги ,  но не  является русским.  

А вот совокупность в с е х русских слов фактиче· 
ски нельзя рассматривать как множество. В самом 
деле , про многие слова мы заведомо можем утвер
ждать,  что они являются словами русского языка и , 

следовательно,  входят в рассматриваемую совокуп
ность . Но у нас нет точного определения,  позволяю
щего для любой комбинации  русских букв проверять, 
выражает ли  она слово русского языка. Можно бы
ло бы ,  например ,  условиться считать русскими сло
вюнi те и только те, которые входят в nоследнее из
дание тодкового словаря .  Но тогда наверняка ока
жется , что в печатных изданиях на русском языке 
используются не только «русские» слова .  Некоторые 
из них не попали еще в словарь и имеют шанс по
пасть в следующие издания . Некоторые - слиш1юм 
специальны , чтобы попасть в словарь .  Они в сущно
сти являются диалектизмами - территориальными 
[ (Орловский, Волагодекий и т. п . )  или профессиональ
ными ( научные термины специального характера ) . 
Можно принять иное определение русского слова 
считать принадлежащими  русскому языку все слова ,  
встречающиеся в печатных изданиях. Но это ни
сколько не избавляет нас  от аналогичных трудностей. 
Во-первых, мы будем вынуждены включать в число 
русских слов всевозможные транскрипции с других 
языков.  Во-вторых, все р авно останутся невключен
ными  в состав русских слов словообразования,  яв
ляющиеся «потенциально» русскими  словами, т. е. 
построенные в соответстви и  с возможностями  нашего 
языка . Например,  слово «девяностопроцентнию>, воз
можно, никогда не встречалось в русской литературе. 
Тем не менее мы легко себе представим ситуации, ко
гда это слово могло бы быть употреблено и воспри
нято как з·аконное слово русского языка.  Например, 

* )  Любое утверждение типа «слово ,;хлеб" не входит в текст 
данной книrи» заведомо не верно. Тем не менее ясно, что в рас· 
сматриваемое множество входят не все слова русского языка.  

Чтобы указать конкр-етное русское слово, не входящее в 
множество · слов этой книги, приходится использовать обходной 
маневр. Так, в тексте этой книги не содержится слово, указан
ное в таком-то месте словаря Даля. Аналогично, в этой книге 
не содержатся слова , обозначающие вид транспорта. 
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может возникнуть движение девя ностопроцентников. 
Или представим себе какой-либо тест, где 
90 % правильных ответов показывают высокий уро
вень интеллекта испытуемого. Тогда «девяностопро
центнию> окажется похвальным словом вроде «отлич
ника» или «ударника»,  Правда, Корней Иванович 
Чуковский вряд ли  одобрил бы это языковое нов
шество. 

А вот еще одна ситуация . В одной из научных пу
бликаций применено выр ажение «читабельность тек
ста». Слово «читабельность» образовано скрещива
нием русской основы и англо-немецкого суффю<са .  
Собственно, это словообразовательная калька с ан 
r лийского слова «readabl l ity». Законно ли  это  слово 
как русское? З аметим,  что сходно образованный тер
мин «сепарабелыюсть» вполне привился в русской 
научной литературе. 

Так или иначе, но слова руского языка образуют 
то, что называется открытой совокупностью, или 
классом , но не множеством в определенном выше 
смысле слова.  В математике предпочитают употреб
лять термин «класс». 

Вернемся к настоящим множествам .  В каком слу
чае про два множества М и М1 следует говорить, что 
они совпадают? Естественно принять следу ющее 

О п р е д е л е н и е  П. l .  Множества М и М1 совпа

дают, если любой объект х, являющийся элементом 
множества М, входит в М1 и, наоборот, любой эле

мент множества М1 входит в М. 
В дальнейшем совпадающие множества мы будем 

рассматривать как одно и то же множество. 
В этом определении (и р яде следующих) мы не

явно использовали умозрительную возможность рас
суждать о любых объектах, проверяя,  входят ли  они 
в данное множество. Ведь мы не м ожем провернть, 
явля ются ли два множества одинаковыми,  если не 
п роверим для каждого объекта, входит .'IИ он в ка
ждое из этих множеств. 

Вообще говоря , определения Jюнкретных мно
жеств строятся так, что в самом определении ограни
чивается класс возможных объектов . Напри мер , ко
гда мы говорим о множестве всех чисел, делящихся 
на три,  то становится ясной ненужность проверки, 
входят л и  в него слоны. Удобно это соглашение 
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ввестп я в н ы м  обр а зо м и с ч и тать,  что з а р а н ее зафик
си ров а н  K.'l a cc допусти м ы х  объектов.. Говоря дaJJ ee 
одновременно о нескол ьких множествах,  м ы  имеем 
в виду;· что в н и х  входя т тол ько объекты,  принадл ежа
щие этому к .r1 а ссу. Этот I<M l c c  п р и н я то назы вать уни
версумолt . ТЗI< ,  � сер и и  п р им еро в этоi'1 книги мы стро 
и-м М I Ю/i\ еств а ,  где о б ъ е кт ы  бе рутс я из . кл асса , - е 
радьдических си �шол о в .  Больш п нст во нужных н а м  
объектов нз этого к .ТJ а сс а изоб р а ж е н ы  н а  р'ис.  П . l .  

Впрочем ,  и сдел а н ное ог р а н и •Iе н и е еще не с н и м а е т  
всех трудностей .  Ра сс мотр и м  м ножество М,  состон
щее нз �сех ц�.'! ых ч исел , бод ь ш и х  двой ки .  Это м mк
но з а п исать т а к :  

М ==  {3 , 4 , 5 , _ . . ·. ,- п , . . . } .  
Пусть те-перь м ножество M·t состоит из всех н атур ал ь 
ных Ч И Се.'l n, ДЛ Я 1\0TOp btX ур"а в н е н и е xn + fl "  = zn 
не и мее:'Г положите.'! ы t ы х  цеJю•шсле н н ых р е ш е н и й .  
С пр а ш и в ается , опр еде:1 1 1 .1 11 ли M ?t одно и то ж е  нт1 
разные м ножеств а ? Ответ н а  этот воп р о с  в точ t юстп 
р а в но с и.r1. е н  р е ш е н и ю  . з н а м е н итой ( и с ч п т а ю ще й с я  
безнадежной ) п ро б.п е м ы  Ф е р м а .  Нес м отря н а  т о ,  что 
мы достато ч н о  о г р а н й чию1 к.r� а сс воз можных э.Тiсмен
тоtJ н а iЩ-I Х  м н ожеств;  ПJ}оцеду р а п ровер ки совпадения  
этих м н о жеств ока з ы в а ется не п о д  с и л у  сов р е м е н н о й  
н а vке. Зд м ети м , чть зде сь "дс.'lо не  стол ько в трудно
стй ,  с в я З а н ной с беско н е ч н

'
ость ю  liJ I IOжec1 в ,  ско.1 ь ко 

в том ,  ' что м ы  ол реде.rш.rш эти два м н ож ест в а  с у ще
стве ш ю  _ р а з н ы м и  свойства м и ,  с вя з ь  межДу кото р ы м и  
н а м  н едоста точ н о х о р о шо из вестн а .  

Чтоб �! это осоз н ать,  воз ыt е м  е ще одн и  п р и ые j). 
Пусть М - м ножест в о  в� ех ж и в ш и х до н а стоя ще го 
времени 'сд о i ю в .  Э то мно�к ество м ы можем с ч и т а т ь  
з а ведо l\ t ф  конеч н ы м ,  та к как  l<а ждый год н а  з� мл е су
щест вов а л о конеч ное мно жество с л о н о в  и ж и з н ь н а 
земле су ществует л и ш ь -конеч ное в ре м я .  ( Вес ь м а  
пра вда подобно п р ед п ол ожи ть, · что слонов в и н ы х 
з вездн ых м н р а х  не су ществует . )  П уст ь М, - м ншке
ст во всех м л е ко п и т а ю щ и х ;  и м еющих б и в н и  и хобот. 
Сейчас I} а м  я сн о , что М1 не с о в п а д а ет с М, поскол ь к у  
м а монты в ходят в М, , н о н е  входят в М. Одн а ко до 
от крытия nер-вого иско п а е м g г о  - м а монта этот фа кт не 
был стол ь уж о ч е в иде н .  Рассу:ждr ш t �  r т а н о в и тс я  еще 
яснее, есл и в к а честв е 1\! Ножес т в а  Mz мы воз ь м е м  
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множество всех слонов и всех мамонтов. Спраши
вается, совп адают ли М2 и М1? Вопрос опять же сво
дится к проблеме ,  существовали ли  когда-нибудь мле
копитающие с бивня ми и хоботом,  отличные от сло
нов и мамонтов. Ведь природа наших знаний такова ,  
что мы можем точно знать о существовании векоего 
биологического вида ,  но никогда не можем быть 
уверены, что некоторый вид заведомо не  сущест
вовал. 

Здесь мы сталкиваемся с тем важным обстояте.'Iь
ством ,  что множество можно задав ать двумя  р азными 
способами .  

Первый способ (экстенсиональный) состоит в 1'ОМ, 
что некоторым образом «указываются» все элементы 
универсума , которые принадлежат данному м ноже
ству. Тогда ,  чтобы п роверить совпадение множеств М 
и М1 , надо «перебрать» все элементы из М и д.11 я 
каждого из них убедиться в его принадлежности м но
жеству М1 ; а з атем дл я каждого элемента из М1 надо 
убедиться ,  что он принадл ежит и множеству М. Имен
но такой способ рассуждений лежит в основе теори и  
множеств. 

Второй способ (интенсиональный ) состоит в том ,  
что множество задается неки м свойством , выделяю
щи м часть элементов универсума .  При  таком подходе 
надо проверять, что всякий элемент универсума , об
л адающий первым свойством, обл адает и вторым.  
И, н аоборот, что каждый элемент уни версум а ,  обла 
дающий вторым свойством, обл адает и первым .  Два 
свойства н азываются интенсионально равными ( совпа 
дающи м и  по содержанию) , если ,  н е з а в и с и м о о т 
у н и в е р с у м а ,  каждое из них влечет выполнение 
другого. Из предыдущего пример а  ясно,  что свойства 
«иметь хобот и бивни» и «быть слоном »  не совпадают 
по  содержанию.  Но если выбрать в качестве универ
сум а класс всех живущих в нашу эпоху млекопитаю
щнх , то эти свойств а  определят одно и то же м ноже
ство, т. е. будут экстенсионально равными (будут 
иметь одинаковый объем ) . 

Различие в экстенсиональном и и нтенсиональном 
подходе существенно при форм а.'! ыюм анализе смыс
ла. Так, Р.  Карнап заметил, что если мы в векотором 
высJ<азывании заменим не1шторос уч аствующее в н е м  
свойство н а другое, экстенсионально с н и м  совп адаю-
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щее, то смысл всего высказывания может изменитьси. Например , возьмем предложение 

«Слоны суть животные с хоботом и бивнями» 

и заменим в нем второе свойство на экстенсионально 
совпадающее «быть слоном».  Мы придем к высказы-
ванию 

«СЛОНЫ суть СЛ ОНЫ». 
Оба высказывания истинны, но первое выражает не
кий содержательный факт, а второе является тавто
логией.  Таким образом , смысл этих двух высказыва 
ний р азличен .  

Иначе обстоит дело с о  свойствами ,  которые ин
тенсионально совпадают. Так,  свойство «быть сло
ном» интенсионально совпадает со свойством «быть 
животным,  описанным в таком-то месте у Б рэма» .  
Если в первом высказывании произвести замену 
свойства «быть слоном» на  интенсионально совпадаю
щее с ним,  то получим р авносильное по смыслу вы
сказывание : 

«Животные,  описанные в таком-то месте у Брэма,  
суть животные с хоботом и бивнями». 

Трудности с подстановкой могут возникнуть в вы
сказываниях тип а :  «Х думает, что . . . »; «Х пол агает, 
ЧТО . . . », «Х ЗНает, ЧТО . . .  » И Т. Д. 

Например, высказывание : 
«Мальчик знает, что слоны имеют хобот и бивни» 

может быть истинным.  Но высказывание :  

«Мальчик знает, что животные, описанные в таком-то 
месте у Брэма,  имеют хобот и бивни» 

может быть уже ложным, так как мальчик мож€т и 
не знать о существовании книги Брэма. 

Интенсиональные связи между свойствами  можно 
рассматривать как логические связи ндей. Или,  с не
сколько иной точки зрения, связи между понятиями 
в векоторой системе знаний .  Так, в нашей системе 
зна ний свойства «быть целым числом,  -большим, ч e rv�  

2» и «быть таким целым положительньrм покаsате
пем,  дл я которого уравнение xn + yn = zn не р е
ш ается в целых поJюжительных числ ах» различны, 
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поскольку мы не знаем ре шения  п роблемы Фер м а .  
В с исте м е знаний  среднеобразова нного человека по
н ятия «слон» и «животное , описанное в тако м - то ме
сте у Брэма» интенсионально совпадают. Но в си
стем е з н а н и й .мальчика , п с  читавшего Брэма и не 
знающего о существовании такой книги, эти понятия  
.интенсионально различны .  

ЭкстенсионаJJьные связи - это связи м ежду объ
ектам�'! универсума .  Тот факт, что интенсиональные 
связи между понятиями  согласуютс я  с экстенсионал ь
ными связями между обозн а ч а ем ы м и  и м и объекта i\Ш  
есть важное свойство мира ,  в котор о м м ы  ж и в е м .  Но 
более подроб ное обсуждение этого вопроса у в ело бы 
п а с  к глубоким фиJюсофским пробл ем а м , отвле i<ая 
от основного п редм ета настоящей книги .  

Нам нужно теперь ввести некоторые основные по
нятия теории м ножеств , а кт и в н о  и с п о л ь з уе м ы е  в д а н 
ной к н и г е .  

Множество М содержится во м н ож естве М 1 ,  есл п 
всякий элемент м ножества М явл яетс я однов ременно 
элем ентом м ножества Mt . Это обстоятел ьство сим во
лически записывается та к : 

Напри м ер , множество М всех ж и вот ных в м о с Jюв

с ко м  зооп а р ке содер ж ится во м ножестве М 1  всех жи
вотных , живущих в настоящее врем я на земле. 

Из определени я  П.  1 вытекает следующий важный 
принцип, �Еоторый часто испол ь з уетс я в рассуждениях 
о м н ож еств а х :  

Для того чтобы .множества М и М1 совпадали, не
обходимо и достаточно, чтобы выполнялось одновре
менно М с: М1 и М1 с: М. 

Если М с: Mt, то говор ят еще, что множество М 
есть под.мяожество мно жества М1•  

Так, м нож ес тво сл ов, употребл я е м ых на этой стра 
ни це, есть  подм ножество множества всех слов, упо
требл яемых в этой к ни ге . 

Та к же ка к в а р и ф м ет.и ке дл я стр ой ности и з л оже
ния необходимо  было ввести понятие ну.1 я ,  та к и 

. в  теории  множеств очень полезно ввести понятие 
пустого .множества. Пустое м нож е ств о  обознач ается 
специальным . C И M llQЛOM Q); 
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По определени ю л юбой объект универсума не вхо· 
дит  в п у с то е  множество 0 .  Тем с а м ы м  в с юш й э.IJемент 
п усто го м нож ества содержитс я в тобом м ножестве 
М. А з начит, л юбое м н о ж ество М соде ржит в к а че· 

ствс подм ножества пустое м ножес т во : 

0 = М. 
1\ р о м е  то го , очевидно, что в с я кое м ножество М со· 
дер ж ит  в ка чест ве под м н ожест в а  са мого себ я :  

М s;;: М .  
Ес.'! и м н ожест во М содерж и тс я в M t ,  но н е  совпадает 
с М1 ,  то м ы  будем писать : 

М с: М1 .  

Раз н и ца между с и м во.rJ а м и = 1 1  с: а н а .ю г н ч н а  раз· 
н и це между нестроги м -<: и с т р о г и м < неравенствами 
в о б ы ч ной а л г е б р е .  

Подмножества м нож еств а М, ' отл и • ш ы е  от са мого 
М и 0 назы в а ются собственньши подлtножества.м.и 
м но жества М .  

Н а  р ис .  П .  2 изоб р а жены собстве н н ы е  п од м н о же· 
ства м ножестnа М из  четы рех гера.1 ьдичес 1шх жи
вот н ы х : { а г нец,  л е в ,  сов а , еди норог} . Кол ич ество всех 
под м н о ж е с т в  этого множества М ( вкл ючая  с а мо : М 
И п у с т о е  М Н ОЖеСТВО 0 )  р а в н о ,  1\ а К  .'Н:' Г КО В \ЦеТ Ь ;  1 6, 
т. е. 2�. 

В об ще:\! сл учае, есл и м н о ж еств о состоит из n эле· 
·ме н тоn , то ко. r ш ч е с т в о  е го под м ножеств ра в но 211 •  Это 

ут вержд е н 1 1 с  л е г к о  д о ка з а т ь  по и ндукци и .  
М н о ж с о в о  из одного эл е м е н т а  соде р ж и т  ·ровно 

д в а  под м н о ж еств а : са мого с еб я и пустое м но ж ес т 8'о. 

П о с J<ОЛ Ыi. у 2 = 2 1 ,  п р и n = 1 н а ш е утверждение верно. 
Предnо.1 ож и м ,  что это утве р ждение  вер н о д.'! я мно
жества М,. и з n эл е м е н тов {х 1 ,  Х2, • • •  , х,. } . П рисоеди
н и в  к·  нему эл е м е нт Х n н .  м ы  nолучим м ножество 
Аf" -н  из n + 1 эл е м е н т а . Л юбое n од м н о ж е с т в о  м ноже· 
с т в а  М п - н  . rш б о я вл я ется подм ножес т в о rи  м но жества 
Мп,  л и бо состонт из  подм1южества множества М11 
с п р исоед и н е н н ы м  э л е м е н то м Xn+t · Таким образом, об· 
щее ч исл о  подм н ожест в м н ожеств а М rt + l  р овно вдвое 
больше числа 2" под м i южест !.l м н о жест в а  м ... ИначЕ; 
говоря ,  •ш сло подм н о ж ест в м ножест в а  Мnн равно 
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2 · 2n = 2n+t. Итак, мы доказали,  что число подмно
жеств множества из n элементов равно 2п . 

Это же число можно сосчитать и по-другому. Число 
всех подмножеств множества из n элементов,  имею· 
щих по т элементов, равно числу сочетаний С;:'. По
этому число всех подмножеств р авно 

1 + с� + с� + . . . + с�. 
где первое сл агаемое учитывает пустое подмноже· 
ство. Эта сумма равна 2п ,  что получается в алгебре 
на  основе бинома Ньютон а ,  так  как 

2n = ( 1 + 1 ) n . 

Множество всех подмножеств м ножества М имеет 
специальное обозначение :  2м. В данном случае 2м 
обозначает не числовую операцию возведения  в сте· 
пень, а «операцию» над множеством М, которая со
стоит в переходе от М к множеству его подмножеств. 
Это обозначение напоминает о доказанном выше дл я 
конечных множеств результате, что число элементов 
множества 2м р авно двум в степени , равной числу 
элементов множества М. 

Рассмотрим два множества М и Mt. Множество 
М2 называется объедин.ен.ие.м множеств М и Mt и 
обозначается : 

если оно состоит из всех элементов , которые содер·  
жатся ,  по крайней мере,  в одном из множеств М 
или Mt. 

Например ,  если М - множество четных чисел , а 
Mt - множество нечетных чисел , то их объединение 
есть множество всех целых чисел . 

Еще пример .  Пусть М - множество вt:ех произве
дений, в написании которых участвовал И. Ильф, 
а Mt - множество произведений ,  одним из авторов 
которых является Е .  П етров. Тогда объединение М2 = 
= М  U Mt образует собр ание сочинений И .  Ильфа и 
Е. Петрова.  В этом п римере М2 состоит из элементов, 
входящих только в М (nроиэведения с а мого И.  Иль· 
фа) , из элементов, принадлежащих только Mt (сочи· 
нения Е. Петрова или Е. Петрова с И'Irыми соавто
р а ми ) , и из произведений,  написанных совместно. 
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Множество nоследн их обозначается : 
М3 = М П М 1 

и называется пересечением множеств М и М, .  Вообще, 
пересечение двух множеств - это такое м н ожество, 
которое состоит из элементов , содержащихся сразу в 
обоих множествах. 

Так, если М - множество четных чисел , а М1 -
множество чисел , к р а тных трем , то м n м, состоит 
из чнсе.п ,  однов р е м е н но дел ящихся на два и на три, 
т.  е. кр атн ых шести, 

Разностью множеств М и М 1 :  

М2 = М '\ М1 
называется множество, состоящее из всех элементов 
множества М, не содержащихся в М1. · 

Например ,  если М - множество всех млекопитаю
щих, а М1 - множе�тво всех обитателей морей и океа
нов, то М "М1 состоит из всех млскоnитающих, веду
щих наземный образ жизни.  .Множество М1 "М со
стоит из всех рыб,  членистоногих, морских звезд и 
т. д. ,  но не содержит китов,  дельфинов и т. п .  

Объединение, пересечение и разность можно р ас
сматривать как операции над множества ми * ) , анало
гично тому, как сложение, умножение, вычитание и 
деление суть опера ции н а д  числами .  

ОП'е'рации над множествами облаДают · рядом спе
ц�:�фических свтiств. Мы п е р счисл и м  наибоЛее важ
ные для нас свойства этих оп ер аций , п р едоставляя 
читателю соответствующие доказательства : 

1 )  ( М  U N )  U L = М U (N U L); 
2) (М П N) П L = М П (N П L). 

Эти два правила выражают ассоциативный закон дл я 
объединения и п е р есеч е н и я  и дают основ а н ие не пи 
сать скобок в выражениях L ида М U N U L или 
М П N П L. 

3) 
4) 

M U N = N U M ; 
М П N = N П М . 

Эти соотношения вы р аж ают ко.мжутативность (пере-
"' ) З а метим, что «объединение» обоз н а чает и саму операцию 

и ее результат, в то время как в алгебре мы привыкли ·различать 
«СJIОжение» и «сумму», «умножение» и «ПJ: оизведение». 
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ста новоч ность) операций объединения и l'lересечения .  
5)  Если М s;; N,  то М U N = N; 
6) если M =- N, то М П N = М. 

Эти правила указывают, что когда один и.з операн
дов * ) есть подмножество другого, то результаты 
объединения и пересечения  равны одному из опе
рандов . 

7) 
8) 
9) 

1 0) 

0 U M == M; 
0 П М = 0 ; 

м "  е> = М; 
0 '\ М = 0 . 

Эти правил а выражают важные свойства пу-стого -мно
жества .  

1 1 ) (М U N) П L = (М П L) U (N n L); 
1 2) (М П N) U L = (М U L) П (N U L). 

Здесь выписаны оба дистрибутивных закона, справед
ливых дл я теорети ко-множествеиных операций.  

1 3) (М '\ N) П (М '\ L) = М '\ (N U L); 
1 4) (М '\ N) U (М '\ L) = М \,  (N П L). 

Эти законы выражают принцип двойственности тео
ретико-множествеиных операций .  Он состоит в том,  
что когда мы пер�ходим от мН'ожеств к их дополне
ниям относительно векоторого множества М, то об ь
единение и пересечение меняются· ролями.  

1 5) (М '\ N) П (М П N) = (25 ;  
1 6) М "- N =- М; 
1 7) (М '\ NH i  (N '\ М) =  eJ ;  
1 8) М U N = (М '\ N) U (М П N) U (N '\ М).  

Последнес свойство означает, что объединение М U N 
состоит из элементов,  входящих только в М, элемен·  
тов, входящих только в N, и элементов ,  содержащихся 
в обоих операндах.  

* )  Слово «onepaнq» . обознач ает участников операции. Н а n р и· 
мер, операнды п р и  сложен и и - слагаемые, опер анды при умно·  
женин - сомножители. 
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3. Что такое модель? 
Н а  м атериал е  этой книги можно удобно проиллю� 

стрировать очень важное для м атематики понятие мо
дели .  Мы подошли уже к н ему вплотную в определе
нии 7. 1 (стр . 1 99)  и в рассуждениях на стр. 1 84- 1 85 
(см .  также стр . 203-204) . Теперь мы дадим точные 
определения для использованных в этих р ассужде
ниях понятий * ) . 

О п р е д е л е н  и е П.  2. Моделью называется кор
теж 

Wl = (М; R1 • . . .  , Rm) . 
где М - н екоторое множество,  а R1 , . . .  , Rm - отно
шения на этом множестве (не обязательно - бинар
ные) . 

П р  и м е р  1 .  Упорядоченное множество есть мо
дель (М, < )  с одним (бинарным ) отношением порядка. 

П р  и м е р  2. Пространство толерантности есть мо
дель, в которой задано единственное отношение (би
нарное) - толерантность. 

П ,р  и м е р  3 .  Дважды упорядоченное множество 
модель (М, < . � )  с двумя (бинарными)  отноше
ниями .  

П р  и м е р 4 .  Упорядоченное дерево - это модель 
(М, с , < )  с тремя (бинарным и )  отношениями.  

Н'а стр . 1 53 была р ассмотрена модель с тремя 
(бинарными)  отношениями .  

В теории м оделей одинаково употребительны вы
ражения «n-местное отношение» и «n- арное отноше
ние». Эти выражения имеют понятный смысл при 
н а т у р а л ь н ы х n. В ч астности , о д н о м е с т н о е 
отношение н а  М - это подмножество R множества М. 
Мы говорим ,  что это отношение выполнено для лю
бого элемента из R и н е  выполнено для любого эле
м ента из M "".R. 

Удобно ввести еще понятие нульместного (нуль
арно·го) о'l"ношения.  З адать нульместное отношение 
н а  'МНожестве М означает просто выделить в этам 
множестве фиксированный элемент. 

П р  и м е р  (дл я  тех, кто знает, что такае «груп
па») : вместо того, чтобы говорить о существовании 

* )  Подробнее об этих понятиях см.  в книге А. И. Ма.11ьцева 
«Алгебраические системы», М., «Наука», 1 970. 

242 



единицы в группе, можно говорить о том ,  что в груп .. 
пе задано нульместное отношение .  

Предлагаем читателю сформулировать общее опре• 
деление изоморфизма ( или ,  как правильно отмечено 
в сноске редактора на стр. 2 1 4 , k-изоморфиз м а )  .мо� 
делей (на стр . 2 1 4  соответствующее опр еделение 
было дано для случая ,  когщ1 все отношения  бинарны ) , 

О п р е д е л е н и е П.  3. Кортеж символов 
� /1n(n 1 )  m(nт)) "" = \i!Ч , • • •  , il�m , помеченных целыми числами ,  
н азывается сигнатурой. 

Сами символы m�nl) мы будем называть именами 
отношений или (в соответствии  с терминологией 
стр . 1 82- 1 85) Отношениями (с большой буквы 1) . Мы 
будем говорить, что .модель !И =  (М ;  Rt, . . .  , Rm) 
имеет сигнатуру I, если при всех i число аргументов 
(«арность»)  отношения Ri р авно ni и если мы усл ав· 

ливаемся обозначать отношение Ri символом m�ni) . 
С помощью символов, входящих в некоторую сиг� 

натуру I ,  и операций алгебры отношений можно со� 
ставлять различные формулы,  которые можно затем 
интерпретировать как утверждения об отношениях. 
Точнее говоря,  пока мы пишем формулы из символов 
сигнатуры (имен отношений) , их можно понимать 
только как чисто форм альные выражения ,  составлен· 
ные по правилам  алгебры отношений. Но,  если вме· 
сто всех имен отношений подставить в эти формулы 
отношения от соответствующего числ а аргументов, 
заданные на  одном и том же множестве М, то эти 
фор мулы превратятся в утверждения об отношениях. 

Например ,  пусть }; = {91<2>} , т. е.  }; состоит из 
одного имени бинарного отношения .  Тогда формул а  

m<2>�l<2> � m<2> (П . t ) 

сама по себе ничего н е  означает. Но,  если вмест9 
символа !J1<2> подставить в нее л юбое бинарное. отно, 
шение R, то она будет озн ачать условие тр анзитив· 
tюсти отношения :  

RR � R. 

введенное нами  н а  стр 40 в определенм.и 1 .6. По
этому имеет смысл говорить, что сама  формул а  (П.  1 )  
выражает условие транзитивности , Только она выра, 
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жает это усJювие с и м во.'J И [Iески для целого кл асса 
отношений, которые мож но именовать через !R<2>. 

Ана,rюгично можно принять, что уеловн е 
m<2> = (m<2>)- 1  (П . 2) 

в ы р а ж а е т  ус.'! ов ие (или а кси ом у ) си м м ет р и ч н ости .  
В в едем теперь с.'! едующее согл ашение.  Будем счи

тать,  что С И I\I ВОЛ 91&2> всегда и н тер п р ети р уется ка к 
д п а гон а.1 ьное отношен и е Е (отношение  р а в е н ства ) . 

И н а ч е  гово р я , если в с и г н атуру входит сн l\шол t�l&�>. 
то е м у  в с егда ста в и тс я  в соответствие от н о ш ен и е  р а 
венства н а  соответствующей 1\юдeJl l! . Можно просто 
условиться ,  что си гп атур а в с егд а з а п и с ы в а ется в виде 
корте ж а ,  н а ч и н а ющегu с я  с �1'th2> : 

"'' = ()n<"> ;YJ(n1)  ) � ut.o ' ''\ I  ' • • •  ' 
а моде.'l ь  в сегда з а п и сы в а ется в ви де 

W1 = (М ; Е ,  RI , . . .  ) . 

Тогда формуда 

(П. 3) 
означает усдовие реф.'lексивности д.'IЯ Ш\2>. Бо.'lее 
точно ,  речь идет о сдедующем . Есд и в екото р а я мо
дед ь 9Л = (М ; Е,  R1 ,  . . . ) имеет си гн атуру � = (�Ль�> , :щ:� . .) . 
то фор м уд а  ( П .  3 )  есть требование рефд е J< с н вJюсти 
отнош ени я  R1 •  Фактически мы подОШJl И  с ейч ас к очен ь 
в а ж н о м у  п о н яти ю - аксиоматике тео р и и .  

Пусть задана  некоторая с и гн атур а L .  М ы  будем 
н а з ы в а т ь  а ксио.иатикой ( н ад этой с н гнату роi1 )  .'I юбое 
множество фор мул ,  состав.ТJ.енных из си l\шодов,  вхо
дя щ и х  в эту с и г н а туру.  

О п р е д е л е н и е П .4 .  Формальной теорией 
:t = (� . 'll ) н азывается пара  и з  с и г н а тур ы и иското
рой а кспоматики над этой с и гн а турой . 

П р  и м е р 5. П а р а  из си гн атур ы � = (:Jth21 , !R\:1) 
и а кс и о м ати к и 'l{ , состоя щей из формул ( П . l ) ,  (П.2) , 
(П .  3) , образует форма.ТJ. ьную теорию. 

О п р е д е .'l е н и е П . 5 . МодеJJ Ь �1)l = (М ; Е, R J ,  . . . 

. . . , Rm) н а зы в а етс я модел ь ю  теории 5t = (� .  1! ) , 

есд и l )  эта м одед ь и меет с и гн а туру � и 2) подста 

в и в  в каждую формулу а кс и о м а т и к и  'а:_ в м есто каж-
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дого еш.мюл а из � соответстuующее ему отношение _из 
модели Юl, мы получим  истинное высказыва ние . 

Напр и м.е р , модел ь  $ = (М; Е, R 1 )  есть м одел ь 
теор и и ,  описанной в п р и м ер е  5, тогда и только тогда,  

когда R1 - отношение эквивалентности . 
Если теория  � = (�. �1 ) и меет ту ж е  с а мую си гна· 

туру и аксиоматику, состоя щую из (П. 2)  и (П. 3) , 
то се модел я м и  будут любые пространства толерант
ности и только они .  

Если  м ы  п р и  той же с и гн ату ре � вы бер е м аксио· 
матику, состоящую нз ( П .  l )  и аксиом ы 

:Ji \· > n :n�> = е; , (ПА) 
то в I<ачестве моде.11ей мы получим класс упорядочен
ных м ножеств. 

Отмети м допущенную сейчас  нестрогость : м ы  дол
жны были бы оговорить, что символ 0 входит в с и г
н атуру и всегда интерп р етируется как пустое отно
шен ие . 

Рассмотрим еще теорию � = (�.  � ) , где 
� = (m&2> , �Ti\2 > , !Yt�2>) и а ксиомати ка 'Л содержит 
а ксиом ы ( П .  l ) ,  ( П .  2)  и ( П .  3 )  дл я каждого из сим
во.rюв ffi\2> и ffi�2> и еще следующую а ксиом у :  

s"tJ (2) n m(2)=m(2) iiL! ili2 _ iiLO • (П .б) 
Нетрудпо проверить, что моде.'!ями этой 1 еории слу
жат множества М с парой эквивалентностей R1  и R2, 
обладающей таки м свойством : есл и эл ементы х и у 
данного множества М входят в общий кл асс экв и 
валентности и по R1 и по R2, то они совпадают . .Мо
дс.11 и такого тип а  р ассм атривались нами  в § 4 
главы V I I .  

Полезно заметить, что, вообще говоря ,  в понятие 
форма.пьной теории  обычно вкладыва ется еще и си
стем а  пр авил логического вывода , позволя юща я и з  
аксио�1 теории выводить всевозможные теоремы . Эти 
теоремы д0J1жны п р е в р а щ а ться в истинные высказы

в а н и я на  любой модели данной теор и и . Мы не р а с
с м а тр и в а е м  сп еци аJi ьно вопрос о правилах вывода , 

.так к а к  н е  з а н и м а е м с я  сравнительным анализом р а з

ных фор мальных систем вывода ,  изучаемых в мета
м атем ати ке . Мы I<ак  бы м ол ч а л и в о  п р едпол а гаем , что 
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способы логического вывода заранее находятся в го
лове человека и при этом они одинаковы * ) . 

Так, используя п ривычные средства доказатель
ства ,  чиrг.атель мог бы сам убедиться, что в последнем 
примере теории верна следующая теор ем а :  

m\2> n tн�2> = Dt12> , 
являющаяся усилением аксиомы (П .  5) . 

Теперь обратим внимание на  тот факт, что мы мо
жем .т:r егко р асширить понятие теории ,  допустив более 
широкий класс формул .  Иначе, оставаясь в рамках 
языка а,lГебры отношений, мы не могJIИ бы даже 
сформулировать теорию,  для которой моделями яв
ляются произвольные деревья.  Язык алгебры отно
шений  сJшшком слаб ,  чтобы на нем можно было 
опреде.т:rить понятие дерева.  Но,  если в качестве исход
ного языка использовать язык узкого исчисления пре
дикатов ( мы не можем здесь дать строгое описание 
этого языка ; фактически представление о нем можно 
получить из Iffiиги Ю. А. Шихановича «Введение  в со
временную м атемати�» ) , то соответствующая тео
рия легко может быть сформулирована .  

Далее сиМ'lmлы '-V , &, =? означают, соответствен
но, ДИЗЪЮНNЦИЮ, IЮ'НlliЮН КЦИЮ И И М ПЛ И КаЦИЮ, а СИМ· 
волы (V  х)  и ( 3х) читаются как «для всех Х» и «суще
ствует такое х, что» .  Пусть � = (ffi:&2>, m\2>) и аксио
.матика .'Л .сост.оит .из .аксиом (П . l) , (П. 4) и следую
щих аксиом : 

(Vx) {Vi�·�V:.e-H�(xffi:-{y),& -(xmiz)) � ((ym�z�·v 
V (z!Yl1y) V (z!Yloy))] , 

(3x.) .(Vy) (y!nJx) .  

Сравнивая эти а ксиомы с определением 4 .9 ,  мы легко 
убедимся, Ч'FО · построеffная теория � = (� , ;�) описы
вает в тсrчнtrстn кла:сс дер евьев . 

Ита'К, 'Т�ор'Ия - ·это форМ'алъное опис-аirИ-е , опреде
ляющее некий ·кла·сс ·множеств с кон кретными  отно
шениями , в которых в·оплощ-ается эта теория.  В част
ности, ф-орма:лыrа.я теория может не иметь ни еди
ного воплощетrя, когда она внутренне противоре-

* )  Это П'J)'еДПоложение было бы недопустнмо в книге по ме-
тама:rематшrе. · 
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чива .  Мы уже видели ,  как теория  может иметь не
изоморфные друг другу модел и :  н апример ,  все про
странства толерантности . Бывают и таки е  теории, 
у которых все модели изоморфны друг другу. Такая 
теория  получится, в частности , если мы  возьм ем ак
сиоматику эвклидовой плоскости.  

Пус ть теперь имеется некоторый класс моделей 
(с  общей сигнатурой ) ,  для которого можно построить 
полную теорию, т. е. такую теорию,  что все модел и  
и з  данного кл асса суть модели  этой теории и любая 
модель этой теории входит в данный класс. Такой 
K.'I acc называется аксио.матизируе.мы.м классоАt моде
лей. В сущности,  это кл асс моделей ,  определяемый 
некими точно формулируемыми н а  н екотором языке 
свойствами ,  а не  случайное собр ание  моделей .  Мы 
уже говорили ,  что тексты естественного языка можно 
рассматривать как модели .  Математическая лингви
стика была бы в каком-то смыс.'Iе исчерпана ,  если бы 
удалось обнаружить, что тексты естественного языка 
образуют аксиоматизируемый класс моделей ,  и уда
лось бы построить соответствующую теорию.  Скорее 
всего, в такой форме эта задача неразрешима. 



АЛФА В И Т Н Ы R  УКАЗАТЕЛ Ь *) 

Автоматн ы й  язык 225 
Алфавит 1 99 
Антпднаrон а.1 ыюе от н ош ен ие 1 9  

Антиреф.�ексшшое отношение 38 
Антисиммстр и ч н ое отношен ие 40 
Анпrrран з н т и в ное отн о ш е н ие 

1 36  
Ариф;\Iетнка бу.1 с в а  28 
Асttмметр пчное отнош е 1 1 1 1е  39 
Ассоциативный за коп 3-l, 70, 240 
Асс01щ пров а н ное отношен и е  1 68 

Базис 97 
Безъядерное прост р а н ство то-

лера нтности 1 02 
Биективное отобр а ж е н и е  22 
Б11нарное дерево 1 96 

- отношение 1 3  

Булева а рнфыеп ш а  28 

Верхшrя гра н ица 1 2-l 
Вер ш и н а  г р а ф а  1 9  

- снмп.�екса 8 4  
Верш и н ы  с.�ожность 1 4 1  
Взаимоза мсн н мость 50, 2 1 9  

Вза имозамен п м ые цепочки 223 
Включение 26 

Всюду опрсде.1 еfш ое соответст
вие 24 

Выводнос у р а в нение 1 59 
Высота дерев а 141 

l"нпотез а И н г в е  191 
Г.11убнна дерев а 1 53 
- фразы. 194 

Гомоморфизм 1 6 1  

- IIOpMa.'IbH Ы ii 225 
Гомоморфнос отображен ие 1 6 1  
Г р а н ица верхн я я  1 24 
- Н ЮК Н Я Я  1 24 

Г р а ш. с н м п.1скса 8-l 
Г р а ф  1 9  
- орнснтн р ов а н н ы й  1 9  
- !IO.l i i Ы if  1 9  

Графа верш и н а  1 9  

Графпк 1 4 ,  2 1  

Два жды у пор ядоченное м н оже-
ство 1 46 

Двоичный кортеж 85 
- признак 56 
Двойствешюстн пршщип 24 1 

Дере в а  в ысота 1 4 1  

- г:1у б н н а  1 53 
- корень 1 39 
- с.южность 1 4 1  

- ш и р и н а  1 4 1  
Дерево 1 39 

- б и н а р ное 1 96 
- у порядоченнос 1 52 
Деск р и птор 20 1 
Д и а гон а.1ьное отношение 1 8  
Днстр ибут п вное опюше1шс 2 17 
Дистр ибути вный закон 24 1 

- К 1асс 22 1 
Дистрнбущш ДОПО.1 1 ШТе.1ЬНОЙ 

OТ I I O Ш C I I I I C  220 
- общей отношен ие 2 1 9  

Днстрпбуцпя 2 1 7  
- ДОПО.1 1 ! ИТеЛ Ь П З Я  220 
- общая 219 

•) ДанныИ указатель не охв атыв ает при,,ожеtши 3. 
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Доnоm 1енне 24 1 
Допо:1 1 1 нтельная днстрибуцня 

220 
Древесн ого пор ядка опюшенне 

1 39 
Древесн ы й  порядок 1 :.!9 

Едшш чное отоб р а жение 23 

Зада н и я  обл асп, 1 4  
Закон ассоцнатшт ый 3-l,  70, 2 Ю 
- дастр нбутивный 24 1 
З а мена фиктивная 2 1 8  
З а "!С! I Ы  операция 2 1 8  
- резу.1ьтат 2 1 8, 22:3 
Заыьп( а а и е  т р а н з втнвное 27 
За пас эта.1ОШI Ы Й  222 
Знаков а я  с нетема 204 
З н ачение функци и 2 1  

И зо�ю р ф н з ы  I GЗ 
И:ю�юрфш,н� М IIОЖССТ!Ч\ С OT I I O -

ШCI! I lЯMI I  2 1 4  
И ш  в с пшо 1 еза 1 9-l 
Индекс 202 
Индуцир уется 1 28 
Интсн с н о н а:1 ь н о  р а в н ы е  своi!СТ-

па 2 :\4 
Ивтсн с н о н а .1 Ы! Ы Й  сnособ 234 
Инп· р �< а :l  1 47 
И н фор м ; щношю- понско в а я  снс-

теиа без г р а м м а п ш н  202 
Инъскт шшое отображенне 22 - соответствие 2 1  

Канон н ч еска я  к а рта 1 05 
Канон ический признак 1 06 
Ка ноmiческое пoпo.1HCI ! I Ie 1 7 4 
Карта 104 
- KaHOI ! I IЧCCK 3 Я  \05 
Кв а знrюрндка OTI IO IIH' I I I !e  1 27 
Квазипорядок 1 27 
- совершен н ы й  I :JO 
Квазнпроект н в н а я  фраза 1 90 
Класс 93, 228, 23 1 

дистрибутивный 22 1 - - разбиен ия  5 1 
-- толерантности 93 
-- эквивален:rностн 59 

1(01 ерентн ые отношении 65 
Коммутативность 240 
Коммутируют 34 
Кондатенющя 224 
Контур 1 20 
Корень дерева 1 39 
- ура внения 1 59 
l(орреспондешщя 162 
Кортеж 56 
- двоичный 85 
Кронекера СИ!ИВОд 1 8  

Левее 1 77 
Лемма 42 

Мажорнрует 2 1 8  
l\\акспма.1ьное совершенное под-

мно;.кество 1 23 
J\1аi<СНМаЛЬНЫЙ Э.1еМеНТ 1 23, \ 48  
1\\атрпц объединение 29 
- пересечение 29 
- провзведение 30 
J\lатрн<шыii способ 1 7  
Между 1 46 
Мешок 202 
1\\шшма:II>I!ЫЙ образ 1 74 
- Э.rle�Iei!Т 1 23 
1\lножестн объединение 239 
- пересечение 240 
- разность 240 
Множест в а  образ 23 
- nо.1ный прообраз 23 
- ра!!НОМОЩИЬ!е 22 
- с отношениями изоморфные 

2 1 4  
- совпадают 23 1 
Множество 228 
- дважды упорядоченное 1 46 

н есущее 1 99 
- пустое 236 
- разрешимое 228 
- упорядоченное 1 20 
Моде.% теории 184 
Моноида структура 72 
Мономорфизм 1 63 

На 22 
l lаибольшнй элемент 1 38 
I lаимсньшиi\ элемент 1 2 1  
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Не сиJJьнее 1 59 
Не cJJaбee 1 59 
Неподвижно 60 
Непрерывный порядок 1 25 
НеразJJожимая семья 2 1 3  
Неразрывная составляющая 193 
Нестрогий порядок 1 26 
Вестрогого порядка отношение 

1 26 
Несущее множество 1 99 
Нижняя граница 1 24 
Нормальная форма 1 56 
Нормальный гомоморфизм 225 

Область задания 1 4  
-- определения 23 
-- отправления 2 1  
-- прибытия 2 1  
-- уровня 1 29 
Образ минимальный 1 74 -- множества 23 
-- поисковый 202 
-- элемента 2 1  
Обратное отношение 26 
-- отображение 23 
Общая дистрибуция 2 19 
Общей дистрибуции отношение 

2 1 9  
Объединение матриц 29 
-- множеств 239 
-- отношений 25 
-- эквивалентностей 69 
Одинаковость 46, 50 
Однозначное соответствие 2 1  
Однородности отношение 1 80, 

1 88 
Однородность 1 80, 1 88, 2 1 1  
Окрестность 1 40 
Операнд 24 1 
Операция замены 2 1 8  
Определения область 23 
Ориентированный граф 1 9  
Открытая совокупность 23 1 
Отмеченная структура 206 
Отношение 1 4, 1 5, 20 
-- антидиагональное 1 9  

антирефлексивное 38 -- антисимметричное 40 
-- антитранзитивное 1 36 
-- асимметричное 39 
-- ассоциированное 1 68 
-- бинарное 1 3  
-- «быть эталоном» 53, 58 
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Отношение вхождения в со• 
ставляющую 1 8 1 ,  1 89 -- диагональное 1 8  

-- дистрибутивное 2 17 
-- дополнительной дистрибуции 

220 
-- древесного порядка 1 39 
-- квазипорядка 1 27 
-- пестрогого порядка 1 26 
-- обратное 26 
-- общей дистрибуции 2 1 9  
-- однородности 1 80, 1 88 
-- парадигматическое 1 77 
- полное 1 8  
- пустое 1 8  
- равенства 1 8  
-- рефлексивное 38 
-- «рифмоваться» 90 
- руководства 1 79 
- симметричное 39 
-- синтагматическое 1 77 
-- следования 177, 1 86 
-- согласования 179, 187 
- строгого порядка 1 1 9 
- тернарвое 1 3  
- толерантности 80 
- транзитивное 40 
-- управления 178, 1 82, 1 86 
- эквивалентности 5 1 ,  54 
- -- соответствующее 52 
- п-арное 20 
Отношений объединение 25 
-- пересечение 25 
- произведение 26 
Отношения когерентные 65 
Отображение 2 1  
- биективное 22 
- гомоморфное 1 6 1  
- единичное 23 
-- инъективное 22 
- множества М в множество 

L 2 1  
- обратное 23 
-- сюръективное 22 
Отправления область 2 1  

Парадигматическое отношение 
177 

Пересечение матриц 29 
- множеств 240 
-- отношений 25 
Поддерево 1 39 
Подмножество 236 



Подмножество собственное 237 
Поисковый образ 202 
Покрытие 92 
Полная система составляющих 

1 96 
Полное отношение 1 8  
Полнота 2 1 1 
Полный граф 1 9  
- прообраз множества 23 
Пополнение каноническое 1 74 
Порожденная толерантность 1 04 
Порядка древесн ого отношен ие 

1 39 
Порядок древесный 1 39 
- непрерывный 1 25 
- нестрогий 1 26 
- совершенный н естрогий 127 
- - строгий 1 20 
- стр огий 1 1 9 
Правильн а я  скобочная структу-

ра 193 
- структура 206 
Предкласс 93 
Предсемья 2 1 0  
- связн ая 2 1 0  
Прибытия область 2 1  
Признак 9 1  
- двоичный 56 
- канонический 1 06 
Примнтивная семья 2 1 1 
Принцип двойственности 24 1 
Проан ализированный текст 202 
Проектив н а я  фраза 1 89, 1 90, 

1 9 1  
Произведение м атриц 30 
- отношений 26 
- симметризованное 37, 9 1  
Производное пространств о 1 1 2 
Прообраз элемента 2 1  
Простое сужение 2 1 2  
Пространство толерантности 85 
-- -- безъядерное 103 
-- -- производное 1 1 2 
-- -- сопряженное 1 1 0, 1 1 1  
Прямая сумма 62 
-- числов ая 58 
Пустое множество 236 
-- отношение 1 8  
Пустой элемент Z4 

Равенства отношение 18 
Равномощные мн ожест в а  22 
Равносильн ые уравнения 1 59 

Разбиение 5 1  
-- соответствующее 55 
Разбиения класс 5 1  
Разность множеств 240 
Разрешимое множество 228 
Ребро симплекса 84 
Редукция 1 34 
Результат замены 2 1 8, 223 
Рефлексивное отношение 38 
Рефлексив н ый элемент•89 
Руководств а  отношение 179 
Руководство 1 79 

Свойства интенсионально рав· 
ные 234 

- экстенсионально равные 234 
Свойство R 72 
- s 73 
-- т . 73 
-- т2 73 
Связная предсемья 2 1 0  
-- часть 223 
Семья 2 1 1 
-- неразложим а я  2 1 3  
-- примитивная 2 1 !  
Символ Кронекера 1 8  
Сим метризованное произведе· 

н ие 37, 9 1  
Симметричное {)ТНошеиие 39 
Симш1екс 84 
Симплекса вершина 84 
- грань 84 
-- ребро 84 
Синтагматическое отношение 

1 77 
Синтаксическ а я  структура 203 
-- схема 199 
Система знаков а я  204 
- составляющих nолная 1 96 
Следования отношение 1 77, 

1 86 
Сле;а:ствие 1 59 
Сложность вершины 1 4 1  
-- дерева 1 4 1  
Собственное подмножество 237 
Совершенный квазиnоридок 1 30 
-- нестрогий nор ядок 1 27 
-- строгий порядок 1 20  
Совокупность открытая 231 
Совпадающие множества 23 1 
Согл асование 1 79, 187 
Согласов ания отношение 1 79, 

1 87 
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