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АННОТАЦИЯ 

При составлении настоящего курса имелось в виду применение сферн• 
ческой тригонометрии при изучении астрономии, в особенности сферической 
и практической, и геодезии, главным образом, высшей. 

Книга предназначена служить в качестве учебника для студентов младших 
курсов геодезических и землеустроителJ>НЫХ институтов и факультетов, а 
также для учащихся различных отделений геодезических, топографических 

и землеустроительных техникумов при изучении сферической тригонометрии. 

Она может служить также учебным пособием для студентов старших курсов 

и аспирантов специальньlх кафедр тех же втузов. Кроме того, она принесет 
существенную методическую пользу преподавателям математики этих втузов 

при чтении лекций и ведении упражнений по сферической тригонометрии, а 

также будет полезна и инженерам-геодезистам различных уклонов и специализаций. 

Изложение предмета дано в {)бъеме, необходимом и достаточном для всех 

вышеуказанных целей. 

ПРЕДИСЛОВИЕ 

В настоящее время преподавание сферической тригонометрии в геодези

ческих и землеустроительных втузах и техникумах ведут математики, и притом 

на младших курсах. Астрономам и геодезистам часто приходится отмечать 
недостаточную подготовку в этой области студентов старших курсов, присту

пающих к изучению этих основных специальных дисциплин. В свою очередь, 
преподаватели математики также не всегда ясно представляют себе объем и 

специфический уклон, в котором было бы наиболее целесообразно вести пре
подавание этого предмета. 

Желание дать преподавателям математики исчерпывающий ответ на их 

многократные запросы, а студентам старших курсов возможность восполнить 

пробелы и освежить свои знания в этой маленькой области математики, без 
которой, однако, невозможно сколько-нибудь сознательное и продуктивное 

занятие сферической и практической астрономией и высшей геодезией, побу

дило меня составить это краткое руководство по сферической тригонометрии 

в объеме, строго необходимом и минимально достаточном для прохождения и 
усвоения астрономии и геодезии. 

При подготовке к печати настоящего, 2-го издания мною руководило 
же.'!ание учесть, по возможности, указания и замечания рецензентов, а также 

свой личный опыт преподавания за последние годы, не изменяя в то же время 

сколько-нибудь существенно ни объема и содержания этого краткого курса, 
ни, в особенности, самого характера изложения. Интересы и запросы астро
но~ши и высшей геодезии были и неизменно остаются. в центре внимания автора. 
Длн этого издания мною написаны .вновь §§ 3, 20, 26, главы VII и Vlll и 
большая часть "Приложений~. 

В соответствии с пожеланиями рецензентов я вновь написал: § 26 (Формулы 
синуса половины сферического избытка треугольника), § 33 (Об измерении 
углов), § 40 (Диференциальные соотношения сферического треугольника) и 
§ 41 (Решение сферических треугольников с малыми сторонами по способу 
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аддитаментов) и основательно переработал: § 22 (Решение прямоугольных 
треугольников) и § 27 (Решение косоугольных треугольников). В двух послед
них параграфах мною увеличено число разобранных случаев решения сфери

ческих треугольников того и другого вида и способов решения в каждом 
случае, и, кроме того, на каждый случай приведен пример, который решен 

всеми рассмотренными способами. В связи с этим добавлен и § 39 (Практи
ческое замечание о решении треугольников) о так называемом правиле Лаланда, 

так как это "правило" использовано во втором и третьем случаях решения 

косоугольных треугольников при решении их по аналогиям Непера и форму
лам Делямбра-Гаусса. 

Параграфы 34, 35 и 36 главы .VII, написанной вновь, посвящены изложе
нию элементов аналитической геометрии на сфере с точки зрения применении 
ее в астрономии и геодезии и адресованы по преимуществу преподавателям 

математики специальных втузов и факультетов. Эти параграфы вводят в круг 
вопросов, которые могут встретиться при применении сферической тригономет
рии на практике. В этом именно смысле они и могут быть использованы при 
преподавании предмета. 

Наоборот, § 3 (Обобщенные треугольники) и § 37 (Вторая система 
сферических координат) имеют целью ознакомить астрономов и геодезистов, 

хотя бы отчасти, с обобщенной трактовкой сферической тригонометрии и имеют 
в виду, главным образом, аспирантов специальных кафедр геодезических вту

зов. Что касается § 42 (Сферические треугольники с сверхтупыми углами), то 
он, дополняя и § 3 и § 36, представляет некоторый интерес и для тех и для 
других читателей этой книжки. 

В "Приложениях" приведены задачи по сферической геометрии и тригоно
метрии, дающие материал для ведения упражнений и для самостоятельной 

работы учащихся. 
Не перечисляя более подробно, отметим только, что большие или мень

шие добавления сделаны еще в §§ 5, 8, 9, 14, 25, 33, част» в интересах 
большей доказательности и связности изложения, часть и по другим сообра

жениям аналогичного характера. 

В последнее время выявилось, что основательные сведения по сферической 
тригонометрии необходимы также и при прохождении курсов картографии, 

фотограмметрии и других родственных дисциплин. Полагаю, что и эти запросы 
будут здесь в достаточной мере удовлетворены, в особенности в связи с теми 

дополнениями, которые сделаны в настоящем издании. 

В заключение считаю своим приятным долгом выразить искреннюю благо
дарность всем лицам, оказавшим мне помощь при переработке этой книги для 
второго издания, в особенности же рецензенту, доктору техн. наук инженер-пол

ковнику А. В. Мазаеву и ответственному редактору, кандидату техн. наук доценту 

А. И. Витмаи за их весьма ценные ,указания и замечания, принятые мною во 

внимание при окончательном редактировании книги. 

Д-р техн. наук проф. М. К. Вептцель 



Глава 1 

ГЕОМЕТРИЯ НА СФЕРЕ 

§ 1. Элементы фигур на ·сфере. Аналогия между сферой и плоскостью 

Сферическая тригонометрия занимается решением треугольников, располо

женных на сфере, и имеет большое применение в астрономии (особенно в сфе
рической и практической), в геодезии (особенно в высшей), в инструментове
дении, в картографии, в фотограмметрии, в кристаллографии и в ряде· дру
гих наук. 

Причины этого указать не трудно. В астрономии часто пользуются вспо
могательной небесной сферой и постоянно выполняют на ней ряд построений, 

пользуясь методом сферических координат. В геодезии идеальную поверхность 
земли в первом приближении рассматривают как сферическую. В картографии 

пользуются сферой как промежуточной ступенью между реальной земной по

верхностью и изображением ее на плоскости. В инструментоведении и в кристалло
графии применяют вспомогательную сферу для изучения взаимного располо
жения в пространстве осей инструмента или кристалла и различных плоскостей, 

рассматривая на сфере относительное. положение точек и линий пересечения 

этих осей и плоскостей с ее поверхностью и т. д. 

Роль сферической тригонометрии заключается в том, что она дает иссле

дователю систему математических формул и соотношений, помогающих ему 
выражать законы изучаемых явлений кратким, точным и выразительным языком 

математики, математического анализа- в самом широком смысле этого слова. 

В дальнейшем сферическая тригонометрия излагается в объеме, необходи

мом для изучения астрономии и геодезии. 

Однако, прежде чем приниматься за изучение сферической тригономет

рии, нужно познакомиться с некоторыми основными положениями элементарной 

геометрии на сфере. Хотя геометрические построения на сферической поверх

ности и на плоскости весьма различаются между собой, но все же между 

ними можно провести некоторые аналогии, облегчающие изучение сферической 
геометрии. Сферическая геометрия или геометрия на сфере рассматривает 
геометрические свойства фигур, расположенных на поверхности шара. 

Рассмотрим в первую очередь простейшие ЭJiементы фигур на сфере. На 

плоскости элементарными геометрическими образами, так сказать, простейши~ш 
элементами фигур, прежде всего являются точка и прямая. На сфере такими 
элементами будут в первую очередь точка и дуга большого круга. 

Как известно, через две точки на плоскости (и в пространстве) можно 

провести прямую и· притом только одну, т. е. прямая вполне определяется 

двумя точками, через которые она проходит. 

Точно так же и через две точки на сфере всегда можно провести дугу 
большого круга и, вообще говоря, только одну. 

Теорему эту можно доказать следующим образом. Известно, что через 
три точки в пространстве, не лежащие на одной прямой, можно провеста 

плоскость и притом только одну. Проведем через две точки А и В (черт. 1) 
и центр сферы С плоскость. Всякая плоскость, проходящая через центр сферы, 
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пересекает сферу, как известно, по окружности большого круга. Следовательно, 
дуга АВ, полученная в сечении сферы с проведеиной нами шюскостыо, есть 

дуга большого круга; а так как через точки А, В и С может быть проведсна 
только одна плоскость, то и через точки А и В проходит лишь одна окруж· 

\ 

' \ 
' -----Ьс 

tюсть большого круга, что ,и доказывает 
нашу теорему. 

В этом состоит пер в а я а н а л о
г и я между прямой на плоскости и дугой 

большого круга на сфере. Однако, в то 
время как для прямой не приходится де

лать никаких ограничений или оговорок, 

с дугой большого круга дело обстоит .Уv

сколько иначе. 

В теореме о плоскости, проходящей 
через три точки, содержится требование, 

чтобы эти три точки не лежали на одной 

прямой, иначе, как известно, через них 

можно будет провести уже не одну пло

скость, а бесчисленное множество плоско-
Черт. стей. Две точки А и В на поверхности 

сферы могут иногда оказаться на одной 
прямой с i\еtпром сферы; это случится, когда они будут лежать на концах 

одного и того же диаметра (черт. 2). 
В таком случае через эти точки можно провести уже не одну окружность 

большого круга, а сколько угодно. Следовательно, нашу теорему более точно 
должно формулировать следующим образом: через д в е т очки н а сфер е, 

н е л е ж а щи е н а к о н ц ах о д н о г о и т о г о ж е диаметр а, м о ж н о 

провести дугу большого круга и притом только одну. 

в 

Черт. 2 Черт. 3 

Прямая есть кратчайшее расстояние между двумя точками. В элементар
ной геометрии и в анализе доказывается, что и дуга большого круга есть 

кратчайшее расстояние между двумя точка~ш на сфере. . 
Это ноложение является в т о р о й а н а л о г и ей между прямой на плоско

сти и дугой большого круга на сфере. 

Однако, и здесь между ними есть некоторое различие. Через две точки 
на сфере, не лежащие на концах одного и того же диа~1етра, можно провести 

окружность большого круга, но ll этом случае наши две точки разделяют эту 

окружность на две неравные части (черт. 3): на меньшую часть АМВ и б6пь
шую BNA. Так как вся окружность состамяет 360°, то, следовательно, мень
шая дуга АМВ< 180°, а большая дуга BNA> 180°. Очевидно, утверждение 
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Реш е н и е. Из данной точки А (черт. 11) сферическим радиусом *), 
равным 90°, опишем дугу QR; это и будет искомая дуга большого круга, 

для которой точка А будет полюсом. 
Д о/( а 3 а т е ль с т в о. Если взять на дуге QR какие-нибудь две точки 

М и N, не лежащие на одном диаметре, и соединить их дугами АМ и AN 
с точкой А, то по построению 

._, АМ= _. AN=90°, 

а, значит, точка А и есть полюс дуги QR. 
Задача 2. Найти полюс даююй дуги большого ~Сруга. 
Реш е н и е. Из двух каких-нибудь точек М и N данной дуги QR (черт. 12), 

не лежащих на одном диаметре, проведем две дуги сферическим радиусом, 
равным 90°; получим соответственно дуги KL и gH. Точка _пересечения этих 
дуг А и будет полюсом дуги QR. 

Д о!( а 3 а т е ль с т в о. Соединим точку А с точками М и N дугами боль
ших кругов; по построению будем иысть: 

АМ= AN=90°. 

Следовательно, точка А, отстш1щ<ш от двух точек дуги QR на 90°, и 
есть JIO.'IЮC этой дуги большого круга. 

§ 5. Сферические углы и их измерение 

Две дуги большого круга MN и PQ (см. черт. 4), пересекаясь в точке А, 
образуют ссj:ерический угол MAQ. Точк~ А называется его вершиной, дуги МА 
и QA- сторонами. · 

В высшей мате~1атике угол между двумя любыми кривыми MN и PQ 
(черт. 13), пересекающимися в точке А, определяется, как угол между каса
тельными АВ и АС к этим кривым, прове-

денным в точке их пересечения. 

Это общее определение применяется и 

к сферическому углу. Таким образом, мы 
можем сказать, что сферический угол MAQ 
(черт. 14) измеряет с я углом между ка

сательными АВ и АС, проведенны~ш к его 
сторонам, через вершину угла А. Короче 
говорят, что сферический угол MAQ р а в
н я е т с я углу ВАС между касательны~ш, 

т. е. сф. _LMAQ=LBAC. 
Теорема 111. Сферичес~Сuй угол М.I\Q 

(черт. 15) измеряется дугой QM. :ю~Слючен-
ной лtежду ezo сторона;,ш, для ~Соmорой верщuна 
ся полюсом, т, е. 

сф. LMAQ=--- MQ .. 

в 

Черт. 13 

угла, точ~Са А, являет-

*) С ф ер и ч е с к и м ц е н т р о ~~ окружности (и~и дуги) большого или мадого !{руга 
называется точка сферы, от котарои все точки этои окружности (или дуги) лежат на 
одинаковом сферическом иJiи дуговом расстсянии, не большем 90°. Сфер и чес I{ и м 
рад и у с о м окружности (или дуги) боJiьшого или малого круга называется дvга 
большого круга, соединяющая сферический центр этой окружности (и.1и дуги) с .1ю
бой точкой, лежащей на окружности. Очевидно, для бо.1ьшого круга его сферичес1<НЙ 
центр совпадает с полюсом, а сфериче~кий ра.1иус равен 90°. Д.1я малого круга сфе
рический раюrус \lеш,ше 90°. Проведение па сфере дуг и окружностей больших и :>IJ

.1ЬIX кругов выпо.шнется с помощыо сфсри•1еского rщрку.1н, r<оторый, в отличие от 
обыкновенного ннркуля, имеет изогнутые rroжrш. J!errю сообразить, что линейное рас
стонние ~.Iежду ко1щами (остриями) ножек сфер11'Iеского циркуля, таl< скаJать, его рас
творение, дО.'!Ж!IО бын. раrшо хорде дуги большого круга, равноli сферическому ради
усу онисывае:.юй окружности. 
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Л. о те аз iz т е ль с т в о. Проведем плоскости АА' М и AA'Q через диаметр 
АА' и точки М и Q соответственно. Эти плоскости, очевидно,- можно назвать 
плоскостями сторон сферического угла MAQ. Плоскости эти образуют дву
гранный угол MAA'Q, который . мы можем назвать с о о т в е т с т в у ю щи м 

сферическому угi1у MAQ. 
К каждой из сторон угла в точке А проведем касательные АВ и АС со

ответственно. По свойству касательной, каждая из этих прямых лежит в плос

Черт. 14 

По построению 

кости той дуги, которой она касает

ся, и будет перпендикулярна к радиу

су ОА, проведеиному в точку каса
ния, т. е. 

АВ __L АА' и АС __L АА'. 

Следовательно, угол ВАС, яв
ляясь линейным у г лом двугранного 

угла MAA'Q, измеряется тем же 
числом градусов, минут и проч. Ко

роче это выражают, говоря, что угол 

ВАС равняется двугранному углу 
MAA'Q. 

Проведем через центр сферы О 
плоскость RMQ, перпендикулярную к 
диаметру АА'. В сечении получим 
дугу большого круга QMR, для 

которой точка А будет полюсом. 

OQ __L АА' и ОМ __L АА'. 

Следовательно, угол MOQ тоже будет линейным углом двугранного уг
ла MAA'Q. Так как угол MOQ центральный, то он измеряется дугой окруж
ности MQ, на которую он опирается. 

Таким образом, можем записать, что 

сф. L MAQ = L_,EAC, 
согласно определению; 

L_ВАС=двугранному углу MAA'Q, 

по свойству линейных у г лов; 

двугранный угол MAA'Q = L MOQ 

на таком же основании, а по свойству центрального угла 

L_MOQ=_.MQ. 

Объединив эти четыре равенства, получим: 

сф. L_MAQ=L_BAC=дв. уг. MAA'Q=L_MOQ= _.MQ, (1) 

а следовательно, 

сф. L_MAQ= .__MQ, 

что и требовалось доказать. 

С л е д с т в и е 1. Сферичес!(:ай угол и соответствующий е.му двуграшtый 
угол име:от одну и ту же .меру, т. е. 

сф. L_МАQ=двугранному углу MAA'Q. 

Это непосредственно следует из равенства ( 1 ). 
С л е д с т в и е 2. Дуга большого !С руга, проходящая через полюс, перпен.

дитсулярн.а !С поляре, т. е. 

_. АМ __L __ MQ. 
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д о !С аз а т е ль с т в о. Из стереометрии известно, что плоскость МАА1 

(черт. 15), проходящая через прямую АА', перпендикулярную к плоскости RQM, 
будет также перпендикулярна к этой плоскости. Значит, двугранный угол QMOA, 
составленный этими плоскостями, будет равняться 90°, а, стало быть, и со
ответствующий ему сферичЕский угол QMA тоже будет равняться 90°, а это 
и значит, что 

._ AMj__._MQ. 

Дуга АМ называется сферически м пер п е н д и к уляром к дуге QM; 
если сферический угол между ними равняется 90°. 

R 

л' 
Черт. 15 Черт. 16 

С л е д с т в и е 3. СферичеС!Сий перпе~tдu!{уляр /{ дaftflOй дуге большого 
!{руга проходит через ее полюс. 

Д о JC аз а т е ль с т в о. Через две пересекающиеся прямые ОМ и ОА 
(черт. 15) можно провести только одну плоскость АОМ; эта плоскость бу
дет перпендикулярна к плоскости RQM, 
будет проходить через точки М и А и в 
сечении со сферой даст дугу АМ, пер

пендикулярную к дуге MQ и проходящую 
через точку А, что и доказывает след

ствие 3. 
С л е д с т в и е 4. Задача о нахожде

нии полюса данной дуги большого круга 

(см .. задачу 2 предыдущего параграфа) 

теперь может быть решена другим спосо
бом, а именно: на дуге QR (черт. 16) 
возьмем две произвольвые точки М и N, 
не лежащие на одном диаметре, и восста

В:iм в этих точках сферические перпен

дикуляры МА и NA к дуге QR. Точка 
их пересечения будет полюсом дуги QR. 

Доtсазательство. Согласно Черт. 17 
следствию 3 полюс дуги большого круга 
QR должен лежать одновременно на обоих сферических перпендикулярах к 
этой дуге. Следовательно, он лежит в точке их пересечения А. 

Задача 3. Да~tа дуга бJльшого JСруга QR и ее полюс, точ!{а А (черт. 17). 
Из rnoчJCи М, лежащей fta этой дуге, восставить в шй сферичеСJСuй пер
nе~ti'lщсуляр. 

13 



Реш е н и е. Соединим поJtюс А и точку М дугой болы11оrо tфyra. 
Дуга АМ и будет сферическим нернендикулнро:-1 к дуге t2R в точке М. Это 
вытекает из следетвин 2. 

Задача 4. Дана дуzа болыиого круга QR и ее полюс, точка А (черт. 18). 
Из точки М, не лежащей на дуzе QR. опустить на нее сферичеший пер
пендикуляр. 

Р е ш е н и е. Соединим полюс А с точкой М дугой большого круга и 
продолжим дугу АМ до пересечения с дугой QR в точке N. Дуга AMN и 

будет сферическим перпендикуляром 

к дуге QR. Это также вытекает из 
следствия 2. 

С л е д с т в и е 5. Вертикаль" 
иые cфepuчertcue углы равны. 

Д otc аз а те ль с т во. Верти
кальными сферическими углами назы

ваются такие сферические углы, у 

которых стороны одного будут про

должением дуг, являющихся сторо

нами другого сфери·rеского угла, 

как, например, углы MAQ и NAP 
на черт. 14. Если мы продолжим 

касательные АВ и АС к сторонам 

АМ и AQ сфери•rеского угла MAQ 
н направлении точек N и Р соответ

ственно, то угол между продолже-

Черт. 18 ния~ш этих касательных будет, с 
одной стороны, равен сферическо~rу 

углу NAP, согласно определению, а, с другой стороны, будет равен углу 
ВАС, как вертикапьный. Следовательно, 

сф. L_NAP=cф. L_MAQ, 

что и требовалось доказать. 

С л е д с т в н е 6. Смежюяе сферические у гл ,t равны в сумме 180°. · 
Д о !С аз а т е ль с т в о. Смежными сферическими углами называются углы, 

которые имеют общую вершину и одну общую сторону и у которых две другие 

стороны лежат на одном и том же большом круге, как, например, сф. L. QAM 
и сф. L. MAR на черт. 15. Из чертежа видно, что дуга QM есть мера 
сф. L. QAM, а дуга МR-мера сф. L.MAR, т. е. 

сф. L QAM=._ QM; 
сф. L_MAR=_. MR. 

Складывая почленно, получим: 

сф. L_QAM+cф. L_MAR=._QM+.....,MR=_.QR. 

Но из •rертежа видно, что _ QR сеть половина окружности больпюго 

круга QMR и, следовательно, р<1вняетс11 180° .. Таким образом, 

сф. L QAM + сф. L MAR = 180°, 

что и требовалось док<Jзать. 

§ 6. Полярные треугольники 

Если вершины треугопьника АВС явпнются rюпюсами сторон другого 
сферического треугольника А' В' С', то этот последний треугольник называется 
ПО Л Яр Н Ы М ПО ОТНОПJеНИЮ К данному. 

Теорема IV. Если треугольник А'В'С' полярен по отношению к тре
уzольншсу АВС, то а, наоборот, треугольник АВС бvдет полярен по от
нощению к треугольншсу А' В' С' (черт. 19). 
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Д о !С аз а т е ль с т в о. Соединим вершину данного треугольника А 
(черт. 19) с какой-нибудь из точек стороны В'С' другого треугольника, для 
которой точка А служит полюсом, например, с вершиной С', дугой большого 
круга АС'. По свойстnу полюса, дуга АС' будет равняться 90°. Соединим 
также вершину В треугольника АВС дугой большого !{руга с какой-нибудь 

из точек стороны А' С', для которой эта вершина является полюсом, напри

мер, опять с точкой С'. Дуга ВС' будет также равна 90°. 
Мы получили, что вершина С' треугольника А' В' С' отстоит от двух то~ 

чек А и В стороны АВ треугольника АВС на 90°. Следовательно, на осно
вании теор~мы П, вершина С' есть полюс стороны АВ. Таким же образом 
'Можно показать, что точки А' и В' являются полюсами сторон СВ и СА тре
угольника АВС. Итак, все вершины треугольника А' В' С' суть полюсы сторон 
треугольника АВС; значит, этот треугольник является полярным по отношению 
к треугольнику А' В' С', что и требовалось доказать. 

Черт. 19 Черт. 20 

На основании этой 1 еоремы выводим заключение, что сферические треу· 
rольники АВС и А'В'С' взаимно полярны друг другу. 

Иначе это можно формулировать таким определением. Е с л н верш и н ы 

одного сферического треугольника являются полюсами 

с т о р о н др у г о г о, т о т а к и е т ре у г о ль н и к и н азы в а ют с я в за

им но полярными*). 
Теорема V. Угол данного треуzольника u соответствующая ему сто· 

рана полярного с ним треугольника в сумме равняются 180°, т. е. 
(черт. 20) 

А+а' = 180°. 

Д о к аз а т е ль с 11t в о. Возьмем треугольник АВС и взаимfю полярный 
с ним треугоJIЬник А' В' С' (черт. 20). Продолжим стороны АВ и АС до пе
ресечения со стороной В'С' соответственно в точках М и N. Так как 
вершина А есть полюс дуги В' С~, то дуга MN, на основании теоремы Ш, 
явлнется мерой угла А. Из чертежа нидно, что сторона В'С', которую мы 
обозначили через а', делится точками М и N на три части-- В' 1И, MN 
и NC'. 

*) При пересечении трех больших кругов получается 8 сферических тре
гольников. Из них взаимно полярен с данным лишь тот, у которого любан вершина А', 
влнющаяся полюсu~f стороны ВС, и вершина А треугольника АВС, противолежащая 
тороне ВС, лежат по одну сторону от этой стороны. 
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Это можно записать так: 

Складывая, находим: 

A=MN; 
a'=B'M+MN+NC'. 

А+ а'= В' М+ MN + MN + NC' =В' N + МС'. 
Но 

._.B'N=90°, 

так как В' есть полюс дуги АС, на продолжении которой лежит точка N, и 

._.МС'=90°, 

так как С' есть полюс дуги АВ, на продолжении которой лежит точка М. 
Следовательно, 

А+а' =90°+90°= 180°, 

что и требовалось доказать. 

Применяя теорему V к каждому из углов треугольника АВС, будем иметь: 

А+а'=180°) 

В+Ь'=180° t. (2)' 

с+с' = 180° J 
Теорема V/. Сторона данного треугольншса и соответствующий ей 

угол полярного с н.ид треугольн.шса в сум.и.е равняются 180°, т. е. 

Черт. 2! 

(черт. 21) 

а+ А'= 180°. 

Д о fC аз а т е л ь с т в о. Это 
соотношение вытекает уже из то

го, что треугольники АВС и 
А' В' С' взаимно полярны; однако, 
оно может быть доказано и неза

висимо от предыдущей теоре~1ы. 

Для этого продолжнм дугу 

ВС в обе стороны до пересече
ния ее с дугами А' В' и А' С' в 
точках Q и R (черт. 21). Дуга QR 
является мерой угла А', так как 
вершина А' есть полюс этой 
дуги, и она заключена между 

сторонами угла А'. В то же время 
дуга QR точками В и С делится 
на три части (~В, ВС и CR. 

Таким образом, на основании чертежа можем записать: 

а=ВС; 

A'=QB+BC+CR. 
Складывая, найдем: 

а+ А'= QB + ВС + ВС -J-- CR = QC + BR. 
Но 

_QC=90°, 

так как С есть полюс дуги А' В' и точка Q есть одна нз точек ЭТ{)Й 

дуги, а 

так как В есть полюс Дуги А'С' и точка R ~ежит на этой дуге. 
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Следовательно, 

а+А' =90°+ 90°= 180°, 

что и требовалось доказать. 
Применяя теорему VI к каждой из сторон треугольника АВС, можем 

запИсать: 

а +А'= 18.0°} 
ь+в' = 180° . 
с+С' = 180° 

(3) 

Свойства взаимно полярных треугольников, выражаемые равенствами (2) и 
(3), имеют весьма важное значение в сферической геометрии и тригоно~1етрии. 
Они, например, позволяют какие-либо свойства и формулы, выведенные для 

'Сторон сферического треугольника, распространять, с соответствующими изме

нениями, на его углы и, наоборот,- и облегчают, таким образом, вывод целого ряда 

формул и соотношений. 

§ 7. Сферический треугольник и соответствующий ему трехгранный 
угол 

Если вершины сферического треугольника АВС (черт. 22) соединим ра
диусами ОА, ОВ, ОС с центром сферы О и через каждую пару радиусов 
проведем плоскости, которые будут плоскостями соответствующих сторон тре

угольника АВС, то получим трехгран
ный угол ОАВС, с о о т nет с тв ую
щ и й данному сферическому треуголь

нику АВС. Вершиной этого трехгран
ного угла является центр сферы О, 

ребрами- радиусы сферы ОА, ОВ, 
ОС, а гранями- плоскости сторон сфе
рического треугольника ОАВ, ОВС и 
ОСА. 

::1-- В стереометрии рассматриваются 

·следующие шесть элементов трехгран

ного угла: три плоских угла, составлен

ных попарно его ребрами, т. е. углы 

АОВ, ВОС и СОА, и три двугранных 
угла, составленных попарно его гра

:нями, т. е. двугранные углы АОВС, 
ВОСА, СОАВ. 

В стереометрии доказываются еле-
Черт. 22 

дующие свойства плоских и 

а) Сумма двух плоских углов 
'КОГО угла. 

двугранных углов трехгранного угла: 

трехгранного у г л а больше третьего плос-

б) Разность двух плоских углов трехгранного угла меньше третьего пло
·ского угла. 

в) Сумма всех трех плоских углов трехгранного угла больше нуля и 
·меньше 360°. 

В справедливости первых двух свойств можно легко убедиться на раз

.движной модели трехгранного угла. Справедливость третьего свойства станет 
•очевидной на основании следующих рассуждений. Если мы будем уменьшать 
·плоские углы нашего трехгранного }'T:Ja, сдвигая между собой его ребра, т. е. 

·радиусы ОА, ОВ и ОС, то и сумма плоских углов будет рtеньшаться; в пре
,,де.1Jе сумма этих углов может стать равной нулю; однако, это произойдет 

·только в том случае, если каждое из слагаемых, т. е. каждый из плоских 

углов в отдельности, станет равным нулю. Но тогда ребра должны будут 
·слиться между собой в одну прямую и трехгранный угол исчезнет, он обра

тится в прямую. Знач~т. если трехгранный угол существует, сумма его плос-
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kИХ углов должна (ыть бо.1ьше нуля. Если, наоборот, мы оудс~t увели•шrить 
IJлоские углы нашего трехгранного угла, раздвигая его ребра, то и сумма его 

плоских углов будет увеличиваться. В пределе, когда сумма эта достигнет 360°, 
трехгранный угол исчезнет- он обратится в плоскость. Зна<rит, пока трех

гранный угол существует, сумма его плоских углов должна быть мень
ше 360°. 

г) Сумма всех двугранных углов трехгранного угла больше 180° и мень
ше 540°. Доказательство этого свойства можно найти в некоторых полных 
курсэ.х элементарной геометрии. 

Между элементами сферического треугольника АВС и элементами соот
ветствующего ему трехгранного yгJia ОАВС существуют определенные вззимо
свнзи, а именно: 

1) Плоские углы трехгранного угла равняются соответствующим сторонам 
сферического треуг()льника. 

Это вытекает из того, что плоские углы трехгранного угла измеряются, 
как углы центральные, дугами, на которые они опираются, т. е. как раз сто

ронами треугольника АВС. 

2) Двугранные углы трехгранного угла равняются соответствующим сфе
рическим у г лам треугольника АВС. 

Это свойство явствует из следствия 1 теоремы III (см. стр. 12). Фор-
мулами эти зависимости можно выразить так: 

a=L_BOC} 
b=L_COA . 
c=L_AOB 

сф. L А __ двугранному углу СОАВ } 
сф. L В-- " " АОВС . 
сф. L_C= ВОСА 

. .J § 8. Свойства сторон и у г лов сферического треугольника 

(4) 

(5) 

Свойства элс~tентов сферического треугольника вытекают из свойств эле

ментов трехгранного угла, перечисленных в предыдущем параграфе. 

На основании свойства а) и формул (4) выводим следующее свойство 

стор,,н треугольника: 

1) Сумма двух сторон сферического треугольника больше третьей, т. е. 

(6) 
На основании свойства б) и формул (4) имеем: 

2) Разность двух_сторон сферического треугольника меныuе третьей его 
стороны, т. е. 

с-Ь<а. (7) 

3) Сумма сторон сферического треугольника больше нуля и меньше 

360°, т. е .. 

Это вытекает из формул (4) и свойства в), а также может быть доказано 
следующим nростым рассуждением. 

Если мы будем уменьшать стороны сферического треугольник11, то в пре

деле он исчезнет, превратнсь в точку, и, следовательно, сумма его сторон 

обратится в нуль. Если мы будем увеличивать стороны· сферического тре

угольника, то в пределе оп тоже исчез1rет, он превратится в окружность бот.

шого круга, и, следовательно, сумма его сторон будет стремиться к 360°, 
как к пределу. Значит, пока сферический треугольник существует, сумма er о 
сторон должна быть бодьше нули и меньше 360°. 

4) Сум.11а углов сферического треугольника больше 180° и меньше 
540°, т. е. 

180°< А+В+С< 540°. (9) 
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Это вытекает из формул (5) и свойства r) двугранных углов трехrран· 
н ого угла, пр иведенных в предыдущем параграфе. 

и 

Ввиду важности этого свойства, докажем его еще иным путем. 

Возьмем двойное неравенство (8) и разобьем его на два простых: 

а+ь+с<360° 

а+ь+с>О. 

Применим эти неравенства к треугольнику А' В' С' (черт. 21), взаимно 
полярному с данным треугольником АВС, т. е. запишем: 

и 

а'+ Ь' +с'< 360° (I) 

а' --J-b'+c'>O. (II) 

По свойству взаимно полярных треугольников, по формулам (2) § 6 получим: 

а'= 180°-А } 
Ь' = 180°- В . (III) 
с'= 180°-С 

Подставляn в неравенство (I) вместо а', Ь' и с' их выражения через пра· 
вые части равенств (III), получим: 

(180°- А)+ (180°- В) +(180°- С)< 360°, 
или 

540°- (А +В+ С)< 360°, 
или 540°--360° <А+ в+ с, 
или 180° < А+ В+ С, 

т. с. . А+В+С> 180°. 

Таким образом, первая часть неравснства (9) доказана. 
Теверь выполним такую же подстановку выражений (111) в неравенство (11): 

(180°- А)+ (180°- В) +(180°- С)> О, 
или 540°-(А+В+С)>О, 

или 54О0 >А+в+с, 
т. е. А +в+ С< 540°. 

Таким образом, неравенство (9) полностыо доказано. Попутно этим дока• 
зательством дан вример применения свойств взаимно полярных треугольников, 

о котором было упомянуто в конце § 6. 
Итак, су~1ма углов сферического треугольника всегда больше 180° на неко

торую величину, которая называется сферически м из бы т к о м и л и 
эксцесс о м и обозначается буквой в. Таким образом, мы можем записать 

А+В+С=180°+в. (10) 

Сравнивая равенство ( 1 О) с неравенством (9), видим, что 

О<в<360°, 

т. е. сферический избытuк больше нуля и меньше 360°. 
Первые два свойства сферического треугольника аналогичны свойствам 

плоского треугольника, последние два свойства присущи только сферическому 

треугольнику. С.1едует отметить и еще некоторые свойства сферических тре

угольников, аналогичные свойствам плоских,-- а 'именно: в сферическом тре

угольнике: 

2* 

5) против равных сторон лежат равющ углы; 
6) против равных углов лежат равные стороны; 
7) против большей стороны лежит больший угол; 
S) против большего угла лежит б6льшая сторона. 
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Свойства 5)- 8) могут быть доказаны с помощью построений и рассуж
дений, а~алогичных тем, которые служат для доказательства подобных же 
теорем в Планиметрии. 

§ 9. Равные и симметричные сферические треугольники 

Равными называются такие сферические треугольники, которые при нало
жении совпадают. Очевидно, у равных треугольников и все соответственные 
элементы равны, как, например, у треугольников АВС и А'В'С' на черт. 23. 

с' 

д 

о 

с 

Черт. 23 

а• 

С' 

Однако, обратное утвер
ждение не всегда справед

ливо, как например, для 

треугольников АВС и А'В'С' 
на черт. 24. Хотя у этих 
треугольников все части од

ного треугольника соответ

ственно равны всем частям 

другого, однако, эти тре

угольнюш не равны, так как 

вследствие их сферичности 

и неодинакового расположе

ния их частей они при на

ложении не совпадают. Та

кие треугольники называют-

ся с и м м с т р и ч н ы м и. 

Условие равенства сферических треугольников может быть сформулиро
вано так: е с л и т р и к а к и е- л и ()о э JI е м е н т а о д 11 о г о сфер и чес
к ого треугольника соответственно равны трем Э.'Iементам 

д р у г о г о и р а с п о л о ж е н ы у о б о и х т р е у г о л ь н и I< о в о д и н а к о в о, 
то такие треугольники равны. Наоборот, если три элементаодного 
сферического трсугтrьника соответственно равны трем элементам другого, 
но р а сп о л о ж е н ы у обоих 

треугольников н е о д и н а к о в о, 

то такие треугольники с и м м е т

ри ч ны друг другу. 

Теорема VJI. Cu.u.Jtempuч

ныe треугольнш:и равновелшси, 

т. е. занимают одинаковую часть 

поверхности сферы, на которой 

они лежат. 

'"' Д о ~е а з а т е л ь с т в о. 
Пусть точка О (черт. 24) отстоит 
от точек А, В и С на одинако
вом, сферическом расстоянии, а 

точка О' так же расположена от
носительно точек А', В' и С'. 
Иначе СJ(азать, точки О и О' явля-

д 
д' 

Черт. 24 

ются сф<>рическими центрами окружностей, описанных около соответствующих 

сфери•Iеских трсу1·ольников. Так как сферический центр окружности малого кру

га, описанного около сферического треуго,'IЬника, лежит на сферическом перпеl!

дикулире, восстановленвам в середине каждой из его сторон, то двухкратным 

наложением убеждаемся, что сферические радиусы окружностей, вписанных 
в два симметричных треугольника, равны между собой. В самом деле, наложЮI 
сперва сторону В' А' на сторону АВ, совместив точку В' с точкой А; точка 
А' совместится тогда с точкой В вследствие равенства сторон АВ и А' В', 
а точки О и О' обе расположатся где-нибудь на сферическом перпендикуляре, 
восстановленном к совпавшим сторонам АВ и А' В'. Наложим теперь сторону 
В'С' на сторону ВС, совместив при этом то•1ку С' с точкой В, тогда, вслед-

20 



или, нaJ<OIJCЦ, по умножении на 2 и упрощении, 

sin 2В sec Ь = sin 2С sec с, (23) 

то-есть п р о и з в е д е н и е с и н у с а д в ой н о г о к о с в е н н о г о у г л а н а 

секанс противо.~ежащего этому углу катета есть для 

д а н н о г о п р я м о у г о JJ ь н о г о с ф е р и ч е с к о г о т р е у г о л ь н и к а в е

личина постоянная. 

Это и являете н в т о р ы м и н вар и а н т о м рассматриваемого вида тре
угольников. 

Оба инварианта могут быть истолкованы с геометрической точки зрения. 

Первый инвариант равняется синусу сферического перпендикуляра, опущен
ного из вершины прямого угла на гипотенузу. Если мы обозначим этот пер
пендикуляр буквою h, то формулу (21) можем переписать так: 

tg Ь cos В= tgccos С= sinh. (21') 

Чтобы доказать это, напишем по правилу Непера-Модюи: 

ctg В tg Ь = sin с и ctg С tg с= sin Ь. 

Умножая первое равенство на sin В, а второе- на sin С, получим: 

cos В tg Ь = sin с sin В и cos С tg с= sin !J sin С. (а) 

Далее, определяя дважды sin h из тех двух сферических треугольников, 
на которые сферический перпендикуляр h разбивает данный треугольник, 1io 
правиJJу Непера-Модюи будем иметь: 

sin h = sin !J sin С= sin с sin В. (б) 

Сопоставляя равенства (а) и (6), получаем формулу (21 '). 
Второй инвариант равннется удвоенному произведению синусов косвенных 

уrлов прямоугольного сферического треугольника, т. е. 

sin 2В sec /J = sin 2С sec с= 2 sin В sin С. (23') 

Из данного треугольника по правилу Непер~-Модюи имеем: 

откуда 

cos В= sin С cos !J и cos С= sin В cos с, 

cos в . с cos с . в 
--ь=sш и --=sш . cos cos с 

Умножая перnое раnене1·во на 2 sin В, а второе- на 2 sin С, поJJучим: 

2 sin В cos В 2 sin С cos С z . В . С ---::-- = = SШ SШ cos ь cos с , 

откуда и следует равенство (23'). 
Чтобы не возвращаться более к этому вопросу в дальнейшем изложении, 

отметим, что оба инварианта могут быть использованы n качестве контроль
ных формул при решении прямоугольных сферических треугольников (§ 22), 
а также при вычислении сферического избытка прямоугольного сферического 
треугоJJьника с малыми сторонами (§ 33). 

§ 21. Соотношение между катетом и противолежащим ему углом 

Теорема. Катет tt противолежащий ему острый уzол суть величин'>t 
одн.оzо и того же порядка. 

Д о к аз а т е ль с т в о. Для прямоугольного сферического треугольника 

на основании фор~tул ( 18) и ( 19) всегда имеют место следующие соотноше
ния между одинаковыми функциями катета и противолежащего ему угла: 

sin b=sin В sin а, 
cos B=cos Ь sin С, 
tg Ь = tg В sin с. 



13 правых частях этих формул вторыми М1южитслями везде стоят синусь1 
тех или других элементов треугольника. Так как эле~1енты сферического 

треугольника- как стороны, так и углы- должны быть меньше 180°, то 
синусы их всегда положительны. Поэтому синусы, косинусы и тангенсы ка
тета и противолежащего ему угла всеt·да имеют соответственно од11и и те же 

знаки. Следовательно, катет и вротиволежащий е~1у yгoJI всегда либо оба 
больше, либо оба меньше 90°. 

Так как эти вторые множители, как синусы, всегда меньше единицы, то, 
если а, с и С не бесконечно малы, синусы, косинусы и тангенсы катета 
и противолежащего ему угла, очевидно, будут величинами одного и того же 

порядка. Следовательно, катет и противолежащий ему угол, при ·этих усло
виях, также будут величинами одного и того же порядка, что и требовалось 
доказать. 

Случай, когда какая-либо или какие-либо из ве.~ичин а, с и С бесконечно 
~1алы, требует более подробного исслел,ования, которое выходит за рамки 
настоящего курса. Здесь возможен, наврю1ер, случай, когда все стороны 

сферического треуголышка будут бесконечно малы, а углы будут иметь ко
нечную nелич~;~ну. Это будут так называеl\Iые треугольники, "с малым изгибом" 
сторон. Такие треуго.1ьники можно рассыатривать и решать как плоские. 
Возможен также случай, когда треугольник будет бесконечно мало отличаться 

от сферического двуугольника, т. е. одна его сторона бесконечно мaJia, а две 
другие блазки к 180°. 

§ 22. Решение прямоугольных сферических треугольников 

Если три элемента сферического треугольника даны, то можно найти три 

оста:1ьных его элемента, т. е. решить треугольн11к. При это:.1 в теории нри

нято искомые ЭJJементы выражать невосредственно через щшнi,Jе, на практике 

же часто д.riЯ удобства уже найденный элемент расоштривают в дапыейшем 

как данный и выражают через него искомые. 

Так как в прнмоу1·опьном треугольнике один элемент, т. с. прямой угол, 

псегда известен, то для решения прямоугольного сферического треугольника 
достаточно знать какие-либо два нз его остальных пяти элементоп. Это под

тверждают и формулы ( 18) и ( 19), ибо в каждую из этих форму л входят 
только три элемента, так что, зная какие-либо два из них, можно определить 

третий. Вместе с тем, как это 5шстnует нз с.1едствия, сформупированного в 

§ 11, этими дпумя элементами могут быть и uба косвенных yr ла треуголыш
ка, так как сферический треугольник шюлне опреде:шется тремя своими уг

лами. Общий IJЛан решения прямоугольного сферического треуrо:Iьноiка таков: 
каждый из трех иско:-.1ых его эпементов, по.тtьзуясь правило~! Непера-Модюи, 

uыражают через данные, составляя одну из фор~tул ( 18) и.1и ( 19), смотря по 
взаимному расположению искомого и данных ЭJIС~Iентов. При этом вовсе не 

обязательно, чтобы искомый элемент с ca~IOI'O начала находился в левой части 

формулы, так как потом формулу можно алгебраически решить относительно 
этого искомого элемента. 

После того как для каждого из искомых элементов получена рабочая 

формула, необходюю составить контрольную форыулу, которая получается; 

если все три найденных элемента соел:инить одной формулой, составленной 

;:оrласно правилу Непера-Модюи. 
;.?} В подробных курсах сферической тригонометрии разбираются следующие 

шесть случаев решения прямоугольных сфернческих треугольников: 1) по 
гипотенузе и катету, 2) по двум катетам, 3) по гипотенузе и одному из 
косвенных углов, 4) по катету и прилежан.1,ему углу, 5) по катету и противо-

- лежащеlllу углу, 6) по двум углам. 
Из них только пятый спучай дает два решения, так как все три иско

мых элемента находится по синуса111. Хотя в нерво111 и третьем случаях тоже 

опш нз элементов вычисляется по синусу, но в этих слу•1анх выбор между 
двумя возможными решенними (меньше 90° или больше 90°) можно сделать, 
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руководствуясь 7 -м или 8-м свойствами сферического треугольника (см. § 8), 
а также соображениями, изложенными в § 21. 

Следует, кроме того, иметь в виду, что иногда по синусам и косинусам 
искомые элементы получаются с недостаточной точностью. Это, как известно, 
для синуса бывает тогда, когда искомый угол или дуга близки к 90°, а длн 
косинуса- к 0° или к 180°. Тогда стараются перейти к тангенсу, либо ис
пользуя для получения нодходящей формулы уже найденные элементы, либо 

преобразуя первоначальную формулу на основании известного соотношения 

t ~- -./1 - cos 11 

g 2 - v 1 + cos 11 • 

Далее мы рассмотрим для примера четыре первых случая, как более часто 
ВСТреЧJ'IЮЩИеСЯ. 

1 случай. Дана гипотенуза а и катет Ь. Найти углы В и С и катет с 
(см. черт. 38, где данные элементы отмечены кружком). 

По правилу Непера-Модюи, длн у г л а С сразу наш~-
шем: 

cos С= ctg а tg Ь. 

Далее, таким же образом будем ·иметь: 

sin Ь = sin а sin В, 
откуда 

и, наконец, 

или 

. В sinb 
SIП =-

sina 

cos а---:- cos Ь cos с 

cos а 
cos с= cosb 

(1) 

(Il) 

(III) Черт. 38 

Формулы (!), (II) и (111) решают зада•1у. Чтобы получить контрольную 
формулу, соединим С, В и с по правилу Непера-Модюи: 

cos C=sin Bcos с. (IV) 

За~tетим, что контроль здесь получается двоякий. Формально элементы 

треугольника в контрольную формулу должны входить под знаками тех же 

самых функций, по которым они определялись в формулах (!)- (111). При 
подстановке же числовых значений контрольная формула должна обращаться 
в тождество. 

Пример. Решить прямоугольный сферический треугольник, если гипо
тенуза а=83°4'25" и катет Ь=142°17'10". 

Вычисление угла С 

lg ctg а \9.08 451 
lg tg ь 9.88 834 ll 

Jgcos С 1
1
8.97 2R5 11 

с 95°23'25'' 

Нычисление катета с 

Jg cos а 19.08 133 
lg sec Ь 0.1 О 1 78 n 

lgcos с \9.18 311 n 
с 98°46'7" 

Решение 
Вычисление угла В 

lg sin Ь \9.78 655 
lg cosec а 0.00 318 

1~ sin В 19.78 97:~ 
R 111°Б7'38" 

I<онтроЛJ, 

lg sin В 19.78 973 . 
Jg cos с 9.18 311 а 

Сумма 1 8.97 284 н 
lg cos С 8.97 28Б n 

Как только вычислены все три логариф~1а функций нскомых элементов, 

прежде всего делаем контрольные IшчислеiJИЯ. "Контроль" н нашеы пр им ере, 

как обычно говорят, "сошелся". Расхождение на одну едишщу последн;.;1·о 

знака допустимо и объясняется неизбежными ошибками округ левий. Пос.1е 
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этого подыскиваем по логарифмам искомые элементы в тако~1 порядке: спсрв,, 
С и с, а затем уж В. Так как В находится по синусу, а синус в 1 и во 11 
четвертях положителен, то вычисленному значению lg siп В соответствуют два 
значения угла В: 38°2'22" и 141°57'38". Однако, на основании свойств сфе
рических треугольников вообще и прямоугольных в частности (см. §§ 8 и 21 ), 
заключаем: так как Ь > 90° и Ь >с, то должно быть В> 90° и В> С. 

Следовательно, в нашем примере годится только вто-

8 рое значение, т. е. В= 141°57'38". 

!1 

Черт. 39 

11 случай. Даны два катета Ь и с. Найти углы 
треугольника В и С и гипотенузу а (черт. 39). 

По правилу Непера-Модюи, для гипотенузы а 

непосредственно имеем; 

cos а= cos fJ cos с. 

Затем, по то:-1у же правилу, напишс:-1: 

sin с= ctg В tg Ь, 
откуда 

sin с 
ctg В= tg Ь . 

Точно так же получим сначала выражение 

sinb=ctgCtgc 

( 1 ) 

(1!) 

и затем отсюда найдем: 

sin Ь 
ctgC=tg с • (IIl) 

Формулы (1), (II) и (III) и будут рабочими формулами для второго случая. 
Контрольная же формула здесь будет иметь такой вид: 

cosa=ctgBctgC. (IV) 

Пример. Решить прямоугольный сферический треугольник, если его 

катеты 

.Вычисление а 

lg cos ь 9.75 096 n 
lg cos с 9.45 135 

lgcos а 9.20 231 n 
а 99°10'6'' 

Вычисление С 

lgsin Ь 9.91 701 
lg ctg с 9.46 944 

lg ctg С 9.38 645 
с 76°18'59" 

ь = 124°18' 17", 
с= 73 34 39. 

Решение 
Вычис,1ение В 

lgsln с 9.98 191 
lg ctg Ь 9.83 396 n 

lg ctg В 9.81 587 n 
в 123°12'9'' 

Контроль 

lg ctg В 9.81 587 11 

1.[ .:.tg с 9.38 645 

Сумма 9.20 232 п 
lg cos а 9.20 231 n 

Контроль "сходится" (см. пояснения к нредьщущему примеру). Если сто
роны треугольника малы, то формула (I) не нригодна. Тогда сначала вычис
ляют углы В и С, а затем гипотенузу а, дважды по формулам: 

tgb tgc 
tga=-- и tga=--

cos с cos в ' 
которые легко получаются из формул (19). Сошrадение результатов, получен
ных при вычислении по обеим формулам, служит контролем. 

111 с л у ч ай. Дана гипотенуза а и косвеrпщй угол В. Н:айти кдт~ты h 
и с и угол С (черт. 40). 
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Непосредственно по правилу Непера-Модюи дт1 J{ЗТl~та h получим: 

sin Ь = sin а sinB. (1) 

Для получения другого катета с, сперва запишем: 

cos B=ctg а tgc, 
д 

а затем найдем: 
' cos в 

tgc=-1-. 
с g а (ll) 

Для угла С, подобным же образом будем иметь: 

cos а= ctg в ctg с,· 

с 

Черт. 40 
откуда 

ctg С- cos а . (111) 
-ctg В 

Получив рабочие формулы (1), (11) и (III), контрольную форыулу составим 
обычным путем, т. е. 

sin h = tg с ctg С. (IV) 

Пример. Решить прямоугольный сферический треугольник по гипотену
:~е а и косвенному углу В, если а=37°48'5" и В=123°17'14". 

Вычисление Ь 

lg sin а 9.78 740 
lg sin В 9.92 217 

lg sin Ь 9.70 957 
ь 149° 10' 46" 

ВычисJiение С 

lg cos а 9.39 770 
lg tg В 0.18 273 n 

lg ctg С 0.08 043 n 
с 140°16'32" 

Решение 

ВычисJiение с 

Jg cos В 9.73 944 n 
lg tg а 9.88 970 

lg tg с 9.62 914 n 
с 156°56'20" 

Контроль 

Jg tg с 9.62 914 ll 
lg ctg С 0.08 043 n 

Сумма 9.70 957 
Jg sin Ь 9.70 957 

Контроль сошелся в точности. Катет Ь должен быть больше 90°, таi{ 
как данный угол в больше 90° (§ 21). Условие, что ь<с, т. к. в<с, не 

8 

с 

Черт. 41 

Формулу для вычисления 
непосредственно: 

противоречит предыдущему. Если катет Ь бли

зок к 90°, то его точнее можно получить вычи
слением по формуле: 

tg Ь = tg а cos С, 
или по формуле: 

cos b=~os а 
cos с 

IIOCЛe ТОГО, КаК С И С уже ВЫ'IИСЛСНЫ. 

IV с л у ч а й. Даны катет Ь и прилежа
щий к нему косвенный угол С. Найти гипоте
нузу а, катет с и другой косвенный угол В 

(черт. 41). 
у г л а В составим по правиiiу Непера-Модюи 

cos В= cos Ь sin С. (1) 

Гипотенуза а может быть найдена из соотношения: 

cos С= ctg а tg Ь, 
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из которого имееы: 

cos с 
ctg а= tg Ь • 

Точно таким же образом для катета с запюНС\1 спа•1ала: 

sin Ь = tgc ctg С, 
откуда 

sinb 
tgc=-t с· 

с g 

(Il) 

(III) 

Эти три формулы (I), (II) и (III) будут рабочими форыулами для рассма
триваемого случая. В качестве контрольной послужит фор~1ула: 

cosB=ctgatgc. (IV) 

Пример. Решить прямоугольный сферический треугольник по катету Ь· 
и прилежащему косвенному углу С, если дано: 

Вычисление В 

lg cos ь 9.85 370 
Ig sin С 9.88 425 

lg cos в 9.73 795 
в 56°50'30" 

Вычисление с 

1g sin Ь 9.84 519 
1g tg с 0.07 619 

lg tg с 9.92 138 
с 39°50'31" 

Ь=44°26'21" 

С=50 О О. 

Реше11ие 

Вычисление а 

lg cos r: 9.80 807 
lg ctg Ь 0.00 850 

lg ctg а 9.81 6.57 
а 56°45'19" 

Контроль 

lg ctg а 9.81 657 
lg tg с 9.92 138 

Сумма 

1g cos в 
9.73 795 
9.73 795 

Контроль сходится точно. Если угол В близок к 0°, то точнее вычислять 
его по формуле: 

. В sinb 
sш =-sin а ' 

для чего нужно предварительно вычислить гипотенузу а. 

Г л а в а IV 

КОСОУГОЛЬНЫЕ СФЕРИЧЕСКИЕ ТРЕУГОЛЬНИКИ 

§ 23. Формулы полупериметра 

Так как почти все основные форыулы, выведенные нами в главе II, 
неудобны для логарифмического вычисления, то для косоугольных треуголь

ников выводятся еще несколько групп формул, свободных от этого недо-. 
статка. 

Прежде всего получим формулы для синуса и косинуса половины угла 
сферического треугольника в функции его сторон. С этой целью возьмем 

первую из формуJJ (11) (§ 10) 

cos а= cos Ь cos с+ siп Ь sin с cos А 

и определим отсюда косинус входяш.его в нее угла А: 

, 
А cos а - cos Ь cos с 

cos =- sin Ь sin с 
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Далее, возьмсм тождество 1 = i и вычтем из него почленно предыдущее 

равенство: 

пли 

1 А siп Ь sin с - cos а + cos Ь cos с -cos = ···· 
sin Ь siв с 

2 . 2 А _ cos (Ь- с)- cos а 
sш 2 - sin Ь sin с 

При этом в числителе дроби в правой части мы сделали замену на основании 
Известной формулы гониометрии: 

cos Ь cos с+ sin h sin с= cos (Ь- с). 

Получившуюся в числителе той же дроби разность косинусов заменим 
nроизведением, также на основании известной формулы тригонометрии, т. е. 
~шпишеы: 

2 sin { (а + Ь - с) sin { (а - Ь + с) 
2 sin 2 ~- --------:-----.--,--------2 - sinb sinc 

откуда 

или 

. А -. r sin ~- (а+ Ь - с) sin-} (и - Ь +с) 
sш 2 = V sinbstnc 

Теперь сложим почленно тождество 1 = 1 и равенство (а): 

1 + А _ sin Ь sin с + cos а - cos Ь cos с 
cos - sin Ь sin с ' 

2 соsз ~= cos а- cos (Ь +с) 
2 sin Ь sin с 

(1) 

При этом мы числитель предыдущей дроби (в nравой части) сначг.ла перепи-

са.rш так: 

cos а- (cos Ь cos с- siп Ь sin с), 

а потом выражение в скобках заменили косинусом суммы двух углов Ь и с, 

основываясь на известной формуле гониометрии. 
Заменяя, аналогично предыдущему, разность косинусов в числителе про· 

изведением, получим: 

А 2 sin -~ (а+ Ь + с) sin ~ (Ь +с- а) 
2 соsз 2 = sin bsin с 

откуда 

А -. r sin + (а + Ь +с) sin ~ (Ь + с- а) 
cos т= v sinbsinc (ll) 

. А А 
Вr,rраженин для sш 2 и cos 2 можно еще несколько упростить, если 

ввести обозначение 

а-!-Ь+ с=2 р, 

где р- полупериметр рассматриваемого сферического треуголынrка. Тогда 

будем иметь 
1 

-2- (а+Ъ+с)=р. 

Далее, отнимая от обеих частей этого равенства по стороне с, може:-1 

записать: 
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ипи 

Аналогично НGйдсм 

и 

1 
2 (а+Ь-с)=р-с. 

1 
2 (а-Ь+с)=р-Ь 

1 
Т(Ь+с-а)=р-а. 

Внося полученные вырGжения в формулы (I) и (II), окончательно получим: 

. А .. 1 sin (р - Ь) sin(p- с) 
sш 2 = V sin Ь sin с ' 

А 1jsinp sin (р- а) 
cos Т= f sin Ь sin с • 

Такю1 образом, синус половины угла сферического тре

угольник а равняет с я к о р н ю к в а др а т н о м у из др о б и, в ч и с л и

т е л е к о т о р о й с т о и т пр о и з в е д е н и е с и н у с о в р аз н о с т е й п о л у

пер и м е т р а и пр и л е ж а щи х к у г л у с т о р о н, а в знамен а т е л е

произведение синусов этих стиран. 

Косинус половины угла сферического треугольника 
р а в н я е т с я к о р н ю к в а др а т н о м у из др о б и, в ч и с л и т е л е к о т о

рой стоит произведение синуса полупериметра на синус 

раз н о с т и по луп ер и м е т р а и пр о т и в о .ТJ е ж а щей у г л у с т о р о н ы, 

а в з н а м е н а т е л е - п р о и з в е д е н и е с и н у с о в п р и л е ж а щ и х с т о

р о н. 

Так как угол сферического треугольника все г да меньше 180°, а половина 
его всегда меньше 90°, то перед квадратным корнем в обоих случаях подра
зумевается знак плюс. 

Применяя выведенные формулы к каждому из углов треугот,н~l!{а, но
лучим: 

. А 
sшт= 

. в 
sшт= 

. с 
sшт= 

А 
cos 2 = 

р 

COS ~ с.= 

с 
C')S 2= 

-. jr S!n (р - Ь) sin (р - с) ) 
V sin Ь sin с 1 

1 j sin (р ~с) s~n (р- а) } 
J S!Q С SIП а l 

Vlsin(p -a)sin(p- Ь) 1 
sin а sin Ь ) 

"/-siil р sin (р- aj) 
t' sin Ь sin с \ 

~ 1 sin ~ sin ~р - Ь) ~ 
V SIП С SIП а l 

~ /sinp sin (р- с) \ 
V sin а sin Ь ) 

(24) 

( :25) 

Этс, и есть формулы полупериметра для синусов и косинусов половiiнных 

углов треугольника. 

Чтобы nолучить формулы полупериметра для тангенса, достаточно раз
делить выражение для синуса половинного угла на выражение для косинуса 

половины того же угла. 

Производя это действие последовате.лLно для каждого из углов сфери

ческого треугольника на основании формул (24) и (25), после соответствую-
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щих сокращений будем иметь: 

t ~= .. /sin(p-b)sin(p-c)) 
g 2 V sin р sin (р - а) 1 

t !!_= .. /sin(p-c)sin(p-a)} 
g 2 V sin р sin (р- Ь) l 
ta_f_= .. /sin(p-a)sin(p-b)J 
ь 2 V sin р sin (р - с) 

(26) 

Эти формулы можно представить в еще более простом виде путем сле
дующих несJюжных преобразований. 

У~1ножим числителя и знаменателя подкоренных дробей на синус разности, 
стоящий в зна~1енателе, т. е. соответственно на sin (р- а}, sin (р- Ь) и 

siп (р- с}, и, вынеся из-под корня получившийся в знаменателе квадратиче-
ский мtrожитель, nолучим: 

А 1 
tg ~ = siп (р - а) 

в ta - = --:---;---;с 
ь 2 siп(p- Ь) 

1/ ~п (р- а) siп (J:- Ь) sin (р- с) 
r sшр 

) 

f. . 1 siп (р- а) siп (~ - Ь) siп (р- с) 
V sшр 

с 1 
tg 2 = sin (р -с) J 1 (siп (р- а) sin ~- Ь) sin (р- с) 

r sшр 

Введя обозначение 

М= ~ 1 siП(p- а) sin (р- Ь) sin (р -с) 
V sinp ' 

(27) 

окончательно nолучим 

t ~= м 
g 2 siп (р -а) ) 

t f!___ м l 
g 2 sin (р - Ь) ( · 

t f= м J g 2 sin (р- с) 

(28) 

Формул1:1 (28) и являются формулами полупериметра для тангенсов по
ловинных углов сферического треугольника в наиболее удобном для практи
ческого ирименения виде. 

Итак, т а н г е н с nо л о в и н ы у г л а с ф е р'и чес к о г о т ре у г о ль
ника равняется вспомогательной величине М, деленной 

на синус разности полупериметра и nротиволежащей углу 

с т о р о н ы. В сn о м о г а т е ль н а я в е л:!'! чин а М равняет с я к о р н ю 
к в а др а т н о м у из др о б и, ч и с л и т е ль к о т о рой-пр о из в е д е н и е 

синусов разностей полупериметра и каждой из сторон 

т ре у г о ль н н к а, а з н а м е н <1 т е ль-- с и н у с по луп ер и м е т р а. · 

§ 24. Формулы синуса и косинуса полусуммы и полуразности углов 

сферического треугольНИI<а 

Эти форыулы дают выражение для синуса и косинуz·а IЮJiусуммы и по

луразности ;щух каких-либо углов сферического треугольника в функции 
противолежащих им сторон и третьего у г л а. 

Выведем сначала формулы для с и 11 у с а по л у с у м мы и по л ура з-

д . А±В б 
н о с т и. ля этnго возьмем sш -----z- и подвергнем его ряду прео разова-

ний: во-первых, 

. .4-+- В . (А +В) . А В + А . В stn- 2 = s•n 2 _ 2 = sш 2 cos 2 _ cos 2 .sш 2 . 
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Затем подставим сюда, ю1есто синусов и косинусов половинных углов, 
их выражении из формул (24) и (25): 

sin А.:±: В= , / sin (р -- !1) siп (р- с) . w 1 sin ~ sin (~- Ь) + 
2 V siп Ь sin с V sш с sш а -

+ ,/sinp~iп(p_-a). ,/sin(p~c)si~(p-a). - v S!П Ь S!П С v S!П С S!П а ' 

далее, перемножая и вынося из-под знака корю1 квадратические множители, 

. А.:±: В_ sin (р - Ь) 1;siп р sin (р- с)+ 
SШ 2 - siп с sin а sin Ь -

+ sin (f! - а) • / siп р siп (р -с) 
- S!П С Jl sin а SiП Ь 1 

или, вынося общие множители за скобки, 

. А.:±: В sin (р- Ь) .:±: siп fp- а) • 1 siп р sin (р- с) 
sш -2-= sill с V sin а sin Ь • 

Корень в правой части на основании послещ1ей из формул (25) есть не 
с 

что иное, как cos 2 , так что предыдущее выражение можно переписать так: 

. А .:±: В sin (р - Ь) .:±: sin (р - а) С 
sш -2- = sin с cos 2 · 

Дальнейшие преобразования поведем раздельно для синуса полусуммы 
и для синуса полуразности. Для синуса полусуммы будем, следовательно, 
иыеть: 

.А+В_~~-~+~(р-~ С 
sш-2-- sinc . cos 2' 

или, заменяя 

в знаменателе 

сумму синусов в числителе . произведение~1 
как синус двойного угла, легко получим: 

и рассматривая sin с 

. l l 
2 sш - {2р- а - Ь) cos -(а- Ь) 

. А+В 2 2 
sш-2-= с с 

2 sin -cos-
2 2 

Но 

2 р-12-Ь=а+Ь+с-а-Ь=с; 

с 
·COS2. 

следовательно, 

. А +В sin ~с cos } (а - Ь) С 
sш -2- = . 1 1 . cos 2 ' 

sш 2 с cos 2 с 

или, наконец, 

1 
. А+ В cos 2 (а - Ь) 1 
SШ -·2· = 1 •COS -i С. 

cos 2 с 

Дпя синуса полуразности може~1 подобнr,J\1 же обра:юм записать: 

. А- В sin (р- Ь)- siп (р- а) • cos _!_С 
SIП -2-= sinc 2 ' 

и далее, после аналurичш.1х преобразованнй, 

1 1 
. А_ В 2 siп -2 (а- Ь) cos 2 (2 р- а - Ь) 

sш-:т- = . 1 1 
2 S!П 'f С COS 2 С 

1 
· cos2 С, 
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или 

1 1 
sin-la-b)cos -с . А-В 2 · 2 

sш-2-= 1 1 
sin 2 с cos 2 с 

или, наконец, 

. А_ В sin ~ (а - Ь) 1 
sш-2-= . 1 cos 2 С. 

sш 2 с 

1 
cos 2 с, 

(30) 

Теперь перейдем к выводу формул для к о с и н у с а по л у с у м мы и 
п u .1 у р а з н о с т и yr лов. 

Прежде всего имеем: 

А+В (А В) А В-.А.В 
cos -т- = cos 2 + 2 = cos 2 cos 2 + sш 2 sш 2 . 

Зате~1, на основании (24) и (25), 

Az:B ~/sinpsin(p-a) ~/sinpsin(p-b)-
cos -2- = V sin Ь siп с · V sin с sin а + 
+ ~ /sin (р- Ь) sin(p- с) • • / sin (р- с) sin (р --а) 

V siпbsiпc V siпcsina ' 

или 

cos А z: В= ~iпр ~ / sin (JI- а) siп (р--/1) ::= 
2 sin с V siп а siп Ь 1 

-- sin (р- с) ~ j siп (JI- а) sin (р - Ь) 
+ sin с V siп а sin IJ ' 

или 

А z: В_ sinp + sin (р- с) • 1 / siп (р- а) sin (р- Ь) 
cos 2 - sin с 11 siп а siп Ь · 

Так как корень в правой части, на основании последней из формул (24), 
.с 

равен sш 2 , то 

А z: В sin р + sin (р- с) . С 
cos -2- = sin с sш 2 · 

Продо,1жая далее преобразования раздельно, запишем: 

А + В _ sin р - sin (р - с) . С 
cos -2- - siп с sш 2 

или, заменяя разность синусов произведением, 

то 

Но так как 

?'1 1(2) 
А + в - SIП 2 с cos 2 р - с . с 

cos -2- = 2 . 1 1 sш 2 . 
SIП 2 С COS 2 С 

2 р-с=а+ь+с-с=а+Ь, 

1 
А -t- В _ cos :z (а -t- Ь) . 1 

COS - 2- -- 1 Sll1:! С. 
cos 2 с 

Точно т:ш же, дш1 косинуса полуразности: 

А - В siп р + siп (р - с) . С 
cos _2 ___ = sin с sш 2 ' 

(31) 
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или, наконец, 

. 1 1 
А-В 2sш2 (2p-c)cos 2 c . С 

cos -2-= . 1 1 sш 2' 
2 S!П 2 С COS 2 С 

. 1 
А- В SIП 2 (а+ Ь) . 1 

cos-2-= sш-С. 
2 sin 2 c 

(:-~2) 

Формулы (29)- (32) часто называют формулами Делямбра-Гаусса. Для на
глядности сопоставим их вместе: 

1 

sin А+В_ 
cos 2 (а -Ь) 

cos ~.с ) 
2 - 1 

cos 2 с 

. 1 
А-В 

sш2 (а -Ь) 1 
sin- 2-= 

. 1 
cos 2 c 

S!П 2 С 

~- (33) 

1 
А+В 

cos 2 (а + Ь) 
. 1 с cos-- = sш 2 2 1 

cos 2 c 

А-В 
sin 1

2 (а+ Ь) . 1 с cos -2-= 1 SIП2 ) sin 2 с 

Теnерь нетрудно nодметить мнемонический закон составлени51 этих фор
~Iул. Если в левой части с и н у с, то в nравой должен быть обязате;Iьно 

минус, т. е. полуразность сторон; если же в левой части косинус, то 

в правой будет плюс, т. е. nолусумма сторон. И наоборот, если в левой 

части плюс, т. е. полусумма углов, то в правой будет к о с и н у с, а если 

в левой части будет м и н у с, т. е. полуразность углов, то в правой будет 
стоять с и н у с. Кроме того, функция, под которой стоит в nравой части по

ловина третьего угла, не совпадает с той функцией, которая берется для 

полусуммы или попуразности углов в левой части. 

§ 25. Аналогии Непера. Теорема тангенсов 

Формулы, известные под названием аналогиii Непера, дают выраженин 

для тангенсов полусуммы и nолуразности углов сферического треугольника 

через синусы и косинусы nолусу~tм и полуразностей nротиволежащих им сто

рон, и наоборот, тангенсы полусуммы и полуразности сторон они выражают 

через синусы и косинусы полусумм и полуразностей противолежащих им углов. 

Для получения первых двух анаJJогий Непера *) воспоJJьзуемся выведен
ными нами в предыдущем параграфе формулами Делямбра-Гаусса, а именно, 
разделим почJJенно формулу (29) на (31) и формулу (30) на (32); тогда, по 

~') Непер (Neper, 1550-1617 гг.) выводил свои формулы непосредствешю 11з 
теоремы синусов и формулы 5 элементов. Формулы Делямбра-l'аусса были опубли
кованы Делямбром (DelaшiJrc) в 1SU8 г. и Гауссом (Gaнss) в 1809 г. 
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1 . 1 
nолучим: сокращении на cos ~ с и на sш 2 с соответственно, 

1 1 
tgA-t-B_ 

cos 2 (а-Ь) 1 
2 - 1 

ctg 2 c 
1 cos 2 (a -t-Ь) 

и }· (34) 

sin ..!.._(а- Ь) 
А-В 1 

1 2 
tg--2-= 

sin ~ (а -t-Ь) 
ctg 2 С 

J 
Для вывода двух другил аналогий сначала из формулы (32) определим 

sin ; (а+ Ь), из формулы (31) cos ~ (а+ Ь), из формулы (30) sin ~ (а- Ь) 
1 

и из формулы (29) cos 2 (а- Ь), т. е. переnишем эти формулы в следую-

щем виде: 

1 
. а + Ь cos 2 (А - В) . 1 
sш~= . 1 sш 2 с, 

sш 2 с 

1 
а + Ь _ cos "2 (А + В) 1 

cos-2-- 1 cos2 с, 
sin 2 c 

. 1 
Stn ";)(А -В) 

. а-Ь .. . 1 
SIП ---т-= 1 SIП 2 С, 

cos 2 c 

Разделив затем (32') на (31'), а (30') на 
вертую аналогии Непера: 

(29'), получим 

1 
а -t- Ь _ cos "2 (А -В) 

tg -2- - --.-1--
cos 2 (A-t-B) 

1 
а _ Ь sin 2 (А - В) 

tg ---:г = --:-~--
sin т<А -t-B) 

~ 

1 
1 

tg-c 

~· ~ 

1 

J 
tg-c 

2 

(32') 

(31 ') 

t30') 

(29') 

третью и чет-

(35) 

Мне~юническое прави;ю ~плюс- к о с и н у с, с н н у с- м н н у с", при

ведеиное в конце предыдущего параграфа, nомогает также н при запоминании 

формул (34) и (35). Функция, под знаком которой стоит в формулах (34) 
половина треть е г о у г л а, не совпадает с функцией в левой части, а для 

треть ей с т о р о н ы, т. е. в формулах (35.), соответственно совпадает. 
Термин "аналогия" в прежнее время был равнозначен слову ~пропорцня" 

(ava.Лoyta. по-rреческн ~-- пропорциональность). 
Формулы (34) и (35) получили это название потому, что они писались 

в виде равенства двух отношений. Например, для первой аналогии можно на-
пи:ать: 

A-t-B. С~ а-Ь. а-t-Ь 
tg - 2-. ctg 2 - cos :;г . cos - 2- . 
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Словами это можно выразить так: т а н г е н с n о л у с у м мы двух у г л о в 
сферического треугольника так относится к кот;1нгенсу 

п о л о в и н ы т р е т ь е г о у г л а, к а к к о с и н у с 11 о л у р а з н о с т и 

n р о т и в о JI е ж а щи х и м с т о р о н о т н о с и т с я к к о с и н у с у 11 о л у с у м

мы т е х ж е с т о р о н. Подобные формулнровки моr·ут быть даны и для 

остальных трех аналогий. 

Из аналогий Ненера легко Jшводится так называемая т е орем а т а н

г е н с о в для сферического треуголLника. В самом деле, разделив четвертую· 

аналогию на третью (или вторую на первую), неnосредственно получаем: 

1 1 
tg 2 (а -Ь) tg ~(А-В) 

1 - 1 ' 
tg 2 (а + Ь) tg 2 (А + В) 

или словами: тангенс nолуразности сторон сферического 

треугольника относится к тангенсу их полусуммы, как 

тангенс полуразности nротиволежащих им углов этого 

треугольника к тангенсу их нолусуммы. 

§ 26. Формулы синуса половины сферического избытка 

Иногда бывает необходимо Г!ычислить сферический избыток треугольника, 
не зная всех трех его у г лов. Для этого можно воспользоваться так назы

вае~tыми формулами Каю,оли (Cagnoli), которые дают выражение для синуса 
Jюловины сферического избытка треугольника в функции его сторон и одного 
из уг лап или в функции полупериметра. Эти формулы применяются также и 
n том случае, если углы известны недостаточно точно для непосредственного 
вычисления избытка по формупе 

Е (А+В+С)-180°. 

Для вывода первой из формул прежде псего наА!I.ем выражение для sin р, 
для чего выnишем первые две из формул полунериметра дли косинуса поло

винного угпа [формулы (25) § 23], т. е. 

А ~ /sinp sin (р- а) 
cos 2 = V sin Ь sin с 

В • /sinp. sin (~- Ь) 
cos 2 = V sш с sш а 

Перемножая эти выражения почленно и вынося из-под знака корня в пра
вой части квадратичные множители, nопучим: 

cos А cos В= sinp ~ / sin (р -:_а) sin (р- Ь) 
2 2 sin с V sin а sin Ь • 

На основании третьей из формул (24) коренL в правой части можно за

менить через sin ~; таким образо~1, наша формула перепишетси: 
А В sinp . С 

COS 2 COS 2 = Sinc SIП 2 , 
откуда находим: 

А В 
. cos 2 cos 2 . 
sшр= . С sшс. 

SIП 2 

Применим полученную формулу к треугольнику, попярному с данным, т. е. 
напишем: 

·А' В' cos 2 cos 2 
sin р' = С' sin с'. 

sin 2 
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По свойству взаимно полярных треугольников: 

а'= 180°-А; 

Ь'= 180°-В; 

с'= 180°- С. 

Следовательно, 

или 

т. е. 

2р' = 540°- (А +В+ С), 

2р' = 540°- (180° + s), 

2р' = 360°- s; 
отсюда: 

р'= 180°-; . 

Далее, так как 

ТО 

или 

А 1 =180°-а, 

В'= 180°-Ь; 

С'= 180°-с, 

Учитывая все эти соотношения, формулу для sin р' перепишем так: 

cos (goo- !:!:..) cos (goo- !?_) 
sih ( 180°- ...:_) = 2 2 sin (180u- С), 

2 sin ( 90° - f) 
. а . Ь 
sш- sш-

• Е 2 2 . С 
SIП~=----c SШ . 

cos 2 
(36) 

Это и есть первая формула для синуса половины сферического избытка. 
Итак, с и н у с по л о в и н ы сфер и чес к о г о из бы т к а т ре у г о ль

н и к а р а в н я е т с я п р о и з в е д е н и ю с и н у с о в п о л о в и н л в у х с т о

ран сферического треугольника на синус угла между 

н и м и, д е л е н н о м у н а к о с и н у с по л о в и н ы треть ей с т о р о н ы. 

Пользуясь этой словесной формулировкой или просто выполняя круговую 
• Е 

перестановку сторон и углов, можно получить для sш 2 еще два выражения, 

а именно; 

. ь . с ) 
S!П- S!П-

·" 2 2.А\ SШ :т= а SIП ; 

cos 2 t 
. с . а \ 

. Е SlП 2 SlП 2 . 
sш 2 = ь sшВ. \ 

cos 2 ) 

(37) 

Вторую формулу можно получить из формулы (36), только что выведенной 
нами, с помощью следующих простых преобразований. Заменим sin С по 
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формуле двойного угла произведением: 

2 . с с 
sш 2 cos 2 ; 

синус и косинус половины угла С выразим по формулам nолупериметра (24) 
и (25), полученные радикалы перемножим; вынесем квадрат.Ические множители 

из-под знака корня; заменим получившиеся в знаменателе siп а и sin Ь соот

ветствующими произведениями, подобно предыдущему, и сделаем воююжные 
сокращения. 

или 

или 

или 

И!JИ 

Это запишется так: 

• Е 

. а . Ь 
sш- sш-

• Е 2 2 . с 
SIП 2 = с SIП , 

cos 2 

. а . Ь 
• Е 2 S!П 2 S!П 2 . С С 

SIП 2 = с S!П 2 COS 2 , 
cos 2 

2 . а . Ь 
sш- sш-

sin __:__ = 2 2 , 1 sin (р -а) sin (р - Ь) 
2 с V sin а sin Ь cos 2 

2 . а . Ь 
sш- sш-

, 1 sin р sin (р - с) 
V sin а sin Ь ' 

• Е 2 2 v 
sш 2 = с sin р sin (р-а) sin (р-Ь) sin (р- с}, 

cos 2 sin а sin Ь 

2 . а . Ь 
SШ 2 SШ 2 

SIП 2 а а ь ь с Vsinpsin(p-a)sin(p-b)sin(p-c), 
4 sin 2 cos 2 sin "2 cos :.! cos 2 

и, накоtiец, по сокращении, 

• Е _ Vsinp sin (р- а) sin (р- Ь) sin (р -с) 
SIП 2- а Ь с 

2 cos2 cos 2 cos 2 
(38) 

Это и есть вторая искомая формула. Таким образом, с и н у с по л о в и н ы 
сфер и чес к о г о из бы т к а т ре у г ольник а р а в н я е т с я к о р н ю к в а д
р а т н о м у и з пр о и з в е д е н и я с и н у с а п о .'1 у п ер и м е т р а н а с и

н у с ы р а з н о с т ей п о л у п ер и м е т р а и к а ж д о й и з е г о с т о р о н, 

деленному на удвоенное произведение косинусок половин 

в с е х т р е х с т о р о н т р е у г о л ь н и к а. 

Круговая перестаковка никаких результатов не дает, так как - формула 
симметрична относительно всех трех сторон треугольника. 

§ 27. Решение косоугольных треугольников 

Для решения косоугольного сферического треугольника необходимо знать 

три какие-либо его элемента. При этом можно применять три различных при
ема решения. 

1. Треугольник можно решать по соответствующим основным формулам. 
Это часто бывает удобно, если отыс1швается какой-нибудь один элемент тре

угольника, а не все три, и в особенности тогда, когда вычисления выполня

ются на арифмо~1етре. При вычислении по таблицам логарифмов приходится 
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большую часть основных формул сначала тем или иным путем приводить к виду, 

удобному для логарифмировании. 

2. Часто косоугольный треугольник предварительно разбивают на два 
прямоугольных, опуская сферический перпендикуляр из какой-либо вершины 
треугольника на противоположную ей сторону. Затем последовательно решают 
получившиеся таким образом прямоугольные сферические треугольники. 

3. Применяют формулы, специально выведенные для косоугольных тре
угольников, как, например, формулы полупериметра, аналогии Непера и дру
гие, подобные ю1. 

Решение треугольника всегда стараются проконтролирова'l'Ь, для чего 
либо выводят специальные контрольные формулы, либо выполняют решение 
того же треугольника по иным формулам, либо еще каким-нибудь другим путем. 

В нодробных курсах сферической тригонометрии разбираются следующие 
шесть случаев решения косоугольных сферических треугольников: 1) по трем 
сторонам- а, Ь и с (см. черт. 42); 2) по двум сторонам и углу между ними, 
напрю1ер, а, Ь и С; 3) по дву~1 углам и стороне между ними, например, А, 
В и с; 4) по двум сторонам и углу, противолежащему одной из них, напри

мер а, Ь и А; 5) по двум угла~1 и сторо-
не, противолежащей одно~1у из них, на

пример, А, В и а; 6) по трем углам-
А, В и С. 

Из этих случаев 4-й и 5-й дают, 
вообще говоря, по два решения, так как 

здесь угол, противо.1ежащий второй дан-

ной стороне, или, соответственно, сторона, 

противо.1ежащая второму из данных уг

лов, ве'€гда определяется по синусу. В 
некоторых из остальных случаев также 

приходится тот или иной элеыент опре- С 

ll 

делять по синусу, но тут двойственности Черт. 42 
не получается, так как, руководствуясь 

8 

тем, что против большего угла лежит большая сторона и, наоборот, про
тив большей стороны- 66льший угол (см. § 8, свойства 7 и 8), всегда бывает 
возможно решить, какое из двух значений искомого элемента следует взять 

для данного конкретного треугольника. 

При решении косоугольных сферических треугольников так же, как и пря
моугольных, часто предпочитают, для большей точности, находить стороны 
или углы по их тангенсам (или котангенсам); если оказывается возможным, 
подбирают для этого соответствующие формулы, если нет, преобразуют в этом 
смысле выбранные основные формулы. Иногда с этой же целью переходят 
к функциям половинных углов или сторон, а также из двух возможных функ

ций, синуса или косинус:J, выбирают ту, по которой искомый элемент может 
быть найден более точно. Как известно, малые углы находятся точнее по си
нусу, а углы, близкие к 90°,- по косинусу. 

Для примера рассмотрим первые три случая: 

1 случай. Даны три стороны сферического треугольника а, ь и с; 
найти его углы (см. черт. 42, где данные элементы отмечены кружками). 

1. Решение по основным формулам 

Решение по основным формулам целесообразно проводить, если предпо
лагается численно выполнять его на арифыометре, в особенности, если необ

ходи~ю вычислить один или два угла, например, А и В. 

Допустим, имеем последний слу•Iай. Применим формулы косинусов сторон 
к сторонам а и Ь fсм. § 10, форм. (11) ]: 

4* 

cos а= cos Ь cos с+ sin Ь sin с cos А; 
cos Ь =со:; с со~ а+ sin с sin а cos В. 
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Отсюда определим косинусы искомых углов А и В: 

А _ cos а - cos Ь cos с 
cos - sin Ь sin с ' 

В_ cos Ь - cos с cos а 
cos - sin с sin а ' 

lfтo иначе можно переписать так: 

cos А = cos а cosec Ь cosec с - ctg Ь ctg с, 

cos !3 = cos Ь cosec с cosec а- ctg с ctg а. 

Обе эти формулы удобны для вычисления на арифмометре. 

(I) 

(11) 

1:3 качестве контрольной формулы применяется соотношение между сину

сами найденных углов и противолежащих им сторон, получаемое на основании 

теоремы синусов [см. § 12, форм. ( 14) ]: 

sin а sin B=sin bsin А. 

Пример. Стороны сферического треугольника равны: 

а= 43° 4' 30", 
Ь=68 17 20, 

с= 75 48 10. 

Найти его углы А и В. 
Решение 

ВычисJiение угла А 
cos а 1 0,73 0460 

cosec Ь 1,07 6356 
cosec с 1,03 1505 

cos а cosec Ь cosec с 1 0,91 1006 
- ctg Ь ctg с 0,10 0733 

cos А 11,71 0273 
А 44°44'34",4 

Вычис,1ение угла В 

cos ь 1 0,36 9927 
cosec с 1,03 1505 
cosec а 1,46 4225 

cos Ь cosec с cosec а 1 0,55 8721 
- ctg с ctg а 0,27 0584 

cos в 1 0,28 8137 
в 73°15'12'',8 

Вспомогатель-
ная схема 

ctg а ,1,06 9558 
ctg Ь 0,39 8173 
ctg с 0,25 2987 

Контроль 

sin а 1 0,68 2955 
sin В 0,95 7589 

sin а sin В 0,65 6990 

sin Ь 0,92 9061 
sin А 0,70 3927 

sin Ь sin А 1 0,65 6992 

(III) 

Решение выполнено на арифмометре по "Шестизначным таблюrам триго
нометрических функций" Петерса (Москва- Ленинград, 1932). Контроль со
шелся удовлетворительно. Расхождение на две единицы шестого знака допу

стимо и объясняется накоплением ошибок округлений. 

2) Р е ш е н и е п о ф о р м у л а м п о л у п е р и м е т р а 

По формулам полупериметра (28) для тангенсов половинных углов сфе
рического треугольника (см. § 23) имеем: 
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А М ) 
2 -sin(p-a) 1 

t в= м t (1) 
g 2 sin (Р- Ь) l( ' 

с м 

2- sin (р- с) } 



где, на основании формулы (27), 
М= , / sin--c(c-p---a'") -si,...n_,(,--p-----:;-b.,.-) -si_n....,(p----:c) 

V sinp ' 
(1!) 

и, как известно, 

(11!) 

Выведем контрольную формулу. Для этого перемножим почленно все 

тр 1 равенства (1): 

Но, очевидно, 

А В С W 
tg 2 tg 2 tg 2 sin(p-a) sin (р-Ь) sin (р-е)· 

мз =M·M2 =M·sin (р-а) sin_(p-b) sin (р-е). 
sшр 

Внося это выражение, вместо М3 , в числитель дроби в правой части 
полученного равенства, после сокращения получим контрольную формулу: 

А В С М 
tg 2 tg 2 tg 2 = sin р · (IV) 

Пример. Решить сферический треугольник, стороны которого раiны: 

а= 43° 4'30", 
Ь=68 17 20, 
С= 75 4810 

(тот же треугольник, что и в предыдущем примере). 

Решение 
Схема вычислений 

а 43° 4'30'' 
ь 681720 
с 75 4810 

2р 18710 о 
р 93 35 о 

р-а 503030 
р-Ь 251740 
р-е 174650 

Jgsin(p-a) 
lg sin (Р- Ь) 
lg sin (р -с) 

9.88 746 
9.63 070 
9.48 483 
0.00 085 

Примечапия 

р выписывается на полоску бумаги 

} Сумма этих трех строк равняется р, 
что служит контролем 

д оп. lg sin р 
JgM 
JgMz 

9.50 192 lg М выписывается на полоску бумаги 
9.00 384 

А 
lg tg 2 

в 
lg tg 2 

с 
Jgtg 2 

Сумма 

А 

2 
R 
2 
с 

9.50 2771 1-я контрольная строка 

9.61 446 

9.87 122 

0.01 709 

9.50 2771 

22"22'17" 1 

36 37 37 

2-я контрольная строка 

2 46 7 37 

А 44°44'34" 
в 73 15 14 
с 92 15 14 53 



Вычисления выпо,,нены как здесь, так и в дальнейших примерах, n1 
.. Пятизначным полным логарифмическим и тригонометричесющ таблица:~t '' 
Ф. Г. Гаусса. 

Контроль сошелся полностью (сравни 1-ю и 2-ю контрольные строки). 
Результаты вычислений совпадают с полученными в прошлом nримере в прс

де1ах точности вычислений. 

Когда требуется вычислить только один угол, например угол А, то часто 
предnочитают воспользоваться одной из формул (24), в нашем примере пер

вой из них (см. § 23), которую обычно пишут тогда в виде: 

• 2 А sin (р- Ь) sin (р- с) 
sш 2 = --=---=si-n~ь'-s-,-in_c.;:__-'" ' (V) 

а иногда даже в виде: 

. А sin ; (а - Ь + с) sin ; (а + Ь- с) 
sш2-= · 

2 sin Ь siп с 
(VI) 

т. е. отыскивают половину угла А по его синусу, а не по тангенсу. Фор
мула (V) удобнее для вычисления, т. к. для получения углов, стоящих под 

зню<ами синусов в числите.~е, необходимо сделать только 4 действия ( 1 сло
жение, 1 деление и 2 вычитания), тогда как в ф>Jрмуле (VI) для этой же 

цели требуется 6 действий (2 сложения, 2 вычитания и 2 деления). Заметим, 
что при вычислении одного только угла не представляется возможным про

контролировать полученный результат с таким удобством и уверенностью, 

как в предыдущих случаях. Удобство вычислений по формулам (V) или (Vl) 
еще усугубляется, если пользоваться при этом таки~ш сборниками табшщ, 
как, например: "Мореходные таблицы" изд. 1905 г. (шестизначные), А. В. 
Граур, "Таблицы для вычисления азимута" (Москва, 1939 г.), "Таблицы 
для астрономических вычислений" (Труды ЦНИИГ АиК, вып. 30, Москва, 
1939 г.) и др. Дело в том, что в этих сборниках помещаются специаль-

ные таблицы, дающие lg sin2 -} угла по аргументу "угол", так что, войдя 

в них обратным входом, можно по lg sin2 ~ найти сразу угол А. Для преды
дущего примера все вычисление по формуле (V) представится нижеследующей 
схемой: 

а~ 1 43° 4' 30'' 
68 17 20 
75 48 10 

-----: 
2р 
р 

р-Ь 
р-е 

lg sin (Р -Ь) 
1gsin (р-е) 
доп. Ig sin Ь 
д оп. Jg sin с 

187 10 о 
93 35 о 
25 17 40 
17 46 50 

9.63 070 
9.48 483 
0.03 195 
0.01 347 

lg sinZ ~ 9.16 095 

lg sin ~ 9.58 048 

А 
2 22°22' 17'' 

Как видим, результат получился такой же, как и но тангенсу. Если мы 

непосредственно по lg sin2 ~ по указанныы выше таблицам найдем угол, то 
будем иметь А= 44°44'33". 
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11 с луч ай. Даны две стороны сферического треугольнш{а а и Ь и угол 
между ними С. 

Найти сторону с и углы А и В (см. черт. 43). 

1) Решение по основным формулам 

а) Для вычисления на арифмометре 

Для стороны с по формулам ( 11) имеем: 

cos с= cos а cos Ь + sin а sin Ь cos С. 

Для углов А и В по формулам котан
генса ( 17) можем написать: 11 

и 

и 

ctg а sin Ь = cos Ь cos С+ sin С ctg А 

ctg Ь sin а= cos а cos С+ sin С ctg В. 

Отсюда определим ctg А и ctg В: 

ctg А= ctll:a 8~ Ь- cos Ь ctg С 
sш 

(II') 

ctg Ь sin а 
ctg В= sin С - cos а ctg С (III') 

или же Черт. 43 

ctg А = ctg а sin Ь cosec С- cos Ь ctg С 

и 

ctg В= ctg Ь sin а cosec С- cos а ctg С. 

Формулы (1)- (III) удобны для вычисления на арифмометре. 
Для контроля можно применить формулу ( 13): 

sin а sin Ь sin с 
sin А = sin В= sin С' 

которую можно переписать также в виде трех следующих равенств: 

sin а sin В= sin А sin Ь;} 
sin а sin С= sin А sin с; 
sin Ь sin С= sin В sin с. 

(1) 

в 

(11) 

(III) 

(IV) 

(IV') 

Пример. Решить сферический треугольник. у которого даны две стороны: 

а= 120°31'20" 

Ь= 76 43 43 
» угол между ними: 

Решение 

Вычисление стороны с 

cosa] 
cos ь 

cos а cos Ь 1 + sin а sin Ь cos С 

cos ~ 1 

-0,50 787 
+0,22 955 

-0,11 658 
-0,26 197 

-0,37 855 
112°14'38" 

sln а 1 + 0,86 143 
sln Ь + 0,97 329 
cos с -0,31 246 
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Вычисление угла А 

ctg а 
sin Ь 
sin С 

ctg а sin Ь 
sin С 

cos Ь ctg С 

-0,58 957 
+ 0,97 329 
+0,94 993 

-0,60 407 

-0,07 550 

ctg А - 0,52 857 
А 117°51'34'' 

Вычисление угла В 

ctg Ь 
sin а 
sin С 

ctP" Ь sin а 
sin С 

-cosa ctg С 

+0,23 586 
+ 0,86 143 
+ 0,94 993 

+0,21 389 

+0,16 704 

ctg вв 1 + 0,04 685 
87°19' 4" 

cosa 
ctg С 
cos ь 

-0,50 787 
-0,32 891 
+0,22 955 

Колроль 

sin а 
sin Ь 
sin с 

sin А 
sin В 
sin С 

{ siп а sin В 
siп А siп Ь 

{ siп а siп С 
sln А sin с 

{ sin Ь sin С 
sin В sln с 

0,86 143 
0,97 329 
0,92 558 
0,88 410 
0,99 890 
0,94 993 
0,86 0482 
0,86 0486 
0,81 8298 
0,81 830, 
0,92 4557 
0,92 4562 

Решение выполнено по формулам (1), (Il'), (IIl') на арифмометре и по 
"Пятизначным полным тригонометрическим и полигонаметрическим таблицам 
для вычислений на арифмометре" Ф. Г. Гаусса. Контроль выполнен по 
формулам (IV'). Контроль сошелся хорошо; сохраненный нами при этом 
шестой десятичный знак имеет условное значение и обнаруживает, как 

округление влияет на степень сходимости контроля. Формулы (II') и (III') 
выбраны для вычислений потому, что в таблицы Гаусса не включены нату
ральные значения секансов и косекансов- там помещены только синусы, 

косинусы, тангенсы и котангенсы. 

б) Для вычисления по таблицам логарифмов 

Если требуется вычислить сторону с и только один из углов, например, 
угол А, и притом вычисление предполагается выполнить с помощью логариф

мов, то оно выполняется следующим порндком. Выпишем для искомой стор-9ны 

с и искомого угла А три из основных формул, а именно "косинус стороны", 

т. е. форм. (11), "синус стороны на синус прилежащего угла", т. е. 

форм. (14), и "синус стороны на косинус прилежащего угла", т. е. форм. (15). 
Таким образом будем иметь: 

cos с= cos а cos Ь + sin а sin Ь cos С, } 
sin с sin А= sin С sin а, 
sin с cos А= cos а sin Ь - sin а cos Ь cos С. 

(А) 

Мы получили так называемую "астроно~шческую систему формул", ко
таран очень часто nрю1еннетсн при решении различных задач сферической и 

практической астрономии. Формулы (А) решают задачу. В самом деле, по 

первой из формул (А) можно вы•rислить сторону с, а затем, считая ее из

вестной, по одной из остапьных формул- угол А; тогда третьи формула может 

быть использована дпя контроля. Однако, при этом возникают два затруд

нения. Во-первых, искомые элементы отыскиваютси здесь п;J их синусам 

или косинусам, а не по тангенсам ипи котангенсам, а во-вторых, ·первая и 

третья из формул (А) неудобны для логарифмического вычисления. Поэтому 

форму.ш (А) подвергаются ряду следующих преобразований. 
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Разделим вторую из этих формул на третью: 

sin с sin А 
sin с cos А 

sin С sin а 
cos а sin Ь - sin а cos Ь cos С · 

Упрощая левую часть и деля числитель и знаменатель правой на sin а cos С, 
перепишем: 

tgA= tg С 
ctga ·sin Ь -cos Ь 
cos с 

Введём вспомогательный угол М по уравнению: 

ct М= ctga 
g cos с. 

Подставляя в предыдущую формулу, получим: 

t А= tg С 
g sin Ь ctg М- cos Ь ' 

или, умножан числитель и знаменатель дроби в правой части на sin М, 
tgCsinM 

tg А = sin Ь cos М- cos Ь sin М ' 
или, наконец, 

t А- tgCsinM 
g -sin(b-M)' 

Разделим теперь третью из формул (А) на первую: 

sin с cos А 
cos с 

cos а sin Ь - sin а cos Ь cos С 
cos а cos Ь + sin а s.in Ь cos С • 

(!) 

(II) 

Упростим левую часть и разделим числитель и знаменатель дроби, сто
ящей в правой, на то же выражение, как и в первом случае, т. е. на 

sin а cos С: 
ctga • sinb-cosb 
cosC 

tgccos А= t • 
с ga 
cos с· cosb + sin Ь 

Как видим, и здесь можно использовать тот же самый вспомогательный 

уго.1 М, определяемый уравнением (I). Выполняя подстановку, получим: 
t А sin Ь ctg М- cos Ь 
g с cos = cos Ь ctg М+ sin Ь ' 

или, умножая <JИсm:тель и знаменатель дроби в правой части на sin М, 
t А _ sin Ь cos М- cos Ь sin М 
g с cos - cos Ь cos М + sin Ь sin М ' 

или 

sin(b -М) 
tg с cos А = (Ь М , cos - ) 

или, наконец, 

tgccos A=tg(b-M), 
откуда 

t tg(b-M) 
gc= А . 

с cos (III) 

Формулы (I), (II) и (III) решают задачу, устра11яя в то же время указан
ные выше затрудненин. По данным а и с по формуле (!) вычисляем вспомо
гательный угол М. Так как он в уравнении (!) стоит под знаком котангенса, 
то всегда может быть найден угол, удовлетворяющий этому уравнению; no 
этой же причин~ он всегда найдется с достаточной точностью. Так как это 

угол вспомогательный, то мы сами имеем право nоставить добавочные условия 
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для опре'tеления четверти окружности, 'В Rиорой его следует взять. По 

практическим соображении м оказывается наиболее удобным брать угол М 

в нределах 

- 90° ~М~ 90°, 

в зависимости от знака его котангенса. 

Когда угол М вычислен, по формуле (!!) находят угол А, а затем, счи
тая этот угол уже известным, и сторону с, по формуле (111). Все три фор
мулы удобны для логарифмич·еского вычисления; искомые величины находятся 

по их тангенсам. Для контроля можно воспользоваться "теоремой синусов": 

sin с sin а 
siri С= siп А . 

Пример. В сфери•1ескuм треугоnыillкс даны две стороны а и Ь: 

а= 120° 31' 20", 

Ь= 76 43 43 

(IV) 

и уго.1 С, заключенный между ними 

С= 108° 12' 27". 

Найти угол А и сторону с (тот же треуголuник, '!ТО и в прел:ыдущс~1 примере) 

Решение 
Схема вычислений 

lg ctg а 9. 77 054 n 
JgcosC 9.49479n 
lg ctg М 0.27 575 
. м 27°55'20" 

ь 76 43 43 
Ь-М 48 43 23 

lg tg С 0·48 290n 
IR; sin М 9.67 050 

лоп.Jg sin (Ь- М) 0.12 350 
lg tg А О· 27 690n 

А 117°51 '34" 

lg tg (Ь- М) 0.05 788 
lg cos .А 9.66 960n 

lg tg с 0.38 828n 
с 112°14'40" 

Контроль 

lg sin с 9. 96 642 
lg siп С 9. 97 769 

lg sin с 9. 98 873 
sinC 

lg sln а \9. 93 522 
Jg sin А 9. 94 650 

1 5 ~ 11 а J9.98 872 g SIП А 

Контроль сошелся хорошо. 

2) Р е ш е н и е с п о м о щ ь ю р а з б и в к и н а д в а п р я м о у г о л ь н ы х 
треугольника 

Опустим сферический перпендикуляр AR из вершины А на противо
положную сторону ВС (черт. 44). Получим два прямоугольных сферических 

д 

в 

Черт. 44 
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треугольника ARC и ARB. Обозначим длину 
сферического перпендикуляра AR буквой у, 
длину отрезка стороны а от вершины угла 

С до основания перпендикуляра R- бук

вой х, а два угла, на которые перпенди

куляр AR делит угол А,- а и ~ соответ-
ственно. 

Таким образо:v1: 

x=CR; y=AR; a=L_CAR; ~=LRAB. 

Тогда из прнмоугольного сферического 

треугольника ARC, в котором известна ги
потенуза Ь и косвенный угол С, находим по 
правилу Непера-N\одюи: 

cos С= ctg Ь tg х, 



откуда 

tgx=tg Ь cos С. (1) 
Далее 

siny= sin Ь sin С. (Il) 
Затем 

cos Ь =ctg С ctga, 
откуда 

ctg а= cos Ь tg С. (III) 

Теnерь nереходим к треугольнику ARB. В нем нам теперь известны к<t
теты _AR и RB, так как, на основании 'Iертежа, 

AR=y, 
RB=a-x, 

а х и у нами уже определены. 

Решая этот треугольник по правилу Непера-Модюи, получаем: 

cos с= cosy cos (а-х). 
Далее, 

sin (а-х) =ctgBtgy, 
откуда 

ctg B=ctgy sin (а-х), 
а также 

siny = ctg ~ tg (а-х), 
откуда 

ctg ~ = ctg (а-х) siny. 

(IV) 

(V) 

(VI) 

Зная теперь на основании (111) и (VI) углы а и ~. легко найдем и угол А, 
так как на основании черт. 44: 

(VII) 

Формулы (!)- (VII) и решают задачу. 

В качестве контрольной может быть использована та же формула, что и 
при решении по основным формулам, т. е . 

• sin а _ sin Ь _ sin с 
sin А - sin В - sin С • (VIII) 

Пример. Решить сферический треугольник по двум сторонам и углу 
между ними по следующим данным: 

а = 120° 31 ' 2 О", 
Ь= 76 43 43, 
С= 108 12 27 

(тот же треугольник, что и в двух предшествующих примерах). 

Решение 

а) Вычисление х 

Ig tg Ь 1 О. 62 734 
Ig cos С 9. 49 479n 
Igtgxl0.l:.o!Ll3п 

х - 52°57'7" 

б) Вычисление у 

Ig sin Ь 1 9. 98 824 
Ig sin С 9. 97 769 
Jg siny ,9. 96 593 

у 67°35'0" 
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11) Вычисление угла а 

lg cos ь 1 9. 36 090 
lg tg С 0.48 290n 
lg ctg а /9. 84 3~0n 

а -55° 5'18" 

д) Вычисление угла В 

lg ctgy 1 9.61515 
lg sin (а-х) 9. 05 558 

lg ctg в ,8. 6'7 073 
в 87°19'3" 

Ж) Вычисление угла А 

а'- 55°5' 18" 
~ 1725648 
А 1 117 5130 

г) Вычисление сторонЬ1 с 

_а 1 120°31'20" 

х -52 57 7 

а-х, rg cosy 
lg cos (а-х) 

lgcos ~ / 

173 28 27 
9. 58 107 
9.99717n 
9.57 824n 
112°15'0'' 

е) Вычисдение угла ~ 

lg ctg (а-х) 1 О. 94160n 
lgsiny 9.96593 
lg ctg р /О. 90 753n 

~ 172°56'48" 

Контроль 

lg sin а·~· 9.93 ~22 
lg sin А 9.94 650 

1 sin а \9.98 872 gsinA 
Ig sin Ь 9.98 824 
lg sin В 9.99 952 

1 sin Ь 9.98 872 
gsin В 
lg sin с 9.96 640 

lg sin С 9.97 769 

1 ~~9.98871 g sinC 

Контроль сошелся хорошо. 

При вычислении всnомогательных геометрических величин х и а tg х 
и ctg а nолучились отрицательными. Это nроизошло nотоыу, что угол С -тупой. 
Если мы составим чертеж nрименительно к размерам сторон и углов нашего 

R 

Черт. 45 

8 

треугольника (черт. 45), то увидим, что по 
той же самой nричине отрезок дуги боль

шого круга CR, т. е. х, и угол CAR, 
т. е. а, откла.:rываются в противоноложном 

направлении от .точки С и от стороны АС 
соответственно, по сравнению с построениями 

черт. 44. Поэтому необходимо одно из 
двух: или составить специальные формулы 

для треугольника, изображенного на черт. 45, 
или воспользоваться формулами, выведенны

~ Еыше, но приписать величинам х и а, в 

согласии со знаком их тангенса и котанr·енса соответственно, знак минус. Окон
чательные результаты в обоих случаях получатся совершенно одинаковые. 
Однако второй путь, по которо:.~у мы и следовали выше nри решении nри
мера, прещю•пительнее. 

3) Р е ш е н и е п о а н а л о г и я м Н е п е р а с в ы ч и с л е-
н и е м треть ей с т о р о н ы по т е орем е с и н у с о в (см. черт. 43) 

По формулам (34) 
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1 
А+В cos 7 (а-Ь) 1 

tg - 2- = --:-1 ---- ctg 2 С, 
cos 2 (а +Ь) 

(1) 



. 1 
А -В sш :Т (а- Ь) 1 

tg - 2- = -~1---- ctg 2 С 
sin :Т (а+ Ь) 

можем найти полусумму и полуразность искомых углов; а так как 

А=А+В+А-В} 
2 2 

' 
B=AtB _А 2 В 

то тем самым найлем углы А и В. 

(11) 

(III) 

После этого сторона с может быть найдена по теореме синусов из со-
отношений: 

. sin а sin С 
SШС= .sinA 

. sia Ь sin С 
sш с= sin 11 

(IV) 

(V) 

Тождествениnеть результатов, найденных по формулам (IV) и (V), слу

жи контролем решениs'. 

Пример. Решить сферический треугот,ник, если дано 

а= 120°31'20", 
Ь= 76 43 43, 
С= 108 12 27 

(тот же треуголышк, что и в предыдуш.их примерах). 

Решение . 
а) Вычисление углов А и В 

120°31'20" 
1 

9.96 748 1g sin ~ (а- Ь) а 1g cos2 (a - Ь) 9.57 163 

1 
0.82 398n 1 

ь 76 43 43 lg sec 2 (а + Ь) 1g cosec 2 (а+ Ь) 0.00 491 

3 
1 0.85 961 1 

а+Ь 197 15 1gctg 2 С lg ctg 2 С 9.85 961 

1 98 37 31,5 1 . А+В 0.65 107n А-В 
2 (а +Ь) gcg-- 1gtg-2- 9.43 618 2 
1 21 53 48,5 -(а-Ь) 
2 

_!_с 
2 

54 6 13,5 

4-В 

2 
15 16 12, 5 

А 117 51 32 
в 87 19 7 

б} Вычисление стороны с и контроль 

с 1112°14'48" 
lg sin с 9.96 641 

lg sin а 9.93 522 } 
1g coscc А 0.05 350 

lg sin С 9.97 769 
lg sin Ь 9.98 824 } 

lg cosec В 0.00 048 
lg sin с 19.96 641 

с 112° 14' 48" 
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}{онтроль сошелся полностью. Так как сторона с отыскивается по синусу, 
to необходимо установить, какое из двух возможных значений следует взять 
для данного конкретного треугольника. Так как против большего угла должна 
лежать большая сторона и так как у нас 

то должно быть 

т. е. сторона с должна быть взята во второй четверти. 

Обращаем внимание также на то, что полуразность ; (а- Ь} вычислена 
по тождеству: 

1 1 
2(а-Ь)= 2" (а+Ь)-Ь. 

1 
}{роме того, вычисление обеих этих величин, nолусуммы 2(а + Ь) и по-

1 
луразности 2 (а- Ь), может быть проконтролировано по тождествам: 

1 1 
2 (а+Ь)+ 2 (а-Ь)=а, 

1 1 
2(а+Ь)-2 (а-Ь)=Ь. 

4) Р е ш е н и е п о а н а л о г и я м Н е п е р а с в ы ч и с л е н и е м т р е
т ь ей с т о р о н ы по фор м у л а м Д е л я м бра-Г а у с с а 

Для удобства вычисления сделаем в фор~1улах (34) (см. § 25) некоторые 
1 

небольшие преобразования. Прежде всего замевим ctg 2 С отношением коси· 
н уса к сивусу, т. е. перепишем эти формулы в таком виде: 

cos _!_ С cos _!_ (а - Ь) 
taA+B_ 2 2 
ь 2 - 1 1 

sin 2. Ccos 2 (а +Ь) 

cos _!_ С sin _!_ (а - Ь) 
А-В 2 2 

tg -2- = ------:1---
sin ~ С sin 2 (а + Ь) 

Теперь введем обозначения: 

1 1 N=cos 2 Ccos 2 (а- Ь), 

D=sin }ccos ~ (а+Ь), 

N' = cos } С sin ~ (а- Ь), 

D' = sin ~ С sin ~ (а+ Ь). 

1 
1 

~ 

J 

(I) 

С обозначениями (I) первую и вторую аналогии Непера можно перепи· 
сать короче так: 

А+В N 
tg-2-=75· 
А-В N' 

tg-2- =l5, · } (II) 

Далее воспользуемся формулами Делямбра-Гаусса (33) (см. § 24); каж· 
1 . 1 

дую из них разрешим относительно cos 2 с или sш 2 с соотнстственно и но-
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лучим, таким образом, следуюшие четыре формулы: 

1 1 
1 cos 2 С cos 2 (а- Ь) 

cos -2 с= 1 
sin 2 (А+В) 

1 
cos 2 c= 

sin--} С cos {(а+ Ь) 
1 

cos 2 (А +В) 

cos _.!._ С sin _!_ (а- Ь) 
. 1 2 2 
sш 2 с= 1 

sin 2 (А-В) 

. 1 
sштс= 

sin--} С sin {(а+ Ь) 

cos _.!._(А - В) 
2 

Вводя в эти формулы обозначения (1), будем иметь окончательно: 

cos~c= 1 N , ) 
sin 2 (А +В> 

1 
cos 2 с 

D 
1 ' 

cos '2(А +В) 

. 1 N' } 

SIП ':f С= 1 , J sin 2 (А -В) 
. D' 

S!П :2 С= J 
cos 2' (А- В) 

( lll) 

Формулы (1), (ll) и (Ill) и являются рабочими формулами. Углы А и В 
по отдельности определяются так же, как и в предыдущем решении, т. е. по 

равенствам: 

1 1 
А=2(А+В) + 2 (А-В), 

1 1 
В=2 (А+В) -2 (А-В). 

По фор~1улам (lll) cos {с и sin {с не вычисляют дважды, а проводят 
вычисления согласно так называемому правилу Лалаида (об этом правиле см. 

§ 39), т. е. следующим образом. 

Когда логарифмы величин N, D, N' и D' найдены, и по таблицам по· 
1 1 

дыскиваются lg tg 2 (А+ В) и lg tg 2 (А- В), то из столб~а, подписанного 

сверху tg или ctg, из которого 'только что выбирались эти логарифмы, непо

средственно переходят в последний, крайний правый столбец, подписанный 

сверху cos, и выписывают оттуда д оп о л н е н и е стоящего там логарифма, 

не обращая внимания на то, б у дет ли это доп. lg sin {(А+ В) или 

доп. lg cos { (А+ В) (или соответственно А- В); найденное таким образом 
дополнение логариф~:а прибавляют к б 6 ль ш е м у из двух логарифмов, N и.ш 

' 1 
D, или соответственно N' или D'. Полученная сумма и будет lg cos 2 с или 

1 . 1 д й соответственно g sш 2 с. опо;шению IIрнписывают тако же знак, как и у 
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величины, к которой его nрибавляют. Иначе говоря, siп {с и cos {с всегда 
1 

должны быть положительны. Смотря по значению 2 с, величина эта найдется 

более точно или по sin ~ с или по cos } с; очевидно, для получения б6ль
шей точности сЛедует брать ту из этих величин, которая меньше. Ес;rи раз
ность между логарифмами этих величин не слишком велика, то значе-

ние ~ с, найденное во второй из них, может служить контролем. 
Пример. Для примера возьмем тот же самый сферический треугольник, 

как и выше, со сторонами: 

и углом между ними 

1 
IR: cos 2 С 

1 
Jg cos 2 (а - Ь) 

lgN 

лоп. { lg sin _!_ (А + В) 
!g cos 2 

lgD 
1 

· lg cos 2 (а+ Ь) 

1g sin ~-С 

1 
Jg tg 2 (А+В) 

1 
lgcos 2 с 
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а= 120°31'20", 
Ь= 764343 

С= 108°12'27". 
Решение 

Схема ~ычислений 
а 120°31'20" 
ь 76 43 43 
с 108 12 27 

---
а-Ь 

а+Ь 

_!_с 
2 

1 - (а-Ь) 
2 
1 . 
2 <а+Ь) 

9.76 813 

9.96 748 

----
9.73 561 

0.01 057 

9.08 455n 

9.17 602n 

9.90 853 

0.65 106n 

9.74 618 

-}(А +В) 
1 
2 (А- В) 

А 

R 

1 
2с 

с 

43 47 37 
197 15 3 

54 6 13,5 

21 53 48,5 

98 37 31,5 

{ 
доп. { 

~ 

1 02°35'20" 

15 16 12 

117°51'32" 
87 19 8 

56° 7'22" 

112 14 44 

1 
lg cos -2- с 9.76 813 

lgsin }<а-Ь) 9.57 163 

lgN' 9.33 976 

lg sin _!_ (А __ В) 
lg cos 2 

0.01 561 

lgD' 9.90 359 

lg sin -~- (а + Ь) 9.99 506 

lg sin ~С 9.90 853 

1 
lg tg -2 (А- В) 9.43 617 

1 . 1 g SLП 2 С 9.91 920 



з t 1 t 1 . t 
десь 2 С МЫ ПОДЫСIШВаЛИ ПО g COS 2 С, НО И ПО g SIП -2- С ПОЛучаеТС!t 

тот же результат. Так что можно сказать, что контроль вполне сходится. 
Последний путь решения самый изящный и са
мый удобный для вычисления по таблицам 
логарифмов. 

111 случай. Даны два угла сферического 
треугольника А и В и сторона между ними с. 

Найти стороны а и Ь и угол С (черт. 46). 
1) Решение по основным форму

лам. 

По формулам котангенсов (17) (см. § 15) 
имеем д~я данных элементов А, В и с и ис
комой стороны а: 

ctg а sin c=cos с cos В+ sin В ctg А, 
откуда 

+sinB ctgA 
ctg а= ctg с cos В _ . 

S!R С 

Точно таким образом для стороны Ь напишем: 

ctg Ь sin с = cos с cos А + sin А ctg В, 

откуда, в свою очередь, 

ctg Ь = ctg с cos А+ sin 1 ctg В . 
. 8111 с 

Черт. 46 

(!) 

(II) 

Наконец, для угла С непосредственно по формулам косинуса угла (12) 
(см. § 11) будем иметь: 

cos С=- cos А cos В+ sin А sin В cos с. (IJI) 

Формулы (1), (11), (III) и решают задачу; они удобны для вычисления на 
арифмометре. В качестве контрольной формулы можно взять теорему синусов: 

sin а sin Ь sin с 
sin А = sin В = sin С • (IV) 

Пример. Решить сферичес1шй треугольник по двум углам А и В, кото
рые равняются соответственно: 

А= 126°18' 4", 

В= 63 42 14 

и стороне с, которая равняется: 

с= 106°43'37". 

Решение 

а) Вычисление стороны а б) Вспомогательная схема 

sin В +0,89 652 
ctg А -0,73 460 
sin с +0,95 769 

siп R ct~ А 
sin с 

ctg с cos В 

ctga 
а 

-0,68 768 

-0,13 314 

-0,82 082 
129°22'48" 

5 Сфсричссi<аЯ тригонометрия 

cosA 
ctg с 
cosB 

-0,59 203 
-0,30 053 
+0,44 301 
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в) Вычисление стороны Ь г) Вычисление угла С 

sin А +0,80 592 sinA +0,80 592 
ctgB +G.49 415 sinB +0,89 652 
sin с +0,95 769 cos с -0,28 781 

sin А ctg В 
+0,41 584 

sin А sin В CQS с -0,20 795 
sin с -cosA cos В +0,26 228 

ctg с cos А +0,17 762 cos с +0,05 433 
ctg Ь +0,59 376 с 86°53' 8" 

ь 50°18' 0" 

д) Контроль 

sin а 0,77 296 
sinA 0,80 592 

sina 
0,95 9103 Sill А 

sinЬ 0,85 985 
sinB 0,89 652 

sinЬ 

sinB 0,95 9097 

sin с 0,95 769 
sin С 0,99 852 

sin с 
0,95 9109 

sin С 

Контроль сошелся удовлетворите:JЫю. 

2) Р е ш е н и е с п о м о щ ь ю р а з б и в I< и н а д в а п р я м о у г о л ь н ы х 
сферических треуго.'lьника. 

Опустим сферический перпепдикуляр AR из вершины А на противополож
ную сторону СВ {черт. 47). Получим два сферических прямоугольных тре-

угольника ABR и CAR. Обозначим длину 
® сферического перпендикуляра AR буквой у, 

R а 

длину отрезка RB стороны а от точки R до 
вершины В- буквой х, а угол между перпен
дикуляром AR и стороною с- буквой а. 

Таким образом, 

y=AR, x=RB, a-x=CR 
и L.EJAR=a. 

Черт. 47 
Тогда из прямоугольного сферического 

треугольника ABR, в котором известны гипотенуза с и косвенный угол В, 
находим по правилу Непера-Модюи: 

siny= sin с sin В. {1) 
Далее, 

cos с= ctg а ctg В, 
откуда 

ctg а= cos с tg В. (11) 
Затем, 

cos B=tg х ctg с, 
откуда 

tg x=cos Btgc. {III) 
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Теперь переходим 1{ треугольнику CAR, в котором нам теперь известны 
катет AR и угол CAR, так как (см. черт. 47) 

AR=y, 

L_CAR=A-a. 

Решая этот треугольник по праrшлу Непера-Модюи, получим: 

cos С= cos у sin (А- а). 

Далее, 

cos (А-а) =ctg Ь tg у, 
откуда 

ctg Ь = ctgy cos (А- а). 

Затем, 

siny=tg (а-х) ctg (А -а), 
откуда 

tg (а-х)= sinytg (А-а). 

(IV) 

(V) 

(VI) 

Теперь, зная на основании формул (Ш) и (VI) отрезки х и (а-х), на 
основании черт. 47 можем найти сторону а, так как 

(Vli) 

В качестве контрольной может быть взята та же формула, что и в пре
дыдущем с~особе решения, т. е. 

siп а si n Ь sin с 
sin А= sinB = sin С· (VШ) 

Пример. Решить сферический треугольник, сели даны два его уг;rа и 

сторона между ними, а именно: 

А= 126°18' 4", 
В= 63 42 14, 
С= 106 43 37 

(тот же треугольник, что и в предыдущем примере). 

Решение 

а) Вычисление у 

1gsinc 9.98 122 
1g sin В 9.95 256 

б) Вычисление yr.1a а 

1g cos с 9.45 911 п 
Ig tg В 0.30 614 

Jg sin у 9.93 378 Jg ctg а 9.76 525n 
у 59°9'34" а 120°13'6" 

в) Вычисление х г) Вычисление угла с 

1g cos в 9.64 641 А 126°18' 4" 
Ig tgc 0.52 212n а 120 13 6 

----
Igtgx 0.16 853п А-а 6 4 58 

х 124°9'7" lg sitl (А- а) 9.02 516 
lg cosy 9.70 982 

lg cos с 8.73 498 
с 86°53'10" 
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д) Rычис:леиие стороны Ь · 
Jg ctgy 9.77 601 

е) Вычисление с:тороиы а 

lg siny 9.93 378 
lg c:os (А- а) 9.99 755 lg tg (А - а) 9.02 762 

lg ctg Ь 9.77 356 lg tg (а-х) 8.96 140 
ь 59°18'10" 

ж) Контроль 

1g sin а 9.88 815 
1g sin А 9.90 629 

1 sin а 
g sin А 

lg ~in Ь 
lgsin В 

1 sin Ь 
g sinB 

lg sin с 
lg sin С 

1 ~!1~ 
g sia С 

9.98 186 

9.93 443 
9.95 256 

9.98 187 

9.98 122 
9.99 936 

9.98 186 

а-х 5°13'40" 
х 124 9 7 

Контроль сошелся хорошо. Катет треугольника ABR, обозначенный бук
вою у, находится по синусу. Так как катет и противолежащий уго,1 должны 

лежать в одной и той же четверти, мы взяли у< 90°. 
3) Реш е н и е по а н а л о г и н м Н е пер а с вычислен и е м треть

е г о у г л а по т е орем е с и н у с о в. 

По третьей и четвертой анапогинм Ненера [см. (35) § 25]: 
1 

а+ Ь cos Т (А- Л) 1 ) 
tg -2-= -1 tg~c \ 

cos2 (А+В) ~ 

а _ Ь sin ~ (А - В) 1 
tg-2-= 1 tg 2 c )\ 

sin 2 (А+В) 

( 1) 

можем найти полусумму и полуразность искомых сторон, а затем по 

тождествам: 

(1 1) 

и самые стороны а и ь. 
Искомый угол С можно определить по теореме синусов из соотношений: 

. С sin с sin А 
Slll =--.-sma 

sin с siп В 
sin Ь 

(III) 

Из этих соотношений угол С опредеJiяют дважды; совпадение двух по

лученных таким образом значений служит контролем. 

Пример; Решить сферический треугольник, если даны: 

А=126°18'4", 

В= 63 4214, 
c=l06 4337 

(тот же треугольник, что и в двух предыдущих примерах). 
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Решение 

а) Вычисление сторон а и Ь 

А 126°18' 4" 
в 63 4214 

А +В 190 О 18 

-} (А +В) 95 О 9 

1 '2 (А-В) 31 17 55 

с 

1 
2с 

lg sin { (А -В) 

д оn. lg sin } (А + В) 
1 

lgtg 2 c 

1 
lgcos '2 (А-В) 

1 
д оn. lg cos '2 (А +В) 

а-Ь 
lgtg-2-

lgtga+Ь . 2 

_!_ (а-Ь) 
2 
1 
2 (а+Ь) 

а 

ь 

106 43 37 

53 21 48 

9.71 558) 

0.00 166 } 
1 

0.12 863 J 
9.93170 } 

1.05 948 n 

9.84587 

1.11 981 n 

35° 2'24" 

94 20 24 

129 22 48 
59 18 о 

б) Вычисление угла С и контроль 

с 186°53'0'' 
lg sln С _ 9.99 936 

доп.lg sin а 0.11185 } 
lg sln А 9.90 629 
lg sin с 9.98 122 } 

lg sln В 9.95 256 
r д оп. lg sin Ь 0.06 558 

Контроль сошелся полностью. 

lg sin С ,9.99 936 
с 86°53'0" 

Так как с< а, то должно быть также 

С<А. 

Поэтому для С выбрано значение, меньшее 90°. 
4) Решение по аналогиямНепера с вычислением треть

е г о у г л а п о ф о р м у л а м Д е л я м б р а - Г а у с с а. 
Перепишем третью и четвертую аналогии Непера [см. (35) § 25] в не

сколысо измененном виде, а именно: 
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sin 1- с sin -~ (А - В) 
1 2 2 

tg 2 (а- Ь) = 1 1 
cos2 с sin 2 (А+ В) 

Введем следующие обозначения: 

N=sin~ccos}(A-B),) 
1 

N , · . 1 . 1 (А В) = Stn 2 С SШ 2 - , 

D'=cos} csin }(А+В). 

Тогда наши аналогии можно представить так: 

1 N ) 
tg 2 (а+ Ь) = D ' 1 

1 N' f tg 2" (а-Ь)= D'. 

~ 
1 
J 

(!) 

(11) 

Возьмем формулы Делямбра-Гаусса [см. форм. (33) § 24] и разрешим их относи-
. 1 с 1 с 

тельно sщ 2 и cos 2 соответственно: 
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sin .!._ с cos .!._(А- В) 
. 1 с 2 2 
SШ2 = 1 

sin 2 (а +Ь) 

1 1 
. 1 cos "2 с cos "2 (А+ В) 
sш 2 С= -----,1---

cos2 (а +Ь) 

1 1 
1 s!n 2 с sln 2 (А - В) 

cos 2 C=-----,1---
sln2 (а -Ь) 

1 cos+ с sin { (А+ В) 
cos 2 C=-----:1---

cos2-(a-b) 

Внося в эти формулы обозначения (!), получим: 

. 1 с N ) !iШ 2 = 1 ' sin 2 (а +Ь) 

. 1 с D 
sщ2 = 1 

cos 2 (а+ Ь) 

f 1 N' cos 2 C= 1 

J 

Sill 2- (а - Ь) 

1 D' cos 2 C= 
1 

cos 7 (а- Ь) 

(Ш) 



Присоединим сюда тождества: 

а= {(а+ Ь) + ~-(а-Ь),} 
1 1 

Ь = 2 (а+ Ь)- 2 (а- Ь). 
(IV) 

Формулы (I), (II}, (III) и (IV) и решают задачу. В самом деле, по (I), 
(II) и (lV) формулам находим стороны а и Ь, а по формулам (III) находим 

искомый угол С. При этом sin ; С и cos } С не вычисляют по два раза, 
а проводят вычисления по так называемому правилу Лаланда, а именно: 

1 
когда подыскивают по таблицам логарифмов по lg tg 2 (а+ Ь) или по 

1 1 1 lg tg 2 (а- Ь) угол 2 (а+ Ь) или соответственно 2 (а- Ь), то из столбца, 

подписанного сверху tg или ctg, переходят непосредственно в крайний пра

вый столбец, подписанный сверху cos, и выписывают, интерпоJшруя в том же 

направлении, как и при приискании самого угла, д оп о л н е н и е стоящего 

в этом столбце логарифма, не устанавливая, будет ли это доп. lg sin ~ (а+ Ь) 
1 1 

или доп. lg cos 2 (а+ Ь), или соответственно то же для угла 2 (а- Ь). 

Полученное таким образом дополнение прибавляют к больше м у из двух 
логарифмов lg N и lg D, или соответственно lg N' и lg D'. Полученный в 

сумме логарифм и будет lg sin ; С, или соответственно lg cos ; С. Совпаде
ние результатов, полученных по синусу и по косинусу, служит контролем. 

В случае большого расхождения при отсутствии погрешностей в вычислениях 
1 

следует отдать предпочтение значению угла 2 С, полученному по меньшему 

из обоих логарифмов. Если логарифмы отличаются между собой мало, и раз-

1 
ность полученных значений угла 2 невелика, допустимо взять, как оконча-

тельное, среднее из обоих значений. 

Пример. Решить сферический треугольник, если дано: 

4" 
' 

В= 63 42 14, 

С= 106 43 37 

(тот же треугольник, что и в трех предыдущих примерах). 

Решение 

А-В 

А+В 
с 

1 
z(A-B) 

1 
2(А. +В) 

1 
-с 
~ 

126°18' 4" 
63 42 14 

62 35 50 
190 о 18 
106 43 37 

31 17 55 

95 о 9 

53 21 48,5 
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1 . 1 9.90 441 1' 
1 9.90 441 g sш2 с Ig sin~ с 

1 
Ig cos '2 (А- В) 9.93170 Ig sin ~ (А - В) 9.71 558 

N 9.83 611 N' 9.61 99Q 

{ Jg sin 1 
0.00 124 

{ Ig sin 1 0.08 685 доп. -(а +Ь) доп. -(а-Ь) 
Ig cos 2 Jg cos 2 

D 8.71 630 n D' 9.77 412 

1 
lg cos ~(А +В) 8.94052n lg sin ; (А + В) 9.99 834 

1 
9.77 578 

1 9.77 578 lg cos 2 с lgcos-c 
2 

1 1 

Ig tg~ (а+ Ь) 1.11981n 
1 1 

lg tg~ (а -Ь) 9.84 587 

1 . 1 gstn- С 
2 

9.83 735 lg cos _!__с 
2 

9.86 097 

1 
2 (а +Ь) 94°20'23",7 

1 
у(а -Ь) 35 2 24,5 

а 11292248 
ь 59 17 59 

..!.с 43 26 32} 33" 2 35 
с 86 53 б 

Так как искомый угол С близок к 90°, то ; С близко к 45°; поэтому 
· 1 с 1 с б sш 2 и cos 2 мало различаются между со ою и практически дают одина-

ковую точность. Разность в 3", полученная при приискании угла по синусу 
и по косинусу, носит, таким образом, случайный характер. Ввиду этого за 

1 
окончательное значение угла 2 С принято среднее арифметическое из обоих 
полученных значений, с некоторым предпочтением при округлении- в сторону 
значения, полученного по синусу, как меньшему из двух. 

Глава V 

ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ СФЕРИЧЕСКИЕ ТРЕУГОЛЬНИКИ 

§ 28. Решение элементарных треугольников 

При рассмотрении многих вопросов сферической и практической астроно
мии и высшей геодезии приходится иметь дело с треугольниками, некоторьiе 

элементы которых бесконечно малы. 
Такие треугольники называются элементарными (см. черт. 48). 
Возможны элементарные треугольники двух типов: 
Пер 2 ы й тип. Одна из сторон треугольника, например, а (черт. 48а) 

бесконечно мала по сравнению с радиусом сферы, а следовательно, бесконечно 

мал противолежащий ей угол А. Другие же стороны Ь и с и противолежа
щие им углы В и С суть величины конечные. 

В т о рой тип. Все три стороны al' Ь 1 и с 1 бесконечно малы 
(черт. 48 б). Если все три стороны одного и того же порядка ~tалости по сра
внению с радиусом сферы, то и все углы А, В, С будут величинами ко

нечными. Если же одна иа сторон есть ве:IИ'!Иiiа. аысшего порядка малости 
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по сравнению с двумя другими сторонами, то противолежащий ей угол будет 

бесконечно мал. Такие треугольники встречаются гораздо реже, и мы их рас

сматривать здесь не станем. 

Опустив сферический перпендикуляр CR (четр. 48 а) из вершины одного 
иЗ углов, прилегающих к бесконечно малой стороне а, например, из вер
шины С, на противолежащую сторону, мы разобьем элементарный треуголь
ник первого типа АВС на два элементарных треугольника- на прямоугольный 
элементарный треугольник ACR- первого типа и на прямоугольный элемен
тарный треугольник CRB- второго типа. Подобным же образом и 
элементарный треугольник второго типа А 1В1С1 (черт. 48 б} мы можем раз
бить на два прямоугольных элементарных треугольника того же, т. е. второго, 

типа A 1C1R 1 и R1C1B1, если опустим перпендикуляр из вершины любого 
угла_ на противоположную сторону, например, перпендикуляр C1R1 из вер

шины угла С1 на сторону А 1В1 • 
Таким образом, достаточно рассмотреть решение прямоугольнога элемен

тарного треугольника первого типа АВС (черт. 49 а}, у которого катет Ь и 
противолежащий ему ост-

рый угол В бесконечно В 

малы, а остальные эле- Р 
менты конечны, и решение 

элементарного прямо-

угольного треугольника 

второго типа А1В1 С1 
(черт. 49 б}, у которого 

все стороны бесконечно 

малы, а углы конечны. 

Это, так сказать, два ос
новных типичных случая. 

Для элементарного С 

сферического прямоуголь

ного треугольника перво

го типа решение прово

дится, как обычно, с В 
помощью правила Непе
ра-Модюи. Только функ-

Черт. 48 

д, 

ьl\с 
c,~R, 

Bt 
б) 

с 

в, 

~с, 
с, ь, 'll, 

с б) 

Черт. 49 

ции малых элементов, катета Ь и угла В, по их малости, в зависимости от 
требуемой точности, могут заменяться теми или другими приближенными их 
выражениями, о чем ниже будет сказано несколько подробнее. 

Например, если даны малый угол В и гипотенуза а, для малого катета Ь, 
по правилу Непера-Модюи, сперва напишем: 

sin Ь= sin а sin В, 

а затем, по малости Ь и В, можем заменить синусы этих величин первыми 
членами разложений в ряд и для вычисления Ь получим формулу: 

b=Bsina. 
Элементарные сферически~ треугольники второго типа суть так называе

мые треугольники "с малым изгибом сторон". Их, как уже сказано в § 21, 
можно решать как плоские. Так, например, если в треугольнике А1В1С1 
(черт. 49 б) даны гипотенуза а1 и острый угол С1 , то, решая его, будем 
иметь: 

bl = а1 cos cl, 
cl =а\ sin cl. 

§ 29; Вычисление малых углов по таблицам натуральных значений 
тригонометрических функций 

При решении элементарных треугольников, а также и в других С•lучаях 
приходится находить тригонометрические функции ма.'!ЬIХ углов и, наоборот, 
находить малые углы по их тригонометрическим функциям. В таких слу•1аях 
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целесообразно применить некоторые приемы, облегчающие и упрощающие эту 
работу, без ущерба для то4ности вы4исления. 

Основным приемом здесь является разложение функций в ряды. 
Как известно, в анализе даются разложения в ряды тригонометрических 

функций, а именно: 

. хз ;r5 
SIПX=x-6+ 120- ... ' ) 

хз xl xG 
cosx=1-2+24-72o+· .. ' 

1 xs+2 _ 1 
tg х = х -г 3 15 хо т . . . ' 

1 ( хз х4 \ 
ctg х = х 1 - 3 - 45 - . . . ) , 

(39) 

, -1 1 х2+ Б 4+ secx- т:т 24 х . • J 

- 1 ( 1 + хз + 7 4 + cosec х- х б 360 х . .) . 1 

) 

В опюшении обратных круговых функций для нас имеют наибольшее 
значение ряды для арксинуса и арктангенса: 

. . - + 1 3+ 3 5+ } arc sшу-у . б у 40 у ... , 

- уз _v5 arc tg у-у- 3 + 5 - ... 
(40) 

В простейших с.1учаях можно довольствоваться первыми членами этих 
разложений. Тогда для малых углов можно принять: 

sin х=х ) 
tg Х=Х 1 

COSX= 1 } . ( 41) 
1 

secx = 1 ) 

Однако в рядах (39) и (40) и в выражениях (41 ), как и вообще в ана
лизе, угол х выражен в отвлеченных мерах (в радианах). На практике же 
углы принято выражать в градусах, минутах и секундах градусных или 

(в астрономии) в часах, минутах и секундах часовых. Для практического при
менения выражения (41 ), следовательно, нужно переписать таJ\им образом: 

или 

sin х" =х" ·sin 1" } 
tg x"=x"·sin 1" 

·Последние же два из рав&нств (41) остаются без изменения. 

(42) 

(43) 

Пределы, в которых допустимо пользоваться этими формулами, зависит 

от требуемой точности вычислений. 

Некоторую ориентировку в этом вопросе дают приведеиные ниже та

блички. 
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При 

Предел допускаемой по
грешности в угле х" 

0",01 
0",1 
1" 
1, 

Таблица 1 

вычислении в градусных мерах 

Предел угла х 

при вычислении по 

синусу 

-------
--I

J_____ при вычислении по 
тангенсу 

0° 4 
oo'g 
1 о'7 
бо:g 

1 

1 

Таблица 2 

При nычнcJICHIIИ в часuных мерах 
---------------

u l_ Предел угла х 
Предел допускаемои по- 1 

грешности в угле xs при вычислении по при выч11слении по 
сипусу тангенсу 

os,001 
Os 01 
os'1 
}s' 
}т 

Im7 
зт'7 
вт:} 

17m 4 
бsm:l 

}m,4 
зто 
бm'4 
Iзт:s 
54m,o 

В некоторых случаях при очень приближенных расчетах применяют 

формулы: 

или 

и даже 

sin х' = х' sin 1' } 
tg х' = х' sin 1' 

sin xm = x 1n siп 1 т } 

tg хт = хт sin 1 "' 

sin х0 = х0 sin 1°. 

(42') 

(43') 

Конечно, при вычислениях по формулам (42), (43), (42') и (43') не нужно 
никаких таблиц. Нужно только знать несколько натуральных значений сину-
сов, а именно: 

sin 1" =О, 00000485, 
sin JS=0,00007272, 
sin 1' = 0,00029089, 
siп1 т= 0,00436331, 
siп 1° = 0,01745. 

ДJiя котангенса и косеканса предыдущий прием оказывается непримени-
1 

мым. Благодаря наличию в разложении этих функций (39) множитеJiя -
х 

они очень быстро возрастают при уменьшении аргу"iента, так что какая-либо 
интерполяция и вообще расчеты, основанные на допущешнfпропорциональности 
изменения аргумента и функции, оказываются здесь совершенно неприемле

мыми. Поэтому для котангенса и косеканса часто прибегают к уменьшению 
табличного интсрваJiа, что естественно ведет к увеличению объема таблиц. 

Здесь, однако, можно применить и другой прием. Введем функции р1 (х) 
и р2 (х), по уравнениям 

и 
р 1 (х) = х ctg х \ 
р2 (х) = х cosec х J · (44) 
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В силу разложений ctg х и cosec х по соответствующим формулам (39), 
sти функции можно представить следующими рядами: 

х2 х! 

Pr (х) = 1 - 3-45- . . . ' 

хз 7 
Рз (х) = 1 +б+ 360 х4 + . . . 

При очень малом х они близки к 1 и из~1еняются очень медленно. Ввиду 
такого свойства эти функции иногда называются вы р а в н и в а ю щи м и в том 
смысле, что они на векотором интервале имеют по сравнению с перноначаль

ной функцией более медленное и более равно мер н о е изменение. Поэтому 
они очень легко могут быть табулированы с большим табличным интервалом 
(см., например, Петерс, "Шестизначные таблицы тригонометрических функций~). 

Ограничиваясь двумя первыми членами разложений, что для практнческих 
1 о Jm) 

целей и в пределах для х от 0° до 1 3 (или от O'n до 5 3 вполне доста-

точно, и выражая наши выравнивающие функции в градусных или часовых 

секундах, предыдущие формулы можем переписать так: 

х''2 
р1 (х)= 206265"-т· sin 1", 

х"2 
р2 (х)=206265"+т·siп1", 

где х и р (х) выражены в градусных секундах, или 

(xs)2 
р1 (х)= 1375ts,o- 3 ·sin JS, 

(xs)2 
р2 (х) = 1375JS,O +т·sin JS, 

где х и р (х) выражены в часовых секундах. 

Имея таблички функций р (х), из которых они без всякой интерполяции 
могут быть выбраны по аргументам х, ctg х и cosec х соответственно, легко 

с требуемой точностью по данному х найти ctg х или cosec х и, наоборот, 
найти по заданным ctg х или cosec х соответствующие этим функциям значе

ния х из соотношений: 

и 

или 

и 

ctg х =Pl (х) } 

cosec х =Р21х) 

которые непосредственно вытекают из формул ( 44 ). 

(45) 

(46) 

Если приходится вести вычисления с синусами и тангенсами малых углов, 

выходящих, однако, за пределы, указанные в табличках 1 и 2, то уже при
ходится, до известных пределов, конечно, брать два пе;:тых члена ряда раз
ложений (39) и (40). 
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В этом случае интересующие нас разложения перспишутся так: 
; 

. хз 1 
SШX=X-G ~ 

х3 f' tgx=x+ 3 

arc siny=y+Y: 
vз 

arctgy=y--~ }· 

(39') 

(40') 



и 

Введем обозначение: 

Тог да предыдущие равенства примут вид: 

sinx=x-w(x) 
tg х=х+ 2w (х) 

arc siny=y+w(y) 

arc tgy=y-2w (у) 

Для какого-нибудь х будем иметь: 

y=sinx, 
и наоборот, 

x=arc siny. 

} 

}· 

(47) 

(48) 

(49) 

Отсюда, на основании (48) и (49), для взятого значения х и соответ
ствующего ему знс:чения у можем записать: 

y=x-w(x) 
и 

Складывая эти два выражения, с точностью до малых 4-го порядка 
вкточительно, получаем равенство: 

w(x)=w(y), 

из которого видно, что функции w (х) и w (у) равны между собой: с точностью 
до малых 4-го пор11дка. Следовательно, в известных пределах с весьма боль
шой точностыо мы получаем один и тот же результат, независимо от того, 

находим ли мы функцию w (х) по углу, т. е. по х, или по синусу этого 

угла, т. е. по у. То же самое может быть доказано аналогичным путем и 

для тангенса. 

Такю1 образом, мы функцию w (х) можем табулировать так, чтобы или 
по углу, шш по его синусу или тангенсу можно было подыскивать ее значе

ние. Тогда с помощью этих значений w (х) можно будет по данному малому 
углу х находить по формулам (48) синус и тангенс этого угла, или, наоборот, 
по синусу или тангенсу малого угла по формулам (49) находить самый 
угол х. 

При этом нужно иметь в виду, что для вычисления по формулам (48) 
значения х и w (х) в правых частях должны быть выражены в отвлеченных 
мерах; при вычислении же по формулам ( 49), величины у и w (у) должны быть 
выражены в секундах градусных или часовых. У еловившись для последнего 

случая обозначать нашу функцию через v (ys), формулы (4 7) и (49) можем 
переписать таким образом: 

для вычис.r1ения в градусных секундах-

w (у")= ~ sin2 1" (у")з (4 7') 

x"=y"+w(y"), ) 
и если х = arc sin у l 

х" ==у"- 2w(y"), r (49') 

если х = arc tgy; J 
v 
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для вычислсння в часовых секундах -

v (ys) = ~ sin2 1·• (уs)з 
xs= ys +v(ys), 

если х = arc sin у } 
xs=ys-2v(y), 

если x=arc tgy. 

Напомним, что если х, х" и xs обозначают соответственно отвлеченное 
выражение угла х, его выражение в градусных секундах и в секундах часо

вых, то между этими величинами существуют следующие соотношения: 

. 1" 1 1 
где sш = р" = 206265' 

х = х" sin 1" = х8 sin lS 

"-15 S- Х х - х ---:---1" 
sш 

S х . 1 " 
Х =--=-Х 

sin 1s 15 

) 

~' 
J 

• 1S-15 . 1"- } 
а SШ - SШ - 13751 0 . 

' 

(50) 

Исследование величин остаточных членов разложений (40'), которые в данном 
случае с достаточной точностью можно принять равными соответственно пер

вым из отброшенных членов разложений ( 40), показывает, что поправками w (у) 
и v (у) можно пользоваться в следующих пределах. 

Если при вычислении в градусных секундах требуется обеспечить точ
ность до 0",01, то формулы (47') и (49') можно применять при вычислении 
по синусам д.'IЯ углов от 0°,4 до 3° ,3, а при вычислении по тангенсам
для углов от 0°,3 до 2°,7. 

Если при вычислении в часовых секундах требуется обеспечить точность 
до 08 ,001, то формулы (47") и (49") можно применять при вычислении по 
синусам для углов от tm,7 до 14m,4, а при вычислении· по тангенсам-для 

углов от 1"',4 до 11 111,8. С округлением можно для обоих случаев в среднем 
считать допустимым применение рассмотренного приема для углов до 3° 
ИЛИ 12m. 

В качестве образца может служить приведеиная на стр. 151-152 в При
ложениях таблица поправок v (ys), составленная автором для значений у от 1 т 
до 7m для каждой секунды времени, причем за единицу принята os,oot. 

Пример 1. Дано y=sin х=0,02115; найти угол х. 
По какой-либо специальной таблице или на арифмометре по формулам 

(50) получаем: ys= 290s,834 = 4т5оs,834; по только что упомянутой таблице 
находим v (у)= 22. 

СJiедовательно, 

XS = 411l5QS,834 + QS,Q22 = 4m5QS,856. 

Пример 2. Дано y=tgx=0,01868; найти х, т. е. угол. 
По формуле (50) вычисляем 

ys= 256s,869 = 4m16s,869, 

а по упомянутой таблице находим v (у)= 15. 
Следовательно, xs = 4m168 ,869 - оs,озо = 4m16s,839. 
Пример 3. Дан угол 4тsos,8S6; найти его синус. 

х= 2908 ,856; 

по таб:IИце находим v (х) = 22; следовательно, 

ys = 2908 ,856- QS,Q22 = 2908 ,834. 

Переводим но формуле (50) и находим 

sin 4m5os,8S6 = 0,02115. 
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Пример 4. Дан угол 4"'16s,839; найти его тангенс. 

xs= 256s,839; 

по таблице находим v (х) = 15; следовательно, 

ys = 256s,sз9 + оs,озо = 256s,869; 

переводя ys в отвлеченные меры по формуле (50), получаем 

tgx=0,01868. 

Поправки w (х) и v (х) могут быть названы нелогариф.мич.есюи.ми или 
натуральны.м·и nоправками малых углов. 

§ 30. Вычисление малых углов по таблицам логарифмов 

При нычис;Iении малых углов и их функций по логарифмам можно также 
очень часто пользоваться формулами (42) и (49), т. е. принимать при
ближенно 

или 

а иногда еще грубее 

или 

и даже 

lg sin х" = lg х" + lg sin 1" l. 
lg tg х" = lg х" + lg sin 1" J 

lg sin xs = lg xs + lg sin 1 s } 
lg tg xs = lg xs + lg sin 1 s ' 

lg sin х' = lg х' + lg sin 1' l 
lg tg х' = lg х' + lg sin 1' J 

lg sin xm = lg xm + lg sin 1 т } 

lg tgx"'= lg xm +Ig sin 1"' 

lg sin х0 = lg х0 + lg sin 1 °. 

При этом lg х берется от х, как от числа, выражающего данный угол 
в градусных единицах или в единицах часовых, а lg sin 1 ", lg sin 1 s и т. д. 
берутся с округлением до положенного числа знаков из каких-либо таблиц 
логарифмов. Приведем для справок эти последние логарифмы: 

lgsin 1"=4.68557487 -10, 

lgsin JS=5.86166613-10, 

lgsiri 1'=6.463726 -10, 

lgsin 1m=7.639816 -10, 

lgsin 1°=8.24186 -10. 

Пределы, в которых можно пользоваться только что nриведеиными фор
мулами при вычислениях с той или с другой точностью, примерно совnадают 

с указанными в табличках 1 и 2. 
Так как lg sin х и lg tg х для малых у г лов очень быстро возрастают, 

так что интерполяцин становится очень затруднительна или даже невозможна, 

то для этих функций nрибегают часто к сокращению табличного интервала. 

Другой nрием состоит в разложении функций в ряды и вычислении с их 
по~ющыо так называемых логарифмических поnравок. 

Возьмем из формул (39) разложения sin х, tg х и cos х. Сохраняя всюду 
два nервых члена и вынося, где возможно, х за скобку, можно переnисать 
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их в таком виле: 

( х~) sinx=x 1- 6 

( х2) tgx=x 1+ 3 
хз 

cosx= 1-2 

(l) 

Здесь х выражено в отвлеченных мерах. Выражая х в градусных секун

дах и беря натуральные логарифмы от выражений (1), получим: 

( x"'·sin21") ln sin х = ln х" + ln sin 1" + ln 1 - 6 

, ( x''2·sin2l") lntgx=Jnx'+Insin 1"+In 1 + 3 

) 

f. (11) 

( x"2.sin2l") ln cos х = ln 1 - 2 
1 

J 
Как известно, в анализе даются следующие разложения для натуральноt'О 

логарифма: 

х2 х3 х4 
ln (1 + х) = х - 2 + 3 - 4 + ... 

и 

) 

~- (а) 

) 

Разложим последние члены выражений (Il) по этим формулам, ограничи
ваясь только первыми членами разложений (а). Таким образом, выражения (Il) 
можем переписать: 

x"z ·sin2 1" \ 
lnsinx=lnx"+Insin 1"- 6 1 

х''2 · sinз 1" 
ln tg х = ln х" -+ Jn sin 1" + 3 ~· (III) 

х''2 · sin2 1"'' 
lпcosx=- 2 

1 

J 
Если М-- модуль десятичных логарифмов, то, t{ai< известно из анализа, 

1g10x=M·Inx. 

Такиы образом, умножив левые и правые части равенив (lll) поч:iешю 
на М, получим: 

x"2.sin21"·M 
lg sin х = lg х" + Jg sin 1"- 6 , 1 

1 
x''2·sin2 l" ·М 

lg tg х = lg х" + lg sin 1 '' + 3 , ~ (IV) 
1 

x"2.sin2 l"·M 
lgcosx=- 2 . ) 

Обозначим 

( ) x''2·sin2l"·M 
ах= 6 . 

Тогда, замечая, что 
x''2·sin21"·M 

3 = 2cr (х), 

а 

x"2·sin2l"·M 
2 =За (х), 
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равенства (IV) окt>нчателыrо rtереш~шем: 

lgsiпx=lgx'' +lgsiп1"-cr(x) i 

lg tg х = lg х" + lg siп 1" + 2~ (х) lf . 

lg cos (х) = - 3cr (х) J 
(51) 

Формулы (51) и суть так называемые формулы логарифмических попра
вок. Логарифмические поправки cr (х) обыкновенно даются в единицах послед
него логарифмического знака либо по аргументу х, либо по аргументу lg х"; 
иногда же оба аргумента даются одновременно. 

В таблицах погарифмов часто вместо cr (х) даются величины S и Т. Эти 
величины определяются формулами: 

S=lgsin1"- cr(x), 
Т= lg sin 1" + 2cr (х). 

С применением этих величин формулы (51) перепишутся так: 

lgsinx =lgx"+S, i 

lg tg x=1gx" +Т, Jl 
lg cos х = s _ т. r 

(52) 

В астрономии, где часто встречаются углы, выраженные в часовых еди-

ницах, применяются формулы 

где 

lgsinxs=lgxs+lgsin ts-cr{xs), Jl 
lg tg xs = lg xs + lg sin 1 s + 2cr (xs), r 
lgcosxs=- 3cr (xs), 

Вывод этих формул совершенно аналогичен выводу формул (51). 

(53) 

По формулам (51) и (53) находятся л о г ар и ф мы функций по задаи
но~tу углу. Для нахождения же у г л а по заданным функциям эти формулы 
придется переписать таким образом: 

и аналогично 

lg х" = lg sin х -1g sin 1" + cr (х"), } 
lg х" = lg tg х -1g sin 1"- 2cr (х") 

lg xs = lg sin х -1g sin 1 s + cr (х8), 
lg XS = lg tg х -lg sin 1 s- 2cr (xs). 

(54) 

} (55) 

Пределы пользования логарифмическими поправками легко установить, 
исследуя величины остаточных членов разложений (IV). Можно считать, что 
при вычислении с семизначными логарифмами применение этих поправок до

пустимо для углов до 21/ 2 °, при шестизначном вычислении- до 4° и при 
пятизначном- до 7°. 

Г л а в а Vl 

ПЛОЩАДЬ СФЕРИЧЕСКОГО ТРЕУГОЛЬНИКА. СФЕРИЧЕСКИЙ 
ИЗБЫТОК 

§ 31. Площадь поверхности сферического треугольника 

Лемма. Площадь поверхности сферичеС!(ого двуугольника AMA'N 
(черт. 50) рав.чяется удвоенной площади большого круга, умноженной на 

отношение уzла этого двуугольника А к двуJи• nрЯ.АlЫМ углам. 
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Обозначим через S А qлощадь поверхности сферическаtо днуугольник а, 
через R- радиус данноft сферы. Тогда лемму можно записать следующей 

формулой: 
А 

SA=2тrR2. 180о . 

д о тс а 3 а т е л ь с т в о. Очевидно, площадь 11оверхности сферического 
днуугольника АМА' N так относится к площади всего шара, как дуга MN, 
для которой вершина А являе'тся полюсом и которая заключена между сторо

нами двуугольника, к длине 01<ружности большого круга QMNQ'TE, т. е. 

SA:4тrR2 -:- vMN:2тrR; 

или, выражая дугу MN и окружность QMNQ'TE в градусах и помня, что 
дуга MN является мерой угла А, т. е. что vMN=A, 

SA :4тrR2 = А :360°. 

Черт. 50 

Отсюда, решая пропорцию, находим: 
41tRZ·A 

SA= 3600 

н ли 
А 

SA = 2тrR2·180o • 

д 

д' 

Черт. 51 

(56) 

Следует помнить, что в этой формуле угол А выражен в градусах (0 ). 

Теорема. Площадь поверхности сферичестсого треугольнитса АВС(черт. 51) 
равняется площади большого тсруzа. умноженной на отношение сфериче
стсого иабыттса тс двум прямым углам. 

Обозначим !::, площадь треугольника АВС; тогда теорема запишется в 

виде формулы: 

Д о тс а 3 а т е ль с т в о. Продолжим каждую из сторон сферического 
треугольника АВС до полной окружности большого круга и отметим (черт. 51) 
точки их взаимного пересечения А', В' и С', соответственно диаметрально 
противоположные его вершинам А, В и С. 
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S 8 =BCB'A, 
Sc=CA'C'B', 



а также сферическиt:l треугольник А'С'В', симметричный с данным треуголь
нико~l АВС. СИмметричность этих треугольников . вытекает из равенства и 
неодинакового рас"положения Их сторон, так как на основании чертежа легко 
доказать, что 

А'В'=АВ, 

В'С'=ВС, 

С'А'=СА. 

Так как симметричные треугольники равновелики, то, употребляя для обозна
чения равновеликости знак равенства, можем записать: 

А'В'С'=АВС. (а) 

Представим каждый из днуугольников SA, S8 и Sc, как сумму двух 
треугольников: 

SA=ABA'C=ABC+BCA'=2тrR2 1~0 } 

S8=BCB'A=ABC+CAB'=2тrR2 18~о ' 
(б) 

S -CA'C'B'-A'B'C'+B'A'C-2тrR2 _с_ 
с- - - 180" · 

Последнее равенство, в силу соотношения (а), можно переписать так: 

Sc=CA'C'B'=ABC+B'A'C=2тrR2 ~~о. (в) 

Складывая теперь почленно равенства (б) и (в), ю1еем: 

S +S +- =3ABC+BCA'+CAB'+B'A'C=2тrR2A+B+C · А в ..Jc 180о , (г) 

но 

АВС + ВСА' + САВ' +В' А'С = 2тrR2, 

так как эти треугольники своей площадью заполняют половину сферы. 

С другой стороны, как известно, 

А+В+С= 180°-+-в, 

где в-сферический избыток треугольника АВС [см. § 8, форм. (10)]. Таким 
образом, равенство (г) можно nереписать так: 

2 АВС + 2тrR2 = 2nR2 • 18~~~ • , 

или 

2 АВС + 2тrR2 = 2тrR2 ( 1 + 1 ~0о), 
откуда, обозначая площадь треугольника АВС через /:;,, получаем: 

(57) 

что и требовалось доказать. При этом сферический избыток в должен быть 

выражен, очевидно, в градусах. 

С л е д с т в и е. Сферический избьипок пропорционален площади сфери
ческого треугольника. 

Доказательство. Из формулы (57) имеем 

(58)' 

180° 
НапИсанное равенство доказывает предыдущее положение, так как дробь 'it/{2 , 

являющаяся в формуле (58) коэфициентом пропорЦионалышсти, есть для дан
ной сферы величина постоянная. 
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У треугольника с малыми сторонами, площадь которого весьма мала по 
сраnнению с поверхностью сферы, сферический избы:rок ·также есть величина 
малая. Тогда его удобнее выражать не в градусах (0 ), 'а· в 'секундах ("), т. е. 

180° 180-60-60" 
дробь 1tR2 следует заменить выражением 1tR2 

Таким образом формула (58) для треугольника с малыми сторонами 
перепишется: 

11_180-60·60" л 
s- 1tR2 ·u· 

180-60-60" 
Однако выражение есть не что иное, как число секунд в радиане, 

т. е. р". 
Следовательно, формулу (58) можно переписать так: 

s"=L л 
R2 U• (58') 

р" 
Обозначая 2R2 через f, т. е. полагая 

р" 
f= 2Ra ' (59) 

для треугольника с малыми сторонами будем окончательно иметь: 

s"=2f6, (60) 

г де s" и f выражены в градусных секундах ("). 

§ 32. Теорема о сферическом треугольнике с малыми сторонами 

Пусть дан сферический треугольник АВС, стороны которого весьма малы 
по сравнению с радиусом сферы R (черт. 52). Для такого треугольника справе
длива следующая теорема Лежандра. 

д 
д, 

Черт. 52 Черт. 53 

Если построить плоС!mй треугольни~е А 1В1С1 (черт. 53), у ~еоторого 
все три стороны соответственно равны трем выпрямленным сторонам сфери-

чес~еого, то углы его с весьма малой погрешностью, поряд~еа ( ~-() 4 , можно 
принять соответственно равными углам сферического треугольни~еа АВС, 
уменьшенным на одну треть сферического избытка. · 

Обозначим стороны треугольника А 1В1С1 буквами а1 , Ь1 и с1 соответ
ственно. По условию теоремы 

a=d ) 
Ь=~ 

R ~; {а) 

с=~ 1 

) 
г д е а, Ь и с·- стороны сферического треугольника АВС в отвлеченной мере 
(в радианах). 
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Принимая, как обычно, 

и 

на основании равенств (а) будем, ОLJевидно, иметь 

_Pt 
Р-7[· (б) 

Обозначая, по предыдуЩему, площадь треугольника АВС через 6 и анало
гично площадь треугольника А1В1С1 через 6 1, по известной формуле, можем 
записать; 

(в) 

Для д о 1с а 3 а т е ль с т в а теоремы найдем с точностью до малых 
1 

третьего порядка включительно относительно R разность каких-либо соот-

ветствующих углов плоского и сферического треугольников, например А1 и А. 
Для этого сначала найдем с указанной выше точностью выражение для 

. А1 -А 
sш-2-

Очевидно, имеем 

. At- А . At А At . А 
sщ --2-=sш 2 cos 2 -cos2 sш :z. 

Входящие в эту формулу синусы и косинусы половинных углов треугольни
kОВ А181С1 и АВС выразим по известным формулам лолупериметра плоской 
и сферическоt.,тригонометрии [см. § 23, форм. (24) и (25)], а именно: 

. At ~(pl - Ьt) (р1 - Ct) 
Stn -2 = Ь ' tCt 

. А R R {
sin Pt- ьl sin Pt- Ct 

sщт= ь ' 
sin-.!. sin ~ 

R R 

А ~sin ~ sin f!._t? 
соsт= ь 

sin _l_ sin ~ 
R R 

Таким образом получим: 

{
sin Pt sin Pt -at 

. At -А v·· (pt - bt) (Pt-ct) R R 
SIЛ--= • Ь 

2 Ь1 Ct sin _l sin .:1_ 
R R 

{
. Pt-Ьt . Pt-.·Ct 

{ 
sш--sш--

- Pt (Pt - at) . R R 
Ь1 с1 . Ь1 . с1 

sm Rsm 7[ 

или, перемножая радикалы и вынося общие множители за скобку, 
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Синусы малых дуг ~ , -~ , ~ , Pl R и 1 , ~' 1 R UJ ~'1•R "1 разложим в ряд 

[см. § 29, первую из формул (39)]. При ?ТОМ мы, согласно условию, буде~! 
1 

сохранять только члены третьего порядка относитепьно 7[ . 

Таким образом, мы будем иметь: 

. At-A 1 Х 

sш - 2- = -. ( ( bt ьt )· ( с1 с~ ) v btCt R-6R3 - R-6R3 

Вынесем общих множителей за скобки и из-под знака радикала, а также со-
1 

кратим числителя и знаменате.'!я дроби перед фигурной скобкой на 7[: 

. А1 -А 
sш-2-= 

_ -vp-:-=-(p 1-1-_(-а--,1)...,.(Р-1ь-~__,)ь,...,1)(-=-(р-1 ___ ;-т;)) { {'(_1 __ :-;;r-cz)___,.,..[ 1 __ (_P_l 6-R-~-~)2-:-J ~ 
btcl v 1-6R2 l- 6R2 

v-.=-[-1 --:-(Р-1-~--,~--,1)"""2 J...",.[-1 --,-(р-~-;-2 -c1..,.,)2:-J}; • 

Заменим радикал в числителе дроби перед фигурной скобкой на основании 
формулы (в) и перемножим двучлены в скобках, стоящие под остальными ра
дикалами. При умножении в произведении будем ~охранять только члены до 
3-го порядка малости включительно. 

После этих преобразований у нас получится: 

sin Al-A= 6t {, ~1--P-1~2~+-(P_l __ -a-1)-2-

2 , 1 ь 12+с12 V 6R2 
blcl V 1- 6R2 

_ , 1 _ (pl- Ь1)2+ (р1- С1)2 } 
V 1 6R2 • 

Представляя корни' как степени (- ~ , ~ и ~) и разлагая их по биному 
Ньютона в ряд, сохраняя при этом, как и раньше, только члены до 3-го по
рядка включительно, после небольших упрощений найдём: 

. А1- А_ .6.1 ( 1 + Ь12 + С12 ) (pl- Ь1)2 + (pl- с1)2 -Pt2 - (Pt - аl)з 
sш 2 - Ь1с1 12R2 121(2 • 

Числитель последней дроби преобразуем отдельно: 

(Pt- bt)2 + (Pt- ct)2 - Pt2 - (Pt- at)2 = 
=- (2pl -bl) bl + (2pl-al -cl) (al -с!)=- (al +cl) ь1 +ьr (al -cl) = 

=-а1Ь1 -Ь1с1 +а1Ь1 -Ь1с1 =-2Ь1 с1 • 

Следовательно, можем переписать: 

. At-A= .6.1 ( 1 + b12+i\2 ). -2Ь1с1 
sш 2 · Ь1с1 12R2 12R2 ' 

или после сокращения: 

. А1 - А _ ( + Ь12 + с12) 1 
sщ--2- -- ~~ 1 l2R2 ' 61(2 ' 

86 



или, с положенной точностью, 

. Al-A- L\t 
sш--2---61<2. 

А1 -А . А1 - А 
Так как угол --2- есть величина малая, то, разлагая sш --;,:- в ряд 

с прежней точностью, будем иметь 

или 

откуда 

и аналогично 

At-A 61 
-2-= -6R2 

А А - L\t 
1- - -3J.(2, 

Складывая почленно эти три равенства, поЛучаем: 

А1 +В1 +С1 =А+В+С- ~]-. 

(г) 

(д) 

Но А1 +В1 +С1 = 180°, как сумма углов плоского треугольника, а 
А+В+С= 180°+е, как сумма углов сферического треугольника. Следо
вательно, равенство (д) перепиlllется: 

180°= 180°+е- ~}, 
т. е. 

(е) 

Внося выражение (е) в формулы (г), можем последние переписать оконча
тельно так: 

1 
А 1 =А----;- З е 

\ 

1 
1 

~· В1=В-3 е (61) 

1 
С1 =С- 3 е 1 

) 

чем и доказывается теорема. 

С л е д с т в и е 1·. Сферичес!(ий треуzолыш!( с .мальиш сторонами можно 
с весьжа болыuой точностью при решении за.ttенить, не изменял длины его 

сторон, плос!(им с углами, уменьшенными на одну треть сферичеС!соzо иа
бьtт!(а. 

С л е д с т в и е 2. Треуzолжи!(и АВС и А1В1 С1 с той же са.люй сте
пенью точности можно рассматривать !(а!( равновели!(ие, т. е. полагать 

6=Lн· 
До!(азательство. На основании формулы (е) имеем 

.,_,6,1 .,._ Ra· (е') 

В этой формуле сферический избыток выражен в отвлеченной мере. 
Чтобы выразить его в градусных секундах, достаточно правую и левую части ра

венства (е') умножить на число- секунд в радиане, т. е. на р" = 206265". 
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Тогда формула (е') qримет вид:· 

~"= LtP" 
" J<2 • 

Но по формуле (58') предыдущего параграфа мы имели 

"" 11 r Л 
€ = R2'U• 

Следовательно, 

т. е. 

(ж) 

§ 33. Вычисление сферического избытка треугольника с малыми сторонами 

В высшей геодезии при вычислении сетей триангуляции 1 класса для ре
шения треугольников на земной поверхности прибегают к следующему приему. 

Малую часть поверхности земного сфероида, занимаемую данным треуголь-
1 

ником АВС, принимают за часть сферы с радиусом R, где R= З (Ra +Rь +Rc), 

а Ra, Rь и Rc- средние значения радиуса кривизны поверхности земного 
сфероида в каждой из вершин треугольника АВС. Эти величины, в свою 
очередь, как это излагается в курсе высшей геодезии, вычисляются по фор· 

муле 

R=VMN, 

где М и N- главные радиусы кривизны сфероида в данной точке. 
При решении треугольников в сетях низших классов часто R принимают 

постоянным для целой зоны. 
Таким образом, треугольник на земной поверхности рассматривается как 

сферический. Так как стороны его весьма малы по сравнению с радиусом 
Земли, то к нему может быть применена теорема Лежандра, т. е. этот тре
угольник после уменьшения каждого из его углов на 1/ 8 е можно решать как 
ПЛОС!\ИЙ *). 

Хотя все углы треугольника АВС известны из геодезических измерений, 
однако, вычислять сферический избыток по формуле е= (А+ В+ С)- 180° 
не представляется возможным, так как сумма непосредственно измеренных 

углов отличается от (180° +е) вследствие неизбежных погрешностей н..,мере
ния этих углов. 

Поэтому для вычисления пользуются формулой (60), которую на основа
нии следствия 2 теоремы Лежандра (см. § 32) можно переписать в виде: 

€" = 2 f 61' (60') 

т. е. зам~ни11 по рюн~~нст11у (ж) предыдущего параграфа 6 на L,1• 

Так как <." есть величина малая, то при вычислении площади треуголь
ника АВС, принимаемого за плоский, стороны и углы этого треугольника 

нужно знать лишь приближенно. Для этого могут быть взяты значения их, 

получаемые из предварительной обработки триангуляции, т. е. до введения по

правок за редукции, за приведения и пр., так как это вычисление достаточно 

вести с 4 десятичными знаками. 

Здесь могут быть ·два случая: 

1. В треугольнике АВС известны две стороны а1 и Ь 1 и угол между ними 
С1 или С ·(что в nределах точности вычисления безразлично). Тогда имеем 

для площади тpeyrOJlЬ!f.ИKa 

*) Треугольниrш с малыми сторонами можно решать также по способу аддпта
ментов, Об этом с·м. § 41. 
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и слел:онательно, формула· (60') пср~пишется: 

z" = f· а1 Ь 1 sin С. (62) 

Тот же самый результат может быть получен непосрепственно с nомощью 
первой формулы Каньоли [см. § 26 форм. (36)], т. е. формулы 

• € 
SШ 2 

. а . Ь 
sш- sш-

2 2 . с 
----sш. 

с 
cos2 

Так как z, а, Ь и с суть величины малые, то с достаточной точностью 
мы можем синусы и косинусы этих малых дуг заменить первыми членами раз

ложений в ряды; 11оложив также 

a _al и ь- bl 
-R -R' 

представи~I нашу формулу в виде: 

..:_ = а1 • Ь1 • sin С 
2 2R 2R 

»ЛИ, после сокращения, 

a1b1 sin С 
Z= 2R2 • 

Здесь е получилось в радианах; чтобы получить его в секундах, умножим 
правую и левую часть равенства на р". Тог да, пользуясь обозначением фор· 
муJы (59), опять придем к формуле (62), т. е. снова получим: 

е"= f·a1b1 sin С. 

11. В треугольнике АВС известна сторона а1 и прилежащие к ней углы В и С. 

и 

Тогда · 

aisin В sin С 
61 = 2sin(B+C) 

ai sin B·sin С 
е" = f sin (В+ С) 

Во всех случаях f выражается здесь формулой (59), т. е. 

р" 
!= 2R2. 

(63) 

В зависимости от географического положения треугольника на земной 
поверхности неличина R, _а следовательно, и f меняются. Для облегчения вы
числения f имеются специально составленные таблицы, из которых эта вели· 
чина выбирается по аргументу средней широты треугольника АВС. 

Г л а в а VII 

АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ НА СФЕРЕ 

§ 34. Первая система сферических координат (полярная) 

Пусть нам необходимо определить положение точки М на поверхности 

сферы (черт. 54). 
Решая такую же задачу на плоскости, мы проводим две взаимно перпен

дикулярные пряыые, называемые осями координат, и относительно этих осей 

опреде:шем положение точки. На сфере мы можем взять для этой цели две 
окружности больших кругов, взаимно перпендикулярные друг другу. Проведем 
на нашей сфере (черт. 54) прежде всего большой круг QAQ', который будет 



Играть на сфере роль, аналогичную роли оси Хна плоскости, и условимся называть 
его о с н о в н ы м к р у г о м с и с т е м ы. Отметим геометрический полюс 
круга QAQ', т. е. точку Р, и будем:называть его полюсом системы. 

Чтобы определить положение точки М относительно основного круга сис
темЫ QAQ', опустим сферический перпендикуляр из точки М на этот большой 

круг. Д.1я этой цели ·соединим по-
Р л юс системы -точку Р- с точкой М 

Черт. 54 

дугою большого круга и продопжим. 

эту дугу .до противоположного но

люса (см. § 5, задача 4-). Полученная 
полуокружность РМР' называется 

меридианом или кругом широты. 

Сферическое расстояние точки М 
от бопьшого круга Q AQ', измерен

ное . по кругу широты, т. е. дуга 

mM, и будет первою сферическою 
координатой точки 1И. Будем назы

вать ее широтой и обозначать 

буквою rp. Широты отсчитываются 
от круга QAQ' от 0° до 90°, счита: 
ются по направлению к полюсу Р 

ПОЛ<)Жительны~ш. а в противополож

ном направпении- отрицательными. 

Вместо широты ер можно, в качестве 
первой координаты, взять также 

дугу РМ=р, которую называют полярным расстоянием точки М. 
Широта и полярное расстояние связаны между собой простым соотношением: 

<fi+p=90°. 

Полярные расстояния отсчитываются от полюса системы Р по направле
нию к точке Р' от 0° до 180°. 

Так же, как и на плоскости, для определения положения точки на сфере 

одной координаты недостаточно. На плоскости одна координата определяет 
геометрическое место точек, а именно, прямую, параллельную одной из осей 

координат. Посмотрим, что мы имеем в случае сферы. Проведем через точку М 
плоскость, параллельную nпоскости большого круга QAQ'; в сечении со сфе
рой эта плоскость даст малый круг qMq', параллельный большому кругу QAQ' . 
.Таким образом, по самому построению все точки малого круга qMq'. будут 
лежать на одном и том же сферическом расстоянии от большого круга QAQ', 
т. е. мы будем иметь: 

Mm=uAa=uQq=vQ'q'=и т. д. =rp, 

и, следовательно, все точки мanoro круга qMq' имеют одну и ту же ши
роту ер. Иначе говоря, одна координата на сфере, так же как и на плоскости, 
определяет не одну точку, а геометрическое место точек, а именно, в случае 

широты, малый круг на сфере, параллельный основному кругу QAQ'. · 
Чтобы получить вторую координату, поступае:-1 следующим образо.\1. 

Проведем прежде всего половину окружности большого круга РаАР', кото

рая будет сферическим перпендикуляром к большому кру1·у QAQ', так как 
проходит через по.1юс этого круга, тоЧ~<у Р (см. ~ 5, следствие 2). Эта 
полуокружность играет в нашей системе координат роль, аналогичную роли 

оси· У в декартовой системе координат на плоскости. J'v\ы будем ~тсловно на

зывать ее г л а в н ы м круг о м с и с т е мы. Точка пересечения обоих кругов, 
осно:зного и главного, точка А, соответствует началу координат, точке О на 

плоскости; мы назовем ее г л а в н ой или н а чальной т очко й с и с т е мы. 

Вторую координату можно гео~1етрически выразить несколькими различ

ны~ш способами. Дадим ей такое определение, из которого вытекали бы все 

остальные. Вторая координата называется долготой и обозначается буквою Л. 
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Долгота есть двугранный угол ~1ежду плоскостью главного круга системы и 
плоскостью круга широты определяемой точки i\11, т. е. двугранный угол АРР'М. 
Так как двугранный угол измерhется своим линейным угло~1, то также 

L_AOm=i .. 

Той же величине равняется и дуга Ат, на которую этот центральный угол 

оnирается, т. е. 

vAm=) .. 

Исходя из этого геометрического образа, можно онределить долготу как 
сферическое расстояние от ·главной точки А до круга широты РМР', изме
ренное по основному кругу. Далее той же величине ). равняется еще сфери
ческий угол между главным кругом и кругом широты с вершиной в полюсе 

системы, т. е. 

сф. L АРМ=Л. 
С точки зрения аналитической геометрии на сфере подходящими будут 

два последние сnособа выражения долготы, т. е. с помощью дуги основного 
круга QAQ' и с помощью сферического угла при полюсе системы. Имея 

в виду первый из них, скажем, что долготы отсчитываются от главной точки 

системы А в одних случаях по ходу часовой стрелки, как на черт. 54, 
в других случаях- наоборот, против хода часовой стрелки, по усмотрению 

исследователя, в обоих случаях от 0° до 360°. Иногда также счет ведется 
в обе стороны от точки А, от 0° до 180°, причем в одну какую-либо сторону 
они считаются положительными, а в противоположную- отрицательными. Си
стемы, в которых долготы возрастают, глядя из полюса системы, по ходу 

часовой стрелки, называются правыми, в обратном случае- левыми. 
Итак, если взять, в качестве сферических координат, дуги mM и Am, 

т. е. <р и ),, выражая обе величины д у г а м и, то выявляется некоторое внеш
нее сходство между рассматриваемой сферической системой координат и прямо· 

угольной декартовой системой координат на плоскости. Однако если вместо 
широты <р взять полнрное расстояние р, т. е. дугу РМ, а долготу Л выразить 
сферическим у г л о м АРМ, то обнаруживается большое внутреннее сродство 
этой сферической системы координат с полярною системою координат на 

плоскости. При этом полюс сферической системы Р соответствует полюсу 
полярной системы координат, главный круг сферической системы РАР' играет 
роль, аналогичную полярной оси, дуга круга широты Р М= р может быть 

названа сферическим радиусом-вектором точки М, долгота Л соответствует 
полярному углу или амплитуде. 

Отметим также, что описанная нами система сферических координат может 
быть получена из системы нолярных координат в пространстве *), если 
положить р = const или, в частном случае, р = 1. 

Очевидно, ее можно с полным правом назвать по л я р н ой системой 

сферических координат. 

Кроме этой системы координат, на сфере, так же, как и на плоскости, 

может быть построено множество других систем, одну из которых мы рас

смотрим ниже в § 37. 

§ 35. П'реобразование полярных сферических координат 

Система полярных сферических координат будет геометрически вполне 
определена, если даны полюс системы и главный круг и указано направление 

возрастания долгот. Полюс системы Р оnределяет основной круг. Чтобы оп
ределить главный круг системы, необходимо и достаточно указать какие-либо 

две точки, не лежащие на одном и том же диаметре, через которые он про-

*) О полярных координатах в пространстве см., например, Б. К. Млодзеевский' 
Основы аналнтической геометрии в пространстве, изд. 2-е, Москва, 1911 г., стр. 12 
и след. 
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ходит. Одiюй из этих точек, естественно, является полюс системы Р. Другую 
точку можно выбрать произвольно, однако выгоднее всего для этой цели брать 

главную точку системы А. Ввиду этих соображений мы будем в дальнейшем 

опреде.~ять такую систему координат точками Р и А .и будем это обозначать 

сокращенно символом [РА]. 
Мы рассмотрим сперва по отдельности преобразование главного круга, 

преобразование направления счета долгот и преобразование полюса, а . затем 
общие преобразования в разных комбинациях. 

1. Преобразование главного круга 
Пусть полюс системы Р и направление ВОЗJЭастания долгот остаются без 

изменения, а главная точка А (черт. 55) перемещается, передвигаясь на дугу 
АА' =а в точку А'. Вместе с этим главный круг переходит в положение 
РА' Р1 , поворачиваясь в направлении возрастания долгот на угол АРА'= а. 
Б у де м здесь и в дальнейшем обозначать координаты в системе, полученной 

после преобразования, буквами се' и ) . .'. 

Pt 
Черт. 55 

fJ 
Черт. 56 

Тогда для всякой точки А1, как это непосредственно ясно из чертежа 55, 
будем иметь; 

ер' =ер, } 
А'= Л-а. 

И наоборот, старые координаты через новые выражаются формулами: 

ср=ер', } 
Л=Л' +а. 

Таким образом в данном случае широта ер любой точки А1 остается без 
изменения, а долгота уменыцается на дугу (или угол) а. 

2. П р е о б р а з о в а н и е н а п р а в л е н и я с ч е т а д о л г о т 
Пусть полюс системы Р и главная точка А остаются без изменения, 

а направление возрастания долгот меняется на обратное (qерт. 56). 
Тогда будем иметь: 

Л= v Ат, а А'= v AQQ1m, 

широта же rp остается без изменения. Формулами это можно записать: 

rp'=cp, а 1'=360°-Л, 

или, иначе, применяя отрицательные долготы, 

Л'= -Л. 
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И наобороt 

lfl=lfl' и 1=-l'. 

Итак, при преобразовании направления счета долгот долгота меняет свой 
знак на обратный. 

3. П р е о б р а з о в а н и е г л а в н о г о к р у г а и н а п р а в л е н и я с ч е т а 

долгот 

Пусть теперь точка А переходит в точку А', и направление возрастания 
долгот в новой системе координат [РА'] противоположно направлению возрас
тания долгот в старой системе [РА], а полюс системы остается неподвижным 
в точке Р. Взяв какую-нибудь точку М и построив ее координаты в старой 

и в новой системах координат (черт. 57), находим 

cp=u mM=cp', 
A=uAm, 
l'=u A'm=uAA' -vAm=a.-1, 

причем буквою а обозначена дуга АА', измеряющая перемещение главной 
точки системы из точки А в новое положение, т. е. в точку А'. Можно ска-

р 

Р, 

Черт. 57 

а 

р 

ft 
Черт. 58 

зать также, что на угол а= АРА' мы поворачиваем систему [ РА] вокруг 
оси РР1 • Вообще, преобразование главного круга есть, собственно говоря, 
не что иное, как поворот системы окоЛо прямой РР1 , которую можно назвать 
поэтому геометрической (пространственной) осью системы (сравни § 4). 

Итак, в этом случае 

и наоборот, 

ер' =ер, 

l'=a.-1, 

ер= ер', 

А= а-).'. 

4. П р е о б р а з о в а н и е п о л ю с а 
Дана система координат [РА] (черт. 58). Не поворачивая систему около 

ее геометрической оси, т. е. прямой РР11 и не изменяя направления возрас
тания долгот, т. е. положительного направления на основном круге AQ, 
перенесем полюс из точки Р в точку Р', переместив его по большому кру
гу APQP1 на дугу РР'=в. Тогда ось системы займет по.rюжение Р'Р' 1 , 
а основной круг системы AQ займет положение A'Q', и мы будем иметь но
вую систему [Р'А']. Построив для какой-нибудь точки М ее координаты 
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в старой и в новой системах, найдем: 

rp=vmM, p=vPM, Л=vАМ=сф.,LАРМ; 

rp'=vm'M, p'=vP'M, Л'=vА'М'=сф . .L,А 1Р'М. 

При этом мы получили сферический треугольник МРР', вершинами которого 
сЛужат данная точка М и полюсы Р и Р' старой и новой сис.тем координат. 
Этот треугольник, который называется полярным треугольником точки /И, 
изображен отдельно в более крупном масштабе на черт. 59. Из чертежей 
58 и 59 мы видим, что стороны· этого треугольника соответственно равны: 

РМ=р, Р'М=р' и РР'=г, 

а два его угла 

Если нам даны р, Л и €, то 
стороны и угол между ними (2-й 

в полярном треугольнике нам известны две 

случай решения косоугольных сферических 

треугольников, см. § 27). Решая его 
одним из указанных в § 27 способов, мы 
можем найти искомые координаты точки 

М в новой системе координат, т. е. р' 

и Л'. Так как здесь требуется определить 
только -сторону и один из углов, то ре

шение удобнее всего вести по основным 

формулам [§ 27, 2-й случай, решение 1 )]. 
При вычислении на арифмометре рзбочи
ми будут формулы (см. там же, 2-й слу
чай, решение 1 а): 

р 

Черт. 59 

cos р' = cos р cos г - siп р sin Е cos Л } 
~ ctg· р siп Е ~ • 

ctg11'= ·. +cosectg11 
Si!l). 

При вычислении по таблицам логарифмов удобнее всего воспользоватьrя 
так называемой астрономической системой формул (там же, 2-й случай, ре
шение 1 б), а именно: 

cos р' = cos р cos г- sin р sin г cos Л 1 

sin р' sin Л'= sin р sin Л l 
sinp'c~sЛ'=cospsinг+sinpcosecosЛ J · 

Проделывая с этими формулами все те преобразования, которые были 
указаны выше, т. е. деля вторую формулу на третью, а третью на первую, 

и вводя вспомогател~ный угол по формуле 

ct M=ctgp 
g cos л' (I) 

после аналогичных упрощений получим рабочие формулы в таком виде: 

tgЛ' 
tg Л sin М 

sin (Е +М)' 

t ,_ tg (Е +М) 
gp - соsЛ' • 

По формулам (!), (II) и (III) и можно вычислить 
точки М по данным координатам ее в старой системе. 

(11) 

(Ш) 

новые координаты 

Для обратного перехода из того же треугольника 

арифмометре напишем формулы: 

для вычисления на 

9i 

cos р = cos р' cos г+ sin р' sin г cos Л', j 
ctgp' sin Е 

ctg Л= ctg Л' cos Е---.-"-
sш .. 



Для вычисления же по таблицам логарифмов ("астрономическая" СИ· 
стема формул)-

cos р = cos р' cos е+ sin р' sin е cos 1', 
sin р sin ). = sin р' sin ).', } 

- sin р cos ). = cos р' sin е- sin р' cos е cos 1'. 

Преобразуя эти формулы по то~;у же плану с введением вспомоrатель· 
ного угла М' по соотношению 

t M'-ctgp' 
с g - cos 'л', (1') 

получим такие рабочие формулы: 

t ). = tg !.' sin М' 
g sin (М'- Е) (II') 

и 

t _ tg(M' -Е) 
gp- COSA (III ') 

5. Одновременное пр е о б-

разование полюса и главного 

к р у г а б е з и з м е н е н и я н а п р а

вления счета долгот 

Пусть дана система координат 

fPA] (черт. 60). Перенесем полюс из 
точки Р в точку Р' по дуге РР' =--:: ~. 
являющейся продолжение~! луги АР 

главного круга системы (РА]. Тогда 
главная точка системы А перейдет 

Q 

р 

Р, 

Черт. 60 

в точку А 1 , а осноnной круг системы AQ займет положение A 1Q1• Теперь 
повернем систему [Р'А 1 ] вокруг ее геочетрической оси Р'Р~ на угол а, т. е. 
переместим точку А1 в точку А'. Требуется выразить координаты какой-ни
будь точки М в этой новой системе [Р' А'] через координаты ее в старой 
системе [РА]. 

Построив координаты точки М в старой и в повой системах координат, 
будем иметь· (черт. 60): 

tp=.__,mM, р==.__,РМ, ).=._.Am=cф.L_APM; 
(f)'= т'М р'= Р'М 1'= А'm'=сф / А'Р'М· 

1 ._.. ' ...._.. ' ...._.. ·L- ' 
а=._.А 1А'=сф. L.. А1Р'А'. 

При этих построениях у нас получился сферический треугольник РР' М, 
уже знакомый нам полярный треугольник точки М, вполне аналогичный 

треугольнику, изображенному на черт. 59. Стороны и углы по:Iярного тре
угольника в данном случае имеют те же значения, как и в предыдущем, за 

исключением у1·ла при точке Р', который равняется сумме углов а и Л'. 
Таким образом можем записать для сторон: 

РМ=р, Р'М=р' и РР'=е, а для углов: 

L_P'PM= 180°~1- и L_PP'M=a-f-1'. 

Очевидно, и в данном случае можно полярный треугольник РР'М 

решать по только что рассмотренным формулам (см. предыдущий с.1учай), 

подставляя только вместо. угла /.' сумму (а+ 1'). 
6. О д н о в р е м е н н о е п р е о б р а з о в а н и е п о л ю с а, г л а в н о г о 

круга и напра~ления счета долгот 

Данный случай отличается от предыдущего только тем, что в новой 

системе координат fP' А'] направление возрастания долгот противоположно 
направлению возрастания в старой системе [ Р А]. Поэтому, выполняя все те 
же построения. мы опять получим полярный треугольник РР'М (см. черт. 61), 
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у которот стороны и углы будут Иметь nрежние значения, кроме угла прн 
точке Р', который будет равен разности углов а и Л'. Итак, запищем: 

для сторон: РМ=р, Р'М='р', РР'=в, 
а для углов: LР'РМ=180°-Л и LРР'М=а-Л'. 

Ясно, что и в данном случае можно треугольник РР' М решать по фор
му лам, указанным для двух предыдущих случаев, только заменяя везде 

угол Л' разностью (а- Л'). 
7. О б щ и й с л у ч а й п р е о б р а з о в а н и я с ф е р и ч е с к и х к о о р

ди н а т 

В общем случае положение новой системы сферических координат (Р' А'] 
может быть определено координатами нового полюса Р' и новой главной 
точки А' по отношению к старой системе координат (Р А]. Обозначим коор
динаты нового полюса Р' в системе [РА] rp 0 и Л0 , а координаты новой глав
ной точки А' в той же системе -ер А и Лл. Координаты нового полюса 
могут иметь какие угодно значения; координаты точки А' связаны то.'lько 

р 

Р, 

Черт. 61 

р 

Р, 

Черт. 62 

условием, что расстояние ее от точки Р' равно 90°. Это условие, как будет 
показано в следующем параграфе, аналитически выражается уравнением: 

cos ( ),0 - Ал)=- tg ер 0 tg ер А• 

где Cfir- Л0 , ер А и ЛА имеют указанные значения. 
Геометрически переход от системы [РА] к системе [Р' А'] может быть 

осуществлен следующим образом (черт. 62). 
1. Повернем систему [РА] около геометрической оси этой системы РР1 

в направлении, обратном направлению возрастания долгот в системе [РА], 
т. е. для случая, изображенного на черт. 62, против хода часовой стрелки, 
до совпадения круга РАР1 с продолжением дуги большого круга РР', т. е. 
на угол 180°- ).0• Тогда точка А переместится в точку А1 , и большой 
круг РАР1 займет положение РА1Р 1, а полюс Р останется на прежне~1 

месте. 

2. Перенесем теперь полюс Р в точку Р'. Тогда точка А 1 перейдет 
в точку А2 , а основной круг AA1QQ1 займет положение A2Q2 • Перемещение 
полюса, т. е. дуга РР', равняется, очевидно, полярному расстоянию полюса 

Р', иначе "-' РР' = р 0 , где р0 = 90°- ср 0 • 
3. Повернем, наконец, получившуюся после описанных преобразований 

переходную систему [Р'А2 ] (см. также Черт. 63) вокруг оси Р'Р'1 на неко

торый угол а, по часовой стрелке, до совпадения точки А2 с точкой А' и 
большого круга Р' А2 с большим кругом Р' А'. Тогда полученная система и 
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будет новой снетемой [Р' А']. Она будет вполне определена, если будет 
найден угол последнего поворота r:r. и если будет дано направление возраета

нин додот в этой системе. Для определения угла а. соединим дугами боль

ншх кругон точку А' с потосами Р и Р' и рассмотрим получившийся та
ки'! образом треугольник РР' А' (см. черт. 63). В этом треугольнике 
сторона РР' = р0 , как это было уже указано выше, сторона Р' А'= 90°, так 
как А' лежит на большом круге A2Q2 , 

д:ш которого точка Р' нвляется полю

сом, а сторона РА' = р А= 90°- ((~ А'• 
т. е. полярному расстоянию точки А' в 
системе [РА]; так как LАРА'=Ал 
и L АРР' = ).0, то угол А' РР' = 
=L_APP'-LAPA'='л0 -AA. Тогда 
из треугольника РР' А' по теореме сину

сов найдем: 

siп а.= siп р А sin (А 0 - Ал), 

и, следовательно, угол а. выражается 

очень просто через данные координаты 

точек Р' и А' в старой системе. Такюt 
образом, задача приводится к одНО)tу 

из двух нредыдущих случаев, а имен· 

но, к 5-му, если нанравление возраста
ния долгот в системе [Р' А'] совпадает с 

р 

таким же навравленнем в системе [РА], Черт. 63 
и к 6-му, если оно ему противополож-

но. В самом деле, построив полярный треугольник какой-!iибудь точки Atl, 
нодобно изображенному на черт. 59, в нервом случае найдем, что угол при 
точке Р' будет равен а.-).', а во втором а.-+-).', где ).'-долгота точки М в 
системе [Р' А']. Остальные элементы полученного ноляриого треугольника 
будут иметь те же значения, что и на черт. 59. 

§ 36. Некоторые задачи аналитической геометрии на сфере 

Задача 1. Дана точка М(((~, А); найти координаты rp', А' точки М', диа
метрально противоположной точке М. 

Построив точки М и М', лежащие на концах одного и того же диа

метра ММ', и проведя большой круг MPm'M'P1m, из черт. 64 усматриваем: 

((l=._mM, ).=,__Am; 
((l'=._m'M', ).' =._AmQm' =._Ат+ __.mQm' = 180° +А. 

Так I<ак дуги тМ и т' М' равны по величине, но противоположны по 
направлению, то 

((~'= -rp, } 
А'=).+ 180° . 

(1) 

Задача 2. Даны точки М1 (:рр ), 1) и М2 (rp2 , А2 ); найти кратчайшее сфе
рическое расстояние*) между ними s. 

Построив координаты точек М1 и М2 (черт. 65) и проведя дугу 
большого круга М1М2 , замечаем, что задача сводится к вычислению стороны 

мlм2 = s треугольника MIM2P, у которого: 

сторона РМ1 = р1 = 90°- rp 1, 

сторона РМ2 = р2 = 90°- '{) 2 , 

''') IianшtШBI, •по сфсричесюш расстоянием между двумя точками называется рас
стоsшие меж:tу ними, измеренное по поверхности сферы, по дуге большого круг<~ 
(см. также § 1). 
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а противопежащий искомой стороне угол~ 

или 

L М1РМ2 = L АРМ2 -L АРМ,= Л2 - Лr-

По формуле косинуса стороны [§ 10, форм. (11)] получаем: 

cos s = cos р1 cos р2 + sin р 1 sin р2 cos (Л2 - Л 1 ), 

cos s = sin r.p1 sin r.p2 + cos r.p1 cos r.p2 cos (Л2 - Л1 ). 

(Il') 

(11) 

Если, кроме расстояния s, необходимо найти еще и углы, которые 
дуга М1М2 образует с меридианами РМ1Р1 и РМ2Р1 , т. е. внутренние углы 
сферического треугольника М1М2Р, так называемые прямой и обратный 
азимуты, то такая задача называется в геодезии обратной геодезической 
задачей на сфере. В этом случае приходится проводить полное решение 

сферического треугольника М1М2Р по двум его сторонам и углу между 

р 

11 
Черт. 64 

р 

Черт. 65 

ними. В геодезии обычно при этом пользуются аналогш;ми Непера. Таким 
образом решение выполняется так, как это указано в § 27, 11 случай, 
пункты 3 и 4. 

Задача 3. Найти условие того, что две точки М1 (<рр ).1) и М2 ('.р 2 , А2) 
лежат на сферическом расстоянии 90°. Если s = 90°, то cos s =О; значит 
[см. (11')] 

cos р 1 cos р2 + sin р1 sin р2 cos (Л2 - ).1) =О 
или 

или иначе 

Это и будет искомое условие. 

(III') 

(111) 

Задача 4. Написать уравнение окружности малого круга, если его сфе
рический радиус р и сферический центр лежат в точке С (:р 0 , ).0). 

Обозначая буквами r.p и Л текущие координаты точек окружности дан
ного малого круга, запишем, что любан из этих точек лежит, согласно 
свойству окружности, на сферическом расстоянии р от сферического центра 

С (r.p 0 , А0) этого круга, воспользовавшись для этой цели формулой (11) дан
ного параграфа: 

sin r.p sin r.p 0 + cos r.p cos r.p 0 cos (Л- ).0) = cos р. (IV) 

Формула (IV) и будет искомым уравнение~! окружности малого круга. 
Здесь уместно отметить, что применение метода координат на сфере позiю· 
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.hяет рассматривать не толы.:о большие круги и составленные из них фигуры, 
но и малые круги, а также, как увидим дальше, сферические эллипсы и 

гиперболы. 

Задача 5. Найти уравнение окружности большого круга, полюс кото

рого лежит в точке С ( :.р 0 , ).0). 

Любая точка окружности большого круга от полюса этой окружности, 
согласно определению (см. § 4, теорема 1), находится на сферическом рас
стоянии, равном 90°. Следовательно, на основании формулы (11) этого пара
графа, будем иметь: 

sin rp sin ЧJо + cos (\) cos <р 0 cos (А- А0) = cos 90°, 

где буква~ш Чi и ), обозначены текущие координаты точек окружности дан
ного большого круга. Так как cos 90° =О, то после небольших преобразо-
ваний получиы: 

cos (1. -· ).0) =- tg :.р t~ У~ о· (V) 

Это и будет уравнение окружности большого круга с полюсом в точке С (~0 , А0). 
Задача 6. Вывести уравнение окружности большого круга, проходящего 

через две данные точки М1 (tp1 , 1.1 ) и М2 (~2 , 1.2). 

Обозначим букваhiИ ЧJ и ), текущие координаты точек окружности дан
ного болl!шого круга, а буква~ш ~о и А0 - координаты его полюса. Тог да 
уравнение этого круга ыожно, со г лас но форму л е (V), написать в виде: 

cos (Л- А0) =- tg ер tg ЧJо· (а) 

Так как точки М1 (ср 1 , А 1 ) и М2 (ср2 , ). 2), по данному, лежат на этой окруж· 
ности, то их координаты должны удовлетворять написанному уравнению, т. е. 

cos ().1 - ). 0) =- tg :.р 1 tg ({1 0 }· 

cos ().2 - ). 0) =-tg ~2 tg ~о 
(б) 

Исключив из соотноше1шй (а) и (б) координаты полюса ср 0 и ). 0 j 

получим искомое уравнение окружности большого круга. Исключим сначала tg ср 0 ; 
для этого разде:IЮI почленно уравнение (а) на каждое из соотношений (б); 

соответственно получим: 

cos (). - i.0) tg <р ) 

cos (Л1 - i.0) = tg 'ft ~ • 

cos (Л - ).0) _ tg <р J 
cos (Л2 - Л0) - tg '!'2 

(в) 

Теперь раскроем косинусы разностей, стоящих в числителях и знаме

нателях дробей в левых частях равенств (в), и разделим числителя и знаме

нателя каждой из этих дробей на cos ).0 ; в результате получим: 

cos Л + sin ). tg ).0 tg <р 

cos ).1 + sin ).1 tg Л0 = tg чо 1 ' 

cos ). + sin ). tg ),0 _ tg Ч' 

cos 1.2 + sin ).2 tg ).~ - tg tp2 

Отсюда дважды определим tg 1.0 : 

cos ), tg 1'1- cos ).1 tg Ч' 
tg ),о = - . ) t ' sin 1. tg 'f'l - sin .1 g Ч' 

t А = _ cos Л tg <р 2 - cos ).2 tg Ч' 
g о sin i. tg <р 2 - sin 12 tg Ч' 

Иначе, с помощью детерминантов, это можно переписать так: 

7"' 

1 
со. s Л cos Л 1 1 

' tg Ч' tg Ч'1 
tg J.o = -, sin l sin. 11 1 ' 

tg Ч' tg Ч'1 
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1 со. s ). cos '·21 
tg 'Р tg 'Р2 

tg ).о= -, sin Л sin Л2 / • 

. tg 'Р tg 'Р2 

Приравнивая друг к другу оба найденных выражения для tg Л0 , получим 
уравнеrше большого круга, проходящего через две данные то<rки, в виде: 

1 cos ). cos ).1 1 1 cos. l cos ),21 
tg Ч' tg 'Р1 _;____ tg 'Р tg 'Р2 

1 
sin. Л sin Л1 ~-~ sin Л sin ),2 1 ' 
tg f tg 'Р1 tg f tg '1'2 

(VI) 

или иначе: 

1 
cos л cos ).11 х' 1 sin ), sin ),21-1 cos). cos ),21 1 sin). 

tg ~ tg :р 1 tg ер tg :р2 tg :р tg :р 2 Х tg :р (VI') 

Наконец, раскrывая детерминанты, выполняя умножение и делая различ
ные несложные упрощения и преобразования, можем nолучить то же уравне

ние в следующей симметричной форме: 

tg ер sin (Л2 - 11) + tg ср 1 sin (Л- ).2) + tg rp2 sin (Л 1 - Л)= О. (VII) 

Разрешив относительно tg ер, можно также представить его в виде: 

t ([) = tg 'fi sin(J,- ),2)- tg ~2 sin (l- ).1) 

g • sin ().1 -12) • 
(VIII) 

Задача 7. Дан большой круг, проходящий через две данные точки 
М1 (~1> ).1) и М2 (:р2 , Л,); найти координаты его полюса. 

Обозначим текущие координаты точек окружности данного балынога 

круга буквами rp и )., а координаты его нолюса :р 0 и ). 0• 

Тогда, по нредыдущему, уравнение этого круга можно написать в виде: 

Подставляя в него координаты данных точек J\11 и М2 , полу•rим: 

cos ().1 - ~-0) _- tg ср 1 tg ер 0 } • 

cos ().2 - 1. 0)-- tJ:; <р2 tg ср 0 

(а) 

(б) 

Равенства (б) можно, очевидно, рассматривать как систему двух уранне

f1ИЙ с двумя неизвестными <flo и Л0 • Чтобы решить эту систему, разделим 
прежде всего первое из уравнений (б) на второе: 

cos (11 - J.п) tg <р 1 
cos (1. 2 - ).0) = tg <р 2 • 

Далее, раскроем косинусы разностей в левой части и разделим 

знаменатель полученной таким образом дроби на cos ).0: 

cos ).1 + sin ).1 tg ).0 tg 'ft 
cos ),2 + sin ).2 tg ),0 = tg <р2 • 

Из этого уравнения найдем tg Л0: 

tg ).0 = _ cos !·1 :g <р 2 - c?s/.2 ttg <р 1 , 

SIП At g 'f2- S!П •2 g 'fl 

что с помощью детерминантов можно нереписать еще так: 

1 
cos ),1 cos ),2 1 

t ). = - tg 'Pl tg 'Р2 • 
g 0 j siп Л 1 sin ).2 \ 

. tg 'f1 tg '1'2 

числитель и 

(IX) 

(IX') 

Уравнения (IX) и (IX') выражают tg ). 0 через тригонометрические функции 
координат данных то•rек. После того как Л0 определено, можно по уравне
ниям (б) вычислить tg ср 0 и притом дважды. Совнадевне полученных .для ср 0 
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значений послужит контролем вычислений. Уравнения (б) для этой цели пе
репишем так: 

(Х) 

Задача 8. Найти условие, при котором три данные точки М1 (<р11 11), 

М2 (ер 2 , 12) и М3 (ер3 , 13) лежат на окружности одного и того же большого 
круга. 

На основании формулы (Vll) уравнение окружности большого круга, 
определяемого точками М1 (r.p1 , 11) и М2 (r.p2 , 12), напишется: 

tg ер siп ().2 -11) + tg ер 1 sin (1- ).2) + tg ер 2 sin (11 -1) =О. 

Если точка М3 (<р3 , 13) лежит на той же окружности, то, подставив 
в это уравнение вместо текущих координат координаты точки М3 , мы полу

чим тождество, а именно: 

tg rp1 sin (1R -12) + tg ср2 sin (Л 1 - ).3) + tg <р3 sin ().2 - Л1 ) =О. (XI) 

Выражение (XI) и есть искомое условие того, что все три данные точки ле
жат на окружности одного и того же большого круга. 

Задача 9. Найти координаты точек пересечения двух больших кругов, 
заданных своими уравнениями. 

Если уравнения больших кругов заданы в виде, определяемом форму

лой (V), то тем самым даны координаты полюсов этих кругов. Если же эти 
уравнения представлены в виде, определяемом фор~rулами (VII) или (VIII), то 
мы можем по задаче 7 -й, по формулам (IX) и (Х), найти координаты полю
сов этих кругов. Таким образом, координаты полюсов наших окружностей 
можно считать известными. 

Пусть полюсами этих больших кругов являются соответственно для одного 
из них точка С1 (<рр ),1 ) и для другого -точка С2 (ср2 , Л2 ), а одной из точек 

пересечения этих кругов- точка В(~, l). Так как точка В (rp, 1), как точка 
пересечения, одновременно лежит на окружности и того и другого большИх 
кругов, то она от каждой из точек С1 и С2 (§ 4, теорема 1) отстоит на сфе
рическом расстоянии, равном 90°. Это на основании формулы (III) можно 
записать так: 

соs~-Л1 ) =- tg<p1 tg:f,} 

cos (Л - Л2 ) = - tg <р2 tg ер. 
(а) 

Равенства (а) представляют собой систему двух уравнений с двумя неизве

стными ~ и I, вполне аналогичную системе уравнений (б) в задаче 7. Решая 
ее по тому же плану, найдем для [: 

или 

tg л=- cos ).1 tg 'Р2- cos ).2 tg '1'1 
sin ).1 tg tp 2 - sin ).2 tg !f1 

1 
cos ).1 cos ).21 

t -;-- - tg '1'1 tg '!'2 
g 1. - 1 . ' . ) ,. SIП Ч SIП. ·2 

tg '1'1 tg '!'2 

(XII) 

(XIII) 

После того к:ак ), по формуле (XII) или (XIII) найдено, можно по н:аждо

му из уравнений (а) найти ер. С этой целью уравнения (а) лучше переписать 
так: 

(XIV) 

Таким образом ер может быть вычислено дважды; схождение результатов служит 
контролем вычислений. 
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Так как долготы ), могут принимать всевозможные значения от 0° до 360°, 
то по тангенсу мы получим два значения для I, отличаюциеся на 180°. Это 
находится в полном соответствии с тем, что два больших круга пересекаются 
в двух диаметрально противоположных точках [см. форм. (!)]. С каждым из 
этих значений по форм. (XIV) вычислим свое значение для rf, Так как ши
рота может принюtать значения от- 90° до + 90° и так как в форм. (XIV) 
'Г входит под знаком косинуса, то оба найденные значения будут от.'!Ичаться 
только знаками, что также находится в полном согласии с формулами (!) 
настоящего параграфа. 

Только что изложенные рассуждения целиком и полностыо относятсн 

также к формулам (IX) и (Х) задачи 7 этого же параграфа. Там также коор
динаты полюса большого круга ), 0 и ср 0 отыскиваются по тангенсам по фор
мулам, совершенно сходным с формулами (XIII) и (XIV). Следовательно, и там 

найдутся две точки, а не одна, что согласуется с тем, что у каждого боль

шого круt·а есть два диаметраль

но противоположных полюса. 

Сходство же формул объясняется 
тем, что задачу 9-ю можно све
сти к задаче 7 -й, если принить 

во внимание, что точка пересече

ния двух больших кругов являет

ся полюсом большого круга, про

ходящего через оба полюса этих 

двух кругов. Последнее утвержде
ние будет доказано ниже, при 
решении задачи 1 0-й. 

Задача 10. Найти угол, 

образуемый двумя пересекающи
мися кругами, заданными своими 

уравнениями. 

На основании рассуждений, 

изложенных выше (см. задачу 9), 
Черт. 66 будем считать известными коор-

динаты полюсов этих больших 

кругон, т. е. точек С1 (:PI> Л 1 ) и С2 (ср2 , ),2). 

Прежде чем решать настоящую задачу, докажем следующую лемму. 

Ле.м.ма. Сферическое расстоян.ае между полюсама двух пересекающахся 
большах кругов есть мера сферtt•tеского угла между н.uмu, ·т. е. 

cф . .L,NAR=_C1C2 (черт. 66). 
Доказательсmв!J. Соединим точку А пересечения двух больших кругов 

ANBM и ARBQ (см. черт. 66) с полюсами этих кругов, т. е. с точками С1 
и С2 , дугами больших кругов АС1 и АС2 • Так как точi<а С1 есть полюс дуги 
ANBM, то vAC1 = 90°, а так как точка С2 сеть полюс дуги ARBQ, то и 
v АС2 = 90°. Следователыю, точка А, отстоящая от двух точек большого 

круга C1RNc;c~ QMC?, проходящего через полюсы больших кругов ARBQ и 
ANBM, т. е. через точки С2 и Cl> есть полюс этого большого круга. В силу 
этого, 

vAN= vAR=90°, 
а потому 

OR j_ АВ и ON j_ АВ. 

Значит, угол NOR есть линейный угол двугранного yr.r1a NABR, и 
(см. § 5) 

cф . .L,NAR=.L,NOR. (а) 

С другой стороны, так как С1 есть полюс дуги MAN, а С2 - полюс 
дуги QAR, ТО 
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и следователLно, 

а IIOTO~IY 

L_NOR=L_C10C2 , (б) 

как углы с взаимно перпендикулярными сторонами. Угол же С10С2 измеряется 
дугой clc2, как центральный, т. е. 

L.. срс2 = v С1С2 • (в) 

Сопоставляя равенства (а), (б) и (в), заключаем, что 

сф. L. NAR = vС1Сз., 
что и требовалось доказать. 

Возвращаясь к решению предложенной задачи, на основании леммы за
ключаем [по формуле (11)], что 

cos NAR = cos С1С2 = sin tp 1 sin <р2 + cos <р 1 cos <р2 cos (А2 - А1 ), (XV) 

где tp1 , А1 и <р2 , Л2 - известные координаты точек С1 и С2 полюсов пересе
кающихся двух больших кругов. 

§ 37. Вторая система сферических координат (тангенциальная) 

До сих пор для изучения геометрических свойств фигур, расположенных 

на сфере, мы пользовзлись построениями, выполняемыми на самой этой изу

чаемой нами поверхности. Однако часто при изучении геометрии на какой
либо поверхности прибегают к тако
му приему. Выбирают какую-нибудь 
вспомогательную поверхность, более 
простую, чем изучаемая, и проек

тируют на нее тем или иным спосо

бом рассматриваемые геометрические 

фигуры. Для сферы в таких случаях 

берется плоскость и применяется 

стереографическая, гномоническая и 

некоторые другие проекции. 

Как читатель убедится из даль

нейшего изложения, тангенциальная 

система координат, речь о которой 
идет в настоящем параграфе, и ос
новывается на таком приеме. 

Будем, как это иногда прини

мается в высшей математике, считать 

радиус сферы равным единице. Так 
как окружность большого круга 
является на сфере анuлогом прямой 

-х 

!1 

ЧС'рТ. 67 

на плоскости, будем называть ее в дальнейшем "сферической прямой". В ка

честве "осей координат" возьмем две взаимно перпендикулярные сферические 

прямые, о;J:ну из точек пересечения которых- точку О (черт. 67) будем назы
вать "начальной точкой" системы; она будет ана.11огична началу координат в 

декартовой прямоугольной системе координат на шюскости. Определим на 
чертеже положительные и отрицателыlЫе направления на осях ОХ и О У и 
отметим точки Х, У, - Х и - У, из которых каждая отстоит от точки О 
(черт. 67) на сферическом расстоянии 90°. 

Пусть М есть произвольная точка на поверхности шара, сферические 
координаты которой в рассматриваемой системе мы должны построить. С этой 
целью опустим сферические перпендикуляры MQ и MR из точки М на .оси 
координат". Обозначим: 
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а отрезки на осях-

OQ=~ и 0R=1J· 

Из чертежа 67 видно, что так же 

E=cф.L,OYQ и 1J=cф.L,OXR. 

~Сферическими координатами" х и у в нашей системе будем считать таНI·ен
сы дуг ~ и YJ, т. е. положим: 

х = tg ~ и у = tg YJ· 

Принимая за сферические координаты точки М тангенсы дуг OQ = ~ и 
OR = YJ, мы, очевидно, проектируем эту точку на плоскость, касающуюся 

сферы в точке О, с помощью луча, проведенного из центра сферы. Для до

стижения однозначного соответствия между точками и координата~ш ограни-

lj 

-у 

Черт. 68 

точке R, у которого катет 

чимся рассмотрением одного только 

полушария нашей сферы (именно 

переднего), т. е. положим: 

'lt --- ~ -2= ... , 

Тогда каждой паре значений х и у 

будет соответствовать одна и толь

ко одна точка полушария, и наобо

рот. 

Можно сказать также, что 

окружность большого круга 

ХУ (- Х) ( - У) является границей 
рассматриваемой области. У становим 
очень важную для дальнейшего 

связь между величинами Е', 1)', Е, YJ· 
Из сферического треугольника MRY, 
прямоугольного по построению при 

RY=90°-1j (черт·. 67), имеем: 

cos 1J = ctg Е tg Е', 

а из сферичесJ<ого треугольника MQX аналогично: 

cos ~ = ctg 1J tg YJ', 
откуда легко находим: 

tgE' = cos 1J tgE и tg YJ'= cos Е tg YJ· (!) 

С помощью установленной системы координат решим еще несколько за
дач аналитической геометрии на сфере. 

Задача 1. Вывести уравнение сферической прямой, отсекающей на ~осях 
координат" отрез1ш а и ~ (черт. 68). 

Пусть сферическая прямая KL образует с осью Х угол (jl, а точка 
М (х, у) есть одна из точек этой "прямой". Тогда из сферического тре
угольника FOO имеем: 

sin а= tg ~ ctg ~. 

а из сферического треугольника FMQ: 

sin (а- Е)= tg YJ' ctg rp. 

Определяя из этих выражений tg 'f, найдем: 

t Г[) = tg ~ = tg т}' • 
g • sin а sin (а- Е) 
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Отсюда, раскрывая синус разности двух yr лов, получаем: 

tg ~ tg 1} 1 

sina = sin а. cos ~- cos а. sin Е • 

Заж~ниы tg 1j' на основании (!) и поменяем места числителей и знаменателей 

соответственно в написанных дробных выражениях: 

sin а. sin а. cos Е- cos а. sin Е 
tg ~ - cos Е tg -~ 

или, разделив числителя дроби в правой части почленно на знаменателя, 

sin а. sin а. cos а tg Е 
tgf-tg·~-~ 

или, наконец, разделив обе части на sin а и умножив на tg 1j, после переста-
новки членов, 

tgE+tgТJ= 1 
tga tg ~ · 

Обозначим tg а и tg ~ буквами а и Ь соответственно, т. с. положим 

tga=a и tg~=b, 

и заменим tg Е и tg 1j cor лас но условию соответственно через х и у; тогда 
получим окончательно уравнение сферической прямой в виде, сходном с урав
нением прямой "в отрезках" на плоскости, а именно: 

(II) 

Задача 2, Вывести уравнение сферической прямой, прохолящей через 
данную точку М1 (хр у1 ). 

Если точка М1 (х1 , у1 ) лежит на данной сферической прямой, то коорди
наты ее х1 и у1 удовлетворяют уравнению (Il), т. е. 

~+b-t 
а Ь- · 

Вычитая это равенство почленно из уравнения (II), получим: 

Это и будет искомое уравнение сферической прямой, проходящей через 
точку с координатами х1 и у1 . 

Задача 3. Вывести уравнение сферической прямой, проходящей через 
две данные точки MJ (xl, YI) и м2 (х2, У2). 

Уравнение сферической прямой, проходящей через точку М1 (х1 , у 1 ), 
согласно (III) можно написать так: 

У-У1 _ х-х1 
-ь-= а 

Координаты точки М2 (х2 , у2), лежапJ:ей на этой сферической прнмой, 
должны удовлетворять написанному уравнению, т. е. 

Y2-Yl __ x2-x1 
Ь а 

Разделив одно выражение на другое, получим уравнение сферической прямой, 

проходящей через две данные точки, в виде: 

Y-Yl _x-xl 
У2-У1 Х2-х1" 

(IV) 

Задача 4, Показать, что уравнение Ах -f-Ву+ С= О, линейное отно
сительно х и у, есть общее уравнение сферической прямой. 
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Перенеся С в правую часть и разделив все уравнение ночленно на- С, 
можно переписать его в виде: 

Положив теrrерь 

получюt окончательно: 

~+Ву -1 
-с -с- · 

~+~=1. 
Это и доказывает, что уравнение вrща Ах+ Ву+ С= О, линейное от

носительно х и у, где х и у суть текущие тангенциальные сферические 

или 

f} 

-lj 

Черт. 69 

х 

координаты, есть общее уравнение 

сферической пряиой. 

Задача 5. Вr.rвести уравнение 

окружности малого круга со сфери

ческим центром в точке О и с сфе
рическим радиусом р. 

Так как вес точки окружности 

малого круга лежат от сферического 

центра этой окружности О на одном 
и том же сфернческо~r расстоянии р, 

то для какой-нибудь точки этой 

окружности Atl (х, у) (черт. 69) из 
сферического треугольника OMQ 
непосредственно имеем: 

cos р = cos 1i' cos Е 

или, возводя в квадрат, 

cos2 р = cos2 т/ cos2 Е, 

2 _ cos2 Е 
cos р- 1 + tg2Y)' 

Заменяя tg 1j' по формуле (!), получим: 

или 

2 cos2 Е cos 1) = .,....-,-----",...,....,~ 
r 1 + cos2 Е tga У) 

1 + cos2 е tg2 У) 
cos2 р = cos2 е 

Разделив числитель дроби в правой части на зна:vtенатель и восполь;ювавшись 
известной формулой гониометрии, найдем: 

1 + tg2 р = 1 + tg2 ~ + tg2 1j, 
ИJ!И 

tg2 ~ + tg2 1J = tg2 Р· 

Положим tg р = r, тогда, по условию, окончательно будем юrеть уравне
ние окружности малого круt·а в виде: 

x2+y2=r2. (V) 

Задача 6, Вывести уравнение сфери4еСI<аrо эллипса. 
Сферическим кошi'!еским сечением *) называется кривая пересечения 

эллипти'!еского конуса со сферой, описанной вокруг вершины KO'IIyca как 

''') О сферичесrю~1 коническом сечении и его геометричесrшх свойствах см., напри
мер, О. Д з и о б е к. Курс аналитической геометрии. Часп, 11. Анаюпичссt\ая I·eo~tCT· 
рия в пространстве. Одесса. 1912, стр. 276-279. 
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центра. Так как 1\Онус имеет две полости, то 1\ривая имеет две ветви. Если 
мы примем за центр кривой точку пересечения оси конуса со сферой и огра

ничимся, как было выше условлено, рассмотрением только одной половины 
сферы, то получится фигура ST S'Т', изображенная на черт. 70, к оторан 
называется сферическим эллипсом. Внутри сферического эллипса на поверх

ности сферы есть две точки F и F', которые называюто1 е го фокуса~ш и 
обладают снойствами, аналогичныыи 

свойствам фокусон плоского эллипса. У 
Отрезок сферической примой ТТ', 

проходищей через точки F и F', на

зываетсн большой осью сферического 
эллипса, а отрезок сферической прямой 

SS'- его малой осью. Обе оси вза
Юiно перпсндикулярны, перссекаются 

n центре кривой, точке О, и делят 
друг друга пополам. Точки Т, Т' и S, 
S' назынаются вершинами эллипса. 

Если мы начало координат, т. с. 

точку О, персместим по одной из осей 

на 90° в ту или другую сторону, то 
на рассматриваемой половине сферы 

будут .лежать две ветви кривой, сим

метричные относительно нового начала 

и новых осей координат. В таком слу- Черт. 70 
чае сферическое коническое сечение 

называется сферической гиперболой, и мы видим, что в сущности на сфере 

нет различия между сферическим эллипсом и сферической гиперболой. 
Сферический эллипс может быть опреде,1ен, как геометрическое место 

точек, сумма сферических расстояний которых р и р' от двух данных точек 

F и F', фокусов эллипса, есть величина постоянная, равная большой оси 
эллипса. 

Обозначим OF=OF'=в, ТТ'=2а. "и SS'=2~. Пусть S-одна из 
вершин эллипса, лежащая на оси У, а М- одна из точек эллипса (см. черт. 70). 
Тогда из сферического треугольника OSF' имеем: 

откуда 

или 

cos а.= cos ~ cos €, 

R cos а cos ro=--, cos 1! 

2 
2 R cos а 

cos f' = соsз € • 

(а) 

Выразив косинусы через тангенсы по известной формуле гониометрии, найдем: 

или 

или 

или, наконец, 

откуда 

1 + tg2 а 
1 

1 + tg2 а. = ( 1 + tg2 в) ( 1 + tg2 ~) , 

1 + tg2 а. = 1 + tg2 ~ + tg2 в ( 1 + tg2 ~)' 

(б) 
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Из сферических треугольников MQF и MQF' соответственно получаем: 

cos р' = cos lj' cos (в- Е)} . (в) 
cos р = cos '1' cos (в+ Е) 

Помня, что р + р' = 2а и обознаЧив р- ~· = 2~, можем попусумму ко
синусов представить в виде: 

1 . 
2 (cos р + cos р')= cos acos а. 

С другой стороны, на основании (в) имеем: 

1 COS Е COS ~ 
2 ( cos р + cos р') = cos 1j' cos в cos Е = у 1 + tgз ~· , 

откуда следует: 

' cos Е cos Е • 
cos а cos о= , 1. 

r 1 + tg2 ТJ' 

Возьмем выражение cos ~ cos о и, выражая ~ через а на основании равенства 
(а), можем зависать: 

~ , cos а cos о • 
cos cos о = ---

cos Е 

Подставлня сюда только что найденное выражение для произведения cGs а cos ~' 
перспишем последнее равенство так: 

" cos Е cos Е 
cos в cos о=--·--== ' 

' COSE у 1 + tg2 1) 1 

или, сокращая и заменяя tg lj' по фор,Iуле (1), 

cos Е 
с os ~ с о s а = -.;г:;=т==:::=т;=;;== 

У 1 + cos2 ~ tg2 ТJ 

Беря обратные величины и возводя в квадрат, получим: 

1 + cos2 Е tgз Т} 

или 

или, наконец, 

cos2 ~ cos2 о - cos2 Е 

--::-;;-1 __..,."..".. = _1 - + tg2 1i 
cos2 ~ cos2 о cos·~ Е J' 

о + tg2~) (1 + tg2 о)= 1 + tg2 z + tg2 r,. (г) 

На основании равенств (в) и принятых обозначений можем сумму и разность 

косинусов р и р' преобразовать следующим образо\I: 

cos р- cos р' = - 2 sin а sin о= - 2 cos r,' sin в sin Е, 

cos р + cos р' = 2 cos а cos о= 2 cos r,' cos в cos Е. 

Деля первое из этих выражений на второе, найдем: 

tg а tg о= tg в tg Е, 
откуда 

ta 0 = tg Е tg Е (д) 
"' tg Cl 

Возводя равенство (д) в квадрат и подставляя ю1есто tg2 в правую часть 
равенства (б), получим: 
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Теперь преобразуем левую часть равенства (г), используя только что наt!ден· 
вое выражение для tg2 а: 

( 1 + tg2 ~) ( 1 + tg2 а) = ( 1 + tg2 ~) ( 1 + :~:: . t~2 ~ ~;~2 ~) = 
= 1 + tg2 ~ + :;: ~ (tg2 а- tg2 ~) = 1 + tg2 р + tg2 ~ _ tg:;}:2 Е • 

После этих преобразований равенство (г) примет вид: 

1 + tg2 ~ + tg2 е tg::гt:2 Е= 1 + tg2 ~ + tg2 1J, 

или, по приведении подобных членов, 

tg2 7i = tg2 R - tgг рgг Е 
j ~ ~2а ' 

или, наконец, по разделении на tg2 ~' 
tg2 Е+ tg2ТJ - --1 tg2 а tg2 ~- • 

Обозначая tg а= а и tg ~ = Ь и заменяя tg ~ и tg r, согласно условию, 
получим окончательно уравнение сферического эл1шпса в виде 

(VI) 

где х и у-- текущие тангенциальные сферические координаты точек этой 

кривой. 

Если мы определим сферическую г и пер б о л у, как геометрическое место 
точек, разность сферических расстояний которых от двух данных точек F 
и F', фокусов гиперболы, есть величина постоянная, равная 2а, то, проделав 
анаJЮГИLJНые выкладки, получим уравнение сферической гиперболы в виде: 

(VII) 

Здесь также х и у- текущие тангенциальные сферические координаты точек 

кривой; точно так же 

a=tga и b=tg ~' 

где 2Gt -действительная, а 2~ - мнимая ось гиперболы. 
Задача 7. Вывести уравнение касательной к сферическому эллипсу и сфе· 

рической гиперболе. 

Касательной к сферической кривой называется сферическая прямая, имею
щая с кривой две совпадающие общие точки. 

Выведем сначала уравнение секущей, имеющей с кривой две раздельные 

общие точки: М1 (хр у1 ) и М2 (х2 , у2 ). Уравнение сферической прямой, про
ходящей через две данные точки, можно, на основании формулы (IV), напи
сать так: 

у-у =Yt-Y2 (х-х). 
1 Xt -Хг 1 

(а) 

Пусть рассматриваемая кривая есть сферический эллипс, определяемый урав
нением (VI). Так как точки М1 (хр у1 ) и М2 (х2 , у2 ) лежат на этом эллипсе, 

то их координаты должны удовлетворять этому уравнению, т. е. 

Вычитая почлевно, получим: 

у2= b2_i?!_ х2 
1 а2 1' 

у2 -Ь2-~ х2 
2 - аг 2 • 

2 2 _ Ь2 ( 2 2) Yt-Y2- -lii! xl-x2, 
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или 

или, наконец, 

ьа х\ +х2 
- а2 У1 +У2 

отношения Внося полученное значение 
xl-x2 

секущей или хорды эллипса в виде: иметь уравнение 

Ь2 х1 +х2 
у-у~= -з. + (x-xl). 

а У1 У2 

в выражение (а), будем 

Чтобы получить уравнение сферической касательной к эллипсу, достаточно 

положить х1 = х2 и у1 = у2 , т. е. 

ьз xl 

или 

у-У1 =-аз· у;_ (х-х1), 

2 2 
XX1+YY1_Xl+Y...!_ 
а2 Ь2 - а2 Ь2 • 

Правая часть этого выражения на основании уравнения сферического 
эллипса (Vl) равна единице, так что уравнение касательной к эллипсу окон-

чатепыю напишется в nиде: 

хх1+УУ1= 1 
а2 ьz . (VШ) 

Аttалогично уравнен,tе касате.1ыюй к сфсрt·l'tеской гинерболе будет иметь 

вид: 

(IX) 

Мы видим, что во всех рассмr трснных в этом параграфе случаях полу

чается совпадение формул. анапитической геометрии на сфере с соответст

вующими формулами аналитической геометрии на плоскости. Геометрически 

это объясняется тем, что сферические координаты х, у точек сферы можно, 

очевидно, рассматривать так же, как прямолинейные декартовы координаты 

проекций этих точек на плоскость, касающуюся сферы в начальной точке 

системы О. Так как центр проекции совпадает при этом с центром сферы, 
то мы на касательной плоскости получаем гномоническую проекцию фигур, 

расположенных на сфере. Форыу.~ы настоящего параграфа подтверждают из

вестное свойство гномонической проекции, что все большие круги на сфере 
изображаются в этой проекции прямыми линиями. Они обнаруживают также 
и другое сnойство этой проекции, а именно: все окружности малого круга, 

сферические элJшпсы и сферические гиперболы, центры которых совпадают 
на сфере с начальной точкой системы, изображаются на касательной плоскости 
окружностями, эллипсами и гиперболами соответственно с центрами в той же 
точке, т. е. в точке касания О. 

Мы ограничиваемся здесь этими краткими указаниями, так как более 
подробное рассмотрение вопроса выходит за рамки настоящего учебника. 

Глава VIII 

ДОПОЛНЕНИЯ 

§ 38. Об измерении углов 

Измерить t<аi<ую-либо Бсли•rtшу ---это значит сравнить ее с однородной 
~й величиной, привитой за единицу, иначе сказать, найти отношение измеря

емой величины к вели'rине того же рода, нринятой за единицу измерения. 

Непосредствеююе сравнение, однако, большею частью на нрактике бывает зa
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tрудниtельно. Поэтому прибегают к косвенному или посредственному изш~
рению. Все сказанное относится полностыо и к измерению углов. 

Косвенное измерение углов в первую очередь основывается на известных 
теоремах планиметрии о взаимной пропорциональности дуг окружности и опи

рающихся на них центральных углов. Такая пропорциональность приводит 
прежде всего к тому, что соответствующие единицы для у г лов и для дуг, 

за малыми исключениями, имеют одинаковые наименования. Далее, определе

ние основных единиц углов почти всегда опирается на определение соответ

ствующих единиц для дуг. 

Пожалуй, единственной основной единицей для измерения углов, опреде
ляемой не зависимо от стягивающей дуги, является пр я мой у г о л d, т. е. 

один из двух равных смежных углов. В "Началах" Евклида- это единственная 
единица для из~rерения углов. Угол, равный двум прямым углам (2d), назы
вается "развернутым" или "выпрямленным"; угол, равный четырем прямы~t ( 4d), 
который по.1учается, как сумма всех углов, расположенных вокруг одной 

точки, не ю1еет особого названия. Впрочем, иногда такой угол называют "пол

ным" углом. Дуга, стягивающая прямой угол, называется квадрантом; развер

нутому углу соответствует полуоt<ружность, а полному углу- полная окруж

Jюсть. Прямой угол неудобен для измерения в с я I< их углов, в особенности 
углов, меньших прямого. 

В анализе пр1шято пользоваться р а д и а н н ой м ерой. За единицу из
мерения угла принимается рад и а н, т. е. центральный угол, оt1ирающийся 

на дугу, длина которой равняется радиусу. Если известна длина дуги l, со

ответствующей данному углу а, то в радианной мере будем иметь 

l 
а=н· 

где R- радиус окружности. Часто такой способ выражения углов называют 
опые•Iенш,J~I, что, однако, не совсем нравильно, так как при этом углы по

лучаются выраженными в радианах. Развернутый угол равняется n радианам, 

а прямой - ~ и т. д. Этот способ, имеющий весьма важное теоретическое 
значение, неудобен, однако, на нра](тике, т. к. большею частью приходится 

иметь дело с бесконечными дробями. 

Близкую связь с радианиым методом имеет способ измерения углов, ко
торый применястен в ар т и л л ер и й с к их д а ль н о мер ах. Способ этот, 

наоборот, имеет чисто врактическое значение. Окружность делится на 6000 
частей. Таким образом за единицу измерения, называемую ар т и.'! л ер и й-

с к и м д е л е н и е м, принимается угол, соответствующий дуге в 60100 долю 
окружности. Прямой угол равняется 1500 артиллерийских делений. Так как 
при дальномерных измерениях приходится иметь дело с малыми углами, то 

6000 
можно приб:шженно принить радиан равным не 2:: = 955 артиллерийским деле-

ниям, а, приняв n грубо приближенно равным 3, считать радиан за 1000 ар· 
тиллерийских дёлений. Поэто~1у артиллерийское деление угломера обычно на

зывают "тысячной" ипи "тысячной радиуса". Такое деление шкалы прибора 
очень удобно д.'lя быстрых вриближеиных определений линейной величины 

предмета h ипи расстояния до него d, если угловая велИ'IИна предмета а из

мерена угломером в артиллерийских делениях. Очевидно эти три ВСJIИ'ШНЫ 
связаны вриближеиной формулой: 

a.·d 
h =1000 ! 

где h и d выражены в одинаковых линейных единицах, 

Гр а д у с н о е д е л е н и е применялось уже в г лубакой древности. Изо• 
бретение его приписывают халдеям. Деление окружности на 360 частей стоит 
в несомненной связи с видимым годичным движением солющ по эк;шптике 

и с продолжителыюстыо тропИ'Iеского года. Трудно, однако, сказать, имело JIН 
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здесь место сознате.1ьное округ ленне (360 вместо З651f 4) или деление окруж
Jюсти на 360 частей укоренИ!юсь еще тогда, когда продолжительность года 

бы.1а установлена очень приближенно и округ левно. Пос,1еднее предположение 
подтверждает.:я самым названием "градус" (gradus- ступень, шаг), которое 

как бы выражает, что за одни сутки солнце в своем видимом годичном дви
жении продвигается каждый раз на один "шаг", а всего за год делает 360 

1 
"шагов". Итак, дуговым градусом называется 360 часть окружности, а угловой 

градус есть центральный угол, соответствующий дуге в 1 дуговой градус. 

Градусное деление самое распространенное и общеупотребительное. Некоторое 

затруднение представляет унаследованное также от халдеев сексагезимальное 

подразделение градуса ( 1 о= 60', 1' = 60"), осложняющее в известной степени 
действия превращения и раздробления. 

Поэтому при введении десятичной системы мер и весов возникла мысль 
установить д е с я т и ч н у ю с и с т е м у и для измерения углов. В этой системе 

прямой угол подразделяется на 100 частей, называемых гр а д а м и (обозна
чение С). Каждый град депится на 100 десяти•1ных или градовых минут (обо
значение ), и каждая градовая минута в свою очередь делится на 100 градо
вых или десятичных секунд (обозначение''). Впрочем, в поспедних водразде
лениях особой надобности не представляется, так как их легко заменить со
ответствующими десятичными долями града. Несмотря на эти преимущества, 
г р а д о в о е деление окружности прививается на практике очень медленно. 

Одна из причин та, что такие углы, как 30° и 60°, имеющие особое значение, 

выражаются в градах не целыми числами ( 60° = 66 i). Другая причина: 
все точные инструменты имеют круги, разделенные на градусы, в таблицах 

для вычисления, логарифмических и других, аргумент обычно выражаетсн 
также в градусах и т. д. В последнее время, впрочем, стали IЮЯВ.'Iяться и ин

струменты и таблицы, приспособленные для градового деления, так что в гео
дезии оно начинает находить себе некоторое применение. 

В астрономии применяется часто ч а с о в о е д е л е н и е окружности. Это 
стоит в связи с тем обстоятельством, что Солнце и другие светила завер
шают полный видимый суточный оборот на 360° в 24 часа. Таким образом, 

1 
окружность делится на 24 части, и дуга, равная 24 части окружности, назы-

9ается дуговым часом, а центральный угол, ей соответствующий, называется 

угловым часо.м или просто часом (обозначение h ). Один час делится на 60 ча
стей, называемых минутами (обозначение ш), и минута де.1ится на 60 сеi<унд 
(обозначение 5 ). Минуты и секунды, как дол:.1 часа, назьшаются часовыми 

в отличие от градусных минут и секунд (' и ").Очевидно 1ь = 15°, 1m=15' 
И 15 = 15". 

Для наглядности сопоставим в табл. 3 выражения некоторых основных 
углов в различных, только что рассмотренных угловых мерах. 

Иногда приходится угол, данный в каких-либо из этих мер, выражать 

в других угловых мерах. Для этой цели в сборниках таблиц и других спра
вочных изданиях по~tещаются специальщ,Iе вспомогате.1ьные таблицы различ
ного устройства, облегчающие такой переход от одних угловых мер к другим. 

l3 простейших С.'!учаях можно пользоnатьсн табл. 4, дающей сравнение между 
собою раз:1ичных угловых мер. 

До сих пор мы говорили об измерении угла между двумя прямыми. То 
же самое относится и к измерению угла между двумя плоскостями, так как 

двугранные уг.1ы, как известно из геометрии, относятся между собой, как их 
линейные углы. Другими словами, если мы за единицу измерения примем 

двугранный угол, линейный угол которого равен единице, взятой для изме

рении линейных углов, то оба угла, и двугранный и линейный, будут изме

ряться одинакоrзым число~! соотвстствуюнщх единиц. Поэтому единицы изме
рения двугранных углов получают те же самые наименования, как и для уг

лов линейных. 
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Т а 6.1 и ц а 3 
----------------------------------~-----------~------~-------~-------

~ Уг.1Ы 1 ,-::;;-

~ 1'::-:st; 
~ ~~~ 

Меры ~~ t:: ~~ 

В nрямых углах 2d 

В радианах 21t 

В артиллерийских делениях! 6000 3000 

В градусах 180° 

В градах 400!: 

В часах 24h 1 
12h 

В рали- В арт. 

анах делениях 

Радиан 

1 

1 
1 

935:::::::: 

1 
1000 

Артиллерийское деление\ .. 
1 

1 
1 

3000 

Градус 

1 

1t 

1 

1 б~/3 
1 

180 

Град 

1 

':"С 

1 

15 
1 

200 

1 

... 
1 1 

Ча: 12 250 

d 
') 

~ d 

1500 1 1000 1 

В градусах В градах 

57°,3 
1 

63g,9 

0°,06= 3',6 
1 

р: 

n 
}О 

1 

1 g 
1-g 

oo,g 
1 

1!( 

1 

g-

15° 162. 
3 

2.ct 
2 

4 

750 

3h 

6 

500 

30° 

33 _.!..._ g 
3 
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Таб.1пца 4 

В часах 1 

1 

311,32 

1 Oh ,004 = 14>,4 

1 

111 т 

15 =4 

1 
Оh·Об= 3m,5 

1 

1h 
1 
1 

Так как угол между двумя кривыми измеряется углом ~Iежду касатель

ными, то и здесь могут быть применены те же приемы косвенного из~Iе· 

рения. 

Сферический угол, как ~~ы знаем (см. § 5), может быть связан либо 
с линейным, либо с двугранным углом, либо непосредственно с дугой окруж

ности, т. к. он измеряется заключенной между 'го сторонами дугой бJльшого 

круга, д,тя которой вершина угла служит полюсом. Если мы примем за еди
ницу измерения сферический угол, для которого соответствующая дуга рав

няется какой-либо единице измерения дуг, то и сферический угол и соответ

ствующая ему дуга будут измеряться одинаковым числом тех и других единиц 

суответственно. Таким образом, единицы измерения сферических углов имеют 

те же на именования, как и в остальных случаях. 

§ 39. Практическое замечание о решении треугольников 
В § 27 мы упоминали о так называемом правиле Лаланда. Это правило 

непосредственно относится I< решению плоских прямоугольных треугольников, 
а именно к случаю, когда треугольник нужно решить по двум данным катетам. 
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Пусть в nрямоугольном треугольнике АВС (черт. 71) даны катеты Ь .11 с. 
Требуется вычислить его острые углы В и С и гиnотенузу а. 

Из чертежа 71 будем иметь следующие очевидные формулы: 

ь 
tgB=-, 

с 

С=90°-В, 

ь 
a=SiilE или 

с 
а=--, 

COS./j 

Можно предложить удобный способ для вычислений по этим формулам, 
1<оторый и формулируется следующим правилам. 

Правило. Что бы реши т ь пр я м о у г о льны й т ре у г ольник л о 
д в у м к а т е т а м, н у ж н о вычесть из л о г ар и ф м а о д н о г о к а т е т а, 

·С 

Черт. 71 

Пусть 

б е з р а з л и ч н о к а к о г о, л о г ар и ф ы др у
г о г о; раз н о с т ь эта е с т ь lg tg о д н о г о 
из у г л о в; к а к о г о и м е н н о, д л я д а ль н ей

шего применении не имеет никакого 

значения. Далее нужно выбрать из 

"райнего правого столбца т а блицы, 
и м ею щ е г о сверху н а д п и с ь cos, дополнение 
логарифма~ к о т о р ы й с о о т в е т с т в у е т 

т о ль к о что н ай д е н н о м у т а н г е н с у, и 

прибавить это дополнение " логариф.му 
большего "amema; т о г д а п о л у ч е н н а я 
с у м ы а б у д е т л о г а р и ф м о м г и п о т е н у з ы. 

Доtсазательство. 

Имеем 

ь>с. 

ь 
tgB=-. 

с 

Тогда будет и В>С. Но так как В-ГС=90°, тобудемиметь·В>45°. 
В таком случае логарифм в nоследнем правом столбце таблицы будет lg sin В, 

и так как а= . ЬВ, то, прибавляя дополнение этого Логарифма к lg Ь, т. е. 
sш 

к больше м у логарифму, действительно получим логарифм гипотенузы. 

Пусть, наоборот, Ь <с, тогда и В< С; и, следовательно, В< 45°, т. е. 

логарифм в последнем правом столбце таблиц будет lg cos В. Так как а= .сВ , 
cos 

то оnять, прибавляя дополнение нашего логарифма к б о ль ш е ~i у логарифму, 

т. е. в этом случае к lg с, мы получим логарифм гипотенузы. 
Т а к и м о бра з о м, пр и м е н и м о с т ь т а к н азы в а е м о г о пр а

вил а Л а л а н д а в о в с е х м о гущи х встретить с я случаях д о к а-

за на. 

Вычисления рекомендуется вести в таком порядке. Выписывают lg Ь и lg с, 
с поыощt,ю которых ВЫ'IИСJiяется lg tg В, по формуле 

lg tg в= lg ь - lg с 

и вписывают их в схему на таком расстоянии один от другого, чтобы между !IНМН 

{ lg sin 
можно было вписать д оп. lg cos В, что читается д о л о л н е н и е lg sin В 

или lgcosB. При этоы нет никакоti необходимости задумываться над воПросом, 
nредставляет ли взятый из последнего правого столбца логарифм дополнение 

логарифма синуса юш логарифма косинуса угла В. Нужно только помнить, 
что это доnолнение в с е r д а нужно прибавлять к боль ш е м у из логарифмов, 
между которы~IИ оно стоит, т. е. к логарифму больше г о катета. 
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Пример. Решить nрямоугольный треугольник, если даны его катеты: 

1g ь 

доп. { 
lgsin 

в 
lg cos 
1g с 

lgtgB 

lg а 

Ь= 32, 17, 
С= 19,35. 

Решение 

1.50 745 } 0.06 706 

К большему! 

1.28 668 

0.22 077 

1.57 451 

в 1 58°58'25" 
с 31 1 35 
а 37,54:4 

К·л да требуется вычислить только гипотенузу, то следует вы.числять по 
той же схеме, с тем только различием, что угла В находить не надо, а от 

{ lg sin . 
lg tg В прямо перейти к доп. lg cos В, интерполируя с помощью специаль-

ных табличек, помещаемых во многих таблицах логарифмов на каждой стра
нице ниже так называемых Partes proportionales. 

Пример. Катеты прямоугольного треугольника суть 324,37 и 742,73; 
вычислить гипотенузу. 

{ 
324,37 

Катеты 

742,73 . 

Решение 

2.51104 

0.03 791 

2.87083 

9.64 021 

{ Ig sin 
JtOП. \ 

Ig cos , К большему! 

----------·1----1 -·· 
Гипотенуза= 810,48 :2.9J 874 

п 1 t 9 64 021 ' · { lg sin О 03 791 ереходя от g g... . к доп. lg cos... . , nриходится 

или непосредственно решать пропорцию х: 5 = 18: 34, отк у да х = ~ Х 18 = 
=-=3, или воспользоваться вспомогательной таб:шчкой:, по:~tещенной на той же 

5 
странице справа внизу и надписанной сверху 34 , где 5 и 34- табличные раз-

ности lg cos и lg tg соответственно. 
Изложенное праRило может найти применение и при решении других три

гонометрических задач. Если тангенс какого-нибудь искомого угла х можно 
представить ка' отношение двух данных величин N н D, т. е. если дано 

N 
tgx=п, 

то можно считать N и D катетами некоторого прямоугольного (плоского) тре
угольника, один из острых углов которого есть х. Если при этом другая 

N . D 
искомая величина у связана с х соотношением у= sin х или у= 'COSX , то у 

можно рассматривать как гипотенузу этого треугольника и вычислять по 

этому же правилу .. Заметим, между прочим, что оба эти соотношения выте-
N N 

кают одно из другого. В самом де:1е, пусть дано tg х= D (а) и у=-.- (б). 
S!ПХ 

Тогда из (а) имеем N = D · tg х; подставляя ю1есто N это соотношение в l'h'

ражение (б), получим: 

или 

или, по сокро;щении, 

8* 

_Л·tgx 
У- siпx-' 

D·siпx 

У= sin xcosx ' 

j) 

y=cosx· 
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N 
lo•Iнo так же можно, и наобороt, ilоказать, чtо если дано tg х=п и у= 
D N = cos х , то отсюда следует, что у= sin х . 

В сферической тригонометрии мы встретились с применением этого пра
вила при решении косоугольных треугольников, а именно во 11 и IIl случаях 
решения косоугольных треугольнШ<ов по аналогиям Непера и формулам Де
лямбра- Гаусса. 

Во 11 случае у нас оказалось (см. § 27, 11 случай, решение 4j: 

А+В , А-В 
х=-2- их =-2-, 

N=cos { Ccos; (а-Ь), N=cos; Csin ~ (а-Ь), 

D=sin ~ Ccos; (а+Ь), D'=sin; Csin}(a+b), 

1 , . 1 
и, наконец, y=cos 2 с и у =SIП 2 с. 

В Ill же случае наши фиктивные треугольники характеризовались следую· 
щими значениями сторон и углов (см. § 27, III случай, решение 4)~ 

а+Ь , а-Ь 
х=-~-, х =-2-, 

N=sin ~ ccos ~(А-В), N'=sin ~ csin ~(А-В), 
1 1 1 1 

D=cos 2 ccos 2 (А+В), D'=cos 2 csin 2 (А+В), 

. 1с , tc 
и, наконец, у= sш2 и у = cos 2 . 

Эти соображения поясняют ход решения и построение схем в приведеи
ных в § 27 численных примерах на указанные выше случаи. 

§ 40. Диференциальные соотношения сферического треугольника 

Если в данном сферическом треугольнике изменятся три каких-либо его 
элемента, то изменятся и три его остальных элемента и мы получим новый 

сферический треугольник. Если изменения данных трех элементов бесконечно 

малы, то изменения других трех элементов также будут бесконечно малы. 

В этом случае, вместо того, чтобы решать новый, измененный треугольник 

непосредственно, вычисление проводят по так называемым диференциальным 

формулам. 

Пусть три стороны треугольника а, h и с получили бесконечно малые 
приращения da, db и dc соответственно. По формулам (11) (см. § 10) 
имеем: 

cos а= cos Ь cos с+ sin Ь sin с cos А. 

Диференцируя по всем переменным, получим: 

+sin ada= + (sin Ь cos с- cos h sin ccos А) db + 
+ (cos Ь sin с- sin Ь cos с cos А) dc + 
+ sin Ь sin с sin А dA. 

Заменяя выражения в скобках 110 формулам ( 15), а произведение sin r sin А 
по теореме синусов и сокращая на sin а, нгйдем: 

da= cos Cdb+cos Bdc+sin Ь sin CdA, 

причем, используя еще раз теорему синусов, последний член можно написать 

также в виде + sin В sin с dA. 

Это соотношение словами можно формулировать так: 
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ДаfJереющал стороны сфераческого треугольнщса равнпется cy.AtJie 
диференtщалов двух других сторон, у.~.tноженн·,tх соответственно на ко

синусы углов, заключенных .иежду каждой аз этих сторон и первой· сто
роной, плюс даференциал угла, противолежащего первой стороне, у.лщо

женный на синусы угла и стороны, лежащих .иежду первой стороной 
и протаволежащи.и ей угло.и. 

Применяя эту словесную формулировку для всех возможных случаев 
или делая круговую перестановку сторон и углов соответственно, можем 

получить: 

da = cos С db + cos В dc + siп В sin с dA ) 
(или + sin Ь sin С dA) 1 

db= cosAdc+cos Cda+ sin Csin adB L. 
(или + sin с sin А dB) ( 

dc=cosBda+cos А db+sin А sinbdC 1 

(а) 

(или + sin а sin В dC) J 

Пусть далее три угла сферического треугольника А, В и С получили 
беск,JНечно малые приращения dA, dB и dC соответственно. Тог да, диферен
цируя выражение для косинуса стор,,ны [см. § 11, форм. (12)] 

cosA=-cos Bcos С+ sinBsin Ccosa, 

будем иметь: 

-sin AdA=(sinBcosC+cos Bsin Ccosa)dB+ 
+(cos В sin С +sin Bcos Ccos а) dC- sin Bsin Csin ada. 

Заменяя выражения в скобках по формулам (16) (см. § 14), а произве
дение sin С sin а- no теореме синусов (см. § 12) и сокращая на - sin А, 
получим: 

dA =- cos с dB- cos Ь dC + sin В sin с da, 

nричем, исnользуя еще раз теорему синусов, последний член можно пред-

ставить также в виде 

+ sin Ь sin С da. 

Слvвесная формулировка для этого соотношения будет: 
Диференцаал угла сферического треуголышка рав1-mется сумме дифе

ренцаалоа двух других углов со знака.ии .~.tинус, у;,тоженных соответст

венно на косинусы сторон, заключенных .лtежду 1сажды.и из этих углов 
и первы.и угло.и, плюс диференциал противолежащей перво.иу углу стороны, 
у.иножею-tNй на синусы стороны а угла, ле,жащих .иежду первы.и угло.и 
и противолежащей ему стороной. 

По этой формулировке или путем круговой перестановки букв так же, 

как и в первом случае, получаем: 

dA=- cos с dB-cos Ь dC+sinbsin Сdп ) 
(или + sin В sin с da) 1 

dB=- cos а dC-cos cdA +sincsinA db l. 
(или + sin С sin а db) ( 

dC=-cos bdA-cos adB+sinasinB dc 1 

(б) 

(или + sin А sin Ь dc) J 

Запишем теперь на основании теоремы синусов [см. § 12, форм. (14)]: 

sin а sin В= sin А sin Ь. 
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Взяв от обоих част~й этого равенства логарифмические диференциалы, 
сразу же найдем 

а по аналогии: 

и 

ctg а da + ctg В dB = ctg А dA + ctg Ь db, ) 
1 

ctg а da + ctg С dC = ctg А dA + ctg с dc ~ · 
1 

ctg Ь db + ctg С dC = ctg В dB + ctg с dc J 
Словами это можно выразить так: 

(в) 

Суд.ма диференv,иалов стороны сферичес~Сого треугольншса и при~е'I/Са
щего JC ней угла, у.мно.женных на ~Сотангенсы тех же эле.иентов соответ

ствеюю, равняется та~Сой :же су.м.v.е, составлеNной для диференциалов 
соответственно rzротиволе.жащих и.м эле.меюпов. 

Если же мы возьмем выражение теоремы синусов в виде равснстJJа трех 

отношений [см. § 12, фор~1. (13)], т. е. 

sin а sin Ь sin с 
sin А= sin Н= sin С ' 

и выполним логарифмическое диференцирование кажДого отношения, то не· 
посредственно получим: 

ctga da -ctg А dA =ctgb db -ctgB dB=ctgc dc- ctg С dC. (г) 

Следовательно, разность дифереющала стороны сферичесJСого треугольнд~Са 
и диференциала противолежащего ей угла, умноженных соответствешю 

на JСоmангенсы этих же элоtентов, сохраняют для данного сферичес~Сого 
треугольнщса свою величину для любой пары противолежащих элементов. 

Наконец, воспользуемся формулой котангенсов или, иначе говоря, фор· 

мул ой четырех элементов ( 17) (см. § 15): 

ctg а sin Ь = cos Ь cos С+ sin С ctg А. 

Диференцируя и меняя знаки на обратные, получаем: 

sinb + . 
--:-2- da = (ctg а cos Ь sш Ь cos С) db + 
sш а 

+ (cos Ь sin С- cos Cctg А) dC + sin' СА dA. 
' SIП· 

Это выражение можно переписать так: 

siп Ь da = cos а cos Ь + sin а sin Ь cos С dh + 
sin2 а siпи 

+- cos С cos А+ sin С si.п А cos Ь dC + ~i~ С dA. 
sш А sш3 il 

Заменяя числители дробей в правой части по формулам ( 11) и ( 12) 
[см.§§ 10 и 11], будем иметь: 

~inb da=cosc db+c.osB dC+ ~in С dA. 
sш2 а sш а sш А Sln2 А 

Так как по теореме синусов 

sin Ь sin В sin С sin с 
siп а= sin А ' а sin А= sina' 

то, делая соответствующне замены в левой части формулы и в последнем 

члене правой части, напишем: 

sinB da=cosc db+~-~~f! dC+-s~n_c_dA 
sin а sinA sin а . sin А sin а sin А · 

Наконец, умножая левую и правую часть равенства на sin а sin А, найдем 

окончательно: 

sin Bda=sin А cos с db + sin а cos В dC+ siп с dA. 
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Прю1еняя термины "крайний" и "внутренний" в том же самом смысле, как 

и в § 15, ycлuюi~iCH иазывать угол и сторону, не входящие в соответствую

щую формулу четырех элементов, "третьими". Тогда полученная нами фор
мула будет читаться так: 

Произведение синуса третьего угла на дuференциал крайней стороны 
равняется произведению синуса крайнего угла на косuнус третьей стороны 
и на диференциал внутренней стороны плюс произведение синуса крайней 
стороны на 1сосинус третьего угла и на дафере~-tциал внутрен~-tего угла 

и плюс произведение синуса третьей стороны па диференциал крайнего 
угла. 

Применяя эту формулировку ко всем возможным в треугольнике случаям, 

будем иметь 

sin В da = sin А cos с db + sin а cos В dC + sin с dA ) 
sin С da = sin А cos Ь dc + sin а cos С dB + sin Ь dA \ 
sin С db =sin Bcos а dc+sin Ь cos С dA +sin adB l. 
sin А db = sin В cos с da + sin Ь cos А dC + sin с dB ( 
sin Adc = sin С cos Ь da + sin с cos А dB + sin Ь dC 1 
sin Bdc= sin Ccos а db + sin с cos В dA +sin а dC J 

(д) 

Заметим, что 1-я, 3-я и 5-я из формул (д) могут быть получены одна 
из другой путем круговой перестановки букв; то же относится и к 2-й, 4-й 
и 6-й формулам. Для того же, чтобы перейти от 1-й формуцы ко 2-й, от 
3-й к 4-й или от 5-й к 6-й, нужно, вместо внутренней стороны и внутреннего 
угла, поставить третью сторону и третий угол и, соответственно,- наоборот. 

Формулы (а), (б), (в) или (г) и (д) исчерпывают все возможные комби

нации, из 6 диференциалов элементов сферического треугольника по 4. По
этому они достаточны для решения всех случаев, могущих когда-либо пред

ставиться. Так же, как и при решении косоугольных сферичеС!(ИХ треугольников, 

здесь может быть 6 случаев, в зависимости от того, дифсренциалы каких 
элементов треугольника будут даны, а именно: 1-й случай: даны da, db, dc; 
2-й случай: даны da, db и dC; 3-й случай: даны dA, dB и dc; 4-й случай: 
даны , da, db и dA; 5-й случай: даны dA, dB и da; 6-й случай: даны dA, 
dB и dC. 

Если мы имеем 1-й случай, т. е. нам даны диференциалы сторон da, 
db и dc, то мы можем, используя все три из формул (а), расо1атривать их 

как систему трех уравнений с тремя неизвестными dA, dB и dC, решая ко
торую, найдем искомые дифереюrиалы углов. Аналогично в 6-м случае, при 

данных dA, dB и dC, по формулам (б) могут быть найл:ены диференциалы 
ст,;рон da, db и dc. 

Во втором случае данными будут диференциалы da, db и dC, а искомыми 
dA, dB и dc. Следовательно, нужно взять одну из формул (а) и две из 
формул (д), а именно: , 

dc=cosBda +cosAdb +sinAsinbdC, } 
sinB da= sin А cos с db + sin а cos В dC+sin cdA, 
sin А db = sin В cos с da + sin Ь cos А dC + sin с dB. 

Во всех этих случаях каждая из диференциальных формул nозволяет вычис

лить один из искомых диферснциалов непосредственно. Подобным же образом 

можно поступать и в остальных трех случаях. Следует иметь в виду, что 

в частности некоторые из данных диференциалов могут оказаться равными 

нулю. Это будет означать, что соответствующие элементы треугольника 
остаются без изменения. В таком случае, очевидно, формулы для вычислений 
н~сКОJIЬКО упростятся. 

Диференциальные формулы для nр я м о у г ольног о сферического тре
угольника можно получить, либо подставляя в фор:-.1улы (а), (б), (в), (г) и (д) 
значения А= 90°, либо логарифмируя и затем диференцируя формулы (18) 
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и (19) параграфа 18-ro. В обоих случаях получатся одинаковые результаты, 

а именно: 

tg а da = tg Ь db + tg с dc, 
tg В dB = tg Ь db- ctg С dC, 
tgCdC= tgcdc-ctgB dB, 
ctg Ь db =ctga da +ctgB dB, 
ctg с dc = ctg а da + ctg С dC; 

2dB 2dC 
tg а da =~2В-+ -:--2С , 

SIП SIП 

t BdB= 2da _ 2dc 
g sin 2а sin 2с ' 

2da 2db 
tg С dC= sin 2а- sin 26- ' 

2dc 2dC 
ctg Ь db = sin 2с ----:- sin 2С ' 

2db 2dB 
ctg с dc = sin 2Ь - sin 2/J • 

) 
1 

1 

) 

f 
J 

~ 
1 

J 

(е) 

(ж) 

Подставляя всюду вместо катетов Ь и с их дополнения (90°- Ь)
и_ (90°- с), предыдущие равенства можем переписать в такщ1 виде: 

tg а da =- [ctg (90°- Ь) d (90°- Ь) + ctg (90°- с) d (90°- с)], ) 
tgB dB=- fctg (90°- Ь) d (90°- Ь) +ctg С dC], 1 

tg С dC=- [ctg (90° -с) d(90° -с) +ctgB dB], l (з) 
tg (90° -Ь) d (90°- Ь) =- [ctga da +ctgB dBj, ( 
tg(90°- с) d (90° -с)=- [ctga da +ctg CdC]; ) 

tgada= 2 [si:~в+si:;c]' 1\ 

t В dB= 2 r___!3_ + d (90о -с) l 
g _ sin 2а sin 2 (90° - с) _ ' 1 

tcr С dC = 2 [__!!!!__ + d (90о- Ь) l \l (и) 
ь sin 2а sin 2 (90° - Ь) ' ( 

90о Ь) 90о Ь 2 [ d (90°- с) + dC J 
tg ( - d ( - ) = sin 2 (90° - с) sin 2С ' 

tg(90o-c) d(90o·-c)=2 [si~~9(~oo;;-~)b) + si::в]. J 
Отсюда вытекает пр а в и л о, аналогичное правилу Непера-Модюи: 
Диференциал эле,::пtта пря.Фtоугольного сфершtеасого треугольншса, 

умноженный на тангенс этого элемента, равняется: 

либо отрицательной сумме диференциалов нес.межных с ним элемен
тов, y.:rнoJICeшtыx ~r:аждый на ~r:отанzенс этого JJce элемеr-tта соотваr.
ственно, 

либо удвоенной сум.ме дифереFщиалов прилежащих элементов, деленных 
!СаJ!Сдьtй на синус соответствующего удвоеrтог.о эле.мента. 

При этом под знаками диференциала, тангенса, котангенса и синуса 
нужно, вместо катетов, брать их дополнения до 90°. 

Если даны диференцналы каких-либо двух элементов прямоугольного 

сферического треугольника, то, пользунсь вышенр:ш~денным правилам, можно 

написать формулу для опр~деления любиго из диференциалов трех остальных 

элементов треугольника, подобному тт1у, к~1к мы это делаем по правилу 

Непера-Модюи для искшшх элементов треугольника при его решении. При 
нахождении диференциалов можно рааличать 6 слу•1аев, вполне аналогичных 

случаям решенив прнмоуголышх сферических треугольников, ука~-1аннш1 в 

§ 22, а именно: 1-й ел чай: даны da и db; 2-й с:1учай: даны d{; и dc; 
3-й случай: даны da и dB; 4-й случай: даны d? и dC; 5-й случай: даны 

db и dB; 6-й_ случай: даНЬ/ ав и dC. Если нам даны, например ( 1-й слу· 

120 



чай), диференциалы гипотенузы и одного из катетов da и db, то по фор'1У
лам (е) и (ж) или по нашему правилу для вычисления искомых диференциа

лов dC, dB и dc будем иметь: 

tCdC=2da_2db } 
g sin 2а sin 2Ь ' 

ctg Ь db = ctg а da + ctg В dB, 
tga da=tg Ь db +tgc dc. ) 

Таким же образом могут быть получены рабочие формулы и в остат,ных 
случаях. 

На практике диференциальными формулами пользуются для вычисления 
малых конечных изменений элементов сферического треугольника, если даны 

малые конечные изменения нескольких (от 1 до 3) его элементов. Однако 
не следует упускать из виду, что, заменяя в выведенных нами формулах 

диференциалы (d) конечными изменениями (1), мы будем получать только 
приближенные формулы, точные только до малых первого порядка ВI{ЛЮЧИ

тельно. 

§ 41. Решение сферических треугольников с малыми сторонами по способу 
аддитаментов 

Как известно, в анализе дю1 sin х дается нижеследующее разложение 

в ряд [см. § 29, форм. (39)]: 
. хз х5 
sшх=х -б+ 180- ... 

Если х мало, то, ограничиваясь двумя первыми членюш этого ряла и вы

нося х за скоf5ку, будем иметь с точностью до малых четвертого пuрядка 
относительно х: 

Возьмем натуральные логарифмы правой и левой части этого выражения: 

( хз) ln sin х = ln х + ln 1 - 6- . 

Из анализа известно, что 

х2 х3 х~ 
ln(1-x)=-x- 2 -3 ~ 4 - ... 

Следовательно, ограничиваясь первым членом разложения, можем написать: 

ln ( 1-~) =-~. 
Тогда, очевидно, будем иметь: 

х2 
ln sin х = ln х- б . 

Перейдем теперь к десятичным логарифмам, пользуясь соотношением 

lg10 х =Min х, 

где М- модуль десятичных логарифмов: 

мха 
lgsinx=lgx- 6 . 

Величина 
Мх2 

6 называется а д д и т а м е н т о м х и обозначается Ах. Следо-

вательно, пользунсь этим обозначением, можем записать: 

1gsinx=1gx-Ax, (а) 
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где 

(б) 

Сравнивая предыдущий вывод с изложенным в § 30, легко убеждаемся, что 
аддитамент Ах- это то же самое, что логарифмическая поправка а (х); только 

в формуле (б) для Ах аргумент х выражен в радианной мере (в так назы

ваемой отвлеченной), а в формулах для а (х) в § 30 аргумент х выражен 
в градусных секундах (") илИ в секундах часовых ( s ). 

Пусть нам дан сферический треугольник АВС, стороны которого а, Ь, с, 
выраженные в радианной мере, малы по сравнению с радианом (см. черт. 52) 
(не более, скажем, 0,03-0,04 радиана). Обозначим, как и ранее, линейную 
длину сторон треугольника АВС буквами а 1 , Ь 1 , с 1 • Тогда будем иметь: 

а-~ ь-~1_ и с-с1 (в) 
-R' -R -R' 

где R- радиус сферы. Согласно предположению, а1 , Ь1 и с1 малы по сравне
нию с радиусом сферы R. С такими треугольниками, как это изложено 
в § 33, мы обычно встречаемся в высшей геодезии. Как правило, при этом 
бывает известна линейная длина одной из его сторон, скажем, а1 и два и.'!и 

все три его сферических угла А, В и С, а требуется найти длины 
двух других его сторон Ь1 и с1 • ·Вместо того, чтобы решать его по теореме 
Лежандра (см. § 32, следствие 1 ), можно это решение провести с помощью 
аддитаментов. ДлЯ этой цели на основании теоремы синусов напишем: 

откуда 

sin Ь sin а 
sinB =sinA' 

. Ь . sinB 
sш = sш а -,----А • 

sш 

Логарифмируя это равенство, воспользуемся формулой (а): 

1 + sinB 
lgb-Aь= ga-Aa lg --:--А. 

S!fi 

По формулам (в) имеем: 

lgb=lgb1 -lgR и lga=lga1 -lgR. 

Подставляя эти выражения в предыдущую формулу, найдем: 

или 

+ sinB 
lgb1 -lgR-Aь=lga1 -lgR -Аа lgsinA , 

Введем обозначение 

, + sinB 
Igb =lgai-Aa lg slnA ' 

г де Ь' часто называют н ер е д у ц и ров а н н ы м значением длины стороны Ь1 • 

Тогда получим: 

lg Ь 1 -· Аь= lg Ь', 
или окончательно 

lg Ь 1 = lg Ь' +Аь. (г) 

Подобным же образом найдем: 

(д) 

где 

, 1 + sinC lgc = ga1 -Аа lg--:--A . 
SШ 
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Из фор~1у.1 (г) и (д) вытекает следующее правило: чтоtJы получить ло
гарифм линейной длины стороны малого сферического треугольника АВС. 
нужно прибанить к логарифму нередуцированного значения длины этой сто

роны ее аддитамент. Отсюда и происходит CШIJOe название »аддитамент", 
т. к. по-аиглийски слово additaшeпt зиачит прибавка. 

§ 42. Сферические треугольники с сверхтупыми углами 

Сверхтупы~ш углам и называются углы, большие 180°, но меньшие 360°. 
С такими углами мы встречаемся в главе VII, в §§ 34-36: а именно, одна 
из сферических координат, долгота )., как там указано, может прииимать 
всевоз~южные значения от 0° до 360°. Таким образом, при решении различ
ных задач аналитической геометрии на сфере чисто геометрического характера 

или с содержанием, взятым из астрономии или геодезии, приходится иногда 

иметь дело с треугольниками, стороны которых меньше 180°, а углы- больше 
180°, но меньше 360°. Это -будут уже треугольники ММиуса второго типа 
(всех типов 16) или, по обозначению Мёбиуса, треугольники типа Т 01 ( 0 >. То 
обстоятельство, что треугольники такого типа могут иногда встретиться на 
практике, заставляет нас несколько более подробно остановиться на sтo~t 
вопросе. 

Если рассматриваются треугольники, у которых стороны и углы могут 

'иметь значения, большие 180°, то для того, чтобы однозначно определнть 
дуги и углы, необходимо установить следующие добавочные соглашения: 

1. На каждой дуге большого круга должно быть установлено определенное 
направление, которое считается положительным. Противоположное направление 
будет считаться отрицательнJ,IМ .. 

2. Стороны а, Ь и с. сферического треугольника АВС определены 
тем, что, переходя непременно от А к В, от В к С и от С к А, мы должны 
всегда двигаться по датюй окружности большого круга в положительном 
направлении. 

3. Если тгебуется определить угол (аЬ) между двумя дугами больших 
кругов а и Ь, то прежде всего надо установить, какая из двух точек их 
пересечения принимается за вершину угла. Вторая точка пересечения иногда 

называется "противо!lоложной вершиной". 

4. На сфере должно быть установлено направление вращения, которое 
считается положительным: по часовой стрелке или против часовой стрелки, 

т. е. правостороннее или левостороннее. Противоположное вращение будет 
считаться тогда отрицательным. 

5. Под уrЛоы (аЬ) разумеется тот угол, на который нужно, стоя на 
сфере в вершине угла, повернуть вокруг нее положительное направлена~ 
окружности а в сторону положительного вращения до совмещения с положJJ

тельным направлением окружности Ь. 

Если мь1 изменим положительное направление на одной из сторон yr ла 
на противоположное, то угол (аЬ) переходит в 180° + (аЬ). Одновременнос 
изменение положительного направления на обеих сторонах угла оставляет 
угол без изменения. 

Если же мы меняем направление положительного вращения на сфере или 
заменяем вершину угла противоположной, то угол (аЬ) переходит в 360°-(аЬ). 

Если на сфере даны три точки А, В и С, то, обозначая по Мёбиусу 
углы сферического треугольника АВС соответственно буквами а, ~ и у, можно 
сказат1,, что углы треугол~;ника определяются вершинами А, В и С и равен

стязми; 

а= (Ьс), 

~=(са), 

'(=(аЬ). 
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В § 3 было сказано, что три точ;:и на сфере опреде.rтяют 16 треуго.%н:I
ков i\\ёбиуса. Это о6ъ11СНнется тем, что на каждой из трех дуг, образующих 

е1·о стороны. •ю·.,rет Гыть выбрано двумя спосJбами положительное направле-

Чtрт. n. 

ние, и, кроме того. попожительное на

правление вращения на сфере также 

мож<iт быть выбрано двумя способами, 

так что по.1учается 2. 2. 2 · 2 = 16 ком
бинаций. 

Заметим, что если мы возьмем 

эйлеров треугольник, то в обозначениях 

Мёбиуса углы его будут отличаться от 

углов, принимаемых обычно (их мы 

по прежнему б у де м о:" означать буква
ми А, В и С). Эйлеров треугольник 
в эйлероных обозначениях называется 

о бы к н о в е н н ы м треугольником. В 

обозначениях Мёбиуса это будет мё
биусов треугольник первого типа или 

типа ТЬ~· Из черт. 72 видно, что 
между мёбиусовыми и обыкновенными 

углам и существуют следующие соотно· 

шенин: 

(1) 

Вследствие этого формулы, выведенные нами в предыдущем изложении 
д.riЯ обыкновенных треугольников, для треугольников Мёбиуса будут иметь 
следующий вид: 

124 

cos а= cos Ь cos с- sin Ь sin с cos а; 

cos а= cos ~ cos у- sin ~ sin у cos а; 

sin а sin Ь sin с 
sin (,( = sin ~ = sin-y ; 

sin а cos ~ + cos Ь sin с+ sin Ь cos с cos а= О; 

sin а cos Ь + cos ~ sin у+ ;;in ~ cos у cos а= О; 

ctg а sin Ь + cos Ь cos у+ sin у ctg а= О; 

. ~ • / sin р sin ( р --а) . 
5111 2 = + V sin Ь sin с ' 

cos _а_=+ , /sin (p-b)sin (р- с). 
2 - V sin Ь sin с ' 

а • / sin р siп (р- а) • 
tg2=+ V siп(p-b)sin(p-c)' 

1 
cos -(а -Ь) 1 ~ 

tg~(a-t-~)=- 7 tg--ъ-
- cos 2 (а+ Ь) 

' 1 
sш -;- (а- Ь) 

2 tст l 
1 ь :2 

sin i (,l + Ь) 
l 

tg :2 (2 ~)=-

1 

{ 
} . 
1 ' 

J 

( 11 ') 

( 12') 

( 13') 

( 15') 

( 16') 

(17') 

(24') 

(25') 

(26') 

(34') 



t ') 
t cos- (а-~) 

tg -2 (а+Ь)= --,~--- tg ~ \ 

cos "2 (а+~) с \ ; 

sin .!_(а-~) 
1 2 

tg 2 (а-Ь)= ---,--1-- tg 2 J\ 
sin 2 (а+~) 

1 
cos -(а-Ь) 

sin ~ (а+~)= + 2 
1 

cos те 

. "( 
S!П2 

sin-} (а- Ь) 
sin 2

1 (а-~)=+ sinl 
. 1 2 
S!П2 С 

1 
1 cos 2 (а + Ь) 

cos у(а+~)= + 1 cos~ 
cos 2 с 

. 1 
1 SIП Т (а+ Ь) 

cos Т (а- ~) = + 1 cos ~ 
sin 2 с 

) 

} . 

(35') 

(33') 

Формулы, для удобства сравнения, отмечены теми же номерами, как и 
соответствующие им форму.'!ЬI для обыкновенного треугольника в предыдущем 

изложении, только со значками ' ввер

ху. В формулах (24'), (25'), (26') и (33') 
выбор верхнего или нижнего знака 
зависит от типа треугольника. Так, 

например, для первого типа нужно 

взять верхний знак, а для второго ти

па -нижний. 

Возможны два, и толЪко два, типа 

треугольников, у которых все стороны 

меньше 180°. Это, во-первых, треуголь
ники, подобные изображенн,Jму на 

черт. 72, т. е. треугольники первого 
типа, у которых в с е углы также 

меньше 180°. Если, не изменяя длины 
·сторон такого треугольника, мы изме

ним направление положительного вра-

щения на сфере, то получим треуголь- Черт. 73 
ник второго типа (черт. 73 ), у кото-
рого в с е с т о р о н ы меньше 180°, а в с е у г л ы больше 180°. У осталь
ных типов треуго.'Iьников по крайней мере одна сторона и одщ1 угол должны 

быть больше 180°. 
Из сравнения чертежей 72 и 73 видно, что углы этих треуго;Iьников 

взаимно дополняют друг друга до 360°, т. е. 

а 1 =360°-а, 

~~=360°-~, 

Yt =360°-у. 

Треугольник второго типа может быть также получен, если мы, не 

изменю1 направления положительного врашения на сфере и длины стор011 

треугольника первого типа, расположим буквы при его вершинах в обратном 
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порядке и одН'Овременно изменим положительное напранление на каждой и 3 
сторон на обратное, как это изображено на черт. 74. 

Принимая во внимание условие 2 (см. выше стр. 123), можно сказать, 
что· мы меняел1 при этом направление обхода треугольника. Таким образоы, 
если направление обхода треугольника и направление положительного враще
ния на сфере совпадают, то попучается треугольник первого типа, если же 
эти направления противоположны, то- второго типа, при условии, конечно, 

что все три стороны меньше .180°. 
Особый интерес в практическом отношении представляет спучай, когда 

оба рассматриваемые треугопьника симметричны и имеют одну общую сто
рону, каковы, например, сфери•:еские треугольники АВС и АВС' на черт. 75. 
Так как в треугольнике АВС направление обхода совпадает с направлением 
вращения на сфере, то это будет треугольник первого типа, и наоборот, тре
угольник АВС', симметричный с ним, будет треугольником второго типа, так 
как для него обход и вращение на сфере имеют противоположные направле
вин. Так как в симметричных треугольниках эйлсровы углы попарно соответ-

Черт. 74 Черт. 75 

ственно равны ("против равных сторон лежат и равные углы"), то ранны 
между собою попарно и смежные с ними углы (обыкновенные, не м~биусовы), 

а следовательно, как это легко усмотреть из чертежа, м~бнусовы углы 
ОЛJюго треугольника дополняют до 360° м~биусовы углы другого. Обозначая 
длн отличин мёбиусовы углы треугольника АВС' буквами а', ~' и у' и помня, 
что по данному 

а'=а, 

Ь'=Ь 

и с --общая сторона, можем предыдущее закпюченис записать так: 

а'=360°-а, 

~' =360°- ~. 
у'=360°-у. 

Hn практикс такой случай ыожет представиться, например, при решении 

следующей ~нща•:а. 

3 а д а ч а. Даны две системы сферических координат [РА] и [Р' А'], из 
которых вторая получена из первой псремеш.ением полюса Р в точку Р' по 
(Жружности большого круга АА' РР' на дугу Р Р' = € (" преобразование пото
с а", см. § 35). Даны, кроме того, точка М (:р, ),) и точка М1 , с и м м е т
Ри ч н а я с точкой М относительно бо.~ь:uого круга АА' РР'. Требуется 
н1йтн координаты ~Р А 1 точки М1 в систе~1е [РА] и координаты той и дру
го:1 то•:ки в снетеме [P'A'j (См. черт. 76). 
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Так как точки М1 и М симметричны относительно большого круга 
АА' РР', т. е. они лежат на одном большом круге (этот круг не показан на 

черт. 76), перпендикулярном к кругу АА'РР' и на равных сферических рас
стояниях от него, то треугольники 

Р'РМ и Р'РМ1 будут симметричны. 

Отсюда непосредственно заключаем с 
помощью чертежа 76, что 

Pt=P· } Cflt =<р, (а) 

'-t =360° -) .. 

Точно так же 

Р~=р', } w' =1J' (G) 
•1 1 ' 

л;= 360°- Л'. 

Чтобы выразить искомые nсличнны 

через данные, надо прибегнуть к ре-

шению сферических треуголышков Черт. 76 
Р'РМ и Р'РМ1 , в каждом из которых 

д 

нам известны по две стороны и углу ыежду ними: в треугольнике Р'РМ- е, р 

и угол (зр), а в треугольнике Р'РМ1 - е и р1 и угол (ер 1 ). Для треуголь
ника Р' РМ можно либо воспользоваться обычной астрономической системой 
формул, либо решать его по совокупности фор~1ул (11'), (13') и (15') настоя
щего параграфа. В обоих случаях в согласии с результатами пункта 4 парii
графа 35 получим: 

sin р' sin ).' = sin А sin р, (в) 

cos р' = cos е cos р- sin е sin р cos Л, } 

sin р' cos ).' = cos р sin Е --1- sin р cos е cos Л. 

Для треугольника Р'РМ1 при решении его по формула~i (11'), (13') н 
( 15') нниду того, что 

угол (ер 1 ) = ЛР 

а угол (р;е) = 180° + (360°- ).~) = 540°- л~. 

аналогично найдем: 

cos р; = cos р 1 cos Е- sin р1 sin е cos Л 1 , } 

sin ).; sin р; = sin А 1 sin р 1 , 

sin р; cos ),; = cos р1 sin е+ sin p1cos е cos Л 1 • 

(г) 

Но tшиду равенств (а) и (б) формулы (г) тождественны с формула,ш 

(в) и зада•1а может быть решена либо по совокупности формул (в), Jiибu 110 

совокупности формул (г). Обычно она и решается по формулам (в), а когда 

).' найдено, л; вычисляют по последней из формул (б). Обращаем внимание 

на то, что и третий угол треугольника Р'РМР т. е. угол (р 1 р;), больше 180°. 
Можно привести и другие практические задачи, в котuрых приходится 

иметь дело с мёбиусовыми треугольниками второго типа. 

Приложсине 1 

ЗАДАЧЙ ПО СФЕРИЧЕСКОЙ ГЕОМЕТРИИ И ТРИГОНОМЕТРИИ 

Настоящее собрание зада'!, примеров и вопросов по сферической гещ1етрюr и, 
г.1авным образом, тригонометрии составлено в помощь изучающиы и преподающии 

этот предмет и дает достаточный чатериал для текущих упражнений и для самостоя
тельных занятий учащихся. Часть задач составлена автором, а часть заимствована из 
различных учебников и руководств. Большинство задач снабжено ответа и и, а многие-
также указ<~пmши или примсч<~ниями. Это, главным образом, имеет место для более 
трудных задач. Такие задачи отмечены знаком * после номера. 
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91. 
{ 

, Е 
Stn2 

или 

. а . Ь . с 
2 Stn 2 SШ 2 SIП 2 

R= tg J========~===:====V sinp sin (р- а) siп (р- Ь) sin (р- с) 

92. tgr = 1(sin (р- а) sin (~- Ь) sin (р- с) , 
~ sшр 

или 

tg r = tg ~ sin (р- а)= tg ~ siп (р- Ь) = 

= tg ~ sin(p- с). 

98. tg r а= tg ~ sin р, 

tg rь = tg ~ sinp, 

tgrc=tg ~ siпp. 
ПpltЛOJICC/iClC 2 

Таблица логарифмических nоnравок для малых углов, выраженных в градусныJ\ 
мерах, в единицах nятого десятичного знака 

х \ lg х" 1 а (х) 1 х llg х" \ а (х) 1 х 1 lg х" 1 а (х) 

0° 12' ,8 2.885 0.1 1 °43' ,1 3.791 6.5 3° 9',5 4.0558 22 
18 ,1 3.035 0.2 46 ,9 3.807 7.0 13,8 4.0655 23 
22 ,1 3.123 0.3 50 ,7 3.822 7.5 18,0 4.0747 24 
25 ,6 3.186 0.4 54 ,3 3.8362 8.0 22,0 4.0836 25 
28 ,6 3.234 0.5 57 ,8 3.8493 8.5 26,0 4.0921 26 
31 ,3 3.274 0.6 2 1 ,2 3.8617 9.0 30 ,О 4.1003 27 
33 ,8 3.307 0.7 4 ,5 3.8735 9.5 33 ,8 4.1082 28 
36 ,1 3.336 0.8 7 ,8 3.8846 10 37 ,6 4.1158 29 
38 ,3 3.362 0.9 14 ,о 3.9053 11 41 ,3 4.1232 30 
40 ,4 3.385 1.0 19 ,9 3.9242 12 45 ,о 4.1303 31 
49 ,5 3.473 1.5 25 ,7 3.9416 13 48,6 4.1372 32 
57 ,2 3.535 2.0 31 ,2 3.9577 14 52 ,1 4.1439 33 
13 ,9 3.584 2.5 36 ,5 3.9727 15 55,6 4.1504 34 
10 ,О 3.623 3.0 41 ,6 3.9867 16 59,0 4.1567 35 
15 ,6 3.657 3.5 46 ,6 3.9998 17 4 2,4 4.1628 36 
20 ,8 3.686 4.0 51 ,4 4.0123 18 5,8 4.1687 37 
25 ,8 3.711 4.5 56 ,1 4.0240 19 9,1 4.1745 38 
30 ,5 3.734 5.0 3 о ,7 4.0351 20 12,3 4.1801 39 
34 ,8 3.755 5.5 5 ,2 4.0457 21 4°15,5 4.1856 40 

! 0 39',0 3.774 6.0 3° 9',5 4.0558 22 
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Таблица натуральных поправок малых углов, выраженных в часовых единицах (Os,OOt) 
Прttложен,ие 3 

Jtn 2m 
1 

зт 4m 
1 

5m бm 

о.~ о 1,5 

1 1 0,2 

1 

2 
3 

0,2 
о 

1,6 

12,2 

4 
0,2 

о 
1,6 

о 
5,2 

5 
0,2 

о 
1,6 

о 
5,3 

1 
12,3 

6 
0,2 

о 
1,7 

1 5,4 
1 

12,5 
2 

7 
0,3 

1 
1,7 

о 
5,5 

1 
12,6 

1 
3 

8 
0,3 

о 
1,8 

1 5,6 
1 

12,8 
2 

2 

9 
0,3 

о 
1,8 

о 
5,7 

1 
13,0 

2 
3 

4 

0,3 
о 

1,8 
о 

5,8 
1 

13,1 
1 

2 
3 3 .· 

о 
1,9 

1 
5,9 

1 
13,3 

2 
3 

4 
4 

о 
6,0 

1 
13,4 

1 
2 

3 
5 

о 
13,6 

2 
3 

43,6 
4 

6 

2 
2 

43,9 
3 

7 

3 
44,3 

4 
8 

1 3 
9 

u,;; о 1 6,0 1 1 2 44,0 4 
--

11 0,3 
12 
13 

0,3 
о 

2,0 

14 
0,3 

о 

о 
6,1 

1 

. 15 
0,4 

1 

6,2 
1 

13,9 

16 
0,4 

о 

о 
6,3 

1 
14,1 

2 

17 
0,4 

<О 

1 6,4 
1 

14,3 
2 

3 
45,0 

18 
0,4 

о 

о 
6,5 

1 
14,4 1 

2 
45,4 

4 

19 
0,4 о 

1 6,6 
1 

14,6 2 
3 

45,7 
3 

0,4 о 

о 
6,7 

1 
14,8 

2 
27,5 

2 
46,1 

4 
13 

1 

1 6,8 
1 

15,0 
2 

27,8 
3 

46,5 
4 

14 

о 
6,9 

1 
15,1 

1 
28,1 

3 
46,9 

4 
15 

2 
15,3 2 

28,3 
2 

47,2 
3 

16 

2 
28,6 

3 
47,6 

4 
17 

3 
48,0 

4 
18 

4 
19 

о 1 1 15,5 2 3 3 

21 
22 

0,5 

23 
0,5 

о 

24 
0,5 о 

о 
7,2 

25 
0,5 

о 

1 
7,3 

1 
15,7 

26 
0,5 о 

о 
7,4 

1 
15,9 

2 
29,2 

27 
0,6 

1 
1 

7Jj 
1 

16,0 
1 

29,4 
2 

48,7 

о 1 

о 
7,6 

1 
16,2 

2 
29,7 

3 
49,1 

4 

о 1 

1 7,7 
1 

16,4 
2 

30,0 
3 

49,5 
4 

22 

о 
2,9 

1 7,8 
1 

16,6 
2 

30,3 
3 

49,9 
4 

23 

о 
2,9 

о 
"7,9 

1 
16,8 

2 
30,5 

2 
50,3 

4 
24 

1 8,0 
1 

17,0 
2 

30,8 
3 

50,7 
4 

25 
26 

2 
17,2 

2 
31,1 

3 
51,1 

4 

1 
31,4 

3 

4 
27 

3 

4 
28 

4 
29 

----- --
3,0 8,2 17,3 



41 
42 
43 
44 
45 
46 
47 
48 
49 

50 

51 
52 
5~ 

54 
i)[l 

56 
57 
58 
59 

во• 

0,6 

0,7 
0,7 
0,7 
0,7 
0,8 
0,8 
0,8 

0.9 
0.9 
1,0 
1,0 
1,0 
1,0 
1,1 
1,1 
1,1 

1,2 

1,2 
1,2 
1,3 
1,3 
1,3 
1,4 
1,4 
1,4 

'0 
о 

о 

1 
о 

о 

о 

о 

о 

о 

1 
о 

о 

о 

1 
о 

о 

1 

о 

о 

о 

о 

1 
о 

о 

1 

3,0 
3,1 
3,2 
3,2 
3,3 
3,3 
3,4 
3,5 
3,5 

4,4 
4,5 
4,6 
4,6 
4,7 
4,8 
4,9 
5,0 

о 

1 
о 

о 

1 
1 
о 

1 

1 

о 

1 
1 
1 
о 

1 
1 
1 
о 

о 

1 

8,3 
8,4 
8,5 
8,6 
8,8 
8,9 
9,0 
9,1 
9,3 

9,4 

1 
1 
2 
1 

1 
2 

2 
1 
1 
2 
1 
1 
2 
1 

2 

1 

17,5 
17,7 
17,9 
18,1 
18,3 
18,5 
18,7 
18,9 
19,1 

2 
31,7 

32,0 
2 

32,3 
2 

32,5 2 
32,8 

2 
33,1 2 
33,4 2 
33,7 2 
34,0 2 
34,3 2 

3 34,6 

2 34,9 

2 35,3 

2 35,6 

2 35,9 

2 36,2 

2 36 ,; 

3 3б,В 

2 37,1 

2 37,5 

2 

1 
2 

1 21,7 2 1 3В,1 
1 21,9 3 38,4 

' 1 22,2 2 38,8 
• 1 22,4 2 1 39,1 

1 
2 

: 

• 1 22,6 3 1 39,4 
. 22,9 2 1 39,8 
' 23,1 2 1 40,1 

о 12,0 2 23,6 2 40.8 

(Продолжение таблицы па стр. l.'il) 

3 4 
w 

4 
м 

4 
32 

4 
а 

4 
м 

4 ~ 

5 ~ 

4 ~ 

4 
м 

4 ~ 

3 52,7 

2 53,1 

3 П,5 

3 53,9 

3 54,3 

3 
54,7 

3 
55,2 

3 55,6 

3 56,0 

3 
56,4 4 w 

-

5 
о 

~ 

~ 

« 
& 

• u 
и 

& 

4 56,8 

3 57,3 

3 57,7 

3 ~.1 

3 58,6 

3 59,0 

3 59,4 

4 59,9 

3 60,3 

5 
4 
4 

1-

3 !Ю.7 . 5 5 w 

4 
ы 

5 
~ 

А 

и 

ffi 
w 
ы 

~ 

w 

3 
61,2 

4 
61,6 1 4 

3 
62,1 

3 
62,5 4 

4 
63,0 5 

3 
63,5 

5 

3 
63,9 

4 

4 
64,4 

5 

3 
64,8 

4 
5 

- _, 

1 
1 

- -· --- 65,3 
1 

бm 

1 1 11,9 1 ; 23,3 3 1 40,4 

• •" 1 1 5,1 1 12,2 23,8 1 41,1 

1 1m ] 2m j 3m / 4m ,-- -;:---
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